Observemos que la suma de las columnas 8 y 4 de la matriz B(I?) es igual al vector oz([?).

FEl siguiente ejemplo nos da una idea de que el vector « y la matriz § no varfan bajo movimientos
de Reidemeister de Tipo III.

Ejemplo 3.1.6 Sean K = ((1,2,—4,—2,-3,4,-1,3),(-1,—-1,—-1,-1)) yf( =((2, 1, -4, =3,
-2,4, 3, 1), (-1, =1, =1, —1)). Entonces

-1 0 1 0 -2

~ —1 ~ -1 0 0 -1

a(K) = a(K) = v BK) = B(K) = 0 0 1
11 0

Ya tenemos algunas reglas de comportamiento que tienen el vector a y la matriz 5. A partir

de ellas derivamos la siguiente asignacion.

Definicién 3.1.3 Sea K = ((i1, ..., l2n), (€1, ..., em)) un cédigo nudal no trivial. Una tripleta
para K es una tripla de la forma (E(K),a(K),B(K)), donde E(K) = (e1,....em)’, a(K) y
B(K) como en la Definicion 3.1.2.

Estas tripletas tienen una caracteristica especial, y es que la matriz S(K) es antisimétrica.

Como ya vimos, esta tripleta no es un invariante, pero tiene un comportamiento que nos permite
definir una relacién de equivalencia adecuada, de tal forma que obtengamos un invariante. El
método que usamos es de la misma familia del que se usa cuando se define la relacién de
equivalencia entre las matrices asociadas a las superficies de Seifert de un nudo en el caso

clésico, [3].
Proposicién 3.1.8 La matriz 5(K) es antisimétrica.

Prueba. Sea K un cédigo nudal y sean a;, a; cruces de K. Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer que a; = %y a; = j. Ahora bien, por definicién = € SiN ?;1 si y sélo si

—x € gj ﬂg;l, ya que que (S; 1)_1 = gj. Entonces:

S oa=— Y

wegi ﬁg; ! wegj ﬁgz !

Por otro lado, 5;15; ' = (Ei N Sj*l)u(S;l N {j,—j}) vy 9;n5; " = (S;n S;l)u(S;1 N {i, —i}),

con lo que

stJr Z Ew = Z Ew = — Z 5w:—25w— Z Ew,

weSij weSin{j,—j} wes,;Ns; " wes,; NS, " weSji weS;N{i,~i}



de donde
Bii(K) + B8;,(K) = — Z Ew — Z Ew-

weS;N{j,—j5} weS;N{i,—i}
Veamos ahora que
Z Ew = — Z Ew- (3.6)
weS;N{j,—j} weS;N{i,—i}

Sean i y j cruces de K y consideremos los siguientes esquemas para la lista de cruces de K :

(1> ((_eii7 A7 :tja Ba :Fj7 07 eiia D)7 (elu s em)) 0 ((_eii7 A7 eiia Ba :tja Ou :':37 D)7 (617 RS €m))

(2> ((_eii7 Aaja B7 61‘2., 07 _j7 D)7 (ela ceey em)) y

(3> ((_eﬂ.7 A7 _ja Ba eii7 C7j7 D)7 (617 eeey em))

En (1) tenemos que S; N {j,—j} = {4, —j}, y S; N {i,—i} = ¢ 0o S; N {i,—i} = {i,—i}. Con

lo que > ew =0y > &y = 0. La otra posibilidad del (1) se hace de forma
wegim{.ﬁ*j} wegjm{ivfi}

andloga.

En (2) tenemos dos posibilidades, la primera que e; = 1, con lo que —e;i € S;, pero e;i ¢ Sj,

Z Ew = E—e;i = 1= *(*6]‘) = — Z Ew-

por lo tanto

weS;N{i,—i} weS;N{j,—j}
La segunda que e; = —1, entonces e;i € S'j, pero —e;i ¢ gj, con lo que
Z Ew = Eeji = —1 = —(—¢j) = — Z Ew-
weS;N{i,—i} weS;N{j,—j}
De la misma forma se prueba para (3) que > Ew = — > Ew. M
wEgiﬁ{j,fj} ngjﬁ{i,fi}

En la siguiente seccién estudiaremos estas tripletas independientemente del hecho de si provienen
o no de cédigos nudales. Definiremos sobre ellas una relaciéon de equivalencia basdndonos en
los comportamientos intuitivos mostrados en los ejemplos dados en esta seccién, y probaremos
algunas propiedades importantes. Mds adelante probaremos que la clase de equivalencia, bajo
la relacién dada, de una tripleta asociada a un cédigo nudal es un invariante muy fuerte de
nudos virtuales. También daremos condiciones necesarias para determinar cudndo una tripleta
(E, A, B), donde E y A son vectores de orden n y B es una matriz antisimétrica de orden n x n,

es la tripleta de un cédigo nudal.

3.2 Tripletas

En esta seccién estudiaremos el concepto de tripleta y probaremos algunas de sus propiedades.

Consideraremos la siguiente notacién: Para una matriz B, B® y Byj) representardn, respecti-
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vamente, la i-ésima columna y la j—ésima fila de B.
En el resto de este capitulo, para n > 1, T, = Z x Z" x sk(n,Z), donde Zs es pensado como el
grupo multiplicativo {1, —1} y sk(n,Z) denota el conjunto de todas las matrices antisimétricas

de orden n con entradas enteras, To = {((), (), )} ¥ T' = Unenvioy In-

Definicién 3.2.1 Una tripleta (E, A, B) de orden n > 1 es un elemento del conjunto T,,.

Definimos la tripleta de orden 0 o la tripleta vacia como ((), (),()).

Algunas veces las tripletas serdn escritas en la forma abreviada (E, A, B) = ((e;), (a:), (bij))-
A continuacién definiremos transformaciones sobre el conjunto 7', que nos permitira relacionar

tripletas, incluso de ordenes diferentes.

Definicién 3.2.2 (A-movidas basicas) Las A-movidas bdsicas es un conjunto formado por
tres tipos de transformaciones dadas a continuacion:

Transformaciones tipo Ag: es un conjunto formado por movimientos de la forma
(E,A,B) — (PE,PA,PBPT),

donde P es una matriz de permutacion.

Transformaciones tipo Ai: es un conjunto formado por movimientos de la forma

con ()2 )

donde CT = (0,...,0) 0 C = A ye € {1,-1}.

Transformaciones tipo Ay: es un conjunto formado por movimientos de la forma

E A B Cp Cy
(E,A,B) — e || d |.| -¢f o d ,
—e —d -CcF —d 0

donde C1 +Cy = A, e € {1,—1} y d € Z\{0}.

Por comodidad, a las transformaciones de tipo Ag las llamaremos permutaciones. Notemos que
la transformacién inversa de una permutacién es nuevamente una permutacién. Otro aspecto
que hay que resaltar es que las permutaciones, asi definidas, sélo relacionan tripletas del mismo
orden. En la siguiente seccién exploraremos, con mas detalle, esta transformacién probando
que estd relacionada con los movimientos de Tipo B, pero no los determina completamente, ya
que al realizar una reenumeracién es posible que se necesite, ademds de una permutacién, una

simplificacién o ampliacién.
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A las transformaciones de tipo A; y Ay las llamaremos transformaciones de ampliacion, y a
sus respectivos inversos transformaciones de simplificacion de tipo Ay y Ao, respectivamente.
Antes de continuar estudiaremos el efecto de aplicar una permutacién sobre una tripleta.

Sea P; la matriz asociada a la permutacién 7 de un conjunto de n elementos. La prueba
del siguiente lema es inmediata de la definicién de matriz de permutacién, por tal motivo la

omitimos.

Lema 3.2.1 Sea (E, A, B) = ((€i), (a;), (bij)) una tripleta de orden n, y sea T una permutacion

del congunto {1,2,...,n}, si P = P, entonces
(PE, PA,PBPT) = ((GT(i))a (aT(i))’ (bT(Z)T(j)))

Motivados por los ejemplos estudiados en la seccién anterior definiremos una relacién de equi-
valencia sobre el conjunto 71" de tal forma que la clase de equivalencia de una tripleta de un

c6digo nudal K sea un invariante de [K].

Definicién 3.2.3 Diremos que dos tripletas (E, A, B) y (E', A’, B') son A—equivalentes, de-
notado (E, A, B) < (E', A", B'), si (E, A, B) puede ser transformada en (E', A', B") por medio

de un nimero finito de las A-movidas bdsicas y sus inversos.

La relaciéon =< es, en efecto, una relacién de equivalencia sobre el conjunto 7. A la clase de

equivalencia de la tripleta (E, A, B) la denotaremos por [E, A, BJ.

Definicién 3.2.4 Sea (E, A, B) una tripleta de orden n. Diremos que (E, A, B) es trivial
si es equivalente a ((),(),()). Diremos que (E, A, B) es reducible si satisface alguna de las
siguientes dos condiciones:

(1) Exziste j € {1,...,n} tal que a; =0 y (BU) = (0),%1 ¢ BU) = A).

(2) Ezisten r,t € {1,...,n} tales que e, = —e;, A, = —A; y BT 4+ B = A,

En caso contrario diremos que es irreducible.

El siguiente lema es una consecuencia directa del hecho de que toda permutacién es un producto

de transposiciones; por tal motivo omitiremos su prueba.

Lema 3.2.2 Sea (E, A, B) una tripleta de orden n y sea (E',A',B') = (PE,PA, PBPT),
donde P es una matriz de permutacion. Entonces (E, A, B) es reducible si y sélo si (E', A', B')

lo es.

Consideremos la siguiente generalizacién de la Definicién 3.2.2.
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Definicién 3.2.5 Las A-movidas generalizadas es un conjunto formado por dos tipos de
transformaciones obtenidas al combinar ampliaciones y permutaciones, como sigue:

Transformaciones A1 generalizadas: es un conjunto de movimientos de la forma
(E,A,B)= (E',A",B'),

donde (E', A’, B") se obtiene al aplicar una transformacion Ay bdsica sobre (E, A, B) sequida
de una permutacion asociada a T =(jnn—1--- j+1), 5 €{1,2,....n— 1}, donde n es el
orden de (E, A, B).

Transformaciones As generalizadas: es un conjunto de movimientos de la forma
(E,A,B)= (E',A",B"),

donde (E', A', B") se obtiene al aplicar una transformacion Ay bdsica sobre (E, A, B) sequida de

una de tipo Ag asociada a una permutacion T, donde T es la permutacion dada a continuacion.

(ks 1<k<i
n—1 s k=1
Tk)=<¢ k-1 s i+1<k<j—1,
n st k=j
k=2 s Jj+1<k<n

tomando i < j.

Ahora bien, jqué significa el inverso de una A-movida generalizada?

Supongamos que (F, A, B) es reducible, entonces satisface alguna de las siguientes dos condi-
ciones:

(1) Existe j € {1,...,n} tal que aj =0y (BY) = (0),x1 0 BY) = A) 6

(2) existen 7,t € {1,...,n} tales que e, = —e;, A, = —A; y B") + B = A,

Si estamos en la condicién (1), la simplificacién A; generalizada permite eliminar, de los vectores
Ey A, e y aj, respectivamente, y eliminar de la matriz B la columna BU) y 1a fila Byjy.

Si estamos en la condicién (2), la simplificacién Ay generalizada permite eliminar, de los vectores
E vy A, las componentes e, y e, a, ¥ at, respectivamente, y eliminar de la matriz B las columnas
By BW y las filas By, y By

El teorema siguiente es inmediato de la definicién anterior.

Teorema 3.2.3 Dos tripletas son A-equivalentes si una de ellas se puede transformar en la otra
por medio de un nimero finito de permutaciones, A-movidas generalizadas o de sus respectivos

1NVErsos.
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De ahora en adelante trabajaremos con permutaciones y las A-movidas generalizadas. Por
tanto, para que la notacién no sea recargada, llamaremos a las transformaciones de tipo Ay y
Ay generalizadas transformaciones de ampliacion, y a sus respectivos inversos transformaciones

de simplificacion.

Definicién 3.2.6 Una sucesion finita de tripletas es un conjunto de la forma {(Ys, Z;, W) i1
donde (Y;, Z;, W;) es una tripleta de orden n; de la forma ((yj) (z ) (w} '), j=1,2,.

Sea (E, A, B) una tripleta de orden m, y sea {(Y;, Z;, W; )}Z 1 una sucesion de trzpletas Dzremos
que {(Yi, Zi, Wi)}t_, es una sucesion vdlida, de longitud k, de (E, A, B) si

(Ev Av B) = (Ylvzlvwl) =X (YkaZkaWk);

y donde (Yit1, Zit1, Wiy1) se obtiene al aplicar sobre (Y;, Z;, W;) una tnica transformacion, bien
sea de permutacion, ampliacion o de simplificacion, parai = 0,1,...,k—1, donde (Yo, Zy, W) =
(E, A, B).

Con la notacién anterior podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4 Sea (E,A,B) = ((&),(ai), (bij)) una tripleta irreducible de orden m. Si
{(Yi, Z;, Wi)}e_, es una sucesion vdlida de (E,A, B), donde (Y;, Zi,W;) es de orden n;, en-
tonces, para todo i = 1,2, ..., k,

ni2m7

y existen {t1,....,tm} C {1,2,...,n;} tales que para todo j yr en {1,2,...,m},

i, =€ A =a; Y wiy, = Db (3.7)
Prueba. La prueba la haremos por induccién sobre la longitud, digamos k, de sucesiones
validas de (E, A, B). En efecto, sea {(Y,Z, W)} una sucesién vélida de (E, A, B), entonces
(E,A,B) < (Y,Z,W). Puesto que (E, A, B) es irreducible, entonces (Y, Z, W) debe ser o una
permutacién o una ampliacién de (E, A, B). Ahora bien, si (Y, Z, W) es una ampliacién de
(E,A,B), se toma t; = j, j = 1,2,...,m. Por otro lado, si (Y, Z, W) es una permutacion,
digamos 7, de (E, A, B), se toma t; = 7(j), j = 1,2,...,m. Por tanto, el teorema se cumple
para k = 1.
Supongamos que el resultado es cierto para toda sucesién valida de (F, A, B) de longitud k, y
sea {(Y;, Z;, Wi) }i 0 k“ una sucesién vélida de (E, A, B), entonces debemos probar que ngy; > m
y que existe {1, ..., m} C {1,2,...,nk41} que satisface (3.7). En efecto, {(V;, Z;, Wi)}£_, es una
sucesion valida, de longitud k, de (F, A, B). Asi, por hipétesis de induccién, para todo i =
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1,2,....k, n; >my existen {t1,...,t,} C {1,2,...,n;} tales que para todo j y r en {1,2,...,m}

[ [Jp [—
Yt; = s Rt = 4y y wy 4, = bjr.

Analicemos las posibilidades para (Yii1, Zk11, Wia1)-
Si ng = m, entonces {t1,...,tm} = {1,2,...,m}. Asi, al tomar P, donde 7 = (1 1)(2 t2)--- (m
tm), entonces por el Lema 3.2.1, tenemos que

(PrYy, PrZ, PTWPg) = ((yf(])% (Zf(])), (wf(j)fr(r ) = ((%@)7 (22)7 (wfjtr))
= ((ej)a (aj)a (bJ )) = (E, A, B).

Por tanto (Y, Z, W) es irreducible. Luego, (Y41, Zk+1, Wi+1) debe ser o una permutacion
o una ampliacién de (E, A, B). Haciendo un anélisis similar al hecho en el primer paso de
induccidn, se tiene el resultado para k + 1.
Supongamos ahora que ny > m. Si (Y11, Zkt1, Wi+1) es una permutacion, asociada a 7, de
(Yx, Zx, W) entonces ngi1 = np > m, y si tomamos %} = 7(t;), j = 1,2,...,m, vemos que
el teorema se cumple para k + 1. Por otro lado, si (Yyy1, Zkt1, Wk+1) es una ampliacién de
(Yx, Zx, Wy), entonces ngiq1 > ng > m, y si tomamos %} =1, j = 1,2,..,m, vemos que el
resultado es valido para k + 1.
Consideremos el caso en el que (Yii1, Zx11, Wiy1) es una simplificacién de (Yy, Zy, Wy). Para
considerar este caso, debemos suponer que ni > m + 1 o que ng > m + 2 si tenemos una de
tipo A1 6 Ao, respectivamente.
Supongamos que tenemos una simplificacién asociada a una transformacion de tipo A; entonces
existe g € {1,2,...,n%} tal que

zg =0 vy (wf =00 wfg = zf, para j = 1,2, ,nk> . (3.8)
Supongamos que existe r € {1,2,...,m}, tal que g = ¢,, entonces, de (3.8), para todo j y r en
{1,2,...,m},

aT:sz :z;f:O y (bjr :wfjtr :wtjg:OObjT:wfjtr :wtjg:zfj :aj),

lo que implicarfa que (E, A, B) es reducible, por tanto g ¢ {t1, ..., t, }. Luego, nx11 = np—1>m,
y al tomar ?J =tj, j=1,2,...,m, el teorema se cuample para k + 1.
Supongamos ahora que tenemos una simplificacién asociada a una transformacién de tipo Ao,

entonces existen g y h en {1,2,...,n;} tales que

k k k k k k k
Yg = —Yn, Zg=—2, Y Wjt+wj=2,7=12 . ng
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Entonces {g, h} € {t1,....t;m}, pues de lo contrario (E, A, B) serfa reducible, por tanto el teo-
rema se cumple para k + 1 si t~j =tj,paraj=12,..,m,. &
El siguiente teorema garantiza que toda clase de equivalencia [E, A, B] contiene un tnico ele-

mento irreducible, salvo permutaciones.

Teorema 3.2.5 Sea [E, A, B] € T/, entonces existe (E', A', B") € [E, A, B], tal que (E', A’, B)
es irreducible. FEs mdas, si (E", A" B") es otro elemento irreducible en [E, A, B], entonces existe
una matriz P de permutacion tal que (PE', PA", PB'PT) = (E" A", B"), y por tanto todos los

irreducibles de [E, A, B] tienen el mismo orden.

Prueba. Sea (FE, A, B) una tripleta de orden n y sea G el conjunto formado por todos los
m € NU{0} tales que T,,,N[E, A, B] # ¢. Ahora bien, G C NU{0} y G # ¢, asi, por el principio
del buen orden, existe un elemento minimal mg € G. Sea (E’, A', B") € T,,,,N[E, A, B], entonces
por la minimalidad de myg, (E’, A’, B') es irreducible.
Sea (E", A”, B") otro elemento irreducible en [E, A, B] de orden m, puesto que m € G, se tiene
que, mgo < m.
Puesto que (E', A", B) y (E", A”, B") son elementos de la clase de equivalencia [E, A, B, en-

tonces existe una sucesion finita de tripletas {(Y, Z, W);}£_, tales que
(E”7 A”7 B//) = (Yb Z17 Wl) = X (Yka Zka Wk) = (E/7 Al7 B/)7

sin perdida de generalidad podemos suponer que la sucesién {(Y;, Z;, W)}, donde (Vii1,
Ziy1, Wiyr) = (B, A/, B'), es vélida para (E”, A", B"), asf por el Teorema 3.2.4 tenemos
que mg > m, de donde my = m, y ademds existe una matriz P de permutacién tal que
(PE",PA", PB"PT) = (E/, A", B)). m

Por el teorema anterior tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 3.2.7 Sea [S,A,B| € T/~. El Orden de [S, A, B], denotado por Ord [S, A, B], lo

definimos como el orden de alguno de sus irreducibles.

3.3 Definicién de A

En esta secciéon mostraremos que la asignacién A : CN — T, \(K) = (E(K),«(K), Z(K)),
donde NC es el conjunto de los cédigos nudales, se extiende, de manera natural, a una funcién
de CN/~ enT/~.

Antes de afrontar tal demostracién, primero estudiaremos el comportamiento de la tripleta
A(K) con respecto a transformaciones de Tipo B. Esto lo hacemos con el objetivo de tener
control, en el momento de realizar un anélisis, del cambio de las tripletas de cédigos cuando

estos son afectados por reenumeraciones.
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El Ejemplo 3.1.3 nos dice que en algunos casos reenumeracion de cédigos lleva a permutacion de
tripletas, o que reenumeracién de cédigos lleva a permutaciones y simplificaciones de tripletas.

Consideremos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.3.1 Sea K = ((i1,...,12n), (€1, ...,em)) un cddigo nudal con cruces ai,...,an.
Sean by, ...,b, € ZT y consideremos la reenumeracion dada por ¢ : {as, ..., an}J{—a1, ..., —an} —
{b1,b2, ..., b} U{=0b1, ..., —by}, donde p(a;) = b; y p(—a;) = —b;, para todo i = 1,2,...,n. Sea

K el cédigo nudal obtenido al aplicarle tal reenumeracion a K. Entonces o, (K) = ozbj(ff) y

Baja;(K) = By, (K), para todo i,j € {1,...,n}.

Prueba. Puesto que K esun c6digo nudal obtenido a partir de K usando la reenumeracién
, entonces

K = (((P(il), ey (P(i2n))v (glv ---agt))v

donde, para j = 1,2, ...,¢t > max{by, .., b, },

eb]. =

~ eq; para j=1,2,...n
1 en otros casos

Es inmediato, de la definicién de ¢, que Sy, (K) = ¢(S4,;(K)). Puesto que €,(;,) = ¢i,, para
todo r € {1,2,...,n}, entonces

a,(K)= 3 Fu= Y Fpw D &x=oaq(K).

weSbj(K) 2€8a; (K) z€Sa; (K)

Similarmente se demuestra que B, (K) = By, (K), para todo 4,j € {1,...,n}. =

Corolario 3.3.2 Sean Ky y Ky cddigos nudales con cruces ai,...,a, ¥y bi,...,b,, respectiva-
mente. Supongamos que K se obtuwvo al aplicar una reenumeracion sobre K.

(1) Si max{ai, ..., an} = max{by,...,by}, entonces \(K1) se puede transformar en \(Kz) medi-
ante permutaciones.

(2) Si max{aq, ..., an} < max{by,...,b,}, entonces \(K1) se puede transformar en \(Ka) medi-
ante permutaciones y simplificaciones de tipo A;.

(3) Si max{as, ..., an} > max{by,...,b, }, entonces \(K1) se puede transformar en \(Kz) medi-

ante permutaciones y ampliaciones de tipo Aq.

Por el corolario anterior, podemos de ahora en adelante suponer que los cédigos nudales se
encuentran en forma estdandar. Asi, si K; y Ko son cédigos en forma estdndar de n cruces, y
K se puede transformar en Ky mediante reenumeracién, entonces A(K) es una permutacion
de A(K3).
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Teorema 3.3.3 La asignacion A : CN/r — T/~ definida por A([K]) = [A(K)], donde A\(K) =
(B(K),a(K),B(K)), es un invariante de nudos combinatorios.

Prueba. Debemos probar que A es una funcién. Por el Corolario 3.3.2, A([K]) no depende
de transformaciones Tipo B, y puesto que las transformaciones de Tipo A 6 C no alteran la
tripleta A(K'), entonces sélo debemos analizar cada movimiento de Reidemeister por separado.
No perdemos generalidad, si en todos los casos, el cédigo K estd en forma estédndar.

Tipo I: Supongamos que Ky = ((n,—n, 4), (e1,...,en)) v Ko = ((A), (e1,...,€,)). Ahora bien,
sea j € {1,...,n— 1}, entonces S;(K1) = Sj(K2) 6 S;(K1) = Sj(K2)U{n,—n}, en ambos casos
a;(K1) = a;j(K2). Por otro lado, si e, =1 6 e, = —1, entonces S, (K1) = {A} 6 Sp(K1) =0,
respectivamente, con lo que oy, (K1) = 0.

Supongamos que 7, t € {1,...,n—1}, entonces Sy (K1) = Spt(K2) 6 Spi(K1) = Spi(K2)U{n, —n},
con lo que B,,(K1) = B,,(K2).

Sea j € {1,...,n — 1}. Si e, =1, entonces S, (K1) = {A}, y por tanto Sj_l(Kl) C Sn(K1), con
lo que

Brj(K1) = Z ew = —0y(K1) = —a(K>2), paratodoj=1,...,n—1
wES].*l(Kﬂ

Si e, = —1, entonces S, (K1) = ¢. Por tanto S,;(K1) = ¢ 6 Sy;(K1) = {n,—n}, en ambos
casos, tenemos f3,,;(K) = 0.
De lo anterior, si hacemos CT = (3,,; (K1), ..., B, n—1(K1),0), entonces:

By = ( ) ) (K1) = < o) ) v = ( A ) 39

donde C' = a(Ksy) sie, =16 CT = (0,...,0) si e, = —1. En el movimiento de tipo A; no se
involucra el primer vector, entonces, de (3.9), A\(K7) se puede transformar en A\(K3) mediante
una movida de tipo Aj.

La otra posibilidad del movimiento Tipo I es similar.

Tipo II: Sin pérdida de generalidad podemos tomar el movimiento de Reidemeister de Tipo
IT como K1 = ((n—1,n, A, —(n —1),—n,B),(e1,....en)) v Ko = ((A, B),(e1, ..., en—2)), con

én—1 = —e,. Vamos a probar que se tienen las siguientes dos afirmaciones.
a(K>) B(K2) C1 Co
a(Kl) = an—l(Kl) y ﬁ(Kl) = —O,ir 0 an_l(Kg) s (310)
—an—1(K1) —CT' —ap_1(K2) 0

donde C + Cy = a(K3).
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Para todo j € {1,...,n — 2}, Sj(K;) puede tomar alguno de los valores
Sj(K2) 6 Sj(K2)U{—(n—1),-n)} 6 5j(K2)U{n —1,n} 6 Sj(K1)U{n—1,n,—(n—1),-n)}.

En cada uno de esos casos, tenemos las igualdades a;(K1) = o (K2) y 8;;(K1) = 8;;(K2), para
todo 4,7 € {1,....,n — 2}.

Por otro lado, por definicién, si e,—1 = 1, entonces S,_1(K1) = {B} U{-n} y Sp(K1) =
AU{—(n—1)}. Porel Lema 3.1.4 y el hecho de que ¢, +&_(,,_1) = 0, tenemos que oy, 1 (K1) +
an (K1) = 0. Para e,—1 = —1 hacemos un analisis similar y tenemos la prueba del lado izquierdo
de (3.10).

Seat=1,2,..,n. Sie,—1 =1, entonces S,,—1(K1) ={B}U{—n}y Sp(K1) =AU{-(n—1)}.
Tenemos que

anlt(Kl)—i_/Bnt(KQ) = Z Ew T Z Ew-

wESp—1 ¢(K1) wWESnt (K2)

Por otro lado Sp,—1(K1) N Sy(K1) = {n,n — 1}, mas atin, tenemos que S;(K1) N{n —1, n} =
{n—1,n} 6 Si(K1) N{n—1,n} = ¢, y debido a que &, +¢,—1 = 0, entonces

B(nfl)t(K1)+ﬁnt(K1) = Z Ew = Z Ew = *Olt(K)-
wE(Sn—1(K1)USn (K1))NS; (K1) weS; 1 (K)
Si ep—1 = —1, hacemos un andlisis similar, entonces 3,_; (K1) + B, (K1) = —a (K1), para

todot=1,2,...,n.
Sea CT = (Bp_11(K1)s -y Bt n2(K1)) y CT = (B, 1(K1), s B n_o(K1)), entonces CF +
C3 = —a(Ka), més atn, 8, ,_1(K1) = —an-1(K1) y By_q (K1) = —an(K1) = an-1(K1), con
lo que tenemos la parte derecha de (3.10). Puesto que e,—1 = —ey, A(K1) se puede transformar
en A(K32) mediante una movida de Tipo Aj.
Las otras posibilidades para el movimiento Tipo II son similares.
Tipo III: El movimiento de Reidemeister I1I es més complicado de analizar que los movimientos
I y II debido a que éste tiene 16 posibilidades; y si no tenemos mucho cuidado con los signos
de los cruces involucrados, podriamos caer en el error de considerar un movimiento que luzca
igual, pero que no sea una de las posibilidades del movimiento de Tipo III.
Para no alargar la prueba probaremos la invariancia de A bajo el caso R3-1, vease Tabla 1.1, del
movimiento de Reidemeister III. Los otros casos se analizan de forma andloga, pero de nuevo
repetimos, en cada caso hay que ser muy rigurosos con los signos de los cruces involucrados.
En efecto, sean
Ki=(-(n=2),—(n—1),A,Fn,n—1,B,£n,n—2,C), (e1,...,en)) ¥y
Ko=((-(n=1),—(n—1),A,n—1,Fn,B,n—2,4n,C), (e, ...,ey))

con ep_9 =€p—1 =1y e, =F1
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Por definicién, para todo j € {1,2,...,n — 3}, S;(K;) = S;(K32), por tanto o (K1) = oj(K2) y
Bi;j(K1) = B,;(K2), para todo i,j € {1,2,....,n — 3}.

Ahora bien, S,_o(K1) = {C} y Sp—2(K2) = {C} U {xn,—(n — 1)} y puesto que estamos en
el caso R3 — 1, entonces €1, = F(F1) = 1, por tanto 4, + E_(n-1) = Fen +en—1 =0,y
asi ap—2(K1) = an—2(K2). Por otro lado S,_1(K1) = {£n,n —2,—(n —2)} U{B} U {C} y
Sn—1(K2) = {Fn,n—2,£n}U{B}U{C}, y como estamos en el caso R3—1, ex,, = £,_2, con lo
que exp+Ep-2+E_(n_2) = Exnt+En—2+exn yasi ay_1(K1) = ap_1(K2). Porltimo S, (K1) =
{n=2,-(n—-2),—(n -1} U{A}U{C} y Sn(K2) ={-(n—1),—(n—2),n -1} u{A}u{C},
nuevamente, puesto que €,—2 +€_(n—2) + €-(n-1) = €-(n-1) + €—(n—2) T En—1, S€ tiene que
an (K1) = an(Ka?).

De lo anterior, los vectores a (K1) y a(K2) son iguales.

Sea j € {1,2,...,n—3}, ysea S; = §;(K1) = S;j(K3). Puesto que S,,_1 (K1) = {+n,n—2, —(n—
2)}U{B}U{C} y Sn-1(K2) = {Fn,n—2,+n} U{B}U{C}, entonces 3,_; ;(K1) = B,_1 ;(K2)
si y sélo si se satisface la siguiente igualdad

3 =Y e

we{:tn,an,f(nf2)}ﬁSj’1 w€{$n,n72,:|:n}ﬂSj71

Y esta se satisface debido a que e1n +éen—2 +€_(n—2) = €xn + E_(n—2) + €xn = 0.
Sz (K1) = (1C}N S ) U (fn =2, =(n =2} 87 ¥ Sumzj(K2) = ({C} N1 871 U
({in, —(n—1),n—2,—(n—-2)}NS; 1) Luego f,,_5 ;(K1) = B,_9 j(K2) si y sdlo si se satis-

face la siguiente igualdad

Y = 3 Cu.

we{n—2,—(n—2)}nS; ! we{Fnn—1,n-2,—(n—2)}NS;""

Pero esta se cumple debido a que ¢4, +¢_(,—1) = 0, ya que por estar en el caso R3 — 1,
€4n = F(F1) = L.

De una manera similar se prueba que f3,,;(K1) = 3,,;(K2).

Por otro lado S, 1, 2(K1) = {B} N {C} Ly Spc1n—2(Ky) = ({Byn{C} ) U{Fn, n—1}.
Como ey, + -1 = 0, entonces (,,_1 ,,_2(K1) = B,_1 n_o(K2).

Ahora bien, Sp_1 n(K1) = ({B} n{ciu {A})’l) U{—(n—2),n—2n—1}y Sp_1n(Ks) =

({B} NnH{C}u {A})ﬂ) {—=(n—1), n—2,n—1}, puesto que £,_2 = &, entonces 3,1 ,(K1) =
Bt n(K2). Por dltimo Sp_gn(K1) = ({CIN{A} ) U{n—2,—(n—2)} vy Sn—2n(K2)
({Cyn{4} P U{—(n—1),n—2}), puesto que en_ + €_(,_2) = E_(_1) + En—2, entonces
Bpan(K1) = Bh_s n(KQ) De lo anterior las matrices S(K1) y f(K2) son iguales. Ademds
E(K1) = E(K3), luego A(K1) = A(K>).

La prueba para las otras posibilidades de movimiento Tipo III son similares. m
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El siguiente teorema nos muestra la utilidad del invariante A a la hora de determinar cudando

un nudo combinatorio no es clésico.

Teorema 3.3.4 Si [K]| es un nudo combinatorio cldsico, entonces A([K]) = [(),(),()]. Y por
tanto Ord(A([K])) = 0.

Prueba. Use Teorema 3.3.3 y Corolario 3.1.6. m

Ejemplo 3.3.1 Consideremos los nudos virtuales K y K' mostrados en la Figura 3-1. K =
1 - S
( X
Y G
K K

Figura 3-1: Nudos de Kishino

((1,2,-1,3, —4,-3,4,-2), (1, 1,1, —1)). Por definicion Sy = {3, 4, —3,4,—2}, Sp = {~1,3,
—4,-3,4}, S3 = {4,-2,1,2, -1} y Sq4 = {-2,1,2,—1,3}. Entonces S12 = {1,3,—4,-3,4},
Siz = {—4,-2,1,—1}, S1a = {-2,1,-1,-3}, Sog = {—4,-2,2,—1}, Soq = {2,-2,—-1,-3},
S3q ={-2,1,2,—1,-3}, vease Definicion 3.1.1. Por tanto tenemos que

1 -1 0 -1 -2 0
-1 1 1 0 0 2
AEK) = : :
1 1 2 0 0 1
-1 -1 0 -2 -1 0

Notemos que ninguna columna, ni la suma de dos de ellas, de la matriz 5(K) es igual a a(K).
Con lo que N(K) es irreducible, y asi OrdA([K]) = 4, de donde [K] no es un nudo combinatorio
clasico. En forma similar,

1 -1 0 -1 -2 0
MK = sl I I I B
~1 1 2 0 0 1
1 -1 0 -2 -1 0

Luego, \(K') es irreducible y por ende OrdA([K']) =4, con lo que [K'] no es un nudo combina-
torio clasico. Adicionalmente, note que aunque a(K) = a(K') y 8(K) = B(K'), E(K) # E(K')
con lo que A(K) # A(K") y por ende dichos nudos no son equivalentes.
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El siguiente ejemplo muestra un nudo virtual K, que no es cldsico, pero A([K]) = [(), (), ()].

Ejemplo 3.3.2 Consideremos el nudo virtual K mostrado en la Figura 3-2.

Figura 3-2: Ejemplo de un nudo virtual, no cldsico, con A trivial

Puesto que

-
—
=
Il
_ o = O
_ o = O

FEntonces

A(K) = [( ; )(f)(f N )] = (0:0.01

Por otro lado, K es la suma conexa de los nudos K1 y Ko mostrados, respectivamente, en la

Figura 3-3. Por computo directo se prueba que
4 . 3
+
+ - -
1
2
K 1 K2

Figura 3-3: Dos nudos con A no trivial

1 1 000 —1
AL = 1 | 0 | 000 0 :Kl)’(—l),(O —1)]
1 0 000 0 1 1 1 0
1 1 100 0
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1 0 0 0 00

1 1 0 0 10 1 1 0 1
AED=11 01 oo 21 0 o :[(—1>’<—1>’<—1 0)]'

1 0 0 0 00

Con lo que [Ki] y [K3] no son nudos cldsicos, luego, por el Corolario 2.1.2, g,[K1] > 1 y
gw[K2] > 1, y por el Teorema 2.2.1 gy[K] > gu[Ki] + gu[K2] — 1 > 1, con lo que [K] no es

clasico.

3.4 ;Cudndo una tripleta (S, A, B) es la tripleta de un cédigo

nudal?

Sea (F, A, B) una tripleta de orden n» > 1. En esta seccién nos preguntaremos acerca de
las condiciones que debe satisfacer (E, A, B) para que exista un cédigo K tal que A\(K) =
(E, A, B). Es posible que tales condiciones no se puedan extender a la clase de equivalencia
A(K) = [E, A, B]. Antes de iniciar la busqueda de tales condiciones consideremos la siguiente

definicién.

Definicién 3.4.1 (Grafo de entrelazamiento) Sea K un cédigo nudal con cruces ai, ..., an.
Definimos el grafo de entrelazamiento de K, denotado por Ix, como la pareja ordenada
(V(Ik),E(Ik)) consistente de un conjunto V(Ix) = {a1,az,...,an} de vértices y un conjunto
E(Ik) de aristas de la forma a;a;, donde aja; € E(Ik) sty sdlo si se cumple alguna de las
siguientes dos condiciones: (a; € Sq;(K) y —a; ¢ Sq;(K)) 0 (—a; € Sq;(K) y a; & Sq,;(K)).

Sea m un cruce de K, definimos la estrella de m en I, denotada por star(m), como el subgrafo
de Ik inducido por m y sus vecinos. Usaremos la siguiente notacién: V,, = V(star(m)) y
E,, = E(star(m)).

Clasificaremos los elementos de V;,, y Ey,, respectivamente, en dos conjuntos como sigue: V& =

{t e Vip:m e S{(K)}, V,, ={t € Vi : —=m € Si(K)}, Ef, = {mj : —ejj € Spn(K)} y
E. :{mj:ejj € Sm(K)} = Ex\E},.

Lema 3.4.1 Sea K un cddigo nudal y sea a = a; € {ai,...,an}. Entonces aq(K) = |Ef (K)| —
|E; (K)|, donde |EX(K)| y |E; (K)| denotan las cardinalidades de Ef(K) y E, (K), respecti-

vamente.

Prueba. Supongamos que Vo (K) = {b1, ..., b} U{a}, entonces Eq(K) = {ab; : j =1,...,7}.
Con esta notacion E; (K) = {ab; : —ep;bj € Su(K)} y E; (K) = {ab; : ey;bj € Sa(K)}.
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Sabemos que o, (K) = ) cn. €w, donde N, y S, son los conjuntos definidos en la Seccién
3.1.1. Ahora bien, sea w € N,.

Siep =1y w >0, entonces aw € E,; (K) y ey = —1.

Si e =1y w <0, entonces a|w| € Ef (K) y e, = 1.

Si ey = =1y w > 0, entonces aw € B (K) y €y = 1.

Si e = —1y w <0, entonces a|w| € E; (K) y ey = —1.
Sean A = {w € Ny : €y =1}y B={w € N, : €y = —1}, entonces tenemos que ) 4w =
|EF(K)| y Ypepcw = —|Ey (K)|. Puesto que, ao(K) = Y, ca€w + D ypepEws entonces,

ao(K) = |Ef (K)| - |Eq (K)|. =
El siguiente teorema resume las condiciones que debe cumplir una tripleta para ser la tripleta
de un cédigo nudal. ;Serdn dichas condiciones suficientes? Esta pregunta esta pendiente para

un préximo trabajo.

Teorema 3.4.2 Sea K un cédigo nudal con conjunto de cruces {ai,...,an}. Entonces

(1) S, (K) =0,

(2) ag,(K) € [-(n—1),n—1] = {-(n —1),—(n — 2),...,0,1,2,....,n — 2,n — 1}, para todo
1=1,2,...ny

(3) Baja;(K) € [-(n—1),n—1] = {-(n—1),-(n—2),...,0,1,2,...,n — 2,n — 1}, para todo
i,7=1,2,..,n.

Prueba. No perdemos generalidad si suponemos que los c6digos estdan en forma estandar.
n

(1) Por el Lema 3.4.1 es suficiente probar que »_ (‘Ej(K)‘ - ‘E;(K)D = 0. Consideremos
j=1

la estrella en el vértice a. Ahora bien, si V,(K) = {a}, entonces EX (K) = E, (K) = ¢, de
donde |Ef(K)| — |E; (K)| = 0. Supongamos ahora que V,(K) # {a}. Por reenumeracion,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que at € Ef (K), t = 1,2,....j vy as € E, (K),
s =7+ 1,..,7. Se cumple que at € E}(K) si y s6lo si —eit € Su(K) si y sélo si K =
((C, —eqa, D, —eit, Pyeqa, Q, eit), (€1, ...,e,)) siy sélo si eqa € Sy(K) siy sélo siat € E; (K).

Como at pertenece sélo a dos estrellas, entonces se cumple que

i\E}(K)\ :i(Ej—(K)(,

por tanto se cumple el resultado.
(2) Sea IC,, al conjunto de todos los cédigos nudales, en forma estandar, de n cruces. Sea K € I,
y sea j un cruce de K. Si K = ((—€;J, %2, ..., it, €, 442, .- 42n), (€1, ..., €5)), entonces S;(K) =
{t2, ..., 1%t }. Sean {a1,...,ap},{b1,....,bq} ¥ {c1, ..., s} subconjuntos disjuntos de {1,2,...,n}\{j}
tales que

Si(K) ={a1,...,ap} U{=b1, ..., —bs} U{c1, —c1, ..., cs, —Cs }.
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Entonces
aj(K) = —eq — ... —€q, +ep + ... +ep,.

Puesto que a; # by, para todo t € {1,...,p} y r € {1, ..., ¢}, entonces p+ g < n— 1, de donde «;

tomarfa su valor méximo cuando p+q=n—1,€, = ... =€, = —1l y ey = ... =ep, = 1, con
lo que a;(K) < n—1, para todo K € K,,. Por otro lado, cj obtendria su valor minimo cuando
prg=n—1e4 =..=¢€, =1yep =..=e, =—1, conlo que aj(K) > —(n — 1), para
todo K € IC,,.

(3) Se hace un argumento similar al hecho en la prueba de (2) y se obtiene (3). m

El siguiente ejemplo muestra que las cotas dadas en el teorema anterior se alcanzan.

Ejemplo 3.4.1 Sea n un entero positivo mayor o igual a 2, y sea K, = ((1, 2,...,n, —1,
=2,...,—n),(1,1,..., 1)). Entonces S;(Ky) ={—(i+1),—(i+2),...,—n,1,2,...;i— 1}, para todo
i=1,2,...,n, de donde a;(t) =n — 2i + 1. Por otro lado S;(K,) N S;(Kn) ={j+1,..,i}, con
lo que, B;;(Kn) =j—1i parai> j. Este ejemplo prueba también que estos nudos virtuales de 1

puente no son triviales, como se afirmd en el Ejemplo 2.5.4

3.5 Existencia de nudos virtuales chirales y no invertibles

En esta seccién estudiaremos el problema de cémo saber cudndo un nudo virtual, no clésico,
es chiral *, chiral # y no invertible. Para ello probaremos que el invariante A es sensible con

respecto a la imagen espejo x y #, y al inverso. Vease Seccién 2.1.

Teorema 3.5.1 Sea K un cddigo nudal, entonces oj(K) = aj(K*) y B;;(K) = B;;(K"),
para todo i,j € {1,2,...,n}. Por tanto, si A([K]) = [E(K),a(K),B(K)] entonces A([K*]) =

Prueba. Por definicién, S;(K*) = Sj_l(K), para todo i,j € {1,2,...,n}. Ahora bien,

gl = —ey, para todo w € {1,2,...,n} U{-1,-2, ..., —n}, por tanto
aE )= Y == Y ew= > euw=oa4(K).
wGSj(K*) weS;l(K) wESj(K)

Bii(K*) = Z Ep = — Z ew = Bi;(K). =

weS;; (K*) weS;;H (K)

— _ -1
Por otro lado, S;;(K*) = S;(K*) N SJI(K*) = (S,(K) N Sfl(K)) , luego

Teorema 3.5.2 Sea K = ((i1, ..., 49,), (€1, .., €,)) un cddigo nudal, entonces oj(K*) = a;j(K*)
para todo j € {1,2,....,n}.
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Prueba. No es dificil verificar que, para todo j € {1,2,....,n}
Si(KF)USH(K) = {i1, .., ion \{4, =i} v Si(K#)NSi(K) =¢.

Luego, 0 = Z Ew = Z Ew + Z Z el + Z Ew =

wESj(K#)USj(K) ’wESj(K ) wGSJ ) wESj(K#) wESj(K)
*O(]‘(K#) +ao;(K). =
Hasta este momento no hemos encontrado una relacién simple entre las matrices 3(K) y B(K7).

Pero si encontramos una relacién entre A[— K]y A[K?], como ilustramos en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.3 Sea K un cédigo nudal, entonces oij(—K) = —a;(K7) yBij(—K) = —Bij(K#),
para todo i,j € {1,2,....,n}. Luego A([~K]) = [-E(K?"), —a(K7), —B(K7")] = —A([K*]).

Prueba. Para todo j € {1,2,...,n}, S;(K#) = S;(—K). Asf que o (K#) = el =
- Z 5w:*aj(*K)aYBij(K#): Z el = - Z tw = —P;(—K). =
weSj(—K) wESi]'(K#) wESij(—K)

Ejemplo 3.5.1 Paran € N, n > 2, sea K,, = ((1,2,...,n,—1,-2,...,—n),(1,1,...,1)). En-
tonces Ky, no es un nudo combinatorio cldsico. Ademds no es chiral *, chiral # y no es
invertible. En efecto, puesto que S;(K,) ={—(+1),—(i+2),....,—n,1,2,....;i — 1}, para todo
i=2,..,n, a(t)=n—2i+1. Por otro lado sii > j entonces S; ( n) NS ( ) ={j+1,...,i},
por tanto, B,;;(Ky) = j —1i para i > j. Luego

1 n—1 0 1 ..o n—1

1 n—3 —1 0 e o m—2
A[Kn]: 5 )

1 -n+1 1-n 2—n ... 0

Debido a que todas las entradas del primer vector de A[K,,] tienen el mismo signo no podemos
aplicar simplificacion de Tipo Ag sobre A[Ky]. Por otro lado, ninguna columna de la matriz de
A[K,] es igual al sequndo vector de A[K,], con lo que no podemos aplicar simplificaciones tipo
Ay sobre A[K,], por tal motivo A[K,] es irreducible, lo que implica que A[Ky] # [(),( ), ()]

Por otro lado, K = K#, con lo que

—1 n—1 0 1 oo n—1

-1 n—3 -1 0 e om—2
A[K] = A[KH] = : : :

-1 -n+1 1-n 2—n ... 0
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entonces A[K¥] = A[K] # A[K,)], asi que K, es chiral x y #. Por tltimo

1 —(n—1) 0 -1 ... —(n-1)
ALK, = 1 ’ —(n—3) ’ 1 0o - —(n—-2) ;
1 —(=n+1) n—1 n—-2 0

de donde K, no es invertible.

Ejemplo 3.5.2 Consideremos el nudo virtual mostrado en la Figura 3-4.

((11_2131_41_11 5141 21_5! _3)1 (11 11 11 11-1))

Figura 3-4: Ejemplo de un nudo virtual K que es chiral * y chiral # y no invertible.

Puesto que
[ —1 1 0 2 -1 1 2]
1 -1 -2 0 -2 0 2
AK) = 1 , 2 , 1 2 0 1 1 ,
1 -1 0 -1 0 1
[\ -1 -2 -2 -2 -1 -1 0 /]
entonces K es chiral *.
Por otro lado
[/ 1 1 00 0 0 1 \]
-1 -1 0O 0 -1 -1 -1
A(K#) = 1 (| 2 |, o 1 0 1 3 ,
-1 0 0O 1 -1 0 1
[\ 1 -2 -11 -3 -1 0 /]

con lo que K es chiral # y no invertible. Ademds, en este caso, K* no es equivalente a K#.
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3.6 La tripleta A de virtualizaciones de un nudo cldsico

En la Seccién 2.4 definimos el proceso de virtualizacién de un cruce clésico. Esta modificacién
local llevo a Dye y Kauffman [12] a proponer el siguiente interrogante, que en términos de
codigos es: Sea K un cédigo nudal geométrico. ;Qué condiciones debe cumplir un cruce m de
K para que [K"] 6 [K™] ¢ [K™] sean nudos combinatorios clasicos? Este problema ha sido
estudiado por varios especialistas en el tema, vease [12] y [39].

En esta seccion estudiaremos el comportamiento del invariante A con respecto a los tres tipos de
virtualizaciones dadas en la Definicién 2.4.10. Con base en eso daremos condiciones necesarias
para determinar cudndo una virtualizacién de un diagrama de un nudo clédsico no es un nudo
clésico.

Con la idea de simplificar la notacién supondremos que los cédigos estardn en forma estdndar
(vease Definicién 1.2.1) y que las virtualizaciones siempre se realizan sobre el cruce n.
Recordemos los tres tipos de virtualizaciéon dados en la Seccién 2.4. Sea K = ((A, n, B, —n),
(e1, -y €)), n > 0, un c6digo nudal. Entonces K' = ((A, n, B, —n), (€1, ..., en—1, —€n)),
K2 =((A, —n, B, n), (e1, ..., en)) vy K" = ((A, B), (e1, ..., €)).

Recordemos, ver Seccién 3.4, que si m es un cruce de K, V,, representard el conjunto de
vértices de la estrella de m en Ix y E,, el conjunto de aristas de la estrella de m en Ig.
Ademads, clasificamos los elementos de V,,, y Fy,, respectivamente, en dos conjuntos como sigue:
Vii={teVn :meS(K)}, V, ={teVy:—meSK)}, E}, ={mj: —ejj € Sn(K)}y
E, :{mj:ejj € Sp(K)} = Ex\E}.

Proposicién 3.6.1 Sea K un cdédigo nudal geométrico. Si V,, = {n}, entonces K], [KL] y

[K"] son nudos combinatorios cldsicos.

Prueba. Supongamos que e, = —1, el caso e, = 1 es similar. Ahora bien, si V,, = {n},

entonces un diagrama esquemadtico para K, K, K, y K, se muestra en la Figura 3-5.

n

n

Figura 3-5: Diagrama esquemético para K, K', K7 v K™ en el caso de que V,, = {n}

La prueba de que cada uno de ellos es cldsico se muestra en la Figura 3-6. m
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Figura 3-6: Prueba de que K, K7 y K" son clésicos

Proposicién 3.6.2 Sea K un cddigo nudal, entonces o (Ky') = aj(Kg,) y B;;(Ky) = B;(Kg,)
para todo 1,5 € {1,2,...,n}.

Prueba. Por definicién, si K = ((4,n,B,—n), (e1,...,en)), entonces K' = ((A,n, B,
—n), (€1, ..., €y)), donde e; =ej, 7 =1,....,n—1ye, = —en, y K, = ((A, —n, B,n), (e1, ..., €)).
Sea r un cruce de K distinto de n, entonces S,(K) puede ser igual a uno de los siguientes
conjuntos {C,n}, {D,—n}, {E,n,—n}, {F}, donde C, D, E y F son subconjuntos de { A}U{B},
que no contienen ni a n ni a —n. Por definicién S, (K]') = S, (K), y Sr(KZ,) es igual a uno de
los conjuntos {C, —n}, {D,n}, {E,n,—n}, {F'}. Ahora bien:

(1) Si S,(K) ={C,n}, es decir, r € V,;}', entonces S, (K}') = {C,n} y S.(K.) ={C,—n}.

(2) Si S, (K) ={D,—n}, es decir, r € V,~, entonces S,(K}') = {D,—n}y S.(K2) ={D,n}.
(3) Si S (K) ={E,n,—n} 6 S,(K) = {F}, es decir, r ¢ V,,, entonces S,(K}') = S, (K.

De (1), o, (K?) = Zwe{c} Ewt+En= Zwe{c} Ew—En = ZwE{C}U{—n} Ew—E—p—en =ap(KDL).
De (2), ar(Ky) = X ueqoy Ew+En = Xue(ey Ew —E-n = Dwe(Cyuin} Ew —Entén = ar(Kg,).
De (3), ar(Ky) = ar(Kg).

Sean 7 y ¢ cruces de K distintos de n. Ahora bien, sit ¢ V,, y r ¢ V,,, entonces por (3) tenemos
que B, (K7) = By (KE,).

Supongamos que t € V" y que r ¢ Vj,, entonces, por (1), S¢(K?) = {C,n} y S¢(K") = {C, —n},
ypor (3), Su(KD) = Su(KL,) = {B,n, —n} 6 S,(KL) = S,(KL,) = {F}. 81 8,(K7) = S,(K,) =
{E,n,—n}, entonces Sy (KI)\{n} = Si(K2)\{—n}, luego 5., (K7) = B4 (KZ,). Por otro lado,
st S, (Ky) = Sr(Kg,) = {F}, entonces Sy (Ky') = Sy (Kg,), con lo que 8, (K) = By, (K3, ).
Supongamos ahora que t € V- y r §é Vi, entonces por (2), Si(K]') = {D,—n} y St(KL) =
{D,n} y por (3) S.(K}}) = S,(K_) = {E,n,—n} 6 S,(K}}) = S( K!) = {F}. Luego, si
Sy (KD) = S.(K") = {E,n,—n}, entonces Ser(KM)\{—n} = S (K \{n} luego B,,.(K7) =
B (K2)). Por otro lado, si S (K') = S, (K",) = {F}, entonces S (KJ') = Sy (K7, con lo que
B (K2) = By (KL,

Supongamos que t € V. y r € V| entonces, por (1), S¢(K?) = {C,n} y Sy(K?) ={C,—n} y
S (K1) = {C,n}y SH(KE,) = {C, —n}, luego Sy (K}) = Siy(KE,), ast que By, ( v> = B, (KL).
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Supongamos que t € V,t yr € V= entonces por (1) y (2) Sy(K?) = {C,n}, Sy(K?) = {C, —n},
Sr(Ky) = AD,—n}t y Sp(Kg) = {D,n}, luego Sp(Ky)\{n} = Su( sv)\{—n}a de donde
Bir(K7) = By (KG,)-

Supongamos ahora que ¢ = n. No es dificil verificar que S, (K}') = S, (K7,). Ahora bien, si
r ¢ Vi, por (3), Sp(K]') = Sy (KL) ={E,n,—n} 6 S;(K]') = S, (K%,) = {F}. En ambos casos
Bir(K) = B4, (KZ)). Por otro lado, si 7 € V. Entonces Sy, (K?)\{—n} = Sp.(K2%)\{n}, con
lo que 8,,.(K7') = B4, (KZ). Sir €V, , se procede de forma anédloga. m

Los siguientes teoremas nos dan una forma de computar A(K},) a partir de A(K).

Primero analizaremos el caso en el que j ¢ V,,, es decir que {n,—n} NS;(K) = ¢ 6 {n,—n} C
S;(K), el cual se resume en el Teorema 3.6.3. Después analizaremos, por separado, los casos
enel que j € Vo j €V, es decir {n,—n} N S;(K) = {n} 6 {n,—n} N S;(K) = {-n},

respectivamente, que se presentan en el Teorema 3.6.4.

Teorema 3.6.3 Sea K un cddigo nudal de n cruces en forma estandar, y sea j un vértice de
I tal que j ¢ V,,, entonces:
(1) a;j(Kg,) = a;(K).
(2) Si{n,—n} N S;(K) = ¢, entonces B;;(Kg,) = B;;(K), para todo i = 1,2,...,n
(3) Si {n,—n} C S;(K), entonces:
(a) Bj(K%,) = —Bj1(K) —2e, sit € V,F.
(b) B (Kg,) = =B (K) +2e, sit €V, .
(c) Bje(Kg) = B (K) sit ¢ Vi yt#mn.
(d) Bj(Kg,) = a;j(K) — B, (K).

Prueba. Supongamos que K = ((A,n, B,—n), (e1,...,ey)), entonces K = ((A, —n, B,
n), (e1, ..., en))
(1) Sea j un cruce de K tal que j ¢ V},, entonces S;(K7%,)) = Sj(K) = {C,n,—n} o S;(K]) =
S;j(K) = {D}, donde {C} y {D} son subconjuntos de {A, B}. En cada una de ellas se tiene
que o (K7,) = oy (K).
(2) Supongamos que S;(K7) = S;(K) ={D},yseai € {1,...,n}. Entonces S;;(K7,) = Si;j(K).
Asf que B;;(K7,) = B;;(K).
(3) Supongamos que {n,—n} C S;(K).

(a) Sit eV, entonces n € Si(K)y —n ¢ Si(K), por tanto —n € Si(K") y n ¢ Sy(K™).

De lo anterior S;i(K)\{—n} = S;:(K},)\{n} de donde

Bjt(K;Zv) = Z Ewtén= Z 5w+5n:5jt(K)—2€n.

weS;(Kg,)\{n} we S (K)\{-n}

(b) Supongamos que t € V,~, entonces —n € Si(K) y n ¢ Si(K), luego n € Si(KL,)y —n ¢
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S¢(K7,). Por tal motivo S;:(K)\{n} = S;:(KZ,)\{—n}, con lo que

/B]t(ng) = Z EwtEn= Z Ew Tt E—p= /B]t(K) + 2ey,.

weS; (K,)\{—n} weS S (K)\{n}

(c) Sit ¢ V,, tenemos dos casos: que {n,—n}NS;(K)=¢ o {n,—n} C S¢(K), en cada uno de
ellos se cumple S;(Kg,) = S;(K) y, debido a que S;(KY,) = S;(K), entonces 8;,(Kg,) = 8, (K).
(d) Puesto que S;(K},) = S;(K) y ademds, S, (K7) U S, (K) = {A, B}, entonces

(5.1 (K2) U S, (K) U {n, —n}) nT(K) = 5(K),

entonces o (K) = 3,,(Kg,) + 8,,(K). =
En el siguiente teorema analizaremos el caso en el que j € V;,.

Teorema 3.6.4 Sea K un cddigo nudal de n cruces en forma estandar, y sea j un vértice de
Ik tal que j € V.

L Sij eV, entonces o (KL,) = aj(K)+2ep y B, (K2,) = =B (K) +en+ o (K). Mas ain,
parat=1,--- ,n—1,

(1) Sii €V, , entonces B;;(Ky,) = B;;(K) —2en y

(2) sii € V,", entonces B;;(KY,) = B;;(K).

II. Sij €V, , entonces oz](K ) = a;(K) —2e, y B, (Kg,) = B (K) + e, — aj(K). Mas ain,
parat=1,--- ,n—1,

(1) Sii € V&, entonces B;;(KZ,) = B;;(K) +2ey y

(2) sii €V, , entonces B,;;(Kyg,) = B;;(K).

Prueba. L. Si j € V,, entonces S;(K) = {C,n} y S;(K") = {C,—n}. Como consecuencia

o (K3) = Z Ew = Z Ewt+E_p = Z Ew—EntE_p = Z Ew + 2€n

weS; (KE,) we{C} we{C,n} weS;(K)
= oj(K) +2e,.

(K) = S;(K). Puesto que S;(K)NS, 1 (K",) =
U

Por otrolado (S, *(K%,) U S, 1 (K) U{n, —n})NS;(
K Gj(K)ﬂSn( ))U{n}—Sj(K), asi que

Sj(KE,) NS, (KE,), entonces (S;(KY,) N Su(KY,))
Bi(Kg) + B (K) — en = o (K).

(1) Supongamos que —n € S;(K) y n ¢ Si(K), entonces n € S;(KL) y —n ¢ Si(K7,), con lo
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que —n € Si(K7) y n ¢ Sji(K2,). Por tanto S;:(K)\{n} = Sji(KB)\{—n}, y asi

5ji(Kgu) = Z Ew+En = Z Ew t+€En

weS;i (Kg,)\{—n} weS;i(K)\{n}
= Z Ew —En+E—n = B;;(K) + 2en.
we S (K)

Entonces, Bij(KgLv) = _Bji(ng) = _Bji(K) —2ep = /Bij(K) — 2en.

(2) Supongamos que n € S;(K)y —n ¢ S;(K), entonces —n € S;(K) y n ¢ S;(K?%,), entonces
Sin(Kg,) = Sjn(K), con lo que §;;(Kg,) = B;;(K).

La prueba de II es similar alade 1. m

Nota 3.6.1 Sea K un cddigo nudal. No es dificil ver que existen enteros positivos t, s y T, que
nos permiten aplicar transformaciones de Tipo B sobre K tal que:

(1) {n,—n} C S;(K), para todo i = 1,2, ...,t,

(2) nin ni —n estén en S;(K), para todo i =t +1, ..., s,

(3) i€Vt para todoi=s+1,...,ry

(4)i €V, , para todo i =r+1,....,n— 1.

El siguiente teoremas es inmediato de los resultados anteriores.

Teorema 3.6.5 Con la notacion anterior, si K es cédigo geométrico, entonces a( K2.) y B(KT)

son iguales, respectivamente, a

i 0 i _0 e 0 0 0 0 0 0O --- 0 0 i
0 0 0 0 0 0 0
0 0O --- 0 0 e 0 —2e, -+ —2e, 2, -+ 2, 0
0 O --- 0 0 e 0 —2e, -+ —2e, 26, -+ 2¢, O
2en, Y O --- 0 2 - 2e, 0 . 0 2e, -+ 2e, en
2en, O --- 0 2 - 2e, 0 . 0 2e, -+ 2e, en
—2ep 0 0 —2e, --- —2e, —2e, --+- —2e, 0 --- 0 —e,
—2ep, 0 0 —2e, --- —2e, —2e, --+- —2e, 0 --- 0 —ey
0 0 0 0 0 —en —e,  €n en 0
i . i (3.11)
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Corolario 3.6.6 Sea L un nudo combinatorio, entonces existe un cédigo nudal geométrico K
tal que L = K" si \(K) = (E, Pa(KT), PB(K™)PT).

Corolario 3.6.7 Si K es un cddigo geométrico tal que V,, # {n}, y T es la tripleta

€s+1 2e, 0 e 0 2e, -+ 2e, e
er 2e, 0 e 0 2e, -+ 2e, e,
I'= eri1 1 —2e, || —2¢, -+ —2¢, 0 -~ 0 —e, ,
en_1 —2en —2e, -+ —2e¢, 0 -+ 0 —e,
e 0 —en ot —en e - ep 0

entonces A(K7,)) es A-equivalente a la tripleta I' con e = e, y A(K]') es A-equivalente a la

tripleta I con e = —ey,, donde e € {1, —1}.

Sea K un cédigo geométrico y consideremos los siguientes conjuntos:
Sei(m)={jinjeBf ye, =1} Sy _(m)={j:njeEf yej=—1}, S (n)={j:nje
E, yej=1tyS__(n)={j:njeE, yej =—1}.

Corolario 3.6.8 Con la notacion anterior. Si K es un cddigo geométrico tal que |S+ 4| #

|S— _| 6 |S+ | #|S= +| entonces [KL)] y [K]'] son nudos combinatorios no cldsicos.

Prueba. Si alguna de las dos condiciones se cumple, entonces OrdA(K7,) = OrdA(K])) >
3, por tanto [K" ]y [K?] no son cldsicos. m
Con un procedimiento similar al hecho para conseguir la prueba del Corolario 3.6.7, se demuestra

el siguiente teorema.

Teorema 3.6.9 Sea K un cddigo geométrico, entonces A(K"™) es A-equivalente a la tripleta

€s+1 en 0 [P 0 €n ¢ €n
er én 0 e 0 €n - en
eri1 || —en || —en - —en 0 - 0
en—1 —én —en - —ey 0 - 0
Por tanto, si |Sy +| # |S— _| 6 |S+ —| # |S— 4|, entonces [K™] no es cldsico.
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Figura 3-7: Ejemplo de diagramas de nudos cldsicos con un cruce virtualizado.

Ejemplo 3.6.1 Consideremos el nudo cldsico K mostrado en la Figura 3-7. Sus virtualiza-
ciones K3, K2, y K® se muestran, respectivamente, en la misma figura.
El grafo de entrelazamiento I se muestra en la Figura 3-8. Vease Definicion 3.4.1

1

€,
2 & ‘
o 3
& &
4 5
e\ |%
6

Figura 3-8: El grafo de entrelazamiento para el nudo mostrado en la Figura 3-7

Por tanto tenemos que EJ (K) = {es} y E5 = {e4}, entonces S1_(K) = ¢ y S_(K) = {2}.
Luego, por los Corolarios 3.6.8 y 3.6.9, K2, K2, y K° no son nudos virtuales cldsicos. Por

otro lado
[/ 1 -2 0 -2 —1
A[KD) = 1 .l 2 |.l2 o 1 ,
[\ -1 0 1 -1 0
[ /1 -2 0 -2 -1
[\ 1 0 1 -1 0
[/ 1 ~1 0 —1
A[K®]) = , ) .

Con lo que K3, K2, y K5 son nudos virtuales diferentes y no cldsicos.
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Capitulo 4

Otros invariantes de nudos virtuales

En este capitulo estudiaremos algunos invariantes de nudos virtuales que nos ayudardn en el
problema de determinar si un nudo virtual es cldsico o no y en el problema de clasificacién de
nudos virtuales.

Estos invariantes han sido estudiados, en detalle, por sus respectivos autores. Nosotros uti-
lizaremos los nudos combinatorios para darles una definicién alternativa y reafirmar que el uso
de nudos combinatorios es una herramienta muy apropiada para estudiar nudos virtuales, ya
que simultdneamente permite desarrollar conceptos tedricos y algoritmos que son ficilmente
programables. La independencia de diagramas es una gran fortaleza, por supuesto no se puede
desconocer que trabajar con diagramas es mas intuitivo y algunas pruebas pueden ser mas
simples.

En la primera seccién estudiamos el grupo de un nudo virtual, por la importancia que ha
tenido en el estudio de la teorfa cldsica de nudos. Las propiedades del grupo de un nudo en el
caso cldsico son en general muy diferentes a las propiedades del grupo de un nudo virtual no
clasico. En esta seccién nos concentramos en mostrar algunas de las diferencias. En el resto
del capitulo presentamos una colecciéon de polinomios invariantes. Algunos de ellos son nuevos
y definidos por nosotros a partir del invariante A y otros, como el polinomio de Jones, que son

muy conocidos y son extensiones naturales de polinomios ya conocidos.

4.1 El grupo de un nudo virtual

Kauffman [25] y Kim [30] definieron el grupo de un nudo virtual extendiendo, en forma natural,
la presentaciéon de Wirtinger del grupo fundamental del complemento de un nudo cldsico. En
esta seccion definiremos el grupo de un nudo virtual usando el concepto de nudo combinatorio.
Mostraremos algunas ventajas de esta aproximacién y presentaremos ejemplos de nudos com-
binatorios cuyos grupos tienen propiedades que son falsas o desconocidas en la categoria de los
nudos clésicos.

Utilizaremos algunas propiedades que cumple el grupo de un nudo combinatorio cldsico para
mostrar algunos ejemplos de nudos combinatorios que no son cldsicos. En esta seccién daremos
la prueba de que, como categorfas, los nudos cldsicos estdn estrictamente contenidos en el

conjunto de los nudos virtuales, ver [25]. Presentaremos el resultado de Kim [30], en el que
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da condiciones para determinar cuidndo un grupo G es el grupo de un nudo virtual. En el
caso de que G corresponda al grupo de un nudo virtual, nosotros mostraremos un algoritmo
para construir un nudo combinatorio a partir de la presentacién del grupo. Nuestra prueba
de este resultado y el algoritmo que damos, muestran las ventajas de trabajar con los nudos
combinatorios.

Por comodidad en la presentacién de los resultados de esta seccién nos concentraremos en
nudos combinatorios de una sola componente, el lector puede verificar que tales resultados se
extienden de manera natural a cédigos enlaces. Ademds, utilizaremos la notacién y" para
indicar la conjugacién w~'yw. Una interesante construccién asociada al grupo de un nudo
virtual es denominada quandles, [25] y [18], es muy fécil de realizar via nudos combinatorios,

pero no la estudiaremos aqui.

4.1.1 El grupo de un nudo combinatorio

En esta seccién estudiaremos el grupo de un nudo combinatorio. Probaremos algunas de sus
propiedades més relevantes y daremos la definicién de grupo por encima y grupo por debajo.
Usaremos el hecho de que las presentaciones por encima y por debajo del grupo de un nudo
cldsico son iguales para determinar cudndo un nudo virtual no es clasico. Esta herramienta no

es muy eficiente, pero es un aporte al problema de detectar nudos virtuales que no son clésicos.

4.1.1.1 Definicién del grupo de un nudo combinatorio

Definicién 4.1.1 Sea K un cddigo, tal que K # ((),()), y sean x1,...,x, sus arcos. Definimos
el grupo de K como
G(K) = (@1,22,++ ,Tn 171,72, ,Tn)

1 €

__ . Cay €ay  — . 9 €aj —1 - s
dondery = xy 'xpwy Ty, T = Ty T xjaxywy T, paraj = 2,.,n,ya; €xy, 5 =1,2,..,n.

Si K = ((),()), definimos el grupo de K como G(K) = Z.

Es inmediato que el grupo que definimos anteriormente es invariante bajo las transformaciones
de Tipo A, By C.

Para simplificar la notacién, en el resto de la seccién todos los cédigos estardn en forma de
puentes.

La definicién de grupo dada anteriormente coincide con las dadas en [25], [29] y [37]. La
demostracién de que es un invariante es igual a la hecha para el caso cldsico, por tal motivo la

omitimos.
Teorema 4.1.1 Sean Ky y K; cddigos. Si K1 =~ K, entonces G(K1) es isomorfo a G(Ka).

Del teorema anterior tiene sentido la siguiente definicién.
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Definicién 4.1.2 El grupo de un nudo combinatorio [K] lo definimos por G([K]) = G(K).

4.1.1.2 Propiedades del grupo de un nudo combinatorio

En esta seccién daremos algunas propiedades del grupo de un nudo combinatorio y daremos,

también, varios ejemplos.

Lema 4.1.2 Sea [K] un nudo combinatorio. Si G = G(K) entonces Ggp = Z, donde G

denota la abelianizacion de G.

Prueba. Sabemos que si [K] es un nudo combinatorio entonces G(K) tiene la presentacién
G(K) = <SL‘1,IE2,' Tt T, T2y ,T’n> )
e G, € =1 5 _ _ €1 e1,.—1 sz
donde r; = Ty X1y = 2,..,nyry =z, twyxy ] . Una presentacién para Ggp es

<$1al‘27"' y L 1 T1,T2, arna[l‘ivl‘j]a /La] = 1a2a"'7n>a

=1 —1
donde [z;, z;] = @z 2; "%, por tanto,
Gab = (01, T2, -, Tn 171,72,y Ty TiTj = X5, 0,5 = 1,2,...,m)
& (11, T, T P T] = T2, T2 = X3y ooy ] = Tp) = (X5), 1 =1,2,...,n.
[
Para un nudo combinatorio clésico K, el grupo G(K) tiene una interpretacién topoldgica dada

en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3 [8] Si [K] es un nudo combinatorio cldsico y K es un nudo en S* que realiza
a [K], entonces G(K) es el grupo fundamental T11(S® — K).

El grupo fundamental IT;(S® — K) de un nudo clésico juega un papel muy importante en el
problema de la clasificacién de nudos ya que es un invariante poderoso y es capaz, en muchos
casos, de distinguir dos nudos clédsicos. Gracias a este invariante se clasificaron los nudos cldsicos
primos, salvo orientacién e imagen espejo.

En el resto de esta seccién no distinguiremos entre un nudo combinatorio cldsico y el corres-
pondiente nudo en S3.

El siguiente resultado es central en la teoria cldsica de nudos, pero no es cierto en la teorfa de

los nudos combinatorios, como mostraremos en el Ejemplo 4.1.1.

Teorema 4.1.4 [8] Si [K] es un nudo combinatorio cldsico tal que G(K) es isomorfo a Z,

entonces (K| es trivial.
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