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Estas combinaciones lineales describen correctamente los estados de Sy,
mostrando que el espacio vectorial requerido para describir los estados de espín
del electrón debe ser un espacio lineal de�nido sobre el campo de los complejos.

0.4 Principio de superposición

Las ecuaciones (0.3.4), (0.3.5) y (0.3.7) ponen de mani�esto uno de los
principios fundamentales del formalismo cuántico, denominado el principio de
superposición, el cual a�rma que cualquier estado cuántico se puede expresar
como una superposición de otros estados cuánticos. El peso de cada estado
en la superposición es proporcional al módulo al cuadrado del correspondiente
coe�ciente.

En particular, para los estados de espín que se han venido discutiendo, este
principio se puede expresar de la siguiente manera: cualquier estado de espín
se puede representar mediante la superposición de los dos estados asociados a
una cualquiera de las componentes cartesianas del momento angular de espín.
El cuadrado del módulo del coe�ciente de cada estado en la superposición es
proporcional al peso de dicho estado. Por ejemplo, sumando y restando las
ecuaciones (0.3.4) y (0.3.5) se obtienen los estados con componente z positiva
o negativa como una superposición de los estados con componente x de espín
positiva y negativa. Esto es,

∣Sz+⟩ =
1√
2
∣Sx+⟩ −

1√
2
∣Sx−⟩, (0.4.1)

∣Sz−⟩ =
1√
2
∣Sx+⟩ +

1√
2
∣Sx−⟩. (0.4.2)

Un primer acercamiento al signi�cado del principio de superposición cuántico
se puede realizar considerando de nuevo el arreglo de la �gura 0.5:
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Como ya se había dicho, el estado de espín de cualquier átomo del haz que
no se suprime después del primer imán está dado por ∣Sz+⟩, de manera que
se puede predecir con certeza que al medir Sz quedará en el mismo estado
∣Sz+⟩ y el resultado de la medición será +h̵/2. ¾Qué se podrá predecir sobre el
estado en que queda el electrón de uno de los átomos del haz Sz+ después de
pasar el imán Ix? En otras palabras ¾se podrá predecir en cuál de los dos haces
que emergen del segundo imán estará un átomo particular del haz incidente?
La respuesta es que no se podrá saber cuál camino sigue dicho átomo, pues
cualquier intento que se hiciera para observarlo implicaría interactuar con él y,
en consecuencia, ya no se podría asegurar que se encuentra en el mismo estado
en que estaba antes de la observación. Como el átomo está en el estado ∣Sz+⟩, lo
máximo que se puede predecir de acuerdo con el principio de superposición es la
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probabilidad de que dicho átomo emerja en uno u otro haz, probabilidad que es
proporcional al peso de cada uno de los estados que entran en la superposición.
De acuerdo con (0.4.1), en el proceso de medición de Sx unos átomos arrojarán
el valor +h̵/2, quedando en el estado ∣Sx+⟩, y otros el valor −h̵/2, quedando en
el estado ∣Sx−⟩. La probabilidad de obtener para un átomo particular uno u
otro resultado es 1/2, pues en la superposición los pesos de los dos estados son
iguales.

De otra parte, si después del primer imán se hubiera suprimido el haz cuyos
átomos se encuentran en el estado ∣Sz+⟩, los átomos del haz que incidiría en el
segundo imán estarían en el estado ∣Sz−⟩. De acuerdo con la ecuación (0.4.2) la
medición de Sx arrojaría los mismos valores y probabilidades del caso anterior,
pues los estados y sus pesos en el lado derecho de (0.4.1) y (0.4.2) son los
mismos. ¾Qué diferencia entonces los estados ∣Sz+⟩ y ∣Sz−⟩ expresados como
superposición de los estados ∣Sx±⟩? Recordando que, en general, los coe�cientes
son números complejos, se observa que la fase relativa de los coe�cientes no es la
misma en cada caso. Esto se puede ver explícitamente reescribiendo los estados
de la siguiente manera:

∣Sz+⟩ =
1√
2
∣Sx +⟩ +

1√
2
eiπ ∣Sx−⟩, (0.4.3)

∣Sz−⟩ =
1√
2
∣Sx +⟩ +

1√
2
∣Sx−⟩, (0.4.4)

donde se tuvo en cuenta que eiπ = −1. Así, mientras en la primera ecuación
los coe�cientes tienen una fase relativa igual a π en la segunda ecuación la
fase relativa es nula. El hecho de que las fases relativas de los coe�cientes sean
diferentes es lo que distingue estos dos estados y es lo que diferencia las dos
superposiciones. ¾Cómo corroborar que efectivamente se trata de dos estados
distintos? Basta con realizar la medición de Sz para dos haces distintos, el
uno con sus átomos en el estado ∣Sz+⟩ y el otro con sus átomos en ∣Sz−⟩, y
comprobar que para el primer haz siempre se obtiene el valor +h̵/2, y para el
segundo −h̵/2. Entonces, un estado expresado como una superposición de dos
estados diferentes no está completamente de�nido mientras no se determinen
los pesos y fases relativas de los estados que entran en la superposición.

Algunos autores distinguen el concepto cuántico de superposición del corres-
pondiente concepto clásico (estadístico), denominándolo superposición coheren-
te, para enfatizar que solamente cuando existe una correlación de�nida entre
los estados componentes el estado resultante de la superposición es un estado
cuántico. Al describir un estado cuántico como superposición de otros dos, la
coherencia o correlación está caracterizada por una determinada fase relativa
de los coe�cientes. Si la fase relativa cambia, el estado que de�ne la superposi-
ción ya no es el mismo. Cualquier observación sobre un sistema puede romper
la coherencia entre los estados componentes, en cuyo caso el sistema queda en
uno de los estados de la superposición.8

8 Consultar, por ejemplo, Guerrero de Mesa A. (1985). Mecánica cuántica y realidad.
Universidad Nacional de Colombia, y referencias allí citadas.
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Como ya se mencionó, debido a que los observables Sx y Sz no son compatibles,
no es posible preparar un sistema en un estado de espín para el cual las
componentes x y z estén perfectamente de�nidas, esto es, no existen estados de
la forma ∣Sz+, Sx+⟩. En consecuencia, si un sistema se encuentra en el estado
descrito por la superposición

∣Sz+⟩ =
1√
2
∣Sx+⟩ +

1√
2
eiπ ∣Sx−⟩, (0.4.5)

el estado del sistema no es ∣Sx+⟩ o ∣Sx−⟩; el estado del sistema es el estado ∣Sz+⟩
resultante de la superposición. Aunque la medición de Sx para un haz con todos
sus átomos en el estado ∣Sz+⟩ arroja los mismos resultados experimentales que
la medición de Sx para otro haz que tiene la mitad de sus átomos en el estado
∣Sx+⟩ y la otra mitad en el estado ∣Sx−⟩, el estado de uno de los átomos del
segundo haz no podrá ser expresado por la superposición (0.4.1), pues no existe
una relación de fase de�nida entre los estados ∣Sx+⟩ y ∣Sx−⟩. Ningún átomo del
segundo haz se encuentra en el estado ∣Sz+⟩ como lo corroboraría una medición
de Sz, la cual arrojaría dos haces Sz+ y Sz− en lugar de un único haz Sz+.
Los análisis de las secuencias de experimentos de Stern-Gerlach muestran de
manera clara que un proceso de medición u observación puede alterar de manera
incontrolable el estado del sistema, a tal punto que no es posible predecir con
certeza en qué estado quedará el sistema después de la interacción ni cuál será
el valor obtenido para el observable. Se exceptúan aquellos casos en los cuales
el sistema se encuentra previamente preparado en un estado del observable
a medir, en cuyo caso se sabrá con certeza (con un 100% de probabilidad)
el resultado que se va a obtener y el estado en que quedará después de la
medición. Cabe anotar que la caracterización del estado de un sistema y el
principio de superposición implican que todos y cada uno de los átomos de un
haz (los cuales no interactúan mutuamente) se encuentran en el mismo estado,
de manera que el ket ∣Sz+⟩ no representa un estado global del haz, sino el
estado de espín de uno cualquiera de los átomos del haz. Esto implica que el
principio de superposición cuántico sea de una naturaleza totalmente diferente
del correspondiente principio clásico.

El signi�cado del principio de superposición se irá esclareciendo aún más a
medida que se avance en el estudio. Sin embargo, es importante insistir que
mientras no se interactúe con el sistema el estado es único (aquel en que se
preparó el sistema) y aunque este se puede expresar como superposición de
otros estados esto no quiere decir que el sistema se encuentre en cada uno de
los estados de la superposición, de hecho el sistema se encuentra en el estado
resultado de la superposición. Aunque el principio de superposición permite
predecir la probabilidad de que el sistema quede en uno de los estados de la
superposición, el sistema se podrá encontrar en uno de estos estados solamente
después de realizar una observación o medición de los observables asociados a
los estados que se superponen.

Como anotación �nal, vale la pena mencionar que aunque se ha introducido la
representación de los estados de espín mediante la analogía con los estados de
polarización de una onda de luz monocromática, dicha analogía se realizó con
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los vectores unitarios que de�nen la dirección de oscilación del campo eléctrico
en el caso de polarización lineal, y con combinaciones lineales complejas de estos
vectores en el caso de polarización circular, y no con las ondas electromagnéticas
mismas. Mientras que la intensidad de una onda clásica (proporcional al
cuadrado de su amplitud) es una cantidad que ayuda a describir su estado,
en la analogía realizada esta no se tuvo en cuenta para describir los estados de
espín. En realidad, no hay un análogo a la intensidad de una onda clásica en
la caracterización de los estados de la mecánica cuántica no relativista.9 Aún
más, como se verá en el siguiente capítulo, lo que realmente de�ne un estado
cuántico es la orientación del ket de estado en el espacio vectorial de kets, no
su norma o longitud.

Lecturas Recomendadas
1. Dirac P. A. M. (1967). Principios de mecánica cuántica. Ariel. Se recomienda

la lectura de las primeras cuatro secciones del capítulo 1 y la introducción
de la sección 10 del capítulo 2.

2. Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company. Una buena lectura que resume y
ayuda a concretar lo discutido se encuentra en la sección 1.1.

9 En mecánica cuántica no relativista el campo electromagnético se trata clásicamente. La
cuantización del campo se conoce como �segunda cuantización�, y queda naturalmente
de�nida en la teoría de campos, dando lugar a la de�nición de fotón como partícula del
campo. La energía del campo para una onda monocromática, una onda con fotones de
una misma energía, será proporcional al número de fotones y estará relacionada con el
concepto clásico de la intensidad de la onda clásica que lo describe.





Capítulo 1

Espacio de kets y
representación matricial

Introducción
El principio de superposición que se encuentra en la base del formalismo
cuántico �nos lleva a establecer una teoría matemática en la cual las ecuaciones
que de�nen el estado son lineales en las incógnitas� (Dirac, 1967, p. 26). Un
espacio vectorial lineal complejo, como el espacio de kets de�nido por Dirac,
satisface los requerimientos para caracterizar los estados de un sistema cuántico.

Es usual introducir el estudio del formalismo cuántico representando los estados
mediante vectores (funciones de onda) de un espacio de Hilbert completo, el
cual posee todas las características para describir los estados de un sistema,
entre ellas que la norma de sus elementos sea �nita. Sin embargo, como se
estudiará en el capítulo 3, los estados de un sistema cuántico también se
pueden de�nir mediante la superposición de vectores de norma no �nita. Por
esta razón, siguiendo a Dirac, se considera apropiado asociar a cada sistema
cuántico un espacio de kets, el cual es un espacio vectorial complejo que incluye
estos vectores de norma no �nita. Al restringir el espacio de kets solamente
a aquellos elementos que poseen norma �nita, el espacio resultante será un
espacio de Hilbert y todo posible estado del sistema estará caracterizado por
un elemento de este espacio.

Se inicia con una breve descripción sobre la relación entre la dimensión y
el concepto de completez del espacio de kets con los posibles valores que
pueden tomar los observables de un sistema, teniendo en mente los resultados
obtenidos en el capítulo anterior. Las de�niciones formales de estos conceptos se
desarrollarán en las siguientes secciones, incluyendo, en el momento apropiado,
los postulados básicos del formalismo cuántico.

Como se vio con los estados de espín, conocer los posibles valores que puedan
tomar uno o varios observables de un sistema permite describir los posibles
estados en que puede quedar el sistema. Un conjunto de observables que permite
caracterizar completamente los posibles estados de un sistema se denomina
conjunto completo de observables compatibles (Sección 1.3). El mínimo número
de observables requerido en uno de tales conjuntos es igual al número de grados
de libertad del sistema. El concepto de número de grados de libertad es tomado
de la mecánica clásica. En general, el sistema cuántico constituido por una
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partícula como el electrón tendrá tres grados de libertad espaciales (los mismos
clásicos) y un grado de libertad adicional (interno) asociado a su espín.

La dimensión del espacio de kets queda especi�cada por la naturaleza misma
del sistema y debe ser tal que todo posible estado del sistema pueda ser descrito
mediante un ket de dicho espacio. Es en este sentido que un espacio de kets (o
un espacio de Hilbert) asociado a un sistema debe ser completo.

Se ilustrará lo anterior con sistemas de un grado de libertad para los cuales se
requiere solamente un observable para caracterizar sus estados. El conjunto de
los posibles valores que puede tomar el observable se denomina el espectro del
observable, y de�ne su conjunto de valores propios, el cual puede ser discreto
y/o continuo y a su vez �nito o in�nito. Como en principio los sistemas se
pueden preparar en un estado para el cual se sabe con certeza que el valor que
arrojará la medición del observable es uno de los valores de su espectro, estos
estados, denominados estados propios del observable, de�nen un conjunto de
kets linealmente independientes cuyos elementos están en correspondencia con
los valores propios del espectro. Se postula que el conjunto de kets propios es
completo. En otras palabras, este conjunto de�ne una base del espacio de kets
asociado al sistema, de manera que cualquier posible estado se podrá expresar
como una combinación lineal o superposición de los kets de esta base.1 Por esta
razón, la dimensión del espacio de kets de un sistema de un grado de libertad
debe ser al menos igual al número de elementos del espectro del observable
elegido para caracterizar los estados del sistema.2

Ejemplos

a) El sistema físico de�nido por un electrón cuyos grados de libertad espaciales
se pueden ignorar (denominado sistema de espín 1/2) es un sistema de un
grado de libertad (el grado de libertad interno). Cualquier observable de espín,
Sx, Sy oSz, es un buen candidato para caracterizar los estados del sistema. El
espectro de cualquiera de estos observables es �nito y discreto: {−h̵/2, +h̵/2},
lo que conduce a que el espacio de kets de un sistema de espín 1/2 sea
bidimensional. Normalmente se eligen los kets asociados al observable Sz como
base, de manera que cualquier estado de espín se puede representar como una
superposición de los kets {∣Sz+⟩, ∣Sz−⟩}.
b) Para el sistema físico de�nido por un oscilador armónico unidimensional
basta, por ejemplo, el observable energía para caracterizar sus posibles estados.
El espectro de energía es discreto e in�nito, {E1, E2, . . .}, de manera que su
espacio de kets es de dimensión in�nita y su base {∣E1⟩, ∣E2⟩, . . .} es discreta,
in�nita y enumerable.

c) Los posibles estados de una partícula libre con un grado de libertad espacial
se pueden caracterizar mediante el observable momentum, cuyo espectro es

1 Se acostumbra en mecánica cuántica hablar de bases completas aunque el concepto
mismo de base de un espacio vectorial implique que dicho conjunto es completo.

2 La caracterización de los estados de un sistema con varios grados de libertad se efectuará
en la sección 1.3. Allí se verá que para sistemas de un grado de libertad cualquier
observable de espectro no degenerado permite caracterizar de manera completa los
estados del sistema.
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continuo e in�nito: {p ∶ p ∈ R}. La dimensión del espacio de kets para este
sistema será in�nita y su base {∣p⟩ ∶ p ∈R} es continua, in�nita y no enumerable.

1.1 Espacio de kets

1.1.1 Propiedades del espacio de kets

En esta sección se de�nen operaciones y propiedades básicas de un espacio de
kets genérico el cual notaremos E .

La suma o adición de dos kets arbitrarios ∣α⟩ y ∣β⟩ que pertenecen al espacio
de kets está bien de�nida. Esto es, como resultado de su adición se obtiene otro
ket ∣γ⟩ de E .

∣α⟩+∣β⟩ = ∣γ⟩. (1.1.1)

La adición de kets es asociativa y conmutativa,

{∣α⟩+ ∣β⟩}+∣γ⟩ = ∣α⟩ + {∣β⟩+∣γ⟩}

∣α⟩+ ∣β⟩ = ∣β⟩+ ∣α⟩.

La multiplicación de un ket ∣α⟩ ∈ E por un escalar c (número complejo) da
como resultado otro ket que pertenece a E . Esta multiplicación es conmutativa
y se nota mediante la yuxtaposición de c y ∣α⟩:

c∣α⟩ = ∣α⟩c = ∣ν⟩, con ∣α⟩, ∣ν⟩ ∈ E , c ∈ C.

En el caso en que c sea nulo, el ket resultante se denomina ket nulo y se notará
∣o⟩. El ket nulo de�ne el elemento neutro de la adición: ∣α⟩+ ∣o⟩ =∣α⟩.
La multiplicación de kets por escalares es distributiva respecto a la adición de
escalares y de kets:

(c1 + c2)∣α⟩ = c1∣α⟩ + c2∣α⟩,

c(∣α⟩+ ∣β⟩) = c∣α⟩ + c∣β⟩.

Un ket se denomina linealmente dependiente de otros kets cuando se puede
expresar como una combinación lineal de ellos. Por ejemplo, la combinación
lineal

∣µ⟩ = c1∣α⟩ + c2∣β⟩, (1.1.2)

donde los coe�cientes c1 y c2 son dos números complejos no nulos, implica que
el ket ∣µ⟩ es linealmente dependiente de ∣α⟩ y de ∣β⟩. Multiplicando ambos lados
de la ecuación por un coe�ciente adecuado, cualquiera de los kets de (1.1.2) se
puede expresar como una combinación lineal de los otros dos, cualquiera de ellos
es dependiente de los otros dos. En particular, si en (1.1.2) la única solución
para los coe�cientes es c1 ≠ 0 y c2 = 0, entonces ∣µ⟩ es linealmente dependiente
de ∣α⟩ y linealmente independiente de ∣β⟩. Dos kets linealmente independientes
tendrán diferente orientación en el espacio de kets, mientras que dos kets con
la misma orientación serán linealmente dependientes.
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En general, un conjunto de kets es linealmente independiente cuando ningún ket
del conjunto se puede expresar como una combinación lineal de los otros. Dicho
conjunto se denomina completo si cualquier ket del espacio se puede expresar
mediante una combinación lineal de los del conjunto. Un conjunto completo de
kets linealmente independientes constituye una base del espacio de kets.

Matemáticamente un estado ∣µ⟩ es el resultado de la superposición de otros dos
estados diferentes ∣α⟩ y ∣β⟩ si satisfacen (1.1.2). Sin embargo, cuando los kets
que se superponen caracterizan un mismo estado, vale la siguiente hipótesis:

Hipótesis
Por superposición de un estado consigo mismo no se obtiene un
nuevo estado sino que se obtiene el mismo estado.

La anterior hipótesis implica que si ∣α⟩ =∣β⟩ en (1.1.2), los tres kets c1∣α⟩, c2∣α⟩
y ∣µ⟩ = (c1 + c2)∣α⟩ caracterizan el mismo estado físico. Si además c1 = −c2, la
superposición no representa ningún estado, el ket nulo no representa un estado
físico.3

En otras palabras, si dos kets son linealmente dependientes entonces ambos
caracterizan un mismo estado. La implicación contraria también es cierta:
si dos kets caracterizan un mismo estado, entonces los kets son linealmente
dependientes y tendrán la misma orientación en el espacio de kets. Lo anterior
implica que el estado queda de�nido por la orientación del ket y no por su norma
(la cual se de�nirá más adelante). En particular, los kets ∣α⟩ y −∣α⟩ corresponden
a un mismo estado y tienen la misma orientación en E . Note que dos estados
diferentes deberán quedar descritos por kets linealmente independientes.

Cuando ∣α⟩ y ∣β⟩ son linealmente independientes, al multiplicar (1.1.2) por 1/c2,
se obtiene

(1/c2)∣µ⟩ = (c1/c2)∣α⟩+∣β⟩.

Como 1/c2∣µ⟩ y ∣µ⟩ de�nen un mismo estado, se observa que el estado resultante
de la superposición no quedará de�nido hasta que se especi�que el valor relativo
de los coe�cientes (c1/c2), para lo cual solo se requieren dos parámetros reales.4

Si se superponen tres estados linealmente independientes {∣a1⟩, ∣a2⟩, ∣a3⟩}, el
estado resultante

∣v⟩ = c1∣a1⟩ + c2∣a2⟩ + c3∣a3⟩ =
3

∑
i=1
ci∣ai⟩

estará totalmente de�nido cuando se especi�que el valor relativo de los
coe�cientes, los cuales de�nen los pesos y fases relativas de los estados
que intervienen en la superposición. Para ello, basta determinar dos de los
coe�cientes en términos del tercero, por ejemplo, c2/c1 y c3/c1, ya que al

3 Una aclaración sobre esta a�rmación se hará en la sección 1.3 con base en argumentos
de probabilidad.

4 Como c1/c2 es un número complejo los dos parámetros reales pueden ser sus partes real
e imaginaria o su módulo y su fase.
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determinar la fase del segundo y del tercer estado relativa al primero queda
de�nida la fase del segundo relativa al tercero.

Resumiendo:

Dado un conjunto de estados linealmente independientes {∣a1⟩, ∣a2⟩, ∣a3⟩, . . .,
∣an⟩}, el ket de estado más general que se puede obtener por superposición de
los estados del conjunto está dado por

∣µ⟩ =
n

∑
i=n

ci∣ai⟩.

El estado resultado de la superposición queda determinado por el valor de n−1
de los coe�cientes relativo al coe�ciente restante.

1.1.2 Bras y producto interior

Con base en un conjunto completo de vectores de un espacio vectorial E se
puede de�nir un segundo espacio vectorial E∗, denominado espacio dual, a
través de la siguiente aplicación lineal del espacio de kets en el campo de los
complejos

fβ ∶ E → C

∣α⟩ → fβ(∣α⟩).

La aplicación lineal fβ de�ne un elemento del espacio dual denominado bra y
notado ⟨β∣, fβ = ⟨β∣. A su vez, el número complejo fβ(∣α⟩), la imagen del ket
∣α⟩ bajo la aplicación fβ , de�ne el producto interior (o multiplicación) entre el
bra ⟨β∣ y el ket ∣α⟩, y se nota ⟨β∣α⟩: ⟨β∣α⟩ = fβ(∣α⟩).
Ya que cada aplicación de�ne un bra, dicha aplicación se puede expresar de
manera equivalente por

⟨β∣ ∶ E → C

∣α⟩ → ⟨β∣α⟩.

El bra ⟨β∣ quedará completamente de�nido cuando se conozca el número
complejo que corresponde a su producto interior con cualquiera de los kets
de E . Si ⟨β∣α⟩ = 0 para todo ket ∣α⟩ de E , entonces el bra ⟨β∣ es el bra nulo
que y se notará ⟨o∣.
Las condiciones de linealidad de la aplicación están dadas por

⟨β∣{∣α⟩+ ∣α′⟩} = ⟨β∣α⟩ + ⟨β∣α′⟩,

⟨β∣{c∣α⟩} = c ⟨β∣α⟩.
La adición o suma de bras está de�nida de manera que el producto interior del
bra resultante con cualquier ket sea igual a la suma de los productos interiores
de cada uno de los bras con dicho ket:

{⟨β∣ + ⟨β′∣}∣α⟩ = ⟨β∣α⟩ + ⟨β′∣α⟩,



40 CAPÍTULO 1. ESPACIO DE KETS Y REPRESENTACIÓN MATRICIAL

y el producto de un bra por un escalar c, de�nido por

{c ⟨β∣}∣α⟩ = c ⟨β∣α⟩, c ∈ C,

es conmutativo y se nota yuxtaponiendo el escalar y el bra: c⟨β∣ = ⟨β∣c.
Un conjunto completo de bras, de�nido por todas las aplicaciones lineales
(productos interiores) linealmente independientes, de�ne el espacio dual E∗.

Postulado de correspondencia dual
Existe una correspondencia biyectiva entre bras y kets, tal que el
bra que corresponde a { ∣α⟩+ ∣α′⟩ } es igual a la suma de los bras
correspondientes a ∣α⟩ y ∣α′⟩, y el bra que corresponde a c∣α⟩ es
igual a c* (complejo conjugado de c) multiplicado por el bra que
corresponde a ∣α⟩.

Debido a esta correspondencia, se emplea la misma letra para notar un ket y
su bra correspondiente:

∣α⟩ DC←−−−−−→ ⟨α∣, c∣α⟩ DC←−−−−−→ c∗⟨α∣,

donde DC es la abreviatura de dual correspondiente.5

Así, si ∣α⟩ es un ket que describe el estado de un sistema, este estado queda
igualmente caracterizado por el dual de ∣α⟩, lo cual conduce a que la teoría
cuántica sea simétrica, respecto a bras y kets. De ahí también la acertada
notación de Dirac para los bras y los kets que pone de mani�esto esta simetría,
ya que el bra es la imagen re�ejada por un espejo del ket correspondiente.
Además, la notación muestra que el producto interior de un bra y un ket
construye la palabra bra(c)ket (paréntesis), que es el símbolo mediante el cual
se suele notar un producto escalar en matemáticas.

El producto interior entre un bra y un ket posee las dos siguientes propiedades.

1. El producto interior de un bra y un ket es igual al complejo conjugado
del producto interior de sus duales correspondientes:

⟨β∣α⟩ = (⟨α∣β⟩)∗, (1.1.3)

de aquí se concluye que ⟨α∣α⟩ = (⟨α∣α⟩)∗ ⇒ ⟨α∣α⟩ ∈R.

2. El producto interior de un bra y su dual correspondiente es un número
real positivo

⟨α∣α⟩ ≥ 0, (1.1.4a)

donde la igualdad a 0 vale si y solo si ∣α⟩ es el ket nulo.
5 Se ha empleado la notación de Dirac estándar para el producto de un escalar por un

ket: c∣α⟩ =∣α⟩c. Sin embargo, se emplea también la notación c∣α⟩ =∣cα⟩ y ∣αc⟩ =∣α⟩c. Si la
multiplicación se nota dentro del ket, el dual correspondiente a ∣cα⟩ será el bra c∗⟨α∣.
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Ortogonalidad

Con base en el producto interior se puede de�nir el concepto de ortogonalidad
para los elementos de E . Dos kets no nulos ∣α⟩ y ∣β⟩ ∈ E son ortogonales si y
solo si el producto interior del bra correspondiente a uno de ellos con el segundo
es nulo.

Si ⟨β∣α⟩ = ⟨α∣β⟩ = 0 ⇔ ∣α⟩y ∣β⟩ sonortogonales.

Dos estados se denominan ortogonales si sus correspondientes kets lo son.

Norma de un ket

La norma de un ket ∣α⟩ inducida por el producto interior se de�ne según

∥∣α⟩∥ ≡ +
√
⟨α∣α⟩ ≥ 0. (1.1.4b)

Se dice que un ket está normalizado si su norma es uno. Para normalizar un
ket se divide por su norma

∣α′⟩ = ∣α⟩√
⟨α∣α⟩

⇒ ⟨α′∣α′⟩ = 1.

Ya que solamente la orientación de un ket (y no su norma) es lo que tiene interés
físico para caracterizar los estados, mientras no se diga lo contrario, de aquí
en adelante se supone que todo ket correspondiente a un estado cuántico está
normalizado. Se podría pensar que existe una correspondencia uno a uno entre
el estado de un sistema y su correspondiente ket normalizado. Sin embargo,
aun restringiéndose a kets normalizados, a un mismo estado le corresponderán
in�nito número de kets normalizados, cuya unica diferencia entre sí es un factor
de fase real, constante y arbitrario. Por ejemplo, si ∣ν⟩ describe un estado
normalizado, el ket de�nido por

∣γ⟩ = eia ∣ν⟩, a ∈R,

describe el mismo estado y también está normalizado:

⟨γ∣γ⟩ = {⟨ν∣ e−ia} {eia∣ν⟩} = ⟨ν∣ν⟩ = 1.

Entonces, dado un estado cuántico, este queda completamente caracterizado
por un ket de norma unidad salvo un factor de fase arbitrario.

Ejemplo

El producto interior del ket ∣µ⟩ = 2 i ∣β1⟩ + (1−3 i) ∣β2⟩ y su dual correspondiente
⟨µ∣ = −2 i ⟨β1∣ + (1+3 i) ⟨β2∣ se calcula empleando las propiedades de linealidad:

⟨µ∣µ⟩ = {−2i ⟨β1∣ + (1 + 3i) ⟨β2∣} {2i ∣β1⟩ + (1 − 3i) ∣β2⟩}
= (−2i)(2i) ⟨β1∣β1⟩ + (−2i)(1 − 3i) ⟨β1∣β2⟩
+ (1 + 3i)(2i) ⟨β2∣β1⟩ + (1 + 3i)(1 − 3i) ⟨β2∣β2⟩.
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¾Es este un número real? ¾Por qué? ¾Cuál será el cuadrado de la norma si ∣β1⟩
y ∣β2⟩ no son ortogonales? ¾Se espera que sea real? ¾Por qué?

Si ∣β2⟩ y ∣β1⟩ son ortogonales, los productos interiores ⟨β2∣β1⟩ y ⟨β1∣β2⟩ son
nulos y la anterior expresión se reduce a

⟨µ∣µ⟩ = 4 ⟨β1∣β1⟩ + 10 ⟨β2∣β2⟩.

Si adicionalmente ∣β2⟩ y ∣β1⟩ están normalizados, se concluye que ⟨µ∣µ⟩ = 14 y
por tanto, la norma de ∣µ⟩ es igual al número real positivo

√
14. Cuando dos

kets están normalizados y son ortogonales se denominan ortonormales.

Para normalizar ∣µ⟩ multiplicamos el ket por el inverso de su norma:

∣µ′⟩ = 2i√
14
∣β1⟩ +

1 − 3i√
14
∣β2⟩,

satisface ⟨µ′∣µ′⟩ = 1, donde ∣µ′⟩ es el ket que se obtiene de normalizar ∣µ⟩. Los
kets ∣µ⟩ y ∣µ′⟩ son dos elementos diferentes del espacio de kets, ya que no poseen
la misma norma, sin embargo, son dos kets linealmente dependientes (L.D.) y,
por ello, se dice que poseen la misma orientación. Esto es, salvo un factor de fase
arbitrario ∣µ′⟩ se puede considerar como el vector o ket unitario que caracteriza
la orientación de ∣µ⟩.

1.1.3 Operadores lineales

Todo observable6 de un sistema cuántico está descrito por un operador lineal
de�nido sobre el espacio de kets. Emplearemos para los operadores un sombrero
sobre la letra que lo describe, por ejemplo Â, con el �n de distinguirlo de la
correspondiente notación A del formalismo clásico.

Sobre E también se pueden de�nir operadores lineales que no necesariamente
representan observables. Como regla en estas primeras secciones, se emplearán
las letras mayúsculas A,B,C, . . . para designar observables y X,Y, . . . para
designar otros operadores. Un operador lineal es una aplicación lineal del
espacio de kets sobre sí mismo:

X̂ ∶ E Ð→ E

∣α⟩ Ð→ ∣β⟩,

donde ∣β⟩ es el ket imagen bajo la aplicación X̂.

6 Como se anotó en el capítulo anterior, se denomina observable a toda magnitud de
estado, o variable dinámica, que se pueda medir por medio de procesos directos o
indirectos.
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Por de�nición, un operador se aplica a la izquierda de un ket y se nota X̂ ∣α⟩ ∶
∣β⟩ ≡ X̂ ∣α⟩. El operador estará bien de�nido si se conoce el ket imagen que se
obtiene de su aplicación para todo ket de E .7

El operador nulo está de�nido por la aplicación lineal cuya imagen para
cualquier ket de E es igual al ket nulo,

Si X̂ ∣α⟩ =∣o⟩, ∀ ∣α⟩ ∈ E ⇔ X̂ = 0̂.

Un operador se denomina operador identidad cuando su aplicación sobre
cualquier ket de E lo deja inalterado,

Si X̂ ∣α⟩ =∣α⟩, ∀ ∣α⟩ ∈ E ⇔ X̂ = 1̂.

Las condiciones de linealidad de un operador se pueden resumir en la siguiente
expresión

X̂ {c1 ∣α⟩ + c2 ∣β⟩ } = c1 X̂ ∣α⟩ + c2 X̂ ∣β⟩,
donde c1, c2 ∈ C y ∣α⟩, ∣β⟩ ∈ E . Mientras no se diga lo contrario, de aquí en
adelante los operadores que se consideren serán lineales.

Dos operadores X̂ y Ŷ son iguales, X̂ = Ŷ , si su aplicación sobre cualquier ket
de E da como resultado el mismo ket:

si X̂ ∣α⟩ = Ŷ ∣α⟩ ∀ ∣α⟩ ∈ E ⇔ X̂ = Ŷ .

La adición de operadores se puede de�nir a través de la adición de kets:

{X̂ + Ŷ }∣α⟩ = X̂ ∣α⟩ + Ŷ ∣α⟩, ∀ ∣α⟩ ∈ E .

Como la suma de kets es conmutativa y asociativa, a partir de la anterior
de�nición se muestra que la adición o suma de operaciones es conmutativa y
asociativa. El elemento neutro de la adición es el operador nulo.

El producto o multiplicación de operadores lineales es un operador lineal
de�nido por

{X̂Ŷ }∣α⟩ = X̂{Ŷ ∣α⟩}, ∀ ∣α⟩ ∈ E .

El producto de operadores es asociativo,

{X̂Ŷ } Ẑ = X̂ {Ŷ Ẑ},
7 Cuando ∣β⟩ ≡ X̂ ∣α⟩ es linealmente independiente de ∣α⟩, la orientación del ket imagen

es diferente de la del ket original. En este caso, si ∣α⟩ y ∣β⟩ describen posibles estados
cuánticos, se puede decir, en general, que como efecto de la aplicación del operador X̂
cambia el estado del sistema. Un ejemplo de este tipo de operadores es el denominado
operador evolución temporal, el cual permite estudiar el cambio del estado de un sistema
en el tiempo (sección 3.1.1). Sin embargo, no siempre el efecto de un operador es
cambiar la orientación del ket de estado. Por ejemplo, cuando ∣β⟩ ≡ X̂ ∣α⟩ es linealmente
dependiente de ∣α⟩, los kets ∣α⟩ y ∣β⟩ poseen la misma orientación y describen el mismo
estado cuántico. Los kets de E cuya orientación queda invariante ante la aplicación del
operador X̂ se denominan los kets propios de X̂, y las constantes de proporcionalidad
se denominan los valores propios correspondientes (sección 1.2.1).
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pero en general no es conmutativo, ya que en general la imagen de un ket bajo
la aplicación de X̂Ŷ no es igual a la imagen del mismo ket bajo la aplicación
de Ŷ X̂:

X̂Ŷ ≠ Ŷ X̂.

Ya que en general el producto de operadores no es conmutativo hay que tener
especial cuidado en el orden en que ellos se aplican. Mientras se conserve
el orden, el producto de operadores es distributivo respecto a la adición de
operadores: X̂{Ŷ + Ẑ} = X̂Ŷ + X̂Ẑ.
El inverso de un operador existe si la aplicación inversa que lo de�ne existe,

si X̂−1 {X̂ ∣α⟩} =∣α⟩ y X̂ {X̂−1 ∣α⟩} = ∣α⟩, ∀ ∣α⟩ ∈ E

⇔ X̂−1 es el inverso de X̂.

Una de�nición equivalente es

si X̂−1X̂ = X̂X̂−1 = 1̂ ⇔ X̂−1 es el inverso de X̂.

Los operadores se pueden de�nir sobre E∗ de igual manera que en E y con las
mismas propiedades de adición y multiplicación:

X̂ ∶E∗ → E∗

⟨α∣ → ⟨γ∣ = ⟨α∣ X̂

Note que en esta de�nición un operador se aplica a la derecha de los bras.

Operadores adjuntos

El adjunto del operador X̂ se nota X̂� y está de�nido por

X̂ ∣α⟩ DC←−−−−−→ ⟨α∣ X̂�. (1.1.5)

El ket X̂ ∣α⟩ y el bra ⟨α∣ X̂� son duales correspondientes. En general, X̂� y
X̂ son operadores diferentes y mutuamente adjuntos. Es decir, el bra dual de
X̂�∣α⟩ es ⟨α∣X̂, de manera que el adjunto del adjunto de un operador es igual
al operador original

{X̂�}� = X̂.

De�niciones:

Un operador se denomina autoadjunto o hermítico si es igual a su adjunto,

si X̂ = X̂� ⇔ X̂ es hermítico. (1.1.6a)

Un operador se denomina antihermítico si es igual a su adjunto pero con signo
contrario,

si X̂ = −X̂� ⇔ X̂ es antihermítico. (1.1.6b)
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Con base en la correspondencia dual, se demuestra que el adjunto del producto
de dos operadores es igual al producto de sus adjuntos con el orden de aplicación
intercambiado:

(X̂Ŷ )� = Ŷ � X̂�. (1.1.7)

Este resultado se puede generalizar al producto de un conjunto de operadores

(X̂Ŷ Ẑ...Ŵ )� = Ŵ � ...Ẑ� Ŷ � X̂�.

En general, el bra ⟨α∣ X̂� es diferente del bra ⟨α∣ X̂, a no ser que el operador
sea hermítico.

Producto Exterior

Además del producto interior entre los bras y los kets se puede de�nir otro
producto o multiplicación denominado producto exterior, cuyo resultado no es
un número complejo sino un operador de�nido sobre E o E∗. Este operador se
nota ∣ ⟩ ⟨ ∣. Por ejemplo,

el producto exterior del ket ∣β⟩ con el bra ⟨α∣ se nota ∣β⟩⟨α∣.
Este producto se de�ne mediante cualquiera de las siguientes aplicaciones
lineales:

∣β⟩ ⟨α∣ ∶E → E ∣β⟩ ⟨α∣ ∶ E∗ → E∗

∣γ⟩ → c∣β⟩ ⟨η∣ → ⟨α∣ c′,

de manera que la imagen de su aplicación sobre cualquier ket es proporcional
a ∣β⟩ y la imagen de su aplicación sobre cualquier bra es proporcional a ⟨α∣.
Hay algunos productos o multiplicaciones entre kets, bras y operadores que no
están de�nidos. Por ejemplo, operadores aplicados a la derecha de un ket ∣β⟩ X̂
o a la izquierda de un bra X̂ ⟨α∣ no están de�nidos. Las multiplicaciones entre
kets ∣α⟩ ∣β⟩ y entre bras ⟨β∣ ⟨α∣ de un mismo espacio tampoco están de�nidas.8

Axioma asociativo de la multiplicación

Se postula que la propiedad asociativa de los productos o multiplicaciones
entre kets, bras y operadores es completamente general siempre y cuando las
multiplicaciones que se asocien estén bien de�nidas.

Con base en este axioma, se puede determinar la imagen de la aplicación del
producto exterior ∣β⟩⟨α∣ sobre un ket:

{∣β⟩⟨α∣} ∣γ⟩ =∣β⟩ {⟨α∣γ⟩} = ⟨α∣γ⟩ ∣β⟩ = c ∣β⟩,

donde c es el número complejo de�nido por el producto interior ⟨α∣γ⟩. La
aplicación de ∣β⟩⟨α∣ sobre ∣γ⟩ es igual a un ket proporcional a ∣β⟩ siempre y

8 Cuando los kets o bras que se multiplican pertenecen a espacios diferentes esta
multiplicación de�ne el producto tensorial que se estudia en la sección 2.4. Sin embargo,
hasta llegar a dicha sección todos los kets y bras que se consideren pertenecen a un
mismo espacio de kets y a su dual correspondiente.
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cuando ∣α⟩ y ∣γ⟩ no sean ortogonales, en caso contrario, el ket imagen será el
ket nulo.

La aplicación del producto exterior sobre un bra es

⟨η∣ {∣β⟩⟨α∣} = {⟨η∣β⟩} ⟨α∣ = ⟨η∣β⟩ ⟨α∣ = c′ ⟨α∣,

donde c′ es el número complejo ⟨η∣β⟩. La aplicación de ∣β⟩⟨α∣ sobre un bra
dará como resultado otro bra proporcional a ⟨α∣ siempre y cuando el producto
interior del bra ⟨η∣ con el ket ∣β⟩ sea diferente de cero.

Aplicando el axioma asociativo y la correspondencia dual, se puede demostrar
que el adjunto de ∣β⟩⟨α∣ es ∣α⟩⟨β∣,

{∣β⟩⟨α∣}� =∣α⟩⟨β∣. (1.1.8)

Como consecuencia del axioma, el producto interior del bra ⟨β∣ con el ket X̂ ∣α⟩
es igual al producto interior del bra ⟨β∣X̂ con el ket ∣α⟩. Por esta razón, el
producto se nota simplemente ⟨β∣X̂ ∣α⟩.
Aplicando la propiedad (1.1.3) del producto interior, se tiene

⟨β∣X̂ ∣α⟩ = {( ⟨α∣X̂� ) ∣β⟩}
∗
= {⟨α∣ (X̂�∣β⟩)}

∗
= ⟨α∣X̂�∣β⟩∗,

⟨β∣X̂ ∣α⟩ = ⟨α∣X̂�∣β⟩∗,

si X̂ es hermítico, se satisface

⟨β∣X̂ ∣α⟩ = ⟨α∣X̂ ∣β⟩∗.

Lecturas Recomendadas
1. Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John

Wiley & Sons, volumen I, capítulo II, sección B, pp. 108-120.

2. Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, capítulo 1, sección 1.2.

3. Dirac P. A. M.(1967). Principios de mecánica cuántica. Ariel, capítulo 1,
secciones 5 y 6; capítulo 2, secciones 7 y 8.

Ejercicios
1. Demostrar las ecuaciones (1.1.7) y (1.1.8).

2. Con base en la propiedad (1.1.3), demostrar que el dual de c ∣β⟩ es ⟨β∣ c∗.

3. Sean ∣γ⟩ y ∣η⟩ los kets de�nidos por: ∣γ⟩ = (3 + i)∣a1⟩ + 4∣a2⟩ − 6i∣a3⟩ y
∣η⟩ = 2i∣a1⟩ + 3∣a3⟩, donde los kets ∣ai⟩ son ortonormales.
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a. Calcule la norma de los kets ∣γ⟩ y ∣η⟩ y determine sus kets normalizados
∣γ′⟩ y ∣η′⟩.

b. Encuentre los bras correspondientes a los kets ∣γ′⟩ y ∣η′⟩.
c. Calcule el producto interior ⟨γ′∣η′⟩ y demuestre por cálculo directo que

es igual a {⟨η′∣γ′⟩}∗.
d. Calcule los productos interiores ⟨a1∣η′⟩, ⟨a2∣η′⟩ y ⟨a3∣η′⟩. De acuerdo con

sus resultados ¾qué interpretación geométrica puede dar al producto
interior?

e. Calcule {∣a2⟩⟨a2∣}∣γ′⟩ y {∣a2⟩⟨a2∣} ∣η′⟩. De acuerdo con sus respuestas,
¾qué interpretación geométrica puede dar al operador ∣a2⟩⟨a2∣?

f. Calcule {∣γ′⟩⟨η′∣}∣a2⟩. ¾Está su respuesta en contradicción con la
a�rmación de que la imagen de la aplicación del producto exterior es
un ket proporcional a ∣γ′⟩?

1.2 Representación matricial

De acuerdo con los postulados de la mecánica cuántica que se enunciarán en
las siguientes secciones, los operadores que describen los observables deben
ser hermíticos y su conjunto de kets propios constituye un conjunto completo o
base del espacio de kets del sistema. Cuando la base de kets propios es discreta,
esta induce una representación matricial de los estados y de los observables.
Cuando es continua, induce una representación continua denominada también
ondulatoria. Por tal razón, antes de iniciar la representación matricial se
presenta el problema de valores propios de un operador hermítico.

1.2.1 Kets y valores propios de un operador hermítico

Cuando la aplicación de un operador lineal Ŷ sobre un ket ∣α⟩ da como resultado
un ket con la misma orientación de ∣α⟩, según

Ŷ ∣α⟩ = c∣α⟩, (1.2.1)

la constante compleja c se denomina el valor propio de Ŷ y el ket ∣α⟩ su
correspondiente ket propio.

Resolver el problema de valores propios de Ŷ consiste en determinar el conjunto
de kets y valores propios que satisfacen (1.2.1).1 Se supone que los kets propios
soluciones de (1.2.1) son diferentes de la solución trivial ∣o⟩, la cual no tiene
mucho interés físico pues no representa ningún posible estado de un sistema.

Por ser lineal, la ecuación (1.2.1) no varía al multiplicarla por una constante d,

Ŷ {d∣α⟩} = d{Ŷ ∣α⟩} = d{c∣α⟩} = c{d∣α⟩},
1 Note que solucionar el problema de valores propios de un observable consiste en

determinar aquellos estados del sistema cuya orientación queda invariante bajo la
aplicación del operador que de�ne el observable.
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Ŷ {d∣α⟩} = c{d∣α⟩}.

Esto quiere decir que si ∣α⟩ es un ket propio de Ŷ correspondiente al valor
propio c, entonces el ket d ∣α⟩ también es ket propio correspondiente al mismo
valor propio. Esto implica que al solucionar (1.2.1) solo se puede determinar de
manera única la orientación de los kets propios pero no su norma.

Cuando existe un conjunto de kets propios linealmente independientes que
satisfacen (1.2.1) para un mismo valor propio c, se dice que este valor propio es
degenerado. Un cálculo directo muestra que el ket resultante de la combinación
lineal de kets propios correspondientes a un valor propio degenerado, es también
ket propio correspondiente al mismo valor propio (ejercicio 1). El conjunto de
valores propios diferentes de un operador de�ne su espectro. Cuando el espectro
es degenerado, el número de valores en el espectro es menor que el número de
kets propios linealmente independientes.

Teorema 1

Los valores propios de un operador hermítico son reales y los kets propios
correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.

Demostración:

Sea y′ un valor propio del operador Ŷ y ∣y′⟩ un ket propio correspondiente a
dicho valor propio

Ŷ ∣y′⟩ = y′ ∣y′⟩. (1.2.2)

La ecuación dual correspondiente es

⟨y′∣ Ŷ = y′ ∗⟨y′∣, (1.2.3)

donde se tuvo en cuenta la hipótesis de que el operador es hermítico.

Primero se demuestra que los valores propios son reales. Para ello, se
premultiplica (1.2.2) por el bra ⟨y′∣ y se postmultiplica (1.2.3) por el ket ∣y′⟩:

⟨y′∣ Ŷ ∣y′⟩ = y′⟨y′∣y′⟩, ⟨y′∣ Ŷ ∣ y′⟩ = y′ ∗ ⟨y′∣y′⟩,

por tanto,
(y′ − y′ ∗) ⟨y′∣y′⟩ = 0. (1.2.4)

El cuadrado de la norma de ∣y′⟩ debe ser de�nidamente positivo, como indica
la propiedad (1.1.4a) del producto interior, esto es, ⟨y′∣y′⟩ ≥ 0. Como se
buscan soluciones no triviales, ∣y′⟩ debe ser diferente del ket nulo y, por tanto,
⟨y′∣y′⟩ ≠ 0. Entonces, para que (1.2.4) se satisfaga, se debe cumplir y′ −y′ ∗ = 0,
es decir, y′ = y′ ∗, de donde se concluye que y′ es un número real.

Para demostrar la segunda parte del teorema, se considera la ecuación de valores
propios (1.2.3) para el valor propio y′′:

⟨y′′∣Ŷ = y′′ ⟨y′′∣,
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donde se ha tenido en cuenta que los valores propios son reales. Premultipli-
cando (1.2.2) por el bra ⟨y′′∣ y postmultiplicando la anterior ecuación por el ket
∣y′⟩, se obtiene

(y′′ − y′) ⟨y′′∣y′⟩ = 0. (1.2.5)

Si y′′ = y′, la ecuación se satisface en principio para cualquier valor �nito del
producto interior ⟨y′′∣y′⟩. Sin embargo, por hipótesis, los valores propios son
diferentes y en consecuencia (y′′ − y′) ≠ 0. Entonces, para que se satisfaga
(1.2.5) el producto interior ⟨y′′∣y′⟩ debe ser nulo. Por tanto, kets propios
correspondientes a valores propios distintos son ortogonales.

En lo que sigue de este capítulo se considera únicamente el caso de operadores
cuyo espectro es discreto. El estudio de operadores y observables con espectro
continuo se tratará en el capítulo 2.

La importancia de los operadores hermíticos en la mecánica cuántica radica en
los dos siguientes postulados:

Primer postulado (espectros discretos)
Toda medición de un observable de espectro discreto obliga al
sistema a quedar en un estado propio del observable que se mide y
el resultado de la medición es el valor propio correspondiente.

Este postulado pone de mani�esto la alteración que sufre el estado del sistema
en un proceso de medición de un observable y, a su vez, de�ne cuáles son los
posibles estados en que puede quedar como consecuencia de dicha alteración.
Como resultado de la medición, el sistema queda en un estado propio del
observable correspondiente al valor propio obtenido.

Puesto que los valores medidos para un observable son cantidades reales es
natural considerar que todo observable debe estar representado por un operador
hermítico, como a�rma el siguiente postulado.2

Segundo postulado
A todo observable de un sistema cuántico le corresponde un
operador lineal hermítico cuyo conjunto de kets propios linealmente
independientes debe ser completo.

Si el conjunto de kets propios es completo, cualquier posible estado del sistema
se puede expresar o construir mediante una superposición de estos kets propios.
En otras palabras, el conjunto de kets propios constituye una base completa
del espacio de kets del sistema. En general, los conjuntos asociados a diferentes
observables conducen a diferentes bases completas del espacio de kets.

2 Este postulado es válido tanto para observables de espectro discreto como para
observables de espectro continuo.
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1.2.2 Bases discretas del espacio de kets

De acuerdo con el segundo postulado, el conjunto de kets propios
{∣a1⟩, ∣a2⟩, . . . , } = {∣ai⟩} del observable Â de espectro discreto de un siste-
ma, constituye una base completa de su espacio de kets E . La base {∣ai⟩} se
denomina ortonormal si todos sus kets son mutuamente ortogonales y están
normalizados.

La condición de ortonormalidad para los elementos de la base se puede expresar

⟨ai∣aj⟩ = δij , ∀ i, j = 1, 2, . . . , (1.2.6)

donde δij es el delta de Krönecker, el cual vale 1 para i = j y cero para i ≠ j.
Por simplicidad y mientras no se diga lo contrario, toda base que se considere
se supondrá ortonormal.

Cualquier elemento ∣α⟩ de E se puede expresar como una combinación lineal
de los elementos de la base

∣α⟩ = ∑
i

ci(α) ∣ai⟩, ci(α) ∈ C. (1.2.7)

La suma sobre i será �nita (in�nita) si el espectro de Â es �nito (in�nito). En
(1.2.7) los coe�cientes de�nen un conjunto discreto de números complejos el
cual es característico de cada ket. Por esta razón se emplea la notación ci(α)
para indicar que se trata de los coe�cientes del ket ∣α⟩, los coe�cientes de otro
ket ∣β⟩ se notarán ci(β).
Premultiplicando (1.2.7) por uno cualquiera de los bra de la base dual, se
obtiene

⟨aj ∣α⟩ = ∑
i

ci(α) ⟨aj ∣ai⟩ = ∑
i

ci(α) δji = cj(α),

⇒ ci(α) = ⟨aj ∣α⟩, ∀ j = 1, 2, . . . , (1.2.8)

de manera que cada coe�ciente de la superposición es igual al número complejo
de�nido por el producto interior de cada uno de los bras de la base dual con el
ket ∣α⟩.3

Reemplazando (1.2.8) en (1.2.7) y aplicando el axioma asociativo, se obtiene

∣α⟩ = ∑
i

ci(α) ∣ai⟩ = ∑
i

⟨ai∣α⟩ ∣ai⟩ = ∑
i

∣ai⟩⟨ai∣α⟩

⇒ ∣α⟩ = {∑
i

∣ai⟩⟨ai∣} ∣α⟩.

Como la anterior igualdad es válida para cualquier ∣α⟩, se concluye que el
término entre paréntesis debe ser igual al operador identidad:

1̂ = ∑
i

∣ai⟩⟨ai∣. (1.2.9)

3 Note que para obtener la ecuación (1.2.8) se empleó la propiedad de ortogonalidad de
la base. Si la base no es ortogonal, la ecuación deja de ser válida.
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Esta ecuación de�ne la relación de completez o relación de clausura de una
base discreta ortonormal de E .

Para dar una interpretación geométrica a los coe�cientes ci(α) se tiene en
cuenta que ∣ai⟩⟨ai∣ es un operador cuya acción sobre un ket arbitrario ∣α⟩ da
como resultado un ket en la dirección de ∣ai⟩ ∶

∣aj⟩⟨aj ∣α⟩ =∣aj⟩ cj(α) = cj(α)∣aj⟩.

La comparación con (1.2.7) muestra que la imagen de cualquier ket bajo la
aplicación ∣aj⟩⟨aj ∣ es igual a la j -ésima componente del ket. Así, cada coe�ciente
cj(α) = ⟨aj ∣α⟩ se puede interpretar como la proyección del ket ∣α⟩ en la dirección
del ket ∣aj⟩.4 Por esta razón, dado un ket ∣β⟩ de norma uno, el operador ∣β⟩⟨β∣
se denomina operador proyección en la dirección de ∣β⟩, pues su aplicación sobre
cualquier ket ∣α⟩ da como resultado un ket imagen que es igual a la componente
de ∣α⟩ en la dirección de ∣β⟩.
Si ∣α⟩ es ortogonal a ∣β⟩, la proyección de ∣α⟩ en la dirección de ∣β⟩ es nula,

dados ∣α⟩, ∣β⟩ ≠ ∣o⟩, si {∣β⟩⟨β∣}∣α⟩ =∣o⟩ ⇔ ⟨β∣α⟩ = 0.

Notando los operadores proyección sobre cada una de las direciones de los
elementos de la base según

P̂i =∣ai⟩⟨ai∣,
la relación de completez (1.2.9) se puede expresar como la suma:5

1̂ = ∑
i

P̂i. (1.2.10)

Con base en (1.2.9) se puede descomponer cualquier ket ∣β⟩ de E en una suma
de kets mutuamente ortogonales

∣β⟩ = 1̂∣β⟩ = ∑
i

∣ai⟩⟨ai∣β⟩ = ∑
i

ci(β)∣ai⟩,

donde ci(β) es el número complejo que especi�ca el valor de la proyección de
∣β⟩ en la dirección de ∣ai⟩. Si la i-ésima componente de ∣β⟩ es nula, el ket ∣β⟩
es ortogonal al i-ésimo elemento de la base. Cuando ∣β⟩ representa un estado
cuántico, la anterior ecuación de�ne el estado como una superposición de los
kets ∣ai⟩ para los cuales los coe�cientes ci(β) son no nulos.

De otra parte, cualquier subconjunto de n ≥ 1 kets de la base ortonormal de
E de�ne un subespacio E ′ ortogonal a su complemento, y dicho subconjunto
4 Aunque ∣ai⟩⟨ak ∣ aplicado a ∣α⟩ es proporcional a un ket en la dirección de

∣ai⟩, (∣ai⟩⟨ak ∣α⟩ = ck(α) ∣ai⟩), el ket resultante no es la componente de ∣α⟩ en la
dirección de ∣ai⟩, ya que ck(α) no es su proyección. En otras palabras, las componentes
obtenidas de la aplicación de todo operador proyección sobre cualquier ket ∣α⟩ y su dual
correspondiente ⟨α∣ deben satisfacer que la una sea el dual correspondiente de la otra lo
que implica que el operador proyección debe ser un operador hermítico.

5 Dada la simetría entre un espacio de kets y su espacio dual, es de esperar que la relación
de completez de la base dual quede de�nida por la misma ecuación (1.2.9) (ejercicio 13).
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constituye, una base completa de E ′ cuya relación de completez es el operador
proyección sobre E ′. Así, cualquier ket de E ′ se puede expresar como una
combinación lineal de los elementos de su base. Como un ejemplo, sea E ′ el
subespacio de�nido por los 4 primeros elementos de la base de E y E ′c el
complemento ortogonal de E ′ respecto a E . Esto es,

{{∣a1⟩, ∣a2⟩, ∣a3⟩, ∣a4⟩}, {∣a5⟩, ∣a6⟩, . . . , }}.
↓ ↓
E ′ E ′c

Cada subconjunto de kets de�ne cada uno de los subespacios y, a su vez,
constituye una base completa de cada subespacio. El espacio de kets E queda
de�nido por la suma directa de sus subespacios, E = E ′ ⊕E′c, de manera que
la dimensión de E es igual a la suma de las dimensiones de E ′ y E ′c. Los
operadores proyección sobre E ′ y E ′c son

P̂ ′ =
4

∑
i=1
∣ai⟩⟨ai∣, P̂ ′c = ∑

i=5
∣ai⟩⟨ai∣. (1.2.11)

La relación de completez de E se puede expresar como la suma de estos
operadores:

1̂ =
4

∑
i=1
∣ai⟩⟨ai∣ + ∑

i=5
∣ai⟩⟨ai∣ = P̂ ′ + P̂ ′c. (1.2.12)

Su aplicación sobre un ket ∣β⟩ de E (ejercicio 14) lo descompone en dos kets
mutuamente ortogonales que pertenecen a cada subespacio,

1̂∣β⟩ = P̂ ′∣β⟩ + P̂ ′c ∣β⟩ =∣β′⟩+ ∣β′c⟩, (1.2.13)

donde ∣β′⟩ ∈ E ′, ∣β′c⟩ ∈ E ′c y ⟨β′∣β′c⟩ = 0.

Norma de un ket de E

De acuerdo con el postulado de correspondencia dual, el bra correspondiente
al ket (1.2.7) es

⟨α∣ = ∑
j

c∗j (α) ⟨aj ∣,

por tanto,6

⟨α∣α⟩ = {∑
j

c∗j (α) ⟨aj ∣} {∑
i

ci(α) ∣ai⟩} = ∑
i, j

c∗j (α)ci(α) ⟨aj ∣ai⟩.

Aplicando la relación de ortonormalidad (1.2.6), se obtiene

6 Para calcular correctamente el producto interior, las sumas en el bra y en el ket se deben
hacer sobre índices diferentes. De lo contrario se estarían eliminando de antemano los
términos cruzados.
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⟨α∣α⟩ = ∑
i, j

c∗j (α) ci(α) δj i = ∑
i

c∗i (α) ci(α) = ∑
i

∣ ci(α)∣2.

Teniendo en cuenta (1.1.4b), la norma de ∣α⟩ es

∥∣α⟩∥ =
√
∑
i

∣ci(α)∣2.

Se observa que el cuadrado de la norma de un ket no es otra cosa que la suma
de los módulos al cuadrado de sus proyecciones en la dirección de cada uno de
los elementos de la base. Si un ket está normalizado esta suma debe ser igual
a la unidad.

Empleando la relación de completez de la base, ecuación (1.2.9), el cuadrado
de la norma de un ket se puede obtener directamente de

⟨α∣α⟩ = ⟨α∣1̂∣α⟩ = ∑
i

⟨α∣ai⟩ ⟨ai∣α⟩ = ∑
i

⟨ai∣α⟩∗ ⟨ai∣α⟩ = ∑
i

∣ ⟨ai∣α⟩ ∣2 . (1.2.14)

Mediante un procedimiento similar, se demuestra que el producto interior del
bra ⟨β∣ con el ket ∣α⟩ se puede expresar en términos de sus proyecciones según

⟨β∣α⟩ = ∑
i

c∗i (β) ci(α). (1.2.15)

Hasta el momento se han presentado los postulados y axiomas básicos que
permiten de�nir un esquema algebraico entre kets, bras y operadores. �Se
podría seguir desarrollando la teoría y aplicarla a problemas particulares
considerando únicamente dichas cantidades abstractas. Sin embargo, para
ciertos �nes es preferible sustituir dichas cantidades por conjuntos de números
con propiedades matemáticas equivalentes y hacer los desarrollos con ayuda de
ellos. El procedimiento es similar al de elegir coordenadas en geometría y tiene
la ventaja de ser un método más potente para resolver problemas particulares�
(Dirac, 1967, p. 64).

Esta sustitución conduce a diferentes representaciones de los operadores y de
los vectores de un espacio de kets. Cuando la base es discreta, como es el
caso que se estudia en este capítulo, se obtiene una representación matricial, y
cuando la base es continua la representación se denomina continua.7

1.2.3 Representación matricial de kets, bras y operadores

La representación matricial de los estados de un sistema es aquella en la cual
cada elemento de E queda representado por una matriz columna, o vector
7 La expresión (1.2.15) está de�niendo indirectamente una representación del producto

interior en la base discreta ortonormal que se consideró desde el inicio. Es claro que si
se cambia de base, las componentes del ket cambian. Sin embargo, el valor del producto
interior es independiente de la base elegida y, por tanto, de la representación que se
emplee.



54 CAPÍTULO 1. ESPACIO DE KETS Y REPRESENTACIÓN MATRICIAL

columna, elemento de un espacio vectorial V, de�nido sobre el campo de
los números complejos. Cada operador queda representado por una matriz
cuadrada que de�ne una aplicación lineal en V. Esta representación tiene
sentido en la medida en que en V se puedan de�nir las mismas operaciones
que en E y con sus mismas propiedades. Note que el producto de matrices
en general es no conmutativo, lo cual hace que las matrices sean cantidades
apropiadas para representar operadores cuyo producto es no conmutativo. Se
supondrá que el lector está familiarizado con las operaciones básicas de adición
y multiplicación de matrices.

Representación matricial de kets y bras

Un ket expresado como una combinación lineal de los elementos de una base
ortonormal {∣ai⟩},

∣α⟩ = ∑
i

ci(α) ∣ai⟩, ∣ai⟩ ∈ E , ci(α) ∈ C, (1.2.7)

queda igualmente de�nido si se representa mediante el conjunto de números
complejos {ci(α) = ⟨ai∣α⟩}, que son las cantidades que realmente distinguen un
ket de otro cuando se expresan mediante una superposición de los elementos
de una misma base.

La representacion matricial de un ket se puede realizar disponiendo el conjunto
de coe�cientes ordenadamente en una matriz o vector columna, de tal manera
que el i -ésimo elemento del vector sea igual al i -ésimo coe�ciente en la
superposición según

∣α⟩ =∶
⎛
⎜⎜⎜
⎝

c1 (α)
c2 (α)
c3 (α)
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⟨a1∣α⟩
⟨a2∣α⟩
⟨a3∣α⟩
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
≡ α⃗, (1.2.16)

donde α⃗ es el vector columna que representa al ket ∣α⟩ y el símbolo =∶ no
indica una igualdad, sino una representación. El conjunto de todos los vectores
columna que representan los kets de E de�ne el espacio vectorial V.
De manera similar, en el espacio dual E∗ cualquier bra ⟨β∣ en términos de sus
componentes es igual a

⟨β∣ = ∑
i

c∗i (β) ⟨ai∣.

Representando el bra por un vector �la cuyos elementos sean los coe�cientes
c∗i (β),

⟨β∣ =∶ (c∗1(β) c∗2(β) c∗3(β)⋯) = β⃗ �,

se obtienen dos resultados deseables: que el vector que representa al bra sea
un elemento del espacio dual (β⃗ � ∈ V∗) y que el producto interior entre un
elemento V∗ y uno de V quede representado por el producto matricial usual,
donde β⃗ � es el transpuesto conjugado, o adjunto, de β⃗. En efecto, se comprueba
por cálculo directo que el producto de matrices,
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β⃗ �α⃗ =
(c∗1 (β) c∗2 (β) c∗3 (β) . . . , ) ⎛

⎜⎜⎜
⎝

c1(α)
c2(α)
c3(α)
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= ∑

j

c∗j (β) cj(α), (1.2.17)

es exactamente igual a ⟨β∣α⟩8 en la ecuación (1.2.15), y posee sus mismas
propiedades (1.1.3) y (1.1.4a).

Al igual que la norma de un ket, la norma de un vector α⃗ se de�ne como la
raíz cuadrada positiva del producto interior α⃗�α⃗

∣∣ α⃗ ∣∣=
√
α⃗�α⃗ =

√
∑
i

c∗i (α) ci(α) =
√
∑
i

∣ ci(α) ∣2 . (1.2.18)

Los números complejos ⟨ai∣α⟩ = ci(α) y ⟨α∣ai⟩ = c∗i (α) de los vectores que
representan un ket y su dual correspondiente se denominan sus elementos
matriciales genéricos.

De la de�nición (1.2.16), se concluye que la representación matricial del j -ésimo
ket de la base de E es un vector columna para el cual todos los elementos
son nulos exceptuando el j -ésimo, el cual es igual a 1: ci(aj) = ⟨ai∣aj⟩ = δij .
Entonces,

∣a1⟩ =∶
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= a⃗1, ∣a2⟩ =∶

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
1
0
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= a⃗2, ∣a3⟩ =∶

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
0
1
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= a⃗3, . . .

A su vez, los vectores a⃗i de�nen una base ortonormal del espacio vectorial
complejo V, cuya dimensión es igual a la de E . Sus duales correspondientes a⃗�i
de�nen una base ortonormal del espacio dual V∗.
Así, cualquier elemento de V se puede expresar como una combinación lineal,
o superposición, de los elementos de la base

⎛
⎜⎜⎜
⎝

c1(α)
c2(α)
⋮

cN(α)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= c1(α)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
+ c2(α)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
1
0
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
+ c3(α)

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
0
1
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
+⋯

o simplemente,

α⃗ = c1(α)a⃗1 + c2(α) a⃗2 + c3(α)a⃗3 +⋯ = ∑
i

ci(α)a⃗i. (1.2.19)

8 La equivalencia de los productos interiores es la razón por la cual, después de esta
sección, se seguirá empleando para el producto interior la notación de bra y ket,
independientemente de la representación que se emplee.



56 CAPÍTULO 1. ESPACIO DE KETS Y REPRESENTACIÓN MATRICIAL

Esta ecuación de�ne la representación matricial de (1.2.7). Si ∣α⟩ es un ket de
estado, dicho estado queda igualmente de�nido por el correspondiente vector
α⃗ ∈ V.

Representación matricial de operadores

Un operador X̂ de�nido sobre el espacio de kets se puede expresar

X̂ = 1̂ X̂ 1̂ = {∑
i

∣ai⟩⟨ai∣} X̂ {∑
j

∣aj⟩⟨aj ∣},

donde se aplicó la relación de completez (1.2.9). Teniendo en cuenta el axioma
asociativo de la multiplicación se obtiene

X̂ = ∑
ij

{⟨ai∣X̂ ∣aj⟩ } ∣ai⟩⟨aj ∣. (1.2.20)

Ecuación que representa al operador como una combinación lineal de los
operadores ∣ai⟩⟨aj ∣, en la cual el conjunto de coe�cientes {⟨ai∣X̂ ∣aj⟩} es lo que
distingue un operador de otro. X̂ se puede representar mediante este conjunto
de coe�cientes, ordenados en una matriz cuadrada con i numerando las �las y
j las columnas (ejercicio 5). El operador X̂ queda representado por la matriz
cuadrada

X̂ =
⎛
⎜⎜
⎝

⟨a1∣X̂ ∣a1⟩ ⟨a1∣X̂ ∣a2⟩ . . . ,
⟨a2∣X̂ ∣a1⟩ ⟨a2∣X̂ ∣a2⟩ . . . ,

⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅

⎞
⎟⎟
⎠
≡ X,

cuyo elemento matricial genérico Xij queda de�nido por el número complejo

Xij = ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩. (1.2.21)

Reemplazando esta ecuación en (1.2.20), se obtiene

X̂ = ∑
ij

Xij ∣ai⟩⟨aj ∣. (1.2.22)

Las propiedades de un operador, como también las operaciones de suma y
producto de operadores, se pueden estudiar analizando su elemento matricial
genérico. Por ejemplo:

a) Si ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩ = ⟨aj ∣X̂ ∣ai⟩, la matriz es simétrica y el operador que representa
se denomina simétrico.

b) Si ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩ es real para todo i y j, la matriz es real.

c) Si ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩ = xi δij , la matriz es diagonal y se dice que el operador está
diagonalizado.
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d) Si ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩ = {⟨aj ∣X̂ ∣ai⟩}∗, la matriz es hermítica (es igual a su transpuesta
conjugada) y el operador que representa es hermítico.

El producto de dos operadores queda representado por el producto de las
matrices que los representan, respetando el orden en el producto. Si Ẑ = X̂ Ŷ
los elementos de la matriz que representa a Ẑ están dados por

Zij = ⟨ai∣Ẑ ∣aj⟩ = ⟨ai∣ X̂ 1̂ Ŷ ∣aj⟩ = ∑
k

⟨ai∣ X̂ ∣ak⟩⟨ak ∣Ŷ ∣aj⟩,

Zij = ∑
k

Xik Ykj , (1.2.23)

que es la expresión usual para el elemento genérico de la matriz resultante de
producto de dos matrices.

Como el producto exterior ∣β⟩⟨α∣ es un operador, su representación matricial
debe quedar de�nida por una matriz cuadrada cuyo elemento matricial genérico
sea ⟨ai∣β⟩⟨α∣aj⟩. Este elemento matricial es igual a ci(β) c∗j (α) cuando la base
es ortonormal.

Aunque el producto de un vector columna con un vector �la no es un producto
matricial usual, se puede según

β⃗α⃗� ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

c1(β)
c2(β)
c3(β)
⋅⋅⋅

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(c∗1(α) c∗2(α) c∗3(α) . . . , )

≡
⎛
⎜
⎝

c1(β)c∗1(α) c1(β)c∗2(α) . . . ,
c2(β)c∗1(α) c2(β)c∗2(α) . . . ,

⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅

⎞
⎟
⎠

(1.2.24)

De acuerdo con esta de�nición, la relación de completez (1.2.9) queda
representada matricialmente por

1 = ∑
i

a⃗ia⃗
�
i ,

donde 1 es la matriz unidad (ejercicios 4 y 9).

Ejemplo

En general, la representación de cualquier producto de kets, bras y operadores
se obtiene calculando el elemento matricial genérico del producto:

i) El elemento matricial genérico del ket ∣ν⟩ = X̂ {∣α⟩⟨β∣} ∣γ⟩ se obtiene
premultiplicando la expresión por ⟨ai∣ y empleando la relación de completez

⟨ai∣ν⟩ = ci(ν) = ⟨ai∣X̂ 1̂∣α⟩⟨β∣1̂∣γ⟩ = ∑
k,l

⟨ai∣X̂ ∣ak⟩⟨ak ∣α⟩⟨β∣al⟩⟨al∣γ⟩

⇒ ci(ν) = ∑
k,l

Xi k ck(α) c∗l (β) cl(γ), i = 1, 2, 3, . . . ,
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La anterior expresión de�ne el elemento matricial genérico de la ecuación
matricial ν⃗ =Xα⃗β⃗�γ⃗. Esto es,

X̂ ∣α⟩⟨β∣γ⟩ =∶ Xα⃗β⃗�γ⃗.

ii) El elemento matricial del operador Ŷ = X̂ ∣α⟩⟨β∣ es Yij = ⟨ai∣Ŷ ∣aj⟩ =
⟨ai∣X̂ ∣α⟩ ⟨β∣aj⟩. Empleando la relación de completez, se obtiene

Yij = ∑
k

⟨ai∣X̂ ∣ak⟩⟨ak ∣α⟩⟨β∣aj⟩ = ∑
k

Xi kck(α) c∗j (β),

donde i, j = 1,2, ...

iii) Cualquier producto interior ⟨λ∣Ŷ ∣η⟩ se puede calcular fácilmente empleando
la relación de completez

⟨λ∣Ŷ ∣η⟩ = ⟨λ∣1̂ Ŷ 1̂ ∣η⟩ = ∑
kl

c∗k(λ)Ykl cl(η),

que es igual al número complejo que se obtiene del producto de matrices λ⃗�Y η⃗.

Como regla general, la representación matricial de multiplicaciones de kets, bras
y operadores es igual al producto de las matrices que los representan siempre
y cuando se conserve el orden en la multiplicación.

La representación matricial de la ecuación de valores propios de un observable
queda de�nida por el correspondiente producto de matrices. La ecuación
Â∣ai⟩ = ai∣ai⟩ queda representada matricialmente por

Aa⃗i = aia⃗i,

donde a⃗i y ai son los vectores y valores propios de la matriz que representa el
observable.

Es importante resaltar que todo operador expresado en la base de�nida por
sus kets propios ortonormales queda representado por una matriz diagonal. En
efecto, si la base es el conjunto de kets propios de Â, su elemento matricial es

Aij = ⟨ai∣Â∣aj⟩ = aj δij = ai δij ,

donde se ha aplicado la ecuación de valores propios de Â y la relación de
ortonormalidad de los elementos de la base. El delta de Krönecker indica que
todos los elementos matriciales fuera de la diagonal son nulos y los elementos
de la diagonal son justamente los valores propios:

Â =∶
⎛
⎜⎜
⎝

a1 0 ...
0 a2 ...
. .. .. .

⎞
⎟⎟
⎠
=A.

Por esta razón se dice que el problema de determinar los valores propios de
un operador se puede traducir en el problema de diagonalizar la matriz que lo
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representa. En general, todo operador representado por una matriz diagonal
está representado en una base de kets propios del operador.

La traza de un operador se de�ne igual a la traza de la matriz que lo representa,

Tr X̂ = ∑
i

Xii = ∑
i

⟨ai∣X̂ ∣ai⟩, (1.2.25)

y su valor es independiente de la base que se utilice para su representación.
Empleando esta de�nición se puede demostrar la siguiente propiedad (ejercicio
12):

Tr{Ŷ X̂} = Tr{X̂Ŷ }. (1.2.26)

1.2.4 Proceso de medición de observables

El principio de superposición y su interpretación cuántica están en la base
del primer postulado, y esta sección se dedica a precisar estos conceptos.
Por sencillez en el análisis, se consideran solamente sistemas de un grado
de libertad, los cuales tienen la ventaja de que el espectro de cualquier
observable es no degenerado, de manera que, salvo un factor de fase arbitrario,
existe una correspondencia uno a uno entre los valores propios y los kets
propios normalizados. Es decir, basta cualquier observable para caracterizar
completamente los estados del sistema.

Sea ∣β⟩ un ket de estado de un sistema de un grado de libertad, el cual expresado
como una superposición de los elementos de la base {∣ai⟩} de kets propios de
Â es igual a

∣β⟩ = ∑
i

ci(β) ∣ai⟩.

De acuerdo con el primer postulado, el proceso de medición del observable Â
altera el estado del sistema de tal manera que después de la medición el sistema
queda en uno de sus estados propios y el valor medido para el observable es el
correspondiente valor propio:

∣β⟩ mediciónde Â−−−−−−−−−−−−−−−−→∣ν⟩ = P̂ai ∣β⟩ = ci∣ai⟩, valormedido ∶ ai,

donde P̂ai es el operador proyección sobre el subespacio asociado al valor propio
ai. Como se están considerando observables de espectro no degenerado, el
subespacio es unidimensional y la proyección del estado es proporcional al ket
propio correspondiente.

Sin embargo, no es posible predecir con certeza cuál de los estados propios
involucrados en la superposición será el estado en que quede el sistema ni cuál
será el resultado de la medición. La única excepción es cuando el estado ∣β⟩ en
que se encuentra el sistema antes de realizar la medición es precisamente un
estado propio del observable a medir. En este caso se sabrá con certeza que el
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valor medido será el correspondiente valor propio y que el sistema continuará
en dicho estado:

∣β⟩ =∣a3⟩
mediciónde Â−−−−−−−−−−−−−−−−→∣a3⟩, valormedido ∶ a3.

Tercer Postulado
La probabilidad de obtener el valor propio ak como resultado de
la medición del observable Â, cuando el sistema se encuentra en el
estado normalizado ∣β⟩, es9

Pak
=∣∣ P̂ak

∣β⟩ ∣∣2=∣ ⟨ak ∣β⟩ ∣2=∣ ck(β) ∣2 ⩾ 0, (1.2.27a)

donde P̂ak
∣β⟩ es la componente de ∣β⟩ en la dirección del ket

normalizado ∣ak⟩.

Como el espectro del observable es no degenerado, esta probabilidad es igual a
la probabilidad de que el sistema quede en el estado propio correspondiente a
dicho valor propio

P∣ak⟩ =∣ ⟨ak ∣β⟩ ∣
2 . (1.2.27b)

El postulado permite predecir la probabilidad de obtener un determinado
valor propio del observable y de que el sistema quede en el estado propio
correspondiente sin necesidad de realizar la medición del observable Â. Por
esta razón se dice que (1.2.27b) de�ne la probabilidad de que estando el sistema
en el estado ∣β⟩ se pueda encontrar en el estado ∣ak⟩. Sin embargo, es bueno
recordar que de acuerdo con el principio de superposición no es posible que el
sistema se encuentre en el estado ∣β⟩ y, a su vez, se encuentre en uno de los
estados propios de la superposición que de�ne el estado. En general, el estado
del sistema será un estado propio del observable solo después de realizar su
medición.

Una manera de determinar teóricamente la probabilidad consiste en expresar
∣β⟩ como una superposición de los kets propios normalizados del observable a
medir. Si el espectro del observable es no degenerado, el módulo al cuadrado
del coe�ciente de cada estado propio en la superposición de�ne la probabilidad
de que el sistema quede en dicho estado después de la medición. En particular,
si el k -ésimo coe�ciente es nulo, el k -ésimo estado no entra en la superposición
y, por tanto, la probabilidad de que el sistema quede en dicho estado es nula.
Si todos los coe�cientes son nulos exceptuando el k -ésimo, el cual será igual
a 1, después de la medición el sistema quedará con toda certeza en el mismo
estado y el resultado será el valor propio correspondiente. Claro que esto último
implica que antes de la medición el estado del sistema era este estado propio.

La cantidad ck(β) = ⟨ak ∣β⟩ de�ne la amplitud de probabilidad de que estando
el sistema en el estado ∣β⟩ quede en el estado ∣ak⟩. Su módulo al cuadrado

9 La ecuación (1.2.27a) de�ne la probabilidad cuando el ket de estado está normalizado;
cuando este no es el caso, la probabilidad se obtiene dividiendo el lado derecho de
(1.2.27a) por el cuadrado de la norma del ket.
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es la correspondiente probabilidad y es igual al peso del estado ∣ak⟩ en la
superposición que de�ne el estado ∣β⟩.
En general, si ∣β⟩ es el estado normalizado en que se encuentra el sistema y
∣η⟩ es un estado propio normalizado de algún observable, la probabilidad P∣η⟩
de que el sistema se pueda encontrar en el estado ∣η⟩ es igual al módulo al
cuadrado de su producto interior:

P∣η⟩ =∣⟨η∣β⟩∣2, donde ⟨η∣η⟩ = ⟨β∣β⟩ = 1, (1.2.27c)

y el producto interior ⟨η∣β⟩ de�ne la correspondiente amplitud de probabilidad.

Aunque (1.2.27a) es un postulado y como tal no es posible demostrarlo,
será correcto si predice las probabilidades experimentales que se obtendrían
en un proceso de medición u observación del observable. Para obtener esta
probabilidad experimentalmente se realiza un gran número de experimentos
idénticos mediante un ensamble.

Un ensamble se de�ne como una colección de sistemas físicos idénticamente
preparados. Cuando todos y cada uno de los sistemas del ensamble están en el
mismo estado, se denomina ensamble puro, y el estado de uno cualquiera de los
sistemas queda descrito, salvo un factor de fase arbitrario, por un mismo ket
normalizado del espacio de kets del sistema. Esta es la razón por la que en los
experimentos de Stern-Gerlach se supuso que el estado de todos y cada uno de
los átomos de plata del haz no eliminado que emerge del imán se encuentran
en el mismo estado, pues el haz de�ne un ensamble puro.

Si los sistemas constituyentes de un ensamble se encuentran en diferentes
estados, caracterizados por kets linealmente independientes, no se tiene un
ensamble puro, sino una mezcla de ensambles puros y, por tal razón, se
denomina ensamble mezclado.

Otra suposición implícita en la de�nición de un ensamble puro es que sus
sistemas constituyentes no interactúan entre sí o con sistemas externos al
ensamble. De lo contrario, las interacciones internas (por ejemplo por colisiones)
o externas pueden destruir la coherencia del estado de los sistemas y el
ensamble puro puede evolucionar hacia un ensamble mezclado en el cual sus
constituyentes se encuentran en diferentes estados cuánticos. El estado de un
ensamble mezclado queda descrito por un operador (o matriz) denominado
operador densidad, el cual se determina aplicando métodos estadísticos.

Sea ∣β⟩ el ket de estado en que se encuentra cada uno de los sistemas de un
ensamble puro antes de realizar una medición. De acuerdo con el principio
de superposición, el estado se puede expresar como una combinación lineal
de los estados propios del observable a medir, y como resultado del proceso
de medición cada uno de los sistemas constituyentes quedará en alguno de los
estados propios de la superposición. Después del proceso de medición se tendrán
sistemas que se encuentran en diferentes estados propios del observable, y los
valores propios correspondientes serán los valores medidos para el observable.

Debido a la indeterminación inherente a los sistemas cuánticos, no es
posible predecir con certeza en cual estado propio del observable quedará un
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determinado sistema del ensamble o cuál de los posibles valores propios será el
valor medido, pero sí se tendrá certeza sobre cuál es la probabilidad de obtener
un determinado valor propio, que es la misma probabilidad de que el sistema
quede en el estado propio correspondiente, siempre y cuando el espectro del
observable sea no degenerado. Esta probabilidad coincide con la probabilidad
experimental de obtener para el ensamble un determinado valor del observable,
probabilidad de�nida por la distribución estadística de los valores medidos.

En la �gura 1.1 se presenta un esquema de los resultados experimentales.10

Cada raya representa un sistema de un ensamble puro, y se supone que
el número N de sistemas es lo su�cientemente alto para aplicar teorías
estadísticas.
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Figura 1.1 Proceso de medición de B̂ para
un ensamble puro en el cual cada sistema se
encuentra en el estado ∣β⟩. Ni es el número de
sistemas que arrojan el mismo valor propio (igual
al número de veces que se obtiene el valor bi)
y que, por tanto, quedan en un mismo estado
propio.

Si para N1 de los sistemas se obtiene el valor propio b1, para N2 el valor
propio b2, etc., la probabilidad experimental de obtener el valor propio bi está
determinada por la razón Ni/N , de acuerdo con

P exp
bi
= ĺım

N→∞

Ni

N
.

Con esta de�nición, la probabilidad de obtener cualquier valor propio es igual
a un número real positivo entre 0 y 1, y la suma de todas las probabilidades es
igual a uno.

10 Se supone que el proceso de medición no destruye el sistema, de manera que después
de la medición los sistemas que arrojan valores propios diferentes se pueden separar
espacialmente de forma similar a lo estudiado en los experimentos de Stern-Gerlach.
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El valor promedio experimental para el observable es igual al promedio
ponderado de los valores obtenidos:

b̄ = ∑
i

P exp
bi

bi, (1.2.28a)

el cual se obtiene sumando los productos de cada valor obtenido con su
correspondiente peso estadístico normalizado P exp

bi
. Si ∑i P

exp
bi
= 1, los pesos

están normalizados.

El tercer postulado predice correctamente las probabilidades experimentales,
Pbi = P exp

bi
. Como teóricamente se supone que la dispersión experimental

obtenida alrededor de cada valor propio discreto se puede despreciar, la
distribución cuántica de valores del observable es un conjunto discreto de puntos
como el indicado en la �gura 1.2. La función de distribución experimental (P exp

bi
:

vs: b) es una curva continua con máximos bien de�nidos alrededor de cada valor
propio, como en la �gura 0.2.

b1 b2 b3b b4

bi0

0.1

0.2

0.3

0.4

Pbi

Figura 1.2 Función de distribución de valores
propios de B̂ (Pbi : vs :bi) de�nida por la proba-
bilidad cuántica Pbi de obtener cada valor propio
bi. La probabilidad de obtener cada valor propio
es menor que la unidad y la suma de todas las
probabilidades debe ser igual a la unidad.

Cuando el espectro del observable es no degenerado, la distribución de valores
propios coincide con la distribución de estados propios del observable en la
superposición que de�ne el estado del sistema antes de la medición. En este
caso la distribución teórica de los estados estará dada por la misma �gura 1.2
reemplazando Pbi por P∣bi⟩ en el eje vertical y bi por ∣bi⟩ en el horizontal.

De otra parte, la suposición que hemos hecho de que un estado cuántico
tiene norma �nita se sustenta en el hecho de que la suma de probabilidades
experimentales es �nita. En efecto, según (1.2.27a), el cuadrado de la norma
del ket de estado normalizado es igual a la suma de las probabilidades de
obtener cada uno de los valores propios del observable,

⟨β∣β⟩ = ∑
i

∣ ci(β) ∣2= ∑
i

Pbi = ∑
i

P exp
bi
= 1 < ∞. (1.2.29)

Igualmente, la suma de las probabilidades experimentales de obtener un
valor propio del observable para un estado dado es no nula. Algunas de las
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probabilidades individuales P exp
bi

pueden ser nulas pero al menos una de ellas
será diferente de cero, pues suponemos que al medir un observable se obtiene
algún valor como resultado de la medición con una probabilidad no nula. El
valor propio obtenido en la medición puede ser cero (0) y le corresponderá un
estado propio de norma diferente de cero.

En este hecho experimental descansa la suposición de que el ket nulo no puede
representar un estado cuántico. Suponer que ∣o⟩ es un posible estado implicaría
que al medir cualquier observable no se obtendría ningún valor, lo cual no tiene
sentido.

En resumen, todo estado cuántico de un sistema está descrito por un ket no
nulo y de norma �nita, esto es, por un elemento del espacio de Hilbert asociado
al sistema.

Cuando el espectro no es degenerado, al realizar el proceso de medición del
observable a un ensamble no necesariamente puro y �ltrar (eliminar) todos
aquellos sistemas que no arrojaron un determinado valor propio, se obtiene un
ensamble puro en el cual todos y cada uno de los sistemas no eliminados quedan
preparados en un estado propio correspondiente al valor propio seleccionado,
como se ilustra en la �gura 1.3.

Ensamble 
 inicial 

Medición 
de B� 

|𝑏𝑏1⟩ 

Ensamble puro 
preparado en el 

estado |𝑏𝑏1⟩ 

𝑏𝑏1 

𝑏𝑏2 

𝑏𝑏3 

valor 
medido 

Figura 1.3 Preparación de un sistema en el
estado ∣b1⟩, ket propio del observable B̂ de
espectro no degenerado, mediante la eliminación
de todos aquellos sistemas que no arrojan el valor
propio b1. Este proceso se suele denominar un
proceso de �ltración y es similar al realizado en
las secuencias de experimentos de Stern-Gerlach.

1.2.5 Valor esperado de un observable

De las consideraciones previas se concluye que no se puede hablar del valor de
un observable cuando el sistema se encuentra en un estado arbitrario a no ser
que dicho estado sea justamente uno de sus estados propios. A diferencia de
la mecánica clásica, en la que el concepto de estado del sistema en un instante
dado permite asociarle un único valor (un único número real) a cada uno de
los observables del sistema, en general, para los sistemas cuánticos no se puede
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asignar un valor de�nido a los observables cuando el sistema se encuentra en un
estado arbitrario. Se acostumbra decir que, en general, en la mecánica cuántica
el valor de los observables no está de�nido.

Debido a esto, y con el �n de relacionar las predicciones con los resultados
experimentales, se introduce el concepto de valor esperado (o valor promedio)
de un observable.

El valor esperado de un observable Â para un sistema que se encuentra en un
estado normalizado ∣β⟩, expresado en la base de kets propios del observable,
está de�nido por

⟨β∣Â∣β⟩ = ∑
i

⟨β∣ai⟩⟨ai∣β⟩ai = ∑
i

∣⟨ai∣β⟩∣2ai = ∑
i

Paiai. (1.2.28b)

Si el estado no está normalizado esta de�nición debe ser corregida con el factor
multiplicativo 1/⟨β∣β⟩ al lado derecho de la ecuación. Como las probabilidades
son números reales positivos y los valores propios de operadores hermíticos son
reales, el valor esperado de un observable es un número real (ejercicio 16).

El valor esperado cuántico es igual al valor promedio experimental (1.2.28a),

b = ⟨β∣B̂∣β⟩.

Cantidades como las probabilidades y valores esperados son las que se comparan
con los resultados experimentales de pesos y valores promedios.

Para calcular el valor esperado de un observable cuando la base en que se
expresa el estado es diferente a la base de kets propios del observable, lo más
adecuado es emplear la representación matricial. Esto implica conocer el vector
y la matriz que representan el estado y el observable, como se indica enseguida:

⟨β∣Â∣β⟩ = ∑
i, j

⟨β∣bi⟩⟨bi∣Â∣bj⟩⟨bj ∣β⟩ = ∑
i, j

c∗i (β)Aijcj(β),

lo cual corresponde a la ecuación matricial ⟨β∣Â∣β⟩ = β⃗�Aβ⃗. Si se desea calcular
la probabilidad de obtener algún valor propio, se deben conocer, en alguna
base, los vectores que representan el estado del sistema y el estado propio
correspondiente:

Pbi =∣P̂bi ∣β⟩∣2 =∣⟨bi∣β⟩∣2 =∣⃗b
�
i β⃗∣

2.

Hay que distinguir entre el valor esperado de un observable y los posibles
valores que se pueden obtener en una medición de dicho observable. Los
valores que se pueden obtener deben ser los valores propios del observable
cuyos kets propios están en la superposición que de�ne el estado, mientras
que el valor esperado es el promedio ponderado de los valores propios que se
podrían obtener en la medición, el cual no necesariamente coincide con un valor
propio. La ponderación o peso de cada valor propio en el promedio es igual a
la probabilidad de obtener dicho valor propio.

El valor esperado puede ser nulo cuando la suma ponderada de valores propios
negativos se equilibra con la de los valores propios positivos (ejercicio 8). Si
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el estado del sistema es un estado propio del observable, su valor esperado
coincidirá con el valor propio correspondiente, ya que en la suma (1.2.28b) solo
subsistiría el término correspondiente a dicho valor propio.
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Ejercicios
1. Demuestre que una combinación lineal arbitraria de kets propios correspon-

dientes a un valor propio degenerado es también un ket propio correspon-
diente al mismo valor propio.

2. Demuestre la ecuación (1.2.23).

3. Demuestre que los elementos de la matriz que representa el operador
Ẑ =∣β⟩⟨α∣ en una base ortonormal están dados por

Zij = ci(β)c∗j (α),

especi�cando cuáles son los coe�cientes ci(β) y cj(α).

4. Demuestre que la matriz que representa al operador identidad es precisa-
mente la matriz unidad. Encuentre la matriz que representa el operador
proyección ∣ak⟩⟨ak ∣.

5. En la representación matricial los operadores quedan de�nidos por una
aplicación lineal de�nida sobre V según

X ∶ V → V
α⃗ → β⃗,

demuestre que la ecuación X̂ ∣α⟩ =∣β⟩ queda representada matricialmente por
la ecuación Xα⃗ = β⃗:

⎛
⎜⎜⎜
⎝

X11 X12 ...
X21 X22 ...

. .. .. .

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

c1(α)
c2(α)

...

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

c1(β)
c2(β)

...

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Determine el elemento matricial genérico del vector imagen en términos de
los elementos matriciales de X y α⃗.

Muestre que si en los coe�cientes ⟨ai∣X̂ ∣aj⟩, j representara las �las e i las
columnas, entonces Xα⃗ ≠ β⃗.
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6. Encuentre los kets correspondientes a los vectores de estado α⃗ = (1/
√
2)a⃗1 −

(i/
√
2)a⃗2 y β⃗ = (i/

√
2)a⃗1 + (1/

√
2)a⃗2. Demuestre que ambos vectores

representan un mismo estado.

7. Encuentre la representación matricial del producto ⟨α∣Â∣β⟩.

8. La ecuación de valores propios para el operador Ŝz de un sistema de espín
1/2 se puede expresar

Ŝz ∣±⟩ = ±(h̵/2)∣±⟩.

Si el estado del sistema expresado en la base ortonormal {∣+⟩, ∣−⟩} está dado
por el ket de estado ∣η⟩ = (1/

√
2)∣+⟩ + (i/

√
2)∣−⟩.

a) ¾Cuál es la probabilidad de que el sistema quede en el estado ∣+⟩ al
realizar la medición de Ŝz?

b) ¾Cuáles son los posibles valores que se pueden obtener al medir Ŝz?
Calcule el valor esperado de Ŝz. ¾Esperaba esta respuesta? ¾Por qué?

c) Empleando la representación matricial inducida por la base de kets
propios de Ŝz, calcule el valor esperado del operador Ŝz.

d) Si los operadores Ŝx y Ŝy expresados en esta base son iguales a

Ŝx =
h̵

2
{∣+⟩⟨−∣+∣−⟩⟨+∣} y Ŝy =

ih̵

2
{−∣+⟩⟨−∣+∣−⟩⟨+∣},

encuentre las matrices que representan estos operadores. Compruebe
que el estado ∣η⟩ = (1/

√
2){∣+⟩+i∣−⟩} es un ket propio de Ŝy. Empleando

la representación matricial calcule el valor esperado de Ŝy ¾Esperaba
esta respuesta?

9. Sea {∣ai⟩} una base ortonormal. Demuestre que la representación matricial
de su relación de completez es 1 = ∑i a⃗ia⃗

�
i , donde a⃗i es el vector que

representa el i-ésimo ket de la base.

10. Los operadores que representan las componentes cartesianas de espín se
pueden expresar Ŝi (i = 1, 2, 3). Empleando la representación matricial
inducida por la base de kets propios de Ŝ3 = Ŝz, demuestre la igualdad

Ŝ2
i = (h̵2/4)1̂.

11. El conmutador de dos operadores es igual al operador de�nido por [X̂, Ŷ ] =
X̂Ŷ − Ŷ X̂. Empleando la representación matricial inducida por los kets
propios del operador Ŝz, demuestre que los conmutadores de los operadores
Ŝi satisfacen

[Ŝi, Ŝj] = ih̵ϵijkŜk,

donde ϵijk vale 1 si los índices están en orden cíclico, −1 si no están en orden
cíclico y es nulo si i = j.11

11 El orden cíclico está de�nido por un sistema de ejes coordenados de mano derecha. Es
decir, 1, 2, 3 (x, y, z) ó 3, 1, 2 (z, x, y) ó 2, 3, 1 (y, z, x) están en orden cíclico. Cualquier
otro ordenamiento es no cíclico.
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12. Demuestre que Tr(X̂Ŷ ) = Tr(Ŷ X̂).

13. Empleando el dual correspondiente del ket (1.2.7) y mediante un procedi-
miento similar al realizado para obtener (1.2.9), determine la relación de
completez de una base ortonormal de E∗ ¾Esperaba esta respuesta?

14. Demuestre la ecuación (1.2.13) y compruebe que ∣β′⟩ y ∣β′c⟩ son ortogonales.

15. Compruebe que la aplicación de P̂ ′ (ecuación (1.2.11)) sobre cualquier ket
de E es igual a un ket que pertenece a E ′.

16. Demuestre que el valor esperado de un operador hermítico es necesariamente
un número real.

1.3 Conjunto completo de observables
compatibles

El objetivo de esta sección es estudiar la caracterización de los estados de un
sistema con más de un grado de libertad mediante la determinación de una
base de kets propios simultáneos de un Conjunto Completo de Observables
Compatibles (CCOC), conjunto necesario para la caracterización completa de
un estado.

Esta sección se restringe a observables de espectro discreto, los cuales
conducen a representaciones matriciales de los kets de estado. Sin embargo, las
de�niciones de observables compatibles e incompatibles, de conjunto completo
de observables compatibles y los teoremas 2 y 3 son válidos para observables de
espectro discreto y/o continuo.

Con base en el estudio de la solución del problema de valores propios de un
operador hermítico (sección 1.3.1), se presenta la estructura del espacio de
kets para sistemas de más de un grado de libertad cuando sus observables
poseen espectro discreto. Luego se estudian las propiedades de los kets
propios simultáneos de observables compatibles (sección 1.3.2) para abordar
el problema de la caracterización completa del estado de un sistema de varios
grados de libertad (sección 1.3.3).

1.3.1 Solución del problema de valores propios

En esta sección se estudia el problema de valores propios de un operador
de�nido sobre un espacio de kets E empleando la representación matricial
inducida por una base discreta ortonormal completa {∣ai⟩}.
Si Ŵ nota el operador, su ecuación de valores propios se puede expresar

Ŵ ∣w⟩ = w∣w⟩. (1.3.1)

Para encontrar su representación matricial, se determinan los elementos
matriciales de (1.3.1) premultiplicando ambos lados de la ecuación por un bra
de la base dual



1.3. CONJUNTO COMPLETO DE OBSERVABLES COMPATIBLES 69

⟨ai∣Ŵ ∣w⟩ = w⟨ai∣w⟩, i = 1, 2, . . . ,
Para expresar el lado izquierdo de esta ecuación en términos de los elementos
matriciales del operador, se introduce la relación de completez (1.2.9) según1

⟨ai∣Ŵ 1̂∣w⟩ = ∑
j

⟨ai∣Ŵ ∣aj⟩⟨aj ∣w⟩ = ∑
j

Wijcj(w),

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (1.2.8) y (1.2.21). La ecuación de
valores propios se puede escribir

∑
j

Wijcj(w) = wci(w), i = 1, 2, . . . ,

Teniendo en cuenta que el elemento matricial del operador identidad es
⟨ai∣1̂∣aj⟩ = δij , se obtiene

∑
j

(Wij −wδij)cj(w) = 0, i = 1, 2, . . . (1.3.2)

que corresponde a la ecuación matricial

(W −w 1)w⃗ = 0⃗,

donde 1 es la matriz unidad. Explícitamente

⎛
⎜
⎝

W11 −w W12 ⋯
W21 W22 −w ⋯
⋮ ⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

c1(w)
c2(w)
⋮

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎝
0
0
⋮
⎞
⎠
. (1.3.3)

La ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3) de�nen un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas para las variables cj(w), elementos matriciales de los vectores
propios que se desean determinar. El sistema de ecuaciones será �nito (o
in�nito) si la dimensión del espacio de kets es �nita (o in�nita).

Para obtener soluciones no triviales, w⃗ ≠ 0⃗, el determinante de la matriz
de coe�cientes debe ser nulo. Esta condición conduce a la siguiente ecuación,
denominada ecuación secular,

det(W −w 1) = 0. (1.3.4)

Si la dimensión del espacio es �nita e igual a N, la solución de la ecuación secular
se reduce a la determinación de los ceros o raíces de un polinomio de grado N
para la variable w. Si la dimensión es in�nita, el lado izquierdo de (1.3.4) de�ne
una serie de potencias de w y los valores propios estarán determinados, por
ejemplo, por los ceros de la función a la cual converja, si dicha serie converge.
El conjunto solución de (1.3.4), {w1, w2, w3, . . . ,} = {wi}, de�ne el conjunto de
valores propios o espectro del operador. Cabe anotar que el conjunto solución

1 Para calcular correctamente el producto interior, el índice de la suma en la relación de
completez debe ser diferente de i.
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es independiente de la representación, es decir, no depende de cuál sea la base
completa elegida para la representación matricial del observable.2

Una vez solucionado (1.3.4), se reemplaza cada valor propio wk en (1.3.3) y se
soluciona el sistema de ecuaciones para los coe�cientes ci(wk). En esta notación
el índice i se emplea para numerar los elementos del vector propio y el índice
k para indicar que es un vector propio correspondiente al k -ésimo valor propio
wk.

Debido a que el sistema de ecuaciones (1.3.3) es homogéneo, de lasN ecuaciones
simultáneas máximo N−1 de ellas serán linealmente independientes, de manera
que de los N coe�cientes siempre habrá al menos uno que puede tomar un valor
arbitrario. En consecuencia, la solución de (1.3.3) permite la determinación de
N −1 de los coe�cientes en términos del restante. En otras palabras, para cada
valor propio solamente se puede determinar la orientación del correspondiente
vector propio, pero no su norma, como ya se había anotado al inicio de la sección
1.2. Ahora bien, como lo que realmente interesa de un ket para caracterizar un
estado físico es su orientación en E , se acostumbra determinar el valor del
coe�ciente arbitrario mediante la normalización de cada vector propio.

Caso no degenerado

Si el operador es hermítico y todas las raíces de (1.3.4) son diferentes entre
sí, para cada valor propio se tendrán N − 1 ecuaciones (1.3.2) linealmente
independientes y la orientación del vector propio quedará determinada de
manera única. Esto es, a cada valor propio, salvo un factor de fase arbitrario,
le corresponderá un único ket propio normalizado. En este caso, el espectro del
operador es no degenerado.

Una vez determinados los elementos matriciales ci(wk) asociados a cada valor
propio wk, los kets propios de Ŵ quedan determinados por una superposición
de�nida de los kets de la base según

∣wk⟩ = ∑
i

ci(wk)∣ai⟩. (1.3.5)

Un ordenamiento de los valores propios induce un ordenamiento de los kets
propios. De acuerdo con el segundo postulado, si el operador es un observable,
este conjunto de kets propios de�ne una base del espacio de kets y, de acuerdo
con el teorema 1, dicha base es ortogonal, pues como el espectro es no
degenerado todos los kets propios corresponden a valores propios distintos de
un operador hermítico.

2 Como se verá en la siguiente sección, la ecuación de valores propios de un observable
permanece inalterada bajo la transformación unitaria cambio de base.
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Caso degenerado

Cuando de la solución de la ecuación secular (1.3.4) se obtienen raíces múltiples,
a un mismo valor propio le puede corresponder un conjunto de dos o más
vectores propios linealmente independientes. Cuando esto ocurre, el espectro
del operador es degenerado. El grado de degeneración de un valor propio se
de�ne igual al número de vectores propios linealmente independientes que se
obtienen de la solución de (1.3.3) para dicho valor propio.

En general, el grado de degeneración de un valor propio no necesariamente
coincide con el grado de multiplicidad de la raíz solución de (1.3.4).3 Sin
embargo, cuando el operador es hermítico el grado de multiplicidad de un valor
propio es igual a su grado de degeneración.4 En lo que sigue se considerará
únicamente el caso de operadores hermíticos.

El grado de degeneración del k -ésimo valor propio se notará mediante el número
entero mk ≥ 2, así, m2 = 4 indica que hay cuatro vectores propios linealmente
independientes asociados al segundo valor propio, y por tanto este es 4 veces
degenerado.

Cuando un valor propio wk es degenerado, al reemplazarlo en (1.3.3) se
encuentra que de las N ecuaciones solamente (N − mk) serán linealmente
independientes,5 de manera que mk de los coe�cientes cj(wk) quedan
indeterminados. Estos mk coe�cientes arbitrarios conducen a la existencia de
mk vectores propios linealmente independientes asociados a wk, los cuales
de�nen un subespacio de dimensión mk. Los vectores propios asociados a
un mismo valor propio se distinguirán con el supraíndice n: w⃗n

k , donde n =
1,2, . . . ,mk. Con esta notación, la ecuación matricial de valores propios se puede
expresar

W w⃗n
k = wk w⃗

n
k , n = 1, 2, . . . , mk,

donde

w⃗n
k =
⎛
⎜
⎝

c1(wn
k )

c2(wn
k )
⋮

⎞
⎟
⎠
.

De acuerdo con (1.3.5), los correspondientes kets propios están dados por

∣wn
k ⟩ = ∑

i

ci(wn
k )∣ai⟩, n = 1, 2, . . . , mk, (1.3.6)

y la ecuación de valores propios en E se escribirá

3 El lector interesado en el caso general puede consultar, por ejemplo, la página 132 y
siguientes del texto Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol. I.

4 Cuando el operador no es hermítico, el grado de degeneración de un valor propio puede
ser menor a su grado de multiplicidad. Cuando esto ocurre, el conjunto de kets propios
del operador es incompleto y no se puede constituir en una base del espacio vectorial de
kets.

5 Como ya se anotó, si el valor propio es no degenerado, existirán N − 1 ecuaciones
linealmente independientes, que sería suponer que mk = 1.
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Ŵ ∣wn
k ⟩ = wk ∣wn

k ⟩, n = 1, 2, . . . , mk.

En el caso no degenerado sobra el supraíndice n, ya que será igual a 1 para
todo valor propio.

El lector puede probar que cualquier ket de�nido por superposiciones de los
kets del conjunto {∣wn

k ⟩} (cualquier ket linealmente dependiente de los kets del
conjunto) es un ket propio correspondiente al mismo valor propio wk. Esto es,
existen in�nitos kets propios normalizados asociados a un mismo valor propio.
De otra parte, cualquier otro ket propio linealmente independiente de los kets
del conjunto {∣w1

k⟩, ∣w2
k⟩, . . . , ∣w

mk

k ⟩} corresponderá necesariamente a un valor
propio distinto de wk y, por tanto, será ortogonal a todo ket de este conjunto
de acuerdo con el teorema 1. Si no fuese así, el grado de degeneración del valor
propio sería mayor que mk o la base que induce la representación matricial no
era completa (la dimensión del espacio era mayor), contradiciendo las hipótesis
consideradas.

En consecuencia, el conjunto de kets propios linealmente independientes
asociados a un valor propio wk de�ne un subespacio Ewk

de E ortogonal a
su complemento, cuya dimensión es igual al grado de degeneración del valor
propio considerado. El conjunto de kets {∣w1

k⟩, ∣w2
k⟩, . . . , ∣w

mk

k ⟩} constituye una
base completa de Ewk

, de manera que cualquier ket propio correspondiente
al valor propio wk deberá pertenecer a Ewk

y se podrá expresar como una
combinación lineal de los elementos de la base. Las condiciones de completez y
ortonormalidad de la base de cada subespacio se pueden expresar

⟨wn
k ∣wn′

k ⟩ = δnn′, P̂k = 1̂k =
mk

∑
n=1
∣wn

k ⟩⟨wn
k ∣ (1.3.7a)

Como el anterior análisis vale para cualquiera de los valores propios del
operador, se concluye que el espacio de kets de�nido por el conjunto de kets
propios de un operador hermítico de espectro degenerado se puede separar en
subespacios completos mutuamente ortogonales, cada uno asociado a un valor
propio distinto. La suma directa de estos subespacios es igual al espacio de kets
E :

E = Ew1 ⊕Ew2 ⋯⊕Ewp ,

donde p numera los valores propios distintos (p < dimensión de E).6 La suma
de las dimensiones de los subespacios debe ser igual a la dimensión del espacio
de kets:

dimE =
p

∑
k=1

dimEwk
=

p

∑
k=1

mk.

De acuerdo con lo anterior, los vectores de la base del espacio de kets se
pueden ordenar en subconjuntos asociados a cada valor propio mediante un

6 No sobra anotar que basta con que algún valor propio sea degenerado para que el espectro
sea degenerado. Es claro que los subespacios asociados a valores propios no degenerados
serán unidimensionales y cualquier ket que pertenezca a dicho subespacio tendrá una
única orientación bien de�nida.
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ordenamiento de los valores del espectro, de acuerdo con

{{∣wn
1 ∣} , {∣wn′

2 ∣} , . . . , {∣wn′′
p ∣}} ,

Ew1 ê Ew2 ê Ewp ê

(1.3.7b)

donde n = 1, 2, . . . , m1; n
′ = 1, 2, . . . ,m2; . . . ;n

′′ = 1, 2, . . . , mp.

Las relaciones de ortogonalidad y completez de los elementos de la base (1.3.7b)
quedan expresadas por

⟨wn
k ∣wn′

k′ ⟩ = δk k′ δnn′ , 1̂ =
p

∑
k=1

P̂k =
p

∑
k=1

mk

∑
n=1
∣wn

k ⟩⟨wn
k ∣. (1.3.7c)

Como se discutió en la sección 1.2.2, ecuación (1.2.13), cada operador P̂k de�ne
el operador proyección sobre el subespacio Ewk

, ya que al aplicar el operador
a cualquier ket ∣α⟩ de E , el ket imagen pertenece a Ewk

(ejercicio 9).

De otra parte, el operador P̂kÂP̂k = Âk de�ne el operador Â restringido al
subespacio Ewk

. El operador Âk queda completamente de�nido sobre Ewk
, de

manera que su aplicación sobre cualquier ket de Ewk
da como resultado otro

ket de Ewk
. Igualmente, la matriz que representa a Â restringida al subespacio

Ewk
será la matriz cuadrada de dimensión mk obtenida al representar Âk en

la base de Ewk
(ejercicio 10).

Medición de observables

Sea ∣γ⟩ el estado en que se ha preparado un sistema. Para expresarlo como una
superposición de los estados propios de un observable Â de espectro degenerado,
se ordena su base ortonormal de acuerdo con (1.3.7b) y se aplica la segunda
igualdad de la relación de completez (1.3.7c):

∣γ⟩ = 1̂∣γ⟩ = ∑
i

mi

∑
n=1
∣ani ⟩⟨ani ∣γ⟩ = ∑

i

mi

∑
n=1

cin(γ)∣ani ⟩,

donde cin(γ) = ⟨ani ∣γ⟩. Si se aplica la primera igualdad de la relación
de completez en (1.3.7c), se obtiene la descomposición del estado como
superposición de estados propios de Â asociados a valores propios diferentes:
∣γ⟩ = 1̂∣γ⟩ = ∑i P̂i∣γ⟩ = P̂1∣γ⟩ + P̂2∣γ⟩ + ⋯ Esto es,

∣γ⟩ = ∣γ1⟩ + ∣γ2⟩ + ⋯

∈ E ê ∈ Ea1 ê ∈ Ea2 ê
(1.3.8)

con

∣γi⟩ = P̂i∣γ⟩ =
mi

∑
n=1
∣ani ⟩⟨ani ∣γ⟩ =

mi

∑
n=1

cin(γ)∣ani ⟩ ∈ Eai . (1.3.9)

Ahora bien, de acuerdo con el primer postulado, si se realiza la medición del
observable Â, el valor obtenido será uno de sus valores propios y el sistema
queda en el correspondiente estado propio que de�ne la superposición
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∣γ⟩ mediciónde Â−−−−−−−−−−−−−−−−→ valor medidoai, estado: ∣γi⟩,

y, de acuerdo con el segundo postulado, la probabilidad de que el valor medido
sea ai es igual al módulo al cuadrado de la proyección del ket de estado sobre
el ket propio de la superposición asociado a dicho valor propio

Pai = ∥P̂i∣γ⟩∥
2 = ⟨γi∣γi⟩ =

mi

∑
n=1
∣cin(γ)∣

2
. (1.3.10)

Un proceso de medición de Â sobre un ensamble puro separa los sistemas
constituyentes de acuerdo con los posibles valores propios del observable, de
manera que lo que se conoce sobre el estado en que queda uno de los sistemas es
que está descrito por el ket componente que pertenece al subespacio asociado al
valor propio resultado de la medición. La probabilidad de que se obtenga dicho
valor propio es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado
propio descrito por el ket ∣γi⟩:

P∣γi⟩ = ∥P̂i∣γ⟩∥
2 = ⟨γi∣γi⟩ =

mi

∑
n=1
∣cin(γ)∣

2
.

En la práctica, el efecto del proceso de medición se puede imaginar como la
proyección del estado del sistema en el subespacio asociado al valor propio
obtenido en la medición. Si el valor propio ai es no degenerado el subespacio
asociado al valor propio ai es unidimensional.

Resumiendo: cuando el valor obtenido en la medición es el valor propio ai, el
sistema queda en el estado propio de la superposición correspondiente a dicho
valor propio:

∣γ⟩ ∈ E medición de Â−−−−−−−−−−−−−−−−→∣γi⟩ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ci(γ)∣ai⟩ si ai es no degenerado

∑mi

n=1 c
i
n(γ)∣ani ⟩ si ai es degenerado,

y la probabilidad de obtener el valor propio ai, o la probabilidad de que el
sistema quede en el estado propio ∣γi⟩, está dada por la norma al cuadrado de
∣γi⟩ de acuerdo con (1.3.10).

Note que el ket ∣γi⟩ no tiene norma 1. Como el estado ∣γ⟩ está normalizado,
el cuadrado de la norma de cualquier ∣γi⟩ será igual a un real positivo entre 0
y 1, de manera que la suma de los cuadrados de las normas de los estados
componentes es igual a la unidad: ⟨γ∣γ⟩ = ∑i⟨γi∣γi⟩ = 1. Si ∣γ′i⟩ es el ket
normalizado, ∣γ′i⟩ =∣γi⟩/

√
⟨γi∣γi⟩, el producto interior ⟨γ′i∣γ⟩ de�nirá la amplitud

de probabilidad de obtener el valor propio ai o la amplitud de probabilidad
de que el sistema quede en el estado ∣γ′i⟩ (o ∣γi⟩) (ejercicio 12). Sin necesidad
de realizar el proceso de medición, (1.3.10) permite predecir la probabilidad
de obtener un determinado valor propio y de que el sistema quede en el
correspondiente estado propio de la superposición.
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Nota

Se dice que en un proceso de medición ocurre una reducción del estado del
sistema y se puede asociar al hecho de que el estado del sistema después
de la medición está de�nido en un subespacio de dimensión menor a la del
subespacio en que estaba de�nido el estado antes del proceso de medición. Esta
reducción no ocurrirá si el estado inicial es un estado propio del observable,
pues en este caso el estado del sistema sigue siendo el mismo. De acuerdo con
lo discutido anteriormente, este concepto de reducción está asociado a la base
de kets propios del observable a medir, de manera que vale la pena cuestionar
su importancia. En realidad, lo que ocurre en un proceso de medición de un
observable no va más allá de lo que a�rma el primer postulado: en general,
bajo un proceso de medición cambia el estado del sistema y, por tanto, cambia
la orientación en E del ket de estado. Sin embargo, el subespacio de E en el
cual está descrito el estado del sistema antes o después del proceso de medición
se puede considerar unidimensional, ya que tanto ∣γ⟩ como cualquier estado
propio ∣γi⟩ de�nen subespacios unidimensionales. Simplemente los subespacios
son diferentes cuando el estado inicial no es un estado propio del observable y
son iguales en caso contrario.

Método de ortonormalización de Gram-Schmidth

Este sencillo método permite la determinación de un conjunto ortonormal de
vectores a partir de un primer conjunto de vectores linealmente independientes
no necesariamente ortogonales ni normalizados. En particular, este método se
puede aplicar cuando sea necesario determinar un conjunto de kets propios
ortonormales a partir de los kets propios linealmente independientes asociados
a un valor propio degenerado.7 Para ilustrar el método, el espacio de kets se
restringe a uno de los subespacios Ewk

, razón por la cual se ignora el índice k ,
y se considera solamente el conjunto de kets propios linealmente independientes
{∣wn⟩}, n = 1, 2, . . . , m, asociado a un valor propio cuyo grado de degeneración
es m.

El método consiste en ir construyendo uno a uno los kets ∣βn⟩ del nuevo
conjunto ortonormal. Para ello, se normaliza el primer ket propio ∣w1⟩ y se
toma como el primer ket normalizado ∣β1⟩. El segundo ket ∣β2⟩, ortonormal al
anterior, se construye restando al segundo ket propio ∣w2⟩ su componente en la
dirección del ket ∣β1⟩ y normalizando el ket resultante. Al siguiente ket propio
∣w3⟩ se le restan sus componentes en las direcciones de ∣β1⟩ y ∣β2⟩ y se normaliza
el resultado. Se continúa este procedimiento hasta obtener el m-ésimo ket ∣βm⟩ ∶

∣β1⟩ = 1
√
c1
∣w1⟩, c1 = ⟨w1∣w1⟩

∣β2⟩ = 1
√
c2
{∣w2⟩−∣β1⟩⟨β1∣w2⟩}, c2 = ⟨w2∣w2⟩ − ∣⟨β1∣w2⟩∣2

7 Sin embargo, es bueno anotar que en la solución de (1.3.3) es en principio posible elegir
los valores de los coe�cientes arbitrarios de manera que los kets propios asociados a un
valor propio degenerado sean ortogonales.
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∣βm⟩ = 1
√
cm
{∣wm⟩ −

m−1
∑
l=1
∣βl⟩⟨βl∣wm⟩}, cm = ⟨wm∣wm⟩ −

m−1
∑
l=1
∣⟨βl∣wm⟩∣2 .

El lector puede demostrar por cálculo directo que el conjunto de los m kets
∣βn⟩ es ortonormal (ejercicio 10).

1.3.2 Observables compatibles

Una de las diferencias fundamentales entre el formalismo cuántico y el clásico
es que todos los observables de un sistema clásico son en principio compatibles,
mientras que no todos los observables de un sistema cuántico lo son. La
incompatibilidad de los observables se mani�esta en que la preparación del
sistema en un estado propio de uno de los observables destruye la preparación
previa que se tuviese con respecto a otro, de manera que el estado en que queda
el sistema es un estado propio del segundo observable, pero no podrá ser a su
vez un estado propio del primero.

Sin embargo, no todos los observables de un sistema cuántico son incompatibles.
En realidad, es posible preparar un sistema en un estado propio simultáneo
de dos o más observables, y cuando esto ocurre se dice que los observables
son mutuamente compatibles. Demostrar esta a�rmación es el objetivo de esta
sección. Se volverá a hablar nuevamente de observables incompatibles cuando
se estudie el principio de incertidumbre de Heisenberg en la sección 3.5.

Conmutadores

En el formalismo cuántico, la compatibilidad o incompatibilidad de dos
operadores se de�ne a través de una operación antisimétrica denominada
conmutador.

De�nición:
El conmutador de dos operadores X̂ y Ŷ está de�nido por

[X̂, Ŷ ] = X̂Ŷ − Ŷ X̂. (1.3.11)

Cuando dos operadores no nulos conmutan (X̂Ŷ = Ŷ X̂), su conmutador es
igual al operador nulo. Cuando no conmutan (X̂Ŷ ≠ Ŷ X̂), su conmutador es
igual al operador no nulo [X̂, Ŷ ] de�nido sobre el mismo espacio de kets.

La anterior de�nición permite expresar el producto de dos operadores en
términos de su conmutador

X̂Ŷ = Ŷ X̂ + [X̂, Ŷ ],

lo cual es algebráicamente útil cuando se desea intercambiar el orden del
producto de dos operadores que no conmutan.
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El conmutador de�ne una operación antisimétrica entre operadores

[X̂, Ŷ ] = −[Ŷ , X̂].
Esta propiedad y las que se enumeran a continuación se demuestran
directamente de la de�nición (1.3.11):8

1. [X̂, X̂] = 0̂.

2. [X̂, Ŷ + Ẑ] = [X̂, Ŷ ] + [X̂, Ẑ].

3. [X̂, Ŷ Ẑ] = [X̂, Ŷ ]Ẑ + Ŷ [X̂, Ẑ].

4. [X̂, [Ŷ , Ẑ]] + [Ŷ , [Ẑ, X̂]] + [Ẑ, [X̂, Ŷ ]] = 0̂. Identidad de Jacobi

5. [X̂, Ŷ ]� = [Ŷ �, X̂�].

Entre operadores se puede de�nir una operación simétrica a través del
anticonmutador de�nido por

{X̂, Ŷ } = X̂Ŷ + Ŷ X̂, (1.3.12)

de donde, {X̂, Ŷ } = {Ŷ , X̂}.

De otra parte, cuando X̂ y Ŷ son hermíticos se satisface

[X̂, Ŷ ]� = −[X̂, Ŷ ], {X̂, Ŷ }� = {X̂, Ŷ },

lo que implica que el conmutador de dos operadores hermíticos es un operador
antihermítico, mientras que su anticonmutador es un operador hermítico,
propiedad que se aplicará en la sección 3.5. Como el producto de dos operadores
es proporcional a la suma de su conmutador y su anticonmutador:

X̂Ŷ = 1/2[X̂, Ŷ ] + 1/2{X̂, Ŷ },
todo producto de dos operadores hermíticos se puede expresar como la suma
de un operador hermítico, su anticonmutador, y un operador antihermítico,

8 Los conmutadores de operadores y los corchetes de Poisson de observables clásicos tienen
las mismas propiedades algebraicas, Goldstein H. (1987). Mecánica clásica. Editorial
Reverté, sección 9-4. El conmutador de�ne una operación entre operadores que es
antisimétrica, distributiva respecto a la adición de operadores (propiedad 2) y no
asociativa, como lo muestra la identidad de Jacobi: [X̂, [Ŷ , Ẑ]] ≠ [[X̂, Ŷ ], Ẑ]. Estas
tres propiedades, que también obedecen los corchetes de Poisson, de�nen un álgebra
no asociativa de especial importancia en física, denominada álgebra de Lie. Este hecho
conduce a que la ecuación de movimiento para los observables cuánticos en términos de
sus conmutadores sea análoga en su forma a la ecuación de movimiento de los observables
clásicos en términos de los corchetes de Poisson, como se verá en la imagen de Heisenberg
en el capítulo 4.
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su conmutador. En general, el operador producto de dos operadores hermíticos
no es necesariamente hermítico o antihermítico. En particular, el operador
producto de dos operadores hermíticos será hermítico solamente si su
conmutador es nulo.

Observables compatibles e incompatibles

Dos observables Â y B̂ se denominan compatibles si su conmutador es nulo.

Si [Â, B̂] = 0̂ ⇔ Â y B̂ son compatibles.

Dos observables compatibles conmutan, ÂB̂ = B̂Â, y si dos observables
conmutan, entonces son compatibles.

Dos observables son incompatibles si su conmutador es un operador diferente
del operador nulo.

Si [Â, B̂] ≠ 0̂ ⇔ Â y B̂ son incompatibles

Dos observables incompatibles no conmutan, ÂB̂ ≠ B̂Â, y si dos observables
no conmutan, entonces son incompatibles.

Note que la incompatibilidad de dos observables se ve re�ejada en que el
producto de sus operadores es no conmutativo,9 mientras que en mecánica
clásica el producto de las cantidades que caracterizan los observables es siempre
conmutativo.

Teorema 2

Sean Â y B̂ operadores hermíticos que representan observables compatibles. Si
∣ai⟩ es ket propio de Â correspondiente al valor propio ai, entonces el ket B̂∣ai⟩
es también ket propio de Â correspondiente al mismo valor propio.

Demostración:

Por hipótesis Â∣ai⟩ = ai∣ai⟩. Premultiplicando esta ecuación por el operador B̂,
se obtiene

B̂Â∣ai⟩ = aiB̂∣ai⟩ = ÂB̂∣ai⟩,

donde en la última igualdad se tuvo en cuenta la hipótesis de que Â y B̂ son
compatibles. Aplicando el axioma asociativo,

9 Se podría a�rmar que la existencia de observables incompatibles exige al formalismo
cuántico la de�nición de un producto no conmutativo de las cantidades que representen
o caractericen los observables (o variables dinámicas). Es usual encontrar el nombre
c-número (c de classical) para las variables dinámicas clásicas, las cuales conmutan, y
q-número (q de quantum) para las variables dinámicas cuánticas que, en general, no
conmutan. En este libro se emplea el gorro sobre las variables dinámicas cuánticas para
distinguirlas de las correspondientes clásicas.
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Â{B̂∣ai⟩} = ai{B̂∣ai⟩},

se concluye que B̂∣ai⟩ es ket propio de Â correspondiente al mismo valor propio
ai. Como la base de la demostración está en que Â y B̂ son compatibles vale
también la siguiente a�rmación: si los observables Â y B̂ son compatibles, y si
∣bj⟩ es ket propio de B̂ correspondiente al valor propio bj , entonces el ket Â∣bj⟩
es también ket propio de B̂ correspondiente al mismo valor propio. Este teorema
es válido independientemente de que el espectro de Â sea o no degenerado.

Representación matricial de dos observables compatibles

El teorema 2 permite a�rmar que en la base de kets propios de Â el observable
B̂ queda representado por una matriz diagonal cuando el espectro de Â
es no degenerado y por una matriz de bloques diagonales (parcialmente
diagonalizada) cuando es degenerado. Para demostrarlo, se calculan los
elementos matriciales de B̂ en ambos casos.

i) Cuando el espectro de Â es no degenerado, los kets B̂∣aj⟩ y ∣aj⟩ son
linealmente dependientes debido a que son kets propios de Â correspondientes
a un mismo valor propio no degenerado:

B̂∣aj⟩ = bj ∣aj⟩. (1.3.14a)

Esta ecuación de�ne la ecuación de valores propios de B̂, de manera que los
kets propios de Â son a su vez kets propios de B̂ (son kets propios simultáneos
de los dos observables). Los valores propios de B̂ son iguales a la constante de
proporcionalidad entre B̂∣aj⟩y ∣aj⟩ para cada ∣aj⟩, en consecuencia, la matriz
que representa a B̂ en la base de kets propios de Â debe ser diagonal, pues el
operador está representado en su base de kets propios. Para comprobarlo, se
calcula el elemento matricial de B̂ teniendo en cuenta (1.3.14a):

Bi j = ⟨ai∣B̂∣aj⟩ = bj⟨ai∣aj⟩ = bjδi j , (1.3.14b)

esto es,

B =
⎛
⎜
⎝

b1 0 ⋯
0 b2 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠
.

ii) Aunque los kets B̂∣aj⟩ y ∣aj⟩ son kets propios de Â correspondientes al
mismo valor propio ai, cuando el espectro de Â es degenerado lo máximo que
se puede concluir es que ambos kets pertenecen al mismo subespacio Eaj ∶

B̂∣anj ⟩ ∈ Eaj , (1.3.15a)

Como los subespacios asociados a cada valor propio degenerado de Â son
mutuamente ortogonales, cualquier ket de la base {∣ani ⟩} que no pertenezca
a Eaj es ortogonal al ket (1.3.15a). Por tanto, el producto interior de un bra
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de la base dual y el ket (1.3.15a) debe ser nulo para i ≠ j. Como este producto
interior de�ne el elemento matricial genérico de B̂, se concluye que los elementos
matriciales satisfacen

⟨ani ∣B̂∣an
′

j ⟩ = 0 para i ≠ j. (1.3.15b)

En otra palabras, los únicos elementos de la matriz B que pueden ser diferentes
de cero son aquellos para los cuales ∣an′j ⟩y ∣ani ⟩ pertenezcan al mismo subespacio
asociado a un valor propio degenerado de Â,10 lo cual conduce a que la matriz
que representa a B̂ se pueda expresar como una matriz de bloques diagonales
(semidiagonal). Para visualizarlo, se considera el caso particular en que Â tiene
solamente dos valores propios distintos a1 y a2 con grados de degeneración
m1 = 2 y m2 = 3. Ordenando la base de acuerdo con (1.3.7b),

{{∣1⟩, ∣2⟩, {∣3⟩, ∣4⟩, ∣5⟩}}, (1.3.16)

donde {∣1⟩, ∣2⟩} de�ne la base del subespacio Ea1 , {∣3⟩, ∣4⟩, ∣5⟩} la de Ea2 ,
y se ha empleado una notación más sencilla para los elementos de la base:
∣1⟩ =∣a11⟩, ∣2⟩ =, ∣a21⟩, ∣3⟩ =∣a12⟩, ∣4⟩ =∣a22⟩, ∣5⟩ =∣a32⟩.
El ordenamiento elegido para la base conduce a la siguiente expresión para la
matriz B:

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

B11 B12 0 0 0
B21 B22 0 0 0
0 0 B33 B34 B35

0 0 B43 B44 B45

0 0 B53 B54 B55

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (1.3.17)

donde, por ejemplo, B32 = ⟨3∣B̂∣2⟩ = ⟨a12∣B̂∣a21⟩ = 0 porque el bra y el
ket corresponden a valores propios distintos, mientras que B34 = ⟨3∣B̂∣4⟩ =
⟨a12∣B̂∣a22⟩, de acuerdo con la ecuación (1.3.15b), puede ser diferente de cero
puesto que el bra y el ket corresponden al mismo valor propio a2.

Se observa que la matriz tiene en su diagonal submatrices asociadas a cada
subespacio Ea1 y Ea2 . La matriz (1.3.17) se puede expresar de manera más
compacta escribiéndola en términos de las submatrices según11

B = (B1 0
0 B2

) = (B1 0
0 0

) + ( 0 0
0 B2

) ,

donde B1 es la matriz 2x2 que se obtiene de la representación matricial de B̂
restringida al subespacio Ea1 y B2 es la matriz 3x3 restringida al subespacio

10 Si el espectro de Â fuese no degenerado, todos los subespacios serían unidimensionales y,
en tal caso, solamente los elementos diagonales podrían ser diferentes de cero indicando
que la matriz B es diagonal, como ya se había concluido.

11 Si se hubiera iniciado con la representación de Â en la base de kets propios de B̂, el
observable Â quedaría representado por una matriz de bloques diagonales similar a
(1.3.17) siempre y cuando la base de B̂ se ordene según (1.3.7b).
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Ea2 de dimensión 3 (ejercicio 9). Las matrices 0 en la primera igualdad son
matrices nulas de dimensiones 2x3 y 3x2. Esta forma compacta de expresar
la matriz pone de mani�esto la cuasi diagonalización de la matriz B en la
primera igualdad. La segunda igualdad muestra que si se desean determinar los
kets propios de B̂ como superposición de los kets propios de Â, este proceso se
puede realizar diagonalizando independientemente cada una de las submatrices
Bi.

Teorema 3

Si Â y B̂ son observables compatibles existe un conjunto completo de kets
propios simultáneos para ambos operadores.

Demostración:

Para realizar la demostración basta probar que existe una base del espacio
de kets en la cual todos sus elementos son kets propios de ambos observables
o, lo que es lo mismo, que existe una base que diagonaliza simultáneamente
los dos observables. Para el caso en que el espectro de Â es no degenerado,
la demostración se desprende directamente del resultado (1.3.14b), el cual
demuestra que los kets propios de Â son a su vez kets propios de B̂, de
manera que la base {∣ai⟩} es una base de kets propios simultáneos para los
dos observables compatibles. Para poner de mani�esto que cada ket propio
simultáneo ∣ai⟩ corresponde a una pareja de valores propios {ai, bi} de Â
y B̂, se emplea la notación ∣ai, bi⟩, de manera que Â∣ai, bi⟩ = ai∣ai, bi⟩ y
B̂∣ai, bi⟩ = bi∣ai, bi⟩.
Cuando el espectro de Â es degenerado, de acuerdo con (1.3.15b), todos los
elementos matriciales de B̂ asociados a subespacios de valores propios distintos
de Â serán nulos. Si se ordena la base de acuerdo con (1.3.7b):

{{∣an1 ⟩}, {∣an
′

2 ⟩}, . . . ,}
,

(1.3.18)

Ea1 Ea2 . . . ,

la matriz que representa a B̂ es una matriz de bloques diagonales similar a la
matriz (1.3.18), que se puede escribir de la siguiente forma:

B =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

B1 0 0 . . .
0 B2 0 . . .
0 0 B3 . . .
⋮ ⋮ ⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (1.3.19)

donde cada submatriz cuadrada Bi de dimensión mi es la representación
matricial del operador restringido a cada uno de los subespacios Eai y las
matrices 0 son matrices nulas de dimensión mi × mj .

En general, las submatrices Bi no son diagonales, ya que de la ecuación
(1.3.15b) no se puede concluir nada acerca del valor de los elementos matriciales
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cuando el bra y el ket corresponden al mismo valor propio. Sin embargo,
la diagonalización de B̂ se puede realizar resolviendo independientemente el
problema de valores propios de cada submatriz Bi.

Como Bi está de�nida en el subespacio Eai , los kets propios que se determinen
serán combinaciones lineales de los elementos de la base de Eai y, en
consecuencia, pertenecerán a dicho subespacio.

Si bik y ∣bik⟩ son los valores y kets propios de B̂ (el supraíndice i numera
los subespacios y el índice k = 1, 2, . . . , mi numera los estados propios de B̂
restringido a cada subespacio Eai) el resultado de la diagonalización de B̂ se
puede expresar

B̂∣bik⟩ = bik ∣bik⟩, con

∣bik⟩ =
mi

∑
n=1

cn(bik)∣ani ⟩ ∈ Eai .

Como todo ket que pertenece a Eai es ket propio de Â correspondiente al valor
propio ai, se concluye que cualquier ∣bik⟩ es a su vez ket propio de Â.

Entonces, cada ket ∣bik⟩ es ket propio simultáneo de los operadores compatibles
Â y B̂ correspondiente a la pareja de valores propios {ai, bik} según

B̂∣bik⟩ = bik ∣bik⟩, Â∣bik⟩ = ai∣bik⟩,

de manera que el nuevo conjunto de kets {∣bik⟩} de�ne una base de kets propios
simultáneos. Con lo anterior se ha demostrado la condición su�ciente del
teorema 3, la demostración de la condición necesaria se deja al lector (ejercicio
8). Esto es, si existe una base de kets propios simultáneos para dos observables,
los dos observables son compatibles.

Igual que en el caso no degenerado, para poner de mani�esto que los kets propios
encontrados para B̂ son kets propios simultáneos de Â y B̂, se incluye dentro
del ket la pareja de valores propios a la cual corresponden, y genéricamente se
notarán {∣bik⟩} = {∣ai, bik⟩}.

En general, en la base original {∣ai⟩} la matriz que representa Â es diagonal
(por ser la base de sus kets propios), mientras que la matriz de B̂ tendrá la
forma (1.3.19) con submatrices no necesariamente diagonales. Sin embargo, en
la base {∣ai, bik⟩} las dos matrices serán diagonales. Por ejemplo, si el espectro
de Â es �nito su matriz en ambas bases está dada (1.3.20a),12 donde p es el
número de valores propios distintos, mientras que B̂ queda representado por la
matriz (1.3.20b).

12 Note que con la determinación de la base que diagonaliza a B̂ se demuestra a la vez que
si el observable Â es de espectro degenerado, es posible encontrar más de una base de
kets propios que diagonalice Â. En este caso la base original {∣ai⟩} y la base {∣bik⟩} son

dos bases distintas de kets propios de Â.
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

{a1 0
0 a1

} 0 ... 0

0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a2 0 0
0 a2 0
0 0 a2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
. . . 0

⋮ ⋮ ⋮

0 0 . . .

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ap ... 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ... ap

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(1.3.20a)

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

b11 ⋯ 0
⋮ ⋮
0 ⋯ b1m1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
0 ... 0

0

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

b21 ⋯ 0
⋮ ⋮
0 ⋯ b2m2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
. . . 0

⋮ ⋮ ⋮

0 0 . . .

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

bp1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ bpmp

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(1.3.20b)

Ahora bien, puede suceder que en cada una de las submatrices de B todos
los valores propios sean diferentes, lo que implicaría que si el espectro de B̂ es
degenerado, un mismo valor propio se encuentra en la diagonal de submatrices
diferentes y, en consecuencia, los kets propios asociados a un mismo valor propio
de B̂ pertenecen a subespacios Eai diferentes. También puede suceder que una
o más submatrices de B contengan dos o más valores propios iguales, en cuyo
caso se dice que las submatrices son degeneradas. En el primer caso, al escribir
los kets simultáneos en términos de cada pareja de valores propios que se obtuvo
de la diagonalización, es su�ciente incluir en el ket la pareja de valores propios.
En el segundo, cuando las submatrices son degeneradas, se requiere la notación
genérica ∣ai, bik⟩ que se ha venido empleando.

Ejemplo

Para mostrar de manera explícita cómo se determinaría la base de kets propios
simultáneos de dos observables Â y B̂ en la base de kets propios de Â cuyo
espectro es degenerado, se considera de nuevo el caso particular en que Â tiene
solamente dos valores propios distintos a1 y a2 con grados de degeneración
m1 = 2 y m2 = 3, lo cual permite una notación más sencilla. Ordenando la
base de acuerdo con (1.3.16), la representación matricial de B̂ está dada por la
matriz (1.3.17).

El problema de valores propios de B se puede solucionar resolviendo
independientemente el problema de valores propios de las matrices B1 y B2
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de�nidas en los subespacios Ea1 y Ea2 , respectivamente. Esto es, solucionar los
siguientes problemas de valores propios

(B11 B12

B21 B22
)(c1
c2
) = λ(c1

c2
) y

⎛
⎜
⎝

B33 B34 B35

B43 B44 B45

B43 B44 B45

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

c3
c4
c5

⎞
⎟
⎠
= λ′
⎛
⎜
⎝

c3
c4
c5

⎞
⎟
⎠
.

Una vez determinados los dos valores y los dos vectores propios (b1 = λ1, b2 =
λ2) y (b⃗1, b⃗2) de B1, y los tres valores y vectores propios (b3 = λ′1, b4 = λ′2, b5 =
λ′3) y (b⃗3, b⃗4, b⃗5) de B2, se tienen los valores y vectores propios de la matriz
completa: Bb⃗i = bib⃗i. Los kets propios correspondientes serán

∣b1⟩ = c1(b1)∣a11⟩ + c2(b1)∣a21⟩, ∣b2⟩ = c1(b2)∣a11⟩ + c2(b2)∣a21⟩,

∣b3⟩ = c3(b3)∣a12⟩ + c4(b3)∣a22⟩ + c5(b3)∣a32⟩,

∣b4⟩ = c3(b4)∣a12⟩ + c4(b4)∣a22⟩ + c5(b4)∣a32⟩,

∣b5⟩ = c3(b5)∣a12⟩ + c4(b5)∣a22⟩ + c5(b5)∣a32⟩.

Los kets propios de B̂1 serán a su vez kets propios de Â correspondientes
al valor propio a1 por pertenecer a Ea1 , mientras que los kets propios
de B̂2 serán kets propios de Â correspondientes al valor propio a2 por
pertenecer a Ea2 . De esta manera, los kets {∣b1⟩, ∣b2⟩, ∣b3⟩, ∣b4⟩, ∣b5⟩} serán
kets propios simultáneos de Â y de B̂ correspondientes a las parejas de
valores propios {(a1, b1), (a1, b2) (a2, b3), (a2, b4), (a2, b5)}. De acuerdo con
la notación introducida para los kets simultáneos, el conjunto de kets propios
de B̂ se nota: {∣a1, b1⟩, ∣a1, b2⟩, ∣a2, b3⟩, ∣a2, b4⟩, ∣a2, b5⟩}. Es importante anotar
que el subíndice de los valores propios de B̂ simplemente los enumera y no indica
que correspondan a valores distintos, eso no se sabrá hasta no solucionar un
problema concreto.

Las matrices que representan los operadores Â y B̂ en la nueva base {∣bik⟩ =

∣ai, bik⟩} serán diagonales:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

a1 0 0 0 0
0 a1 0 0 0
0 0 a2 0 0
0 0 0 a2 0
0 0 0 0 a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

b11 0 0 0 0
0 b12 0 0 0
0 0 b21 0 0
0 0 0 b22 0
0 0 0 0 b23

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde se ha empleado la notación general

b11 = b1, b12 = b2, b21 = b3, b22 = b4 y b23 = b5.

Por ejemplo, si a1 = −a y a2 = a, y si la solución del problema de valores
propios de B̂ arroja los siguientes valores propios: b11 = b, b12 = −b, b21 = b , b22 = 2b
y b23 = −b, las dos matrices en la base de kets propios simultáneos están dadas
por
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(−a 0
0 −a)

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
0 0

⎛
⎜
⎝

a 0 0
0 a 0
0 0 a

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(b 0
0 −b)

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
0 0

⎛
⎜
⎝

b 0 0
0 2b 0
0 0 −b

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (1.3.21)

como ninguna pareja de kets propios es degenerada, el conjunto de kets propios
simultáneos se escribirá

{{∣ − a, b⟩, ∣ − a, −b⟩},{∣a, b⟩, ∣a, 2b⟩, ∣a, −b⟩}}.

Se observa que aunque B̂ tiene espectro degenerado (los valores propios b
y −b son dos veces degenerados cada uno), las matrices restringidas a cada
subespacio E−a y Ea son no degeneradas, pues los elementos de la diagonal de
cada submatriz son diferentes. En este caso, como ya se anotó, a cada pareja de
valores propios le corresponde un solo estado normalizado, pues los kets propios
de B̂ asociados a valores propios degenerados pertenecen a subespacios Eai

diferentes. En caso contrario, si alguna de las submatrices de B̂ es degenerada,
a una misma pareja de valores propios le correspondería dos o más kets propios
linealmente independientes, de manera que dicha pareja de valores propios sería
degenerada.

1.3.3 Conjunto completo de observables compatibles
(CCOC)

Un sistema de más de un grado de libertad se puede preparar en un estado
completamente de�nido mediante la preparación de un ensamble puro por
medio de un proceso de �ltración a un ensamble mezclado de sistemas
idénticos.13 Este proceso se puede realizar mediante la medición sucesiva de
diferentes observables compatibles eliminando después de la medición de cada
observable todos los sistemas que no arrojen un determinado valor propio.14

Por ejemplo, se mide el observable Â a un ensamble y después de la medición
se eliminan aquellos sistemas para los cuales el valor obtenido es diferente de
a3. De acuerdo con el primer postulado, cada uno de los sistemas no eliminados
queda en un estado propio de Â correspondiente al valor propio elegido.

Si el espectro de Â es no degenerado, todos los sistemas no eliminados quedan
en un mismo estado y el ket de estado pertenecerá al subespacio unidimensional
asociado al valor propio elegido. En consecuencia, el ensamble es un ensamble
puro. En este caso, mediciones sucesivas de otros observables compatibles
13 Los sistemas del ensamble se pueden encontrar en diferentes estados cuánticos.
14 Se supone que en la medición de cada observable el ensamble se somete a una interacción

externa que no destruye los sistemas y la cual permite separarlos espacialmente de
acuerdo el valor propio que arrojarían en un proceso de detección, de manera similar a
lo que ocurre al someter los átomos de plata a la interacción del campo magnético en
las secuencias de Stern-Gerlach.
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arrojarán siempre un mismo valor propio para cada observable, comprobando
que el ensamble después de la medición de Â es un ensamble puro. Si no fuese
así, esto es, si después de la medición de un segundo observable compatible
B̂ se obtiene para unos sistemas un valor propio b32 y para otros sistemas un
valor propio diferente b31, entonces los primeros sistemas quedan en un estado
propio simultáneo correspondiente a la pareja de valores propios (a3, b32), el
cual es linealmente independiente del estado asociado a la pareja (a3, b31) en
que quedan los segundos, pues kets propios de B̂ correspondientes a valores
propios distintos son ortogonales. En consecuencia, se tendrían dos estados
propios de Â linealmente independientes correspondientes al mismo valor propio
a3, indicando que dicho valor propio sería degenerado, lo cual contradice la
hipótesis. Por consiguiente, si un observable es de espectro no degenerado,
el ensamble que se obtiene en un proceso de �ltración con respecto a este
observable es un ensamble puro.

Por el contrario, si el valor propio a3 es degenerado, lo máximo que se
puede a�rmar sobre el estado en que queda cualquiera de los sistemas es
que está caracterizado por uno cualquiera de los kets de estado que de�nen
el subespacio Ea3 . Los sistemas no eliminados pueden quedar en diferentes
estados caracterizados por diferentes combinaciones lineales o superposiciones
de los estados propios ortonormales que de�nen una base de dicho subespacio

∣γ⟩ =
m3

∑
l=1
cl(γ)∣al3⟩ ∈ Ea3 ,

pero no se tiene la información sobre el valor de los coe�cientes en la
superposición, de manera que no está de�nida la orientación del ket de estado
en Ea3 para ninguno de los sistemas del ensamble seleccionado. No se tiene
una información completa sobre el estado del sistema. Dado que los sistemas
del ensamble pueden estar en diferentes estados caracterizados por kets que
poseen diferentes orientaciones en Ea3 , el ensamble seleccionado es aún un
ensamble mezclado.15

Es necesaria entonces la medición de al menos un segundo observable
compatible con el primero para poder preparar un ensamble puro. Para ello,
se somete el ensamble seleccionado después de la medición de Â a un proceso
de �ltración con respecto a otro observable compatible B̂, eliminando todos los
sistemas que no arrojen un determinado valor propio, por ejemplo, b3i .

Los sistemas del ensamble así obtenido deben quedar en un estado propio
simultáneo de los dos observables, correspondiente a la pareja de valores propios
a3, b

3
i , y se podrá a�rmar que el ket de estado de cualquiera de los sistemas debe

pertenecer al subespacio de Ea3 asociado al valor propio b3i .
16

15 Se podría decir que el ensamble seleccionado es �menos mezclado� que el inicial en el
sentido de que ahora se sabe que cualquiera de sus sistemas debe estar en uno cualquiera
de los estados propios que pertenecen a Ea3 . El lector interesado en el formalismo del
operador densidad que describe los ensambles mezclados puede consultar el texto de
Cohen Tannoudji et al., 1977, vol. I, p. 295.

16 Cuando se prepara un sistema en un estado propio simultáneo de dos observables
compatibles se supone que el sistema está libre de interacciones entre la medición del
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Sin embargo, cuando el espectro de B̂ restringido a cada uno de los subespacios
Eak

es no degenerado o, lo que es lo mismo, cuando los elementos de la diagonal
en cada una de las submatrices de (1.3.20b) son diferentes entre sí, salvo un
factor de fase arbitrario, habrá una correspondencia uno a uno entre los kets
propios simultáneos normalizados y las parejas de valores propios de los dos
observables. Cuando esto ocurre, después del proceso de �ltración todos los
sistemas no eliminados se encuentran en un mismo estado descrito por kets
que tienen la misma orientación y que de�nen el subespacio unidimensional
asociado a la pareja de valores propios seleccionados. El estado de cada
sistema está completamente de�nido y caracterizado (salvo un factor de
fase arbitrario) por un único ket normalizado, ket propio simultáneo de los
operadores Â y B̂ correspondiente a la pareja de valores propios a3, b3i . Se tiene
entonces un ensamble puro.

Que esto es así, lo comprobará la medición de un tercer observable arbitrario,
compatible con los dos anteriores, proceso que deberá arrojar el mismo valor
propio para cada uno de los sistemas. Si no fuese así, la obtención de diferentes
valores propios para el tercer observable implicaría la existencia de un conjunto
de kets propios linealmente independientes asociados a la pareja de valores
propios a3, b3i , contradiciendo la suposición de que el espectro de B̂ restringido
a Ea3 es no degenerado.

Por el contrario, cuando el espectro de las submatrices Bk es degenerado y si
b3i es precisamente un valor propio degenerado de B3, el ensamble seleccionado
no es puro. Si Ea3,b3i

es el subespacio de Ea3
de�nido por los kets propios

linealmente independientes asociados al valor propio degenerado b3i , lo máximo
que se podrá asegurar sobre el estado en que quedó cualquiera de los sistemas es
que debe quedar caracterizado por un ket de Ea3,b3i

, pero no se puede asegurar
que todos se encuentren en el mismo estado. El estado de los sistemas no está
completamente de�nido, y para lograrlo será necesario realizar la medición
de un tercer observable Ĉ compatible con los dos anteriores. Si el espectro
del tercer observable restringido al subespacio de Ea3,b3i

es no degenerado,
seleccionando aquellos sistemas para los cuales se obtiene un valor propio
determinado del tercer observable, se obtiene un ensamble puro, ya que cada
tripla de valores propios estará asociada a un mismo espacio unidimensional y,
por tanto, la orientación del ket de estado de cualquier sistema es la misma. El
estado de todos y cada uno de los sistemas queda caracterizado, salvo un factor
de fase arbitrario, por un único ket propio normalizado correspondiente a la
tripla de valores propios seleccionados para los tres observables compatibles.

primer observable y la del segundo. Tales mediciones se pueden considerar simultáneas.
De otra parte, se supone que el segundo observable es independiente del primero en
el sentido de que no es función de él. Si el segundo observable es función del primero,
como se verá en la sección 2.2, ambos observables quedan diagonalizados en la base
del primero y, en consecuencia, la preparación de un ensamble mediante la selección de
un valor propio del primer observable dejará el sistema en un estado propio que, a su
vez, es estado propio del segundo observable, de manera que la posterior medición del
segundo arrojará siempre el mismo valor propio para cualquier sistema y no permitiría
una �ltración adicional.
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Si la preparación del estado se hubiera iniciado con la medición del observable
B̂, el análisis hecho sería completamente similar; simplemente la separación
inicial del espacio de kets estaría determinada por los valores propios
degenerados de B̂. No importa entonces el orden en que se realice el proceso
de �ltración.

Si para cualquier elección de los valores propios de los observables {Â, B̂, Ĉ}
el resultado �nal es siempre que todos los sistemas quedan en un mismo
estado, el ensamble �nal es puro y cualquier sistema queda preparado en un
estado completamente de�nido. Se dice entonces que el conjunto de observables
{Â, B̂, Ĉ} es un conjunto completo de observables compatibles (CCOC) para
dicho sistema.

Que el sistema quedó preparado en un estado completamente de�nido implica
que un nuevo proceso de medición arrojará siempre los mismos valores propios
para cada observable, sin importar el orden en que se realice la medición de
los observables del CCOC, y que la medición de cualquier observable adicional
compatible con los del conjunto arrojará siempre un mismo valor.

De�nición de conjunto completo de observables compatibles

Un conjunto de operadores mutuamente compatibles {Â, B̂, Ĉ, . . . ,} es un
conjunto completo de observables compatibles si la especi�cación de cualquier
posible conjunto de valores propios de los observables determina un único
estado propio simultáneo.

La anterior de�nición también se puede expresar de manera equivalente por:

{Â, B̂, Ĉ, . . . ,} constituye un CCOC si, salvo factores de fase
arbitrarios, existe una única base ortonormal del espacio de kets E
del sistema constituida por kets propios ortonormales simultáneos
de todos los observables del conjunto.

En este punto es pertinente hacer las dos siguientes anotaciones:

1) Si {Â, B̂} es un CCOC de un sistema y Ĉ es compatible con los
observables del conjunto, entonces {Â, B̂, Ĉ} es también un CCOC
para este sistema. Sin embargo, se procura trabajar con un CCOC
que contenga el mínimo número de observables requeridos para la
determinación única de los estados de un sistema. Si el sistema posee
n grados de libertad, se requerirán como mínimo n observables en un
CCOC.17

17 Este hecho está relacionado con el tipo de ecuación diferencial que describe la evolución
temporal de un sistema cuántico, denominada ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo. Las ecuaciones de movimiento clásicas son ecuaciones diferenciales de segundo
orden respecto al tiempo, lo que implica que para su solución se requieren al menos
dos integrales de movimiento, o dos observables que se conserven, por cada grado de
libertad, mientras que la ecuación de Shrödinger es una ecuación diferencial de primer
orden respecto al tiempo, lo que implica que para su solución se requiere una sola integral
de movimiento por cada grado de libertad. Como ya se ha dicho, cuando un sistema tiene
momento angular de espín no nulo, a los grados de libertad clásicos se debe agregar el
grado de libertad interno asociado el espín.
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2) Para un sistema dado no existe un único CCOC. Por ejemplo, para un
sistema de espín 1/2, que posee un grado de libertad, el observable Ŝz

constituye en sí mismo un CCOC, pero igualmente Ŝy o Ŝx constituyen
cada uno de ellos un CCOC para el mismo sistema.

Las ecuaciones que de�nen las relaciones de completez y ortonormalidad de la
base de kets propios de un CCOC son

1̂ = ∑
i,j,k,..

∣ai, bj , ck, ...⟩⟨ai, bj , ck, ...∣ (1.3.22)

y ⟨ai, bj , ck, ...∣ai′ , bj′ , ck′ , ...⟩ = δii′δj j′δkk′ ... (1.3.23)

A modo de ejemplo, en la �gura 1.4 se ilustra esquemáticamente la preparación
de un ensamble puro cuando el CCOC son los observables cuya representación
matricial está dada por la ecuación (1.3.21).

Representación en la base de kets propios de un CCOC

Sea {Â, B̂, D̂} un CCOC para un sistema de 3 grados de libertad, cuyo conjunto
de kets propios simultáneos es {∣ai, bj , dk⟩}. Si el sistema se encuentra en el
estado ∣γ⟩ =∣a2, b3, d4⟩, se sabrá con certeza que los valores que se obtendrán
en la medición simultánea de los tres observables será la tripla de valores
propios (a2, b3, d4). Si el sistema se encuentra en un estado ∣η⟩ de�nido por
una superposición de los estados propios simultáneos, dicha superposición se
puede expresar

∣η⟩ = ∑
i,j,k

ci,j,k(η)∣ai, bj , dk⟩, (1.3.24)

donde se supone conocido el valor relativo de los coe�cientes en la superposición,
los cuales de�nen una única orientación en el espacio de kets del sistema. El
sistema puede haber sido preparado en este estado mediante un proceso de
�ltración con respecto a otro CCOC del sistema. Por ejemplo, un sistema de
espín 1/2 se puede preparar en el estado propio ∣Sx+⟩ del CCOC {Ŝx}, el cual
queda de�nido por una superposición de los estados propios del CCOC {Ŝz}.
Una base del subespacio asociado a bm, valor propio degenerado de B̂, estará
de�nida por el conjunto de todos los kets propios simultáneos correspondientes
a las triplas de valores propios que contengan bm, pero distintos valores propios
de los observables Â y D̂. Esta base se puede notar {∣ai, bm, dk⟩} con m �jo
y k, i, variables. De acuerdo con lo anterior, el operador proyección sobre el
subespacio asociado al valor propio degenerado bm es

P̂bm = ∑
i,k

∣ai, bm, dk⟩⟨ai, bm, dk ∣. (1.3.25)

El número de elementos de la suma deberá ser igual al grado de degeneración
del valor propio. Esta ecuación es equivalente a la segunda ecuación en (1.3.7a)
cuando se emplea para los kets propios asociados a un mismo valor propio
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un único supraíndice en lugar de los dos índices i y k. Los operadores
proyección sobre subespacios asociados a valores propios degenerados de Â
y D̂ tendrán expresiones similares: P̂am

= ∑j,k ∣am, bj , dk⟩⟨am, bj , dk ∣ y P̂dm =
∑i,j ∣ai, bj , dm⟩⟨ai, bj , dm∣.
Expresando la relación de completez de la base como la suma de los proyectores
sobre cada uno de los subespacios ortogonales asociados a los valores propios
de B̂,

1̂ = ∑
m

P̂bm = ∑
m
∑
i,j

∣ai, bm, dk⟩⟨ai, bm, dk ∣, (1.3.26)

se obtiene la misma relación (1.3.22), la cual es equivalente a la segunda
ecuación en (1.3.7c). Si se desea expresar el ket de estado como una
superposición de estados propios de B̂ correspondientes a valores propios
diferentes, basta con descomponer el estado ∣η⟩ aplicando (1.3.26):

∣η⟩ = 1̂∣η⟩ = ∑
m

P̂bm ∣η⟩ =∣η1⟩+∣η2⟩+∣η3⟩ + . . . , (1.3.27)

donde

∣ηm⟩ = ∑
i,k

∣ai, bm, dk⟩⟨ai, bm, dk ∣∣η⟩ = ∑
i,k

ci,m,k(η)∣ai, bm, dk⟩.

Las dos anteriores ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones (1.3.8) y (1.3.9).

De acuerdo con (1.3.10), la probabilidad de obtener el valor propio bm cuando
el sistema se encuentra en el estado (1.3.24) es igual a la norma al cuadrado de
la proyección del estado en el subespacio asociado al valor propio bm:

Pbm = ∥P̂bm ∣η⟩∥
2 = ⟨ηm∣ηm⟩ = ∑

i,k

∣ci,m,k(η)∣2 , (1.3.28)

que es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado propio ∣ηm⟩.
Note que la probabilidad de obtener el valor propio bm es igual a la suma
de los cuadrados de los módulos de los coe�cientes de los estados simultáneos
que contengan dicho valor propio en la superposición (1.3.24). Sin embargo,
la probabilidad de que el sistema quede en el estado ∣ai, bj , dk⟩ será igual al
módulo al cuadrado del correspondiente coe�ciente ci,j,k(η).
Vale la pena anotar que todos los kets de estado que se han considerado en
las secciones anteriores corresponden a estados completamente de�nidos, si no
fuese así el estado no podría ser caracterizado por un único ket del espacio de
kets.

El valor esperado del observable D̂ es

⟨η∣D̂∣η⟩ = ⟨η∣D̂ ∑
i,j,k

ci,j,k(η)∣ai, bj , dk⟩ = ∑
i,j,k

dkci,j,k(η)⟨η∣ai, bj , dk⟩,

⟨η∣D̂∣η⟩ = ∑
i,j,k

dk ∣ci,j,k(η)∣2 = ∑
k

dk∑
i,j

∣ci,j,k(η)∣2 ,
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⟨η∣D̂∣η⟩ = ∑
k

dkPdk
.

Como era de suponer, el valor esperado es igual a la suma de los productos de
cada valor propio por su respectiva probabilidad, el cual es igual al promedio
ponderado (el peso de cada valor es la correspondiente probabilidad) de los
valores que arrojaría una medición del observable.

El conocer el estado de un sistema como superposición de los estados propios
de un CCOC permite determinar las probabilidades de obtener cualquier valor
propio de los observables y, en consecuencia, sus distribuciones de valores
propios (Pdk

∶ vs ∶ dk) y sus valores esperados.

Ejemplos

i) Considere un sistema de tres grados de libertad para el cual {∣ai, bj , dk⟩}
es la base de kets propios simultáneos del CCOC {Â, B̂, D̂} y suponga que el
sistema se encuentra en el estado

∣η⟩ = c1∣a1, b1, d2⟩ + c2∣a1, b2, d2⟩ + c3∣a2, b1, d3⟩,

con ⟨η∣η⟩ = 1.
Aplicando los operadores proyección sobre los subespacios asociados a los
valores propios de B̂, se obtienen las componentes de ∣η⟩ de�nidas en cada
subespacio

∣η1⟩ = P̂b1 ∣η⟩ = ∑
i,k

∣ai, b1, dk⟩⟨ai, b1, dk ∣η⟩.

Aplicando las relaciones de ortonormalidad de la base

∣η1⟩ = ∑
i,k

∣ai, b1, dk⟩c1δi,1δk,2 +∑
i,k

∣ai, b1, dk⟩c3δi,2δk,3,

⇒ ∣η1⟩ = c1∣a1, b1, d2⟩ + c3∣a2, b1, d3⟩.

De manera similar,
∣η2⟩ = c2∣a1, b2, d2⟩.

Entonces, el estado como una superposición de kets propios de B̂ asociados a
valores propios diferentes es ∣η⟩ =∣η1⟩+∣η2⟩. Si b3 es otro posible valor propio del
observable, la componente del estado de�nido sobre el subespacio asociado a
este valor propio es nula, ya que en la superposición no entra ningún ket propio
correspondiente a b3. En otras palabras, P̂b3 ∣η⟩ = ∑i,k ∣ai, b3, dk⟩⟨ai, b3, dk ∣η⟩ =∣o⟩.

De acuerdo con (1.3.28), la probabilidad de obtener un valor propio de B̂ es
no nula solamente si entre los estados de la superposición que de�ne ∣η⟩ hay
estados propios de B̂ correspondientes a dicho valor propio. Para el estado
considerado se tiene

Pb1 = ∥P̂b1 ∣η⟩∥
2 = ⟨η1∣n1⟩ = ∣c1∣2 + ∣c3∣2 ,
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que es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado de
la superposición asociado a dicho valor propio: P∣η1⟩ = Pb1 . Similarmente,
Pb2 = P∣η2⟩ = ∣c2∣

2
.

De otra parte, la probabilidad de que el sistema en el estado ∣η⟩ se encuentre
en el estado ∣a1, b1, d2⟩ es

P∣a1,b1,d2⟩ = ∣⟨a1, b1, d2∣η⟩∣
2 = ∣c1∣2 ,

que es igual a la probabilidad de que al medir simultáneamente los observables
del conjunto se obtenga como resultado la tripla de valores propios (a1, b1, d2).

ii) Un sistema físico que tiene solución analítica exacta es el átomo de
hidrógeno, sin considerar el espín del electrón (capítulo 6), el cual es un sistema
de dos partículas, el núcleo y el electrón interactuando a través del potencial
coulombiano. Al pasar al problema equivalente del electrón en el campo del
núcleo, como en el correspondiente modelo clásico, existen tres observables
compatibles que se conservan y que permiten caracterizar completamente los
estados del electrón. Estos tres observables son la energía, el cuadrado del
momento angular orbital y la componente z del momento angular {Ĥ, L̂2, L̂z},
los cuales de�nen un CCOC para el electrón. Los estados propios del electrón se
expresan {∣n, l,m⟩}, donde n, l,m son enteros que numeran los valores propios
de los respectivos observables y se denominan número cuántico principal (n),
número cuánto orbital (l) y número cuántico azimutal (m). Las ecuaciones de
valores propios de los tres observables se pueden expresar

Ĥ ∣n, l,m⟩ = −ε/(2n2)∣n, l,m⟩, n = 1,2,3, . . . ,
L̂2∣n, l,m⟩ = h̵2l(l + 1)∣n, l,m⟩, l = 0,1,2, . . . , (n − 1),
L̂z ∣n, l,m⟩ = h̵m∣n, l,m⟩, −l ≤m ≤ l.

Se observa que los estados propios de energía son degenerados con respecto a
los números cuánticos l y m ya que los valores propios de energía solo dependen
del número cuántico principal.

Si el estado del electrón está descrito por la superposición:

∣Ψ⟩ = i
4
∣3,1,0⟩ + (1 − 3i)

8
∣2,1,0⟩ + 5

8
∣2,1,−1⟩ − 5i

8
∣3,1,−1⟩, (1.3.29)

de acuerdo con (1.3.28), la probabilidad de obtener el valor propio de energía
E2 = −ε/8 , correspondiente al número cuántico n = 2, será igual a

P−ε/8 =
1

∑
l=0

l

∑
m=−l
∣⟨2, l,m∣Ψ⟩∣2 = 10

64
+ 25

64
= 35

64
,

mientras que la probabilidad de obtener el valor propio de energía E4 = −ε/32
es nula ya que ningún estado en la superposición que de�ne a ∣Ψ⟩ es ket propio
de energía correspondiente a este valor.
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Aplicando las ecuaciones de valores propios, el lector puede mostrar que el
estado ∣Ψ⟩ es un estado propio de L̂2 correspondiente al valor propio 2h̵2. Esto
implica que el valor esperado de L̂2 para este estado ∣η⟩ es justamente 2h̵2.

Lecturas recomendadas
- Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, sección 1.3.

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capítulo II, secciones B y D (lo concerniente a
representaciones discretas).

Ejercicios
1. Demuestre que los valores propios de un operador antihermítico son

imaginarios puros. ¾Puede a�rmar que kets propios asociados a valores
propios distintos son ortogonales?

2. Demuestre que el valor esperado de un operador hermítico es un número
real, mientras que el de un operador antihermítico es un imaginario puro.
(Suponga que el conjunto de kets propios del operador es completo).

3. La matriz que representa al operador X̂ en la base ortonormal {∣1⟩, ∣2⟩, ∣3⟩}
está dada por

X =
⎛
⎜
⎝

b 0 0
0 0 ib
0 −ib 0

⎞
⎟
⎠
,

donde b es un número real.

a. Demuestre que el operador es hermítico.

b. Determine sus conjuntos de valores y vectores propios ortonormales.

4. En una base ortonormal {∣1⟩, ∣2⟩, ∣3⟩}, dos observables Â y B̂ tienen las
siguientes representaciones matriciales

A =
⎛
⎜
⎝

a 0 0
0 −a 0
0 0 −a

⎞
⎟
⎠

B =
⎛
⎜
⎝

−b 0 0
0 0 b
0 b 0

⎞
⎟
⎠
.

a. Demuestre que estos dos observables son compatibles.

b. Encuentre los kets propios simultáneos ortonormales de los dos
observables como superposición de los kets de la base {∣1⟩, ∣2⟩, ∣3⟩}.

c. Demuestre que la base de kets propios simultáneos determinados en b.
diagonaliza las matrices que representan los dos observables.

5. Sea {∣ai, bj , ck⟩} la base de kets propios simultáneos ortonormales del
conjunto completo de observables compatibles {Â, B̂, Ĉ} de un sistema de
tres grados de libertad. Si el sistema se encuentra en el estado de�nido por

∣γ⟩ = (1/3){2∣a,−b, c⟩+∣ − a, b, c⟩ − 2∣ − a,−b, c⟩}.
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a. Determine las triplas de valores que puede obtener en una medición si-
multánea de los tres observables y sus correspondientes probabilidades.

b. Si se realiza la medición del observable B̂, ¾cuáles son los posibles
valores que medirá para este observable? ¾Con qué probabilidad?

c. ¾Es ∣γ⟩ un ket propio de alguno de los observables del CCOC? Justi�que
su respuesta.

d. Calcule el valor esperado de los observables Â y Ĉ. ¾Esperaba estas
respuestas? ¾Por qué?

6. Suponga que el electrón de un átomo de hidrógeno se encuentra en el estado
∣Ψ⟩ de�nido por (1.3.29).

a. ¾Es ∣Ψ⟩ un ket propio de alguno de los observables del CCOC
{Ĥ, L̂2, L̂z}? Justi�que su respuesta.

b. Determine los posibles valores que se pueden obtener de la medición
individual de cada uno de los observables del CCOC con su correspon-
diente probabilidad. Haga una grá�ca de las funciones de distribución
de valores propios para cada observable.

c. Calcule el valor esperado de la componente z del momento angular
orbital. ¾Esperaba esta respuesta? ¾Por qué? Calcule los valores
esperados de la energía y del cuadrado del momento angular orbital.
Ubique los valores esperados en cada una de las grá�cas de distribución
de valores propios determinadas en b. ¾Están sus valores de acuerdo
con la distribución obtenida para cada observable?

7. Empleando la representación matricial inducida por la base ortonormal de
kets propios de Ŝz, determine los vectores y valores propios del observable
Ŝn = Ŝxnx + Ŝyny + Ŝznz que describe la proyección del momento angular
de espín en una dirección arbitraria dada por el vector unitario n̂ =
nxex + nyey + nzez que forma un ángulo β con el eje z y cuya proyección
sobre el plano (xy) forma un ángulo α con el eje x.

Puede tomar las expresiones para los operadores del ejercicio 8 de la sección
1.2.

8. Demuestre la condición necesaria del teorema 3. Esto es, que si Â y B̂ poseen
un conjunto de kets propios simultáneos, entonces Â y B̂ son compatibles.

9. Sea ∣α⟩ ∈ E . Demuestre que P̂k ∣α⟩ =∣v⟩ ∈ Ewk
, donde P̂k es el operador

proyección sobre Ewk
de�nido por (1.3.7a).

10. Demuestre que P̂kÂP̂k = Âk de�ne al operador Â restringido al subespacio
Ewk

, donde P̂k es el operador proyección sobre Ewk
de�nido por (1.3.7a).

Compruébelo calculando la representación matricial de Âk en la base {∣wnk

k ⟩}
de E .

11. Sean Â1 y Â2 dos observables incompatibles que conmutan con un tercer
observable: [Â1, Ĥ] = [Â2, Ĥ] = 0̂. Muestre que en, general, el espectro de
Ĥ es degenerado. ¾Puede tener algún valor propio no degenerado?
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1.4 Cambio de representación

Diferentes bases ortonormales del espacio de kets de un sistema inducen
diferentes representaciones matriciales de los kets y los operadores. En esta
sección se estudia el cambio de representación con base en el estudio del
operador lineal que de�ne la transformación de una base a otra. Se encuentra
que si las bases son ortonormales y completas, dicho operador es necesariamente
unitario, lo cual garantiza la existencia de la transformación inversa. También se
consideran las interpretaciones activa y pasiva de la transformación cambio de
base. A manera de aplicación, se muestra cómo el problema de valores propios
de un operador es equivalente a la determinación de la transformación a la base
de kets propios del operador.

Aunque en esta sección solo se consideran bases discretas (representaciones
matriciales), tanto las interpretaciones activa y pasiva de la transformación
como las propiedades del operador unitario que la representa son válidas para
transformaciones entre bases continuas, como se verá con la transformada
integral de Fourier en la sección 2.5.3.

1.4.1 Transformación cambio de base

Sean {∣ai⟩} y {∣di⟩} dos bases diferentes, ortonormales y completas del espacio
de kets de un sistema, asociadas a dos observables incompatibles Â y D̂. Una
transformación de la primera a la segunda base queda de�nida por la aplicación
lineal

Û ∶ E Ð→ E
∣ai⟩ ↔ ∣di⟩,

donde Û es el operador que caracteriza la transformación. Como la imagen de
∣ai⟩ bajo la aplicación Û es ∣di⟩, esta transformación queda igualmente de�nida
por la ecuación

Û ∣ai⟩ =∣di⟩, i = 1,2, ... (1.4.1)

Si las dos bases son ortonormales, el operador que representa esta transforma-
ción es unitario.

De�nición:

Un operador X̂ es unitario si y solo si

X̂�X̂ = 1̂ y X̂X̂� = 1̂. (1.4.2)

Como consecuencia, el inverso de un operador unitario es igual a su adjunto.

Si X̂ es unitario ↔ X̂� = X̂−1. (1.4.3)

Debido a que el adjunto de un operador unitario es igual a su inverso, la norma
de cualquier ket permanece inalterada bajo su aplicación. Si X̂ es unitario y
∣β′⟩ = X̂ ∣β⟩, entonces

⟨β′∣β′⟩ = ⟨β∣X̂�X̂ ∣β⟩ = ⟨β∣X̂−1X̂ ∣β⟩ = ⟨β∣β⟩. (1.4.4)
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De este resultado se desprende que la acción de un operador unitario sobre
los elementos del espacio de kets es equivalente a realizar una rotación en
E , ya que, en general, el ket imagen tiene una orientación diferente, pero
su norma queda inalterada. Como la norma de un ket de estado es igual a
la suma de probabilidades de obtener los valores propios de un observable,
ecuación (1.2.29), la propiedad (1.4.4) muestra que todo operador unitario deja
inalterada esta suma de probabilidades.

Además del operador cambio de base, se estudiarán otros operadores unitarios
como los operadores de translación y rotación que de�nen las transformaciones
de translación y rotación en el espacio euclidiano tridimensional, y el operador
evolución temporal que, como indica su nombre, de�ne la evolución temporal
de un sistema cuántico.

Volviendo a las transformaciones cambio de base, el operador Û que satisface
(1.4.1) se puede expresar mediante la siguiente suma de operadores:

Û =
N

∑
k=1
∣dk⟩⟨ak ∣. (1.4.5)

En efecto, Û ∣ai⟩ = ∑
k

∣dk⟩⟨ak ∣ai⟩ = ∑
k

∣dk⟩δki =∣di⟩.

Para demostrar que es unitario, se considera su adjunto

Û � = ∑
k

∣ak⟩⟨dk ∣

y se emplean las relaciones de completez y ortonormalidad de las dos bases

Û �Û = ∑
k

∑
k′
∣ak′⟩⟨dk′ ∣dk⟩ ⟨ak ∣ = ∑

k

∑
k′
∣ak′⟩ ⟨ak ∣⟨dk′ ∣dk⟩ = ∑

k

∣ak⟩ ⟨ak ∣ = 1̂,

Û Û � = ∑
k

∑
k′
∣dk⟩⟨ak ∣a′k⟩ ⟨d′k ∣ = ∑

k

∑
k′
∣dk⟩ ⟨d′k ∣⟨ak ∣a′k⟩ = ∑

k

∣dk⟩ ⟨dk ∣ = 1̂.

De acuerdo con (1.4.3), el inverso de Û queda de�nido por su adjunto

Û−1 = Û � = ∑
k

∣ak⟩⟨dk ∣. (1.4.6)

De otra parte, si {∣bi⟩} es una base ortonormal completa y T̂ es una
transformación lineal unitaria, el conjunto {∣hi⟩}, donde ∣hi⟩ = T̂ ∣bi⟩, constituye
una base completa y ortonormal

∑
i

∣hi⟩⟨hi∣ = ∑
i

T̂ ∣bi⟩⟨bi∣T̂ � = T̂ 1̂T̂ � = 1̂

y ⟨hi∣hj⟩ = ⟨bi∣T̂ �T̂ ∣bj⟩ = ⟨bi∣1̂∣bj⟩ = δi j .
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Una de las razones por las cuales se busca que una transformación de base
sea unitaria es que garantiza la completez y ortogonalidad de la base imagen
siempre y cuando la base original sea ortonormal y completa. Además, por ser
unitaria garantiza la existencia de la transformación inversa.

Propiedades de Û

1. Deja inalterada la norma de un ket como lo demuestra (1.4.4).

2. Si Û1 representa la transformación cambio de base ∣ai⟩ →∣di⟩ y Û2 la
transformación ∣di⟩→∣ci⟩, entonces Û = Û2Û1 representa la transformación
∣ai⟩→∣ci⟩.

El elemento matricial de Û en la base original está dado por

Ui j = ⟨ai∣Û ∣aj⟩ = ∑
k

⟨ai∣dk⟩⟨ak ∣aj⟩ = ∑
k

⟨ai∣dk⟩δk j = ⟨ai∣dj⟩, (1.4.7a)

con lo cual la matriz que representa la transformación es

U =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⟨a1∣d1⟩ ⟨a1∣d2⟩ ⋯ ⟨a1∣dN ⟩
⟨a2∣d1⟩ ⟨a2∣d2⟩ ⋯ ⟨a2∣dN ⟩
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⟨aN ∣d1⟩ ⟨aN ∣d2⟩ ⋯ ⟨aN ∣dN ⟩

⎞
⎟⎟⎟
⎠
. (1.4.7b)

Recordando que ⟨ai∣dj⟩ = ci(dj) de�ne el elemento matricial genérico del vector
columna que representa a ∣dj⟩ en la base original, se observa en (1.4.7b) que
la j-ésima columna de la matriz de transformación es igual al vector columna
que representa el j-ésimo ket de la base imagen en la base original.

El elemento matricial del operador inverso (1.4.6) es

⟨ai∣Û−1∣aj⟩ = ⟨ai∣Û �∣aj⟩ = ∑
k

⟨ai∣ak⟩⟨dk ∣aj⟩ = ∑
k

δik⟨dk ∣aj⟩

⟨ai∣Û−1∣aj⟩ = ⟨di∣aj⟩ = ⟨aj ∣di⟩∗,

que es equivalente a la expresión matricial

U−1 = U � = (Ũ)∗,

donde Ũ nota la transpuesta de la matriz U .1

Puesto que cada base discreta de un espacio de kets de�ne una representación
matricial, la transformación cambio de base se ve re�ejada en la transformación
de las matrices que representan los kets y los operadores. Para de�nir las

1 El lector puede demostrar que el conjunto de operadores (o matrices) que representan
las transformaciones unitarias de cambio de base en E de�ne un grupo. Esto es, el
producto está bien de�nido (propiedad 2), es asociativo, existe el elemento neutro
(la transformación idéntica representada por el operador identidad) y existe el inverso
(debido a que las transformaciones son unitarias).
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ecuaciones de transformación2 se determinan primero las ecuaciones que
relacionan los elementos matriciales en la base imagen en términos de los
elementos matriciales en la base original.

Transformación de vectores

Aplicando las relaciones de completez de las bases original e imagen, cualquier
ket ∣ν⟩ se puede descomponer según

∣ν⟩ = 1̂∣ν⟩ = {∑
i

∣ai⟩⟨ai∣}∣ν⟩ = ∑
i

⟨ai∣ν⟩∣ai⟩ = ∑
i

ci(ν)∣ai⟩

o ∣ν⟩ = 1̂∣ν⟩ = {∑i∣di⟩⟨di∣}∣ν⟩ = ∑i⟨di∣ν⟩∣di⟩ = ∑i c
′
i(ν)∣di⟩.

Aunque se trata de un mismo ket de E , sus proyecciones ci(ν) = ⟨ai∣ν⟩ y
c′i(ν) = ⟨di∣ν⟩ en la dirección de los kets de cada base son diferentes y, por
tanto, el ket queda representado por diferentes vectores columna:

∣ν⟩ =∶ ν⃗ =
⎛
⎜
⎝

⟨a1∣ν⟩
⋮

⟨aN ∣ν⟩

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

c1(ν)
⋮

cN (ν)

⎞
⎟
⎠
y ∣ν⟩ =∶ ν⃗ ′ =

⎛
⎜
⎝

⟨d1∣ν⟩
⋮

⟨dN ∣ν⟩

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

c′1(ν)
⋮

c′N(ν)

⎞
⎟
⎠
.

Las ecuaciones que determinan los coe�cientes c′i(ν) en términos de los
coe�cientes ci(ν) de�nen las ecuaciones de la transformación

c′i(ν) = ⟨di∣ν⟩ = ⟨ai∣Û �∣ν⟩ = ∑
k

⟨ai∣Û �∣ak⟩ ⟨ak ∣ν⟩ = ∑
k

U−1i k ck(ν),

c′i(ν) = ∑
k

U−1i k ck(ν), i = 1,2, ... (1.4.8a)

las cuales corresponden a la ecuación matricial

ν⃗′ = U−1 ν⃗ = U � ν⃗, (1.4.8b)

donde ν⃗′ es la representación de ∣ν⟩ en la base imagen y ν⃗ su representación en
la base original.

Nota:
La matriz de la transformación se puede obtener directamente de
la aplicación de la relación de completez de la base original sobre
el ket expresado en la base imagen sin tener que recurrir a la
de�nición explícita del operador Û : c′j (α) = ⟨dj ∣α⟩ = ⟨dj ∣ 1̂ ∣α⟩ =
∑i ⟨dj ∣ai⟩ ⟨ai∣α⟩, o lo que es lo mismo, c′j(α) = ∑iU

−1
ji ci(α). Sin

embargo, la de�nición del operador permitirá entender de manera
más clara y directa las interpretaciones pasiva y activa de la
transformación.

2 La transformación que de�ne el cambio de representación de los elementos de un espacio
de kets es análoga a la transformación de coordenadas para los elementos de un espacio
euclidiano.
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Transformación de matrices

De manera similar, un operador X̂ quedará representado por matrices diferentes
bajo la transformación cambio de base

X̂ = 1̂X̂ 1̂ = ∑
i, j

⟨ai∣X̂ ∣aj⟩∣ai⟩⟨aj ∣ = ∑
i, j

Xij ∣ai⟩⟨aj ∣,

X̂ = 1̂X̂ 1̂ = ∑
i, j

⟨di∣X̂ ∣dj⟩∣di⟩⟨dj ∣ = ∑
i, j

X ′ij ∣di⟩⟨dj ∣,

donde X ′ij nota los elementos matriciales en la base imagen y Xij en la base
original. Las ecuaciones de transformación para las matrices estarán de�nidas
por las ecuaciones que relacionan los elementos matriciales de la base imagen
en términos de los elementos matriciales en la base original

X ′ij = ⟨di∣X̂ ∣dj⟩ = ∑
k

∑
l

⟨di∣ak⟩ ⟨ak ∣X̂ ∣al⟩ ⟨al∣dj⟩,

donde se ha empleando la relación de completez de la base original. Teniendo en
cuenta la ecuación (1.4.1) y su dual correspondiente, se obtienen las ecuaciones
de transformación para los elementos matriciales

X ′ij = ∑
k

∑
l

⟨ai∣Û �∣ak⟩ ⟨ak ∣X̂ ∣al⟩ ⟨al∣Û ∣aj⟩ = ∑
k

∑
l

U �

ikXklUlj ,

que corresponden a la ecuación matricial

X ′ = U �XU = U−1XU . (1.4.9)

Esta ecuación de�ne una transformación de semejanza y describe cómo se
transforma la matriz que representa a X̂ bajo la transformación cambio de
base representada por la matriz unitaria U .

1.4.2 Interpretaciones pasiva y activa de la
transformación

De acuerdo con el postulado de correspondencia dual

∣di⟩ = Û ∣ai⟩
D.C.←−−−−−−→ ⟨di∣ = ⟨ai∣Û �,

los coe�cientes c′i(ν) = ⟨di∣ν⟩ se pueden expresar de manera equivalente por
cualquiera de las dos siguientes ecuaciones

c′i(ν) = {⟨ai∣Û �}∣ν⟩ o c′i(ν) = ⟨ai∣{Û �∣ν⟩},

donde la diferencia, permitida por el axioma asociativo, radica en sobre quién
actúa la transformación.

En el primer caso la transformación se aplica a los elementos de la base
y ∣ν⟩ permanece inalterado, dando lugar a la interpretación pasiva de la
transformación, que es la que se ha considerado hasta el momento. En el



1.4. CAMBIO DE REPRESENTACIÓN 101

segundo caso, la transformación se aplica sobre ∣ν⟩ y los elementos de la
base permanecen inalterados, dando lugar a la interpretación activa de la
transformación.

Note que si ∣ν⟩ representa un estado del sistema, la interpretación pasiva implica
que el estado en sí mismo no cambia bajo la transformación, mientras que en
la activa la transformación se aplica directamente al estado y por eso recibe el
nombre de activa. Estas dos interpretaciones son equivalentes en E siempre y
cuando sobre el ket de estado se aplique la inversa de la transformación que se
aplica sobre los elementos de la base, como indica la anterior ecuación.

Estas dos interpretaciones son análogas a las correspondientes interpretaciones
de una transformación ortogonal en la mecánica clásica, en la cual la
interpretación pasiva supone que la transformación se aplica sobre el sistema
de ejes coordenados, mientras que los vectores de estado, como la posición,
permanecen inalterados. En la interpretación activa, la transformación se
aplica sobre los vectores de estado, sobre el sistema mismo, mientras los ejes
coordenados permanecen inalterados. Las dos interpretaciones también son
equivalentes siempre y cuando en la activa se considere la transformación
inversa de la pasiva o viceversa.3

Si en la interpretación activa ∣ν′⟩ es el ket imagen de ∣ν⟩, la transformación
queda de�nida por

∣ν′⟩ = Û−1∣ν⟩ = Û �∣ν⟩. (1.4.10)

Como en esta interpretación la base permanece inalterada, la representación
matricial de (1.4.10) estará inducida por la base original. Así, la proyección de
∣ν′⟩ en la dirección de ∣ai⟩ será ci(ν′) = ⟨ai∣ν′⟩ = c′i(ν), razón por la cual (1.4.8b)
es también la representación matricial de (1.4.10).

De manera similar, en la interpretación pasiva los operadores no cambian, pero
quedan representados por matrices diferentes de acuerdo con (1.4.9). En la
interpretación activa la base permanece inalterada y la transformación se aplica
sobre el operador mismo. Partiendo de la interpretación pasiva y aplicando el
axioma asociativo, se puede determinar cómo se trasforma el operador en la
interpretación activa

X ′ij = ⟨di∣X̂ ∣dj⟩ = {⟨ai∣Û �}X̂{Û ∣aj⟩} = ⟨ai∣{Û �X̂Û}∣aj⟩ = ⟨ai∣X̂ ′∣aj⟩,

de manera que el operador imagen está dado por

X̂ ′ = Û �X̂Û . (1.4.11)

Su representación matricial coincide con la transformación de semejanza (1.4.9)
debido a la equivalencia entre los elementos matriciales del operador en las dos
interpretaciones:

X ′ij = ⟨di∣X̂ ∣dj⟩ = ⟨ai∣X̂ ′∣aj⟩.

3 Transformaciones canónicas, punto de vista activo y pasivo en Goldstein, 1987, p. 498.
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Se sobreentiende que la representación matricial de (1.4.11) se debe realizar
con la base {∣ai⟩}, la cual permanece inalterada en la interpretación activa.

De otra parte, recordando que la traza de un operador se de�ne como la suma
de los elementos diagonales de la matriz que lo representa,

tr X̂ = ∑
i

⟨ai∣X̂ ∣ai⟩ = ∑
i

Xii, (1.4.12)

se demuestra que la traza de un operador es independiente de la representación.
Para ello, se aplica la relación de completez de la base imagen en (1.4.12)

tr X̂ = ∑
i

⟨ai∣X̂ ∣ai⟩ = ∑
i,k,k′
⟨ai∣dk⟩⟨dk ∣X̂ ∣dk′⟩⟨dk′ ∣ai⟩,

reordenando los números complejos de�nidos por los productos interiores y
asociando adecuadamente para emplear la relación de completez de la base
original, se obtiene

tr X̂ = ∑
i,k,k′
⟨dk′ ∣ai⟩⟨ai∣dk⟩⟨dk ∣X̂ ∣dk′⟩ = ∑

k,k′
⟨dk′ ∣dk⟩⟨dk ∣X̂ ∣dk′⟩.

Aplicando la ortonormalidad de la base imagen

tr X̂ = ∑
k,k′

δk′k⟨dk′ ∣X̂ ∣dk⟩ = ∑
k

⟨dk ∣X̂ ∣dk⟩ = ∑
k

⟨ak ∣{Û �X̂Û}∣ak⟩ = tr X̂ ′,

se concluye
tr X̂ = tr X̂ ′ = tr{Û �X̂Û}. (1.4.13)

La demostración de (1.4.13) es más directa si se emplea la propiedad de la
traza, tr X̂Ŷ = tr Ŷ X̂, y la unitariedad de la transformación, pues dentro de la
traza el orden en los productos de los operadores se puede cambiar.

1.4.3 Problema de valores propios como un cambio de base

Sea Ŵ el operador hermítico cuyo problema de valores propios se desea resolver
empleando la representación de�nida por una base ortonormal {∣ai⟩}. En la
base {∣ωi⟩} de kets propios ortonormales de Ŵ , la matriz que representa el
operador debe ser una matriz diagonal cuyos elementos son sus valores propios
ωi. Entonces, el problema de valores propios de Ŵ se puede traducir en el
problema de encontrar la matriz de la transformación T̂ ∶ {∣ai⟩} → {∣ωi⟩} que
diagonalice la matriz que representa a Ŵ .

De acuerdo con (1.4.5), el operador T̂ queda de�nido por la suma de los
productos exteriores de los kets propios de Ŵ que se desean determinar y
los bra de la base original

T̂ = ∑
k

∣ωk⟩⟨ak ∣,

donde Ŵ ∣ωi⟩ = ωi∣ωi⟩.
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Con cualquiera de las dos interpretaciones para la transformación, la matriz
imagen será diagonal: W ′

ij = ⟨ai∣Ŵ ′∣aj⟩ = ⟨ωi∣Ŵ ∣ωj⟩ = ωiδij y, de acuerdo con la
transformación de semejanza (1.4.9), será igual a

W ′ =
⎛
⎜
⎝

ω1 ⋯ 0
⋯ ⋱ ⋯
0 ⋯ ωN

⎞
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎝

⟨ωi∣a1⟩ ⋯ ⟨ω1∣aN ⟩
⋯ ⋱ ⋯

⟨ωN ∣a1⟩ ⋯ ⟨ωN ∣aN ⟩

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

W11 ⋯ W1N

⋯ ⋱ ⋯
WN1 ⋯ WNN

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

⟨a1∣ω1⟩ ⋯ ⟨a1∣ωN ⟩
⋯ ⋱ ⋯

⟨aN ∣ω1⟩ ⋯ ⟨aN ∣ωN ⟩

⎞
⎟
⎠
,

(1.4.14)

donde los elementos de la matriz original están dados por Wij = ⟨ai∣Ŵ ∣aj⟩.
Si se puede determinar la matriz T que representa esta transformación, se
obtienen tanto los valores propios (en la diagonal de la matriz imagen) como
los vectores propios, de�nidos por las columnas de la matriz de transformación

T =
⎛
⎜
⎝

⟨a1∣ω1⟩ ⋯ ⟨a1∣ωN ⟩
⋯ ⋱ ⋯

⟨aN ∣ω1⟩ ⋯ ⟨aN ∣ωN ⟩

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

c1(ω1) ⋯ c1(ωN)
⋯ ⋱ ⋯

cN(ω1) ⋯ cN(ωN)

⎞
⎟
⎠
.

Los kets propios correspondientes serán

∣ωl⟩ = ∑
k

⟨ak ∣ωl⟩∣ak⟩ = ∑
k

ck(ωl)∣ak⟩.

Usualmente, la diagonalización de una matriz se realiza mediante una secuencia
de transformaciones (por ejemplo, multiplicar �las y columnas por un factor
constante o sumar y restar �las o columnas) hasta obtener una matriz imagen
en la cual todos los elementos no diagonales sean nulos. Con este método se
determinan los valores propios pero no los vectores propios, esto es, no se
determina la matriz de la transformación resultante del producto de las matrices
que representan cada una de las transformaciones que se van realizando. Sin
embargo, es un método alternativo a la solución de la ecuación secular (1.3.4)
de mucha utilidad cuando la dimensión del espacio es igual o mayor que tres.

Una vez determinados los valores propios, la ecuación (1.4.14) permite
determinar los elementos de la matriz de transformación y, por tanto, los
correspondientes vectores o kets propios. Esto es equivalente a resolver los
sistemas de ecuaciones simultáneas (1.3.2) para cada valor propio ωk. En
efecto, premultiplicando (1.4.14) por la matriz de transformación se obtiene el
mismo sistema de ecuaciones simultáneas (1.3.2) expresado en forma matricial
(ejercicio 6).

Ejercicios
1. Demuestre que en la base imagen {∣di⟩} el operador Û queda representado

por la misma matriz que lo representa en la base original (ecuación (1.4.5)).
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2. Demuestre (1.4.13) empleando la relación de completez de la base y la
de�nición (1.4.12).

3. Encuentre la matriz del operador que representa la transformación {∣Sz+⟩,
∣Sz−⟩} → {∣Sx+⟩, ∣Sx−⟩} y la del operador inverso.

4. Encuentre el determinante de las matrices halladas en el anterior ejercicio.
¾Se podrán caracterizar estas transformaciones por el valor de su determi-
nante? ¾Por qué? (Analice qué sucede con el valor del determinante si se
cambia el orden de los elementos de la base).

5. Con los resultados del ejercicio 3 de la sección 1.3.3, determine la matriz
que representa la transformación de la base {∣1⟩ ∣2⟩ ∣3⟩} a la base de kets
propios de X̂. Aplicando la transformación de semejanza (1.4.9), demuestre
que dicha transformación diagonaliza la matriz que representa a X̂.

6. Después de premultiplicar (1.4.14) por la matriz de transformación T ,
empleando la igualdad de las matrices resultantes (dos matrices son iguales si
todos sus elementos matriciales son iguales), demuestre que (1.4.14) conduce
a los sistemas de ecuaciones simultáneas para todos los valores propios de
W según (1.3.2).

7. Muestre que el espectro de un observable queda inalterado bajo una
transformación cambio de base.



Capítulo 2

Representaciones continuas

Introducción
Una de la más importantes contribuciones de Dirac al formalismo cuántico
no relativista es su propuesta de función delta, conocida como la función de
distribución delta de Dirac, la cual pone de mani�esto la equivalencia entre la
teoría cuántica matricial de Heisenberg y la mecánica cuántica ondulatoria de
Schrödinger. Dirac mostró que estas dos teorías son representaciones diferentes
de un mismo espacio de kets. Así como una base discreta conduce a una
representación matricial donde los kets quedan representados por vectores
columna y los observables por matrices cuadradas, una base continua, como la
de�nida por los kets propios del operador posición, induce una representación
ondulatoria (o continua) en la cual los kets quedan representados por funciones
de onda (funciones complejas) y los observables por operadores diferenciales.

Para hacer más transparente la equivalencia entre las dos teorías, además
de de�nir la ortonormalidad de los elementos de una base continua a través
de su función delta, Dirac extiende el concepto de elemento matricial de las
representaciones discretas al caso de representaciones continuas. Siguiendo esta
orientación, la sección 2.1 se dedica al estudio formal de las representaciones
continuas que se aplicarán a las representaciones de coordenadas y de
momentum en las secciones 2.3 y 2.4. En la sección 2.5 se presentan las
de�niciones básicas del producto tensorial de espacios.

Las representaciones de coordenadas y de momentum son generadas por los
conjuntos de kets propios de los operadores que describen los observables
fundamentales de posición y de momentum, respectivamente. Por esta razón,
la representación de los observables de un sistema se obtiene de manera más
sencilla si estos se expresan como funciones de dichos operadores fundamentales.
Con este propósito, en la sección 2.2 se hace una breve presentación de funciones
de operadores.

La mayoría de los conceptos y de�niciones básicas estudiados para representa-
ciones discretas son igualmente válidos en representaciones continuas. Los que
no sean válidos, como la de�nición de ortonormalidad de una base continua, se
presentan oportunamente en el desarrollo del capítulo.
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2.1 Representación en una base continua

2.1.1 Función de distribución delta de Dirac

Siguiendo a Dirac (1967), se supone que el observable ξ̂, de espectro continuo
e in�nito, de�ne un CCOC para un sistema de un grado de libertad. En el
espacio de kets del sistema, la ecuación de valores propios del observable se
puede escribir

ξ̂∣ξ′⟩ = ξ′∣ξ′⟩, ξ′ ∈R, (2.1.1)

donde {ξ′} es el conjunto in�nito de valores propios no degenerados de ξ̂ y
{∣ξ′⟩} su correspondiente conjunto de kets propios.

Puesto que ξ̂ es un observable, de acuerdo con el segundo postulado, su conjunto
de kets propios ortogonales se constituye en una base del espacio de kets
del sistema y, en consecuencia, cualquier estado se puede expresar como una
combinación lineal continua de los elementos de la base

∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′C(ξ′;α)∣ξ′⟩, (2.1.2)

donde la integral se extiende sobre el dominio de valores propios del observable,
el cual coincide con los números reales.

Adoptando la notación C(ξ;α)∣ξ⟩ =∣ξ;α⟩ para cualquier ket propio de ξ̂, su
dual correspondiente es C∗(ξ;α)⟨ξ∣ = ⟨ξ;α∣ y el cuadrado de la norma del ket
de estado se puede expresar1

⟨α∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′′ ∫

∞

−∞
dξ′⟨ξ′′;α∣ξ′;α⟩. (2.1.3)

Como ∣α⟩ es un ket de estado, el cuadrado de su norma debe ser no nula y
�nita:

0 < ⟨α∣α⟩ < ∞. (2.1.4)

Se analiza ahora la integral sobre ξ′ en (2.1.3):

∫
∞

−∞
dξ′⟨ξ′′;α∣ξ′;α⟩.

Dado que los kets propios correspondientes a valores propios distintos son
ortogonales, el producto interior del integrando se anula en todo el dominio
de integración exceptuando en ξ′ = ξ′′, punto en el cual el integrando de�ne
el cuadrado de la norma del ket propio correspondiente al valor propio ξ′′.
Suponiendo que la norma de los kets propios es �nita, el integrando sería �nito
en el punto ξ′ = ξ′′ y la integral sobre ξ′ se anularía para todo valor de ξ′′,

1 Para calcular correctamente el producto interior se deben usar diferentes variables de
integración para el ket y para el bra.
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y en consecuencia la integral (2.1.3) sería nula. Este resultado contradice la
hipótesis inicial (2.1.4) de que la norma del ket ∣α⟩ es no nula, de lo cual se
concluye que la norma de los kets propios debe ser in�nita.

Sin embargo, para que la ecuación (2.1.3) tenga sentido, el in�nito de la norma
de los kets propios deberá ser tal que la integral sobre ξ′ sea �nita y diferente
de cero. Dirac propuso este tipo especial de in�nito a través de la de�nición de
una función2 que lleva su nombre: función de distribución delta de Dirac.

Función de distribución delta de Dirac

La función de distribución delta de Dirac3 se nota δ(x), x ∈R, y está de�nida
simultáneamente por las dos siguientes ecuaciones:

∫
∞

−∞
dxδ(x) = 1 (2.1.5)

δ(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 para x ≠ 0
“∞” para x = 0 .

(2.1.5')

Enseguida se explica intuitivamente en qué consiste el tipo especial de in�nito
de�nido por estas ecuaciones.

Se parte de la siguiente función de la variable real x:

f(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1/ε para x ∈ [−ε/2, ε/2]
0 para x /∈ [−ε/2, ε/2]

,

la cual satisface

∫
∞

−∞
f(x)dx = 1

para cualquier valor de ε incluido el límite ε→ 0.

En efecto, la integral es igual al área de un rectángulo de base ε y altura 1/ε
para cualquier valor de ε diferente de cero, de manera que a medida que ε→ 0
la altura tiende a in�nito con la misma rapidez con que la base tiende a cero
dejando inalterada el área. Este es un ejemplo del tipo especial de in�nito
de�nido por (2.1.5). Entonces,4 se puede considerar que

ĺım
ε→0

f(x) → δ(x).

2 La función especial que de�nió Dirac dio lugar a la teoría de distribuciones de Schwartz,
en la cual queda de�nida con todo rigor.

3 Dirac, 1967, capítulo III, sección 15.
4 Para otros ejemplos de funciones que se aproximan a la función de distribución delta de

Dirac, sus propiedades y su derivada ver Cohen-Tannoudji et al., 1997, vol. II, apéndice
II, p. 1467; Davydov A. S. (1966). Quantum mechanics. Neo Press, apéndice A, p. 641;
Schi� L. I. (1968). Quantum mechanics. McGraw-Hill, capítulo 3, sección 11, p. 55.
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Como su misma de�nición indica, la función de distribución delta adquiere su
real signi�cado como factor de un integrando, en otras palabras, como una
función de distribución.

La propiedad más importante de la función de distribución δ(x) es5

1. ∫
∞

−∞
dxf(x)δ(x) = f(0),

donde f(x) es cualquier función continua de x. Esta propiedad se puede
visualizar teniendo en cuenta que el integrando f(x)δ(x) se anula para todo
valor de x exceptuando el punto x = 0, de manera que se puede aproximar
a f(0)δ(x) y aplicar (2.1.5). Una demostración formal que sigue este mismo
lineamiento se puede realizar considerando cualquier función del parámetro ε
cuyo límite cuando tiende a cero o in�nito represente la función δ(x).
Otras propiedades que tienen sentido como factores de un integrando y que se
deducen de la de�nición y la primera propiedad son

2. f(x)δ(x) = f(0)δ(x),

3. δ(x) = δ(−x),

4. δ(ax) = 1

a
δ(x) a > 0,

5. xδ(x) = 0,
6. δ(x2−a2) = (1/2a){δ(x−a)+δ(x+a)}, a > 0.

Realizando la translación x′′ = x + x′ en (2.1.5), para x′ �jo, se obtiene

δ(x′′ − x′) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 para x′′ ≠ x′

”∞” para x′′ = x′

∫
∞

−∞
dx′′δ(x′′ − x′) = 1,

con lo cual las propiedades 1 y 2 se pueden expresar

7. ∫
∞

−∞
dx′′f(x′′)δ(x′′−x′) = f(x′),

⇒ 8. f(x′′)δ(x′′−x′) = f(x′)δ(x′′−x′).

5 Esta propiedad enmarca a la función delta de Dirac en la teoría de distribuciones a través
del funcional δ[f] = f(0). En este contexto, las representaciones de δ(x) como límites
de funciones son representaciones como límite de un kernel de un operador integral.
Messiah A. (1975). Mecánica Cuántica. Tecnos, vol. I, apéndice A.
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Una representación integral de la función de distribución delta de Dirac es

δ(x) = 1

2π
∫
∞

−∞
dy eiyx. (2.1.6)

La derivada de δ(x) queda de�nida por la relación

∫
∞

∞
dxδ′(x)f(x) = −∫

∞

−∞
dxδ(x)f ′(x) = −f ′(0),

la cual se puede demostrar aplicando integración por partes, la de�nición de
δ(x) y la propiedad 2.

De la anterior igualdad, se obtienen las siguientes relaciones:

δ′(−x) = −δ′(x),

xδ′(x) = −δ(x).

Mediante un proceso de iteración se puede demostrar

∫
∞

−∞
dxδ(n)(x)f(x) = (−1)nf (n)(0).

Relaciones de ortonormalidad y completez

En términos de la función de distribución delta de Dirac, tanto la ortogonali-
zación como la in�nitud de los kets de una base continua se pueden resumir en
la siguiente expresión

⟨ξ′′∣ξ′⟩ = δ(ξ′′ − ξ′), (2.1.7)

Esto es, si los kets corresponden a valores propios distintos, el producto interior
del dual del uno con el ket del otro es nulo y, por lo tanto, son ortogonales. Si
corresponden al mismo valor propio, su producto interior es igual al cuadrado
de su norma, la cual es in�nita.

La ecuación (2.1.7) de�ne la relación de ortonormalidad para los elementos
de una base continua e in�nita en analogía con la correspondiente relación de
una base discreta. En otras palabras, se considerará que los kets propios de un
observable de espectro continuo son ortonormales si satisfacen (2.1.7).

Para obtener la relación de completez de una base continua, se realiza un
procedimiento similar al empleado para obtener la ecuación (1.2.9) para una
base discreta. Para ello, se premultiplica (2.1.2) por un elemento de la base
dual

⟨ξ∣α⟩ = ∫
∞

∞
dξ′C(ξ′;α)⟨ξ∣ξ′⟩ = ∫

∞

−∞
dξ′C(ξ′;α)δ(ξ − ξ′) = C(ξ;α),
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donde se aplicó la relación de ortonormalidad (2.1.7) y la propiedad 7. En
analogía con el caso discreto, los coe�cientes de la combinación lineal de los
elementos de la base continua se pueden interpretar como las proyecciones del
ket de estado sobre cada uno de los elementos de la base

C(ξ;α) = ⟨ξ∣α⟩.

Reemplazando en (2.1.2), se obtiene

∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′C(ξ′;α)∣ξ′⟩ = ∫

∞

−∞
dξ′⟨ξ′∣α⟩∣ξ′⟩ = {∫

∞

−∞
dξ′∣ξ′⟩⟨ξ′∣}∣α⟩.

Como ∣α⟩ es arbitrario, se concluye que el término entre paréntesis es justamente
el operador unidad, lo cual de�ne la relación de completez de la base continua

1̂ = ∫
∞

−∞
dξ′∣ξ′⟩⟨ξ′∣. (2.1.8)

Resumiendo:

Para poder expresar o caracterizar los estados de un sistema a través de una
combinación lineal, o superposición, de los kets propios de un observable de
espectro continuo, se requiere que sus kets propios posean norma in�nita,
in�nito de�nido a través de la función de distribución delta de Dirac.

2.1.2 Espacio de funciones de onda

Cuando un ket ∣α⟩ se expresa como una combinación lineal de los elementos
de una base continua e in�nita según la ecuación (2.1.2), dicho ket se puede
representar mediante el conjunto continuo e in�nito de coe�cientes {C(ξ;α) ∶
−∞ < ξ < ∞} que de�nen las proyecciones de ∣α⟩ en la dirección de cada uno de
los elementos de la base. Este conjunto de números complejos de�ne una función
compleja Ψα(ξ) cuyo dominio es el conjunto continuo de valores propios del
observable. Esto es,

Ψα(ξ) ∶ R Ð→ C

ξ Ð→ ⟨ξ∣α⟩.

En otras palabras, el ket ∣α⟩ queda representado por la función compleja Ψα(ξ),

∣α⟩ =∶ Ψα(ξ) = {C(ξ;α) = ⟨ξ∣α⟩,−∞ < ξ < ∞}, (2.1.9)

denominada la función de onda inducida por la representación continua {∣ξ⟩}.
El conjunto de las funciones de onda que representan los elementos del espacio
de kets E de un sistema de�ne un espacio de funciones complejas F(R), el cual
es el espacio de funciones de onda del sistema inducido por la representación
continua {∣ξ⟩}.
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Así como el número complejo ci(α) = ⟨ai∣α⟩ de�ne el elemento matricial del ket
∣α⟩, el coe�ciente C(ξ′;α) = Ψα(ξ′) para un valor dado ξ′ de�ne el elemento
matricial de ∣α⟩ en la representación continua {∣ξ⟩}.

Nota

Todo ket se puede representar mediante el conjunto de los números
complejos de�nidos por la proyección del ket sobre cada uno de los
elementos de una base, a través de la aplicación lineal de�nida por
el producto interior de los bras de la base dual con el ket que se
desea representar. Cuando el conjunto es discreto y enumerable,
el ente matemático más apropiado para representar el conjunto de
coe�cientes es un vector columna. Cuando el conjunto es continuo lo
más adecuado es representarlo mediante una función compleja cuyo
dominio está de�nido por el espectro del observable asociado a la
base, y el rango por el conjunto continuo e in�nito de proyecciones
del ket en la dirección de cada uno de los kets de la base. En el caso
continuo, las proyecciones son iguales a los valores de la función de
onda para cada uno de los valores propios del observable que induce
la representación. Esto es,

Ψα(ξ)∣ξ=ξ′ = C(ξ′;α) = ⟨ξ′∣α⟩, ∀ξ′ ∈R.

Debido a que estas representaciones son inducidas por el producto
interior, los nuevos espacios vectoriales poseen las mismas propie-
dades del espacio de kets que están representando. Es un ejercicio
interesante demostrar que la representación del producto interior
de�nido en E induce la de�nición de un producto interior equivalen-
te en el espacio de funciones de onda y con las mismas propiedades
del primero.

Producto interior

De acuerdo con (2.1.2) y (2.1.9), la expresión del ket ∣α⟩ en términos de la
función de onda Ψα(ξ) que lo representa es

∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′Ψα(ξ′)∣ξ′⟩.

En consecuencia, el dual correspondiente es

⟨α∣ = ∫
∞

−∞
dξ′Ψ∗α(ξ′)⟨ξ′∣.

Esto es, si Ψα(ξ) representa el ket ∣α⟩, la función compleja conjugada Ψ∗α(ξ)
representa el dual correspondiente. El conjunto de todas las funciones Ψ∗(ξ)
de�ne el espacio dual de funciones de onda F∗(R).
Como en el caso discreto, la representación del producto interior se puede
obtener empleando la relación de completez (2.1.8):
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⟨α∣β⟩ = ⟨α∣1̂∣β⟩ = ∫
∞

−∞
dξ⟨α∣ξ⟩⟨ξ∣β⟩,

⟨α∣β⟩ = ∫
∞

−∞
dξΨ∗α(ξ)Ψβ(ξ). (2.1.10)

La integral (2.1.10) de�ne el producto interior entre un elemento del espacio
dual F∗(R) y un elemento de F(R).
En particular, el postulado de correspondencia dual y las relaciones duales
de�nidas para los elementos de un espacio de kets serán válidos para sus
representaciones

c1Ψα(ξ) + c2Ψβ(ξ)
D.C.←−−−−−−−→ c∗1Ψ

∗
α(ξ) + c∗2Ψ∗β(ξ).

Cuando el producto (2.1.10) se interpreta como el producto de dos elementos
ordenados de F(R), se denomina producto escalar y se escribe (Ψα,Ψβ).6

Este último es un producto antilineal respecto al primer argumento, (c1Ψα1 +
c2Ψα2 ,Ψβ) = c∗1(Ψα1 ,Ψβ) + c∗2(Ψα2 ,Ψβ), y lineal respecto al segundo,
(Ψα, c1Ψβ1 + c2Ψβ2) = c1(Ψα,Ψβ1) + c2(Ψα,Ψβ2), y coincide con la de�nición
usual del producto escalar de elementos de un espacio de Hilbert cuando se
exige que la integral (2.1.10) sea �nita (ejercicio 3).

Aplicando (2.1.10), el cuadrado de la norma de ∣α⟩ queda representado por

⟨α∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξΨ∗α(ξ)Ψα(ξ) = ∫

∞

−∞
dξ∣Ψα(ξ)∣2.

Como la norma de todo ket que caracteriza un estado debe ser �nita, la función
de onda que representa un estado físico debe ser cuadráticamente integrable.
Esto es, para toda función de onda que represente un estado físico, la integral
del lado derecho de la anterior ecuación debe ser �nita. En este sentido las
funciones rápidamente decrecientes que de�nen un espacio de Schwartz son
apropiadas para representar estados cuánticos.

Nota

Como se ha anotado, las representaciones del espacio de kets, indu-
cidas por bases discretas o continuas, de�nen espacios equivalentes
de vectores columna, V, y de funciones de onda, F(R). Cualquie-
ra de estos espacios restringidos a aquellos elementos que poseen
norma �nita de�nen espacios de Hilbert equivalentes, en los cuales
cualquier posible estado de un sistema quedará descrito por un ele-
mento de dicho espacio. Observe que los vectores propios (ya sean
kets o funciones de onda) de un observable de espectro continuo no
pueden pertenecer a estos espacios de Hilbert, ya que su norma no
es �nita.

6 Para más detalles consultar, por ejemplo, el texto de Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol.
I, capítulo II, sección A, p. 94.
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Representación de un operador

Para encontrar la representación de un operador en una base continua se
procede de idéntica forma que en el caso discreto:

B̂ = 1̂B̂1̂ = ∫
∞

−∞
dξ′ ∫

∞

−∞
dξ′′∣ξ′⟩⟨ξ′∣B̂∣ξ′′⟩⟨ξ′′∣,

B̂ = ∫
∞

−∞
dξ′ ∫

∞

−∞
dξ′′B(ξ′, ξ′′)∣ξ′⟩⟨ξ′′∣, (2.1.11)

con
B(ξ′, ξ′′) = ⟨ξ′∣B̂∣ξ′′⟩. (2.1.12)

El operador queda representado mediante una combinación lineal continua
de los operadores de�nidos por todos los posibles productos exteriores de los
elementos de la base de E con los correspondientes elementos de la base dual
(comparar (2.1.11) con (1.2.22)). En analogía con el caso discreto, el coe�ciente
B(ξ′, ξ′′) para valores dados de ξ′, ξ′′ se denomina el elemento matricial del
operador en la representación {∣ξ′⟩}.
El ket ∣γ⟩ = B̂∣α⟩ quedará representado por la función de onda

Ψγ(ξ) = ⟨ξ∣γ⟩ = ⟨ξ∣B̂∣α⟩ = ⟨ξ∣B̂1̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′⟨ξ∣B̂∣ξ′⟩⟨ξ′∣α⟩, ∀ξ ∈R

⇒ Ψγ(ξ) = ∫
∞

−∞
dξ′B(ξ, ξ′)Ψα(ξ′).

(2.1.13)

Esta ecuación de�ne una representación integral de la función de onda asociada
al ket ∣γ⟩, cuyo núcleo (o kernel) está de�nido por los elementos matriciales
(2.1.12) para todos los posibles valores ξ′ y ξ′′. La ecuación (2.1.13) se puede
interpretar como la representación integral del operador B̂ inducida por la base
continua {∣ξ′⟩}.
De acuerdo con (2.1.11) y (2.1.12), el valor esperado de un operador queda
de�nido por la integral

⟨α∣X̂ ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′ ∫

∞

−∞
dξ′′Ψ∗α(ξ′)X(ξ′; ξ′′)Ψα(ξ′′). (2.1.13)'

Si el operador es un observable del sistema y el ket es un posible estado,
esta integral debe converger al valor promedio predicho experimentalmente.
En efecto, se observa que la integral sobre ξ′′ es la representación integral del
ket X̂ ∣α⟩, de manera que la integral sobre ξ′ está representando el producto
interior del bra ⟨α∣ con el ket X̂ ∣α⟩. Esto es equivalente a restringir el operador
al espacio de Hilbert del sistema, con lo cual X̂ ∣α⟩ también posee norma �nita
y su producto interior con cualquier otro estado será �nito.
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Representación de un operador en su base de kets propios

Teniendo en cuenta la ecuación de valores propios (2.1.1) y la relación de
ortonormalidad (2.1.7), el elemento matricial de ξ̂ en su base de kets propios
{∣ξ′⟩}, o el núcleo de su representación matricial, queda de�nido por una función
de distribución delta de Dirac según

⟨ξ′∣ξ̂∣ξ′′⟩ = ξ(ξ′, ξ′′) = ξ′⟨ξ′∣ξ′′⟩ = ξ′δ(ξ′ − ξ′′) = ξ′′δ(ξ′ − ξ′′), (2.1.14)

ecuación que expresa la diagonalización de un observable de espectro continuo
en completa analogía con la diagonalización de un observable de espectro
discreto. En efecto, en (2.1.14) todos los elementos matriciales fuera de la
diagonal son nulos debido a que δ(ξ′−ξ′′) es nula para ξ′ ≠ ξ′′. En este sentido,
la función delta de Dirac juega el mismo papel que el delta de Kröneker del caso
discreto. Sin embargo, se debe tener en cuenta que (2.1.14) de�ne el elemento
matricial genérico y no la representación misma del operador.

El valor esperado de ξ̂ se obtiene al reemplazar (2.1.14) en (2.1.13)':

⟨α∣ξ̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′Ψ∗α(ξ′)∫

∞

−∞
dξ′′ξ′′δ(ξ′ − ξ′′)Ψα(ξ′′),

⟨α∣ξ̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′Ψ∗α(ξ′)Ψα(ξ′)ξ′,

la cual se puede expresar de manera análoga a la ecuación (1.2.28b) del caso
discreto si de�nimos P (ξ′) = Ψ∗α(ξ′)Ψα(ξ′) = ∣Ψα(ξ′)∣2 como la función de
distribución de valores propios del observable ξ̂ cuando el sistema se encuentra
en el estado ∣α⟩. Esto es,

⟨α∣ξ̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dξ′P (ξ′)ξ′.

El módulo al cuadrado de la función de onda de�ne la función de distribución
de valores propios del observable y su valor en ξ = ξ′ de�ne el peso de cada ket
propio ∣ξ′⟩ en la superposición que de�ne el estado ∣α⟩.
La traza de un operador representado en una base continua se de�ne como la
suma continua de sus elementos diagonales

TrB̂ = ∫
∞

−∞
dξ′⟨ξ′∣B̂∣ξ′⟩ = ∫

∞

−∞
dξ′B(ξ′, ξ′),

y al igual que en el caso discreto, se satisface

TrÂB̂ = TrB̂Â.

Esta última propiedad es independiente de la representación que se emplee, sea
discreta o continua.
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En la siguiente tabla se hace un cuadro comparativo de las representaciones
discretas y continuas de los elementos del espacio de kets, de los operadores
lineales, del producto interior y del valor esperado de un observable. Estas
representaciones son inducidas por una base discreta ortonormal {∣ai⟩} y una
base continua ortonormal {∣ξ⟩} del espacio de kets.

E V F

vector columna α⃗ cuyo elemento función de onda Ψα(ξ) cuyo elemento
∣α⟩ matricial es matricial es

ci(α) = ⟨ai∣α⟩ Ψα(ξ)∣ξ=ξ′ = ⟨ξ
′∣α⟩

elemento matricial: elemento matricial:
X̂ Xij = ⟨a1∣X̂ ∣aj⟩ X(ξ′; ξ′′) = ⟨ξ′∣X̂ ∣ξ′′⟩

⟨α∣β⟩ ∑i c
∗

i (α)ci(β) ∫
∞

−∞
dξΨ∗α(ξ)Ψβ(ξ)

⟨α∣B̂∣α⟩ ∑i,j c
∗

i (α)Bi jcj(α) ∫
∞

−∞
dξ′ ∫

∞

−∞
dξ′′Ψ∗α(ξ

′)B(ξ′; ξ′′)Ψα(ξ′′)

Tr B̂ ∑i Bii ∫
∞

−∞
dξ′B(ξ′; ξ′)

Transformación cambio de base

Para presentar la transformación cambio de base o cambio de representaciones
continuas, se considera otra base ortonormal completa {∣a′⟩} asociada a otro
observable de espectro continuo.

Sea T̂ ∣ξ′⟩ = ∣a′⟩ la de�nición del operador unitario que representa la
transformación cambio de base {∣ξ′⟩} → {∣a′⟩}. Empleando la interpretación
activa, cualquier ket de estado se transformará de acuerdo con ∣α′⟩ = T̂ −1∣α⟩ y
su representación estará de�nida por la siguiente transformación integral:

Ψα′(ξ) = ⟨ξ∣α′⟩ = ⟨ξ∣T̂ −1∣α⟩ = ∫ dξ′⟨ξ∣T̂ −1∣ξ′⟩⟨ξ′∣α⟩

Ψα′(ξ) = ∫ dξ′T −1(ξ, ξ′)Ψα(ξ′), (2.1.15)

donde T −1(ξ, ξ′) = ⟨ξ∣T̂ −1∣ξ′⟩ = ⟨a∣ξ′⟩, denominado el núcleo (o kernel) de la
transformación, es el elemento matricial genérico de la transformación inversa.
La ecuación de transformación (2.1.15) es la análoga a la ecuación (1.4.8a) del
caso discreto. Se puede demostrar que la función de onda imagen es justamente
la función de onda que describe el mismo estado en la representación imagen:

Ψα′(ξ) = ⟨ξ∣α′⟩ = ⟨ξ∣T −1∣α⟩ = ⟨a∣α⟩ = Ψα(a), (2.1.16)

que es equivalente a expresar la interpretación pasiva de la transformación.
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Para determinar las ecuaciones de transformación para los operadores, se
expresa el elemento matricial imagen en términos de los elementos matriciales
originales. Empleando la interpretación pasiva, se obtiene

X(a′, a′′) = ⟨a′∣X̂ ∣a′′⟩ = ∫ dξ′ ∫ dξ′′⟨a′∣ξ′′⟩⟨ξ′′∣X̂ ∣ξ′⟩⟨ξ′∣a′′⟩,

X(a′, a′′) = ∫ dξ′′ ∫ dξ′T −1(ξ′, ξ′′)X(ξ′′, ξ′)T (ξ′, ξ′′). (2.1.17)

Esta ecuación es la análoga a la transformación de semejanza (1.4.9) del caso
discreto.

Finalmente, en analogía con el caso discreto en que las columnas de la matriz de
transformación de�nen los vectores que representan los kets de la base imagen
en la representación de la base original, el elemento matricial T (ξ, ξ′) para ξ
variable de�ne la función de onda del elemento de la base imagen ∣a′⟩ en la
representación de la base original {∣ξ′⟩}. En efecto, T (ξ, ξ′) = ⟨ξ∣T̂ ∣ξ′⟩ = ⟨ξ∣a′⟩ =
φa′(ξ).

2.1.3 Espacio de kets asociado a un sistema cuántico

Hasta el momento se han considerado sistemas cuánticos no relativistas para los
cuales los observables poseen espectro discreto o continuo. El caso más general
que se puede presentar es aquel en el cual el observable posee un espectro con
una parte discreta y una parte continua. Un ejemplo puede ser el observable
energía para un electrón de un átomo de hidrógeno en el campo de fuerzas
generado por el núcleo. La solución general del problema de valores propios
para el electrón muestra que su espectro contiene una parte discreta y otra
continua. El espectro para energías negativas es discreto (cuando el electrón está
ligado al núcleo constituyendo el átomo), mientras que para energías positivas
es continuo (cuando el electrón no se encuentra ligado al núcleo y el sistema
está de�nido por el electrón y un ión).

El conjunto de kets propios de un observable de espectro discreto y continuo
está de�nido por la unión de los conjuntos {∣ξi⟩} y {∣ξ⟩}, asociados a la parte
discreta y continua de su espectro. Si se elige este conjunto como base del
espacio de kets E del sistema, la relación de completez, de�nida por la suma
de los proyectores en la dirección de los elementos de la base, toma la forma

1̂ = ∑
i

∣ξi⟩⟨ξi∣ + ∫ dξ′∣ξ′⟩⟨ξ′∣, (2.1.18a)

donde la integral se extiende sobre el dominio de los valores propios continuos.
La ortonormalidad de los elementos de la base queda expresada por las
ecuaciones

⟨ξi∣ξj⟩ = δij , ⟨ξ′∣ξ′′⟩ = δ(ξ′ − ξ′′)
y ⟨ξi∣ξ′⟩ = 0, para todo ∣ξi⟩ y ∣ξ′⟩ ∈ E , (2.1.19)
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donde se ha supuesto que si el espectro de ξ̂ es degenerado, los kets
propios asociados a cada valor propio degenerado han sido ortonormalizados
previamente.

En otras palabras, el espacio de kets del sistema se puede separar de manera
natural en dos subespacios mutuamente ortogonales:

{∣ξi⟩} , ξi ∈R, define el subespacio Ed,

{∣ξ⟩} , ξ ∈R, define el subespacio Ec,

donde Ec es el complemento ortogonal de Ed con respecto a E y viceversa.

Entonces, E se puede expresar como la suma directa de estos dos subespacios:
E = Ed ⊕Ec.

La relación de completez de cada subespacio se puede expresar

1̂d = P̂d = ∑
i

∣ξi⟩⟨ξi∣ enEd

1̂c = P̂c = ∫ dξ′∣ξ′⟩⟨ξ′∣ enEc,

donde se ha escrito explícitamente que el operador unidad 1̂d (1̂c) de�ne el
operador proyección P̂d (P̂c) sobre el subespacio ortogonal Ed (Ec).
Con la anterior notación, la relación de completez (2.1.18a) se puede expresar

1̂ = P̂d + P̂c, (2.1.18b)

y cualquier ket arbitrario de E se puede descomponer en la suma de dos kets
que pertenecen a Ec y a Ed:

∣α⟩ = 1̂∣α⟩ = ∑
i

⟨ξi∣α⟩∣ξi⟩ + ∫ dξ⟨ξ∣α⟩∣ξ⟩ (2.1.20)

××Ö
××Ö

P̂d∣α⟩ ∈ Ed P̂c∣α⟩ ∈ Ec.

Cuando el observable ξ̂ constituye en sí mismo un CCOC, su espectro es no
degenerado y cualquier otro observable compatible Â será diagonal en esta base
(ejercicio 6), condición que se puede expresar en forma general por

⟨ξi∣Â∣ξj⟩ = ciδij y ⟨ξ′∣Â∣ξ′′⟩ = c′δ(ξ′ − ξ′′). (2.1.21)

Estas ecuaciones de�nen los elementos matriciales del observable restringido a
cada subespacio de E caracterizado por la parte discreta o continua del espectro
de ξ̂.
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Si la base elegida es el conjunto de kets propios simultáneos de un CCOC de tres
observables de espectro discreto, Â, B̂, Ĉ, y un observable de espectro continuo,
F̂ , las relaciones de completez y ortonormalidad de los elementos de la base de
kets propios simultáneos son

1̂ = ∑
i,j,k
∫ df ∣ai, bj , ck, f⟩⟨ai, bj , ck, f ∣,

⟨ai, bj , ck, f ∣ai′ , bj′ck′ , f ′⟩ = δi′iδj′jδk′kδ(f − f ′).

La descomposición de un ket arbitrario del espacio de kets en esta base será

∣α⟩ = 1̂∣α⟩ = ∑
i,j,k
∫ df⟨ai, bj , ck, f ∣α⟩∣ai, bj , ck, f⟩. (2.1.22)

El ket queda representado por el conjunto de números complejos {⟨ai, bj , ck, f ∣α⟩
= Ci,j,k(f ;α)}, cada elemento del conjunto de�ne un elemento matricial del vec-
tor que representa al ket en esta base. Si se enumera el conjunto de kets propios
simultáneos para los observables de espectro discreto mediante un solo índice
m, Cm(f ;α), se observa que el ket queda representado por un vector columna
cuyos elementos matriciales son funciones de f :

∣α⟩ =∶
⎛
⎜
⎝

C1(f ;α)
C2(f ;α)
⋮

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

φ1(f)
φ2(f)
⋮

⎞
⎟
⎠
. (2.1.23)

La representación de cualquier otro observable del sistema que no pertenece al
CCOC, pero es compatible con los operadores del conjunto será diagonal y se
podrá expresar

⟨ai, bj , ck, f ′∣D̂∣ai′ , bj′ , ck′ , f ′′⟩ = d′δi,i′δj,j′δk,k′δ(f ′ − f ′′).

El observable D̂, si no es constante, en general, será una función de los
observables del CCOC, pues de lo contrario el primer conjunto no sería
completo.

Lecturas Recomendadas
1. Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.

Addison-Wesley Publishing Company, capítulo 1, sección 1.3, pp. 17-28.

2. Dirac P.A.M. (1967). Principios de mecánica cuántica. Ariel, capítulo II,
secciones 7 a 10.

Ejercicios
1. Comprobar las propiedades 3, 4, 5, 7 y 8 de la función de distribución delta

de Dirac.
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2. Con las relaciones ∣β⟩ = ∫
∞
−∞ dξ

′′Ψβ(ξ′′)∣ξ′′⟩ y ⟨α∣ = ∫
∞
−∞ dξ

′Ψ∗α(ξ′)⟨ξ′∣, para
un ket y un bra arbitrarios demuestre que el producto interior ⟨α∣β⟩ está
dado por (2.1.10).

3. Muestre que el producto escalar (Ψα,Ψβ) = ∫
∞
−∞ dξΨ

∗
α(ξ)Ψβ(ξ) es antilineal

con respecto al primer argumento y lineal con respecto al segundo.

4. Por qué puede a�rmar que el subespacio Ec es el complemento ortogonal de
Ed?

5. Empleando representaciones continuas, demuestre que la traza de un
producto de operadores satisface Tr(ÂB̂) = Tr(B̂Â).

6. Mediante un argumento que emplee conceptos ya de�nidos justi�que
(2.1.21).

7. Considere un sistema de dos grados de libertad y el CCOC {Â, F̂}, donde
el primer observable posee espectro discreto y �nito, mientras el segundo
posee espectro continuo. Encuentre la representación de un ket arbitrario en
la base de kets propios simultáneos del CCOC. Exprese la representación
de los operadores {Â, F̂} en su base de kets propios. ¾Cómo quedaría
representado otro operador arbitrario no compatible con los operadores
{Â, F̂}? Justi�que.

8. Para pasar de una representación continua a otra representación continua
mediante la transformación cambio de base, basta aplicar la relación de
completez de las bases a las funciones de onda en cada representación.
Empleando la relación de completez de las bases, demuestre que las
funciones de onda que representan un mismo estado están relacionadas
por las siguientes ecuaciones: Ψ(a) = ⟨a∣Ψ⟩ = ∫ dξ′⟨a∣ξ′⟩Ψ(ξ′) y Ψ(ξ) =
⟨ξ∣Ψ⟩ = ∫ da⟨ξ∣a⟩Ψ(a). ¾Cuáles son los núcleos de las transformaciones?
¾Qué representan? ¾Cuál de las ecuaciones coincide con (2.1.15)?

Empleando un procedimiento similar, encuentre las ecuaciones que relacio-
nan los elementos matriciales genéricos de los vectores que representan un
mismo estado cuando este se representa en dos bases discretas diferentes.

2.2 Funciones de operadores

Así como los observables clásicos se pueden expresar como una función de las
variables de estado fundamentales de posición y momentum, los observables de
un sistema cuántico se pueden de�nir mediante operadores hermíticos lineales
que son funciones de los operadores que representan los observables de posición
y momentum de las partículas que constituyen el sistema. Sin embargo, en la
mecánica cuántica no todos los observables son compatibles y, en consecuencia,
la expresión de la función que de�ne un observable cuántico no siempre coincide
con la correspondiente expresión clásica.

Los observables son un ejemplo de funciones de operadores, pero no son los
únicos. Por ejemplo, los operadores que representan las transformaciones de
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translación y rotación en el espacio euclidiano R3 o el operador evolución que
de�ne la dinámica de un sistema cuántico son funciones de los observables que
generan dichas transformaciones.

Se inicia esta sección mostrando que cuando un operador está bien de�nido,
la suma de productos del operador consigo mismo permite de�nir nuevos
operadores que se pueden expresar como polinomios o series de potencias
del operador original. También se consideran operadores que son funciones de
parámetros complejos o reales y se presentan algunas propiedades útiles de los
conmutadores de funciones de operadores.

2.2.1 Funciones de Operadores

Sea Â un operador lineal, con espectro continuo o discreto, de�nido sobre
el espacio de estados E de un sistema. El operador Ân de�nido sobre E
corresponde a n aplicaciones sucesivas del operador, Ân = ÂÂ . . . Â.
Si ∣a′⟩ es ket propio de Â correspondiente al valor propio a′, entonces es también
ket propio de Ân correspondiente al valor propio (a′)n:

Â∣a′⟩ = a′∣a′⟩, Â2∣a′⟩ = Â(Â∣a′⟩) = Â(a′∣a′⟩) = a′Â∣a′⟩ = (a′)2∣a′⟩,

⇒ Ân∣a′⟩ = (a′)n∣a′⟩.

La imagen de ∣a′⟩ bajo la aplicación de Ân es el ket (a′)n∣a′⟩. Como el conjunto
{∣a′⟩} se supone completo, para cualquier valor de n el operador Ân queda bien
de�nido. Para demostrarlo, basta expresar un ket arbitrario como superposición
de los elementos de la base {∣a′⟩} y mostrar que bajo la aplicación de Ân, el
ket imagen está de�nido.

Teniendo en cuenta la última ecuación, el operador de�nido por una serie de
potencias de Â aplicado al estado propio ∣a′⟩ es igual a

∞
∑
k=0

fkÂ
k ∣a′⟩ =

∞
∑
k=0

fka
′k ∣a′⟩ = {

∞
∑
k=0

fka
′k}∣a′⟩,

donde los coe�cientes fk son, en general, números complejos, incluso en el caso
en que los valores propios de Â sean reales.

Ya que los coe�cientes de la serie de operadores son iguales a los de la serie
de valores propios, si la serie del lado derecho converge a F (a′) sobre un
dominio del plano complejo que contiene los valores propios de Â, se dice que
la correspondiente serie de potencias de Â converge al operador F (Â).

Si
∞
∑
k=0

fka
′k = F (a′) ⇒

∞
∑
k=0

fkÂ
k ∣a′⟩ = F (Â), (2.2.1)

de manera que si ∣a′⟩ es ket propio de Â correspondiente al valor propio a′,
también es ket propio de F (Â) correspondiente al valor propio F (a′), donde
el operador F (Â) se obtiene de reemplazar a′ por Â en la función F (a′). Si
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el espectro de Â es discreto, no es necesario exigir la convergencia de (2.2.1)
sobre el campo de los complejos sino en dominios alrededor de cada valor propio.
Hecha esta aclaración, se puede dar una de�nición más general: un operador
F (Â) se puede de�nir como el operador lineal que satisface

F (Â)∣a′⟩ = F (a′)∣a′⟩ (2.2.2)

para todo ∣a′⟩ ket propio de Â. En general, F (a′) es una función compleja de
a′. Si el conjunto ortonormal de kets propios de Â es completo, es su�ciente
que F (a′) esté de�nida sobre un dominio que contenga los valores propios para
que el operador F̂ = F (Â) esté bien de�nido. Si el dominio contiene valores que
no corresponden a valores propios, esto no afecta la de�nición de la función del
operador.

Si en las vecindades de cada uno de los valores propios de Â la función F (a)
es analítica, dicha función admite una expansión en serie de potencias de a en
dicho dominio y, en consecuencia, F (Â) admite la misma expansión en serie de
potencias de Â. En el caso de una expansión en serie de Taylor, los coe�cientes
están de�nidos por

fk =
1

k!

BkF (a)
Bak

∣
a=a′

,

y F (a) = ∑∞k=0 fk(a − a′)k.
Cuando la función es analítica en todo el plano complejo, la expansión en serie
de potencias será la misma para todo valor a′. Por simplicidad, en tal caso, se
suele emplear la expansión en serie alrededor del valor a′ = 0. Como el operador
F (Â) admite la misma expansión, se satisface

F (Â) =
∞
∑
k=0

fkÂ
k, donde fk =

1

k!

BkF (a)
Bk
a

∣
a=0

.

Mientras no se diga lo contrario, se supone que toda función F (A) en (2.2.1)
es analítica en todo el plano complejo, o lo que es lo mismo, es una función
entera. En tales casos se suele hablar de funciones bien comportadas.

Por ejemplo, la función eÂ admite la expansión

eÂ = ∑
n

Ân

n!
= 1̂ + 1

1!
Â + 1

2!
Â2 +⋯ (2.2.3)

y de�ne el operador F̂ = exp(Â) cuyos valores propios son iguales a los valores
de la función F (a′) = exp(a′) en cada valor propio de Â.

El adjunto del operador F (Â) queda de�nido por el correspondiente dual de la
ecuación (2.2.2):

⟨a′∣ (F (Â))� = ⟨a′∣(F (a′))∗. (2.2.4)

Cuando Â es hermítico se satisface: (F (a′))∗ = F ∗(a′) y (F (Â))� = F �(Â)
(ejercicio 8). Si además F̂ = F (Â) es hermítico, se cumple: (F (Â))� = F (Â), y
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en este caso la función F (a′) debe ser una función real de�nida sobre el campo
de los reales.

De manera similar, se puede de�nir una función de un conjunto de operadores
que conmutan entre sí, o de un conjunto de observables compatibles, según

F (Â, B̂, ...)∣a′, b′, ...⟩ = F (a′, b′, ...)∣a′, b′, ...⟩, (2.2.5)

para todo ket propio simultáneo del conjunto de operadores. La función puede
ser completamente general siempre y cuando F (a′, b′, ...) esté de�nida para
todos los posibles conjuntos de valores propios de los operadores.

De la ecuación (2.2.5) se concluye que los kets propios simultáneos de un
conjunto de observables compatibles serán también kets propios de cualquier
otro operador función de los observables del conjunto. Por tanto, en la búsqueda
de un CCOC de un sistema, después de la elección del primer observable,
el segundo no debe ser función exclusiva de primero si se quiere determinar
un CCOC mínimo. Una vez determinado el mínimo número de elementos del
CCOC, cualquier otro observable compatible con ellos será necesariamente una
función de ellos o de alguno de ellos y quedará diagonalizado en la base de kets
propios simultáneos del CCOC, de lo contrario, la base no sería única lo que
implicaría que el conjunto no era completo.

2.2.2 Representaciones

Si el espectro del observable Â es discreto y su conjunto de kets propios es una
base completa, la matriz que representa a un operador F (Â) en esta base es
una matriz diagonal, ya que los kets propios de Â son kets propios de F̂ = F (Â).
Calculando sus elementos matriciales con base en (2.2.2):

⟨ai∣F (Â)∣aj⟩ = ⟨ai∣F (aj)∣aj⟩ = F (aj)δij , (2.2.6)

se comprueba que la matriz que representa a F̂ es diagonal:

F̂ =∶ F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F (a1) 0 0 ⋯
0 F (a2) 0 ⋯
0 0 F (a3) ⋯
⋮ ⋮ ⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.2.7)

Cuando el operador F̂ no queda diagonalizado en una base dada, la matriz F
que lo representa se puede obtener de la matriz A que representa a Â en dicha
base. Esto es,

F = F (A) = ∑
n

fnA
n.

Para demostrarlo, se expresa F̂ en una serie de potencias de Â, y se calculan
sus elementos matriciales. La matriz F (A) es la resultante de la suma de las
matrices 1 + f1A + f2A2 + ⋯ (ejercicio 1). Es claro de esta ecuación que si se
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puede determinar la transformación a la base que diagonaliza A, esta misma
transformación diagonalizará a F .

Cuando el espectro del operador Â es continuo, F (Â) también queda
diagonalizada en la representación inducida por la base de kets propios de
Â, como lo indica su elemento matricial

⟨a′∣F (Â)∣a′′⟩ = ⟨a′∣F (a′)∣a′′⟩ = F (a′)δ(a′ − a′′), (2.2.8)

en este caso, el operador F (Â) queda representado por la función F (a):

F (Â) =∶ F (a). (2.2.9)

2.2.3 Diferenciación

Sea Â un operador función de un parámetro real o complejo t, la diferenciación
de Â respecto a t se de�ne

dÂ(t)
dt

= ĺım
∆t→0

Â(t +∆t) − Â(t)
∆t

.

Su representación matricial será la usual. Esto es, el elemento matricial genérico
de dÂ(t)/dt está dado por

(dÂ(t)
dt
)
ij

= ⟨bi ∣
dÂ(t)
dt
∣ bj⟩ .

Para dos operadores F̂ (t) y Ĝ(t), se satisfacen las reglas usuales de
diferenciación de funciones

d

dt
(F̂ + Ĝ) = dF̂

dt
+ dĜ
dt
, (2.2.10)

d

dt
(F̂ Ĝ) = (dF̂

dt
)Ĝ + F̂(dĜ

dt
) ≠ d

dt
(ĜF̂ ) = (dĜ

dt
)F̂ + Ĝ(dF̂

dt
).

Como se anota con la desigualdad anterior, se debe tener cuidado con la no
conmutatividad de los operadores.

Ejemplo:

Calcular la derivada de F̂ (t) = eÂt, donde Â es independiente de t.

d

dt
eÂt = d

dt

∞
∑
n=0

Ântn

n!
=
∞
∑
n=0

Ân

n!

d

dt
tn =

∞
∑
n=1

Ân

n!
n tn−1,

rede�niendo el índice de la suma: n = n′ + 1, se obtiene
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d

dt
eÂt =

∞
∑
n′=0

Ân′+1

n′!
tn
′
= Â

∞
∑
n′=0

Ân′

n′!
tn
′
= ÂeÂt. (2.2.11)

2.2.4 Conmutadores de funciones de operadores

Si Â y B̂ conmutan, se satisface

[Â, F (B̂)] = 0̂ y [B̂, F (Â)] = 0̂. (2.2.12)

La demostración es inmediata teniendo en cuenta las propiedades de los
conmutadores

[Â, F (B̂)] = [Â, ∑n fnB̂
n] = ∑

n

fn[Â, B̂n] = 0̂, (2.2.13)

de manera similar se demuestra [B̂, F (Â)] = 0̂.

Teniendo en cuenta (2.2.9), se puede mostrar que si dos operadores Â y B̂
conmutan, las funciones de estos operadores también conmutan

[G(Â), F (B̂)] = [F (B̂),G(Â)] = 0̂.

En particular,
eÂeB̂ = eB̂eÂ = eÂ+B̂ . (2.2.14)

Considere ahora dos operadores hermíticos que no conmutan, por ejemplo los
operadores q̂ y p̂ correspondientes a los observables de posición y momentum
(o cantidad de movimiento lineal) de una partícula con un grado de libertad.

Como se verá en el siguiente sección, su conmutador es

[q̂, p̂] = ih̵1̂. (2.2.15)

Para demostrar la igualdad

[q̂, f(p̂)] = ih̵f ′(p̂), (2.2.16)

donde f(a) es una función analítica de la variable a y f ′(a) nota su derivada
en el punto a,1 se emplea la expansión en serie de potencias para la función:

[q̂, f(p̂)] = [q̂,
∞
∑
n=0

fnp̂
n] =

∞
∑
n=0

fn[q̂, p̂n].

1 f ′(p̂) nota la función del operador p̂, a la cual converge la serie de potencias
∑
∞

n=1 fnnp̂
n−1, de igual manera que f ′(a) = df(a)/da es la función de la variable a

a la cual converge la serie de potencias ∑∞n=1 fnnan−1. Por esta razón, algunos autores
notan f ′(p̂) = df(p̂)/dp̂.
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El conmutador se puede calcular por inducción

[q̂, p̂2] = [q̂, p̂]p̂ + p̂[q̂, p̂] = 2 i h̵p̂,

[q̂, p̂3] = [q̂, p̂2p̂] = [q̂, p̂2]p̂ + p̂2[q̂, p̂] = 2 i h̵p̂p̂ + p̂2ih̵ = 3ih̵p̂2,

siguiendo el mismo procedimiento, el enésimo término es

[q̂, p̂n] = ih̵np̂n−1,

por tanto,

[q̂, f(p̂)] = ih̵
∞
∑
n=1

fnnp̂
n−1.

Como la serie ∑∞n=1 fnnxn−1 converge a f ′(x) = df(x)/dx, la serie de operadores
del lado derecho de la anterior ecuación converge a f ′(p̂), demostrando (2.2.16).

De manera similar, se puede demostrar

[p̂, f(q̂)] = −ih̵f ′(q̂). (2.2.17)

Si dos operadores no conmutan, la ecuación (2.2.14) deja de ser válida:

eÂeB̂ ≠ eB̂eÂ, y eÂeB̂ ≠ eÂ+B̂ . (2.2.18)

Esto se puede ver calculando la expansión en serie de potencias a cada lado
de las desigualdades. Ya que los operadores Â y B̂ no conmutan, en el lado
izquierdo de la primera desigualdad siempre resultarán productos de operadores
con Â a la izquierda de B̂, mientras que al lado derecho, Â está a la derecha de
B̂ en todos los productos. Por ejemplo, considerando la segunda desigualdad,
el término de segundo grado de la expansión en serie de potencias del lado
derecho es: (1/2)(Â+ B̂)2 = (1/2)(Â+ B̂)(Â+ B̂) = (1/2)(Â2 + ÂB̂ + B̂Â+ B̂2),
mientras que el término de segundo grado resultante del producto de las series
de potencias al lado izquierdo es: (1/2)(Â2 + 2ÂB̂ + B̂2), que claramente es
diferente del anterior, demostrando que las dos series no son iguales.

Sin embargo, si los operadores conmutan con su conmutador: [Â, [Â, B̂]] =
[B̂, [Â, B̂]] = 0̂, como es el caso de los operadores q̂ y p̂, se puede demostrar
que 2

eÂeB̂ = eÂ+B̂e1/2[Â,B̂]. (2.2.19)

Las componentes cartesianas de los vectores posición de las partículas
del sistema y los momenta canónicamente conjugados son considerados los
observables fundamentales de un sistema cuántico. Los operadores hermíticos
que caracterizan estos observables se denominan operadores de posición y de
momentum. Operadores que representan otros observables del sistema, como la

2 Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol.1, complemento B II, p. 174.
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energía cinética, la energía potencial, los momentos angulares, etc. se pueden
expresar como funciones de estos operadores fundamentales, de forma análoga
a los correspondientes observables clásicos, los cuales deben ser hermíticos ya
que representan observables. Estos aspectos se analizarán en detalle en las
siguientes secciones cuando se estudien las representaciones de coordenadas y
momentum.

Lecturas Recomendadas

1. Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. 1, complemento B II, secciones 4 y 5.

Ejercicios

1. Suponga que el espectro de Â es discreto. Muestre que la representación
matricial de F (Â) = eÂ en la base de kets propios de Â se puede expresar
como la serie de potencias:

F ≡ eA = 1 + 1

1!
A + 1

2!
A2 + ...

y encuentre la matriz resultante.

2. ¾Bajo qué condiciones es válida la siguiente igualdad? Justi�que.

⟨bi∣
dÂ(t)
dt
∣bj⟩ =

d

dt
⟨bi∣Â(t)∣bj⟩ =

dAij(t)
dt

3. Demuestre3 que si [Â, [Â, B̂]] = 0̂ y [B̂, [Â, B̂]] = 0̂, entonces [Â, F (B̂)] =
[Â, B̂]F̂ ′(B̂), donde F ′(x) = BF (x)/Bx.

4. Calcule la derivada total respecto al tiempo de la función eÂteB̂t. ¾Bajo qué
condiciones se cumple que su derivada es igual a (Â + B̂)eÂteBt?

5. Demuestre que si Â y B̂ satisfacen las relaciones de conmutación del ejercicio
3, entonces satisfacen la ecuación (2.2.19).

6. Para el caso de funciones polinomiales, demuestre que la suma o el producto
de dos funciones de un operador es otra función del operador y que una
función de una función de un operador también es función de dicho operador.

7. Justi�que la a�rmación: todo operador (diferente de un operador constante)
que conmute con todos y cada uno de los observables de un CCOC es función
de al menos uno de los observables del CCOC.

8. Demuestre que si Â es un observable, entonces

(F (a′))∗ = F ∗(a′) y (F (Â))� = F ∗(Â).
3 Consultar referencia en pie de página 2.
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9. Considere un sistema de dos grados de libertad para el cual {Â, B̂} es un
CCOC y F (Â) = cÂ2 es otro observable del sistema. Suponga que el espectro
de Â coincide con los reales (tiene tanto valores negativos como positivos).
¾Es degenerado el espectro de F (Â)? Justi�que. Demuestre que {F (Â), B̂}
no de�ne un CCOC. Justi�que.

2.3 Representación de coordenadas

Se denomina representación de coordenadas a la representación inducida por
la base continua e in�nita de kets propios simultáneos de los operadores
que describen las componentes cartesianas de posición de las partículas que
constituyen un sistema cuántico.

Esta representación conduce a la denominada mecánica cuántica ondulatoria
de Schrödinger, en la cual los estados quedan representados por funciones de
onda y los observables por operadores diferenciales lineales de�nidos sobre el
espacio de funciones de onda.

En esta representación, el problema de valores propios de un observable, o la
diagonalización del operador que lo representa, se traduce en el problema de
solucionar una ecuación diferencial parcial lineal (en general, de 3N variables
si el sistema está constituido por N partículas) para las funciones de onda que
representan los kets propios del observable, denominadas también funciones
propias del observable.

Cabría entonces la pregunta ¾está completamente de�nido el estado del sistema
por una función de onda o superposiciones de funciones de onda? La respuesta
es a�rmativa. En realidad, la representación de coordenadas se puede mirar
como la representación en la base del CCOC de�nido por los operadores
posición de las partículas del sistema, sin importar que dicho conjunto no sea
mínimo o que en dicho conjunto no se encuentren observables como la energía,
el momento angular, etc.

En la sección 2.3.1 se inicia el estudio de la representación de coordenadas con
la representación de los kets de un sistema de una partícula con un grado de
libertad y luego se generaliza a tres grados de libertad. En esta misma sección
se estudia la interpretación física del módulo al cuadrado de la función de
onda que representa el estado de una partícula. En la sección 2.3.2 se de�ne
el espacio de funciones de onda de una partícula, el producto interior y las
relaciones de ortogonalidad y completez de bases discretas y continuas, que
permiten expresar las funciones de onda que caracterizan los estados de un
sistema cuántico como superposiciones de los elementos de la base, acorde con
el principio de superposición cuántico.

Para determinar la representación de un operador arbitrario, función de los
operadores fundamentales de posición y momentum, es necesario determinar
primero la representación en coordenadas de estos operadores fundamentales.

En esta dirección, siguiendo a Sakurai (1994) o Messiah (1975), en la sección
2.3.3 se de�ne el operador de translación de coordenadas para un sistema de una
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partícula y, a partir de sus propiedades de grupo, se determina la representación
de los operadores que caracterizan las componentes cartesianas del momentum
lineal, que de�nen los generadores del grupo de translaciones. En la sección 2.3.4
se formula el problema de valores propios de un operador en representación de
coordenadas.

2.3.1 Funciones de onda

Cuando un sistema posee un grado de libertad, como una partícula (electrón,
protón, etc.) con un grado de libertad translacional en presencia de un campo
de fuerzas (sin grados de libertad internos como el espín), basta un observable
para de�nir un CCOC, el cual puede ser el operador posición de la partícula.
Ya que en principio la partícula debe poder ser localizada en cualquier lugar
del espacio de coordenadas Rx, el espectro del operador posición coincide con
los números reales.

De acuerdo con (2.1.1), la ecuación de valores propios para el operador posición
se puede expresar

x̂∣x′⟩ = x′∣x′⟩ para todo x′ ∈Rx,

donde los kets propios satisfacen la relación de completez (2.1.8),

1̂ = ∫
∞

∞
dx∣x⟩⟨x∣,

y de ortonormalidad (2.1.7),

⟨x′∣x′′⟩ = δ(x′ − x′′), para x′, x′′ ∈Rx.

Según (2.1.9), en la representación de coordenadas {∣x⟩} cualquier ket de
E queda representado por una función compleja, o función de onda Ψ(x),
de�nida sobre el espacio de coordenadas Rx. A su vez, el conjunto de estas
funciones de�ne el denominado espacio de funciones de onda F(Rx) asociado
a la partícula:

∣α⟩ =∶ Ψα(x), x ∈ Rx, Ψ ∈ F(Rx). (2.3.1)

La forma funcional explícita de Ψα(x) dependerá del ket ∣α⟩ considerado.

Interpretación física del módulo al cuadrado de la función de onda

Para sistemas de un grado de libertad, cuando el ket de estado normalizado se
representa como una superposición de la base de kets propios de un observable
de espectro discreto, los cuadrados de la norma de los coe�cientes de la
superposición de�nen la distribución de los posibles valores que puede tomar
el observable (o la distribución de los estados propios en la superposición que
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de�ne el ket estado), la cual debe coincidir con la distribución estadística de
los valores medidos para el observable.

De manera análoga, cuando el ket de estado ∣α⟩ de una partícula con un grado
de libertad se expresa como una superposición de kets propios del operador
posición

∣α⟩ = 1̂∣α⟩ = ∫ dx′⟨x′∣α⟩∣x′⟩ = ∫ dx′Ψα(x′)∣x′⟩, (2.3.2)

el valor de ∣ψα(x)∣2 calculado en x = x′ de�ne el peso del ket ∣x′⟩ en la
superposición. Por lo tanto, ∣Ψα(x)∣2 de�ne la función de distribución de valores
de posición cuando la partícula se encuentra en el estado ∣α⟩, o lo que es lo
mismo, ∣Ψα(x)∣2 de�ne la función de distribución de kets propios de posición en
la superposición que de�ne el estado ∣α⟩. Un ejemplo de función de distribución
de valores o estados propios de posición se muestra en la �gura 2.1.

Cuando el espectro del observable es discreto, después de una medición
del observable, el estado en que queda la partícula es un estado propio
correspondiente al valor propio medido. Si antes de la medición el estado de la
partícula es ∣α⟩, después del proceso de medición es ∣α′⟩ = P̂ai ∣ai⟩,

∣α⟩ medición de Â−−−−−−−−−−−−−−−−→∣α′⟩ = P̂ai ∣ai⟩ valor medido: ai,

donde P̂ai es el operador proyección sobre el subespacio asociado al valor propio
ai.

Cuando el espectro del observable es continuo, se podría suponer una medición
ideal en la que fuera posible determinar un único valor propio x′. En tal caso,
el estado del sistema después de la medición estaría descrito por el ket propio
correspondiente ∣x′⟩. Sin embargo, en la práctica,1 el resultado de la medición
del observable de posición no puede arrojar un único valor, pues por pequeña
o in�nitesimal que sea la indeterminación en los valores de la posición de la
partícula, el rango de valores medidos contiene un conjunto in�nito de valores
propios del observable,2 entonces, no es posible preparar un sistema en un
estado de posición correspondiente a un valor propio x′ perfectamente de�nido.
De hecho, como el ket ∣x′⟩ no posee norma �nita, no pertenece al espacio de
Hilbert asociado al sistema y, en consecuencia, no puede caracterizar un estado
cuántico.
1 Aun en el caso ideal en que la dispersión experimental se considera nula, la

indeterminación introducida por la alteración inevitable del estado del sistema, debido
a la interacción de la partícula con el sistema de medición, no puede ser despreciada por
pequeña que sea. La mínima indeterminación (o incertidumbre) en la posición para un
estado dado debe satisfacer el principio de incertidumbre de Heisenberg que se estudia
en la sección 3.5.2. Siguiendo a Dirac, se puede decir que mientras un valor propio de
un observable de espectro discreto posee medida nula (es un punto aislado sobre la
recta real), un valor propio de un observable de espectro continuo posee medida no nula
(ningún valor propio de�ne un punto aislado sobre la recta real).

2 Se supone que la medición del observable de posición no destruye el sistema. Este proceso
de medición es la preparación de un estado con una distribución de valores de posición
en un rango de�nido por colimadores similares a los empleados en el experimento de
Stern-Gerlach para de�nir la componente z de la posición inicial de los átomos de plata
que entran a interactuar con el gradiente de campo magnético.
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Si ∣α⟩ es el estado de la partícula y [x′, x′ + dx′] es el rango de valores medidos
para la posición, después de la medición la partícula queda en el estado

P̂dx′ ∣α⟩ = ∫
x′+dx′

x′
dx′′⟨x′′∣α⟩∣x′′⟩ = ∫

x′+dx′

x′
dx′′Ψα(x′′)∣x′′⟩,

donde P̂dx′ es el operador proyección sobre el subespacio de kets de�nido por
los kets propios correspondientes a los valores propios medidos y está dado por

P̂dx′ = ∫
x′+dx′

x′
dx′′∣x′′⟩⟨x′′∣.

Entonces, el proceso de medición de x̂ se puede expresar

∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨα(x)∣x⟩

medición de x̂−−−−−−−−−−−−−−−−→ valores medidos: [x′, x′ + dx′]

∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨα(x)∣x⟩ −−−−−−−−−−−−−−−−→∣α′⟩ = P̂dx′ ∣α⟩ = ∫

x′+dx′

x′
dx′′Ψα(x′′)∣x′′⟩,

(2.3.3)

donde la cantidad in�nitesimal dx′ de�ne el ancho de la distribución de los
valores propios medidos.

Ya que los estados de la partícula antes y después del proceso de medición están
representados por las funciones de onda ∣α⟩ =∶ Ψα(x)y ∣α′⟩ =∶ Ψα′(x), y puesto
que después de la medición la función de onda es no nula fundamentalmente en
la región in�nitesimal dx′, se dice que como resultado del proceso de medición
de x̂ ocurre una reducción de la función de onda (lo denominan también colapso
de la función de onda). A esta reducción se le puede dar el mismo signi�cado al
estudiado en el caso de medición de observables de espectro discreto. En efecto,
el estado �nal del sistema después de la medición de un observable es igual a la
proyección del estado inicial sobre el subespacio asociado al valor propio (en el
caso discreto), o al conjunto continuo de valores propios (en el caso continuo),
que se obtiene como resultado de la medición. Sin embargo, como se discutió
en el caso discreto, aunque la medición cambia el estado del sistema de manera
que la orientación en el espacio de kets del estado �nal es diferente de la del
inicial, ambos estados de�nen subespacios unidimensionales.

Cuando el estado ∣α⟩ en que se encuentra la partícula está normalizado, el
postulado de probabilidad para el caso discreto a�rma que la probabilidad de
obtener el valor propio ai es igual al módulo al cuadrado de la proyección del
ket de estado sobre el subespacio asociado al valor propio medido. En el caso
de observables de espectro continuo, como la posición, lo que tiene signi�cado
es la probabilidad de localizar la partícula en una región dx′ del espacio (un
elemento de volumen de Rx) alrededor de algún valor propio x′:

Pdx′ = ∥P̂dx′ ∣α⟩∥
2 = ∫

x′+dx′

x′
Ψα(x)Ψ∗α(x)dx = ∫

x′+dx′

x′
∣Ψα(x)∣2 dx

= probabilidad de localizar la partícula en la región [x′, x′ + dx′].
(2.3.4a)
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Suponiendo que la función de onda es prácticamente constante en el intervalo
de integración, dicha probabilidad se puede expresar

Pdx′ = ∣Ψα(x′)∣2 dx′. (2.3.4a)

Como dx′ tiene dimensiones de longitud y la probabilidad es una cantidad
adimensional, el módulo al cuadrado de la función de onda debe tener
dimensiones de inverso de longitud. Por esta razón, el módulo al cuadrado
de la función de onda calculada en x′,

Px′ = ∣Ψα(x)∣2 ∣
x=x′
= ∣Ψα(x′)∣2 , (2.3.5)

se interpreta como la densidad de probabilidad (en este caso densidad lineal)
de localizar la partícula en x = x′, o la densidad de probabilidad de obtener
para el observable x̂ el valor propio x′.

En consecuencia, la función de onda Ψα(x) = ⟨x∣α⟩ calculada en x′ se interpreta
como la amplitud de densidad de probabilidad de localizar la partícula en el
punto x′ del espacio, o de obtener el valor propio de posición x′. En general, a
∣Ψα(x)∣2 se le denomina simplemente densidad de probabilidad cuando se está
trabajando exclusivamente en representación de coordenadas. Si se emplea otra
representación continua, como la base de kets propios de momentum, el módulo
al cuadrado de la función de onda de�ne la función de distribución de valores
propios de momentum y, a la vez, la densidad de probabilidad de obtener los
posibles valores de momentum en un proceso de medición de este observable.

x3x2x1 x´
x

0.10.1

| ψα(x)
2

Figura 2.1 Función de distribución de valores
propios de posición para una partícula en el estado
Ψα(x).

De la grá�ca de la función de distribución de valores propios de posición
se puede observar directamente en qué regiones del espacio es más probable
localizar la partícula si se hiciera una medición de x̂. Por ejemplo, si la partícula
se encuentra en un estado cuya función de distribución de valores de posición
está dada por la �gura 2.1, las regiones donde es más probable localizar la
partícula se encuentran alrededor de los máximos de la función de distribución,
esto es, alrededor de los valores propios x1, x2 y x3. Sin embargo, en una
medición de la posición será más probable localizar la partícula alrededor de
x3 y no de x2 o x1, pues el módulo de la función de onda es mayor alrededor



132 CAPÍTULO 2. REPRESENTACIONES CONTINUAS

de x3. Por el contrario, las regiones alrededor de los mínimos de la función
de distribución corresponden a regiones donde la probabilidad de localizar la
partícula es muy pequeña o nula.

De acuerdo con (2.1.10), el cuadrado de la norma de la función de onda en
representación de coordenadas está dado por el producto interior

⟨α∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dx′Ψ∗α(x′)Ψα(x′),

y debe ser igual a la unidad si el estado está normalizado

∫
∞

−∞
dx′Ψ∗α(x′)Ψα(x′) = ∫

∞

−∞
dx′ ∣Ψα(x′)∣2 = 1. (2.3.6)

Esta ecuación se conoce como la condición de normalización de la función de
onda que representa el estado de la partícula. Note que la integral de�ne el área
bajo la curva de la función de distribución, la cual debe ser igual a la unidad,
y a la vez de�ne la suma de las probabilidades de localizar la partícula en
cualquier región del espacio. Es claro que esta suma debe ser igual a la unidad,
pues la partícula debe encontrarse en alguna región del espacio.

Cuando la partícula se encuentra en el estado cuya función de distribución es el
de la �gura 2.1, el área bajo la curva en el intervalo in�nitesimal dx′, señalado
en la �gura alrededor de x′, de�ne la probabilidad de localizar la partícula en
dicha región in�nitesimal de acuerdo con (2.3.4). Similarmente, el área bajo la
curva en el intervalo [x2, x3], sombreada en la �gura 2.1, de�ne la probabilidad
de localizar la partícula en cualquier región dentro de dicho intervalo y es igual
a

P [x2,x3] = ∫
x3

x2

∣Ψα(x)∣2 dx.

Como ya se discutió, debido a que experimentalmente la suma de las
probabilidades de localizar la partícula en cada región in�nitesimal del espacio
es �nita y no nula, se concluye que la norma de la función de onda que representa
un estado cuántico debe ser �nita, no nula y de�nidamente positiva:

0 < ∫
∞

−∞
dx′Ψ∗α(x′)Ψα(x′) = ∫

∞

−∞
dx′ ∣Ψα(x′)∣2 < ∞. (2.3.7)

Se dice también que la función de onda que representa un estado cuántico debe
ser cuadráticamente integrable, pues la integral sobre todo el espacio de su
módulo al cuadrado debe ser �nita. Que una función de onda satisfaga (2.3.7)
es equivalente a la condición de que todo ket de estado ∣α⟩ debe ser de norma
�nita, no nula y de�nidamente positiva.

Toda función de onda continua, univaluada, acotada superior e inferiormente
y que tienda a cero para x → ±∞ satisface la condición (2.3.7). Note que no
basta con que sea continua, univaluada y acotada para que su norma sea �nita.
Un ejemplo es la función de onda descrita en la �gura 2.2(a). Esta función
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está de�nida para todo valor x, es continua, univaluada y acotada superior e
inferiormente, pero no tiende a cero para x → −∞, pues el comportamiento
oscilatorio se extiende a todos los valores negativos de x. En consecuencia, su
norma no es �nita, ya que el área bajo la curva de la correspondiente función
de distribución es in�nita. Otro ejemplo se ilustra en la �gura 2.2(b). Esta
función es continua y univaluada, pero no es acotada superiormente. De hecho,
la función de onda tiende rápidamente a in�nito para x→∞ y, en consecuencia,
su norma no es �nita. Estas funciones de onda no pueden representar estados
cuánticos.

x

ψ(x)

Cota superior

Cota inferior

(a)

x

ψ(x)

(b)

Figura 2.2 Ejemplo de funciones de onda que no
satisfacen todas las condiciones para representar
un estado cuántico.

Por el contrario, la función de onda de la �gura 2.3, o la que conduce a la
función de distribución de la �gura 2.1, satisface todos los requerimientos para
representar un estado cuántico. Está de�nida para todo valor de x, es continua,
univaluada, acotada y posee norma �nita.

x

ψ(x)

Cota superior

Cota inferior

Figura 2.3 Segundo estado excitado del oscilador
armónico unidimensional (sección 3.8).

El hecho de exigir que la función que representa un estado cuántico deba estar
de�nida para todo x y ser univaluada y continua está directamente relacionado
con la interpretación de densidad de probabilidad para el módulo al cuadrado de
la función de onda. En efecto, no tiene sentido que la probabilidad de localizar
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la partícula en una región in�nitesimal dx′ no esté de�nida; si la partícula no
puede ocupar determinadas regiones del espacio, el valor de la función de onda
en dichas regiones debe ser nulo (estar de�nida), e indica que la probabilidad
de localizar la partícula en esas regiones es nula. Igualmente, no tiene sentido
que la densidad de probabilidad tenga dos valores diferentes para un mismo
valor propio x′ (univaluada con respecto a x) ni que cambie bruscamente entre
regiones in�nitesimalmente vecinas (continuidad). En mecánica cuántica no
relativista no es posible la creación o destrucción de partículas.

Las anteriores condiciones se tienen en cuenta de manera global, exigiendo que
la función de onda esté de�nida para todo valor de x, sea continua, univaluada y
de norma �nita no nula (o cuadráticamente integrable), si ella ha de representar
un estado cuántico.

Cuando se discutió el principio de superposición de la mecánica cuántica no
relativista en el capítulo 1, se vio que lo que interesa de un ket para que
caracterice un estado cuántico es su orientación en E y no su norma, mientras
sea �nita. De igual manera, cuando un estado se describe por medio de una
función de onda, lo que determina el estado es su orientación en el espacio de
funciones de onda y no su norma. En otras palabras, la amplitud de una función
de onda es una cantidad que no tiene signi�cado físico en mecánica cuántica
no relativista.

De otra parte, en analogía con la de�nición de traza de una matriz, la traza
de un operador en representación de coordenadas queda de�nida por la suma
continua de los elementos matriciales diagonales. Esto es,

TrÂ = ∫
∞

−∞
dx′⟨x′∣Â∣x′⟩ = ∫

∞

−∞
dx′A(x′, x′),

Función de onda asociada al ket propio ∣x′⟩
La representación de coordenadas de un ket propio de posición correspondiente
a un valor propio arbitrario x′ es

Ψx′(x) = ⟨x∣x′⟩ = δ(x − x′), para todovalor dex ∈Rx

El cuadrado de su norma es nula en todo el espacio exceptuando el punto x = x′
en el cual es in�nita. Aunque esta función de onda no puede describir un posible
estado cuántico, por no pertenecer al espacio de Hilbert asociado al sistema (no
tiene norma �nita), tanto δ(x − x′) como ∣x′⟩ se interpretan como un estado3

para el cual la partícula se encuentra perfectamente localizada en el punto x′.
En otras palabras, es un estado ideal para el cual la dispersión teórica de los
valores de posición es nula. Se podría considerar que este concepto de estado
es análogo al concepto mismo de partícula, la cual se representa teóricamente
por un punto de dimensión nula aunque en realidad su dimensión sea diferente

3 Debido a que el empleo de la palabra estado para los kets o funciones propias de
observables de espectro continuo es tan común, en este texto se escribe en itálica para
recordar al lector que no es un estado cuántico real.
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de cero. Se volverá a este concepto de estado cuando se estudie la ecuación de
valores propios de energía para una partícula libre (sección 3.4).

Generalización a tres grados de libertad

Cada uno de los tres observables de�nidos por las componentes cartesianas xi
del vector posición de una partícula queda de�nido por un operador hermítico
x̂i. Estos tres operadores se notarán de manera compacta r̂ ∶ r̂ = ∑i x̂iei, donde
ei es el vector unitario de R3 asociado a la i-ésima coordenada cartesiana.

Los observables x̂1, x̂2 y x̂3 son compatibles,

[x̂i, x̂j] = 0̂ para i, j = 1,2,3, (2.3.8)

y a cada posible tripla de valores propios (x′1, x
′
2, x

′
3) le corresponde, salvo

un factor de fase arbitrario, un único ket propio simultáneo ∣x′1, x′2, x′3⟩. En
consecuencia, los operadores posición {x̂1, x̂2, x̂3} de�nen un CCOC para la
partícula y sus kets propios simultáneos de�nen una base completa del espacio
de kets asociado a la partícula. Notando los kets propios de los observables
según ∣r⟩ =∣x1, x2, x3⟩, las ecuaciones de valores propios de los observables del
conjunto son

x̂i∣r′⟩ = x′i∣r′⟩, −∞ < x′i < ∞, i = 1,2,3 (2.3.9)

o de manera compacta

r̂∣r′⟩ = r′∣r′⟩, r ∈R3. (2.3.10)

La relación de completez de los elementos de la base es

1̂ = ∫
∞

−∞
dx1 ∫

∞

−∞
dx2 ∫

∞

−∞
dx3∣x3, x2, x1⟩⟨x1, x2, x3∣

y se escribirá

1̂ = ∫
∞

−∞
dr∣r⟩⟨r∣, (2.3.11)

donde dr es el elemento de volumen de R3
x, que en coordenadas cartesianas es

dr = dx1dx2dx3.
La condición de ortonormalidad queda expresada por

⟨r∣r′⟩ = δ(r − r′) ≡ δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2)δ(x3 − x′3), (2.3.12)

indicando que la norma de los kets no es �nita y que los kets propios de
cada uno de los observables x′i correspondientes a valores propios distintos
son ortogonales.
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Aplicando la relación de completez, cualquier ket ∣α⟩ se puede expresar como
una combinación lineal de los elementos de la base

∣α⟩ = 1̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dr⟨r∣α⟩∣r⟩ = ∫

∞

−∞
drΨα(r)∣r⟩.

El conjunto continuo de los coe�cientes de�ne la función de onda que representa
el ket ∣α⟩ ∶

Ψα(x1, x2, x3) = Ψα(r) ≡ {⟨r∣α⟩,∀r ∈R3
x}. (2.3.13)

La función de onda Ψα(r) es una aplicación de R3
x en C.

El conjunto de todas las funciones que representan los kets de E de�ne el
espacio de funciones de onda F(R3

x) asociado a la partícula y el subespacio
de�nido por todos los elementos de norma �nita de�ne el espacio de Hilbert
asociado a la partícula.

Similarmente al caso unidimensional, la probabilidad de localizar la partícula
en un volumen in�nitesimal de R3

x alrededor de r = r′ está dada por

Pdr′ = ∥P̂dr ∣α⟩∥
2 = ∫

r′+dr′

r′
drΨα(r)Ψ∗α(r) = ∫

r′+dr′

r′
∣Ψα(r)∣2 dr,

Como dr′ es un elemento de volumen in�nitesimal alrededor del punto r′, se
puede considerar que el integrando es constante e igual a ∣Ψα(r′)∣2 . Entonces,

Pdr′ = ∣Ψα(r′)∣2 dr′.

P̂dr′ es el operador de proyección ortogonal sobre el subespacio asociado al
conjunto de triplas de valores propios [r′,r′ + dr′], o lo que es lo mismo, a las
triplas de valores propios contenidas en el elemento de volumen dr′ alrededor
del punto r′

P̂dr′ = ∫
r′+dr′

r′
dr∣r⟩⟨r∣.

Si la partícula se encuentra en el estado Ψα(r), su módulo al cuadrado,
∣Ψα(r)∣2 , de�ne la función de distribución de triplas de valores propios de
posición r ≡ {x1, x2, x3} y su valor en cada punto r se interpreta como la
densidad de probabilidad (probabilidad por unidad de volumen) de localizar
la partícula en dicha posición o de obtener como resultado de la medición del
CCOC {x̂1, x̂2, x̂3} la tripla de valores propios r ≡ {x1, x2, x3}.

2.3.2 Espacio de funciones de onda F(R3
x)

El conjunto completo de kets propios de un observable de�ne una base
ortonormal del espacio de kets E , de manera que cualquier ket de estado se
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puede expresar como una superposición de los kets de la base. Es de esperar
entonces que en el espacio de funciones de onda F(R3

x) también se puedan
de�nir bases discretas o continuas asociadas a conjuntos completos de funciones
propias de observables de la partícula. Se verá enseguida cómo una base discreta
o continua del espacio de kets de la partícula induce una base discreta o continua
en su espacio de funciones de onda.

Base discreta en F(R3
x)

Sea E el espacio de kets generado por el conjunto completo {∣vi⟩} de kets
propios de un observable de espectro discreto. En general, pueden ser kets
propios simultáneos de un CCOC en el cual todos los observables poseen
espectro discreto, cuyos kets propios simultáneos se enumeran mediante un
único índice i. Las relaciones de completez y de ortonormalidad de esta base
son

1̂ = ∑
i

∣vi⟩⟨vi∣,

y
⟨vi∣vj⟩ = δij .

La representación en coordenadas de cada uno de los elementos de la base {∣vi⟩}
de E induce una base discreta de funciones de onda {φi(r)} en F(R3

x), la cual
es completa y ortonormal:

E F(R3
x)

∣vi⟩←−
producto interior−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ φi(r), (2.3.14)

donde φi(r) = φi(x1, x2, x3) = {⟨r∣vi⟩,∀r ∈R3
x}.

Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base {φi(r)} se obtienen
directamente de la representación de coordenadas de las correspondientes
relaciones para la base {∣vi⟩}.
Analizando primero la relación de completez

⟨r∣1̂∣r′⟩ = δ(r − r′) = ∑
i

⟨r∣vi⟩⟨vi∣r′⟩ = ∑
i

φi(r)φ∗i (r′).

Entonces, δ(r − r′) = ∑
i

φi(r)φ∗i (r′), (2.3.15)

de�ne la relación de completez de los elementos de una base discreta de F(R3
x)

a través de los elementos matriciales del operador identidad. Note que (2.3.15)
de�ne el elemento matricial genérico del operador identidad como una suma de
los elementos matriciales genéricos de los operadores proyección y, por tanto,
no de�ne las representaciones de dichos operadores. En otras palabras, (2.3.15)
es el kernel de la transformación integral que de�ne el operador identidad, el
cual permite descomponer la función de onda que describe el estado como una
superposición de las funciones de la base.
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Para la relación de ortonormalidad, se obtiene

⟨vi∣vj⟩ = ⟨vi∣1̂∣vj⟩ = ∫
∞

−∞
dr⟨vi∣r⟩⟨r∣vj⟩ = ∫

∞

−∞
drφ∗i (r)φj(r) = δij ,

∫
∞

−∞
drφ∗i (r)φj(r) = δij . (2.3.16)

La integral de�ne el producto interior de la i-ésima función de la base dual
{φ∗i (r)} con la j-ésima función de la base {φj(r)}. Para i diferente de j la
integral es nula, indicando que las funciones de la base {φi(r)} son ortogonales.
Para i igual a j, la integral de�ne el cuadrado de la norma de la j-ésima función
de base. La integral es igual a la unidad, indicando que las funciones de la base
están normalizadas.

De la misma manera en que cualquier ket ∣α⟩ se puede expresar como una
combinación lineal de los elementos de la base de E ,

∣α⟩ = ∑
k

ck(α)∣vk⟩, ck(α) = ⟨vk ∣α⟩, (2.3.17)

cualquier función de onda de F(R3
x) se puede expresar como una combinación

lineal de los elementos de la base

Ψα(r) = ∑
k

ck(α)φk(r), (2.3.18a)

donde
ck(α) = ∫

∞

−∞
drφ∗k(r)Ψα(r). (2.3.18b)

Para demostrarlo, se emplea la relación de completez de la base {φi(r)} dada
por (2.3.15):

Ψα(r) = ∫
∞

−∞
dr′δ(r′ − r)Ψα(r′) = ∫

∞

−∞
dr′∑

i

φi(r)φ∗i (r′)Ψα(r′)

Ψα(r) = ∑
i

φi(r)∫
∞

−∞
dr′φ∗i (r′)Ψα(r′),

la integral al lado derecho es el número complejo ci(α) que de�ne el producto
interior entre un elemento de la base dual y la función de onda según (2.3.18b).
Al reemplazar la integral por ci(α), se obtiene la ecuación (2.3.18a). Una forma
directa de obtener estas ecuaciones es representar en coordenadas las ecuaciones
(2.3.17).

Los coe�cientes (2.3.18b) de�nen las proyecciones de la función de onda que
representa a ∣α⟩ en la dirección de cada una de las funciones de la base. El
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cuadrado de su valor absoluto,

P∣vk⟩ = ∣ck(α)∣
2 = ∣∫

∞

−∞
drφ∗k(r)Ψα(r)∣

2

, (2.3.18c)

de�ne la probabilidad de que la partícula en el estado Ψα(r) pueda quedar en
el estado φk(r) al realizar una medición de los observables del CCOC del cual
φk(r) es una función propia simultánea.

Base continua en F(R3
x)

Sea {∣ξ′⟩} una base continua ortonormal completa del espacio E de la partícula,
de�nida por el conjunto completo de kets propios de un observable ξ̂ de espectro
continuo. Como en el caso anterior, la representación de coordenadas de esta
base induce una base continua en F(R3

x) ∶

E F(R3
x)

∣ξ′⟩
producto interior

←ÐÐÐÐÐÐÐÐ→ φξ′(r), (2.3.19)

donde φξ′(r) ≡ φξ′(x1, x2, x3), para ξ′ �jo, es la función de onda que representa
un ket propio de ξ̂ correspondiente al valor propio ξ′.

Las relaciones de completez y ortonormalidad de los elementos de la base
continua {φξ′(r)} se obtienen de la representación en coordenadas de las
ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8).

De (2.1.8) se obtiene la relación de completez de la base {φ′ξ(r)}:

δ(r − r′) = ∫
∞

−∞
dξ′φξ′(r)φ∗ξ′(r′), (2.3.20)

que, como en el caso de una base discreta, no de�ne la relación entre las
representaciones del operador identidad y los operadores proyección, sino la
igualdad entre el elemento matricial genérico del operador identidad y la suma
de los elementos matriciales de los operadores proyección en la dirección de
cada uno de los elementos de la base continua {φξ′(r)}.
Con base en la ecuación (2.1.7), se obtiene la relación de ortonormalidad :

∫
∞

−∞
drφ∗ξ(r)φξ′(r) = δ(ξ − ξ′), (2.3.21)

que no es otra cosa que el producto interior entre funciones de la base dual y de
la base de F(R3

x), el cual debe ser nulo para funciones propias correspondientes
a valores propios diferentes ξ ≠ ξ′, e in�nito cuando ξ = ξ′, indicando que la
norma de las funciones de la base es in�nita, pues es una base continua.

Cualquier elemento de F(R3
x) se puede expresar como una superposición lineal

de los elementos de la base

Ψα(r) = ∫
∞

−∞
dξ′C(ξ′;α)φξ′(r), (2.3.22a)
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donde

C(ξ′;α) = ∫
∞

−∞
drφ∗ξ′(r)Ψα(r) (2.3.22b)

de�ne la proyección de la función de onda en la dirección de φξ′(r). El lector
puede probar que las dos últimas ecuaciones son simplemente la representación
en coordenadas de (2.1.2).

2.3.3 Operador de translación - conmutadores
fundamentales

En analogía con la mecánica clásica, los operadores de posición y de momentum
de una partícula se consideran sus observables fundamentales. Cualquier
otro observable queda representado por un operador que es función de
los observables fundamentales. Para poder determinar la representación de
coordenadas de cualquier otro observable de la partícula, como su energía,
su momento angular, etc., es necesario determinar la representación de
coordenadas de los operadores de posición y momentum. Siguiendo a Sakurai,4

se de�nirá la representación de los observables fundamentales a partir de las
propiedades de grupo de los operadores de translación de coordenadas.

Ya que el dominio de los valores propios de los operadores posición de una
partícula con tres grados de libertad translacionales es R3

x, la translación
in�nitesimal r → r + dr de�nida sobre el espacio de coordenadas debe estar
representada por un operador T̂ (dr) que satisfaga

T̂ (dr)∣r⟩ =∣r + dr⟩, (2.3.23a)

de manera que si ∣r⟩ es el ket propio simultáneo de las componentes cartesianas
de posición correspondiente al conjunto de valores propios r, la imagen de
este ket bajo la transformación de�nida por T̂ (dr) debe ser el ket propio
simultáneo ∣r+dr⟩ correspondiente al nuevo conjunto de valores propios r+dr.
En otras palabras, la transformación se de�ne a través de su aplicación sobre
los elementos de la base que induce la representación de coordenadas.

En la interpretación activa de la transformación, la imagen de un estado ∣α⟩ bajo
la aplicación del operador de translación es ∣α′⟩ = T̂ �(dr)∣α⟩, y su representación
en coordenadas es

Ψα′(r) = ⟨r∣α′⟩ = ∫
∞

−∞
dr′⟨r∣T̂ �(dr)∣r′⟩⟨r′∣α⟩ = ∫

∞

−∞
dr′⟨r + dr∣r′⟩Ψα(r′)

= ∫
∞

−∞
dr′δ(r + dr − r′)Ψα(r′) = Ψα(r + dr),

donde se ha empleado la relación dual correspondiente a (2.3.23a). Como era de
esperar, la anterior ecuación muestra que la función de onda imagen bajo esta

4 Sakurai, 1994, sección 1.6, pp. 45-51.
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transformación es igual a la función de onda original trasladada en la cantidad
dr:

Ψα′(r) = Ψα(r + dr). (2.3.23b)

Propiedades del operador translación

El conjunto de todas las translaciones en R3
x tiene las siguientes propiedades:

1. Está de�nido el producto asociativo: dos translaciones sucesivas son
equivalentes a una única translación.

2. Está de�nida la transformación idéntica: cuando dr = 0.

3. Existe la transformación inversa: se obtiene al reemplazar dr por −dr.

4. El producto es conmutativo: a dos translaciones sucesivas le corresponde
una única translación equivalente, sin importar el orden en que ellas se
apliquen.

En otras palabras, el conjunto de todas las translaciones en R3
x de�ne un grupo

abeliano (grupo conmutativo).5

Estas mismas propiedades las debe poseer el conjunto de operadores que
represente el grupo de translaciones:

1. De�nición del producto T̂ (dr2)T̂ (dr1) = T̂ (dr1 + dr2)

asociativo {T̂ (dr3)T̂ (dr2)T̂ (dr1) = T̂ (dr3)T̂ (dr2)T̂ (dr1)}. (2.3.24a)

2. Existe el elemento neutro

ĺım
dr→0

T̂ (dr) = 1̂. (2.3.24b)

3. Existe el inverso
T̂ −1(dr) = T̂ �(dr) = T̂ (−dr), (2.3.24c)

donde se ha supuesto que la transformación es unitaria:

T̂ (dr)T̂ �(dr) = T̂ �(dr)T̂ (dr) = 1̂.
Esta propiedad garantiza que la norma de los kets, y de las funciones de
onda que los representan, permanezca invariante bajo la transformación:

⟨α′∣α′⟩ = ⟨α∣T̂ (dr)T̂ �(dr)∣α⟩ = ⟨α∣1̂∣α⟩ = ⟨α∣α⟩,
y, por tanto, la suma de probabilidades permanece invariante.

5 Un conjunto de elementos junto con una operación o multiplicación de�nen un grupo si:
a) está de�nida la operación (la multiplicación de cualquier par de elementos del conjunto
es otro elemento del conjunto), b) la operación es asociativa, c) existe el elemento neutro
para la operación y d) existe el inverso o recíproco para cada elemento del conjunto.
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4. El producto es conmutativo:

T̂ (dr1)T̂ (dr2) = T̂ (dr2)T̂ (dr1). (2.3.24d)

Si queremos que el operador de translación in�nitesimal satisfaga las anteriores
propiedades, es lógico de�nirlo como una función lineal de dr que, puesto que
el desplazamiento es in�nitesimal, debe diferir del operador identidad en una
cantidad in�nitesimal:

T̂ (dr) = 1̂ − iK̂ ⋅ dr = 1̂ − iK̂1dx1 − iK̂2dx2 − iK̂3dx3. (2.3.25)

Es fácil mostrar que, en la aproximación a primer orden en dr, la de�nición
(2.3.25) satisface las propiedades (2.3.24a) a (2.3.24c) siempre y cuando los
operadores K̂i sean hermíticos: K̂i = K̂�

i .

Del formalismo hamiltoniano de la mecánica clásica se sabe que el generador
de translaciones en la dirección de la coordenada cartesiana x es precisamente
su momento canónicamente conjugado, p = m 9x, lo cual está directamente
relacionado con el hecho de que el corchete de Poisson entre variables
canónicamente conjugadas sea: {qi, pj}Poisson = δij (Goldstein, 1987, p. 507).
Entonces, no es extraño suponer que los operadores hermíticos K̂i en (2.3.25)
sean proporcionales a los operadores p̂i que representan las componentes
cartesianas del momentum de la partícula. Recordando que p⋅dr tiene unidades
de acción, K̂i se de�ne

K̂i = p̂i/h̵,

de manera que T̂ (dr) sea adimensional.

Reemplazando K̂i = p̂i/h̵ en (2.3.25), se obtiene la expresión general del
operador translación in�nitesimal:

T̂ (dr) = 1̂ − i
h̵
p̂ ⋅ dr = 1̂ − i

h̵
p̂1dx1 −

i

h̵
p̂2dx2 −

i

h̵
p̂3dx3. (2.3.26)

Con base en la de�nición (2.3.23a) se puede demostrar que en la aproximación
a primer orden en dr se satisface

[r̂, T̂ (dr)] ≅ 1̂dr. (2.3.27)

Para ello se considera la acción del conmutador sobre un ket propio simultáneo
de posición:

r̂T̂ (dr)∣r′⟩ = r̂∣r′ + dr⟩ = (r′ + dr)∣r′ + dr⟩,

T̂ (dr)r̂∣r′⟩ = r′T̂ (dr)∣r′⟩ = r′∣r′ + dr⟩,
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de manera que

[r̂, T̂ (dr)]∣r′⟩ = dr∣r′ + dr⟩. (2.3.28)

De otra parte,

r̂{dr∣r′ + dr⟩} = dr{r̂∣r′ + dr⟩} = dr{(r′ + dr)∣r′ + dr⟩}

= drr′∣r′ + dr⟩ + (dr)2∣r′ + dr⟩,

cuya aproximación a primer orden en dr es

r̂{dr∣r′ + dr⟩} ≅ r′{dr∣r′ + dr⟩}.

Como r̂dr∣r′⟩ = r′dr∣r′⟩, en la aproximación a primer orden en dr vale

dr∣r′ + dr⟩ ≅ dr∣r′⟩,

por ser kets propios correspondientes a la misma tripla de valores propios de un
CCOC. Al reemplazar este resultado en (2.3.28), queda demostrado (2.3.27).

Para obtener las relaciones de conmutación entre los observables de posición y
momentum, se reemplaza (2.3.26) en (2.3.27):

r̂T̂ (dr) − T̂ (dr)r̂ = r̂(1̂ − i
h̵
p̂ ⋅ dr) − (1̂ − i

h̵
p̂ ⋅ dr)r̂ = 1̂dr,

que en la aproximación a primer orden en dr es igual a

− i
h̵
{r̂(p̂ ⋅ dr) − (p̂ ⋅ dr)r̂} = 1̂dr.

Considerando un desplazamiento a lo largo de una de las componentes
cartesianas: dr = dxjej , la anterior ecuación se reduce a

− i
h̵
{r̂(p̂jdxj) − (p̂jdxj)r̂} = 1̂dxjej ,

multiplicando escalarmente por ei, con r̂ ⋅ ei = x̂i, se obtiene

− i
h̵
{x̂i(p̂jdxj) − (p̂jdxj)x̂i} = 1̂dxjδij .

De donde se concluye

{x̂ip̂j − p̂j x̂i} = [x̂i, p̂j] = ih̵δij 1̂, (2.3.29a)
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para i, j = 1,2,3. Estas ecuaciones de�nen las relaciones de conmutación entre
los operadores que representan las componentes cartesianas de los observables
de posición y de momentum.

En analogía con la mecánica clásica, cuando dos conjuntos de operadores
correspondientes a observables clásicos canónicamente conjugados satisfacen
(2.3.29a), se dice que son operadores canónicamente conjugados y a (2.3.29a)
se le denomina la condición de canonicidad.

Principio de correspondencia

Estas relaciones de conmutación muestran claramente que en
la mecánica cuántica, a diferencia de la mecánica clásica, los
observables de posición y momentum son incompatibles, de manera
que no es posible la determinación simultánea y exacta de la
posición y el momentum de una partícula. En otras palabras,
no existen kets propios simultáneos para los observables de
posición y momentum canónicamente conjugados. En consecuencia,
estrictamente hablando, en el formalismo cuántico no tiene sentido
hablar de trayectorias de partículas.

Sin embargo, se observa que en el límite h̵ → 0 los observables son
compatibles y se comportan como los correspondientes observables
clásicos. El tratamiento de sistemas cuánticos cerca a este límite,
por ejemplo, a primer orden en h̵ (cuando las características del
sistema lo hacen posible, debido a que sus acciones típicas son muy
grandes comparadas con h̵), de�ne el campo de las aproximaciones
semiclásicas.

En particular, para h̵ = 0 la mecánica cuántica se reduce a la mecá-
nica clásica. Este es un principio que debe satisfacer el formalismo
cuántico, y es denominado el principio de correspondencia.6

Con base en la cuarta propiedad del grupo de translaciones y aplicando
la de�nición (2.3.26), se concluye que los operadores p̂k conmutan entre sí
(ejercicio 2). Esto implica que el conjunto de operadores de�nidos por las
componentes cartesianas del momentum de la partícula son compatibles y, por
tanto, se constituyen en un posible CCOC de la partícula.

Resumiendo:

Las relaciones de conmutación fundamentales para los operadores
que representan las componentes cartesianas de posición y momen-
tum son

6 Es usual presentar el principio de correspondencia como el límite para el cual un espectro
discreto tiende al espectro clásico correspondiente, esto es, a un espectro continuo. Por
ejemplo, para el oscilador armónico cuántico la diferencia entre dos valores consecutivos
de energía es igual a h̵ω, donde ω es la frecuencia natural del oscilador. Tomar el límite
para el cual el espectro discreto tiende a uno continuo es equivalente a tomar el límite
cuando h̵→ 0.
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[x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0̂, [x̂i, p̂j] = i h̵ δij 1̂, ∀ i, j = 1,2,3. (2.3.29b)

Los operadores de translaciones �nitas en el espacio de coordenadas se pueden
obtener mediante la aplicación sucesiva de N translaciones in�nitesimales en
la cantidad ro/N , y su límite cuando N tiende a in�nito conduce a

T̂ (ro) = ĺım
N→∞

{1̂ − i
h̵
p̂.
ro
N
}
N

= e− i
h̵ p̂.ro (2.3.30)

explícitamente,

T̂ (xo1, xo2, xo3) = e−
i
h̵ p̂1xo1 e−

i
h̵ p̂2xo2 e−

i
h̵ p̂3xo3

= T̂ (xo1)T̂ (xo2)T̂ (xo3).

Con base en (2.3.29a) se obtiene la generalización de (2.2.16) a tres grados de
libertad:

[x̂i, f(p̂)] = i h̵
B

B pi
f(p)∣p=p̂, i = 1,2,3.

Aplicando la anterior ecuación, se demuestra la siguiente igualdad:

T̂ �(ro)r̂T̂ (ro) = e
i
h̵ p̂⋅ro r̂e−

i
h̵ p̂⋅ro = (r̂ + ro1̂), (2.3.31a)

y en consecuencia
T̂ �(r)∣r′⟩ =∣r′ + ro⟩, (2.3.31b)

comprobando que (2.3.30) de�ne el operador de translaciones �nitas en el
espacio de coordenadas. Note que para demostrar (2.3.31) se emplean las
relaciones de conmutación. En otras palabras, se puede de�nir el operador
de translación y con base en él obtener las relaciones de conmutación
fundamentales, o de�nir las relaciones de conmutación para determinar la
representación del grupo de translaciones. En este sentido, se puede a�rmar
que todas las propiedades del grupo de translaciones están contenidas en las
relaciones de conmutación que satisfacen sus generadores, las cuales de�nen el
álgebra asociada al grupo.

2.3.4 Representación en coordenadas de los operadores de
posición y momentum

A partir de la aplicación del operador de translaciones �nitas sobre una función
de onda arbitraria, se puede determinar la representación en coordenadas
del operador momentum. Para ello se considera el operador de translaciones
in�nitesimales (2.3.26) restringido, por el momento, a un grado de libertad
translacional

T̂ (dxo) = 1̂ −
i

h̵
p̂ dxo.
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Empleando la interpretación activa de la transformación, la imagen de ∣α⟩ está
dada por ∣α′⟩ = T̂ �(dxo)∣α⟩, cuya representación en coordenadas es

Ψα′(x) = ⟨x∣α′⟩ = ⟨x∣T̂ �(dxo)∣α⟩ = Ψα(x + dxo).

Empleando ahora la de�nición del operador de translación en términos del
operador momentum, se obtiene

Ψα′(x) = ⟨x∣T̂ �(dxo)∣α⟩ = ⟨x∣(1̂ +
i

h̵
p̂ dxo)∣α⟩ = Ψα(x) +

i

h̵
⟨x∣p̂∣α⟩dxo,

de donde

Ψα(x + dxo) = Ψα(x) +
i

h̵
⟨x∣p̂∣α⟩dxo.

Expandiendo en serie de Taylor el lado izquierdo,

Ψα(x) + dxo
B

Bx
Ψα(x) +

1

2
(dxo)2

B2

Bx2
Ψα(x) + ⋯ ≅ Ψα(x) +

i

h̵
⟨x∣p̂∣α⟩dxo,

en la aproximación a primer orden en dxo, se concluye

B

Bx
Ψα(x) =

i

h̵
⟨x∣p̂∣α⟩,

o lo que es lo mismo
⟨x∣p̂∣α⟩ = −ih̵ BxΨα(x), (2.3.32a)

donde Bx es el operador gradiente B/Bx de�nido sobre Rx.

Ahora bien, si ∣γ⟩ es el ket imagen de ∣α⟩ bajo la aplicación de p̂ ∶ p̂∣α⟩ =∣γ⟩, se
observa que el lado izquierdo de (2.3.32a) es justamente su representación en
coordenadas:

Ψγ(x) = −ih̵ BxΨα(x). (2.3.32b)

Ya que esta ecuación de�ne la representación en coordenadas de la ecuación
∣γ⟩ = p̂∣α⟩, se concluye que la representación en coordenadas del operador
momentum es igual a −ih̵ por el operador gradiente Bx = B/Bx.7 Note que
el operador momentum queda bien de�nido sobre F(Rx) como aquel operador
que al aplicarlo sobre una función de F(Rx) da como resultado otra función
de F(Rx), que es precisamente −ih̵ veces la derivada de la función original.

7 Aquí se ha determinado la representación del operador momentum con base en el
operador de translación in�nitesimal. La demostración se puede hacer directamente con
el operador de translaciones �nitas (2.3.30) siguiendo el mismo procedimiento y teniendo
en cuenta que dos series son iguales si para todo n los coe�cientes de la n-ésima potencia
son iguales. En este último caso, se obtiene la representación de cualquier potencia n
del operador momentum.
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Denominando ℘̂ al operador que representa el observable momentum en
F(Rx),

℘̂ ≡ −ih̵ Bx, (2.3.33)

se obtiene la expresión con la cual se suele de�nir este operador en mecánica
cuántica ondulatoria

℘̂Ψα(x) = −ih̵ BxΨα(x). (2.3.34)

La representación en coordenadas del operador momentum también se puede
obtener de su elemento matricial en la base de kets propios del operador
posición. Para ello, se reemplaza ∣α⟩ por ∣x′⟩ en (2.3.32a):

⟨x∣p̂∣x′⟩ = −ih̵Bxδ(x − x′), (2.3.35)

donde la función delta surge de la representación de coordenadas del ket propio
de posición ∣x′⟩.8

Considerando ahora la representación de coordenadas de ∣γ⟩ = p̂∣α⟩,

⟨x∣γ⟩ = ∫
∞

−∞
dx′⟨x∣p̂∣x′⟩⟨x′∣α⟩,

con base en (2.3.35), se obtiene

Ψγ(x) = −ih̵∫
∞

−∞
dx′Ψα(x′)Bxδ(x − x′).

Aplicando las propiedades de la función delta (sección 2.1.1), se obtiene de
nuevo la ecuación (2.3.32b).

Mediante un procedimiento similar al empleado para obtener la representación
en coordenadas del operador momentum, se puede obtener la representación
del operador posición. Para ello, se considera la representación de coordenadas
del ket ∣µ⟩ = x̂∣α⟩:

⟨x∣µ⟩ = ⟨x∣x̂∣α⟩ = x⟨x∣α⟩.

Por tanto,
Ψµ(x) = xΨα(x). (2.3.36)

Se concluye que la representación de coordenadas del operador x̂ es el operador
multiplicación por la variable real x que de�ne los valores propios de posición.
Esto también se concluye de su elemento matricial:
8 La ecuación (2.3.35) no representa la diagonalización del operador momentum como

podría pensarse por la presencia de la función de distribución delta. De hecho, el
operador momentum no puede quedar diagonalizado en la base de posición, pues son
observables incompatibles. Lo que (2.3.35) indica es que el elemento matricial del
operador momentum en representación de coordenadas es proporcional a la derivada de
la función delta de Dirac, que tiene su signi�cado completo como parte de un integrando.
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⟨x∣x̂∣x′⟩ = x⟨x∣x′⟩ = xδ(x − x′). (2.3.37)

Note que a diferencia de (2.3.35), la ecuación (2.3.37) indica que el operador
posición en la base de�nida por sus kets propios está diagonalizado.

Denominando χ̂ al operador que representa el observable posición en F(Rx),
se obtiene la expresión con la cual se suele de�nir este operador en mecánica
cuántica ondulatoria:

χ̂Ψα(x) = xΨα(x). (2.3.38)

Ya que el operador p̂n es n veces la aplicación sucesiva del operador p̂, es fácil
ver, de la expansión en serie de potencias de f(p̂), que la representación en
coordenadas del ket f(p̂)∣α⟩ es

⟨x∣f(p̂)∣α⟩ = f(−ih̵Bx)Ψα(x), (2.3.39a)

por tanto, f(℘̂)Ψα(x) = f(−ih̵Bx)Ψα(x).
De manera similar, la representación en coordenadas del ket f(x̂)∣α⟩ estará
dada por la función de onda

⟨x∣f(x̂)∣α⟩ = f(x)Ψα(x), (2.3.39b)

que conduce a la expresión usual de la mecánica ondulatoria para de�nir la
aplicación de un operador función del operador posición:

f(χ̂)Ψα(x) = f(x)Ψα(x).

2.3.5 Ecuación de valores propios en F(Rx)
La ecuación de valores propios de un observable Â de una partícula con un
grado de libertad translacional es

Â∣a⟩ = a∣a⟩.

Su representación de coordenadas conduce a la siguiente representación integral
del observable:

⟨x′∣Â∣a⟩ = ∫ dx′′ A(x′, x′′)Ψa(x′′) = aΨa(x′), (2.3.40)

donde ⟨x∣a⟩ = Ψa(x) es la función propia del observable Â correspondiente al
valor propio a, y el lado izquierdo es la función de onda que representa al ket
Â∣a⟩. Para determinar los elementos matriciales del observable, este se expresa
como una función de los operadores de posición y momentum.

Como los operadores de posición y momentum no son compatibles, cualquier
función de ellos no queda diagonalizada en la base de kets propios de ninguno
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de los dos operadores. El operador posición x̂ constituye en sí mismo un
CCOC, y al considerar su base de kets propios para representar el problema de
valores propios de cualquier otro observable del sistema puede suceder que
a) el observable es compatible con x̂, en cuyo caso debe ser función de x̂
y su problema de valores propios se convierte en el problema de solucionar
una ecuación algebraica para sus funciones propias, o b) el observable es
incompatible con x̂, en cuyo caso se puede expresar como una función de p̂
o de x̂ y p̂, y su problema de valores propios se convierte en el problema de
solucionar una ecuación diferencial lineal para sus funciones propias.

Ejemplos

a) Si Â = f(p̂), la ecuación (2.3.40) es igual a

⟨x∣f(p̂)∣a⟩ = aΨa(x),

y de acuerdo con (2.3.39a):

f(−ih̵Bx)Ψa(x) = aΨa(x),

o lo que es lo mismo,

{f(−ih̵Bx) − a}Ψa(x) = 0.

Por tanto, resolver en F(Rx) la ecuación de valores propios para el
observable Â = f(p̂) consiste en resolver la correspondiente ecuación
diferencial parcial lineal para sus funciones propias Ψa(x).

b) Si Â = f(x̂), de acuerdo con (2.3.39b), se obtiene para (2.3.40)

⟨x∣f(x̂)∣a⟩ = f(x)Ψa(x) = aΨa(x),

y la ecuación de valores propios a resolver es la siguiente ecuación
algebraica lineal para Ψa(x):

{f(x) − a}Ψa(x) = 0.

c) Si Â = f0(x̂) + f1(x̂)p̂ + f2(x̂)p̂2, se obtiene:

⟨x∣Â∣a⟩ = ⟨x∣ {f0(x̂) + f1(x̂)p̂ + f2(x̂)p̂2}∣a⟩ =

{f0(x) + f1(x)(−ih̵Bx) + f2(x)(−ih̵Bx)2}Ψa(x) = aΨa(x).

La ecuación de valores propios en F(Rx) es una ecuación diferencial
parcial lineal de segundo orden para la función propia Ψa(x),

{f0(x) + f1(x)(−ih̵Bx) + f2(x)(−ih̵Bx)2 − a}Ψa(x) = 0.



150 CAPÍTULO 2. REPRESENTACIONES CONTINUAS

En general, cuando Â = A(x̂, p̂) es una función polinomial en p̂, con coe�cientes
funciones del operador x̂, expresada de tal manera que los operadores p̂ están
siempre a la derecha de los coe�cientes, como se indica en el ejemplo c), su
ecuación de valores propios queda representada en F(Rx) por la siguiente
ecuación diferencial parcial para la función de onda Ψa(x):

{A(x′;−ih̵Bx) − a}Ψa(x)∣x′=x = 0, (2.3.41)

donde el orden de la ecuación diferencial es igual al máximo grado de p̂. El
operador A = A(x;−ih̵Bx) de�nido sobre F(Rx) se obtiene de la función de
operadores Â = A(x̂, p̂) al reemplazar los operadores posición y momentum
por sus correspondientes representaciones en coordenadas, siempre y cuando
los operadores momenta estén a la derecha de los operadores posición, en cuyo
caso se dice que el operador está ordenado normalmente.

En otras palabras, la ecuación (2.3.41) representa la ecuación de valores propios
Â∣a⟩ = a∣a⟩ en F(Rx), siempre y cuando Â, como función de los operadores
posición y momentum, esté ordenado normalmente. La representación de coor-
denadas (2.3.41) para operadores ordenados normalmente es la representación
usual de la mecánica ondulatoria.

Por ejemplo, Â = x̂2p̂ + 2x̂3p̂2 está expresado en orden normal o de derecha
y es un operador completamente diferente de Â′ = p̂x̂2 + 2p̂2x̂3 que está
expresado en un orden izquierdo (los operadores momenta a la izquierda de los
operadores posición). Este hecho es una consecuencia de la no compatibilidad
de los observables posición y momentum. Note que ninguno de los anteriores
operadores es hermítico; cada uno es el adjunto del otro pero no son iguales.

Para encontrar la expresión de un operador que representa un observable B̂
como una función de los operadores posición y momentum, se puede tomar la
correspondiente ecuación clásica expresada en coordenadas cartesianas B(x, p)
y reemplazar x → x̂ y p → p̂, cuidando que la expresión �nal sea un operador
hermítico. Su representación en coordenadas estará dada por el operador
B̂ = B(x,−ih̵Bx) si previamente se ha ordenado normalmente. Al observable
clásico B(x, p) = xp le corresponde el operador B(x̂, p̂) = (1/2)(x̂p̂ + p̂x̂),
el cual es hermítico. En este caso, se dice que el operador está expresado
según el ordenamiento de Weyl, en el cual el operador es simétrico respecto
a la permutación de los operadores posición y momentum. El mismo operador
ordenado normalmente corresponde a B(x̂, p̂) = x̂p̂ − ih̵1̂/2, donde se ha
empleado el conmutador fundamental de posición y momentum. En el límite
clásico, h̵ = 0, se debe recuperar el observable clásico de partida al reemplazar
los operadores posición y momentum en B(x̂, p̂) por sus correspondientes
valores propios.

Cuando la expresión clásica del observable no involucra productos de los
observables de posición y momentum, el correspondiente operador se obtiene
directamente reemplazando las variables clásicas de posición y momentum por
sus correspondientes operadores cuánticos, como en el caso del observable
energía de una partícula en presencia de un potencial V (x). El observable
clásico E está de�nido por la función hamiltoniana, la cual es igual a la suma
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de la energía cinética (que solo depende de p) y de la energía potencial (que solo
depende de x). Por esta razón, el observable de energía se denomina operador
hamiltoniano: E ↔ Ĥ.

El operador que representa al observable energía de una partícula en un
potencial V (x) está dado por el operador hamiltoniano

Ĥ = T̂ + V̂ = p̂2

2m
+ V (x̂). (2.3.42)

La expresión para su ecuación de valores propios en el espacio de kets E de la
partícula es

Ĥ ∣E⟩ = E∣E⟩, esto es, { p̂
2

2m
+ V (x̂)}∣E⟩ = E∣E⟩. (2.3.43)

Su representación en coordenadas conduce a la siguiente ecuación diferencial
para las funciones propias de energía:

{−(h̵2/2m)B2
x + V (x)}ΨE(x) = EΨE(x),

o

{−(h̵2/2m)B2
x + V (x) −E}ΨE(x) = 0. (2.3.44a)

De manera que el problema de valores propios para el observable energía de la
partícula en un campo de fuerzas conservativo consiste en solucionar la anterior
ecuación diferencial lineal de segundo orden para las funciones propias ΨE(x).
En mecánica cuántica ondulatoria la ecuación (2.3.44a) se suele expresar

ĤΨE(x) = EΨE(x), (2.3.44b)

donde Ĥ es el operador hamiltoniano de la partícula de�nido sobre F(Rx),
cuya forma explícita es

Ĥ = − h̵
2

2m
B
2
x + V (x). (2.3.44c)

De todas las posibles soluciones de (2.3.44), solo aquellas que satisfagan las
condiciones para que la función de onda represente un estado cuántico serán las
que de�nan las funciones y valores propios de energía para dicha partícula. Esto
es, solamente aquellas soluciones que sean univaluadas, continuas, acotadas
y cuadráticamente integrables si el espectro es discreto, o que satisfagan la
relación de ortonormalidad a la función de distribución delta de Dirac si el
espectro es continuo, serán las soluciones cuánticas del problema. El conjunto de
valores de E que conduzca a estas soluciones de�ne el espectro de energía. En el
capítulo 3 se resuelve la ecuación de valores propios del operador hamiltoniano
para una partícula con un grado de libertad translacional en presencia de
diferentes campos de fuerza.
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Producto interior - valor esperado de observables

De acuerdo con (2.1.10), el producto interior entre un bra ⟨β∣ y un ket ∣α⟩ en
representación de coordenadas está dado por

⟨β∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗β(x)Ψα(x), (2.3.45)

donde se ha empleado la relación de completez de la base {∣x⟩}.
Para un estado arbitrario ∣α⟩, el valor esperado del operador momentum en la
representación de coordenadas es

⟨α∣p̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dx∫

∞

−∞
dx′⟨α∣x⟩⟨x∣p̂∣x′⟩⟨x′∣α⟩,

donde se ha empleado la relación de completez de los kets propios del
operador posición. Reemplazando (2.3.35), el valor esperado en representación
de coordenadas es

⟨α∣p̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗α(x)(−ih̵Bx)Ψα(x). (2.3.46)

Como era de esperar, el valor esperado del operador momentum en F(Rx) no
es otra cosa que el producto interior de la función de onda que represental el
bra ⟨α∣ por la función de onda que representa el ket p̂∣α⟩. Teniendo en cuenta
(2.3.39a), el valor esperado de un operador función del operador momentum es
igual a

⟨α∣f(p̂)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗α(x)f(−ih̵Bx)Ψα(x). (2.3.47)

De manera similar, teniendo en cuenta (2.3.36), el cálculo del valor esperado
del operador posición viene dado por la integral

⟨α∣x̂∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗α(x)xΨα(x), (2.3.48)

y el valor esperado de una función del operador posición es

⟨α∣f(x̂)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗α(x)f(x)Ψα(x). (2.3.49)

Note que debido a que la base en que se representan los valores esperados
del operador posición y de la función del operador posición es precisamente
su base de kets propios, las ecuaciones (2.3.48)-(2.3.49) dan directamente la
expresión conocida para los valores esperados como la suma de los productos
de la probabilidad de obtener cada valor propio por el correspondiente valor
propio.

El valor esperado de la energía de la partícula cuando se encuentra en el estado
∣α⟩ es

⟨α∣Ĥ ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dxΨ∗α(x) {−(h̵2/2m)B2

x + V (x)}Ψα(x). (2.3.50)
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Cuando se conoce previamente la solución del problema de valores propios
para la energía es más sencillo calcular su valor esperado. Para ello se expresa
la función de onda Ψα(x) como una superposición de las funciones propias
de energía, de acuerdo con (2.3.18a) si el espectro es discreto o (2.3.22a) si el
espectro es continuo, y luego se aplica la ortogonalidad de las funciones propias
de energía para obtener

⟨α∣Ĥ ∣α⟩ = ∑
i

∣ci(α)∣2Ei = ∑
i

PEi(α)Ei, (2.3.51a)

si el espectro de energía es discreto, y

⟨α∣Ĥ ∣α⟩ = ∫ dE ∣C(E;α)∣2E = ∫ dE P (E)E, (2.3.51b)

si el espectro de energía es continuo. Los coe�cientes ci(α) y C(E;α) están
dados por las ecuaciones (2.3.18b) y (2.3.22b), y de�nen las amplitudes de
probabilidad y densidad de probabilidad de obtener los valores propios de
energía.

2.3.6 Generalización a tres grados de libertad

La representación en coordenadas de los observables de posición y momentum
de una partícula con tres grados de libertad, inducida por la base {∣r⟩} =
{∣x1, x2, x3⟩}, se realiza empleando el mismo procedimiento utilizado para el
caso de un grado de libertad.

El operador de translación en la cantidad in�nitesimal dr = dx1e1 es T̂ (dx1) =
1̂ − (i/h̵)p̂1dx1 y su aplicación sobre un ket de la base es

T̂ (dx1)∣x1, x2, x3⟩,=∣x1 + dx1, x2, x3⟩.

Ahora bien, el cálculo de ⟨x1, x2, x3∣T̂ �(dx1)∣α⟩ conduce a

Ψα(x1 + dx1, x2, x3) = Ψα(x1, x2, x3) + (i/h̵)⟨x1, x2, x3∣p̂1∣α⟩.

Después de expandir en serie de potencias de x1 el lado izquierdo, e igualar con
el lado derecho en la aproximación a primer orden en dx1, se obtiene

⟨x1, x2, x3∣p̂1 ∣a⟩ = −ih̵ Bx1 Ψα(x1, x2, x3).

Si la translación se realiza en la dirección de las otras dos coordenadas
cartesianas, se obtienen resultados similares que se pueden resumir en

⟨x1, x2, x3∣p̂i∣a⟩ = −ih̵ BxiΨα(x1, x2, x3), i = 1,2,3,

o en forma compacta

⟨r∣p̂∣α⟩ = −ih̵▽r Ψα(r) = −ih̵ BrΨα(r), (2.3.52)
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donde Br = ▽r = B

Bx1
e1 + B

Bx2
e2 + B

Bx3
e3

es el operador gradiente de�nido sobre el espacio de coordenadas R3
x. Los

elementos matriciales del operador momentum en esta base están dados por

⟨r∣p̂∣r′⟩ = −ih̵ Brδ(r − r′),

explícitamente

⟨r∣p̂i∣r′⟩ = −ih̵ Bx1δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2)δ(x3 − x′3), i = 1,2,3.

Aplicando la ecuación de valores propios del operador posición, dual de
(2.3.9), la representación de los operadores que caracterizan las componentes
cartesianas de la posición de la partícula queda de�nida por

⟨x1, x2, x3∣x̂i∣α⟩ = xiΨα(x1, x2, x3), i = 1,2,3,

o en forma compacta
⟨r∣r̂∣α⟩ = rΨα(r), (2.3.53)

de donde se concluye ⟨r∣r̂∣r′⟩ = rδ(r − r′).
La representación en coordenadas del valor esperado de funciones de los
operadores posición y momentum se puede escribir

⟨α∣f(p̂1, p̂2, p̂3)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
drΨ∗α(x1, x2, x3)f(−ih̵Bx1 ,−ih̵Bx2 ,−ih̵Bx3)Ψα(x1, x2, x3),

⟨α∣f(x̂1, x̂2, x̂3)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
drΨ∗α(x1, x2, x3)f(x1, x2, x3)Ψα(x1, x2, x3),

o

⟨α∣f(p̂)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
drΨ∗α(r)f(−ih̵Br)Ψα(r),

⟨α∣f(r̂)∣α⟩ = ∫
∞

−∞
drΨ∗α(r)f(r)Ψα(r).

La representación de la ecuación de valores propios para el operador
hamiltoniano de una partícula en un campo de fuerzas V (r) es

{− h̵
2

2m
B
2
r + V (r) −E}ΨE(r) = 0 (2.3.54)

donde ▽2
r = B2

r = B2
x1
+ B2

x2
+ B2

x3
es el operador laplaciano de�nido sobre el

espacio de coordenadas R3
x.

Como se observa, el problema de valores propios para la energía se traduce en
el problema de resolver una ecuación diferencial parcial de segundo orden.
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Las soluciones físicamente aceptables de�nirán las funciones y valores propios
del operador energía de la partícula. Si el observable posee espectro discreto
y continuo, las funciones propias asociadas al espectro discreto deberán ser
cuadráticamente integrables, mientras que las asociadas al espectro continuo
serán de norma in�nita y se ortonormalizan a distribuciones delta de Dirac.

La solución de la ecuación diferencial parcial (2.3.54) implica obtener la
separación de variables, cada una asociada a un grado de libertad de la
partícula. Generalmente las constantes de separación están relacionadas con
las propiedades de simetría del sistema (las cuales dependen del campo de
fuerzas V (r)), y estas con observables que se conservan. Se volverá sobre este
punto al �nal del capítulo 3.

Ejercicios
1. Demostrar que (2.3.26) satisface las ecuaciones (2.3.24a) a (2.3.24c).

2. Con base en (2.3.24d), demostrar que las componentes cartesianas del
operador momentum de una partícula conmutan entre sí.

3. Demostrar explícitamente las ecuaciones (2.3.31).

4. Demostrar las relaciones (2.3.15), (2.3.18) y (2.3.20) a (2.3.22).

5. Empleando la representación de coordenadas del operador momentum,
ecuación (2.3.35), y las propiedades de la función de distribución delta de
Dirac, demuestre que ⟨x∣p̂∣α⟩ satisface la ecuación (2.3.32).

6. Demostrar (2.3.50).

7. Demostrar que la función de onda correspondiente al ket T̂ (xo)∣α⟩ está dada
por

e−xo⋅BxΨα(x)

y que se satisface la igualdad

e−xo⋅BxΨα(x) = Ψα(x − xo),

donde T̂ (xo) = exp(−ixop̂/h̵), de acuerdo con (2.3.30).

8. Considere un sistema de una partícula con un grado de libertad translacional
en el estado representado por la función de onda

Ψα(x) = 3Ψ1(x) + 4Ψ3(x),

donde Ψ1(x) y Ψ3(x) son funciones propias del operador hamiltoniano
correspondientes a los valores propios E1 y E3.

a. Normalizar Ψα(x).
b. ¾Es Ψα(x) estado propio del operador hamiltoniano?
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c. ¾Qué valores espera obtener para la energía de la partícula cuando se
encuentra en este estado? ¾Con qué probabilidad?

d. Calcular el valor esperado para la energía de la partícula.

9. Demuestre las ecuaciones (2.3.51a) y (2.3.51b). Encuentre la correspondiente
expresión en el caso en que el espectro de energía de la partícula tiene una
parte discreta y otra continua.

10. El operador hamiltoniano de una partícula con un grado de libertad
translacional está dado por

Ĥ = p̂2

2m
+ mw

2

2
x̂2.

La partícula se encuentra en el estado

Ψα(x) = 1/
√
2{Ψo(x) −Ψ1(x)}

donde Ψo(x) = (λ/π)1/4e−(λ/2)x
2

y Ψ1(x) = (λ/π)1/4
√
2λxe−(λ/2)x

2

son
funciones propias del operador hamiltoniano correspondiente a los valores
propios Eo y E1.

a. Encontrar el valor esperado para la energía cuando el estado de la
partícula es Ψα(x). Calcular las integrales y luego tener en cuenta que
λ =mw/h̵.

b. Encontrar los valores propios correspondientes a los estados propios de
la superposición.

c. Demostrar por cálculo directo que el valor esperado hallado en a. es
igual a la suma de los productos de la probabilidad de obtener cada
valor propio por su correspondiente valor propio.

d. ¾Qué sistema físico representa este operador hamiltoniano?

11. Empleando la igualdad

⟨x∣Â∣a⟩ = ∫
∞

−∞
dx′⟨x∣Â∣x′⟩⟨x′∣a⟩ = ∫

∞

−∞
dx′A(x,x′)Ψa(x′),

encontrar las ecuaciones de valores propios de los operadores de�nidos en
los ejemplos a), b) y c) de la sección 2.3.5, aplicando las propiedades de la
función de distribución delta de Dirac.

12. Con base en las relaciones de conmutación fundamentales determinar el
ordenamiento normal del operador Â = p̂x̂2 + 2p̂2x̂3 y demostrar que su
ecuación de valores propios en F(Rx) conduce a una ecuación diferencial
diferente a la del operador B̂ = x̂2p̂ + 2x̂3p̂2.
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2.4 Producto tensorial

Introducción

En el capítulo 1 se demostró que la determinación de una base completa para
el espacio de kets E de un sistema de n grados de libertad está de�nida por el
conjunto de kets propios simultáneos de un conjunto completo de n observables
compatibles {Â1, Â2, Â3, ...}.
En general, si el sistema posee más de un grado de libertad, el espectro de
cada observable del CCOC es degenerado. Por ejemplo, los grados de libertad
translacionales de una partícula quedan descritos por el conjunto {x̂1, x̂2, x̂3},
donde cada valor propio x′1 del operador x̂1 tiene un grado de degeneración
in�nito de�nido por el doble in�nito de kets propios linealmente independientes
{∣x′1, x2, x3⟩} correspondientes a todos los posibles valores propios (x2, x3) para
x′1 �jo.

Si esta misma partícula (capítulo 6) se encuentra en un campo central de
fuerzas �jo, los operadores hamiltoniano, cuadrado del momento angular orbital
y componente z del momento angular orbital: {Ĥ, L̂2, L̂z} de�nen otro CCOC
para el sistema y cada uno de ellos tendrá necesariamente espectro degenerado.

Sin embargo, el espacio de kets de los ejemplos anteriores se puede construir
de manera equivalente a través del denominado producto tensorial de espacios.
En este caso, se considera que cada operador (asociado, por ejemplo, a cada
grado de libertad del sistema) está bien de�nido en un espacio de kets en el cual
su espectro es no degenerado, esto es, la dimensión del espacio es la mínima
requerida para que el operador esté bien de�nido. Se habla entonces del espacio
de kets asociado a cada observable.

De esta manera, el espacio de kets del sistema se puede construir como
el producto tensorial de los espacios asociados a cada grado de libertad.
En el espacio resultante, el espectro de cada operador será necesariamente
degenerado. Un ejemplo en la mecánica cuántica no relativista es el de un
sistema de espín 1/2 con grados de libertad translacionales, su espacio de kets
se obtiene del producto tensorial del espacio que describe sus grados de libertad
translacionales con el espacio bidimensional de espín.

También se puede utilizar el producto tensorial de espacios para describir
sistemas cuánticos de más de una partícula mediante el producto tensorial
de los espacios asociados a cada una de las partículas.

De�nición y propiedades del producto tensorial

Por de�nición, un espacio de kets E es denominado el producto tensorial de
dos espacios diferentes E1 y E2 si a cada par de kets ∣α(1)⟩ ∈ E1 y ∣α(2)⟩ ∈ E2

le corresponde un ket ∣α(1), α(2)⟩ ∈ E . Notando el producto tensorial con el
símbolo ⊗, el espacio resultante es igual a

E = E1 ⊗E2. (2.4.1)
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El ket ∣α(1), α(2)⟩ es el resultado del producto tensorial de los kets ∣α(1)⟩ y
∣α(2)⟩, el cual satisface

∣α(1), α(2)⟩ =∣α(1)⟩⊗∣α(2)⟩ =∣α(2)⟩⊗∣α(1)⟩ =∣α(2), α(1)⟩, (2.4.2)

donde se anota explícitamente que el orden en que se realice el producto
tensorial no tiene importancia, pues el espacio de kets obtenido en ambos casos
es el mismo.1

El producto tensorial es lineal con respecto a la multiplicación de números
complejos y es distributivo con respecto a la adición de kets

{c1∣α(1)⟩} ⊗ {c2∣α(2)⟩} = c1 c2∣α(1), α(2)⟩,
∣α(1)⟩ ⊗ {∣α(2)⟩+∣X(2)⟩} =∣α(1), α(2)⟩+∣α(1),X(2)⟩
{∣α(1)⟩+∣X(1)⟩}⊗∣α(2)⟩ =∣α(1), α(2)⟩+∣X(1), α(2)⟩.y

Sea Â1 un operador de�nido sobre E1, su extensión a E se obtiene mediante
su producto tensorial con el operador identidad de�nido sobre E2

Â1 ⊗ 1̂2 está de�nido sobre E , (2.4.3)

de tal manera que la imagen del ket ∣α(1), α(2)⟩ es igual al producto tensorial
de la imagen de ∣α(1)⟩ bajo la aplicación de Â1 en E1 con el ket ∣α(2)⟩ de E2

{Â1 ⊗ 1̂2}∣α(1), α(2)⟩ = {Â1∣α(1)⟩}⊗∣α(2)⟩. (2.4.4)

De manera similar se obtiene la extensión a E de un operador B̂2 de�nido sobre
E2

1̂1 ⊗ B̂2 está de�nido sobre E , (2.4.5)

de acuerdo con

{1̂1 ⊗ B̂2}∣α(1), α(2)⟩ =∣α(1)⟩ ⊗ {B̂2∣α(2)⟩}. (2.4.6)

En general,

{Â1 ⊗ B̂2}∣α(1), α(2)⟩ = {Â1∣α(1)⟩} ⊗ {B̂2∣α(2)⟩}. (2.4.7)

Ya que el operador resultante del producto de operadores extendidos a E está
necesariamente de�nido en este espacio, el producto tensorial Â1 ⊗ B̂2 se nota
simplemente Â1B̂2 como cualquier producto de operadores en E .2

1 El producto tensorial se suele notar de múltiples formas: ∣α(1)⟩⊗∣α(2)⟩ =∣α(1)⟩∣α(2)⟩ =
∣α(1), α(2)⟩. Vale la pena mencionar que el producto tensorial de dos kets de un mismo
espacio no está de�nido. Por esta razón, en la sección 1.1 se a�rmó que el producto
∣α⟩∣β⟩ no estaba de�nido cuando ambos kets pertenecen al mismo espacio.

2 Normalmente en la notación no se distinguen los operadores de sus extensiones. Por
ejemplo, Â1 ⊗ 1̂2 se suele escribir simplemente Â1. Se entenderá que en la ecuación
Â1∣ai(1)⟩ el operador está de�nido sobre E1, mientras que en Â1∣ai(1), bj(2)⟩ el operador
está de�nido sobre E .
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El producto interior del bra ⟨α(1)∣⟨X(2)∣ de E∗ con el ket ∣η(1)⟩∣ν(2)⟩ de E está
de�nido por el número complejo resultante de la multiplicación del producto
interior de ⟨α(1)∣ y ∣η(1)⟩ en E1 con el producto interior de ⟨X(2)∣ y ∣ν(2)⟩ en
E2

{⟨α(1)∣⟨X(2)∣}{∣η(1)⟩∣ν(2)⟩} = ⟨α(1)∣η(1)⟩⟨X(2)∣ν(2)⟩, (2.4.8)

donde se ha extendido la aplicación del axioma asociativo al producto tensorial,
de manera que sobran los paréntesis y el símbolo del producto tensorial.

Sea {∣ai(1)⟩} el conjunto de kets propios del operador Â1 en E1, Â1∣ai(1)⟩ =
ai∣ai(1)⟩, y {∣bj(2)⟩} el conjunto de kets propios de B̂2 en E2, entonces
{∣ai⟩⊗∣bj(2)⟩ =∣ai(1), bj(2)⟩} será un conjunto de kets propios simultáneos de
la extensión de ambos operadores a E = E1⊗E2. En efecto, de acuerdo con las
de�niciones (2.4.5) y (2.4.6), se tiene

{Â1 ⊗ 1̂2}∣ai(1), bj(2)⟩ = {Â1∣ai(1)⟩}⊗∣bj(2)⟩ = ai∣ai(1), bj(2)⟩

y {1̂1 ⊗ B̂2}∣ai(1), bj(2)⟩ = ∣ai(1)⟩ ⊗ {B̂2∣bj(2)⟩} = bj ∣ai(1), bj(2)⟩,
o simplemente

Â1∣ai(1), bj(2)⟩ = ai∣ai(1), bj(2)⟩ (2.4.9a)

y
B̂2∣ai(1), bj(2)⟩ = bj ∣ai(1), bj(2)⟩. (2.4.9b)

Por esta razón, una de las notaciones para el producto tensorial de kets es
simplemente ∣ai(1), bj(2)⟩.3 Note que el espectro de Â1 es el mismo en E1 y en
E , lo mismo ocurre para B̂2.

Aplicando las ecuaciones (2.4.9), se puede demostrar que en E los operadores
Â1 y B̂2 conmutan:

[Â1, B̂2] = [(Â1 ⊗ 1̂2), (1̂1 ⊗ B̂2)] = 0̂. (2.4.10)

Este resultado se puede generalizar: cualquier operador de�nido sobre E1

conmuta en E con cualquier operador de�nido sobre E2.4

Si los conjuntos {∣ai(1)⟩} y {∣bj(2)⟩} de�nen bases completas ortonormales de
los espacios E1 y E2, aplicando la extensión a E de las relaciones de completez
y de ortonormalidad de E1 y E2, se demuestra que {∣ai(1), bj(2)⟩} es una base
completa ortonormal de E .
3 De acuerdo con el teorema 3 (página 81), si ∣ai(1), bj(2)⟩ =∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩ es un ket

propio simultáneo de los dos operadores entonces ellos conmutan. Sin embargo, un
operador no puede ser función exclusiva del otro, ya que en tal caso cualquier ket propio
de uno de ellos es necesariamente ket propio del otro y, en consecuencia, pertenecería al
mismo espacio de kets, lo que conduciría a una contradicción, pues el producto tensorial
de dos kets del mismo espacio no está de�nido.

4 Este resultado implica que si en E1 se tiene un CCOC y en E2 se tiene otro CCOC,
entonces la unión de estos dos conjuntos extendidos a E de�ne un CCOC en E .
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Para obtener la relación de completez se puede construir el operador identidad
en E con base en los operadores identidad de E1 y E2 según

1̂ = 1̂1 ⊗ 1̂2,

empleando la relación de completez de E1 y E2 y el axioma asociativo de la
multiplicación, se tiene

1̂ = ∑
i

∣ai(1)⟩⟨ai(1)∣ ⊗∑
j

∣bj(2)⟩⟨bj(2)∣ = ∑
i,j

∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩⟨ai(1)∣ ⊗ ⟨bj(2)∣,

entonces
1̂ = ∑

i,j

∣ai(1), bj(2)⟩⟨ai(1), bj(2)∣ (2.4.11)

de�ne la relación de completez en E .

De otra parte, empleando (2.4.8) para el producto interior en E se obtiene la
relación de ortonormalidad

⟨ai(1), bj(2)∣ai′(1), bj′(2)⟩ = ⟨ai(1)∣ai′(1)⟩⟨bj(2)∣bj′(2)⟩ = δii′δj j′ . (2.4.12)

Si
∣α(1)⟩ = ∑

i

ci∣ai(1)⟩ ∈ E1

y
∣X (2)⟩ = ∑

j

dj ∣bj(2)⟩ ∈ E2,

aplicando las propiedades de linealidad con respecto a la multiplicación de
números complejos y de distribución con respecto a la suma de kets, se puede
demostrar que el ket

∣φ⟩ =∣α(1)⟩⊗∣X(2)⟩ =∣α(1),X(2)⟩ ∈ E

se puede expresar
∣φ⟩ = ∑

i,j

cidj ∣ai(1), bj(2)⟩. (2.4.13)

En este caso, la proyección de ∣φ⟩ =∣α(1)⟩⊗∣X(2)⟩ en la dirección de los
elementos de la base {∣ai(1), bj(2)⟩} es igual al producto de las proyecciones de
los kets ∣α(1)⟩ y ∣X (2)⟩ en la dirección de los elementos de las bases {∣ai(1)⟩}
y {∣bj(2)⟩}.
Sin embargo, este resultado no implica que cualquier ket de E se pueda expresar
como el producto tensorial de un ket de E1 y un ket de E2. En otras palabras,
cualquier ket ∣Ψ⟩ de E se puede descomponer en la base {∣ai(1), bj(2)⟩} según

∣Ψ⟩ = ∑
i,j

ci,j ∣ai(1), bj(2)⟩, ∈ E , (2.4.14)



2.4. PRODUCTO TENSORIAL 161

pero no siempre es posible descomponer los números complejos ci,j como
productos de números ci y dj , de manera que no todo ket ∣Ψ⟩ de E se puede
expresar como el producto tensorial de un ket de E1 y un ket de E2.

Por ejemplo, considere el operador

Ĥ = Â1 + Â2, (2.4.15a)

donde Â1 y Â2 pueden ser los operadores asociados a observables de dos
partículas 1 y 2, o asociados a dos grados de libertad de una misma partícula.

La solución del problema de valores propios de Ĥ en E = E1⊗E2 es inmediata
cuando se trabaja en la base de�nida por el producto tensorial de los kets
propios de Â1 y Â2

Ĥ ∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩ = Â1∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩ + Â2∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩,

aplicando (2.4.9), se tiene

Ĥ ∣ai(1), bj(2)⟩ = (ai + bj)∣ai(1), bj(2)⟩ = hij ∣ai(1), bj(2)⟩, (2.4.15b)

de manera que {∣ai(1)⟩⊗∣bj(2)⟩ =∣ai(1), bj(2)⟩} es el conjunto de kets propios
de Ĥ correspondientes a los valores propios hij = ai + bj . Esto es, los valores
propios del operador Ĥ de�nido en E son iguales a la suma de los valores
propios de Â1 y Â2, y los kets propios correspondientes son los que se obtienen
del producto tensorial de los kets propios de Â1 y Â2 en E1 y E2. En este caso,
los estados propios se pueden expresar según (2.4.13).

No ocurre lo mismo si Ĥ de�nido en E es de la forma

Ĥ = Â1 + Â2 + Â12,

donde Â12 es un operador de�nido en E , pero no está bien de�nido en E1 ni
en E2. Por ejemplo, puede ser un operador de interacción entre dos partículas
o un potencial que relaciona dos grados de libertad de una misma partícula.

En este caso no es posible expresar los kets propios de Ĥ como el producto
tensorial de los kets propios de Â1 y Â2, de manera que los estados propios
serán, en general, superposiciones de los kets propios simultáneos de Â1 y Â2

según (2.4.14).

Ejemplos

a. Para un sistema de dos partículas, cada una con un grado de libertad
translacional, sea E1 el espacio de kets asociado a la partícula 1 y E2

el espacio asociado a la partícula 2. El espacio de kets requerido para
describir el sistema completo se puede construir mediante el producto
tensorial de los espacios asociados a cada una de las partículas. La
representación de coordenadas de los estados del sistema estará de�nida
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por la base de kets propios de los operadores x̂1 y x̂2, la cual puede ser
construida como el producto tensorial de la base de cada operador en su
respectivo espacio:

base de E1 ∶ {∣x1⟩} , base de E2 ∶ {∣x2⟩} ,

base de E ∶ {∣x1⟩⊗∣x2⟩ =∣x1, x2⟩} ,

donde {∣x1⟩} es el conjunto de kets propios de x̂1,{∣x2⟩} es el conjunto de
kets propios de x̂2 y {∣x1, x2⟩} es el conjunto de kets propios simultáneos
de x̂1 y x̂2 en E . Aunque el espectro de x̂1 es no degenerado en E1, en E
a cada valor propio x′1 le corresponde un conjunto in�nito de kets propios
{∣x′1, x2⟩} de�nido por todos los kets con x′1 �jo y x2 tomando valores en
(−∞,∞) sobre la recta real. En este caso, la degeneración de cada valor
propio es in�nita e igual a la dimensión de E2.

Si ∣Ψ⟩ en E es un estado arbitrario del sistema, este estado en
representación de coordenadas queda caracterizado por la función de onda

Ψ(x1, x2) = ⟨x1, x2∣Ψ⟩, (x1, x2) ∈R2.

Si las dos partículas no interactúan, el operador hamiltoniano del sistema
se puede expresar como la suma de los operadores hamiltonianos de cada
una de las partículas. Si ambas partículas se encuentran en un campo de
fuerzas V (x), entonces

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 = {
p̂21
2m1

+ V (x̂1)} + {
p̂22
2m2

+ V (x̂2)} . (2.4.16)

La solución del problema de valores propios se reduce a resolver el
problema de valores propios de cada una de las partículas en el espacio
de kets asociado a cada una de ellas

Ĥ1∣Ei(1)⟩ = Ei(1)∣Ei(1)⟩, Ĥ2∣Ej(2)⟩ = Ej(2)∣Ej(2)⟩,

de manera que, de acuerdo con (2.4.15b), la solución para Ĥ en E será

Ĥ ∣Ei(1),Ej(2)⟩ = Ei,j ∣Ei(1),Ej(2)⟩,

donde {∣Ei(1),Ej(2)⟩ =∣Ei,j⟩} es el conjunto de kets propios de energía
del sistema y {Ei,j = Ei(1) +Ej(2)} son los valores propios que de�nen
el espectro de energía del sistema.

Las funciones que representan los estados propios de energía de cada
partícula en su correspondiente espacio de funciones de onda están dadas
por

φi(x1) = ⟨x1∣Ei(1)⟩ ∈ F1(Rx)

φj(x2) = ⟨x2∣Ej(2)⟩ ∈ F2(Rx),
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mientras que las funciones propias de energía del sistema completo estarán
dadas por el producto tensorial de las funciones propias de cada partícula

Ψi,j(x1, x2) = ⟨x1, x2∣Ei(1),Ej(2)⟩
= ⟨x1∣Ei(1)⟩⟨x2∣Ej(2)⟩ = φi(x1)φj(x2),

por tanto

Ψi,j(x1, x2) = φi(x1)φj(x2) ∈ F(R2) = F1(Rx) ⊗ F2(Rx). (2.4.17)

donde se ha aplicado la de�nición (2.4.8) para el producto interior en E .
Cuando las partículas interactúan, además del operador hamiltoniano
de cada partícula en el campo externo V (x) existe un potencial que
depende de las coordenadas de cada partícula y el operador hamiltoniano
del sistema se puede expresar

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ12, (2.4.18)

donde Ĥ12 = V (x̂1, x̂2) de�nido sobre E es el potencial de interacción
entre las dos partículas. En general, Ĥ12 no se puede separar en la suma
de dos operadores uno de�nido en E1 y otro de�nido en E2, de manera que
el problema de valores propios de Ĥ no se puede solucionar de la forma
descrita previamente. Los estados propios del sistema quedan expresados
como una superposición de los productos tensoriales de los estados de cada
partícula según (2.4.14). La interacción correlaciona los estados propios
de energía de las partículas, de manera que cada estado propio de energía
del sistema describe un estado para el cual la energía del sistema está
perfectamente de�nida, pero no está completamente de�nida la energía
de cada partícula individual.

b. Como un ejemplo de la construcción del espacio de kets de un sistema
mediante el producto tensorial de estados, se considera ahora el sistema
de una partícula de espín 1/2 con tres grados de libertad traslacionales,
por ejemplo, un electrón o un ion.

Un ket de estado para este sistema debe dar cuenta de todos sus grados
de libertad. Sea E1 el espacio de kets generado por el conjunto de kets
propios simultáneos de los operadores {x̂1, x̂2, x̂3} asociados a sus grados
de libertad espaciales y E2 el espacio de kets generado por los kets propios
del operador Ŝz. Si los kets propios están normalizados, se constituyen
en bases ortonormales completas de cada uno de los espacios: base de
E1 ∶ { ∣x1, x2, x3⟩ = ∣r⟩ }, base de E2 ∶ { ∣ms⟩ } = {∣−1/2⟩ , ∣1/2⟩}, donde se
ha utilizado la siguiente expresión para la ecuación de valores propios de
Ŝz

Ŝz ∣ms⟩ = h̵ms ∣ms⟩ , con ms = −
1

2
,+1

2
.

El espacio de kets para esta partícula está de�nido por el producto
tensorial de los espacios E1 y E2.
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Una base completa de E se puede construir mediante el producto tensorial
de los elementos de las bases de E1 y E2. En otras palabras, una
base completa de E puede estar de�nida por el conjunto completo de
observables compatibles {x̂1, x̂2, x̂3, Ŝz} según

base de E = E1 ⊗E2 ∶ ∣x1, x2, x3⟩ ⊗ ∣ms⟩ = ∣x1, x2, x3,ms⟩ ,

donde ms = ±1/2. La relación de completez de esta base es igual al
producto tensorial de las relaciones de completez de E1 y E2,

en E1 ∶ 1̂ = ∫ dr ∣r⟩ ⟨r∣ ,

en E2 ∶ 1̂ = ∑ms
∣ms⟩ ⟨ms∣ ,

en E ∶ 1̂ = 1̂1 ⊗ 1̂2 = ∑ms
∫ dr ∣r⟩ ⊗ ∣ms⟩ ⟨ms∣ ⊗ ⟨r∣ ,

entonces,

1̂ = ∑ms
∫ dr ∣r,ms⟩ ⟨ms,r∣ . (2.4.19)

La relación de ortonormalidad está dada por

⟨ms,r∣r′,m′s⟩ = ⟨r∣r′⟩ ⟨ms∣m′s⟩ = δ(r − r′) δms m′s . (2.4.20)

Un ket de estado arbitrario ∣ψ⟩ en la base ∣r,ms⟩ queda representado por
un espinor cuyos elementos son las funciones de onda asociadas a cada
valor de ms,

⟨ms,r∣ψ⟩ = ψms(r) ms = −
1

2
,
1

2
, r ∈R3

x.

Si ψ+(r), ψ−(r) son las funciones de onda que representan los estados
de la partícula con componentes z de espín positivo y negativo, el ket de
estado genérico queda representado por

∣ψ⟩ =∶ (ψ−(r)
ψ+(r)

) , (2.4.21)

que es simplemente un espinor (vector columna de dos componentes que
representa un estado de un sistema de espín 1/2) en representación de
coordenadas.

La componente ψ+(r′) de�ne la amplitud de densidad de probabilidad
de localizar la partícula en r = r′ con componente z de espín positiva,
mientras que ψ−(r′) de�ne la amplitud de densidad de probabilidad de
localizar la partícula en r = r′ con componente z de espín negativa.

Lecturas Recomendadas

1. Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capítulo II, sección F, p. 153.
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2.5 Representación de momentum

Introducción
Conjuntos de kets propios correspondientes a observables independientes
inducen diferentes representaciones del espacio de kets. No es usual distinguir el
tipo de representación cuando la base es discreta, y se habla genéricamente de
representaciones matriciales. Sin embargo, en analogía con la mecánica clásica,
en la cual se distinguen los espacios de con�guración y de momentum, las
representaciones continuas inducidas por los kets propios de las componentes
cartesianas de posición y de momentum se distinguen con los nombres de
representación de coordenadas y representación de momentum, aunque estas
inducen los mismos espacios vectoriales de funciones de onda.

Como la representación de momentum es otro caso particular de una
representación continua, en la sección 2.5.1 se da una muy breve descripción
de esta representación. En la sección 2.5.2 se estudia la representación
de momentum de los operadores posición y momentum de una partícula
con base en las propiedades del grupo de translaciones en el espacio de
momentum R3

p. Finalmente, en la sección 2.5.3 se estudia la relación entre
las dos representaciones y se muestra cómo el operador que representa dicha
transformación corresponde a la conocida transformada integral de Fourier.

2.5.1 Espacio de funciones de onda en representación de
momentum

Los operadores que representan las componentes cartesianas del momentum
de una partícula, p̂i, i = 1,2,3, de�nen un CCOC para el sistema cuyos kets
propios simultáneos son {∣p⟩ = ∣p1, p2, p3⟩}.
Sus ecuaciones de valores propios

p̂k ∣p′⟩ = p′k ∣p′⟩ , p′k ∈Rp, k = 1,2,3 (2.5.1)

escritas en forma compacta son

p̂ ∣p′⟩ = p′ ∣p′⟩ , p′ ∈R3
p.

Todas las posibles triplas de valores propios de los tres operadores de
momentum de�nen los elementos del espacio euclidiano R3

p, el cual coincide
con el espacio de momentum clásico.

Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base {∣p⟩} están dadas por

1̂ = ∫
∞

−∞
dp ∣p⟩ ⟨p∣ , (2.5.2)

δ(p − p′) = ⟨p∣p′⟩ , (2.5.3)

explícitamente

1̂ = ∫
∞

−∞
dp1 ∫

∞

−∞
dp2 ∫

∞

−∞
dp3 ∣p1, p2, p3⟩ ⟨p1, p2, p3∣ ,
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⟨p1, p2, p3∣p′1, p′2, p′3⟩ = δ(p1 − p′1) δ(p2 − p′2) δ(p3 − p′3).

En la ecuación (2.5.2), dp es el elemento de volumen del espacio de momentum
de la partícula expresado en coordenadas cartesianas.

Esta base induce la denominada representación de momentum, y en ella cada
ket ∣α⟩ de E queda representado por una función compleja, o función de onda,
de�nida sobre el espacio de momentum. El conjunto de dichas funciones de�ne
el espacio de funciones de onda F(R3

p)

E ←→ F(R3
p)

∣α⟩ ←→ ψα(p) = ⟨p∣α⟩ . (2.5.4)

La representación de momentum de un ket propio de momentum está dada por

∣p′⟩ =∶ ψp′(p) = ⟨p∣p′⟩ = δ(p − p′)

y se interpreta como un estado en el cual la partícula tiene un momentum
perfectamente de�nido1 p′.

De manera completamente análoga a lo realizado en la representación de
coordenadas, en F(R3

p) se pueden de�nir bases discretas o continuas inducidas
por bases discretas o continuas de E .

a) Si {∣νi⟩} es una base completa ortonormal de E , mediante la correspon-
dencia

E ←→ F(R3
p)

∣νi⟩ ←→ νi(p) = ⟨p∣νi⟩

se induce en F(R3
p) una base discreta {νi(p)} cuyas relaciones de

completez y ortonormalidad son

δ(p − p′) = ∑i
νi(p)ν∗i (p′) y ∫

∞

−∞
dp ν∗i (p)νj(p) = δij . (2.5.5)

Cualquier función de onda ψα(p) ∈ F(R3
p) se puede expresar como

una superposición de las funciones de la base aplicando la relación de
completez

ψα(p) = ∫
∞

−∞
dp′ δ(p − p′)ψα(p′) = ∑

i
∫
∞

−∞
dp′ νi(p)ν∗i (p′)ψα(p′)

ψα(p) = ∑
k

ck(α)νk(p), (2.5.6)

1 Como en el caso de representación de coordenadas, un ket propio de momentum es
de norma in�nita y, por tanto, no representa un estado físico real. Para recordarlo, se
escribe estado en itálica.
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donde los coe�cientes son las componentes de la función de onda en la
dirección de cada una de las funciones de la base discreta y están de�nidos
por el producto interior

ck(α) = ∫
∞

−∞
dp′ν∗k(p′)ψα(p′). (2.5.7)

Si ψα(p) representa un estado normalizado de la partícula y νk(p) un
estado propio simultáneo de un CCOC de la partícula, el módulo al
cuadrado de ck(α) de�ne la probabilidad de que la partícula quede en
el estado νk(p) al realizar una medición simultánea del CCOC,

P∣νk⟩ = ∣ ⟨νk ∣α⟩ ∣
2 = ∣∫

∞

−∞
dpν∗k(p)ψα(p) ∣

2

.

En completa analogía con la representación de coordenadas, el lector
puede inferir cuál será el signi�cado físico de ∣ψα(p) ∣2 y de ∣ψα(p′) ∣2dp′
(ejercicio 1).

b) Similarmente, si {∣ξ⟩} es un conjunto continuo, completo y ortonormal de
E , la correspondencia

E ←→ F(R3
p)

∣ξ′⟩ ←→ v′ξ(p) = ⟨p∣ξ′⟩

induce en F(R3
p) una base continua, completa y ortonormal {vξ(p)}:

δ(p − p′) = ∫
∞

−∞
dξ vξ(p)v∗ξ (p′) y ∫

∞

−∞
dp v∗ξ (p) vξ′(p) = δ(ξ − ξ′),

de manera que una función de onda ψα(p) se puede expresar como una
combinación lineal de los elementos de la base

ψα(p) = ∫
∞

−∞
dξ C(ξ;α) vξ(p), (2.5.8)

donde
C(ξ;α) = ∫

∞

−∞
dp v∗ξ (p)ψα(p) (2.5.9)

se interpreta como la proyección de la función de onda en la dirección de
las funciones de la base y su módulo al cuadrado de�ne la densidad de
probabilidad de que la partícula quede en un estado propio del observable
ξ̂, representado por la función de onda vξ(p), cuando ella se encuentra
en el estado ψα(p).

Así como T̂ (ro) = e−
i
h̵ p̂⋅ro es el operador que representa translaciones �nitas en

el espacio de coordenadas, el operador

T̂ (po) = e
i
h̵ r̂⋅po (2.5.10)
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de�ne en E al operador que representa la translación en el espacio de
momentum R3

p en la cantidad �nita po (ejercicio 3). Esto es,

T̂ �(po) p̂ T̂ (po) = p̂ + po 1̂

y
T̂ (po) ∣p⟩ = ∣p + po⟩ .

Así como los operadores de momentum son los generadores del grupo de
translaciones en el espacio de coordenadas, los operadores posición son los
generadores del grupo de translaciones en el espacio de momentum.

En particular, la representación de momentum del ket T̂ �(po) ∣α⟩ está dada
por

∣α′⟩ = T̂ �(po) ∣α⟩ =∶ ψα′(p) = ψα(p + po).

2.5.2 Operadores de posición y momentum en representa-
ción de momentum

Empleando la expansión en serie de potencias de (2.5.10) y considerando un
desplazamiento in�nitesimal p → p + dpo a primer orden en dpo, se obtiene
la siguiente expresión para el operador de translaciones in�nitesimales en el
espacio de momentum

T̂ (dpo) = 1̂ +
i

h̵
r̂ ⋅ dpo. (2.5.11)

Empleando la interpretación activa de la transformación, la representación de
momentum de ∣α′⟩ = T̂ �(dpo) ∣α⟩ es

ψα′(p) = ⟨p∣α′⟩ = ⟨p∣ T̂ �(dpo) ∣α⟩ = ψα(p + dpo).

Realizando un procedimiento similar al seguido para obtener la representación
en coordenadas del operador momentum, en la aproximación a primer orden
en dpo, se obtiene (ejercicio 4)

ψη(p1, p2, p3) = ⟨p1, p2, p3∣ x̂i ∣α⟩ = ih̵
B

Bpi
ψα(p1, p2, p3)

ψη(p1, p2, p3) = ih̵ Bpi ψα(p1, p2, p3), i = 1,2,3
donde ψη(p1, p2, p3) es la función de onda que representa la imagen del
ket ∣α⟩ bajo la aplicación del operador posición: ∣η⟩ = x̂i ∣α⟩. Por tanto, la
representación de momentum de la i-ésima componente cartesiana de posición
es igual a ih̵ Bpi .

La anterior ecuación se puede expresar en forma vectorial de la siguiente manera

⟨p∣ r̂ ∣α⟩ = ih̵ ∇p ψα(p) = ih̵ Bp ψα(p), (2.5.12a)

donde ∇p = Bp es el operador gradiente de�nido sobre R3
p. Esto es, en represen-

tación de momentum el operador posición r̂ queda representado por ih̵ veces
el operador gradiente en el espacio de momentum.
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De (2.5.12a) se obtiene el elemento matricial genérico para las componentes
cartesianas del operador posición

⟨p3, p2, p1∣ x̂i ∣p′1, p′2, p′3⟩ = ih̵ Bpi δ(p1 − p′1) δ(p2 − p′2) δ(p3 − p′3), i = 1,2,3,

o expresado en forma vectorial

⟨p∣ r̂ ∣p′⟩ = ih̵ Bp δ(p − p′). (2.5.12b)

Aplicando las ecuaciones de valores propios de los operadores momenta, su
representación queda de�nida por

⟨p′∣ p̂ ∣α⟩ = p′ ψα(p), (2.5.13a)

y los elementos matriciales son

⟨p′′∣ p̂ ∣p′⟩ = p′′ δ(p′′ − p′). (2.5.13b)

En F(R3
p) las componentes cartesianas del momentum lineal quedan represen-

tadas2 por la multiplicación con su correspondiente valor propio.

El valor esperado de algunas funciones de los operadores posición y momentum
está dado por

⟨α∣ f(p̂) ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dpψ∗α(p) f(p)ψα(p),

⟨α∣ f(r̂) ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dpψ∗α(p) f(ih̵Bp)ψα(p),

⟨α∣ f(r̂, p̂) ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dpψ∗α(p) f(ih̵Bp,p

′)ψα(p) ∣p′=p,

siempre y cuando f(r̂, p̂) se exprese en orden izquierdo, esto es, si en los
productos los operadores momenta están a la izquierda de los operadores
posición. La ecuación de valores propios del operador hamiltoniano de la
partícula en presencia de un campo potencial V (r) queda de�nida por la
siguiente ecuación diferencial parcial:

{ p̂2

2m
+ V (ih̵Bp) −E} ψE(p) = 0, (2.5.14)

donde p2 = p21 + p22 + p23. Las funciones propias ψE(p1, p2, p3) deberán ser
univaluadas, continuas, acotadas y, si el espectro es discreto, cuadráticamente
integrables. Si el espectro es continuo, el producto interior de las funciones
propias debe satisfacer la relación de ortonormalidad en el sentido de Dirac.

2 En algunos textos es usual encontrar las relaciones r̂ ∣p⟩ = ih̵ Bp ∣p⟩ y ⟨p∣ r̂ = −ih̵ Bp ⟨p∣
para indicar la representación de momentum del operador posición. Aunque son más
una notación que una igualdad, ya que el operador gradiente no está de�nido sobre el
espacio de kets sino sobre el espacio de funciones de onda, estas relaciones inducen las
ecuaciones (2.5.12) y sus duales correspondientes cuando se aplican a un bra o a un ket
respectivamente.
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2.5.3 Relación entre las representaciones de coordenadas y
momentum

Cualquier ket arbitrario ∣α⟩ que pertenezca al espacio de kets de una partícula
con un grado de libertad translacional, se puede representar mediante la función
de onda de�nida por su representación de coordenadas o la función de onda
de�nida por su representación de momentum. Se estudiará la relación entre
estas dos representaciones a través de la transformación cambio de base de
coordenadas a momentum.

La transformación queda de�nida por un operador unitario que transforma
la base {∣x⟩} en la base {∣p⟩}. Sea F̂ el operador que representa dicha
transformación,

∣p⟩ = F̂ ∣x⟩ , o ⟨p∣ = ⟨x∣ F̂ � = ⟨x∣ F̂ −1. (2.5.15)

Aplicando el bra a un ket arbitrario ∣α⟩, se obtiene la ecuación de
transformación para las funciones de onda

⟨p∣α⟩ = ⟨x∣ F̂ � ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dx′ ⟨x∣ F̂ � ∣x′⟩ ⟨x′∣α⟩

ψα(p) = ∫
∞

−∞
dx′ ⟨x′∣ F̂ ∣x⟩∗ ψα(x′). (2.5.16)

La representación de momentum de un ket arbitrario queda de�nida a
través de una transformación integral de la correspondiente representación de
coordenadas. El núcleo (o kernel) de la transformación está de�nido por el
elemento matricial ⟨x′∣ F̂ ∣x⟩, denominado también kernel de Schwartz.

Determinación del núcleo de la transformación

De acuerdo con (2.5.15), el núcleo de la transformación es igual a

⟨x∣ F̂ ∣x′⟩ = ⟨x∣p′⟩ . (2.5.17a)

Este elemento matricial es la representación de coordenadas del ket propio
del operador momentum correspondiente al valor propio p = p′. Entonces, la
determinación del núcleo de la transformación se puede obtener de la solución
del problema de valores propios del operador momentum en representación de
coordenadas.

En el espacio de kets E , la ecuación de valores propios para el operador
momentum es p̂ ∣p′⟩ = p′ ∣p′⟩. Su representación en coordenadas se obtiene de
⟨x∣ p̂ ∣p′⟩ = p′ ⟨x∣p′⟩, la cual es igual a −ih̵Bx ⟨x∣p′⟩ = p′ ⟨x∣p′⟩.
Notando up′(x) = ⟨x∣p′⟩ a las funciones propias de p̂ en representación de
coordenadas, la ecuación de valores propios del operador momentum toma la
forma

−ih̵Bx up′(x) = p′up′(x).
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Integrando esta ecuación diferencial de primer orden, se obtiene

⟨x∣p′⟩ = up′(x) = N e
i
h̵xp′ , p′ ∈ Rp. (2.5.17b)

El coe�ciente N se determina exigiendo que las funciones propias satisfagan la
condición de ortonormalización a la función de distribución delta de Dirac:

∫
∞

−∞
dx up

∗(x) up′(x) = δ(p − p′),

que no es otra cosa que la representación en coordenadas de la condición de
ortonormalidad ⟨p∣p′⟩ = δ(p − p′). Reemplazando (2.5.17b) en el integrando, el
producto interior es igual a

∫
∞

−∞
dx up

∗(x) up′(x) = ∣N ∣2 ∫
∞

−∞
dx e−

i
h̵x (p−p′).

Teniendo en cuenta la representación integral de la función de distribución delta
de Dirac (2.1.6), se obtiene

∣N ∣2 ∫
∞

−∞
dx e−

i
h̵x(p−p′) = 2πh̵ ∣N ∣2 δ(p − p′).

Eligiendo la constante de normalización real y positiva, N = 1/
√
2πh̵ , las

funciones propias ortonormalizadas están dadas por

up′(x) =
1√
2πh̵

e
i
h̵xp′ . (2.5.18)

La función propia correspondiente a cada valor propio p de�ne una onda plana
de número de onda k = p/h̵.
Las funciones propias up′(x) constituyen una base continua, in�nita y completa
de F(Rx), de manera que cualquier función de onda ψα(x) se puede expresar
como la superposición de los elementos de esta base:

ψα(x) = ∫
∞

−∞
dpC(p;α)up(x),

reemplazando (2.5.18) y teniendo en cuenta que C(p;α) = ⟨p∣α⟩ = ψα(p),
p ∈ Rp, de�ne la función de onda que representa al ket ∣α⟩ en representación
de momentum, se tiene

ψα(x) =
1√
2πh̵

∫
∞

−∞
dp e

i
h̵xpψα(p). (2.5.19a)

El coe�ciente C(p′;α) = ψα(p) ∣p=p′ , la proyección de ψα(x) en la dirección del
elemento de la base up′(x), está de�nido por el producto interior

ψα(p) = ∫
∞

−∞
dx up∗(x)ψα(x),
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entonces
ψα(p) =

1√
2πh̵

∫
∞

−∞
dx e−

i
h̵xpψα(x), (2.5.19b)

que es la misma ecuación (2.5.16).

En las ecuaciones (2.5.19a) y (2.5.19b) se reconocen las expresiones usuales
para la transformada integral de Fourier y su transformada inversa. En otras
palabras, la ecuación (2.5.18) es el núcleo de la transformada integral de Fourier
(o kernel de Schwartz de la transformación).

La ecuación (2.5.19a), que expresa cualquier estado de la partícula como
superposición de ondas planas con coe�cientes C(p;α) = ψα(p), de�ne a su
vez el conocido principio de superposición de la mecánica ondulatoria, que
dice que cualquier función de onda se puede expresar como una superposición
continua de ondas planas. Cuánticamente, cada función propia de momentum
de�ne una onda plana de momentum perfectamente de�nido.

Nota

Al emplear la interpretación activa de la transformación se debe
considerar la transformación inversa. Así, ∣α′⟩ = F̂ � ∣α⟩ de�ne la
imagen del ket bajo la transformación. A partir de su representación
en coordenadas se obtiene

ψα′(x) = ⟨x∣α′⟩ = {⟨x∣ F̂ �} ∣α⟩ = ⟨p∣α⟩ = ψα(p). (2.5.20)

Como era de esperar, la imagen de ψα(x) ∈ F(Rx) es precisamente
ψα(p) ∈ F(Rp). Como desde el punto de vista matemático,
tanto el espacio de coordenadas como el de momentum de�nen el
mismo espacio euclidiano (Rx = Rp = R), la transformación de
coordenadas a momentum es una transformación unitaria de�nida
sobre un mismo espacio de funciones.

Una manera sencilla de obtener las ecuaciones (2.5.19), una vez conocido el
núcleo de la transformación, consiste en representar los productos interiores
⟨x∣α⟩ y ⟨p∣α⟩ en las representaciones de momentum y coordenadas,

ψα(x) = ⟨x∣ 1̂ ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dp′ ⟨x∣p′⟩ ⟨p′∣α⟩ = (2πh̵)−1/2 ∫

∞

−∞
dp′ e

i
h̵xp′ ψα(p′)

(2.5.21a)

ψα(p) = ⟨p∣ 1̂ ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dx′ ⟨p∣x′⟩ ⟨x′∣α⟩ = (2πh̵)−1/2 ∫

∞

−∞
dx′ e−

i
h̵x′pψα(x′)

(2.5.21b)

Generalización a tres grados de libertad

Para determinar la representación en coordenadas del ket propio simultáneo
de las componentes cartesianas de momentum, se debe resolver la ecuación
vectorial

−ih̵ Br ⟨r∣p′⟩ = p′ ⟨r∣p′⟩ ,
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donde ⟨r∣p′⟩ = ⟨x1, x2, x3∣p′1, p′2, p′3⟩. La anterior ecuación es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

− ih̵ Bxi ⟨r∣p′⟩ = pi ⟨r∣p′⟩ , i = 1,2,3. (2.5.22)

Teniendo en cuenta que cada ecuación involucra una coordenada y su
momento canónicamente conjugado, la integración de la primera ecuación
correspondiente a i = 1 conduce a

⟨r∣p′⟩ = ⟨x1, x2, x3∣p′1, p′2, p′3⟩ = f(x2, x3;p′2, p′3) e
i
h̵x1p

′
1 .

Reemplazando esta solución en la segunda ecuación, i = 2, e integrando

f(x2, x3;p′2, p′3) = g(x3;p′3) e
i
h̵x2p

′
2

⇒ ⟨r∣p′⟩ = g(x3;p′3) e
i
h̵x1p

′
1 e

i
h̵x2p

′
2

Finalmente, con esta solución la integración de la tercera ecuación, correspon-
diente a i = 3, conduce a

g(x3;p′3) = N e
i
h̵x3p

′
3 ,

de manera que la solución del sistema de ecuaciones es de la forma

up′(r) = ⟨r∣p′⟩ = N e
i
h̵ (x1p

′
1+x2p

′
2+x3p

′
3).

La constante se determina de la condición de ortonormalización
∞

∫
−∞

dx1dx2dx3 u
∗
p(x1, x2, x3)up′(x1, x2, x3) = δ(p − p′),

por lo tanto

⟨r∣p′⟩ = ⟨x1, x2, x3∣p′1, p′2, p′3⟩ =
1

(2πh̵)3/2 e
i
h̵ (x1p

′
1+x2p

′
2+x3p

′
3) = 1

(2πh̵)3/2 e
i
h̵r⋅p′ .

(2.5.23)

Este mismo resultado se obtiene si se observa que el sistema de ecuaciones
(2.5.22) es separable en tres ecuaciones cada una asociada a un grado de
libertad. Para ello basta suponer una solución de la forma

⟨r∣p⟩ = up(r) = up1(x1) up2(x2) up3(x3),

la cual al ser reemplazada en (2.5.22) conduce a tres ecuaciones independientes
para cada función upi

(xi).
Para encontrar la relación entre las representaciones de coordenadas y de
momentum, se sigue un procedimiento similar al realizado para obtener las
ecuaciones (2.5.19). Así,

ψα(r) = ⟨r∣α⟩ = ⟨r∣ 1̂ ∣α⟩ = ∫
∞

−∞
dp ⟨r∣p⟩ ⟨p∣α⟩ ,
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entonces,

ψα(r) = (2πh̵)−3/2 ∫
∞

−∞
dp e

i
h̵r⋅pψα(p). (2.5.24a)

De manera similar,

ψα(p) =
1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dr e−

i
h̵r⋅pψα(r). (2.5.24b)

Lecturas Recomendadas

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capítulo I, secciones A, B y C, capítulo II hasta el
complemento G.

Ejercicios
1. De el signi�cado físico de ∣ψα(p) ∣2, de ∣ψα(p) ∣2 calculado en p = p′,

de ∣ψα(p′) ∣2dp′ y de ∫
p2

p1
dp′ ∣ψα(p′) ∣2dp′. ¾Cuáles son las unidades de

∣ψα(p) ∣2?

2. Demostrar las ecuaciones (2.5.6) a (2.5.9) a partir de la representación
de momentum de las relaciones de completez y ortonormalidad de las
correspondientes bases de E .

3. Demostrar que (2.5.10) de�ne el operador de translación en R3
p. Considere

solamente un grado de libertad.

4. Considerar un sistema de un grado de libertad. A partir de la relación

ψα′(p) = ⟨p∣α′⟩ = ⟨p∣ T̂ �(dpo) ∣α⟩ = ψα(p + dpo),

para una translación in�nitesimal en el espacio de momentum, demuestre
que la imagen de cualquier ket ∣α⟩ bajo la acción del operador posición está
dada por

ψη′(p) = ih̵
B

Bp
ψα(p) = ih̵ Bp ψα(p),

donde ∣η⟩ = x̂ ∣α⟩.

5. Para el sistema de una partícula con tres grados de libertad traslacionales
encontrar la expresión de los siguientes observables como una función de los
operadores posición y momentum:

a. Las componentes cartesianas del operador momentum angular.

b. El cuadrado del momentum angular.

c. El hamiltoniano de una partícula en un campo central de fuerzas.

d. El hamiltoniano de una partícula (cargada) en presencia de un campo
magnético generado por un vector potencial A(r).
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e. El operador hamiltoniano de una partícula cargada en presencia
de un campo central de fuerzas e interactuando con un campo
electromagnético.

6. Determinar la representación de coordenadas de las ecuaciones de valores
propios de los operadores determinados en el ejercicio anterior. Esto es,
determinar las ecuaciones diferenciales parciales que deben satisfacer las
funciones propias de los observables.

7. Obtener la ecuación (2.5.23) empleando el producto tensorial de estados y
la solución (2.5.18) para un grado de libertad.





Capítulo 3

Dinámica cuántica

Introducción
Estudiar la dinámica de un sistema cuántico es determinar su evolución
temporal. La ecuación que rige la evolución del estado de un sistema se
denomina ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo o ecuación de
movimiento de la mecánica cuántica no relativista.

Con base en la determinación completa del estado del sistema en un instante
dado, la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
proporciona el estado para cualquier instante de tiempo posterior, el cual,
a su vez, permite analizar el comportamiento dinámico del sistema a través
del comportamiento en el tiempo de las amplitudes de probabilidad, de las
funciones de distribución de valores propios o de los valores esperados de los
observables, entre otras magnitudes.

Este capítulo se inicia con la de�nición del operador evolución temporal de un
sistema, a partir del cual se determina la ecuación de Schrödinger dependiente
del tiempo. Se continúa con el estudio de sistemas conservativos y se desarrollan
los ejemplos básicos en representación de coordenadas. Se �naliza con la
solución del problema de valores propios de energía del oscilador armónico
empleando el método de operadores escalera. Este último ejemplo permite un
primer acercamiento al estudio de los denominados estados coherentes.

3.1 Dinámica cuántica

3.1.1 Operador evolución temporal

Para el estudio de la evolución temporal de un sistema cuántico no relativista,
al igual que en la mecánica clásica no relativista, el tiempo se considera como un
parámetro continuo. Esto es, el tiempo no es un observable en el sentido de que
no existe un operador cuyos valores propios tengan signi�cado de tiempo. Para
dar cuenta de los posibles cambios del estado de un sistema al evolucionar en el
tiempo, en el ket que lo representa se escribirá explícitamente su dependencia
con el parámetro temporal. Por ejemplo, ∣Ψ(t)⟩ notará el estado del sistema en
cualquier instante t.

Se denomina operador evolución temporal, o simplemente operador evolución, al
operador unitario cuya aplicación sobre el estado en el instante to proporciona
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el estado para cualquier instante posterior t. Explícitamente, si ∣Ψ(to)⟩ describe
el estado en un instante to y ∣Ψ(t)⟩ en cualquier instante posterior t, el operador
evolución temporal U(t, to) queda de�nido por

∣Ψ(t)⟩ = Û(t, to)∣Ψ(to)⟩, t > to, (3.1.1)

para todo t y to.

El operador evolución tiene las siguientes propiedades:

1. Es unitario:
Û �(t, to) Û(t, to) = Û(t, to) Û �(t, to) = 1̂, (3.1.2)

y, por tanto, existe el inverso Û �(t, to) = Û−1(t, to).
2. Está de�nido el producto (relación de clausura):

Û(t2, t1) Û(t1, to) = Û(t2, to), para t2 > t1 > to, (3.1.3)

el cual es asociativo.

3. Existe el elemento neutro de�nido por la transformación idéntica

ĺım
t→to

Û(t, to) = 1̂.

Estas propiedades muestran que el conjunto de operadores evolución {Û(t, to)}
de�ne un grupo unitario continuo, in�nito y, en general, no conmutativo. Cada
elemento del grupo está caracterizado por un valor del parámetro continuo t.

Operador evolución in�nitesimal

Como ocurre en la dinámica hamiltoniana clásica, el generador de la evolución
de un sistema cuántico es justamente su operador hamiltoniano, de manera que
el operador evolución para un intervalo de tiempo in�nitesimal δt está de�nido
por

Û(t + δt, t) = 1̂ − i
h̵
Ĥ(t) δt, δt > 0. (3.1.4)

En la aproximación a primer orden en δt, esta de�nición satisface las propie-
dades del grupo de operadores evolución. Como Ĥ/h̵ y δt tienen dimensiones
de [t−1] y [t], respectivamente, el operador evolución es adimensional.

Ecuación de Schrödinger para el operador evolución

Aplicando la relación de clausura (3.1.3) para los instantes t + δt > t > to, se
obtiene

Û(t + δt, to) = Û(t + δt, t) Û(t, to) = (1̂ −
i Ĥ(t)
h̵

δt) Û(t, to),

⇒ Û(t + δt, to) − Û(t, to)
δt

= − i
h̵
Ĥ(t) Û(t, to).
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El lado izquierdo de�ne la variación del operador evolución ante una variación
in�nitesimal δt alrededor de cualquier instante dado t > to. Tomando el límite
δt→ 0, se obtiene

ih̵
B

Bt
Û(t, to) = Ĥ(t) Û(t, to), (3.1.5)

denominada la ecuación de Schrödinger para el operador evolución. Esta es la
ecuación que debe satisfacer el operador evolución temporal, y su solución, como
era de esperar de (3.1.4), depende exclusivamente del operador hamiltoniano
del sistema. Por esta razón se dice que Ĥ(t) es el generador del grupo de
operadores evolución.

Enseguida se consideran algunas soluciones de la ecuación (3.1.5):

1. Si el sistema bajo consideración es tal que su operador hamiltoniano no
depende explícitamente del tiempo, (BtĤ(t) = 0̂), la integración de (3.1.5)
entre un instante to y un instante posterior arbitrario t es inmediata1 y
su solución es

Û(t, to) = e−
i
h̵ (t−to)Ĥ . (3.1.6)

Un sistema de espín 1/2 interactuando con un campo magnético estático
uniforme o una partícula en presencia de campos de fuerza derivables
de potenciales V (r̂) con BtV (r̂) = 0̂, son ejemplos de sistemas que
evolucionan de acuerdo con (3.1.6).

Como se verá en la sección 3.2, cuando el operador hamiltoniano no
depende explícitamente del tiempo, el valor esperado de energía y la
distribución de valores propios de energía se conservan en el tiempo para
cualquier condición inicial ∣Ψ(to)⟩. Por esta razón, cuando BtĤ(t) = 0̂ el
sistema se denomina conservativo. En otras palabras, la ecuación (3.1.6)
de�ne el operador evolución para sistemas conservativos.

2. Cuando el operador hamiltoniano del sistema depende explícitamente del
tiempo, pero su dependencia es tal que su conmutador en dos instantes
distintos y arbitrarios es nulo: [Ĥ(t), Ĥ(t′)] = 0̂, la solución de (3.1.5) se
puede expresar

Û(t, to) = e−
i
h̵ ∫ t

to
Ĥ(t′)Bt′ .

Un ejemplo de un sistema cuyo operador evolución tiene esta forma
funcional es el de un sistema de espín 1/2 interactuando con un campo
magnético de dirección constante pero de magnitud variable en el tiempo.

3. Cuando el operador hamiltoniano depende explícitamente del tiempo y
su dependencia es tal que para instantes diferentes los operadores no
conmutan, la solución de (3.1.5) se puede expresar, por ejemplo, en series
de Dyson.2

1 Por ser una ecuación diferencial parcial, para la integración de (3.1.5) solo se tiene en
cuenta la dependencia explícita del operador hamiltoniano con respecto al tiempo. Es
bueno aclarar que los observables de posición y momentum no dependen explícitamente
del tiempo, de manera que la variación temporal del operador hamiltoniano de un sistema
debe provenir de campos de fuerza dependientes del tiempo explícitamente.

2 Sakurai, 1994, p. 73 y sección 5.6.
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Un sistema de espín 1/2 interactuando con un campo magnético cuya dirección
cambia en el tiempo es un ejemplo sencillo de un sistema para el cual
[Ĥ(t′), Ĥ(t′′)] ≠ 0̂. En efecto, teniendo en cuenta que el hamiltoniano de
interacción es proporcional a la componente del momento angular de espín
en la dirección del campo, si en el transcurso del tiempo el campo está girando
en el plano (x, y), habrá instantes en que el hamiltoniano es proporcional a Ŝx y
otros a Ŝy. Como estos observables no conmutan, los operadores hamiltonianos
correspondientes a dos instantes diferentes y arbitrarios no necesariamente
conmutan.

Una vez determinado el operador evolución, si se conoce el estado en cualquier
instante to, el estado del sistema para t > to se puede obtener de la de�nición
(3.1.1).

Para sistemas conservativos, (3.1.1) se puede expresar

∣Ψ(t)⟩ = e− i
h̵ (t−to)Ĥ ∣Ψ(to)⟩ . (3.1.7a)

Vale la pena aclarar que ∣Ψ(t)⟩ estará determinado cuando se conozca el ket
resultante del lado derecho de (3.1.7a).

Cuando se conoce ∣Ψ(to)⟩ como superposición de kets propios de energía, lo
cual implica que se conocen los valores de los coe�cientes en la superposición,
la determinación del estado ∣Ψ(t)⟩ es inmediata. En efecto, si el espectro de
energía del sistema es discreto y se conoce ∣Ψ(to)⟩ = ∑i ci(to) ∣Ei⟩, el lado
derecho de (3.1.7a) es igual a

e−
i
h̵ (t−to) Ĥ ∣Ψ(to)⟩ = ∑i

ci(to) e−
i
h̵ (t−to) Ĥ ∣Ei⟩ .

Debido a que el operador evolución es función del operador hamiltoniano, los
kets propios de energía son a su vez kets propios del operador evolución y se
satisface

e−
i
h̵ (t−to) Ĥ ∣Ψ(to)⟩ = ∑i

e−
i
h̵Ei (t−to)ci(to) ∣Ei⟩ .

Entonces, para t > to, el estado del sistema queda de�nido por

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
e−

i
h̵Ei (t−to)ci(to) ∣Ei⟩ , ci(to) = ⟨Ei∣Ψ(to)⟩ . (3.1.7b)

De manera similar, cuando el espectro de energía es continuo y se conoce la
superposición que de�ne el estado inicial, ∣Ψ(to)⟩ = ∫ dE cE(to) ∣E⟩, el estado
del sistema para t > to estará de�nido por la superposición

∣Ψ(t)⟩ = ∫ dEe−
i
h̵E (t−to)cE(to) ∣E⟩ , cE(to) = ⟨E∣Ψ(to)⟩ . (3.1.7c)

Para sistemas conservativos, la variación temporal del estado se ve re�ejada en
la dependencia explícita con el tiempo de los coe�cientes de la superposición,
a través del factor de fase del término exponencial en (3.1.7), lo cual implica
que la orientación del estado en el espacio de kets del sistema varía de manera
continua.
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En general, sea o no conservativo el sistema, la orientación del estado cambia
en el tiempo. Sin embargo, como el operador evolución es unitario, la norma
del ket de estado permanece invariante,

⟨Ψ(t)∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(to)∣ Û �(t, to) Û(t, to) ∣Ψ(to)⟩

⇒ ⟨Ψ(t)∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(to)∣Ψ(to)⟩ .

Lo anterior muestra que la dinámica del sistema se puede imaginar como una
rotación continua del estado en el espacio de kets del sistema.

Una vez conocido ∣Ψ(t)⟩, el estado se puede expresar como la superposición de
los elementos de la base ortonormal de kets propios de cualquier observable.
Por ejemplo, en la base de kets propios de Â:

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
ci(t) ∣ai⟩ , ci(t) = ⟨ai∣Ψ(t)⟩ , (3.1.8)

donde se ha supuesto que los elementos de la base no dependen explícitamente
del tiempo. El conjunto de coe�cientes ci(t) = ⟨ai∣Ψ(t)⟩ de�ne la representación
matricial del estado en cualquier instante de tiempo. Si la base es continua se
tendrá una representación ondulatoria.

La probabilidad de que en cualquier instante t el sistema se pueda encontrar
en uno de los estados ∣ai⟩ está dada por

P∣ai⟩(t) = ∣⟨ai∣Ψ(t)⟩ ∣
2 = ∣ci(t) ∣2 .

Sin embargo, aunque varíen las probabilidades individuales su suma se conserva
debido a que el operador evolución es unitario

∑i
P∣ai⟩(t) = ∑i

⟨Ψ(t)∣ai⟩ ⟨ai∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(t)∣Ψ(t)⟩
= ⟨Ψ(to)∣ Û �(t, to) Û(t, to) ∣Ψ(to)⟩ = ⟨Ψ(to)∣Ψ(to)⟩
= ∑i

⟨Ψ(to)∣ai⟩ ⟨ai∣Ψ(to)⟩ = ∑i
P∣ai⟩(to),

donde se han empleado las ecuaciones (3.1.1), (3.1.2) y la relación de completez
de la base. De acá también se concluye que la norma del ket de estado permanece
invariante bajo la evolución temporal del sistema, debido a que la suma de estas
probabilidades es justamente el cuadrado de la norma del ket de estado.

3.1.2 Ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

Un camino alternativo para estudiar la dinámica de un sistema es solucionar
directamente la ecuación de movimiento para el estado. Aplicando la igualdad
(3.1.5) al estado del sistema en t = to y teniendo en cuenta (3.1.1), se obtiene
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo o ecuación de movimiento
para el estado del sistema:

ih̵
B

Bt
∣Ψ(t)⟩ = Ĥ(t) ∣Ψ(t)⟩ . (3.1.9)
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En principio, el estado solución de (3.1.9) será único si se conoce el estado del
sistema en un instante t = to, esto es, si se conoce el estado inicial en que fue
preparado el sistema.

Para solucionar la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, se
representa en una base completa del espacio de kets del sistema. Si se considera
la base de kets propios del operador posición, se tendrá que resolver una
ecuación diferencial de segundo orden para la función de onda que representa
el estado del sistema. Para una solución única se deberá conocer la función
de onda que representa el estado inicial. Si la base es discreta, se tendrá una
representación matricial de la ecuación de Schrödinger. Su solución conduce a
la determinación de los coe�cientes de la superposición para todo instante de
tiempo en términos de los coe�cientes de la superposición que de�ne el estado
inicial.

Representación matricial de la ecuación de Schrödinger

Considerando la base ortonormal discreta {∣ai⟩}, de acuerdo con (3.1.8), el ket
de estado se puede expresar como una superposición de los elementos de la base

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
ci(t) ∣ai⟩, ci(t) = ⟨ai∣Ψ(t)⟩ ,

donde ci(t) es el elemento matricial del vector columna que representa el estado
del sistema en cualquier instante t. Premultiplicando (3.1.9) por el bra ⟨ai∣,
obtienen las ecuaciones que deben satisfacer estos coe�cientes:

ih̵
B

Bt
⟨ai∣Ψ(t)⟩ = ⟨ai∣ Ĥ(t) ∣Ψ(t)⟩ = ∑

k

⟨ai∣ Ĥ(t) ∣ak⟩ ⟨ak ∣Ψ(t)⟩ ,

⇒ ih̵
B

Bt
ci(t) = ∑

k

Hi k(t)ck(t), i = 1,2, . . . , (3.1.10a)

donde Hi k(t) = ⟨ai∣ Ĥ(t) ∣ak⟩ es el elemento matricial del operador hamilto-
niano. Este conjunto de ecuaciones de�ne un sistema de ecuaciones diferencia-
les parciales de primer orden para los coe�cientes ci(t). En física se acostumbra
decir que el sistema es acoplado debido a que la ecuación para el i-ésimo coe�-
ciente involucra los demás coe�cientes ck(t).
El sistema de ecuaciones (3.1.10a) corresponde a la ecuación matricial

ih̵
B

Bt

⎛
⎜
⎝

c1(t)
c2(t)
⋮

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

H11(t) H12(t) ⋯
H21(t) H22(t) ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

c1(t)
c2(t)
⋮

⎞
⎟
⎠
, (3.1.10b)

que es precisamente la representación matricial de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo (3.1.9), y de�ne la ecuación de movimiento para el
vector columna que representa el estado del sistema.

Para solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales se debe conocer la
matriz hamiltoniana. Para obtener una solución única para el estado del sistema
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se requiere conocer el vector que representa el estado inicial del sistema, de�nido
por el conjunto de coe�cientes ci(to) = ⟨ai∣Ψ(to)⟩.
De (3.1.10b) se observa que la base ideal para representar la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo es aquella que diagonaliza la matriz
hamiltoniana. En este caso las ecuaciones se desacoplan. Es decir, la ecuación
diferencial para el i-ésimo coe�ciente solo involucra dicho coe�ciente de manera
que su integración es inmediata, como se muestra enseguida.

Sistemas conservativos

Se considera ahora un sistema conservativo, BtĤ = 0̂, para el cual se ha
solucionado el problema de valores propios de un CCOC, cuyos kets propios
simultáneos diagonalizan el operador hamiltoniano.3 Enumerando la base de
kets propios simultáneos con un solo índice {∣Ei⟩}, la ecuación de valores propios
del operador hamiltoniano se puede expresar

Ĥ ∣Ei⟩ = Ei ∣Ei⟩ .

Esta ecuación es conocida como la ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo.

Un ket de estado expresado como superposición de los elementos de esta base
es

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
c′i(t) ∣Ei⟩ , c′i(t) = ⟨Ei∣Ψ(t)⟩ . (3.1.11a)

Realizando la representación matricial de la ecuación de Schrödinger depen-
diente del tiempo en la base de energía, se obtiene el sistema de ecuaciones

ih̵
B

Bt

⎛
⎜
⎝

c′1(t)
c′2(t)
⋮

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

E1 0 ⋯
0 E2 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

c′1(t)
c′2(t)
⋮

⎞
⎟
⎠
,

o lo que es lo mismo

ih̵
B

Bt
c′i(t) = Ei c

′
i(t), para i = 1,2, . . . (3.1.11b)

Estas ecuaciones son las mismas que se obtendrían si se hubiera realizado la
transformación de (3.1.10) a la base de energía. Cada una de las ecuaciones
(3.1.11b) se puede integrar directamente para obtener

c′i(t) = c′i(to) e−
i
h̵ Ei(t−to), para i = 1,2, . . . (3.1.12a)

De acuerdo con (3.1.11a), el ket de estado solución de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo es

∣Ψ(t)⟩ = ∑
i

c′i(to) e−
i
h̵ Ei(t−to) ∣Ei⟩ . (3.1.12b)

3 Este CCOC puede ser de�nido por operadores asociados a cada grado de libertad cuando
el operador hamiltoniano del sistema se puede expresar como la suma de ellos o por un
conjunto de operadores que contenga el operador hamiltoniano.
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Note que cada ket
∣φi(t)⟩ = e−iEi(t−to)/h̵ ∣Ei⟩ (3.1.12c)

es una solución particular de la ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo. Para comprobarlo basta reemplazarla en (3.1.9). La solución general de
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, (3.1.12b), es precisamente
una superposición de estas soluciones particulares.

Si el estado en que se prepara el sistema en t = to es un estado propio de
energía (∣Ψ(to)⟩ = ∣Ek⟩), en la superposición que de�ne el estado inicial todos
los coe�cientes ci(to) son nulos excepto el k-ésimo, que es igual a la unidad si
el estado está normalizado. Esto implica que en la solución general (3.1.12b) la
suma sobre i se reduce al k-ésimo término y el estado del sistema para t > to
es precisamente una de las soluciones particulares (3.1.12c):

∣Ψ(t)⟩ = ∣φk(t)⟩ = e−iEk(t−to)/h̵ ∣Ek⟩ . (3.1.12d)

Como la única diferencia entre el ket de estado ∣Ψ(t)⟩ y el ket propio de energía
∣Ek⟩, que de�ne el estado inicial, es el factor de fase −Ek(t − to)/h̵, el estado
del sistema en cualquier instante de tiempo es un estado propio de energía
correspondiente al valor propio Ek.

En otras palabras, si el sistema se prepara en un estado propio de energía, el
estado del sistema no cambia en el tiempo (la orientación del ket de estado en
cualquier instante es la misma del ket de estado inicial). Por esta razón ∣φk(t)⟩
se denomina estado estacionario. Cada una de las soluciones particulares
(3.1.12c) de�ne un posible estado estacionario del sistema.

Como es de esperar, la solución (3.1.12b) es la misma que se obtiene aplicando
el operador evolución al estado inicial (ecuación (3.1.7b)). En particular, si el
sistema se prepara en un estado propio de energía, ∣Ψ(to)⟩ = ∣Ek⟩, al reemplazar
(3.1.6) en (3.1.1), se obtiene

∣Ψ(t)⟩ = e −ih̵ (t−to)Ĥ ∣Ψ(to)⟩ = e
−i
h̵ (t−to)Ĥ ∣Ek⟩ = e−

i
h̵Ek (t−to) ∣Ek⟩ ,

que es la misma ecuación (3.1.12c).

Sistemas no conservativos

Cuando el sistema no es conservativo o cuando no es posible conocer la base
que diagonaliza el operador hamiltoniano, pero el operador hamiltoniano se
puede expresar como la suma de dos operadores

Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂ (t), (3.1.13)

donde Ĥ0 es independiente del tiempo y su problema de valores propios es
conocido, es posible avanzar en la solución del problema empleando la base de
kets propios de Ĥ0, los cuales se notarán ∣Eo

i ⟩:

Ĥ0 ∣Eo
i ⟩ = Eo

i ∣Eo
i ⟩ . (3.1.14)
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En esta base el estado del sistema se puede expresar

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
ci(t) ∣Eo

i ⟩ , ci(t) = ⟨Eo
i ∣Ψ(t)⟩ ,

y el elemento matricial genérico del operador hamiltoniano (3.1.13) es

Hij(t) = ⟨Eo
i ∣ Ĥ(t) ∣Eo

j ⟩ = ⟨Eo
i ∣ Ĥ0 ∣Eo

j ⟩ + ⟨Eo
i ∣ V̂ (t) ∣Eo

j ⟩
= Eo

i δi j + Vi j(t),

donde Vi j(t) = ⟨Eo
i ∣ V̂ (t) ∣Eo

j ⟩.
Reemplazando en (3.1.10a), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para
los elementos matriciales del vector de estado en la base {∣Eo

i ⟩}:

ih̵
B

Bt
ci(t) = ∑

k

Eo
k δi k ck(t) +∑

k

Vi k(t) ck(t),

ih̵
B

Bt
ci(t) = Eo

i ci(t) +∑
k

Vi k(t) ck(t), i = 1,2, . . . (3.1.15)

La anterior ecuación sugiere soluciones de la forma

ci(t) = e−
i
h̵ Eo

i (t−to)c̃i(t), (3.1.16a)

que al ser reemplazadas en (3.1.15) reducen el problema a la solución del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales para los coe�cientes c̃i(t):

ih̵
B

Bt
c̃i(t) = ∑

k

Vi k(t) e
i
h̵ (E

o
i −E

o
k)(t−to)c̃k(t), i = 1,2, . . . (3.1.16b)

Este sistema de ecuaciones involucra solamente los elementos matriciales del
operador de interacción V̂ (t). Lo concerniente a Ĥ0 está contenido en la fase
de los términos exponenciales.

De�niendo ωi j = (Eo
i −Eo

j )/h̵, cantidad con unidades de frecuencia o [t−1], la
anterior ecuación se puede expresar

ih̵
B

Bt
c̃i(t) = ∑

k

Vi k(t) eiωik(t−to)c̃k(t), para i = 1,2, . . . (3.1.17)

Para solucionar este sistema de ecuaciones se requiere conocer los elementos
matriciales de V̂ (t) en la base ∣Eo

i ⟩. Una vez determinados los coe�cientes
c̃i(t), el ket de estado, solución de la ecuación de Schrödinger, es

∣Ψ(t)⟩ = ∑
i

c̃i(t) e−
i
h̵ Eo

i (t−to) ∣Eo
i ⟩ . (3.1.18)

Este procedimiento es especialmente apropiado para estudiar la dinámica de
un sistema caracterizado por Ĥ0 y sometido a una interacción V̂ (t). En este
caso se supone que es posible preparar el sistema en un estado propio de Ĥ0 o
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en una superposición de�nida de sus estados propios, luego de lo cual se somete
el sistema a la interacción V̂ (t). Se trata entonces de determinar el efecto de
la interacción en la dinámica del sistema descrito por Ĥ0.

Sin embargo, en una gran mayoría de fenómenos físicos, incluso para sistemas
conservativos para los cuales BtV̂ (t) = 0̂, la ecuación (3.1.17) no se puede
solucionar analíticamente en forma general, por lo que es necesario aplicar
métodos de aproximación y/o métodos numéricos.

Cuando la base es in�nita se puede obtener una solución aproximada (analítica
o numéricamente) truncando la serie (3.1.8) en un cierto N �nito. La
aproximación se acercará más a la solución exacta si el número �nito de
elementos que se consideren son los más representativos para el fenómeno físico
bajo estudio.

Por ejemplo, cuando Ĥ0 es el operador hamiltoniano del electrón de un
átomo de hidrógeno interactuando con ondas electromagnéticas, el rango de
frecuencias de la radiación y la diferencia h̵ωij entre niveles de energía del
átomo permiten �jar un criterio de selección de los estados propios de Ĥ0 que
predominan en el proceso. Si la onda electromagnética es monocromática y su
frecuencia es tal que involucra solamente dos niveles de energía, los estados
correspondientes son los más representativos y proporcionarán una muy buena
aproximación de la dinámica del sistema. Este modelo es denominado un átomo
de dos niveles.

Otras aproximaciones se pueden obtener aplicando métodos variacionales o
métodos de perturbación (dependientes o independientes del tiempo). Para
aplicar estos últimos se requiere que la interacción se pueda considerar como
una pequeña perturbación al sistema descrito por Ĥ0.

Finalmente, es importante anotar que la evolución temporal del sistema es
generada por el hamiltoniano total Ĥ0 + V̂ (t). Si el estado inicial es un estado
propio de Ĥ0, este no de�ne un estado estacionario, pues no es estado propio
de Ĥ0 + V̂ (t).

Solución de la ecuación de Schrödinger en F(R3
x)

Para el sistema de�nido por una partícula con tres grados de libertad
translacionales, cuyo operador hamiltoniano es de la forma Ĥ = p̂2/2m+V (r̂, t),
la representación en coordenadas de la ecuación de Schrödinger dependiente del
tiempo es

ih̵
B

Bt
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t), (3.1.19)

donde Ĥ nota la representación de coordenadas del operador hamiltoniano

Ĥ = −h̵
2

2m

B2

Br2
+ V (r, t).

Explícitamente, la ecuación que gobierna la evolución temporal de la función
de onda que describe el estado del sistema está dada por la siguiente ecuación
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diferencial parcial de cuatro variables (tres coordenadas y el tiempo):

{ih̵ B

Bt
+ h̵2

2m

B2

Br2
− V (r, t)}Ψ(r, t) = 0. (3.1.20)

La ecuación puede ser separable en un tipo apropiado de coordenadas
(cartesianas, polares esféricas, cilíndricas, etc.) de acuerdo con el tipo de
interacción V (r, t), esto es, de acuerdo con las simetrías del problema. En
general, las constantes de separación estarán relacionadas con constantes de
movimiento del sistema, denominadas también integrales de movimiento.

Cuando el operador hamiltoniano no depende del tiempo explícitamente, la
variable temporal se puede separar de las variables espaciales y la constante
de separación está relacionada con los valores propios de energía. En efecto,
proponiendo una solución no trivial (no nula) de la forma Ψ(r, t) = ϕ(t)φ(r),
(3.1.20) se puede expresar

1

φ(r) {−
h̵2

2m

B2

Br2
+ V (r)}φ(r) = 1

ϕ(t) ih̵
B

Bt
ϕ(t).

Como las variables espaciales son independientes de la variable temporal, la
igualdad se satisface solamente si ambos términos son iguales a una misma
constante α (constante de separación):

{− h̵
2

2m

B2

Br2
+ V (r)}φ(r) = αφ(r),

ih̵
B

Bt
ϕ(t) = αϕ(t).

Se observa que la primera de las ecuaciones es la representación en coordenadas
de la ecuación de valores propios del operador hamiltoniano. Entonces, los
valores propios de energía de�nen los valores que puede tomar la constante de
separación, α = {E1.E2, . . .}, y a cada valor propio le corresponde una función
de onda Ψi(r, t) = ϕi(t)φi(r) que debe satisfacer

{− h̵
2

2m

B2

Br2
+ V (r)}φi(r) = Eiφi(r),

ih̵
B

Bt
ϕi(t) = Ei ϕi(t).

Integrando la segunda ecuación parcialmente respecto al tiempo, entre to y un
instante posterior arbitrario t, se obtiene ϕi(t) = exp{−iEi(t − to)/h̵}.
Entonces,

ψi(r, t) = ϕi(t)φi(r) = e−iEi(t−to)/h̵φi(r), i = 1,2, . . .

de�ne un conjunto de soluciones particulares o soluciones estacionarias de la
ecuación de Schrödinger de sistemas conservativos. Como era de esperar, esta
ecuación es la representación en coordenadas de (3.1.12c).
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Ya que la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (3.1.20) es una
ecuación diferencial lineal para la función de onda que representa el estado del
sistema, su solución general es una superposición de las soluciones estacionarias

Ψ(r, t) = ∑
i

ci(to)e−iEi(t−to)/h̵ φi(r), (3.1.21)

que no es otra cosa que la representación de coordenadas de (3.1.12b).

El conjunto de funciones propias de energía {φi(r)} de�ne una base ortonormal
completa del espacio de funciones de onda de la partícula. La función de onda
que representa el estado de la partícula en cualquier instante de tiempo se
puede expresar como una superposición de los estados propios de energía:

Ψ(r, t) = ∑
i

ci(t) φi(r), (3.1.22a)

donde
ci(t) = ∫

∞

−∞
drφ∗i (r) Ψ(r, t) (3.1.22b)

de�ne la proyección del estado del sistema en la dirección de cada una de las
funciones propias en cada instante t. A su vez, cada coe�ciente ci(t) de�ne la
amplitud de probabilidad de que el sistema pueda quedar en el estado propio
φi(r) al realizar una medición de la energía en el instante t.

Aplicando el producto interior para proyectar (3.1.20) sobre cada elemento de
la base φi(r), se obtiene el sistema de ecuaciones (3.1.11b). Reemplazando las
soluciones (3.1.12a) en (3.1.22a), se obtiene (3.1.21).

Cuando no se conoce la solución del problema de valores propios del operador
hamiltoniano de la partícula y el operador hamiltoniano se puede expresar
según (3.1.13), la forma general de la solución de (3.1.20) será

Ψ(r, t) = ∑i
c̃i(t) e−

i
h̵ Eo

i (t−to)φo
i (r), (3.1.23)

donde φo
i (r) es el conjunto de funciones propias de Ĥ0, correspondientes a

los valores propios Eo
i . Los coe�cientes c̃i(t) se determinan de la solución de

(3.1.17).

Ejercicios
1. Empleando representación de coordenadas, obtenga las ecuaciones (3.1.22)

y (3.1.23) y demuestre que (3.1.23) conduce a la ecuación (3.1.16b) para
los coe�cientes c̃i(t). Igualmente, encuentre la expresión integral de los
coe�cientes c̃i(t) en representación de coordenadas.

2. Escriba explícitamente el vector columna que representa el ket de estado
(3.1.18) y demuestre que su representación en coordenadas es igual al vector
columna que representa la función de onda (3.1.23) en la base de funciones
propias φo

i (r).

3. Suponga que el espectro de energía del sistema es continuo. Encuentre las
correspondientes soluciones generales ∣Ψ(t)⟩ y Ψ(r, t) bajo la suposición de
que el sistema es conservativo y se conoce la solución del problema de valores
propios del operador hamiltoniano.
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3.2 Dinámica de sistemas conservativos

En mecánica cuántica no relativista, un observable se conserva cuando su
valor esperado permanece invariante en el transcurso del tiempo para cualquier
posible estado cuántico en que se prepare el sistema.

Cuando el operador hamiltoniano de un sistema no depende del tiempo,
BtĤ(t) = 0̂, el sistema es conservativo, como mostramos enseguida.

De acuerdo con (3.1.7a), el estado de un sistema se puede expresar

∣Ψ(t)⟩ = e −ih̵ (t−to)Ĥ ∣Ψ(to)⟩ .

El valor esperado de energía en cualquier instante de tiempo es

⟨Ψ(t)∣ Ĥ ∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(to)∣ e
i
h̵ (t−to)ĤĤ e

−i
h̵ (t−to)Ĥ ∣Ψ(to)⟩ .

Si BtĤ(t) = 0̂, el operador hamiltoniano conmuta con el operador evolución
temporal, y como el operador evolución es unitario, se obtiene

⟨Ψ(t)∣ Ĥ ∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(to)∣ Ĥ ∣Ψ(to)⟩ .

Dado que el valor esperado de energía en cualquier instante es igual a su valor
esperado en t = to, para cualquier posible estado ∣Ψ(to)⟩, el observable de
energía se conserva y el sistema es conservativo.4

Se considera ahora un sistema conservativo para el cual se conoce la solución
del problema de valores propios de un CCOC que contiene el operador
hamiltoniano: {Ĥ, Â, B̂, . . .}. Suponiendo que todos los observables poseen
espectro discreto y enumerando su base de kets propios simultáneos mediante
un único índice i, {∣El, am, bn, . . .⟩} = {∣Ei⟩}, las ecuaciones de valores propios
para cada uno de los observables del conjunto se pueden expresar,5

Ĥ ∣Ei⟩ = Ei ∣Ei⟩ , Â ∣Ei⟩ = ai ∣Ei⟩ , B̂ ∣Ei⟩ = bi ∣Ei⟩ .

El estado inicial del sistema representado en esta base es

∣Ψ(o)⟩ = ∑
i

ci(o) ∣Ei⟩ , con ci(o) = ⟨Ei∣Ψ(o)⟩ , (3.2.1)

donde se ha supuesto que to = 0.
Aplicando a (3.2.1) el operador evolución temporal (3.1.6), se obtiene que el
estado del sistema para t > 0 es de la forma (3.1.12b)

∣Ψ(t)⟩ = ∑
i

ci(o)e−iωi t ∣Ei⟩ , donde ωi = Ei/h̵, (3.2.2)

4 En la sección 4.1 se demostrará que BtĤ(t) = 0̂ es condición necesaria y su�ciente para
que el observable energía se conserve.

5 Se supone que los kets propios simultáneos no dependen explícitamente del tiempo. Esto
se satisface cuando los observables del CCOC no dependen explícitamente del tiempo.
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el cual se puede expresar

∣Ψ(t)⟩ = ∑
i

ci(t) ∣Ei⟩ , donde ci(t) = ⟨Ei∣Ψ(t)⟩ = ci(o)e−iωi t. (3.2.3)

De acuerdo con el principio de superposición, el valor relativo de los coe�cientes
en un instante dado determina el ket de estado en dicho instante. Como la fase
del valor relativo de los coe�cientes depende explícitamente del tiempo,

ci(t)/cj(t) = [ci(o)/cj(o)] exp {−i(Ei −Ej)t/h̵}
= [ci(o)/cj(o)] exp {−iωij t}, ωij = (Ei −Ej)/h̵,

en general, el estado del sistema cambia en el tiempo.

Sin embargo, por ser un sistema conservativo, la probabilidad de que el sistema
se pueda encontrar en el estado ∣Ei⟩ permanece invariante en el tiempo:

P∣Ej⟩(t) = ∣ ⟨Ej ∣Ψ(t)⟩ ∣2 = ∣ cj(t) ∣2 = ∣ cj(o) ∣2 = P∣Ej⟩(o). (3.2.4)

Como ∣Ei⟩ es un ket propio simultáneo del CCOC, también se conserva en el
tiempo la probabilidad de obtener un determinado conjunto de valores propios
{Ei, aj , bk,...} al realizar una medición simultánea de todos los observables.
Esto implica que se conserva la distribución de valores propios para cada uno
de los observables y, en consecuencia, que sus valores esperados no cambian
en el tiempo. Como esto se cumple para cualquier estado inicial, todos los
observables del conjunto se conservan.

Cualquier observable M̂ , que no dependa explícitamente del tiempo y que
no pertenezca al CCOC, se conservará solamente si conmuta con el operador
hamiltoniano. Si el sistema se ha preparado en una superposición de estados
propios del CCOC dada por (3.2.1), la probabilidad de que el sistema se pueda
encontrar en un estado propio ∣mj⟩ del observable M̂ en cualquier instante t,
está dada por

P∣mj⟩(t) = ∣⟨mj ∣Ψ(t)⟩∣2 = ∣∑i
ci(o)e−iωit ⟨mj ∣Ei⟩∣

2
, (3.2.5)

y el valor esperado de M̂ será igual a

⟨Ψ(t)∣ M̂ ∣Ψ(t)⟩ =
(c∗1(o) c∗2(o) ⋯)⎛

⎜
⎝

M11 M12e
iω12t ⋯

M21e
iω21t M21 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

c1(o)
c2(o)
⋮

⎞
⎟
⎠
,

(3.2.6)
donde ωij = (Ei −Ej)/h̵ y Mij = ⟨Ei∣ M̂ ∣Ej⟩.

Si M̂ no conmuta con el operador hamiltoniano no puede quedar diagonalizado
en la base {∣Ei⟩}. Entonces, los productos ⟨mj ∣Ei⟩ en (3.2.5) y Mij exp(−iωijt)
en (3.2.6) no pueden ser todos nulos para i diferente de j. Debido a los factores
de fase temporales tanto en la suma (3.2.5) como en los elementos matriciales
no diagonales en (3.2.6), la función de distribución de valores propios y el valor
esperado de M̂ varían en el tiempo. El observable no se conserva.
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Por el contrario, si M̂ conmuta con el operador hamiltoniano, su valor esperado
es

⟨Ψ(t)∣ M̂ ∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(o)∣ Û �(t, o) M̂ Û(t, o) ∣Ψ(o)⟩ . (3.2.7)

Como M̂ conmuta con Ĥ también conmuta con Û(t, o), porque solo depende
de Ĥ y del tiempo. Teniendo en cuenta que el operador evolución es unitario,
se concluye que el valor esperado de M̂ se conserva para cualquier condición
inicial. Por lo tanto, el observable M̂ se conserva.

Resumen

Cuando un sistema es conservativo los observables de un CCOC
que contenga el operador hamiltoniano también se conservan. Si su
conjunto de estados propios simultáneos se puede determinar, cual-
quier estado inicial del sistema queda completamente de�nido por
una superposición de ellos y, en consecuencia, el comportamiento di-
námico del sistema queda completamente caracterizado por el ket
de estado (3.2.2). Cualquier otro observable que no dependa explí-
citamente del tiempo y que no pertenezca al CCOC se conservará
solamente si conmuta con el operador hamiltoniano.

Estados estacionarios

Si el estado en que se prepara el sistema es justamente un estado propio de
energía, ∣Ψ(o)⟩ =∣Ej⟩, el estado del sistema para t > 0 es el estado estacionario

∣Ψ(t)⟩ = e−iωj t ∣Ej⟩ = ∣φj(t)⟩ ,

y aunque está modulado en el tiempo por la fase ωjt, para t > 0 sigue siendo
un estado propio simultáneo del CCOC del sistema

Ĥ ∣Ψ(t)⟩ = Ej ∣Ψ(t)⟩ , Â ∣Ψ(t)⟩ = aj ∣Ψ(t)⟩ , B̂ ∣Ψ(t)⟩ = bj ∣Ψ(t)⟩ , . . .

En otras palabras, la orientación del ket de estado permanece invariante en el
tiempo, de manera que el estado del sistema nunca pierde su identidad. Esto
implica que en cualquier instante de tiempo el resultado de la medición de
cualquier observable del CCOC será igual al valor propio correspondiente al
estado propio simultáneo en que fue preparado el sistema. Entonces, el valor
esperado de cualquier observable será igual a dicho valor propio.

Por ser un estado estacionario, la probabilidad de que el sistema pueda quedar
en un estado propio ∣mj⟩ de un observable M̂ que no pertenece al CCOC se
conserva en el tiempo:

P∣mi⟩(t) = ∣⟨mi∣ψ(t)⟩∣2 = ∣e−iωj t ⟨mi∣Ei⟩∣
2 = P∣mi⟩(o).

Entonces, el valor esperado del observable se conserva

⟨Ψ(t)∣ M̂ ∣Ψ(t)⟩ = ∑i
P∣mi⟩(t) mi = ∑i

P∣mi⟩(o) mi = ⟨Ψ(o)∣ M̂ ∣Ψ(o)⟩ .
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Si el estado del sistema es estacionario, el valor esperado de cualquier observable
se conserva en el tiempo, aun cuando el observable mismo no se conserve en
el tiempo.1 Esto era de esperar, ya que el estado del sistema no cambia en
el tiempo, justi�cando el nombre de estacionario para estos estados. Se dice
también que un estado estacionario nunca pierde su identidad.

En realidad, la dinámica de un sistema en un estado estacionario no es muy
interesante. Sin embargo, la dinámica general de un sistema está completamente
caracterizada por sus posibles estados estacionarios, ya que una superposición
de ellos permite describir cualquier posible estado del sistema, de acuerdo con
(3.2.2).

Ejemplo: precesión de espín

Para un sistema de espín 1/2, como un electrón interactuando con un campo
magnético estático B = Bez, el operador hamltoniano es

Ĥ = ∣ e ∣
me c

Ŝ ⋅B = ∣ e ∣B
me c

Ŝz.

Como el operador hamiltoniano es directamente proporcional al operador Ŝz,
los kets propios de Ŝz son a su vez kets propios de energía:

Ĥ ∣Sz±⟩ =
∣ e ∣B
me c

Ŝz ∣Sz±⟩ = ±
h̵ ∣ e ∣B
2me c

∣Sz±⟩ ,

correspondientes a los valores propios

E± = ±h̵ ω/2,

donde ω = ∣ e ∣B/(me c), o
ω = (E+ −E−)/h̵.

El operador hamiltoniano y su ecuación de valores propios quedan expresados
de una manera más sencilla en términos de ω:

Ĥ = ω Ŝz, Ĥ ∣Sz±⟩ = ±h̵ ω/2 ∣Sz±⟩ . (3.2.8)

El operador hamiltoniano, el operador Ŝz o los dos de�nen posibles CCOC
para este sistema conservativo. De acuerdo con (3.1.6), el operador evolución
temporal del sistema está dado por

Û(t, o) = e
−i
h̵ Ĥ t = e

−iω
h̵ Ŝz t.

Suponiendo que el estado inicial del sistema es un estado arbitrario de espín

∣Ψ(o)⟩ = C+(o) ∣Sz+⟩ +C−(o) ∣Sz−⟩ ,
1 El hecho de que el valor esperado de un observable se conserve para una condición inicial

especí�ca no es su�ciente para concluir que el observable se conserva. Un observable que
no dependa explícitamente del tiempo se conserva si su valor esperado se conserva para
cualquier condición inicial.
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de acuerdo con (3.1.1), el estado del sistema para t > 0 es

∣Ψ(t)⟩ = Û(t, o) ∣Ψ(o)⟩ = C+(o)e−iω t/2 ∣Sz+⟩ +C−(o)e iω t/2 ∣Sz−⟩ . (3.2.9a)

Este estado corresponde a la solución (3.2.2) de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo para este sistema.

Para t > 0 el sistema sigue siendo una superposición de los estados ∣Sz±⟩, pero
modulados por las frecuencias ±ω/2. La probabilidad de que el sistema pueda
quedar en uno de los estados de la superposición está dada por

P∣Sz±⟩(t) = ∣C± (t)∣
2 = ∣C± (o) e±iω t/2∣

2
= ∣C± (o)∣2 = P∣Sz±⟩(0). (3.2.10)

Estas probabilidades permanecen constantes en el tiempo, debido a que los
estados ∣Sz±⟩ son a su vez kets propios de energía y el sistema es conservativo.
Esto está de acuerdo con el hecho de que el observable Ŝz se conserva debido
a que conmuta con el operador hamiltoniano.

La probabilidad de que el sistema en t > 0 se pueda encontrar en el estado
inicial ∣Ψ(o)⟩ es igual a

P∣Ψ(o)⟩(t) = ∣ ⟨Ψ(o)∣Ψ(t)⟩ ∣
2 = ∣ ∣C+(o) ∣2e−iω t/2 + ∣C−(o) ∣2e iω t/2 ∣

2
,

P∣Ψ(o)⟩(t) = ∣P∣Sz+⟩(0) e
−iω t/2 + P∣Sz−⟩(0) e

iω t/2 ∣
2
. (3.2.11)

Esta probabilidad cambia en el tiempo. Su valor en cada instante t da
información sobre qué tanto ha cambiado el estado del sistema con respecto
al estado en que se preparó. Si el estado fuese estacionario, esta probabilidad
sería igual a 1 para todo t, indicando que el estado nunca pierde su identidad.

Para analizar la dinámica con más detalle, se supone que en t = 0 el sistema se
prepara en un estado propio del operador Ŝx

∣Ψ(o)⟩ = ∣Sx+⟩ =
1√
2
{∣Sz+⟩ + ∣Sz−⟩} ,

de manera que el estado para t > 0 es

∣Ψ(t)⟩ = 1√
2
{e−iω t/2 ∣Sz+⟩ + e iω t/2 ∣Sz−⟩} . (3.2.9b)

La probabilidad de que el sistema se pueda encontrar en cada uno de los estados
∣Sz±⟩ es igual a 1/2 para todo t ≥ 0. Sin embargo, la probabilidad de que para
t > 0 el sistema se encuentre en el mismo estado inicial ∣Ψ(o)⟩ = ∣Sx+⟩ es

P∣Ψ(o)⟩(t) = P∣Sx+⟩(t) = ∣
1

2
{ e−iω t/2 + e iω t/2} ∣

2

= ∣ cos(ω t/2) ∣2,

P∣Sx+⟩(t) = cos
2(ω t/2). (3.2.12)
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Esta probabilidad es máxima (igual a 1) cuando t es un múltiplo entero de 2π/ω,
instantes para los cuales el estado del sistema coincide con el estado en que fue
preparado. La probabilidad es nula cada vez que t es un múltiplo semientero
de 2π/ω, instantes para los cuales el estado del sistema es ortogonal al estado
inicial en que fue preparado. En la �gura 3.1 se muestra el comportamiento de
estas probabilidades en función del tiempo.

De manera similar, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
∣Sx−⟩ = 1 /

√
2{∣Sz+⟩ − ∣Sz−⟩}, en cualquier instante t > 0, es

P∣Sx−⟩(t) = sen
2(ω t/2). (3.2.13)

Comparando con (3.2.12) se concluye que en los instantes en que la probabilidad
de encontrar el sistema en el estado ∣Sx+⟩ es 1, la probabilidad de encontrarlo
en ∣Sx−⟩ es nula y viceversa. Estas probabilidades no se conservan en el tiempo
debido a que el observable Ŝx no es una constante de movimiento y, por tanto, el
sistema no permanece en un estado propio del observable, así se haya preparado
inicialmente en uno de ellos. Note que Ŝx y Ŝy no se conservan porque no
conmutan con el operador hamiltoniano.

El valor esperado de Ŝx es

⟨Ŝx⟩t =
h̵

2
P∣Sx+⟩(t) −

h̵

2
P∣Sx−⟩(t)

0 π
π

2
2 π

3 π

2

ωt/2

0.5

1

P(t)

P Sx+〉(t)

P Sx-〉(t)

Figura 3.1 Comportamiento de las probabilida-
des de que el sistema se encuentre en el estado
∣Sx+⟩ (línea continua) y ∣Sx−⟩ (línea discontinua)
si inicialmente fue preparado en el estado ∣Sx+⟩.

⟨Ŝx⟩t =
h̵

2
cos(ω t). (3.2.14a)

Los valores esperados de Ŝy y Ŝz son iguales a

⟨Ŝy⟩t =
h̵

2
sen(ω t), (3.2.14b)
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⟨Ŝz⟩t = 0. (3.2.14c)

Los valores esperados de Ŝy y Ŝx oscilan entre los valores h̵/2 y −h̵/2 con una
frecuencia ω = (E+ −E−)/h̵, pero con una diferencia de fase de π/2, mientras que
el valor esperado de Ŝz permanece constante en el tiempo. Este último resultado
está de acuerdo con el hecho de que Ŝz es una constante de movimiento. En
la �gura 3.2 se muestra el comportamiento de los valores esperados de los
observables Ŝy y Ŝx en función del tiempo.

Las componentes cartesianas de un vector de R3 de magnitud h̵/2 y paralelo al
plano (x, y), girando con una frecuencia angular ω alrededor del eje z, presentan
el mismo comportamiento oscilatorio. Debido a esto, las ecuaciones (3.2.14) se
conocen como la precesión del momento angular de espín del electrón alrededor
del eje z bajo la acción de un campo magnético uniforme.

Mientras el sistema se encuentre bajo la acción del campo magnético, el estado
del sistema está dado por la ecuación (3.2.9b). Si en t = π/ω se apaga el campo
magnético el sistema queda en el estado ∣Ψ(t = π/ω)⟩ = ∣Sx−⟩; si se apaga en
t = 2π/ω el sistema queda en el mismo estado en que fue preparado, y si se
apaga en un instante intermedio entre los dos anteriores, el sistema queda en
una superposición de los estados ∣Sx+⟩ y ∣Sx−⟩, determinada por el valor de
los coe�cientes en dicho instante. Esto muestra que mediante la aplicación de
un campo magnético se puede cambiar (o manipular) el estado de espín del
sistema. Como se verá en el capítulo 5, el operador evolución de este sistema
es justamente un operador de rotación del sistema de espín 1/2 alrededor del
eje z. El ángulo de rotación en el instante t, está dado por ϕ(t) = ωt/2.

π
π

2
2 π

3 π

2
π

ω t

-ℏ/2

+ℏ/2

〈 S

i 〉 t

〈S

x〉 t

〈S

y〉 t

Figura 3.2 Comportamiento con el tiempo de
los valores esperados de los observables Ŝy (línea
discontinua) y Ŝx (línea continua) cuando el
sistema se prepara en el estado ∣Sx+⟩.
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Ejercicios

1. Suponga que conoce el operador que de�ne la transformación cambio de
base {∣mi⟩} ↔ {∣Ei⟩}. Demuestre que el valor esperado (3.2.7) también se
puede expresar así:

⟨M̂⟩
t
= ∑i

mi P ∣mi⟩
(t), con P∣mi⟩(t) = ∣⟨mi∣Ψ(t)⟩∣2 = ∣cmi(t)∣

2
. (3.2.14)

2. Considere el sistema descrito por el operador hamiltoniano Ĥ = id ∣1⟩ ⟨2∣ −
id ∣2⟩ ⟨1∣, donde d es un real con unidades de energía.

a. Determine la representación matricial de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo en la base ortonormal {∣1⟩ , ∣2⟩} y encuentre
la solución general del sistema de ecuaciones simultáneas que obtiene
(ecuaciones (3.1.10)).

b. Con base en la solución general obtenida en a. determine el estado
del sistema para t > 0 si en t = 0 el sistema se prepara en el estado
∣ψ(0)⟩ = ∣1⟩.

c. Determine las probabilidades de encontrar la partícula en cada uno
de los estados ∣1⟩ y ∣2⟩ para cualquier instante de tiempo t > 0 y
describa en palabras la dinámica del sistema. ¾Es un estado estacionario?
¾Esperaba que lo fuera? ¾Puede imaginar un sistema físico cuya
dinámica corresponda a la de este problema? Justi�que sus respuestas.

d. Empleando el estado del sistema determinado en b., encuentre el valor
esperado de la energía. ¾Se conserva? ¾Esperaba esta última respuesta?
Justi�que.

3. Considere el sistema descrito por el hamiltoniano del ejercicio 2.

a. Encuentre la base {∣E1⟩ , ∣E2⟩} de kets propios de energía para este
sistema y determine los valores propios correspondientes.

b. Considere una condición inicial general ∣ψ(0)⟩ = c1(o) ∣E1⟩ + c2(o) ∣E2⟩.
Aplicando el operador evolución, determine el estado general del sistema
para t > 0. ¾Coincide su repuesta con la solución general de la ecuación
de Schrödinger del ejercicio 2? Comente su respuesta.

c. Suponga que el estado inicial del sistema es ∣ψ(0)⟩ = ∣1⟩. Con base en
la solución general obtenida en b., encuentre el estado del sistema para
cualquier instante de tiempo. ¾Esperaba esta respuesta? Justi�que.

4. Un sistema de dos estados está descrito por el operador hamiltoniano
Ĥ = a ∣1⟩ ⟨1∣ + d ∣1⟩ ⟨2∣ − a ∣2⟩ ⟨2∣ + d ∣2⟩ ⟨1∣, donde a y d son números reales
positivos con unidades de energía.



3.3. ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 197

a. Exprese este operador hamiltoniano en la forma Ĥ = Ĥo+V̂ , ver ecuación
(3.1.13), teniendo en cuenta que Ĥo es diagonal en la base {∣1⟩ , ∣2⟩}.
Empleando el procedimiento descrito en la sección 3.1 obtenga para
este problema el sistema de ecuaciones (3.1.16b).

b. Solucione el sistema de ecuaciones determinado en a. y encuentre el
estado del sistema para t > 0 si se sabe que el estado del sistema en t = 0
está dado por ∣ψ(0)⟩ = ∣1⟩.

c. Calcule las probabilidades de que el sistema se pueda encontrar en los
estados ∣1⟩ y ∣2⟩ para cualquier instante t > 0. Analice la dinámica del
problema para diferentes valores de a y d, tomando a h̵ como unidad
de momento angular. Para una de las parejas de a y d analice en qué
intervalos de tiempo pueden ocurrir procesos de absorción o emisión de
energía2 para el sistema descrito por Ĥo. Justi�que sus respuestas.

d. Suponga que V̂ = 0̂, ¾a qué se reduce la solución determinada en b.? ¾Es
el estado obtenido un estado estacionario? ¾Esperaba esta respuesta?
¾Por qué?

e. De acuerdo con sus resultados del punto d. y el estado determinado en
b., ¾qué puede concluir acerca del efecto de la interacción V̂ sobre el
sistema descrito por Ĥo? ¾Cuál sería el ket de estado que describe el
sistema para t = 1 s? Si al cabo de un segundo se apaga la interacción,
¾cuál será el estado del sistema para t > 1 s? Justi�que sus respuestas.

f. Si en el operador hamiltoniano que describe el sistema, a fuese un escalar
complejo, ¾podría Ĥ representar un observable de energía? ¾Sería el
operador Û(t,0) = exp{−i Ĥ t/h̵} un operador unitario? Argumente sus
respuestas.

3.3 Ecuación de continuidad

Interpretación física de la fase de la función de onda que representa un estado.

Sea Ψ(r, t) la función de onda que representa el estado de una partícula con
tres grados de libertad translacionales en presencia de un campo de fuerzas. El
módulo al cuadrado de la función de onda se interpreta como la densidad de
probabilidad ρ(r′, t) de localizar la partícula en el punto r′ del espacio en cada
instante t:

ρ(r′, t) = ∣ Ψ(r′, t) ∣2 = Ψ∗(r′, t) Ψ(r′, t). (3.3.1)

La cantidad ρ(r′, t)dr′ de�ne la probabilidad de localizar la partícula en el
elemento de volumen dr′ alrededor del punto r′ en el instante t.

Para analizar la evolución temporal de la densidad de probabilidad se calcula
su variación explícita con el tiempo:

Bt ρ(r, t) = {BtΨ∗(r, t)}Ψ(r, t) +Ψ∗(r, t) {BtΨ(r, t)} ,
2 Durante el intervalo de tiempo en el que el sistema pasa de un estado propio de energía

a otro estado propio de energía superior (inferior), ocurre un proceso de absorción
(emisión). La energía absorbida (emitida) es igual a la diferencia de los valores propios
de energía correspondientes.
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donde Bt = B/Bt nota la derivada parcial respecto al tiempo.

La variación con el tiempo de la función de onda y su compleja conjugada se
obtienen de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo y su complejo
conjugado:

BtΨ(r, t) =
ih̵

2m
B
2
rΨ(r, t) −

i

h̵
V (r, t)Ψ(r, t),

BtΨ
∗(r, t) = − ih̵

2m
B
2
r Ψ

∗(r, t) + i
h̵
V (r, t)Ψ∗(r, t),

donde B2
r = B2

x1
+ B2

x2
+ B2

x3
es el operador laplaciano de�nido sobre R3

x. En la
segunda ecuación se ha tenido en cuenta que el operador energía potencial es
hermítico.

De las anteriores ecuaciones se concluye que

Btρ(r, t) = −
ih̵

2m
[{B2

r Ψ∗(r, t)}Ψ(r, t) −Ψ∗(r, t) {B2
r Ψ(r, t)}] . (3.3.2)

El �ujo de probabilidad j(r, t) está de�nido por la siguiente cantidad vectorial

j(r, t) = −ih̵
2m
[Ψ∗(r, t) {BrΨ(r, t)} − {BrΨ∗(r, t)} Ψ(r, t) ] ,

j(r, t) = h̵
m

Im (Ψ∗(r, t) BrΨ(r, t)) . (3.3.3)

De sus componentes cartesianas

jk(r, t) =
−ih̵
2m
[Ψ∗(r, t) {Bxk

Ψ(r, t)} − {Bxk
Ψ∗(r, t)}Ψ(r, t)] , k = 1,2,3,

se obtiene

Bxk
jk(r, t) =

−ih̵
2m
[Ψ∗(r, t) {B2

xk
Ψ(r, t)} − {B2

xk
Ψ∗(r, t)}Ψ(r, t)] ,

⇒ Br ⋅j(r, t) = ∇r ⋅j(r, t) =
−ih̵
2m
[Ψ∗(r, t) {B2

r Ψ(r, t)} − {B2
r Ψ

∗(r, t)}Ψ(r, t)] .

El lado derecho de la última ecuación es igual al negativo del lado derecho de
(3.3.2). Entonces, la ecuación que gobierna la evolución temporal de la densidad
de probabilidad ρ(r, t) es

Bρ(r, t)
Bt

+ Br ⋅ j(r, t) = 0, (3.3.4)

donde Br = ∇r es el operador gradiente de�nido sobre el espacio euclidiano R3
x.

Esta ecuación es conocida como la ecuación de continuidad para la densidad
de probabilidad debido a su analogía con las ecuaciones de continuidad en
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hidrodinámica. Se observa que la densidad de probabilidad ρ(r, t) se conserva
solamente si la divergencia del �ujo de probabilidad es nula.

En la deducción de la ecuación (3.3.4) se ha supuesto que el hamiltoniano
del sistema es un operador hermítico, lo que implica que la energía potencial
de la partícula es una función real. Sin embargo, en algunos problemas de
física atómica se consideran potenciales complejos que, aunque no corresponden
a observables del sistema, permiten una mejor aproximación a la solución
buscada. En tales casos, en (3.3.4) surge un término adicional proporcional
a la parte imaginaria del potencial, que se puede interpretar como un sumidero
o vertedero de densidad de probabilidad.

Considerando análogos clásicos de la ecuación de continuidad, se suele
interpretar a ρ(r, t) = ∣ Ψ(r, t) ∣2 como una cantidad proporcional a la densidad
de masa de la partícula o a su densidad de carga (si la partícula posee carga
neta no nula). En otras palabras, el producto de la masa o de la carga de la
partícula con su densidad de probabilidad de�ne la densidad de masa o de
carga.

Sin embargo, como anota Sakurai, aunque válidas, estas interpretaciones
pueden conducir a problemas conceptuales. Por ejemplo, con esta interpretación
cada estado estacionario del electrón de un átomo de hidrógeno se puede
considerar como una nube de materia distribuida alrededor del núcleo. Si
se realiza una medición de la posición, el electrón es localizado en alguna
región dr del espacio; ¾cómo explicar que la distribución de masa se contrae
repentinamente para ser localizada en una región in�nitesimal del espacio? En
general, es más adecuado considerar que el módulo al cuadrado de la función
de onda es simplemente una densidad de probabilidad de localizar la partícula
en un punto r del espacio en cualquier instante t.

Toda función de onda Ψ(r, t) que describa un posible estado de una partícula
se puede expresar en términos de su módulo y su fase:

Ψ(r, t) =
√
ρ(r, t) eiS(r,t)/h̵, (3.3.5)

donde la fase S(r, t)/h̵ es una función real adimensional. Es decir, S(r, t) tiene
unidades de acción.

Teniendo en cuenta (3.3.3) y empleando la expresión (3.3.5) para la función de
onda, se obtiene

j(r, t) = h̵
m

Im (Ψ∗(r, t) Br Ψ(r, t)) =
ρ(r, t)
m

Br S(r, t). (3.3.6)

El �ujo de probabilidad es proporcional al gradiente de la fase de la función de
onda. Este resultado muestra que la variación espacial de la fase de la función
de onda es la que caracteriza la dirección del �ujo de probabilidad. A mayor
variación, mayor es el �ujo. Como en un instante dado el gradiente Br S(r, t)
en cada punto r del espacio es perpendicular a la super�cie de fase constante
que contiene el punto r (de�nida por S(r, t) = cte), el �ujo de probabilidad
j(r, t) en dicho punto e instante es un vector normal a la super�cie.
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En el límite clásico de la mecánica cuántica, h̵ = 0, la ecuación de Schrödinger
se reduce a la ecuación de Hamilton-Jacobi de la mecánica clásica (ejercicio 3).
En este límite, S(r, t) es igual a la acción del correspondiente sistema clásico.
Entonces, la fase de la función de onda se puede interpretar semiclásicamente
como la acción del sistema clásico correspondiente.

Ejercicios
1. Para un instante t arbitrario, demuestre que la integral del �ujo de

probabilidad sobre todo el espacio es igual al valor esperado del operador
momentum de la partícula en dicho instante: ∫

∞
−∞ dr j(r, t) = ⟨p̂⟩t/m.

2. En la sección 3.4 se muestra que una solución estacionaria de la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo para una partícula libre está dada por
ψ(r, t) = (1/2π)3/2 exp{i(p′ ⋅ r −E′t)/h̵}, donde E′ = p′ ⋅ p′/(2m). Muestre
que para este caso particular de onda plana se cumple que Br S(r, t) = p′.
Note, sin embargo, que esta solución no puede representar un posible estado
cuántico de la partícula, pues la norma de la función de onda no es �nita.

3. Límite clásico.

Reemplazando (3.3.5) en la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo,
ecuación (3.1.9), demuestre que en la aproximación de orden cero en h̵, esta
ecuación se reduce a la ecuación clásica de Hamilton-Jacobi1

1

2m
∣Br S(r, t)∣2 + V (r, t) + Bt S(r, t) = 0. (3.3.7)

Este resultado está de acuerdo con el principio de correspondencia, el cual
a�rma que en el límite h̵→ 0, el formalismo cuántico se reduce al formalismo
clásico.

4. Suponga que el estado inicial de un sistema cuántico es un estado propio de
energía, ∣Ψ(o)⟩ = ∣Ei⟩, de manera que el estado del sistema para t > 0 es

Ψ(r, t) = exp (−iEit/h̵)φi(r). (3.3.8)

Demuestre que para estos estados estacionarios la densidad de probabilidad
no depende explícitamente del tiempo, Bρ/Bt = 0, y la divergencia del �ujo
de probabilidad es nula Br ⋅ j(r, t) = 0.

5. Aproximación WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin). Considere una partícula
con un grado de libertad cuya condición inicial es ∣Ψ(o)⟩ = ∣Ei⟩. Teniendo
en cuenta la siguiente solución de (3.3.7)

S(x, t) =W (x) −Et = ±∫ dx
√
2m(E − V (x)) −Et, (3.3.9)

demuestre que en la aproximación de orden cero en h̵ la solución de la
ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo es

Ψ̃(x, t) = N (2m(E − V (x))−1/4e±(i/h̵) ∫ dx
√

2m(E−V (x))−(i/h̵)Et, (3.3.10)
1 Sakurai, 1994, pp.103-109.
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conocida como la solución WKB del correspondiente problema cuántico.
Esta es una solución aproximada para los estados estacionarios, válida
cuando la fase de la función de onda satisface2 h̵ ∣ B2

xS(x, t) ∣ ≪ ∣ Bx S(x, t) ∣2.

3.4 Partícula libre

Por de�nición, una partícula libre es aquella que se encuentra libre de
interacciones, de manera que su operador hamiltoniano se reduce al operador
energía cinética. La correspondiente ecuación de Schrödinger independiente del
tiempo es

p̂2

2m
∣E⟩ = E ∣E⟩ . (3.4.1)

Como Ĥ = p̂2/2m, los kets propios de p̂ son a su vez kets propios de energía.
Los correspondientes valores propios son E′ =H(p′) = p′2/2m, para cada valor
de p′ ∈Rp,

H(p̂) ∣p′⟩ =H(p′) ∣p′⟩ = p
′2

2m
∣p′⟩ = E′ ∣p′⟩ .

El espectro de energía es continuo y de�nidamente positivo debido a que E′ es
una función cuadrática en p′. Los valores propios de momentum en términos
de los valores propios de energía están dados por

p′ = ±
√
2mE′.

El espectro de energía es degenerado, ya que a cada valor propio de energía
E′ le corresponden los dos kets propios ∣p′ = +

√
2mE′⟩ y ∣p′′ = −

√
2mE′⟩,

linealmente independientes. Esto implica que el operador hamiltoniano no es en
sí mismo un CCOC para la partícula libre, como sí lo es el operador momentum
o el conjunto de los operadores de energía y momentum. En consecuencia, todo
ket propio ∣E′⟩ debe pertenecer al subespacio bidimensional asociado al valor
propio E′. En otras palabras, cualquier combinación lineal

∣E′⟩ = c1 ∣p′ = +
√
2mE′⟩ + c2 ∣p′′ = −

√
2mE′⟩

es un ket propio de energía. Sin embargo, dicho ket no está de�nido, pues su
orientación en el espacio de kets no está de�nida. Si se desea preparar una
partícula libre en un estado propio de energía correspondiente al valor propio
E′, se debe preparar en un estado propio de momentum correspondiente al
valor propio p′ o −p′, donde p′ =

√
2mE′.

Si en t = 0 se prepara la partícula en un estado de momentum (o de energía)
perfectamente de�nido ∣ψ(o)⟩ = ∣p⟩, el estado de la partícula para t > 0 será el
estado estacionario
2 Note que esta solución se indetermina en los puntos de retorno clásicos, V (xo) = E,

BxV (xo) ≠ 0. Como la función de onda debe ser continua y univaluada, se deben
aplicar las condiciones de empalme entre las soluciones (3.3.10) alrededor de cada punto
de retorno clásico. Merzbacher E. (1960). Quantum Mechanics. John Wiley & Sons,
capítulo 7.
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∣φE(t)⟩ = e−
iĤ
h̵ t ∣p⟩ = e−

ip2

h̵2m t ∣p⟩ = e−
i
h̵Et ∣p⟩ , (3.4.2)

donde p =
√
2mE o p = −

√
2mE.

El estado más general de una partícula libre es una superposición de estos
estados estacionarios:

∣Ψ(t)⟩ = ∫ dp′ C(p′,0)e−
i
h̵E′ t ∣p′⟩ , Cp(p′,0) = ⟨p′∣Ψ(0)⟩ = Ψ(p′,0),

o lo que es lo mismo

∣Ψ(t)⟩ = ∫ dp′ Ψ(p′,0) ∣φE′(t)⟩ ,

con E′ = p′2/2m. Note que si el sistema se prepara en un estado propio de
momentum, ∣Ψ(0)⟩ = ∣p⟩, entonces Ψ(p′,0) = δ(p′ − p) y la integral se reduce a
un estado estacionario de la forma (3.4.2).

Estudiando ahora el problema de la partícula libre en el espacio de funciones de
onda F(Rx), la ecuación (3.4.1) queda representada por la ecuación diferencial

{− h̵
2

2m
B
2
x −E }ψE(x) = 0, (3.4.3a)

cuya solución general para E ≥ 0 es

ψE(x) = A e
i
h̵x
√
2mE +B e

−i
h̵ x
√
2mE , E ∈R+, (3.4.3b)

con base en la cual se obtiene la siguiente solución particular de la ecuación de
Schrödinger dependiente del tiempo:

φE′(x, t) = e−
i
h̵E′t {A e

i
h̵x
√
2mE′+ B e

−i
h̵ x
√
2mE′} .

para valores dados de A y B.

Si esta función de onda representara un posible estado estacionario para la
partícula libre, dicho estado estaría caracterizado por una superposición de dos
ondas planas (una viajando a la derecha y otra a la izquierda). Sin embargo,
como ya se anotó, la anterior función de onda no de�ne un estado de la partícula,
pues el observable de energía en sí mismo no de�ne un CCOC. Como ya se ha
dicho, la anterior función de onda no está completamente de�nida, pues sus
coe�cientes relativos no lo están.

Para que la anterior ecuación represente un posible estado estacionario, uno de
los coe�cientes A o B debe ser nulo. Esto tiene sentido, ya que si inicialmente
el estado está representado por una onda que provenía de −∞ (con momentum
positivo) no hay razón para que haya una onda re�ejada desde +∞ (con
momentum negativo) y viceversa, pues la partícula está libre de interacciones
y no se espera un cambio de momentum.

Entonces, las funciones de onda estacionarias ya ortonormalizadas a la función
de distribución delta de Dirac son

φE(x, t) = 1/
√
2πh̵ e−

i
h̵Et e

i
h̵xp, (3.4.4)
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con p =
√
2mE o p = −

√
2mE y E > 0. Estas funciones de onda no son otra

cosa que la representación de coordenadas de (3.4.2).

Las funciones de onda estacionarias (3.4.4) permiten asociar a cada partícula
de masa m y momentum bien de�nido, p = mv, una onda plana cuyo número
de onda k (o longitud de onda λ) está dado por la relación de De Broglie

p = h̵k = h/λ, (3.4.5a)

y su frecuencia por la relación de Einstein

E = hν = h̵ω, (3.4.5b)

conocidas como las relaciones de De Broglie-Einstein.

Como los valores propios de energía en términos de los valores propios de
momentum están dados por E = p2/2m, existe una relación de dispersión
de�nida por

ω(k) = h̵ k
2

2m
. (3.4.5c)

De Broglie postuló en 1924 que a cada partícula de masa m, momentum p y
energía E se le puede asociar una onda plana de frecuencia ω = E/h̵ y número
de onda k = p/h̵1 según

φ(x, t) = 1√
2π

ei(kx−ωt), (3.4.5d)

que, como se acabó de mostrar, es una solución estacionaria de la ecuación
de Schrödinger dependiente del tiempo para una partícula libre. La función
(3.4.5d) es conocida como la onda de De Broglie asociada a una partícula libre.

Ejemplo - Generalización a tres grados de libertad

Aunque la ecuación diferencial parcial que surge del problema de valores propios
de energía para una partícula libre con tres grados de libertad es muy sencilla,
se desarrolla explícitamente como un ejemplo que muestra la relación entre el
método de separación de variables y el de producto tensorial de estados.

La representación de coordenadas de la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo para una partícula libre con tres grados de libertad espaciales es

− h̵
2

2m
{B2

x1
+ B

2
x2
+ B

2
x3
}ψE(x1, x2, x3) = E ψE(x1, x2, x3).

Esta ecuación diferencial parcial lineal es separable para cada una de las
variables xi. Proponiendo una solución no trivial de la forma: ψE(x1, x2, x3) =
1 Cohen Tannoudji et al., 1977, vol 1, capítulo I, sección B, p. 18 y complemento A-1, p. 42.

Note además que en el factor de normalización no aparece h̵. El lector puede comprobar
que (3.4.5d) es una función de onda ortonormalizada a la función de distribución delta
de Dirac δ(k − k′).



204 CAPÍTULO 3. DINÁMICA CUÁNTICA

ψ1(x1)ψ2(x2)ψ3(x3), la anterior ecuación se puede expresar

− h̵
2

2m

B2
x1
ψ1(x1)

ψ1(x1)
= h̵2

2m
{

B2
x2
ψ2(x2)

ψ2(x2)
+

B2
x3
ψ3(x3)

ψ3(x3)
} +E.

El lado izquierdo depende exclusivamente de x1, mientras que el lado derecho
depende de las otras dos variables. Para que la igualdad se satisfaga para valores
arbitrarios de las variables independientes, ambos lados de la ecuación deben
ser iguales a una misma constante, por ejemplo α1, denominada constante de
separación. Entonces,

− h̵
2

2m
B
2
x1
ψ1(x1) = α1 ψ1(x1),

h̵2

2m
{

B2
x2
ψ2(x2)

ψ2(x2)
+

B2
x3
ψ3(x3)

ψ3(x3)
} +E = α1.

La primera ecuación de�ne la representación de coordenadas de la ecuación de
valores propios del operador p̂21/2m, de manera que la constante de separación
está directamente relacionada con los valores propios de dicho operador, α1 =
p1

2/2m. Entonces, las soluciones ortonormalizadas para el primer grado de
libertad, salvo un factor de fase arbitrario, están dadas por

ψ1(x1) =
1√
2πh̵

e
i
h̵x1p1 .

Después de reemplazar α1 en la segunda ecuación diferencial, las variables x2
y x3 se pueden separar de manera similar. Denominando α2 a la constante de
separación, se obtiene

− h̵
2

2m
B
2
x2
ψ2(x2) = α2 ψ2(x2)

− h̵
2

2m
B
2
x3
ψ3(x3) = (E − p12/2m − α2) ψ3(x3) = α3 ψ3(x3).

Por comodidad, se ha de�nido la constante α3 = E − p12/2m − α2. Las
dos ecuaciones anteriores de�nen la representación de coordenadas de los
operadores p̂22/2m y p̂23/2m, de manera que las soluciones son de la misma
forma que las obtenidas para el primer grado de libertad y los valores propios
tienen la misma forma funcional: α2 = p22/2m y α3 = p32/2m. Entonces, las
funciones propias de energía están dadas por los productos de la solución para
cada grado de libertad. Explícitamente,

ψE(x1, x2, x3) =
1

(2πh̵)3/2
e

i
hx1p1e

i
hx2p2e

i
hx3p3 = 1

(2πh̵)3/2
e

i
hr⋅p.

Como α3 = E − p12/2m − α2 = p32/2m, los correspondientes valores propios de
energía son E = p12/2m+p22/2m+p32/2m ≥ 0. Se observa que la degeneración
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del espectro de energía es mayor que en el caso unidimensional. En efecto, en el
espacio de momentum, todas las triplas de valores propios {p1, p2, p3} que estén
sobre la super�cie de una esfera de radio

√
E′, conducen al mismo valor propio

de energía E′. En consecuencia, hay un conjunto continuo e in�nito de kets
propios simultáneos de energía linealmente independientes correspondientes al
valor propio E′.

Ahora bien, solucionando la ecuación de valores propios de energía en el
espacio de kets de la partícula, se observa que el operador hamiltoniano se
puede expresar como la suma de tres operadores que conmutan y que son
independientes entre sí, en el sentido de que ninguno es función del otro,
Ĥ = p̂2

1

2m
+ p̂2

2

2m
+ p̂2

3

2m
= Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3.

Empleando el método descrito en la solución de la ecuación (2.4.16), se muestra
que los kets propios del operador hamiltoniano están de�nidos por los productos
tensoriales de los kets propios de cada uno de los operadores Ĥi, i = 1,2,3. Los
valores propios correspondientes son iguales a la suma de los valores propios de
cada operador Ĥi.

Como los kets propios de Ĥi son los kets propios de momentum ∣pi⟩, los kets
∣E⟩ = ∣p1⟩ ⊗ ∣p2⟩ ⊗ ∣p3⟩ = ∣p1, p2, p3⟩

de�nen los kets propios de energía correspondientes a los valores propios

E = p12/2m+p22/2m+p32/2m.

Aplicando (2.4.8), la representación de coordenadas de estos kets propios se
puede expresar

ψE(x1, x2, x3) = ⟨x1, x2, x3∣E⟩ = ⟨x1, x2, x3∣p1, p2, p3⟩ = ⟨x1∣p1⟩ ⟨x2∣p2⟩ ⟨x3∣p3⟩ .

De acuerdo con (2.5.18), ⟨xi∣pi⟩ = upi(xi) = ϕi(xi), entonces la solución coincide
con la encontrada por el método de separación de variables

ψE(x1, x2, x3) = ψ1(x1)ψ2(x2)ψ3(x3).

En general, si la representación de coordenadas de la ecuación de valores propios
del operador hamiltoniano es separable, entonces el correspondiente operador
hamiltoniano se puede expresar como la suma de operadores compatibles e
independientes asociados a cada grado de libertad y viceversa. Las constantes
de separación están asociadas a los valores propios de cada uno de estos
operadores. Que un problema sea separable o no dependerá del campo de
fuerzas que actúa sobre la partícula (de sus propiedades de simetría). En el
ejemplo que se acaba de desarrollar la separación es inmediata, pues el campo
de fuerzas es nulo.

De otra parte, de acuerdo con (2.5.24), la representación de momentum de una
función de onda arbitraria ψ(r) se obtiene mediante la transformación de la
base de coordenadas a la de momentum

ψ(p) = 1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dr e

−i
h̵ r⋅pψ(r),
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con
ψ(r) = 1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dp e

i
h̵r⋅pψ(p).

Aplicando las relaciones de De Broglie (3.4.5a) para cada grado de libertad,
pi = h̵ki, las anteriores ecuaciones de�nen las expresiones más conocidas para
la transformada integral de Fourier

ψ(r) = 1

(2π)3/2
∫
∞

−∞
dk eik⋅rψ(k),

ψ(k) = 1

(2π)3/2
∫
∞

−∞
dr e−ik⋅rψ(r).

El factor de normalización se ha corregido para que el producto interior de
funciones propias correspondientes a los vectores de onda k′ y k′′ satisfaga
la condición de ortonormalización a la función delta de Dirac δ(k′ − k′′) =
δ(k′x − k′′x) δ(k′y − k′′y) δ(k′z − k′′z).
La primera de las anteriores ecuaciones es conocida en la mecánica ondulatoria
como la descomposición del paquete de ondas ψ(r) en sus componentes de
Fourier. Sin embargo, no es otra cosa que la representación del estado como
una superposición coherente de funciones propias simultáneas de los observables
de momentum. El peso de cada función en la superposición está de�nido por
el módulo al cuadrado de ψ(k).
La representación de momentum de las funciones propias de energía de la
partícula libre

ψE′(r) =
1

(2πh̵)3/2
e

i
h̵r⋅p′

está dada por

ψE′(p) =
1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dr e−

i
h̵r⋅pψE′(r) =

1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dr e−

i
h̵r⋅pe

i
h̵r⋅p′ ,

ψE′(p) =
1

(2πh̵)3/2
∫
∞

−∞
dr e−

i
h̵r⋅(p−p′) = δ(p − p′).

Este resultado era de esperar, ya que las funciones propias de energía son
estados de momentum perfectamente de�nido y se puede obtener directamente
teniendo en cuenta que ψE′(p) = ⟨p∣p′⟩.
Empleando las relaciones de De Broglie-Einstein, los estados estacionarios de
la partícula libre

ψE′(r, t) =
1

(2πh̵)3/2
e

i
h̵ (r⋅p

′−E′ t),

se pueden expresar

ψE′(r, t) =
1

(2π)3/2
ei(r⋅k

′−ω′ t),
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con la relación de dispersión

ω(k) = h̵k
2

2m
.

En muchos problemas prácticos, la representación de los estados de una
partícula a través de estas ondas de De Broglie proporciona una primera
aproximación a la descripción cuántica de un sistema y permite poner de
mani�esto sus principales características, como se verá en la siguiente sección.
Sin embargo, se debe recordar que la norma de estas funciones es in�nita (en
el sentido de Dirac) y, por tanto, no pueden representar estados físicos reales.
Cualquier posible estado de una partícula debe quedar representado por un
paquete de ondas, el cual se puede expresar como una superposición de ondas
planas de De Broglie.

Por ejemplo, en un experimento de dispersión de electrones por un gas atómico,
antes de que los electrones se encuentren bajo la acción del campo de fuerzas
generado por los átomos del gas se les puede considerar como partículas libres.
¾Cuál sería el posible estado en que queda preparado un electrón antes del
proceso de dispersión?

Como se explicó en el proceso de medición de un observable de espectro
continuo, al realizar un experimento de �ltración para preparar el estado
inicial de la partícula con respecto a los observables de momentum, esta queda
preparada en un estado de�nido por una superposición coherente de estados
propios de momentum correspondientes a los valores propios contenidos en el
rango de dispersión. La función de onda que representa dicho estado inicial se
puede expresar

Ψ(r, to) = ⟨r∣Ψ(to)⟩ =
1

(2πh̵)3/2
∫

p′+dp′

p′
dp Ψ(p, to) e

i
h̵r⋅p. (3.4.6)

Este es un paquete de ondas expresado como una superposición de ondas planas
(funciones propias de momentum). En t = to, la función de distribución de
valores propios de momentum está de�nida por ∣ψ(p, to) ∣2.
El ancho in�nitesimal dp de la función de distribución de los valores de
momentum (o energía) es proporcional a la dispersión de los valores propios
de momentum alrededor de p′ para dicho estado. Pensando en un ensamble
puro de partículas libres, se suele decir que la partícula quedó preparada en un
estado para el cual el valor promedio de momentum (o de energía) es igual a
p̄ = ⟨ψ∣ p̂ ∣ψ⟩ (Ē = ⟨ψ∣ Ĥ ∣ψ⟩). Entre más pequeño sea el ancho de la distribución
de valores de momentum mayor será el ancho de la función de distribución de
valores propios de posición. Como un ejemplo de un estado de partícula libre que
ilustra estas a�rmaciones, se estudian enseguida las funciones de distribución
gaussianas.

Funciones de distribución gaussianas (estados no estacionarios)

Considere una partícula con un grado de libertad espacial cuyo estado está
representado por la siguiente función de onda en representación de momentum
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(k = p/h̵):

ψ(k) = (d
2

π
)
1/4

e−(k−ko)2d2/2, (3.4.7a)

donde d es un real positivo.

El módulo al cuadrado de (3.4.7a) de�ne la función de distribución de valores
de momentum para dicho estado:

∣ψ(k)∣2 = (d
2

π
)
1/2

e−(k−ko)2d2

. (3.4.7b)

Es una distribución gaussiana centrada alrededor de ko = po/h̵, indicando que
para dicho estado el valor esperado para el observable momentum es p̄ = h̵ko.
La dispersión o incertidumbre ∆k alrededor del valor promedio ko es igual a la
mitad del ancho de la distribución, el cual se suele de�nir igual a la diferencia
de los valores de k para los cuales la distribución es igual a 1/e veces su valor
en ko, como se indica en la �gura 3.3. El lector puede demostrar fácilmente que
dicho valor es ∆k = 1/d, lo que implica que la incertidumbre o indeterminación
en el momentum es

∆p = h̵/d. (3.4.8)

Aplicando la transformada de Fourier a (3.4.7a) se obtiene la función de onda
en representación de coordenadas:

ψ(x) = 1√
2π
∫
∞

−∞
dk ψ(k) eikx = ( d

2

4π3
)
1/4

∫
∞

−∞
dk e−(k−ko)2d2/2 eikx, (3.4.9a)

la cual es una superposición coherente de ondas planas, funciones propias de
momentum para la partícula libre. El módulo al cuadrado de ψ(k) calculado
en k′ de�ne el peso de la onda plana de número de onda k′ en la superposición.
Esto es, ∣ψ(k)∣2 de�ne la distribución de estados propios de momentum en la
superposición y, como el espectro es no degenerado, determina la función de
distribución de valores propios de momentum.

ko -Δk ko ko+Δk
k

ψ(ko )
2

ψ (ko )2

e

 ψ(k)
2

-Δx +Δx
x

ψ(0)2

ψ(0)2/e

 ψ(x) 
2

Figura 3.3 Distribución gaussiana

de valores propios de momentum.

Figura 3.4 Distribución gaussiana

de valores propios de posición.
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Aplicando la igualdad

ikx − (d2/2)(k − ko)2 = ikox − x2/(2d2) − (d2/2){k − ko − ix/d2}
2
,

se obtiene

ψ(x) = ( d
2

4π3
)
1/4

eikoxe
−x2

2d2 {∫
∞

−∞
dk e−(d

2/2)(k−ko−ix/d2)2} .

Con el cambio de variable k′ = (d/
√
2)(k − ko − ix/d2), se obtiene:

ψ(x) =
√
2

d2
( d

2

4π3
)
1/4

eikoxe
−x2

2d2 {∫
∞

−∞
dk′ e−k

′2
} .

Teniendo en cuenta que el valor de la integral es
√
π, la función de onda que

describe el estado de la partícula es

ψ(x) = ( 1

πd2
)
1/4
eikoxe

−x2

2d2 . (3.4.9b)

Su módulo al cuadrado de�ne la siguiente función de distribución de valores
propios de posición:

∣ψ(x)∣2 = ( 1

πd2
)
1/2
e
−x2

d2 . (3.4.10)

Esta distribución está centrada en el origen, como se muestra en la �gura 3.4,
de manera que el valor esperado de la posición es igual a 0.

La probabilidad de localizar la partícula es mayor en regiones alrededor del
origen y tiende a cero a medida que se aleja de él. Se observa que para x = ±d
la densidad de probabilidad ha decaído a 1/e de su máximo valor. Entonces, el
ancho de la distribución es 2d y la incertidumbre en la posición de la partícula
es

∆x = d. (3.4.11)

Con base en las ecuaciones (3.4.8) y (3.4.11), el producto de las incertidumbres
de posición y momentum satisface la siguiente igualdad:

(∆x)(∆p) = h̵. (3.4.12)

Esta ecuación, junto con las ecuaciones (3.4.11) y (3.4.8), muestra que
si se desea preparar una partícula en un estado gaussiano para el cual
la incertidumbre en la posición sea muy pequeña, la incertidumbre en el
momentum debe ser muy grande, pues su producto debe ser igual a la constante
fundamental h̵. En efecto, a medida que disminuye la indeterminación en la
posición (d cada vez más cercano a cero), la función de distribución de valores
de posición (3.4.10) es cada vez más cercana a una distribución delta de Dirac
y el ancho de la distribución de momentum aumenta proporcionalmente.
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Lo anterior implica que a medida que ∆x disminuye, en la superposición
que de�ne la gaussiana (3.4.10) se deben incluir estados de momentum
correspondientes a valores propios cada vez más altos, pero, como anota
Sakurai, el límite d = 0 no es posible, no solo porque (3.4.9a) deja de ser un
estado gaussiano de norma �nita sino porque de existir dicho estado límite,
la partícula tendría probabilidad no nula de tener velocidades mayores que la
velocidad de la luz.

El caso contrario también es válido, esto es, si se desea un estado gaussiano con
una incertidumbre de momentum cada vez más pequeña, su representación de
momentum se acerca cada vez más a una distribución delta de Dirac alrededor
de ko, mientras que la distribución de posición se acerca cada vez más a una
onda plana. En el caso límite d→∞, la partícula no sería localizable.

Estos resultados están de acuerdo con el principio de incertidumbre de
Heisenberg, el cual a�rma que para cualquier posible estado de una partícula
el mínimo valor que puede tener el producto de las incertidumbres de posición
y momentum debe ser del orden de h̵, como se verá en la siguiente sección.

Ejercicios
1. Demuestre que la representación de coordenadas (de momentum) de un

estado con momentum perfectamente de�nido ∣p′⟩ (posición perfectamente
de�nida ∣x′⟩) está dada por la onda plana 1/

√
2πh̵ exp(i p′x/h̵) (por

la función de distribución delta de Dirac δ(x − x′)), mientras que su
representación de momentum está dada por la función de distribución delta
de Dirac δ(p − p′) (por la onda plana 1/

√
2πh̵ exp(−i px′/h̵ )).

2. Demuestre que las funciones de onda (3.4.7a) y (3.4.9b) están normalizadas.

3. Encuentre la solución de (3.4.1) en representación de momentum y con base
en su resultado encuentre la solución en representación de coordenadas.

4. Determine el valor de la integral (puede consultarlo en una tabla de
integrales,2 pero es bueno saber cómo se obtiene la expresión general,
considerando los casos en que n = 0,1,2, . . .)

∞

∫
−∞

dx x2n e−λx
2

, λ > 0.

5. Encuentre para t > 0 el estado de una partícula libre si ella se prepara
inicialmente en el estado descrito por la función de onda gaussiana (3.4.9b)
o (3.4.7a).

3.5 Relación de incertidumbre

En la anterior sección se de�nió el valor de la indeterminación (o incertidumbre)
en el momentum o en la posición igual a la mitad del ancho de las funciones
2 Gradshteyn I. S. y Ryzhik I. M. (2007). Table of integrals, series and products. Ed. Alan

Je�rey. Academic Press sección 3.4, 3.461, p. 364.
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de distribución de valores propios. Sin embargo, no hay un criterio único para
de�nir el ancho de la distribución y no siempre la función de distribución es
simétrica respecto a su máximo valor para un estado arbitrario de un sistema
cuántico. Entonces, es adecuado de�nir de manera única la indeterminación o
incertidumbre de un observable para cualquier posible estado de un sistema.
Esta de�nición debe ser independiente de la representación que se emplee para
su determinación.

3.5.1 Indeterminación o incertidumbre de un observable

Como se explicó en la sección 1.2.5, la distribución experimental de valores
de un observable para un estado cuántico dado coincide con la distribución
cuántica de�nida por las probabilidades de obtener cada uno de los valores
propios del observable.

En la �gura 3.5 se muestra un ejemplo de distribución de valores propios de un
observable de espectro discreto. El ancho de la distribución, δb, se de�ne como
el intervalo que contiene la mayoría de los posibles resultados y, en general,
contiene el valor promedio o valor esperado del observable.

Entre menor sea el ancho de la distribución, menor será la dispersión de
los valores obtenidos alrededor del valor esperado o valor promedio. El valor
esperado no tiene por qué coincidir con el valor propio para el cual la función de
distribución es máxima, a no ser que dicha distribución sea continua y simétrica
alrededor de este valor.

Cuando el estado del sistema es un estado propio del observable que se va a
medir, el valor esperado es necesariamente igual al valor propio correspondiente
y la dispersión o incertidumbre del observable se considera teóricamente nula.

b1 b2 b3 〈 B

〉 b5 b6 b7

bi0

0.1

0.2

0.3

Pbi

δb
 

Figura 3.5 Esquema de la función de distribución
de valores propios de B̂.

Para calcular teóricamente la dispersión del observable cuando el sistema se
encuentra en el estado arbitrario ∣ ⟩, se de�ne el operador

∆B̂ = B̂ − ⟨ B̂ ⟩ 1̂, (3.5.1)
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el cual es denominado operador dispersión debido a que el valor esperado,

⟨(∆B̂)2⟩ = ⟨ ∣ {B̂ 2 − 2B̂ ⟨ B̂ ⟩ + ⟨ B̂ ⟩21̂} ∣ ⟩ = ⟨ B̂2 ⟩ − ⟨ B̂ ⟩2,

conduce a una expresión similar a la de�nición estadística de desviación
cuadrática media:

∆B =
√
⟨ B̂2 ⟩ − ⟨ B̂ ⟩2. (3.5.2)

La ecuación (3.5.2) de�ne la denominada incertidumbre o indeterminación
∆B del observable y da una medida de la dispersión de valores propios del
observable B̂ para un estado cuántico dado.

3.5.2 Relación de incertidumbre de Heisenberg

Cuando se miden simultáneamente dos observables compatibles de espectro
discreto, la medición de cada observable puede ser tan precisa como se desee.
En otras palabras, el sistema se puede preparar en un único estado propio
simultáneo de los dos observables, para el cual la incertidumbre de cada
observable es nula.

Otra cosa ocurre cuando los dos observables son incompatibles. En este caso
no es posible preparar el sistema en un estado propio simultáneo de los dos
observables, de manera que no se pueden tener estados para los cuales las
incertidumbres de los dos sean simultáneamente nulas.

La relación (3.4.12) de la sección anterior surge directamente del análisis de
la dispersión de cada uno de los observables (posición y momentum) para el
estado gaussiano considerado. Sin embargo, con la de�nición de incertidumbre
o indeterminación (3.5.2) para cualquier posible estado de un sistema, se puede
demostrar que el mínimo valor del producto de las incertidumbres de dos
observables cualesquiera debe satisfacer

(∆A) (∆B) ≥ 1

2
∣⟨ [Â, B̂] ⟩∣ . (3.5.3)

Esta ecuación es conocida como la relación de incertidumbre de Heisenberg, la
cual debe ser satisfecha por todo estado cuántico.

Para demostrar (3.5.3) se considera primero la desigualdad de Schwartz:

⟨α∣α⟩ ⟨β∣β⟩ ≥ ∣⟨α∣β⟩∣2. (3.5.4)

La igualdad se satisface solamente si ∣α⟩ = γ ∣β⟩ con γ ∈ C.

De�niendo el ket ∣χ⟩ = ∣α⟩ + λ ∣β⟩, λ ∈ C, de la propiedad (1.4) del producto
interior, se obtiene

⟨χ∣χ⟩ = ⟨α∣α⟩ + λ ⟨α∣β⟩ + λ∗ ⟨β∣α⟩ + ∣λ∣2 ⟨β∣β⟩ ≥ 0,
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multiplicando la ecuación por ⟨β∣β⟩,

⟨α∣α⟩ ⟨β∣β⟩ + { λ ⟨α∣β⟩ ⟨β∣β⟩ + λ∗ ⟨β∣α⟩ ⟨β∣β⟩ + ∣λ∣2⟨β∣β⟩2 } ≥ 0

y eligiendo λ = −⟨β∣α⟩/⟨β∣β⟩,

⟨α∣α⟩ ⟨β∣β⟩ + { − ⟨β∣α⟩ ⟨α∣β⟩ − ⟨α∣β⟩ ⟨β∣α⟩ + ⟨α∣β⟩ ⟨β∣α⟩ } ≥ 0,

se obtiene la desigualdad de Schwartz.

De�niendo los kets ∣α⟩ y ∣β⟩ como la imagen del estado del sistema bajo
la aplicación del operador dispersión de cada observable, ∣α⟩ = ∆Â ∣ ⟩ y
∣β⟩ =∆B̂ ∣ ⟩, se obtiene

⟨α∣α⟩ = ⟨(∆Â)2⟩ = (∆A)2 y ⟨β∣β⟩ = ⟨(∆B̂)2⟩ = (∆B)2,

donde se ha tenido en cuenta que los operadores representan observables y, por
tanto, son hermíticos. Al reemplazarlos en la desigualdad de Schwartz (3.5.4),
se obtiene

(∆A)2(∆B)2 ≥ ∣⟨ ∆Â ∆B̂ ⟩∣2. (3.5.5)

Como el valor esperado de un operador hermítico es un número real positivo
y el de un operador antihermítico es un imaginario puro, la norma del lado
derecho de (3.5.5) se puede obtener expresando el producto como la suma de
un operador hermítico y otro antihermítico según

(∆Â ∆B̂) = 1

2
[∆Â,∆B̂ ] + 1

2
{∆Â,∆B̂} .

Teniendo en cuenta que el conmutador de dos operadores hermíticos es
antihermítico, mientras que su anticonmutador es un operador hermítico
(sección 1.3.2), el valor esperado del producto de operadores dispersión es el
número complejo

⟨ ∆Â ∆B̂ ⟩ = 1
2
⟨ [ Â , B̂ ] ⟩ + 1

2
⟨ {∆Â ,∆B̂ } ⟩ ,

↓ ↓
imaginario puro real

donde se ha tenido en cuenta que ⟨ [∆Â ,∆B̂ ] ⟩ = ⟨ [ Â , B̂ ] ⟩. Calculando el
cuadrado de su norma

∣⟨ ∆Â ∆B̂ ⟩∣2 = 1

4
∣⟨ [ Â , B̂ ] ⟩∣2 + 1

4
∣⟨ {∆Â ,∆B̂ } ⟩∣2

y reemplazándola en (3.5.5), se obtiene la siguiente desigualdad para el
cuadrado del producto de las incertidumbres

{(∆A) (∆B)}2 ≥ 1

4
∣⟨ [ Â , B̂ ] ⟩∣2 + 1

4
∣⟨ {∆Â ,∆B̂ } ⟩∣2, (3.5.6)
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donde, de acuerdo con (3.5.4), la igualdad vale solamente si ∣α⟩ = γ ∣β⟩, esto es,
si ∆Â ∣ ⟩ = γ∆B̂ ∣ ⟩, siendo γ un escalar complejo. La anterior ecuación de�ne
la forma más general de la relación de incertidumbre. Sin embargo, cuando el
segundo término a la derecha es nulo se obtiene la expresión más conocida para
la relación de incertidumbre de Heisenberg :

(∆A) (∆B) ≥ 1

2
∣⟨ [ Â , B̂ ] ⟩∣ , (3.5.3)

que era lo que se quería demostrar. La igualdad en (3.5.3) es válida solamente
si ∆Â ∣⟩ = γ∆B̂ ∣⟩, siendo γ un imaginario puro (ejercicio 2).

Todo estado de un sistema cuántico debe satisfacer la desigualdad (3.5.6)
para cualquier par de observables. Esta relación de incertidumbre establece
que un sistema cuántico puede ser preparado en un estado ∣ψ⟩ para el cual
la incertidumbre de dos observables es nula solamente si dichos observables
conmutan y si el estado satisface ∆Â ∣ψ⟩ = γ∆B̂ ∣ψ⟩, con γ imaginario puro.
Solamente bajo estas condiciones es posible que el mínimo valor del producto
de las incertidumbres sea nulo. Esto ocurre, por ejemplo, cuando un sistema se
prepara en un estado propio simultáneo de un CCOC. En este caso, el producto
de las incertidumbres de cualquier par de observables del conjunto es nula
(ejercicio 4). Por esta razón se dice que siempre es posible realizar una medición
precisa y simultánea de dos observables compatibles.

Sin embargo, cuando los observables no son compatibles el lado derecho de
(3.5.3) es un número real positivo no nulo, lo que implica que aunque se puede
tener un sistema preparado en un estado con incertidumbre muy pequeña
para uno de los observables, la incertidumbre del otro observable para ese
mismo estado debe ser supremamente alta para que la igualdad en (3.5.3) se
satisfaga. En otras palabras, no existen estados para los cuales el producto de
las incertidumbres de dos observables incompatibles sea nulo (ejercicio 3).

Relación de incertidumbre para la posición y el momentum

En el caso particular de los observables de posición y momentum de una
partícula con un grado de libertad, la relación (3.5.3) se reduce a

(∆x) ( ∆p) ≥ h̵
2
, (3.5.7)

donde se ha tenido en cuenta que [x̂, p̂] = i h̵ 1̂.
Un estado para el cual el producto de las incertidumbres de posición y
momentum toma el mínimo valor permitido por la relación de incertidumbre
satisface la igualdad en (3.5.3), y se denomina estado de mínima incertidumbre.
Para ilustrar cómo se comprueba si un estado satisface la relación de
incertidumbre, se muestra enseguida que el estado de partícula libre (3.4.9a),
de�nido por una distribución gaussiana de valores propios de posición, es un
estado de mínima incertidumbre.



3.5. RELACIÓN DE INCERTIDUMBRE 215

De acuerdo con (3.5.2) la incertidumbre en la posición es

∆x =
√
⟨ψ∣ x̂2 ∣ψ⟩ − ⟨ψ∣ x̂ ∣ψ⟩2.

Como
⟨ψ∣ x̂ ∣ψ⟩ = ∫

∞

−∞
dx ψ∗(x) x ψ(x) = ∫

∞

−∞
dx ∣ψ(x)∣2x,

el valor esperado del operador posición para el estado (3.4.9b) es igual a

⟨ψ∣ x̂ ∣ψ⟩ = ( 1

d
√
π
)∫

∞

−∞
dx e−x

2/d2

x = 0,

el cual se anula debido a que el integrando es impar. Este resultado era de
esperar, pues, como indica la �gura 3.4, el centro de la distribución de valores
de posición está en x = 0, y es simétrica. Similarmente, para el valor esperado
del cuadrado del operador posición se tiene

⟨ψ∣ x̂2 ∣ψ⟩ = ∫
∞

−∞
dx ∣ψ(x)∣2x2 = ( 1

d
√
π
)∫

∞

−∞
dx e−x

2/d2

x2 = d2/2,

donde se empleó ∫
∞
−∞ dye

−y2

y2 = √π/2. Reemplazando los valores esperados en
la expresión para la incertidumbre, se obtiene

∆x = d/
√
2. (3.5.8)

De otra parte, el valor esperado del momentum para el mismo estado (3.4.9b)
está dado por

⟨ψ∣ p̂ ∣ψ⟩ = ∫
∞

−∞
dx ψ∗(x) (−ih̵Bx)ψ(x) = ∫

∞

−∞
dx ψ∗(x) {h̵ko + ih̵x/d2} ψ(x),

⟨ψ∣ p̂ ∣ψ⟩ = ( 1

d
√
π
){h̵ko ∫

∞

−∞
dx e

−x2

d2 + ih̵

d2
∫
∞

−∞
dx x e

−x2

d2 } .

La primera integral es igual a d
√
π, mientras que la segunda es nula, pues su

integrando es impar. Por tanto, ⟨ψ∣ p̂ ∣ψ⟩ = h̵ko, resultado lógico, ya que la
distribución de valores de momentum es simétrica alrededor de ko.

Similarmente

⟨ψ(x)∣ p̂2 ∣ψ(x)⟩ = ∫
∞

−∞
dx ψ∗(x) (−h̵2B

2
x)ψ(x)

= ( 1

d
√
π
)∫

∞

−∞
dx{(h̵2k2o + h̵2/d2) + (2ih̵/d2)kox − (h2/d2)x2} e

−x2

d2 ,

= 1

d
√
π
{h̵2k2o + h̵2/d2 − h̵2/(2d2)} d

√
π = h̵2k2o + h̵2/(2d2).
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Por tanto,

∆p =
√
⟨ψ∣ p̂2 ∣ψ⟩ − ⟨ψ∣ p̂ ∣ψ⟩2 =

√
h̵2k2o + h̵2/(2d2) − h̵2k2o ,

∆p = h̵√
2d
. (3.5.9)

De acuerdo con (3.5.8) y (3.5.9), el producto de las incertidumbres en la posición
y el momentum es igual a

(∆x) (∆p) = d√
2

h̵

d
√
2
= h̵
2
. (3.5.10)

Comparando con (3.5.7) se concluye que una función de onda gaussiana describe
un estado de mínima incertidumbre, pues satisface la igualdad de la relación
de incertidumbre.

Ejercicios
1. Con la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo para

una partícula libre preparada en t = 0 en el estado gaussiano (3.4.7a)
o (3.4.9b) (ejercicio 5 de la sección anterior), calcule el producto de las
incertidumbres en la posición y en el momentum de la partícula para
cualquier instante t > 0. ¾Es un estado de mínima incertidumbre para todo
tiempo? Comente su respuesta.

2. Demuestre que en la desigualdad de Schwartz (3.5.4) la igualdad vale
solamente si ∣α⟩ = γ ∣β⟩, con γ ∈ C. Con base en el anterior resultado
demuestre que la igualdad en la relación de incertidumbre de Heisenberg
(3.5.3) vale solamente en el caso en que γ sea un imaginario puro, caso en
el cual el segundo término de la derecha de (3.5.6) se anula.

3. De acuerdo con el anterior ejercicio, la igualdad en (3.5.3) se satisface
solamente si i) ∣α⟩ = γ ∣β⟩ y ii) ⟨ ∣ {∆Â∆B̂} ∣ ⟩ = 0. Demuestre que estas
dos condiciones conducen a que un estado de mínima incertidumbre en
la posición y el momentum sea una función de onda gaussiana (con γ
imaginario puro).3

4. Demuestre que todo estado propio simultáneo de un par de observables
compatibles Â y B̂ satisface (∆A) (∆B) = 0.

3.6 Potenciales discontinuos

El estudio cualitativo de la dinámica de una partícula en presencia de fuerzas
derivables de potenciales independientes del tiempo, se puede realizar de una
manera muy sencilla aproximando el problema (cuando es posible) al de una

3 Schi�, 1968, sección 12, p. 60.
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partícula en presencia de potenciales rectangulares. Para ello, se considera que
el potencial es igual a una constante negativa, positiva o nula en aquellas
regiones del espacio donde el potencial real es predominantemente negativo,
positivo o nulo. Este potencial será discontinuo en los puntos que separan dos
regiones de potencial constante de diferente valor.

Como ya se ha dicho, las soluciones estacionarias corresponderán a la solución
dinámica del problema cuando el estado inicial es un estado propio de energía.
La dinámica del sistema para un estado inicial arbitrario estará de�nida por
una superposición de soluciones estacionarias.

Para determinar las soluciones estacionarias se resuelve la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo, o ecuación de valores propios de energía,
en cada una de las regiones del potencial. Las soluciones cuánticas estacionarias
se obtienen exigiendo la continuidad de cada función propia de energía (y de su
primera derivada si es necesario) en los puntos de discontinuidad del potencial.
Estas condiciones de continuidad se conocen como condiciones de empalme.
Para obtener una solución cuántica, se debe exigir que la función de onda sea
acotada.

El comportamiento de las soluciones estacionarias de la partícula en los puntos
de discontinuidad del potencial es análogo al comportamiento de la onda que
describe un haz de luz monocromático al pasar de un medio homogéneo a otro.
De esta manera, la probabilidad cuántica de que la partícula se re�eje o se
transmita queda de�nida por los correspondientes coe�cientes de re�exión o
transmisión para la onda de luz al pasar de un medio a otro.1

En esta sección se estudian tres ejemplos básicos. El paso de potencial, el pozo
de potencial de paredes in�nitas y una barrera �nita de potencial. Con base
en ellos, se pueden inducir las propiedades de los estados estacionarios y del
espectro de energía de una partícula en potenciales más complejos.

Cada posible solución estacionaria está determinada por una función propia de
energía modulada en el tiempo por el factor de fase ωt, donde ω = E/h̵ y E es el
correspondiente valor propio de energía. Por esta razón, en lo que sigue en este
capítulo, se supone que con la determinación de las funciones y valores propios
de energía se tiene la determinación de los posibles estados estacionarios del
sistema.

1 El lector interesado en la analogía óptica puede consultar el texto de Cohen-Tannoudji
et al., 1977, vol. I, capítulo I, sección D, numeral 2, p. 35.
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3.6.1 Paso de potencial

El primer ejemplo es el de una partícula con un grado de libertad translacional
en el campo de fuerzas de�nido por el paso de potencial

V (x) = { 0 para x ∈ (−∞,0 ]
Vo para x ∈ ( 0,∞) ,

el cual se ilustra en la �gura 3.6a.

La representación de coordenadas de la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo, o ecuación de valores propios de energía, es

{− h̵
2

2m
B
2
x + V (x) −E } φ(x) = 0. (3.6.1)

Puesto que el potencial es discontinuo en x = 0, esta ecuación se debe solucionar
en cada una de las dos regiones indicadas en la �gura 3.6a. La región I está
de�nida por los valores de x ≤ 0, mientras que los valores de x > 0 de�nen la
región II. Una vez se obtenga una solución acotada para cada región se aplica
la condición de continuidad de la función de onda y de su primera derivada (si
es necesario) para determinar la solución en todo el espacio. Las soluciones en
cada región se notan φI(x) y φII(x).

x

Vo

V (x)

I II

Figura 3.6a Paso de Potencial

En la región I, donde el potencial es
nulo, la ecuación de Schrödinger se
reduce a

{− h̵
2

2m
B
2
x −E } φI(x) = 0, x ≤ 0.

Su solución general es

φI(x) = A eikx +B e−ikx, x ≤ 0,

donde k =
√
2mE/h̵, con E ≥ 0. Aunque en esta región del espacio la ecuación

(3.6.1) tiene la misma forma que la ecuación de una partícula libre, para x > 0
deja de ser válida. Debido justamente a esta discontinuidad, la partícula no es
libre, y para obtener las soluciones estacionarias tiene sentido físico considerar
las dos ondas planas, la de momentum positivo y la de momentum negativo.
Suponiendo que cuando la partícula se encuentra en x ≪ 0 se prepara en un
estado propio de momentum correspondiente al valor propio +h̵k (una onda
plana de momentum positivo), la onda plana de momentum negativo tiene en
cuenta el hecho de que la partícula puede ser re�ejada al interactuar con el
paso de potencial en x = 0.
La ecuación de Schrödinger (3.6.1) en la región II toma la forma

{− h̵
2

2m
B
2
x + Vo −E } φII(x) = 0, x > 0,
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la cual para E < Vo se puede reescribir

{B2
x − k′

2}φII(x) = 0, con k′ =
√
2m(Vo −E)/h̵.

La solución general de esta ecuación es

φII(x) = C ek
′x +De−k

′x, 0 < E < Vo, x > 0.

Note que para E > Vo, k′ es imaginario lo que conduce a que la solución general
sea una superposición de ondas planas. Sin embargo, el interés de este ejemplo
es analizar el caso en que la altura del paso de potencial es mayor que la energía
en que se prepara la partícula2 para compararlo con el correspondiente caso
clásico.

La solución en la región II indica que hay una probabilidad no nula de localizar
la partícula a la derecha de x = 0. Sin embargo, para E < Vo esta solución
matemática no es acotada, pues se indetermina para x→∞ y, en consecuencia,
la densidad de probabilidad de localizar la partícula se indetermina en este
límite (se dice que la solución explota). Como la función de onda debe ser
acotada para que describa una solución cuántica, en la solución de la región
II se descarta la función exponencial positiva eligiendo C = 0.3 En resumen, la
función de onda debe satisfacer la condición de frontera

lim
x→∞

φ(x) = lim
x→∞

φII(x) = 0

y la solución para la región II se reduce a4

φII(x) =De−k
′x, x > 0.

Para cualquier valor propio de energía en el intervalo 0 < E < Vo, las funciones
propias correspondientes no estarán completamente de�nidas en todo el espacio
−∞ < x < ∞ hasta que se especi�que el valor relativo de los coe�cientes, por
ejemplo, A/D y B/D, o lo que es lo mismo, el valor de los coe�cientes A y B
en términos de D. Para su determinación se exige la continuidad de la función

2 En esta sección se habla de la energía en que se prepara la partícula pensando que se
prepara en un estado de momentum bien de�nido y por tanto de energía perfectamente
de�nida. En otras palabras, se supone que el estado inicial de la partícula está
representado por una onda plana de De Broglie.

3 Cuando la energía es mayor que el paso de potencial, la solución general en la región II
es una superposición de ondas planas. Sin embargo, una onda plana con número de onda
negativo (momentum negativo) no tiene sentido si se supone que la partícula provenía
de −∞, pues para x > 0 no existe ninguna otra interacción con la partícula que pueda
cambiar su estado de momentum. Por esta razón, se debe descartar el término de la
solución con momentum negativo (D = 0).

4 Note además que si no se elige C = 0, de las condiciones de empalme se podrían
determinar dos de los coe�cientes A, B, C y D, un tercer coe�ciente se puede
determinar con la condición de ortonormalización a la función delta de Dirac, pero
el cuarto coe�ciente quedaría sin determinar y, en consecuencia, el estado no quedaría
completamente de�nido.
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de onda y de su primera derivada en el punto de discontinuidad del potencial,
x = 0, conocidas como condiciones de empalme.

De la primera condición, φI(0) = φII(0), se obtiene

A +B =D

y de la segunda, BxφI(x)∣x=0 = BxφII(x)∣x=0, se concluye

i k A − i k B = −k′D.

Por lo tanto,

A = k + ik
′

2k
D = B∗,

donde se ha elegido D real.

Entonces, las funciones propias de energía en términos del coe�ciente D están
dadas por

φ(x) = {D (cosk x −
k′
k
sen k x) x ≤ 0

De−k
′x x > 0

, 0 < E < Vo

con k =
√
2mE/h̵ y k′ =

√
2m(Vo −E)/h̵.

Las funciones propias no son de norma �nita, lo que está de acuerdo con el
hecho de que el espectro de energía de la partícula es continuo. El coe�ciente
D se suele denominar la constante de normalización de la función propia y su
valor se puede determinar ortonormalizando la función de onda a la función
delta de Dirac.5

El comportamiento típico de las funciones propias se ilustra en la �gura 3.6b.
Los estados estacionarios de�nidos por estas funciones de onda muestran que
existe una probabilidad no nula de localizar la partícula a la derecha del origen,
pues la solución en la región II es no nula.6 Se observa que entre menor sea la
diferencia Vo−E (entre mayor sea el momentum en que se preparó la partícula),
mayor es la probabilidad de localizar la partícula a la derecha del origen.
Clásicamente la región x > 0 es una región prohibida para la partícula, esto es,
la partícula nunca podrá ocupar posiciones x > 0, pues clásicamente la energía
cinética debe ser de�nidamente positiva. En otras palabras, x = 0 es un punto
de retorno para la partícula clásica. El hecho de que exista una probabilidad
no nula para que la partícula pueda ser localizada en la región de potencial no
nulo es un hecho cuántico que no tiene análogo clásico.

5 Como se está realizando un estudio cualitativo mediante estos potenciales discontinuos,
cuando el espectro de energía es continuo no se acostumbra determinar la constante de
ortonormalización.

6 Cuando se emplea la analogía con la óptica geométrica, se calcula el coe�ciente de
re�exión R de�nido por el módulo al cuadrado de la amplitud de la onda re�ejada con
respecto a la amplitud de la onda incidente y se interpreta como la probabilidad de que
la partícula sea re�ejada en x = 0. En este caso, R = ∣B/A∣2 = 1 que, como en el caso
clásico, indica que la re�exión es total.
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x

E

φ(x)

I

Vo

II

Figura 3.6b Función propia de energía φ(x) para
0 < E < Vo. Entre mayor es la energía menor es la
longitud de onda asociada y más lentamente decae
la solución para x > 0.

Las funciones propias para energías mayores que la altura del paso de potencial
(ejercicio 1) se pueden ver como una primera aproximación a un problema de
dispersión en el cual una partícula de momentum perfectamente de�nido es
dispersada por el paso de potencial. En este caso existe una onda transmitida
a la región II, de manera análoga a la dispersión de una onda al pasar de un
medio, con un índice de dispersión caracterizado por k =

√
2mE/h̵, a otro medio

con un índice de dispersión menor, caracterizado por k′ =
√
2m(E − V o)/h̵.7

Pared de potencial in�nito

Este mismo ejemplo permite determinar la solución cuando el potencial para
x ≥ 0 es in�nito. En este caso, se dice que en x = 0 hay una pared de potencial
in�nito.

Cuando Vo → ∞ la solución en la región II tiende a cero, indicando que la
probabilidad de localizar la partícula en regiones x > 0 también tiende a cero.
Si la partícula se encuentra con una pared de potencial in�nito en x = 0, para
x ≥ 0 las funciones propias de energía que de�nen los estados estacionarios
deben ser nulas para todo x a la derecha de la pared, ψ(x) = 0 para x ≥ 0.
Exigiendo la continuidad de la función de onda, la solución en la región I debe
satisfacer

ψI(x) ∣x=0 = 0.

El lector puede comprobar que en este caso las funciones propias son

ψ(x) = {D
′ senk x x ≤ 0

0 x > 0 , E ≥ 0.

7 Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol. I, capítulo I, sección D y complemento H.
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3.6.2 Pozo de paredes in�nitas

Como segundo ejemplo, se considera el problema de una partícula con un grado
de libertad translacional en el campo de fuerzas de�nido por el pozo de potencial
de paredes in�nitas:

V (x) = {0 para x ∈ [o, a]
∞ para x ∉ [o, a] ,

lo cual es equivalente a tener una partícula con�nada entre dos paredes de
potencial localizadas en x = 0 y x = a.

a
x

V(x)

I II III

Figura 3.7 Pozo de paredes in�nitas.

Debido a que el potencial es discontinuo en x = 0 y x = a, la ecuación de
Schrödinger (3.6.1) debe ser resuelta en cada una de las tres regiones x < 0,
0 ≤ x ≤ a y x > a descritas en la �gura 3.7.

Como el potencial es nulo en la región II, 0 ≤ x ≤ a, la solución general es de la
forma

ψII(x) = A ei k x +B e−i k x, para 0 ≤ x ≤ a,

con k =
√
2mE/h̵. Debido a que las barreras de potencial son in�nitas, la

amplitud de densidad de probabilidad de localizar la partícula en las regiones
x ≤ 0 o x ≥ a debe ser nula. Esto es

ψI(x) = 0 y ψIII(x) = 0.

Por continuidad de la función de onda en x = 0 y x = a, la solución para la
región II debe satisfacer las condiciones de frontera

ψII(0) = ψI(0) = 0 y ψII(a) = ψIII(a) = 0.

De la primera se concluye que A +B = 0, y entonces

ψII(x) = A {ei k x − e−i k x} = 2Ai sen(kx) = A′ sen(kx).
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De la segunda se obtiene sen(ka) = 0, lo cual restringe los posibles valores de
k a los valores discretos kn = nπ/a, donde n = 1,2, . . . es un entero positivo,
pues k es positivo. Note que n = 0 no es una solución cuántica, ya que para
este valor k sería nulo y la solución sería de norma nula, de lo contrario, se
estaría contradiciendo el hecho de que todo posible estado cuántico debe estar
representado por una función de onda cuya norma sea no nula.

Reemplazando los valores discretos de k en la relación k =
√
2mE/h̵, se obtienen

los siguientes valores propios de energía:

En =
h̵2k2

2m
= ( h̵

2π2

2ma2
)n2 = εn2, n = 1,2, . . . (3.6.2)

los cuales de�nen el espectro de energía de la partícula. El lector puede
demostrar que ε tiene unidades de energía.

En algunos de los siguientes ejemplos se comprobará que siempre que la
partícula se encuentre con�nada en una región del espacio (en un pozo de
potencial) su espectro de energía será discreto.

Con los valores obtenidos para k, las funciones propias asociadas a cada valor
propio (3.6.2) son

ψn(x) = A′ sen(
nπ

a
x) , n = 1,2, . . .

Se acostumbra emplear el entero n para caracterizar los valores propios de
energía y se le denomina número cuántico principal.

Para determinar la constante A′, se normalizan las funciones propias

∫
∞

−∞
dx ∣ψn(x)∣2 = ∣A′∣2 ∫

a

o
dx sen

2

(nπx/a) = ∣A′ ∣2 a
2
= 1

⇒ ψn(x) =
√

2

a
sen (nπ

a
x) n = 1,2, . . . (3.6.3)

La ecuación (3.6.3) de�ne las funciones propias del operador hamiltoniano de
la partícula correspondientes a los valores propios (3.6.2). Cada una de estas
funciones, multiplicada por el correspondiente factor exp (−iEnt/h̵), de�ne un
estado estacionario de la partícula.8 Enseguida se describen las tres primeras
funciones propias de energía.

8 Note que el hecho de que el espectro de energía sea discreto no implica que el espectro
de momentum lo sea. En realidad, como ocurre con la distribución de valores propios de
posición, la correspondiente transformada de Fourier de cada estado estacionario de�ne
una distribución continua de valores propios de momentum.
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Número cuántico Funciones propias
⋮ ⋮

n = 3 (2○ estado excitado) ψ3(x) =
√

2
a

sen ( 3π
a
x)

n = 2 (1○ estado excitado) ψ2(x) =
√

2
a

sen ( 2π
a
x)

n = 1 (estado base) ψ1(x) =
√

2
a

sen (π
a
x)

Primeras funciones propias de energía

a

x

2 / a

2 / a

2 / a

0

0

ψn(x)

n = 1

n = 2

n = 3

Generalización a dos grados de libertad

Una partícula con dos grados de libertad translacionales se encuentra en el
campo de fuerzas de�nido por el potencial

V (x1, x2) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 para x1 ∈ [0, a], x2 ∈ [0, a]
∞ para x1 ∉ [0, a], x2 ∉ [0, a].

Como las paredes de potencial son in�nitas, las funciones propias de energía
deben ser nulas fuera de la caja de potencial, {x1 ∈ [0, a], x2 ∈ [0, a]}, donde se
encuentra con�nada la partícula.

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo es

{− h̵
2

2m
B
2
x1
− h̵2

2m
B
2
x2
} ψ(x1, x2) = E ψ(x1, x2) x1 ∈ [0, a], x2 ∈ [0, a],

con las condiciones de frontera

ψ(x1, x2) ∣x1=0,x2=0 = 0, ψ(x1, x2) ∣x1=a,x2=a = 0.

Esta ecuación diferencial parcial es separable. Siguiendo el mismo procedi-
miento del ejemplo de la partícula libre, se propone una solución de la forma
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ψ(x1, x2) = φ1(x1)φ2(x2) para obtener

− h̵
2

2m
B
2
x1
φ1(x1) = α φ1(x1) ⇒ {B2

x1
+ k21} φ1(x1) = 0,

− h̵
2

2m
B
2
x2
φ2(x2) = β φ2(x2) ⇒ {B2

x2
+ k22 }φ2(x2) = 0,

donde α es la constante de separación de las variables (x1, x2), β = (E − α),
k1 =

√
2mα/h̵ y k2 =

√
2mβ/h̵.

Las soluciones de cada una de las ecuaciones se pueden expresar

φ1(x1) = A1e
ik1x1 +A2e

−ik1x1

φ2(x2) = B1e
ik2x2 +B2e

−ik2x2

Aplicando las condiciones de frontera para el primer grado de libertad, se
obtiene

φ1(x1) ∣x1=0 = 0 → A1 = −A2 ⇒ φ1(x1) = A sen(k1x1),

φ1(x1) ∣x1=a = 0 → k1 = πn1/a ⇒ φn1(x1) = A sen(n1πx1/a)
donde n1 = 1,2,3, . . .
De manera similar, para el segundo grado de libertad se tiene

k2 = n2π/a, φn2(x2) = B sen(n2πx2/a), n2 = 1,2,3, . . .

Como los valores de k1 y k2 están restringidos a múltiplos enteros de π/a, esta
discretización de los números de onda conduce a la discretización de los valores
de las constantes α y β según

αn1 = (
h̵2π2

2ma2
) n21 = ε1 n21, βn2 = (

h̵2π2

2ma2
) n22 = ε2 n22.

Como β = (E − α), se obtienen los siguientes valores propios de energía

En1,n2 = ε1 n21 + ε2 n22.

Las correspondientes funciones propias son

ψn1,n2(x1, x2) = φn1(x1)φn2(x2) = N sen(n1πx1/a) sen(n2πx2/a).

Para normalizar estas funciones se calcula el cuadrado de su norma

∫ dx1 dx2 ψ
∗
n1,n2

(x1, x2)ψn1,n2(x1, x2) =

∣N ∣2 ∫ dx1 sen2(n1πx1/a)∫ dx2 sen2(n2πx2/a) = ∣N ∣2
a2

4
.
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Eligiendo la constante de normalización real y positiva, salvo un factor de fase
arbitrario, las funciones propias normalizadas son

ψn1,n2(x1, x2) = (2/a) sen(n1πx1/a) sen(n2πx2/a).

La degeneración de cada valor propio es igual al número de funciones propias
linealmente independientes que corresponden a dicho valor propio. Como
ε1 = ε2 = ε, los valores propios se pueden expresar En1,n2 = ε(n21 + n22).
El número de parejas de enteros (n1, n2) que satisfacen la anterior ecuación
para un posible valor propio de energía de�ne el número de funciones propias
linealmente independientes, que es igual al grado de degeneración del valor
propio. Numerando los valores propios en orden ascendente, mediante un único
índice i = 1,2,3, . . ., el mínimo valor propio de energía E1 es aquel para el cual
los números cuánticos n1 y n2 toman sus mínimos valores posibles, esto es,
E1 = 2ε. A este valor propio le corresponde solamente la función propia ψ1,1,
entonces el nivel fundamental de energía es no degenerado. Para el segundo
valor de energía E2 = 5ε se encuentran dos conjuntos solución: (n1 = 1,
n2 = 2) y (n1 = 2, n2 = 1), los cuales de�nen las funciones propias linealmente
independientes ψ1,2 y ψ2,1. Este valor propio (o primer nivel excitado) es
doblemente degenerado. Continuando con este proceso, se obtiene el espectro
de energía de la partícula. El correspondiente diagrama de niveles de energía
se suele representar asignando a cada nivel un segmento de línea horizontal,
situado a escala al lado de un eje vertical de energía. A continuación se
enumeran los primeros niveles especi�cando su grado de degeneración.

valor propio degeneración funciones propias

E1 = 2ε no degenerado ψ1,1

E2 = 5ε 2 ψ1,2, ψ2,1

E3 = 8ε no degenerado ψ2,2

E4 = 10ε 2 ψ1,3, ψ3,1

E4 = 13ε 2 ψ2,3, ψ3,2

E5 = 17ε 2 ψ1,4, ψ4,1

E6 = 18ε no degenerado ψ3,3

Vale la pena anotar que si el potencial no tiene la misma simetría, por ejemplo,
si el potencial no fuera una caja cuadrada sino rectangular, {x1 ∈ [0, a], x2 ∈
[0, b]}, a ≠ b, tanto el espectro de energía como el grado de degeneración de los
niveles serán diferentes. Baste con reemplazar a por b para el segundo grado
de libertad y realizar el mismo análisis del espectro (ejercicio 4).

Una vez realizada la separación de variables no era necesario repetir el proceso
realizado para un grado de libertad. Bastaba con reconocer que cada ecuación
describía el problema de una partícula con un grado de libertad cuyas soluciones
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ya se habían determinado en (3.6.2) y (3.6.3). Para evitar errores, los números
cuánticos asociados a cada grado de libertad deben ser distintos y se debe tener
en cuenta que la energía de la partícula en este caso no es (3.6.2), sino que se
debe obtener de la relación β = (E −α). Este problema es un caso muy sencillo
de un potencial completamente separable en coordenadas cartesianas.

3.6.3 Efecto túnel (paso por una barrera de potencial)

a
x

Vo

V (x)

I II III

Figura 3.8 Barrera de potencial.

Como tercer ejemplo, se considera
una partícula de un grado de liber-
tad translacional en presencia de la
barrera de potencial

V (x) = { 0 para x ∉ [0, a]
Vo para x ∈ [0, a].

Como en el caso anterior, debido a la
discontinuidad del potencial, la ecua-
ción de Schrödinger independiente
del tiempo se soluciona en cada una
de las tres regiones de�nidas en la �-
gura 3.8. Luego se aplican las condiciones de continuidad para la solución y
para su primera derivada, tanto en x = 0 como en x = a.
La solución general de la ecuación de Schrödinger en las regiones I y III, donde
el potencial es nulo, está dada por

ψ
I
(x) = A1 e

ik′x +A2 e
−ik′x

ψ
III
(x) = C1 e

ik′x +C2 e
−ik′x,

con k′ =
√
2mE/h̵2.

La ecuación de Schrödinger en la región II, donde V (x) = Vo, es

B
2
xψII
(x) = −2m

h̵2
(E − Vo)ψII

(x) = k2ψ
II
(x),

con k =
√
2m(Vo −E)/h̵2. Su solución depende del valor de la energía: si E > Vo

se tiene una solución armónica, y si E < Vo se tiene una solución exponencial
creciente o decreciente. Nos interesa en particular el segundo caso.

Para E < Vo, la solución es de la forma

ψ
II
(x) = B1 e

kx +B2 e
−kx.

Las condiciones de empalme son

en x = a en x = 0
ψ

II
(a) = ψ

III
(a), ψ

I
(0) = ψ

II
(0).

BxψII
(x) ∣ x=a = BxψIII

(x) ∣ x=a, BxψI
(x) ∣ x=0 = BxψII

(x) ∣ x=0.
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Para su solución se tienen 6 incógnitas A1,A2,B1,B2,C1 y C2 y solamente las
4 ecuaciones de empalme y la condición de ortonormalización de las funciones
propias, quedando una constante sin determinar. Para tener soluciones que
de�nan completamente los estados estacionarios se supone que la partícula se
prepara en −∞ en un estado de momentum positivo, de manera que no tiene
sentido físico una onda proveniente de +∞ en la región III, por lo cual se elige
C2 = 0.
En la analogía óptica, el coe�ciente de re�exión9 es proporcional al módulo
al cuadrado de la amplitud de la onda re�ejada sobre la de la onda incidente
A2/A1. La solución en la región III indica que en principio puede haber una onda
de amplitud C1 transmitida a través de la barrera de potencial. El coe�ciente
de transmisión a través de la barrera es igual al módulo al cuadrado de la
amplitud de la onda en la región III sobre la amplitud de la onda incidente
C1/A1, cantidad que de�ne la probabilidad de que la partícula atraviese la
barrera de potencial.

Aplicando las condiciones de empalme en x = a, se obtiene

B1 =
C1

2
{1 + ik′/k} eik

′ae−ka, B2 =
C1

2
{1 − ik′/k} eik

′aeka

y, para x = 0,

A1 =
B1

2
{1 − ik/k′} + B2

2
{1 + ik/k′} , A2 =

B1

2
{1 + ik/k′} + B2

2
{1 − ik/k′} .

Reemplazando B1 y B2 en la expresión para A1, se obtiene

∣A1/C1∣2 = ∣ eik
′a {coshka + i/2[k/k′ − k′/k]senh ka} ∣

2
,

∣A1/C1∣2 = {1+senh2ka + 1/4[k/k′ − k′/k]2senh2 ka} .

Reemplazando los valores de k y k′, el coe�ciente de transmisión es

∣C1

A1
∣
2

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

4(Vo −E)E
4(Vo −E)E + V 2

o senh2 {a
√
2m(Vo −E)/h̵}

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
.

Para ka = a
√
2m(Vo −E)/h̵≫ 1 vale la siguiente aproximación

∣C1

A1
∣
2

≅ 16E(Vo −E)
V 2
o

e−2ka.

9 En general, el coe�ciente de re�exión (transmisión) está de�nido por el módulo de la
razón entre el �ujo de probabilidad de la función de onda re�ejada (transmitida) y
el �ujo de probabilidad de la función de onda incidente: R = ∣jR/jI ∣ (T = ∣jT /jI ∣).
Constantinescu F. y Magyari E. (1971). Problems in quantum mechanics. Pergamon
Press, capítulo II.
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La probabilidad de que la partícula atraviese la barrera es no nula y decrece
exponencialmente de acuerdo con el valor de ka. Para a menor o del orden de
1/k la partícula tiene una alta probabilidad de atravesar la barrera de potencial.
Este efecto cuántico se denomina efecto túnel, no tiene análogo clásico y se
debe a la existencia de las ondas evanescentes en la región de la barrera.
Clásicamente, para E < Vo, existe un punto de retorno en x = 0, de manera
que si la partícula se encuentra inicialmente en la región I, clásicamente no
es posible encontrarla en la región III para cualquier t > 0. Este hecho tiene
importantes aplicaciones en física, como en el diodo túnel y el efecto Josephson.

Lecturas recomendadas
- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capítulo I, secciones C a D y complementos F1 a H1.

Ejercicios
1. En el ejemplo de la barrera de potencial (efecto túnel) encontrar la solución

para E > Vo (no es necesario ortonormalizarla) y utilizar las condiciones
de empalme para determinar los coe�cientes de transmisión y re�exión por
la barrera. Describir con sus propias palabras cuál sería la probabilidad de
localizar la partícula en las diferentes regiones del espacio.

2. Resolver el problema de valores propios del operador hamiltoniano de una
partícula en un potencial

V (x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 para x ∈ [−a/2, a/2]
∞ para x ∉ [−a/2, a/2] .

Compare sus resultados con las ecuaciones (3.6.2) y (3.6.3). Haga el
diagrama de las primeras funciones propias y analice la probabilidad de
localizar la partícula en las diferentes regiones del espacio, los ceros de las
funciones propias, la paridad ante inversión respecto al origen, etc.

3. Una partícula con dos grados de libertad se encuentra en una caja de
potencial V (x1, x2) = V (x1) + V (x2), donde

V (xi) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 para xi ∈ [−a/2, a/2]
∞ para xi ∉ [−a/2, a/2] ,

i = 1,2

a. Resuelva el problema de valores propios de energía para la partícula en
representación de coordenadas (puede emplear los resultados obtenidos
para un grado de libertad en el ejercicio 2). En la separación de variables
asocie a cada grado de libertad un número cuántico diferente. Exprese
los valores propios en términos de estos dos números cuánticos y haga un
diagrama aproximado de los primeros niveles de energía. ¾Es degenerado
el espectro de energía? Determine la degeneración de los primeros
niveles.
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b. En el espacio de kets de la partícula, su operador hamiltoniano se puede
expresar como la suma de dos operadores que conmutan

Ĥ = p̂21
2m
+ V (x̂1) +

p̂22
2m
+ V (x̂2) = Ĥ1 + Ĥ2.

En este caso, Ĥ1 y Ĥ2 de�nen un conjunto completo de observables
compatibles que permite describir los estados de energía del sistema.
Muestre que el conjunto de kets propios simultáneos diagonaliza el
operador hamiltoniano de la partícula y que sus valores propios de
energía son iguales a la suma de los valores propios de cada observable
Ĥi, recuerde que el espectro de un observable es independiente de la
representación y, por tanto, puede utilizar los resultados de la parte
a. ¾Cuál será la expresión para las funciones propias de energía de la
partícula en representación de coordenadas?

c. ¾Qué tipos de simetría tiene el potencial? ¾Qué sucede con el grado de
degeneración de cada nivel cuando la caja de potencial no es cuadrada
sino un rectángulo de lados 2a y 2b? ¾Cuál sería el primer nivel excitado
del sistema?

4. Resolver la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para una
partícula con tres grados de libertad translacionales en el potencial

V (r) = { 0 para x1 ∈ [−a, a] , x2 ∈ [−b, b] , x3 ∈ [−c, c]
∞ para x1 ∉ [−a, a] , x2 ∉ [−b, b] , x3 ∉ [−c, c]

Determinar el espectro y las funciones propias correspondientes a cada nivel
de energía, especi�cando el grado de degeneración para diferentes valores
de a, b y c. Encuentre la expresión de los estados estacionarios. Justi�que.
(Puede emplear los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores).

5. Considere una partícula con un grado de libertad restringida a una región
de movimiento como el estudiado en la sección 3.6.2. Suponga que el estado
de la partícula es justamente el primer estado estacionario.

a. Hacer un diagrama de las funciones de distribución de posición y
momentum.

b. Determinar los valores esperados de posición y momentum. ¾Qué
representan estos valores esperados?

c. Calcular las incertidumbres en la posición y el momentum y demostrar
que satisfacen el principio de incertidumbre.

d. Responder a, b y c cuando el estado de la partícula es el segundo estado
estacionario.
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3.7 Partícula en potenciales lineales

1 2 3
x

K

V (x)

Figura 3.9 Potencial lineal.

A continuación se estudia el pro-
blema de una partícula bajo la
acción del potencial

V (x) =Kx, K > 0.

Un ejemplo de tal situación pue-
de ser el de una partícula car-
gada en presencia de un campo
eléctrico constante o una partícu-
la de masa m en el campo gra-
vitacional cerca de la super�cie
terrestre.

El operador hamiltoniano de la
partícula es

Ĥ = p̂2

2m
+Kx̂

y la correspondiente ecuación de Schrödinger independiente del tiempo es

{B2
x +

2m

h̵2
(E −Kx)}ψ(x) = 0. (3.7.1)

Para simpli�car esta ecuación se realiza el cambio de variable y = ax + b.
Teniendo en cuenta que

Bx =
By

Bx
By = aBy, B

2
x = a2B

2
y, x = y − b

a
,

la ecuación diferencial (3.7.1) se transforma en la ecuación

{B2
y −

2mK

h̵2a3
y + 2m

h̵2a2
(E + Kb

a
)} φ(y) = 0, (3.7.2)

con φ(y) = ψ(y/a − b/a).
Eligiendo las constantes a y b de acuerdo con

a = (2mK
h̵2
)
1/3

b = −(Ea
K
),

la ecuación diferencial (3.7.2) toma la forma usual de la ecuación de Airy1

{B2
y − y}φ(y) = 0. (3.7.3)

1 Abramowitz M. y Stegun I. A. (Eds.). (1968). Handbook of mathematical functions.
Dover Publications, capítulo 10, sección 10.4, p. 446.
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Funciones de Airy

La expresión característica para la ecuación de Airy es

{B2
z − z}ω(z) = 0, z ∈ C,

cuya solución general es

ω(z) = CAi(z) +DBi(z), C,D = const.,

donde Ai(z) y Bi(z) son soluciones linealmente independientes denominadas
funciones de Airy. Para z �nito ambas soluciones tienen un comportamiento
oscilatorio, y para Rz → ∞ la función Bi(z) diverge mientras que la función
Ai(z) tiende a cero, como se indica en las siguientes �guras.

x

i (x)

x

ℬi (x)

Comparando la ecuación (3.7.3) con la ecuación característica de Airy, se
concluye que

φ(y) = C Ai(y) +D Bi(y)

es una solución general de (3.7.3).

Teniendo en cuenta que las soluciones cuánticas deben ser acotadas y que para
x→∞, V (x) → ∞, las soluciones deben tender a cero cuando x→ ∞. Es decir,
las funciones propias deben satisfacer la siguiente condición de frontera:

ψ(x) → 0 para x→∞.
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Ya que en este límite Bi(ax+ b) diverge mientras que Ai(ax+ b) tiende a cero,
se elige D = 0 y las soluciones cuánticas son

ψ(x) = C Ai(ax + b) = C Ai(a(x −E/K)). E ∈ R, (3.7.4)

donde se tuvo en cuenta que ψ(x) = φ(ax + b).
Empleando la representación integral de la función de Airy2 Ai(y) (ejercicio
2):

Ai(y) = (2π)−1 ∫
∞

−∞
dt e

i
3 (t

3+3yt),

la ecuación (3.7.4) toma la forma

ψ(x) = C

2π
∫
∞

−∞
dt e

it3

3 e iaxt e −
ia
K Et. (3.7.5)

El espectro de energía de la partícula es continuo e in�nito, E ∈ (−∞,∞).
A cada valor propio E′ le corresponde la función (3.7.5) calculada en dicho
valor propio. Estas funciones, como es de esperar para un observable de
espectro continuo, no son cuadráticamente integrables, de manera que la
constante de normalización C se debe determinar mediante la condición de
ortonormalización en el sentido de Dirac:

⟨E∣E′⟩ =
∞

∫
−∞

dx ψ∗(x)∣E ψ(x)∣E′ = δ(E −E
′),

⟨E∣E′⟩ = ∣C ∣
2

4π2

∞

∫
−∞

dx

∞

∫
−∞

dt e−
it3

3 e−iaxt e
ia
K Et

∞

∫
−∞

dt′ e
it′3
3 eiaxt

′
e−

ia
K E′t′ ,

integrando respecto a x

⟨E∣E′⟩ = ∣C ∣
2

2πa

∞

∫
−∞

dt

∞

∫
−∞

dt′ δ(t′ − t) e
i(t′3−t3)

3 e
−ia
K (E

′t′−Et),

e integrando respecto a t′, se obtiene

⟨E∣E′⟩ = ∣C ∣
2

2πa

∞

∫
−∞

dt e−
ia
K (E−E

′)t = ∣C ∣
2

2πa

2πK

a
δ(E −E′).

Eligiendo la constante de ortonormalización real y positiva, C = a/
√
K, salvo

un factor de fase arbitrario, las funciones propias ortonormalizadas expresadas
en términos de las funciones de Airy son

2 Abramowitz y Stegun, 1968, p. 447.
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ψ(x) = a√
K

Ai(a(x −E/K)). (3.7.6)

Para cada valor propio E la ecuación (3.7.6) de�ne la correspondiente función
propia.

Como en el caso de la partícula libre, las funciones propias (3.7.6) no
representan estados físicos reales por no ser de norma �nita. Sin embargo,
se constituyen en una base completa del espacio de funciones de onda de la
partícula, pues ellas satisfacen la relación de completez

∞

∫
−∞

dE ψ∗(x)∣E ψ(x
′)∣E = δ(x − x

′).

Ejercicios

1. Demostrar la relación de completez de las funciones propias de energía para
una partícula en un potencial lineal.

2. Solucionar el problema de valores propios de una partícula en un potencial
lineal en representación de momentum. Una vez determinadas las soluciones,
mediante el cambio de representación de momentum a coordenadas,
demostrar que las funciones propias están dadas por (3.7.5).

3. Considere una partícula con tres grados de libertad en presencia de un
potencial V (x̂1) = kx̂1. Determine las funciones propias y valores propios
de energía y obtenga una expresión para los estados estacionarios de la
partícula en representación de coordenadas.

4. Con base en la solución (3.7.6), explique claramente cómo determinaría los
valores y funciones propias de energía para una partícula en presencia del
potencial

V (x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

kx para x ≥ 0
∞ para x < 0,

donde k > 0. Antes de resolver el problema responda ¾espera que el espectro
de energía sea discreto? ¾Por qué? ¾Será �nita la norma de las funciones
propias?

3.8 Oscilador armónico

El operador hamiltoniano de una partícula en presencia de un potencial
armónico unidimensional está dado por

Ĥ = p̂2

2m
+ mω

2

2
x̂2.
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La correspondiente ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en
F(Rx) está de�nida por la ecuación diferencial

{B2
x + k2 − λ2x2}ψ(x) = 0, (3.8.1)

donde
λ =mω/h̵, k2 = 2mE/h̵2. (3.8.2)

Como el potencial tiende a ∞ para x →±∞, la solución de (3.8.1) debe tender
a cero en estos dos límites:

ψ(x) → 0 para x→ ±∞. (3.8.3)

La ecuación diferencial (3.8.1) admite soluciones de la forma: ψ(x)
= exp(±λx2/2) φ(x). Como λ es positiva y las soluciones deben satisfacer
(3.8.3), se propone la siguiente solución:

ψ(x) = e− λ
2 x2

φ(x), (3.8.4)

y se buscan para φ(x) soluciones polinomiales que satisfagan la condición
(3.8.3). En efecto, en el límite x → ±∞, la función exp (−λx2/2) tiende a cero
y predomina sobre un polinomio de cualquier grado.

Reemplazando (3.8.4) en (3.8.1), se obtiene la ecuación diferencial que debe
satisfacer φ(x):

{B2
x − 2λxBx + (k2 − λ)}φ(x) = 0. (3.8.5)

A continuación se determina la solución de esta ecuación diferencial empleando
el método de serie de potencias, luego se muestra que (3.8.5) se puede
transformar en la ecuación que satisfacen los polinomios de Hermite y,
�nalmente, se relaciona con métodos de análisis funcional.

a. Solución por serie de potencias3

Para solucionar por serie de potencias una ecuación diferencial ordinaria, se
propone una solución de la forma

φ(x) =
∞
∑
m=0

am xm. (3.8.6)

Reemplazando esta serie en la ecuación diferencial (3.8.5), se obtiene

∞
∑
m=0
{ am+2(m + 1)(m + 2) − {(2m + 1)λ − k2} am } xm = 0.

3 Para más detalles sobre la solución de ecuaciones diferenciales empleando el método de
serie de potencias consultar Zill D. G. (1982). A �rst course of di�erential equations
with applications. Weber & Schmidt.
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La igualdad se satisface cuando cada uno de los coe�cientes de las potencias de
x se anula separadamente. Esto conduce a la siguiente fórmula de recurrencia
para la determinación de los coe�cientes de la serie

am+2 =
(2m + 1)λ − k2
(m + 1)(m + 2) am. (3.8.7)

Para i ≥ 2 todos los coe�cientes ai para i par se pueden expresar en términos
de ao y todos los coe�cientes de i impar se pueden expresar en términos de a1,
de manera que los dos primeros coe�cientes se pueden elegir arbitrariamente.
Este hecho conduce a dos soluciones linealmente independientes: una serie de
potencias pares en términos de ao y otra de potencias impares en términos de
a1

φpar(x) =
∞
∑
m=0

a2m x2m y φimpar(x) =
∞
∑
m=0

a2m+1 x
2m+1.

Una solución polinomial de grado n (par o impar) se puede obtener cuando en
la serie se anulen todos los coe�cientes para m mayores que n. Para que esto
ocurra, el lado derecho de (3.8.7) se debe anular para m ≥ n, lo cual implica
que k debe satisfacer

λ(2n + 1) − k2 = 0,

restringiendo los posibles valores de k a los valores discretos: k2n = λ(2n + 1).
Como los valores propios de energía dependen de k de acuerdo con (3.8.2), la
anterior restricción conduce a la cuantización (valores discretos) de los posibles
valores de energía

En =
h̵2

2m
k2n =

h̵2

2m
(mω
h̵
) (2n + 1),

⇒ En = h̵ω(n +
1

2
), (3.8.8)

indicando que una solución polinomial de (3.8.5) es posible solamente si el
espectro de energía es discreto.

Resumiendo, las funciones propias sin normalizar y los valores propios del
oscilador armónico unidimensional están dados por

n = 2n′ ∶ E2n′ = h̵ω(2n′ +
1

2
), Ψ2n′(x) = e−

λ
2 x2

n′

∑
m=0

a
(n′)
2m x2m,

n = 2n′ + 1 ∶ E2n′+1 = h̵ω(2n′ +
3

2
), Ψ2n′+1(x) = e−

λ
2 x2

n′

∑
m=0

a
(n′)
2m+1x

2m+1,

el supraíndice (n′) en los coe�cientes de las sumas distingue el conjunto de
coe�cientes que de�ne cada uno de los polinomios.



3.8. OSCILADOR ARMÓNICO 237

Las primeras funciones propias normalizadas son

ψo(x) = (
λ

π
)
1/4
e−

λ
2 x2

,

ψ1(x) =
√
2λ (λ

π
)
1/4
x e−

λ
2 x2

ψ2(x) =
1√
2
(λ
π
)
1/4
(1 − 2λx2) e− λ

2 x2

ψ3(x) =
√
3λ (λ

π
)
1/4
(x − 2

3
λx3) e− λ

2 x2

,

con λ =mω/h̵. El lector puede demostrar que λ tiene dimensiones de longitud
a la menos dos, de manera que el argumento de la función exponencial es
adimensional.

El estado propio ψo(x), correspondiente al nivel más bajo de energía Eo = h̵ω/2,
es denominado el estado fundamental o estado base del oscilador, los demás
estados y niveles de energía se denominan estados y niveles excitados.

Así, el primer estado excitado está dado por ψ1(x) y corresponde al primer nivel
excitado de energía E1 = 3h̵ω/2. Se observa que, a diferencia del correspondiente
oscilador clásico, cuánticamente el valor más bajo posible para la energía es
diferente de cero.

La norma de la diferencia entre niveles consecutivos de energía es constante
e igual a h̵ω. Esto implica que si el sistema se encuentra en cualquier estado
propio de energía no puede pasar a un estado de energía superior, a no ser que
absorba energía en una cantidad que sea múltiplo entero de h̵ω. En el límite
clásico en que la constante de Planck tiende a cero, la diferencia entre niveles de
energía tiende a cero desapareciendo la discretización de los valores propios de
energía. En otras palabras, los resultados obtenidos para el espectro de energía
satisfacen el principio de correspondencia.

Una grá�ca aproximada de las funciones propias, junto con el potencial y los
niveles de energía, para los primeros estados propios se muestra en la �gura
3.10. La amplitud de densidad de probabilidad ψn(x) de localizar la partícula
en las vecindades del origen (x = 0) es máxima para todos los niveles pares
y nula para todos los niveles impares. La máxima probabilidad de localizar la
partícula alrededor del origen ocurre para el estado base. Otra característica
de las funciones propias es que el número de ceros de cada función es igual al
número cuántico n que caracteriza los estados de energía. Entre mayor sea el
nivel de energía, mayor es el número de ceros de la función propia y mayor es
el número de oscilaciones. Note que las características fundamentales de estas
funciones propias ya se habían encontrado en el ejemplo del pozo rectangular
de paredes in�nitas.

De otra parte, al aumentar la energía, el cuadrado del módulo de la función
propia disminuye en la región central, alrededor de x = 0, comparada con los
valores en los extremos del pozo. Esto es, para valores muy altos del número
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cuántico n, la probabilidad de localizar la partícula en el origen es mucho
menor que la probabilidad de localizarla en los extremos del pozo, como en
el correspondiente sistema clásico. Esta es otra forma de ver el principio de
correspondencia: para n → ∞ la mecánica cuántica reproduce los resultados
clásicos.

x

V (x)

n = 0

n = 1

n = 2

Eo

E1

E2

ψo(x)

ψ1(x)

ψ2(x)

Figura 3.10 Primeras funciones propias.

b. Solución en términos de los polinomios de Hermite.4

La ecuación diferencial (3.8.5) tiene la forma de la ecuación diferencial que
satisfacen los polinomios de Hermite. Realizando la transformación y =

√
λx,

se obtiene5

{B2
y − 2 y By + 2α}H(y) = 0, (3.8.9a)

con
φ(x) =H(

√
λx) y α = E

h̵ω
− 1

2
, (3.8.9b)

donde
√
λx es adimensional.

Como ya se ha dicho, H(y) debe ser polinomial para que ψ(x) satisfaga las
condiciones de frontera (3.8.3). Las únicas soluciones polinomiales de (3.8.9a)
se obtienen cuando α es un entero positivo. Esto es,

α = E

h̵ω
+ 1

2
= n ⇒ En = h̵ω(n +

1

2
),

4 Un estudio más detallado de los polinomios de Hermite y sus propiedades se encuentra
en Landau L. D. y Lifshitz E. M. (1967). Mecánica cuántica (teoría no-relativista).
Editorial Reverté, apéndice a, p. 685; Morse P. M. y Feshbach H. (1953). Methods of
theoretical physics. McGraw Hill, pp. 786, 904.

5 Se emplea H(y) para expresar las soluciones conservando la notación usual para los
polinomios de Hermite.
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que es la misma ecuación (3.8.8) para los valores propios de energía. Los
polinomios solución de (3.8.9a) son denominados polinomios de Hermite y
notados Hn(y). Entonces, las funciones propias del oscilador armónico se
pueden expresar

ψn(x) = Nn e
− λ

2 x2

Hn(
√
λx), (3.8.10)

donde Nn se determina a partir de la condición de normalización para cada
función propia.

c. Solución aplicando la fórmula de Cauchy.

Ahora, se soluciona (3.8.9a) empleando las técnicas de análisis funcional.
Se puede mostrar por cálculo directo que la integral cerrada sobre el plano
complejo

H(y) = ey
2

¿

γ

e− z
2

dz

(z − y)α+1
(3.8.11)

es solución de la ecuación diferencial (3.8.9a). Cuando α es un número complejo
arbitrario, el integrando tiene una singularidad irregular en el punto de rama
z = y. Como se verá enseguida, soluciones polinomiales de grado n se obtienen al
aplicar la fórmula de Cauchy en (3.8.11) cuando el punto de rama es justamente
un polo de grado n+1, lo cual ocurre cuando α = n con n entero positivo. Como
era de esperar, la condición α = n conduce a la misma relación de cuantización
(3.8.8) para los valores propios de la energía.

La fórmula de Cauchy,
¿

γ

f(z)dz
(z − u)n+1

= 2π i

n!

Bnf(u)
Bun

,

donde n es un entero positivo y γ un camino cerrado alrededor del polo z = u,
es válida siempre y cuando el integrando sea analítico y univaluado sobre el
camino γ y en su interior, excepto en el polo z = u.
Ya que en (3.8.11) la función exp(−z2) es entera, eligiendo cualquier camino
cerrado alrededor de z = y y aplicando la fórmula de Cauchy, se obtiene la
siguiente expresión general para los polinomios de Hermite:

Hn(y) = N ′n ey
2 dn

dyn
e−y

2

. (3.8.12)

Para N ′n = 1 se muestra que H0(y) = 1, H1(y) = 2y, H2(y) = −4y2 + 2, etc., los
cuales deben ser proporcionales a los polinomios determinados por la solución
en serie. Normalizando las funciones propias (3.8.4), después de reemplazar
(3.8.12) y (3.8.9b), se encuentra que salvo un factor de fase arbitrario la
constante de normalización es6

N ′n = (
λ

π
)
1/4 1√

2n n!
. (3.8.13)

6 Consultar referencias en pie de página 3.
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Independientemente del método empleado para la solución de (3.8.5), salvo un
factor de fase arbitrario, la expresión general de las funciones propias de energía
del oscilador armónico unidimensional están dadas por

ψn(x) = (
λ

π
)
1/4 1√

2n n!
e−

λ
2 x2

Hn(
√
λx), (3.8.14)

correspondientes a los valores propios de energía

En = h̵ω(n +
1

2
) para n = 0,1,2, . . . (3.8.8)

d. Solución en términos de las funciones hipergeométricas con�uentes.

La función hipergeométrica con�uente 1F1(α,β, z), z ∈ C está de�nida por la
serie7

1F1(α,β, z) = 1 +
α

β

z

1!
+ α(α + 1)
β(β + 1)

z2

2!
+ ⋯ α,β, z ∈ C.

La serie converge para todo valor �nito de z, cualquier valor de β y α ≠ 0 o un
entero negativo. Esta función se reduce a un polinomio de grado ∣α ∣ cuando α
es un entero negativo.

La función hipergeométrica es una solución de la ecuación diferencial

{z B
2
z + (β − z) Bz − α} 1F1(α,β, z) = 0,

denominada ecuación de Whittaker.

Para transformar la ecuación (3.8.5) en una ecuación de Whittaker, se realiza
el cambio de variable

y = λx2 ⇒ Bx = 2
√
λy By, B

2
x = 2λ By + 4λy B

2
y,

para obtener

{y B
2
y + (1/2 − y) By +

k2 − λ
4λ
}ϕ(y) = 0,

donde φ(x) = ϕ(λx2).
De manera que eligiendo

β = 1

2
, α = −k

2 − λ
4λ

= −(1
4
) (2E

h̵ω
− 1) ,

la ecuación diferencial para ϕ(y) se reduce a la ecuación de Whittaker, la cual
tiene dos soluciones linealmente independientes

1F1(α, 1/2, y), y1/2 1F1(α + 1/2, 3/2, y).
7 Landau y Lifshitz, 1967, apéndice a, p. 694; Buchholz H. (1969). The con�uent

hypergeometric function. Springer-Verlag.
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Las soluciones polinomiales buscadas se obtienen cuando el primer argumento
de las anteriores funciones hipergeométricas con�uentes es un entero negativo,
lo cual conduce a la condición de cuantización de los estados de energía del
oscilador armónico:

α = −(1
4
) (2E

h̵ω
− 1) = −n, ⇒ E2n = h̵ω (2n +

1

2
)

α + 1

2
= −(1

4
) (2E

h̵ω
− 3) = −n ⇒ E2n+1 = h̵ω (2n +

3

2
) ,

de�niendo los niveles pares e impares del oscilador armónico. Por tanto,

ψ2n(x) = N1 e
−λx2/2

1F1(−n, 1/2, λx2), E2n = h̵ω (2n +
1

2
)

ψ2n+1(x) = N2 e
−λx2/2 y1/2 1F1(−n, 3/2, λx2), E2n+1 = h̵ω (2n +

3

2
) ,

de�nen las funciones y valores propios del oscilador armónico lineal. Las
constantes N1,N2 se determinan normalizando las funciones propias

ψ2n(x) = (−
1

2
)
n (2n)!

n!
1F1(−n, 1/2, λx2)

ψ2n+1(x) = (−
1

2
)
n (2n + 1)!

n!
1F1(−n, 3/2, λx2).

Es de esperarse entonces una relación entre las funciones hipergeométricas
y los polinomios de Hermite, la cual se puede determinar con base en estas
expresiones y las soluciones (3.8.14).8

Operador paridad

El operador paridad representa la transformación de inversión respecto al
origen de coordenadas, la cual en Rx queda representada por la transformación
x→ −x. Notando Π̂ al operador paridad, este queda de�nido por la ecuación

Π̂ ∣x⟩ = ∣−x⟩ .

Ya que

Π̂2 ∣x⟩ = Π̂ {Π̂ ∣x⟩} = Π̂ ∣−x⟩ = ∣x⟩ y { ⟨x∣ Π̂�}{Π̂ ∣x⟩} = ⟨−x∣ − x⟩ = ⟨x∣x⟩ ,

se concluye
Π̂2 = 1̂ y Π̂� = Π̂−1 = Π̂.

Para calcular los valores propios del operador paridad, se debe resolver la
ecuación

Π̂ ∣υ⟩ = υ ∣υ⟩ .
8 Buchholz, 1969, sección 3.3, ecuaciones (31a) y (31b).
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Aplicando de nuevo el operador paridad se obtiene

Π̂2 ∣υ⟩ = υ Π̂ ∣υ⟩ = υ2 ∣υ⟩, pero Π̂2 ∣υ⟩ = 1̂ ∣υ⟩ = ∣υ⟩ ,

de donde se concluye que υ2 = 1 y, en consecuencia, sus valores propios son
υ = ±1, y ∣υ±⟩ sus correspondientes kets propios:

Π̂ ∣υ−⟩ = − ∣υ−⟩ , Π̂ ∣υ+⟩ = ∣υ+⟩ .

De la representación de coordenadas de la primera ecuación, ⟨x∣ Π̂ ∣υ−⟩ =
− ⟨x∣υ−⟩, y teniendo en cuenta que ⟨x∣ Π̂ = ⟨−x∣, se obtiene

υ−(−x) = −υ−(x).

Similarmente, la representación de coordenadas de la segunda ecuación es

υ+(−x) = υ+(x),

de donde se concluye que toda función par es función propia del operador
paridad correspondiente al valor propio +1 y toda función impar es función
propia correspondiente al valor propio −1.
Cuando una función de onda es función propia del operador paridad, se dice que
tiene paridad de�nida. Cuando una función de onda no tiene paridad de�nida,
es posible expresarla como una suma de dos funciones con paridad de�nida de
la siguiente manera:

φ(x) = 1

2
{φ(x) + φ(−x)} + 1

2
{φ(x) − φ(−x)} .

φ(x) = 1√
2
{φ+(x) + φ−(x)} ,

donde
φ±(x) =

1√
2
{φ(x) ± φ(−x)} .

Igualmente, en el espacio de kets todo ket que no tenga paridad de�nida (que
no sea ket propio del operador paridad) se puede expresar como la suma de dos
kets con paridad de�nida:

∣φ⟩ = 1√
2
{∣φ+⟩ + ∣φ−⟩} ,

donde
∣φ±⟩ =

1√
2
{∣φ⟩ ± Π̂ ∣φ⟩} .

Si el operador paridad conmuta con el operador hamiltoniano del sistema, esto
es, si son compatibles, existe un conjunto de funciones propias simultáneas
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de los dos operadores. Independientemente del número de grados de libertad
del sistema, se puede demostrar que las funciones propias de energía
correspondientes a valores propios no degenerados tienen paridad de�nida9 o,
lo que es lo mismo, son a su vez funciones propias del operador paridad.

De otra parte, cuando una partícula de un grado de libertad translacional
se encuentra en un campo de fuerzas derivable de una función potencial, su
espectro de energía es no degenerado, como se puede demostrar partiendo de
la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo.10 En estos casos, Ĥ en sí
mismo constituye un CCOC para la partícula y además sus funciones propias
de energía tienen paridad de�nida cuando el potencial es par.

Nota

Cuando se conocen las soluciones del problema de valores propios
de energía para una partícula en un potencial par V (x), la
solución de la ecuación para el mismo campo modi�cado por una
barrera de potencial in�nita en el origen se obtiene inmediatamente
imponiendo a las funciones propias del problema original la nueva
condición de frontera. Por ejemplo, si el campo de fuerzas en que
se encuentra la partícula es derivable de

V (x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Kx2 para x > 0
∞ para x ≤ 0,

las funciones propias de energía de una partícula en este potencial
serán aquellas funciones propias del oscilador armónico unidimen-
sional que satisfagan ψ(0) = 0. Esto implica descartar las soluciones
pares. Las funciones propias serán entonces las del oscilador armó-
nico para n impar, y el espectro de energía se reduce a los niveles
de energía para n impar.

Lecturas Recomendadas

Se recomienda revisar los sistemas estudiados en este capítulo en los textos:

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalöe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons.

- Landau L. D. y Lifshitz E. M. (1967). Mecánica cuántica (teoría no-
relativista). Editorial Reverté.

- Schi� L. I. (1968). Quantum mechanics. McGraw-Hill.

9 Schi�, 1968, p. 42; Sakurai, 1994, pp. 255-256.
10 Landau, 1967, sección 21, p. 71.



244 CAPÍTULO 3. DINÁMICA CUÁNTICA

Ejercicios
1. Empleando representación de coordenadas determine los estados estaciona-

rios para una partícula con tres grados de libertad en el potencial de�nido
por V (r) =mω2r2/2, donde r =

√
x12 + x22 + x33. Este sistema es denomina-

do oscilador isotrópico, pues posee simetría esférica debido a la invariancia
de Ĥ ante rotaciones alrededor de cualquier eje que pase por el origen. Al
solucionar el problema por el método de separación de variables, asocie a
cada grado de libertad un número cuántico diferente. Puede emplear los
resultados obtenidos en la sección 3.8 para el oscilador armónico unidimen-
sional. Exprese los valores propios de energía en términos de estos números
cuánticos y haga un diagrama aproximado de los primeros niveles de energía.
Caracterice los niveles de energía por medio del número cuántico principal
y encuentre su expresión general en términos de este. Especi�que cuáles
son las funciones propias linealmente independientes asociadas a cada valor
propio. ¾Es degenerado el espectro de energía? ¾Esperaba esta respuesta?

2. En el espacio de kets de la partícula, muestre que el operador hamiltoniano
del oscilador isotrópico se puede expresar como la suma de tres operadores,
cada uno asociado a un grado de libertad del sistema, y que estos constituyen
un CCOC. Muestre que el conjunto de kets propios simultáneos diagonaliza
el operador hamiltoniano y determine los valores propios. ¾Concluye alguna
relación entre los observables del CCOC y las constantes de separación en
la solución en representación de coordenadas?

3. Considere una partícula en presencia del campo de fuerzas

V =mω1
2x1

2/2 +mω2
2x2

2/2 +mω2
2x3

2/2, ω1 = 2ω2,

determine el espectro de energía y los estados estacionarios de la partícula.
Solucione el problema en representación de coordenadas y asigne un número
cuántico diferente a cada grado de libertad. Analice el espectro de energía
y su degeneración especi�cando cuáles son las funciones propias linealmente
independientes asociadas a cada valor propio. Comparando sus resultados
con los obtenidos en el ejercicio 1, responda: ¾poseen los dos sistemas las
mismas propiedades de simetría? ¾Qué relación encuentra entre la mayor o
menor degeneración de los niveles de energía y las propiedades de simetría?
Justi�que sus respuestas.

4. Demuestre que el conjunto {1̂, Π̂} de�ne un grupo, empleando para la
operación del grupo el producto de operadores. Este es un ejemplo de
grupos �nitos y discretos (el número de elementos es enumerable y �nito), a
diferencia del grupo de translaciones {T̂ (xo)}, el cual está caracterizado por
el parámetro real xo que toma valores continuos desde −∞ a ∞. El grupo
de translaciones es un ejemplo de grupos continuos.

5. Encuentre la matriz que representa el operador paridad en la base de kets
propios del oscilador armónico. ¾Es diagonal? ¾Esperaba esa respuesta? Con
base en dicha representación determine los valores propios del operador
paridad. ¾Son degenerados? Explique.
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6. Considere el sistema descrito por el operador hamiltoniano Ĥ = p̂2/(2m) +
(1/2)mω2x̂2. Si el sistema se prepara inicialmente (to = 0) en un estado
de�nido por la siguiente superposición de los dos primeros estados propios
de energía correspondientes a los valores propios E1 = 3h̵ω/2 y E2 = 5h̵ω/2:

∣ψ(0)⟩ = 1√
5
{2 ∣φ1⟩ + ∣φ2⟩} ,

encuentre la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
en el espacio de kets y en el espacio de funciones de onda (representación de
coordenadas). Haga una descripción de la dinámica del sistema. Por ejemplo,
¾cómo varían en el tiempo las probabilidades de que el sistema se encuentre
en cada uno de los dos primeros estados propios de energía? ¾Cómo se
comporta en el tiempo el valor esperado de la energía? ¾Como varían en
el tiempo los valores esperados de los operadores posición y momentum?
¾Sus incertidumbres? etc.

7. Repita el ejercicio 6 pero suponga ahora que el sistema se prepara inicialmen-
te en el estado fundamental de energía. ¾Cambiaría el comportamiento del
sistema en el tiempo si se hubiese preparado en el primer estado excitado?
¾Encuentra alguna otra característica que distinga los estados estacionarios
de los estados generales de un sistema? Explique.

8. Considere una partícula con un grado de libertad translacional en presencia
del potencial

V (x) = {+kx para x ≥ 0
−kx para x < 0,

donde k > 0. ¾Será discreto el espectro de energía? ¾Espera que las funciones
propias de energía sean de norma �nita? ¾Tendrán paridad de�nida?
Justi�que sus respuestas explicando cómo puede obtener el espectro de
energía y las funciones propias correspondientes con base en las soluciones
(3.7.6).

3.9 Oscilador armónico lineal. Solución en el
espacio de kets

La determinación de los kets y valores propios de energía del oscilador armónico
lineal (un grado de libertad) se puede llevar a cabo empleando el método de
los operadores escalera u operadores de creación y destrucción. Aunque estos
operadores no son hermíticos, el producto del operador de creación por el
operador de destrucción de�ne un operador hermítico denominado operador
número.

Como se estudiará en la sección 3.9.1, el hamiltoniano del oscilador armónico es
una función lineal del operador número, de manera que las funciones propias del
primero serán funciones propias del segundo. Una vez determinado el espectro
de energía del oscilador, se obtienen los estados excitados mediante la aplicación
sucesiva del operador de creación sobre el estado base o fundamental.
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En la sección 3.9.2, se soluciona el problema de valores propios del operador de
destrucción empleando la base de kets propios del oscilador armónico y se hace
un breve estudio de sus estados propios, denominados estados coherentes.

3.9.1 Operadores de creación y destrucción

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para el oscilador armónico
unidimensional en el espacio de kets es

1

2m
{ p̂2 + λ2 h̵2 x̂2 } ∣E⟩ = E ∣E⟩ , (3.9.1)

con λ =mω/h̵.
Con base en los operadores no hermíticos

â =
√

λ

2
(x̂ + i

h̵λ
p̂) y â� =

√
λ

2
(x̂ − i

h̵λ
p̂) , (3.9.2)

denominados, por razones que se verán enseguida, operadores escalera u
operadores de creación y destrucción, el operador hamiltoniano del oscilador
armónico se puede expresar

Ĥ=
1

2m
{p̂2 + λ2 h̵2 x̂2} = h̵ω (â�â + 1

2
1̂) = h̵ω (N̂ + 1

2
1̂) , (3.9.3)

donde
N̂ = â�â (3.9.4)

es un operador hermítico denominado el operador número.

Para comprobar la igualdad (3.9.3) se calcula N̂ = â�â con base en las
de�niciones (3.9.2):

N̂ = â�â = λ
2
{x̂2 + i

h̵λ
x̂ p̂ − i

h̵λ
p̂ x̂ + 1

h̵2λ2
p̂2}

= λ
2
{x̂2 + 1

h̵2λ2
p̂2} + λ

2

i

h̵λ
[x̂, p̂]

= λ

2h̵2λ2
{p̂2 + h̵2λ2x̂2} − 1

2
1̂

= 1

h̵ω
{ 1

2m
(p̂2 + h̵2λ2x̂2)} − 1

2
1̂ = 1

h̵ω
Ĥ − 1

2
1̂,

donde se ha aplicado la relación de conmutación [x̂, p̂] = ih̵ 1̂. Despejando el
operador hamiltoniano se obtiene la ecuación (3.9.3).

Como el hamiltoniano del oscilador armónico es función del operador número,
los kets propios de N̂ serán, a su vez, kets propios del operador hamiltoniano.
Entonces, si

N̂ ∣n⟩ = n ∣n⟩
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es la ecuación de valores propios de N̂ , la ecuación de valores propios del
operador hamiltoniano será igual a

Ĥ ∣n⟩ = h̵ω (n + 1

2
) ∣n⟩ = En ∣n⟩ . (3.9.5)

Como era de esperar, los valores propios del operador hamiltoniano tienen la
misma forma de (3.8.8). Sin embargo, en la determinación de su solución en el
espacio de kets lo que sabemos hasta ahora es que n debe ser un número real,
pues N̂ es hermítico, y que el espectro de N̂ es no degenerado en el espacio
de kets asociado al operador. Antes de determinar el espectro se estudia el
signi�cado de los operadores escalera.

Signi�cado de â y â�

Los operadores de destrucción y creación son adimensionales, y para poner de
mani�esto este hecho se pueden expresar de la siguiente manera:

â = x̂

xo
+ i p̂
po
, â� = x̂

xo
− i p̂
po
, (3.9.6)

donde
xo =

√
2/λ, po =

√
2h̵2λ.

El lector puede comprobar que xo y po tienen dimensiones de longitud y
momentum, respectivamente.

Con base en las de�niciones (3.9.2) y (3.9.4) se demuestran las siguientes
igualdades:

1. [â, â�] = ââ� − â�â = (2h̵)
−1
{−i [x̂, p̂] + i [p̂, x̂] } = 1̂.

[â, â�] = 1̂ ⇒ ââ� = â�â + 1̂. (3.9.7)

2. [N̂ , â] = â�â â − â â�â = − [â, â�] â = −â.
[N̂ , â] = −â, ⇒ N̂ â = â N̂ − â. (3.9.8)

3. Similarmente,

[N̂ , â�] = â� ⇒ N̂ â� = â� N̂ + â�. (3.9.9)

Aplicando el operador número al ket â� ∣n⟩, teniendo en cuenta (3.9.9) y la
ecuación de valores propios del operador número, se obtiene

N̂ { â� ∣n⟩ } = { N̂ â�} ∣n⟩ = ( â�N̂ ∣n⟩ + â� ∣n⟩ ) = (n + 1) { â� ∣n⟩ } ,

de lo cual se concluye que los kets â� ∣n⟩ y ∣n + 1⟩ son kets propios de N̂
correspondientes al valor propio (n + 1). Como el espectro es no degenerado,
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los kets deben ser linealmente dependientes, o lo que es lo mismo, solo di�eren
por un factor constante:

â� ∣n⟩ = c ∣n + 1⟩ . (3.9.10)

Con un procedimiento similar y aplicando (3.9.8), se demuestra que â ∣n⟩ es
ket propio de N̂ correspondiente al valor propio (n − 1). Entonces,

â ∣n⟩ = c′ ∣n − 1⟩ . (3.9.11)

Los operadores â� y â se denominan operadores escalera debido a que
transforman el estado ∣n⟩ en los estados ∣n + 1⟩ y ∣n − 1⟩ respectivamente. Como
los kets ∣n⟩ son a su vez kets propios del oscilador armónico, la ecuación (3.9.10)
muestra que bajo la aplicación del operador â� el estado correspondiente al
valor propio En = h̵ω(n+ 1

2
) se transforma en el estado correspondiente al valor

propio En+1 = h̵ω(n + 3
2
) = En + h̵ω. Esto es, se puede interpretar â� como el

operador que crea el cuanto de energía h̵ω. De ahí el nombre de operador de
creación. Similarmente, bajo la acción del operador â el sistema pasa del nivel
de energía (n+1) al nivel n de manera que la acción de â es destruir un cuanto
de energía h̵ω y de ahí el nombre de operador de destrucción.

Determinación de los estados propios del operador número

Las constantes c y c′ en (3.9.10) y (3.9.11) se pueden determinar calculando
la norma de los kets, para lo cual se supone que los kets propios del operador
número están normalizados.

De acuerdo con (3.9.10), el cuadrado de la norma de â ∣n⟩ es

⟨n∣ â� â ∣n⟩ = ⟨n − 1∣ c∗ c ∣n − 1⟩ = ∣ c ∣2,

la cual, a su vez, de acuerdo con (3.9.4), es igual a

⟨n∣ â� â ∣n⟩ = ⟨n∣ N̂ ∣n⟩ = n.

Igualando los lados derechos de las dos ecuaciones anteriores se encuentra, salvo
un factor de fase arbitrario, que el ket â ∣n⟩ es igual a

â ∣n⟩ =
√
n ∣n − 1⟩ . (3.9.12)

Mediante un procedimiento similar y aplicando (3.9.7) para expresar el
operador ââ� en términos de â�â = N̂ , se obtiene la siguiente expresión para el
ket â� ∣n⟩

â� ∣n⟩ =
√
n + 1 ∣n + 1⟩ . (3.9.13)
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Para determinar el espectro del operador número se aplica sucesivamente el
operador destrucción al ket propio ∣n⟩:

â ∣n⟩ =
√
n ∣n − 1⟩

â2 ∣n⟩ = â â ∣n⟩ = â
√
n ∣n − 1⟩ =

√
n(n − 1) ∣n − 2⟩

â3 ∣n⟩ = â â2 ∣n⟩ = â
√
n(n − 1) ∣n − 2⟩ =

√
n(n − 1)(n − 2) ∣n − 3⟩

⋮
âk ∣n⟩ =

√
n(n − 1)(n − 2)⋯(n − k + 1) ∣n − k⟩ .

âk+1 ∣n⟩ =
√
n(n − 1)(n − 2)⋯(n − k) ∣n − k − 1⟩ .

(3.9.14)

Por de�nición del producto interior, la norma de â ∣n⟩ debe ser de�nidamente
positiva: ⟨n∣ â� â ∣n⟩ = ⟨n∣ N̂ ∣n⟩ = n ≥ 0, lo que implica que n debe ser un
real positivo, y puesto que el valor propio de ∣n − k⟩ es igual a (n − k), el
máximo valor de k no puede exceder a n. Esto implica que la secuencia en
(3.9.14) debe �nalizar de manera natural para k mayor que n, para lo cual n
debe ser un entero positivo. Esto es, el espectro del operador número son los
enteros positivos y, de acuerdo con (3.9.5), el espectro del oscilador armónico
es discreto:

En = h̵ω (n +
1

2
) , n = 0,1,2, ...

y sus kets propios {∣n⟩} son los mismos del operador número. Teniendo en
cuenta que n es entero positivo, de (3.9.14), se obtiene

ân ∣n⟩ =
√
n(n − 1)(n − 2)⋯(1) ∣0⟩ =

√
n! ∣0⟩ ,

donde ∣0⟩ nota al ket propio correspondiente al valor propio n = 0. Entonces,
ân+1 ∣n⟩ = ∣○⟩ o, en otras palabras, â∣0⟩ debe ser igual al ket nulo

â ∣0⟩ = ∣○⟩ . (3.9.15)

No se debe confundir el ket nulo ∣○⟩ con el ket ∣0⟩. Este último es el estado
fundamental o estado base del oscilador armónico correspondiente al valor
propio Eo = h̵ω/2 y su norma es �nita y no nula.

De otra parte, mediante la aplicación sucesiva del operador de creación sobre
el ket ∣0⟩ se pueden expresar todos los estados excitados del oscilador armónico
en términos del estado fundamental:

∣1⟩ = â� ∣0⟩ ,

∣2⟩ = (1/
√
2) â� ∣1⟩ = (1/

√
2) (â�)2 ∣0⟩ ,

∣3⟩ = (1/
√
3) â� ∣2⟩

= (1/
√
2 ⋅ 3) (â�)3 ∣0⟩ , ...

⇒ ∣n⟩ =
(â�)n ∣0⟩
√
n!

. (3.9.16)
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Solucionando la ecuación (3.9.15) en representación de coordenadas, se
obtiene la función de onda para el estado fundamental o estado base del
oscilador armónico. Una vez determinada esta función, las funciones de onda
correspondientes a los estados excitados se obtienen de la representación de
coordenadas de (3.9.16), y deben conducir a las soluciones en términos de los
polinomios de Hermite determinadas en la sección anterior (ejercicio 8).

3.9.2 Estados coherentes

Los kets propios del operador no hermítico â son kets de norma �nita cuyos
valores propios son números complejos. Se puede demostrar que estos kets
propios, denominados estados coherentes, de�nen una base completa del espacio
de kets de una partícula, de manera que cualquier estado se puede expresar
como una superposición de estados coherentes. En esta sección se soluciona
el problema de valores propios del operador de destrucción â y se describen
algunas propiedades de los estados coherentes.

La ecuación de valores propios del operador de destrucción se puede expresar

â ∣z⟩ = z ∣z⟩ , (3.9.17)

donde z es un número complejo.

Para solucionar (3.9.17) en el espacio de kets se emplea la base ortonormal ∣n⟩

∣z⟩ = ∑n
cn(z) ∣n⟩ , cn(z) = ⟨n∣z⟩ , (3.9.18)

⇒ â ∣z⟩ =
∞
∑
n=0

cn(z) â ∣n⟩ =
∞
∑
n=1

cn(z)
√
n ∣n − 1⟩ = z ∣z⟩ ,

donde se ha aplicado la ecuación (3.9.12).

Cambiando el índice de suma
∞
∑
n=1

cn(z)
√
n ∣n − 1⟩ =

∞
∑
n=0

cn+1(z)
√
n + 1 ∣n⟩ ,

⇒
∞
∑
n=0

cn+1(z)
√
n + 1 ∣n⟩ = z ∣z⟩ = z

∞
∑
n=0

cn(z) ∣n⟩ .

Para obtener la última igualdad se empleó la expresión (3.9.18).

Premultiplicando la última ecuación por ⟨m∣ y aplicando la relación de
ortonormalidad de la base, se obtiene la fórmula de recurrencia para los
coe�cientes que de�nen los pesos de los estados energía del oscilador en la
superposición que de�ne a ∣z⟩

∞
∑
n=0

cn+1(z)
√
n + 1 δm,n = z

∞
∑
n=0

cn(z) δm,n,
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⇒ cm+1(z) =
z√
m + 1

cm(z), (3.9.19)

Se observa que todos los coe�cientes para n > 1 se pueden expresar en términos
del coe�ciente co(z). La ecuación para el n-ésimo término se obtiene por
iteración

c1(z) = z co(z), c2(z) =
z2√
2
co(z), c3(z) =

z3√
2 ⋅ 3

co(z),⋯ cn(z) =
zn√
n!
co(z),⋯

Reemplazando en (3.9.18), se obtiene la siguiente superposición de estados de
oscilador armónico

∣z⟩ =
∞
∑
n=0

co(z)
zn√
n!
∣n⟩ , (3.9.20)

la cual de�ne el ket propio de â correspondiente a cada valor propio de�nido
por un número complejo z. Note que los coe�cientes quedan de�nidos por el
valor propio z. El valor de co(z) se determina por normalización:

⟨z∣z⟩ = {
∞
∑
n=0

c∗o(z)
(z∗)n√
n!
⟨n∣}{

∞
∑
m=0

co(z)
zm√
m!
∣m⟩}

=
∞
∑
n=0

∞
∑
m=0
∣co(z) ∣2

(z∗)nzm√
n!
√
m!

δn,m

= ∣ co(z) ∣2
∞
∑
n=0

∣ z ∣2n
n!
= ∣ co(z) ∣2 e∣ z ∣

2

= 1.

Eligiendo co(z) real, salvo un factor de fase arbitrario, los kets

∣z⟩ = e− 1
2 ∣ z ∣

2
∞
∑
n=0

zn√
n!
∣n⟩ , (3.9.21)

para cada valor z, de�nen los estados coherentes, estados propios normalizados
del operador de destrucción.

Calculando ahora el producto interior de dos kets propios correspondientes a
valores propios distintos z y z′:

⟨z∣z′⟩ = e− 1
2 ∣ z ∣

2

e−
1
2 ∣ z

′ ∣2
∞
∑
n=0

∞
∑
m=0

(z∗)nz′m√
n!
√
m!

δn,m = e−
1
2 ∣ z ∣

2

e−
1
2 ∣ z

′ ∣2 ez
∗ z′ ,

se concluye que no son ortogonales, pues para dos valores propios diferentes
z ≠ z′ el producto interior de los correspondientes estados es diferente de cero.
Sin embargo, estos kets son linealmente independientes, y se puede demostrar
que de�nen una base completa del espacio de kets.1 La relación de completez
queda expresada por

1̂ = 1

π
∫ dz ∣z⟩ ⟨z∣ , con dz = d (Rz)d (Iz) , (3.9.22)

1 Klauder J. R. y Sudarshan E. C. G. (1968). Fundamentals of quantum optics. W. A.
Benjamin, sección 2.7.
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donde la integral se extiende sobre todo el plano complejo.

Valores propios del operador de destrucción

Con base en las de�niciones (3.9.2), se pueden expresar los operadores de
posición y momentum en términos de los operadores de creación y destrucción

x̂ = 1√
2λ
{ â� + â } y p̂ = ih̵

√
λ/2{ â� − â } . (3.9.23)

Si una partícula se encuentra en el estado coherente ∣ψ⟩ = ∣z⟩, para un número
complejo z dado, el valor esperado del operador posición está dado por

⟨z∣ x̂ ∣z⟩ = 1√
2λ
⟨z∣ (â� + â) ∣z⟩ = 1√

2λ
(z∗ + z) ⟨z∣z⟩ =

√
2

λ
Rz,

⇒ Rz =
√

λ

2
x̄ = x̄

xo
, (3.9.24)

donde x̄ = ⟨z∣ x̂ ∣z⟩ es el valor esperado (o valor promedio) del operador posición.
Similarmente,

⟨z∣ p̂ ∣z⟩ = ih̵
√
2λ (z∗ − z) =

√
2h̵2λ I z,

⇒ I z = 1√
2h̵2λ

p̄ = p̄

po
, (3.9.25)

donde p̄ = ⟨z∣ p̂ ∣z⟩ es el valor esperado del operador momentum para una
partícula en el estado coherente ∣z⟩.
Teniendo en cuenta que todo número complejo se puede escribir como su
parte real más i veces su parte imaginaria, los valores propios del operador
de destrucción se pueden expresar:

z =Rz + iI z =
√

λ

2
x̄ + i√

2h̵2λ
p̄,

z = x̄

xo
+i

p̄

po
, (3.9.26)

con xo =
√
2/λ, po =

√
2h̵2λ.

El espectro del operador de destrucción está de�nido por todos los elementos
del plano complejo. A cada estado coherente ∣z⟩ le corresponde un valor
propio de�nido por el número complejo z, cuyas partes real e imaginaria son
proporcionales a los valores esperados de los operadores posición y momentum
de una partícula que se encuentre en dicho estado coherente. Por tanto, los
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valores x̄ y p̄ son característicos de cada estado coherente ∣z⟩ y, a su vez, se
pueden asociar a un punto del espacio de fase clásico de la partícula.

De acuerdo con (3.9.21), cada estado coherente es una superposición de
estados propios de oscilador armónico. La distribución de los estados ∣n⟩ en
la superposición está de�nida por el módulo al cuadrado de los coe�cientes.
Expresando los estados coherentes según

∣z⟩ =
∞
∑
n=0

fn(z) ∣n⟩ ,

de su comparación con (3.9.21) se encuentra que la función de distribución está
dada por

∣fn(z) ∣2 =
∣ z ∣2n

n!
e− ∣ z ∣

2

= ȳ
n

n!
e− ȳ,

que es una distribución tipo Poisson alrededor del valor medio

ȳ = ∣ z ∣2 = ∣ x̄
xo

+i
p̄

po
∣
2

.

En resumen, los estados coherentes están de�nidos por una superposición de
estados del oscilador armónico distribuidos alrededor de un cierto valor ȳ por
una distribución tipo Poisson.

La representación del estado de una partícula en la base de estados coherentes
de�ne una función de onda cuyo dominio, el campo de los números complejos,
se puede asociar al espacio de fase clásico Rx ×Rp. Para enfatizar este hecho,
el estado coherente se nota en términos de las cantidades que caracterizan sus
partes real e imaginaria: ∣z⟩ = ∣x̄, p̄⟩. Con esta notación, la representación de
cualquier estado de la partícula se puede expresar

∣Ψ⟩ = 1

2πh̵
∫ dx̄′ dp̄′C(x̄′, p̄′) ∣x̄′, p̄′⟩,

donde
C(x̄, p̄) = ⟨x̄, p̄∣Ψ⟩ = Ψ(x̄, p̄), x̄, p̄ ∈ R.

Se ha tenido en cuenta que d(Rz)d(Iz) = (xopo)−1dx̄ dp̄ = (2h̵)−1dx̄ dp̄ y que
C(x̄, p̄) = Ψ(x̄, p̄) es la función de onda que representa el estado de la partícula
en la representación de estados coherentes. El cuadrado de la norma de la
función calculada en el punto (x̄, p̄) de�ne la probabilidad de que la partícula
se encuentre en el estado coherente ∣z⟩ = ∣x̄, p̄⟩ con posición y momentum
promedios (x̄, p̄).
Se puede demostrar que cualquier estado coherente es un estado de mínima
incertidumbre

(∆x) (∆p) = h̵
2
, (3.9.27)

de manera que la función de onda que representa un estado coherente en
F(Rx) es un paquete de mínima incertidumbre. Debido a que estos paquetes
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de onda no se dispersan en un potencial armónico V (x) = (mω2/2)x2, los
estados coherentes mantienen su forma en el tiempo y son estados de mínima
incertidumbre para todo t. Esta es una de las razones por la cuales se denominan
coherentes y son de gran aplicación en óptica cuántica y teoría de campos, como
también en la mecánica semiclásica.

Como ∣z⟩ = ∣x̄, p̄⟩, se puede hacer una correspondencia entre cada valor propio z
asociado a un estado coherente y el punto x̄, p̄ del espacio de fase clásico de la
partícula. Es claro que en dicho espacio de fase cada punto está representando
el valor promedio de la posición y momentum de la partícula que se encuentra
en el estado cuántico ∣z⟩ = ∣x̄, p̄⟩. En particular, realizando una partición del
espacio de fase en un conjunto in�nito de celdas de área (∆x) (∆p) = h̵/2, se
puede asociar a cada celda un estado coherente para el cual el producto de las
incertidumbres en posición y momentum es el mínimo permitido por el principio
de incertidumbre. Como este subconjunto de estados es completo, cualquier
estado cuántico de la partícula se puede representar como una superposición de
los estados de este subconjunto discreto. Teniendo en cuenta que son estados de
mínima incertidumbre y que en principio permiten la descripción de los estados
cuánticos en el espacio de fase clásico, los estados coherentes se constituyen
en los estados cuánticos que más se aproximan a los estados clásicos de una
partícula o, como los denomina Cohen-Tannoudji, son estados cuasi-clásicos. 2

Ejercicios
1. Demostrar que los operadores de creación y destrucción, y por tanto el

operador número, son adimensionales.

2. Considere una partícula sujeta a un potencial tipo oscilador armónico, junto
con los operadores

Â =
√
h̵ â =

√
h̵ { x̂

xo
+ i p̂
po
} , Â� = i

√
h̵ â� = i

√
h̵ { x̂

xo
− i p̂
po
} .

Compruebe que estos operadores se pueden interpretar como las ecuaciones
de la transformación canónica x̂ → Â, p̂ → Â�, que transforma el operador
hamiltoniano en el operador

K̂ = −iω Â�Â + h̵ω/2.

Compare sus resultados con los de la transformación canónica clásica3

Q = q + iap, P = p/(2ia) − q/2 .

3. Demostrar
⟨n′∣ â ∣n⟩ =

√
n δn′,n−1, (3.9.28)

⟨n′∣ â� ∣n⟩ =
√
n + 1 δn′,n+1 (3.9.29)

2 Cohen-Tannoudji et al. 1977, capítulo V, complemento G, p. 559; Glauber R. J.
(1963). Coherent and incoherent states of the radiation �eld. Physical Review, 131 (6),
2766-2788.

3 Goldstein, 1987, capítulo 9, ejercicio 17.
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y encontrar las matrices que representan los operadores de creación y
destrucción en la representación de los kets propios del operador número.

4. Con base en (3.9.23) y las de�niciones (3.9.12) y (3.9.13), demostrar

⟨n′∣ x̂ ∣n⟩ = 1√
2λ
{
√
nδn′,n−1 +

√
n + 1 δn′,n+1} , (3.9.30)

⟨n′∣ p̂ ∣n⟩ = i
√

h̵2λ

2
{−
√
nδn′,n−1 +

√
n + 1 δn′,n+1} . (3.9.31)

5. Calcular el valor esperado de p̂2 y x̂2 para una partícula que se encuentra en
un estado ∣n⟩. Demostrar que para este estado se tiene la siguiente relación
de incertidumbre

(∆x) (∆p) = (n + 1

2
)h̵. (3.9.32)

Analice su respuesta. ¾Qué concluye para el estado ∣0⟩?

6. Calcular los anticonmutadores de los operadores â y â�.

7. Demostrar la relación de completez para los estados coherentes.4

8. Con base en la representación de coordenadas de la ecuación (3.9.15),
determinar la función propia para el estado base o fundamental del oscilador
armónico y comparar con lo estudiado en F(Rx).
Empleando el anterior resultado y las ecuaciones (3.9.16), determinar
por inducción una expresión general para la n-ésima función propia del
oscilador armónico en términos de la n-ésima derivada de la función de
onda que describe el estado fundamental. ¾Encuentra alguna relación entre
la expresión obtenida y la determinada en la sección anterior para los
polinomios de Hermite?5

9. Considere el operador D̂(z) = ezâ�−z∗â, donde â, â� son los operadores de
destrucción y creación para el oscilador armónico y z es un valor propio del
operador destrucción. i) Aplique (2.2.19) para expresar D̂(z) en términos de
exp(zâ�) exp(−z∗â). ii) Si ∣0⟩ es el estado base del oscilador armónico lineal,
demuestre que cualquier estado coherente se puede expresar ∣z⟩ = D̂(z) ∣0⟩,
donde ∣z⟩ es un ket propio del operador de destrucción correspondiente
al valor propio z. Tenga en cuenta que ∣0⟩ es ket propio del operador de
destrucción correspondiente al valor propio 0. iii) Demuestre que D̂(z) se
puede expresar: D̂(x̄, p̄) = eip̄x̂/h̵−ix̄p̂/h̵ y que es proporcional al producto de
un operador de translación de coordenadas en la cantidad x̄ y un operador
de translación de momentum en la cantidad p̄, esto es, que cualquier estado
coherente se puede generar mediante translaciones del estado base del
oscilador armónico.

4 Klauder y Sudarshan, 1968, sección 7.2.
5 Sakurai, 1994, ecuaciones (2.3.30) a (2.3.32).
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3.10 Teoría de perturbaciones independiente del
tiempo

Hasta el momento se han determinado los estados estacionarios de sistemas
sencillos para los cuales la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo
tiene soluciones analíticas exactas para los valores y funciones propias. Sin
embargo, situaciones más realistas involucran potenciales para los cuales no
se conoce una solución analítica exacta, incluso para sistemas de un grado
de libertad. Esto implica el desarrollo de métodos que permitan obtener una
solución aproximada para el problema.

El método de perturbaciones independiente del tiempo es especialmente útil
para determinar una aproximación de los valores y kets propios del operador
hamiltoniano de un sistema que se encuentra interactuando con campos
externos, siempre y cuando dicha interacción se pueda considerar como una
pequeña perturbación del sistema original.

Por ejemplo, en el caso de un átomo de hidrógeno en presencia de un campo
magnético débil, la interacción del átomo con dicho campo se puede considerar
como una perturbación cuyo efecto es producir corrimientos o levantamientos
de la degeneración de los niveles de energía del átomo. Se trata entonces de
determinar las correcciones a los valores y estados propios de energía del sistema
no perturbado, provenientes de la interacción del sistema con los campos
de fuerza que generan las perturbaciones. Se considerará primero el caso de
espectros no degenerados y luego el de espectros degenerados.

3.10.1 Caso no degenerado

Sea Ĥo el operador hamiltoniano del sistema no perturbado cuyo problema de
valores propios es conocido y cuyo espectro es no degenerado:

Ĥo ∣φn⟩ = E(o)n ∣φn⟩ .

El conjunto de kets propios ∣φn⟩ de�ne una base ortonormal del espacio de kets
del sistema.

Notando Ĥ I al operador hamiltoniano que representa la perturbación, el
operador hamiltoniano total del sistema perturbado será

Ĥ = Ĥo + Ĥ I .

Se trata de obtener una solución aproximada del problema de valores propios
para el hamiltoniano total del sistema

Ĥ ∣Ψn⟩ = En ∣Ψn⟩ , (3.10.1)

empleando la base de kets propios del hamiltoniano sin perturbar.

La corrección al n-ésimo nivel de energía del sistema debido a la perturbación
se puede expresar

∆En = En −E(o)n ,
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de manera que el valor propio de energía de cada nivel será igual a la energía del
nivel no perturbado más la corrección ∆En introducida por la perturbación:
En = E(o)n +∆En.

La teoría de perturbaciones de�ne un procedimiento iterativo para determinar
correcciones de orden cero, de primer orden, de segundo orden, etc., para
cada uno de los niveles y estados propios de energía del hamiltoniano sin
perturbar. Se inicia de�niendo nula la corrección de orden cero, de manera
que la aproximación de orden cero para los niveles y estados del hamiltoniano
perturbado coincide con los niveles y estados propios del hamiltoniano sin
perturbar. Con base en ellos se determina la corrección de primer orden para
cada uno de los niveles y estados propios, lo cual conduce a la aproximación de
primer orden para el sistema perturbado; con las correcciones de primer orden
se determinan las de segundo orden y las correspondientes aproximaciones de
segundo orden y así sucesivamente.

Con el �n de determinar las correcciones para un determinado orden en la
magnitud de la perturbación, se introduce el parámetro λ de acuerdo con

Ĥ = Ĥo + λĤI ,

de manera que para λ igual a cero se reproduce el hamiltoniano sin perturbar
y para λ igual a uno se tiene el hamiltoniano perturbado. En consecuencia, la
ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para el sistema perturbado
queda expresada en términos de este parámetro:

(Ĥo + λĤI) ∣Ψn(λ)⟩ = En(λ) ∣Ψn(λ)⟩ ,

donde En(λ) = E(o)n +∆En(λ).
Reemplazando En(λ) y reordenando, se obtiene la ecuación que permite
calcular las correcciones para el n-ésimo nivel:

(E(o)n 1̂ − Ĥo) ∣Ψn(λ)⟩ = {λĤI −∆En(λ) 1̂} ∣Ψn(λ)⟩ . (3.10.2)

En el proceso iterativo se supone que tanto las correcciones en los niveles como
los estados propios de energía se pueden expandir en series de potencias de λ:

En(λ) = E(o)n +∆En(λ) = E(o)n + λ∆E(1)n + λ2∆E(2)n + ..., (3.10.3)

⇒ ∆En(λ) = λ∆E(1)n + λ2∆E(2)n + ... (3.10.4)

Para obtener las correcciones del estado propio de cada nivel, se expande en la
base sin perturbar

∣Ψn(λ)⟩ = ∑k
ck(λ) ∣φk⟩ , (3.10.5)

donde
ck(λ) = ⟨φk ∣Ψn(λ)⟩ . (3.10.6)
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Para obtener los coe�cientes y las correcciones de energía, se premultiplica la
ecuación (3.10.2) por el bra ⟨φk ∣ y se aplica la ecuación de valores propios para
el hamiltoniano sin perturbar

(E(o)n −Ek
(o)) ck(λ) = ⟨φk ∣ (λĤI −∆En(λ) 1̂) ∣Ψn(λ)⟩ . (3.10.7)

Por tanto,

ck(λ) =
⟨φk ∣ (λĤI −∆En(λ) 1̂) ∣Ψn(λ)⟩

E
(o)
n −Ek

(o) , k ≠ n. (3.10.8)

Esta relación es válida para k ≠ n, ya que si k = n (3.10.8) se indetermina. En
consecuencia, el coe�ciente cn(λ) se puede elegir arbitrariamente. Separando
en la suma (3.10.5) el término k = n, se obtiene

∣Ψn(λ)⟩ = cn(λ) ∣φn⟩ + ∑
k≠n

ck(λ) ∣φk⟩ .

El coe�ciente cn(λ) para cualquier orden de aproximación se podría determinar
de la condición de normalización para ∣Ψn(λ)⟩. Sin embargo, para que la
aproximación de orden cero coincida con el estado sin perturbar se elige

cn(λ) = 1, ∀λ.

Por tanto,
∣Ψn(λ)⟩ = ∣φn⟩ + ∑

k≠n
ck(λ) ∣φk⟩ . (3.10.9)

Para obtener las correcciones de orden uno y mayores, se expanden los
coe�cientes en serie de potencias de λ:

ck(λ) = λc(1)k + λ
2 c
(2)
k + λ

3 c
(3)
k + ..., k ≠ n, (3.10.10)

reemplazando (3.10.10) en (3.10.9), se obtienen las correcciones para el estado
propio de cada nivel

∣Ψn(λ)⟩ = ∣φn⟩ + λ ∑
k≠n

c
(1)
k ∣φk⟩ + λ2 ∑

k≠n
c
(2)
k ∣φk⟩ + ⋯

∣Ψn(λ)⟩ = ∣φn⟩ + λ ∣Ψn⟩(1) + λ2∣Ψn⟩(2) + ⋯ (3.10.11a)

Así, la corrección de orden N ≥ 1 para el estado propio de cada nivel está dada
por

∣Ψn⟩(N) = ∑
k≠n

c
(N)
k ∣φk⟩ . (3.10.11b)

Como cn(λ) = 1, los kets ∣Ψn(λ)⟩ no quedan normalizados, sin embargo, su
normalización se puede efectuar después de realizar los cálculos que conducen
a una determinada aproximación para ∣Ψn⟩.
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Correcciones al n-ésimo nivel de energía

La ecuación (3.10.7) para k = n proporciona la relación que permite calcular
las correcciones para el n-ésimo nivel de energía

(E(o)n −E(o)n ) cn(λ) = ⟨φn∣ (λĤI −∆En(λ) 1̂) ∣Ψn(λ)⟩ ,

∆En(λ) = λ ⟨φn∣ ĤI ∣Ψn(λ)⟩ .

Reemplazando (3.10.4) y (3.10.11a), se obtiene

λ∆E(1)n + λ2∆E(2)n + ... = λ ⟨φn∣ ĤI ∣φn⟩ + λ2 ⟨φn∣ ĤI ∣Ψn⟩(1) + ...;

igualando los términos para las mismas potencias de λ, se obtiene

∆E(1)n = ⟨φn∣ ĤI ∣φn⟩ , (3.10.12)

∆E(N)n = ⟨φn∣ ĤI ∣Ψn⟩(N−1), N > 1. (3.10.13)

Se observa que la corrección de primer orden para el n-ésimo nivel de energía es
igual al valor esperado del hamiltoniano de perturbación para el estado de�nido
por el n-ésimo ket propio sin perturbar. Para calcular la corrección de orden
N , se requiere el conocimiento previo de las correcciones de orden N − 1 para
los estados propios.

Correcciones de los kets propios para el n-ésimo nivel de energía

Para determinar las correcciones a los estados propios se deben calcular primero
las correcciones a los coe�cientes ck(λ) para k ≠ n. De (3.10.8)

ck(λ) =
λ ⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn(λ)⟩ −∆En(λ) ck(λ)

E
(o)
n −Ek

(o) .

Reemplazando (3.10.10) y (3.10.11a), después de agrupar los coe�cientes para
una misma potencia de λ en ambos lados de la igualdad, se obtiene

λc
(1)
k + λ

2 c
(2)
k + λ

3 c
(3)
k + ... = λ

⟨φk ∣ ĤI ∣φn⟩
E
(o)
n −Ek

(o)

+ λ2
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn⟩(1) −∆E(1)n c
(1)
k

E
(o)
n −Ek

(o)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

+ λ3
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn⟩(2) −∆E(2)n c
(1)
k −∆E

(1)
n c

(2)
k

E
(o)
n −Ek

(o)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
+ ...
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Entonces,

c
(1)
k = ⟨φk ∣ ĤI ∣φn⟩

E
(o)
n −Ek

(o) , k ≠ n, (3.10.14)

para N = 1. Para N ≥ 2 se satisface

c
(N)
k =

⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn⟩(N−1) −∑N−1
j=1 ∆E

(j)
n c

(N−j)
k

E
(o)
n −Ek

(o) , k ≠ n.

Por tanto, de acuerdo con (3.10.11b), la expresión general de la corrección de
orden N ≥ 2 es

∣Ψn⟩(N) = ∑
k≠n

⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn⟩(N−1) −∑N−1
j=1 ∆E

(j)
n c

(N−j)
k

Eo
n −Ek

o ∣φk⟩ . (3.10.15)

Correcciones de primer orden para el n-ésimo nivel

Para facilitar la escritura, los elementos matriciales del hamiltoniano de
perturbación en la base de kets propios del hamiltoniano sin perturbar se
notarán

Vij = ⟨φi∣ ĤI ∣φj⟩ .

La corrección de primer orden para la energía está dada por (3.10.12):

∆E(1)n = ⟨φn∣ ĤI ∣φn⟩ = Vnn.

De (3.10.14) en (3.10.11b), se obtiene la corrección de primer orden para el
correspondiente estado propio

∣Ψn⟩(1) = ∑
k≠n

Vkn

E
(o)
n −Ek

(o) ∣φk⟩ .

La corrección de primer orden proporcionará una buena aproximación para el
n-ésimo nivel de energía si se satisface la siguiente desigualdad

∣ Vkn ∣ ≪ ∣ E(o)n −Ek
(o) ∣ , (3.10.16)

con lo cual se garantiza que las correcciones de orden superior en la magnitud
de la perturbación serán despreciables.

En otras palabras, el método de perturbación es aplicable y converge rápidamen-
te para aquellos sistemas en los cuales el módulo de los elementos matriciales
del hamiltoniano de perturbación en la base de kets propios de Ĥo es mucho
menor que la diferencia entre niveles de energía del sistema no perturbado.

Reemplazando estos resultados en las ecuaciones (3.10.4) y (3.10.11a), hasta
primer orden en λ, se obtienen las aproximaciones de primer orden en la
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magnitud de la perturbación para los valores y estados propios de energía del
sistema perturbado

En = E(o)n + Vnn, (3.10.17a)

∣Ψn⟩ = ∣φn⟩ + ∑
k≠n

Vkn

E
(o)
n −Ek

(o) ∣φk⟩ . (3.10.17b)

Se observa que debido a la perturbación, los niveles de energía del sistema no
perturbado se desplazan (corrimiento de niveles) en la cantidad Vnn. Se observa
también que el estado propio correspondiente a cada nivel n del hamiltoniano
total (sistema + interacción) es una superposición de los estados propios no
perturbados, cuyos pesos para k ≠ n son proporcionales al módulo al cuadrado
de los elementos matriciales del hamiltoniano de perturbación. Como efecto de
la perturbación (interacción) surge una correlación entre aquellos estados no
perturbados para los cuales el elemento matricial Vkn es no nulo.

Como la suma sobre k no involucra el n-ésimo estado sin perturbar, los dos
sumandos que de�nen ∣Ψn⟩ son ortogonales. El cuadrado de la norma de ∣Ψn⟩
di�ere de la unidad en un término de segundo orden en la magnitud de la
perturbación, por tanto, en la aproximación de primer orden el estado propio
perturbado (3.10.17b) está normalizado.

Aunque normalmente para aquellos sistemas que satisfacen la condición
(3.10.16) el método converge, y la aproximación de primer orden es su�ciente
para determinar los estados y kets propios del sistema perturbado (el residuo
O(λ2) es despreciable con respecto a la corrección de primer orden), es de
interés calcular las correcciones de segundo orden con el �n de analizar los
efectos que tendría el aumento en la magnitud de la perturbación sobre los
niveles y estados de energía.

Correcciones de segundo orden para el n-ésimo nivel

Eligiendo N = 2 en (3.10.13) y luego de reemplazar la corrección de primer
orden para los estados propios dada por (3.10.15), se obtiene para la corrección
de segundo orden del n-ésimo nivel de energía la siguiente expresión

∆E(2)n = ∑
k≠n

Vnk Vkn

E
(o)
n −Ek

(o) = ∑
k≠n

∣Vkn ∣2

E
(o)
n −Ek

(o) .

La corrección de segundo orden para el nivel base o fundamental es siempre
negativa, indicando que este nivel tiende a ser aún más bajo como resultado
de la perturbación. La corrección para dos niveles i y j, i < j, correlacionados
por Vij , es tal que la contribución del nivel j a la corrección del i-ésimo nivel
es negativa mientras que la contribución del nivel i a la corrección del j-ésimo
nivel es positiva y de igual magnitud. Esto implica que si la intensidad de la
perturbación aumenta ligeramente, de manera que la corrección de segundo
orden es necesaria, los dos niveles de energía correlacionados a través de la
perturbación no se cruzan.
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De (3.10.15) con N = 2, se obtiene

∣Ψn⟩(2) = ∑
k≠n

⟨φk ∣ ĤI ∣Ψn⟩(1) −∆E(1)n c
(1)
k

E
(o)
n −Ek

(o) ∣φk⟩ .

Reemplazando las expresiones encontradas para las correcciones de primer
orden, se obtiene

∣Ψn⟩(2) = ∑
k≠n

∑
l≠n

Vk l Vl n

(E(o)n −Ek
(o))(E(o)n −El

(o))
∣φk⟩

− ∑
k≠n

Vnn Vkn

(E(o)n −Ek
(o))

2
∣φk⟩ .

Llevando estos resultados a las ecuaciones (3.10.3) y (3.10.11a), hasta segundo
orden en λ y con λ = 1, se obtienen las aproximaciones de segundo orden en la
magnitud de la perturbación para los valores y estados propios de energía del
sistema perturbado:

En = E(o)n + Vnn + ∑
k≠n

Vnk Vkn

E
(o)
n −Ek

(o) ,

∣Ψn⟩ = ∣φn⟩ + ∑
k≠n

Vkn

E
(o)
n −Ek

(o) ∣φk⟩

+ ∑
k≠n

∑
l≠n

Vk l Vl n

(E(o)n −Ek
(o))(E(o)n −El

(o))
∣φk⟩ − ∑

k≠n

Vnn Vkn

(E(o)n −Ek
(o))

2
∣φk⟩ .

Continuando este procedimiento, se obtienen las aproximaciones de orden
superior. En las expresiones �nales para el sistema perturbado se igualó λ a
la unidad. Sin embargo, también se suele estudiar el efecto de la intensidad de
la perturbación sobre los valores y estados propios del sistema no perturbado
expresando las soluciones aproximadas del sistema perturbado, para cada grado
de aproximación, en términos del parámetro λ y analizando su comportamiento
a medida que aumenta el valor del parámetro.

Renormalización de los kets perturbados

Como ya se había anotado, el ket propio perturbado no está normalizado. En
efecto, el cuadrado de la norma de ∣Ψn⟩ es

⟨Ψn∣Ψn⟩ = ⟨φn∣φn⟩ + λ⟨φn∣Ψn⟩(1) + λ(1) ⟨Ψn∣φn⟩ + λ2 (1) ⟨Ψn∣Ψn⟩(1) +O(λ3).

Teniendo en cuenta que los kets no perturbados están normalizados y que
∣Ψn⟩(i) es ortogonal al n-ésimo ket propio no perturbado ∣φn⟩, se obtiene

⟨Ψn∣Ψn⟩ = 1 + λ2 ∑
k≠n

∣Vnk ∣2

(Eo
n −Eo

k)
2
+O(λ3).
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Como era de esperar, su norma es diferente de la unidad. Para normalizarlo se
propone una constante de renormalización a través de ∣Ψ̃n⟩ = N1/2

n ∣Ψn⟩, tal
que ⟨Ψ̃n∣Ψ̃n⟩ = Nn ⟨Ψn∣Ψn⟩ = 1,

N−1n = 1 + λ2 ∑
k≠n

∣Vnk ∣2

(E(o)n −Ek
(o))

2
+O(λ3).

Despejando Nn y teniendo en cuenta que

1

1 + a = 1 −
a

1 + a ≈ 1 − a,

para a ≪ 1, se obtiene la siguiente expresión para la constante de
renormalización del ket perturbado en la aproximación de segundo orden

Nn = 1 − λ2 ∑
k≠n

∣Vnk ∣2

(E(o)n −Ek
(o))

2
.

¾Cuál es la interpretación física de esta constante de renormalización? Como
es igual al cuadrado de la proyección de ∣Ψ̃n⟩ en la dirección de ∣φn⟩ ∶

∣ ⟨φn∣Ψ̃n⟩ ∣
2 = Nn,

la constante de renormalización se puede interpretar como la probabilidad
de que el sistema perturbado continúe en el estado original ∣φn⟩. En otras
palabras, Nn da una medida de la similitud entre el estado perturbado y el
correspondiente estado sin perturbar, entre más se acerque a la unidad mayor
es el grado de similitud entre los estados perturbado y sin perturbar.

En la aproximación de primer orden, el cuadrado de la norma del estado es
igual a

(1)⟨Ψn∣Ψn⟩(1) = ∑
k≠n

∣Vnk ∣2

(E(o)n −Ek
(o))

2
= 1 −Nn,

y se puede interpretar como la probabilidad de que el sistema en el n-ésimo
estado perturbado se pueda encontrar en cualquiera de los estados sin perturbar
para k ≠ n.

3.10.2 Caso degenerado

Cuando el espectro del hamiltoniano Ĥo del sistema no perturbado es
degenerado, a cada nivel de energía E(o)n le corresponde un conjunto {∣φs

n⟩},
s = 1,2, ..., mn, donde mn es el grado de degeneración del n-ésimo nivel.
Como se estudió en la sección 1.3, estos mn kets, que suponemos ortonormales,
constituyen una base del subespacio En asociado al valor propio E

(o)
n . Sin

embargo, la base {∣φs
n⟩} no es única debido a que cualquier estado que
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pertenezca a este subespacio es ket propio de Ĥo correspondiente al mismo
valor propio E(o)n .

De otra parte, en los ejercicios estudiados en las anteriores secciones, se
observa que la degeneración de un nivel de energía está relacionado con alguna
simetría del sistema, y cuando dicha simetría deja de existir disminuye el grado
de degeneración. Entonces, puede suceder que la perturbación modi�que las
simetrías del sistema sin perturbar y se levante o remueva parcialmente la
degeneración de los niveles no perturbados. Cuando esto ocurre, las correcciones
a un determinado nivel degenerado son diferentes para cada uno de los estados
asociados a dicho nivel.

Cuando el n-ésimo nivel de energía es degenerado, a diferencia del caso no
degenerado, de antemano no se sabe cuál es la aproximación de orden cero
para sus estados, pues cualquier conjunto de mn estados de En linealmente
independientes es un conjunto de estados propios correspondientes al nivel sin
perturbar. Por esta razón, si {∣φs

n⟩} es la base sin perturbar de partida, la
expresión más general para la aproximación de orden cero de cada nivel debe
ser una combinación lineal de la forma:

∣nk⟩(o) =
mn

∑
j=1

c
(o)
j ∣φ

j
n⟩ , c

(o)
j = ⟨φj

n∣nk⟩
(o)
, k = 1,2, ...,mn, (3.10.18)

con
Ĥo ∣nk⟩(o) = E(o)n ∣nk⟩(o), ∣nk⟩(o) ∈ En. (3.10.19)

Siguiendo un procedimiento similar al empleado en el caso no degenerado, se
introduce el parámetro de perturbación λ para el hamiltoniano perturbado

Ĥ = Ĥo + λĤI .

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para el sistema
perturbado es

{Ĥo + λĤI} ∣nk(λ)⟩ = Ek
n(λ) ∣nk(λ)⟩ , ∣nk(λ)⟩ ∈ E , k = 1,2, ...,mn,

con
∣nk(λ)⟩ → ∣nk⟩(o) para λ→ 0,

y

Ek
n(λ) = E(o)n +∆Ek

n(λ), ∆Ek
n(λ) = λ∆Ek

n

(1) + λ2∆Ek
n

(2) + ...

El supraíndice k se incluye para tener en cuenta los posibles desdoblamientos
de cada nivel y se ha tenido en cuenta que ∣nk(λ)⟩ ∈ E , pues, como ya se
vio en el caso no degenerado, la perturbación puede correlacionar estados
correspondientes a diferentes niveles de energía sin perturbar.

Reemplazando Ek
n(λ) en la ecuación de Schrödinger, se obtiene

{E(o)n 1̂ − Ĥo} ∣nk(λ)⟩ = {λĤI −∆Ek
n(λ) 1̂} ∣nk(λ)⟩ . (3.10.20)
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Cada uno de los estados perturbados ∣nk(λ)⟩ asociados al n-ésimo nivel,
expresado como superposición de los kets de la base no perturbada de partida,
está dado por

∣nk(λ)⟩ = ∑
l

ml

∑
i=1
cli(λ) ∣φi

l⟩ , cli(λ) = ⟨φi
l ∣nk(λ)⟩ . (3.10.21)

La ecuación para los coe�cientes que de�nen los pesos de la superposición se
pueden obtener premultiplicando (3.10.20) por ⟨φr

l ∣

{E(o)n −El
(o)} clr(λ) = ⟨φr

l ∣ {λĤI −∆Ek
n(λ) 1̂} ∣nk(λ)⟩ . (3.10.22)

Sin embargo, los coe�cientes cnr no se podrán determinar porque para ellos se
anula el lado izquierdo de (3.10.22). Por esta razón, de manera análoga al caso
no degenerado, (3.10.21) se separa en dos sumas

∣nk(λ)⟩ =
mn

∑
s=1

cns (λ) ∣φs
n⟩ + ∑

l≠n

ml

∑
i=1
cli(λ) ∣φi

l⟩ , (3.10.23)

de manera que el primer término del lado derecho de la ecuación ∈ En, mientras
que el segundo es ortogonal al primero y pertenece a su complemento.

Esto es,

∣nk(λ)⟩ = ∣nk⟩(o) + ∑
l≠n

ml

∑
i=1
cli(λ) ∣φi

l⟩ , (3.10.24)

donde, de manera análoga al caso no degenerado, se ha supuesto que

(o)⟨nk ∣nk(λ)⟩ = 1.

Aunque con esta condición los estados perturbados no quedan normalizados,
siempre se podrán normalizar una vez se determine la aproximación deseada.
Expandiendo (3.10.24) en series de potencias de λ a través de la expansión de
los coe�cientes cli(λ), se obtiene

∣nk(λ)⟩ = ∣nk⟩(o) + λ ∑
l≠n

ml

∑
i=1
cli
(1) ∣φi

l⟩ + λ2 ∑
l≠n

ml

∑
i=1
cli
(2) ∣φi

l⟩ + ...

⇒ ∣nk(λ)⟩ = ∣nk⟩(o) + λ ∣nk⟩(1) + λ2 ∣nk⟩(2) + ... (3.10.25)

Se observa que la aproximación de orden cero es ortogonal a las correcciones
de orden superior.

Para determinar las correcciones de energía para el n-ésimo nivel, se
premultiplica (3.10.20) por ⟨φi

n∣

0 = λ ⟨φi
n∣ ĤI ∣nk(λ)⟩ −∆Ek

n(λ) ⟨φi
n∣nk(λ)⟩ . (3.10.26)
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Reemplazando las expansiones en series de potencias para las correcciones de
energía y los estados perturbados, se obtiene

0 = λ{⟨φi
n∣ ĤI ∣nk⟩(o) −∆Ek

n

(1)⟨φi
n∣nk⟩

(o)}

+ λ2 {⟨φi
n∣ ĤI ∣nk⟩(1) −∆Ek

n

(2)⟨φi
n∣nk⟩

(o)} + ⋯ (3.10.27)

Esta serie de potencias de λ satisface la igualdad a cero solamente cuando el
coe�ciente de cada potencia se anula. Para la corrección de primer orden, se
obtiene

⟨φi
n∣ ĤI ∣nk⟩(o) =∆Ek

n

(1) ⟨φi
n∣nk⟩

(o)
,

la cual, después de reemplazar (3.10.18), conduce a las correcciones de primer
orden del n-ésimo nivel de energía

∑j
Vi j c

(o)
j =∆Ek

n

(1)
c
(o)
i , i = 1,2, ...,mn,

donde Vij = ⟨φn
i∣ ĤI ∣φn

j⟩ es el elemento matricial de la representación del

hamiltoniano de perturbación restringido al subespacio En, y ci(o) = ⟨φi
n∣nk⟩

(o)

es el elemento matricial del vector que representa al ket (3.10.18). Esta ecuación
corresponde a la siguiente ecuación matricial

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜
⎝

V11 V12 ⋯
V21 V22 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠
−∆Ek

n

(1) ⎛⎜
⎝

1 0 ⋯
0 1 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

⎛
⎜
⎝

c1
(o)

c2
(o)

⋮

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

0
0
⋮

⎞
⎟
⎠
, (3.10.28)

que no es otra cosa que la ecuación de valores propios del hamiltoniano de
perturbación restringida al subespacio En asociado al n-ésimo nivel degenerado
del hamiltoniano no perturbado. Su solución de�ne las correcciones de primer
orden para el nivel (de�nidas por los valores propios) y la aproximación de orden
cero para los estados (de�nida por los vectores propios). Para una solución no
trivial, se debe satisfacer la ecuación secular

det

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜
⎝

V11 V12 ⋯
V21 V22 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠
−∆Ek

n

(1) ⎛⎜
⎝

1 0 ⋯
0 1 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
= 0. (3.10.29)

Las mn raíces de esta ecuación determinan los valores propios y, por tanto,
las correcciones de primer orden para el correspondiente nivel sin perturbar.
Entonces, la aproximación de primer orden para los niveles de energía es

Ek
n = E(o)n +∆Ek

n

(1)
, k = 1,2, ...,mn. (3.10.30)

Cuando las mn raíces determinadas en (3.10.29) son diferentes, se obtienen mn

correcciones diferentes, de manera que se levanta totalmente la degeneración del
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nivel E(o)n sin perturbar. Cuando el hamiltoniano de perturbación restringido
a En posee espectro degenerado, la perturbación levanta parcialmente la
degeneración del nivel. El caso extremo es que todas las raíces sean iguales,
de manera que no hay levantamiento de la degeneración del nivel a primer
orden y se tiene tan solo un corrimiento del nivel.

En resumen, el problema de determinar las correcciones de primer orden para
la energía del n-ésimo nivel y las aproximaciones de orden cero para los kets
propios del hamiltoniano perturbado se reduce a la solución del problema de
valores propios del hamiltoniano de perturbación restringido al subespacio En

asociado al nivel degenerado del sistema no perturbado. Las correcciones de
primer orden son iguales a los valores propios del hamiltoniano de perturbación
y las aproximaciones de orden cero para los estados serán justamente los
correspondientes kets propios.

Para determinar las correcciones de primer orden, de segundo orden, etc., para
los kets perturbados, se despejan los coe�cientes en (3.10.22):

clr(λ) =
λ ⟨φr

l ∣ ĤI ∣nk(λ)⟩ −∆Ek
n(λ) ⟨φr

l ∣nk(λ)⟩
E
(o)
n −E(o)l

, l ≠ n. (3.10.31)

Reemplazando (3.10.25), se obtiene para las correcciones de primer orden:

clr
(1) = ⟨φ

r
l ∣ ĤI ∣nk⟩

(o)

E
(o)
n −El

(o) , l ≠ n,

por tanto,

∣nk⟩ (1) = ∑
l≠n

ml

∑
i=1
cli
(1) ∣φi

l⟩ = ∑
l≠n

ml

∑
i=1

⟨φi
l ∣ ĤI ∣nk⟩

(o)

E
(o)
n −El

(o) ∣φ
i
l⟩ .

Reemplazando (3.10.18), la corrección de primer orden para los estados
perturbados del n-ésimo nivel está dada por

∣nk⟩ (1) = ∑
l≠n

ml

∑
i=1

mn

∑
j=1

cnj
(o) ⟨φi

l ∣ ĤI ∣φj
n⟩

E
(o)
n −El

(o) ∣φ
i
l⟩ , k = 1,2, ...,mn

la cual podemos escribir

∣nk⟩ (1) = ∑
l≠n

Vn l

E
(o)
n −El

(o) ∣φ
i
l⟩ , k = 1,2, ...,mn (3.10.32)

donde

Vn l =
ml

∑
i=1

mn

∑
j=1

cnj
(o) ⟨φi

l ∣ ĤI ∣φj
n⟩ .

De manera similar al caso no degenerado, se observa que la corrección de primer
orden para los estados del sistema perturbado asociados al n-ésimo nivel no
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perturbado está de�nida por una superposición que involucra exclusivamente
los estados no perturbados de los demás niveles de energía.

Una vez determinadas las correcciones de primer orden para los niveles y sus
estados propios correspondientes, de las ecuaciones (3.10.27) y (3.10.31) se
obtienen las correcciones de orden superior. Generalmente, la aproximación
de primer orden es su�ciente para dar una buena aproximación a los niveles
y los estados propios de energía del sistema perturbado, a no ser que la
corrección de primer orden sea nula,6 lo que implicaría que los valores propios
del hamiltoniano de perturbación restringido a En son todos nulos. Si esto
ocurre es necesario ir hasta el segundo orden en las correcciones a los niveles y
estados no perturbados.

Cuando se puede encontrar una base de estados propios del hamiltoniano no
perturbado que a su vez diagonalice el hamiltoniano perturbado restringido a
cada subespacio asociado el nivel considerado, la corrección de orden cero para
cada estado será el correspondiente elemento de la base y la corrección de primer
orden en la energía será igual al valor esperado del operador hamiltoniano para
dicho estado. Este resultado se aplicará en el estudio de la interacción espín-
órbita y el efecto Zeeman en el capítulo 6.

Ejercicios
1. Considerar el sistema descrito por un oscilador armónico unidimensional

bajo una perturbación εmω2x̂2/2, con ε ≪, de manera que el operador
hamiltoniano del sistema está dado por

Ĥ = p̂2

2m
+ mω

2x̂2

2
+ mω

2x̂2

2
ε.

Determinar las aproximaciones de primer orden para los niveles de energía y
los estados estacionarios del sistema perturbado. Compárelos con la solución
exacta del problema. (Tenga en cuenta que la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo para el sistema perturbado tiene solución analítica
exacta).

2. Considerar el sistema de dos osciladores lineales idénticos acoplados (dos
partículas idénticas interactuantes con un grado de libertad, en presencia
del mismo potencial cuadrático) descritos por el operador hamiltoniano

Ĥ = p̂21
2m
+ mω2x̂21

2
+ p̂22
2m
+ mω2x̂22

2
+ mω2x̂1x̂2

2
ε.

Si el hamiltoniano de interacción que describe el acoplamiento de los
osciladores se puede considerar como una perturbación, ε≪, determinar las
correcciones de primer orden para los niveles de energía. Haga un diagrama
de los niveles de energía en la aproximación de primer orden y analice sus
respuestas. ¾Se levanta la degeneración de los niveles no perturbados?

6 Sakurai, 1994, capítulo 5, ejercicio 12.



Capítulo 4

Imágenes de la dinámica cuántica

Introducción
En este capítulo se presentan las diferentes imágenes empleadas en el estudio
de la dinámica de un sistema cuántico. Hasta el momento se ha considerado la
imagen de Schrödinger en la cual la evolución del sistema recae en el estado
mientras los observables permanecen estacionarios. En esta imagen el operador
evolución se aplica al estado del sistema y no a los observables. La imagen de
Heisenberg es otra forma de estudiar la dinámica del sistema y supone que
quienes evolucionan en el tiempo son los observables y no el estado. En esta
imagen, el operador evolución se aplica a los observables y no al estado del
sistema, el cual permanece estacionario.

Gracias al axioma asociativo de la multiplicación se puede demostrar que estas
dos imágenes son equivalentes. En ambas imágenes son iguales los productos
interiores que de�nen las probabilidades, valores esperados, amplitudes de
transición, etc., que son las cantidades que proporcionan el contenido físico
esencial del formalismo cuántico.

De otra parte, cuando el operador hamiltoniano que genera la evolución
temporal depende explícitamente del tiempo, la imagen más apropiada para
el estudio de su dinámica es la denominada imagen de interacción. Es
especialmente útil en la determinación de las posibles transiciones entre los
estados de un sistema causadas por interacciones externas que pueden depender
explícitamente del tiempo.

Para �nalizar el capítulo y el estudio de la dinámica, en la sección 4.3 se hace
una breve introducción al concepto de propagador cuántico.

4.1 Imagen de Heisenberg

4.1.1 Imágenes de Schrödinger y de Heisenberg

Teniendo en cuenta la de�nición del operador evolución (3.1.1) y el axioma
asociativo de la multiplicación, el valor esperado de cualquier observable M̂ de
un sistema se puede expresar

⟨M̂⟩
t
= ⟨Ψ(t)∣ M̂ ∣Ψ(t)⟩ = {⟨Ψ(0)∣ Û �(t, o)} M̂ {Û(t, o) ∣Ψ(o)⟩}, (4.1.1a)
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⟨M̂⟩
t
= ⟨Ψ(o)∣ {Û �(t, o) M̂ Û(t, o)} ∣Ψ(o)⟩. (4.1.1b)

Aunque las dos ecuaciones son iguales, la diferencia en la forma de asociar los
productos permite interpretar que en (4.1.1a) el operador evolución se aplica
al estado del sistema y no a los observables, que permanecen estacionarios,1

mientras que en (4.1.1b) el operador evolución se aplica a los observables y
no al estado, el cual permanece estacionario. Estas dos interpretaciones de la
dinámica cuántica son equivalentes y se denominan las imágenes de Schrödinger
y de Heisenberg, respectivamente.

Imagen de Schrödinger

En esta imagen el estado del sistema evoluciona en el tiempo mientras los
observables permanecen estacionarios. Entonces, la ecuación de movimiento del
sistema es la que rige la evolución del estado, esto es, la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo

ih̵
B

Bt
∣Ψ(t)⟩ = Ĥ ∣Ψ(t)⟩.

Esta es la imagen usual de la mecánica ondulatoria.

Imagen de Heisenberg

En esta imagen los que evolucionan en el tiempo son los observables, de manera
que las ecuaciones de movimiento serán para los observables y no para el estado
del sistema.

De acuerdo con (4.1.1b), el observable en cualquier instante de tiempo está
de�nido por su transformación bajo la aplicación del operador evolución
temporal. En la imagen de Heisenberg, un observable del sistema queda de�nido
por la transformación

B̂H = Û �(t, o) B̂(o) Û(t, o), (4.1.2)

donde se ha supuesto to = 0.
Como en la imagen de Heisenberg el estado del sistema no se ve afectado por
el operador evolución, en cualquier instante de tiempo es el mismo en que fue
preparado y, en consecuencia, debe coincidir con el estado inicial en la imagen
de Schrödinger

∣Ψ⟩H = ∣Ψ(o)⟩S .

De manera similar, en la imagen de Heisenberg los observables en t = 0 coinciden
con los observables en la imagen de Schrödinger

B̂H(o) = B̂S .

1 La palabra estacionario debe entenderse en el sentido de que la transformación que
de�ne la evolución temporal no se aplica a los observables. Si el observable cambia en
el tiempo es debido exclusivamente a una dependencia explícita con el tiempo y no a la
evolución temporal del sistema.
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Los subíndices H y S denotan las imágenes de Heisenberg y Schrödinger. Por
sencillez en la notación los estados y observables en la imagen de Heisenberg
se escribirán ∣Ψ⟩ y B̂t o B̂(t), mientras que en la imagen de Schrödinger se
escribirán ∣Ψ(t)⟩ y B̂.
De acuerdo con la anterior notación, en la imagen de Heisenberg un observable
del sistema en cualquier instante t > 0 está dado por

B̂t = B̂(t) = Û �(t, o) B̂ Û(t, o). (4.1.3)

Cabe anotar que la forma funcional del operador evolución de un sistema es
independiente de la imagen empleada para describir su dinámica. Para probarlo,
basta reemplazar B̂ → Û(t, o) en la anterior ecuación y tener en cuenta que el
operador evolución es unitario.

4.1.2 Ecuaciones de movimiento en la imagen de
Heisenberg

Para obtener la ecuación que describe la evolución temporal de los observables
en la imagen de Heisenberg, se calcula la variación total respecto al tiempo del
observable (4.1.3):

d

dt
B̂t = {

B

Bt
Û �(t, o)} B̂ Û(t, o) + Û �(t, o) {BB̂

Bt
} Û(t, o)

+ Û �(t, o) B̂ { B

Bt
Û(t, o)},

donde se ha tenido en cuenta que el observable B̂ puede depender del tiempo
explícitamente. De acuerdo con la ecuación (3.1.5) y su dual correspondiente,
la anterior ecuación se puede escribir

d

dt
B̂t =

i

h̵
Û �(t, o) Ĥ B̂ Û(t, o) + Û �(t, o) (BB̂/Bt) Û(t, o)

− i

h̵
Û �(t, o) B̂ Ĥ Û(t, o),

⇒ d

dt
B̂t =

i

h̵
Û �(t, o) { Ĥ B̂ − B̂ Ĥ } Û(t, o) + Û �(t, o) (BB̂/Bt) Û(t, o).

Como los términos del lado derecho de�nen los operadores [Ĥ, B̂] y BB̂/Bt en
la imagen de Heisenberg, se obtiene

ih̵
d

dt
B̂t = [B̂, Ĥ]t + (ih̵ BB̂/Bt)

t
, (4.1.4a)

que es la ecuación de movimiento para los observables de un sistema en la
imagen de Heisenberg.
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Cuando el observable no depende explícitamente del tiempo, BB̂/Bt = 0̂, la
ecuación de movimiento se reduce a

ih̵
d

dt
B̂t = [B̂, Ĥ]t. (4.1.4b)

De la ecuación de movimiento (4.1.4a) surgen directamente los teoremas de
conservación para los observables en la mecánica cuántica no relativista, los
cuales se pueden enunciar de la siguiente manera:

a. Un observable M̂ se conserva en el tiempo si y solo si para todo t se satisface

[M̂, Ĥ]
t
+ (ih̵ BM̂/Bt)

t
= 0̂. (4.1.5)

Note que si un observable satisface (4.1.5) en la imagen de Heisenberg, en
la imagen de Schrödinger satisface una ecuación idéntica. Para demostrarlo
basta con premultiplicar la anterior ecuación por Û �(t, o) y postmultiplicarla
por Û(t, o) para obtener: [M̂, Ĥ] + ih̵ BtM̂/Bt = 0̂.

b. Todo observable M̂ que no dependa explícitamente del tiempo se conserva
si y solo si conmuta con el operador hamiltoniano.

Si BM̂/Bt = 0̂ y [M̂, Ĥ]
t
= 0̂, ⇔ d

dt
M̂t = 0̂. (4.1.6)

Note que
[M̂, Ĥ]

t
= Û �(t,0) [M̂, Ĥ] Û(t,0) = [M̂t, Ĥt],

de manera que si dos observables conmutan en la imagen de Schrödinger
conmutan en la imagen de Heisenberg y viceversa.

Como en la imagen de Heisenberg el estado es estacionario, el valor esperado
de (4.1.4a) conduce a:

ih̵
d

dt
⟨B̂⟩

t
= ⟨[B̂, Ĥ]⟩

t
+ ⟨ih̵ BB̂/Bt⟩

t
.

Si el observable se conserva, el lado derecho de la ecuación es nulo y el valor
esperado del observable se conserva para cualquier condición inicial. Como era
de esperar, si un observable se conserva en la imagen de Heisenberg también se
conserva en la imagen de Schrödinger, ya que el valor esperado es independiente
de la imagen que se emplee para su cálculo.

De (4.1.6) se concluye que si ningún observable de un CCOC que contiene el
operador hamiltoniano depende explícitamente del tiempo, entonces todos los
observables del conjunto son constantes de movimiento para el sistema, como
ya se había corroborado en la sección 3.2.

Como un caso particular de (4.1.5), y teniendo en cuenta que el operador
hamiltoniano conmuta consigo mismo en cada instante de tiempo, se concluye:
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si BĤ/Bt = 0̂ ⇔ el observable de energía se conserva

y el sistema se denomina conservativo.

Note que si en las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5) se reemplaza el operador por
un observable clásico u(q,p, t) y −i [B̂, Ĥ]/h̵ por el corchete de Poisson corres-
pondiente {u(q,p, t),H}Poisson, se obtienen las correspondientes ecuaciones de
movimiento para un observable u y el teorema de conservación del formalismo
hamiltoniano clásico. En este sentido, se dice que las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5)
tienen la misma forma de las correspondientes ecuaciones clásicas.

Cuando se trabaja en la imagen de Heisenberg, lo más apropiado es determinar
la solución de las ecuación de movimiento para los observables fundamentales
x̂i y p̂i. La evolución temporal de cualquier otro observable del sistema, función
de los observables de posición y momentum, se obtiene de manera inmediata
reemplazando x̂i y p̂i por las respectivas soluciones x̂i(t) y p̂i(t).

Ejemplo 1

Considere una partícula libre con tres grados de libertad translacionales, cuyo
operador hamiltoniano es

Ĥ = ∑j
p̂2j/2m.

Notando las componentes cartesianas de los operadores posición y momentum
en la imagen de Heisenberg según (x̂i)t = x̂i(t) y (p̂i)t = p̂i(t), sus ecuaciones
de movimiento son

ih̵
d

dt
x̂i(t) = [x̂i, Ĥ]t, ih̵

d

dt
p̂i(t) = [p̂i, Ĥ]t. (4.1.7a)

Aplicando las relaciones de conmutación (2.3.29), (2.2.16) y (2.2.17), se obtiene

[x̂i, f(p̂j)] = ih̵ f ′(p̂j)δij [p̂i, g(x̂j)] = −ih̵ g′(x̂j)δij , (4.1.7b)

las ecuaciones de movimiento se reducen a

d

dt
x̂i(t) = −

i

h̵

1

2m
∑
j

[x̂i, p̂2j]t =
1

m
p̂i(t), i = 1,2,3. (4.1.8a)

d

dt
p̂i(t) = −

i

h̵

1

2m
∑
j

[p̂i, p̂2j]t = 0̂, i = 1,2,3. (4.1.8b)

La ecuación (4.1.8b) indica que las tres componentes cartesianas del momentum
de la partícula se conservan. Integrando la ecuación entre 0 y t, se obtiene

p̂i(t) = p̂i(o), i = 1,2,3. (4.1.9a)

Reemplazando en (4.1.8a) e integrando, se obtiene
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x̂i(t) = x̂i(o) +
p̂i(o)
m

t, i = 1,2,3. (4.1.9b)

Las ecuaciones (4.1.9) constituyen la solución a la dinámica del sistema en la
imagen de Heisenberg.

Note la semejanza en la forma de estas ecuaciones con las correspondientes
soluciones clásicas. Sin embargo, las ecuaciones (4.1.9) están de�nidas para los
operadores que representan los observables y no para los posibles valores que
se pueden obtener en una medición de los observables en un instante dado.

Si el sistema fue preparado en un estado ∣Ψ⟩, el cual permanece estacionario
en la imagen de Heisenberg, el valor esperado de los observables de posición y
momentum para cualquier instante de tiempo será igual a

⟨p̂i⟩t = ⟨Ψ∣ p̂i(t) ∣Ψ⟩ = ⟨Ψ∣ p̂i(o) ∣Ψ⟩ , ⇒ ⟨p̂i⟩t = ⟨p̂i⟩o. (4.1.10a)

⟨x̂i⟩t = ⟨Ψ∣ x̂i(t) ∣Ψ⟩ = ⟨Ψ∣ { x̂i(o) +
p̂i(o)
m

t} ∣Ψ⟩, ⇒

⟨x̂i⟩t = ⟨x̂i⟩o +
⟨p̂i⟩o
m

t, (4.1.10b)

donde ⟨p̂i⟩t, ⟨x̂i⟩t y ⟨p̂i⟩o, ⟨x̂i⟩o denotan los valores esperados de los observables
de posición y momentum en un instante arbitrario t > 0 y en el instante inicial
t = 0, respectivamente.

Ya que en cualquier instante el valor esperado de un observable coincide con el
centro de la distribución de valores propios del observable en dicho instante, se
puede a�rmar que los centros de las distribuciones de valores propios de posición
y momentum se comportan en el tiempo como la posición y momentum de la
correspondiente partícula clásica.

Con base en las ecuaciones (4.1.9), el conmutador de la i-ésima componente
cartesiana de la posición en t > 0 y en t = 0 es

[x̂i(t), x̂i(o)] = [x̂i(o) +
p̂i(o)
m

t, x̂i(o)] = −
ih̵

m
t 1̂, (4.1.11)

mientras que para las componentes del momentum, se obtiene

[p̂i(t), p̂i(o)] = [p̂i(o), p̂i(o)] = 0̂. (4.1.12)

Como consecuencia de la conservación del momentum, las componentes
cartesianas de momentum en diferentes instantes de tiempo conmutan.
Entonces, la función de distribución de valores propios y el valor esperado
de cualquier componente del momentum se conservan en el tiempo. Lo anterior
implica que la incertidumbre en el momentum de la partícula permanece
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invariante en el tiempo y que su valor solo dependerá del estado inicial en
que se prepare la partícula.

Por el contrario, como el observable posición de la partícula no se conserva, su
valor esperado y, en general, su incertidumbre cambian en el tiempo. El valor
de la incertidumbre para cualquier instante de tiempo está dado por

(∆x̂i)t =
√
⟨x2i ⟩t − ⟨xi⟩

2
t =
√
⟨Ψ∣ x̂2i (t) ∣Ψ⟩ − ⟨Ψ∣ x̂i(t) ∣Ψ⟩

2
.

Para tener una idea aproximada de cómo varía en el tiempo la incertidumbre
en la posición, se puede aplicar la relación de incertidumbre de Heisenberg para
los operadores que describen la i-ésima componente cartesiana de posición en
dos instantes de tiempo distintos:

(∆x̂i)t (∆x̂i)o ≥
1

2
∣⟨ [x̂i(t), x̂i(o)] ⟩∣,

reemplazando (4.1.11), se obtiene

(∆x̂i)t (∆x̂i)o ≥
h̵

2m
t. (4.1.13)

Se observa que el mínimo valor permitido por la relación de incertidumbre para
(∆x̂i)t aumenta linealmente con el tiempo.

Como el valor esperado de un observable es independiente de la imagen que
se utilice para su cálculo, en la imagen de Schrödinger se tiene el mismo
resultado (ejercicio 1, sección 3.5). Como el doble de la incertidumbre en la
posición de la partícula es igual al ancho de la función de distribución de valores
propios de posición ∣Ψ(r, t)∣2, la ecuación (4.1.13) implica que a medida que
transcurre el tiempo el mínimo valor permitido para el ancho del paquete de
onda Ψ(r, t) aumenta linealmente con el tiempo. Este efecto se conoce como el
ensanchamiento o la dispersión de la función de onda que representa el estado
de una partícula libre, y es una consecuencia de la evolución temporal del
sistema.

El hecho de que la incertidumbre en la posición aumente en el tiempo mientras
que la incertidumbre en el momentum permanece constante no contradice la
relación de incertidumbre de Heisenberg. En efecto, la relación de incertidumbre
para los observables de posición y momentum en cualquier instante de tiempo
es

(∆x̂i)t (∆p̂i)t∣ t �jo
≥ h̵
2
, (4.1.14)

de manera que el producto de las incertidumbres puede tener cualquier valor
mientras satisfaga la desigualdad. Así, si el producto de las incertidumbres en
t = 0 es precisamente h̵/2, para t > 0 dejará de ser un paquete de mínima
incertidumbre como ocurre con un paquete gaussiano.
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Ejemplo 2

Evolución temporal del oscilador armónico unidimensional empleando la
imagen de Heisenberg.

Las ecuaciones de movimiento para los observables fundamentales:

ih̵
d

dt
x̂(t) = [x̂, Ĥ]

t
= 1

2m
[x̂, p̂2]

t
= ih̵
m
p̂(t),

ih̵
d

dt
p̂(t) = [p̂, Ĥ]

t
= 1

2m
[p̂, mω2x̂2]

t
= −ih̵mω2 x̂(t),

de�nen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

d

dt
x̂(t) = p̂(t)

m
,

d

dt
p̂(t) = −mω2 x̂(t),

las cuales se pueden desacoplar empleando los operadores de creación y
destrucción. En efecto, sus ecuaciones de movimiento

ih̵
d

dt
â(t) = [â, Ĥ]

t
= [â, h̵ω(N̂ + 1/2)]

t
= h̵ω[â, N̂]

t
= h̵ω â(t),

ih̵
d

dt
â�(t) = [â�, Ĥ]

t
= [â�, h̵ω (N̂ + 1/2)]

t
= h̵ω [â�, N̂]

t
= −h̵ω â�(t),

de�nen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas

d

dt
â(t) = −i ω â(t), d

dt
â�(t) = i ω â�(t).

Integrando entre t = 0 y t > 0, se obtiene

â(t) = â(o) e−iω t, â�(t) = â�(o) eiω t.

De acuerdo con (3.9.23), los operadores de posición y momentum en términos
de los operadores de creación y destrucción en cualquier instante de tiempo
están dados por

x̂(t) = 1√
2λ
{â�(t) + â(t)} , p̂(t) = ih̵

√
λ

2
{â�(t) − â(t)} .

Reemplazando las soluciones para los operadores de creación y destrucción se
obtiene la solución buscada

x̂(t) = x̂(o) cos(ωt) + p̂(o)
h̵λ

sen(ωt),

p̂(t) = −h̵ λ x̂(o) sen(ωt) + p̂(o) cos(ωt).
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Al calcular el valor esperado de estas ecuaciones para un estado arbitrario,
se observa que los centros de las distribuciones de valores de posición y de
momentum de la partícula, en general, oscilan en el tiempo como las variables
de posición y de momentum del correspondiente oscilador clásico.

Sin embargo, existen ciertos estados para los cuales no se tiene un comporta-
miento oscilatorio. Por ejemplo, si el sistema se prepara en un estado propio de
energía ∣Ψ⟩ = ∣n⟩, sin importar que tan alto pueda ser el correspondiente nivel
de energía y, por tanto, el correspondiente valor esperado de energía, el valor
esperado de los observables de posición y momentum es

⟨x̂⟩t = 0, ⟨p̂⟩t = 0,

donde se tuvo en cuenta que ⟨x̂⟩o = 0 y ⟨p̂⟩o = 0 de acuerdo con (3.9.30)
y (3.9.31). El mismo resultado se obtiene para el caso en que el sistema
esté preparado en una combinación lineal de estados propios de energía no
consecutivos, por ejemplo, el estado ∣Ψ⟩ = Co ∣0⟩ +C5 ∣5⟩.
Cuando el sistema se prepara en una superposición de estados propios
de energía consecutivos ∣Ψ⟩ = Cn ∣n⟩ + Cn+1 ∣n + 1⟩, los valores esperados
de los operadores posición y momentum oscilan en el tiempo como en el
correspondiente oscilador clásico.

Si el oscilador se prepara en un estado coherente (en una superposición in�nita
de estados propios de energía con una distribución de estados tipo Poisson,
o en el estado base del oscilador), dicha superposición conduce a la evolución
cuántica del oscilador armónico que más se aproxima a la solución clásica. En
este caso, el módulo al cuadrado de la función de onda oscila como el oscilador
clásico sin perder su forma en el tiempo (es un paquete de mínima incertidumbre
para todo t).

Sin embargo, vale la pena anotar que si en t = 0 el estado de una partícula está
representado por un paquete de mínima incertidumbre y para t > 0 continúa
siendo un paquete de mínima incertidumbre, esto no implica que los observables
de posición y momentum se conserven.

Si el estado inicial es una gaussiana (es un paquete de mínima incertidumbre)
con un ancho diferente al ancho del estado base, la incertidumbre en la posición
oscila en el tiempo con una frecuencia igual al doble de la frecuencia del valor
esperado de posición; periódicamente recupera su forma y vuelve a ser un
paquete de mínima incertidumbre.2

4.1.3 Teorema de Ehrenfest

En los dos ejemplos anteriores se observa que, en general, los valores esperados
de los operadores posición y momentum de la partícula se comportan en el
tiempo como la posición y el momentum del correspondiente sistema clásico,
debido a que el operador energía potencial es nulo o es cuadrático en x̂. Este
2 Brand S. y Dahmen H. D. (1985). The picture book of quantum mechanics. John Wiley

& Sons, �guras 6.2 y 6.5.
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resultado se puede obtener de manera general a través del conocido teorema de
Ehrenfest.

El operador hamiltoniano para una partícula con tres grados de libertad
translacionales en presencia de un potencial es

Ĥ =H(r̂, p̂) = ∑
j

p̂2j

2m
+ V (x̂1, x̂2, x̂3).

Las ecuaciones de movimiento para los operadores de posición y de momentum
son

d

dt
p̂i(t) = −

i

h̵
[p̂i,H(r̂, p̂)]t = −(

BV (r̂)
Bx̂i

)
t

, (4.1.15a)

y

d

dt
x̂i(t) = −

i

h̵
[x̂i,H(r̂, p̂)]t =

p̂i(t)
m

, i = 1,2,3, (4.1.15b)

donde por simplicidad en la notación se ha de�nido el operador

BV (r)
Bxi

∣
r=r̂(t)

≡ (BV (r̂)
Bx̂i

)
t

.

Derivando (4.1.15b) con respecto al tiempo y teniendo en cuenta (4.1.15a), se
obtiene

m
d2

dt2
x̂i(t) =

d

dt
p̂i(t) = −(

BV (r̂)
Bx̂i

)
t

, i = 1,2,3,

o en términos de r̂ = x̂1e1 + x̂2e2 + x̂3e3,

m
d2

dt2
r̂(t) = −(BV (r̂)/Br̂ )t.

Calculando el valor esperado para un estado arbitrario, se obtiene

m
d2

dt2
⟨r̂⟩t = −⟨BV (r̂)/Br̂ ⟩t, (4.1.16a)

donde se tuvo en cuenta que el estado en la imagen de Heisenberg es
independiente del tiempo.

La anterior ecuación es conocida como el teorema de Ehrenfest, quien lo
formuló en 1927 empleando la mecánica cuántica ondulatoria. Se observa que
esta ecuación tiene la misma forma que la segunda ley de Newton para la
correspondiente partícula clásica. Sin embargo, esto no quiere decir que el centro
del paquete de ondas (el valor esperado del operador posición) evolucione como
el vector posición de la correspondiente partícula clásica. Para que esto último
ocurra, se requieren potenciales que satisfagan
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⟨BV (r̂)/Br̂ ⟩t = BV (⟨r̂⟩t)/B ⟨r̂⟩t , (4.1.16b)

y que las condiciones iniciales de posición y momentum para la partícula clásica
sean iguales a los valores promedio iniciales de los correspondientes operadores
cuánticos. Potenciales constantes, lineales o cuadráticos en las coordenadas
cartesianas satisfacen la condición (4.1.16b).

Note que al calcular el valor esperado de las ecuaciones (4.1.15) se obtienen
las ecuaciones análogas (en su forma) a las ecuaciones de Hamilton clásicas; la
solución cuántica para los valores esperados coincidirá con la correspondiente
solución clásica solamente para potenciales que satisfagan la condición
(4.1.16b).

Sin embargo, es bueno tener cuidado con la interpretación física de (4.1.16a),
pues, como se anotó al �nal de la sección 3.9 para el oscilador armónico, cuando
los valores esperados de posición y de momentum de la partícula cuántica son
nulos en t = 0, la correspondiente dinámica clásica es equivalente a situar la
partícula clásica en la posición de equilibrio con momentum nulo y, por tanto,
con energía total nula.

Lo anterior se satisface para cualquier estado estacionario del oscilador o para
combinaciones lineales de estados propios pares (o impares) de energía, sin
importar que tan altos son los valores propios correspondientes o el valor
esperado de energía.

En otras palabras, aunque el valor esperado de los operadores posición y
momentum se comporte como la posición y momentum de la correspondiente
partícula clásica, no se puede generalizar directamente para el valor esperado
de otros observables como el operador de energía potencial o el cuadrado del
operador momentum.

Esto en esencia es consecuencia de que el valor esperado de un observable, en
general, es diferente del valor esperado de una potencia del mismo.

4.1.4 Amplitud de correlación y relación de incertidumbre
para la energía

En la imagen de Schrödinger se de�ne la amplitud de correlación temporal
como el producto interior entre el estado inicial del sistema y el estado del
sistema para t > 0 según

C(t) = ⟨Ψ(o)∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ(o)∣ Û(t, o) ∣Ψ(o)⟩. (4.1.17)

Esta amplitud de correlación indica el grado de similitud o semejanza del estado
del sistema en cualquier instante t > 0 respecto a su estado inicial en t = 0. En
otras palabras, permite conocer qué tanto se mantiene la identidad del estado
del sistema a medida que evoluciona en el tiempo.
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El módulo al cuadrado de la amplitud de correlación, calculado en cualquier
instante t > 0, es igual a la probabilidad de que en dicho instante el estado del
sistema sea el mismo en que fue preparado en t = 0.
El valor absoluto de la amplitud de correlación ∣C(t)∣ se denomina función de
correlación temporal y, al igual que C(t), permite de�nir el grado de similitud
del estado del sistema en cualquier instante t con respecto al estado inicial. Si
∣C(t)∣ = 1 para todo t, el estado del sistema nunca pierde su identidad. Si en un
instante dado ∣C(t)∣ = 0, el estado en dicho instante es totalmente diferente de
su estado inicial. En general, ∣C(t)∣ toma valores entre 0 y 1 si el estado está
normalizado.

Si un sistema conservativo con espectro de energía discreto se prepara en un
estado propio de energía ∣Ψ(to)⟩ = ∣Ei⟩, para t > 0 el estado del sistema es un
estado estacionario y su amplitud de correlación temporal es

C(t) = ⟨Ψ(to)∣Ψ(t)⟩ = ⟨Ei∣ e−
i
h̵Ei(t−to) ∣Ei⟩ = e−

i
h̵Ei(t−to).

Entonces,
∣C(t) ∣

2

= 1 o ∣C(t)∣ = 1, para todo t,

y el estado del sistema nunca pierde su identidad. Esto era de esperar pues es
una de las características de un estado estacionario.

Cuando es un estado general de la forma

∣Ψ(t)⟩ = ∑i
ci(to)e−

i
h̵Ei(t−to) ∣Ei⟩,

la amplitud de correlación se puede expresar como

C(t) = e− i
h̵Eo t∑i

∣ ci(to) ∣2e−
i
h̵ (Ei−Eo) (t−to).

Si el espectro de energía es continuo, se obtiene

C(t) = e− i
h̵Eo(t−to) ∫ ∣ c(E, to)∣

2
e−

i
h̵ (E−Eo)(t−to)dE,

donde Eo es el centro de la distribución de energía.

En ambos casos, la amplitud de correlación es igual a una suma de términos
oscilantes, cada uno asociado a un valor propio de energía E, cuya frecuencia
aumenta con el tiempo y es proporcional a la fase (E − Eo)(t − to)/h̵ =
(E − Eo)∆t/h̵. A medida que transcurre el tiempo aumenta el número
de términos fuertemente oscilantes que dejan de contribuir a la amplitud
de correlación, exceptuando aquellos asociados a valores propios de energía
cercanos a Eo para los cuales ∣E−Eo∣ sea menor o del orden de h̵/(t−to) = h̵/∆t.
Si el intervalo de energía ∣E −Eo∣ que satisface ∣E −Eo∣ ≈ h̵/∆t es mucho menor
que la incertidumbre de energía ∆E (la mitad del ancho de la distribución de
valores de energía), no se tiene prácticamente contribución a la amplitud de
correlación, indicando que el estado del sistema ha perdido su identidad. Sin



4.1. IMAGEN DE HEISENBERG 281

embargo, la rapidez con que el estado pierde su identidad dependerá del peso
de los valores propios de energía E que satisfacen ∣E − Eo∣ ≈ h̵/∆t. Como a
menor incertidumbre en la energía mayor es el peso de los estados propios de
energía cercanos a Eo, entre menor sea la incertidumbre de energía ∆E mayor
es el peso (∣ ci(to) ∣2 o ∣ c(E, to)∣2) de los valores propios que contribuyen a la
amplitud de correlación y mayor es el intervalo de tiempo requerido para que
la amplitud de correlación se aleje apreciablemente de 1.

Teniendo en cuenta lo anterior, a partir del instante en que se inicia la evolución
temporal se puede de�nir un intervalo de tiempo característico ∆t = t − to, al
cabo del cual el estado del sistema prácticamente ha perdido su identidad.

Este intervalo satisface
(∆E) (∆t) ≈ h, (4.1.18)

donde (∆E) es la incertidumbre en la energía. Entre mayor es (∆E)menor será
∆t y el estado pierde rápidamente su identidad. La ecuación (4.1.18) ilustra la
denominada relación de incertidumbre para la energía.

Una ecuación similar a (4.1.18) se puede deducir de la relación de incertidumbre
de Heisenberg para el observable energía y otro observable B̂ del sistema que
no conmute con el operador hamiltoniano, es decir, que no se conserve.

En cualquier instante la relación de incertidumbre de Heisenberg es

(∆E)t (∆B)t ≥
1

2
∣ ⟨ [Ĥ, B̂] ⟩

t
∣.

Empleando la ecuación de movimiento para el observable B̂ en la imagen de
Heisenberg y suponiendo BB̂/Bt = 0̂, se obtiene

⟨ [Ĥ, B̂] ⟩
t
= −ih̵ ⟨dB̂t/dt ⟩ = −ih̵

d

dt
⟨B̂⟩

t
,

⇒ (∆E)t (∆B)t ≥
h̵

2
∣ d
dt
⟨B̂⟩

t
∣. (4.1.19)

Como el valor esperado ⟨B̂⟩
t
de�ne el valor promedio o centro de la distribución

de valores propios de B̂ en cada instante t, la ecuación (4.1.19) muestra que el
mínimo valor que puede tomar el producto de incertidumbres en cada instante
está determinado por la rapidez con que cambia el valor esperado en dicho
instante. En general, a partir de t = 0 se puede de�nir un intervalo de tiempo
característico

(∆t)B =
(∆B)t
∣ d
dt
⟨B̂⟩

t
∣
, (4.1.20)

que se puede interpretar como el intervalo de tiempo requerido para que el
centro de la distribución de valores propios del observable B̂ se haya desplazado
una cantidad igual a la mitad del ancho de la distribución de valores propios.



282 CAPÍTULO 4. IMÁGENES DE LA DINÁMICA CUÁNTICA

Como en el caso anterior, la de�nición (4.1.20) está relacionada con la pérdida
de identidad del sistema. En efecto, (∆t)B se puede interpretar como el
intervalo de tiempo requerido para que el centro de la distribución de valores
propios del observable se desplace o aleje del centro de la distribución inicial
una cantidad igual a la mitad del ancho de la distribución, de manera que el
sobrecubrimiento de las distribuciones es pequeño.

Reemplazando (4.1.20) en (4.1.19) se obtiene la expresión más conocida para
la relación de incertidumbre de la energía

(∆E)t (∆t)B ≥
h̵

2
. (4.1.21)

Se observa que (4.1.18) satisface (4.1.21). Para un sistema conservativo, la
incertidumbre en la energía permanece constante en el tiempo.

Cabe la pregunta de si la relación de incertidumbre es realmente deducible de
la formulación cuántica o si es en realidad un hecho o principio inherente a
los sistemas cuánticos. Por ejemplo, cuando el estado inicial del sistema es un
estado excitado de energía3 después de un cierto tiempo ∆t = τ , denominado
tiempo de vida media del estado, el sistema decae espontáneamente a otro
estado o al estado fundamental. En estos casos, las mediciones experimentales
muestran que el tiempo de vida media del nivel satisface la relación de
incertidumbre (4.1.18). Entre mayor es ∆E menor es su tiempo de vida media
y viceversa. En este caso, ∆E es denominado el ancho característico del nivel
de energía.

En cualquier caso, tanto (4.1.18) como (4.1.21) se conocen como relaciones de
incertidumbre para la energía. Note que la de�nición del intervalo de tiempo
característico siempre está relacionado con una pérdida de identidad, ya sea
del estado del sistema o de la distribución del observable considerado.

Ejemplo

Comprobar la relación de incertidumbre de la energía para un sistema de espín
1/2 en presencia de un campo magnético uniforme.

Como ya se vio en el ejemplo de precesión de espín en la sección 3.2, el
hamiltoniano del sistema está dado por Ĥ = ω Ŝz con ω = (E+ −E−)/h̵. Si
el estado inicial del sistema es ∣Sx+⟩, su estado para t > 0 es

∣Ψ(t)⟩ = 1√
2
{ e−iω t/2 ∣Sz+⟩ + eiω t/2 ∣Sz−⟩} .

La incertidumbre en la energía en cualquier instante de tiempo es

(∆E)t =
√
⟨Ĥ2⟩

t
− ⟨Ĥ⟩2

t
.

3 De Young P. A., Jolivette P. L. y Rouze N. (1993). Experimental veri�cation of the
Heisenberg uncertainty principle - An advanced undergraduate laborator. American
Journal of Physics, 61 (6), 560-563.
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Calculando los valores esperados

⟨Ĥ⟩
t
= 0, ⟨Ĥ2⟩

t
= ⟨ω2 Ŝ2

z ⟩t =
h̵2ω2

4
,

se obtiene

(∆E)t =
h̵ω

2
.

Como era de esperar, la incertidumbre en la energía es constante en el tiempo
debido a que el observable de energía se conserva.

De acuerdo con (4.1.20) el intervalo de tiempo característico es

(∆t)sx =
(∆Sx)t
∣ d
dt
⟨Ŝx⟩t ∣

,

Según (3.2.14a), se obtiene

∣ d
dt
⟨Ŝx⟩t ∣ =

h̵ω

2
∣ sen(ωt) ∣.

Como
⟨Ŝ2

x⟩t = ⟨(h̵
2/4) 1̂⟩ = (h̵2/4)

⇒ (∆Sx)t =
h̵

2
∣ sen(ωt) ∣ ,

por tanto, (∆t)Sx
= 1/ω y su producto con la incertidumbre de energía es

(∆E)t (∆t)Sx
= h̵
2
,

lo cual satisface la igualdad en (4.1.21).

La relación de incertidumbre para la energía también se puede comprobar
calculando el tiempo característico de pérdida de identidad del estado del
sistema a partir de la amplitud de correlación. Si además se dispone de la
grá�ca de distribución de valores propios de energía, ∆E se puede determinar
directamente como la mitad del ancho de la distribución sin tener que calcular
teóricamente la incertidumbre.

En este ejemplo, la mitad del ancho de la distribución de valores de energía
para el estado del sistema en cualquier instante es ∆E = (E+ −E−)/2 = h̵ω/2 y
la amplitud de correlación es ∣C(t) ∣ = ∣ ⟨Ψ(o)∣Ψ(t)⟩ ∣ = ∣ cos(ωt/2) ∣. Entonces, el
sistema ha perdido totalmente su identidad al cabo de un intervalo de tiempo
característico ∆t = t − 0 = π/ω y, en consecuencia,

(∆E) (∆t) ≅ πh̵
2
≈ h,

lo cual satisface (4.1.18).

Se observa que ambas de�niciones para el intervalo de tiempo característico
de pérdida de identidad satisfacen la relación de incertidumbre para la energía
(4.1.21) y proporcionan la misma información.
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4.1.5 Kets base en la imagen de Heisenberg

En la imagen de Schrödinger los kets de una base completa {∣ai⟩}, asociada
a un observable Â que no depende del tiempo explícitamente, permanecen
estacionarios. En otras palabras, en la imagen de Schrödinger la ecuación de
valores propios para el observable no cambia en el tiempo

Â ∣ai⟩ = ai ∣ai⟩. (4.1.22)

No ocurre lo mismo en la imagen de Heisenberg debido a que los observables
evolucionan en el tiempo. De acuerdo con (4.1.3), el operador que representa
el observable Â para t > 0 es Ât = Û �(t, o) Â Û(t, o) y en t = 0 su ecuación de
valores propios coincide con (4.1.22). Para determinar la ecuación de valores
propios en cualquier instante t > 0, se premultiplica (4.1.22) por el adjunto del
operador evolución

Û �(t, o) Â {Û(t, o) Û �(t, o)} ∣ai⟩ = ai Û �(t, o) ∣ai⟩,

donde se tuvo en cuenta que el operador evolución es unitario. Aplicando el
axioma asociativo de la multiplicación, la anterior ecuación se puede escribir

Ât ∣ai⟩t = ai ∣ai⟩t, (4.1.23)

donde
∣ai⟩t = Û

�(t, o) ∣ai⟩. (4.1.24)

Aunque el observable varía en el tiempo, sus valores propios y, por tanto, su
espectro no cambian. Esto era de esperar si se tiene en cuenta que el espectro
es característico del observable. Sin embargo, los kets propios evolucionan en
el tiempo de acuerdo con (4.1.24).

Por ser unitario, Û(t, to) satisface

Û �(t, to) = Û−1(t, to) = Û(to, t), (4.1.25)

donde se ha tenido en cuenta que en la de�nición del operador evolución el
primer argumento es siempre mayor que el segundo. En otras palabras, Û(to, t)
está de�nido para t < to, hacia el pasado y no hacia el futuro de to. Esto quiere
decir que en la imagen de Heisenberg los kets de la base evolucionan en el
tiempo en sentido contrario a la evolución temporal del estado del sistema en
la imagen de Schrödinger.

El lector puede comprobar que las relaciones de completez y ortonormalidad
de los kets de la base permanecen inalteradas:

1̂ = ∑
i

∣ai⟩t ⟨ai∣t , ⟨ai∣aj⟩t t = δi j .

De otra parte, la amplitud de probabilidad de que el sistema se pueda
encontrar en uno de los estados de la base, en cualquier instante de tiempo,
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es independiente de la imagen elegida para la descripción de la dinámica del
sistema. Esto es,

ci(t)H = t ⟨ai∣Ψ⟩ = ⟨ai∣ Û(t, o) ∣Ψ⟩ = ⟨ai∣Ψ(t)⟩ = ci(t)s.

Esta anotación es importante, pues los valores propios, valores esperados,
probabilidades y funciones de distribución, que son las cantidades que le dan
esencia física a la teoría, deben ser independientes no solo de la representación
sino de la imagen que se adopte para describir la dinámica de un sistema.

En el caso en que la base sea continua e in�nita, las anteriores relaciones son
igualmente válidas. Por ejemplo, para la base de kets propios del operador
posición de una partícula se tiene

c(x, t)H = t ⟨x∣Ψ⟩ = ⟨x∣ Û(t, o) ∣Ψ⟩ = ⟨x∣Ψ(t)⟩ = c(x, t)S ,

o lo que es lo mismo, la función de onda que describe el estado del sistema en
representación de coordenadas o de momentum es la misma en las dos imágenes.

El siguiente cuadro resume la descripción de la dinámica de un sistema en cada
una de las dos imágenes

Imagen de Schrödinger Imagen de Heisenberg

Ket de estado ∣Ψ(t)⟩, dependiente t ∣Ψ⟩, estacionario

Observable M̂ , estacionario M̂t, dependiente de t

Kets base ∣ai⟩ , ∣x⟩ estacionarios ∣ai(t)⟩ , ∣x(t)⟩ dependientes de t

Amplitud de transición

Sea ∣Ψ(ti)⟩ el estado en que se prepara un sistema en un instante inicial ti. Si
este es precisamente un estado propio ∣ai⟩ de un observable Â, ¾cuál será la
amplitud de probabilidad de que en tf > ti el sistema se encuentre en un estado
propio del observable B̂ correspondiente al valor propio bi?

Esta amplitud de probabilidad A, es denominada amplitud de transición del
estado ∣ai⟩ al estado ∣bi⟩ en el intervalo tf − ti, y es igual a la amplitud de
probabilidad de que en el instante tf el sistema se pueda encontrar en el estado
∣bi⟩, si ha sido preparado en ti en el estado ∣ai⟩.
La amplitud de transición es independiente de la imagen. En efecto, en la
imagen de Schrödinger

A = ⟨bi∣Ψ(tf)⟩ = ⟨bi∣ Û(tf , ti) ∣Ψ(ti)⟩ = ⟨bi∣ Û(tf , ti) ∣ai⟩

y en la imagen de Heisenberg

A = t ⟨bi∣Ψ⟩ = ⟨bi∣ Û(tf , ti) ∣Ψ⟩ = ⟨bi∣ Û(tf , ti) ∣ai⟩,
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⇒ A = ⟨bi∣ Û(tf , ti) ∣ai⟩, (4.1.26)

donde se ha tenido en cuenta que el estado del sistema en ti es ∣ai⟩.
Por ejemplo, un sistema se prepara en t = ti en un estado propio de energía
∣φi⟩, y en ese instante se prende un campo externo al sistema (interacción
externa), el cual se apaga en un instante posterior tf . Como se verá en la
siguiente sección, la interacción correlaciona diferentes estados ∣φk⟩, es decir,
el estado del sistema es una superposición de los estados ∣φk⟩, la cual varía
en el tiempo mientras la interacción está prendida. Durante el intervalo de
tiempo que dura encendida la interacción, la evolución temporal del sistema es
generada por el hamiltoniano total, de�nido por el hamiltoniano del sistema
más el hamiltoniano de interacción.

Entonces, la probabilidad de que haya ocurrido una transición del estado ∣φi⟩
en el instante ti al estado ∣φj⟩ en el instante tf es la misma probabilidad de
que en el instante tf el sistema se pueda encontrar en el estado ∣φj⟩. Entonces,

∣⟨φj ∣Ψ(tf)⟩∣2 = ∣⟨φj ∣ Û(tf , ti) ∣φi⟩∣
2

de�ne la probabilidad de que en el intervalo de tiempo tf −ti pueda ocurrir una
transición del estado ∣φi⟩ al ∣φj⟩.
Esta probabilidad puede tomar valores entre 0 y 1. Si se considera un ensamble
puro, cuando la probabilidad es 1 con toda certeza ocurre la transición y la
medición de la energía en el instante tf arrojará el valor propio Ej para todos
y cada uno de los sistemas. Cuando la probabilidad es 0, en ningún sistema del
ensamble ocurre la transición y con toda certeza la medición de la energía dará
un valor diferente de Ej para todos los sistemas. Cuando la probabilidad es
0,3, en el treinta por ciento de los sistemas ocurrirá la transición y la medición
de la energía arrojará el valor Ej solamente para el 30% de ellos.

Un ejemplo físico de lo descrito anteriormente lo constituye la aproximación
dipolar eléctrica, la cual permite determinar la probabilidad de transición entre
dos niveles electrónicos de energía de un átomo hidrogenoide como resultado
de su interacción con la radiación que incide sobre él.

Este tema, que se puede estudiar aplicando métodos de perturbación
dependientes del tiempo, se sale de los objetivos de este texto. Sin embargo,
el lector interesado puede consultar los textos de Sakurai (1994) o Cohen
Tannoudji et al. (1977). La imagen más apropiada para describir la dinámica
de estos sistemas es la imagen de interacción.
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4.2 Imagen de interacción

Relación entre las imágenes de Schrödinger y de Heisenberg con la
imagen de interacción

Una tercera imagen para el estudio de la dinámica de un sistema es la de
interacción, en la cual tanto los estados como los observables evolucionan en el
tiempo.

En la sección 3.1.2 se estudió la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
para el caso en que el operador hamiltoniano se pueda expresar en la forma

Ĥ(t) = Ĥo + V̂ (t), (4.2.1)

donde V̂ (t) representa una interacción externa para un sistema descrito por
Ĥo, el cual no depende explícitamente del tiempo. Se supone que Ĥo tiene una
forma sencilla, como la energía cinética del sistema o la energía cinética más
potenciales tipo oscilador armónico o coulombianos, de manera que se conocen
sus estados y valores propios.

Al representar la ecuación de movimiento para el estado del sistema ∣Ψ(t)⟩ en la
base de kets propios de Ĥo, se encontró que la solución dinámica del problema
está dada por (3.1.18):

∣Ψ(t)⟩ = ∑
i

c̃i(t) e−
i
h̵ Eo

i t ∣Eo
i ⟩,

con to = 0. La evolución temporal del estado del sistema tiene dos
contribuciones, la contenida en los factores de fase Eo

i t/h̵ y la de los coe�cientes
c̃i(t). La evolución temporal de los coe�cientes se puede considerar generada
por el operador de interacción V̂ (t), pues de acuerdo con (3.1.16b),

ih̵
B

Bt
c̃i(t) = ∑

k

Vi k(t) ei (E
o
i −E

o
k)tc̃k(t), i = 1,2,3, ...

donde
Vi k(t) e

i
h̵ (E

o
i −E

o
k)t = ⟨Eo

i ∣ e
i
h̵ ĤotV̂ (t) e− i

h̵ Ĥot ∣Eo
k⟩.

Estas contribuciones a la evolución temporal son la base de la imagen de
interacción para sistemas cuyo operador hamiltoniano satisfaga (3.1.13) y
(3.1.14).

En la imagen de Interacción tanto los estados como los observables evolucionan
en el tiempo de acuerdo con las siguientes de�niciones

∣φ(t)⟩I = e
i
h̵ Ĥot ∣ψ(t)⟩, (4.2.2a)

M̂I = e
i
h̵ ĤotM̂ e−

i
h̵ Ĥot, (4.2.2b)
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donde ∣ψ(t)⟩ = Û(t,0) ∣ψ(o)⟩ y M̂ son el estado del sistema y un observable
arbitrario, ambos en la imagen de Schrödinger. El subíndice I distingue los
observables y los kets de estado de la imagen de interacción de las otras dos
imágenes.

De la de�nición (4.2.2) se observa que cuando V̂ (t) es nulo la imagen de
interacción coincide con la de Heisenberg, pues el halmitoniano total es
simplemente Ĥo y en (4.2.2a) ∣ψ(t)⟩ es igual a exp(−iĤot/h̵) ∣ψ(o)⟩, de manera
que el estado permanece estacionario y son los observables los que contienen la
dinámica del problema.

Aplicando a las ecuaciones (4.2.2) la inversa de la transformación de�nida por
el operador exp(iĤot/h̵), se recupera la imagen de Schrödinger:

∣ψ(t)⟩ = e− i
h̵ Ĥot∣φ(t)⟩I , (4.2.3a)

M̂ = e− i
h̵ ĤotM̂Ie

i
h̵ Ĥot, (4.2.3b)

en la cual los observables son estacionarios y los estados contienen toda la
dinámica del problema. Como era de esperar, la representación de (4.2.3a) en
la base de kets propios de Ĥo conduce a la ecuación (3.1.18).

Ecuaciones de movimiento en la imagen de interacción

La ecuación de movimiento para el estado del sistema en la imagen de
interacción se puede obtener directamente derivando (4.2.2a), sin embargo,
también se puede obtener al reemplazar (4.2.1) y (4.2.3a) en la ecuación de
Schrödinger ihBt ∣ψ(t)⟩ = Ĥ(t) ∣ψ(t)⟩:

ihBte
− i

h̵ Ĥot∣φ(t)⟩I = {Ĥo + V̂ (t)} e−
i
h̵ Ĥot∣φ(t)⟩I ,

realizando la derivada respecto al tiempo, se cancelan los primeros términos de
ambos lados de la ecuación y se obtiene

e−
i
h̵ ĤotihBt∣φ(t)⟩I = V̂ (t)e

− i
h̵ Ĥot∣φ(t)⟩I .

Premultiplicando por exp ( iĤot/h̵) se llega a la ecuación de movimiento para
el estado del sistema en la imagen de interacción, la cual es

ihBt ∣φ(t)⟩I = (V̂ (t))I ∣φ(t)⟩I , (4.2.4a)

donde (V̂ (t))
I
de�ne el operador V̂ (t) en la imagen de interacción de acuerdo

con (4.2.2b).

Para obtener la ecuación de movimiento de los observables se deriva (4.2.2b)
respecto al tiempo:

ihBt M̂I = e
i
h̵ Ĥot [Ĥo, M̂] e−

i
h̵ Ĥot + ih̵ e i

h̵ Ĥot {Bt M̂} e−
i
h̵ Ĥot,
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⇒ ihBt M̂I = [Ĥo, M̂]I + ih̵{Bt M̂}I . (4.2.4b)

La evolución temporal de los estados es generada por el potencial V̂ (t), mientras
que la evolución temporal de los observables es generada por Ĥo.

La ecuación (4.2.4a) permite estudiar los cambios dinámicos del sistema Ĥo

inducidos por la interacción V̂ (t). Su representación matricial en la base de
kets propios de Ĥo conduce a

ih̵
B

Bt

⎛
⎜⎜⎜
⎝

c̃1(t)
c̃2(t)
c̃3(t)
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

V11 V12e
iω12t ⋯

V21e
−iω12t V22 ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

c̃1(t)
c̃2(t)
c̃3(t)
⋮

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (4.2.5)

donde c̃i(t) = ⟨Eo
i ∣φ(t)⟩I y ωij = Eo

i − Eo
j . Observe que esta ecuación es igual

a (3.1.17). En general, los elementos matriciales no nulos fuera de la diagonal
correlacionan los estados {∣Eo

i ⟩}, de manera que para t > 0 el estado del sistema
será una superposición de los estados de Ĥo, así el sistema se haya preparado
en un estado propio de Ĥo. Problemas con solución exacta para potenciales
dependientes del tiempo son escasos, y por esta razón hay que recurrir a
métodos de aproximación para su solución.

Ejemplo

Un modelo con solución exacta que tiene gran aplicación en física es el sistema
de dos estados. Considere, por ejemplo, un átomo de dos niveles sometido a un
potencial oscilante de frecuencia angular ω.

Siguiendo a Sakurai,4 sean ∣E1⟩ y ∣E2⟩ los estados propios correspondientes a
los dos niveles de Ĥo. Las matrices que representan a Ĥo y V̂ (t) en la base
∣E1⟩, ∣E2⟩ están dadas por

Ho = (
E1 0
0 E2

) V (t) = ( 0 γeiωt

γe−iωt 0
) , (4.2.6)

donde γ,ω son números reales positivos y E1 < E2. Se observa que el potencial
correlaciona los estados ∣E1⟩ y ∣E2⟩, de manera que puede haber transiciones
entre estos dos estados. Para t > 0, el estado del sistema expresado como una
superposición de los kets propios de Ĥo es ∣φ(t)⟩I = c̃1(t) ∣E1⟩ + c̃2(t) ∣E2⟩.
De acuerdo con (4.2.5), la representación de la ecuación de movimiento en la
base ∣E1⟩, ∣E2⟩ está dada por

ih̵
B

Bt
(c̃1(t)
c̃2(t)

) = ( 0 γei(ω−ω21)t

γe−i(ω−ω21)t 0
) (c̃1(t)

c̃2(t)
) , (4.2.7)

donde ω21 = (E2 −E1)/h̵.
4 Sakurai, 1994, pp. 320-324.
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El módulo al cuadrado de cada coe�ciente solución de (4.2.7) de�ne los pesos
de ∣E1⟩ y ∣E2⟩ en la superposición que de�ne el estado del sistema ∣φ(t)⟩I . Si el
estado inicial del sistema es justamente el correspondiente al nivel de energía
más bajo, esto es, si c̃1(o) = 1 y c̃2(o) = 0 (solamente el primer nivel se encuentra
poblado inicialmente), para t > 0 los pesos están dados por

∣c̃2(t)∣2 =
γ2/h̵2

γ2/h̵2 + (ω − ω21)2/4
sen2 (

√
γ2/h̵2 + (ω − ω21)2/4) t (4.2.8a)

∣c̃1(t)∣2 = 1 − ∣c̃2(t)∣2. (4.2.8b)

Se observa que la probabilidad de encontrar el sistema en el estado ∣E2⟩ oscila
con la frecuencia angular

Ω =
√
γ2/h̵2 + (ω − ω21)2/4 (4.2.9)

y que la amplitud de oscilación es máxima (igual a 1) cuando la frecuencia ω de
los términos no diagonales del potencial se acerca a la frecuencia característica
del sistema de dos niveles ω21 = (E2−E1)/h̵. Debido a esto, la condición ω ≅ ω21

es conocida como la condición de resonancia.

En la resonancia Ω = γ/h̵ y entonces, ∣c̃2(t)∣2 y ∣c̃1(t)∣2 oscilan entre cero y uno
a medida que transcurre el tiempo. Cuando t = t′ = πh̵/(2γ) se tiene ∣c̃2(t′)∣2 = 1
y ∣c̃1(t′)∣2 = 0, de manera que durante el intervalo ∆t = t′ − 0 = πh̵/(2γ) ocurre
con toda certeza una transición del estado inicial ∣E1⟩ al estado ∣E2⟩ (hay
un proceso de absorción). En el instante t′′ = πh̵/γ los pesos de los estados
son ∣c̃2(t′′)∣2 = 0 y ∣c̃1(t′′)∣2 = 1, entonces, entre los instantes t′ = πh̵/(2γ) y
t′′ = πh̵/γ ocurre con toda certeza una transición del estado ∣E2⟩ al ∣E1⟩ (en
este intervalo hay un proceso de emisión). Estos ciclos de absorción y emisión
se repiten inde�nidamente mientras no cese la interacción V̂ (t).
Fuera de la región de resonancia también se tienen ciclos de absorción y emisión
aunque con una probabilidad más baja debido a que los valores máximos de
∣c̃2(t)∣2 y ∣c̃1(t)∣2 son menores que 1. Las probabilidades de transición decrecen
a medida que ω se aleja del valor resonante ω21.

Lecturas Recomendadas
- Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, sección 5.5.

Ejercicios
1. Considere una partícula con un grado de libertad translacional en un

potencial V (x) = mω2x2/2. Si en t = 0 la partícula se prepara en un estado
coherente, ∣Ψ(o)⟩ = ∣z⟩, empleando la imagen de Heisenberg encuentre el
estado del sistema para t > 0. Determine la incertidumbre del operador
posición para t > 0 y compárela con la incertidumbre en t = 0. ¾Qué concluye?
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(Ayuda: tenga en cuenta que ∣z⟩ es un ket propio del operador de destrucción,
â ∣z⟩ = z ∣z⟩, y que el operador posición es función de los operadores creación
y destrucción).

2. Aplicar la imagen de interacción para estudiar la dinámica del sistema
descrito por Ĥ = Ĥo + V̂ , donde

Ho = (
E1 0
0 E2

), V = (0 γ
γ 0

),

y compararla con la dinámica del ejemplo desarrollado en el texto (ejercicio
4 de la sección 3.2).

4.3 Introducción a propagadores

Para una partícula con tres grados de libertad traslacionales (sin espín) en
presencia de un potencial V (r, t), ψ(r, t′) ∈ F(R3

x) es la función de onda
que representa su estado en el instante t′. Si el sistema es conservativo, el
estado de la partícula para t > t′ está de�nido por una superposición de estados
estacionarios

∣ψ(t)⟩ = Û(t, t′) ∣ψ(o)⟩ = ∑i
ci(o) e−

i
h̵Ei⋅(t−t′) ∣Ei⟩,

cuya representación en coordenadas es

ψ(r, t) = ∑i
ci(t′) e−

i
h̵Ei⋅(t−t′)φi(r),

donde {φi(r)} son los estados propios de energía para la partícula. La función
de onda en un instante t posterior a t′ calculada en el punto r′′ determina la
amplitud de densidad de probabilidad de localizar la partícula en dicho instante
y punto del espacio.

Empleando la relación de completez de la base de kets propios de posición, se
puede obtener una representación integral de la función de onda en términos
de los elementos matriciales del operador evolución según

ψ(r, t) = ⟨r∣Ψ(t)⟩ = ⟨r∣ Û(t, t′) ∣Ψ(t′)⟩ =
∞

∫
−∞

dr′ ⟨r∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ ⟨r′∣Ψ(t′)⟩,

ψ(r, t) =
∞

∫
−∞

dr′ Û(r, t; r′, t′)Ψ(r′, t′), (4.3.1)

donde
Û(r, t; r′, t′) = ⟨r∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ (4.3.2)

son los elementos matriciales del operador evolución.
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Calculando (4.3.1) en el punto r′′:

ψ(r′′, t) =
∞

∫
−∞

dr′U(r′′, t; r′, t′) ψ(r′, t′), (t > to), (4.3.3)

se puede determinar la amplitud de densidad de probabilidad de localizar la
partícula en el punto r′′ en el instante t a partir de la suma ponderada de las
amplitudes de probabilidad de localizarla en todos y cada uno de los puntos
r′ de R3

x en un instante previo t′. Los pesos están de�nidos por los elementos
matriciales U(r′′, t; r′, t′) para r′′, t �jos.

U(r′′, t; r′, t′) es denominado el propagador de la ecuación de Schrödinger de
la partícula, o simplemente el propagador de la partícula. En esta presentación
de la dinámica de la partícula se puede considerar que la evolución temporal
está contenida en el propagador, cuya forma funcional explícita depende del
potencial en que se encuentre la partícula.

Para de�nir la evolución del sistema hacia el futuro, t > t′, el propagador se
suele de�nir según

K(r′′, t; r′, t′) = ⟨r′′∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ θ(t − t′), (4.3.4)

donde θ(t − t′) es la función paso cuya de�nición es

θ(t − t′) = {1 (t − t′) ≥ 0
0 (t − t′) < 0

Bt θ(t − t′) = δ(t − t′). (4.3.5)

La interpretación de la ecuación (4.3.3) en la mecánica cuántica no relativista
proviene de una interpretación similar de las funciones de Green empleadas en
electrodinámica en el principio de Huygens. Este principio postula que cada
punto de un frente de ondas actúa como una fuente puntual que emite una
onda esférica, la cual viaja con velocidad c. El campo en un punto dado del
espacio en un tiempo posterior es la suma de los campos de cada una de estas
fuentes puntuales. La envolvente de todas las ondas de�ne el siguiente frente
de onda.1

Para dar una interpretación física al propagador cuántico se recurre a la
interpretación de ∣r′⟩ como el ket que representa el estado de una partícula
perfectamente localizada en r = r′ en un instante t′. Se supone que el estado de
la partícula en t′ está de�nido por el ket ∣χ(t′)⟩ = ∣r′⟩ de manera que el estado
de la partícula en un instante t > t′ está dado por

∣χ(t)⟩ = Û(t, t′) ∣r′⟩,

con lo cual la amplitud de la probabilidad de tener perfectamente localizada la
partícula en el punto r′′ en el instante t > t′ es

⟨r′′∣χ(t)⟩ = ⟨r′′∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ ,
1 Morse y Feshbach, 1953, secciones 7-2 y 7-3.
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o lo que es lo mismo,

χ(r′′, t) =K(r′′, t; r′, t′) = ⟨r′′∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ θ(t − t′). (4.3.6)

Por esta razón (4.3.4) se denomina el propagador de la partícula.

El propagador es justamente la función de Green para la ecuación de
Schrödinger de la partícula:

{ih̵ Bt − Ĥ}K(r′′, t; r′, t′) = ih̵ δ(r′′ − r′) δ(t − t′), (4.3.7)

donde Ĥ = − h̵2

2m
B2
r′′ + V (r′′).

Para demostrarlo, se expresa el operador evolución en la base de kets propios
del operador hamiltoniano

Û(t, t′) = ∑i
e−

i
h̵Ei⋅(t−t′) ∣Ei⟩ ⟨Ei∣

y se calcula su elemento matricial genérico en representación de coordenadas

⟨r′′∣ Û(t, t′) ∣r′⟩ = ∑i
φi(r′′)φ∗i (r′) e−

i
h̵Ei⋅(t−t′), (4.3.8)

donde φi(r) = ⟨r∣Ei⟩. Reemplazando en (4.3.4) se obtiene la siguiente expresión
para el propagador

K(r′′, t; r′, t′) = ∑i
φi(r′′)φ∗i (r′) e−

i
h̵Ei⋅(t−t′) θ(t − t′),

la cual satisface (4.3.7).

Reemplazando (4.3.8) en (4.3.3) para todo valor de r′′, se obtiene la función
de onda

ψ(r, t) =
∞

∫
−∞

dr′∑i
φi(r)φ∗i (r′) e−

i
h̵Ei⋅(t−t′) ψ(r′, t′), (t ≥ t′), (4.3.9)

la cual de�ne el estado de la partícula en instantes de tiempo mayores o iguales
que t′ si se conoce su estado en t′.

Otra interpretación que se puede dar al propagador es la de una amplitud de
transición. La amplitud de densidad de probabilidad de que la partícula se
encuentre perfectamente localizada en r′′ en el instante t” > t′, si en t = t′
se encontraba en el estado ∣r′⟩, viene dada por la amplitud de transición del
estado ∣r′⟩ al estado ∣r′′⟩

At′′ = ⟨r′′∣χ(t′′)⟩ = ⟨r′′∣ Û(t′′, t′) ∣r′⟩, t′′ ≥ t′,

comparando con (4.3.4) se ve que es precisamente el propagador de la partícula.
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Empleando la imagen de Heisenberg, en la cual los estados de la base
evolucionan de acuerdo con (4.1.24), la anterior amplitud de transición se puede
expresar

At′′ = t′′ ⟨r′′∣χ(t′)⟩ = t′′⟨r′′∣r′⟩t′ , para r′′ �jo

Notando ∣r⟩t = ∣r, t⟩, el propagador queda de�nido por

K(r′′, t′′;r′, t′) = θ(t′′ − t′) ⟨r′′, t′′∣r′, t′⟩, (4.3.10)

que es la amplitud de densidad de probabilidad de que la partícula se encuentre
en el punto (r′′, t′′) del espacio tiempo euclidiano si ella se encontraba en el
punto (r′, t′).

Una vez conocido el propagador de la partícula, la ecuación (4.3.4) en (4.3.3)
proporciona una representación integral del estado de la partícula, solución de
su ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo.

Ejercicio
1. Empleando (4.3.10), encuentre el propagador para una partícula libre y

para una partícula en un potencial de oscilador armónico. Con base en el
propagador determine la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente
del tiempo.



Capítulo 5

Teoría del momento angular

Introducción
En este capítulo se presenta la teoría del momento angular total de un sistema,
con base en la cual se puede iniciar el estudio de sistemas de una o más
partículas con espín y de momento angular orbital no nulo. La razón de
merecer un capítulo aparte radica en la diferencia de la descripción cuántica con
respecto a la clásica. Mientras que clásicamente es posible preparar un sistema
en un estado para el cual los valores correspondientes a las tres componentes
cartesianas del momento angular están perfectamente de�nidos, en un sistema
cuántico esto no es posible debido a que los observables correspondientes son
mutuamente incompatibles. Además, es necesario de�nir el conjunto completo
de observables compatibles de momento angular de un sistema, requerido para
la determinación de los estados propios de momento angular.

Se inicia el capítulo con la de�nición de los operadores rotación en el espacio
euclidiano R3

x. Con base en sus propiedades de grupo, en la sección 5.1 se
determinan los conmutadores fundamentales para las componentes cartesianas
del momento angular total de un sistema. A manera de ejemplo, en la sección
5.2 se obtiene la representación del grupo de rotaciones mediante matrices
complejas de dimensión 2 para un sistema de espín 1/2.

En la sección 5.3 se soluciona el problema de valores propios para el momento
angular total de un sistema empleando el método de los operadores escalera.
El problema de valores propios del momento angular orbital de una partícula
en representación de coordenadas se estudia en la sección 5.4. Finalmente, la
sección 5.5 se dedica a la determinación de la matriz de transformación entre
dos bases de momento angular de�nidas por los kets propios simultáneos de
dos diferentes CCOC. Los elementos matriciales de la transformación de�nen
los coe�cientes de Clebsch-Gordan y, a su vez, los coe�cientes no nulos de�nen
las reglas de adición de momento angular.

295
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5.1 Rotaciones en mecánica cuántica

Relaciones de conmutación fundamentales para el momento angular

Rotaciones

Así como las translaciones en el espacio euclidiano R3
x son generadas por las

componentes cartesianas del operador momentum p̂, las rotaciones en R3
x son

generadas por la componente del momento angular total en la dirección del eje
de giro.

El operador momento angular total de un sistema se acostumbra notar con
la letra Ĵ . En términos de los operadores que representan sus componentes
cartesianas, se puede expresar

Ĵ = Ĵ1 e1 + Ĵ2 e2 + Ĵ3 e3, Ĵ
� = Ĵ ,

donde ei es el vector unitario en la dirección del i-ésimo eje cartesiano de R3
x.

El operador que corresponde a la proyección del momento angular total en la
dirección del vector unitario n⃗ ∈ R3

x es Ĵn = Ĵ ⋅ n⃗. Si n⃗ forma un ángulo β
con el eje z y su proyección sobre el plano (x, y) forma un ángulo α con el
eje x, entonces el vector unitario se puede expresar n⃗ = n1e1 + n2e2 + n3e3 =
senβ cosαe1 + senβ senαe2 + cosβ e3, con lo cual Ĵn en términos de los
operadores Ĵi es igual a

Ĵn = Ĵ1 senβ cosα + Ĵ2 senβ senα + Ĵ3 cosβ.

En mecánica clásica la rotación en un ángulo ϕ alrededor de un eje de giro en
la dirección del vector unitario n⃗ es generada por la variable canónicamente
conjugada a ϕ, la cual es igual a la componente del momento angular en la
dirección del eje de giro. La transformación queda representada por una matriz
ortogonal 3 × 3 que se notará An(ϕ) y se denominará la matriz clásica de
rotación. Por ejemplo, la matriz clásica que representa la rotación en un ángulo
ϕ alrededor del eje z es

Az(ϕ) =
⎛
⎜
⎝

cosϕ − senϕ 0
senϕ cosϕ 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
.

El operador que representa la rotación en un ángulo ϕ alrededor de un eje en la
dirección del vector unitario n⃗ se notará R̂n(ϕ) y se supone que el conjunto de
operadores {R̂n(ϕ)}, para cualquier valor del parámetro continuo ϕ y dirección
del eje de giro n⃗, satisface las mismas propiedades del grupo de matrices clásicas
{An(ϕ)}. Estas propiedades son:

1. Está de�nido el producto de dos elementos del conjunto {R̂n(ϕ)}, propiedad
denominada relación de clausura:

R̂n1(ϕ1) R̂n2(ϕ2) = R̂n3(ϕ3). (5.1.1a)
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2. El producto es asociativo

{R̂n1(ϕ1) R̂n2(ϕ2)} R̂n3(ϕ3) = R̂n1(ϕ1) {R̂n2(ϕ2) R̂n3(ϕ3)}. (5.1.1b)

3. Existe el elemento neutro de�nido por el operador identidad

R̂n(ϕ) ∣ϕ=0 = 1̂. (5.1.1c)

4. Existe el recíproco o inverso de cada elemento del grupo1

R̂−1n (ϕ) = R̂�
n(ϕ) = R̂n(−ϕ), (5.1.1d)

donde se ha supuesto que el operador es unitario. Al representar las
rotaciones mediante operadores unitarios se garantiza que la norma de
cualquier ket de estado queda invariante bajo la aplicación de cualquier
elemento del grupo. Como, en general, el producto de operadores es no
conmutativo, el grupo de rotaciones es no abeliano como el correspondiente
grupo de matrices clásicas.

Se puede demostrar por cálculo directo que si la rotación in�nitesimal alrededor
de un eje en la dirección del vector unitario n⃗ se de�ne a través del operador
unitario

R̂n(ε) = 1̂ −
i

h̵
Ĵn ε, (5.1.2)

donde ε es el ángulo in�nitesimal de rotación, el conjunto {R̂n(ε)} satisface las
propiedades (5.1.1). El operador que representa una rotación �nita en un ángulo
ϕ se puede de�nir mediante el operador resultante de la aplicación sucesiva de
N rotaciones in�nitesimales cada una en un ángulo ϕ/N . En el límite N →∞,
se obtiene la expresión general

R̂n(ϕ) = e−
i
h̵
ĵnϕ (5.1.3)

Se observa que el generador de las rotaciones alrededor de un eje en la dirección
del vector unitario n⃗ es justamente el operador Ĵn, que describe la componente
del momento angular en la dirección del eje de giro.

Relaciones de conmutación para el momento angular

Siguiendo a Sakurai, se empleará la correspondencia entre las propiedades de
grupo de las matrices clásicas de rotación con la de los operadores cuánticos
para determinar las relaciones de conmutación de las componentes cartesianas
del momento angular.
1 Las matrices clásicas que representan las rotaciones en el espacio euclidiano tridi-

mensional son matrices ortogonales reales con determinante igual a +1, el grupo que
ellas constituyen se denomina SO(3). Por ser matrices ortogonales reales, la trans-
formación inversa queda directamente representada por la transpuesta de la matriz
correspondiente.
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Hasta segundo orden en ε, las matrices clásicas de rotación en un pequeño
ángulo ε alrededor de los ejes cartesianos x, y y z son

Ax(ε) =
⎛
⎜⎜
⎝

1 0 0

0 1 − ε2

2
−ε

0 ε 1 − ε2

2

⎞
⎟⎟
⎠
, Ay(ε) =

⎛
⎜⎜
⎝

1 − ε2

2
0 ε

0 1 0

−ε 0 1 − ε2

2

⎞
⎟⎟
⎠
,

Az(ε) =
⎛
⎜⎜
⎝

1 − ε2

2
−ε 0

ε 1 − ε2

2
0

0 0 1

⎞
⎟⎟
⎠
.

Es fácil demostrar que en la aproximación a primer orden en ε conmutan tanto
las matrices clásicas de rotación como los correspondiente operadores cuánticos
in�nitesimales. En la aproximación de segundo orden ya no conmutan y es esta
propiedad la que se requiere para determinar las relaciones de conmutación de
las componentes cartesianas del momento angular total de un sistema.

Calculando el siguiente producto de matrices clásicas hasta segundo orden en
ε, se obtiene

Ax(ε)Ay(ε) −Ay(ε)Ax(ε) =Az(ε2) − 1,

donde Az(ε2) es la matriz Az(ε) reemplazando ε por ε2, la cual, conservando
términos hasta segundo orden en ε, es igual a

Az(ε2) =
⎛
⎜
⎝

1 −ε2 0
ε2 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
.

Aplicando la correspondencia entre los grupos clásico y cuántico, se obtiene

R̂x(ε)R̂y(ε) − R̂y(ε)R̂x(ε) = R̂z(ε2) − 1̂,

donde R̂z(ε2) es el operador (5.1.2) con n = z y reemplazando ε por ε2.

Conservando términos hasta de segundo orden en ε, de la de�nición (5.1.2)
para n igual a x o y se obtiene

− ε
2

h̵2
(Ĵx Ĵy − Ĵy Ĵx) = (1̂ −

i

h̵
Ĵzε

2) − 1̂,

entonces
[Ĵx, Ĵy] = i h̵Ĵz.

Mediante un procedimiento similar, se obtienen las relaciones de conmutación
de las demás componentes cartesianas del momento angular. Empleando la
notación Ĵ1 = Ĵx, Ĵ2 = Ĵy, Ĵ3 = Ĵz, las relaciones de conmutación para
las componentes cartesianas del momento angular se resumen en la siguiente
ecuación

[Ĵi, Ĵj] = i h̵ εijk Ĵk, (5.1.4)
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donde εijk vale 1 si los índices están en orden cíclico,2 −1 si no lo están y es
nulo cuando cualquier par de índices coinciden.

En general, las componentes cartesianas de cualquier operador momento
angular (ya sea momento angular orbital, de espín o el momento angular total)
satisfacen las relaciones de conmutación (5.1.4). Como en su deducción solo se
tuvieron en cuenta las propiedades del grupo de rotaciones, se puede decir que
(5.1.4) resume las propiedades del grupo y de�ne el álgebra que satisfacen los
generadores del grupo de rotaciones.

La representación matricial de los operadores de rotación dependerá de la
dimensión de la base del espacio de kets del sistema bajo consideración. Una
representación matricial no trivial es posible solamente en espacios de kets cuya
dimensión sea mayor o igual a 2. La justi�cación de esta a�rmación se dará al
�nal de la sección 5.2.

Ejemplo

Para un sistema de espín 1/2, el operador que representa la rotación alrededor
del eje z en un ángulo �nito ϕ está dado por (5.1.3), con Ĵz = Ŝz,

R̂z(ϕ) = e−
i
h̵ Ŝz ϕ. (5.1.5)

Sea ∣Ψ⟩ un estado arbitrario de espín del sistema. El ket imagen bajo la
aplicación de (5.1.5) es

∣Ψ⟩R = R̂z(ϕ) ∣Ψ⟩ = e−
i
h̵ Ŝz ϕ ∣Ψ⟩ , (5.1.6)

de manera que el valor esperado del observable Ŝx cuando el sistema se
encuentra en el estado imagen ∣Ψ⟩R es

⟨Ψ∣ Ŝx ∣Ψ⟩R R = ⟨Ψ∣ {e
i
h̵ Ŝz ϕ Ŝx e

− i
h̵ Ŝz ϕ} ∣Ψ⟩ . (5.1.7)

Para calcular la transformación del operador Ŝx, indicada por el paréntesis en la
anterior ecuación, se expande en serie de potencias las funciones exponenciales.
Después de reagrupar los términos de igual potencia en ϕ, se obtiene

e
i
h̵ Ŝz ϕ Ŝx e

− i
h̵ Ŝz ϕ = Ŝx +

i

h̵
ϕ [ Ŝz, Ŝx ] + (

i

h̵
ϕ)

2 1

2!
[ Ŝz, [ Ŝz, Ŝx ]] + ...

Teniendo en cuenta las relaciones de conmutación (5.1.4) se encuentra

[Ŝz, Ŝx ] = i h̵ Ŝy,

[Ŝz, [ Ŝz, Ŝx]] = i h̵ [ Ŝz, Ŝy ] = i h̵ (−i h̵)Ŝx = h̵2 Ŝx,

[Ŝz, [Ŝz, [Ŝz, Ŝx]]] = h̵2 [Ŝz, Ŝx ] = i h̵3Ŝy

⋮ ⋮
2 El orden cíclico está de�nido por un sistema de ejes cartesiano de mano derecha. Esto

es: x, y, z o y, z, x o z, x, y están en orden cíclico. Cualquier otro ordenamiento es no
cíclico.
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⇒ e
i
h̵ Ŝz ϕ Ŝx e

− i
h̵ Ŝz ϕ = Ŝx (1 −

ϕ2

2!
+ ϕ

4

4!
−⋯) − Ŝy (ϕ −

ϕ3

3!
+ ϕ

5

5!
−⋯).

Los términos entre paréntesis al lado derecho de�nen las series pares e impares
de las funciones coseno y seno respectivamente. Entonces,

e
i
h̵ Ŝz ϕ Ŝx e

− i
h̵ Ŝz ϕ = Ŝx cosϕ − Ŝy senϕ.

Reemplazando esta expresión en (5.1.7), se encuentra la siguiente ecuación de
transformación para los valores esperados

⟨ Ŝx ⟩R = ⟨ Ŝx ⟩ cosϕ − ⟨ Ŝy ⟩ senϕ, (5.1.8a)

donde ⟨Ψ∣ Ŝx ∣Ψ⟩R R = ⟨ Ŝx⟩R.
Mediante un procedimiento similar, se obtienen las siguientes expresiones para
las otras dos componentes

⟨ Ŝy ⟩R = ⟨ Ŝx ⟩ senϕ + ⟨ Ŝy ⟩ cosϕ, (5.1.8b)

⟨ Ŝz ⟩R = ⟨ Ŝz ⟩ . (5.1.8c)

Comparando estas ecuaciones con las siguientes ecuaciones de transformación
para las componentes de un vector clásico bajo una rotación alrededor del eje
z

x′1 = x1 cosϕ − x2 senϕ

x′2 = x1 senϕ + x2 cosϕ

x′3 = x3,

se concluye que bajo una rotación el valor esperado de los operadores que
representan las componentes cartesianas del momento angular de espín se
comportan como las componentes de un vector clásico. Esto es,

⟨ Ŝi ⟩R = ∑
k

Aik ⟨ Ŝk ⟩ , (5.1.8d)

donde Aik son los elementos de la correspondiente matriz clásica de rotación.

De otra parte, para un estado arbitrario de espín representado en la base de
kets propios de Ŝz, ∣Ψ⟩ = C+ ∣Sz+⟩ +C− ∣Sz−⟩, se tiene

∣Ψ⟩R = e
− i

h̵ Ŝz ϕ ∣Ψ⟩ = C+ e−
i
h̵ Ŝz ϕ ∣Sz+⟩ +C− e−

i
h̵ Ŝz ϕ ∣Sz−⟩

⇒ ∣Ψ⟩R = C+ e
− i ϕ

2 ∣Sz+⟩ +C− e
i ϕ
2 ∣Sz−⟩ .
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Comparando con el estado original, se observa que el efecto de la rotación
es cambiar la fase relativa de los estados componentes, de manera que la
superposición que de�ne el estado imagen es, en general, diferente del estado
original.

El ket imagen es igual al ket original cada vez que ϕ es un múltiplo entero
de 4π, mientras que los valores esperados en (5.1.8) coinciden con los valores
originales cada vez que ϕ es un múltiplo entero de 2π. Por lo tanto, el período
para los kets de estado es el doble del período de los valores esperados cuánticos
o de las matrices de rotación clásicas.

En el ejemplo de precesión de espín para un sistema de espín 1/2 en presencia
de un campo magnético uniforme en la dirección z, se encontró que el operador
evolución es

Û(t, o) = e− i
h̵ Ŝzωt.

Comparándolo con la ecuación (5.1.5), se concluye que la evolución temporal
del estado de espín es el resultado de una rotación alrededor del eje z en un
ángulo ϕ = ωt, como ya se había observado del análisis de sus valores esperados.

Como en la deducción de (5.1.8d) solamente se emplearon las relaciones de
conmutación para las componentes cartesianas del momento angular de espín,
que son un caso particular de (5.1.4), el resultado es válido para cualquier
sistema con momento angular total Ĵ :

⟨ Ĵi ⟩R = ∑
k

Aik ⟨ Ĵk ⟩, (5.1.19)

de manera que los valores esperados de las componentes cartesianas del
momento angular total de un sistema se transforman como las componentes
de un vector de R3

x bajo la correspondiente rotación clásica.

Ejercicio
1. Empleando las relaciones de conmutación para las componentes cartesianas

de los operadores posición y momento angular, demuestre que las compo-
nentes cartesianas del operador momento angular orbital L̂x = ŷ p̂z − ẑ p̂y,
L̂y = ẑ p̂x − x̂ p̂z y L̂z = x̂ p̂y − ŷ p̂x satisfacen las relaciones de conmutación
(5.1.4).

5.2 Formalismo de Pauli. Representación
espinorial

El formalismo de Pauli surge de la representación matricial de los estados y
operadores de momento angular de espín en la base de estados propios del
operador Ŝz de un sistema de espín 1/2. En este formalismo, los estados de espín
quedan presentadas por vectores columna de dos componentes denominados
espinores y las componentes cartesianas del momento angular de espín quedan
representadas por matrices adimensionales 2×2 denominadasmatrices de Pauli.
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Base del espacio vectorial en el formalismo de Pauli

Los elementos de la base del espacio vectorial de un sistema de espín 1/2 son
denominados espinores base y notados {χ+, χ−}. Los espinores base quedan
de�nidos por la representación matricial de los kets propios de la componente
z de espín en su propia base

χ+ = (
1
0
) ∶= ∣Sz+⟩ , χ− = (

0
1
) ∶= ∣Sz−⟩ . (5.2.1)

En el formalismo de Pauli, un estado arbitrario de espín ∣Ψ⟩ = c+ ∣Sz+⟩+c− ∣Sz−⟩,
con c± = ⟨Sz ± ∣Ψ⟩, queda representado por el espinor

χ = (c+
c−
) = c+ χ+ + c− χ−. (5.2.2)

Los elementos de la base del espacio dual son

χ�
+ = (1 0) , χ�

− = (0 1) ,

y el dual del espinor (5.2.2) es

χ� = (c∗+ c∗−) = c∗+ χ�
+ + c∗− χ�

−.

El cuadrado de la norma de un espinor está dado por la relación usual

χ�χ = c∗+c+ + c∗−c− = ∣ c+ ∣
2 + ∣ c− ∣2.

Matrices de Pauli

De�niendo operadores adimensionales que caractericen las componentes carte-
sianas del momento angular de espín según

σ̂i =
2

h̵
Ŝi, (5.2.3)

su representación matricial en la base de kets propios de Ŝz de�ne las matrices
de Pauli σi. Explícitamente,

σ1 = σx = (
0 1
1 0

) , σ2 = σy = (
0 −i
i 0

) , σ3 = σz = (
1 0
0 −1). (5.2.4)

Álgebra de las matrices de Pauli

Las matrices de Pauli de�nen un álgebra no conmutativa sobre el campo de los
complejos, caracterizada por las siguientes propiedades
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a. σi2 = 1 ⇔ σ̂2
i = 1̂

b. 1
2
(σiσj + σjσi) = δij1 ⇔ 1

2
{σ̂i, σ̂j} = δij 1̂

c. 1
2
(σiσj − σjσi) = i εijk σk ⇔ 1

2
[σ̂i, σ̂j] = i εijk σ̂k

d. det σi = −1 ⇔ det σ̂i = −1

e. traza σi = 0 ⇔ traza σ̂i = 0

El valor esperado de los observables σ̂i cuando el sistema se encuentra en un
estado arbitrario de espín es

⟨σ̂i⟩ = χ� σi χ ⇔ 2

h̵
⟨Ŝi⟩ = ⟨Ψ∣ σ̂i ∣Ψ⟩.

Con los elementos del álgebra de Pauli se puede de�nir un álgebra no
conmutativa en la cual el anticonmutador de�ne un producto interior o
producto conmutativo de los elementos del grupo y el conmutador un producto
exterior o producto no conmutativo, de tal forma que el producto de dos
elementos del álgebra se puede expresar

σiσj =
1

2
(σiσj + σjσi) +

1

2
(σiσj − σjσi)

⇔ σ̂iσ̂j =
1

2
{σ̂i, σ̂j} +

1

2
[σ̂i, σ̂j] .

Este producto, denominado producto geométrico, es la base de la de�nición del
álgebra geométrica o álgebra de Cli�ord, que debe su nombre a Hestenes, quien
retomó el álgebra de Cli�ord como un lenguaje común para matemáticos y
físicos, que tiene la ventaja de poner de mani�esto las propiedades geométricas
contenidas en los formalismos de la física.

Esta álgebra geométrica3 se puede construir con los elementos de un espacio
vectorial lineal. En este sentido, el álgebra de las matrices de Pauli se puede
considerar como una representación matricial del álgebra geométrica generada
por los elementos de una base ortonormal del espacio euclidiano tridimensional.

Puesto que la propiedad b. de las matrices de Pauli de�ne los elementos del
tensor métrico del espacio R3, el álgebra de Pauli fue denominada por Hestenes
como el álgebra geométrica del espacio euclidiano R3. Otro ejemplo de álgebra
geométrica en física es la de las matrices de Dirac de la mecánica cuántica
relativista, la cual se puede considerar como una representación del álgebra
geométrica generada por los elementos del espacio tiempo plano.

3 Una introducción a estas álgebras se puede consultar en Spinel M. C. (1990). Álgebras
de Cli�ord, Momento, (2), pp. 22-30.; Spinel M. C. (1990). Álgebra de Cli�ord del
espacio-tiempo. Momento, (3), pp. 25-34.
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Rotaciones en el formalismo de Pauli

Para un sistema de espín 1/2, el operador de rotación en un ángulo �nito ϕ
alrededor del eje en la dirección del vector unitario n⃗ de R3

x está dado por

R̂n(ϕ) = e−
i
h̵ Ŝn ϕ = e− i σ̂n ϕ/2, (5.2.5)

donde σ̂n = σ̂ ⋅ n⃗ = σ̂xnx + σ̂yny + σ̂znz. Su representación matricial es

σn = σxnx + σyny + σznz = (
nz nx − i ny

nx + i ny −nz
). (5.2.6)

Con esta expresión se puede demostrar que

(σ̂ ⋅ n⃗)2 = n⃗ ⋅ n⃗ 1̂ = 1̂

y, en consecuencia,

(σ̂n)m = (σ̂ ⋅ n⃗)m = {
1̂ para m par
σ̂n para m impar

. (5.2.7)

Expandiendo en series de potencias la función exponencial en (5.2.5) y
aplicando (5.2.7), se obtiene

R̂n(ϕ) = e− i σ̂n ϕ/2 = 1̂ cos(ϕ/2) − i σ̂n sen(ϕ/2),

de manera que el operador rotación queda representado por la matriz

Rn(ϕ) = (
cos(ϕ/2) − i nz sen(ϕ/2) −(ny + i nx) sen(ϕ/2)
(ny − i nx) sen(ϕ/2) cos(ϕ/2) + i nz sen(ϕ/2)) , (5.2.8)

la cual se puede expresar

U = ( a −b
b∗ a∗

) , (5.2.9)

donde a = cos(ϕ/2) − i nz sen(ϕ/2) y b = (ny + i nx) sen(ϕ/2). Se observa
que los elementos matriciales satisfacen ∣a ∣2 + ∣ b ∣2 = 1, denominada condición
unimodular.

Al grupo de matrices (5.2.9) que representa el grupo de rotaciones en R3
x

se le denomina grupo unitario especial SU(2). La letra S proviene de la
palabra special en inglés e indica que los elementos matriciales satisfacen
la condición unimodular. Cuando esta última condición no se satisface, se
denomina simplemente grupo unitario U(2).
En mecánica clásica se estudia la representación de las rotaciones mediante
matrices reales 3 × 3, de determinante igual a uno, las cuales de�nen
el denominado grupo SO(3). Recordando a Goldstein,4 este es un grupo

4 Goldstein, 1987, ecuación (4.105).
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caracterizado por tres parámetros reales que pueden ser los ángulos de Euler.
De (5.2.9) y la condición unimodular, se observa que las rotaciones siguen
caracterizadas por tres parámetros reales, ya que la matriz se puede expresar
en términos de dos números complejos a y b y, por tanto, se tienen cuatro
parámetros reales independientes, de�nidos por sus partes reales e imaginarias,
los cuales se reducen a tres cuando se satisface la condición unimodular. Es
entonces intuitivamente claro el por qué una representación no trivial del grupo
de rotaciones no pueda tener una dimensión menor que dos.

5.3 Problema de valores propios para el momento
angular

5.3.1 Relaciones de conmutación

El operador que representa el cuadrado de la magnitud del momento angular
total de un sistema es

Ĵ2 = Ĵ ⋅ Ĵ = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3 . (5.3.1)

El conmutador de Ĵ2 con cualquiera de sus componentes cartesianas Ĵi se puede
expresar

[Ĵi, Ĵ2] =
3

∑
j=1
[Ĵi, Ĵ2

j ].

Aplicando la ecuación (5.1.4), un elemento de la suma es igual a

[Ĵi, Ĵ2
j ] = [Ĵi, Ĵj] Ĵj + Ĵj [Ĵi, Ĵj] = i h̵ εijk ĴkĴj + i h̵ εijk Ĵj Ĵk = i h̵ εijk {Ĵk, Ĵj}

⇒ [Ĵi, Ĵ2] = i h̵ εi1k {Ĵk, Ĵ1} + i h̵ εi2k {Ĵk, Ĵ2} + i h̵ εi3k {Ĵk, Ĵ3} ,

donde {Ĵk, Ĵj} es el anticonmutador de los operadores Ĵk y Ĵj . Considerando
i = 1 y los posibles valores de k, se obtiene

[Ĵ1, Ĵ2] = i h̵ ε123 {Ĵ3, Ĵ2} + i h̵ ε132 {Ĵ2, Ĵ3} = 0̂,

Para i = 2 e i = 3 se obtiene el mismo resultado, de manera que Ĵ2 conmuta
con cualquiera de las componentes Ĵi. Esto es,

[Ĵ2, Ĵi] = [Ĵi, Ĵ2] = 0̂, i, j = 1,2,3, (5.3.2)

que junto con (5.1.4), [Ĵi, Ĵj] = i h̵ εijk Ĵk, de�nen las relaciones básicas de
conmutación de momento angular.

Estas relaciones de conmutación muestran que las componentes cartesianas de
momento angular son incompatibles, mientras que Ĵ2 y una cualquiera de sus
componentes son compatibles. Esto implica que no es posible tener estados de
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momento angular que sean estados propios simultáneos de las tres componentes
cartesianas, pero sí es posible determinar un conjunto de estados propios
simultáneos para los observables Ĵ2 y una cualquiera de las componentes ĵi.

Clásicamente, un sistema se puede preparar en un estado de momento angular
representado por un vector con magnitud y orientación perfectamente de�nidas,
mientras que cuánticamente solo es posible prepararlo en un estado propio
simultáneo de Ĵ2 y ĵz, para el cual están perfectamente de�nidos los valores
de la magnitud y de una de sus componentes cartesianas. En otras palabras,
al momento angular de un sistema cuántico no se le puede asociar una única
orientación en R3

x.

Se acostumbra elegir como observables compatibles a Ĵ2 y Ĵ3 = Ĵz. Estos
dos operadores de�nen un CCOC de momento angular para el sistema y sus
kets propios simultáneos de�nen estados para los cuales el valor del cuadrado
de la magnitud y la componente z de momento angular están perfectamente
de�nidos.

5.3.2 Valores propios de momento angular

Solucionar el problema de valores propios del momento angular de un sistema
consiste en determinar los conjuntos de valores y kets propios simultáneos de
los observables compatibles Ĵ2 y Ĵz. Notando ∣a, b⟩ el ket propio simultáneo
correspondiente al valor propio a de Ĵ2 y b de Ĵz, las ecuaciones de valores
propios se pueden expresar

Ĵ2 ∣a, b⟩ = a ∣a, b⟩ , (5.3.3a)

Ĵz ∣a, b⟩ = b ∣a, b⟩ , (5.3.3b)

donde, en general, los valores propios a y b son degenerados debido a que
ninguno de los dos observables de�ne un CCOC de momento angular por sí
solo.

Para solucionar las ecuaciones de valores propios en el espacio de kets de�nido
por los dos observables se emplea el método de los operadores escalera de
momento angular, de�nidos por

Ĵ± = Ĵx ± i Ĵy. (5.3.4)

Aplicando las ecuaciones (5.1.4) y (5.3.2) se demuestran las siguientes relaciones
de conmutación

[Ĵ+, Ĵ−] = 2 h̵ Ĵz, [Ĵz, Ĵ±] = ±h̵ Ĵ±,

[Ĵ2, Ĵ±] = [Ĵ2, Ĵx] ± i [Ĵ2, Ĵy] = 0̂.
(5.3.5)

El efecto de Ĵ± sobre un ket propio de Ĵ2 se analiza aplicando el operador Ĵ2

al ket Ĵ± ∣a, b⟩. Como [Ĵ2, Ĵ±] = 0̂, se obtiene
Ĵ2 {Ĵ± ∣a, b⟩} = Ĵ± Ĵ2 ∣a, b⟩ = a {Ĵ± ∣a, b⟩} , (5.3.6a)
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de manera que tanto ∣a, b⟩ como Ĵ± ∣a, b⟩ son kets propios de Ĵ2 correspondientes
al mismo valor propio a y, en consecuencia, deben pertenecer al mismo
subespacio Ea, asociado al valor propio a. Esto muestra que los operadores
Ĵ± dejan invariantes cada uno de los subespacios Ea. Si a corresponde a un
valor propio no degenerado, el subespacio es unidimensional y los dos kets son
linealmente dependientes.

Entonces, se puede restringir el espacio a cada subespacio Ea para analizar
el efecto de los operadores escalera sobre los estados propios de Ĵz. Como
{Ĵ2, Ĵz} de�ne un CCOC, el espectro de Ĵz restringido a cada subespacio Ea

es no degenerado y la base de cada subespacio está de�nida por el conjunto de
kets propios {∣a, b⟩} linealmente independientes correspondientes a cada valor
propio a.

Aplicando el conmutador [Ĵz, Ĵ±] = ±h̵ Ĵ± y la ecuación (5.3.3b), el efecto de
Ĵ± sobre los kets propios de Ĵz se obtiene de

Ĵz {Ĵ± ∣a, b⟩} = Ĵ±Ĵz ∣a, b⟩ ± h̵ Ĵ± ∣a, b⟩ ,

Ĵz {Ĵ± ∣a, b⟩} = (b ± h̵) {Ĵ± ∣a, b⟩} , (5.3.6b)

de aquí se concluye que si ∣a, b⟩ es ket propio de Ĵz correspondiente al valor
propio b, Ĵ± ∣a, b⟩ también es ket propio pero correspondiente al valor propio
(b ± h̵). Esto es, Ĵ± eleva o reduce los valores propios de Ĵz en la unidad
fundamental de momento angular h̵.

Dado que el espectro de Ĵz restringido a cada subespacio Ea es no degenerado
y que ∣a, b ± h̵⟩ y Ĵ± ∣a, b⟩ son kets propios de Ĵz correspondientes al mismo valor
propio (b ± h̵), estos dos kets son linealmente dependientes:

Ĵ± ∣a, b⟩ = c± ∣a, b ± h̵⟩ en Ea. (5.3.7)

Espectro de Ĵ2 y Ĵz

Con (5.3.1) y la de�nición de los operadores escalera (5.3.4), se demuestra que

Ĵ2 − Ĵ2
z = Ĵ2

x + Ĵ2
y =

1

2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) .

Como Ĵ�
± = Ĵ∓, entonces Ĵ2 − Ĵ2

z = 1
2
(Ĵ+ĵ�+ + ĵ�+Ĵ+), y su valor esperado para un

estado propio simultáneo se puede escribir

⟨a, b∣ (Ĵ2 − Ĵ2
z ) ∣a, b⟩ =

1

2
{⟨a, b∣ Ĵ+ĵ�+ ∣a, b⟩ + ⟨a, b∣ ĵ�+Ĵ+ ∣a, b⟩} .

Como el lado derecho es igual a la suma del cuadrado de la norma de los
kets ĵ�+ ∣a, b⟩ y Ĵ+ ∣a, b⟩, la cual es mayor o igual a cero, se obtiene la siguiente
desigualdad

⟨a, b∣ (Ĵ2 − Ĵ2
z ) ∣a, b⟩ ≥ 0.
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Aplicando las ecuaciones de valores propios (5.3.3) y teniendo en cuenta que
∣a, b⟩ es un estado y, por tanto, su norma es no nula, se obtiene

a − b2 ≥ 0 ⇒ a ≥ b2. (5.3.8)

Este resultado implica que los valores propios del operador Ĵz restringido a
cada subespacio Ea tienen una cota superior y una inferior

bmín ≤ b ≤ bmáx, (5.3.9)

de manera que los operadores escalera Ĵ± no podrán elevar o reducir los valores
propios de Ĵz inde�nidamente, por lo cual

Ĵ+ ∣a, bmáx⟩ = ∣○⟩ , Ĵ− ∣a, bmín⟩ = ∣○⟩ , (5.3.10)

donde ∣○⟩ nota el ket nulo.

Para calcular bmáx en términos de a se aplica Ĵ− a ambos lados de la primera
de las ecuaciones (5.3.10) y se recurre a la igualdad Ĵ2− Ĵ2

z − h̵ Ĵz = Ĵ− Ĵ+ , para
obtener

Ĵ−Ĵ+ ∣a, bmáx⟩ = (Ĵ2 − Ĵ2
z − h̵ Ĵz) ∣a, bmáx⟩ = ∣○⟩ .

Teniendo en cuenta las ecuaciones de valores propios (5.3.3), se obtiene

(a − b2máx − h̵ bmáx) ∣a, bmáx⟩ = ∣○⟩ .

Como ∣a, bmáx⟩ es un ket de estado y, por tanto, diferente del ket nulo, la
anterior ecuación se satisface solamente si

a = bmáx(bmáx + h̵). (5.3.11a)

Similarmente, aplicando Ĵ+ a la segunda ecuación en (5.3.10) y teniendo en
cuenta la igualdad Ĵ2 − Ĵ2

z + h̵ Ĵz = Ĵ+ Ĵ−, se obtiene

a = bmín(bmín − h̵). (5.3.11b)

De las dos últimas ecuaciones se concluye

bmáx(bmáx + h̵) = bmín(bmín − h̵). (5.3.11c)

Si bmáx = bmín, la única solución posible es bmáx = bmín = 0. Si se supone
que bmáx es negativo, se puede expresar bmáx = −∣bmáx∣ y (5.3.11c) se
reduce a ∣bmáx∣(∣bmáx∣ − h̵) = bmín(bmín − h̵), cuyas soluciones conducen a las
contradicciones bmín = ∣bmáx∣ o bmín = h̵ − ∣bmáx∣ = h̵ + bmáx. Entonces, la
suposición es falsa y bmáx debe ser positivo. Para bmáx positivo, la solución
de (5.3.11c) es

bmín = −bmáx, (5.3.11d)
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de manera que (5.3.9) se reduce a

− bmáx ≤ b ≤ bmáx, bmáx ≥ 0. (5.3.12)

De otra parte, aplicando sucesivamente Ĵ+ al estado ∣a, bmín⟩ hasta obtener el
estado ∣a, bmáx⟩:

ĴN
+ ∣a, bmín⟩ =D ∣a, bmáx⟩ ,

y teniendo en cuenta que ĴN
+ ∣a, bmín⟩ = C ∣a, bmín +Nh̵⟩, se obtiene

∣a, bmín +Nh̵⟩ =D′ ∣a, bmáx⟩ ,

donde N es número entero positivo.

La aplicación de Ĵz a ambos lados de la anterior igualdad conduce a

(bmín +Nh̵) ∣a, bmín +Nh̵⟩ = bmáxD
′ ∣a, bmáx⟩ = bmáx ∣a, bmín +Nh̵⟩

⇒ bmín +Nh̵ = bmáx.

Como bmáx = −bmín ⇒ bmáx = Nh̵/2, las ecuaciones (5.3.12) y (5.3.11a) se
pueden expresar

− h̵N
2
≤ b ≤ h̵N

2
, (5.3.13)

a = h̵N
2
(h̵N

2
+ h̵) = h̵2N

2
(N
2
+ 1).

Caracterizando los valores propios de Ĵ2 con el número entero o semientero
positivo j = N/2, denominado número cuántico de momento angular, se obtiene
la siguiente expresión para los valores propios

a = h̵2j(j + 1). (5.3.14)

Con este resultado, la ecuación (5.3.13) se puede escribir −h̵j ≤ b ≤ h̵j. Entonces,
si los valores propios de Ĵz se caracterizan con el número m, denominado
número cuántico azimutal, mediante la relación

b = h̵m, (5.3.15a)

la ecuación −h̵j ≤ b ≤ h̵j se reduce a la siguiente desigualdad para los números
cuánticos

− j ≤m ≤ j. (5.3.15b)

Esto es, en cada subespacio Ej , asociado al valor propio degenerado h̵2j(j+1),
el número cuántico azimutal queda acotado por el valor del número cuántico j
según (5.3.15b), de manera que los posibles valores de m son números enteros
o semienteros positivos y negativos.
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Resumiendo los resultados obtenidos, las ecuaciones de valores propios de Ĵ2 y
Ĵz se pueden expresar

Ĵ2 ∣j,m⟩ = h̵2j(j + 1) ∣j,m⟩ , (5.3.16)

con j = entero o semientero positivo, y

Ĵz ∣j,m⟩ = h̵m ∣j,m⟩ , (5.3.17)

con m entero o semientero, positivo o negativo, el cual debe satisfacer la
desigualdad −j ≤m ≤ j para un j dado.

Como para cada valor de j hay (2j + 1) valores de m diferentes (ejercicio 1)
a cada valor propio de Ĵ2 le corresponden los siguientes (2j + 1) kets propios
ortonormales

{∣j,−j⟩ , ∣j,−j + 1⟩ , ... ∣j, j − 1⟩ , ∣j, j⟩} ,

de manera que la degeneración de cada valor propio de Ĵ2, y por tanto la
dimensión de cada subespacio Ej , es igual a (2j + 1).

Representación matricial de los operadores de momento angular

Consideremos como base del espacio de kets de momento angular el conjunto de
kets propios simultáneos ortonormales {∣j,m⟩} cuyas relaciones de completez y
ortonormalidad son

1̂ = ∑j,m
∣j,m⟩ ⟨j,m∣ , ⟨j,m∣j′,m′⟩ = δj j′ δmm′ .

Por ser la base de kets propios simultáneos de los operadores Ĵ2 y Ĵz, las
matrices que representan estos operadores son diagonales. Explícitamente, sus
elementos matriciales son

⟨j,m∣ Ĵ2 ∣j′,m′⟩ = h̵2j(j + 1) δj j′ δmm′ , (5.3.18a)

⟨j,m∣ Ĵz ∣j′,m′⟩ = h̵m δj j′ δmm′ . (5.3.18b)

Para hallar la representación matricial de Ĵ±, se determina primero la constante
de multiplicidad entre el ket Ĵ± ∣j,m⟩ y el ket ∣j,m ± 1⟩ en cada subespacio
Ej . Reescribiendo la ecuación (5.3.7) en términos de los números cuánticos de
momento angular

Ĵ± ∣j,m⟩ = c±j,m ∣j,m ± 1⟩,

la norma al cuadrado de Ĵ+ ∣j,m⟩ es igual a

⟨j,m∣ Ĵ�
+Ĵ+ ∣j,m⟩ = ∣ c+j,m∣

2 ⟨j,m + 1∣j,m + 1⟩ = ∣ c+j,m∣
2
.
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Reemplazando la igualdad Ĵ�
+ Ĵ+ = Ĵ− Ĵ+ =Ĵ2 − Ĵ2

z − h̵ Ĵz y aplicando (5.3.18),
salvo un factor de fase arbitrario, se obtiene

c+j,m = h̵
√
j(j + 1) −m(m + 1).

Mediante un procedimiento similar se encuentra que el coe�ciente c−j,m es

c−j,m = h̵
√
j(j + 1) −m(m − 1).

Los últimos resultados se pueden resumir en la siguiente expresión:

Ĵ± ∣j,m⟩ = h̵
√
j(j + 1) −m(m ± 1) ∣j,m ± 1⟩ , (5.3.19)

a partir de la cual se obtienen los siguientes elementos matriciales para los
operadores escalera

⟨j,m∣ Ĵ± ∣j′,m′⟩ = h̵
√
j(j + 1) −m(m ± 1) δj j′ δmm′±1. (5.3.20a)

La representación matricial de los operadores Ĵ± restringidos a cada subespacio
Ej se obtiene de la anterior ecuación cuando j = j′. Esto es,

⟨j,m∣ Ĵ± ∣j,m′⟩ = h̵
√
j(j + 1) −m(m ± 1) δmm′±1 en Ej . (5.3.20b)

El término δmm′±1 indica que todos los elementos matriciales (j±)mm′ serán
nulos exceptuando la primera diagonal superior para Ĵ− y la primera diagonal
inferior para Ĵ+. Con base en (5.3.20), se puede obtener de manera sencilla las
representaciones matriciales de Ĵx y Ĵy. En efecto, como Ĵ± = Ĵx ± i Ĵy, los
operadores Ĵx y Ĵy se pueden expresar

Ĵx = (1/2 )(Ĵ+ + Ĵ−), Ĵy = (i/2 )(Ĵ− − Ĵ+),

y sus elementos matriciales serán proporcionales a la suma y diferencia de los
elementos matriciales de los operadores escalera (ejercicio 3).

5.3.3 Representación irreducible del grupo de rotaciones

De acuerdo con (5.1.3), para un sistema con momento angular total Ĵ , el
operador

R̂n(ϕ) = e−
i
h̵
Ĵnϕ,

caracteriza la rotación en R3
x de todo el sistema en un ángulo ϕ alrededor de

un eje cuya dirección está de�nida por el vector unitario n⃗. Al variar n⃗ y ϕ,
se generan todos los elementos del grupo continuo e in�nito de rotaciones. Sea
∣j,m⟩R la imagen del ket propio ∣j,m⟩ bajo la rotación

∣j,m⟩R = R̂n(ϕ) ∣j,m⟩ .
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Teniendo en cuenta que el operador Ĵ2 conmuta con las tres componentes
cartesianas de Ĵ , se obtienen los siguientes conmutadores:

[Ĵ2, Ĵn] = 0̂, ⇒ [Ĵ2, f(Ĵn)] = 0̂,

de manera que Ĵ2 conmuta con el operador de rotación

[Ĵ2, R̂n(ϕ)] = 0̂, ⇒ Ĵ2R̂n(ϕ) = R̂n(ϕ) Ĵ2

y su efecto sobre los estados propios de Ĵ2 es

Ĵ2∣j,m⟩R = Ĵ
2 R̂n(ϕ) ∣j,m⟩ = R̂n(ϕ) Ĵ2 ∣j,m⟩

= h̵2j(j + 1)R̂n(ϕ) ∣j,m⟩ = h̵2j(j + 1) ∣j,m⟩R

⇒ Ĵ2∣j,m⟩R = h̵
2j(j + 1) ∣j,m⟩R, (5.3.21)

indicando que ∣j,m⟩ y ∣j,m⟩R son kets propios correspondientes al mismo valor
propio de Ĵ2 y, por tanto, pertenecen al mismo subespacio Ej . Como lo anterior
es válido para cualquier elemento del grupo de rotaciones, se concluye que cada
subespacio Ej es invariante bajo el grupo de rotaciones. Otra forma de ver la
invariancia es considerando que la aplicación de cualquier elemento del grupo
de rotaciones sobre todos y cada uno de los elementos de un subespacio Ej

da como resultado el mismo subespacio. Esto, a su vez, implica que cualquier
elemento del grupo queda bien de�nido en uno de tales subespacios.

De acuerdo con (5.3.21), ⟨j,m∣ R̂n(ϕ) ∣j′,m′⟩ = ⟨j,m∣j′,m′⟩R será nulo para
j ≠ j′, ya que en este caso ∣j′,m′⟩R y ∣j,m⟩ son estados propios de un
operador hermítico asociados a valores propios distintos y, por tanto, son
ortogonales. Esto implica que los elementos matriciales de un operador de
rotación podrán ser diferentes de cero solamente cuando j = j′, es decir,
cuando el bra y el ket correspondan al mismo valor propio de Ĵ2. Entonces,
⟨j,m∣ R̂n(ϕ) ∣j′,m′⟩ = ⟨j,m∣ R̂n(ϕ) ∣j,m′⟩ δjj′ . De ahí se concluye que para
determinar la representación matricial de los elementos del grupo de rotaciones
basta determinar la representación matricial de los operadores restringidos a
cada subespacio Ej de dimensión (2j + 1).
Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base de cada subespacio
Ej están dadas por

1̂j = P̂j = ∑
m

∣j,m⟩ ⟨j,m∣ , ⟨j,m∣j,m′⟩ = δmm′ , (5.3.22)

donde P̂j de�ne el operador proyección sobre el subespacio Ej . Los elementos
matriciales del operador R̂n(ϕ) restringido a un subespacio Ej se pueden
escribir

(Rn(ϕ))
j
mm′ = ⟨j,m∣ R̂n(ϕ) ∣j,m′⟩ , (5.3.23)
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mientras que la matriz que representa a R̂n(ϕ) en la base { ∣j,m⟩ } de E es la
siguiente matriz de bloques diagonales:

Rn(ϕ) =
⎛
⎜
⎝

Rj
n(ϕ) 0 ⋯
0 Rj′

n (ϕ) ⋯
⋮ ⋮

⎞
⎟
⎠
, (5.3.24)

donde 0 representa matrices nulas (2j + 1) × (2j′ + 1) y Rj
n(ϕ) es la matriz

cuadrada (2j + 1) × (2j + 1) que representa el operador de rotación restringido
al subespacio Ej .

Cada conjunto continuo e in�nito de matrices {Rj
n(ϕ)} de�ne la (2j + 1)

representación irreducible del grupo de rotaciones. Se denomina irreducible,
ya que no existe una transformación de semejanza que permita expresar la
matriz (5.3.24) en bloques diagonales de dimensión menor. En otras palabras,
no hay otra base de kets propios simultáneos de momento angular que permita,
para un j dado, de�nir subespacios completos en los cuales estén bien de�nidos
cualquiera de los elementos del grupo rotaciones.

Con base en la relación de completez (5.3.22), cualquier ket ∣φ⟩ que pertenezca
al subespacio Ej y el ket ∣j,m′⟩R = R̂n(ϕ) ∣j,m′⟩ se pueden expresar

∣φ⟩ = ∑
m

⟨j,m∣φ⟩ ∣j,m⟩ = ∑
m

cjm(φ) ∣j,m⟩ , (5.3.25)

∣j,m′⟩R = ∑
m

⟨j,m∣ R̂n(ϕ) ∣j,m′⟩ ∣j,m⟩ = ∑
m

(Rn(ϕ))
j
mm′ ∣j,m⟩ . (5.3.26)

Comparando estas ecuaciones se concluye que en principio todo elemento de
Ej se puede generar mediante la aplicación de uno de los elementos del grupo
de rotación sobre el elemento de la base ∣j,m⟩.
Se observa una relación directa entre subespacios invariantes ante el grupo
de rotaciones y las representaciones matriciales irreducibles del grupo. La
representación matricial de los elementos del grupo restringidos al j-ésimo
subespacio invariante Ej de�ne la (2j +1) representación irreducible del grupo
de rotaciones {Rj

n(ϕ)}.

Ejercicios
1. Teniendo en cuenta la desigualdad (5.3.15b), compruebe que dado un valor

de j hay (2j + 1) diferentes valores de m.

2. Restringido al subespacio Ej , encuentre las matrices que representan los
operadores escalera Ĵ±. Considere separadamente los casos j = 1/2, j = 1
y j = 3/2. Compare con la representación matricial de los operadores de
creación y destrucción en la base de kets propios del oscilador armónico.

3. Encuentre las matrices que representan a Ĵz y Ĵ2 en los subespacios Ej

para j = 1/2,1,3/2, y con base en las matrices determinadas en el anterior
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ejercicio calcule las matrices que representan a Ĵx, Ĵy. Compare las matrices
para j = 1/2 con las matrices de espín de un sistema de espín 1/2 y comente
su respuesta.

5.4 Momento angular orbital

Cuando el momento angular de espín de una partícula es nulo, la única
contribución a su momento angular total es el momento angular orbital L̂,
el cual proviene de sus grados de libertad de translación. En este caso, Ĵ = L̂.
Como se verá, empleando la representación en coordenadas polares esféricas se
demuestra que las funciones propias simultáneas de los operadores L̂2 y L̂2

z son
justamente los armónicos esféricos y que el número cuántico que caracteriza los
valores propios de L̂2 debe ser un entero positivo.

El momento angular orbital de una partícula se puede expresar

L̂ = r̂ × p̂ = (x̂2 p̂3 − x̂3 p̂2) e⃗1 + (x̂3 p̂1 − x̂1 p̂3) e⃗2 + (x̂1 p̂2 − x̂2 p̂1) e⃗3

L̂ = r̂ × p̂ = L̂1 e⃗1 + L̂2 e⃗2 + L̂3 e⃗3 = ∑i
L̂ i e⃗i. (5.4.1)

Sus componentes cartesianas satisfacen las relaciones de conmutación (5.1.4)

[L̂i, L̂j] = i h̵ εijk L̂k, (5.4.2a)

[L̂ 2, L̂i] = [L̂i, L̂
2] = 0̂, (5.4.2b)

donde L̂ 2 = L̂ ⋅ L̂ = L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3.

Representación en coordenadas de L̂2 y L̂z

El elemento matricial del operador L̂z en la base de kets propios de posición
{∣r⟩} = {∣x1, x2, x3⟩} está dado por

⟨r∣ L̂z ∣r′⟩ = ⟨x1, x2, x3∣ L̂3 ∣x′1, x′2, x′3⟩ = ⟨x1, x2, x3∣ x̂1 p̂2 − x̂2 p̂1 ∣x′1, x′2, x′3⟩ ,

⟨r∣ L̂3 ∣r′⟩ = −i h̵ (x1 Bx2 − x2 Bx1) δ(r − r′). (5.4.3a)

Expresiones similares se encuentran para las otras dos componentes las cuales
se pueden reunir en la siguiente expresión vectorial

⟨r∣ L̂ ∣r′⟩ = −i h̵ (r × Br) δ(r − r′),

donde r es un elemento del espacio euclidiano R3
x y Br = ∇r es el operador

gradiente de�nido sobreR3
x. En consecuencia, la representación en coordenadas

del momento angular orbital se puede expresar

L̂ = −i h̵ (r × Br) , L̂i = −i h̵ (r × Br)i, (5.4.3b)

donde L̂i nota la representación en coordenadas de L̂ i.



5.4. MOMENTO ANGULAR ORBITAL 315

Hasta el momento se ha empleado para la representación en coordenadas la
base de kets propios simultáneos de las componentes cartesianas del operador
posición de una partícula ∣r⟩ = ∣x1, x2, x3⟩, asociando a cada grado de
libertad un operador x̂i. Sin embargo, las funciones y operadores diferenciales
en (5.4.3) se pueden expresar en cualquier tipo de coordenadas de R3

x

mediante las correspondientes ecuaciones de transformación. Para expresarlas
en coordenadas polares esféricas se tienen en cuenta las siguientes ecuaciones
de transformación

x1 = r sen θ cos φ, x2 = r sen θ sen φ x3 = r cos θ,

r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Para expresar un ket propio de posición en coordenadas esféricas se puede
asociar a cada grado de libertad uno de los operadores compatibles (r̂, θ̂, φ̂),
cuyos valores propios sean justamente los de las coordenadas curvilíneas
(r, θ,φ), de tal manera que los kets propios simultáneos satisfagan

r̂ ∣r, θ,φ⟩ = r ∣r, θ,φ⟩ θ̂ ∣r, θ,φ⟩ = θ ∣r, θ,φ⟩ φ̂ ∣r, θ,φ⟩ = φ ∣r, θ,φ⟩ ,

y sus espectros queden de�nidos por r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Los kets propios simultáneos ∣θ,φ⟩ de los operadores (θ̂, φ̂) de�nen un espacio
completo de kets, que es el subespacio asociado a cada valor propio degenerado
r, generado por el conjunto ∣r, θ,φ⟩ para un valor propio r �jo. En otras
palabras, una base del espacio de kets de la partícula es la de�nida por el
producto tensorial de los espacios generados por los kets propios de r̂ y los kets
propios simultáneos de θ̂ y φ̂.

Entonces, un ket ∣r⟩ representa tanto un ket propio simultáneo de los tres
observables x̂i como un ket propio simultáneo de (r̂, θ̂, φ̂). Para una correcta
equivalencia, la relación de completez de los kets ∣r, θ,φ⟩ debe estar dada por

1̂ =
∞

∫
o

r2dr

π

∫
o

sen θ dθ

2π

∫
o

dφ ∣r, θ,φ⟩ ⟨r, θ,φ∣ , (5.4.4)

mediante la cual el cuadrado de la norma de cualquier ket de estado es

⟨ψ∣ψ⟩ =
∞

∫
o

r2dr

π

∫
o

sen θ dθ

2π

∫
o

dφ ψ∗(r, θ,φ)ψ(r, θ,φ), (5.4.5)

donde ψ(r, θ,φ) = ⟨r, θ,φ∣ψ⟩ es la función de onda correspondiente.1

La representación de coordenadas de las componentes cartesianas del momento
angular en la base {∣r, θ,φ⟩} se obtiene aplicando las ecuaciones de transforma-
ción de coordenadas a las ecuaciones (5.4.3):

L̂x1 = L̂x = −i h̵ (− senφ Bθ − cotθ cosφ Bφ) , (5.4.6a)
1 Note que esta misma expresión se obtiene del producto interior representado en

coordenadas cartesianas cuando se hace su transformación a coordenadas polares
esféricas.
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L̂x2 = L̂y = −i h̵ (cosφ Bθ − cotθ senφ Bφ) , (5.4.6b)

L̂x3 = L̂z = −i h̵ Bφ. (5.4.6c)

Esta representación también se puede obtener a partir de los operadores de
rotación in�nitesimales, empleando un procedimiento análogo al seguido para
la representación en coordenadas cartesianas del operador momentum con base
en los operadores de translación.2

Aplicando las ecuaciones (5.4.6), se obtienen las siguientes expresiones para el
cuadrado del momento angular y los operadores escalera

L̂2 = −h̵2 ( 1

sen θ
Bθ(sen θ Bθ) +

1

sen2θ
B
2
φ) , (5.4.7)

L̂± = L̂x ± i L̂y = h̵ e±iφ (±Bθ + i cotθ Bφ) . (5.4.8)

Comparando (5.4.7) con la siguiente expresión del operador laplaciano en
coordenadas polares esféricas

B
2
r = {B2

r +
2

r
Br +

1

r2
( 1

sen θ
Bθ(sen θ Bθ) +

1

sen2θ
B
2
φ)} , (5.4.9a)

se concluye que L̂2 multiplicado por el factor −1/(h̵2r2) es igual a la parte
angular del operador laplaciano, por tanto

B
2
r = {B2

r +
2

r
Br −

1

h̵2r2
L̂2} . (5.4.9b)

Con esto, el operador energía cinética en representación de coordenadas es igual
a

T̂ = − h̵
2

2m
B
2
r = −

h̵2

2m
{B2

r +
2

r
Br} +

L̂2

2mr2
. (5.4.10)

Teniendo en cuenta que L̂2 involucra solamente operadores diferenciales con
respecto a las coordenadas angulares se demuestra que L̂2 y T̂ son observables
compatibles. Este resultado se aplicará en el próximo capítulo en el estudio del
problema de valores propios de energía de una partícula en un campo central
de fuerzas.

Solución del problema de valores propios de L̂2 y L̂z

De acuerdo con (5.3.16) y (5.3.17), las ecuaciones de valores propios para L̂2 y
L̂z se pueden escribir

L̂2 ∣ℓ,mℓ⟩ = h̵2ℓ(ℓ + 1) ∣ℓ,mℓ⟩ ,

L̂z ∣ℓ,mℓ⟩ = h̵mℓ ∣ℓ,mℓ⟩ ,
2 Sakurai, 1994, ecuaciones (3.6.9) a (3.6.12)
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con
− ℓ ≤mℓ ≤ ℓ, (5.4.11)

donde ℓ y mℓ son los números cuánticos que caracterizan los valores propios de
los operadores momento angular orbital.

Los operadores que de�nen las componentes cartesianas del momento angular
orbital de una partícula en la ecuaciones (5.4.6) y (5.4.7) solo involucran
las variables (θ,φ), que de�nen la orientación de la partícula en el espacio.
Entonces, para determinar la representación de coordenadas de las ecuaciones
de valores propios basta restringirse al espacio de�nido por los kets propios
{∣θ,φ⟩}. Notando Y mℓ

ℓ (θ,φ) = ⟨θ,φ∣ℓ,mℓ⟩ a las funciones propias simultáneas
de los dos operadores, las ecuaciones de valores propios se pueden expresar

L̂2 Y mℓ

ℓ (θ,φ) = h̵
2ℓ(ℓ + 1) Y mℓ

ℓ (θ,φ),

L̂zY
mℓ

ℓ (θ,φ) = h̵mℓ Y
mℓ

ℓ (θ,φ).

Reemplazando (5.4.7) y (5.4.6c), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales parciales

{ 1

sen θ
Bθ(sen θ Bθ) +

1

sen2θ
B
2
φ + ℓ(ℓ + 1)}Y mℓ

ℓ (θ,φ) = 0, (5.4.12)

{ Bφ − imℓ } Y mℓ

ℓ (θ,φ) = 0. (5.4.13)

La integración de (5.4.13) conduce a la siguiente solución

Y mℓ

ℓ (θ,φ) = f(θ) e
imℓ φ = f(θ)Φmℓ

(φ). (5.4.14)

Para que (5.4.14) sea una solución cuántica, Φmℓ
(φ) = eimℓ φ debe ser una

función univaluada lo cual es posible solamente simℓ es un entero. Por ejemplo,
si se admite que mℓ puede tomar valores semienteros como mℓ = 1/2, la función
Φmℓ
(φ) = ei φ/2 no será univaluada. En efecto, con z = ei φ, un punto del plano

complejo sobre un círculo de radio unidad, la función de onda se puede expresar
Φ1/2(φ) = z1/2. Sin embargo, esta función no es univaluada, pues a un mismo
punto del plano complejo (z = (1, φ) = (1, φ+ 2π)) le corresponden dos valores
diferentes de la función: Φ1/2(φ) = ei φ/2 y Φ′1/2(φ) = ei (φ+2π)/2 = −ei φ/2.
Como mℓ debe ser un número entero y −ℓ ≤mℓ ≤ ℓ, el número cuántico ℓ debe
ser un entero positivo

ℓ = 0, 1, 2, ... (5.4.15)

Los números cuánticos que caracterizan los valores propios de los operadores
momento angular orbital L̂2 y L̂z son números enteros.

Reemplazando (5.4.14) en (5.4.12), se obtiene la siguiente ecuación para f(θ)

{ 1

sen θ
Bθ(sen θ Bθ) −

mℓ
2

sen2θ
+ ℓ(ℓ + 1)} f(θ) = 0
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Al realizar la transformación x = cos θ se obtiene la ecuación que de�ne los
polinomios asociados de Legendre Pmℓ

ℓ (x). Esto es, f(θ) = Pmℓ

ℓ (cos θ). En
otras palabras, en (5.4.12) y (5.4.13) se reconocen las ecuaciones que de�nen
los armónicos esféricos Y mℓ

ℓ (θ,φ), que son justamente los que de�nen las
funciones propias simultáneas de los operadores de momento angular orbital.
Sin embargo, para ilustrar una aplicación más de los operadores escalera
se mostrará cómo determinar las funciones propias simultáneas aplicando la
representación en coordenadas esféricas de los operadores escalera L̂±.

Funciones propias de L̂2 y L̂z

Según (5.3.19), el ket imagen bajo la aplicación de los operadores escalera sobre
un ket propio simultáneo de L̂2 y L̂z es igual a

L̂± ∣ℓ,mℓ⟩ = h̵
√
ℓ(ℓ + 1) −mℓ(mℓ ± 1) ∣ℓ,mℓ ± 1⟩ ,

cuya representación en coordenadas polares esféricas es

⟨θ,φ∣ L̂± ∣ℓ,mℓ⟩ = h̵
√
ℓ(ℓ + 1) −mℓ(mℓ ± 1) ⟨θ,φ∣ℓ,mℓ ± 1⟩ ,

⇒ L̂± Y mℓ

ℓ (θ,φ) = h̵
√
ℓ(ℓ + 1) −mℓ(mℓ ± 1)Y mℓ±1

ℓ (θ,φ).

Reemplazando la ecuación (5.4.8), se obtiene la siguiente relación de recurrencia
para los estados propios del momento angular orbital

Y mℓ±1
ℓ (θ,φ) = e±iφ (±Bθ + i cot θ Bφ)√

ℓ(ℓ + 1) −mℓ(mℓ ± 1)
Y mℓ

ℓ (θ,φ), (5.4.16)

con −ℓ ≤mℓ ≤ ℓ.
De otra parte, la igualdad L̂+ ∣ℓ, ℓ⟩ = ∣○⟩ conduce a la siguiente ecuación
diferencial parcial

eiφ (Bθ + i cot θ Bφ) Y ℓ
ℓ (θ,φ) = 0,

cuya solución es
Y ℓ
ℓ (θ,φ) = Cℓ e

i ℓφsenℓθ. (5.4.17)

La constante Cℓ se puede determinar de la condición de normalización

π

∫
o

sen θ dθ

2π

∫
o

dφ Y ℓ
ℓ

∗(θ,φ) Y ℓ
ℓ (θ,φ) = 1. (5.4.18)

Esta ecuación se obtiene de la aplicación de la relación de completez del
subespacio de�nido por los kets {∣θ,φ⟩},

1̂ =
π

∫
o

sen θ dθ

2π

∫
o

dφ ∣θ,φ⟩ ⟨θ,φ∣,
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en la igualdad ⟨ℓ, ℓ∣ℓ, ℓ⟩ = 1.
Reemplazando (5.4.17) en (5.4.18) y después de realizar el cambio de variable
x = cos θ, salvo un factor de fase arbitrario, se obtiene

Cℓ =
(−1)ℓ

2ℓℓ!

√
(2ℓ + 1)(2ℓ)!

4π
.

Entonces, la función propia normalizada Y mℓ=ℓ
ℓ (θ,φ) = ⟨θ,φ∣ℓ, ℓ⟩ está dada por

Y ℓ
ℓ (θ,φ) =

(−1)ℓ

2ℓℓ!

√
(2ℓ + 1)(2ℓ)!

4π
ei ℓφ senℓ θ. (5.4.19)

La aplicación sucesiva del operador L̂− sobre esta función propia conduce a la
siguiente expresión para los armónicos esféricos

Y mℓ

ℓ (θ,φ) =
(−1)ℓ

2ℓℓ!

¿
ÁÁÀ(2ℓ + 1)(ℓ +mℓ)!

4π(ℓ −mℓ)!
eimℓ φ

senmℓ θ

dℓ−mℓ

d(cos θ)ℓ−mℓ
(sen θ)2ℓ,

(5.4.20a)

para 0 ≤mℓ ≤ ℓ.
Las funciones propias para mℓ < 0 se obtienen de

Y
−∣mℓ ∣
ℓ (θ,φ) = (−1)∣mℓ ∣{Y ∣mℓ ∣

ℓ (θ,φ)}
∗
. (5.4.20b)

Teniendo en cuenta que los polinomios asociados de Legendre Pmℓ

ℓ (cos θ) están
dados por3

Pmℓ

ℓ (cos θ) =
(−1)ℓ+mℓ

2ℓℓ!

(ℓ +mℓ)!
(ℓ −mℓ)!

1

senmℓ θ

dℓ−mℓ

d(cos θ)ℓ−mℓ
(sen θ)2ℓ, (5.4.21)

las funciones propias se pueden expresar

Y mℓ

ℓ (θ,φ) = (−1)
mℓ

¿
ÁÁÀ(2ℓ + 1)(ℓ −mℓ)!

4π(ℓ +mℓ)!
Φmℓ
(φ) Pmℓ

ℓ (cos θ), (5.4.22)

donde Φmℓ
(φ) = e imℓ φ. Los armónicos esféricos (5.4.22) de�nen las funciones

propias simultáneas de {L̂2, L̂z} correspondientes a los valores propios
{h̵2ℓ(ℓ + 1), h̵mℓ}, con ℓ entero positivo y −ℓ ≤mℓ ≤ ℓ.

3 Landau y Lifshitz, 1967, apéndice c, p. 691. La diferencia en el factor de fase (−1)ℓ

proviene de la libertad que se tiene de elegir un factor de fase arbitrario en la
determinación de las funciones propias. Aquí se sigue la convención del texto de Sakurai.
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5.5 Teoría de adición del momento angular

El momento angular total de un sistema proviene de la adición de los momentos
angulares (orbitales y de espín) de cada una de las partículas que lo constituyen.
A manera de ejemplo introductorio, se considera un sistema de dos partículas
de espín 1/2 cuyos grados de libertad espaciales se pueden ignorar. Los estados
de momento angular para cada una de las partículas serán los kets propios
simultáneos de los operadores Ŝ2

1 , Ŝ1z y Ŝ2
2 , Ŝ2z de�nidos sobre los espacios de

kets E1 y E2, asociados a la partículas 1 y 2.

En E1, las ecuaciones de valores propios de Ŝ2
1 , Ŝ1z son

Ŝ2
1 ∣s1,ms1⟩ = h̵2s1(s1 + 1) ∣s1,ms1⟩ , Ŝ1z ∣s1,ms1⟩ = h̵ms1 ∣s1,ms1⟩,

con expresiones similares para Ŝ2
2 , Ŝ2z en E2. Aquí s1 = s2 = 1/2, pues Ŝ2

i =
(3h̵2/4) 1̂ y ms1 =ms2 = ±1/2. Las correspondientes bases de momento angular
son

base de E1 ∶ { ∣s1,ms1⟩ }, base de E2 ∶ { ∣s2,ms2⟩ }.

Los operadores de momento angular total del sistema de las dos partículas están
necesariamente de�nidos en el espacio E = E1 ⊗E2. Entonces, una base para
describir los estados propios de momento angular del sistema será la de�nida
por el producto tensorial de las bases de E1 y E2:

base de E = E 1 ⊗E 2 ∶ {∣s1,ms1⟩ ⊗ ∣s2,ms2⟩ = ∣s1, s2,ms1 ,ms2⟩ } .

La dimensión del espacio de kets asociado al momento angular total del sistema
es igual a 4 y los kets de la base serán los kets que describen los posibles estados
de las componentes z de espín del sistema constituido por estas dos partículas.
Explícitamente

la 1 con espín ↓ y la 2 con espín ↑ : ∣−1/2, 1/2⟩,

la 1 con espín ↓ y la 2 con espín ↓ : ∣−1/2, −1/2⟩,

la 1 con espín ↑ y la 2 con espín ↓ : ∣1/2, −1/2⟩,

la 1 con espín ↑ y la 2 con espín ↑ : ∣1/2, 1/2⟩,

donde por simplicidad hemos suprimido la escritura de los números cuánticos
s1 = s2 = 1/2.
Sin embargo, esta no es la única base de momento angular en E = E 1 ⊗E 2,
pues existe la base de�nida por los kets propios simultáneos del cuadrado del
momento angular total del sistema y su componente z. El operador momento
angular total Ŝ está de�nido sobre E y es igual a la suma de los operadores de
momento angular de cada partícula. Esto es,

Ŝ = Ŝ1 ⊗ 1̂ + 1̂⊗ Ŝ2, o simplemente Ŝ = Ŝ 1 + Ŝ 2,

y
Ŝz = Ŝ1z + Ŝ2z,
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para sus componentes cartesianas en la dirección z.

Por su parte, Ŝ2 y Ŝz satisfacen la relación de conmutación (5.1.4) y sus
ecuaciones de valores propios de�nidos sobre E son

Ŝ2 ∣s,ms⟩ = h̵2s(s + 1) ∣s,ms⟩ ,
Ŝz ∣s,ms⟩ = h̵ms ∣s,ms⟩ , −s ≤ms ≤ s,

con s entero o semientero positivo.

Las reglas de adición se obtienen cuando se determine la relación que
existe entre los kets propios del momento angular total ∣s,ms⟩ y los kets
∣ms1 ,ms2⟩, kets propios simultáneos de los momentos angulares que contribuyen
al momento angular total, para lo cual se debe determinar la matriz
de transformación entre estas bases. En este ejemplo, los kets ∣s,ms⟩ y
∣ms1 ,ms2⟩ son kets propios simultáneos de dos conjuntos completos diferentes
de observables compatibles de momento angular para el sistema de las dos
partículas.

CCOC de momento angular para un sistema

Sean Ĵ1 y Ĵ2 operadores de momento angular de un sistema de�nidos sobre
los espacios de kets E1 y E2. La adición de estos operadores de�ne el operador
momento angular total Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2 sobre el espacio de kets E = E1 ⊗E2.

Las componentes cartesianas de Ĵ son iguales a la suma de las correspondientes
componentes cartesianas de Ĵ1 y Ĵ2, de manera que el cuadrado del momento
angular total Ĵ2 se puede expresar

Ĵ2 = Ĵ ⋅ Ĵ = ĵ2x + ĵ2y + ĵ2z

Ĵ2 = (Ĵ1 + Ĵ2) ⋅ (Ĵ1 + Ĵ2) = (Ĵ1x + Ĵ2x)
2 + (Ĵ1y + Ĵ2y)

2 + (Ĵ1z + Ĵ2z)
2
.

Entonces,

ĵ2x = (Ĵ1x + Ĵ2x)
2
, ĵ2y = (Ĵ1y + Ĵ2y)

2
, ĵ2z = (Ĵ1z + Ĵ2z)

2
,

donde se tuvo en cuenta que los operadores de�nidos sobre E1 conmutan con
los de�nidos sobre E2.

En esta sección los subíndices 1 y 2 se referirán a los dos operadores de momento
angular de�nidos sobre los espaciosE1 yE2 y no a sus componentes cartesianas,
las cuales se expresarán explícitamente con los subíndices x, y y z.

Las ecuaciones de valores propios para Ĵ2 y Ĵz, de�nidas en el espacio E =
E1 ⊗E2, son

Ĵ2 ∣j,m⟩ = h̵2j(j + 1) ∣j,m⟩ j = entero o semientero positivo (5.5.1a)

Ĵz ∣j,m⟩ = h̵m ∣j,m⟩ , −j ≤m ≤ j. (5.5.1b)
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Las ecuaciones de valores propios para ĵ21 y Ĵ1z, de�nidas sobre E1 están dadas
por

ĵ21 ∣j1,m1⟩ = h̵2j1(j1 + 1) ∣j1,m1⟩ j1 = entero o semientero positivo (5.5.2a)

ĵ1z ∣j1,m1⟩ = h̵m1 ∣j1,m1⟩ , −j1 ≤m1 ≤ j1, (5.5.2b)

con ecuaciones completamente similares para ĵ22 y Ĵ2z sobre E2.

Los conjuntos de kets propios simultáneos { ∣ji,mi⟩ } (i = 1,2) de�nen las bases
ortonormales de cada espacio Ei. Una base ortonormal de E es

{ ∣j1,m1⟩ ⊗ ∣j2,m2⟩ } = { ∣j1, j2,m1,m2⟩ } . (5.5.3)

Como los kets ∣j1, j2,m1,m2⟩ son kets propios simultáneos del CCOC de
momento angular del sistema {ĵ21 , ĵ22 , Ĵ1z, Ĵ2z}, en el espacio E se satisface

ĵ21 ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵2j1(j1 + 1) ∣j1, j2,m1,m2⟩, (5.5.4a)

ĵ22 ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵2j2(j2 + 1) ∣j1, j2,m1,m2⟩,
Ĵ1z ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵m1 ∣j1, j2,m1,m2⟩, −j1 ≤m1 ≤ j1, (5.5.4b)

Ĵ2z ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵m2 ∣j1, j2,m1,m2, ⟩, −j2 ≤m2 ≤ j2.

De otra parte

[Ĵ2, ĵ21] = 0̂ = [Ĵ2, ĵ22] , [ĵz, ĵ21] = 0̂ = [ĵz, ĵ22] , (5.5.5)

de manera que el conjunto de operadores {ĵ21 , ĵ22 , Ĵ2, Ĵz} de�ne otro CCOC de
momento angular del sistema, cuyos kets propios simultáneos de�nen otra base
ortonormal completa de E . Notando ∣j1, j2, j,m⟩ a su conjunto de kets propios
simultáneos, se tiene

ĵ21 ∣j1, j2, j,m⟩ = h̵2j1(j1 + 1) ∣j1, j2, j,m⟩, (5.5.5a)

ĵ22 ∣j1, j2, j,m⟩ = h̵2j2(j2 + 1) ∣j1, j2, j,m⟩, (5.5.5b)

ĵ2 ∣j1, j2, j,m⟩ = h̵2j(j + 1) ∣j1, j2, j,m⟩, (5.5.5c)

Ĵz ∣j1, j2, j,m⟩ = h̵m ∣j1, j2, j,m⟩, (5.5.5d)

con − j ≤m ≤ j. (5.5.5e)

Reglas de adición del momento angular

La relación entre las representaciones { ∣j1, j2,m1,m2⟩ } y { ∣j1, j2, j,m⟩ } se
obtiene de la matriz que representa la transformación unitaria entre estas dos
bases. Puesto que los kets propios simultáneos de los CCOC de momento
angular {ĵ21 , ĵ22 , Ĵ1z, Ĵ2z} y {ĵ21 , ĵ22 , ĵ2, ĵz} tienen en común los números
cuánticos (j1, j2), la transformación cambio de base en E se puede restringir
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al subespacio de�nido por los kets de cualquiera de las dos bases para valores
�jos de (j1, j2), subespacio que se denominará Ej1j2 . En otras palabras, la
transformación { ∣j1, j2,m1,m2⟩ } → { ∣j1, j2, j,m⟩ } en E se puede restringir a
la transformación { ∣m1,m2⟩ } → { ∣j,m⟩ } en cada subespacio Ej1j2 .

Como { ∣m1,m2⟩ } es una base completa y ortonormal de Ej1j2

1̂ = ∑
m1,m2

∣m1,m2⟩ ⟨m1,m2⟩, ⟨m1,m2 ∣m′1,m′2⟩ = δm1,m′1δm2,m′2 ,

cualquier ket de la base imagen {∣j,m⟩} se puede expresar como una
combinación lineal o superposición de los elementos de la base original

∣j,m⟩ = ∑
m1,m2

⟨m1,m2∣j,m⟩ ∣m1,m2⟩ , (5.5.6)

donde
Cj,m

m1,m2
= ⟨m1,m2∣j,m⟩ (5.5.7)

son denominados los coe�cientes de Clebsch-Gordan restringidos a Ej1j2 ,
los cuales de�nen los elementos matriciales del operador que representa la
transformación { ∣m1,m2⟩ } → { ∣j,m⟩ } en Ej1j2 .

Los coe�cientes de Clebsch-Gordan correspondientes a la transformación en E
son

C
j
1
,j

2
,j,m

j
1
,j

2
,m1,m2

= ⟨j1, j2,m1,m2∣j1, j2, j,m⟩ (5.5.8)

y de�nen la amplitud de probabilidad de que un sistema en el estado de momen-
to angular ∣j1, j2, j,m⟩ se pueda encontrar en el estado ∣j1, j2,m1,m2⟩. Aunque
diferentes valores dem1,m2 (j1, j2) pueden conducir a un mismo valor dem(j),
solamente son posibles aquellos valores para los cuales la amplitud de proba-
bilidad es no nula. Esta condición conduce a las reglas de adición del momen-
to angular en términos de los números cuánticos que caracterizan los valores
propios.

Dados j1, j2, m1 y m2 solo son posibles aquellos valores

de j y m para los cuales Cj1,j2,j,m
j1,j2,m1,m2

≠ 0.
Los posibles valores de m1,m2 y m se determinan de manera sencilla
restringiéndose al subespacio Ej1j2 . Como Ĵz − Ĵ1z − Ĵ2z = 0̂, aplicando las
ecuaciones de valores propios (5.5.4) para valores dados de j1, j2 se obtiene

⟨m1,m2∣ (Ĵz − Ĵ1z − Ĵ2z) ∣j,m⟩ = h̵ (m −m1 −m2) Cj,m
m1,m2

= 0.

De esta ecuación se concluye que los posibles valores de m1,m2 y m para los
cuales Cj,m

m1,m2
es diferente de cero son aquellos que satisfacen

m =m1 +m2, (5.5.9)

ecuación que de�ne la regla de adición para la componente z del momento
angular.
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La regla de adición para los números cuánticos j1, j2 y j no se obtiene de forma
tan directa, pero se puede intuir de la analogía con la desigualdad triangular de
vectores en R3

x. La norma del vector J = J1 +J2 (j) en R3
x tendrá su máximo

valor (jmáx) cuando los vectores J1 y J2 tengan la misma orientación (j1 + j2)
y tomará su mínimo valor (jmı́n) cuando J1 y J2 tengan orientaciones opuestas
(∣ j1 − j2 ∣), donde la analogía con los números cuánticos se ha expresado entre
paréntesis. Esto es, dados j1, j2 los posibles valores de j están determinados
por la desigualdad

∣ j1 − j2 ∣ ≤ j ≤ j1 + j2, (5.5.10)

la cual de�ne la regla de adición para el cuadrado del momento angular,
denominada también desigualdad triangular. De acuerdo con esta relación,
dados j1, j2 los posibles valores de j son

{j} = { ∣j1 − j2∣, ∣j1 − j2∣ + 1, ∣j1 − j2∣ + 2, .... , j1 + j2 }.

Otra manera de probar la ecuación (5.5.10) consiste en demostrar que
solamente en el caso en que ella se satisfaga, el espacio generado por los kets
{ ∣j1, j2,m1,m2⟩ } tiene la misma dimensión que el espacio generado por los
kets { ∣j1, j2, j,m⟩ }. Un argumento adicional para corroborar la desigualdad
(5.5.10) es tener en cuenta que m, además de la regla de adición (5.5.9), debe
satisfacer la desigualdad −j ≤ m ≤ j, de manera que jmáx debe ser igual a
mmáx = m1máx

+ m2máx
= j1 + j2. Los demás valores que puede tomar j se

obtienen al restar una unidad de jmáx sucesivamente hasta obtener el mínimo
número positivo, que es el jmı́n, el cual puede ser 0 si jmáx es entero o 1/2 si
jmáx es semientero.

Como las bases ∣j1, j2,m1,m2⟩ y ∣j1, j2, j,m⟩ son ortonormales y completas,
introduciendo la relación de completez de la base imagen en la relación de
ortonormalidad de la base original se obtiene

⟨j1, j2,m1,m2∣j′1, j′2,m′1,m′2⟩ =
∑

j′′1 ,j
′′
2 ,j,m

⟨j1, j2,m1,m2∣j′′1 , j′′2 , j,m⟩ ⟨j′′1 , j′′2 , j,m∣j′1, j′2,m′1,m′2⟩

⇒ ∑
j′′1 ,j

′′
2 ,j,m

C
j′′1 ,j

′′
2 ,j,m

j
1
,j

2
,m1,m2

{Cj′′1 ,j
′′
2 ,j,m

j′1,j
′
2,m

′
1,m

′
2
}
∗
= δj1 j′1 δj2 j′2 δm1 m′1 δm2 m′2 , (5.5.11)

indicando que los coe�cientes de Clebsch-Gordan de�nen los elementos de
una matriz unitaria. Esto era de esperar, ya que estos coe�cientes son los
elementos matriciales del operador que describe una transformación entre 2
bases ortonormales y completas y, por tanto, debe ser unitario. Normalmente
los coe�cientes se eligen reales, de manera que la matriz inversa (o adjunta) de
la matriz de transformación sea igual a su transpuesta.

Ejemplo

Considere de nuevo el sistema de dos partículas de espín 1/2 sin grados de
libertad translacionales. En este caso, Ĵ1 = Ŝ1, Ĵ2 = Ŝ2, Ĵ2 = Ŝ2 y ĵz = Ŝ1z+Ŝ2z.
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Los elementos de las bases de�nidas por los CCOC {Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ1z, Ŝ2z}

y {Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2, Ŝz} se notan

∣s1, s2,ms1 ,ms2⟩ = ∣1/2,1/2,ms1 ,ms2⟩ = ∣ms1 ,ms2⟩

∣s1, s2, s,ms⟩ = ∣1/2,1/2, s,ms⟩ = ∣s,ms⟩ .

De acuerdo con la regla de adición (5.5.10), los posibles valores de s están
determinados por la desigualdad ∣s1 − s2∣ ≤ s ≤ s1 + s2, de manera que solo
puede tomar los valores

s = 0,1.

Según (5.5.9), los posibles valores de ms están de�nidos por ms = ms1 +ms2 .
Como ms1 = ±1/2 y ms2 = ±1/2, se obtiene

ms = −1,0,1,

junto con −s ≤ms ≤ s.

Teniendo en cuenta las anteriores relaciones, los kets de cada base son

{ ∣ms1 ,ms2⟩ } = { ∣−1/2,1/2⟩ , ∣−1/2,−1/2⟩ , ∣1/2,−1/2⟩ , ∣1/2,1/2⟩ } ,

{ ∣s,ms⟩ } = { ∣0,0⟩ , ∣1,−1⟩ , ∣1,0⟩ , ∣1,1⟩ } .

En la representación { ∣s,ms⟩ }, el estado ∣0,0⟩ se denomina singlete (el
valor propio correspondientes a s = 0 es no degenerado), mientras que el
conjunto de estados {∣1,−1⟩ , ∣1,0⟩ , ∣1,1⟩} se denomina triplete (el valor propio
correspondientes a s = 1 es triplemente degenerado).

Aplicando (5.5.6), los elementos de la base imagen como superposición de los
elementos de la base original están dados por

∣0,0⟩ = C0, 0
1/2,−1/2 ∣1/2,−1/2⟩ +C

0, 0
−1/2,1/2 ∣−1/2,1/2⟩ , (5.5.12a)

∣1,0⟩ = C1, 0
1/2,−1/2 ∣1/2,−1/2⟩ +C

1, 0
−1/2,1/2 ∣−1/2,1/2⟩ , (5.5.12b)

∣1,−1⟩ = C1, −1
−1/2,−1/2 ∣−1/2,−1/2⟩ , (5.5.12c)

∣1,1⟩ = C1, 1
1/2,1/2 ∣1/2,1/2⟩ . (5.5.12d)

Note que si s pudiera tomar valores mayores que 1, incumpliendo la regla de
adición ∣s1 − s2∣ ≤ s ≤ s1 + s2, el número de kets de la base {{ ∣s,ms⟩ }} sería
mayor que los de la base {ms1 ,ms2} lo cual sería incorrecto pues son bases de
un mismo espacio.

Eligiendo los valores de los coe�cientes de Clebsch-Gordan reales, la normali-
zación de los kets (5.5.12c) y (5.5.12d) conduce a C1, −1

−1/2,−1/2 = C
1, 1
1/2,1/2 = 1. De
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manera similar, a partir de la ortonormalización de los estados ∣0,0⟩ y ∣1,0⟩ se
pueden determinar los coe�cientes en (5.5.12a y b). Esto es,

∣1,1⟩ = ∣1/2,1/2⟩ ,
∣1,0⟩ = 1/

√
2 ∣1/2,−1/2⟩ + 1/

√
2 ∣−1/2,1/2⟩ ,

∣0,0⟩ = 1/
√
2 ∣1/2,−1/2⟩ − 1/

√
2 ∣−1/2,1/2⟩ ,

∣1,−1⟩ = ∣−1/2,−1/2⟩ .

Si el sistema de las dos partículas de espín 1/2 se encuentra en el estado ∣0,0⟩
o ∣1,0⟩, una medición simultánea de la componente z del momento angular de
espín de las dos partículas arrojará con certeza el valor propio h̵ms = 0. Pero si
se realiza la medición solamente a una de las partículas no se sabrá de antemano
cuál será el resultado de la medición, lo máximo que se podrá predecir es la
probabilidad de obtener el valor h̵mi = h̵/2 o h̵mi = −h̵/2.
Este es un ejemplo de un estado bien de�nido para el sistema (se sabe con
certeza el resultado que arrojará una medición de la componente z del momento
angular total del sistema) que no está bien de�nido para las partes del sistema
(no se puede predecir con certeza cuál sería el valor que arrojaría la medición
de la componente z de una sola de las partículas).

Sin embargo, es importante anotar que si la medición para una de las partículas
arroja el valor h̵/2, sin necesidad de realizar la medición para la otra se sabrá
con certeza que el valor de su componente z de espín será −h̵/2.
Este hecho está de acuerdo con el principio de superposición y los procesos
de medición. En efecto, el estado ∣0,0⟩ es una superposición coherente de los
estados de espín ∣1/2(1),−1/2(2)⟩ y ∣−1/2(1),1/2(2)⟩, donde (1) y (2) numeran
las dos partículas. La coherencia o correlación1 está caracterizada por una
diferencia de fase de�nida entre estos estados de espín. Al realizar una medición
sobre una cualquiera de las partículas se destruye la correlación entre los
estados y el sistema queda en uno de los estados de la superposición. Así,
si la medición para la partícula (1) arroja el valor h̵/2, después de la medición
el sistema queda en el estado ∣1/2(1),−1/2(2)⟩, de manera que una medición
posterior de la componente z del momento angular de espín para la partícula (2)
arrojará con toda certeza el valor −h̵/2. Este estado singlete es un ejemplo de
los denominados estados entrelazados (entanglement states), que han cobrado
gran actualidad con la denominada física de la información cuántica.2

Fórmulas de recurrencia para los coe�cientes de Clebsch-Gordan

Empleando los operadores escalera es posible obtener fórmulas de recurrencia
para los coe�cientes de Clebsch-Gordan, las cuales permiten relacionar aquellos
coe�cientes cuyos números cuánticos azimutales se diferencian en una unidad.

1 El lector interesado en la correlación de estados espín y su medición puede consultar el
texto de Sakurai, 1994, sección 3.9, o Mermin N. D. (1998). What is quantum mechanics
trying to tell us?. Americam Journal of Physics, 66 (9), 753-767.

2 Bouwmeester D., Ekert A. y ZeilingerA. (Eds.) (2000). The Physics of quantum
information. Springer, sección 1.4.
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Con base en las componentes cartesianas de Ĵ1 y Ĵ2, se pueden de�nir los
operadores escalera

Ĵ1± = Ĵ1x ± iĴ1y y Ĵ2± = Ĵ2x ± iĴ2y,
cuyo efecto es elevar o disminuir en una unidad los números cuánticos que
caracterizan los valores propios de cada uno de los operadores Ĵ1z y Ĵ2z.
De acuerdo con la ecuación (5.3.19), la imagen del ket ∣j1, j2,m1,m2⟩ bajo
la aplicación de los operadores escalera será

Ĵ1± ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵2
√
j1(j1 + 1) −m1(m1 ± 1) ∣j1, j2,m1 ± 1,m2⟩ ,

(5.5.13a)

Ĵ2± ∣j1, j2,m1,m2⟩ = h̵2
√
j2(j2 + 1) −m2(m2 ± 1) ∣j1, j2,m1,m2 ± 1⟩ .

(5.5.13b)

Igualmente, el operador escalera

Ĵ± = Ĵx ± iĴy = Ĵ1± + Ĵ2±
eleva o disminuye en la unidad fundamental de momento angular los valores
propios de la componente z del momento angular total Ĵz = Ĵ1z+Ĵ2z. La imagen
de un ket ∣j1, j2, j,m⟩ bajo la aplicación del operador escalera Ĵ± es

Ĵ± ∣j1, j2, j,m⟩ = h̵2
√
j(j + 1) −m(m ± 1) ∣j1, j2, j,m ± 1⟩ . (5.5.13c)

De otra parte, según (5.5.6), todo ket ∣j1, j2, j,m⟩ restringido a un subespacio
Ej1,j2 se puede expresar mediante una combinación lineal de los kets
∣j1, j2,m1,m2⟩ restringidos al mismo subespacio, de acuerdo con

∣j,m⟩ =
j1

∑
m1=−j1

j2

∑
m2=−j2

Cj,m
m1,m2

∣m1,m2⟩ . (5.5.14)

Al aplicar Ĵ+ = Ĵ1+ + Ĵ2+ a ambos lados de esta ecuación y teniendo en cuenta
las ecuaciones (5.5.13) se llega a la siguiente igualdad
√
j(j + 1) −m(m + 1) ∣j,m + 1⟩ =

j1

∑
m1=−j1

j2

∑
m2=−j2

Cj,m
m1,m2

√
j1(j1 + 1) −m1(m1 + 1) ∣m1 + 1,m2⟩

+
j1

∑
m1=−j1,

j2

∑
m2=−j2

Cj,m
m1,m2

√
j2(j2 + 1) −m2(m2 + 1) ∣m1,m2 + 1⟩ .

Premultiplicando por ⟨m′2,m′1∣ y luego de aplicar la relación de ortonormalidad
de la base al lado derecho y la de�nición de coe�cientes de Clebsch-Gordan al
lado izquierdo, se obtiene la siguiente relación de recurrencia
√
j(j + 1) −m(m + 1) Cj,m+1

m1,m2
= Cj,m

m1−1,m2

√
j1(j1 + 1) −m1(m1 − 1)

+Cj,m
m1,m2−1

√
j2(j2 + 1) −m2(m2 − 1). (5.5.15)
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De manera similar, aplicando el operador Ĵ− = Ĵ1− + Ĵ2− a ambos lados de
(5.5.14) se obtiene la segunda relación de recurrencia
√
j(j + 1) −m(m − 1) Cj,m−1

m1,m2
= Cj,m

m1+1,m2

√
j1(j1 + 1) −m1(m1 + 1)

+Cj,m
m1,m2+1

√
j2(j2 + 1) −m2(m2 + 1). (5.5.16)

Estas dos relaciones permiten conocer los coe�cientes del lado izquierdo una
vez determinados los coe�cientes del lado derecho.

Si se desea emplear la relación de recurrencia (5.5.16), lo más conveniente es
ordenar las bases en orden descendente con respecto a m y a la suma de m1 y
m2, como se indica a continuación:

{∣j,m⟩} = {∣j1 + j2, j1 + j2⟩, ∣j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩, ∣j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩,
∣j1 + j2, j1 + j2 − 2⟩, ∣j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 2⟩, ∣j1 + j2 − 2, j1 + j2 − 2⟩ ⋯} (5.5.17)

{∣m1,m2⟩} = {∣j1, j2⟩, ∣j1, j2 − 1⟩, ∣j1 − 1, j2⟩, ∣j1, j2 − 2⟩, ∣j1 − 1, j2 − 1⟩,
∣j1 − 2, j2⟩, ∣j1, j2 − 3⟩, ∣j1 − 1, j2 − 2⟩, ⋯}. (5.5.18)

Para hacerse una idea de la forma que tiene la matriz de coe�cientes de Clebsch-
Gordan, o matriz de transformación entre las dos bases de momento angular,
conviene volver a la ecuación (5.5.14) que expresa los kets ∣j,m⟩ de la base
imagen en términos de los kets ∣m2,m1⟩ de la base original, la cual es

∣j,m⟩ =
j1

∑
m1=−j1

j2

∑
m2=−j2

Cj,m
m1,m2

∣m1,m2⟩.

Aplicando las reglas de adición a la anterior ecuación, se observa que al
primer elemento de la base ∣j = j1 + j2,m = j1 + j2⟩ solamente contribuye el ket
∣m1 = j1,m2 = j2⟩ de la base original, ya que los coe�cientes de los demás kets
de la suma son nulos.

Para los kets ∣j = j1 + j2,m = j1 + j2 − 1⟩ y ∣j = j1 + j2 − 1,m = j1 + j2 − 1⟩, se-
gundo y tercer elementos de la base (5.5.17), solo son diferentes de cero los
coe�cientes asociados a los kets ∣m1 = j1 − 1,m2 = j2⟩ y ∣m1 = j1,m2 = j2 − 1⟩,
segundo y tercer elementos de la base (5.5.18).

A los siguientes tres kets de la base (5.5.17) con j = j1 + j2, j = j1 + j2 − 1 o
j = j1+j2−2 ym = j1+j2−2 contribuyen solamente los tres siguientes elementos
de la base (5.5.18), y así sucesivamente hasta llegar a un cierto valor de m
(de�nido por los valores �jos de j1, j2) a partir del cual comienza a disminuir
en una unidad el número de kets que contribuye en la expansión hasta llegar al
último ket de la base (5.5.17), correspondiente a j = j1−j2 ym = −(j1+j2), para
el cual el único coe�ciente diferente de cero es el correspondiente al último ket
∣m1 = −j1,m2 = −j2⟩ de la base (5.5.18): con el ordenamiento elegido para las
dos bases, el anterior análisis muestra que la matriz de coe�cientes de Clebsch-
Gordan restringida al subespacio Ej1,j2 es una matriz de bloques diagonales.
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El rango de cada submatriz en la diagonal va aumentando en una unidad a
partir de 1 hasta un cierto valor máximo y luego comienza a disminuir en una
unidad hasta llegar nuevamente a una submatriz diagonal de rango 1, como se
indica a continuación:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(Cj1+j2,j1+j2
j1, j2

) 0 0 ⋯ 0

0
0

(C
j1+j2,j1+j2−1
j1, j2−1 Cj1+j2−1,j1+j2−1

j1, j2−1
Cj1+j2,j1+j2−1

j1−1, j2
Cj1+j2−1,j1+j2−1

j1−1, j2

) ⋮ 0
0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0 ⋯ (Cj1+j2,−j1−j2)
−j1, −j2 )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

(5.5.19)

Como es de esperar para una matriz de transformación cambio de base, las
columnas de�nen los vectores de la base imagen en la representación de la base
original ∣m1,m2⟩.
Para determinar el valor de los coe�cientes se parte del coe�ciente Cj1+j2,j1+j2

j1, j2
el cual por convención se elige igual a 1. Aplicando (5.5.16) con j = j1 + j2,
m = j1+j2,m1 = j1 ym2 = j2−1, se obtiene el valor del coe�ciente Cj1+j2,j1+j2−1

j1, j2−1
y con j = j1 + j2, m = j1 + j2, m1 = j1 − 1 y m2 = j2, se obtiene el valor de
Cj1+j2,j1+j2−1

j1−1, j2
, ambos en términos del primer coe�ciente.

Con estos dos coe�cientes queda determinado el ket ∣j,m⟩= ∣j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩
como superposición de los kets ∣m1,m2⟩= ∣j1 − 1, j2⟩ y ∣m1,m2⟩= ∣j1, j2 − 1⟩.
Los otros coe�cientes de la segunda columna de la primera submatriz de rango
2, que de�ne el ket ∣j,m⟩=∣j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩, se obtienen aplicando la
condición de ortonormalidad,

⟨j,m∣j′,m′⟩ = δj,j′ δm,m′

a los kets ∣j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩ y ∣j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩. Sin embargo, incluso
eligiendo los coe�cientes reales existe un factor multiplicativo arbitrario ± 1.
Por convención, se elige negativo el coe�ciente Cj1+j2−1,j1+j2−1

j1−1, j2
, correspondiente

al segundo término de la segunda �la de esta submatriz.

Con estos coe�cientes, se pueden determinar las dos primeras columnas
de la siguiente submatriz de rango 3, la última columna se determina
aplicando la condición de ortonormalidad y eligiendo, por convención, positivo
el tercer coe�ciente de la primera �la de esta submatriz. Siguiendo este
procedimiento, se pueden determinar todas las submatrices aplicando la
relación de ortonormalidad solamente una vez para la determinación de cada
submatriz.

Un procedimiento similar se puede utilizar ordenando las bases en orden
ascendente respecto al número cuántico azimutal total en cuyo caso se aplica
la fórmula de recurrencia (5.5.15).
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A manera de ejemplo se considera la matriz de transformación restringida al
subespacio Ej1,j2 = E1,1/2. Como j1 = 1 y j2 = 1/2, los correspondientes números
cuánticos azimutales pueden tomar los valores m2 = ±1/2 y m1 = 0,±1. De otra
parte, según (5.5.10), para el momento angular total se tiene j = 1/2, 3/2 y
entonces m = ±1/2, ±3/2.
Tanto la base {∣m1,m2⟩} como la base ∣j,m⟩ tienen (2j1 + 1)(2j2 + 1) = 6
elementos. Empleando el ordenamiento (5.5.17) y (5.5.18), las bases son

{∣j,m⟩} = {∣3/2 ,3/2 ⟩, ∣3/2 ,1/2 ⟩, ∣1/2,1/2 ⟩, ∣3/2,−1/2 ⟩,
∣1/2,−1/2 ⟩, ∣3/2 ,−3/2 ⟩}

{∣m1,m2⟩} = {∣1,1/2 ⟩, ∣1,−1/2 ⟩, ∣0,1/2 ⟩ , ∣0,−1/2 ⟩, ∣−1,1/2 ⟩, ∣−1,−1/2 ⟩}.

Los elementos no nulos de la matriz de transformación quedan ordenados en
bloques diagonales según

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

C
3/2 ,3/2
1,1/2 0 0 0 0 0

0 C
3/2 ,1/2
1,−1/2 C

1/2 ,1/2
1,−1/2 0 0 0

0 C
3/2 ,1/2
0,1/2 C

1/2 ,1/2
0,1/2 0 0 0

0 0 0 C
3/2 ,−1/2
0,−1/2 C

1/2 ,−1/2
0,−1/2 0

0 0 0 C
3/2 ,−1/2
−1,1/2 C

1/2 ,−1/2
−1,1/2 0

0 0 0 0 0 C
3/2 ,−3/2
−1,−1/2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Con C
3/2 ,3/2
1,1/2 = 1, los coe�cientes C3/2 ,1/2

1,−1/2 y C
3/2 ,1/2
0,1/2 se determinan de la

fórmula de recurrencia (5.5.16) con j = 3/2,m = 3/2,m1 = 1,m2 = −1/2 y j =
3/2,m = 3/2,m1 = 0,m2 = 1/2, mientras que los coe�cientes C1/2 ,1/2

1,−1/2 y C1/2 ,1/2
0,1/2

se determinan normalizando el ket ∣1/2 ,1/2 ⟩ y exigiendo que sea ortogonal al
ket ∣3/2 ,1/2 ⟩, eligiendo negativo el segundo coe�ciente. Los coe�cientes de la
segunda submatriz de rango 2 se obtienen de la fórmula de recurrencia (5.5.16)
en términos de los ya calculados y las relaciones de ortonormalidad. Para el
último coe�ciente solo se requiere la relación ortonormalidad y es igual a 1.
Como el lector puede comprobar, la matriz de coe�cientes es igual a

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0 0 0

0
√
1/3

√
2/3 0 0 0

0
√
2/3 −

√
1/3 0 0 0

0 0 0
√
2/3

√
1/3 0

0 0 0
√
1/3 −

√
2/3 0

0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Ejercicios
1. Determine explícitamente las bases ∣j1, j2,m1,m2⟩ y ∣j1, j2, j,m⟩ si j1 = 1 y
j2 = 1.
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2. Mediante el empleo de los operadores escalera junto con la condición
de ortonormalización, determine el valor de los coe�cientes de Clebsch-
Gordan en (5.5.12a) y (5.5.12b). ¾Se le ocurre otro medio para calcular
los coe�cientes? Muéstrelo.

3. Encuentre la matriz de transformación cambio de base { ∣ms1 ,ms2⟩ } →
{ ∣s,ms⟩ } del sistema considerado en el anterior ejercicio.

4. Para un sistema de dos partículas de espín 1/2, encuentre las matrices que
representan la rotación de todo el sistema alrededor del eje z en un ángulo
ϕ en cada una de las representaciones { ∣ms1 ,ms2⟩ } y { ∣s,ms⟩ }. Demuestre
que es igual al producto de las matrices que representan las rotaciones de
las partículas 1 y 2 alrededor del eje z en el mismo ángulo ϕ y comente su
respuesta. ¾Cuántas representaciones irreducibles del grupo de rotaciones
hay para este sistema? Justi�que.

5. Determine la matriz de coe�cientes de Clebsch-Gordan restringida al
subespacio Ej1,j2 = E1,1.





Capítulo 6

Átomos hidrogenoides

6.1 Sistema aislado de 2 partículas interactuantes
sin espín

Sean m1 y m2 las masas de dos partículas interactuantes sin espín. El potencial
de interacción entre las partículas es de la forma V = V (r̂2 − r̂1), donde r̂1
y r̂2 son los operadores posición de cada una de las partículas. El operador
hamiltoniano del sistema de�nido sobre el espacio de kets de las dos partículas
es

Ĥ = p̂2
1

2m1
+ p̂2

2

2m2
+ V (r̂2 − r̂1) = Ĥ1+Ĥ2+Ĥ21, (6.1.1)

con Ĥ1 =
p̂2
1

2m1
, Ĥ2 =

p̂2
2

2m2
, Ĥ21 = V (r̂2 − r̂1).

Si E1 y E2 son los espacios de kets asociados a cada una de las partículas, el
espacio de kets del sistema será el de�nido por el producto tensorial E = E1⊗E2.
Empleando la base de kets propios simultáneos de posición de las dos partículas,
∣r1⟩ ⊗ ∣r2⟩ = ∣r1,r2⟩, la representación de coordenadas de la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo para el sistema es

{− h̵2

2m1
B
2
r1
− h̵2

2m2
B
2
r2
+ V (r2 − r1) −E }ψ(r1,r2) = 0, (6.1.2)

donde ψ(r1,r2) = ⟨r1,r2∣ψ⟩ pertenece al espacio de funciones de onda asociado
al sistema F(R6) = F1(R3) ⊗ F2(R3), el cual se notará simplemente F .
Debido al potencial de interacción entre las dos partículas, en la ecuación (6.1.2)
no se pueden separar las variables (r1,r2). Sin embargo, la ecuación diferencial
se podrá separar parcialmente empleando las variables (R,r) que de�nen la
posición del centro de masa del sistema y la posición de la partícula 2 relativa
a la 1:

R = m1r1 +m2r2
m1 +m2

, r = r2 − r1.

Reemplazando en (6.1.2), se obtiene

{− h̵2

2M
B
2
R −

h̵2

2µ
B
2
r + V (r) −E}ψ(R,r) = 0, (6.1.3)

333
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donde µ es la masa reducida del sistema

1

µ
= 1

m1
+ 1

m2

y M =m1 +m2 es la masa total del sistema.

Para resolver (6.1.3), se propone la solución ψ(r1,r2) = ψcm(R) φ(r), la cual
conduce a

1

ψ
cm(R)

{− h̵2

2M
B
2
R} ψcm(R) =

−1
φ(r) {−

h̵2

2µ
B
2
r + V (r) −E}φ(r).

Ya que las variables R y r son linealmente independientes, la anterior ecuación
solo tiene solución cuando cada lado de la igualdad es igual a una misma
constante arbitraria C, denominada constante de separación de variables, lo
cual conduce a ecuaciones de movimiento independientes para el centro de
masa y para el movimiento relativo de las dos partículas:

− h̵2

2M
B
2
R ψcm(R) = C ψcm(R), (6.1.4a)

{− h̵
2

2µ
B
2
r + V (r) −E} φ(r) = −C φ(r). (6.1.4b)

Como se observa, la transformación de coordenadas indujo una separación del
espacio de funciones de onda del sistema F en dos espacios completos: F1

asociado al centro de masa del sistema y F2 asociado al movimiento relativo
de las dos partículas, de tal manera que F = F1 ⊗F2.

La ecuación (6.1.4a), de�nida sobre F1, es la ecuación de valores propios
del operador hamiltoniano del centro de masa del sistema y es separable en
coordenadas cartesianas. Su solución es la misma a la obtenida para una
partícula libre con tres grados de libertad translacionales. Esto es,

ψcm(R) =
1

(2πh̵)3/2
e−

i
h̵R⋅P ,

de�ne las funciones propias correspondientes a los valores propios

C = P 2

2M
= Ecm Ecm ∈R.

De�niendo Er = E −C = E −Ecm
, (6.1.4b) se puede expresar

{− h̵
2

2µ
B
2
r + V (r) −Er} φ(r) = 0 (6.1.5)

y se puede interpretar como la ecuación de valores propios del operador
hamiltoniano de una partícula de masa µ en presencia de un campo de fuerzas
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�jo de�nido por V (r). Esta es la reducción del problema de dos cuerpos al
problema equivalente de un cuerpo en mecánica cuántica no relativista.

Se considera ahora el mismo problema de las dos partículas descrito en el
espacio de kets. Como ya se ha anotado, el análogo de separar la ecuación
diferencial parcial (6.1.2) es realizar una transformación en el espacio de kets
que permita expresar Ĥ como la suma de dos operadores que conmuten. De
esta forma, el problema se reduce a resolver la ecuación de valores propios de
cada operador en espacios de kets diferentes, cuyo producto tensorial de�ne el
espacio E del sistema.

Como los operadores hamiltonianos de�nidos en (6.1.1) no conmutan,
[ Ĥ1 , Ĥ21 ] ≠ 0̂ y [ Ĥ2 , Ĥ21 ] ≠ 0̂, se realiza la transformación (r̂1, r̂2) → (R̂, r̂)
de�nida por

R̂ = m1r̂1 +m2r̂2
M

, r̂ = r̂2 − r̂1.

Aplicando las relaciones de conmutación fundamentales para la posición y el
momentum de cada una de las partículas se demuestra que las componentes
cartesianas satisfacen [ X̂i, x̂j] = 0̂ para i, j = 1,2,3.
En términos de los operadores momentum de las dos partículas, los operadores
P̂ y p̂ canónicamente conjugados a R̂ y r̂ están de�nidos por

P̂ = p̂1 + p̂2, p̂ = − µ

m1
p̂1 +

µ

m2
p̂2.

donde p̂ es el operador momentum relativo de las dos partículas, que en el
problema equivalente de un cuerpo se puede interpretar como el momentum de
una partícula de masa µ. Las ecuaciones de la transformación inversa son

p̂1 =
µ

m2
P̂ − p̂, p̂2 =

µ

m1
P̂ + p̂.

Las componentes cartesianas P̂i, X̂j , p̂i y x̂j de los operadores P̂ , R̂, p̂ y
r̂ satisfacen las relaciones de conmutación para observables canónicamente
conjugados

[ X̂i, X̂j ] = [ P̂i, P̂j ] = 0̂,
[ x̂i, x̂j ] = [ p̂i, p̂j ] = 0̂,
[ X̂i, P̂j ] = i h̵ δi j 1̂,
[ x̂i, p̂j ] = i h̵ δi j 1̂.

Reemplazando las ecuaciones de la transformación inversa en el operador
hamiltoniano (6.1.1), se obtiene

Ĥ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

P̂
2

2M

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
+ { p̂

2

2µ
+ V (r̂)} = Ĥcm + Ĥrel. (6.1.6)
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Como [ Ĥcm, Ĥrel ] = 0̂, el espacio de kets del sistema se puede separar en dos
espacios completos E ′1, donde está de�nido Ĥcm, y E ′2, donde está de�nido
Ĥrel, cuyo producto tensorial de�ne el espacio de kets del sistema. Entonces,
la solución de

Ĥ ∣ψ⟩ = { Ĥcm + Ĥrel } ∣ψ⟩ = E ∣ψ⟩ , de�nido sobre E = E ′1 ⊗E ′2,

se puede obtener de la solución de las dos ecuaciones

Ĥcm ∣ψcm⟩ = {P̂
2/2M } ∣ψcm⟩ = Ecm ∣ψcm⟩ , en E ′1

Ĥrel ∣ψrel⟩ = {p̂2/2µ + V (r̂)} ∣ψrel⟩ = Er ∣ψrel⟩ , en E ′2.

En consecuencia, los kets propios de Ĥ son ∣ψ⟩ = ∣ψCM ⟩⊗∣ψr⟩, correspondientes
a los valores propios E = Ecm +Er.

Debido a que P̂ y p̂ son canónicamente conjugados a R̂ y r̂, sus representaciones
de coordenadas son iguales a -ih̵ veces el operador gradiente en el espacio R3

de�nido por los valores propios de R̂ y r̂, respectivamente. La representación
de coordenadas de la ecuación de�nida sobre E ′1, con C = Ecm y ψcm(R) =
⟨R∣ψcm⟩, conduce a (6.1.4a), mientras que la ecuación de�nida sobre E ′2, con
φ(r) = ⟨r∣ψrel⟩, conduce a (6.1.5).

Como el sistema es conservativo su dinámica está gobernada por el siguiente
operador evolución temporal

Û(t,0) = e− i
h̵ Ĥ t = e− i

h̵ Ĥcm t ⊗ e− i
h̵ Ĥrel t = Ûcm(t,0) ⊗ Ûrel(t,0),

donde Ûcm(t,0) es el operador evolución del centro de masa y Ûrel(t,0) el de
la partícula de masa µ (del movimiento interno del sistema).

Si en t = 0 el sistema se encuentra en un estado ∣Ψ(0)⟩ =∣Ψcm(0)⟩ ⊗ ∣Ψrel(0)⟩,
el estado del sistema para t > 0 es

∣Ψ(t)⟩ = e− i
h̵ Ĥcm t ∣Ψcm(0)⟩ ⊗ e−

i
h̵ Ĥrel t ∣Ψrel(0)⟩ = ∣Ψcm(t)⟩ ⊗ ∣Ψrel(t)⟩ (6.1.7)

Entonces, la solución de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo se
puede obtener directamente de (6.1.7) si se conoce el ket de estado inicial como
una superposición de los estados propios de Ĥcm y Ĥrel.

Los estados propios de Ĥcm son los kets propios del operador momentum del
centro de masa, ∣ψcm⟩ = ∣P ⟩, correspondientes a los valores propios P 2/2M .
El hecho de que [ P̂i, Ĥ ] = 0̂ implica que las tres componentes cartesianas del
momentum lineal del centro de masa son constantes de movimiento y sus valores
propios se podrán relacionar con las constantes de separación de la ecuación
(6.1.4a).

Queda por solucionar la ecuación de valores propios para Ĥrel. La solución
dependerá de las simetrías del sistema, esto es, de la forma explícita del
potencial de interacción V (r̂) entre las dos partículas. Cuando el potencial
depende solamente de la magnitud de r (de la distancia entre las dos partículas),
el problema se reduce a uno de fuerzas centrales con simetría esférica.
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6.2 Problema de fuerzas centrales

El operador hamiltoniano de una partícula en un campo central de fuerzas se
puede escribir

Ĥ = p̂2

2m
+ V (r̂),

donde r̂ es el operador que representa la magnitud del vector posición de la
partícula respecto al centro de fuerzas y m es la masa reducida del sistema.

La correspondiente ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en
representación de coordenadas es

{− h̵
2

2m
B
2
r + V ( ∣r ∣ ) −E} ψ(r) = 0. (6.2.1)

Esta ecuación diferencial parcial es completamente separable en coordenadas
polares esféricas (el sistema posee simetría esférica). Explícitamente,

{− h̵
2

2m

1

r2
Br(r2Br) + V (r) −E} ψ (r, θ,φ)

− h̵2

2m

1

r2
{ 1

senθ
Bθ(senθ Bθ) +

1

sen2θ
B
2
φ} ψ (r, θ,φ) = 0.

Se observa que multiplicando la ecuación por r2 se puede separar la variable
radial de las variables angulares. Se propone entonces una solución de la forma

ψ (r, θ,φ) = R(r)f(θ,φ), (6.2.2)

la cual conduce a

{− h̵
2

2m

1

r2
Br(r2Br) + V (r) −E} R(r) =

D

r2
R(r), (6.2.3)

{ 1

senθ
Bθ(senθ Bθ) +

1

sen2θ
B
2
φ} f(θ,φ) =

2m

h̵2
Df(θ,φ), (6.2.4)

donde D es la constante de separación.

Comparando con (5.4.12), se observa que (6.2.4) representa la ecuación de
valores propios del cuadrado del momento angular, por tanto, sus soluciones
son precisamente los armónicos esféricos

f(θ,φ) = Y mℓ

ℓ (θ,φ), (6.2.5a)

con ℓ = 0,1,2... y

D = − h̵
2

2m
ℓ(ℓ + 1). (6.2.5b)
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Reemplazando (6.2.5b) en (6.2.3) se obtiene la siguiente ecuación diferencial
para la parte radial de las funciones propias

{− h̵
2

2m

1

r2
Br(r2Br) + Vefec(r) −E} RE,ℓ(r) = 0, (6.2.6a)

con

Vefec(r) = V (r) +
h̵2

2m

ℓ(ℓ + 1)
r2

. (6.2.6b)

Un vez solucionada la ecuación diferencial (6.2.6), la solución de (6.2.1) se puede
expresar

ψE ℓmℓ
(r, θ,φ) = RE ℓ(r)Y mℓ

ℓ (θ,φ). (6.2.6c)

r

Vefec(r)

Figura 6.1 Un ejemplo de potencial
efectivo.

El potencial (6.2.6b) se denomina po-
tencial efectivo, cuyo segundo término
de�ne una barrera repulsiva que de-
pende de los valores propios del cua-
drado del momento angular orbital.
Cuando ℓ = 0, Vefec(r) = V (r).
Note que la parte angular de las fun-
ciones propias de energía de una partí-
cula en un campo central está de�nida
por los armónicos esféricos, indepen-
dientemente de la forma explícita del
potencial. Por el contrario, la parte ra-
dial de la función de onda dependerá
del potencial considerado.

En general, no todo tipo de potencial central conduce a una solución analítica
exacta para la parte radial de las funciones propias. Ejemplos de potenciales
con solución exacta son el oscilador isotrópico V (r) = 1/2mω2 r2 y el potencial
coulombiano V (r) = −Z e2/r, este último es de gran aplicación en física atómica
y molecular. Como un ejemplo concreto, en la siguiente sección se determinará
la solución del problema de valores propios para la parte electrónica de un
átomo de hidrógeno. Para átomos de más de un electrón se requiere el desarrollo
del formalismo de partículas idénticas1 y no tienen solución analítica exacta,
sin embargo, se puede obtener soluciones analíticas aproximadas empleando
métodos variacionales o teoría de perturbaciones independiente del tiempo.

El comportamiento genérico del espectro de energía de una partícula en un
campo central se puede analizar a partir de las propiedades de su potencial
efectivo. Por ejemplo, si para valores propios no nulos del momento angular
el potencial efectivo tiene la forma indicada en la �gura 6.1, el espectro será
continuo para valores propios de energía mayores que cero (no se tendrá sino
una condición de frontera para r → 0), de manera que sus funciones propias
no son cuadráticamente integrables y de�nen los denominados estados del

1 En la sección 6.6 se hace una breve introducción a la teoría de partículas idénticas.
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continuo o estados de dispersión. Para energías menores que cero la partícula
está con�nada en un pozo de potencial (la parte radial de las funciones propias
debe satisfacer dos condiciones de frontera para r → ∞ y r → 0), de manera
que el espectro de energía es discreto y las correspondientes funciones propias
representan los estados discretos del sistema.

Nota

De acuerdo con (5.4.10), el operador energía cinética T̂ de una partícula es
proporcional al operador L̂2. Cuando el operador energía potencial V (r) es
una función exclusiva de ∣r∣, como sucede para un campo central de fuerzas,
se tienen las siguientes conclusiones: a) el operador hamiltoniano Ĥ conmuta
con los operadores L̂2 y L̂z pues los dos últimos operadores solo involucran
operadores diferenciales con respecto a las coordenadas angulares. Esto implica
que Ĥ, L̂2 y L̂z son constantes de movimiento; b) como la variable radial de
la ecuación de Schrödinger se puede separar de las variables angulares y la
constante de separación es proporcional a los valores propios de L̂2, se encuentra
una relación entre las propiedades de simetría esférica del sistema (el operador
hamiltoniano queda invariante bajo rotaciones alrededor de cualquier eje que
pase por el centro de fuerzas) y la conservación de los generadores del grupo de
rotaciones L̂i; c) los observables Ĥ, L̂2, L̂z de�nen un CCOC para una partícula
sin espín en un campo de fuerzas central.

Si en lugar de solucionar la ecuación de valores propios en F(R3
x) se hace en el

espacio de kets de la partícula, determinar la solución del problema consiste en
encontrar un CCOC de mínimo tres observables (uno por grado de libertad),
siendo uno de ellos el operador hamiltoniano. En el caso de fuerzas centrales, el
conjunto más apropiado es el ya mencionado Ĥ, L̂2, L̂z y la representación en
coordenadas esféricas de sus kets propios simultáneos ∣E, ℓ,mℓ⟩ = ∣E⟩ ⊗ ∣ℓ,mℓ⟩,
de�ne las funciones propias de energía (6.2.6c): ψ (r, θ,φ) = ⟨φ, θ, r∣E, ℓ,mℓ⟩ =
⟨r∣E⟩ ⟨θ,φ∣ℓ,mℓ⟩ = RE,ℓ(r)Y m

ℓ (θ,φ).
Empleando la interpretación usual de la función de onda, los armónicos
esféricos de�nen la amplitud de probabilidad de localizar la partícula con
una determinada orientación (θ,φ), o en una determinada dirección n⃗,
independientemente de su distancia promedio al núcleo. La parte radial de la
función de onda será proporcional a la amplitud de densidad de probabilidad
de localizar la partícula a una determinada distancia del origen de fuerzas sin
importar su orientación en el espacio euclidiano R3.

En general, para sistemas conservativos la búsqueda de un CCOC que contenga
el operador hamiltoniano implica la búsqueda de operadores que se conserven,
lo cual está relacionado con las simetrías que pueda poseer el sistema. Si se
resuelve el problema en representación de coordenadas es importante elegir las
coordenadas apropiadas para resolver la ecuación de Schrödinger, de manera
que dichas simetrías se mani�esten en la obtención de constantes de separación
que estarán relacionadas con los valores propios de operadores que se conservan.
En particular, si el sistema es invariante ante rotaciones, el sistema posee
simetría esférica y los operadores de momento angular se conservan; si el sistema
posee simetría azimutal es, invariante ante rotaciones alrededor del eje z y L̂z,
el generador de estas rotaciones, se conserva.
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Ejercicios
1. Demuestre que los operadores L̂2 y L̂z conmutan con el operador energía

cinética para una partícula con tres grados de libertad espaciales. ¾Cómo
serían entonces las funciones propias de una partícula libre en coordenadas
polares esféricas? Obtenga la ecuación para la parte radial de la función de
onda y averigüe qué tipo de soluciones tiene.

2. Considere el sistema del oscilador armónico isotrópico. Determine la ecua-
ción de valores propios en representación de coordenadas empleando coor-
denadas esféricas. Muestre que en la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo la variable radial se puede separar de las variables angulares. En-
cuentre la ecuación diferencial para la parte radial de la función de onda y
averigüe cuáles son sus soluciones. Compare sus resultados con los obtenidos
en el capítulo 3.

6.3 Átomos hidrogenoides

Los átomos hidrogenoides (con un electrón de valencia) se pueden considerar
en una muy buena aproximación como un sistema de dos partículas constituido
por un núcleo, de masa mn y carga Ze, y el electrón de valencia, de masa me

y carga −e, que interactúan a través del potencial coulombiano V (r) = −Ze2/r.
En esta aproximación se desprecia la interacción entre electrones y el efecto
de apantallamiento del núcleo para el electrón de valencia (generado por los
electrones de las capas internas). Cuando estos dos últimos efectos se tienen en
cuenta, se habla de átomos alcalinos.

La reducción del problema de las dos partículas al problema equivalente de una
partícula de masa reducida µ en presencia del campo central V (r) = −Ze2/r se
considera como el problema equivalente del electrón de valencia en el campo
de fuerzas central generado por el núcleo �jo, pues debido a que la masa del
núcleo es mucho mayor que la del electrón, la masa reducida del sistema y el
momentum relativo se aproximan a la masa y el momentum lineal del electrón
respecto al centro de fuerzas.

r

V (r)

ℓ= 0

ℓ≠ 0

Vefec

Figura 6.2 Potencial efectivo para el
electrón en un átomo hidrogenoide.

La forma del potencial efectivo para
el electrón se ilustra en la �gura 6.2.
Para E < 0 el electrón está ligado
al núcleo constituyendo el átomo y
el espectro de energía es discreto,
mientras que para E ≥ 0 el electrón
no está ligado (ion más electrón no
ligado) y el espectro de energía es
continuo. El interés de esta sección
es determinar la parte discreta del
problema de valores propios mediante
la solución de la parte radial de
la ecuación diferencial (6.2.6) para
E < 0.
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De los resultados de la sección anterior se sabe que la ecuación de valores
propios de energía para la partícula, en este caso el electrón de valencia, es
separable en sus partes angular y radial.

Queda entonces por solucionar la parte radial de dicha ecuación diferencial.

Solución de la parte radial de la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo para estados discretos

De acuerdo con (6.2.6c), las funciones propias de energía correspondientes a la
parte discreta del espectro (E < 0) se pueden expresar

ψnℓmℓ
(r, θ,φ) = Rnℓ(r)Y mℓ

ℓ (θ,φ), (6.3.1)

donde n es el número cuántico principal que caracteriza los valores discretos de
energía E.

La ecuación diferencial que debe satisfacer la parte radial de la función de onda
está de�nida por la ecuación (6.2.6b), con V (r) = −Ze2/r,

{ 1

r2
Br(r2Br) +

2m

h̵2
E − ℓ(ℓ + 1)

r2
+ 2m

h̵2
Z e2

r
} Rnℓ(r) = 0.

De�niendo las constantes

α2 = −2mE
h̵2

, λ = 1

α

mZ e2

h̵2
, (6.3.2)

la ecuación diferencial se puede expresar

{ 1

r2
Br(r2Br) − α2 − ℓ(ℓ + 1)

r2
+ 2αλ

r
} Rnℓ(r) = 0.

Para energías negativas (α2 > 0) y ℓ ≠ 0, el electrón se encuentra en un pozo de
potencial de manera que Rnℓ deben tender a cero para r →∞ y r → 0. Si ℓ = 0,
Rnℓ puede ser no nula en el límite r → 0, pero debe estar acotada.

En otras palabras, la parte radial de las funciones propias debe satisfacer las
condiciones de frontera

Rnℓ(0) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 si ℓ ≠ 0
< ∞ si ℓ = 0

y Rnℓ(r) → 0 para r →∞.

Cambiando a la variable adimensional ρ =2αr, se obtiene

{ 1

ρ2
Bρ(ρ2Bρ) −

1

4
− ℓ(ℓ + 1)

ρ2
+ λ
ρ
} Φnℓ(ρ) = 0, (6.3.3)

donde
Rnℓ(r) = Φnℓ(2αr). (6.3.4a)
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Asintóticamente (ρˇ) el operador diferencial en (6.3.3) satisface

1

ρ2
Bρ(ρ2Bρ) =

2

ρ
Bρ + B

2
ρ ≈ B

2
ρ,

y la ecuación diferencial (6.3.3) se reduce a

{B2
ρ −

1

4
}Φnℓ(ρˇ) = 0

⇒ Φnℓ(ρˇ) ≈ C e±ρ/2. (6.3.5)

Como Φnℓ(ρ) debe tender a cero para ρ→∞, en (6.3.5) se debe elegir el signo
(−) en el argumento del exponencial. Se propone entonces una solución de la
forma

Φnℓ(ρ) = e−ρ/2 Fnℓ(ρ) (6.3.4b)

y se buscan soluciones polinomiales para Fnℓ(ρ). Note que la función
exponencial garantiza que Φnℓ(ρ) tiende a cero para ρ→∞.

Al reemplazar la propuesta en (6.3.3), se obtiene la siguiente ecuación
diferencial para Fnℓ(ρ):

{B
2
ρ + (

2

ρ
− 1) Bρ + (

λ

ρ
− ℓ(ℓ + 1)

ρ2
− 1

ρ
)} Fnℓ(ρ) = 0. (6.3.6a)

Solución en series de potencias

Analizando (6.3.6a) se observa que ρ = 0 es una singularidad regular de
la ecuación diferencial. Se propone en estos casos una solución en serie de
potencias de la forma

Fnℓ(ρ) = ρs
∞
∑
ν=o

aν ρ
ν = ρsLnℓ(ρ), (6.3.7)

donde Lnℓ(ρ) = ∑ν aν ρ
ν . Los diferentes valores de s conducen a diferentes

soluciones de (6.3.6a).

Procediendo como es usual, se reemplaza (6.3.7) en (6.3.6a) para obtener

ρ2B
2
ρ Lnℓ(ρ) + (2s + 2 − ρ)ρ BρLnℓ(ρ) + (λ − s − 1)ρ Lnℓ(ρ)

+ {s(s + 1) − ℓ(ℓ + 1)}Lnℓ(ρ) = 0. (6.3.6b)

Los posibles valores de s se determinan del comportamiento de (6.3.6b) para
ρ → 0. En este límite solo subsiste el coe�ciente de ρo del último término, y la
ecuación se reduce a la denominada relación de índice:

{s(s + 1) − ℓ(ℓ + 1)} ao = 0.

Suponiendo que ao es no nulo (para obtener soluciones no triviales), la anterior
ecuación se reduce a s(s+1)−ℓ(ℓ+1) = 0. Sus soluciones son s = ℓ y s = −(ℓ+1). El
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valor s = −(ℓ + 1) implicaría que la solución para polinomios Lnℓ(ρ) de grado
menor que ℓ + 1 diverja para ρ → 0 y, por tanto, se debe descartar. Se elige
entonces el valor s = ℓ, lo cual conduce a

Fnℓ(ρ) = ρℓ∑
ν

aνρ
ν = ρℓLnℓ(ρ). (6.3.4c)

Reemplazando la serie Lnℓ(ρ) = ∑ν aνρ
ν y sus derivadas en (6.3.6b) para s = ℓ,

se obtiene

∑
ν=0
{{ν(ν + 1) + (2ℓ + 2)(ν + 1)}aν+1 − (λ − ℓ − 1 − ν)aν}ρν = 0.

Esta ecuación solo se satisface si se anulan los coe�cientes para una misma
potencia de ρ, lo cual conduce a la siguiente ecuación de recurrencia para los
coe�cientes aν

aν+1 =
(λ − ℓ − 1 − ν)

2(ν + 1)(ℓ + 1) + ν(ν + 1)aν . (6.3.8)

Una solución polinomial de grado ν = n′ será posible si los coe�cientes aν se
anulan para ν ≥ n′+1, para lo cual el numerador del coe�ciente de aν en (6.3.8)
se debe anular. Esto es, λ − ℓ − 1 − n′ = 0. Entonces, λ = ℓ + 1 + n′ es un número
entero n

n = ℓ + 1 + n′. (6.3.9)

Como ℓ = 0,1,2, ... y n′ = 0,1,2, ... entonces n = 1,2,3, ...
Al reemplazar λ = n en la segunda ecuación de (6.3.2), se obtiene

α = mZ e2

h̵2 n
= {Z

n
} 1
a
, (6.3.10a)

donde

a = h̵2

me2
(6.3.10b)

de�ne la unidad atómica de longitud ao cuando se reemplaza la masa reducida
por la masa del electrón me, ao = h̵2/(me e

2). Esta unidad corresponde al radio
de la primera órbita del átomo de Bohr. Se ha conservado la notación usual ao,
la cual no debe ser confundida con el primer coe�ciente de la serie de potencias.

Con (6.3.10a) en la primera ecuación de (6.3.2), se obtiene para los valores
propios la siguiente expresión

En = −
1

2
ε {Z

n
}
2

, (6.3.11a)

donde

ε = e
4m

h̵2
(6.3.11b)

de�ne la unidad atómica de energía εo cuando m ≈me.
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El entero n′ recibe el nombre de número cuántico radial, ya que de�ne el grado
del polinomio Lnℓ(ρ) en la parte radial de las funciones propias, mientras que n
es el número cuántico principal que caracteriza los valores propios de energía.
De acuerdo con (6.3.9), el grado del polinomio Lnℓ(ρ) es n′ = n − ℓ − 1, de
manera que (6.3.7) es igual a

Fnℓ(ρ) = ρℓ
n−ℓ−1
∑
ν=0

anℓ
ν ρν .

Reemplazando en (6.3.4b) y (6.3.4a), la parte radial de las funciones propias
de energía para el electrón de un átomo hidrogenoide se puede expresar

Rnℓ(r) = Nnℓ e
−ρ/2 ρℓ

n−ℓ−1
∑
ν=1

anℓ
ν ρν ∣

ρ=2αr, (6.3.4d)

donde los coe�cientes anℓ
ν se determinan a partir de la fórmula de recurrencia

(6.3.8) para cada nivel o valor propio de energía y, salvo un factor de
fase arbitrario, el valor de la constante Nnℓ, se obtiene de la condición de
normalización de la parte radial de las funciones propias

∫
∞

−∞
r 2dr{Rnℓ(r)}∗Rnℓ(r) = 1. (6.3.12)

La parte angular de las funciones propias, de�nida por los armónicos esféricos,
ya está normalizada.

En conclusión, las funciones propias del hamiltoniano electrónico de un átomo
hidrogenoide están dadas por

ψnℓmℓ
(r, θ,φ) = Nnℓ e

−ρ/2 ρℓ
n−ℓ−1
∑
ν=1

anℓ
ν ρν ∣

ρ=2αrY
mℓ

ℓ (θ,φ), (6.3.13)

correspondientes a los valores propios

En = −
1

2
ε {Z

n
}
2

,

con n = 1, 2, ⋯
Los valores propios de energía son degenerados, ya que no dependen de los
números cuánticos orbital y azimutal. El grado de degeneración es igual al
número de funciones propias ψnℓm ortogonales correspondientes a un mismo
valor de n, pero diferentes valores de ℓ y m.

De acuerdo con (6.3.9) ℓ = n−n′ − 1, de manera que para cada nivel de energía
el máximo valor del número cuántico orbital es ℓmáx = n − 1. Entonces, dado
un nivel n, los posibles valores de ℓ quedan acotados por

0 ≤ ℓ ≤ n − 1. (6.3.14a)
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De acuerdo con la teoría del momento angular, dado un ℓ que satisfaga (6.3.14a)
los posibles valores de mℓ están acotados según

− ℓ ≤mℓ ≤ ℓ. (6.3.14b)

Entonces, para un nivel n los posibles valores de ℓ y mℓ son

ℓ = 0,1,2, ..., n − 1, mℓ = 0,±1,±2, ...,±ℓ. (6.3.14c)

Para cada valor propio de energía hay n valores diferentes de ℓ y para cada
valor de ℓ hay 2ℓ + 1 valores de m. Entonces, a cada valor propio de energía
le corresponde n2 funciones ortogonales ψnℓmℓ

(r, θ,φ) =Rnℓ(r)Y mℓ

ℓ (θ,φ), o lo
que es lo mismo, cada nivel de energía es n2 veces degenerado (ejercicio 3).
Es usual hablar de las capas K,L,M, ... para referirse a los niveles de energía
E1, E2, E3, ⋯.
Para caracterizar los estados propios de energía de los átomos hidrogenoides
se emplea la denominada notación espectroscópica, en la cual los estados
correspondientes al n-ésimo nivel de energía se distinguen con las letras
s, p, d, f, ... cuando el valor del número cuántico orbital ℓ es 0,1,2, ..., n − 1,
respectivamente, y se denominan orbitales s, p, d, f , etc. Note que la parte radial
de los estados propios asociados a un nivel de energía queda caracterizada por
el orbital, esto es, por los valores de ℓ.

Los orbitales se escriben anteponiendo el número cuántico principal a la letra
que los caracteriza. Como se indica en la siguiente �gura, el nivel más bajo o
estado base (n = 1) es el único no degenerado; de acuerdo con (6.3.14c) admite
solamente el orbital 1s. El segundo nivel admite dos orbitales: 2s y 2p; el tercer
nivel admite tres orbitales: 3s, 3p y 3d, etc.

b. Solución en términos de los polinomios asociados de Laguerre

Los polinomios de Laguerre Lr(ρ) de grado r son soluciones linealmente
independientes de la ecuación diferencial

{ρ B
2
ρ + (1 − ρ) Bρ + r} Lr(ρ) = 0,

para r entero positivo.

Diferenciando t veces esta ecuación, se obtiene la que de�ne los polinomios
asociados de Laguerre Lt

r(ρ) de grado (r − t) y orden t:

{ρ B
2
ρ + (t + 1 − ρ) Bρ + (r − t)} Lt

r(ρ) = 0, (6.3.15a)

donde

Lt
r(ρ) =

dt

dρt
Lr(ρ). (6.3.15b)

Reemplazando s = ℓ en la ecuación (6.3.6b), se encuentra que Lnℓ(ρ) debe
satisfacer la ecuación diferencial

{ρ B
2
ρ + (2ℓ + 2 − ρ) Bρ + (n − ℓ − 1)} Lnℓ(ρ) = 0, (6.3.16)
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Orbitales para los diferentes niveles de energía del átomo de hidrógeno

-13.6

-3.4

-1.51

-0.87
-0.54

E (eV)

n

3

4
5

1

2

ℓ= 0 ℓ= 1 ℓ= 2 ℓ= 3

1s

2s

3s

4s
5s

2p

3p

4p
5p

3d

4d
5d

4 f
5 f

donde ya se ha reemplazado λ por el número cuántico principal n. La
comparación con (6.3.15a) muestra que las soluciones de (6.3.16) son
precisamente los polinomios asociados de Laguerre de orden (2ℓ + 1) y grado
n − ℓ − 1

Lnℓ(ρ) = L2ℓ+1
n+ℓ (ρ).

Con lo cual, la solución de la parte radial de la ecuación de valores propios de
energía se puede expresar

Rnℓ(r) = Nnℓ e
−αr (2αr)ℓ L2ℓ+1

n+ℓ (2αr), (6.3.17)

donde

L2ℓ+1
n+ℓ (ρ) =

n−ℓ−1
∑
ν=0

(−1)ν+1{(n + ℓ)!}2 ρν
(n − ℓ − 1 − ν)! (2ℓ + 1 + ν)!ν! . (6.3.18)

Estos son los mismos polinomios de grado n′ = n − ℓ − 1 que se obtienen para
Lnℓ(ρ) en (6.3.4c) empleando la fórmula de recurrencia (6.3.8).

Con base en la normalización de los polinomios asociados de Laguerre,
empleando las funciones asociadas de Laguerre:

∫
∞

o
dρρ2{e−ρ/2 ρℓL2ℓ+1

n+ℓ (ρ)}
2
= 2n{ (n + ℓ)!}3

(n − ℓ − 1)! ,

se obtiene para la parte radial de las funciones propias ya normalizadas la
siguiente expresión:

Rnℓ(r) =
¿
ÁÁÀ(2Z

na
)
3 (n − ℓ − 1)!
2n{(n + ℓ)!}3

e−αr (2αr)ℓ L2ℓ+1
n+ℓ (2αr),



6.3. ÁTOMOS HIDROGENOIDES 347

y, de acuerdo con (6.3.1),

ψnℓmℓ
(r) =

¿
ÁÁÀ(2Z

na
)
3 (n − ℓ − 1)!
2n{(n + ℓ)!}3

e−αr (2αr)ℓL2ℓ+1
n+ℓ (2αr)Y mℓ

ℓ (θ,φ)

(6.3.19)

son las funciones propias normalizadas para la parte electrónica de la ecuación
de valores propios de un átomo hidrogenoide, correspondientes a los valores
propios

En = −
1

2
ε {Z

n
}
2

, n = 1, 2, ⋯

Series espectrales del átomo de hidrógeno

Mediante un proceso de emisión o absorción de energía el electrón de un átomo
hidrogenoide realiza transiciones de un nivel a otro. Si el átomo está en su estado
base n = 1, al absorber energía puede realizar transiciones a niveles excitados
y luego emitir radiación pasando a un nivel de energía menor mediante un
proceso de emisión. Cada nivel excitado tiene un tiempo de vida media τ y
un ancho de energía característicos que satisfacen la relación de incertidumbre
para la energía.

Si el átomo está en el nivel excitado n = n2 y decae al nivel n = n1, la energía
emitida ∆E es igual a

∆E = En2 −En1 = {
1

n22
− 1

n21
} Z

2

2
ε

y la frecuencia de la radiación emitida es

ν =∆E/h.

De acuerdo con el rango de frecuencias de la radiación emitida (o absorbida si
es un espectro de absorción) las series espectrales se clasi�can en

Serie espectral Transición Región espectral

Lyman n2 ≥ 2→ n1 = 1 ultravioleta lejano

Balmer n2 ≥ 3→ n1 = 2 visible

Paschen n2 ≥ 4→ n1 = 3 infrarrojo

etc.

Estas series habían sido explicadas en la antigua mecánica cuántica con el
modelo atómico de Bohr.

Las series espectrales ocupan diferentes regiones del espectro electromagnético,
debido a que la diferencia de energía entre el nivel n + 1 y el nivel n es mayor
que el valor absoluto de la diferencia de energía entre el nivel n + 1 y niveles
superiores.



348 CAPÍTULO 6. ÁTOMOS HIDROGENOIDES

Por ejemplo, en la serie espectral de Lyman el mínimo valor de energía emitida
es ≈ 10,2 eV (correspondiente a la transición del nivel n = 2 al nivel fundamental)
y la máxima es ≈ 13,6 eV (correspondiente a transiciones entre niveles muy
cercanos a 0 eV y el nivel fundamental), mientras que en la serie espectral de
Balmer el mínimo valor es ≈ 1,89 eV y el máximo es ≈ 3,4 eV . Como la mínima
energía emitida en la primera serie es mucho mayor que la máxima energía
emitida en la siguiente, estas dos series espectrales se ubican en regiones bien
diferenciadas del espectro electromagnético.

Primeras funciones hidrogenoides

Capa K(n = 1), estado base {ψ100}

ψ100 = ψ1s =
1√
π
(Z
a
)
3/2
e−Zr/a,

Capa L(n = 2), primeros estados excitados: {ψ200 , ψ210 , ψ211 , ψ21−1}

ψ200 = ψ2s =
1

4
√
2π
(Z
a
)
3/2
(2 −Zr/a) e−Zr/2a,

ψ210 = ψ2pz =
1

4
√
2π
(Z
a
)
3/2
(Zr/a) e−Zr/2acos θ,

ψ211 = ψ2px =
1

4
√
2π
(Z
a
)
3/2
(Zr/a) e−Zr/2asen θ cosφ,

ψ21−1 = ψ2py =
1

4
√
2π
(Z
a
)
3/2
(Zr/a) e−Zr/2asen θ senφ.

En estas expresiones se ha tomado la parte real o imaginaria de las funciones
propias, las cuales son también funciones propias de la parte electrónica del
átomo hidrogenoide. Los nombres de los orbitales px, py, pz están relacionados
con la dependencia angular de las componentes cartesianas x, y, z cuando
se expresan en coordenadas polares esféricas y de�nen la simetría respecto a
rotaciones de la densidad de probabilidad de localizar el electrón para estos
estados propios.

Funciones de distribución de valores propios de posición o densida-
des de probabilidad de localizar el electrón

Cuando el electrón se encuentra en un estado propio de energía (o estado
estacionario), la función de distribución de valores propios de posición, o
densidad de probabilidad ρ(r, θ,φ), está de�nida por el módulo al cuadrado
de la correspondiente función de onda ψnℓmℓ

(r, θ,φ).
La probabilidad de localizar el electrón en el elemento de volumen dV =
r2sen θ dr dθ dφ alrededor del punto (r, θ,φ) está dada por

∣ψnℓmℓ
(r, θ,φ) ∣2r2sen θ dr dθ dφ,
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Al tener en cuenta la degeneración de los valores propios de r̂, la probabilidad
de localizar el electrón a una distancia r del núcleo y dentro de un ancho radial
dr, está dada por2

∫
π

0
sen θ dθ ∫

2π

0
dφ ∣ψnℓmℓ

(r′, θ, φ) ∣2r′2 dr′ = ∣Rnℓ(r) ∣2r2dr,

donde se ha tenido en cuenta la normalización de los armónicos esféricos
∫

π
0 dθ sen θ ∫

2π
0 dφ ∣Yℓmℓ(θ,φ) ∣2 = 1.

Entonces, la función de distribución radial (probabilidad por unidad de
longitud) es r2∣Rnℓ(r) ∣2, la cual, calculada en r = r′, se puede interpretar
como la densidad de probabilidad de localizar el electrón a la distancia r = r′
del núcleo.

El estado base o estado fundamental ψ100 es independiente de θ y φ, de manera
que su módulo al cuadrado posee simetría esférica (esto ocurre para cualquier
orbital s (ℓ = o)). Las grá�cas de ψ100 , su módulo al cuadrado y la función de
distribución de probabilidad radial se indican en las �guras 6.3 y 6.4. Cuando el
electrón está en el estado base, las distancias respecto al núcleo para las cuales
es mayor la probabilidad de localizarlo están alrededor de r = ao = 0,529 Å que
es precisamente el radio de la primera órbita del átomo de Bohr. El máximo
de la función de distribución en la �gura 6.4 es para r/ao = 1.

1 2 3
r/ao

ψ100(r/ao)

4 -

2 -

|ψ100(r/ao)
2

1 2 3
r/ao

0.2

0.4
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r
2 |ψ100(r/ao)

2

Figura 6.3 Función de onda y su

módulo al cuadrado para el estado

base.

Figura 6.4 Densidad probabilidad

radial para el estado base.

La parte radial de la función de onda para los primeros estados se muestra en
la �gura 6.5. Excluyendo el origen, el número de ceros de la parte radial de las
funciones propias es igual a n′ = n− ℓ− 1, el cual, como era de esperar, es igual
al grado del polinomio asociado de Laguerre de la correspondiente función de
onda. Son no nulas en el origen solamente cuando el número cuántico orbital

2 Esta probabilidad es igual a la probabilidad de localizar el electrón en un elemento de
volumen de�nido por un cascarón esférico de radio r y espesor dr.
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es nulo, orbitales s. Sin embargo, la función de onda es acotada como es de
esperar para un estado cuántico. En este caso, el potencial efectivo es igual al
potencial coulombiano de interacción entre el electrón y el núcleo porque la
parte repulsiva es nula.

0 2 4 6
r/(nao )

0

0.7
0

0.15

0

0.38

0

0.7

0

2

Rnℓ(r/ (nao ))

n = 3, ℓ= 1

n = 2, ℓ= 1

n = 3, ℓ= 0

n = 2, ℓ= 0

n = 1, ℓ= 0

Figura 6.5 Parte radial de las funciones propias
de energía electrónica del átomo de hidrógeno
para los primeros niveles de energía.

La distancia promedio del electrón al núcleo para cualquier estado propio la
proporciona el valor esperado del operador r̂, que representa la distancia del
electrón al centro de fuerzas, y es igual a

⟨mℓ, ℓ, n∣ r̂ ∣n, ℓ,mℓ⟩ = ∫ r2dr∫ sinθ dθ∫ dφψ∗nℓmℓ
(r, θ,φ) r ψ

nℓmℓ
(r, θ,φ).

La integración sobre las variables angulares es igual a la unidad pues los
armónicos esféricos están normalizados. Entonces, el valor esperado se reduce
a3

3 Pauling L., Wilson E. B. (1935). Introduction to quantum mechanics. McGraw-Hill,
ecuación (21.10).
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⟨mℓ, ℓ, n∣ r̂ ∣n, ℓ,mℓ⟩ = ∫ r2drR∗nℓ(r) rRnℓ(r)

= n
2a

Z
[1 + 1

2
{1 − ℓ(ℓ + 1)

n2
}] .

(6.3.20)

Para el estado base, la distancia promedio del electrón al núcleo es 3ao/2, que
se encuentra dentro del rango de distancias para el cual la probabilidad de
localizar el electrón es relativamente grande. Esta distancia promedio da un
valor estimado del tamaño del átomo en su estado fundamental.
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n = 2, ℓ= 1
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n = 2, ℓ= 0

n = 1, ℓ= 0

Figura 6.6 Densidad de probabilidad radial de
localizar el electrón para los primeros estados
electrónicos del átomo de hidrógeno.

La �gura 6.6 muestra las funciones de distribución radial para los
primeros niveles de energía. La línea vertical indica el valor promedio
⟨mℓ, ℓ, n∣r̂∣n, ℓ,mℓ⟩ en unidades del radio de Bohr. De acuerdo con (6.3.20),
a medida que aumenta el nivel, el valor promedio de r̂ aumenta proporcional-
mente a n2 (considere ℓ = 0).
En la �gura 6.5 se observa que los estados con momento angular nulo de�nen
funciones ∣ψ(r)∣2 esféricamente simétricas y no nulas en r = 0. Sin embargo,
la densidad de probabilidad radial r2∣Rnℓ(r)∣2 de localizar el electrón en las
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vecindades del origen es nula para todo estado propio, como se observa en la
�gura 6.6.

A medida que el electrón ocupa niveles de energía mayores su distancia
promedio al núcleo aumenta, al igual que las distancias de máxima probabilidad
de localizar el electrón. Esto es, el �tamaño� del átomo aumenta a medida que
aumenta el nivel de energía electrónico.

Teorema del virial

El valor esperado de la energía potencial para un estado propio ψnℓmℓ
de un

átomo hidrogenoide es

⟨V (r̂)⟩n,ℓ,mℓ
= ⟨mℓ, ℓ, n∣V (r̂) ∣n, ℓ,mℓ⟩

= −Ze2 ∫ r2dr∫ senθ dθ∫ dφψ∗nℓmℓ
r−1ψnℓmℓ

.

Aplicando la ortonormalidad de los armónicos esféricos, se obtiene

⟨V (r̂)⟩n,ℓ,mℓ
= −Z e2⟨1/r̂⟩n,ℓ,mℓ

= −Z
2e2

an2
= −{Z

n
}
2

ε.

Teniendo en cuenta la ecuación de los valores propios de energía (6.3.11a), se
encuentra que

En =
1

2
⟨V̂ ⟩

n,ℓ,mℓ
.

De otra parte, el valor esperado de la energía para el estado ψnℓmℓ
es igual al

correspondiente valor propio, el cual a su vez es igual a la suma de los valores
esperados de la energía cinética y la energía potencial:

⟨Ĥ⟩
n,ℓ,mℓ

= En = −
1

2
{Z
n
}
2

ε = ⟨T̂ ⟩
n,ℓ,mℓ

+ ⟨V̂ ⟩
n,ℓ,mℓ

.

Combinando los dos últimos resultados, se obtiene la siguiente relación entre
los valores esperados de la energía cinética y potencial

⟨T̂ ⟩
n,ℓ,mℓ

= −1
2
⟨V̂ ⟩

n,ℓ,mℓ
. (6.3.21)

Esta es la misma relación que se encuentra para los promedios de la energía
cinética y potencial de un sistema de partículas con interacción coulombiana
en la mecánica clásica, conocida como el teorema del virial.

Esta relación es especialmente útil para el cálculo de los valores esperados de
la energía cinética o potencial y son un caso particular del teorema del virial de
la mecánica cuántica (Schi�, 1968, p. 180), el cual establece que si la derivada
respecto al tiempo del valor esperado del operador r̂ ⋅ p̂ es nula, entonces

2 ⟨T̂ ⟩ = ⟨r ⋅ BrV̂⟩ ,
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donde T̂ y V̂ de�nen los operadores energía cinética y potencial en
representación de coordenadas.

Ejercicios
1. Demuestre que las componentes cartesianas de los operadores P̂ = p̂1 + p̂2

y p̂ = −(µ/m1)p̂1 + (µ/m2)p̂2 son observables canónicamente conjugados
a las componentes cartesianas de R̂ y r̂ ¾Por qué puede asegurar que
⟨R∣ P̂ ∣R′⟩ =−i h̵ BR δ(R − R′) y ⟨r∣ p̂ ∣r′⟩ = −i h̵ Br δ(r − r′)? Justi�que
su respuesta.

2. Muestre que las cantidades de�nidas por (6.3.10b) y (6.3.11b) tienen
unidades de longitud y energía. Suponga que la masa reducida del sistema
se puede aproximar a la masa del electrón, m ≈ me, de manera que a y ε
de�nen las unidades atómicas de longitud y energía. Determine el valor de
estas unidades en el sistema CGS.

3. Demuestre que la degeneración de los valores propios de energía de un átomo
hidrogenoide sin espín es n2. Tenga en cuenta que ∑N

k=1 k = N(N + 1)/2.

4. Suponga que en t = 0 el estado del electrón de un átomo de hidrógeno
(sin espín) está dado por ψ(r, o) = 1/

√
5 {φ3,1,1(r) + 2φ3,2,1(r)}, donde

{φn,ℓ,mℓ
} es el conjunto de funciones propias del hamiltoniano electrónico.

¾De cuál (o cuáles) operadores del conjunto {Ĥ, L̂2, L̂z} es ket propio este
estado inicial? Calcule el valor esperado, o promedio, de los operadores del
conjunto para t > 0. ¾Se conservan los valores esperados? ¾Esperaba estas
respuestas? Justi�que.

5. Suponga que en t = 0 el estado del electrón de un átomo de hidrógeno (sin
espín) está dado por ∣ψ(o)⟩ = 1/

√
5 {∣1,0,0⟩ + 2 ∣2,0,0⟩}. Calcule para t > 0

el valor esperado del operador r̂. ¾Cambia en el tiempo el valor esperado?
¾Esperaba esta respuesta? Justi�que.

6. Considere un átomo hidrogenoide con�nado en un cubo de lado L.
Empleando coordenadas cartesianas para los grados de libertad asociados
al centro de masa, determine las funciones propias del centro de masa del
átomo. Empleando la solución encontrada para el hamiltoniano electrónico
en términos de los polinomios asociados de Laguerre, escriba las funciones
y valores propios de energía para este sistema de seis grados de libertad.
Comente su respuesta.

7. Si se tiene en cuenta el espín del electrón, ¾cuántos grados de libertad posee
el electrón de un átomo de hidrógeno en el campo generado por el núcleo?
¾Cuáles serían los posibles CCOC para este sistema? ¾Cuáles serían los
valores propios discretos del hamiltoniano electrónico del átomo si la única
interacción que se considera es la coulombiana entre el electrón y el núcleo?
Encuentre la representación de los estados propios en la base de kets propios
simultáneos del conjunto de operadores {r̂, θ̂, ϕ̂, Ŝz}. (Puede considerar la
solución ya determinada para Rnℓ(r) del hamiltoniano electrónico).
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8. Considere el electrón de un átomo de hidrógeno en el campo del núcleo.
Teniendo en cuenta el espín del electrón, ¾cuáles serían los CCOC de
momento angular para el electrón? ¾Cuáles serían los operadores de rotación
del electrón con espín alrededor del eje z? ¾Cuál sería el subespacio
de momento angular al cual pertenece el estado de momento angular
del electrón si se sabe que se encuentra en el orbital 2p? Determine la
representación matricial de los operadores de rotación alrededor del eje z
en las dos bases de momento angular de este subespacio. ¾Cuáles serían las
representaciones irreducibles del grupo de rotaciones en este caso? Justi�que.

6.4 Interacción espín-órbita. Estructura �na

En la anterior sección se resolvió el problema de valores propios para el operador
hamiltoniano del electrón de valencia de un átomo hidrogenoide sin espín
suponiendo el potencial coulombiano como única interacción entre el electrón
y el núcleo. Esta es una muy buena aproximación al potencial para el caso del
átomo de hidrógeno, que aplicado a átomos hidrogenoides permite estudiar en
buena medida su comportamiento.

Un estudio más detallado para átomos hidrogenoides (Z > 1) implica tener
en cuenta el hecho de que los electrones internos apantallan al núcleo, de
manera que el potencial al cual se ve sometido el electrón de valencia no es
el puramente coulombiano que se estudió en la anterior sección. Empleando
métodos de aproximación como los métodos variacionales (considerando a Z
como parámetro variacional y las funciones propias ψn,ℓ,mℓ

como funciones
de prueba), se pueden determinar aproximaciones a los niveles de energía
electrónicos. Sin embargo, el estudio de estas aproximaciones se sale de los
objetivos del presente texto.

Si además se tiene en cuenta el espín del electrón de valencia, el espacio de kets
será el determinado por el producto tensorial del espacio que da cuenta de sus
grados de libertad translacionales y el espacio de espín proveniente del grado
de libertad interno (ejercicio 7 de la sección anterior).

Un fenómeno que no surge del apantallamiento y que podemos estudiar es
el de la estructura �na de átomos hidrogenoides, la cual se observa como un
desdoblamiento de los niveles de energía al realizar mediciones más precisas del
espectro de energía.

Aunque la mecánica cuántica relativista (teoría de Dirac) explica formalmente
este desdoblamiento, en la mecánica cuántica no relativista, empleando
la electrodinámica clásica, se puede entender cómo surge la interacción
responsable del desdoblamiento, la cual se denomina interacción espín-órbita
debido a que el hamiltoniano que de�ne la interacción es función de los
operadores de momento angular orbital y de espín.
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Interacción espín-órbita

De acuerdo con la electrodinámica clásica, la variación espacial del campo
coulombiano V (r) al cual se encuentra sometido el electrón da lugar al campo
eléctrico

E=-(1/e)BrV (r),
de manera que el electrón moviéndose en este campo siente el campo magnético
efectivo

Beff = −(
v

c
) ×E,

donde v es la velocidad clásica del electrón y c la velocidad de la luz.

Ya que el electrón posee un momento magnético intrínseco µ proporcional a
su momento angular de espín S, existe una interacción entre µ y el campo
magnético efectivo en el sitio del electrón, cuyo hamiltoniano es

HSL = µ ⋅Beff = (
eS

mec
) ⋅ ( p

mec
× r

r
(−1
e
) dV (r)

dr
) ,

HSL =
1

me
2c2

1

r

dV (r)
dr

S ⋅ (r × p) = 1

me
2c2

1

r

dV (r)
dr

S ⋅L.

La expresión cuántica exacta di�ere de esta expresión clásica en un factor1

de 1/2. Para estudiar la interacción espín-órbita en mecánica cuántica no
relativista se considera el operador hamiltoniano que representa la interacción
clásica pero afectado por este factor 1/2:

ĤSL =
1

2me
2c2

Z e2

r̂3
Ŝ ⋅ L̂, (6.4.1)

donde se tuvo en cuenta que V (r) = −Z e2/r y el operador en el denominador
se de�ne a través de su ecuación de valores propios: 1/r̂n ∣r, θ,φ⟩ = 1/rn ∣r, θ,φ⟩.
Teniendo en cuenta esta interacción, el operador hamiltoniano de un electrón
con espín en presencia de un campo central de fuerzas V (r) es

Ĥ = Ĥo+ĤSL = {
p̂2

2me
+ V (r̂)} + { 1

2me
2c2

Z e2

r̂3
Ŝ ⋅ L̂} . (6.4.2)

El hamiltoniano Ĥ está de�nido en el espacio de kets del electrón E = E1⊗E2,
donde E1 es el espacio asociado a sus grados de libertad translacionales y E2

a su grado de libertad interno o de espín.

Debido a que el hamiltoniano de interacción se puede considerar como una
pequeña perturbación para el hamiltoniano del átomo hidrogenoide sin espín,
como lo comprobará la ecuación (6.4.13), una buena aproximación a los niveles

1 Una información más detallada sobre los términos de corrección relativista para el
hamiltoniano electrónico se puede consultar en Cohen Tannoudji et al., 1977, vol. II,
pp. 1212-1216.
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de energía (o valores propios) del hamiltoniano electrónico con espín se puede
determinar mediante la corrección de primer orden para los niveles de energía
del hamiltoniano no perturbado Ĥo.

De acuerdo con las ecuaciones (3.10.29) y (3.10.30), las correcciones de
primer orden para el n-ésimo nivel de energía degenerado están dadas por el
conjunto de valores propios del hamiltoniano de perturbación ĤSL restringido
al subespacio En, espacio de�nido por los kets propios asociados al n-ésimo
nivel degenerado de Ĥo.

Si en el subespacio En los valores propios de ĤSL son no degenerados, se
levanta totalmente la degeneración del nivel. Si todos los valores propios son
iguales se tiene simplemente un corrimiento del nivel. Se verá que en el caso de
la interacción espín-órbita el levantamiento de la degeneración es parcial.

Para el sistema no perturbado, {Ĥo, L̂
2, Ŝ 2, L̂z, Ŝz} y {Ĥo, L̂

2, Ŝ 2, Ĵ 2, Ĵz}
de�nen dos CCOC de manera que sus conjuntos de kets propios simultáneos
∣n, ℓ, s = 1/2,mℓ,ms⟩=∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ y ∣n, ℓ, s = 1/2, j,m⟩ = ∣n, ℓ, j,m⟩ son kets
propios del hamiltoniano no perturbado:

Ĥo ∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ = Eo
n ∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ ,

Ĥo ∣n, ℓ, j,m⟩ = Eo
n ∣n, ℓ, j,m⟩ .

(6.4.3)

Para hallar las correcciones a los niveles de energía del sistema no perturbado,
se debe diagonalizar el hamiltoniano de interacción en la base no perturbada.
Teniendo en cuenta que Ĵ = L̂+ Ŝ, Ĵ2 = (L̂+ Ŝ) ⋅ (L̂+ Ŝ) = L̂2 + Ŝ2 + 2Ŝ ⋅ L̂, se
obtiene Ŝ ⋅L̂ = (Ĵ2− L̂2− Ŝ2)/2. Entonces, los kets de la base ∣n, ℓ, j,m⟩ son kets
propios de Ŝ ⋅ L̂, siendo la base más apropiada para calcular las correcciones de
energía, ya que diagonaliza el hamiltoniano de perturbación ĤSL restringido a
En.

En consecuencia, las correcciones de primer orden para el n-ésimo nivel están
dadas directamente por los valores propios de ĤSL restringido a En

∆E(1)n = ⟨n, ℓ, j,m∣ ĤSL ∣n, ℓ, j,m⟩ . (6.4.4)

Los niveles de energía del hamiltoniano total, en la aproximación de primer
orden en la perturbación, son

En = Eo
n +∆E(1)n . (6.4.5)

Para calcular ∆E(1)n , se reemplaza (6.4.1) en (6.4.4):

∆E(1)n = ⟨m,j, ℓ, n∣ 1

2me
2c2

Z e2

r̂3
Ŝ ⋅ L̂ ∣n, ℓ, j,m⟩ ,

como Ŝ ⋅ L̂ = (Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2)/2, se obtiene

∆E
(1)
n, j =

h̵2

4me
2c2
{j(j + 1) − ℓ(ℓ + 1) − 3/4} ⟨n, ℓ, j,m∣ Z e

2

r̂3
∣n, ℓ, j,m⟩ , (6.4.6)
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donde se tuvo en cuenta que s = 1/2.
Las correcciones de energía del nivel n para un orbital ℓ dependen del número
cuántico j, el cual, de acuerdo con la teoría del momento angular, solo puede
tomar los valores ∣ ℓ − 1/2 ∣ ≤ j ≤ ℓ + 1/2. Entonces, por cada orbital con
ℓ diferente de cero surgen dos correcciones diferentes correspondientes a los
valores: j = ℓ + 1/2 y j = ℓ − 1/2:

∆E
(1)
n, j=ℓ+1/2 =

h̵2ℓ

4me
2c2
⟨Z e2/r̂3 ⟩

n,ℓ,j=ℓ+1/2,m, (6.4.7a)

∆E
(1)
n, j=ℓ−1/2 =

−h̵2(ℓ + 1)
4me

2c2
⟨Z e2/r̂3 ⟩

n,ℓ,j=ℓ−1/2,m. (6.4.7b)

Para orbitales s (ℓ = 0) la corrección de primer orden es nula debido a que el
número cuántico j solo puede tomar el valor 1/2, para el cual (6.4.6) se anula.

Ya que las correcciones para cada orbital sin perturbar están dadas en términos
de los números cuánticos n y j, estos son los más apropiados para caracterizar
los niveles de energía del átomo perturbado.

Reemplazando (6.3.11a) y (6.4.7) en (6.4.5) se concluye que para cada orbital
p, d, f , etc. hay dos correcciones y, por tanto, cada nivel se desdobla en un
número par de subniveles. El nivel asociado al orbital s queda inalterado. Los
subniveles (o niveles de energía para el hamiltoniano perturbado) están dados
por

En,j=ℓ+1/2 = −
1

2
{Z
n
}
2

ε + h̵2ℓ

4me
2c2
⟨Z e2/r̂3 ⟩

n,ℓ,ℓ+1/2,m, (6.4.8a)

y

En,j=ℓ−1/2 = −
1

2
{Z
n
}
2

ε − h̵
2(ℓ + 1)
4me

2c2
⟨Z e2/r̂3 ⟩

n,ℓ,ℓ−1/2,m. (6.4.8b)

Como se comprobará más adelante, el valor esperado del operador radial es el
mismo para j = ℓ−1/2 y j = ℓ+1/2 de manera que la corrección correspondiente
a j = ℓ − 1/2 es mayor, como se indica en la �gura 6.7.

Resumiendo:
i) En la aproximación de primer orden, la interacción espín-órbita levanta
parcialmente la degeneración de cada nivel no perturbado para ℓ ≠ 0; ii) la
corrección de primer orden es nula para los orbitales s (ℓ = 0); iii) la energía
del nivel En,j=ℓ+1/2 es mayor que la del nivel En,j=∣ℓ−1/2∣; iv) el valor absoluto
de la corrección para un orbital dado es mayor para j = ℓ − 1/2; v) el valor
absoluto de la corrección es mayor entre mayor es el número cuántico orbital ℓ.

Para determinar completamente las correcciones (6.4.7) es necesario calcular el
valor esperado de Z e2/r̂3. Para ello, se aplica la ecuación (5.5.6) de la teoría del
momento angular para expresar los estados ∣n, ℓ, j,m⟩ en términos de los estados
∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ = ∣n, ℓ,mℓ⟩⊗ ∣ms⟩, pues los estados ∣n, ℓ,mℓ⟩ del hamiltoniano sin
perturbar ya se obtuvieron en la sección anterior. Esto es,
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∣n, ℓ, j,m⟩ =
ℓ

∑
mℓ=−ℓ

1/2
∑

ms=−1/2
Cj,m

mℓ,ms
∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ .

n, ℓ

n, j= ℓ +1/2

n, j= ℓ - 1/2

ΔEn, j= ℓ +1/2
(1)

ΔEn, j= ℓ -1/2
(1)

H

o H


o+H


SL

n = 3

2 D5/2

2 P3/2

2 S1/2

2 P1/2

2 D3/2

Figura 6.7 Estructura �na para un orbital n,
ℓ, con ℓ ≠ 0 (superior). Desdoblamiento del nivel
n = 3 (inferior). Para los niveles u orbitales
del hamiltoniano total se emplea la notación
espectroscópica, en la cual el subíndice es el
número cuántico j.

Teniendo en cuenta que el número cuántico azimutal de espín toma solamente
dos valores, ms = ±1/2, la suma sobre ms se reduce a dos términos. De acuerdo
con la teoría de adición de momento angular, m =mℓ +ms =mℓ ± 1/2, así que
para un valor de m dado, mℓ solo puede tomar los dos valores mℓ = m ± 1/2.
Entonces, de la suma sobre mℓ solo subsiste un coe�ciente de Clebsch-Gordan
no nulo para cada valor de mℓ. Explícitamente, para j = ℓ + 1/2 y j = ℓ − 1/2,
las sumas se reducen a

∣n, ℓ, ℓ + 1/2,m⟩ = Cℓ+1/2,m
m+1/2,−1/2 ∣n, ℓ,m + 1/2,−1/2⟩+C

ℓ+1/2,m
m−1/2,1/2 ∣n, ℓ,m − 1/2,1/2⟩ ,

∣n, ℓ, ℓ − 1/2,m⟩ = Cℓ−1/2,m
m+1/2,−1/2 ∣n, ℓ,m + 1/2,−1/2⟩+C

ℓ−1/2,m
m−1/2,1/2 ∣n, ℓ,m − 1/2,1/2⟩ .

Los estados de una partícula con espín 1/2 como el electrón se pueden
representar en la base ∣r,ms⟩ (ejercicio 7 de la sección 6.3), en la cual la
representación de los estados ∣n, ℓ,mℓ,ms⟩ está dada por

∣n, ℓ,mℓ,±
1

2
⟩ =∶ ψn,ℓ,mℓ

(r) χ±, (6.4.9)

donde ψn,ℓ,mℓ
(r) son las funciones propias de Ĥo determinadas en la sección

anterior y χ± son los espinores base. Entonces, la representación de los estados
en la base {∣r,ms⟩} es
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∣n, ℓ, ℓ + 1/2,m⟩ =∶ Cℓ+1/2,m
m+1/2,−1/2Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ χ− +Cℓ+1/2,m
m−1/2,1/2Rn,ℓ(r)Y m−1/2

ℓ χ+
(6.4.10a)

y

∣n, ℓ, ℓ − 1/2,m⟩ =∶ Cℓ−1/2,m
m+1/2,−1/2Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ χ− +Cℓ−1/2,m
m−1/2,1/2Rn,ℓ(r)Y m−1/2

ℓ χ+.

(6.4.10b)

Aplicando las fórmulas de recurrencia para los coe�cientes de Clebsch-Gordan,
se obtiene2

C
ℓ±1/2,m
m+1/2,−1/2 =

√
ℓ ∓m + 1/2

2ℓ + 1 = c±1 , C
ℓ±1/2,m
m−1/2,1/2 = ±

√
ℓ ±m + 1/2

2ℓ + 1 = c±2 . (6.4.11)

Con estos resultados, el valor esperado en (6.4.8a) se puede expresar

⟨Z e2/r̂3 ⟩
n,ℓ,j=ℓ+1/2,m =

∞

∫
o

r2dr ∫
π

o
senθdθ∫

2π

o
dφ{c+1 Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ χ�
−

+ c+2Rn,ℓ(r)Y m−1/2
ℓ χ�

+}
∗
(Z e2/r3 )Rn,ℓ(r) {c+1 Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ χ�
−

+ c+2Rn,ℓ(r)Y m−1/2
ℓ χ�

+} .

Aplicando la ortonormalidad de los espinores base se reduce a

=
∞

∫
o

r2dr ∫
π

o
senθdθ∫

2π

o
dφ{c+1 Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ }
∗
(Z e2/r3 ) c+1Rn,ℓ(r)Y m+1/2

ℓ

+
∞

∫
o

r2dr ∫
π

o
senθdθ∫

2π

o
dφ{c+2 Rn,ℓ(r)Y m−1/2

ℓ }
∗
(Z e2/r3 ) c+2Rn,ℓ(r)Y m−1/2

ℓ .

Finalmente, aplicando la ortonormalización de los armónicos esféricos se obtiene

⟨Z e2/r̂3 ⟩
n,ℓ,ℓ+1/2,m = {(c

+
1)

2 + (c+2)
2}

∞

∫
o

r2dr {Rn,ℓ(r)}2Z e2/r3,

donde se ha tenido en cuenta que tanto los coe�cientes de Clebsch-Gordan
como la parte radial de las funciones de onda hidrogenoides son reales.

De (6.4.11) se concluye que la suma de los cuadrados de los coe�cientes
de Clebsch-Gordan para cada estado ∣n, ℓ, ℓ ± 1/2,m⟩ es igual a la unidad:
(c+1)

2 + (c+2)
2 = 1, lo cual era de esperar, pues los estados ∣n, ℓ, ℓ ± 1/2,m⟩ están

normalizados. Note entonces que no era necesario calcular los coe�cientes de
manera explícita para determinar el valor esperado de la derivada del potencial.

2 Sakurai, 1994, sección 3.7, pp. 213-215.; Merzbacher, 1960, capítulo 7, ejercicio 17.1, p.
402.
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El cálculo del valor esperado para el estado ∣n, ℓ, ℓ − 1/2,m⟩ conduce al mismo
resultado. Esto es,

⟨Z e2/r̂3 ⟩
n,ℓ,ℓ±1/2,m =

∞

∫
o

r2dr {Rn,ℓ(r)}2Z e2/r3. (6.4.12)

La integral es Ze2 veces el valor esperado1 de 1/r̂3 y es igual a

⟨Z e2/r̂3 ⟩
n,ℓ,ℓ±1/2,m =

Z4e2

a3o ℓ(ℓ + 1)(ℓ + 1/2 )
1

n3
. (6.4.12a)

Teniendo en cuenta que el orden de magnitud del valor esperado es e2/a3o, de
acuerdo con (6.4.8a) y (6.4.8b), el desdoblamiento de la estructura �na para el
átomo de hidrógeno es del orden de

∆Efina ≈
h̵2

m2
ec

2

e2

a3o
,

Recordando que la unidad atómica de energía es εo = e2/ao, según (6.3.11b) y
(6.3.10b), el orden del desdoblamiento de estructura �na en unidades atómicas
es

∆Efina

εo
≈ ( e

2

h̵ c
)
2

= ( 1

137
)
2

, (6.4.13)

lo que nos da una idea sobre el orden de magnitud de la corrección a los niveles
de energía del átomo de hidrógeno.

6.5 Efecto Zeeman - Estructura hiper�na

A�tomos hidrogenoides sin espín

Se analiza primero el caso de un átomo hidrogenoide sin espín en presencia de
un campo magnético uniforme externo B = B ez, derivable del vector potencial
A(r) según

A(r) = 1/2 B × r ⇒A(x, y, z) = −B
2
(y ex − x ey). (6.5.1)

El hamiltoniano clásico de una partícula cargada en presencia de un campo
electromagnético2 está dado por

Hclasico =
{p − (q/c) A(r)}2

2m
+ q φ(r),

con p =m (dr/dt) + (q/c)A(r) y c la velocidad de la luz.

1 Pauling y Wilson, 1935, p.145.
2 Goldstein, 1987, ecuación (8.26).
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Para el caso de un átomo hidrogenoide q ϕ(r) = −eϕ(r) = −Ze2/r (e > 0) es el
potencial coulombiano entre el electrón y el núcleo. Con base en la expresión
clásica del hamiltoniano, el operador hermítico que representa la energía del
electrón de valencia es

Ĥ = 1

2me

{p̂2 + (e2/c2)A2(r̂) + (e/c)(p̂ ⋅A(r̂) +A(r̂) ⋅ p̂)} + V (r̂), (e > 0).

Teniendo en cuenta que

⟨r∣ p̂ ⋅A(r̂) ∣r′⟩ = −i h̵ Br ⋅ {A(r) δ(r − r′)}
= −i h̵ δ(r − r′) Br ⋅A(r) − i h̵ A(r) ⋅ Br δ(r − r′)

y ⟨r∣ A(r̂) ⋅ p̂ ∣r′⟩ = −i h̵ A(r) ⋅ Br δ(r − r′),

se observa que en generalA(r̂) y p̂ no conmutan, debido a que los operadores de
posición y momentum canónicamente conjugados no conmutan. Sin embargo,
eligiendo la calibración (gauge) Br ⋅ A(r) = 0, los operadores conmutan y
el operador hamiltoniano para el electrón del átomo hidrogenoide se puede
expresar como la suma de tres términos

Ĥ = Ĥo + ĤLB + ĤB2 , (6.5.2a)

donde

Ĥo =
1

2me
p̂2 + V (r̂), ĤLB =

eB

2me c
L̂z, ĤB2 = e2 B2

8mec2
(x̂2 + ŷ2), (6.5.2b)

para m ≈me.

Si el valor del campo es tal que los valores esperados de ĤLB y ĤB2 para
los estados propios de Ĥo son pequeños comparados con la diferencia entre
los niveles de energía de Ĥo, los dos últimos términos de (6.5.2) se pueden
considerar como perturbaciones al operador hamiltoniano Ĥo.

Como los estados ∣n, ℓ,mℓ⟩, kets propios de Ĥo, diagonalizan ĤLB y ĤB2 , para
cada orbital (n, ℓ) no perturbado la corrección de primer orden será

∆E
(1)
n,ℓ = ⟨n, ℓ,mℓ∣ ĤLB ∣n, ℓ,mℓ⟩ + ⟨n, ℓ,mℓ∣ ĤB2 ∣n, ℓ,mℓ⟩ ,

∆E
(1)
n,ℓ = ⟨n, ℓ,mℓ∣

eB

2me c
L̂z ∣n, ℓ,mℓ⟩ + ⟨n, ℓ,mℓ∣

e2 B2

8mec2
(x̂2 + ŷ2) ∣n, ℓ,mℓ⟩ .

Para el primer término se obtiene directamente

⟨n, ℓ,mℓ∣
eB

2me c
L̂z ∣n, ℓ,mℓ⟩ =

eB

2me c
h̵mℓ, (6.5.3)

mientras que el segundo término es igual a

⟨n, ℓ,mℓ∣
e2 B2

8mec2
(x̂2 + ŷ2) ∣n, ℓ,mℓ⟩ =

e2 B2

12mec2
∫ r2 drRnℓ(r) r2R∗nℓ(r),

(6.5.4)
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donde se tuvo en cuenta que la representación en coordenadas esféricas de
x̂2 + ŷ2 es r2 sen2θ y se realizó la integración sobre las coordenadas angulares.

El desdoblamiento de los niveles para un orbital dado es debido al término de
perturbación de�nido por (6.5.3) que contiene de manera explícita el número
cuántico azimutalmℓ. El segundo término (6.5.4) solamente desplaza los niveles
de energía en una cantidad proporcional al valor esperado de r̂2.

Para campos débiles, la contribución de (6.5.4) es mucho más pequeña que la
contribución de (6.5.3), la cual no juega un papel importante en los casos en
que (6.5.3) sea diferente de cero, lo cual ocurre para orbitales con ℓ ≠ 0. Cuando
(6.5.4) se puede despreciar para mℓ ≠ 0, se habla de la aproximación de campos
débiles.

Aproximación de campos débiles

En esta aproximación los niveles de energía para el electrón en presencia del
campo externo están dados por

En,mℓ
= −1

2
{ Z
n2
}
2

ε + eB

2me c
h̵mℓ. (6.5.5)

Este mismo resultado se obtiene directamente del hamiltoniano (6.5.2a)
despreciando el término cuadrático en B, pues en tal caso los estados ∣n.ℓ,mℓ⟩,
kets propios de Ĥo, son a su vez kets propios de L̂z. Esto es,

Ĥ ∣n,ℓ,mℓ⟩ = (Ĥo + ĤLB) ∣n,ℓ,mℓ⟩ = En,mℓ
∣n,ℓ,mℓ⟩ .

Se concluye entonces que el campo magnético uniforme levanta totalmente
el degeneramiento con respecto al número cuántico azimutal mℓ de cualquier
orbital no perturbado (n y ℓ dados) de un átomo hidrogenoide sin espín. Para
cada orbital ℓ el nivel se desdobla en 2ℓ + 1 subniveles. Este efecto es conocido
como el efecto Zeeman normal.

Átomos hidrogenoides con espín - Aproximación de campos débiles

Cuando se tiene en cuenta el espín del electrón de valencia del átomo
hidrogenoide hay que considerar dos términos de interacción adicionales,
provenientes de la interacción espín-órbita ya estudiada y de la interacción
del momento magnético de espín del electrón con el campo magnético externo.

El hamiltoniano de interacción del momento magnético de espín del electrón
con el campo magnético externo es

ĤSB = −µ̂ ⋅B =
e

mec
Ŝ ⋅B = e B

mec
Ŝz,

así que el hamiltoniano total es de la forma

Ĥ = Ĥo + ĤSL + ĤB , (6.5.6)
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donde ĤLS es el hamiltoniano de interacción espín órbita de�nido por (6.4.1)
y

ĤB = ĤLB + ĤSB =
e B

2mec
(L̂z + 2Ŝz) =

e B

2mec
(Ĵz + Ŝz). (6.5.7)

En la anterior sección se vio que la interacción espín órbita levanta parcialmente
la degeneración de los niveles de energía de Ĥo. Para campos débiles ĤB se
puede considerar como una perturbación respecto a Ĥo+ĤSL, y se puede aplicar
teoría de perturbaciones independiente del tiempo para calcular la corrección
de primer orden a los niveles de energía. Para ello, de acuerdo con (3.10.29),
se debe solucionar el problema de valores propios de ĤB restringidos a cada
subespacio En,j=ℓ±1/2 para n y ℓ dados.

Como los estados ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ son kets propios de Ĵz,

Ĵz ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ = h̵m ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ ,

el primer término del hamiltoniano de perturbación (6.5.7) queda diagonalizado
en esta base.

Teniendo en cuenta (6.4.11), los estados ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ en términos de los
estados propios de Ŝz están dados por

∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ = ±
√

ℓ ±m + 1/2
2ℓ + 1 ∣n, ℓ,m − 1/2,1/2⟩

+
√

ℓ ∓m + 1/2
2ℓ + 1 ∣n, ℓ,m + 1/2,−1/2⟩ . (6.5.8)

A pesar de que los estados ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ no son estados propios de Ŝz,
debido a la ortogonalidad de los estados propios de Ŝz en el lado derecho
de la anterior ecuación, se demuestra que en cada subespacio En,j=ℓ±1/2 la
base ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ diagonaliza a Ŝz y, en consecuencia, diagonaliza el
hamiltoniano de perturbación. Por tanto, las correcciones de primer orden para
la energía de los orbitales (n, ℓ, j = ℓ ± 1/2) están determinadas directamente
por los elementos diagonales del hamiltoniano de perturbación

∆E
(1)
n,j=ℓ±1/2 =

e B

2mec
⟨n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m∣ (Ĵz + Ŝz) ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ ,

= e B

2mec
⟨n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m∣ Ĵz ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩

+ e B

2mec
⟨n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m∣ Ŝz ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ ,

∆E
(1)
n,j=ℓ±1/2 =

e B

2mec
h̵m + e B

2mec
⟨n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m∣ Ŝz ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ .

Aplicando (6.5.8), el valor esperado de la componente z de espín es

⟨n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m∣ Ŝz ∣n, ℓ, j = ℓ ± 1/2,m⟩ = ±
h̵m

2ℓ + 1 ,
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de manera que la corrección de primer orden para la energía está dada por

∆E
(1)
n,j=ℓ±1/2 =

e B

2mec
{ h̵m ± h̵m

2ℓ + 1 } =
h̵ e B

2mec
{1 ± 1

2ℓ + 1 } m. (6.5.9)

Puesto que −j ≤ m ≤ j, cada orbital (n, ℓ, j = ℓ ± 1/2) se desdobla en 2j + 1
subniveles levantando totalmente la degeneración respecto al número cuántico
azimutal total m.

En términos del magnetón de Bohr µo = eB/(2mec) y el factor g de Landé,
g = 1 ± 1/(2ℓ + 1) , las correcciones de energía se puede expresar

∆E
(1)
n,j=ℓ±1/2 = µo gh̵m, (6.5.10)

de manera que la diferencia de energía entre subniveles consecutivos es igual a
∆E = µogh̵.

Ejemplo

Considere el orbital 2p (ℓ = 1) de un átomo hidrogenoide sin espín correspon-
diente al valor propio de energía

Eo
2 = −

1

2
{Z
2
}
2

ε y ℓ = 1.

Cuando se tiene en cuenta el espín, �gura 6.7, la interacción espín-órbita levanta
parcialmente la degeneración de manera que el orbital 2p se desdobla en los
subniveles 2P3/2 y 2P1/2, donde el subíndice denota el valor de j. Si además
hay un campo magnético externo débil, se levanta totalmente la degeneración
de los subniveles con respecto al número cuántico azimutal total m.

2P3/2

3/2

1/2

-1/2

-3/2

m

2P1/2 1/2

-1/2

2p

H

o H


o+H


SL H


o+H


SL+H


B

Figura 6.8 Estructura �na e hiper�na del orbital
2p de un átomo hidrogenoide.

Debido a la acción del campo externo débil, cada uno de los orbitales 2Pj del
hamiltoniano sin perturbar se desdobla en 2j + 1 subniveles, correspondientes
a cada uno de los posibles valores de m para el j dado.
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El factor de Landé para el orbital 2P3/2 es 4/3, mientras que para el orbital
2P1/2 es 2/3, de manera que la diferencia entre dos subniveles de energía es
igual a ∆E = (4/3 )h̵µo = (2/3 )h̵eB/(mec) en el desdoblamiento del orbital
2P3/2 y ∆E = (2/3) h̵µo = (1/3)eh̵B/(mec) en el desdoblamiento del orbital
2P1/2. En la �gura 6.8 se muestra un diagrama aproximado de la estructura
hiper�na para los orbitales 2P3/2 y 2P1/2.

Ejercicio
1. Cuando el campo magnético externo es fuerte ya no ocurre el desdoblamiento

de estructura hiper�na o efecto Zeeman estudiado previamente, pues el
término de interacción predominante en (6.5.6) es ĤB y no ĤSL. En este caso
se considera como hamiltoniano sin perturbar a Ĥo+ĤB y como perturbación
a la interacción ĤSL.

Demuestre que cuando el campo magnético externo es fuerte, la base más
apropiada para calcular las correcciones de los niveles de la energía del
sistema sin perturbar es {∣n, ℓ,mℓ,ms⟩}, en lugar de la base {∣n, ℓ, j,m⟩},
y que los valores propios del hamiltoniano sin perturbar son

En,mℓ,ms = Eo
n +

eBh̵

2me c
(mℓ + 2ms).

Haga un diagrama que muestre los niveles de energía sin perturbar para un
orbital dado.

6.6 Partículas idénticas y degeneración de
intercambio

Los postulados de la mecánica cuántica no relativista no estarían completos
sin el postulado de simetrización requerido para la descripción de sistemas
de partículas idénticas. Este postulado, la degeneración de intercambio y el
principio de exclusión de Pauli son los puntos de partida para el estudio de
átomos de más de un electrón, la mecánica estadística cuántica y, relacionados
con esta, el estado sólido y la teoría de muchos cuerpos. En esta sección se
realiza una muy breve introducción a los conceptos fundamentales para el
estudio de sistemas de partículas idénticas.

Partículas idénticas

Dos o más partículas son idénticas si todas sus propiedades (masa, carga,
espín, etc.) son exactamente iguales. A diferencia de la mecánica clásica donde
las partículas idénticas se pueden distinguir (en principio podemos observar
la trayectoria de cada una de las partículas distinguiéndolas de las otras),
en mecánica cuántica las partículas idénticas son indistinguibles3. Este hecho
implica que los estados de un sistema cuántico de partículas idénticas deben

3 Para una interesante descripción de un sistema de dos partículas desde los puntos de
vista clásico y cuántico consultar el texto deCohen Tannoudji et al., 1977, vol. I, capítulo
XIV, p. 1371.
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ser funciones propias del operador intercambio de dos partículas y que los
observables deben ser invariantes ante estos intercambios.

Considere dos partículas idénticas, una de las cuales está en un estado propio
simultáneo de un CCOC ∣Ki⟩ y la otra en un estado propio diferente ∣Kj⟩ del
mismo CCOC. Aquí los subíndices i y j notan el conjunto de números cuánticos
que caracteriza el estado, con i ≠ j.
Si se realiza sobre el sistema la medición de un observable Â del CCOC, con
toda certeza se obtendrán como resultados los valores propios ai y aj , pero
no se puede concluir nada acerca de cuál partícula se encontraba en el estado
∣Ki⟩ y cuál en el ∣Kj⟩. Recordando lo estudiado en el capítulo introductorio,
cualquier intento por averiguar cuál partícula arrojará un determinado valor
propio implica interactuar con el sistema antes de la medición del observable
y, en consecuencia, alterar el estado del sistema antes de la medición.

Si E1 es el espacio de kets de�nido por los observables de una de las partículas y
E2 el de la otra, el ket que describe el estado del sistema pertenecerá al espacio
de kets E = E1 ⊗E2.

Notando ∣Ki(1)⟩, ∣Kj(1)⟩ los estados propios pertenecientes al espacio E1

de una de las partículas y ∣Ki(2)⟩, ∣Kj(2)⟩ los estados pertenecientes al
espacio E2 de la otra partícula, el estado del sistema antes de la medición
podría ser descrito igualmente por cualquiera de estos kets: ∣Ki(1),Kj(2)⟩ =
∣Ki(1)⟩ ⊗ ∣Kj(2)⟩, o ∣Kj(1),Ki(2)⟩ = ∣Ki(2)⟩ ⊗ ∣Kj(1)⟩. Esto es, tanto
∣Ki(1),Kj(2)⟩ como ∣Kj(1),Ki(2)⟩ describen el estado de un sistema de dos
partículas idénticas en el cual una de ellas está en el estado ∣Ki⟩ y la otra en el
estado ∣Kj⟩.
De acuerdo con la de�nición (2.4.12), el producto interior

⟨Ki(1),Kj(2)∣Kj(1),Ki(2)⟩ = δijδji (6.6.1)

es nulo para i ≠ j, de manera que aunque los kets ∣Ki(1),Kj(2)⟩ y
∣Kj(1),Ki(2)⟩ describen el mismo estado físico son linealmente independientes
y tienen diferente orientación en el espacio de kets del sistema.

Esto entra en contradicción con lo a�rmado hasta el momento: salvo un factor
de fase arbitrario, la orientación del ket es lo que caracteriza el estado del
sistema.

De otra parte, satisfacen el principio de superposición, el cual a�rma que la
superposición de un estado consigo mismo no conduce a un nuevo estado.
En efecto, cualquier superposición normalizada de los kets ∣Ki(1),Kj(2)⟩ y
∣Kj(1),Ki(2)⟩:

∣ψ⟩ = c1 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ + c2 ∣Kj(1),Ki(2)⟩ , (6.6.2)

describe el mismo estado físico que ∣Ki(1),Kj(2)⟩ o ∣Kj(1),Ki(2)⟩. La
probabilidad de obtener para una partícula el valor ai y para la otra el valor
aj , después de la medición del observable Â, es la misma cuando se calcula con
cualquiera de los anteriores kets.
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Sin embargo, para describir matemáticamente el principio de superposición, ya
no se puede a�rmar que cualquier combinación lineal de estados cuyos kets son
linealmente independientes conduce a un nuevo estado. Se verá que es necesario
introducir un postulado adicional denominado postulado de simetrización.

Las anteriores consideraciones son características de un sistema de partículas
idénticas, debido a la indistinguibilidad de las mismas. Si las partículas
fuesen diferentes, ya sea porque una o varias de sus propiedades (masa,
carga, espín, etc.) son diferentes, serían distinguibles y los kets ∣Ki(1),Kj(2)⟩
y ∣Kj(1),Ki(2)⟩ representarían estados diferentes que se pueden distinguir
físicamente. Si, por ejemplo, la única diferencia entre las dos partículas fuese la
carga, una medición del observable Â, sometiendo simultáneamente el sistema a
un campo eléctrico externo, permitiría distinguir las dos partículas, pues cada
una sería desviada de su dirección inicial una cantidad diferente. Se podría
asegurar, por ejemplo, que la partícula de más carga fue la que arrojó uno u
otro resultado.4

Operador intercambio de dos partículas

Sea P̂12 el operador intercambio de dos partículas, de�nido por

P̂12 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ = ∣Kj(1),Ki(2)⟩ , o P̂12 ∣Kj(1),Ki(2)⟩ = ∣Ki(1),Kj(2)⟩
(6.6.3)

⇒ (P̂12)
2 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ = ∣Ki(1),Kj(2)⟩ .

Entonces,
(P̂12)

2 = 1̂ y P̂ �
12 = P̂ −112 = P̂12. (6.6.4)

El operador de intercambio de dos partículas es hermítico y su adjunto es
igual a la transformación inversa, la cual consiste en volver a intercambiar las
partículas5.

Siguiendo el mismo procedimiento al realizado para el operador paridad al
�nal de la sección 3.8, se demuestra que los valores propios de P̂12 son +1 y
−1. Notando ∣ψ+⟩ cualquier ket propio correspondiente al valor propio +1 y
∣ψ−⟩ los correspondientes a −1, la ecuación de valores propios del operador de
intercambio se puede expresar

P̂12 ∣ψ±⟩ = ± ∣ψ±⟩ . (6.6.5)

Cuando el estado de un sistema de dos partículas es ket propio del operador de
intercambio, se dice que dicho estado tiene una paridad (o simetría) de�nida

4 Se supone que el efecto del campo eléctrico no altera el estado del sistema antes de la
medición del observable Â. Si las partículas fuesen idénticas, la desviación de las dos
sería la misma y no habría forma de distinguir cual partícula arroja uno u otro resultado.

5 De acuerdo con lo estudiado en la sección 2.4, el orden de Ki(1) y Kj(2) en el ket que
describe el estado ∣Ki(1),Kj(2)⟩ es irrelevante. Esto quiere decir que el anterior ket es
igual al ket ∣Kj(2),Ki(1)⟩, donde 1 y 2 se re�eren a los subespacios asociados a cada
partícula, sin importar quién sea la 1 y quién sea la 2. De la misma manera, el orden de
los números en el operador de intercambio es irrelevante, es decir, P̂12 = P̂21.
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respecto al intercambio de las partículas (es simétrico o antisimétrico). En otras
palabras, ∣ψ+⟩ es simétrico y ∣ψ−⟩ es antisimétrico respecto al intercambio.

En (6.6.3) se observa que los kets ∣Ki(1),Kj(2)⟩ y ∣Kj(1),Ki(2)⟩ no son estados
propios del operador de intercambio P̂12 . Sin embargo, mediante combinaciones
lineales de la forma (6.6.2) se puede construir estados propios del CCOC de las
partículas, que a su vez sean kets propios del operador paridad. Por ejemplo,
los estados propios normalizados

∣φ±⟩ =
1√
2
{∣Ki(1),Kj(2)⟩ ± ∣Kj(1),Ki(2)⟩} (6.6.6)

son estados propios simultáneos del operador paridad, correspondientes a los
estados propios ±1, y de los operadores del CCOC de las dos partículas.

Degeneración de intercambio

Sean Â1 y Â2 los operadores que representan un mismo observable del CCOC
de cada una de las partículas, extendidos al espacio de kets de las dos partículas,
los cuales satisfacen:

Â1 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ = ai ∣Ki(1),Kj(2)⟩ , Â2 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ = aj ∣Ki(1),Kj(2)⟩ .

Aplicando el operador de intercambio a la primera de las ecuaciones, teniendo
en cuenta las propiedades (6.6.4), se satisface

P̂12 Â1 P̂
−1
12 P̂12 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ = ai P̂12 ∣Ki(1),Kj(2)⟩ .

Aplicando (6.6.3), se obtiene

{P̂12 Â1 P̂
−1
12 } ∣Kj(1),Ki(2)⟩ = ai ∣Kj(1),Ki(2)⟩ . (6.6.7)

Comparando con la ecuación de valores propios para Â2, se concluye que
Â2 = P̂12Â1P̂

−1
12 . Similarmente, bajo la transformación de intercambio de

partículas, la ecuación de valores propios de Â2 se transforma en la ecuación
de valores propios de Â1. Por esta razón se dice que la transformación de
intercambio de partículas deja invariante las ecuaciones de valores propios de
los observables de un sistema de partículas idénticas.

Como ejemplo, suponga que el operador hamiltoniano de un sistema de dos
partículas no interactuantes es de la forma

Ĥ = p̂2
1

2m1
+ p̂2

2

2m2
+ V (r̂1) + V (r̂2).

Si los potenciales involucrados en el hamiltoniano del sistema son analíticos, me-
diante un procedimiento similar al realizado para obtener (6.6.7), se demuestra
que el operador hamiltoniano permanece invariante ante el intercambio de las
dos partículas: P̂12 Ĥ P̂ −112 = Ĥ, o lo que es lo mismo [P̂12, Ĥ] = P̂12 Ĥ−ĤP̂12 = 0̂.
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Si el operador hamiltoniano de cada partícula pertenece al CCOC, los kets
∣Ki(1),Kj(2)⟩ y ∣Kj(1),Ki(2)⟩ serán kets propios de Ĥ correspondientes al
mismo valor propio de energía Eij , y cualquier combinación lineal de estos kets
será a su vez ket propio de energía correspondiente al mismo valor propio. Como
los dos kets son linealmente independientes de acuerdo con (6.6.1), cada valor
propio de energía es doblemente degenerado. Esta degeneración de los niveles
de energía se conoce como degeneración de intercambio6.

Debido a que el operador hamiltoniano y el operador paridad conmutan, es
posible encontrar una base de kets propios simultáneos de los dos operadores.
Por ejemplo, empleando las ecuaciones (6.6.6) se puede construir una base de
kets propios de energía con simetría de�nida respecto al intercambio de las dos
partículas. Así, los kets

∣φ+⟩ =
1√
2
{∣Ki(1),Kj(2)⟩ + ∣Kj(1),Ki(2)⟩}

y ∣φ−⟩ = 1√
2
{∣Ki(1),Kj(2)⟩ − ∣Kj(1),Ki(2)⟩}

satisfacen las ecuaciones de valores propios P̂12 ∣φ±⟩ = ± ∣φ±⟩ y Ĥ ∣φ±⟩ =
Eij ∣φ±⟩. Los kets ∣φ+⟩ y ∣φ−⟩ son ortogonales (corresponden a valores propios
diferentes del operador de intercambio el cual es hermítico) y son kets propios
correspondientes al mismo valor propio de energía. Sin embargo, el primero es
simétrico respecto al intercambio de partículas y el segundo es antisimétrico.

Note que a diferencia de los kets ∣Ki(1),Kj(2)⟩ y ∣Kj(1),Ki(2)⟩, los kets ∣φ+⟩
y ∣φ−⟩ describen estados invariantes ante el intercambio de partículas, lo cual
es deseable para la descripción de los estados de sistemas de dos partículas
indistinguibles. En efecto, salvo un factor de fase para el ket ∣φ−⟩, al aplicar el
operador paridad se obtiene un ket que representa el mismo estado.

Considerando ahora un sistema de tres partículas idénticas, para el cual una
medición completa arrojó que una partícula se encontraba en el estado ∣Ki⟩,
otra en el estado ∣Kj⟩ y otra en el estado ∣Kk⟩, el ket que represente el estado del
sistema antes de la medición puede ser cualquier ket en el cual cada partícula
esté en uno de los estados anotados. Como son tres estados posibles y no
se puede distinguir cuál partícula está en cuál estado, hay 3! = 6 kets de la
forma ∣Ki⟩ ⊗ ∣Kj⟩ ⊗ ∣Kk⟩ que pueden representar el estado del sistema. Las
posibles combinaciones lineales de estos kets que representen estados simétricos
o antisimétricos para un mismo estado físico del sistema son:

∣ψ±⟩ =
1√
6
{∣Ki(1),Kj(2),Kk(3)⟩ ± ∣Kj(1),Ki(2),Kk(3)⟩

+ ∣Kj(1),Kk(2),Ki(3)⟩ ± ∣Kk(1),Kj(2),Ki(3)⟩
+ ∣Kk(1),Ki(2),Kj(3)⟩ ± ∣Ki(1),Kk(2),Kj(3)⟩} .

(6.6.8)

Estos kets satisfacen P̂lm ∣ψ±⟩ = ± ∣ψ±⟩, donde P̂lm, con l < m = 1,2,3 y l ≠ m,
nota los posibles operadores intercambio de dos partículas: P̂12, P̂13 y P̂23.
6 A medida que aumenta el número de partículas idénticas aumenta el grado de

degeneración de los valores propios. Ver por ejemplo, Schi�, 1968, capítulo 10, p. 365.
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El estado antisimétrico respecto a cualquier intercambio de dos partículas se
suele construir aplicando el denominado determinante de Slater :

∣ψ−⟩ =
1√
3!

RRRRRRRRRRRRR

∣Ki(1)⟩ ∣Ki(2)⟩ ∣Ki(3)⟩
∣Kj(1)⟩ ∣Kj(2)⟩ ∣Kj(3)⟩
∣Kk(1)⟩ ∣Kk(2)⟩ ∣Kk(3)⟩

RRRRRRRRRRRRR
,

el cual se desarrolla como cualquier determinante empleando el producto
tensorial de los kets. Se puede comprobar que este determinante coincide con el
estado ∣ψ−⟩ de�nido por (6.6.8), tomando los signos inferiores. El determinante
de Slater tiene la ventaja de que se puede generalizar rápidamente para
de�nir estados totalmente antisimétricos para sistemas con cualquier número
de partículas idénticas.

Para sistemas de más de dos partículas, se de�ne el operador permutación P̂
como el producto de p operadores de intercambio de dos partículas. El conjunto
de todas las posibles permutaciones constituye un grupo. Para un estado
antisimétrico, la acción del operador de intercambio de dos partículas conduce
nuevamente a un estado antisimétrico.7 El intercambio de dos partículas para
un estado antisimétrico, P̂ij ∣ψ−⟩ = − ∣ψ−⟩, equivale a un intercambio de las �las
i y j en el determinante de Slater. La acción del operador permutación, de�nido
por el producto de p operadores de intercambio, es P̂ ∣ψ−⟩ = (−1)p ∣ψ−⟩, lo que
equivale a realizar p intercambios de �las en el determinante de Slater.

Postulado de simetrización

Siguiendo a Sakurai8 se puede a�rmar que en la naturaleza los sistemas de
partículas idénticas son o totalmente simétricos con respecto al intercambio de
cualquier par de partículas, en cuyo caso se dice que las partículas obedecen
la estadística de Bose-Einstein y son denominadas bosones, o totalmente
antisimétricos, en cuyo caso las partículas obedecen la estadística de Fermi-
Dirac y se denominan fermiones.

Lo más interesante es que hay una conexión entre el espín de las partículas
y la estadística que obedecen. Partículas de espín semientero son fermiones
mientras que partículas de espín entero son bosones.

Principio de exclusión de Pauli

El principio de exclusión de Pauli a�rma que dos fermiones no pueden estar
en el mismo estado. Esto es, dos fermiones no pueden tener todos sus números
cuánticos iguales.

Si dos fermiones pudiesen estar en el mismo estado, el ket ∣Ki(1),Ki(2)⟩
representaría un posible estado, pero como es totalmente simétrico ante el
intercambio de las dos partículas no puede caracterizar un sistema de fermiones,
cuyo estado, cualquiera que este sea, debe ser totalmente antisimétrico respecto
7 Un estudio detallado de los operadores permutación se puede consultar en el capítulo

13 del texto Campos D. (1989). Teoría de sistemas cuánticos. Universidad Nacional de
Colombia.

8 Sakurai, 1994, sección 6.2.
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al intercambio. Vale la pena anotar que basta con que dos partículas tengan
los mismos números cuánticos para que el determinante de Slater sea nulo por
tener dos �las iguales. Debido a que los electrones son fermiones, este principio
de exclusión es fundamental en el estudio de la física atómica y molecular.

Ejemplo

Suponga que se tienen dos estados ∣Ki⟩ y ∣Kj⟩ (i ≠ j) que deben ser ocupados
por dos partículas idénticas:

a. Si son fermiones, el estado del sistema debe ser antisimétrico y satisfacer el
principio de exclusión de Pauli, esto es, 1√

2
{∣Ki(1),Kj(2)⟩ − ∣Kj(1),Ki(2)⟩} .

b. Si son bosones, el estado del sistema debe ser totalmente simétrico y no
tiene que satisfacer el principio de exclusión de Pauli. Hay tres posibles estados
independientes que satisfacen estas condiciones:

∣Ki(1),Ki(2)⟩ , ∣Kj(1),Kj(2)⟩ ,
1√
2
{∣Ki(1),Kj(2)⟩ + ∣Kj(1),Ki(2)⟩} .

A bajas temperaturas todos los bosones tienden a ocupar el estado base (por
ejemplo, He líquido y 4He).

c. Si fuesen partículas �clásicas� que satisfacen la estadística de Maxwell-
Boltzman (sin restricción de simetría o principio de exclusión) hay cuatro
posibles estados independientes:

∣Ki(1),Kj(2)⟩ , ∣Kj(1),Ki(2)⟩ , ∣Ki(1),Ki(2)⟩ , ∣Kj(1),Kj(2)⟩ .

Como anota Sakurai9 la diferencia más dramática entre fermiones y bosones
ocurre a bajas temperaturas. Para un sistema de bosones como el 4He, todas las
partículas que componen el sistema tienden a ocupar el estado base a muy bajas
temperaturas. Este efecto es conocido como condensación de Bose-Einstein.

9 Sakurai, 1994, sección 6.2, p. 363.





Apéndice A

Estados de polarización y el
principio de superposición

ondulatorio

En una onda de luz monocromática los campos magnéticos y eléctricos que
la de�nen oscilan en direcciones perpendiculares, normales a la dirección
de propagación. La dirección en que oscila el campo eléctrico de la onda
de�ne su estado de polarización. Si el campo eléctrico oscila en una única
dirección (normal a la dirección de propagación), se dice la onda está polarizada
linealmente en dicha dirección y su estado de polarización lineal queda de�nido
completamente por un vector unitario en la dirección en que oscila el campo.1

El campo eléctrico de una onda de luz monocromática propagándose en la
dirección y y polarizada linealmente en la dirección z está dado por

E = {Eo cos (ky − ωt)}ez = EoR{ei(ky−ωt)}ez (A.1)

donde ez es el vector unitario en la dirección z, Eo es la amplitud del campo y
R denota la parte real de la cantidad entre paréntesis. El estado de polarización
lineal queda de�nido por el vector unitario ez.

El principio de superposición ondulatorio aplicado a las ondas de luz polarizadas
linealmente a�rma que la superposición de dos ondas en fase, propagándose en
la misma dirección y polarizadas linealmente en dos direcciones arbitrarias
independientes da como resultado una onda linealmente polarizada que
se propaga en la misma dirección de las ondas componentes. Así, de
la superposición de dos ondas polarizadas linealmente en las direcciones
ortogonales w y v, se obtiene la onda

E′ = c1 {Eo cos(ky − ωt)}ew + c2 {Eo cos(ky − ωt)ev} ,
E′ = c1R{Eoe

i(ky−ωt)}ew + c2R{Eo e
i(ky−ωt)}eν ,

E′ =R{Eo e
i(ky−ωt)}{c1ew + c2eν} , (A.2)

donde ew y ev son los vectores unitarios que de�nen el estado de polarización
lineal de las ondas que se superponen. Suponiendo que la suma de los cuadrados
de los módulos de los coe�cientes c1 y c2 es igual a la unidad, el estado de

1 Tralli N. (1963). Classical electromagnetic theory. McGraww Hill Book Company, p.
199.
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polarización lineal de la onda resultante queda de�nido por el vector unitario
c1ew + c2ev y las intensidades de las ondas que se superponen, relativas a la
intensidad de la onda resultante, serán iguales al cuadrado de los coe�cientes
c1 y c2, respectivamente.

Considere que {ew,ev} de�ne una base
ortonormal del plano {x, y} y que su
relación con la base {ex,ey} es la
indicada en la �gura de la derecha.

ez

ex

eω

eν

α

De acuerdo con el diagrama vectorial, se tiene

ez = (cosα)ew − (senα)ev, ex = (senα)ew + (cosα)ev
ew = (cosα)ez + (senα)ex, ev = −(senα)ez + (cosα)ex. (A.3)

Por lo tanto, la onda resultante de la superposición (A.2) será una onda
linealmente polarizada en la dirección z si c1 = (cosα) y c2 = −(senα). Se
observa entonces que para expresar una onda de luz polarizada linealmente en
la dirección z como superposición de dos ondas polarizadas linealmente en la
direcciones w y v basta reemplazar la primera de las ecuaciones (A.3) en la
primera de las ecuaciones en (A.1):

E =R{Eo e
i(ky−ωt)}{(cosα)ew − (senα)}eν ,

E = (cosα)R{Eoe
i(ky−ωt)}ew − (senα)R{Eoe

i(ky−ωt)}eν . (A.4)

Las intensidades de las ondas componentes respecto a la de la onda resultante
están de�nidas por el cuadrado de los coe�cientes.

De otra parte, cuando las dos ondas que se superponen tienen igual intensidad,
polarizaciones lineales en direcciones ortogonales y una diferencia de fase de 90º,
la onda resultante de la superposición se encuentra en un estado de polarización
circular, ya que en estos casos el vector campo eléctrico gira alrededor del eje
que de�ne la dirección de propagación de la onda manteniendo constante su
magnitud. Cuando gira en el sentido contrario a las manecillas del reloj se dice
que la polarización es circular a derecha, mientras que si gira en el sentido
de las manecillas del reloj es circular a izquierda2. Por ejemplo, una onda
propagándose en la dirección y está polarizada circularmente a la derecha,
cuando la componente polarizada linealmente en x tiene una diferencia de fase
de +90○ respecto a la componente polarizada linealmente en z. Esto es,

E′′ = {Eo cos(ky)} { 1√
2
cos(ωt)ez +

1√
2
cos(ωt + π/2)ex}

de�ne el campo eléctrico de una onda monocromática propagándose en la
dirección y con polarización circular a derecha. En efecto, observe que el
extremo del vector unitario
2 Aquí se emplea la misma convención de Feynman et al., 1967, p. 33-3.



375

1√
2
cos(ωt)ez +

1√
2
cos(ωt + π/2)ex =

1√
2
cos(ωt)ez −

1√
2
sen(ωt)ex,

que de�ne el estado de polarización de la onda y, por tanto, la dirección en
que oscila el campo eléctrico, describe en el tiempo un movimiento circular
uniforme alrededor del eje y, eje que de�ne la dirección de propagación de la
onda.

De otra parte, el vector unitario

1√
2
sen(ωt)ez +

1√
2
sen(ωt + π/2)ex =

1√
2
sen(ωt)ez −

1√
2
cos(ωt)ex

también de�ne un estado de polarización a derecha. Como la superposición de
dos ondas en un mismo estado de polarización da como resultado una onda cuyo
estado de polarización es igual al de las ondas componentes, la superposición

E = {Eo cos(ky)} {
1√
2
cos(ωt)ez +

1√
2
cos(ωt + π/2)ex}

+ {Eo sen(ky)} { 1√
2
sen(ωt)ez +

1√
2
sen(ωt + π/2)ex}

de�ne una onda de luz monocromática con polarización circular a derecha, la
cual es igual a

E = Eo R{ 1√
2
ei(ky−ωt)ez +

1√
2
ei(ky−ωt+π/2)ex} , (A.5)

o

E = Eo R{ei(ky−ωt) { 1√
2
ez +

1√
2
eiπ/2ex}} , (A.6)

que es otra forma general de expresar una onda de luz monocromática
propagándose en la dirección y con polarización circular a derecha.

El lector puede comprobar que

E = Eo R{ei(ky−ωt) { 1√
2
ez +

1√
2
e−iπ/2ex}} (A.7)

de�ne una onda con polarización circular a izquierda. Esto es, el extremo del
vector campo eléctrico describe un movimiento circular uniforme alrededor del
eje y en el sentido de las manecillas del reloj.

Se observa en (A.5) y (A.7) que una onda de luz polarizada circularmente se
obtiene de la superposición de dos ondas polarizadas linealmente en direcciones
perpendiculares siempre y cuando una de las componentes se encuentre
retrasada o adelantada en un cuarto de longitud de onda respecto a la otra
componente.
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