














30 CAPITULO 0. PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Estas combinaciones lineales describen correctamente los estados de S,
mostrando que el espacio vectorial requerido para describir los estados de espin
del electron debe ser un espacio lineal definido sobre el campo de los complejos.

0.4 Principio de superposicién

Las ecuaciones (0.3.4), (0.3.5) y (0.3.7) ponen de manifiesto uno de los
principios fundamentales del formalismo cuantico, denominado el principio de
superposicion, el cual afirma que cualquier estado cuantico se puede expresar
como una superposiciéon de otros estados cuédnticos. El peso de cada estado
en la superposiciéon es proporcional al médulo al cuadrado del correspondiente
coeficiente.

En particular, para los estados de espin que se han venido discutiendo, este
principio se puede expresar de la siguiente manera: cualquier estado de espin
se puede representar mediante la superposicion de los dos estados asociados a
una cualquiera de las componentes cartesianas del momento angular de espin.
El cuadrado del modulo del coeficiente de cada estado en la superposicion es
proporcional al peso de dicho estado. Por ejemplo, sumando y restando las
ecuaciones (0.3.4) y (0.3.5) se obtienen los estados con componente z positiva
0 negativa como una superposiciéon de los estados con componente = de espin
positiva y negativa. Esto es,
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Un primer acercamiento al significado del principio de superposicion cuantico
se puede realizar considerando de nuevo el arreglo de la figura 0.5:

S, + Sy + S, +
Sz' Sx' Sz'

Como ya se habia dicho, el estado de espin de cualquier dtomo del haz que
no se suprime después del primer iman esta dado por |S,.+), de manera que
se puede predecir con certeza que al medir S, quedard en el mismo estado
|S.+) y el resultado de la medicion serd +h/2. ;Qué se podra predecir sobre el
estado en que queda el electréon de uno de los dtomos del haz S,+ después de
pasar el iman I,7 En otras palabras jse podra predecir en cual de los dos haces
que emergen del segundo iman estard un &dtomo particular del haz incidente?
La respuesta es que no se podré saber cudl camino sigue dicho atomo, pues
cualquier intento que se hiciera para observarlo implicaria interactuar con él y,
en consecuencia, ya no se podria asegurar que se encuentra en el mismo estado
en que estaba antes de la observacion. Como el atomo esta en el estado |S,+), lo
maximo que se puede predecir de acuerdo con el principio de superposicion es la

1S--) |Sz+) + —=[Sz-). (0.4.2)
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probabilidad de que dicho &tomo emerja en uno u otro haz, probabilidad que es
proporcional al peso de cada uno de los estados que entran en la superposicién.
De acuerdo con (0.4.1), en el proceso de medicién de S, unos atomos arrojaran
el valor +h/2, quedando en el estado |S,+), y otros el valor —-h/2, quedando en
el estado |S,-). La probabilidad de obtener para un atomo particular uno u
otro resultado es 1/2, pues en la superposicion los pesos de los dos estados son
iguales.

De otra parte, si después del primer imén se hubiera suprimido el haz cuyos
atomos se encuentran en el estado |S,+), los atomos del haz que incidiria en el
segundo iman estarian en el estado |S,—). De acuerdo con la ecuacion (0.4.2) la
medicion de S, arrojaria los mismos valores y probabilidades del caso anterior,
pues los estados y sus pesos en el lado derecho de (0.4.1) y (0.4.2) son los
mismos. {Qué diferencia entonces los estados |S,+) y |S.-) expresados como
superposicion de los estados |S,+)? Recordando que, en general, los coeficientes
son nimeros complejos, se observa que la fase relativa de los coeficientes no es la
misma en cada caso. Esto se puede ver explicitamente reescribiendo los estados
de la siguiente manera:

1 1,
S.+)= —|S, + )+ —=€'|S,-), 0.4.3
5:4) = 5180 +) + 51S.-) (043
1 1
S.—)=—|S;+)+ —|Sz-), 0.4.4
5:) = 7518 +) + =15.7) (044
donde se tuvo en cuenta que e!™ = —1. Asi, mientras en la primera ecuacién

los coeficientes tienen una fase relativa igual a 7 en la segunda ecuaciéon la
fase relativa es nula. El hecho de que las fases relativas de los coeficientes sean
diferentes es lo que distingue estos dos estados y es lo que diferencia las dos
superposiciones. ;Como corroborar que efectivamente se trata de dos estados
distintos? Basta con realizar la medicién de S, para dos haces distintos, el
uno con sus atomos en el estado |S,+) y el otro con sus atomos en |S,-), y
comprobar que para el primer haz siempre se obtiene el valor +h/2, y para el
segundo —h/2. Entonces, un estado expresado como una superposicion de dos
estados diferentes no estd completamente definido mientras no se determinen
los pesos y fases relativas de los estados que entran en la superposicion.

Algunos autores distinguen el concepto cuéntico de superposicién del corres-
pondiente concepto clasico (estadistico), denominandolo superposicion coheren-
te, para enfatizar que solamente cuando existe una correlacion definida entre
los estados componentes el estado resultante de la superposiciéon es un estado
cuantico. Al describir un estado cudntico como superposicion de otros dos, la
coherencia o correlacion estd caracterizada por una determinada fase relativa
de los coeficientes. Si la fase relativa cambia, el estado que define la superposi-
cion ya no es el mismo. Cualquier observacion sobre un sistema puede romper
la coherencia entre los estados componentes, en cuyo caso el sistema queda en
uno de los estados de la superposicion.®

8 Consultar, por ejemplo, Guerrero de Mesa A. (1985). Mecdnica cudntica y realidad.

Universidad Nacional de Colombia, y referencias alli citadas.
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Como ya se mencion6, debido a que los observables S, y S, no son compatibles,
no es posible preparar un sistema en un estado de espin para el cual las
componentes x y z estén perfectamente definidas, esto es, no ezxisten estados de
la forma |S.+,S,+). En consecuencia, si un sistema se encuentra en el estado
descrito por la superposicién

1 1 [
ﬁ|5$+)+ﬁe [Sz—), (0.4.5)

el estado del sistema no es |S;+) 0 |Sz—); el estado del sistema es el estado |S,+)
resultante de la superposicion. Aunque la medicién de S, para un haz con todos
sus atomos en el estado |S,+) arroja los mismos resultados experimentales que
la medicién de S, para otro haz que tiene la mitad de sus 4tomos en el estado
|Sz+) y la otra mitad en el estado |S;—), el estado de uno de los atomos del
segundo haz no podra ser expresado por la superposicion (0.4.1), pues no existe
una relacion de fase definida entre los estados |S,+) y |S;—). Ningtan atomo del
segundo haz se encuentra en el estado |S,+) como lo corroboraria una medicion
de S, la cual arrojaria dos haces S,+ y S,— en lugar de un tnico haz S, +.

|Sz+> =

Los anélisis de las secuencias de experimentos de Stern-Gerlach muestran de
manera clara que un proceso de medicién u observaciéon puede alterar de manera
incontrolable el estado del sistema, a tal punto que no es posible predecir con
certeza en qué estado quedara el sistema después de la interaccién ni cudl sera
el valor obtenido para el observable. Se exceptian aquellos casos en los cuales
el sistema se encuentra previamente preparado en un estado del observable
a medir, en cuyo caso se sabra con certeza (con un 100% de probabilidad)
el resultado que se va a obtener y el estado en que quedard después de la
medicion. Cabe anotar que la caracterizacion del estado de un sistema y el
principio de superposicién implican que todos y cada uno de los &tomos de un
haz (los cuales no interactian mutuamente) se encuentran en el mismo estado,
de manera que el ket |S,+) no representa un estado global del haz, sino el
estado de espin de uno cualquiera de los atomos del haz. Esto implica que el
principio de superposicién cuantico sea de una naturaleza totalmente diferente
del correspondiente principio clasico.

El significado del principio de superposicién se ird esclareciendo atn mas a
medida que se avance en el estudio. Sin embargo, es importante insistir que
mientras no se interacttie con el sistema el estado es tnico (aquel en que se
prepar6 el sistema) y aunque este se puede expresar como superposiciéon de
otros estados esto no quiere decir que el sistema se encuentre en cada uno de
los estados de la superposicion, de hecho el sistema se encuentra en el estado
resultado de la superposicion. Aunque el principio de superposiciéon permite
predecir la probabilidad de que el sistema quede en uno de los estados de la
superposicion, el sistema se podra encontrar en uno de estos estados solamente
después de realizar una observaciéon o mediciéon de los observables asociados a
los estados que se superponen.

Como anotacién final, vale la pena mencionar que aunque se ha introducido la
representaciéon de los estados de espin mediante la analogia con los estados de
polarizacién de una onda de luz monocromética, dicha analogia se realiz6 con
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los vectores unitarios que definen la direccion de oscilacién del campo eléctrico
en el caso de polarizacion lineal, y con combinaciones lineales complejas de estos
vectores en el caso de polarizacién circular, y no con las ondas electromagnéticas
mismas. Mientras que la intensidad de una onda clésica (proporcional al
cuadrado de su amplitud) es una cantidad que ayuda a describir su estado,
en la analogia realizada esta no se tuvo en cuenta para describir los estados de
espin. En realidad, no hay un analogo a la intensidad de una onda clasica en
la caracterizacion de los estados de la mecénica cudntica no relativista.” Adn
més, como se verd en el siguiente capitulo, lo que realmente define un estado
cuantico es la orientacion del ket de estado en el espacio vectorial de kets, no
su norma o longitud.

Lecturas Recomendadas

1. Dirac P. A. M. (1967). Principios de mecdnica cudntica. Ariel. Se recomienda
la lectura de las primeras cuatro secciones del capitulo 1 y la introduccién
de la seccién 10 del capitulo 2.

2. Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company. Una buena lectura que resume y
ayuda a concretar lo discutido se encuentra en la seccién 1.1.

En mecénica cuantica no relativista el campo electromagnético se trata clasicamente. La
cuantizacion del campo se conoce como “segunda cuantizacion”, y queda naturalmente
definida en la teoria de campos, dando lugar a la definicién de fotén como particula del
campo. La energia del campo para una onda monocromaética, una onda con fotones de
una misma energfa, serd proporcional al nimero de fotones y estard relacionada con el
concepto clasico de la intensidad de la onda clasica que lo describe.






Capitulo 1

Espacio de kets y
representacion matricial

Introduccion

El principio de superposicién que se encuentra en la base del formalismo
cuéntico ‘“nos lleva a establecer una teoria matemaética en la cual las ecuaciones
que definen el estado son lineales en las incégnitas” (Dirac, 1967, p. 26). Un
espacio vectorial lineal complejo, como el espacio de kets definido por Dirac,
satisface los requerimientos para caracterizar los estados de un sistema cuantico.

Es usual introducir el estudio del formalismo cuantico representando los estados
mediante vectores (funciones de onda) de un espacio de Hilbert completo, el
cual posee todas las caracteristicas para describir los estados de un sistema,
entre ellas que la norma de sus elementos sea finita. Sin embargo, como se
estudiard en el capitulo 3, los estados de un sistema cuéntico también se
pueden definir mediante la superposiciéon de vectores de norma no finita. Por
esta razon, siguiendo a Dirac, se considera apropiado asociar a cada sistema
cuéntico un espacio de kets, el cual es un espacio vectorial complejo que incluye
estos vectores de norma no finita. Al restringir el espacio de kets solamente
a aquellos elementos que poseen norma finita, el espacio resultante serd un
espacio de Hilbert y todo posible estado del sistema estard caracterizado por
un elemento de este espacio.

Se inicia con una breve descripcién sobre la relaciéon entre la dimensién y
el concepto de completez del espacio de kets con los posibles valores que
pueden tomar los observables de un sistema, teniendo en mente los resultados
obtenidos en el capitulo anterior. Las definiciones formales de estos conceptos se
desarrollarén en las siguientes secciones, incluyendo, en el momento apropiado,
los postulados basicos del formalismo cuéntico.

Como se vio con los estados de espin, conocer los posibles valores que puedan
tomar uno o varios observables de un sistema permite describir los posibles
estados en que puede quedar el sistema. Un conjunto de observables que permite
caracterizar completamente los posibles estados de un sistema se denomina
conjunto completo de observables compatibles (Seccion 1.3). El minimo ntmero
de observables requerido en uno de tales conjuntos es igual al ntimero de grados
de libertad del sistema. El concepto de nimero de grados de libertad es tomado
de la mecénica clasica. En general, el sistema cuantico constituido por una

35



36 CAPITULO 1. ESPACIO DE KETS Y REPRESENTACION MATRICIAL

particula como el electron tendré tres grados de libertad espaciales (los mismos
clasicos) y un grado de libertad adicional (interno) asociado a su espin.

La dimension del espacio de kets queda especificada por la naturaleza misma
del sistema y debe ser tal que todo posible estado del sistema pueda ser descrito
mediante un ket de dicho espacio. Es en este sentido que un espacio de kets (o
un espacio de Hilbert) asociado a un sistema debe ser completo.

Se ilustrara lo anterior con sistemas de un grado de libertad para los cuales se
requiere solamente un observable para caracterizar sus estados. El conjunto de
los posibles valores que puede tomar el observable se denomina el espectro del
observable, y define su conjunto de valores propios, el cual puede ser discreto
y/o continuo y a su vez finito o infinito. Como en principio los sistemas se
pueden preparar en un estado para el cual se sabe con certeza que el valor que
arrojara la medicion del observable es uno de los valores de su espectro, estos
estados, denominados estados propios del observable, definen un conjunto de
kets linealmente independientes cuyos elementos estan en correspondencia con
los valores propios del espectro. Se postula que el conjunto de kets propios es
completo. En otras palabras, este conjunto define una base del espacio de kets
asociado al sistema, de manera que cualquier posible estado se podra expresar
como una combinacién lineal o superposicion de los kets de esta base.! Por esta
razén, la dimensién del espacio de kets de un sistema de un grado de libertad
debe ser al menos igual al numero de elementos del espectro del observable
elegido para caracterizar los estados del sistema.?

Ejemplos

a) El sistema fisico definido por un electrén cuyos grados de libertad espaciales
se pueden ignorar (denominado sistema de espin 1/2) es un sistema de un
grado de libertad (el grado de libertad interno). Cualquier observable de espin,
Sz, Sy 08, es un buen candidato para caracterizar los estados del sistema. El
espectro de cualquiera de estos observables es finito y discreto: {-h/2, +h/2},
lo que conduce a que el espacio de kets de un sistema de espin 1/2 sea
bidimensional. Normalmente se eligen los kets asociados al observable .S, como
base, de manera que cualquier estado de espin se puede representar como una
superposicion de los kets {|S.+), |S:—)}.

b) Para el sistema fisico definido por un oscilador arménico unidimensional
basta, por ejemplo, el observable energia para caracterizar sus posibles estados.
El espectro de energia es discreto e infinito, {F, F»,...}, de manera que su
espacio de kets es de dimension infinita y su base {|E1), |Es),...} es discreta,
infinita y enumerable.

c) Los posibles estados de una particula libre con un grado de libertad espacial
se pueden caracterizar mediante el observable momentum, cuyo espectro es

1 Se acostumbra en mecanica cuantica hablar de bases completas aunque el concepto

mismo de base de un espacio vectorial implique que dicho conjunto es completo.

La caracterizacién de los estados de un sistema con varios grados de libertad se efectuara
en la seccion 1.3. Alli se verd que para sistemas de un grado de libertad cualquier
observable de espectro no degenerado permite caracterizar de manera completa los
estados del sistema.
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continuo e infinito: {p : p € R}. La dimension del espacio de kets para este
sistema serd infinita y su base {|p) : p € R} es continua, infinita y no enumerable.

1.1 Espacio de kets
1.1.1 Propiedades del espacio de kets

En esta seccién se definen operaciones y propiedades basicas de un espacio de
kets genérico el cual notaremos ‘E.

La suma o adicion de dos kets arbitrarios |a) y |8) que pertenecen al espacio
de kets esté bien definida. Esto es, como resultado de su adicién se obtiene otro
ket |y) de E.

o) +[B) =|7). (1.1.1)

La adiciéon de kets es asociativa y conmutativa,
{la) +[8)}+1) =la) +{[B)+)}
o) +18) =18) +|ex).

La multiplicacién de un ket |a) € E por un escalar ¢ (namero complejo) da
como resultado otro ket que pertenece a ‘E. Esta multiplicacién es conmutativa
y se nota mediante la yuxtaposicion de ¢ y |a):

da) =la)e =|v), con |a),|v)eE, ceC.

En el caso en que ¢ sea nulo, el ket resultante se denomina ket nulo y se notara
|°). El ket nulo define el elemento neutro de la adicion: |a) +[°) =|a).

La multiplicacién de kets por escalares es distributiva respecto a la adicién de
escalares y de kets:
(c1 +c2)|a) = c1]a) + ealar),

c(la) +18)) = cla) + ¢[B).

Un ket se denomina linealmente dependiente de otros kets cuando se puede
expresar como una combinacién lineal de ellos. Por ejemplo, la combinacién
lineal

lu) = cila) + c2|B), (1.1.2)

donde los coeficientes ¢ y ¢ son dos niimeros complejos no nulos, implica que
el ket |u) es linealmente dependiente de |«) y de |3). Multiplicando ambos lados
de la ecuacién por un coeficiente adecuado, cualquiera de los kets de (1.1.2) se
puede expresar como una combinacion lineal de los otros dos, cualquiera de ellos
es dependiente de los otros dos. En particular, si en (1.1.2) la unica solucion
para los coeficientes es ¢; # 0 y ¢o = 0, entonces |u) es linealmente dependiente
de |a) y linealmente independiente de |3). Dos kets linealmente independientes
tendran diferente orientacion en el espacio de kets, mientras que dos kets con
la misma, orientacién seran linealmente dependientes.
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En general, un conjunto de kets es linealmente independiente cuando ningin ket
del conjunto se puede expresar como una combinacién lineal de los otros. Dicho
conjunto se denomina completo si cualquier ket del espacio se puede expresar
mediante una combinacién lineal de los del conjunto. Un conjunto completo de
kets linealmente independientes constituye una base del espacio de kets.

Matematicamente un estado |u) es el resultado de la superposicion de otros dos
estados diferentes |a) y |3) si satisfacen (1.1.2). Sin embargo, cuando los kets
que se superponen caracterizan un mismo estado, vale la siguiente hipotesis:

Hipotesis
Por superposicién de un estado consigo mismo no se obtiene un
nuevo estado sino que se obtiene el mismo estado.

La anterior hipotesis implica que si |a) =|8) en (1.1.2), los tres kets ¢1|a), co|c)
y ) = (c1 + ¢2)|a) caracterizan el mismo estado fisico. Si ademés ¢1 = —cg, la
superposicién no representa ningin estado, el ket nulo no representa un estado
fisico.?

En otras palabras, si dos kets son linealmente dependientes entonces ambos
caracterizan un mismo estado. La implicaciéon contraria también es cierta:
si dos kets caracterizan un mismo estado, entonces los kets son linealmente
dependientes y tendrdan la misma orientacion en el espacio de kets. Lo anterior
implica que el estado queda definido por la orientacion del ket y no por su norma
(la cual se definira méas adelante). En particular, los kets |a) y —|a) corresponden
a un mismo estado y tienen la misma orientacion en E. Note que dos estados
diferentes deberan quedar descritos por kets linealmente independientes.

Cuando |a) y |8) son linealmente independientes, al multiplicar (1.1.2) por 1/cq,
se obtiene

(1/e2)lu) = (er/ea)|e)+(B)-

Como 1/ca|p) y |pt) definen un mismo estado, se observa que el estado resultante
de la superposicién no quedard definido hasta que se especifique el valor relativo
de los coeficientes (c1/c2), para lo cual solo se requieren dos parametros reales.?

Si se superponen tres estados linealmente independientes {|a1), |az), |as)}, el
estado resultante

3
[v) = c1lar) + ealaz) + cslas) = > cilas)
i=1
estard totalmente definido cuando se especifique el valor relativo de los
coeficientes, los cuales definen los pesos y fases relativas de los estados
que intervienen en la superposiciéon. Para ello, basta determinar dos de los
coeficientes en términos del tercero, por ejemplo, ca/c; y csfcr, ya que al

3 Una aclaracion sobre esta afirmacion se hara en la seccion 1.3 con base en argumentos

de probabilidad.
Como c¢1/ca es un numero complejo los dos parametros reales pueden ser sus partes real
e imaginaria o su médulo y su fase.
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determinar la fase del segundo y del tercer estado relativa al primero queda
definida la fase del segundo relativa al tercero.

Resumiendo:

Dado un conjunto de estados linealmente independientes {|a1),]|az),|as),. ..,
larn)}, el ket de estado mds general que se puede obtener por superposicion de
los estados del conjunto esta dado por

n

) = Z cilag).

i=n

El estado resultado de la superposiciéon queda determinado por el valor de n—1
de los coeficientes relativo al coeficiente restante.

1.1.2 Bras y producto interior

Con base en un conjunto completo de vectores de un espacio vectorial £ se
puede definir un segundo espacio vectorial £*, denominado espacio dual, a
través de la siguiente aplicacién lineal del espacio de kets en el campo de los
complejos

fs:E - C

o) = fa(la)).

La aplicacién lineal fg define un elemento del espacio dual denominado bra y
notado (], fg = (8. A su vez, el nimero complejo fz(|a)), la imagen del ket
|} bajo la aplicacion fg, define el producto interior (o multiplicacion) entre el

bra (8] y el ket |a), y se nota (Bla): (Bla) = fa(la))-

Ya que cada aplicacion define un bra, dicha aplicaciéon se puede expresar de
manera equivalente por

Bl: £ > C
) = (Bla).
El bra (8| quedara completamente definido cuando se conozca el nimero
complejo que corresponde a su producto interior con cualquiera de los kets

de E. Si (B|a) = 0 para todo ket |a) de E, entonces el bra (5| es el bra nulo
que y se notara (°|.

Las condiciones de linealidad de la aplicacién estan dadas por
(BI{la) +1a’)} = (Bler) + (Bl’),
(BKcla)} = c (Bla).

La adicién o suma de bras esta definida de manera que el producto interior del
bra resultante con cualquier ket sea igual a la suma de los productos interiores
de cada uno de los bras con dicho ket:

{(Bl + (B'e) = (Bla) + (B]a),
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y el producto de un bra por un escalar ¢, definido por

{c (Bl}a)=c (Ble),  ceC,

es conmutativo y se nota yuxtaponiendo el escalar y el bra: ¢(5] = (flc.
Un conjunto completo de bras, definido por todas las aplicaciones lineales
(productos interiores) linealmente independientes, define el espacio dual E*.

Postulado de correspondencia dual

Existe una correspondencia biyectiva entre bras y kets, tal que el
bra que corresponde a {|a)+|a’)} es igual a la suma de los bras
correspondientes a |a) y |a’), y el bra que corresponde a cla) es
igual a ¢* (complejo conjugado de ¢) multiplicado por el bra que
corresponde a |a).

Debido a esta correspondencia, se emplea la misma letra para notar un ket y
su bra correspondiente:

) = (al, dla) == ¢*(al,

donde DC es la abreviatura de dual correspondiente.®

Asi, si |a) es un ket que describe el estado de un sistema, este estado queda
igualmente caracterizado por el dual de |a), lo cual conduce a que la teoria
cuéntica sea simétrica, respecto a bras y kets. De ahi también la acertada
notacion de Dirac para los bras y los kets que pone de manifiesto esta simetria,
va que el bra es la imagen reflejada por un espejo del ket correspondiente.
Ademas, la notacién muestra que el producto interior de un bra y un ket
coustruye la palabra bra(c)ket (paréntesis), que es el simbolo mediante el cual
se suele notar un producto escalar en mateméticas.

El producto interior entre un bra y un ket posee las dos siguientes propiedades.

1. El producto interior de un bra y un ket es igual al complejo conjugado
del producto interior de sus duales correspondientes:

(Bl = ((alB)) " (1.1.3)
de aqui se concluye que {(a]a) = ({a]a))* = (ala) € R.

2. El producto interior de un bra y su dual correspondiente es un nimero
real positivo
(ala) 2 0, (1.1.4a)

donde la igualdad a 0 vale si y solo si |«) es el ket nulo.

5 Se ha empleado la notacién de Dirac estandar para el producto de un escalar por un

ket: cJor) =|a)c. Sin embargo, se emplea también la notacion cla) =|ca) y |ac) =|a)c. Sila
multiplicacién se nota dentro del ket, el dual correspondiente a |ca) serd el bra c*(al.
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Ortogonalidad

Con base en el producto interior se puede definir el concepto de ortogonalidad
para los elementos de E. Dos kets no nulos |a) y |3) € E son ortogonales si y
solo si el producto interior del bra correspondiente a uno de ellos con el segundo
es nulo.

Si (Bla)={(ca|lf)=0 <= |a)y|B) sonortogonales.

Dos estados se denominan ortogonales si sus correspondientes kets lo son.

Norma de un ket

La norma de un ket |a) inducida por el producto interior se define segin
lledl = +V{ala) > 0. (1.1.4b)

Se dice que un ket esta normalizado si su norma es uno. Para normalizar un
ket se divide por su norma

o :7|a) = (d|a/) = 1.
|a’) ) (o[’

Ya que solamente la orientacion de un ket (y no su norma) es lo que tiene interés
fisico para caracterizar los estados, mientras no se diga lo contrario, de aqui
en adelante se supone que todo ket correspondiente a un estado cuéntico esta
normalizado. Se podria pensar que existe una correspondencia uno a uno entre
el estado de un sistema y su correspondiente ket normalizado. Sin embargo,
aun restringiéndose a kets normalizados, a un mismo estado le corresponderan
infinito namero de kets normalizados, cuya unica diferencia entre si es un factor
de fase real, constante y arbitrario. Por ejemplo, si |v) describe un estado
normalizado, el ket definido por

) = e [v), a€R,
describe el mismo estado y también esta normalizado:

(V) = {(v] e} {e"v)} = (v|v) = 1.

Entonces, dado un estado cuéntico, este queda completamente caracterizado
por un ket de norma unidad salvo un factor de fase arbitrario.

Ejemplo
El producto interior del ket |u) = 24 |81) + (1-34)|B2) y su dual correspondiente
(1| = =24 (B1] + (1+34) (B2] se calcula empleando las propiedades de linealidad:

(plp) = {=2i(B1] + (1 +3@) (Bal} {2i]B1) + (1-37)[B2)}
= (=24)(2i) (B1]B1) + (=24)(1 - 3i) (B1]B2)
+ (1+30)(20) (Ba2]B1) + (1 +3)(1 - 34) (B2] B2)-
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{Es este un namero real? ;Por qué? ;Cual sera el cuadrado de la norma si |51)
y |B2) no son ortogonales? ;Se espera que sea real? ;Por qué?

Si |82) y |B1) son ortogonales, los productos interiores (Bs2|81) y {51|82) son
nulos y la anterior expresion se reduce a

(plp) = 4(B1]B1) + 10(Ba|B2).

Si adicionalmente |32) y |81) estdn normalizados, se concluye que (u|u) =14 y
por tanto, la norma de |u) es igual al ntamero real positivo v/14. Cuando dos
kets estan normalizados y son ortogonales se denominan ortonormales.

Para normalizar |) multiplicamos el ket por el inverso de su norma:

N 20 1-3i
|,LL>— \/ﬁ'ﬁl) + \/ﬁ|ﬁ2>7

satisface (u'|p') = 1, donde |u') es el ket que se obtiene de normalizar |u). Los
kets |u) y |’} son dos elementos diferentes del espacio de kets, ya que no poseen
la misma norma, sin embargo, son dos kets linealmente dependientes (L.D.) y,
por ello, se dice que poseen la misma orientacion. Esto es, salvo un factor de fase
arbitrario |u’) se puede considerar como el vector o ket unitario que caracteriza
la orientacion de |u).

1.1.3 Operadores lineales

Todo observable® de un sistema cuéntico esta descrito por un operador lineal
definido sobre el espacio de kets. Emplearemos para los operadores un sombrero
sobre la letra que lo describe, por ejemplo 121, con el fin de distinguirlo de la
correspondiente notacién A del formalismo clésico.

Sobre E también se pueden definir operadores lineales que no necesariamente
representan observables. Como regla en estas primeras secciones, se emplearan
las letras mayusculas A, B,C,... para designar observables y X,Y,... para
designar otros operadores. Un operador lineal es una aplicaciéon lineal del
espacio de kets sobre si mismo:

X:E — E

) —18),

donde |3) es el ket imagen bajo la aplicacion X.

6 Como se anotd en el capitulo anterior, se denomina observable a toda magnitud de

estado, o variable dinamica, que se pueda medir por medio de procesos directos o
indirectos.
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Por definicién, un operador se aplica a la izquierda de un ket y se nota X )
|3) = X|a). El operador estara bien definido si se conoce el ket imagen que se
obtiene de su aplicacién para todo ket de ‘E.7

El operador nulo estd definido por la aplicacién lineal cuya imagen para
cualquier ket de ‘E es igual al ket nulo,

Si Xla)=[°), V|a)e E <« X=0.

Un operador se denomina operador identidad cuando su aplicacién sobre
cualquier ket de E lo deja inalterado,

Si Xla)=la), V|)eE < X-=1.

Las condiciones de linealidad de un operador se pueden resumir en la siguiente
expresion . A .
X{cila) + c2|B) } =1 X|a) + c2 X |B),

donde ¢, ca € C y |a), |B) € E. Mientras no se diga lo contrario, de aqui en
adelante los operadores que se consideren seran lineales.

Dos operadores X y Y son iguales, X = Y, si su aplicacién sobre cualquier ket
de ‘E da como resultado el mismo ket:

si Xla)=Yl]a) Vi) e E < X=VY.
La adicion de operadores se puede definir a través de la adicién de kets:

(X +Y}Ya) = X|a) +Y]a), Vla) e E.

Como la suma de kets es conmutativa y asociativa, a partir de la anterior
definicién se muestra que la adicién o suma de operaciones es conmutativa y
asociativa. El elemento neutro de la adiciéon es el operador nulo.

El producto o multiplicaciéon de operadores lineales es un operador lineal
definido por . o
{XY}a) = X{Y]a)}, Via)e E.

El producto de operadores es asociativo,

(X9 Z2-X(V2),

Cuando |8) = X |a) es linealmente independiente de |a), la orientacién del ket imagen
es diferente de la del ket original. En este caso, si |a) y |8) describen posibles estados
cuanticos, se puede decir, en general, que como efecto de la aplicacién del operador X
cambia el estado del sistema. Un ejemplo de este tipo de operadores es el denominado
operador evolucién temporal, el cual permite estudiar el cambio del estado de un sistema
en el tiempo (seccion 3.1.1). Sin embargo, no siempre el efecto de un operador es
cambiar la orientacion del ket de estado. Por ejemplo, cuando |8) = X |ar) es linealmente
dependiente de |a), los kets |a) y |B8) poseen la misma orientacion y describen el mismo
estado cuantico. Los kets de E cuya orientacién queda invariante ante la aplicaciéon del
operador X se denominan los kets propios de X, y las constantes de proporcionalidad
se denominan los valores propios correspondientes (seccion 1.2.1).
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pero en general no es conmutativo, ya que en general la imagen de un ket bajo
la aplicacion de XY no es igual a la imagen del mismo ket bajo la aplicacién
de Y X:

Ya que en general el producto de operadores no es conmutativo hay que tener
especial cuidado en el orden en que ellos se aplican. Mientras se conserve
el orden, el producto de operadores es distributivo respecto a la adicién de
operadores: X{V + Z} = XY + X Z.

El inverso de un operador existe si la aplicacion inversa que lo define existe,

i X X)) =) y X{X M)} =la), V]a) € E

< X lesel inverso de X.

Una definicién equivalente es
si X 'X=XX'1=1 < X 'eselinversode X.

Los operadores se pueden definir sobre E* de igual manera que en ‘E y con las
mismas propiedades de adicién y multiplicacion:
X E > E
(a] > (4] = (o] X

Note que en esta definicién un operador se aplica a la derecha de los bras.

Operadores adjuntos
El adjunto del operador X se nota X1 y estad definido por

Xy <29 (X (1.1.5)

El ket X|a) y el bra (a| Xt son duales correspondientes. En general, X1 y
X son operadores diferentes y mutuamente adjuntos. Es decir, el bra dual de
X't|a) es (| X, de manera que el adjunto del adjunto de un operador es igual
al operador original

(X1 = X.

Definiciones:

Un operador se denomina autoadjunto o hermitico si es igual a su adjunto,

si X=X < X es hermitico. (1.1.6a)

Un operador se denomina antihermitico si es igual a su adjunto pero con signo
contrario, R . A
si X=-X'" < X es antihermitico. (1.1.6b)
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Con base en la correspondencia dual, se demuestra que el adjunto del producto
de dos operadores es igual al producto de sus adjuntos con el orden de aplicaciéon
intercambiado:

(XY)t=vT xT. (1.1.7)

Este resultado se puede generalizar al producto de un conjunto de operadores
(XY 2. W) =Tt 2t it R

En general, el bra (a| XT es diferente del bra (a| X, a no ser que el operador

sea hermitico.

Producto Exterior

Ademaés del producto interior entre los bras y los kets se puede definir otro
producto o multiplicacién denominado producto exterior, cuyo resultado no es
un nimero complejo sino un operador definido sobre E o E*. Este operador se
nota | ) (|. Por ejemplo,

el producto exterior del ket |3) con el bra (a| se nota |8){«.
Este producto se define mediante cualquiera de las siguientes aplicaciones
lineales:
1B) (el :E~ E B)(al : " ~ £
) = ¢lB) (nl > (alc,
de manera que la imagen de su aplicacién sobre cualquier ket es proporcional
a |B) v la imagen de su aplicacion sobre cualquier bra es proporcional a (.

Hay algunos productos o multiplicaciones entre kets, bras y operadores que no
estan definidos. Por ejemplo, operadores aplicados a la derecha de un ket |3) X
o a la izquierda de un bra X (a| no estdn definidos. Las multiplicaciones entre
kets |a) |3) y entre bras (3| (a| de un mismo espacio tampoco estan definidas.®

Axioma asociativo de la multiplicacion

Se postula que la propiedad asociativa de los productos o multiplicaciones
entre kets, bras y operadores es completamente general siempre y cuando las
multiplicaciones que se asocien estén bien definidas.

Con base en este axioma, se puede determinar la imagen de la aplicacién del
producto exterior |5){«| sobre un ket:

{I8)el} v} =18) {(aly)} = () B) = c|B),

donde ¢ es el namero complejo definido por el producto interior (aly). La
aplicacion de |B)(«| sobre |y) es igual a un ket proporcional a |3) siempre y

8 Cuando los kets o bras que se multiplican pertenecen a espacios diferentes esta

multiplicacién define el producto tensorial que se estudia en la seccién 2.4. Sin embargo,
hasta llegar a dicha secciéon todos los kets y bras que se consideren pertenecen a un
mismo espacio de kets y a su dual correspondiente.
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cuando |a) y |y) no sean ortogonales, en caso contrario, el ket imagen sera el
ket nulo.

La aplicacion del producto exterior sobre un bra es

(nl{18)al} = {(nlB)} {al = (|B) (al = ¢'(al,

donde ¢’ es el nimero complejo (n|3). La aplicacion de |S){«| sobre un bra
dara como resultado otro bra proporcional a {a| siempre y cuando el producto
interior del bra (n| con el ket |3) sea diferente de cero.

Aplicando el axioma asociativo y la correspondencia dual, se puede demostrar
que el adjunto de |B){a| es |a}{f],

{I8)al}y" =le)(5]. (1.1.8)

Como consecuencia del axioma, el producto interior del bra (3| con el ket Xa)
es igual al producto interior del bra (5|X con el ket |a). Por esta razén, el
producto se nota simplemente (3| X ).

Aplicando la propiedad (1.1.3) del producto interior, se tiene

(B1X1a) = {((alX1) 1)} = {(al (X118)} = (alXTI8)",

(B1X|ar) = (o] XT|B)",

si X es hermitico, se satisface
(B1X]er) = (] X16)".
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Ejercicios
1. Demostrar las ecuaciones (1.1.7) y (1.1.8).
2. Con base en la propiedad (1.1.3), demostrar que el dual de ¢ |8) es (5] c*.

3. Sean |v) v |n) los kets definidos por: |y) = (3 + i)|a1) + 4|az) — 6ilag) y
[n} = 2ila1) + 3|as), donde los kets |a;) son ortonormales.
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a. Calcule la norma de los kets |y) y [1) v determine sus kets normalizados
)y ')
b. Encuentre los bras correspondientes a los kets |y') y |n').

c. Calcule el producto interior (7'|n'} y demuestre por célculo directo que
es igual a {(h')}*.

d. Calcule los productos interiores {a1|n’), (az|n’) y (as|n’). De acuerdo con
sus resultados ;qué interpretacion geométrica puede dar al producto
interior?

e. Calcule {|az){az|}Y') v {|az){az2|}|n"). De acuerdo con sus respuestas,
{qué interpretacion geométrica puede dar al operador |ag){as|?

f. Calcule {|7'){n'|}|az). (Estd su respuesta en contradiccion con la
afirmacion de que la imagen de la aplicacion del producto exterior es
un ket proporcional a |[y')?

1.2 Representaciéon matricial

De acuerdo con los postulados de la mecénica cuantica que se enunciaridn en
las siguientes secciones, los operadores que describen los observables deben
ser hermiticos y su conjunto de kets propios constituye un conjunto completo o
base del espacio de kets del sistema. Cuando la base de kets propios es discreta,
esta induce una representaciéon matricial de los estados y de los observables.
Cuando es continua, induce una representaciéon continua denominada también
ondulatoria. Por tal razén, antes de iniciar la representacién matricial se
presenta el problema de valores propios de un operador hermitico.

1.2.1 Kets y valores propios de un operador hermitico

Cuando la aplicacion de un operador lineal ¥ sobre un ket |a) da como resultado
un ket con la misma orientacion de |a), segin

Yla) = da), (1.2.1)
la constante compleja ¢ se denomina el valor propio de Y y el ket |a) su
correspondiente ket propio.

Resolver el problema de valores propios de Y consiste en determinar el conjunto
de kets y valores propios que satisfacen (1.2.1).! Se supone que los kets propios
soluciones de (1.2.1) son diferentes de la solucion trivial |°), la cual no tiene
mucho interés fisico pues no representa ningun posible estado de un sistema.

Por ser lineal, la ecuacion (1.2.1) no varia al multiplicarla por una constante d,

Y{dla)} = d{Y]a)} = d{ca)} = c{dla)},

Note que solucionar el problema de valores propios de un observable consiste en
determinar aquellos estados del sistema cuya orientacidén queda invariante bajo la
aplicacidén del operador que define el observable.
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Y {dja)} = ¢{dja)}.

Esto quiere decir que si |«) es un ket propio de Y correspondiente al valor
propio ¢, entonces el ket d|a) también es ket propio correspondiente al mismo
valor propio. Esto implica que al solucionar (1.2.1) solo se puede determinar de
manera Unica la orientaciéon de los kets propios pero no su norma.

Cuando existe un conjunto de kets propios linealmente independientes que
satisfacen (1.2.1) para un mismo valor propio c, se dice que este valor propio es
degenerado. Un célculo directo muestra que el ket resultante de la combinacién
lineal de kets propios correspondientes a un valor propio degenerado, es también
ket propio correspondiente al mismo valor propio (ejercicio 1). El conjunto de
valores propios diferentes de un operador define su espectro. Cuando el espectro
es degenerado, el niimero de valores en el espectro es menor que el nimero de
kets propios linealmente independientes.

Teorema 1
Los valores propios de un operador hermitico son reales y los kets propios
correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.

Demostracion:

Sea y' un valor propio del operador Y y |y’) un ket propio correspondiente a
dicho valor propio

Yiy') =y'ly'). (1.2.2)

La ecuacién dual correspondiente es

W'Y =y, (1.2.3)

donde se tuvo en cuenta la hipétesis de que el operador es hermitico.

Primero se demuestra que los valores propios son reales. Para ello, se
premultiplica (1.2.2) por el bra (y'| y se postmultiplica (1.2.3) por el ket |y'):

WYY =y, (@1YY)=y" ),

por tanto,
W -y")l) =0. (1.2.4)

El cuadrado de la norma de |y’) debe ser definidamente positivo, como indica
la propiedad (1.1.4a) del producto interior, esto es, (y'|ly') > 0. Como se
buscan soluciones no triviales, |y') debe ser diferente del ket nulo y, por tanto,
(y'ly’) # 0. Entonces, para que (1.2.4) se satisfaga, se debe cumplir ' —y'* =0,
es decir, ¥’ = y'*, de donde se concluye que 7’ es un ntimero real.

Para demostrar la segunda parte del teorema, se considera la ecuacién de valores
propios (1.2.3) para el valor propio y":

W'Y =y" (',
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donde se ha tenido en cuenta que los valores propios son reales. Premultipli-
cando (1.2.2) por el bra (y”| y postmultiplicando la anterior ecuacion por el ket
|y}, se obtiene

(" -y )y"ly) = 0. (1.2.5)

Si 3" = ¢, la ecuacion se satisface en principio para cualquier valor finito del
producto interior (y”|y’). Sin embargo, por hipotesis, los valores propios son
diferentes y en consecuencia (y” —y’) # 0. Entonces, para que se satisfaga
(1.2.5) el producto interior (y”|y’) debe ser nulo. Por tanto, kets propios
correspondientes a valores propios distintos son ortogonales.

En lo que sigue de este capitulo se considera tinicamente el caso de operadores
cuyo espectro es discreto. El estudio de operadores y observables con espectro
continuo se trataré en el capitulo 2.

La importancia de los operadores hermiticos en la mecénica cuantica radica en
los dos siguientes postulados:

Primer postulado (espectros discretos)

Toda medicién de un observable de espectro discreto obliga al
sistema a quedar en un estado propio del observable que se mide y
el resultado de la medicién es el valor propio correspondiente.

Este postulado pone de manifiesto la alteracion que sufre el estado del sistema
en un proceso de mediciéon de un observable y, a su vez, define cuéles son los
posibles estados en que puede quedar como consecuencia de dicha alteracién.
Como resultado de la medicion, el sistema queda en un estado propio del
observable correspondiente al valor propio obtenido.

Puesto que los valores medidos para un observable son cantidades reales es
natural considerar que todo observable debe estar representado por un operador
hermitico, como afirma el siguiente postulado.?

Segundo postulado

A todo observable de un sistema cuantico le corresponde un
operador lineal hermitico cuyo conjunto de kets propios linealmente
independientes debe ser completo.

Si el conjunto de kets propios es completo, cualquier posible estado del sistema
se puede expresar o construir mediante una superposiciéon de estos kets propios.
En otras palabras, el conjunto de kets propios constituye una base completa
del espacio de kets del sistema. En general, los conjuntos asociados a diferentes
observables conducen a diferentes bases completas del espacio de kets.

2 Este postulado es valido tanto para observables de espectro discreto como para

observables de espectro continuo.
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1.2.2 Bases discretas del espacio de kets

De acuerdo con el segundo postulado, el conjunto de kets propios
{la1), laz), ..., } = {|a;)} del observable A de espectro discreto de un siste-
ma, constituye una base completa de su espacio de kets E. La base {|a;)} se
denomina ortonormal si todos sus kets son mutuamente ortogonales y estan
normalizados.

La condicion de ortonormalidad para los elementos de la base se puede expresar
(ai|aj) = §ij7 Vi,jzl, 2,..., (126)

donde §;; es el delta de Kronecker, el cual vale 1 para ¢ = j y cero para ¢ # j.
Por simplicidad y mientras no se diga lo contrario, toda base que se considere
se supondré ortonormal.

Cualquier elemento |a) de E se puede expresar como una combinacion lineal
de los elementos de la base
o) = Z ci(a)las), ci(a) € C. (1.2.7)

3

La suma sobre i sera finita (infinita) si el espectro de A es finito (infinito). En
(1.2.7) los coeficientes definen un conjunto discreto de ntmeros complejos el
cual es caracteristico de cada ket. Por esta razon se emplea la notacion ¢;(«)
para indicar que se trata de los coeficientes del ket |a), los coeficientes de otro
ket |3) se notaran ¢;(3).

Premultiplicando (1.2.7) por uno cualquiera de los bra de la base dual, se

obtiene
(ajla) = 3 ci(a) (ajlas) = 3 ci(a) 6ji = ¢j(e),
= ci(a) = (aj|a), Vi=1,2,..., (1.2.8)

de manera que cada coeficiente de la superposicion es igual al niimero complejo
definido por el producto interior de cada uno de los bras de la base dual con el
ket |a).?

Reemplazando (1.2.8) en (1.2.7) y aplicando el axioma asociativo, se obtiene

o) = 3 ci(@) lag) = D aile) ai) = 3 lai)ailer)

7 7 (2

= o= { Slasted o)

7

Como la anterior igualdad es valida para cualquier |a), se concluye que el
término entre paréntesis debe ser igual al operador identidad:

1= > lai)ail- (1.2.9)

3 Note que para obtener la ecuacion (1.2.8) se empleé la propiedad de ortogonalidad de

la base. Si la base no es ortogonal, la ecuaciéon deja de ser valida.
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Esta ecuacion define la relacion de completez o relacion de clausura de una
base discreta ortonormal de ‘E.

Para dar una interpretacion geométrica a los coeficientes ¢;(a) se tiene en
cuenta que |a;){a;| es un operador cuya accion sobre un ket arbitrario |a) da
como resultado un ket en la direccion de |a;) :

laj)agla) =laj) ¢j(@) = ¢j(@)las)-

La comparacion con (1.2.7) muestra que la imagen de cualquier ket bajo la
aplicacion |a;)(a;| es igual a la j-ésima componente del ket. Asi, cada coeficiente
¢j(a) = (aj|a) se puede interpretar como la proyeccion del ket |a) en la direccion
del ket |a;).* Por esta razon, dado un ket |3) de norma uno, el operador |3)(f|
se denomina operador proyeccion en la direccion de |3), pues su aplicacion sobre
cualquier ket |a) da como resultado un ket imagen que es igual a la componente
de |a) en la direccién de |B).

Si |a) es ortogonal a |3), la proyeccion de |a) en la direcciéon de |3) es nula,

dados |a), [8) #[°),  si{|B)BlHa) =[?) <« (Bla)=0

Notando los operadores proyeccién sobre cada una de las direciones de los
elementos de la base segin

Py =lai){ail,
la relacién de completez (1.2.9) se puede expresar como la suma:®
1=>ph. (1.2.10)
i

Con base en (1.2.9) se puede descomponer cualquier ket |3) de E en una suma
de kets mutuamente ortogonales

18) =1|8) = Zlaz (a;18) = ch(ﬁ)ml

donde ¢;(3) es el numero complejo que especifica el valor de la proyeccion de
|3) en la direccion de |a;). Sila i-ésima componente de |3) es nula, el ket |3)
es ortogonal al i-ésimo elemento de la base. Cuando |§) representa un estado
cuantico, la anterior ecuacién define el estado como una superposiciéon de los
kets |a;) para los cuales los coeficientes ¢;() son no nulos.

De otra parte, cualquier subconjunto de n > 1 kets de la base ortonormal de
‘E define un subespacio ‘E’ ortogonal a su complemento, y dicho subconjunto

4 Aunque |a;){(ar| aplicado a |a) es proporcional a un ket en la direccion de

la;), (Jai){akla) = crp(a)lai)), el ket resultante no es la componente de |a) en la
direccion de |a;), ya que ci(«) no es su proyeccion. En otras palabras, las componentes
obtenidas de la aplicaciéon de todo operador proyeccion sobre cualquier ket |a) y su dual
correspondiente (| deben satisfacer que la una sea el dual correspondiente de la otra lo
que implica que el operador proyeccién debe ser un operador hermitico.

Dada la simetria entre un espacio de kets y su espacio dual, es de esperar que la relacion
de completez de la base dual quede definida por la misma ecuacion (1.2.9) (ejercicio 13).
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constituye, una base completa de ‘E’ cuya relaciéon de completez es el operador
proyeccion sobre ‘E’. Asi, cualquier ket de E’ se puede expresar como una
combinacion lineal de los elementos de su base. Como un ejemplo, sea ‘E’ el
subespacio definido por los 4 primeros elementos de la base de £ y E! el
complemento ortogonal de E’ respecto a ‘E. Esto es,

{{lar), laz), las), as)}, {las). lac), .. }}.
} }
i E!
Cada subconjunto de kets define cada uno de los subespacios y, a su vez,
constituye una base completa de cada subespacio. El espacio de kets E queda
definido por la suma directa de sus subespacios, £ = E' @ E’, de manera que
la dimension de E es igual a la suma de las dimensiones de E’ y ‘E/. Los
operadores proyeccion sobre £’ y ‘E! son

4
P’ = Z|ai)(ai|, PCI = Z|az)(az| (1211)

i=1 i=5
La relacion de completez de E se puede expresar como la suma de estos

operadores:

j_:

M»

iHai| + Z|a2 (aj| = P + P! (1.2.12)
i=5

Su aplicacion sobre un ket |3) de E (ejercicio 14) lo descompone en dos kets
mutuamente ortogonales que pertenecen a cada subespacio,

118) = P'|8) + P|B) =I8') +1B.), (1.2.13)
donde [8) € E', |B.) € E. vy (B']8:) =
Norma de un ket de E

De acuerdo con el postulado de correspondencia dual, el bra correspondiente

al ket (1.2.7) es
(al = 3 ¢i(a) {a,

por tanto,6

(ala) = {3 e (@) (gl {3 esl@)]a)} = 3 € (@)ei() aglas).

4 ]

Aplicando la relacion de ortonormalidad (1.2.6), se obtiene

6 Para calcular correctamente el producto interior, las sumas en el bra y en el ket se deben

hacer sobre indices diferentes. De lo contrario se estarian eliminando de antemano los
términos cruzados.
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i, 7 %

{ala) =3 () ei(a)dji = 3 cj(a) ei(a) = Y] ci(@).

Teniendo en cuenta (1.1.4b), la norma de |«) es

el = /Zlcz(a)l

Se observa que el cuadrado de la norma de un ket no es otra cosa que la suma
de los médulos al cuadrado de sus proyecciones en la direccién de cada uno de
los elementos de la base. Si un ket estd normalizado esta suma debe ser igual
a la unidad.

Empleando la relaciéon de completez de la base, ecuacion (1.2.9), el cuadrado
de la norma de un ket se puede obtener directamente de

(ala) = (all|a) = 3 (afa;) (aila) = Z (a;]a)” (a;|a) = Z | {aile) [*. (1.2.14)

i %

Mediante un procedimiento similar, se demuestra que el producto interior del
bra (/] con el ket |a) se puede expresar en términos de sus proyecciones segin

(Blar) = Zc (B) ci(a). (1.2.15)

Hasta el momento se han presentado los postulados y axiomas bésicos que
permiten definir un esquema algebraico entre kets, bras y operadores. “Se
podria seguir desarrollando la teoria y aplicarla a problemas particulares
considerando unicamente dichas cantidades abstractas. Sin embargo, para
ciertos fines es preferible sustituir dichas cantidades por conjuntos de niimeros
con propiedades matematicas equivalentes y hacer los desarrollos con ayuda de
ellos. El procedimiento es similar al de elegir coordenadas en geometria y tiene
la ventaja de ser un método més potente para resolver problemas particulares”
(Dirac, 1967, p. 64).

Esta sustitucion conduce a diferentes representaciones de los operadores y de
los vectores de un espacio de kets. Cuando la base es discreta, como es el
caso que se estudia en este capitulo, se obtiene una representacion matricial, y
cuando la base es continua la representacién se denomina continua.”

1.2.3 Representacion matricial de kets, bras y operadores

La representacién matricial de los estados de un sistema es aquella en la cual
cada elemento de E queda representado por una matriz columna, o vector

7 La expresion (1.2.15) esta definiendo indirectamente una representacion del producto

interior en la base discreta ortonormal que se considerd desde el inicio. Es claro que si
se cambia de base, las componentes del ket cambian. Sin embargo, el valor del producto
interior es independiente de la base elegida y, por tanto, de la representacién que se
emplee.
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columna, elemento de un espacio vectorial V), definido sobre el campo de
los nameros complejos. Cada operador queda representado por una matriz
cuadrada que define una aplicacién lineal en V. Esta representacion tiene
sentido en la medida en que en V se puedan definir las mismas operaciones
que en E y con sus mismas propiedades. Note que el producto de matrices
en general es no conmutativo, lo cual hace que las matrices sean cantidades
apropiadas para representar operadores cuyo producto es no conmutativo. Se
supondra que el lector esta familiarizado con las operaciones béasicas de adicion
y multiplicacién de matrices.

Representacion matricial de kets y bras

Un ket expresado como una combinacién lineal de los elementos de una base
ortonormal {|a;)}},

o) = Zci(a) la;), la;) € E, ¢;(a) € C, (1.2.7)

K3

queda igualmente definido si se representa mediante el conjunto de ntimeros
complejos {¢; () = {a;|a)}, que son las cantidades que realmente distinguen un
ket de otro cuando se expresan mediante una superposiciéon de los elementos
de una misma base.

La representacion matricial de un ket se puede realizar disponiendo el conjunto
de coeficientes ordenadamente en una matriz o vector columna, de tal manera
que el i-ésimo elemento del vector sea igual al i-ésimo coeficiente en la
superposiciéon segin

c(a))  (la]e)
oy = |2 () [ lazla (1.2.16)

ca@)] ™ | {asla)

donde & es el vector columna que representa al ket |a) y el simbolo =: no
indica una igualdad, sino una representaciéon. El conjunto de todos los vectores
columna que representan los kets de ‘E define el espacio vectorial V.

De manera similar, en el espacio dual E* cualquier bra (3| en términos de sus
componentes es igual a
(Bl =22 i (B) {ail-

7

Representando el bra por un vector fila cuyos elementos sean los coeficientes
C:(B)’ * * * 2t
(Bl = (c1(B) ez (B) c5(B) ) =BT,

se obtienen dos resultados deseables: que el vector que representa al bra sea
un elemento del espacio dual (BT e V*) y que el producto interior entre un
element9 V* y uno de V quede representado por el producto matricial usual,
donde 37 es el transpuesto conjugado, o adjunto, de B.En efecto, se comprueba
por célculo directo que el producto de matrices,
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(¢ (B) 5 (B) e5(B) ..., [cr(@)
Bta = ca(a) - Y (8) i), (1.2.17)

03(.oz)

es exactamente igual a (B]a)® en la ecuacién (1.2.15), y posee sus mismas
propiedades (1.1.3) y (1.1.4a).

Al igual que la norma de un ket, la norma de un vector & se define como la
raiz cuadrada positiva del producto interior a'a

”6‘”:\/%:\/20:(04)01'(04):\/2 | ci(a) 2. (1.2.18)

Los ntmeros complejos (a;|a) = ¢;(a) y {ala;) = ¢ («) de los vectores que
representan un ket y su dual correspondiente se denominan sus elementos
matriciales genéricos.

De la definicion (1.2.16), se concluye que la representacion matricial del j-ésimo
ket de la base de ‘E es un vector columna para el cual todos los elementos
son nulos exceptuando el j-ésimo, el cual es igual a 1: ¢;(a;) = (as]a;) = ;5.
Entonces,

. 1 =
|(11> = 0 =dai, ‘(12) = 0 = ag, |a3) = 1 =as,

A su vez, los vectores d; definen una base ortonormal del espacio vectorial
complejo V, cuya dimensién es igual a la de E. Sus duales correspondientes d;r
definen una base ortonormal del espacio dual V*.

Asi, cualquier elemento de V se puede expresar como una combinacién lineal,
o superposicion, de los elementos de la base

c1(a) 1 0 0
0 1 0
02(504) =c1(a) ol + ca(a) 0 +c3(@) s
CN(a) . .
o simplemente,
a = cl(a)dl + CQ(O() 62 + 03(04)&3 + o= ZCi(a)di. (1.2.19)
i

La equivalencia de los productos interiores es la razon por la cual, después de esta
seccion, se seguird empleando para el producto interior la notaciéon de bra y ket,
independientemente de la representacion que se emplee.
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Esta ecuacion define la representacion matricial de (1.2.7). Si |a) es un ket de
estado, dicho estado queda igualmente definido por el correspondiente vector
ael.

Representacion matricial de operadores

Un operador X definido sobre el espacio de kets se puede expresar

X =1X1={ Yla:)ail} X { Ylaj)ayl},

donde se aplico la relacion de completez (1.2.9). Teniendo en cuenta el axioma
asociativo de la multiplicacién se obtiene

X =Y {(ai|Xlaj) }a:)ayl- (1.2.20)

j

Ecuacién que representa al operador como una combinacién lineal de los
operadores |a;){a;|, en la cual el conjunto de coeficientes {({a;|X|a;)} es lo que
distingue un operador de otro. X se puede representar mediante este conjunto
de coeficientes, ordenados en una matriz cuadrada con ¢ numerando las filas y
j las columnas (ejercicio 5). El operador X queda representado por la matriz
cuadrada

- [(a1lX]a1) (@1|X]as) ...,
X = {az|[Xla1) (az|Xlaz) ..., | = X,

cuyo elemento matricial genérico X;; queda definido por el nimero complejo

Xij = {ai X|a;). (1.2.21)
Reemplazando esta ecuacion en (1.2.20), se obtiene

X:thmﬂw. (1.2.22)

Las propiedades de un operador, como también las operaciones de suma y
producto de operadores, se pueden estudiar analizando su elemento matricial
genérico. Por ejemplo:

a) Si (a;|X|a;) = (a;|X]ai), la matriz es simétrica y el operador que representa
se denomina simétrico.

b) Si (a;|X|a;) es real para todo i y j, la matriz es real.

¢) Si (ai|Xl|a;) = x; 3, la matriz es diagonal y se dice que el operador esta
diagonalizado.
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d) Si{a;|X|a;) = {(aj|X|a;)}*, la matriz es hermitica (es igual a su transpuesta
conjugada) y el operador que representa es hermitico.

El producto de dos operadores queda representado por el producto de las
matrices que los representan, respetando el orden en el producto. Si Z = XY
los elementos de la matriz que representa a Z estan dados por

Zij = (ail Zla;) = (a;| X 1Y |a;) = Y (as| X |ap)(ax|Y |az),
k

Zij = Zk:Xik Yij, (1.2.23)

que es la expresiéon usual para el elemento genérico de la matriz resultante de
producto de dos matrices.

Como el producto exterior |3){(«| es un operador, su representaciéon matricial
debe quedar definida por una matriz cuadrada cuyo elemento matricial genérico
sea (a;|3)(ala;). Este elemento matricial es igual a c;(3) ¢} (a) cuando la base
es ortonormal.

Aunque el producto de un vector columna con un vector fila no es un producto
matricial usual, se puede segiun

c1(B)\ (ci(a) c5(a) ci(a) ...,
C2Eﬁg (ci(a) c5(a) c3(a) ...,) a(Aei@) a(B)E) ...

c3(B) = | 2(B)ci(@)  ex(B)ez(a) -,

=
Qu
i
|

(1.2.24)

De acuerdo con esta definicion, la relacion de completez (1.2.9) queda
representada matricialmente por

donde 1 es la matriz unidad (ejercicios 4 y 9).

Ejemplo
En general, la representacién de cualquier producto de kets, bras y operadores

se obtiene calculando el elemento matricial genérico del producto:

i) El elemento matricial genérico del ket |[v) = X {|a)(B|}|7) se obtiene
premultiplicando la expresion por (a;| y empleando la relacion de completez

(ailv) = ci(v) = @l X1la)Blih) = X (@il Xlax)(arla)Bla) (aly)

k,l

= Ci(V):ZXZ‘]CC]@(O[)C;(B)C[(’Y), izlu 27 37"'7
k.l
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La anterior expresion define el elemento matricial genérico de la ecuaciéon
matricial 7 = Xagt3. Esto es,

Xla)(Bly) = Xap'5.

ii) El elemento matricial del operador ¥ = X|a)(8] es Yi; = (ai|Yl]a;) =
(a;|X|a) {Bla;). Empleando la relacion de completez, se obtiene

Yij = ;(ai|X|ak><ak|a)(ﬂ|aj> = Zk:Xika(a) ci (B),

donde 7,5 =1,2, ...

iii) Cualquier producto interior (\|Y|n) se puede calcular facilmente empleando
la relacién de completez

(AY[n) = (ALY 11n) = %:CI:()‘)YM a(n),

que es igual al nimero complejo que se obtiene del producto de matrices S\TYF).

Como regla general, la representacion matricial de multiplicaciones de kets, bras
y operadores es igual al producto de las matrices que los representan siempre
y cuando se conserve el orden en la multiplicacion.

La representacién matricial de la ecuacion de valores propios de un observable
queda definida por el correspondiente producto de matrices. La ecuacion
Ala;) = a;]a;) queda representada matricialmente por

Adj; = a;a;,
donde a; y a; son los vectores y valores propios de la matriz que representa el
observable.

Es importante resaltar que todo operador expresado en la base definida por
sus kets propios ortonormales queda representado por una matriz diagonal. En
efecto, si la base es el conjunto de kets propios de A, su elemento matricial es

Aij = (ai|Alaj) = a; 6;j = a; 6y,

donde se ha aplicado la ecuacién de valores propios de A y la relacién de
ortonormalidad de los elementos de la base. El delta de Kronecker indica que
todos los elementos matriciales fuera de la diagonal son nulos y los elementos
de la diagonal son justamente los valores propios:

aq 0 ..
A:: 0 as .. - A.

Por esta razoén se dice que el problema de determinar los valores propios de
un operador se puede traducir en el problema de diagonalizar la matriz que lo
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representa. En general, todo operador representado por una matriz diagonal
esta representado en una base de kets propios del operador.

La traza de un operador se define igual a la traza de la matriz que lo representa,

TrX =3 Xi= ) {ailXla), (1.2.25)
7 7

y su valor es independiente de la base que se utilice para su representacion.
Empleando esta definicion se puede demostrar la siguiente propiedad (ejercicio
12):

Tr{YX}=Tr{XY}. (1.2.26)

1.2.4 Proceso de medicion de observables

El principio de superposiciéon y su interpretaciéon cuantica estan en la base
del primer postulado, y esta seccién se dedica a precisar estos conceptos.
Por sencillez en el andlisis, se consideran solamente sistemas de un grado
de libertad, los cuales tienen la ventaja de que el espectro de cualquier
observable es no degenerado, de manera que, salvo un factor de fase arbitrario,
existe una correspondencia uno a uno entre los valores propios y los kets
propios normalizados. Es decir, basta cualquier observable para caracterizar
completamente los estados del sistema.

Sea |3) un ket de estado de un sistema de un grado de libertad, el cual expresado
como una superposiciéon de los elementos de la base {|a;)} de kets propios de
A es igual a

18) = Zci(ﬁ) |as).

De acuerdo con el primer postulado, el proceso de medicién del observable A
altera el estado del sistema de tal manera que después de la medicién el sistema
queda en uno de sus estados propios y el valor medido para el observable es el
correspondiente valor propio:

medicién de A

|8y —=2C L) = By |B) = cias), valormedido : a;,

donde Pai es el operador proyeccion sobre el subespacio asociado al valor propio
a;. Como se estan considerando observables de espectro no degenerado, el
subespacio es unidimensional y la proyeccién del estado es proporcional al ket
propio correspondiente.

Sin embargo, no es posible predecir con certeza cuél de los estados propios
involucrados en la superposicion seré el estado en que quede el sistema ni cudl
seré el resultado de la medicion. La tnica excepcion es cuando el estado |3) en
que se encuentra el sistema antes de realizar la medicion es precisamente un
estado propio del observable a medir. En este caso se sabrd con certeza que el
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valor medido sera el correspondiente valor propio y que el sistema continuara
en dicho estado:

1B) =las) —M|a3), valor medido : as.

Tercer Postulado

La probabilidad de obtener el valor propio a; como resultado de
la medicion del observable /1, cuando el sistema se encuentra en el
estado normalizado |3), es®

Poy, =l Pa,18) 117=] (ax|B) =] er(8) P> 0, (1.2.27a)

donde Pak|5> es la componente de |3) en la direccion del ket
normalizado |ag).

Como el espectro del observable es no degenerado, esta probabilidad es igual a
la probabilidad de que el sistema quede en el estado propio correspondiente a
dicho valor propio

P,y =l {axlB) . (1.2.27b)

El postulado permite predecir la probabilidad de obtener un determinado
valor propio del observable y de que el sistema quede en el estado propio
correspondiente sin necesidad de realizar la mediciéon del observable A. Por
esta razon se dice que (1.2.27b) define la probabilidad de que estando el sistema
en el estado |8) se pueda encontrar en el estado |ay). Sin embargo, es bueno
recordar que de acuerdo con el principio de superposiciéon no es posible que el
sistema se encuentre en el estado |3) y, a su vez, se encuentre en uno de los
estados propios de la superposicién que define el estado. En general, el estado
del sistema serd un estado propio del observable solo después de realizar su
medicion.

Una manera de determinar teéricamente la probabilidad consiste en expresar
|8) como una superposicion de los kets propios normalizados del observable a
medir. Si el espectro del observable es no degenerado, el médulo al cuadrado
del coeficiente de cada estado propio en la superposicion define la probabilidad
de que el sistema quede en dicho estado después de la medicién. En particular,
si el k-ésimo coeficiente es nulo, el k-ésimo estado no entra en la superposiciéon
y, por tanto, la probabilidad de que el sistema quede en dicho estado es nula.
Si todos los coeficientes son nulos exceptuando el k-ésimo, el cual sera igual
a 1, después de la medicion el sistema quedara con toda certeza en el mismo
estado y el resultado sera el valor propio correspondiente. Claro que esto ultimo
implica que antes de la medicién el estado del sistema era este estado propio.

La cantidad c(8) = (ax|B) define la amplitud de probabilidad de que estando
el sistema en el estado |3) quede en el estado |ax). Su moédulo al cuadrado

9 La ecuacién (1.2.27a) define la probabilidad cuando el ket de estado estd normalizado;

cuando este no es el caso, la probabilidad se obtiene dividiendo el lado derecho de
(1.2.27a) por el cuadrado de la norma del ket.
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es la correspondiente probabilidad y es igual al peso del estado |ag) en la
superposicién que define el estado |3).

En general, si |3) es el estado normalizado en que se encuentra el sistema y
In) es un estado propio normalizado de algin observable, la probabilidad B,
de que el sistema se pueda encontrar en el estado |} es igual al modulo al
cuadrado de su producto interior:

By =l(nlB)*, donde (nln) = (8]5) =1, (1.2.27¢)

y el producto interior (n|3) define la correspondiente amplitud de probabilidad.

Aunque (1.2.27a) es un postulado y como tal no es posible demostrarlo,
serd correcto si predice las probabilidades experimentales que se obtendrian
en un proceso de mediciéon u observacién del observable. Para obtener esta
probabilidad experimentalmente se realiza un gran ntmero de experimentos
tdénticos mediante un ensamble.

Un ensamble se define como una coleccién de sistemas fisicos idénticamente
preparados. Cuando todos y cada uno de los sistemas del ensamble estén en el
mismo estado, se denomina ensamble puro, y el estado de uno cualquiera de los
sistemas queda descrito, salvo un factor de fase arbitrario, por un mismo ket
normalizado del espacio de kets del sistema. Esta es la razén por la que en los
experimentos de Stern-Gerlach se supuso que el estado de todos y cada uno de
los atomos de plata del haz no eliminado que emerge del iman se encuentran
en el mismo estado, pues el haz define un ensamble puro.

Si los sistemas constituyentes de un ensamble se encuentran en diferentes
estados, caracterizados por kets linealmente independientes, no se tiene un
ensamble puro, sino una mezcla de ensambles puros y, por tal razén, se
denomina ensamble mezclado.

Otra suposicién implicita en la definicion de un ensamble puro es que sus
sistemas constituyentes no interactiian entre si o con sistemas externos al
ensamble. De lo contrario, las interacciones internas (por ejemplo por colisiones)
o externas pueden destruir la coherencia del estado de los sistemas y el
ensamble puro puede evolucionar hacia un ensamble mezclado en el cual sus
constituyentes se encuentran en diferentes estados cuédnticos. El estado de un
ensamble mezclado queda descrito por un operador (o matriz) denominado
operador densidad, el cual se determina aplicando métodos estadisticos.

Sea |B) el ket de estado en que se encuentra cada uno de los sistemas de un
ensamble puro antes de realizar una medicién. De acuerdo con el principio
de superposicion, el estado se puede expresar como una combinacién lineal
de los estados propios del observable a medir, y como resultado del proceso
de medicién cada uno de los sistemas constituyentes quedara en alguno de los
estados propios de la superposicién. Después del proceso de medicion se tendran
sistemas que se encuentran en diferentes estados propios del observable, y los
valores propios correspondientes seran los valores medidos para el observable.

Debido a la indeterminacién inherente a los sistemas cuanticos, no es
posible predecir con certeza en cual estado propio del observable quedara un
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determinado sistema del ensamble o cuél de los posibles valores propios seré el
valor medido, pero si se tendra certeza sobre cuél es la probabilidad de obtener
un determinado valor propio, que es la misma probabilidad de que el sistema
quede en el estado propio correspondiente, siempre y cuando el espectro del
observable sea no degenerado. Esta probabilidad coincide con la probabilidad
experimental de obtener para el ensamble un determinado valor del observable,
probabilidad definida por la distribucién estadistica de los valores medidos.

En la figura 1.1 se presenta un esquema de los resultados experimentales.”
Cada raya representa un sistema de un ensamble puro, y se supone que
el nimero N de sistemas es lo suficientemente alto para aplicar teorias
estadisticas.

1B) N; —> b ;)
—_— — N by [by)
— Medicion
— __deB | =—/— N, b, [bz)
— — N; bs |b2)
Ensamble # de sistemas valor estado en
puro que arrojan el medido que quedan

mismo valor

Figura 1.1 Proceso de medicion de B para
un ensamble puro en el cual cada sistema se
encuentra en el estado |3). N; es el ntimero de
sistemas que arrojan el mismo valor propio (igual
al namero de veces que se obtiene el valor b;)
y que, por tanto, quedan en un mismo estado
propio.

Si para N; de los sistemas se obtiene el valor propio by, para Ns el valor
propio bs, etc., la probabilidad experimental de obtener el valor propio b; esta
determinada por la razén N;/N, de acuerdo con

lim —.
N—>oo N

exp _

P =
Con esta definicién, la probabilidad de obtener cualquier valor propio es igual
a un numero real positivo entre 0 y 1, y la suma de todas las probabilidades es
igual a uno.

10 Ge supone que el proceso de medicién no destruye el sistema, de manera que después

de la medicion los sistemas que arrojan valores propios diferentes se pueden separar
espacialmente de forma similar a lo estudiado en los experimentos de Stern-Gerlach.



1.2. REPRESENTACION MATRICIAL 63

El valor promedio experimental para el observable es igual al promedio
ponderado de los valores obtenidos:

b= Pb;, (1.2.28a)

el cual se obtiene sumando los productos de cada valor obtenido con su
correspondiente peso estadistico normalizado P;™. Si Y, Py = 1, los pesos
estan normalizados.

El tercer postulado predice correctamente las probabilidades experimentales,
P, = Pexp Como tedricamente se supone que la dispersién experimental
obtemda "alrededor de cada valor propio discreto se puede despreciar, la
distribucion cudntica de valores del observable es un conjunto discreto de puntos
como el indicado en la figura 1.2. La funcién de distribucion experimental (P, "
vs: b) es una curva continua con méaximos bien definidos alrededor de cada valor
propio, como en la figura 0.2.

Pbi
0.4+
0.3+

0.2+

0.1+

0 ! ! - ! ! bi

by by b by by

Figura 1.2 Funcién de distribuciéon de valores
propios de B(Pbi: vs :b;) definida por la proba-
bilidad cuéntica P,, de obtener cada valor propio
b;. La probabilidad de obtener cada valor propio
es menor que la unidad y la suma de todas las
probabilidades debe ser igual a la unidad.

Cuando el espectro del observable es no degenerado, la distribucién de valores
propios coincide con la distribucién de estados propios del observable en la
superposiciéon que define el estado del sistema antes de la medicion. En este
caso la distribucién teorica de los estados estard dada por la misma figura 1.2
reemplazando Py, por Py, en el eje vertical y b; por |b;) en el horizontal.

De otra parte, la suposicion que hemos hecho de que un estado cuéntico
tiene norma finita se sustenta en el hecho de que la suma de probabilidades
experimentales es finita. En efecto, segun (1.2.27a), el cuadrado de la norma
del ket de estado normalizado es igual a la suma de las probabilidades de
obtener cada uno de los valores propios del observable,

(B18) = ZICZ(/J’ ) = ZPb —ZPE““’”—1<oo (1.2.29)

Igualmente, la suma de las probabilidades experimentales de obtener un
valor propio del observable para un estado dado es no nula. Algunas de las
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probabilidades individuales Pbei *P pueden ser nulas pero al menos una de ellas
sera diferente de cero, pues suponemos que al medir un observable se obtiene
algtin valor como resultado de la medicién con una probabilidad no nula. El
valor propio obtenido en la medicién puede ser cero (0) y le corresponderd un
estado propio de norma diferente de cero.

En este hecho experimental descansa la suposiciéon de que el ket nulo no puede
representar un estado cuantico. Suponer que [°) es un posible estado implicaria
que al medir cualquier observable no se obtendria ningtn valor, lo cual no tiene
sentido.

En resumen, todo estado cudntico de un sistema estd descrito por un ket no

nulo y de norma finita, esto es, por un elemento del espacio de Hilbert asociado
al sistema.

Cuando el espectro no es degenerado, al realizar el proceso de medicion del
observable a un ensamble no necesariamente puro y filtrar (eliminar) todos
aquellos sistemas que no arrojaron un determinado valor propio, se obtiene un
ensamble puro en el cual todos y cada uno de los sisternas no eliminados quedan
preparados en un estado propio correspondiente al valor propio seleccionado,
como se ilustra en la figura 1.3.

— b, 5 — by
— Medicion
p— de B b, %
p— b,
Ensamble puro
Ensamble valgr preparado en el
inicial medido estado |b;)

Figura 1.3 Preparaciéon de un sistema en el
estado |b1), ket propio del observable B de
espectro no degenerado, mediante la eliminacién
de todos aquellos sistemas que no arrojan el valor
propio bi. Este proceso se suele denominar un
proceso de filtracién y es similar al realizado en

las secuencias de experimentos de Stern-Gerlach.

1.2.5 Valor esperado de un observable

De las consideraciones previas se concluye que no se puede hablar del valor de
un observable cuando el sistema se encuentra en un estado arbitrario a no ser
que dicho estado sea justamente uno de sus estados propios. A diferencia de
la mecéanica clasica, en la que el concepto de estado del sistema en un instante
dado permite asociarle un unico valor (un tnico nimero real) a cada uno de
los observables del sistema, en general, para los sistemas cudnticos no se puede
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asignar un valor definido a los observables cuando el sistema se encuentra en un
estado arbitrario. Se acostumbra decir que, en general, en la mecanica cuédntica
el valor de los observables no esta definido.

Debido a esto, y con el fin de relacionar las predicciones con los resultados
experimentales, se introduce el concepto de valor esperado (o valor promedio)
de un observable.

El valor esperado de un observable A para un sistema que se encuentra en un
estado normalizado |3), expresado en la base de kets propios del observable,
esta definido por

(BIAIB) = > (Blai){as|B)ai Zl ai|B)2a; = Z Py, a. (1.2.28b)

7

Si el estado no estd normalizado esta definicién debe ser corregida con el factor
multiplicativo 1/(8|3) al lado derecho de la ecuaciéon. Como las probabilidades
son numeros reales positivos y los valores propios de operadores hermiticos son
reales, el valor esperado de un observable es un nimero real (ejercicio 16).

El valor esperado cuantico es igual al valor promedio experimental (1.2.28a),
=(B|BIB)-

Cantidades como las probabilidades y valores esperados son las que se comparan
con los resultados experimentales de pesos y valores promedios.

Para calcular el valor esperado de un observable cuando la base en que se
expresa el estado es diferente a la base de kets propios del observable, lo méas
adecuado es emplear la representacion matricial. Esto implica conocer el vector
y la matriz que representan el estado y el observable, como se indica enseguida:

(BIAIB) = S2(BIb:)(bil Alb; ) (b;]8) = Zc (B)Aijci (B),

2%

lo cual corresponde a la ecuacién matricial (B|A|3) = BT AB. Si se desea calcular
la probabilidad de obtener algtin valor propio, se deben conocer, en alguna
base, los vectores que representan el estado del sistema y el estado propio
correspondiente:

Y% =(b|B)2 =[B! AP

Hay que distinguir entre el valor esperado de un observable y los posibles
valores que se pueden obtener en una medicién de dicho observable. Los
valores que se pueden obtener deben ser los valores propios del observable
cuyos kets propios estidn en la superposicién que define el estado, mientras
que el valor esperado es el promedio ponderado de los valores propios que se
podrian obtener en la medicién, el cual no necesariamente coincide con un valor
propio. La ponderacién o peso de cada valor propio en el promedio es igual a
la probabilidad de obtener dicho valor propio.

El valor esperado puede ser nulo cuando la suma ponderada de valores propios
negativos se equilibra con la de los valores propios positivos (ejercicio 8). Si
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el estado del sistema es un estado propio del observable, su wvalor esperado
coincidird con el valor propio correspondiente, ya que en la suma (1.2.28b) solo
subsistiria el término correspondiente a dicho valor propio.
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Ejercicios

1.

Demuestre que una combinacion lineal arbitraria de kets propios correspon-
dientes a un valor propio degenerado es también un ket propio correspon-
diente al mismo valor propio.

Demuestre la ecuacion (1.2.23).

Demuestre que los elementos de la matriz que representa el operador
Z =|p){a| en una base ortonormal estan dados por

Zij =ci(B)cj(a),

especificando cudles son los coeficientes ¢;(8) y ¢;(«).

. Demuestre que la matriz que representa al operador identidad es precisa-

mente la matriz unidad. Encuentre la matriz que representa el operador
proyeccion |ag ){ag|.

En la representacion matricial los operadores quedan definidos por una
aplicacion lineal definida sobre V segtn

X:

<
<

R
a- B,

demuestre que la ecuacion X |e) =|B) queda representada matricialmente por
la ecuacion Xa = f3:

XH X12 Cl(()é) Cl(ﬂ)
X21 X22 CQ(O[) _ 02(6)

Determine el elemento matricial genérico del vector imagen en términos de
los elementos matriciales de X y a.

Muestre que si en los coeficientes (a;|X|a;),j representara las filas e i las

columnas, entonces Xa # (.
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9.

10.

11.

Encuentre los kets correspondientes a los vectores de estado & = (1/ V2)dy -
(i/v/2)as y B = (i/v/2)dyr + (1/3/2)dy. Demuestre que ambos vectores
representan un mismo estado.

Encuentre la representacion matricial del producto (a|fl|6).

La ecuacion de valores propios para el operador S, de un sistema de espin
1/2 se puede expresar

S.|£) = £(h/2)]+).

Si el estado del sistema expresado en la base ortonormal {|+), |-)} esta dado

por el ket de estado |n) = (1/3/2)]+) + (i/V/2)|-).

a) Cudl es la probabilidad de que el sistema quede en el estado |[+) al
realizar la mediciéon de S,?

b) ;Cuales son los posibles valores que se pueden obtener al medir S.?
Calcule el valor esperado de S,. jEsperaba esta respuesta? jPor qué?

¢) Empleando la representacion matricial inducida por la base de kets
propios de S, calcule el valor esperado del operador S..

d) Si los operadores S, y S'y expresados en esta base son iguales a

| B A R R 1

encuentre las matrices que representan estos operadores. Compruebe
que el estado [n) = (1/37/2){|+)+i|-)} es un ket propio de S,. Empleando
la representaciéon matricial calcule el valor esperado de S'y . Esperaba
esta respuesta?

Sea {|a;)} una base ortonormal. Demuestre que la representacion matricial
de su relacion de completez es 1 = Y ; aiaj, donde d; es el vector que
representa el i-ésimo ket de la base.

Los operadores que representan las componentes cartesianas de espin se
pueden expresar S; (i = 1,2, 3). Empleando la representaciéon matricial
inducida por la base de kets propios de S5 = S, demuestre la igualdad

S2 = (R2/4)1.

El conmutador de dos operadores es igual al operador definido por [X,Y] =
XY - YX. Empleando la representacion matricial inducida por los kets
propios del operador S’z, demuestre que los conmutadores de los operadores
S; satisfacen o R

[Si, Sj] = iheiijk,
donde €5, vale 1 si los indices estan en orden ciclico, ~1 si no estan en orden
ciclico y es nulo si ¢ = j.11

11

El orden ciclico esta definido por un sistema de ejes coordenados de mano derecha. Es
decir, 1, 2, 3 (z,y,2) 0 3,1, 2 (z,z,9) 0 2, 3, 1 (y, z,x) estan en orden ciclico. Cualquier
otro ordenamiento es no ciclico.
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12. Demuestre que Tr(XY) = Tr(Y X).

13. Empleando el dual correspondiente del ket (1.2.7) y mediante un procedi-
miento similar al realizado para obtener (1.2.9), determine la relacion de
completez de una base ortonormal de E* ;Esperaba esta respuesta?

14. Demuestre la ecuacion (1.2.13) y compruebe que |8’) y |3%) son ortogonales.

15. Compruebe que la aplicacion de P’ (ecuacion (1.2.11)) sobre cualquier ket
de ‘E es igual a un ket que pertenece a ‘E'.

16. Demuestre que el valor esperado de un operador hermitico es necesariamente
un ntmero real.

1.3 Conjunto completo de observables
compatibles

El objetivo de esta seccién es estudiar la caracterizaciéon de los estados de un
sistema con mas de un grado de libertad mediante la determinacién de una
base de kets propios simultdneos de un Conjunto Completo de Observables
Compatibles (CCOC), conjunto necesario para la caracterizacion completa de
un estado.

Esta secciéon se restringe a observables de espectro discreto, los cuales
conducen a representaciones matriciales de los kets de estado. Sin embargo, las
definiciones de observables compatibles e incompatibles, de conjunto completo
de observables compatibles y los teoremas 2 y 3 son vdlidos para observables de
espectro discreto y/o continuo.

Con base en el estudio de la solucion del problema de valores propios de un
operador hermitico (secciéon 1.3.1), se presenta la estructura del espacio de
kets para sistemas de méas de un grado de libertad cuando sus observables
poseen espectro discreto. Luego se estudian las propiedades de los kets
propios simultédneos de observables compatibles (secciéon 1.3.2) para abordar
el problema de la caracterizacién completa del estado de un sistema de varios
grados de libertad (seccion 1.3.3).

1.3.1 Solucion del problema de valores propios

En esta seccién se estudia el problema de valores propios de un operador
definido sobre un espacio de kets E empleando la representacion matricial
inducida por una base discreta ortonormal completa {|a;)}.

Si W nota el operador, su ecuacién de valores propios se puede expresar
Wlw) = wjw). (1.3.1)
Para encontrar su representacién matricial, se determinan los elementos

matriciales de (1.3.1) premultiplicando ambos lados de la ecuacion por un bra
de la base dual
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<ai|W|w):w<ai|w)’ i= 1a 27"'7
Para expresar el lado izquierdo de esta ecuacién en términos de los elementos
matriciales del operador, se introduce la relacién de completez (1.2.9) segin?

(il Wiw) = 3 {ailWlaj)(ajhw) = 37 Wije; (w),

J

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (1.2.8) y (1.2.21). La ecuacion de
valores propios se puede escribir

> Wijej(w) = wey(w), i=1,2,...,
J

Teniendo en cuenta que el elemento matricial del operador identidad es
(a;|1]a;) = 6;;, se obtiene

SN (Wi —wéij)ej(w) =0,  i=1,2,... (1.3.2)
7

que corresponde a la ecuaciéon matricial
(W —w1)w =0,

donde 1 es la matriz unidad. Explicitamente

Wi —w Wi c1(w) 0
( ) (133

Wor Wa—w | le2(w)| =0

La ecuaciones (1.3.2) y (1.3.3) definen un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas para las variables c;(w), elementos matriciales de los vectores
propios que se desean determinar. El sistema de ecuaciones sera finito (o
infinito) si la dimensién del espacio de kets es finita (o infinita).

Para obtener soluciones no triviales, w0 # 0, el determinante de la matriz
de coeficientes debe ser nulo. Esta condicién conduce a la siguiente ecuacion,
denominada ecuacion secular,

det(W —w1l)=0. (1.3.4)

Si la dimensién del espacio es finita e igual a IV, la solucién de la ecuacién secular
se reduce a la determinaciéon de los ceros o raices de un polinomio de grado N
para la variable w. Si la dimension es infinita, el lado izquierdo de (1.3.4) define
una serie de potencias de w y los valores propios estardn determinados, por
ejemplo, por los ceros de la funcién a la cual converja, si dicha serie converge.
El conjunto solucion de (1.3.4), {wy, wa, ws, ..., } = {w;}, define el conjunto de
valores propios o espectro del operador. Cabe anotar que el conjunto solucién

1 Para calcular correctamente el producto interior, el indice de la suma en la relaciéon de

completez debe ser diferente de 4.
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es independiente de la representacion, es decir, no depende de cuél sea la base
completa elegida para la representacién matricial del observable.?

Una vez solucionado (1.3.4), se reemplaza cada valor propio wy en (1.3.3) y se
soluciona el sistema de ecuaciones para los coeficientes ¢; (wy ). En esta notacion
el indice ¢ se emplea para numerar los elementos del vector propio y el indice
k para indicar que es un vector propio correspondiente al k-ésimo valor propio
We -

Debido a que el sistema de ecuaciones (1.3.3) es homogéneo, de las N ecuaciones
simultaneas maximo N —1 de ellas seran linealmente independientes, de manera
que de los N coeficientes siempre habréa al menos uno que puede tomar un valor
arbitrario. En consecuencia, la solucion de (1.3.3) permite la determinacion de
N -1 de los coeficientes en términos del restante. En otras palabras, para cada
valor propio solamente se puede determinar la orientaciéon del correspondiente
vector propio, pero no su norma, como ya se habia anotado al inicio de la seccién
1.2. Ahora bien, como lo que realmente interesa de un ket para caracterizar un
estado fisico es su orientacién en ‘E, se acostumbra determinar el valor del
coeficiente arbitrario mediante la normalizacién de cada vector propio.

Caso no degenerado

Si el operador es hermitico y todas las raices de (1.3.4) son diferentes entre
si, para cada valor propio se tendran N - 1 ecuaciones (1.3.2) linealmente
independientes y la orientaciéon del vector propio quedard determinada de
manera unica. Esto es, a cada valor propio, salvo un factor de fase arbitrario,
le corresponderd un tnico ket propio normalizado. En este caso, el espectro del
operador es no degenerado.

Una vez determinados los elementos matriciales ¢;i(wy) asociados a cada valor
propio wy, los kets propios de W quedan determinados por una superposicién
definida de los kets de la base segin

lw) = Zci(wk)|ai>- (1.3.5)

Un ordenamiento de los valores propios induce un ordenamiento de los kets
propios. De acuerdo con el segundo postulado, si el operador es un observable,
este conjunto de kets propios define una base del espacio de kets y, de acuerdo
con el teorema 1, dicha base es ortogonal, pues como el espectro es no
degenerado todos los kets propios corresponden a valores propios distintos de
un operador hermitico.

Como se verd en la siguiente seccidén, la ecuacién de valores propios de un observable
permanece inalterada bajo la transformacién unitaria cambio de base.
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Caso degenerado

Cuando de la solucion de la ecuacion secular (1.3.4) se obtienen raices multiples,
a un mismo valor propio le puede corresponder un conjunto de dos o més
vectores propios linealmente independientes. Cuando esto ocurre, el espectro
del operador es degenerado. El grado de degeneracion de un wvalor propio se
define igual al numero de vectores propios linealmente independientes que se
obtienen de la solucion de (1.3.8) para dicho valor propio.

En general, el grado de degeneraciéon de un valor propio no necesariamente
coincide con el grado de multiplicidad de la raiz solucién de (1.3.4).* Sin
embargo, cuando el operador es hermitico el grado de multiplicidad de un valor
propio es igual a su grado de degeneracion.® En lo que sigue se considerara
inicamente el caso de operadores hermiticos.

El grado de degeneracién del k-ésimo valor propio se notard mediante el nimero
entero my > 2, asi, mo = 4 indica que hay cuatro vectores propios linealmente
independientes asociados al segundo valor propio, y por tanto este es 4 veces
degenerado.

Cuando un valor propio wy es degenerado, al reemplazarlo en (1.3.3) se
encuentra que de las N ecuaciones solamente (N — my) seran linealmente
independientes,”> de manera que mj; de los coeficientes c;(wy) quedan
indeterminados. Estos my coeficientes arbitrarios conducen a la existencia de
my, vectores propios linealmente independientes asociados a wyg, los cuales
definen un subespacio de dimensién my. Los vectores propios asociados a
un mismo valor propio se distinguirdn con el supraindice n: @}, donde n =

1,2,...,my. Con esta notacion, la ecuaciéon matricial de valores propios se puede
expresar
— 7 — T
W Wy, = wy, Wy, n=1,2 ..., my,
donde
c1(wy)

wy = | ca(wy) |-

De acuerdo con (1.3.5), los correspondientes kets propios estdn dados por

lwi) = Zci(w2)|ai), n=1,2 ..., m, (1.3.6)

y la ecuacién de valores propios en ‘E se escribira

3 El lector interesado en el caso general puede consultar, por ejemplo, la pagina 132 y

siguientes del texto Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol. 1.

Cuando el operador no es hermitico, el grado de degeneracion de un valor propio puede
ser menor a su grado de multiplicidad. Cuando esto ocurre, el conjunto de kets propios
del operador es incompleto y no se puede constituir en una base del espacio vectorial de
kets.

Como ya se anotd, si el valor propio es no degenerado, existirdn N — 1 ecuaciones
linealmente independientes, que serfa suponer que my = 1.
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W|w£):wk|w2)7 n=1,2,..., mg.

En el caso no degenerado sobra el supraindice n, ya que serd igual a 1 para
todo valor propio.

El lector puede probar que cualquier ket definido por superposiciones de los
kets del conjunto {|w})} (cualquier ket linealmente dependiente de los kets del
conjunto) es un ket propio correspondiente al mismo valor propio wy. Esto es,
existen infinitos kets propios normalizados asociados a un mismo valor propio.
De otra parte, cualquier otro ket propio linealmente independiente de los kets
del conjunto {|wg),|w?),...,[w*)} corresponderd necesariamente a un valor
propio distinto de wy, y, por tanto, serd ortogonal a todo ket de este conjunto
de acuerdo con el teorema 1. Si no fuese asi, el grado de degeneracion del valor
propio seria mayor que my o la base que induce la representacién matricial no
era completa (la dimension del espacio era mayor), contradiciendo las hipotesis
consideradas.

En consecuencia, el conjunto de kets propios linealmente independientes
asociados a un valor propio wy define un subespacio ‘E,, de E ortogonal a
su complemento, cuya dimension es igual al grado de degeneracién del valor
propio considerado. El conjunto de kets {|w}),|w?),...,[w")} constituye una
base completa de E,,, de manera que cualquier ket propio correspondiente
al valor propio wj deberd pertenecer a ‘E,, y se podrd expresar como una
combinacion lineal de los elementos de la base. Las condiciones de completez y
ortonormalidad de la base de cada subespacio se pueden expresar

’ N " mi
(wiwg ) = 6nm, Py=1, = Jwi)(wp| (1.3.72)
n=1

Como el anterior analisis vale para cualquiera de los valores propios del
operador, se concluye que el espacio de kets definido por el conjunto de kets
propios de un operador hermitico de espectro degenerado se puede separar en
subespacios completos mutuamente ortogonales, cada uno asociado a un valor
propio distinto. La suma directa de estos subespacios es igual al espacio de kets
‘E:

E=%Ey & Ey, 0 Ey,,

donde p numera los valores propios distintos (p < dimensién de E).® La suma
de las dimensiones de los subespacios debe ser igual a la dimension del espacio
de kets:

p p
dim E = Zdimfwk = ka.
k=1 k=1

De acuerdo con lo anterior, los vectores de la base del espacio de kets se
pueden ordenar en subconjuntos asociados a cada valor propio mediante un

6 No sobra anotar que basta con que algin valor propio sea degenerado para que el espectro

sea degenerado. Es claro que los subespacios asociados a valores propios no degenerados
seran unidimensionales y cualquier ket que pertenezca a dicho subespacio tendrd una
anica orientacioén bien definida.
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ordenamiento de los valores del espectro, de acuerdo con

(o} flush oo o} (1.3.7D)
Fun & Fup Eu, <

donden=1,2,....,my;n =1,2,...,ma;...5n" =1, 2, ..., my.

Las relaciones de ortogonalidad y completez de los elementos de la base (1.3.7b)
quedan expresadas por

’ . p p
(w?|wg’> = 5kk’ 5nn’; 1= Z Pk = Z (1376)
k=1 k=1

: M§

Como se discutio en la seccion 1.2.2, ecuacion (1.2.13), cada operador P, define
el operador proyeccién sobre el subespacio E,,, ya que al aplicar el operador
a cualquier ket |a) de ‘E, el ket imagen pertenece a E,, (ejercicio 9).

De otra parte, el operador P AP, = A, define el operador A restringido al
subespacio ‘E,, . El operador Ay, queda completamente definido sobre E,, , de
manera que su aplicacién sobre cualquier ket de E,,, da como resultado otro
ket de ‘E,, . Igualmente, la matriz que representa a A restringida al subespacio
‘E., serd la matriz cuadrada de dimensién my, obtenida al representar flk en
la base de ‘E,, (ejercicio 10).

Medicion de observables

Sea |7y) el estado en que se ha preparado un sistema. Para expresarlo como una
superposiciéon de los estados propios de un observable Ade espectro degenerado,
se ordena su base ortonormal de acuerdo con (1.3.7b) y se aplica la segunda
igualdad de la relacion de completez (1.3.7c¢):

) =1l = ZZI@ (af'ly) = ZZn(v)la

i n=1 i n=1

donde ¢! (v) = (a?|y). Si se aplica la primera igualdad de la relacién
de completez en (1.3.7c), se obtiene la descomposicién del estado como
superposiciéon de estados propios de A asociados a valores propios diferentes:

) = 1y) = ; Bily) = Pily) + Paly) + - Esto es,

) = ) + e+
(1.3.8)
eEd eEy J eEy,
con s .
i) = Pib) = Sl =Y () € £ (1.3.9)
n=1 n=1

Ahora bien, de acuerdo con el primer postulado, si se realiza la medicién del
observable A, el valor obtenido serd uno de sus valores propios y el sistema
queda en el correspondiente estado propio que define la superposicién
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medicién de A .
valor medido a;, estado: |;),

)
y, de acuerdo con el segundo postulado, la probabilidad de que el valor medido
sea a; es igual al moédulo al cuadrado de la proyeccion del ket de estado sobre
el ket propio de la superposicién asociado a dicho valor propio

Pai = leh)” %\% Z |C (’Y)| (1.3.10)

Un proceso de medicién de A sobre un ensamble puro separa los sistemas
constituyentes de acuerdo con los posibles valores propios del observable, de
manera que lo que se conoce sobre el estado en que queda uno de los sistemas es
que esta descrito por el ket componente que pertenece al subespacio asociado al
valor propio resultado de la mediciéon. La probabilidad de que se obtenga dicho
valor propio es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado
propio descrito por el ket |;):

Py ||P|’Y ” = (yilvi) = Z |CiL(’y)|2.

n=1

En la practica, el efecto del proceso de medicién se puede imaginar como la
proyeccion del estado del sistema en el subespacio asociado al valor propio
obtenido en la medicién. Si el valor propio a; es no degenerado el subespacio
asociado al valor propio a; es unidimensional.

Resumiendo: cuando el valor obtenido en la medicién es el valor propio a;, el
sistema queda en el estado propio de la superposicién correspondiente a dicho
valor propio:

|,y) ¢ E medicién de A |7 ) { Ci (7)|a’l) si a; es no degenerado
— |y =

Smoch (y)|al)  sia; es degenerado,

y la probabilidad de obtener el valor propio a;, o la probabilidad de que el
sistema quede en el estado propio |v;), estd dada por la norma al cuadrado de
|v:) de acuerdo con (1.3.10).

Note que el ket |y;) no tiene norma 1. Como el estado |y) estd normalizado,
el cuadrado de la norma de cualquier |;) sera igual a un real positivo entre 0
y 1, de manera que la suma de los cuadrados de las normas de los estados
componentes es igual a la unidad: (y|y) = Y;(wlv) = 1. Si |f) es el ket
normalizado, |v}) =|v:)/\/{Y:lvi), el producto interior (~y;|7y) definira la amplitud
de probabilidad de obtener el valor propio a; o la amplitud de probabilidad
de que el sistema quede en el estado |y;) (o |y;)) (ejercicio 12). Sin necesidad
de realizar el proceso de medicion, (1.3.10) permite predecir la probabilidad
de obtener un determinado valor propio y de que el sistema quede en el
correspondiente estado propio de la superposicion.
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Nota

Se dice que en un proceso de medicién ocurre una reduccion del estado del
sistema y se puede asociar al hecho de que el estado del sistema después
de la medicién estd definido en un subespacio de dimension menor a la del
subespacio en que estaba definido el estado antes del proceso de medicion. Esta
reduccion no ocurrird si el estado inicial es un estado propio del observable,
pues en este caso el estado del sistema sigue siendo el mismo. De acuerdo con
lo discutido anteriormente, este concepto de reduccion esté asociado a la base
de kets propios del observable a medir, de manera que vale la pena cuestionar
su importancia. En realidad, lo que ocurre en un proceso de medicién de un
observable no va mas alld de lo que afirma el primer postulado: en general,
bajo un proceso de medicion cambia el estado del sistema y, por tanto, cambia
la orientaciéon en E del ket de estado. Sin embargo, el subespacio de E en el
cual estd descrito el estado del sistema antes o después del proceso de medicién
se puede considerar unidimensional, ya que tanto |y) como cualquier estado
propio |;) definen subespacios unidimensionales. Simplemente los subespacios
son diferentes cuando el estado inicial no es un estado propio del observable y
son iguales en caso contrario.

Meétodo de ortonormalizacion de Gram-Schmidth

Este sencillo método permite la determinaciéon de un conjunto ortonormal de
vectores a partir de un primer conjunto de vectores linealmente independientes
no necesariamente ortogonales ni normalizados. En particular, este método se
puede aplicar cuando sea necesario determinar un conjunto de kets propios
ortonormales a partir de los kets propios linealmente independientes asociados
a un valor propio degenerado.” Para ilustrar el método, el espacio de kets se
restringe a uno de los subespacios E,, , razén por la cual se ignora el indice k ,
y se considera solamente el conjunto de kets propios linealmente independientes
{lw™)}, n=1,2, ..., m, asociado a un valor propio cuyo grado de degeneracion
es m.

El método consiste en ir construyendo uno a uno los kets |[3™) del nuevo
conjunto ortonormal. Para ello, se normaliza el primer ket propio |w!) y se
toma como el primer ket normalizado |5*). El segundo ket |32), ortonormal al
anterior, se construye restando al segundo ket propio |w?) su componente en la
direccion del ket |3) y normalizando el ket resultante. Al siguiente ket propio
|w?) se le restan sus componentes en las direcciones de |31) y |3?) y se normaliza
el resultado. Se contintia este procedimiento hasta obtener el m-ésimo ket |3™) :

1y _ Lwl 1 = (w'w!
8 = —ho), w'w')
1 1
18%) = ﬁ{\uﬂ)—ww W}, e = (we?) - [(8"w?)

| 2

7 Sin embargo, es bueno anotar que en la soluciéon de (1.3.3) es en principio posible elegir

los valores de los coeficientes arbitrarios de manera que los kets propios asociados a un
valor propio degenerado sean ortogonales.
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m 1 mlﬂl m m1|ﬁ |
|5>—@{ x| B w™)}, em = (w™ ™) 2 8

El lector puede demostrar por célculo directo que el conjunto de los m kets
|8™) es ortonormal (ejercicio 10).

1.3.2 Observables compatibles

Una de las diferencias fundamentales entre el formalismo cuantico y el clasico
es que todos los observables de un sistema clasico son en principio compatibles,
mientras que no todos los observables de un sistema cudntico lo son. La
incompatibilidad de los observables se manifiesta en que la preparacion del
sistema en un estado propio de uno de los observables destruye la preparaciéon
previa que se tuviese con respecto a otro, de manera que el estado en que queda
el sistema es un estado propio del segundo observable, pero no podra ser a su
vez un estado propio del primero.

Sin embargo, no todos los observables de un sistema cudntico son incompatibles.
En realidad, es posible preparar un sistema en un estado propio simultidneo
de dos o maés observables, y cuando esto ocurre se dice que los observables
son mutuamente compatibles. Demostrar esta afirmacion es el objetivo de esta
seccion. Se volverd a hablar nuevamente de observables incompatibles cuando
se estudie el principio de incertidumbre de Heisenberg en la seccion 3.5.

Conmutadores

En el formalismo cuéntico, la compatibilidad o incompatibilidad de dos
operadores se define a través de una operacién antisimétrica denominada
conmutador.

Definicion: o

El conmutador de dos operadores X y Y esta definido por

[X, Y] - XV -VX. (1.3.11)

Cuando dos operadores no nulos conmutan (X YA = EA/A)A(A ), su conmutador es
igual al operador nulo. Cuando no conmutan (XY # Y X), su conmutador es
igual al operador no nulo [X, Y] definido sobre el mismo espacio de kets.

La anterior definicién permite expresar el producto de dos operadores en
términos de su conmutador

XV -VX+[X, 7],

lo cual es algebraicamente tutil cuando se desea intercambiar el orden del
producto de dos operadores que no conmutan.



1.3. CONJUNTO COMPLETO DE OBSERVABLES COMPATIBLES 77

El conmutador define una operaciéon antisimétrica entre operadores

(X, ¥]=-[7, X].
Esta propiedad y las que se enumeran a continuacién se demuestran
directamente de la definicién (1.3.11):3

X, [?,Z] + [Y, [ZX]] + [27 [X7Y]] =0. Identidad de Jacobi

Entre operadores se puede definir una operacién simétrica a través del
anticonmutador definido por

{X,Y}=XY +YX, (1.3.12)
de donde, {X, Y} = {Y, X}

De otra parte, cuando X y Y son hermiticos se satisface

A~ A T A~ A A~ A T A ~

V] - [5V] (£ - (R 7))

lo que implica que el conmutador de dos operadores hermiticos es un operador
antihermitico, mientras que su anticonmutador es un operador hermitico,
propiedad que se aplicara en la seccion 3.5. Como el producto de dos operadores
es proporcional a la suma de su conmutador y su anticonmutador:

XY =1/2[X, V] +1/2{X, ¥},

todo producto de dos operadores hermiticos se puede expresar como la suma
de un operador hermitico, su anticonmutador, y un operador antihermitico,

8 Los conmutadores de operadores y los corchetes de Poisson de observables clasicos tienen

las mismas propiedades algebraicas, Goldstein H. (1987). Mecdnica cldsica. Editorial
Reverté, seccion 9-4. El conmutador define una operaciéon entre operadores que es
antisimétrica, distributiva respecto a la adicién de operadores (propiedad 2) y no
asociativa, como lo muestra la identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]] # [[X,Y],Z]. Estas
tres propiedades, que también obedecen los corchetes de Poisson, definen un algebra
no asociativa de especial importancia en fisica, denominada dlgebra de Lie. Este hecho
conduce a que la ecuacién de movimiento para los observables cuanticos en términos de
sus conmutadores sea analoga en su forma a la ecuacién de movimiento de los observables
clasicos en términos de los corchetes de Poisson, como se verd en la imagen de Heisenberg
en el capitulo 4.
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su conmutador. En general, el operador producto de dos operadores hermiticos
no es mecesariamente hermitico o antihermitico. En particular, el operador
producto de dos operadores hermiticos serd hermitico solamente si su
conmutador es nulo.

Observables compatibles e incompatibles

Dos observables A y B se denominan compatibles si su conmutador es nulo.

Si [A,B]:f) < A y B son compatibles.

Dos observables compatibles conmutan, AB = B/l, y si dos observables
conmutan, entonces son compatibles.

Dos observables son incompatibles si su conmutador es un operador diferente
del operador nulo.

Si [A,B] +0 < A y B son incompatibles

Dos observables incompatibles no conmutan, AB # B/l, y si dos observables
no conmutan, entonces son incompatibles.

Note que la incompatibilidad de dos observables se ve reflejada en que el
producto de sus operadores es no conmuta‘uivo,9 mientras que en mecanica
clasica el producto de las cantidades que caracterizan los observables es siempre
conmutativo.

Teorema 2

Sean A y B operadores hermiticos que representan observables compatibles. Si
|a;) es ket propio de A correspondiente al valor propio a;, entonces el ket Bla;)
es también ket propio de A correspondiente al mismo valor propio.

Demostracion:

Por hip6tesis Ala;) = a;a;). Premultiplicando esta ecuacion por el operador B,
se obtiene

B/ﬂal) = aiB|ai) = AB|GZ>,

donde en la dltima igualdad se tuvo en cuenta la hipétesis de que A y B son
compatibles. Aplicando el axioma asociativo,

9 Se podria afirmar que la existencia de observables incompatibles exige al formalismo

cuantico la definicion de un producto no conmutativo de las cantidades que representen
o caractericen los observables (o variables dindmicas). Es usual encontrar el nombre
c-nimero (¢ de classical) para las variables dindmicas clasicas, las cuales conmutan, y
g-namero (g de quantum) para las variables dindmicas cuénticas que, en general, no
conmutan. En este libro se emplea el gorro sobre las variables dindmicas cudnticas para
distinguirlas de las correspondientes clésicas.
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A{B\al)} :ai{B|ai>}v

se concluye que B la;) es ket propio de A correspondiente al mismo valor propio

. Como la base de la demostracion estd en que A y B son compatibles vale
tamblen la siguiente afirmacion: si los observables A y B son compatibles, y si
|b;) es ket propio de B correspondlente al valor propio b;, entonces el ket A|b )
es también ket propio de B correspondiente al mismo valor propio. Este teorema
es valido independientemente de que el espectro de A sea o no degenerado.

Representacion matricial de dos observables compatibles

El teorema 2 permite afirmar que en la base de kets propios de A el observable
B queda representado por una matriz diagonal cuando el espectro de A
es no degenerado y por una matriz de bloques diagonales (parcialmente
diagonalizada) cuando es degenerado. Para demostrarlo, se calculan los
elementos matriciales de B en ambos casos.

i) Cuando el espectro de A es no degenerado, los kets Bla;) y |a;) son
linealmente dependientes debido a que son kets propios de A correspondientes
a un mismo valor propio no degenerado:

Blaj) = bjla;). (1.3.14a)

Esta ecuacion define la ecuacion de valores propios de E, de manera que los
kets propios de A son a su vez kets propios de B (son kets propios simultaneos
de los dos observables). Los valores propios de B son iguales a la constante de
proporcionalidad entre B’|aj)y|aj) para cada |a;), en consecuencia, la matriz
que representa a B en la base de kets propios de A debe ser diagonal, pues el
operador estéd representado en su base de kets propios. Para comprobarlo, se
calcula el elemento matricial de B teniendo en cuenta (1.3.14a):

Bij = (ai|B|aj) = bj(ai|aj) = bjdij, (1.3.14b)
esto es,
by O

B=|0 b

i) Aunque los kets Bla;) y |a;) son kets propios de A correspondientes al
mismo valor propio a;, cuando el espectro de A es degenerado lo méximo que
se puede concluir es que ambos kets pertenecen al mismo subespacio E,; :

Bla}) €., (1.3.15a)

Como los subespacios asociados a cada valor propio degenerado de A son
mutuamente ortogonales, cualquier ket de la base {|al')} que no pertenezca
a ‘E,; es ortogonal al ket (1.3.15a). Por tanto, el producto interior de un bra
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de la base dual y el ket (1.3.15a) debe ser nulo para i # j. Como este producto
interior define el elemento matricial genérico de B, se concluye que los elementos
matriciales satisfacen ,

(a?|B|a}l )=0 parai £ j. (1.3.15Db)

En otra palabras, los tnicos elementos de la matriz B que pueden ser diferentes
/ . .
de cero son aquellos para los cuales |a )y |a;') pertenezcan al mismo subespacio

asociado a un valor propio degenerado de 121,10 lo cual conduce a que la matriz
que representa a B se pueda expresar como una matriz de bloques diagonales
(semidiagonal). Para visualizarlo, se considera el caso particular en que A tiene
solamente dos valores propios distintos a; y as con grados de degeneracién
my =2y mg = 3. Ordenando la base de acuerdo con (1.3.7b),

{1, 123, {I3), 1), 15)}}, (1.3.16)

donde {|1),|2)} define la base del subespacio E,,, {|3), [4), |5)} la de E,,,
y se ha empleado una notacién maés sencilla para los elementos de la base:

1) =la1), [2) =, |a?), [3) =las), [4) =|a3), 5) =|a3).

El ordenamiento elegido para la base conduce a la siguiente expresiéon para la
matriz B:

Bi1 Bis 0 0 0
Bs1  Bso 0 0 0
B = 0 0 B33 B3y Bss , (1317)
0 0 Biz Bss Bis
0 0 Bss Bss Bss

donde, por ejemplo, B3y = (3|BJ2) = (ai|Bla?) = 0 porque el bra y el
ket corresponden a valores propios distintos, mientras que B3y = (3\B|4) =
(a3|Bla3), de acuerdo con la ecuacion (1.3.15b), puede ser diferente de cero
puesto que el bra y el ket corresponden al mismo valor propio as.

Se observa que la matriz tiene en su diagonal submatrices asociadas a cada
subespacio E,, y ‘E,,. La matriz (1.3.17) se puede expresar de manera més
compacta escribiéndola en términos de las submatrices segin'!

_ Bl 0 _ B1 0 0 0
B‘(O Bz)_(O 0)*(032)’
donde B; es la matriz 2x2 que se obtiene de la representacién matricial de B
restringida al subespacio £,, y Bz es la matriz 3x3 restringida al subespacio

10 Gj el espectro de A fuese no degenerado, todos los subespacios serian unidimensionales y,

en tal caso, solamente los elementos diagonales podrian ser diferentes de cero indicando
que la matriz B es diagonal, como ya se habia concluido.

Si se hubiera iniciado con la representaciéon de A en la base de kets propios de B, el
observable A quedaria representado por una matriz de bloques diagonales similar a
(1.3.17) siempre y cuando la base de B se ordene segtin (1.3.7b).

11



1.3. CONJUNTO COMPLETO DE OBSERVABLES COMPATIBLES 81

F., de dimension 3 (ejercicio 9). Las matrices 0 en la primera igualdad son
matrices nulas de dimensiones 2x3 y 3x2. Esta forma compacta de expresar
la matriz pone de manifiesto la cuasi diagonalizacion de la matriz B en la
primera igualdad. La segunda igualdad muestra que si se desean determinar los
kets propios de B como superposiciéon de los kets propios de 121, este proceso se
puede realizar diagonalizando independientemente cada una de las submatrices
B;.

Teorema 3

Si A y B son observables compatibles existe un conjunto completo de kets
propios simultaneos para ambos operadores.

Demostracion:

Para realizar la demostraciéon basta probar que existe una base del espacio
de kets en la cual todos sus elementos son kets propios de ambos observables
0, lo que es lo mismo, que existe una base que diagonaliza simultaneamente
los dos observables. Para el caso en que el espectro de A es no degenerado,
la demostracion se desprende directamente del resultado (1.3.14b), el cual
demuestra que los kets propios de A son a su vez kets propios de B, de
manera que la base {|a;)} es una base de kets propios simultineos para los
dos observables compatibles. Para poner de manifiesto que cada ket propio
simultédneo |a;) corresponde a una pareja de valores propios {a;, b;} de A
Y B, se emplea la notacion |a;, b;), de manera que Alag, b;) = asla;, b)) y
B‘(Li, b1> = bi|ai, bz)

Cuando el espectro de A es degenerado, de acuerdo con (1.3.15b), todos los
elementos matriciales de B asociados a subespacios de valores propios distintos
de A seran nulos. Si se ordena la base de acuerdo con (1.3.7b):

{{lad)} {127}, -} (1.3.18)

la matriz que representa a B es una matriz de bloques diagonales similar a la
matriz (1.3.18), que se puede escribir de la siguiente forma:

B; 0 0
o By o ..
B=|o o B, | (1.3.19)

donde cada submatriz cuadrada B; de dimensién m; es la representacion
matricial del operador restringido a cada uno de los subespacios E,, y las
matrices 0 son matrices nulas de dimension m; x m;.

En general, las submatrices B; no son diagonales, ya que de la ecuacién
(1.3.15b) no se puede concluir nada acerca del valor de los elementos matriciales
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cuando el bra y el ket corresponden al mismo valor propio. Sin embargo,
la diagonalizacién de B se puede realizar resolviendo independientemente el
problema de valores propios de cada submatriz B;.

Como B; esté definida en el subespacio E,,, los kets propios que se determinen
seran combinaciones lineales de los elementos de la base de E,; y, en
consecuencia, perteneceran a dicho subespacio.

Si bi y |b.) son los valores y kets propios de B (el supraindice i numera
los subespacios y el indice k = 1, 2, ..., m; numera los estados propios de B
restringido a cada subespacio E,,) el resultado de la diagonalizacion de B se
puede expresar

Bb) = biJb},), con

my

bk} = 3 en(bilar’) € Ea,.

n=1

Como todo ket que pertenece a ‘E,, es ket propio de A correspondiente al valor
propio a;, se concluye que cualquier |bl) es a su vez ket propio de A.

Entonces, cada ket |b2) es ket propio simultédneo de los operadores compatibles
Ay B correspondiente a la pareja de valores propios {a;, b} } segtin

Blby) = bilbi.),  Albk) = ailbt.),

de manera que el nuevo conjunto de kets {|b;)} define una base de kets propios
simultdneos. Con lo anterior se ha demostrado la condicién suficiente del
teorema 3, la demostracion de la condicion necesaria se deja al lector (ejercicio
8). Esto es, si existe una base de kets propios simultaneos para dos observables,
los dos observables son compatibles.

Igual que en el caso no degenerado, para poner de manifiesto que los kets propios
encontrados para B son kets propios simultdneos de A y B se incluye dentro
del ket la pareja de valores propios a la cual corresponden, y genéricamente se
notaran {|b%)} = {|a;, b%.)}.

En general, en la base original {|a;)} la matriz que representa A es diagonal
(por ser la base de sus kets propios), mientras que la matriz de B tendra la
forma (1.3.19) con submatrices no necesariamente diagonales. Sin embargo, en
la base {|a;, bi)} las dos matrices seran diagonales. Por ejemplo, si el espectro
de A es finito su matriz en ambas bases esta dada (1.3.20a),'> donde p es el
nimero de valores propios distintos, mientras que B queda representado por la
matriz (1.3.20b).

12 Note que con la determinacion de la base que diagonaliza a B se demuestra a la vez que
si el observable A es de espectro degenerado, es posible encontrar mas de una base de

kets propios que diagonalice A. En este caso la base original {|a;)} y la base {|b%)} son
dos bases distintas de kets propios de A.
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aq 0
{ 0 al} 0 0
a9 0 0
0 0 a9 0 N 0
A= 0 0 a» (1.3.20a)
ap 0
0 0 : :
0 ap
bi 0
: : 0 0
0 bl
b? 0
0 : : 0
B-= 0 B (1.3.20b)
o 0
0 0 S :
0o - bglp

Ahora bien, puede suceder que en cada una de las submatrices de B todos
los valores propios sean diferentes, lo que implicaria que si el espectro de B es
degenerado, un mismo valor propio se encuentra en la diagonal de submatrices
diferentes y, en consecuencia, los kets propios asociados a un mismo valor propio
de B pertenecen a subespacios E,, diferentes. También puede suceder que una
0 mas submatrices de B contengan dos o més valores propios iguales, en cuyo
caso se dice que las submatrices son degeneradas. En el primer caso, al escribir
los kets simultaneos en términos de cada pareja de valores propios que se obtuvo
de la diagonalizacion, es suficiente incluir en el ket la pareja de valores propios.
En el segundo, cuando las submatrices son degeneradas, se requiere la notacién
genérica |a;, b%) que se ha venido empleando.

Ejemplo

Para mostrar de manera explicita como se determinaria la base de kets propios
simultdneos de dos observables A y B en la base de kets propios de A cuyo
espectro es degenerado, se considera de nuevo el caso particular en que A tiene
solamente dos valores propios distintos a; y as con grados de degeneracién
myp = 2 y mg = 3, lo cual permite una notaciéon més sencilla. Ordenando la
base de acuerdo con (1.3.16), la representacion matricial de B esta dada por la
matriz (1.3.17).

El problema de valores propios de B se puede solucionar resolviendo
independientemente el problema de valores propios de las matrices By y Ba
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definidas en los subespacios E,, v ‘Ea,, respectivamente. Esto es, solucionar los
siguientes problemas de valores propios

B3z B3y DBss\ fc3 3
(gn gm) (zl) =) (Zl) y |Bizs Baa Bis||ca|=N|c
S 2 Bys By Bus) \cs cs

Una vez determinados los dos valores y los dos vectores propios (by = A1, b =
A2) y (b1, b2) de By, y los tres valores y vectores propios (b = A7, by = A5, bs =
A3) ¥ (b3, ba, b5) de Ba, se tienen los valores y vectores propios de la matriz
completa: Bb; = b;b;. Los kets propios correspondientes seran

[b1) = c1(by)lar) + c2(ba)lai), |2} = ea(b2)lar) + e2(b2)lad),

|bs) = c3(bs)]ag) + ca(bs)|a3) + c5(bs)|a3),
|ba) = c3(ba)|as) + ca(bs)la3) + c5(ba)lad),

[b5) = €3(bs)|az) + ca(bs)la3) + 5 (s )]a3).

Los kets propios de B; serén a su vez kets propios de A correspondientes
al valor propio a; por pertenecer a ‘E,,, mientras que los kets propios
de B, serén kets propios de A correspondientes al valor propio as por
pertenecer a F,,. De esta manera, los kets {|b1),|b2),|b3),|bs),|bs5)} seran
kets propios simultaneos de A y de B correspondientes a las parejas de
valores propios {(ai, b1), (a1, b2) (az, b3), (az, by), (az, bs)}. De acuerdo con
la notacién introducida para los kets simultaneos, el conjunto de kets propios
de B se nota: {|a1, b1), |a1, ba), |az, bs), |az, bs), |az, bs)}. Es importante anotar
que el subindice de los valores propios de B simplemente los enumera y no indica
que correspondan a valores distintos, eso no se sabrd hasta no solucionar un
problema concreto.

Las matrices que representan los operadores A y B en la nueva base {|b}€) =

|a;, bz)} serdn diagonales:

agz 0 0 0 O bf 0 0 0 0
0 agz 0 0 0O 0 b0 0 0
A=]0 0 as 0 O], B=| 0 0 0 0 [,

0 0 0 a2 O 0 0 0 b20

0 0 0 0 a 0 0 0 0 b
donde se ha empleado la notacién general

by = by, by = by, b7 = bs, b3 =by y b3 = bs.

Por ejemplo, si a1 = —a y az = a, y si la soluciéon del problema de valores

propios de B arroja los siguientes valores propios: b = b, b = b, b? = b, b3 = 2b
y b2 = —b, las dos matrices en la base de kets propios simultaneos estan dadas
por
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-a 0Y0 0 O b 0y 0 0 O
( 0 —a) 0 00 (O —b) 0 00
A= 0 0 fa O 0\]|, B-= o0 (b 0 0\l (1.3.21)
0 0 |0 a O 0 0 0 20 O
0 0 \0 0 a 0 0 0 0 -b

como ninguna pareja de kets propios es degenerada, el conjunto de kets propios
simultaneos se escribiré

{{l-a, b),[-a, =)}, {la, b),|a, 2b), |a, =b) }}.

Se observa que aunque B tiene espectro degenerado (los valores propios b
y —b son dos veces degenerados cada uno), las matrices restringidas a cada
subespacio E_, y ‘E, son no degeneradas, pues los elementos de la diagonal de
cada submatriz son diferentes. En este caso, como ya se anoto, a cada pareja de
valores propios le corresponde un solo estado normalizado, pues los kets propios
de B asociados a valores propios degenerados pertenecen a subespacios E,,
diferentes. En caso contrario, si alguna de las submatrices de Bes degenerada,
a una misma pareja de valores propios le corresponderia dos o mas kets propios
linealmente independientes, de manera que dicha pareja de valores propios seria
degenerada.

1.3.3 Conjunto completo de observables compatibles

(ccoc)

Un sistema de mas de un grado de libertad se puede preparar en un estado
completamente definido mediante la preparacién de un ensamble puro por
medio de un proceso de filtracion a un ensamble mezclado de sistemas
idénticos.'® Este proceso se puede realizar mediante la medicién sucesiva de
diferentes observables compatibles eliminando después de la medicién de cada
observable todos los sistemas que no arrojen un determinado valor propio.t*

Por ejemplo, se mide el observable A a un ensamble y después de la medicion
se eliminan aquellos sistemas para los cuales el valor obtenido es diferente de
a3. De acuerdo con el primer postulado, cada uno de los sistemas no eliminados
queda en un estado propio de A correspondiente al valor propio elegido.

Si el espectro de A es no degenerado, todos los sistemas no eliminados quedan
en un mismo estado y el ket de estado pertenecera al subespacio unidimensional
asociado al valor propio elegido. En consecuencia, el ensamble es un ensamble
puro. En este caso, mediciones sucesivas de otros observables compatibles

13
14

Los sistemas del ensamble se pueden encontrar en diferentes estados cuanticos.

Se supone que en la medicién de cada observable el ensamble se somete a una interaccién
externa que no destruye los sistemas y la cual permite separarlos espacialmente de
acuerdo el valor propio que arrojarian en un proceso de deteccién, de manera similar a
lo que ocurre al someter los 4tomos de plata a la interaccién del campo magnético en
las secuencias de Stern-Gerlach.
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arrojaran siempre un mismo valor propio para cada observable, comprobando
que el ensamble después de la medicién de A es un ensamble puro. Si no fuese
asi, esto es, si después de la mediciéon de un segundo observable compatible
B se obtiene para unos sistemas un valor propio b% y para otros sistemas un
valor propio diferente b3, entonces los primeros sistemas quedan en un estado
propio simultdneo correspondiente a la pareja de valores propios (as,b3), el
cual es linealmente independiente del estado asociado a la pareja (as,b3) en
que quedan los segundos, pues kets propios de B correspondientes a valores
propios distintos son ortogonales. En consecuencia, se tendrian dos estados
propios de A linealmente independientes correspondientes al mismo valor propio
as, indicando que dicho valor propio seria degenerado, lo cual contradice la
hipotesis. Por consiguiente, si un observable es de espectro no degenerado,
el ensamble que se obtiene en un proceso de filtracion con respecto a este
observable es un ensamble puro.

Por el contrario, si el valor propio as es degenerado, lo méximo que se
puede afirmar sobre el estado en que queda cualquiera de los sistemas es
que esta caracterizado por uno cualquiera de los kets de estado que definen
el subespacio ‘E,,. Los sistemas no eliminados pueden quedar en diferentes
estados caracterizados por diferentes combinaciones lineales o superposiciones
de los estados propios ortonormales que definen una base de dicho subespacio

m3

V) =Y a()las) € Ea,

=1

pero no se tiene la informacién sobre el valor de los coeficientes en la
superposicion, de manera que no esta definida la orientacién del ket de estado
en ‘E,, para ninguno de los sistemas del ensamble seleccionado. No se tiene
una informacién completa sobre el estado del sistema. Dado que los sistemas
del ensamble pueden estar en diferentes estados caracterizados por kets que
poseen diferentes orientaciones en ‘E,,, el ensamble seleccionado es atin un
ensamble mezclado.'®

Es necesaria entonces la medicién de al menos un segundo observable
compatible con el primero para poder preparar un ensamble puro. Para ello,
se somete el ensamble seleccionado después de la medicion de Aaun proceso
de filtracién con respecto a otro observable compatible B , eliminando todos los
sistemas que no arrojen un determinado valor propio, por ejemplo, b.

Los sistemas del ensamble asi obtenido deben quedar en un estado propio
simultaneo de los dos observables, correspondiente a la pareja de valores propios
as, bf, y se podra afirmar que el ket de estado de cualquiera de los sistemas debe
pertenecer al subespacio de E,, asociado al valor propio b7.'¢

15 Qe podria decir que el ensamble seleccionado es “menos mezclado” que el inicial en el

sentido de que ahora se sabe que cualquiera de sus sistemas debe estar en uno cualquiera
de los estados propios que pertenecen a Fq;. El lector interesado en el formalismo del
operador densidad que describe los ensambles mezclados puede consultar el texto de
Cohen Tannoudji et al., 1977, vol. I, p. 295.

Cuando se prepara un sistema en un estado propio simultaneo de dos observables
compatibles se supone que el sistema esti libre de interacciones entre la medicion del

16
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Sin embargo, cuando el espectro de B restringido a cada uno de los subespacios
‘E.,, es no degenerado o, lo que es lo mismo, cuando los elementos de la diagonal
en cada una de las submatrices de (1.3.20b) son diferentes entre si, salvo un
factor de fase arbitrario, habra una correspondencia uno a uno entre los kets
propios simultaneos normalizados y las parejas de valores propios de los dos
observables. Cuando esto ocurre, después del proceso de filtracién todos los
sistemas no eliminados se encuentran en un mismo estado descrito por kets
que tienen la misma orientaciéon y que definen el subespacio unidimensional
asociado a la pareja de valores propios seleccionados. El estado de cada
sistema estd completamente definido y caracterizado (salvo un factor de
fase arbltrarlo) por un dnico ket normalizado, ket propio simultdneo de los
operadores A y B correspondiente a la pareja de valores propios as, b3. Se tiene
entonces un ensamble puro.

Que esto es asi, lo comprobara la medicién de un tercer observable arbitrario,
compatible con los dos anteriores, proceso que debera arrojar el mismo valor
propio para cada uno de los sistemas. Si no fuese asi, la obtencion de diferentes
valores propios para el tercer observable implicaria la existencia de un conjunto
de kets propios linealmente independientes asociados a la pareja de valores
propios as, b3, contradiciendo la suposicion de que el espectro de B restringido
a ‘E,, es no degenerado.

Por el contrario, cuando el espectro de las submatrices By es degenerado y si
b3 es precisamente un valor propio degenerado de B, el ensamble seleccionado
no es puro. Si E,, b3 s el subespacio de E,, definido por los kets propios

linealmente 1ndepend1entes asociados al valor propio degenerado b3, lo maximo
que se podra asegurar sobre el estado en que quedo cualquiera de los sistemas es
que debe quedar caracterizado por un ket de £, b3» DEro no se puede asegurar
que todos se encuentren en el mismo estado. El estado de los sistemas no est4
completamente definido, y para lograrlo serd necesario realizar la medicién
de un tercer observable C' compatible con los dos anteriores. Si el espectro
del tercer observable restringido al subespacio de Z:ag,bf‘ es no degenerado,
seleccionando aquellos sistemas para los cuales se obtiene un valor propio
determinado del tercer observable, se obtiene un ensamble puro, ya que cada
tripla de valores propios estara asociada a un mismo espacio unidimensional y,
por tanto, la orientacién del ket de estado de cualquier sistema es la misma. El
estado de todos y cada uno de los sistemas queda caracterizado, salvo un factor
de fase arbitrario, por un tnico ket propio normalizado correspondiente a la
tripla de valores propios seleccionados para los tres observables compatibles.

primer observable y la del segundo. Tales mediciones se pueden considerar simultaneas.
De otra parte, se supone que el segundo observable es independiente del primero en
el sentido de que no es funcién de él. Si el segundo observable es funcién del primero,
como se verd en la seccidén 2.2, ambos observables quedan diagonalizados en la base
del primero y, en consecuencia, la preparacién de un ensamble mediante la seleccion de
un valor propio del primer observable dejara el sistema en un estado propio que, a su
vez, es estado propio del segundo observable, de manera que la posterior medicion del
segundo arrojard siempre el mismo valor propio para cualquier sistema y no permitirfa
una filtracién adicional.
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Si la preparacion del estado se hubiera iniciado con la medicion del observable
B, el anélisis hecho seria completamente similar; simplemente la separacién
inicial del espacio de kets estaria determinada por los valores propios
degenerados de B. No importa entonces el orden en que se realice el proceso
de filtracion.

Si para cualquier eleccion de los valores propios de los observables {A,B,C’}
el resultado final es siempre que todos los sistemas quedan en un mismo
estado, el ensamble final es puro y cualquier sistema queda preparado en un
estado completamente definido. Se dice entonces que el conjunto de observables
{A,B,C} es un conjunto completo de observables compatibles (CCOC) para
dicho sistema.

Que el sistema qued6 preparado en un estado completamente definido implica
que un nuevo proceso de medicién arrojara siempre los mismos valores propios
para cada observable, sin importar el orden en que se realice la medicién de
los observables del CCOC, y que la medicién de cualquier observable adicional
compatible con los del conjunto arrojara siempre un mismo valor.

Definicion de conjunto completo de observables compatibles

Un conjunto de operadores mutuamente compatibles {A, B, C,...,} es un
conjunto completo de observables compatibles si la especificacién de cualquier
posible conjunto de valores propios de los observables determina wun winico
estado propio simulténeo.

La anterior definicién también se puede expresar de manera equivalente por:

{A, B,C,... ,} constituye un CCOC si, salvo factores de fase
arbitrarios, existe una 1nica base ortonormal del espacio de kets ‘E
del sistema constituida por kets propios ortonormales simultaneos
de todos los observables del conjunto.

En este punto es pertinente hacer las dos siguientes anotaciones:

1) Si {A, B} es un CCOC de un sistema oy C' es compatible con los
observables del conjunto, entonces {A, B, C'} es también un CCOC
para este sistema. Sin embargo, se procura trabajar con un CCOC
que contenga el minimo numero de observables requeridos para la
determinaciéon tnica de los estados de un sistema. Si el sistema posee
n grados de libertad, se requerirdn como minimo n observables en un

ccoc.t7

Este hecho esta relacionado con el tipo de ecuacién diferencial que describe la evolucion
temporal de un sistema cuintico, denominada ecuaciéon de Schrédinger dependiente del
tiempo. Las ecuaciones de movimiento clasicas son ecuaciones diferenciales de segundo
orden respecto al tiempo, lo que implica que para su solucién se requieren al menos
dos integrales de movimiento, o dos observables que se conserven, por cada grado de
libertad, mientras que la ecuacién de Shrédinger es una ecuaciéon diferencial de primer
orden respecto al tiempo, lo que implica que para su solucién se requiere una sola integral
de movimiento por cada grado de libertad. Como ya se ha dicho, cuando un sistema tiene
momento angular de espin no nulo, a los grados de libertad clasicos se debe agregar el
grado de libertad interno asociado el espin.

17
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2) Para un sistema dado no existe un tnico CCOC. Por ejemplo, para un
sistema de espin 1/2, que posee un grado de libertad, el observable S,
constituye en si mismo un CCOC, pero igualmente S o S, constituyen
cada uno de ellos un CCOC para el mismo sistema.

Las ecuaciones que definen las relaciones de completez y ortonormalidad de la
base de kets propios de un CCOC son

12 Z |ai,bj,ck,...)(ai,bj7ck7...| (1.3.22)
i,5,k,..
y (ai, bj,Ck, ...|ai/7bj/7ck/7 ) = (S“‘/(Sjjl&kk/... (1.3.23)

A modo de ejemplo, en la figura 1.4 se ilustra esqueméaticamente la preparacion
de un ensamble puro cuando el CCOC son los observables cuya representacion
matricial estd dada por la ecuacion (1.3.21).

Representacion en la base de kets propios de un CCOC

Sea {/1, B, b} un CCOC para un sistema de 3 grados de libertad, cuyo conjunto
de kets propios simultaneos es {|a;,b;,dy)}. Si el sistema se encuentra en el
estado |y) =|as,bs,ds), se sabra con certeza que los valores que se obtendrén
en la medicién simultdnea de los tres observables serd la tripla de valores
propios (ag,bs,dy). Si el sistema se encuentra en un estado |n) definido por
una superposicion de los estados propios simultaneos, dicha superposicién se
puede expresar

77> = Z Ci,j,k(n”aivijdk% (1324)

i3,k

donde se supone conocido el valor relativo de los coeficientes en la superposicion,
los cuales definen una tnica orientacién en el espacio de kets del sistema. El
sistema puede haber sido preparado en este estado mediante un proceso de
filtracion con respecto a otro CCOC del sistema. Por ejemplo, un sistema de
espin 1/2 se puede preparar en el estado propio |S,+) del CCOC {S,}, el cual
queda definido por una superposicion de los estados propios del CCOC {S'z}

Una base del subespacio asociado a b,,, valor propio degenerado de B, estara
definida por el conjunto de todos los kets propios simultaneos correspondientes
a las triplas de valores propios que contengan b,,, pero distintos valores propios
de los observables A y D. Esta base se puede notar {|a;,bm,dx)} con m fijo
v k, i, variables. De acuerdo con lo anterior, el operador proyecciéon sobre el
subespacio asociado al valor propio degenerado b, es

Pb7n = Z|ai7bm7dk>(ai7bm7dk|- (1325)
i,k

El nimero de elementos de la suma debera ser igual al grado de degeneracién
del valor propio. Esta ecuacion es equivalente a la segunda ecuacion en (1.3.7a)
cuando se emplea para los kets propios asociados a un mismo valor propio
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Figura 1.4 Preparacion de un ensamble puro o preparacién de un sistema en un estado completamente definido. Los observables
poseen los espectros descritos por (1.3.21), de manera que ﬁ\rwv define un CCOC para el sistema, pues la especificacion de
cualquier pareja de valores propios define un dnico estado propio simultaneo. Para cualquier seleccién de posibles valores propios
de A.Nr WT todos y cada uno de los sistemas del ensamble quedan preparados en un mismo estado caracterizado por un ket cuya
orientacion en E esta completamente definida. Una medicién adicional de cualquier otro observable arrojard siempre un tnico valor
confirmando que {A, B} es un CCOC.
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un tnico supraindice en lugar de los dos indices ¢ y k. Los operadores
proyeccion sobre subespacios asociados a valores propios degenerados de A
y D tendran expresiones similares: P, = = 2 kl@m, b5, di){am, by, di| y Py =
Zi,j|ai,bj,dm)(ai,bj,dm|.

Expresando la relaciéon de completez de la base como la suma de los proyectores
sobre cada uno de los subespacios ortogonales asociados a los valores propios
de B, .

1=3"P,, = > Dai, bm, de){ai, bm, dl, (1.3.26)

m m i,j

se obtiene la misma relacion (1.3.22), la cual es equivalente a la segunda
ecuacion en (1.3.7c). Si se desea expresar el ket de estado como una
superposiciéon de estados propios de B correspondientes a valores propios
diferentes, basta con descomponer el estado |n) aplicando (1.3.26):

n) = 1) = 3" Py, In) =lm)+n2)+Ins) + ..., (1.3.27)

donde

[1m) = D lais by die )i, b dilln) = 3 i ()] @i, by, dic ).
i,k ik

Las dos anteriores ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones (1.3.8) y (1.3.9).

De acuerdo con (1.3.10), la probabilidad de obtener el valor propio b, cuando
el sistema se encuentra en el estado (1.3.24) es igual a la norma al cuadrado de
la proyeccién del estado en el subespacio asociado al valor propio b,,

= B | = ) = X lcim s (D (1.3.28)
ik

que es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado propio |1,,).

Note que la probabilidad de obtener el valor propio b,, es igual a la suma
de los cuadrados de los médulos de los coeficientes de los estados simultaneos
que contengan dicho valor propio en la superposicion (1.3.24). Sin embargo,
la probabilidad de que el sistema quede en el estado |a;,b;,dx) serd igual al
modulo al cuadrado del correspondiente coeficiente ¢; ; ().

Vale la pena anotar que todos los kets de estado que se han considerado en
las secciones anteriores corresponden a estados completamente definidos, si no
fuese asi el estado no podria ser caracterizado por un unico ket del espacio de
kets.

El valor esperado del observable D es
(77|b|77) = <77|D Z ci,j7k(77)|a’i7 b77dk)) = Z dkci,j7k(77)(77|ai7 b]7 dk)?
i,k i,k

(n|Dln) = Z dy |ci,j, k(n)| = de Z|Ci,j,k(77)|2a

1,5,k ,J
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(n|Dln) = 3 diPay.
k

Como era de suponer, el valor esperado es igual a la suma de los productos de
cada valor propio por su respectiva probabilidad, el cual es igual al promedio
ponderado (el peso de cada valor es la correspondiente probabilidad) de los
valores que arrojaria una medicién del observable.

El conocer el estado de un sistema como superposicion de los estados propios
de un CCOC permite determinar las probabilidades de obtener cualquier valor
propio de los observables y, en consecuencia, sus distribuciones de valores
propios (Pg, : vs: di) y sus valores esperados.

Ejemplos

i) Considere un sistema de tres grados de libertad para el cual {|a;,b;,dx)}

es la base de kets propios simultaneos del CCOC {A,B,f)} y suponga que el
sistema se encuentra en el estado

[n) = c1la1, b1, d2) + calag, be, da) + cslaz, by, ds),

con (nln) = 1.

Aplicando los operadores proyeccion sobre los subespacios asociados a los
valores propios de B, se obtienen las componentes de |n) definidas en cada
subespacio

m) = Py, In) = D lai, by, di)(ai, by, diln).
ik

Aplicando las relaciones de ortonormalidad de la base

Im) = > lai, br,di)c16i10k,2 + Y lai, by, di)c38; 20k 3,
i,k ik

= Im) = cilai,bi,d2) + cslag, b1, ds).

De manera similar,
[n2) = calai, ba, da).

Entonces, el estado como una superposicion de kets propios de B asociados a
valores propios diferentes es |n) =|n1)+|n2). Si bz es otro posible valor propio del
observable, la componente del estado definido sobre el subespacio asociado a
este valor propio es nula, ya que en la superposicién no entra ningan ket propio
correspondiente a bs. En otras palabras, P,|n) = Y klai, b3, di){a;, bs, di|n) =[°).

De acuerdo con (1.3.28), la probabilidad de obtener un valor propio de B es

no nula solamente si entre los estados de la superposicion que define |n) hay

estados propios de B correspondientes a dicho valor propio. Para el estado
considerado se tiene

A 2 2 2

Pbl = HPb1|7])H = (771|n1) = |01| + |03| s
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que es igual a la probabilidad de que el sistema quede en el estado de
la superposiciéon asociado a dicho valor propio: P, = P,. Similarmente,

2
Pb2 = P|712> = |CQ| .

De otra parte, la probabilidad de que el sistema en el estado |) se encuentre
en el estado |ay, by, ds) es

2 2
P\al,bhdz) = |<a1ab17d2|77>| = |Cl| ,

que es igual a la probabilidad de que al medir simultdneamente los observables
del conjunto se obtenga como resultado la tripla de valores propios (a1,b1,d2).

it) Un sistema fisico que tiene solucion analitica exacta es el &tomo de
hidrogeno, sin considerar el espin del electron (capitulo 6), el cual es un sistema
de dos particulas, el ntcleo y el electrén interactuando a través del potencial
coulombiano. Al pasar al problema equivalente del electrén en el campo del
nicleo, como en el correspondiente modelo clasico, existen tres observables
compatibles que se conservan y que permiten caracterizar completamente los
estados del electrén. Estos tres observables son la energia, el cuadrado del
momento angular orbital y la componente z del momento angular {ﬁ , L2, ﬁz},
los cuales definen un CCOC para el electron. Los estados propios del electron se
expresan {|n,l,m)}, donde n,l,m son enteros que numeran los valores propios
de los respectivos observables y se denominan niimero cuantico principal (n),
namero cudnto orbital (I) y nimero cudntico azimutal (m). Las ecuaciones de
valores propios de los tres observables se pueden expresar

Hin,l,m) = —¢/(2n®)|n,1,m), n=1,23,...,
L%n,l,m) = h21(1+1)|n,1,m), 1=0,1,2,...,(n-1),
ﬁz|n,l,m):hm|n,l,m), -l<m<l.

Se observa que los estados propios de energia son degenerados con respecto a
los nimeros cuénticos [ y m ya que los valores propios de energia solo dependen
del ntimero cuantico principal.

Si el estado del electréon esta descrito por la superposicion:

i (1-30) 5 5i
v)=-3,1,0) + —=2,1,0) + =|2,1,-1) - —|3,1,-1 1.3.29
)= £B.L0)+ 2R, L0)+ S2 L -1 - B L-), (13.29)

de acuerdo con (1.3.28), la probabilidad de obtener el valor propio de energia
E5 = —¢/8 , correspondiente al ntimero cuéntico n = 2, serd igual a

14 10 25 35
Pog=> Y |20,m¥)P=—+"="]
</8 fard :_l|< m|¥)l 64 64 64

mientras que la probabilidad de obtener el valor propio de energia Ey = —¢/32
es nula ya que ningun estado en la superposicion que define a |¥) es ket propio
de energia correspondiente a este valor.
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Aplicando las ecuaciones de valores propios, el lector puede mostrar que el
estado |¥) es un estado propio deAL2 correspondiente al valor propio 2#2. Esto
implica que el valor esperado de L? para este estado |n) es justamente 2h2.

Lecturas recomendadas
- Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, seccién 1.3.

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Laloe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. 1, capitulo II, secciones B y D (lo concerniente a
representaciones discretas).

Ejercictos

1. Demuestre que los valores propios de un operador antihermitico son
imaginarios puros. ;Puede afirmar que kets propios asociados a valores
propios distintos son ortogonales?

2. Demuestre que el valor esperado de un operador hermitico es un nimero
real, mientras que el de un operador antihermitico es un imaginario puro.
(Suponga que el conjunto de kets propios del operador es completo).

3. La matriz que representa al operador X en la base ortonormal {|1),[2),[3)}
esta dada por

b 0 0
x=lo o ],
0 —ib 0

donde b es un numero real.

a. Demuestre que el operador es hermitico.

b. Determine sus conjuntos de valores y vectores propios ortonormales.

4. En una base ortonormal {|1),]2),|3)}, dos observables A y B tienen las
siguientes representaciones matriciales

a 0 0 -b 0 0
A=|0 -a O B=|0 0 b
0 0 -a 0 b O

a. Demuestre que estos dos observables son compatibles.

b. Encuentre los kets propios simultdneos ortonormales de los dos
observables como superposicion de los kets de la base {|1),]2),]3)}.

c. Demuestre que la base de kets propios simultaneos determinados en b.
diagonaliza las matrices que representan los dos observables.

5. Sea {|a;,bj,cx)} la base de kets propios simultdneos ortonormales del
conjunto completo de observables compatibles {A,B,C’} de un sistema de
tres grados de libertad. Si el sistema se encuentra en el estado definido por

Iv) = (1/3){2|a,=b, c)+| — a,b,c) — 2| —a,=b,c)}.
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6.

a. Determine las triplas de valores que puede obtener en una medicién si-
multanea de los tres observables y sus correspondientes probabilidades.

b. Si se realiza la mediciéon del observable B, jcudles son los posibles
valores que medira para este observable? ;Con qué probabilidad?

c. ;Es|y) un ket propio de alguno de los observables del CCOC? Justifique
su respuesta.

d. Calcule el valor esperado de los observables A y C. i Esperaba estas
respuestas? ;Por qué?

Suponga que el electrén de un dtomo de hidrégeno se encuentra en el estado
|¥) definido por (1.3.29).

a.  Es J\I’)A un ket propio de alguno de los observables del CCOC
{H,L?, L.}? Justifique su respuesta.

b. Determine los posibles valores que se pueden obtener de la medicién
individual de cada uno de los observables del CCOC con su correspon-
diente probabilidad. Haga una gréfica de las funciones de distribucion
de valores propios para cada observable.

c. Calcule el valor esperado de la componente z del momento angular
orbital. ;Esperaba esta respuesta? ;jPor qué? Calcule los valores
esperados de la energia y del cuadrado del momento angular orbital.
Ubique los valores esperados en cada una de las graficas de distribucién
de valores propios determinadas en b. ;Estan sus valores de acuerdo
con la distribucién obtenida para cada observable?

7. Empleando la representacién matricial inducida por la base ortonormal de

10.

11.

kets propios de S., determine los vectores y valores propios del observable
5’n = S'xnm + S'yny + S’an que describe la proyeccién del momento angular
de espin en una direccién arbitraria dada por el vector unitario n =
Ngegy + Nyey + nze, que forma un angulo 5 con el eje z y cuya proyeccién
sobre el plano (xy) forma un angulo « con el eje x.

Puede tomar las expresiones para los operadores del ejercicio 8 de la seccién
1.2.

Demuestre la condicién necesaria del teorema 3. Esto es, que si A y B poseen
un conjunto de kets propios simultaneos, entonces A y B son compatibles.

Sea |a) € E. Demuestre que Pyla) =[v) € E,,, donde Py es el operador
proyeccion sobre E,, definido por (1.3.7a).

Demuestre que P, AP, = Ay, define al operador A restringido al subespacio
E.,, donde Py es el operador proyeccion sobre E,, definido por (1.3.7a).

Compruébelo calculando la representacion matricial de Ay, en la base {Jwi*)}
de E.

Sean A, y A, dos observables incompatibles que conmutan con un tercer
observable: [Ay, H] = [A2, H] = 0. Muestre que en, general, el espectro de
H es degenerado. ;Puede tener algin valor propio no degenerado?
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1.4 Cambio de representaciéon

Diferentes bases ortonormales del espacio de kets de un sistema inducen
diferentes representaciones matriciales de los kets y los operadores. En esta
seccion se estudia el cambio de representacién con base en el estudio del
operador lineal que define la transformacién de una base a otra. Se encuentra
que si las bases son ortonormales y completas, dicho operador es necesariamente
unitario, lo cual garantiza la existencia de la transformacion inversa. También se
consideran las interpretaciones activa y pasiva de la transformacion cambio de
base. A manera de aplicacion, se muestra cémo el problema de valores propios
de un operador es equivalente a la determinacion de la transformacién a la base
de kets propios del operador.

Aunque en esta seccién solo se consideran bases discretas (representaciones
matriciales), tanto las interpretaciones activa y pasiva de la transformacion
como las propiedades del operador unitario que la representa son vdlidas para
transformaciones entre bases continuas, como se verd con la transformada
integral de Fourier en la seccion 2.5.3.

1.4.1 Transformacion cambio de base

Sean {|a;)} y {|d;)} dos bases diferentes, ortonormales y completas del espacio
de kets de un sistema, asociadas a dos observables incompatibles A y D. Una
transformacion de la primera a la segunda base queda definida por la aplicacién
lineal
U: E—E
|ai) < |ds),

donde U es el operador que caracteriza la transformacién. Como la imagen de
|a;) bajo la aplicacion U es |d;), esta transformacion queda igualmente definida

por la ecuacion R
Ulag) =|d;),  i=1,2,... (1.4.1)

Si las dos bases son ortonormales, el operador que representa esta transforma-
cién es unitario.

Definicion:
Un operador X es unitario si y solo si
Xtx=1 y XXt=1 (1.4.2)
Como consecuencia, el inverso de un operador unitario es igual a su adjunto.
Si X es unitario <« XT=X71 (1.4.3)
Debido a que el adjunto de un operador unitario es igual a su inverso, la norma

de cualquier ket permanece inalterada bajo su aplicacion. Si X es unitario y
|8") = X|8), entonces

(B'18") = (BIXTX|8) = (BIX ' XB) = (BIB). (1.4.4)
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De este resultado se desprende que la acciéon de un operador unitario sobre
los elementos del espacio de kets es equivalente a realizar una rotaciéon en
‘E, ya que, en general, el ket imagen tiene una orientacién diferente, pero
su norma queda inalterada. Como la norma de un ket de estado es igual a
la suma de probabilidades de obtener los valores propios de un observable,
ecuacion (1.2.29), la propiedad (1.4.4) muestra que todo operador unitario deja
inalterada esta suma de probabilidades.

Ademas del operador cambio de base, se estudiaran otros operadores unitarios
como los operadores de translacién y rotacién que definen las transformaciones
de translaciéon y rotacion en el espacio euclidiano tridimensional, y el operador
evoluciéon temporal que, como indica su nombre, define la evolucion temporal
de un sistema cuéntico.

Volviendo a las transformaciones cambio de base, el operador U que satisface
(1.4.1) se puede expresar mediante la siguiente suma de operadores:

U =

M=

|di ) a- (1.4.5)
K

I
[

En efecto, U|ai) = Z|dk)(ak|ai) = Z|dk>5ki =|d;).
% &

Para demostrar que es unitario, se considera su adjunto

UT = 3 Jax){di]
k

y se emplean las relaciones de completez y ortonormalidad de las dos bases

Ut = ZZM' (dyr|dk) ak\‘sz' (ar|[(dr|dy) = Z|ak (ar| =1,

OU" = 3 3 ldw)(aklat) (dy| = 2.2 Jdi) i arlal) = DoJdi) (] = 1.
k k'

De acuerdo con (1.4.3), el inverso de U queda definido por su adjunto

U™ =0 =Y |ap)(du|- (1.4.6)
k

De otra parte, si {|b;)} es una base ortonormal completa y T es una
transformacion lineal unitaria, el conjunto {|h;}}, donde |h;) = T'|b;), constituye
una base completa y ortonormal

Slhid(hil = 3 Tbi)bil T = T1TF = 1

y (hilhy) = (bl TVTb;) = (bil[b;) =



98 CAPITULO 1. ESPACIO DE KETS Y REPRESENTACION MATRICIAL

Una de las razones por las cuales se busca que una transformaciéon de base
sea unitaria es que garantiza la completez y ortogonalidad de la base imagen
siempre y cuando la base original sea ortonormal y completa. Ademaés, por ser
unitaria garantiza la existencia de la transformacion inversa.

Propiedades de U

1. Deja inalterada la norma de un ket como lo demuestra (1.4.4).

2. Si U representa la transformaciéon cambio de base |a;) —|d;) y U, la
transformacion |d;) —|c;), entonces U = UyUy representa la transformacion
lai) >lci).

El elemento matricial de U en la base original esta dado por

Uij = (@ilUla;) = ;(ai|dk>(ak|aj> = Zk:(aiuk)(skj = (aild; ), (1.4.72)

con lo cual la matriz que representa la transformacion es

(a1]di)  (aildz) -+ (a1ldn)
U= | lelh) foald) o (aldy) (1.4.7b)
(an|d1) (an|d2) - (an|dn)

Recordando que (a;|d;) = ¢;(d;) define el elemento matricial genérico del vector
columna que representa a |d;) en la base original, se observa en (1.4.7b) que
la j-ésima columna de la matriz de transformacién es igual al vector columna
que representa el j-ésimo ket de la base imagen en la base original.

El elemento matricial del operador inverso (1.4.6) es

<@i|U_1|aj> = (ai|ﬁf|aj) = Zk:(ai|ak)<dk|aj) = Zk:@k(dﬂaj)

(ailU " az) = (dila;) = (a;]d;)*,
que es equivalente a la expresion matricial
ut=ut= (),

donde U nota la transpuesta de la matriz U.!

Puesto que cada base discreta de un espacio de kets define una representaciéon
matricial, la transformaciéon cambio de base se ve reflejada en la transformacién
de las matrices que representan los kets y los operadores. Para definir las

1 El lector puede demostrar que el conjunto de operadores (o matrices) que representan

las transformaciones unitarias de cambio de base en E define un grupo. Esto es, el
producto estd bien definido (propiedad 2), es asociativo, existe el elemento neutro
(la transformacion idéntica representada por el operador identidad) y existe el inverso
(debido a que las transformaciones son unitarias).
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ecuaciones de transformacion®? se determinan primero las ecuaciones que

relacionan los elementos matriciales en la base imagen en términos de los
elementos matriciales en la base original.

Transformacion de vectores

Aplicando las relaciones de completez de las bases original e imagen, cualquier
ket |v) se puede descomponer segin

vy =1v) = {Z|a, az|}|y az|1/ la;) = Z(:L(1/)|aZ

0 v = 1) = { Sididdal} ) = Sildal)lds) = L ()ds)-

Aunque se trata de un mismo ket de E, sus proyecciones c;(v) = (a;|v) y
c;(v) = (d;|v) en la direccion de los kets de cada base son diferentes y, por
tanto, el ket queda representado por diferentes vectores columna:

(a1|v) c1(v) (dy|v) i (v)
lv)=v= : = : y v)y=v'= : = :

(anlr))  \ew ) (dnlr)) \eu()

Las ecuaciones que determinan los coeficientes c}(v) en términos de los
coeficientes ¢;(v) definen las ecuaciones de la transformacion

CQ(V)=(di|V)=(aiIUTIVFEk:(azIUTIak {axlv) = Z nen(v),

A(v) =Y Uijen(v), i=1,2,.. (1.4.8a)
k
las cuales corresponden a la ecuaciéon matricial
V' =U'o=U'p, (1.4.8b)

donde 7’ es la representacion de |v) en la base imagen y 7 su representacion en
la base original.

Nota:

La matriz de la transformacién se puede obtener directamente de
la aplicacién de la relacién de completez de la base original sobre
el ket expresado en la base imagen sin tener que recurrir a la
definicion explicita del operador U: i (o) = (dj|a) = (dj] 1la) =
¥ (djlai) (aile), o lo que es lo mismo, ¢j(a) = ¥; Uj;'ei(e). Sin
embargo, la definiciéon del operador permitird entender de manera
mas clara y directa las interpretaciones pasiva y activa de la
transformacion.

2 La transformacion que define el cambio de representacion de los elementos de un espacio

de kets es andloga a la transformacion de coordenadas para los elementos de un espacio
euclidiano.
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Transformacion de matrices

De manera similar, un operador X quedaré representado por matrices diferentes
bajo la transformacién cambio de base

=1x1-= Z al|X|a] |ai)(a;] —ZX1]|az (ajl,
i,J
= LT = (X1} = 3 Xl N,
i,J ¥
donde X/ nota los elementos matriciales en la base imagen y X;; en la base
original. Las ecuaciones de transformacion para las matrices estaran definidas

por las ecuaciones que relacionan los elementos matriciales de la base imagen
en términos de los elementos matriciales en la base original

X5 =(d;| X|d;) = Zk: Zl: (dilar) {ar|Xar) (ald;),

donde se ha empleando la relacién de completez de la base original. Teniendo en
cuenta la ecuacion (1.4.1) y su dual correspondiente, se obtienen las ecuaciones
de transformacién para los elementos matriciales

ZZ aZ|UT|ak)(ak\X|al)(al|U\a] ZZUszHUU’

que corresponden a la ecuacién matricial

X' -U'XU -U"'XU. (1.4.9)

Esta ecuacién define una transformacion de semejanza y describe cémo se
transforma la matriz que representa a X bajo la transformacién cambio de
base representada por la matriz unitaria U.

1.4.2 Interpretaciones pasiva y activa de la
transformacion

De acuerdo con el postulado de correspondencia dual

D.C.

|di> = U|ai) (di| = <%|UT7

los coeficientes c;(v) = (d;|v) se pueden expresar de manera equivalente por
cualquiera de las dos siguientes ecuaciones

W) = {(alUMv) o ci(v) =(a:l{U"Iv)},
donde la diferencia, permitida por el axioma asociativo, radica en sobre quién
actua la transformacion.

En el primer caso la transformacion se aplica a los elementos de la base
y |v) permanece inalterado, dando lugar a la interpretacion pasiva de la
transformacion, que es la que se ha considerado hasta el momento. En el
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segundo caso, la transformacion se aplica sobre |v) y los elementos de la
base permanecen inalterados, dando lugar a la interpretacion activa de la
transformacion.

Note que si |v) representa un estado del sistema, la interpretacion pasiva implica
que el estado en si mismo no cambia bajo la transformacion, mientras que en
la activa la transformacién se aplica directamente al estado y por eso recibe el
nombre de activa. Estas dos interpretaciones son equivalentes en ‘E siempre y
cuando sobre el ket de estado se aplique la inversa de la transformaciéon que se
aplica sobre los elementos de la base, como indica la anterior ecuacion.

Estas dos interpretaciones son andlogas a las correspondientes interpretaciones
de una transformacién ortogonal en la mecanica clasica, en la cual la
interpretacién pasiva supone que la transformacién se aplica sobre el sistema
de ejes coordenados, mientras que los vectores de estado, como la posicion,
permanecen inalterados. En la interpretacién activa, la transformacion se
aplica sobre los vectores de estado, sobre el sistema mismo, mientras los ejes
coordenados permanecen inalterados. Las dos interpretaciones también son
equivalentes siempre y cuando en la activa se considere la transformacién
inversa de la pasiva o viceversa.’

Si en la interpretacion activa |v') es el ket imagen de |v), la transformacion
queda definida por

W'y =U" ) =Ut). (1.4.10)

Como en esta interpretacion la base permanece inalterada, la representacion
matricial de (1.4.10) estara inducida por la base original. Asi, la proyeccion de
|v") en la direccion de |a;) sera ¢;(v') = {a;|v') = ¢;(v), razon por la cual (1.4.8b)
es también la representacion matricial de (1.4.10).

De manera similar, en la interpretacion pasiva los operadores no cambian, pero
quedan representados por matrices diferentes de acuerdo con (1.4.9). En la
interpretacion activa la base permanece inalterada y la transformacion se aplica
sobre el operador mismo. Partiendo de la interpretacion pasiva y aplicando el
axioma asociativo, se puede determinar como se trasforma el operador en la
interpretacion activa

X{; = (difX1d;) = {(@il 0T} X{Ulas)} = (a:{ UT X0 Ylay) = (@il X']ay),
de manera que el operador imagen estd dado por

X' =U'XU. (1.4.11)

Su representacion matricial coincide con la transformacion de semejanza (1.4.9)
debido a la equivalencia entre los elementos matriciales del operador en las dos
interpretaciones:

X[ = (di| X|d;) = (ai| X']aj).

3 Transformaciones canénicas, punto de vista activo y pasivo en Goldstein, 1987, p. 498.
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Se sobreentiende que la representacion matricial de (1.4.11) se debe realizar
con la base {|a;)}, la cual permanece inalterada en la interpretacion activa.

De otra parte, recordando que la traza de un operador se define como la suma
de los elementos diagonales de la matriz que lo representa,

tr X =Y (a;|X]a;) = Y Xii, (1.4.12)

se demuestra que la traza de un operador es independiente de la representacion.
Para ello, se aplica la relacion de completez de la base imagen en (1.4.12)

tr X = > (a;|X|a;) = > (agldp)(di X|dw ){diras),

reordenando los ndmeros complejos definidos por los productos interiores y
asociando adecuadamente para emplear la relaciéon de completez de la base
original, se obtiene

tr X = > (dirlas){aildi)(de X|dir) = > (dis|die)(di| X |dier)-
ik, k' kK’

Aplicando la ortonormalidad de la base imagen

tr X = Spon(dir| Xldie) = 3 (il Xld) = 2 (ar{UT X0 Hag) = or X7,
Kk’ & k

se concluye R X o
tr X =tr X' = tr{U'XU}. (1.4.13)

La demostracion de (1.4.13) es méas directa si se emplea la propiedad de la
traza, tr XY =trY X, y la unitariedad de la transformacion, pues dentro de la
traza el orden en los productos de los operadores se puede cambiar.

1.4.3 Problema de valores propios como un cambio de base

Sea W el operador hermitico cuyo problema de valores propios se desea resolver
empleando la representacion definida por una base ortonormal {|a;)}. En la
base {|w;)} de kets propios ortonormales de W, la matriz que representa el
operador debe ser una matriz diagonal cuyos elementos son sus valores propios
w;. Entonces, el problema de valores propios de W se puede traducir en el
problema de encontrar la matriz de la transformacion 7' : {|a;)} - {|w;)} que
diagonalice la matriz que representa a w.

De acuerdo con (1.4.5), el operador T queda definido por la suma de los
productos exteriores de los kets propios de W que se desean determinar y
los bra de la base original
T= Z|wk><ak|v
k

donde Wlw;) = wilw;).
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Con cualquiera de las dos interpretaciones para la transformacion, la matriz
imagen sera diagonal: W}, = (a;[W'|a;) = (wi|W|w;) = widi; y, de acuerdo con la
transformacion de semejanza (1.4.9), sera igual a

wl “en O
W' =
0 - wy
(wilar) - Awilan)\ (Wi - Win )\ [{ar|w1) - (a1lwn)
(wnlar) - Awnlan)) \Wn1 - Wan) \(an|wr) - (an|wn)

(1.4.14)

donde los elementos de la matriz original estan dados por W;; = (a;|W|a;).

Si se puede determinar la matriz T que representa esta transformacién, se
obtienen tanto los valores propios (en la diagonal de la matriz imagen) como
los vectores propios, definidos por las columnas de la matriz de transformacién

(ar|wi) - A{ar|lwn) ci(wi) - alwn)
T = - - .

(anlor) - anlon)) \ew(@) -+ en(on)

Los kets propios correspondientes seran

wi) = Y (arlwi)lar) =Y cx(wr)lar).
k k

Usualmente, la diagonalizacion de una matriz se realiza mediante una secuencia
de transformaciones (por ejemplo, multiplicar filas y columnas por un factor
constante o sumar y restar filas o columnas) hasta obtener una matriz imagen
en la cual todos los elementos no diagonales sean nulos. Con este método se
determinan los valores propios pero no los vectores propios, esto es, no se
determina la matriz de la transformacién resultante del producto de las matrices
que representan cada una de las transformaciones que se van realizando. Sin
embargo, es un método alternativo a la solucion de la ecuacion secular (1.3.4)
de mucha utilidad cuando la dimensién del espacio es igual o mayor que tres.

Una vez determinados los valores propios, la ecuacion (1.4.14) permite
determinar los elementos de la matriz de transformacion y, por tanto, los
correspondientes vectores o kets propios. Esto es equivalente a resolver los
sistemas de ecuaciones simultaneas (1.3.2) para cada valor propio wg. En
efecto, premultiplicando (1.4.14) por la matriz de transformacion se obtiene el
mismo sistema de ecuaciones simultaneas (1.3.2) expresado en forma matricial
(ejercicio 6).

Ejercicios
1. Demuestre que en la base imagen {|d;)} el operador U queda representado
por la misma matriz que lo representa en la base original (ecuacion (1.4.5)).
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2. Demuestre (1.4.13) empleando la relacion de completez de la base y la
definicion (1.4.12).

3. Encuentre la matriz del operador que representa la transformacion {|S,+),
IS,=)} = {|Sz+),|Sz—)} v la del operador inverso.

4. Encuentre el determinante de las matrices halladas en el anterior ejercicio.
.,Se podran caracterizar estas transformaciones por el valor de su determi-
nante? ;Por qué? (Analice qué sucede con el valor del determinante si se
cambia el orden de los elementos de la base).

5. Con los resultados del ejercicio 3 de la seccién 1.3.3, determine la matriz
que representa la transformacion de la base {|1) |2) |3)} a la base de kets
propios de X. Aplicando la transformacion de semejanza (1.4.9), demuestre
que dicha transformaciéon diagonaliza la matriz que representa a X.

6. Después de premultiplicar (1.4.14) por la matriz de transformacion T,
empleando la igualdad de las matrices resultantes (dos matrices son iguales si
todos sus elementos matriciales son iguales), demuestre que (1.4.14) conduce

a los sistemas de ecuaciones simultaneas para todos los valores propios de
W segun (1.3.2).

7. Muestre que el espectro de un observable queda inalterado bajo una
transformacion cambio de base.



Capitulo 2

Representaciones continuas

Introduccion

Una de la méas importantes contribuciones de Dirac al formalismo cuantico
no relativista es su propuesta de funcién delta, conocida como la funcién de
distribucién delta de Dirac, la cual pone de manifiesto la equivalencia entre la
teoria cudntica matricial de Heisenberg y la mecanica cuédntica ondulatoria de
Schrédinger. Dirac mostré que estas dos teorias son representaciones diferentes
de un mismo espacio de kets. Asi como una base discreta conduce a una
representacion matricial donde los kets quedan representados por vectores
columna y los observables por matrices cuadradas, una base continua, como la
definida por los kets propios del operador posicién, induce una representacién
ondulatoria (o continua) en la cual los kets quedan representados por funciones
de onda (funciones complejas) y los observables por operadores diferenciales.

Para hacer mas transparente la equivalencia entre las dos teorias, ademés
de definir la ortonormalidad de los elementos de una base continua a través
de su funcién delta, Dirac extiende el concepto de elemento matricial de las
representaciones discretas al caso de representaciones continuas. Siguiendo esta
orientacion, la seccion 2.1 se dedica al estudio formal de las representaciones
continuas que se aplicardn a las representaciones de coordenadas y de
momentum en las secciones 2.3 y 2.4. En la seccién 2.5 se presentan las
definiciones bésicas del producto tensorial de espacios.

Las representaciones de coordenadas y de momentum son generadas por los
conjuntos de kets propios de los operadores que describen los observables
fundamentales de posicién y de momentum, respectivamente. Por esta razén,
la representacion de los observables de un sistema se obtiene de manera méas
sencilla si estos se expresan como funciones de dichos operadores fundamentales.
Con este propdsito, en la seccion 2.2 se hace una breve presentacion de funciones
de operadores.

La mayoria de los conceptos y definiciones basicas estudiados para representa-
ciones discretas son igualmente vélidos en representaciones continuas. Los que
no sean validos, como la definicién de ortonormalidad de una base continua, se
presentan oportunamente en el desarrollo del capitulo.
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2.1 Representacién en una base continua
2.1.1 Funcion de distribucion delta de Dirac

Siguiendo a Dirac (1967), se supone que el observable é , de espectro continuo
e infinito, define un CCOC para un sistema de un grado de libertad. En el
espacio de kets del sistema, la ecuacién de valores propios del observable se
puede escribir

fley=¢1¢), € ¢eR, (2.1.1)

donde {¢'} es el conjunto infinito de valores propios no degenerados de é y
{|¢’)} su correspondiente conjunto de kets propios.

Puesto que f es un observable, de acuerdo con el segundo postulado, su conjunto
de kets propios ortogonales se constituye en una base del espacio de kets
del sistema y, en consecuencia, cualquier estado se puede expresar como una
combinacioén lineal continua de los elementos de la base

@)= [ agoEsae), (2.1

donde la integral se extiende sobre el dominio de valores propios del observable,
el cual coincide con los ntimeros reales.

Adoptando la notacion C(&;«)[€) =|¢; ) para cualquier ket propio de £, su
dual correspondiente es C*(&; a){¢| = (§;a y el cuadrado de la norma del ket
de estado se puede expresar!

(aloy= [~ de" [ g€ ale’sa). (2.1.3)

Como |a) es un ket de estado, el cuadrado de su norma debe ser no nula y
finita:

0 < {a|a) < oo. (2.1.4)

Se analiza ahora la integral sobre & en (2.1.3):

[ agerialea.
Dado que los kets propios correspondientes a valores propios distintos son
ortogonales, el producto interior del integrando se anula en todo el dominio
de integracion exceptuando en &' = £”, punto en el cual el integrando define
el cuadrado de la norma del ket propio correspondiente al valor propio £”.
Suponiendo que la norma de los kets propios es finita, el integrando seria finito
en el punto & = £" y la integral sobre £’ se anularia para todo valor de £”,

1 Para calcular correctamente el producto interior se deben usar diferentes variables de

integracion para el ket y para el bra.
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y en consecuencia la integral (2.1.3) seria nula. Este resultado contradice la
hipotesis inicial (2.1.4) de que la norma del ket |a) es no nula, de lo cual se
concluye que la norma de los kets propios debe ser infinita.

Sin embargo, para que la ecuacién (2.1.3) tenga sentido, el infinito de la norma
de los kets propios deberé ser tal que la integral sobre £’ sea finita y diferente
de cero. Dirac propuso este tipo especial de infinito a través de la definicion de
una funcién? que lleva su nombre: funcion de distribucion delta de Dirac.

Funcion de distribucion delta de Dirac

La funcién de distribucién delta de Dirac® se nota 6(x), = € R, y est4 definida
simultdneamente por las dos siguientes ecuaciones:

[” dzs(z) =1 (2.1.5)

0 para z#0
d(x) = (2.1.5%)

“oo” para x =0.
Enseguida se explica intuitivamente en qué consiste el tipo especial de infinito
definido por estas ecuaciones.

Se parte de la siguiente funcién de la variable real z:

1/e para x €[-¢/2,¢/2]
f=) = 0 para z ¢ [-£/2,2/2]

la cual satisface

[: flx)dx =1

para cualquier valor de ¢ incluido el limite € — 0.

En efecto, la integral es igual al area de un rectangulo de base ¢ y altura 1/e
para cualquier valor de ¢ diferente de cero, de manera que a medida que £ - 0
la altura tiende a infinito con la misma rapidez con que la base tiende a cero
dejando inalterada el area. Este es un ejemplo del tipo especial de infinito
definido por (2.1.5). Entonces,! se puede considerar que

ltm /() = 3(x).

La funcion especial que definié Dirac dio lugar a la teoria de distribuciones de Schwartz,
en la cual queda definida con todo rigor.

Dirac, 1967, capitulo III, seccion 15.

Para otros ejemplos de funciones que se aproximan a la funcion de distribucién delta de
Dirac, sus propiedades y su derivada ver Cohen-Tannoudji et al., 1997, vol. 11, apéndice
II, p. 1467; Davydov A. S. (1966). Quantum mechanics. Neo Press, apéndice A, p. 641;
Schiff L. I. (1968). Quantum mechanics. McGraw-Hill, capitulo 3, seccion 11, p. 55.
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Como su misma definicién indica, la funcién de distribuciéon delta adquiere su
real significado como factor de un integrando, en otras palabras, como una
funcién de distribucion.

La propiedad méas importante de la funcién de distribucion §(z) es®

1. [ @)@ = 1(0),

donde f(z) es cualquier funcién continua de x. Esta propiedad se puede
visualizar teniendo en cuenta que el integrando f(z)d(z) se anula para todo
valor de x exceptuando el punto x = 0, de manera que se puede aproximar
a f(0)d(x) y aplicar (2.1.5). Una demostraciéon formal que sigue este mismo
lineamiento se puede realizar considerando cualquier funcién del parametro ¢
cuyo limite cuando tiende a cero o infinito represente la funcion 6(x).

Otras propiedades que tienen sentido como factores de un integrando y que se
deducen de la definicién y la primera propiedad son

2. f(x)é(z) = f(0)d(x),

3. d(x) =0(-x),

A, 5(az) = 26(3@) >0,

5. 28(x) = 0,

6. §(z?-a?) = (1/2a){6(x-a)+6(z+a)}, a > 0.

Realizando la translacion 2 = x + 2’ en (2.1.5), para 2’ fijo, se obtiene

0 para 2"+’

” !

oo” para z” =z

(2" -a") = {77

f dz"6(z" - 2") =1,

con lo cual las propiedades 1 y 2 se pueden expresar
7. f " f (&) (" ~2") = f(),

= 8. f@Mo(a"-2") = f(z")6 (2" -2").

Esta propiedad enmarca a la funcion delta de Dirac en la teorfa de distribuciones a través
del funcional §[f] = f(0). En este contexto, las representaciones de d(z) como limites
de funciones son representaciones como limite de un kernel de un operador integral.
Messiah A. (1975). Mecdnica Cudntica. Tecnos, vol. I, apéndice A.
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Una representacion integral de la funcion de distribucion delta de Dirac es

1 e
8(2) = 5- [m dy €®. (2.1.6)

La derivada de §(x) queda definida por la relaciéon

Lw dxd' (2) f () = —/: dzd(x) f'(x) = —f'(0),

la cual se puede demostrar aplicando integracién por partes, la definicién de
0(z) y la propiedad 2.

De la anterior igualdad, se obtienen las siguientes relaciones:

§'(-x) = =0 (x),
26’ (x) = -6(z).

Mediante un proceso de iteracion se puede demostrar

[ ass™ @) 1) = (<11 (0).

Relaciones de ortonormalidad y completez

En términos de la funcion de distribucién delta de Dirac, tanto la ortogonali-
zacion como la infinitud de los kets de una base continua se pueden resumir en
la siguiente expresion

(€"¢"y = (" - ¢, (2.1.7)

Esto es, si los kets corresponden a valores propios distintos, el producto interior
del dual del uno con el ket del otro es nulo y, por lo tanto, son ortogonales. Si
corresponden al mismo valor propio, su producto interior es igual al cuadrado
de su morma, la cual es infinita.

La ecuacion (2.1.7) define la relacion de ortonormalidad para los elementos
de una base continua e infinita en analogia con la correspondiente relacién de
una base discreta. En otras palabras, se considerara que los kets propios de un
observable de espectro continuo son ortonormales si satisfacen (2.1.7).

Para obtener la relaciéon de completez de una base continua, se realiza un
procedimiento similar al empleado para obtener la ecuacion (1.2.9) para una
base discreta. Para ello, se premultiplica (2.1.2) por un elemento de la base
dual

(€)= [T agceha)ee) = [ ago(eia)e-¢) =Cga),
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donde se aplicé la relacion de ortonormalidad (2.1.7) y la propiedad 7. En
analogia con el caso discreto, los coeficientes de la combinacién lineal de los
elementos de la base continua se pueden interpretar como las proyecciones del
ket de estado sobre cada uno de los elementos de la base

(& a) = (gla).

Reemplazando en (2.1.2), se obtiene

) = [T age(sa)g) = [T agielale) = { [ dgie e o).

Como |«) es arbitrario, se concluye que el término entre paréntesis es justamente
el operador unidad, lo cual define la relacion de completez de la base continua

i= [ Cagiene (2.1.8)

Resumiendo:

Para poder expresar o caracterizar los estados de un sistema a través de una
combinacién lineal, o superposicién, de los kets propios de un observable de
espectro continuo, se requiere que sus kets propios posean morma infinita,
infinito definido a través de la funcion de distribucion delta de Dirac.

2.1.2 Espacio de funciones de onda

Cuando un ket |a) se expresa como una combinacion lineal de los elementos
de una base continua e infinita segin la ecuaciéon (2.1.2), dicho ket se puede
representar mediante el conjunto continuo e infinito de coeficientes {C(&; ) :
—o00 < £ < 00} que definen las proyecciones de |a) en la direccion de cada uno de
los elementos de la base. Este conjunto de nimeros complejos define una funcién
compleja ¥, (§) cuyo dominio es el conjunto continuo de valores propios del
observable. Esto es,

T.(¢): R— C
¢ —> (Ela).

En otras palabras, el ket |a) queda representado por la funcion compleja ¥, (€),
la) = ¥a(§) ={C(&a) = ({la), 00 <§ < oo}, (2.1.9)

denominada la funcién de onda inducida por la representacion continua {|¢)}.
El conjunto de las funciones de onda que representan los elementos del espacio
de kets E de un sistema define un espacio de funciones complejas F(R), el cual
es el espacio de funciones de onda del sistema inducido por la representaciéon
continua {|¢)}.
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Asi como el ntimero complejo ¢;(a) = {(a;|a) define el elemento matricial del ket
|}, el coeficiente C'(&';a) = U, (¢') para un valor dado £ define el elemento
matricial de |a) en la representacion continua {|€)}.

Nota

Todo ket se puede representar mediante el conjunto de los niimeros
complejos definidos por la proyeccion del ket sobre cada uno de los
elementos de una base, a través de la aplicacion lineal definida por
el producto interior de los bras de la base dual con el ket que se
desea representar. Cuando el conjunto es discreto y enumerable,
el ente matemético mas apropiado para representar el conjunto de
coeficientes es un vector columna. Cuando el conjunto es continuo lo
més adecuado es representarlo mediante una funcién compleja cuyo
dominio esta definido por el espectro del observable asociado a la
base, y el rango por el conjunto continuo e infinito de proyecciones
del ket en la direccién de cada uno de los kets de la base. En el caso
continuo, las proyecciones son iguales a los valores de la funcién de
onda para cada uno de los valores propios del observable que induce
la representacién. Esto es,

Uo(&)le=er = C(50) = (€'a), YE € R.

Debido a que estas representaciones son inducidas por el producto
interior, los nuevos espacios vectoriales poseen las mismas propie-
dades del espacio de kets que estan representando. Es un ejercicio
interesante demostrar que la representacion del producto interior
definido en ‘£ induce la definiciéon de un producto interior equivalen-
te en el espacio de funciones de onda y con las mismas propiedades
del primero.

Producto interior

De acuerdo con (2.1.2) y (2.1.9), la expresion del ket |a) en términos de la
funcion de onda ¥, (£) que lo representa es

@)= [ agwa(€)e).

En consecuencia, el dual correspondiente es

(al= [ dgwi el

Esto es, si ¥, (&) representa el ket |a), la funcion compleja conjugada ¥ (&)
representa el dual correspondiente. El conjunto de todas las funciones ¥* (&)
define el espacio dual de funciones de onda F*(R).

Como en el caso discreto, la representacion del producto interior se puede
obtener empleando la relacion de completez (2.1.8):
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(alB) = {alilB) = [~ defalenela),

(alg) = [ dews,(©)w5(©). (2.1.10)

La integral (2.1.10) define el producto interior entre un elemento del espacio
dual F*(R) y un elemento de F(R).

En particular, el postulado de correspondencia dual y las relaciones duales
definidas para los elementos de un espacio de kets seran validos para sus
representaciones

D.C

a¥a(§) +c2Vp(8) — 1 Vo (§) + 3 W3(8).
Cuando el producto (2.1.10) se interpreta como el producto de dos elementos
ordenados de F(R), se denomina producto escalar y se escribe (\I/a, \I!ﬂ).6

Este tltimo es un producto antilineal respecto al primer argumento, (¢;¥,, +
2V, Ug) = (o, ¥s) + ¢5(Pqu,, V), v lineal respecto al segundo,
(U, 1Up, +c2¥g,) = 1 (P, Pp, ) +c2(¥y, Ug,), y coincide con la definicion
usual del producto escalar de elementos de un espacio de Hilbert cuando se
exige que la integral (2.1.10) sea finita (ejercicio 3).

Aplicando (2.1.10), el cuadrado de la norma de |«) queda representado por

(ala) = [ dgwi(©¥a(©) = [ dewa(o)P
Como la norma de todo ket que caracteriza un estado debe ser finita, la funcién
de onda que representa un estado fisico debe ser cuadrdticamente integrable.
Esto es, para toda funcién de onda que represente un estado fisico, la integral
del lado derecho de la anterior ecuacién debe ser finita. En este sentido las
funciones rapidamente decrecientes que definen un espacio de Schwartz son
apropiadas para representar estados cuanticos.

Nota

Como se ha anotado, las representaciones del espacio de kets, indu-
cidas por bases discretas o continuas, definen espacios equivalentes
de vectores columna, V, y de funciones de onda, F(R). Cualquie-
ra de estos espacios restringidos a aquellos elementos que poseen
norma finita definen espacios de Hilbert equivalentes, en los cuales
cualquier posible estado de un sistema quedard descrito por un ele-
mento de dicho espacio. Observe que los vectores propios (ya sean
kets o funciones de onda) de un observable de espectro continuo no
pueden pertenecer a estos espacios de Hilbert, ya que su norma no
es finita.

6 Para mas detalles consultar, por ejemplo, el texto de Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol.

1, capitulo 11, seccion A, p. 94.
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Representacion de un operador

Para encontrar la representacién de un operador en una base continua se
procede de idéntica forma que en el caso discreto:

B-1B1= [ "ag [~ ae N 1BE e

B [Tag [T ag B e (.111)

con

B(¢,¢") = (¢BIg"). (2.1.12)

El operador queda representado mediante una combinacién lineal continua
de los operadores definidos por todos los posibles productos exteriores de los
elementos de la base de E con los correspondientes elementos de la base dual
(comparar (2.1.11) con (1.2.22)). En analogia con el caso discreto, el coeficiente
B(£',€") para valores dados de &', £” se denomina el elemento matricial del
operador en la representacion {|£')}.

El ket |v) = Bla) quedara representado por la funcién de onda

(€)= (6} = (§Bla) = (€1B1la) = [~ d(€BIEYE o), VEER

- (€)= [ BT (E).
(2.1.13)

Esta ecuacion define una representacion integral de la funcién de onda asociada
al ket |v), cuyo ntcleo (o kernel) esta definido por los elementos matriciales
(2.1.12) para todos los posibles valores &' y £”. La ecuacion (2.1.13) se puede
interpretar como la representacién integral del operador B inducida por la base
continua {|¢')}.

De acuerdo con (2.1.11) y (2.1.12), el valor esperado de un operador queda
definido por la integral

(alXla) = [~ ag' [~ aemui (€)X (€€ Wa(e"). (2.1.13)

Si el operador es un observable del sistema y el ket es un posible estado,
esta integral debe converger al valor promedio predicho experimentalmente.
En efecto, se observa que la integral sobre £ es la representacion integral del
ket X|a), de manera que la integral sobre & est4 representando el producto
interior del bra (a| con el ket X |ar). Esto es equivalente a restringir el operador
al espacio de Hilbert del sistema, con lo cual X |a) también posee norma finita
y su producto interior con cualquier otro estado seré finito.
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Representacion de un operador en su base de kets propios

Teniendo en cuenta la ecuacion de valores propios (2.1.1) y la relacion de
ortonormalidad (2.1.7), el elemento matricial de f en su base de kets propios
{|¢')}, o el nicleo de su representacion matricial, queda definido por una funcion
de distribucién delta de Dirac segin

(€'IE1E") = (€, €") = €(€1E") = €'8(& - €") = €"5(¢" =€), (2.1.14)

ecuacion que expresa la diagonalizacién de un observable de espectro continuo
en completa analogia con la diagonalizacién de un observable de espectro
discreto. En efecto, en (2.1.14) todos los elementos matriciales fuera de la
diagonal son nulos debido a que §(&"—¢") es nula para £ # £”. En este sentido,
la funcién delta de Dirac juega el mismo papel que el delta de Kréneker del caso
discreto. Sin embargo, se debe tener en cuenta que (2.1.14) define el elemento
matricial genérico y no la representaciéon misma del operador.

El valor esperado de £ se obtiene al reemplazar (2.1.14) en (2.1.13)’:

(aléla) = [ dgwi(€) [ de"e"s(€ - € wa(e)
(aléa) = [~ dg' Wi Wa(€)E,
la cual se puede expresar de manera analoga a la ecuacion (1.2.28b) del caso
discreto si definimos P(£") = Ui ()T, (E) = [0, (&) como la funcién de

distribucién de valores propios del observable £ cuando el sistema se encuentra
en el estado |a). Esto es,

(aléle) = [ aeP(e)e

El mdédulo al cuadrado de la funcion de onda define la funcion de distribucion
de valores propios del observable y su valor en £ = £’ define el peso de cada ket
propio |¢') en la superposicién que define el estado |a).

La traza de un operador representado en una base continua se define como la
suma continua de sus elementos diagonales

B = [ ag¢1BIe) - [ de'BE.¢),
y al igual que en el caso discreto, se satisface
TrAB = TrBA.

Esta tltima propiedad es independiente de la representacion que se emplee, sea
discreta o continua.
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En la siguiente tabla se hace un cuadro comparativo de las representaciones
discretas y continuas de los elementos del espacio de kets, de los operadores
lineales, del producto interior y del valor esperado de un observable. Estas
representaciones son inducidas por una base discreta ortonormal {|a;)} y una
base continua ortonormal {|€)} del espacio de kets.

y 1% F
vector columna & cuyo elemento | funcion de onda ¥, (€) cuyo elemento
o) matricial es matricial es
ci(a) = {aila) Vo (§)lg=gr = (€'|ar)
. elemento matricial: elemento matricial:
X Xij = (a1|X]aj) X(&5€") = (¢'1Xx1¢")
(218) Zici(a)ci(B) Joo dEVE (&) Ws(E)
{a|Bla) Xijci(a)Bijcs(a) Joo e 55, de" W (E) B(E5€) Wa(E")
Tr B i Bii J%, dg'B(€':€7)

Transformacion cambio de base

Para presentar la transformacion cambio de base o cambio de representaciones
continuas, se considera otra base ortonormal completa {|a’)} asociada a otro
observable de espectro continuo.

Sea T|¢') = |a') la definicion del operador unitario que representa la
transformacion cambio de base {|¢'})} — {|a’)}. Empleando la interpretacion
activa, cualquier ket de estado se transformara de acuerdo con |o') = T a) y
su representacion estard definida por la siguiente transformacion integral:

ar(§) = (€la') = (61T ) = [ de/(€T1E)(€ )

Vo () = [ agT(EE)Va(), (2:1.15)

donde T71(¢, &) = (€|T7Y¢') = (al¢’), denominado el nicleo (o kernel) de la
transformacion, es el elemento matricial genérico de la transformacion inversa.
La ecuacion de transformacion (2.1.15) es la analoga a la ecuacion (1.4.8a) del
caso discreto. Se puede demostrar que la funciéon de onda imagen es justamente
la funcién de onda que describe el mismo estado en la representacién imagen:

Vo (€) = (€)= (€T a) = (ala) = Uo(a), (2.1.16)

que es equivalente a expresar la interpretacién pasiva de la transformacion.
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Para determinar las ecuaciones de transformacion para los operadores, se
expresa el elemento matricial imagen en términos de los elementos matriciales
originales. Empleando la interpretacién pasiva, se obtiene

X(d,a") = (@|X[a") = [ dg’ [ de" (g )0E 1KIENE "),
X"y = [de" [T ENX(EOTE ). (1T

Esta ecuacion es la andloga a la transformacion de semejanza (1.4.9) del caso
discreto.

Finalmente, en analogia con el caso discreto en que las columnas de la matriz de
transformacién definen los vectores que representan los kets de la base imagen
en la representacion de la base original, el elemento matricial T'(¢,£") para &
variable define la funcién de onda del elemento de la base imagen |a’) en la
representacion de la base original {|¢')}. En efecto, T(&, &) = (€[T)€) = (€]a’) =
Pa’ (f)

2.1.3 Espacio de kets asociado a un sistema cudntico

Hasta el momento se han considerado sistemas cuanticos no relativistas para los
cuales los observables poseen espectro discreto o continuo. El caso més general
que se puede presentar es aquel en el cual el observable posee un espectro con
una parte discreta y una parte continua. Un ejemplo puede ser el observable
energia para un electron de un dtomo de hidrégeno en el campo de fuerzas
generado por el nicleo. La soluciéon general del problema de valores propios
para el electrén muestra que su espectro contiene una parte discreta y otra
continua. El espectro para energias negativas es discreto (cuando el electron esta
ligado al nucleo constituyendo el d&tomo), mientras que para energias positivas
es continuo (cuando el electréon no se encuentra ligado al niicleo y el sistema
esté definido por el electrén y un i6n).

El conjunto de kets propios de un observable de espectro discreto y continuo
esta definido por la unién de los conjuntos {|¢;)} v {|¢)}, asociados a la parte
discreta y continua de su espectro. Si se elige este conjunto como base del
espacio de kets ‘E del sistema, la relacion de completez, definida por la suma
de los proyectores en la direccién de los elementos de la base, toma la forma

B=Ylenal + [ dglenel (2.1.18)

donde la integral se extiende sobre el dominio de los valores propios continuos.
La ortonormalidad de los elementos de la base queda expresada por las
ecuaciones

(&il&5) =i, (£11E7) =0(¢" - ¢€")
y (&[¢') =0, paratodo &)y [¢)€E, (2.1.19)
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donde se ha supuesto que si el espectro de é es degenerado, los kets
propios asociados a cada valor propio degenerado han sido ortonormalizados
previamente.

En otras palabras, el espacio de kets del sistema se puede separar de manera
natural en dos subespacios mutuamente ortogonales:

{l&)}, & € R, defineelsubespacio  Ey,
{l€)}, € € R, defineelsubespacio .,

donde E. es el complemento ortogonal de E; con respecto a ‘E y viceversa.

Entonces, E se puede expresar como la suma directa de estos dos subespacios:
E=FoE.

La relacion de completez de cada subespacio se puede expresar
lg=Py=YJaGN&| enEy
i

lo=Po= [ dgE)g| entE.,

donde se ha escrito explicitamente que el operador unidad 14 (1.) define el
operador proyeccion P, (P.) sobre el subespacio ortogonal ‘E; (‘E.).

Con la anterior notacion, la relacion de completez (2.1.18a) se puede expresar

i=Py+P, (2.1.18b)

y cualquier ket arbitrario de E se puede descomponer en la suma de dos kets
que pertenecen a ‘E. y a Ey:

@) = 1la) = T (gila)lei) + [ defélale) (2.1.20)

O l

Pd|01> € Z:d pc|04> € ZC.

Cuando el observable é constituye en si mismo un CCOC, su espectro es no
degenerado y cualquier otro observable compatible A sera diagonal en esta base
(ejercicio 6), condicién que se puede expresar en forma general por

(GlAlg) = cioiy v (A7) = '5(¢ - ¢"). (2.1.21)

Estas ecuaciones definen los elementos matriciales del observable restringido a
cada subespacio de ‘E caracterizado por la parte discreta o continua del espectro

de &.



118 CAPITULO 2. REPRESENTACIONES CONTINUAS

Si la base elegida es el conjunto de kets propios simultédneos de un CCOC de tres
observables de espectro discreto, A, B,C , ¥ un observable de espectro continuo,
F , las relaciones de completez y ortonormalidad de los elementos de la base de
kets propios simultaneos son

=3 /df|aivijckvf>(%bj,ck,f|,

4,3,k

(ai by, cr, flai,bjrcwr, f1) = 83015000 (f = f1).

La descomposicién de un ket arbitrario del espacio de kets en esta base sera

@) =1la) = ¥ [ dftas.bs,cn, fladlas, by, e f). (2.1.22)
i3,k

El ket queda representado por el conjunto de nimeros complejos {(a;, b;, i, f|c)
= C, ;k(f; )}, cada elemento del conjunto define un elemento matricial del vec-
tor que representa al ket en esta base. Si se enumera el conjunto de kets propios
simultdneos para los observables de espectro discreto mediante un solo indice
m, Cp,(f; ), se observa que el ket queda representado por un vector columna
cuyos elementos matriciales son funciones de f:

Ci(f; ) 1(f)
ja) = | Ca(f30) | = | w2(f)]- (2.1.23)

La representacién de cualquier otro observable del sistema que no pertenece al
CCOC, pero es compatible con los operadores del conjunto seré diagonal y se
podré expresar

<a/i7 b]a Ck, f,|D|a/i'a bj'a Ci, f”> = d,6i7i’6j,j’6k,k’6(f, - f”)'

El observable D, si no es constante, en general, serd una funcién de los
observables del CCOC, pues de lo contrario el primer conjunto no seria
completo.

Lecturas Recomendadas

1. Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, capitulo 1, seccion 1.3, pp. 17-28.

2. Dirac P.A.M. (1967). Principios de mecdinica cudntica. Ariel, capitulo II,
secciones 7 a 10.

Ejercicios
1. Comprobar las propiedades 3, 4, 5, 7 y 8 de la funcién de distribucién delta
de Dirac.
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2. Con las relaciones |8) = [, d§"Us(§")|€") v (al = [, d€' W (E')(€'], para
un ket y un bra arbitrarios demuestre que el producto interior {(«|3) esta
dado por (2.1.10).

3. Muestre que el producto escalar (¥,, ¥g) = [* déW? (£)Ws(E) es antilineal
con respecto al primer argumento y lineal con respecto al segundo.

4. Por qué puede afirmar que el subespacio ‘&, es el complemento ortogonal de
Ei?

5. Empleando representaciones continuas, demuestre que la traza de un
producto de operadores satisface T,.(AB) = Tr(BA).

6. Mediante un argumento que emplee conceptos ya definidos justifique
(2.1.21).

7. Considere un sistema de dos grados de libertad y el CCOC {A, '}, donde
el primer observable posee espectro discreto y finito, mientras el segundo
posee espectro continuo. Encuentre la representaciéon de un ket arbitrario en
la base de kets propios simultidneos del CCOC. Exprese la representacion
de los operadores {/1,]3'} en su base de kets propios. ;Como quedaria

representado otro operador arbitrario no compatible con los operadores
{A, F}? Justifique.

8. Para pasar de una representacién continua a otra representacién continua
mediante la transformacién cambio de base, basta aplicar la relacién de
completez de las bases a las funciones de onda en cada representacion.
Empleando la relacién de completez de las bases, demuestre que las
funciones de onda que representan un mismo estado estédn relacionadas
por las siguientes ecuaciones: U(a) = (a|¥) = [d&'(alg’)U(E) y () =
(€l¥) = [ da{&a)¥(a). ;Cuales son los nicleos de las transformaciones?
. Qué representan? ;Cuél de las ecuaciones coincide con (2.1.15)7

Empleando un procedimiento similar, encuentre las ecuaciones que relacio-
nan los elementos matriciales genéricos de los vectores que representan un
mismo estado cuando este se representa en dos bases discretas diferentes.

2.2 Funciones de operadores

Asi como los observables clasicos se pueden expresar como una funcion de las
variables de estado fundamentales de posiciéon y momentum, los observables de
un sistema cuéntico se pueden definir mediante operadores hermiticos lineales
que son funciones de los operadores que representan los observables de posicion
y momentum de las particulas que constituyen el sistema. Sin embargo, en la
mecanica cuantica no todos los observables son compatibles y, en consecuencia,
la expresién de la funcién que define un observable cuéntico no siempre coincide
con la correspondiente expresion clésica.

Los observables son un ejemplo de funciones de operadores, pero no son los
unicos. Por ejemplo, los operadores que representan las transformaciones de
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translacion y rotacion en el espacio euclidiano R® o el operador evolucion que
define la dindmica de un sistema cuéntico son funciones de los observables que
generan dichas transformaciones.

Se inicia esta secciéon mostrando que cuando un operador estd bien definido,
la suma de productos del operador consigo mismo permite definir nuevos
operadores que se pueden expresar como polinomios o series de potencias
del operador original. También se consideran operadores que son funciones de
parametros complejos o reales y se presentan algunas propiedades utiles de los
conmutadores de funciones de operadores.

2.2.1 Funciones de Operadores

Sea A un operador lineal, con espectro continuo o discreto, definido sobre
el espacio de estados E de un sistema. El operador A" definido sobre ‘E
corresponde a n aplicaciones sucesivas del operador, A" = AA... A.

Si |a’) es ket propio de A correspondiente al valor propio a’, entonces es también
ket propio de A™ correspondiente al valor propio (a’)™:

Ald)=d'ld),  A%d’) = A(A]a')) = A(d'|d’)) = d'AJa’) = (a')?|d"),
= A"d) = (d')"]a').

La imagen de |a’) bajo la aplicacion de A™ es el ket (a’)"|a’). Como el conjunto
{|a’)} se supone completo, para cualquier valor de n el operador A™ queda bien
definido. Para demostrarlo, basta expresar un ket arbitrario como superposicion
de los elementos de la base {|a’)} y mostrar que bajo la aplicacion de A™, el
ket imagen esta definido.

Teniendo en cuenta la tdltima ecuacion, el operador definido por una serie de
potencias de A aplicado al estado propio |a’} es igual a

;M’“Ia kaa'k|a {kaa }

donde los coeficientes fi son, en general, nimeros complejos, incluso en el caso
en que los valores propios de A sean reales.

Ya que los coeficientes de la serie de operadores son iguales a los de la serie
de valores propios, si la serie del lado derecho converge a F'(a’) sobre un
dominio del plano complejo que contiene los valores propios de A, se dice que
la correspondiente serie de potencias de A converge al operador F (A)

i i fra® =F(d') = i feA¥la’) = F(A), (2.2.1)
k=0 k=0

de manera que si |a’) es ket propio de A correspondiente al valor propio a’,
también es ket propio de F' (A) correspondlente al valor propio F(a'), donde
el operador F(A) se obtiene de reemplazar o’ por A en la funcién F(a’). Si
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el espectro de A es discreto, no es necesario exigir la convergencia de (2.2.1)
sobre el campo de los complejos sino en dominios alrededor de cada valor propio.
Hecha esta aclaracion, se puede dar una definicién més general: un operador
F(A) se puede definir como el operador lineal que satisface

F(A)la'y = F(d)|a) (2.2.2)

para todo |a’) ket propio de A. En general, F(a’) es una funciéon compleja de
a’. Si el conjunto ortonormal de kets propios de A es completo, es suficiente
que F'(a") esté definida sobre un dominio que contenga los valores propios para
que el operador F=F (/1) esté bien definido. Si el dominio contiene valores que
no corresponden a valores propios, esto no afecta la definicion de la funcién del
operador.

Si en las vecindades de cada uno de los valores propios de A la funcion F(a)
es analitica, dicha funcién admite una expansion en serie de potencias de a en
dicho dominio y, en consecuencia, F' (A) admite la misma expansioén en serie de
potencias de A. En el caso de una expansion en serie de Taylor, los coeficientes
estan definidos por

_ 1 0"F(a)
fk E Oak (/L=a’7
y F(a) = X2 fula-a’)".

Cuando la funcién es analitica en todo el plano complejo, la expansion en serie
de potencias sera la misma para todo valor a’. Por simplicidad, en tal caso, se
suele emplear la expansion en serie alrededor del valor a’ = 0. Como el operador
F(A) admite la misma expansion, se satisface

13’“ F(a )‘
ok la=o’

:ka/lk, donde fj =
k=0

Mientras no se diga lo contrario, se supone que toda funcién F'(A) en (2.2.1)
es analitica en todo el plano complejo, o lo que es lo mismo, es una funcién
entera. En tales casos se suele hablar de funciones bien comportadas.

Por ejemplo, la funcion e 1 admite la expansion

1 -
—A (2.2.3)
o nl 1 2!

y define el operador F= exp(fl) cuyos valores propios son iguales a los valores
de la funcion F(a’) = exp(a’) en cada valor propio de A.

El adjunto del operador F(/l) queda definido por el correspondiente dual de la
ecuacion (2.2.2):

(@ (F(A)) = (@|(F(a))". (2.2.4)

Cuando A es hermitico se satisface: (F'(a’))" = F*(a’) y (F(A))T = FT( i)
(ejercicio 8). Si ademas F' = F(A) es hermitico, se cumple: (F(A))' = F(A), y
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en este caso la funcién F(a’) debe ser una funcion real definida sobre el campo
de los reales.

De manera similar, se puede definir una funcién de un conjunto de operadores
que conmutan entre si, o de un conjunto de observables compatibles, segtiin

F(A,B,..)|dV,..)=F(d,V,.)d,v,..), (2.2.5)

para todo ket propio simultdneo del conjunto de operadores. La funcién puede
ser completamente general siempre y cuando F(a’,b’,...) esté definida para
todos los posibles conjuntos de valores propios de los operadores.

De la ecuacién (2.2.5) se concluye que los kets propios simultianeos de un
conjunto de observables compatibles seran también kets propios de cualquier
otro operador funcién de los observables del conjunto. Por tanto, en la busqueda
de un CCOC de un sistema, después de la eleccion del primer observable,
el segundo no debe ser funcion exclusiva de primero si se quiere determinar
un CCOC minimo. Una vez determinado el minimo nimero de elementos del
CCOC, cualquier otro observable compatible con ellos serd necesariamente una
funcién de ellos o de alguno de ellos y quedara diagonalizado en la base de kets
propios simultaneos del CCOC, de lo contrario, la base no seria tinica lo que
implicaria que el conjunto no era completo.

2.2.2 Representaciones
Si el espectro del observable A es discreto y su conjunto de kets propios es una
base completa, la matriz que representa a un operador F(A) en esta base es

una matriz diagonal, ya que los kets propios de A son kets propios de F=F (A)
Calculando sus elementos matriciales con base en (2.2.2):

(@il F(A)laz) = (@il F(a;)la) = F(a;)di;, (2.2.6)

se comprueba que la matriz que representa a Fes diagonal:

F(al) 0 0
Forp-| O Flo) 0 (2.2.7)

0 0  F(as)

Cuando el operador F' no queda diagonalizado en una base dada, la matriz F
que lo representa se puede obtener de la matriz A que representa a A en dicha
base. Esto es,

F=F(A)=Y f,A".

Para demostrarlo, se expresa F en una serie de potencias de fl, y se calculan
sus elementos matriciales. La matriz F(A) es la resultante de la suma de las
matrices 1 + f1 A + foA% + - (ejercicio 1). Es claro de esta ecuacién que si se
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puede determinar la transformacion a la base que diagonaliza A, esta misma
transformacion diagonalizara a F'.

Cuando el espectro del operador A es continuo, F(fl) también queda
diagonalizada en la representacién inducida por la base de kets propios de
A, como lo indica su elemento matricial

(@/|P(A)]a") = {a'|F(a')la") = F(a')5(a’ - a"), (2.2.8)

en este caso, el operador F(fl) queda representado por la funcion F(a):
F(A) = F(a). (2.2.9)

2.2.3 Diferenciacion

Sea Afl un operador funcién de un parametro real o complejo ¢, la diferenciacién
de A respecto a t se define

dA(t) - lim A(t+ At) - A(t).
dt At—0 At

Su representacion matricial serd la usual. Esto es, el elemento matricial genérico
de dA(t)/dt esta dado por
bj> |

("),

Para dos operadores F(t) y G(t), se satisfacen las reglas usuales de
diferenciacion de funciones

dA(t)
dt

dF dG
dt dt’

Q“Q‘

( +Q) = (2.2.10)

ey - (e 1(50) + e - ()F - o(5)

Como se anota con la desigualdad anterior, se debe tener cuidado con la no
conmutatividad de los operadores.

Ejemplo:

Calcular la derivada de F(t) = ¢At, donde A es independiente de ¢.

At — i ntn—l

9

L
d

redefiniendo el indice de la suma: n =n’ + 1, se obtiene
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4 = A e A
Ledt_ 3 =AY = Aet. (2.2.11)
dt n’=0 n n’=0 n-.

2.2.4 Conmutadores de funciones de operadores

Si Ay B conmutan, se satisface

[A,F(B)]:O y [B,F(A)]:O. (2.2.12)

La demostracién es inmediata teniendo en cuenta las propiedades de los
conmutadores

[A,F(B)] =[4, %, f.B"] = an[/i, B”] =0, (2.2.13)

de manera similar se demuestra [B, F(fl)] =0.

Teniendo en cuenta (2.2.9), se puede mostrar que si dos operadores A y B
conmutan, las funciones de estos operadores también conmutan

[G(A),F(é)] - [F(é),G(A)] =0.

En particular,

edeB = eBeA = A5, (2.2.14)

Considere ahora dos operadores hermiticos que no conmutan, por ejemplo los
operadores ¢ y p correspondientes a los observables de posicién y momentum
(o cantidad de movimiento lineal) de una particula con un grado de libertad.

Como se vera en el siguiente seccion, su conmutador es

[G,p] =ihl. (2.2.15)
Para demostrar la igualdad

(G, f()] = ihf' (D), (2.2.16)

donde f(a) es una funcion analitica de la variable a y f'(a) nota su derivada
en el punto a,! se emplea la expansion en serie de potencias para la funcién:

@50 =[2. 3 "] = 3 pla)

f'(p) nota la funcion del operador p, a la cual converge la serie de potencias
Yo fanp™ !, de igual manera que f’(a) = df(a)/da es la funcién de la variable a
a la cual converge la serie de potencias Y77 fan a™ 1. Por esta razén, algunos autores
notan f'(p) = df (p)/dp.
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El conmutador se puede calcular por inducciéon

[6.9°] = [4,p]p + P[4, p] = 24 hp,
]

[4,°] = [4,5°p] = [a,9°]p + $*[4,P] = 2 happ + p*ih = 3ihp?,
siguiendo el mismo procedimiento, el enésimo término es

[d.5"] = ihnp?,
por tanto,

[@. f(B)] = ih Z fanp™™.

Como la serie 322, f,nx"! converge a f'(x) = df (x)/dx, la serie de operadores

del lado derecho de la anterior ecuacion converge a f/(p), demostrando (2.2.16).

De manera similar, se puede demostrar
(5, F(@)] = —ihf' (). (2.2.17)

Si dos operadores no conmutan, la ecuacion (2.2.14) deja de ser valida:

eel 2 eBet y efel 2 AP, (2.2.18)

Esto se puede ver calculando la expansién en serie de potencias a cada lado
de las desigualdades. Ya que los operadores A y B no conmutan, en el lado
izquierdo de la primera desigualdad siempre resultaran productos de operadores
con A ala izquierda de B mientras que al lado derecho, A est4 ala derecha de
B en todos los productos. Por ejemplo, considerando la segunda desigualdad,
el término de segundo grado de la expansion en serie de potencias del lado
derecho es: (1/2)(A+B)? = (1/2)(A+B)(A+B) = (1/2)(A? + AB+ BA+ B?),
mientras que el término de segundo grado resultante del producto de las series
de potencias al lado izquierdo es: (1/2)(A2 + 2AB + B?), que claramente es
diferente del anterior, demostrando que las dos series no son iguales.

Sin embargo, si los operadores conmutan con su conmutador: [A,[A,B]] =

[B,[A,B]] = 0, como es el caso de los operadores § y p, se puede demostrar
2

que

A+B 1/2[A,B] (2.2.19)

Las componentes cartesianas de los vectores posicion de las particulas
del sistema y los momenta canénicamente conjugados son considerados los
observables fundamentales de un sistema cuéantico. Los operadores hermiticos
que caracterizan estos observables se denominan operadores de posicion y de
momentum. Operadores que representan otros observables del sistema, como la

2 Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol.1, complemento B II, p. 174.
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energia cinética, la energia potencial, los momentos angulares, etc. se pueden
expresar como funciones de estos operadores fundamentales, de forma anéloga
a los correspondientes observables clasicos, los cuales deben ser hermiticos ya
que representan observables. Estos aspectos se analizardn en detalle en las
siguientes secciones cuando se estudien las representaciones de coordenadas y
momentum.

Lecturas Recomendadas

1. Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lal6e F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. 1, complemento B 11, secciones 4 y 5.

Ejercicios
1. Suponga que el espectro de A es discreto. Muestre que la representacion

matricial de F(fl) = e en la base de kets propios de A se puede expresar
como la serie de potencias:

1 1
Fzed=1+—-A+—-A%+ .
1! 2!

y encuentre la matriz resultante.

2. ;Bajo qué condiciones es vélida la siguiente igualdad? Justifique.

dA(t) d

dA;(t)
7b - e A
dt ;) dt

o (Ao y) = 22

3. Demuestre?® que si [A,[A,B]] =0y [B,[A, B]] = 0, entonces [A, F(B)] =
[A, B]F'(B), donde F'(z) = 0F(x)/ox.

Ateét

4. Calcule la derivada total respecto al tiempo de la funcién e . (Bajo qué

condiciones se cumple que su derivada es igual a (A + B)eteB?

5. Demuestre que si A y B satisfacen las relaciones de conmutacion del ejercicio
3, entonces satisfacen la ecuacion (2.2.19).

6. Para el caso de funciones polinomiales, demuestre que la suma, o el producto
de dos funciones de un operador es otra funcién del operador y que una
funcién de una funcion de un operador también es funcién de dicho operador.

7. Justifique la afirmacién: todo operador (diferente de un operador constante)
que conmute con todos y cada uno de los observables de un CCOC es funcién
de al menos uno de los observables del CCOC.

8. Demuestre que si A es un observable, entonces

(F(a'))" =F*(d") y (F(A)"=F*(A).

Consultar referencia en pie de pagina 2.
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9. Considere un sistema de dos grados de libertad para el cual {A,B} es un
CCOCy F(fl) = cA? es otro observable del sistema. Suponga que el espectro
de A coincide con los reales (tiene tanto valores negativos como positivos).
;Es degenerado el espectro de F(A)? Justifique. Demuestre que {F(A), B}
no define un CCOC. Justifique.

2.3 Representaciéon de coordenadas

Se denomina representaciéon de coordenadas a la representaciéon inducida por
la base continua e infinita de kets propios simultdneos de los operadores
que describen las componentes cartesianas de posicién de las particulas que
constituyen un sistema cuantico.

Esta representacion conduce a la denominada mecanica cuédntica ondulatoria
de Schrédinger, en la cual los estados quedan representados por funciones de
onda y los observables por operadores diferenciales lineales definidos sobre el
espacio de funciones de onda.

En esta representacion, el problema de valores propios de un observable, o la
diagonalizacién del operador que lo representa, se traduce en el problema de
solucionar una ecuacién diferencial parcial lineal (en general, de 3N variables
si el sistema esté constituido por N particulas) para las funciones de onda que
representan los kets propios del observable, denominadas también funciones
propias del observable.

Cabria entonces la pregunta ;esta completamente definido el estado del sistema
por una funcién de onda o superposiciones de funciones de onda? La respuesta
es afirmativa. En realidad, la representacién de coordenadas se puede mirar
como la representacion en la base del CCOC definido por los operadores
posiciéon de las particulas del sistema, sin importar que dicho conjunto no sea
minimo o que en dicho conjunto no se encuentren observables como la energia,
el momento angular, etc.

En la seccién 2.3.1 se inicia el estudio de la representaciéon de coordenadas con
la representacion de los kets de un sistema de una particula con un grado de
libertad y luego se generaliza a tres grados de libertad. En esta misma seccién
se estudia la interpretacién fisica del modulo al cuadrado de la funcion de
onda que representa el estado de una particula. En la seccién 2.3.2 se define
el espacio de funciones de onda de una particula, el producto interior y las
relaciones de ortogonalidad y completez de bases discretas y continuas, que
permiten expresar las funciones de onda que caracterizan los estados de un
sistema cuantico como superposiciones de los elementos de la base, acorde con
el principio de superposicién cuantico.

Para determinar la representacién de un operador arbitrario, funcién de los
operadores fundamentales de posicién y momentum, es necesario determinar
primero la representacién en coordenadas de estos operadores fundamentales.

En esta direccion, siguiendo a Sakurai (1994) o Messiah (1975), en la seccion
2.3.3 se define el operador de translacion de coordenadas para un sistema de una
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particula y, a partir de sus propiedades de grupo, se determina la representacién
de los operadores que caracterizan las componentes cartesianas del momentum
lineal, que definen los generadores del grupo de translaciones. En la secciéon 2.3.4
se formula el problema de valores propios de un operador en representacion de
coordenadas.

2.3.1 Funciones de onda

Cuando un sistema posee un grado de libertad, como una particula (electron,
protén, etc.) con un grado de libertad translacional en presencia de un campo
de fuerzas (sin grados de libertad internos como el espin), basta un observable
para definir un CCOC, el cual puede ser el operador posicion de la particula.
Ya que en principio la particula debe poder ser localizada en cualquier lugar
del espacio de coordenadas R, el espectro del operador posicién coincide con
los ntimeros reales.

De acuerdo con (2.1.1), la ecuacion de valores propios para el operador posicion
se puede expresar

#|2")y = 2'|z") para todo " € Ry,

donde los kets propios satisfacen la relacion de completez (2.1.8),

i [ dfe)al,

[}

y de ortonormalidad (2.1.7),

(2'|2") = 6(2" - "), para 2',2" € R,.

Segin (2.1.9), en la representacion de coordenadas {|z)} cualquier ket de
E queda representado por una funcién compleja, o funcion de onda ¥(z),
definida sobre el espacio de coordenadas R,. A su vez, el conjunto de estas
funciones define el denominado espacio de funciones de onda F(R,) asociado
a la particula:

|} = W, (), x € Ry, ¥ eF(R,). (2.3.1)
La forma funcional explicita de ¥, (z) dependera del ket |«) considerado.

Interpretacion fisica del mdédulo al cuadrado de la funcion de onda

Para sistemas de un grado de libertad, cuando el ket de estado normalizado se
representa como una superposicién de la base de kets propios de un observable
de espectro discreto, los cuadrados de la norma de los coeficientes de la
superposicion definen la distribucién de los posibles valores que puede tomar
el observable (o la distribucion de los estados propios en la superposicion que
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define el ket estado), la cual debe coincidir con la distribucién estadistica de
los valores medidos para el observable.

De manera analoga, cuando el ket de estado |«) de una particula con un grado
de libertad se expresa como una superposicion de kets propios del operador
posiciéon

|a):i|a):fda:'(x'|a)|x'):fdx'\lla(x'ﬂx'), (2.3.2)

el valor de |¢q(z)]° calculado en z = 2’ define el peso del ket |2/) en la
superposicién. Por lo tanto, \\I/a(ac)|2 define la funcién de distribucion de valores
de posicion cuando la particula se encuentra en el estado |a), o lo que es lo
mismo, |U,, (z)|* define la funcion de distribucion de kets propios de posicion en
la superposicion que define el estado |a). Un ejemplo de funcion de distribucion
de valores o estados propios de posicion se muestra en la figura 2.1.

Cuando el espectro del observable es discreto, después de una medicion
del observable, el estado en que queda la particula es un estado propio
correspondiente al valor propio medido. Si antes de la medicion el estado de la

particula es |a), después del proceso de medicion es |o') = Pai ai),
o) Mky') = P, |a;) valor medido: a;,

donde P,, es el operador proyeccion sobre el subespacio asociado al valor propio
Q.

Cuando el espectro del observable es continuo, se podria suponer una medicion
ideal en la que fuera posible determinar un tinico valor propio z’. En tal caso,
el estado del sistema después de la medicion estaria descrito por el ket propio
correspondiente |z’). Sin embargo, en la practica,! el resultado de la medicion
del observable de posiciéon no puede arrojar un tnico valor, pues por pequena
o infinitesimal que sea la indeterminacién en los valores de la posicién de la
particula, el rango de valores medidos contiene un conjunto infinito de valores
propios del observable,? entonces, no es posible preparar un sistema en un
estado de posicién correspondiente a un valor propio z’ perfectamente definido.
De hecho, como el ket |z’) no posee norma finita, no pertenece al espacio de
Hilbert asociado al sistema y, en consecuencia, no puede caracterizar un estado
cuantico.

1

Aun en el caso ideal en que la dispersion experimental se considera nula, la
indeterminacién introducida por la alteracion inevitable del estado del sistema, debido
a la interaccién de la particula con el sistema de medicién, no puede ser despreciada por
pequeiia que sea. La minima indeterminacion (o incertidumbre) en la posicion para un
estado dado debe satisfacer el principio de incertidumbre de Heisenberg que se estudia
en la secciéon 3.5.2. Siguiendo a Dirac, se puede decir que mientras un valor propio de
un observable de espectro discreto posee medida nula (es un punto aislado sobre la
recta real), un valor propio de un observable de espectro continuo posee medida no nula
(ningan valor propio define un punto aislado sobre la recta real).

Se supone que la medicion del observable de posicién no destruye el sistema. Este proceso
de medicion es la preparacion de un estado con una distribucién de valores de posicion
en un rango definido por colimadores similares a los empleados en el experimento de
Stern-Gerlach para definir la componente z de la posicién inicial de los atomos de plata
que entran a interactuar con el gradiente de campo magnético.
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Si |a) es el estado de la particula y [z, 2" + dz’] es el rango de valores medidos
para la posicion, después de la medicién la particula queda en el estado

» a'rda’ "y " @ +da! " " "
Pud)= [ di"a" ") = [ da"wa(a")a”),
x xr

donde Py, es el operador proyeccién sobre el subespacio de kets definido por
los kets propios correspondientes a los valores propios medidos y esta dado por

. ' +dx’
Pur= [ da"a")a").
:LJ

Entonces, el proceso de mediciéon de & se puede expresar

e} = f dx ¥, (x)|x) _medidénde & olores medidos: [2',2" + da']

. ' +dx’
@)= Parla) = [ da"Wa@")la"),
(2.3.3)

o) = [ dewa(o)le)

donde la cantidad infinitesimal dz’ define el ancho de la distribucién de los
valores propios medidos.

Ya que los estados de la particula antes y después del proceso de medicion estan
representados por las funciones de onda |a) =: U, (z)y|a’) = ¥, (z), y puesto
que después de la medicion la funcion de onda es no nula fundamentalmente en
la region infinitesimal dx’, se dice que como resultado del proceso de medicién
de & ocurre una reduccion de la funciéon de onda (lo denominan también colapso
de la funcién de onda). A esta reduccion se le puede dar el mismo significado al
estudiado en el caso de medicion de observables de espectro discreto. En efecto,
el estado final del sistema después de la medicion de un observable es igual a la
proyeccién del estado inicial sobre el subespacio asociado al valor propio (en el
caso discreto), o al conjunto continuo de valores propios (en el caso continuo),
que se obtiene como resultado de la medicién. Sin embargo, como se discutié
en el caso discreto, aunque la medicién cambia el estado del sistema de manera
que la orientacion en el espacio de kets del estado final es diferente de la del
inicial, ambos estados definen subespacios unidimensionales.

Cuando el estado |a) en que se encuentra la particula estd normalizado, el
postulado de probabilidad para el caso discreto afirma que la probabilidad de
obtener el valor propio a; es igual al médulo al cuadrado de la proyeccion del
ket de estado sobre el subespacio asociado al valor propio medido. En el caso
de observables de espectro continuo, como la posicién, lo que tiene significado
es la probabilidad de localizar la particula en una region dz’ del espacio (un
elemento de volumen de R,) alrededor de algtin valor propio x':

. 2 z'+dx’ . x'+dx’ 9
Paar = | Pawla)|” = f W (2) U (2)da = [ W ()| d

x’ x’
= probabilidad de localizar la particula en la region [z, 2" + dx'].
(2.3.4a)
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Suponiendo que la funcién de onda es practicamente constante en el intervalo
de integraciéon, dicha probabilidad se puede expresar

Py = |Uo (2 da'. (2.3.4a)

Como dxz’ tiene dimensiones de longitud y la probabilidad es una cantidad
adimensional, el mo6dulo al cuadrado de la funcién de onda debe tener
dimensiones de inverso de longitud. Por esta razén, el médulo al cuadrado
de la funcién de onda calculada en z’,

Py = Wa(@)| = wa(a)f, (2.3.5)

se interpreta como la densidad de probabilidad (en este caso densidad lineal)
de localizar la particula en z = z’, o la densidad de probabilidad de obtener
para el observable Z el valor propio z’'.

En consecuencia, la funcién de onda ¥, (z) = (z|a) calculada en z’ se interpreta
como la amplitud de densidad de probabilidad de localizar la particula en el
punto z’ del espacio, o de obtener el valor propio de posicion z’. En general, a
|\IIO¢(30)|2 se le denomina simplemente densidad de probabilidad cuando se estéa
trabajando exclusivamente en representacién de coordenadas. Si se emplea otra
representacion continua, como la base de kets propios de momentum, el médulo
al cuadrado de la funcion de onda define la funcién de distribucién de valores
propios de momentum y, a la vez, la densidad de probabilidad de obtener los
posibles valores de momentum en un proceso de medicion de este observable.

| o) [?

0.1

/\/T\ , X

X1 X2 X3 X

Figura 2.1 Funcién de distribuciéon de valores
propios de posicion para una particula en el estado
Uo(x).

De la grafica de la funcién de distribucion de valores propios de posicion
se puede observar directamente en qué regiones del espacio es mas probable
localizar la particula si se hiciera una medicion de . Por ejemplo, si la particula
se encuentra en un estado cuya funciéon de distribucién de valores de posicion
estd dada por la figura 2.1, las regiones donde es mas probable localizar la
particula se encuentran alrededor de los maximos de la funcién de distribucién,
esto es, alrededor de los valores propios x1, 2 y x3. Sin embargo, en una
medicién de la posicién serd mas probable localizar la particula alrededor de
x3 y no de 3 0 x1, pues el médulo de la funcién de onda es mayor alrededor
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de z3. Por el contrario, las regiones alrededor de los minimos de la funcién
de distribucién corresponden a regiones donde la probabilidad de localizar la
particula es muy pequena o nula.

De acuerdo con (2.1.10), el cuadrado de la norma de la funcion de onda en
representacion de coordenadas esta dado por el producto interior

(ala) = [~ da'w3 (@) Wala),

y debe ser igual a la unidad si el estado esta4 normalizado

f: A’ U ()W (2') = f: e’ |Wo () = 1. (2.3.6)

Esta ecuacion se conoce como la condicion de normalizacion de la funcion de
onda que representa el estado de la particula. Note que la integral define el area
bajo la curva de la funcion de distribucién, la cual debe ser igual a la unidad,
y a la vez define la suma de las probabilidades de localizar la particula en
cualquier regién del espacio. Es claro que esta suma debe ser igual a la unidad,
pues la particula debe encontrarse en alguna regién del espacio.

Cuando la particula se encuentra en el estado cuya funcién de distribucion es el
de la figura 2.1, el area bajo la curva en el intervalo infinitesimal dz’, sefialado
en la figura alrededor de 2’, define la probabilidad de localizar la particula en
dicha region infinitesimal de acuerdo con (2.3.4). Similarmente, el area bajo la
curva en el intervalo [x2, 3], sombreada en la figura 2.1, define la probabilidad
de localizar la particula en cualquier region dentro de dicho intervalo y es igual
a

T3 2
Playaa] = f o (@) de

Como ya se discutio, debido a que experimentalmente la suma de las
probabilidades de localizar la particula en cada region infinitesimal del espacio
es finita y no nula, se concluye que la norma de la funcién de onda que representa
un estado cuantico debe ser finita, no nula y definidamente positiva:

0 < fmdx'\I/;(x')\I/a(x') :foodm'|\lla(x')|2 < 0. (2.3.7)

Se dice también que la funcion de onda que representa un estado cudntico debe
ser cuadrdticamente integrable, pues la integral sobre todo el espacio de su
modulo al cuadrado debe ser finita. Que una funcion de onda satisfaga (2.3.7)
es equivalente a la condicion de que todo ket de estado |«) debe ser de norma
finita, no nula y definidamente positiva.

Toda funcién de onda continua, univaluada, acotada superior e inferiormente
y que tienda a cero para x — +oo satisface la condicion (2.3.7). Note que no
basta con que sea continua, univaluada y acotada para que su norma sea finita.
Un ejemplo es la funciéon de onda descrita en la figura 2.2(a). Esta funcion
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estd definida para todo valor z, es continua, univaluada y acotada superior e
inferiormente, pero no tiende a cero para x — —oo, pues el comportamiento
oscilatorio se extiende a todos los valores negativos de x. En consecuencia, su
norma no es finita, ya que el area bajo la curva de la correspondiente funcién
de distribucién es infinita. Otro ejemplo se ilustra en la figura 2.2(b). Esta
funcién es continua y univaluada, pero no es acotada superiormente. De hecho,
la funcién de onda tiende rapidamente a infinito para x — oo y, en consecuencia,
su norma no es finita. Estas funciones de onda no pueden representar estados
cudnticos.

Y(x) ¥x)

Cota inferior

@ )

Figura 2.2 Ejemplo de funciones de onda que no
satisfacen todas las condiciones para representar
un estado cuantico.

Por el contrario, la funcién de onda de la figura 2.3, o la que conduce a la
funcién de distribucion de la figura 2.1, satisface todos los requerimientos para
representar un estado cuantico. Esta definida para todo valor de x, es continua,
univaluada, acotada y posee norma finita.

Y(x)

Cota superior

" Cota inferior

Figura 2.3 Segundo estado excitado del oscilador
armonico unidimensional (seccion 3.8).

El hecho de exigir que la funcién que representa un estado cuantico deba estar
definida para todo z y ser univaluada y continua estd directamente relacionado
con la interpretacion de densidad de probabilidad para el médulo al cuadrado de
la funcién de onda. En efecto, no tiene sentido que la probabilidad de localizar
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la particula en una region infinitesimal dz’ no esté definida; si la particula no
puede ocupar determinadas regiones del espacio, el valor de la funcién de onda
en dichas regiones debe ser nulo (estar definida), e indica que la probabilidad
de localizar la particula en esas regiones es nula. Igualmente, no tiene sentido
que la densidad de probabilidad tenga dos valores diferentes para un mismo
valor propio 2’ (univaluada con respecto a ) ni que cambie bruscamente entre
regiones infinitesimalmente vecinas (continuidad). En mecénica cuantica no
relativista no es posible la creacion o destruccion de particulas.

Las anteriores condiciones se tienen en cuenta de manera global, exigiendo que
la funcion de onda esté definida para todo valor de x, sea continua, univaluada y
de norma finita no nula (o cuadrdticamente integrable), si ella ha de representar
un estado cudntico.

Cuando se discutio6 el principio de superposicion de la mecanica cuantica no
relativista en el capitulo 1, se vio que lo que interesa de un ket para que
caracterice un estado cuantico es su orientacion en E y no su norma, mientras
sea finita. De igual manera, cuando un estado se describe por medio de una
funcién de onda, lo que determina el estado es su orientacién en el espacio de
funciones de onda y no su norma. En otras palabras, la amplitud de una funcion
de onda es una cantidad que mo tiene significado fisico en mecdnica cudntica
no relativista.

De otra parte, en analogia con la definicién de traza de una matriz, la traza
de un operador en representacién de coordenadas queda definida por la suma
continua de los elementos matriciales diagonales. Esto es,

TI'A: f d$,($,|121|l',> = / dI,A(I‘,,l',),

Funcion de onda asociada al ket propio |z')

La representacion de coordenadas de un ket propio de posicién correspondiente
a un valor propio arbitrario =’ es

U, (z) = (z|lz') =6(z - 2"), paratodovalordex € R,

El cuadrado de su norma es nula en todo el espacio exceptuando el punto z = z’
en el cual es infinita. Aunque esta funcion de onda no puede describir un posible
estado cuéntico, por no pertenecer al espacio de Hilbert asociado al sistema (no
tiene norma finita), tanto 6(x — 2’) como |2’} se interpretan como un estado®
para el cual la particula se encuentra perfectamente localizada en el punto z'.
En otras palabras, es un estado ideal para el cual la dispersion teoérica de los
valores de posicion es nula. Se podria considerar que este concepto de estado
es analogo al concepto mismo de particula, la cual se representa tedricamente
por un punto de dimensién nula aunque en realidad su dimensién sea diferente

3 Debido a que el empleo de la palabra estado para los kets o funciones propias de

observables de espectro continuo es tan comin, en este texto se escribe en italica para
recordar al lector que no es un estado cuantico real.
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de cero. Se volverd a este concepto de estado cuando se estudie la ecuaciéon de
valores propios de energia para una particula libre (seccién 3.4).

Generalizacion a tres grados de libertad

Cada uno de los tres observables definidos por las componentes cartesianas x;
del vector posicién de una particula queda definido por un operador hermitico
Z;. Estos tres operadores se notardn de manera compacta = : 7 = }; Z;e;, donde
e; es el vector unitario de R® asociado a la i-ésima coordenada cartesiana.

Los observables Z1,22 y &3 son compatibles,

[Ifi,.fj] =0 para i,j = 1, 2, 3, (238)

y a cada posible tripla de valores propios (x},z5,2%) le corresponde, salvo
un factor de fase arbitrario, un tnico ket propio simultaneo |z}, z5,z5). En
consecuencia, los operadores posicion {Z1,Zs,43} definen un CCOC para la
particula y sus kets propios simultaneos definen una base completa del espacio
de kets asociado a la particula. Notando los kets propios de los observables
segin |r) =|x1,z2,x3), las ecuaciones de valores propios de los observables del
conjunto son

Zir'y=2ir'),  —co<al<oo,i=1,2,3 (2.3.9)

o de manera compacta

e’y =r'|r'"), reR’. (2.3.10)

La relacion de completez de los elementos de la base es

~ o0 oo o0
1=[ d$1f dl‘Qf dxs|es, o, x1) (21, T2, 23
—00 —o0 —00

y se escribira

1= [ocdr|'r)(r|, (2.3.11)

o)

donde dr es el elemento de volumen de Ri, que en coordenadas cartesianas es
dr = dx1dxodzs.

La condicién de ortonormalidad queda expresada por

(rlr') =6(r =) = 0(x1 - 21)0 (w2 — 25) (x5 — x5), (2.3.12)

indicando que la norma de los kets no es finita y que los kets propios de
cada uno de los observables z} correspondientes a valores propios distintos
son ortogonales.
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Aplicando la relacion de completez, cualquier ket |a) se puede expresar como
una combinacién lineal de los elementos de la base

) = i[a) = [: dr{r|a)r) = /: dr v, (7)|r).

El conjunto continuo de los coeficientes define la funcion de onda que representa
el ket |a) :

U, (21, me,23) =V, (r) = {(r|a), Vre Ri} (2.3.13)

La funciéon de onda W, (r) es una aplicacion de R> en C.

El conjunto de todas las funciones que representan los kets de E define el
espacio de funciones de onda F (Ri) asociado a la particula y el subespacio
definido por todos los elementos de norma finita define el espacio de Hilbert
asociado a la particula.

Similarmente al caso unidimensional, la probabilidad de localizar la particula
en un volumen infinitesimal de R alrededor de r = r' esta dada por

R 2 r +dr’ v +dr’ 2
Pa = [Pacle)| = [T arwamwiey = [T warPar,

Como dr’ es un elemento de volumen infinitesimal alrededor del punto 7', se
puede considerar que el integrando es constante e igual a [¥, (/)" . Entonces,

Papr = U (7" dr'.

Py es el operador de proyecciéon ortogonal sobre el subespacio asociado al
conjunto de triplas de valores propios [/, 7'+ dr'], o lo que es lo mismo, a las
triplas de valores propios contenidas en el elemento de volumen dr’ alrededor
del punto r’

. v +dr’
Py = f dr|r) (7).
rl

Si la particula se encuentra en el estado ¥,(r), su médulo al cuadrado,
|Wo(r)[*, define la funcién de distribucién de triplas de valores propios de
posicion r = {z1,z2,23} y su valor en cada punto r se interpreta como la
densidad de probabilidad (probabilidad por unidad de volumen) de localizar
la particula en dicha posicién o de obtener como resultado de la medicién del
CCOC {1, 9,23} la tripla de valores propios r = {x1, z2,x3}.

2.3.2 Espacio de funciones de onda F(R?)

El conjunto completo de kets propios de un observable define una base
ortonormal del espacio de kets ‘E, de manera que cualquier ket de estado se
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puede expresar como una superposicion de los kets de la base. Es de esperar
entonces que en el espacio de funciones de onda F(R2) también se puedan
definir bases discretas o continuas asociadas a conjuntos completos de funciones
propias de observables de la particula. Se vera enseguida cémo una base discreta
o continua del espacio de kets de la particula induce una base discreta o continua
en su espacio de funciones de onda.

Base discreta en ]—"(R;O’E)

Sea ‘E el espacio de kets generado por el conjunto completo {|v;)} de kets
propios de un observable de espectro discreto. En general, pueden ser kets
propios simultdneos de un CCOC en el cual todos los observables poseen
espectro discreto, cuyos kets propios simultdneos se enumeran mediante un
dnico indice 7. Las relaciones de completez y de ortonormalidad de esta base
son

1= Z|Uz‘)(%’|,

{vilv;) = bij.
La representacion en coordenadas de cada uno de los elementos de la base {|v;)}

de ‘E induce una base discreta de funciones de onda {@;(r)} en F(R2), la cual
es completa y ortonormal:

g2 F(Ry)
producto interior 901-(1"), (2314)

donde ;(7) = pi(x1,22,23) = {(r\vi), Vr e Ri}

|vi)

Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base {(;(r)} se obtienen
directamente de la representacion de coordenadas de las correspondientes
relaciones para la base {|v;)}.

Analizando primero la relacién de completez

(rlilr') = 6(r —") = D (rloi)(vilr’) = 3 @i ()} ().

Entonces, o(r-r') = Z @i(r)e; (r"), (2.3.15)

define la relacion de completez de los elementos de una base discreta de F(R2)
a través de los elementos matriciales del operador identidad. Note que (2.3.15)
define el elemento matricial genérico del operador identidad como una suma de
los elementos matriciales genéricos de los operadores proyeccién y, por tanto,
no define las representaciones de dichos operadores. En otras palabras, (2.3.15)
es el kernel de la transformacion integral que define el operador identidad, el
cual permite descomponer la funciéon de onda que describe el estado como una
superposicién de las funciones de la base.
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Para la relacién de ortonormalidad, se obtiene

(wloy) = (ilifeg) = [ artulr)rig) = [ dror (s (r) = 8,

[ areryeir) =5 (2.3.16)

La integral define el producto interior de la i-ésima funcion de la base dual
{pf(r)} con la j-ésima funcion de la base {¢;(r)}. Para ¢ diferente de j la
integral es nula, indicando que las funciones de la base {¢;(7)} son ortogonales.
Para i igual a j, la integral define el cuadrado de la norma de la j-ésima funcién
de base. La integral es igual a la unidad, indicando que las funciones de la base
estan normalizadas.

De la misma manera en que cualquier ket |a) se puede expresar como una
combinacioén lineal de los elementos de la base de ‘E,

o) = ;Ck(a)h)k), cr(@) = (vg|a), (2.3.17)

cualquier funcién de onda de F (Ri) se puede expresar como una combinacién
lineal de los elementos de la base

o(r) = ;Ck(a)wk(r), (2.3.18a)

donde -
cn(a) = f drgi(r)Wa(r), (2.3.18D)

Para demostrarlo, se emplea la relacion de completez de la base {¢;(r)} dada
por (2.3.15):

a(r)= [ s -n) ) = [ o)l () Wa ()

Va(r) = Silr) [ dr'el () Wa(r),

la integral al lado derecho es el nimero complejo ¢;(«) que define el producto
interior entre un elemento de la base dual y la funcién de onda segtn (2.3.18b).
Al reemplazar la integral por ¢;(«), se obtiene la ecuacion (2.3.18a). Una forma
directa de obtener estas ecuaciones es representar en coordenadas las ecuaciones
(2.3.17).

Los coeficientes (2.3.18b) definen las proyecciones de la funcién de onda que
representa a |«) en la direccion de cada una de las funciones de la base. El
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cuadrado de su valor absoluto,

o 2
Pl = lex(a)] = Mm dri(r)Pa(r)| (2.3.18¢)

define la probabilidad de que la particula en el estado ¥, (r) pueda quedar en
el estado ¢y (7) al realizar una medicion de los observables del CCOC del cual
r(r) es una funcion propia simulténea.

Base continua en F(R.)

Sea {|¢’)} una base continua ortonormal completa del espacio E de la particula,
definida por el conjunto completo de kets propios de un observable f de espectro
continuo. Como en el caso anterior, la representacién de coordenadas de esta
base induce una base continua en F(R2):

3
> F(R)
producto interior

) > pe(r), (2.3.19)

donde ¢/ (1) = @er (21, 2, x3), para &’ fijo, es la funcién de onda que representa
un ket propio de £ correspondiente al valor propio &'
Las relaciones de completez y ortonormalidad de los elementos de la base

continua {¢ (r)} se obtienen de la representacién en coordenadas de las
ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8).

De (2.1.8) se obtiene la relacion de completez de la base {¢;(r)}:

sr—r) = [ de'pe(rg ), (2.3.20)

que, como en el caso de una base discreta, no define la relacién entre las
representaciones del operador identidad y los operadores proyeccién, sino la
igualdad entre el elemento matricial genérico del operador identidad y la suma
de los elementos matriciales de los operadores proyecciéon en la direccién de
cada uno de los elementos de la base continua {p¢ (r)}.

Con base en la ecuacion (2.1.7), se obtiene la relacidn de ortonormalidad:

[ drozrypetn) =5, (2:3.21)

que no es otra cosa que el producto interior entre funciones de la base dual y de
la base de F (Ri), el cual debe ser nulo para funciones propias correspondientes
a valores propios diferentes ¢ # £, e infinito cuando ¢ = ¢, indicando que la
norma de las funciones de la base es infinita, pues es una base continua.

Cualquier elemento de F (Ri) se puede expresar como una superposicion lineal
de los elementos de la base

Wa(r)= [ O )00 (r), (2.3.222)
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donde -
C(¢a) = [ drog(r)Va(r) (2.3.22b)

define la proyeccién de la funcién de onda en la direccion de g (7). El lector
puede probar que las dos dltimas ecuaciones son simplemente la representaciéon
en coordenadas de (2.1.2).

2.3.3 Operador de translacion - conmutadores
fundamentales

En analogia con la mecénica clasica, los operadores de posicién y de momentum
de una particula se consideran sus observables fundamentales. Cualquier
otro observable queda representado por un operador que es funcién de
los observables fundamentales. Para poder determinar la representacion de
coordenadas de cualquier otro observable de la particula, como su energia,
su momento angular, etc., es necesario determinar la representacién de
coordenadas de los operadores de posicién y momentum. Siguiendo a Sakurai,*
se definira la representacion de los observables fundamentales a partir de las
propiedades de grupo de los operadores de translacién de coordenadas.

Ya que el dominio de los valores propios de los operadores posicién de una
particula con tres grados de libertad translacionales es R?, la translacion
infinitesimal 7 — r + dr definida sobre el espacio de coordenadas debe estar
representada por un operador 7'(dr) que satisfaga

T(dr)|r) =|r + dr), (2.3.23a)

de manera que si |r) es el ket propio simultaneo de las componentes cartesianas
de posicién correspondiente al conjunto de valores propios r, la imagen de
este ket bajo la transformacion definida por T(dr) debe ser el ket propio
simultaneo |r+dr) correspondiente al nuevo conjunto de valores propios 7 +dr.
En otras palabras, la transformacion se define a través de su aplicacién sobre
los elementos de la base que induce la representacion de coordenadas.

En la interpretacion activa de la transformacion, la imagen de un estado |a) bajo
la aplicacion del operador de translacién es [o’) = T7(dr)|a), y su representacion
en coordenadas es

U, (r)=(rla) = f: dr' (v T (dr)|r' ) (r'|a) = f: dr'(r + drjr' YU, (r")

:fwdr'é(r+dr—r')\11a(r') =V, (r+dr),

donde se ha empleado la relacion dual correspondiente a (2.3.23a). Como era de
esperar, la anterior ecuaciéon muestra que la funcién de onda imagen bajo esta

4 Sakurai, 1994, seccién 1.6, pp. 45-51.
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transformacion es igual a la funcién de onda original trasladada en la cantidad
dr:
Uy (r) = Uu(r+dr). (2.3.23b)

Propiedades del operador translacion

El conjunto de todas las translaciones en R‘:z tiene las siguientes propiedades:

1. Esta definido el producto asociativo: dos translaciones sucesivas son
equivalentes a una tnica translacion.

2. Esta definida la transformacién idéntica: cuando dr = 0.
3. Existe la transformacién inversa: se obtiene al reemplazar dr por —dr.

4. El producto es conmutativo: a dos translaciones sucesivas le corresponde
una dnica translacién equivalente, sin importar el orden en que ellas se
apliquen.

En otras palabras, el conjunto de todas las translaciones en Ri define un grupo
abeliano (grupo conmutativo).?

Estas mismas propiedades las debe poseer el conjunto de operadores que
represente el grupo de translaciones:

1. Definicion del producto  T'(dry)T(dry) = T(dry + drs)

asociativo  {T'(dr3)T(drs)T(dr1) = T(drs)T(drs)T(dr1)}. (2.3.24a)

2. Existe el elemento neutro

dlimgf(dr) =1. (2.3.24b)
3. Existe el inverso X . .
T~ (dr) =Tt (dr) = T(~dr), (2.3.24c)

donde se ha supuesto que la transformacion es unitaria:

T(dr)T'(dr) =TT (dr)T(dr) = 1.
Esta propiedad garantiza que la norma de los kets, y de las funciones de
onda que los representan, permanezca invariante bajo la transformacion:
(a'la’) = {a|T(dr)T"(dr)|a) = (afl]a) = (ala),

y, por tanto, la suma de probabilidades permanece invariante.

Un conjunto de elementos junto con una operacion o multiplicacién definen un grupo si:
a) estd definida la operacion (la multiplicacion de cualquier par de elementos del conjunto
es otro elemento del conjunto), b) la operacion es asociativa, c) existe el elemento neutro
para la operacion y d) existe el inverso o reciproco para cada elemento del conjunto.
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4. El producto es conmutativo:

T(dr,)T(dry) = T(dry)T(dry). (2.3.24d)

Si queremos que el operador de translacion infinitesimal satisfaga las anteriores
propiedades, es 16gico definirlo como una funcién lineal de dr que, puesto que
el desplazamiento es infinitesimal, debe diferir del operador identidad en una
cantidad infinitesimal:

T(dr)=1-iK -dr =1-iK,dx, - iKodxy - iKsdas. (2.3.25)

Es facil mostrar que, en la aproximaciéon a primer orden en dr, la definicién
(2.3.25) satisface las propiedades (2.3. 24a) a (2.3.24c) siempre y cuando los
operadores K; sean hermiticos: K; = K

Del formalismo hamiltoniano de la mecanica clasica se sabe que el generador
de translaciones en la direccion de la coordenada cartesiana x es precisamente
su momento candénicamente conjugado, p = mx, lo cual estd directamente
relacionado con el hecho de que el corchete de Poisson entre variables
canénicamente conjugadas sea: {i,P;} poicson = 0ij (Goldstein, 1987, p. 507).
Entonces, no es extrano suponer que los operadores hermiticos K; en (2.3.25)
sean proporcionales a los operadores p; que representan las componentes
cartesianas del momentum de la particula. Recordando que p-dr tiene unidades
de accion, K; se define

IA{Z = ﬁi/h7
de manera que T'(dr) sea adimensional.

Reemplazando K; = p;/h en (2.3.25), se obtiene la expresién general del
operador translacion infinitesimal:

T(dr)y=1-2p-dr=1- %;ﬁld:vl - %de:cz - %ﬁgdx;;. (2.3.26)

Con base en la definicion (2.3.23a) se puede demostrar que en la aproximacion
a primer orden en dr se satisface

[#,T(dr)] = 1dr (2.3.27)

Para ello se considera la accion del conmutador sobre un ket propio simultdneo
de posicion:

PT(dr)|r') = e’ +dr) = (¢ +dr)|r + dr),

T(dr)e|r'y = ¢'T(dr)|r') = v'|r' + dr),
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de manera que

[#,7(dr)]|r") = dr|r' +dr). (2.3.28)

De otra parte,

A{drlr’ +dr)} = dr{flr' +dr)} = dr{(r' +dr)lr’ + dr)}

= drr'|r’ +dr) + (dr)*Jr’ +dr),
cuya aproximacion a primer orden en dr es
A{dr|r’ +dr)} 2 v {dr|r’ + dr)}.
Como #dr|r') = r'dr|r'), en la aproximacion a primer orden en dr vale

dr|r’ +dr) = drlr'),

por ser kets propios correspondientes a la misma tripla de valores propios de un
CCOC. Al reemplazar este resultado en (2.3.28), queda demostrado (2.3.27).

Para obtener las relaciones de conmutacion entre los observables de posiciéon y
momentum, se reemplaza (2.3.26) en (2.3.27):

FT(dr) - T(dr)? = #(1 - %13 cdr)y - (- %ﬁ -dr)# = 1dr,
que en la aproximacién a primer orden en dr es igual a

—%{r‘(ﬁdr) —(p-dr)?} = 1dr.

Considerando un desplazamiento a lo largo de una de las componentes
cartesianas: dr = dzje;, la anterior ecuacion se reduce a

(., . R ~
—g{r(pjdffj) - (dexj)T} = ldzje;,
multiplicando escalarmente por e;, con 7 - e; = &;, se obtiene
i . . R . ~
—E{Ii (Bjda;) = (pyda;)ii | = 1da;di;.
De donde se concluye

{23 - i} = (3, 05] = ihoy 1 (2.3.29a)
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para i,j = 1,2, 3. Estas ecuaciones definen las relaciones de conmutacion entre
los operadores que representan las componentes cartesianas de los observables
de posiciéon y de momentum.

En analogia con la mecanica clésica, cuando dos conjuntos de operadores
correspondientes a observables clasicos canonicamente conjugados satisfacen
(2.3.29a), se dice que son operadores canénicamente conjugados y a (2.3.29a)
se le denomina, la condicion de canonicidad.

Principio de correspondencia

Estas relaciones de conmutacién muestran claramente que en
la mecénica cuéntica, a diferencia de la mecénica clasica, los
observables de posicién y momentum son incompatibles, de manera
que no es posible la determinacién simultidnea y exacta de la
posicién y el momentum de una particula. En otras palabras,
no existen kets propios simultdneos para los observables de
posicién y momentum canénicamente conjugados. En consecuencia,
estrictamente hablando, en el formalismo cuéntico no tiene sentido
hablar de trayectorias de particulas.

Sin embargo, se observa que en el limite 4z — 0 los observables son
compatibles y se comportan como los correspondientes observables
clasicos. El tratamiento de sistemas cuanticos cerca a este limite,
por ejemplo, a primer orden en h (cuando las caracteristicas del
sistema lo hacen posible, debido a que sus acciones tipicas son muy
grandes comparadas con h), define el campo de las aprozimaciones
semicldsicas.

En particular, para A = 0 la mecénica cuantica se reduce a la meca-
nica clasica. Este es un principio que debe satisfacer el formalismo
cuéntico, y es denominado el principio de correspondencia.’

Con base en la cuarta propiedad del grupo de translaciones y aplicando
la definicion (2.3.26), se concluye que los operadores pj conmutan entre si
(ejercicio 2). Esto implica que el conjunto de operadores definidos por las
componentes cartesianas del momentum de la particula son compatibles y, por
tanto, se constituyen en un posible CCOC de la particula.

Resumiendo:

Las relaciones de conmutacién fundamentales para los operadores
que representan las componentes cartesianas de posicion y momen-
tum son

Es usual presentar el principio de correspondencia como el limite para el cual un espectro
discreto tiende al espectro clasico correspondiente, esto es, a un espectro continuo. Por
ejemplo, para el oscilador armoénico cuantico la diferencia entre dos valores consecutivos
de energia es igual a hw, donde w es la frecuencia natural del oscilador. Tomar el limite
para el cual el espectro discreto tiende a uno continuo es equivalente a tomar el limite
cuando h — 0.
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[24,%;] = [piD;] =0, [#:.9;]=ih0y1, Vi,j=1,2,3. (2.3.29h)

Los operadores de translaciones finitas en el espacio de coordenadas se pueden
obtener mediante la aplicacion sucesiva de N translaciones infinitesimales en
la cantidad r,/N, y su limite cuando N tiende a infinito conduce a

. N o
T(r,) :]\1&0{1— ' p. } = e nPTo (2.3.30)

> |
=1

explicitamente,

~ _igp _ip i Hag.a
T(x017x02’x03) —e R P1To1 e hP2To2 e rDP3To3

= T(261)T(02)T (203)-

Con base en (2.3.29a) se obtiene la generalizacion de (2.2.16) a tres grados de
libertad:

(1, /(D)) = z‘hfpif(p)lp_@, i=1,2,3

Aplicando la anterior ecuacion, se demuestra la siguiente igualdad:

TH(ro)PT(r,) = eRPTofeT AP T < (7 +7,1), (2.3.31a)

y en consecuencia
TH @) r'y =r’ +7,), (2.3.31b)

comprobando que (2.3.30) define el operador de translaciones finitas en el
espacio de coordenadas. Note que para demostrar (2.3.31) se emplean las
relaciones de conmutacion. En otras palabras, se puede definir el operador
de translacion y con base en él obtener las relaciones de conmutacién
fundamentales, o definir las relaciones de conmutacién para determinar la
representacién del grupo de translaciones. En este sentido, se puede afirmar
que todas las propiedades del grupo de translaciones estdn contenidas en las
relaciones de conmutacion que satisfacen sus generadores, las cuales definen el
algebra asociada al grupo.

2.3.4 Representacion en coordenadas de los operadores de
posicion y momentum

A partir de la aplicacion del operador de translaciones finitas sobre una funcién
de onda arbitraria, se puede determinar la representacién en coordenadas
del operador momentum. Para ello se considera el operador de translaciones
infinitesimales (2.3.26) restringido, por el momento, a un grado de libertad
translacional

T(dx,) = pdz,.
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Empleando la interpretacion activa de la transformacion, la imagen de |«) esta
dada por |a/) = T*(dz,)|e), cuya representaciéon en coordenadas es

oo () = (x|’ = (2|TT (dao)|a) = Uy (x + da,).

Empleando ahora la definicién del operador de translaciéon en términos del
operador momentum, se obtiene

Vo (@) = (2] T (dao )| ) = ($|(1+hpdxo)|a) Vaolz)++ (xlpl Ydo,

de donde

Uo(x+da,) =Vs(x)+— ( |pla)dz,.

Expandiendo en serie de Taylor el lado izquierdo,

U,(x) +de,— ¢ U, (x)+= (dzo)2 \If wl@) 2V, (2) + %(x|ﬁ|a)dzo,

ox

en la aproximacién a primer orden en dzx,, se concluye

0 T, .
S Wa(@) = +{alfla),
o lo que es lo mismo
(zlpla) = ~ih 0, W4 (), (2.3.32a)

donde 0, es el operador gradiente 0/dz definido sobre R,.

Ahora bien, si |y) es el ket imagen de |«) bajo la aplicacion de p : pla) =|7), se
observa que el lado izquierdo de (2.3.32a) es justamente su representacion en
coordenadas:

U, (z) =-ih 0, V(). (2.3.32b)

Ya que esta ecuacion define la representacion en coordenadas de la ecuaciéon
|v) = pla), se concluye que la representacion en coordenadas del operador
momentum es igual a —ih por el operador gradiente 0, = d/0x.7 Note que
el operador momentum queda bien definido sobre F(R,) como aquel operador
que al aplicarlo sobre una funcion de F(R,) da como resultado otra funcion
de F(R,.), que es precisamente —ih veces la derivada de la funcion original.

7 Aqui se ha determinado la representaciéon del operador momentum con base en el

operador de translacion infinitesimal. La demostracion se puede hacer directamente con
el operador de translaciones finitas (2.3.30) siguiendo el mismo procedimiento y teniendo
en cuenta que dos series son iguales si para todo n los coeficientes de la n-ésima potencia
son iguales. En este Gltimo caso, se obtiene la representacion de cualquier potencia n
del operador momentum.
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Denominando § al operador que representa el observable momentum en
F(R.),
$ =—ih 0y, (2.3.33)

se obtiene la expresion con la cual se suele definir este operador en mecéanica
cuantica ondulatoria

PO, () = —ih 0,V (2). (2.3.34)

La representaciéon en coordenadas del operador momentum también se puede
obtener de su elemento matricial en la base de kets propios del operador
posicion. Para ello, se reemplaza |a) por |z’) en (2.3.32a):

(z[pla’) = ~ih0,0(x ~ z"), (2.3.35)
donde la funcién delta surge de la representacion de coordenadas del ket propio
de posicion |2').8

Considerando ahora la representacion de coordenadas de |y) = pla),

@ = [ da'talple') o l),

con base en (2.3.35), se obtiene

U (z) = —ih f : A" (1) 0,0 (- ).

Aplicando las propiedades de la funciéon delta (seccion 2.1.1), se obtiene de
nuevo la ecuacion (2.3.32b).

Mediante un procedimiento similar al empleado para obtener la representaciéon
en coordenadas del operador momentum, se puede obtener la representacién
del operador posicién. Para ello, se considera la representacién de coordenadas
del ket |u) = Z|a):

(@) = (x|2]er) = x(z]).

Por tanto,
U, (z) =2Vy(x). (2.3.36)

Se concluye que la representacion de coordenadas del operador Z es el operador
multiplicacion por la variable real x que define los valores propios de posicion.
Esto también se concluye de su elemento matricial:

8  La ecuacion (2.3.35) no representa la diagonalizacién del operador momentum como

podria pensarse por la presencia de la funcion de distribuciéon delta. De hecho, el
operador momentum no puede quedar diagonalizado en la base de posicién, pues son
observables incompatibles. Lo que (2.3.35) indica es que el elemento matricial del
operador momentum en representacion de coordenadas es proporcional a la derivada de
la funcién delta de Dirac, que tiene su significado completo como parte de un integrando.
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(z|2]z") = z(z]2") = 26 (x — 2). (2.3.37)
Note que a diferencia de (2.3.35), la ecuacion (2.3.37) indica que el operador
posicion en la base definida por sus kets propios esta diagonalizado.

Denominando x al operador que representa el observable posicion en F(R,),
se obtiene la expresion con la cual se suele definir este operador en mecéanica
cuantica ondulatoria:

XVo(x) = 29,(x). (2.3.38)

Ya que el operador p” es n veces la aplicacién sucesiva del operador p, es facil
ver, de la expansion en serie de potencias de f(p), que la representacion en
coordenadas del ket f(p)|a) es

(zlf (D)) = f(=ih0x) Vo (), (2.3.39a)

por tanto, F(PYU(2) = f(=ihdy) Vo).

De manera similar, la representacion en coordenadas del ket f(i)|«) estara
dada por la funcion de onda

(z|f(@)]a) = f(2)¥a(2), (2.3.39h)

que conduce a la expresion usual de la mecanica ondulatoria para definir la
aplicacién de un operador funcion del operador posicion:

GO Va(z) = f(2)Va(z).

2.3.5 Ecuacién de valores propios en F(R,)

La ecuacién de valores propios de un observable A de una particula con un
grado de libertad translacional es

Ala) = ala).

Su representacion de coordenadas conduce a la siguiente representacion integral
del observable:

(') Ala) = f dz" A(x', 2" )V, (2") = a¥, ("), (2.3.40)

donde (z|a) = ¥,(z) es la funcion propia del observable A correspondiente al
valor propio a, y el lado izquierdo es la funcién de onda que representa al ket
Ala). Para determinar los elementos matriciales del observable, este se expresa
como una funcién de los operadores de posicién y momentum.

Como los operadores de posicién y momentum no son compatibles, cualquier
funcién de ellos no queda diagonalizada en la base de kets propios de ninguno



2.3. REPRESENTACION DE COORDENADAS 149

de los dos operadores. El operador posiciébn Z constituye en si mismo un
CCOC, y al considerar su base de kets propios para representar el problema de
valores propios de cualquier otro observable del sistema puede suceder que
a) el observable es compatible con #, en cuyo caso debe ser funcion de &
y su problema de valores propios se convierte en el problema de solucionar
una ecuacion algebraica para sus funciones propias, o b) el observable es
incompatible con Z, en cuyo caso se puede expresar como una funcién de p
o de T y p, y su problema de valores propios se convierte en el problema de
solucionar una ecuacion diferencial lineal para sus funciones propias.

Ejemplos
a) Si A= f(p), la ecuacion (2.3.40) es igual a
(z[f(P)la) = a¥a(z),
y de acuerdo con (2.3.39a):

f(=iho, )V (x) = a¥,(2),

o lo que es lo mismo,
{f(=ihdy) —a} Y, (z) = 0.

Por tanto, resolver en F(R,) la ecuaciéon de valores propios para el

observable A = f(p) consiste en resolver la correspondiente ecuacion
diferencial parcial lineal para sus funciones propias ¥, (x).

b) Si A= f(&), de acuerdo con (2.3.39b), se obtiene para (2.3.40)

(zlf(#)la) = f(2)Wa(2) = aWa(z),

y la ecuaciéon de valores propios a resolver es la siguiente ecuacién
algebraica lineal para ¥, (x):

{f(x) - a} Wo() = 0.

¢) Si A= fo(2)+ f1(2)p + fo(2)p?, se obtiene:

(x[Ala) = (x| {fo(&) + fL(2)p+ f2(2)p* }|a) =

{fo(w) + f1(x)(-ihoy) + fg(x)(—ihax)Q} U,(x) =a¥,(z).

La ecuacion de valores propios en F(R,) es una ecuacion diferencial
parcial lineal de segundo orden para la funcién propia ¥, (z),

{fo(x) + f1(2)(=ihéy) + fo(x)(=ihdy)? - a} U, (z) =0.
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En general, cuando A= A(Z,p) es una funcion polinomial en p, con coeficientes
funciones del operador Z, expresada de tal manera que los operadores p estan
siempre a la derecha de los coeficientes, como se indica en el ejemplo c), su
ecuacion de valores propios queda representada en F(R,) por la siguiente
ecuacion diferencial parcial para la funcién de onda ¥, (x):

{A(2";-ihdy) — a} Uo(2)|pr=z = 0, (2.3.41)

donde el orden de la ecuacion diferencial es igual al maximo grado de p. El
operador A = A(x;-ihd;) definido sobre F(R;) se obtiene de la funciéon de
operadores A = A(%,p) al reemplazar los operadores posicion y momentum
por sus correspondientes representaciones en coordenadas, siempre y cuando
los operadores momenta estén a la derecha de los operadores posicién, en cuyo
caso se dice que el operador esté ordenado normalmente.

En otras palabras, la ecuacion (2.3.41) representa la ecuacion de valores propios
Ala) = ala) en F(R,), siempre y cuando A, como funcién de los operadores
posicién y momentum, esté ordenado normalmente. La representacién de coor-
denadas (2.3.41) para operadores ordenados normalmente es la representacion
usual de la mecéanica ondulatoria.

Por ejemplo, A = #2p + 223p® esta expresado en orden normal o de derecha

y es un operador completamente diferente de A = P2 + 2p%3% que esta
expresado en un orden izquierdo (los operadores momenta a la izquierda de los
operadores posicion). Este hecho es una consecuencia de la no compatibilidad
de los observables posicion y momentum. Note que ninguno de los anteriores

operadores es hermitico; cada uno es el adjunto del otro pero no son iguales.

Para encontrar la expresiéon de un operador que representa un observable B
como una funcién de los operadores posicién y momentum, se puede tomar la
correspondiente ecuacion clasica expresada en coordenadas cartesianas B(x,p)
y reemplazar x - £ y p - p, cuidando que la expresién final sea un operador
hermitico. Su representaciéon en coordenadas estard dada por el operador
B = B(x,-ihd,) si previamente se ha ordenado normalmente. Al observable
clasico B(z,p) = xp le corresponde el operador B(&,p) = (1/2)(ip + pi),
el cual es hermitico. En este caso, se dice que el operador esté expresado
segtin el ordenamiento de Weyl, en el cual el operador es simétrico respecto
a la permutacién de los operadores posicion y momentum. ElI mismo operador
ordenado normalmente corresponde a B(&,p) = Ip — ihi/Q, donde se ha
empleado el conmutador fundamental de posiciéon y momentum. En el limite
clasico, h = 0, se debe recuperar el observable clasico de partida al reemplazar
los operadores posicion y momentum en B(Z,p) por sus correspondientes
valores propios.

Cuando la expresion clasica del observable no involucra productos de los
observables de posicién y momentum, el correspondiente operador se obtiene
directamente reemplazando las variables clasicas de posicién y momentum por
sus correspondientes operadores cuanticos, como en el caso del observable
energia de una particula en presencia de un potencial V(z). El observable
clasico E esta definido por la funcién hamiltoniana, la cual es igual a la suma
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de la energia cinética (que solo depende de p) y de la energia potencial (que solo
depende de z). Por esta razon, el observable de energia se denomina operador
hamiltoniano: E < H.

El operador que representa al observable energia de una particula en un
potencial V(z) esta dado por el operador hamiltoniano

~2
H=T+V=L"+v(@). (2.3.42)
m

DN

La expresiéon para su ecuacion de valores propios en el espacio de kets ‘E de la
particula es

n2

H|E) = E|E),  estoes, {;ﬂ + V(i«)}uz) - B|E). (2.3.43)

Su representacién en coordenadas conduce a la siguiente ecuacion diferencial
para las funciones propias de energia:

{=(h?/2m)o2 + V(2)} Up(z) = E¥g(x),

{-(h?/2m)3% + V(2) - E} Up(z) = 0. (2.3.44a)

De manera que el problema de valores propios para el observable energia de la
particula en un campo de fuerzas conservativo consiste en solucionar la anterior
ecuacion diferencial lineal de segundo orden para las funciones propias Vg(z).

En mecanica cuéntica ondulatoria la ecuacion (2.3.44a) se suele expresar

HUp(z) = EVg(z), (2.3.44b)

donde H es el operador hamiltoniano de la particula definido sobre F (R,),
cuya forma explicita es

H=-—0+V(x). (2.3.44c¢)
2m

De todas las posibles soluciones de (2.3.44), solo aquellas que satisfagan las
condiciones para que la funcién de onda represente un estado cudntico seran las
que definan las funciones y valores propios de energia para dicha particula. Esto
es, solamente aquellas soluciones que sean univaluadas, continuas, acotadas
y cuadrdticamente integrables si el espectro es discreto, o que satisfagan la
relacion de ortonormalidad a la funcion de distribucion delta de Dirac si el
espectro es continuo, seran las soluciones cudnticas del problema. El conjunto de
valores de E que conduzca a estas soluciones define el espectro de energia. En el
capitulo 3 se resuelve la ecuacién de valores propios del operador hamiltoniano
para una particula con un grado de libertad translacional en presencia de
diferentes campos de fuerza.



152 CAPITULO 2. REPRESENTACIONES CONTINUAS

Producto interior - valor esperado de observables

De acuerdo con (2.1.10), el producto interior entre un bra (8] y un ket |a) en
representacion de coordenadas estd dado por

(Bla) = f : W ()W, (x), (2.3.45)

donde se ha empleado la relacion de completez de la base {|z)}.

Para un estado arbitrario |a), el valor esperado del operador momentum en la
representacién de coordenadas es

(alple) = [ " dw [~ da'{alaelpia’) ko),

donde se ha empleado la relacion de completez de los kets propios del
operador posicion. Reemplazando (2.3.35), el valor esperado en representacion
de coordenadas es

(alpla) = [ : A () (~ihdy) Ve (2). (2.3.46)

Como era de esperar, el valor esperado del operador momentum en F(R,) no
es otra cosa que el producto interior de la funcién de onda que represental el
bra {a| por la funcién de onda que representa el ket plo). Teniendo en cuenta
(2.3.39a), el valor esperado de un operador funciéon del operador momentum es
igual a

(alf @l = [ drws () f(-ihd.)Wa(2). (2.3.47)

De manera similar, teniendo en cuenta (2.3.36), el calculo del valor esperado
del operador posicién viene dado por la integral

(a|Z|a) = [: dz7 (2)x ¥, (x), (2.3.48)

y el valor esperado de una funcién del operador posiciéon es
(alf @)= [~ dowi(2) /(@) ¥a(a). (2:3.49)

Note que debido a que la base en que se representan los valores esperados
del operador posicién y de la funcién del operador posicién es precisamente
su base de kets propios, las ecuaciones (2.3.48)-(2.3.49) dan directamente la
expresion conocida para los valores esperados como la suma de los productos
de la probabilidad de obtener cada valor propio por el correspondiente valor
propio.

El valor esperado de la energia de la particula cuando se encuentra en el estado
o) es

(o] Hl|or) = [: dx¥? (x) {—(h2/2m)8g + V(a:)} U, (x). (2.3.50)
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Cuando se conoce previamente la solucion del problema de valores propios
para la energia es maés sencillo calcular su valor esperado. Para ello se expresa
la funcién de onda ¥, (x) como una superposicion de las funciones propias
de energia, de acuerdo con (2.3.18a) si el espectro es discreto o (2.3.22a) si el
espectro es continuo, y luego se aplica la ortogonalidad de las funciones propias
de energia para obtener

(alHl|a) = Z lei(a) E; = ZPEi(a)Eu (2.3.51a)

si el espectro de energia es discreto, y

(a|Ha) = f dE|C(E;a)] E = f dE P(E)E, (2.3.51b)

si el espectro de energia es continuo. Los coeficientes ¢;(«) y C(E;«) estén
dados por las ecuaciones (2.3.18b) y (2.3.22b), y definen las amplitudes de
probabilidad y densidad de probabilidad de obtener los valores propios de
energia.

2.3.6 Generalizacion a tres grados de libertad

La representacion en coordenadas de los observables de posiciéon y momentum
de una particula con tres grados de libertad, inducida por la base {|r)} =
{|z1,x2,23)}, se realiza empleando el mismo procedimiento utilizado para el
caso de un grado de libertad.

El operador de translacion en la cantidad infinitesimal dr = dzie; es T(dxl) =
1= (i/h)p1dz, y su aplicacion sobre un ket de la base es

T(d$1)|$1,$2,$3), =|$1 + d1‘1,l‘2,l‘3>.

Ahora bien, el célculo de (1,22, z3|TT (dz1)|a) conduce a

Vo (21 +day, 2, 23) = Vo (21,22, 23) + (i/h)(x1, 22, T3|p1|00).

Después de expandir en serie de potencias de x; el lado izquierdo, e igualar con
el lado derecho en la aproximacién a primer orden en dxi, se obtiene

(1,2, 23|p1 |a) = —ih Oy, Vo (w1, 22, 23).

Si la translacién se realiza en la direccién de las otras dos coordenadas
cartesianas, se obtienen resultados similares que se pueden resumir en

(mlax25x3|ﬁi|a> = —ih awiq/a(xlaanx?))v 1= 172735

o en forma compacta

(ripla) = —ih vy $o(r) = —ih 0, U, (1), (2.3.52)
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donde Op =Vp= ﬁel + %62 + %63

es el operador gradiente definido sobre el espacio de coordenadas R;O’E. Los
elementos matriciales del operador momentum en esta base estan dados por

(rlp|r’) = —ih 0p6(r - 7"),

explicitamente

(rlpilr") = —ih 0y, 6(z1 — 27)0 (w2 — 25)0 (23 — 25), i =1,2,3.

Aplicando la ecuacién de valores propios del operador posicién, dual de
(2.3.9), la representacion de los operadores que caracterizan las componentes
cartesianas de la posicién de la particula queda definida por

(.’131,.’132,.’133|§3i|05)=J]i\pa(l’1,$2,$3), i=1,273,

o en forma compacta
(r|P|a) =r ¥, (r), (2.3.53)

de donde se concluye (r|Plr')y =rd(r —r").

La representaciéon en coordenadas del valor esperado de funciones de los
operadores posicién y momentum se puede escribir

(a|f(ﬁl7ﬁ27ﬁ3)|a) = [ drm;(xl7x27x3)f(_ihaw1a_ihawga _ihawg)\lla(xlvx27x3)a
(alf (@1,02,89)l0) = [~ dr Wi (@10, 20)f (01, 22,0) W (1,22,20),

(lf@lla) = [ drws(r)f(=ihon) Va(r),
(alf(@a) = [ drwi (s (r)Wa(r).

La representacién de la ecuacién de valores propios para el operador
hamiltoniano de una particula en un campo de fuerzas V(r) es

h2
{_Qma,% SV () - E}\I/E(r) ~0 (2.3.54)

donde v2 = 07 = 02, + 02, + 02, es el operador laplaciano definido sobre el
espacio de coordenadas R?.

Como se observa, el problema de valores propios para la energia se traduce en
el problema de resolver una ecuacién diferencial parcial de segundo orden.
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Las soluciones fisicamente aceptables definiran las funciones y valores propios
del operador energia de la particula. Si el observable posee espectro discreto
y continuo, las funciones propias asociadas al espectro discreto deberan ser
cuadraticamente integrables, mientras que las asociadas al espectro continuo
seran de norma infinita y se ortonormalizan a distribuciones delta de Dirac.

La solucion de la ecuacion diferencial parcial (2.3.54) implica obtener la
separacion de variables, cada una asociada a un grado de libertad de la
particula. Generalmente las constantes de separacién estén relacionadas con
las propiedades de simetria del sistema (las cuales dependen del campo de
fuerzas V(r)), y estas con observables que se conservan. Se volvera sobre este
punto al final del capitulo 3.

Ejercicios
1. Demostrar que (2.3.26) satisface las ecuaciones (2.3.24a) a (2.3.24c).

2. Con base en (2.3.24d), demostrar que las componentes cartesianas del
operador momentum de una particula conmutan entre si.

3. Demostrar explicitamente las ecuaciones (2.3.31).
4. Demostrar las relaciones (2.3.15), (2.3.18) y (2.3.20) a (2.3.22).

5. Empleando la representacién de coordenadas del operador momentum,
ecuacion (2.3.35), y las propiedades de la funciéon de distribucion delta de
Dirac, demuestre que (z|p|o) satisface la ecuacion (2.3.32).

6. Demostrar (2.3.50).

7. Demostrar que la funcién de onda correspondiente al ket T(xo)|a) estad dada
por
e ol (2)

y que se satisface la igualdad
e oW (x) = Uy (- 20),

donde T'(z,) = exp(-iz,p/h), de acuerdo con (2.3.30).

8. Considere un sistema de una particula con un grado de libertad translacional
en el estado representado por la funciéon de onda

U, () = 301 (2) + 4T5(x),

donde ¥,(x) y ¥3(z) son funciones propias del operador hamiltoniano
correspondientes a los valores propios F; y Ej3.

a. Normalizar U, (z).

b. ;Es ¥,(x) estado propio del operador hamiltoniano?
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9.

10.

11.

12.

c. {Qué valores espera obtener para la energia de la particula cuando se
encuentra en este estado? ;Con qué probabilidad?

d. Calcular el valor esperado para la energia de la particula.

Demuestre las ecuaciones (2.3.51a) y (2.3.51b). Encuentre la correspondiente
expresion en el caso en que el espectro de energia de la particula tiene una
parte discreta y otra continua.

El operador hamiltoniano de una particula con un grado de libertad
translacional estd dado por

-2 2

VA L

2m 2

La particula se encuentra en el estado

Wo(z) =1/V2{¥,(z) - U (z)}

donde W,(z) = (Am) Vi VD v wy(z) = (\m)Y 12z e VD son
funciones propias del operador hamiltoniano correspondiente a los valores
propios E, y Ej.

a. Encontrar el valor esperado para la energia cuando el estado de la
particula es U, (z). Calcular las integrales y luego tener en cuenta que
A =muw/h.

b. Encontrar los valores propios correspondientes a los estados propios de
la, superposicién.

c¢. Demostrar por célculo directo que el valor esperado hallado en a. es
igual a la suma de los productos de la probabilidad de obtener cada
valor propio por su correspondiente valor propio.

d. ;Qué sistema fisico representa este operador hamiltoniano?

Empleando la igualdad

(2] Ala) = f da' (2| Alz' )z |a) = f dr' Az, 2" )W (2"),
encontrar las ecuaciones de valores propios de los operadores definidos en
los ejemplos a), b) y ¢) de la seccion 2.3.5, aplicando las propiedades de la
funcién de distribucién delta de Dirac.

Con base en las relaciones de conmutaciéon fundamentales determinar el
ordenamiento normal del operador A= P2 + 2p%3% y demostrar que su
ecuacion de valores propios en F(R,) conduce a una ecuacion diferencial
diferente a la del operador B = &2p + 2357
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2.4 Producto tensorial

Introducciéon

En el capitulo 1 se demostré que la determinacién de una base completa para
el espacio de kets E de un sistema de n grados de libertad esta definida por el
conjunto de kets propios simultaneos de un conjunto completo de n observables
compatibles {/11,1212,[13, e b

En general, si el sistema posee més de un grado de libertad, el espectro de
cada observable del CCOC es degenerado. Por ejemplo, los grados de libertad
translacionales de una particula quedan descritos por el conjunto {#1, &2, %3},
donde cada valor propio x) del operador Z; tiene un grado de degeneracion
infinito definido por el doble infinito de kets propios linealmente independientes
{|#},z2,23)} correspondientes a todos los posibles valores propios (z2,x3) para
x} fijo.

Si esta misma particula (capitulo 6) se encuentra en un campo central de
fuerzas fijo, los operadores hamiltoniano, cuadrado del momento angular orbital
y componente z del momento angular orbital: {ﬁ, 12 ﬁz} definen otro CCOC
para el sistema y cada uno de ellos tendra necesariamente espectro degenerado.

Sin embargo, el espacio de kets de los ejemplos anteriores se puede construir
de manera equivalente a través del denominado producto tensorial de espacios.
En este caso, se considera que cada operador (asociado, por ejemplo, a cada
grado de libertad del sistema) esta bien definido en un espacio de kets en el cual
su espectro es no degenerado, esto es, la dimension del espacio es la minima
requerida para que el operador esté bien definido. Se habla entonces del espacio
de kets asociado a cada observable.

De esta manera, el espacio de kets del sistema se puede construir como
el producto tensorial de los espacios asociados a cada grado de libertad.
En el espacio resultante, el espectro de cada operador serd necesariamente
degenerado. Un ejemplo en la mecanica cuantica no relativista es el de un
sistema de espin 1/2 con grados de libertad translacionales, su espacio de kets
se obtiene del producto tensorial del espacio que describe sus grados de libertad
translacionales con el espacio bidimensional de espin.

También se puede utilizar el producto tensorial de espacios para describir
sistemas cuanticos de mas de una particula mediante el producto tensorial
de los espacios asociados a cada una de las particulas.

Definicion y propiedades del producto tensorial

Por definicién, un espacio de kets £ es denominado el producto tensorial de
dos espacios diferentes ‘E; y ‘E; si a cada par de kets |a(1)) € E; y [a(2)) € ‘E
le corresponde un ket |a(1),a(2)) € E. Notando el producto tensorial con el
simbolo ®, el espacio resultante es igual a

E=F 0% (2.4.1)
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El ket |a(1),a(2)) es el resultado del producto tensorial de los kets |a(1)) y
|(2)), el cual satisface

la(1),a(2)) la(1)ela(2)) Fla(2))ela(1)) Fa(@),a(1)),  (24.2)

donde se anota explicitamente que el orden en que se realice el producto
tensorial no tiene importancia, pues el espacio de kets obtenido en ambos casos
es el mismo.!

El producto tensorial es lineal con respecto a la multiplicacién de ntmeros
complejos y es distributivo con respecto a la adicion de kets

{arla(1))} ® {ea|a(2))} = e1 cala(1), (2)),
(1)) ® {[a(2))+|X(2))} =l(1), a(2))+|a(1), X (2))
y {la(D))+X (D))} &la(2)) =la(1), a(2))+X (1), (2))-

Sea A; un operador definido sobre ‘E;, su extension a ‘E se obtiene mediante
su producto tensorial con el operador identidad definido sobre ‘E,

Ay ® 1, esta definido sobre E, (2.4.3)

de tal manera que la imagen del ket |a(1),a(2)) es igual al producto tensorial
de la imagen de |a(1)) bajo la aplicaciéon de Ay en E; con el ket |«(2)) de &,

{Ar® La}la(1), a(2)) = {Aifa(1))}@la(2)). (2.4.4)

De manera similar se obtiene la extensiéon a ‘E de un operador By definido sobre

£

1, ® By esta definido sobre E, (2.4.5)
de acuerdo con
{11 ® Ba}la(1), a(2)) =la(1)) ® { Bafa(2))}. (2.4.6)
En general,
{A1® Ba}la(1),a(2)) = {Ai|a(1))} @ {Bzla(2))}. (2.4.7)

Ya que el operador resultante del producto de operadores extendidos a £ esta
necesariamente definido en este espacio, el producto tensorial A; ® By se nota
simplemente A; B, como cualquier producto de operadores en E.?

L El producto tensorial se suele notar de multiples formas: |a(1))®|a(2)) =|a(1))|a(2)) =

|a(1),«(2)). Vale la pena mencionar que el producto tensorial de dos kets de un mismo
espacio no estia definido. Por esta razon, en la seccion 1.1 se afirmo6 que el producto
|a)|B) no estaba definido cuando ambos kets pertenecen al mismo espacio.
Normalmente en la notacion no se distinguen los operadores de sus extensiones. Por
eJemplo A1 ® 12 se suele escribir simplemente A1 Se entenderd que en la ecuacion
Atlai(1)) el operador est4 definido sobre E;, mientras que en Aq|a;(1),b;(2)) el operador
esta definido sobre E.
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El producto interior del bra (a(1)|{X(2)| de E* con el ket |n(1)})|v(2)) de E esta
definido por el numero complejo resultante de la multiplicacién del producto
interior de {(«(1)| y [n(1)) en ‘E; con el producto interior de (X' (2)| y [v(2)) en
{2

{aMIX@)HW)r(2))} = (aD)In()NX () (2)), (2.4.8)

donde se ha extendido la aplicacion del azioma asociativo al producto tensorial,
de manera que sobran los paréntesis y el simbolo del producto tensorial.

Sea {|a;(1))} el conjunto de kets propios del operador A, en E;, A]a;(1)) =
aia; (1)), v {|b;(2))} el conjunto de kets propios de By en F,, entonces
{la;)®b;(2)) =|a;(1),b;(2))} serd un conjunto de kets propios simultaneos de
la extension de ambos operadores a ‘E = ‘E; ® ‘E,. En efecto, de acuerdo con las
definiciones (2.4.5) y (2.4.6), se tiene

{Ar® 12}]ai(1),0;(2)) = {Afai(1))}®lb; (2)) = ailai(1),b;(2))

y {11 ® Bo}ai(1),6;(2)) = lai(1)) ® {Bafb;(2))} = bjlai(1),b;(2)),

o simplemente
Alai(1),0;(2)) = aslai(1),b;(2)) (2.4.9a)

Bslai(1),0;(2)) = bjlas(1),0;(2)). (2.4.9b)

Por esta razén, una de las notaciones para el producto tensorial de kets es
simplemente |a;(1),b;(2)).® Note que el espectro de A; es el mismo en Z; y en

‘E, lo mismo ocurre para Bs.

AAplicaAndo las ecuaciones (2.4.9), se puede demostrar que en ‘E los operadores
Ay y By conmutan:

[A1,B2] = [(A1 ®12), (11 ® By)] = 0. (2.4.10)

Este resultado se puede generalizar: cualquier operador definido sobre ‘E;
conmuta en ‘E con cualquier operador definido sobre Ey.*

Si los conjuntos {|a;(1))} y {|b;(2))} definen bases completas ortonormales de
los espacios ‘E; y ‘E,, aplicando la extension a ‘E de las relaciones de completez
y de ortonormalidad de E; y ‘E,, se demuestra que {|a;(1),b;(2))} es una base
completa ortonormal de ‘E.

3 De acuerdo con el teorema 3 (pagina 81), si |a;(1),b;(2)) =|a;(1))®|b;(2)) es un ket

propio simultdneo de los dos operadores entonces ellos conmutan. Sin embargo, un
operador no puede ser funcién exclusiva del otro, ya que en tal caso cualquier ket propio
de uno de ellos es necesariamente ket propio del otro y, en consecuencia, perteneceria al
mismo espacio de kets, lo que conduciria a una contradiccidén, pues el producto tensorial
de dos kets del mismo espacio no esta definido.

Este resultado implica que si en ‘E; se tiene un CCOC y en E; se tiene otro CCOC,
entonces la union de estos dos conjuntos extendidos a ‘E define un CCOC en E.
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Para obtener la relacion de completez se puede construir el operador identidad
en ‘E con base en los operadores identidad de ‘E; y ‘E, segin

1211®12,

empleando la relaciéon de completez de E; y ‘E; y el axioma asociativo de la
multiplicacién, se tiene

1= las(W)Nai(1)] @ 3o10;(2)){b;(2)] = Flai(1))®b;(2))ai(1)] ® (b;(2)],

entonces

Zal 1),b;(2)){a;:(1),b;(2)] (2.4.11)

define la relacién de completez en E.

De otra parte, empleando (2.4.8) para el producto interior en E se obtiene la
relacién de ortonormalidad

{ai(1),0;(2)lair (1), b (2)) = {ai(D]air (1))(b;(2) | (2)) = diar 85 5. (2.4.12)

Si
(1)) = Y cilai(1)) € Ey

[X(2)) = 2 d;b;(2)) € Bz,

aplicando las propiedades de linealidad con respecto a la multiplicaciéon de
numeros complejos y de distribucién con respecto a la suma de kets, se puede
demostrar que el ket

o) =la(1))e]X (2)) =[a(1), X(2)) <E

se puede expresar

o) = Y cadslai(1).b;(2)). (24.13)

En este caso, la proyeccion de |p) =|a(1))®|X(2)) en la direccion de los
elementos de la base {|a;(1),b;(2))} es igual al producto de las proyecciones de
los kets |a(1)) y |X(2)) en la direccion de los elementos de las bases {|a;(1))}

y {16;(2))}-
Sin embargo, este resultado no implica que cualquier ket de E se pueda expresar

como el producto tensorial de un ket de ‘E; y un ket de ‘E,. En otras palabras,
cualquier ket |¥) de ‘E se puede descomponer en la base {|a;(1),b;(2))} segin

\I/> = Zci,j|ai(1)7bj(2)), € f, (2.4.14)
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pero no siempre es posible descomponer los nimeros complejos ¢;; como
productos de nimeros ¢; y d;, de manera que no todo ket |¥) de E se puede
expresar como el producto tensorial de un ket de ‘E; y un ket de ;.

Por ejemplo, considere el operador

H = Al + 1212, (2415&)

donde A, y A, pueden ser los operadores asociados a observables de dos
particulas 1 y 2, o asociados a dos grados de libertad de una misma particula.

La solucién del problema de valores propios de H en ‘E = ‘E; ® ‘E, es inmediata
cuando se trabaja en la base definida por el producto tensorial de los kets
propios de A; y As

Ha;(1))®[b;(2)) = A1la;(1))®b;(2)) + Azla;(1))ob;(2)),

aplicando (2.4.9), se tiene

Hla;(1),;(2)) = (a; + b;)lai(1),b;(2)) = hglai (1), b;(2)), (2.4.15b)

de manera que {|a;(1))®[b;(2)) =|a;(1),b;(2))} es el conjunto de kets propios
de H correspondientes a los valores propios h;; = a; +b;. Esto es, los valores
propios del operador H definido en ‘E son iguales a la suma de los valores
propios de A, Y Ag, y los kets propios correspondientes son los que se obtienen
del producto tensorial de los kets propios de Ay Y Ay en E y ‘E,. En este caso,
los estados propios se pueden expresar segin (2.4.13).

No ocurre lo mismo si H definido en ‘E es de la forma

H:/Ah +A2+A12,

donde A5 es un operador definido en ‘E, pero no estd bien definido en ‘E; ni
en ‘E,. Por ejemplo, puede ser un operador de interaccion entre dos particulas
o un potencial que relaciona dos grados de libertad de una misma particula.

En este caso no es posible expresar los kets propios de H como el producto
tensorial de los kets propios de Ay y /12, de manera que los estados propios
seran, en general, superposiciones de los kets propios simultaneos de Ay y A,
segun (2.4.14).

Ejemplos

a. Para un sistema de dos particulas, cada una con un grado de libertad
translacional, sea ‘E; el espacio de kets asociado a la particula 1y %
el espacio asociado a la particula 2. El espacio de kets requerido para
describir el sistema completo se puede construir mediante el producto
tensorial de los espacios asociados a cada una de las particulas. La
representacion de coordenadas de los estados del sistema estard definida
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por la base de kets propios de los operadores Z; y &2, la cual puede ser
construida como el producto tensorial de la base de cada operador en su
respectivo espacio:

base de E;: {|z1)}, base de Ey: {|za)},
base de E: {|r1)®|zr2) =|z1,22)},

donde {|z1)} es el conjunto de kets propios de &1, {|z2)} es el conjunto de
kets propios de &2 y {|z1,22)} es el conjunto de kets propios simultédneos
de 1 y &2 en ‘E. Aunque el espectro de & es no degenerado en ‘E;, en ‘E
a cada valor propio ) le corresponde un conjunto infinito de kets propios
{|z},x2)} definido por todos los kets con ] fijo y z2 tomando valores en
(—o0,00) sobre la recta real. En este caso, la degeneracion de cada valor
propio es infinita e igual a la dimension de E,.

Si |¥) en E es un estado arbitrario del sistema, este estado en
representacion de coordenadas queda caracterizado por la funciéon de onda

U(z1,29) = (@1, 22|V), (21,22) € R’

Si las dos particulas no interactuan, el operador hamiltoniano del sistema,
se puede expresar como la suma de los operadores hamiltonianos de cada
una de las particulas. Si ambas particulas se encuentran en un campo de
fuerzas V' (x), entonces

9 -9
H:H1+H2:{pl+V(:@1)}+{7’2+V(:e2)}. (2.4.16)
2mq 2ma

La soluciéon del problema de valores propios se reduce a resolver el
problema de valores propios de cada una de las particulas en el espacio
de kets asociado a cada una de ellas

H|Ei(1)) = E;(D)|Ei(1)), Ha|E;(2)) = E;(2)|E;(2)),

de manera que, de acuerdo con (2.4.15b), la solucién para H en E seré
H|E;(1), E;(2)) = Eij|Ei(1), E;(2)),

donde {|E;(1), E;(2)) =|E; ;)} es el conjunto de kets propios de energia
del sistema y {E; ; = E;(1) + E;(2)} son los valores propios que definen
el espectro de energia del sistema.

Las funciones que representan los estados propios de energia de cada
particula en su correspondiente espacio de funciones de onda estan dadas
por

pi(x1) = (z1|E:(1)) € F1(Ro)

pj(w2) = (22| E;(2)) € F2(Ry),
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mientras que las funciones propias de energia del sistema completo estarin
dadas por el producto tensorial de las funciones propias de cada particula

‘I’i,j(fﬂl,ﬂﬂz) = (1'1»1'2|Ei(1)7Ej(2)>
= (21| Ei (D) N22| E;(2)) = pi(x1)p;j(22),

por tanto

U, (21, 22) = pi(z1);(22) € F(R?) = Fi(Ry) ® Fo(R,).  (2.4.17)

donde se ha aplicado la definicion (2.4.8) para el producto interior en ‘E.

Cuando las particulas interacttian, ademas del operador hamiltoniano
de cada particula en el campo externo V(x) existe un potencial que
depende de las coordenadas de cada particula y el operador hamiltoniano
del sistema se puede expresar

H:H1 +ﬁ2+glg, (2418)

donde Hyy = V(#1,%2) definido sobre ‘E es el potencial de interacciéon
entre las dos particulas. En general, Hi5 1o se puede separar en la suma
de dos operadores uno definido en F; y otro definido en ‘E,, de manera que
el problema de valores propios de H no se puede solucionar de la forma
descrita previamente. Los estados propios del sistema quedan expresados
como una superposicién de los productos tensoriales de los estados de cada
particula segin (2.4.14). La interaccién correlaciona los estados propios
de energia de las particulas, de manera que cada estado propio de energia
del sistema describe un estado para el cual la energia del sistema esta
perfectamente definida, pero no estd completamente definida la energia
de cada particula individual.

b. Como un ejemplo de la construccion del espacio de kets de un sistema
mediante el producto tensorial de estados, se considera ahora el sistema
de una particula de espin 1/2 con tres grados de libertad traslacionales,
por ejemplo, un electrén o un ion.

Un ket de estado para este sistema debe dar cuenta de todos sus grados
de libertad. Sea E; el espacio de kets generado por el conjunto de kets
propios simultaneos de los operadores {#1, 22, &3} asociados a sus grados
de libertad espaciales y ‘£, el espacio de kets generado por los kets propios
del operador S,. Si los kets propios estan normalizados, se constituyen
en bases ortonormales completas de cada uno de los espacios: base de
Ey :{|z1,22,23) =|r) }, base de ‘E, : {|ms) } = {|-1/2),]1/2)}, donde se
ha utilizado la siguiente expresion para la ecuacion de valores propios de

S
& 1 1
S, |ms) =hms |ms), con mS:_§,+§_

El espacio de kets para esta particula estd definido por el producto
tensorial de los espacios ‘£, y ‘Es.
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Una base completa de ‘E se puede construir mediante el producto tensorial
de los elementos de las bases de E, y ‘E,. En otras palabras, una
base completa de ‘E puede estar definida por el conjunto completo de
observables compatibles {Z1, &2, % 3, Sz} seglin

base de E=E; @ Ey:|x1,72,23) ® |ms) = |11, 22,23, ms),

donde ms = +1/2. La relacion de completez de esta base es igual al
producto tensorial de las relaciones de completez de ‘E; y ‘E,,

en Zl:izfdr |r) (r],
en Ey: 1= Yo, M) (msl
en‘E:i:il®12:stfdr ) ® [my) (ms| ® (7],

entonces,

1= Yom [dr |r,ms) (ms,r|. (2.4.19)
La relacion de ortonormalidad esta dada por
(mg,rlr’,m's) = (r|r') (msm’s) =5(r = 7") S .- (2.4.20)

Un ket de estado arbitrario |1} en la base |r,ms) queda representado por
un espinor cuyos elementos son las funciones de onda asociadas a cada
valor de my,

3
, reR,.

DN —

)

DO | =

<m5’r|7/]) = "/)ms(’l’) mg = —

Si 14 (r), ¥_(r) son las funciones de onda que representan los estados
de la particula con componentes z de espin positivo y negativo, el ket de
estado genérico queda representado por

_[v-(r)
) =: (%(r)) : (2.4.21)

que es simplemente un espinor (vector columna de dos componentes que
representa un estado de un sistema de espin 1/2) en representaciéon de
coordenadas.

La componente v, (r’) define la amplitud de densidad de probabilidad
de localizar la particula en 7 = 7’ con componente z de espin positiva,
mientras que 1_(r') define la amplitud de densidad de probabilidad de
localizar la particula en r = ' con componente z de espin negativa.

Lecturas Recomendadas

1. Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lal6e F. (1977). Quantum mechanics. John

Wiley & Sons, vol. I, capitulo II, seccion F, p. 153.
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2.5 Representacién de momentum

Introduccion

Conjuntos de kets propios correspondientes a observables independientes
inducen diferentes representaciones del espacio de kets. No es usual distinguir el
tipo de representacién cuando la base es discreta, y se habla genéricamente de
representaciones matriciales. Sin embargo, en analogia con la mecanica clasica,
en la cual se distinguen los espacios de configuracion y de momentum, las
representaciones continuas inducidas por los kets propios de las componentes
cartesianas de posiciéon y de momentum se distinguen con los nombres de
representacién de coordenadas y representaciéon de momentum, aunque estas
inducen los mismos espacios vectoriales de funciones de onda.

Como la representacion de momentum es otro caso particular de una
representacién continua, en la seccién 2.5.1 se da una muy breve descripcién
de esta representacién. En la seccién 2.5.2 se estudia la representacion
de momentum de los operadores posiciéon y momentum de una particula
con base en las propiedades del grupo de translaciones en el espacio de
momentum Rz3)‘ Finalmente, en la seccién 2.5.3 se estudia la relacién entre
las dos representaciones y se muestra cémo el operador que representa dicha
transformacion corresponde a la conocida transformada integral de Fourier.

2.5.1 Espacio de funciones de onda en representacion de
momentum

Los operadores que representan las componentes cartesianas del momentum
de una particula, p;, i = 1,2,3, definen un CCOC para el sistema cuyos kets
propios simultaneos son {|p) = |p1, p2,p3)}-

Sus ecuaciones de valores propios
pelp’y=pilp), pLeR, k=123 (2.5.1)
escritas en forma compacta son
plp)=p'p'), Dp<eR,.
Todas las posibles triplas de valores propios de los tres operadores de

momentum definen los elementos del espacio euclidiano Rf’,, el cual coincide
con el espacio de momentum clésico.

Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base {|p)} estan dadas por

i= [ dp ip)io, (252
s(p-p') = (plp"), (2.5.3)

explicitamente

i:[ dp1[ dpz[ dps |p1,p2,p3) (P1,D2, D3],



166 CAPITULO 2. REPRESENTACIONES CONTINUAS

(1,2, P3|}, P, P3) = 6(p1 — p1) 6(p2 — Ph) 6 (ps — p3).
En la ecuacion (2.5.2), dp es el elemento de volumen del espacio de momentum
de la particula expresado en coordenadas cartesianas.

Esta base induce la denominada representacion de momentum, y en ella cada
ket |a) de E queda representado por una funciéon compleja, o funciéon de onda,
definida sobre el espacio de momentum. El conjunto de dichas funciones define
el espacio de funciones de onda F (Rf;)
3
£ «— F(R))
) <= Ya(p) = (pla) . (2.5.4)

La representacion de momentum de un ket propio de momentum esta dada por

Ip") = ¢p (p) = (plp") = 0(p - ")

y se interpreta como un estado en el cual la particula tiene un momentum
perfectamente definido® p’.

De manera completamente analoga a lo realizado en la representacién de
coordenadas, en F (Rf’)) se pueden definir bases discretas o continuas inducidas
por bases discretas o continuas de ‘E.

a) Si {|v;)} es una base completa ortonormal de E, mediante la correspon-
dencia

E«— F(R))
vi) <= vi(p) = (plvs)

se induce en ]:(R?,) una base discreta {v;(p)} cuyas relaciones de
completez y ortonormalidad son

S(p-p) =Y new @) v [ dpviwip) =5, (255)

Cualquier funciéon de onda ¥,(p) € F (Rf)) se puede expresar como
una superposicién de las funciones de la base aplicando la relacién de
completez

Valp) = [ dp'6(p =) valp) =3 [ dp v (0)a(p)

Ya(p) = ijck(a)yk(p)v (2.5.6)

Como en el caso de representaciéon de coordenadas, un ket propio de momentum es
de norma infinita y, por tanto, no representa un estado fisico real. Para recordarlo, se
escribe estado en italica.
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donde los coeficientes son las componentes de la funcién de onda en la
direccién de cada una de las funciones de la base discreta y estan definidos
por el producto interior

(@)= [ apvi(e)a(p). (2.5.7)

Si 1, (p) representa un estado normalizado de la particula y vx(p) un
estado propio simultdneo de un CCOC de la particula, el médulo al
cuadrado de c¢i(«) define la probabilidad de que la particula quede en
el estado v (p) al realizar una medicion simultdnea del CCOC,

Poy =1l =| [~ dprioya(e)|

En completa analogia con la representacién de coordenadas, el lector
puede inferir cusl ser4 el significado fisico de |1ha(p) | y de | a(p’) |Pdp’
(ejercicio 1).

Similarmente, si {|§)} es un conjunto continuo, completo y ortonormal de
‘E, la correspondencia

£« F(R})
&) <= vi(p) = (pl¢')

induce en F (Rf’,) una base continua, completa y ortonormal {v¢(p)}:

6p-p)= [ deveppi®) v [ dpui(e) ve(p)=5(6-€),

de manera que una funcion de onda 3, (p) se puede expresar como una
combinacién lineal de los elementos de la base

balp) = [ Cl& ) uep), (2:58)

donde -
C(&a) = [ dp vi(p)ba(p) (2:5.9)

se interpreta como la proyeccién de la funcién de onda en la direccion de
las funciones de la base y su médulo al cuadrado define la densidad de
probabilidad de que la particula quede en un estado propio del observable
é , representado por la funciéon de onda ve(p), cuando ella se encuentra
en el estado 1, (p).

Asi como T'(r,) = e"nP7"° es el operador que representa translaciones finitas en
el espacio de coordenadas, el operador

T(p,) =en"Po (2.5.10)
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define en E al operador que representa la translacién en el espacio de
momentum Rg en la cantidad finita p, (ejercicio 3). Esto es,

T (p,) T (p,) =D +p, 1

T(p,) Ip) =Ip +p,)-

Asi como los operadores de momentum son los generadores del grupo de
translaciones en el espacio de coordenadas, los operadores posicién son los
generadores del grupo de translaciones en el espacio de momentum.

En particular, la representacion de momentum del ket 77(p,) o) esta dada
por )
') =T (p,) @) = Yar(P) = Ya(p +P,).

2.5.2 Operadores de posicion y momentum en representa-
cion de momentum

Empleando la expansion en serie de potencias de (2.5.10) y considerando un
desplazamiento infinitesimal p - p + dp, a primer orden en dp,, se obtiene
la siguiente expresion para el operador de translaciones infinitesimales en el
espacio de momentum

T(dp,) =1+ %%.dpo. (2.5.11)

Empleando la interpretacion activa de la transformacion, la representacion de
momentum de [o) = TT(dp,) |a) es

Yar(p) = (ple’) = (p| T'(dp,) |ov) = v (p + dp,).-

Realizando un procedimiento similar al seguido para obtener la representacion
en coordenadas del operador momentum, en la aproximacién a primer orden
en dp,, se obtiene (ejercicio 4)

. . 0
Vi (P1,p2,p3) = (p1,p2,p3|2i o) = ih E Yo (p1,p2,P3)
(]
¢7](p17p27p3) =ih a[)z ¢a(p17p2’p3)7 1= 1a273
donde v, (p1,p2,p3) es la funcién de onda que representa la imagen del
ket |a) bajo la aplicacion del operador posicion: |) = &;|a). Por tanto, la
representacion de momentum de la i-ésima componente cartesiana de posicion
es igual a ih Op,.

La anterior ecuacion se puede expresar en forma vectorial de la siguiente manera
(p‘ 7 |a> =ih Vp 'l/}oz(p) =ih ap %(P)v (2'5'123)

donde V,, = 0p es el operador gradiente definido sobre Rf,. Esto es, en represen-
tacion de momentum el operador posiciéon # queda representado por ih veces
el operador gradiente en el espacio de momentum.
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De (2.5.12a) se obtiene el elemento matricial genérico para las componentes
cartesianas del operador posicién

(D302, 01| &3 |py,p5,p5) = ih Op, 6(p1—p7) 0(p2 —p3) 0(ps —ps), i=1,2,3,
o expresado en forma vectorial

(pl 7 |p') =ih 0p 5(p-P"). (2.5.12b)

Aplicando las ecuaciones de valores propios de los operadores momenta, su
representacion queda definida por

(p'] P la) =p" Ya(p), (2.5.13a)

y los elementos matriciales son
("l pIp')=p" 6(p" - ). (2.5.13b)

En F (Rf’,) las componentes cartesianas del momentum lineal quedan represen-
tadas® por la multiplicacién con su correspondiente valor propio.

El valor esperado de algunas funciones de los operadores posicién y momentum
esta dado por

(al f(B)la) = [ dpvi(p) S () a(p).
(al f()]a) = [~ dpui(p) F(ihdy) va(p),
(al £(7.D)]0) = [ dpvi(p) F(ihop, B') ba(®) ey

siempre y cuando f(7,p) se exprese en orden izquierdo, esto es, si en los
productos los operadores momenta estan a la izquierda de los operadores
posicién. La ecuacion de valores propios del operador hamiltoniano de la
particula en presencia de un campo potencial V(7r) queda definida por la
siguiente ecuacién diferencial parcial:

{;jn FV(ihdy) - E} () =0, (25.14)

donde p? = p? + p3 + p3. Las funciones propias g (pi1,p2,p3) deberdn ser
univaluadas, continuas, acotadas y, si el espectro es discreto, cuadraticamente
integrables. Si el espectro es continuo, el producto interior de las funciones
propias debe satisfacer la relacion de ortonormalidad en el sentido de Dirac.

2 En algunos textos es usual encontrar las relaciones # |p) = ih dp |p) y (p| # = —ih dp (D

para indicar la representacion de momentum del operador posicién. Aunque son mas
una notacién que una igualdad, ya que el operador gradiente no estd definido sobre el
espacio de kets sino sobre el espacio de funciones de onda, estas relaciones inducen las
ecuaciones (2.5.12) y sus duales correspondientes cuando se aplican a un bra o a un ket
respectivamente.
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2.5.3 Relacion entre las representaciones de coordenadas y
momentum

Cualquier ket arbitrario ) que pertenezca al espacio de kets de una particula
con un grado de libertad translacional, se puede representar mediante la funcién
de onda definida por su representacién de coordenadas o la funcién de onda
definida por su representacién de momentum. Se estudiard la relacién entre
estas dos representaciones a través de la transformacion cambio de base de
coordenadas a momentum.

La transformacion queda definida por un operador unitario que transforma
la base {|z)} en la base {|p)}. Sea F el operador que representa dicha
transformacion,

p)=Flz), o (p|=(a| FT = (a] P~ (2.5.15)

Aplicando el bra a un ket arbitrario |a), se obtiene la ecuacion de
transformacién para las funciones de onda

(pla) = (ol F )= [~ da’ (@] BT [2') (']

ba(p) = [: A (2| Elz)* va (). (2.5.16)

La representacion de momentum de un ket arbitrario queda definida a
través de una transformacién integral de la correspondiente representacion de
coordenadas. El nucleo (o kernel) de la transformacion esta definido por el
elemento matricial (2’| F'|z), denominado también kernel de Schwartz.

Determinacion del niicleo de la transformacion

De acuerdo con (2.5.15), el nicleo de la transformacion es igual a

(x| F )2’y = (xlp') . (2.5.17a)
Este elemento matricial es la representacién de coordenadas del ket propio
del operador momentum correspondiente al valor propio p = p’. Entonces, la
determinacion del nucleo de la transformacion se puede obtener de la solucion
del problema de valores propios del operador momentum en representaciéon de
coordenadas.

En el espacio de kets E, la ecuacion de valores propios para el operador
momentum es p [p’) = p’[p’). Su representacion en coordenadas se obtiene de
(|plp") = p’ (x[p'), la cual es igual a —ihd, (z|p’) = p’ (z[p’).

Notando u, (xz) = (z[p’) a las funciones propias de p en representacion de

coordenadas, la ecuacion de valores propios del operador momentum toma la
forma

—1h0y uy (z) = p'uy ().
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Integrando esta ecuacion diferencial de primer orden, se obtiene

(z]p') = up () = Ner®? P € R, (2.5.17b)

El coeficiente N se determina exigiendo que las funciones propias satisfagan la
condicion de ortonormalizacion a la funcién de distribucion delta de Dirac:

[ dw @) () =601,

que no es otra cosa que la representacion en coordenadas de la condicion de
ortonormalidad (plp") = §(p - p"). Reemplazando (2.5.17b) en el integrando, el
producto interior es igual a

[ dr u,*(x) uy () = INJ? f dz e #% 7P,

Teniendo en cuenta la representacion integral de la funcién de distribucion delta
de Dirac (2.1.6), se obtiene

N f dz e %20 ) Zonp NP 6(p-p').

Eligiendo la constante de normalizaciéon real y positiva, N = 1/v/2xh , las
funciones propias ortonormalizadas estan dadas por

21 = en eV, (2.5.18)
s

uy () =

La funcién propia correspondiente a cada valor propio p define una onda plana
de namero de onda k = p/h.

Las funciones propias u, () constituyen una base continua, infinita y completa
de F(R,;), de manera que cualquier funciéon de onda 1, (x) se puede expresar
como la superposicién de los elementos de esta base:

bal@) = [ dpCpia)uy(w),
reemplazando (2.5.18) y teniendo en cuenta que C(p;a) = (pla) = Ya(p),

p € R,, define la funciéon de onda que representa al ket |«) en representacion
de momentum, se tiene

V() = ﬁ f: dp e# "1, (p). (2.5.19a)

El coeficiente C(p'; ) = ¥ (p) |p=p', la proyeccion de ¢, (x) en la direccion del
elemento de la base u, (z), esta definido por el producto interior

)= [ dw (@) vale),
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entonces

1 f“ _i
o(p) = —— dx e " Py, (), 2.5.19b
v = = | Ya(2) (25190)
que es la misma ecuacion (2.5.16).

En las ecuaciones (2.5.19a) y (2.5.19b) se reconocen las expresiones usuales
para la transformada integral de Fourier y su transformada inversa. En otras
palabras, la ecuacion (2.5.18) es el nicleo de la transformada integral de Fourier
(o kernel de Schwartz de la transformacion).

La ecuacion (2.5.19a), que expresa cualquier estado de la particula como
superposicion de ondas planas con coeficientes C(p; ) = 1,(p), define a su
vez el conocido principio de superposiciéon de la mecanica ondulatoria, que
dice que cualquier funcién de onda se puede expresar como una superposicion
continua de ondas planas. Cuanticamente, cada funcién propia de momentum
define una onda plana de momentum perfectamente definido.

Nota

Al emplear la interpretaciéon activa de la transformacion se debe
considerar la transformacion inversa. Asi, |o/) = F'|a) define la
imagen del ket bajo la transformacién. A partir de su representacion
en coordenadas se obtiene

Yar(2) = (z]a’) = {(z| FT} o) = (pla) = ¢a(p). (2.5.20)

Como era de esperar, la imagen de 9, (z) € F(R,) es precisamente
Ya(p) € F(R,). Como desde el punto de vista matemético,
tanto el espacio de coordenadas como el de momentum definen el
mismo espacio euclidiano (R, = R, = R), la transformacién de
coordenadas a momentum es una transformacion unitaria definida
sobre un mismo espacio de funciones.

Una manera sencilla de obtener las ecuaciones (2.5.19), una vez conocido el
nucleo de la transformacion, consiste en representar los productos interiores
(z|ar) ¥ (p|a) en las representaciones de momentum y coordenadas,

Yalo) ={allla) = [~ dp’ (alp') (la) = @eh) ™ [ ap ek o)
(2.5.21a)

Valp) = (i) = [ " da’ pla') (@) = an) [ aat e g ()
(2.5.21b)

Generalizacion a tres grados de libertad

Para determinar la representaciéon en coordenadas del ket propio simultidneo
de las componentes cartesianas de momentum, se debe resolver la ecuaciéon
vectorial

—ih o (r|p’) = p’ (rlp’),
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donde (r|p’) = (x1,z2,x3|p],p5,p5). La anterior ecuacién es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

—ih 0z, (rlp’) =pi (rlp), i=1,2,3. (2.5.22)

Teniendo en cuenta que cada ecuacién involucra una coordenada y su
momento canénicamente conjugado, la integracion de la primera ecuacién
correspondiente a ¢ = 1 conduce a

i ’
<’I‘|p’> = <x1,x2,x3|p’1,p’2,pg) = f(x27x3;p’2’pé) eRE1P1
Reemplazando esta solucién en la segunda ecuacion, ¢ = 2, e integrando
i 7
f(z2, 2305, p5) = g(x3;p5) enr2P2
= (r|p) = g(zs;ph) enTh ehmarE

Finalmente, con esta solucién la integracion de la tercera ecuacién, correspon-
diente a i = 3, conduce a

’ i !
g(w3;ps) = N en™Ps,
de manera que la solucién del sistema de ecuaciones es de la forma
— LA L (w1p)+z2ph+Tspy)
Up (1) = (r|p’) = Ner 1 2¥T3P3)

La constante se determina de la condicién de ortonormalizacion

/ d$1d$2dx3 u;(xlvx%‘rl’))up'(x17x27x3) = 5(p_p,)v

—o00

por lo tanto

1 i 14 7 7 1 i ’
no_ roor I\ + (z1pl+x +T3py) _ Lo
(rlp’) = (21,22, 23|p1, 2. P3) = 7(27#03/26" 1P17®2Pp %aPs) = 7(27#03/26" P
(2.5.23)

Este mismo resultado se obtiene si se observa que el sistema de ecuaciones
(2.5.22) es separable en tres ecuaciones cada una asociada a un grado de
libertad. Para ello basta suponer una solucién de la forma

(rlp) = up(r) = up, (21) up, (x2) up, (x3),

la cual al ser reemplazada en (2.5.22) conduce a tres ecuaciones independientes
para cada funcién uy, (z;).

Para encontrar la relaciéon entre las representaciones de coordenadas y de
momentum, se sigue un procedimiento similar al realizado para obtener las
ecuaciones (2.5.19). Asi,

Ya(r)=(rla) = (r| L]} = [ " dp (rlp) (pla).,
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entonces,

Ya(r) = (2rh)™ [:dpe%"'%a(p). (2.5.24a)

De manera similar,

Ya(p) = f dr e R Py, (7). (2.5.24b)

Lecturas Recomendadas

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalde F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capitulo I, secciones A, B y C, capitulo II hasta el
complemento G.

Ejercictos
1. De el significado fisico de |1 (p)[°, de |¥a(p)[* calculado en p = p/,
de |1/)a(p’)|2dp’ y de ]p’? dp’ |wa(p’)|2dp’. i Cuéles son las unidades de

[¢a(p) [*?

2. Demostrar las ecuaciones (2.5.6) a (2.5.9) a partir de la representacion
de momentum de las relaciones de completez y ortonormalidad de las
correspondientes bases de ‘E.

3. Demostrar que (2.5.10) define el operador de translacion en Rf]. Considere
solamente un grado de libertad.

4. Considerar un sistema de un grado de libertad. A partir de la relaciéon

wa’(p) = <p|0/> = <p| TT(dpo) |0¢> = ¢a(p+ dpo)v

para una translacion infinitesimal en el espacio de momentum, demuestre
que la imagen de cualquier ket |«) bajo la accién del operador posiciéon esté
dada por

by (p) = ih — %(p) =ih 0p Ya(p),
donde |n) = Z|a).

5. Para el sistema de una particula con tres grados de libertad traslacionales
encontrar la expresion de los siguientes observables como una funcién de los
operadores posicién y momentum:

a. Las componentes cartesianas del operador momentum angular.
b. El cuadrado del momentum angular.

El hamiltoniano de una particula en un campo central de fuerzas.

/o

El hamiltoniano de una particula (cargada) en presencia de un campo
magnético generado por un vector potencial A(r).
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e. El operador hamiltoniano de una particula cargada en presencia
de un campo central de fuerzas e interactuando con un campo
electromagnético.

6. Determinar la representacién de coordenadas de las ecuaciones de valores
propios de los operadores determinados en el ejercicio anterior. Esto es,
determinar las ecuaciones diferenciales parciales que deben satisfacer las
funciones propias de los observables.

7. Obtener la ecuacion (2.5.23) empleando el producto tensorial de estados y
la solucion (2.5.18) para un grado de libertad.






Capitulo 3

Dinamica cuantica

Introduccion

Estudiar la dindmica de un sistema cuantico es determinar su evolucién
temporal. La ecuaciéon que rige la evolucién del estado de un sistema se
denomina ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo o ecuacién de
movimiento de la mecénica cuantica no relativista.

Con base en la determinacion completa del estado del sistema en un instante
dado, la solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
proporciona el estado para cualquier instante de tiempo posterior, el cual,
a su vez, permite analizar el comportamiento dindmico del sistema a través
del comportamiento en el tiempo de las amplitudes de probabilidad, de las
funciones de distribucién de valores propios o de los valores esperados de los
observables, entre otras magnitudes.

Este capitulo se inicia con la definicién del operador evolucién temporal de un
sistema, a partir del cual se determina la ecuacion de Schrédinger dependiente
del tiempo. Se continda con el estudio de sistemas conservativos y se desarrollan
los ejemplos basicos en representacion de coordenadas. Se finaliza con la
solucién del problema de valores propios de energia del oscilador armoénico
empleando el método de operadores escalera. Este tltimo ejemplo permite un
primer acercamiento al estudio de los denominados estados coherentes.

3.1 DinAmica cuantica
3.1.1 Operador evolucion temporal

Para el estudio de la evolucion temporal de un sistema cuantico no relativista,
al igual que en la mecanica clasica no relativista, el tiempo se considera como un
parametro continuo. Esto es, el tiempo no es un observable en el sentido de que
no existe un operador cuyos valores propios tengan significado de tiempo. Para
dar cuenta de los posibles cambios del estado de un sistema al evolucionar en el
tiempo, en el ket que lo representa se escribiré explicitamente su dependencia
con el pardmetro temporal. Por ejemplo, |¥(¢)) notara el estado del sistema en
cualquier instante ¢.

Se denomina operador evolucion temporal, o simplemente operador evolucion, al
operador unitario cuya aplicacion sobre el estado en el instante ¢, proporciona

177
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el estado para cualquier instante posterior ¢. Explicitamente, si |¥(¢,)) describe
el estado en un instante ¢, y |¥(¢)) en cualquier instante posterior ¢, el operador
evolucidon temporal U(t,t,) queda definido por

(1)) = Ut )| T(E)), t> 1, (3.1.1)
para todo t y t,.
El operador evolucién tiene las siguientes propiedades:

1. Es unitario:

Ut (t,t) Ut to) = Ut t,) UT(t,t,) =1, (3.1.2)
y, por tanto, existe el inverso UT(t,t,) = U1 (¢,t,).
2. Estéa definido el producto (relacién de clausura):
U(ta, t1) U(t1,to) = U(ta,to), para to >ty >to, (3.1.3)
el cual es asociativo.

3. Existe el elemento neutro definido por la transformacion idéntica

lim U (t,t,) = 1.

t—to

Estas propiedades muestran que el conjunto de operadores evolucién {0 (t,t0)}
define un grupo unitario continuo, infinito y, en general, no conmutativo. Cada
elemento del grupo esta caracterizado por un valor del parametro continuo t.

Operador evolucion infinitesimal

Como ocurre en la dindmica hamiltoniana clésica, el generador de la evolucion
de un sistema cudantico es justamente su operador hamiltoniano, de manera que
el operador evolucion para un intervalo de tiempo infinitesimal 6t esté definido
por

U(t+ot,t)=1- %Fl(t) 5t,  ot>0. (3.1.4)

En la aproximacién a primer orden en 4, esta definicion satisface las propie-
dades del grupo de operadores evolucion. Como H/h y §t tienen dimensiones
de [t™1] y [t], respectivamente, el operador evolucién es adimensional.

Ecuacion de Schridinger para el operador evolucion

Aplicando la relaciéon de clausura (3.1.3) para los instantes t + §t > t > t,, se
obtiene

zH(t)

U(t+0t,t,) = U(t+0t,t)U(t,t,) = (1 - 5t) U(t,t,),

U(t+6t,to) — Ultite) i~ r
5 == H@) Ut to).
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El lado izquierdo define la variacion del operador evolucion ante una variacion
infinitesimal 0t alrededor de cualquier instante dado t > t,. Tomando el limite
ot — 0, se obtiene

z‘h%ﬁ(t,to) = H(t)U(t,t,), (3.1.5)

denominada la ecuacion de Schridinger para el operador evolucidon. Esta es la
ecuacion que debe satistacer el operador evoluciéon temporal, y su solucién, como
era de esperar de (3.1.4), depende exclusivamente del operador hamiltoniano
del sistema. Por esta razén se dice que H (t) es el generador del grupo de
operadores evolucion.

Enseguida se consideran algunas soluciones de la ecuacion (3.1.5):

1. Si el sistema bajo consideracion es tal que su operador hamiltoniano no
depende explicitamente del tiempo, (0, H (t) = 0), la integracion de (3.1.5)
entre un instante ¢, y un instante posterior arbitrario ¢ es inmediata! y
su solucion es ‘ A

U(t,t,) = e n(tto)H (3.1.6)

Un sistema de espin 1/2 interactuando con un campo magnético estatico
uniforme o una particula en presencia de campos de fuerza derivables
de potenciales V() con 0,V (#) = 0, son ejemplos de sistemas que
evolucionan de acuerdo con (3.1.6).

Como se verd en la seccién 3.2, cuando el operador hamiltoniano no
depende explicitamente del tiempo, el valor esperado de energia y la
distribucién de valores propios de energia se conservan en el tiempo para
cualquier condicion inicial [¥(t,)). Por esta razon, cuando 0, H(t) = 0 el
sistema se denomina conservativo. En otras palabras, la ecuacion (3.1.6)
define el operador evolucién para sistemas conservativos.

2. Cuando el operador hamiltoniano del sistema depende explicitamente del
tiempo, pero su dependencia es tal que su conmutador en dos instantes
distintos y arbitrarios es nulo: [H(t), H(¢')] = 0, la solucién de (3.1.5) se
puede expresar

U(t,t,) = e n Jio HENI

Un ejemplo de un sistema cuyo operador evoluciéon tiene esta forma
funcional es el de un sistema de espin 1/2 interactuando con un campo
magnético de direccién constante pero de magnitud variable en el tiempo.

3. Cuando el operador hamiltoniano depende explicitamente del tiempo y
su dependencia es tal que para instantes diferentes los operadores no
conmutan, la solucion de (3.1.5) se puede expresar, por ejemplo, en series
de Dyson.?

Por ser una ecuacion diferencial parcial, para la integracion de (3.1.5) solo se tiene en
cuenta la dependencia explicita del operador hamiltoniano con respecto al tiempo. Es
bueno aclarar que los observables de posiciéon y momentum no dependen explicitamente
del tiempo, de manera que la variacién temporal del operador hamiltoniano de un sistema
debe provenir de campos de fuerza dependientes del tiempo explicitamente.

2 Sakurai, 1994, p. 73 y seccién 5.6.
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Un sistema de espin 1/2 interactuando con un campo magnético cuya direccion
cambia en el tiempo es un ejemplo sencillo de un sistema para el cual
[E(t"), H(t")] # 0. En efecto, teniendo en cuenta que el hamiltoniano de
interacciéon es proporcional a la componente del momento angular de espin
en la direccién del campo, si en el transcurso del tiempo el campo esta girando
en el plano (z,y), habré instantes en que el hamiltoniano es proporcional a S, y
otros a S”y Como estos observables no conmutan, los operadores hamiltonianos
correspondientes a dos instantes diferentes y arbitrarios no necesariamente
conmutan.

Una vez determinado el operador evolucion, si se conoce el estado en cualquier
instante t,, el estado del sistema para t > t, se puede obtener de la definicién
(3.1.1).

Para sistemas conservativos, (3.1.1) se puede expresar
(1)) = e n =t H g (1,)) . (3.1.7a)

Vale la pena aclarar que |U(t)) estard determinado cuando se conozca el ket
resultante del lado derecho de (3.1.7a).

Cuando se conoce |U(t,)) como superposicion de kets propios de energia, lo
cual implica que se conocen los valores de los coeficientes en la superposicion,
la determinacion del estado |¥(t)) es inmediata. En efecto, si el espectro de
energia del sistema es discreto y se conoce |¥(t,)) = ¥, ci(to) |E;), el lado
derecho de (3.1.7a) es igual a

eI (1)) = 3 eito) e h T B,

Debido a que el operador evolucién es funcién del operador hamiltoniano, los
kets propios de energia son a su vez kets propios del operador evolucién y se
satisface

RO (1,)) = 3, R e (1) | ).
Entonces, para t > t,, el estado del sistema queda definido por

W) = Y, e FE (1) B, cilte) = (BiR(L)).  (3.1.7h)

De manera similar, cuando el espectro de energia es continuo y se conoce la
superposicion que define el estado inicial, |¥U(t,)) = [ dE cg(t,)|E), el estado
del sistema para t > t, estara definido por la superposicion

|\I/(t)):dee’%E(t’t°)cE(to) E),  cp(ty) = (E[¥(t,)).  (3.1.7¢)

Para sistemas conservativos, la variacién temporal del estado se ve reflejada en
la dependencia explicita con el tiempo de los coeficientes de la superposicién,
a través del factor de fase del término exponencial en (3.1.7), lo cual implica
que la orientacién del estado en el espacio de kets del sistema varia de manera
continua.
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En general, sea o no conservativo el sistema, la orientacién del estado cambia
en el tiempo. Sin embargo, como el operador evolucion es unitario, la norma
del ket de estado permanece invariante,

(W)W (t)) = (T(to)| U (t,80) Ut to) (L))
= (W)W (t)) = (U (to)[¥(to))-

Lo anterior muestra que la dindmica del sistema se puede imaginar como una
rotacion continua del estado en el espacio de kets del sistema.

Una vez conocido |¥(t)), el estado se puede expresar como la superposicion de
los elementos de la base ortonormal de kets propios de cualquier observable.
Por ejemplo, en la base de kets propios de A:

() =Y cilt) lai),  ei(t) = (ail (1)), (3.1.8)

donde se ha supuesto que los elementos de la base no dependen explicitamente
del tiempo. El conjunto de coeficientes ¢;(t) = (a;|¥(t)) define la representacion
matricial del estado en cualquier instante de tiempo. Si la base es continua se
tendrd una representacién ondulatoria.

La probabilidad de que en cualquier instante ¢ el sistema se pueda encontrar
en uno de los estados |a;) esta dada por

Play () = K W (D) * = les(t) |

Sin embargo, aunque varien las probabilidades individuales su suma se conserva
debido a que el operador evolucion es unitario

2 Plany () = 20, (W ()]ai) {as| T (1)) = (T(£)[ T (1))
= (U(t)|UT(,16) Ut o) [W(t0)) = (W (o) (t0))
= 2 (W (to)lai) (ail¥(to)) = 32, Playy(to),

donde se han empleado las ecuaciones (3.1.1), (3.1.2) y la relaciéon de completez
de la base. De aca también se concluye que la norma del ket de estado permanece
invariante bajo la evolucién temporal del sistema, debido a que la suma de estas
probabilidades es justamente el cuadrado de la norma del ket de estado.

3.1.2 Ecuacion de Schréodinger dependiente del tiempo

Un camino alternativo para estudiar la dindmica de un sistema es solucionar
directamente la ecuacion de movimiento para el estado. Aplicando la igualdad
(3.1.5) al estado del sistema en ¢ = t, y teniendo en cuenta (3.1.1), se obtiene
la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo o ecuaciéon de movimiento
para el estado del sistema:

m% |W(t)) = H(t)[T(t)). (3.1.9)
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En principio, el estado solucién de (3.1.9) sera tnico si se conoce el estado del
sistema en un instante ¢ = t,, esto es, si se conoce el estado inicial en que fue
preparado el sistema.

Para solucionar la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, se
representa en una base completa del espacio de kets del sistema. Si se considera
la base de kets propios del operador posicién, se tendrd que resolver una
ecuacion diferencial de segundo orden para la funciéon de onda que representa
el estado del sistema. Para una solucién tnica se debera conocer la funcién
de onda que representa el estado inicial. Si la base es discreta, se tendra una
representacion matricial de la ecuacién de Schrodinger. Su solucién conduce a
la determinacion de los coeficientes de la superposicién para todo instante de
tiempo en términos de los coeficientes de la superposicion que define el estado
inicial.

Representacion matricial de la ecuacion de Schrodinger

Considerando la base ortonormal discreta {|a;)}, de acuerdo con (3.1.8), el ket
de estado se puede expresar como una superposicion de los elementos de la base

(W) =2, ci(®)lai),  ci(t) ={ai| (1)),

donde ¢;(t) es el elemento matricial del vector columna que representa el estado
del sistema en cualquier instante ¢t. Premultiplicando (3.1.9) por el bra (a;l,
obtienen las ecuaciones que deben satisfacer estos coeficientes:

i (1)) = (ol FCE) 19C) = X ail H(1) law) {au (1)),

= ih%ci(t) = > Hp(t)er(t), i=12,..., (3.1.10a)
k

donde H;i(t) = (as| H(t)|ax) es el elemento matricial del operador hamilto-
niano. Este conjunto de ecuaciones define un sistema de ecuaciones diferencia-
les parciales de primer orden para los coeficientes ¢;(t). En fisica se acostumbra
decir que el sistema es acoplado debido a que la ecuacién para el i-ésimo coefi-
ciente involucra los demas coeficientes cg(t).

El sistema de ecuaciones (3.1.10a) corresponde a la ecuaciéon matricial

ci(t) Hyi(t)  Hio(t) -\ [c(t)

Zha CQ.(t) = Hgl'(t) Hgg(t) CQ.(t) y (3110b)

que es precisamente la representacion matricial de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo (3.1.9), y define la ecuaciéon de movimiento para el
vector columna que representa el estado del sistema.

Para solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales se debe conocer la
matriz hamiltoniana. Para obtener una solucién tinica para el estado del sistema,
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se requiere conocer el vector que representa el estado inicial del sistema, definido
por el conjunto de coeficientes ¢;(t,) = (a;|¥(¢,)).

De (3.1.10b) se observa que la base ideal para representar la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo es aquella que diagonaliza la matriz
hamiltoniana. En este caso las ecuaciones se desacoplan. Es decir, la ecuacién
diferencial para el i-ésimo coeficiente solo involucra dicho coeficiente de manera
que su integracién es inmediata, como se muestra enseguida.

Sistemas conservativos

Se considera ahora un sistema conservativo, O H = 0, para el cual se ha
solucionado el problema de valores propios de un CCOC, cuyos kets propios
simultaneos diagonalizan el operador hamiltoniano.? Enumerando la base de
kets propios simultaneos con un solo indice {|F;)}, la ecuaciéon de valores propios
del operador hamiltoniano se puede expresar

H |E;) = E; |E;).

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Schridinger independiente del
tiempo.

Un ket de estado expresado como superposicién de los elementos de esta base
es

(W(t)) =2, ci(®) 1E:), (b)) = (Ei| ¥ (). (3.1.11a)

Realizando la representacion matricial de la ecuacién de Schrédinger depen-
diente del tiempo en la base de energia, se obtiene el sistema de ecuaciones

A\ (Er 0 ) [ei(t)
zh& cAh)=10 Ey ][],
o lo que es lo mismo
0
zha ci(t) = E;ci(t), para i=1,2,... (3.1.11Db)

Estas ecuaciones son las mismas que se obtendrian si se hubiera realizado la
transformacion de (3.1.10) a la base de energia. Cada una de las ecuaciones
(3.1.11b) se puede integrar directamente para obtener

A(t) = ci(t,) e m Filtte) para i=1,2,... (3.1.12a)

De acuerdo con (3.1.11a), el ket de estado solucion de la ecuacion de Schrédinger
dependiente del tiempo es

[W(6)) = D ci(ty) e | By). (3.1.12b)

K2

3 Este CCOC puede ser definido por operadores asociados a cada grado de libertad cuando

el operador hamiltoniano del sistema se puede expresar como la suma de ellos o por un
conjunto de operadores que contenga el operador hamiltoniano.
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Note que cada ket .
i (1)) = e Fil=t) I ) (3.1.12¢)

es una solucion particular de la ecuacion de Schrédinger dependiente del
tiempo. Para comprobarlo basta reemplazarla en (3.1.9). La solucion general de
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, (3.1.12b), es precisamente
una superposiciéon de estas soluciones particulares.

Si el estado en que se prepara el sistema en t = t, es un estado propio de
energia (|¥(¢,)) = |Ex)), en la superposicion que define el estado inicial todos
los coeficientes ¢;(t,) son nulos excepto el k-ésimo, que es igual a la unidad si
el estado esta normalizado. Esto implica que en la solucion general (3.1.12b) la
suma sobre i se reduce al k-ésimo término y el estado del sistema para t > ¢,
es precisamente una de las soluciones particulares (3.1.12c):

T (1)) = lon(t)) = e FrEEIM ) (3.1.12d)

Como la tnica diferencia entre el ket de estado |¥(¢)) y el ket propio de energia
|Ek), que define el estado inicial, es el factor de fase —Ey(t —t,)/h, el estado
del sistema en cualquier instante de tiempo es un estado propio de energia
correspondiente al valor propio Ey.

En otras palabras, si el sistema se prepara en un estado propio de energia, el
estado del sistema no cambia en el tiempo (la orientaciéon del ket de estado en
cualquier instante es la misma del ket de estado inicial). Por esta razén |¢x(t))
se denomina estado estacionario. Cada una de las soluciones particulares
(3.1.12¢) define un posible estado estacionario del sistema.

Como es de esperar, la solucién (3.1.12b) es la misma que se obtiene aplicando
el operador evolucién al estado inicial (ecuaciéon (3.1.7b)). En particular, si el
sistema se prepara en un estado propio de energia, |¥(¢,)) = |Ey), al reemplazar
(3.1.6) en (3.1.1), se obtiene

(1) = em () = e O By ) = e BB 1),

que es la misma ecuacion (3.1.12c).

Sistemas no conservativos

Cuando el sistema no es conservativo o cuando no es posible conocer la base
que diagonaliza el operador hamiltoniano, pero el operador hamiltoniano se
puede expresar como la suma de dos operadores

H(t) = Hy+V(t), (3.1.13)

donde Hy es independiente del tiempo y su problema de valores propios es
conocido, es posible avanzar en la solucion del problema empleando la base de
kets propios de Hy, los cuales se notaran |E?):

Ho |EY) = EY |EY). (3.1.14)
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En esta base el estado del sistema se puede expresar
(T(t)) =D ca(t) |E?), ) = (E719(1)),
y el elemento matricial genérico del operador hamiltoniano (3.1.13) es
Hij(t) = (B H(t) |Ef) = (E7| Ho |Ef) +(E7| V() |EY)
= E76i5+ Vij (D),
donde V;;(t) = (E?| V(t) |E?).

Reemplazando en (3.1.10a), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para
los elementos matriciales del vector de estado en la base {|E?)}:

ci(t) =Y ER 0k cu(t) + . Vie(t) ci(t),
k k

hﬁci(t):Eioci(t)+ZVik(t)ck(t), i=1,2,... (3.1.15)
ot -

La anterior ecuacién sugiere soluciones de la forma

ci(t) = e 7 Btz (), (3.1.16a)

que al ser reemplazadas en (3.1.15) reducen el problema a la solucion del
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales para los coeficientes ¢ (t):

at) = Z V() er BBt (1 =12 (3.1.16b)

Este sistema de ecuaciones involucra solamente los elementos matriciales del
operador de interaccion V(t) Lo concerniente a Hy esta contenido en la fase
de los términos exponenciales.

Definiendo w; j = (Ef - EY)/h, cantidad con unidades de frecuencia o [t71], la
anterior ecuacioén se puede expresar

— cl(t) Z (1) ettt (), para i=1,2,... (3.1.17)

Para solucionar este sistema de ecuaciones se requiere conocer los elementos
matriciales de V(¢) en la base |E?). Una vez determinados los coeficientes
¢i(t), el ket de estado, solucion de la ecuacion de Schrodinger, es

(W (t)) = Z (1) e R BI(te) |59y (3.1.18)
Este procedimiento es especialmente apropiado para estudiar la dindmica de

un sistema caracterizado por Hy y sometido a una interaccion V(t) En este
caso se supone que es posible preparar el sistema en un estado propio de Hy o
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en una superposicion definida de sus estados propios, luego de lo cual se somete
el sistema a la interaccion V' (¢). Se trata entonces de determinar el efecto de
la interaccién en la dindmica del sistema descrito por Hy.

Sin embargo, en una gran mayoria de fenémenos fisicos, incluso para sistemas
conservativos para los cuales ¢,V (t) = 0, la ecuacién (3.1.17) no se puede
solucionar analiticamente en forma general, por lo que es necesario aplicar
métodos de aproximacion y/o métodos numéricos.

Cuando la base es infinita se puede obtener una soluciéon aproximada (analitica
o numéricamente) truncando la serie (3.1.8) en un cierto N finito. La
aproximaciéon se acercard mas a la solucion exacta si el numero finito de
elementos que se consideren son los méas representativos para el fenémeno fisico
bajo estudio.

Por ejemplo, cuando Hy es el operador hamiltoniano del electrén de un
dtomo de hidrogeno interactuando con ondas electromagnéticas, el rango de
frecuencias de la radiacién y la diferencia hw;; entre niveles de energia del
atomo permiten fijar un criterio de seleccion de los estados propios de H, que
predominan en el proceso. Si la onda electromagnética es monocromética y su
frecuencia es tal que involucra solamente dos niveles de energia, los estados
correspondientes son los mas representativos y proporcionaran una muy buena
aproximacion de la dindmica del sistema. Este modelo es denominado un dtomo
de dos niveles.

Otras aproximaciones se pueden obtener aplicando métodos variacionales o
métodos de perturbacion (dependientes o independientes del tiempo). Para
aplicar estos ultimos se requiere que la interaccién se pueda considerar como
una pequena perturbaciéon al sistema descrito por H,.

Finalmente, es importante anotar que la evolucién temporal del sistema es
generada por el hamiltoniano total Hy + V(t) Si el estado inicial es un estado
propio de FIO, este no define un estado estacionario, pues no es estado propio
de Hy +V(t).

Solucién de la ecuacion de Schrédinger en F(R?)

Para el sistema definido por una particula con tres grados de libertad
translacionales, cuyo operador hamiltoniano es de la forma H =p? [2m+V (7,1),
la representacion en coordenadas de la ecuacion de Schrédinger dependiente del
tiempo es

0 .
ih%\I/(r,t) =HU(r,t), (3.1.19)
donde H nota la representacién de coordenadas del operador hamiltoniano

R —h2 52
H = %ﬁ +V(1°,t).

Explicitamente, la ecuaciéon que gobierna la evoluciéon temporal de la funcién
de onda que describe el estado del sistema esta dada por la siguiente ecuaciéon
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diferencial parcial de cuatro variables (tres coordenadas y el tiempo):

ih o, K& % v =0 3.1.20
{’L E‘F%m— (’I”,t)} (”',t)— . ( N )
La ecuacién puede ser separable en un tipo apropiado de coordenadas
(cartesianas, polares esféricas, cilindricas, etc.) de acuerdo con el tipo de
interaccién V(r,t), esto es, de acuerdo con las simetrias del problema. En
general, las constantes de separacién estaran relacionadas con constantes de
movimiento del sistema, denominadas también integrales de movimiento.

Cuando el operador hamiltoniano no depende del tiempo explicitamente, la
variable temporal se puede separar de las variables espaciales y la constante
de separacion esta relacionada con los valores propios de energia. En efecto,
proponiendo una solucién no trivial (no nula) de la forma ¥(r,t) = ¢(¢)p(r),
(3.1.20) se puede expresar

1 { h? 02 0

1 .
o(r) | 2m or2 +V(’°)}W’) o™ @t

Como las variables espaciales son independientes de la variable temporal, la
igualdad se satisface solamente si ambos términos son iguales a una misma
constante « (constante de separacion):
h? o?
[pm s v o) =asr),

2m Or?

L 0
ih gqb(t) =ad(t).

Se observa que la primera de las ecuaciones es la representacion en coordenadas
de la ecuaciéon de valores propios del operador hamiltoniano. Entonces, los
valores propios de energia definen los valores que puede tomar la constante de
separacion, « = {E7.Es, ...}, y a cada valor propio le corresponde una funcion
de onda U;(r,t) = ¢;(t)pi(r) que debe satisfacer

{_h" " vm}@i(r) - Eipi(r),

2m or?
L, 0
ih —i(t) = Ei ¢i(2).
ot
Integrando la segunda ecuacién parcialmente respecto al tiempo, entre ¢, y un

instante posterior arbitrario ¢, se obtiene ¢;(t) = exp{—iE;(t -t,)/h}.

Entonces,

bi(r,t) = di(t)pi(r) = e Tt P (p) - i= 1,2,

define un conjunto de soluciones particulares o soluciones estacionarias de la
ecuacion de Schrodinger de sistemas conservativos. Como era de esperar, esta
ecuacion es la representacion en coordenadas de (3.1.12¢).
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Ya que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (3.1.20) es una
ecuacion diferencial lineal para la funcién de onda que representa el estado del
sistema, su solucién general es una superposicion de las soluciones estacionarias

(r,t) = ei(to)e Filttollh o (1), (3.1.21)

que no es otra cosa que la representacion de coordenadas de (3.1.12b).

El conjunto de funciones propias de energia {¢; ()} define una base ortonormal
completa del espacio de funciones de onda de la particula. La funcién de onda
que representa el estado de la particula en cualquier instante de tiempo se
puede expresar como una superposicién de los estados propios de energia:

U(r,t) = ch-(t) wi(r), (3.1.22a)

donde -
ci(t) = Lo dr o? (r) U(r, 1) (3.1.22b)

define la proyeccion del estado del sistema en la direccion de cada una de las
funciones propias en cada instante t. A su vez, cada coeficiente ¢;(t) define la
amplitud de probabilidad de que el sistema pueda quedar en el estado propio
p;(7) al realizar una medicion de la energia en el instante ¢.

Aplicando el producto interior para proyectar (3.1.20) sobre cada elemento de
la base ¢;(7), se obtiene el sistema de ecuaciones (3.1.11b). Reemplazando las
soluciones (3.1.12a) en (3.1.22a), se obtiene (3.1.21).

Cuando no se conoce la soluciéon del problema de valores propios del operador
hamiltoniano de la particula y el operador hamiltoniano se puede expresar
segun (3.1.13), la forma general de la solucion de (3.1.20) sera

W(r,t) = 3, () e H g0 (), (3.1.23)

donde ¢9(r) es el conjunto de funciones propias de f[o, correspondientes a
los valores propios E?. Los coeficientes ¢;(t) se determinan de la soluciéon de
(3.1.17).

Ejercicios

1. Empleando representacion de coordenadas, obtenga las ecuaciones (3.1.22)
y (3.1.23) y demuestre que (3.1.23) conduce a la ecuacion (3.1.16b) para
los coeficientes ¢;(t). Igualmente, encuentre la expresion integral de los
coeficientes ¢;(t) en representacion de coordenadas.

2. Escriba explicitamente el vector columna que representa el ket de estado
(3.1.18) y demuestre que su representacion en coordenadas es igual al vector
columna que representa la funcion de onda (3.1.23) en la base de funciones

propias ¢?(r).

3. Suponga que el espectro de energia del sistema es continuo. Encuentre las
correspondientes soluciones generales | (t)) y ¥(r,t) bajo la suposicion de
que el sistema es conservativo y se conoce la soluciéon del problema de valores
propios del operador hamiltoniano.



3.2. DINAMICA DE SISTEMAS CONSERVATIVOS 189

3.2 Dinamica de sistemas conservativos

En mecénica cuédntica no relativista, un observable se conserva cuando su
valor esperado permanece invariante en el transcurso del tiempo para cualquier
posible estado cuéntico en que se prepare el sistema.

Cuando el operador hamiltoniano de un sistema no depende del tiempo,
OH (t) =0, el sistema es conservativo, como mostramos enseguida.

De acuerdo con (3.1.7a), el estado de un sistema se puede expresar

(1)) = e T (1)),

El valor esperado de energia en cualquier instante de tiempo es

(W) H [W(1)) = ((t,)] er T e 1 g (z,)).

Si 0,H(t) = 0, el operador hamiltoniano conmuta con el operador evolucion
temporal, y como el operador evolucién es unitario, se obtiene

(U] H [0(1)) = (U (to)] H (L))

Dado que el valor esperado de energia en cualquier instante es igual a su valor
esperado en t = t,, para cualquier posible estado |¥(¢,)), el observable de
energia se conserva y el sistema es conservativo.

Se considera ahora un sistema conservativo para el cual se conoce la solucién
del problema de valores propios de un CCOC que contiene el operador
hamiltoniano: {fI,A,B,} Suponiendo que todos los observables poseen
espectro discreto y enumerando su base de kets propios simultaneos mediante
un unico indice 4, {|E}, @m,bn,...)} = {|E;)}, las ecuaciones de valores propios
para cada uno de los observables del conjunto se pueden expresar,’

H|E)=E;|E;), A|E)=a;|E;), BIE;)=b;|E;).

El estado inicial del sistema representado en esta base es

[®(0)) =3 ci(0) |Ei), con ci(0) = (Ei|¥(0)), (3.2.1)

donde se ha supuesto que t, = 0.

Aplicando a (3.2.1) el operador evoluciéon temporal (3.1.6), se obtiene que el
estado del sistema para t > 0 es de la forma (3.1.12Db)

[T (1)) = Zci(o) e "B, donde w;=E;/h, (3.2.2)

En la seccién 4.1 se demostrara que 6,5H(t) =0 es condicion necesaria y suficiente para
que el observable energia se conserve.

Se supone que los kets propios simultaneos no dependen explicitamente del tiempo. Esto
se satisface cuando los observables del CCOC no dependen explicitamente del tiempo.
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el cual se puede expresar

(W(t)) =D ci(t) |E;), donde ¢(t)=(E;]¥(t))=ci(o) ettt (3.2.3)

%

De acuerdo con el principio de superposicion, el valor relativo de los coeficientes
en un instante dado determina el ket de estado en dicho instante. Como la fase
del valor relativo de los coeficientes depende explicitamente del tiempo,

ci(t)/c;j(t) = [ci(0)/cj(0)] exp {-i(E; - E;)t/h}
= [ci(0)/cj(0)] exp {-iwi;t}, wij = (E; = Ej)[h,

en general, el estado del sistema cambia en el tiempo.

Sin embargo, por ser un sistema conservativo, la probabilidad de que el sistema
se pueda encontrar en el estado |F;) permanece invariante en el tiempo:

Py (8) = | (Bj|(1) [ =] ¢;(t) [ =] ¢j(0) " = B (o). (3.2.4)

Como |E;) es un ket propio simultaneo del CCOC, también se conserva en el
tiempo la probabilidad de obtener un determinado conjunto de valores propios
{Ei,aj,bk,m} al realizar una medicién simultanea de todos los observables.
Esto implica que se conserva la distribucion de valores propios para cada uno
de los observables y, en consecuencia, que sus valores esperados no cambian
en el tiempo. Como esto se cumple para cualquier estado inicial, todos los
observables del conjunto se conservan.

Cualquier observable M , que no dependa explicitamente del tiempo y que
no pertenezca al CCOC, se conservard solamente si conmuta con el operador
hamiltoniano. Si el sistema se ha preparado en una superposicion de estados
propios del CCOC dada por (3.2.1), la probabilidad de que el sistema se pueda
encontrar en un estado propio |m;) del observable M en cualquier instante t,
esta dada por

Py (1) = g [W (D) = |3, () (my BN, (3.25)
y el valor esperado de M serd igual a
. (¢i(0) (o) ) M Mipe™t .\ [¢,(0)
(WO M[(t)) = Mypet My ][ e5(0)
| | (3.2.6)

donde w;; = (E; - E;)/h y My = (Ei| M |E;).

Si M no conmuta con el operador hamiltoniano no puede quedar diagonalizado
en la base {|E;)}. Entonces, los productos (m;|E;) en (3.2.5) y M;; exp(—iw;;t)
en (3.2.6) no pueden ser todos nulos para ¢ diferente de j. Debido a los factores
de fase temporales tanto en la suma (3.2.5) como en los elementos matriciales
no diagonales en (3.2.6), la funcién de distribucién de valores propios y el valor
esperado de M varfan en el tiempo. El observable no se conserva.
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Por el contrario, si M conmuta con el operador hamiltoniano, su valor esperado
es

(U(t)] M [¥(1)) = (¥(0)| UT(t,0) M U(t,0) [¥(0)). (3.2.7)

Como M conmuta con H también conmuta con U (t,0), porque solo depende
de H y del tiempo. Teniendo en cuenta que el operador evolucién es unitario,
se concluye que el valor esperado de M se conserva para cualquier condicion
inicial. Por lo tanto, el observable M se conserva.

Resumen

Cuando un sistema es conservativo los observables de un CCOC
que contenga el operador hamiltoniano también se conservan. Si su
conjunto de estados propios simultaneos se puede determinar, cual-
quier estado inicial del sistema queda completamente definido por
una superposicién de ellos y, en consecuencia, el comportamiento di-
namico del sistema queda completamente caracterizado por el ket
de estado (3.2.2). Cualquier otro observable que no dependa expli-
citamente del tiempo y que no pertenezca al CCOC se conservara
solamente si conmuta con el operador hamiltoniano.

Estados estactonarios

Si el estado en que se prepara el sistema es justamente un estado propio de
energia, U (o)) =|E;), el estado del sistema para ¢t > 0 es el estado estacionario

(1)) = e |E;) = [p;(1)),

y aunque estd modulado en el tiempo por la fase w;t, para ¢t > 0 sigue siendo
un estado propio simultaneo del CCOC del sistema

H|U(t)=E; [¥(1), AV(1)=a; [2()), BE(1)=b; [L()),...

En otras palabras, la orientacion del ket de estado permanece invariante en el
tiempo, de manera que el estado del sistema nunca pierde su identidad. Esto
implica que en cualquier instante de tiempo el resultado de la medicién de
cualquier observable del CCOC sera igual al valor propio correspondiente al
estado propio simultaneo en que fue preparado el sistema. Entonces, el valor
esperado de cualquier observable serd igual a dicho valor propio.

Por ser un estado estacionario, la probabilidad de que el sistema pueda quedar
en un estado propio |m;) de un observable M que no pertenece al CCOC se
conserva en el tiempo:
2 —iwit 2
By (8) = [(malp ()" = |7 (mil Bi)[” = P,y (0).
Entonces, el valor esperado del observable se conserva

(U] M ¥(1)) = 35, By () mi = 3, Py (0) mi = {¥(0)] M [¥(0)).
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Si el estado del sistema es estacionario, el valor esperado de cualquier observable
se conserva en el tiempo, aun cuando el observable mismo no se conserve en
el tiempo.' Esto era de esperar, ya que el estado del sistema no cambia en
el tiempo, justificando el nombre de estacionario para estos estados. Se dice
también que un estado estacionario nunca pierde su identidad.

En realidad, la dindmica de un sistema en un estado estacionario no es muy
interesante. Sin embargo, la dindmica general de un sistema esta completamente
caracterizada por sus posibles estados estacionarios, ya que una superposicion
de ellos permite describir cualquier posible estado del sistema, de acuerdo con
(3.2.2).

Ejemplo: precesion de espin

Para un sistema de espin 1/2, como un electrén interactuando con un campo
magnético estatico B = Be,, el operador hamltoniano es
N el el B
el g g lel

Me C Me C

Como el operador hamiltoniano es directamente proporcional al operador S.,
los kets propios de S, son a su vez kets propios de energia:

A B . hle|B
15,5y =118 g 15 4y = L PIEIB gy
Me C 2me C
correspondientes a los valores propios
E, =+hw/2,

donde w =|e| B/(mec), o
w=(FE,-E_)/h.

El operador hamiltoniano y su ecuacién de valores propios quedan expresados
de una manera mas sencilla en términos de w:

H=wS., H|S.%)=+hw/2[5.+). (3.2.8)
El operador hamiltoniano, el operador S, o los dos definen posibles CCOC

para este sistema conservativo. De acuerdo con (3.1.6), el operador evolucion
temporal del sistema esta dado por

U(t,O) :e%f[t :e*;w Szt.

Suponiendo que el estado inicial del sistema es un estado arbitrario de espin

[W(0)) = Cs(0)|S2+) + C-(0)[S=),

El hecho de que el valor esperado de un observable se conserve para una condicién inicial
especifica no es suficiente para concluir que el observable se conserva. Un observable que
no dependa explicitamente del tiempo se conserva si su valor esperado se conserva para
cualquier condicion inicial.
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de acuerdo con (3.1.1), el estado del sistema para ¢ >0 es

[0 (t)) = U(t,0) [¥(0)) = Ci(0) €712 |9, 4) + C_(0) e"“?|S,~). (3.2.9a)

Este estado corresponde a la solucion (3.2.2) de la ecuacion de Schrédinger
dependiente del tiempo para este sistema.

Para t > 0 el sistema sigue siendo una superposicion de los estados |S,+), pero
modulados por las frecuencias +w/2. La probabilidad de que el sistema pueda
quedar en uno de los estados de la superposicion esta dada por

; 2
P\szi> (t) =|C: (t)|2 - ‘C:!: (0) e:tzwt/2|

2
=|Cs (0)]" = P_,,(0). (3.2.10)
Estas probabilidades permanecen constantes en el tiempo, debido a que los
estados |S,+) son a su vez kets propios de energia y el sistema es conservativo.

Esto esta de acuerdo con el hecho de que el observable S. se conserva debido
a que conmuta con el operador hamiltoniano.

La probabilidad de que el sistema en t > 0 se pueda encontrar en el estado
inicial |¥(0)) es igual a

2 —iw iw 2

Py (1) = (T () [* = |[Co(0) P72+ | C(0) Pei 2|

By () = |P\

—Tw Tw 2
(0) e 24P (0) e t/2| .

(3.2.11)

Sz+)

Esta probabilidad cambia en el tiempo. Su valor en cada instante ¢ da
informacién sobre qué tanto ha cambiado el estado del sistema con respecto
al estado en que se prepard. Si el estado fuese estacionario, esta probabilidad
seria igual a 1 para todo ¢, indicando que el estado nunca pierde su identidad.

Para analizar la dindmica con mas detalle, se supone que en ¢ = 0 el sistema se
prepara en un estado propio del operador S,

1

[W(0)) = [S2+) = NG

{|Sz+> + ‘SZ_)}a

de manera que el estado para t >0 es

L

(W (%)) 7

{6—iwt/2 15,+) + €1t/ |Sz_)}' (3.2.9b)

La probabilidad de que el sistema se pueda encontrar en cada uno de los estados
|S.+) es igual a 1/2 para todo ¢ > 0. Sin embargo, la probabilidad de que para
t > 0 el sistema se encuentre en el mismo estado inicial | (0)) = |S,+) es

1 —tw iw 2 2
By 0= Py (0 =] 5 { e et} [ <o)

P, () = cos*(wt/2). (3.2.12)
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Esta probabilidad es méxima (igual a 1) cuando ¢ es un multiplo entero de 27 /w,
instantes para los cuales el estado del sistema coincide con el estado en que fue
preparado. La probabilidad es nula cada vez que t es un miltiplo semientero
de 27/w, instantes para los cuales el estado del sistema es ortogonal al estado
inicial en que fue preparado. En la figura 3.1 se muestra el comportamiento de
estas probabilidades en funcién del tiempo.

De manera similar, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
|IS.—) =1 //2{|S.+) —|S.-)}, en cualquier instante t > 0, es

P, (t) =sen®*(wt/2). (3.2.13)

Comparando con (3.2.12) se concluye que en los instantes en que la probabilidad
de encontrar el sistema en el estado |S,+) es 1, la probabilidad de encontrarlo
en |S,—) es nula y viceversa. Estas probabilidades no se conservan en el tiempo
debido a que el observable S, 10 es una constante de movimiento y, por tanto, el
sistema no permanece en un estado propio del observable, asi se haya preparado
inicialmente en uno de ellos. Note que S, y S’y no se conservan porque no
conmutan con el operador hamiltoniano.

El valor esperado de S, es

A h h
(Sﬂ?>t = 5 P\SI+)(t) - 5 P\sf)(t)

P|SX+) (t)

05 X

i an
2 2
Figura 3.1 Comportamiento de las probabilida-
des de que el sistema se encuentre en el estado

|Se+) (linea continua) y |Sz—) (linea discontinua)
si inicialmente fue preparado en el estado |Sy+).

A h
(Sx>t =3 cos(wt). (3.2.14a)
Los valores esperados de Sy y S. son iguales a

<Sﬂ’y)75 = g sen(wt), (3.2.14b)
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(S.), =0. (3.2.14c)

Los valores esperados de Sy y S, oscilan entre los valores h/2 y —h/2 con una
frecuenciaw = (K, — E_)/h, pero con una diferencia de fase de 7/2, mientras que
el valor esperado de S, permanece constante en el tiempo. Este tltimo resultado
esté de acuerdo con el hecho de que S, es una constante de movimiento. En
la figura 3.2 se muestra el comportamiento de los valores esperados de los
observables S’y y S, en funcion del tiempo.

Las componentes cartesianas de un vector de R? de magnitud h/2 y paralelo al
plano (x,y), girando con una frecuencia angular w alrededor del eje z, presentan
el mismo comportamiento oscilatorio. Debido a esto, las ecuaciones (3.2.14) se
conocen como la precesién del momento angular de espin del electrén alrededor
del eje z bajo la acciéon de un campo magnético uniforme.

Mientras el sistema se encuentre bajo la accién del campo magnético, el estado
del sistema esta dado por la ecuacion (3.2.9b). Si en t = 7/w se apaga el campo
magnético el sistema queda en el estado |U(¢ =mw/w)) = |S,—); si se apaga en
t = 2m/w el sistema queda en el mismo estado en que fue preparado, y si se
apaga en un instante intermedio entre los dos anteriores, el sistema queda en
una superposicion de los estados |Sz+) y [Sz—), determinada por el valor de
los coeficientes en dicho instante. Esto muestra que mediante la aplicacion de
un campo magnético se puede cambiar (o manipular) el estado de espin del
sistema. Como se verd en el capitulo 5, el operador evolucion de este sistema
es justamente un operador de rotacion del sistema de espin 1/2 alrededor del
eje z. El dngulo de rotacion en el instante ¢, estd dado por ¢(t) = wt/2.

-h/2

Figura 3.2 Comportamiento con el tiempo de
los valores esperados de los observables S’y (linea
discontinua) y S, (linea continua) cuando el
sistema se prepara en el estado |Sg+).

Lecturas Recomendadas

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lal6e F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capitulo ITI, seccion D, pp. 236-237 y pp. 244-248.
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- Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan. Addison-
Wesley Publishing Company, capitulo 2, seccién 2.1.

Ejercicios
1. Suponga que conoce el operador que define la transformacién cambio de

base {|m;)} < {|E;)}. Demuestre que el valor esperado (3.2.7) también se
puede expresar asi:

(M), =3 mi Py, (0, con By (t) = (ma[ OO = |em, (D7, (3.2.14)

2. Considere el sistema descrito por el operador hamiltoniano H = id [1) (2| -
id|2) (1], donde d es un real con unidades de energia.

a. Determine la representacion matricial de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo en la base ortonormal {|1),]2)} y encuentre
la soluciéon general del sistema de ecuaciones simultaneas que obtiene
(ecuaciones (3.1.10)).

b. Con base en la solucién general obtenida en a. determine el estado
del sistema para t > 0 si en ¢t = 0 el sistema se prepara en el estado
[4(0)) =[1).

c. Determine las probabilidades de encontrar la particula en cada uno
de los estados |1) y |2) para cualquier instante de tiempo t > 0 y
describa en palabras la dinadmica del sistema. ; Es un estado estacionario?
Esperaba que lo fuera? ;Puede imaginar un sistema fisico cuya
dinamica corresponda a la de este problema? Justifique sus respuestas.

d. Empleando el estado del sistema determinado en b., encuentre el valor
esperado de la energia. ;Se conserva? ;Esperaba esta ultima respuesta?
Justifique.

3. Considere el sistema descrito por el hamiltoniano del ejercicio 2.

a. Encuentre la base {|E1),|E>)} de kets propios de energia para este
sistema y determine los valores propios correspondientes.

b. Considere una condicion inicial general [¢)(0)) = ¢1(0) |E1) + c2(0) |E2).
Aplicando el operador evolucion, determine el estado general del sistema
para t > 0. ;Coincide su repuesta con la solucion general de la ecuaciéon
de Schrédinger del ejercicio 27 Comente su respuesta.

c. Suponga que el estado inicial del sistema es [(0)) = |1). Con base en
la solucién general obtenida en b., encuentre el estado del sistema para
cualquier instante de tiempo. ;Esperaba esta respuesta? Justifique.

4. Un sistema de dos estados estd descrito por el operador hamiltoniano
H=a1){1]+d|1)(2] —a|2) (2| + d|2) (1|, donde a y d son ntimeros reales
positivos con unidades de energia.
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a. Exprese este operador hamiltoniano en la forma H-= ﬁO+V, ver ecuacion
(3.1.13), teniendo en cuenta que H, es diagonal en la base {[1),[2)}.
Empleando el procedimiento descrito en la seccién 3.1 obtenga para
este problema el sistema de ecuaciones (3.1.16b).

b. Solucione el sistema de ecuaciones determinado en a. y encuentre el
estado del sistema para t > 0 si se sabe que el estado del sistema en t =0
estd dado por |(0)) =|1).

c. Calcule las probabilidades de que el sistema se pueda encontrar en los
estados |1) y |2) para cualquier instante ¢ > 0. Analice la dindmica del
problema para diferentes valores de a y d, tomando a A como unidad
de momento angular. Para una de las parejas de a y d analice en qué
intervalos de tiempo pueden ocurrir procesos de absorcién o emisiéon de
energia2 para el sistema descrito por ETO. Justifique sus respuestas.

d. Suponga que V= 0, ;a qué se reduce la solucion determinada en b.? ;Es
el estado obtenido un estado estacionario? ;Esperaba esta respuesta?
Por qué?

e. De acuerdo con sus resultados del punto d. y el estado determinado en
b., ;qué puede concluir acerca del efecto de la interaccion V sobre el
sistema descrito por H,? i, Cual seria el ket de estado que describe el
sistema para t = 1s? Si al cabo de un segundo se apaga la interaccion,
;cudl serd el estado del sistema para t > 1s? Justifique sus respuestas.

f. Sien el operador hamiltoniano que describe el sistema, a fuese un escalar
complejo, jpodria H representar un observable de energia? ;Seria el
operador U(t,0) = exp{-i H t/h} un operador unitario? Argumente sus
respuestas.

3.3 Ecuacion de continuidad

Interpretacion fisica de la fase de la funcion de onda que representa un estado.

Sea ¥(r,t) la funcion de onda que representa el estado de una particula con
tres grados de libertad translacionales en presencia de un campo de fuerzas. El
modulo al cuadrado de la funcién de onda se interpreta como la densidad de
probabilidad p(7',t) de localizar la particula en el punto 7’ del espacio en cada
instante t:

p(r' 1) =| ¥(r',t) |2 =0 (e’ t) U(r' t). (3.3.1)

La cantidad p(7',t)dr’ define la probabilidad de localizar la particula en el
elemento de volumen dr’ alrededor del punto 7’ en el instante t.

Para analizar la evolucion temporal de la densidad de probabilidad se calcula
su variacion explicita con el tiempo:

O p(’l“,t) = {at \If*(’l“,t)} \If(’l“,t) + lII*(r, t) {at \I/(’I“,t)} )

Durante el intervalo de tiempo en el que el sistema pasa de un estado propio de energfa
a otro estado propio de energia superior (inferior), ocurre un proceso de absorcion
(emision). La energia absorbida (emitida) es igual a la diferencia de los valores propios
de energia correspondientes.
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donde 0; = 0/t nota la derivada parcial respecto al tiempo.

La variacion con el tiempo de la funcién de onda y su compleja conjugada se
obtienen de la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo y su complejo
conjugado:

ith o i

at\IJ(ra t) = 76T\I/(T7t) - *V('l", t) \Ij(r7t)7
'h
O (r,t) = ——— 02U  (r,t) + — V('rt)\IJ (r,t),

2m "

donde 02 = 02 + 02, + 02, es el operador laplaciano definido sobre R.. En la

segunda ecuacién se ha tenido en cuenta que el operador energia potencial es
hermitico.

De las anteriores ecuaciones se concluye que

dup(r ) = -% ({22 W (r )} W(r,0) — 0 (rt) (2 ()], (33.2)

El flujo de probabilidad j(7,t) esta definido por la siguiente cantidad vectorial

3(r,t) = 7[ Y1) {0pU(r, 1)} = {0p W (7, 1)} W(r, 1) ],

h
j(r,t) =— Im (¥*(r,t) 0.0 (r,t)). (3.3.3)
m
De sus componentes cartesianas

o) = S0 (W (1) (00, W, 1))~ {0, W ) U 1)], K= 12,3,

se obtiene
zk]k(r t)_ [ﬂj} ( t) {a \I/(’mt)}—{(?ik \I’*(T,t)}\IJ(T,t)],
= Op-j(r,t) =V, -j(r, t)_ [\p (rt) {2 W(r,t)} - {020*(r,t)} U(r,1)].

El lado derecho de la ultima ecuacion es igual al negativo del lado derecho de
(3.3.2). Entonces, la ecuacion que gobierna la evolucion temporal de la densidad
de probabilidad p(r,t) es

0 t
GIGRONPY j(r,t) =0, (3.3.4)
ot
donde 0, = V,. es el operador gradiente definido sobre el espacio euclidiano Ri.

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de continuidad para la densidad
de probabilidad debido a su analogia con las ecuaciones de continuidad en
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hidrodinamica. Se observa que la densidad de probabilidad p(r,t) se conserva
solamente si la divergencia del flujo de probabilidad es nula.

En la deduccién de la ecuacion (3.3.4) se ha supuesto que el hamiltoniano
del sistema es un operador hermitico, lo que implica que la energia potencial
de la particula es una funciéon real. Sin embargo, en algunos problemas de
fisica atomica se consideran potenciales complejos que, aunque no corresponden
a observables del sistema, permiten una mejor aproximaciéon a la solucién
buscada. En tales casos, en (3.3.4) surge un término adicional proporcional
a la parte imaginaria del potencial, que se puede interpretar como un sumidero
o vertedero de densidad de probabilidad.

Considerando anélogos clasicos de la ecuacion de continuidad, se suele
interpretar a p(r,t) = | ¥(r,t) |* como una cantidad proporcional a la densidad
de masa de la particula o a su densidad de carga (si la particula posee carga
neta no nula). En otras palabras, el producto de la masa o de la carga de la
particula con su densidad de probabilidad define la densidad de masa o de
carga.

Sin embargo, como anota Sakurai, aeunque vdlidas, estas interpretaciones
pueden conducir a problemas conceptuales. Por ejemplo, con esta interpretacion
cada estado estacionario del electron de un atomo de hidrégeno se puede
considerar como una nube de materia distribuida alrededor del ntcleo. Si
se realiza una medicién de la posicion, el electréon es localizado en alguna
region dr del espacio; jcomo explicar que la distribucién de masa se contrae
repentinamente para ser localizada en una region infinitesimal del espacio? En
general, es mas adecuado considerar que el médulo al cuadrado de la funcion
de onda es simplemente una densidad de probabilidad de localizar la particula
en un punto r del espacio en cualquier instante t.

Toda funciéon de onda ¥(r,t) que describa un posible estado de una particula
se puede expresar en términos de su médulo y su fase:

(r,t) =/p(r,t) eSO/ (3.3.5)

donde la fase S(r,t)/h es una funcion real adimensional. Es decir, S(r,t) tiene
unidades de accién.

Teniendo en cuenta (3.3.3) y empleando la expresion (3.3.5) para la funcion de
onda, se obtiene

j(r,t) = %Im (U (r,t) 0p U(r,t)) = % or S(r,1). (3.3.6)

El flujo de probabilidad es proporcional al gradiente de la fase de la funcion de
onda. Este resultado muestra que la variacion espacial de la fase de la funcion
de onda es la que caracteriza la direccion del flujo de probabilidad. A mayor
variacion, mayor es el flujo. Como en un instante dado el gradiente 0, S(r,t)
en cada punto r del espacio es perpendicular a la superficie de fase constante
que contiene el punto r (definida por S(r,t) = cte), el flujo de probabilidad
j(r,t) en dicho punto e instante es un vector normal a la superficie.
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En el limite clasico de la mecénica cuantica, h = 0, la ecuacion de Schrédinger
se reduce a la ecuacion de Hamilton-Jacobi de la mecénica clésica (ejercicio 3).
En este limite, S(r,t) es igual a la accion del correspondiente sistema clésico.
Entonces, la fase de la funcion de onda se puede interpretar semiclasicamente
como la accién del sistema clasico correspondiente.

Ejercictos

1. Para un instante ¢ arbitrario, demuestre que la integral del flujo de
probabilidad sobre todo el espacio es igual al valor esperado del operador
momentum de la particula en dicho instante: [ drj(r,t) = (p),/m.

2. En la seccién 3.4 se muestra que una solucién estacionaria de la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo para una particula libre estd dada por
W(r,t) = (1/27)*? exp {i(p’ - v - E't)/h}, donde E’ = p’ - p'/(2m). Muestre
que para este caso particular de onda plana se cumple que 0, S(r,t) = p'.
Note, sin embargo, que esta solucién no puede representar un posible estado
cuantico de la particula, pues la norma de la funcién de onda no es finita.

3. Limite cldsico.

Reemplazando (3.3.5) en la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo,
ecuacion (3.1.9), demuestre que en la aproximacioén de orden cero en A, esta
ecuacion se reduce a la ecuacion clasica de Hamilton-Jacobi®

2i|ar S(r )2+ V(r,t) + 0, S(r,t) = 0. (3.3.7)
m

Este resultado esta de acuerdo con el principio de correspondencia, el cual
afirma que en el limite i — 0, el formalismo cuantico se reduce al formalismo
clasico.

4. Suponga que el estado inicial de un sistema cuantico es un estado propio de
energia, |U(0)) = |E;), de manera que el estado del sistema para ¢ > 0 es

U(r,t) = exp (~iEit/h) i (r). (3.3.8)

Demuestre que para estos estados estacionarios la densidad de probabilidad
no depende explicitamente del tiempo, dp/dt = 0, y la divergencia del flujo
de probabilidad es nula 0, - j(r,t) = 0.

5. Aprozimacion WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin). Considere una particula
con un grado de libertad cuya condicién inicial es |¥(0)) = |E;). Teniendo
en cuenta la siguiente solucion de (3.3.7)

S(z,t) = W(z)-Et =+ [ dz \/2m(E -V (z)) - Et, (3.3.9)

demuestre que en la aproximacién de orden cero en A la solucién de la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo es

B(z,t) = N (2m(E -V (x)) ex@m) [ de 2m(B-V(@)-G/MEBt (3 3 10)

1 Sakurai, 1994, pp.103-109.
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conocida como la solucion WKB del correspondiente problema cuéntico.
Esta es una solucién aproximada para los estados estacionarios, véalida
cuando la fase de la funciéon de onda satisface? h|02S(x,t)| < |0, S(x,t) |

3.4 Particula libre

Por definicién, una particula libre es aquella que se encuentra libre de
interacciones, de manera que su operador hamiltoniano se reduce al operador
energia cinética. La correspondiente ecuacion de Schrédinger independiente del
tiempo es ,

2an |E) = E|E). (3.4.1)

Como H = p?/2m, los kets propios de p son a su vez kets propios de energia.

Los correspondientes valores propios son E' = H(p') = p’ 2 /2m, para cada valor
de p’ € R,

72
HG) ) = HG) ') = 5 10') = E'l).

El espectro de energia es continuo y definidamente positivo debido a que E’ es
una funcién cuadratica en p’. Los valores propios de momentum en términos
de los valores propios de energia estan dados por

p=xV2mE'.

El espectro de energia es degenerado, ya que a cada valor propio de energia
E’ le corresponden los dos kets propios |p’ = +\/2mE’) y |p” = —\/2mE’),
linealmente independientes. Esto implica que el operador hamiltoniano no es en
si mismo un CCOC para la particula libre, como si lo es el operador momentum
o el conjunto de los operadores de energia y momentum. En consecuencia, todo
ket propio |E’) debe pertenecer al subespacio bidimensional asociado al valor
propio E'. En otras palabras, cualquier combinacién lineal

‘E’) =C ‘p’:‘f‘\/W)‘FCQ ‘p//:_ 2mE’>

es un ket propio de energia. Sin embargo, dicho ket no esta definido, pues su
orientacion en el espacio de kets no esta definida. Si se desea preparar una
particula libre en un estado propio de energia correspondiente al valor propio
E’, se debe preparar en un estado propio de momentum correspondiente al
valor propio p’ o —p’, donde p' =v/2m E'.

Sien t = 0 se prepara la particula en un estado de momentum (o de energia)
perfectamente definido |1)(0)) = |p), el estado de la particula para ¢ > 0 sera el
estado estacionario

2 Note que esta solucién se indetermina en los puntos de retorno clasicos, V(zo) = E,

02V (xo) # 0. Como la funcion de onda debe ser continua y univaluada, se deben
aplicar las condiciones de empalme entre las soluciones (3.3.10) alrededor de cada punto
de retorno clasico. Merzbacher E. (1960). Quantum Mechanics. John Wiley & Sons,
capitulo 7.
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_ il _ip?
lpr(t)) =€ ™" |p) = e nm’ ), (3.4.2)

donde p=v2mFE o p=-V2mkE.

El estado méas general de una particula libre es una superposicién de estos
estados estacionarios:

w(O) = [ CwL0 e E ), G 0) = (1R(0)) - B 0),

o lo que es lo mismo
W) = [ W(',0) low (1)),

con B’ = p’2/2m. Note que si el sistema se prepara en un estado propio de
momentum, [¥(0)) = [p), entonces ¥(p’,0) = §(p’ — p) y la integral se reduce a
un estado estacionario de la forma (3.4.2).

Estudiando ahora el problema de la particula libre en el espacio de funciones de
onda F(R,), la ecuacion (3.4.1) queda representada por la ecuacion diferencial

{—h2 ai—E}zz;E(x) =0, (3.4.3a)

2m

cuya solucién general para £ >0 es
VYp(x) = A en™2mE L B R eV2RE B RY (3.4.3b)

con base en la cual se obtiene la siguiente solucién particular de la ecuacion de
Schrédinger dependiente del tiempo:

op(z,t) = e 7 {A er=VIME BT QmE'}.

para valores dados de A y B.

Si esta funcién de onda representara un posible estado estacionario para la
particula libre, dicho estado estaria caracterizado por una superposiciéon de dos
ondas planas (una viajando a la derecha y otra a la izquierda). Sin embargo,
como ya se anoto, la anterior funcién de onda no define un estado de la particula,
pues el observable de energia en si mismo no define un CCOC. Como ya se ha
dicho, la anterior funcién de onda no estd completamente definida, pues sus
coeficientes relativos no lo estan.

Para que la anterior ecuaciéon represente un posible estado estacionario, uno de
los coeficientes A o B debe ser nulo. Esto tiene sentido, ya que si inicialmente
el estado esté representado por una onda que provenia de —oco (con momentum
positivo) no hay razén para que haya una onda reflejada desde +oo (con
momentum negativo) y viceversa, pues la particula esté libre de interacciones
y no se espera un cambio de momentum.

Entonces, las funciones de onda estacionarias ya ortonormalizadas a la funcién
de distribuciéon delta de Dirac son

7

op(z,t) =1/ 2rh e #EL eh P, (3.4.4)
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con p=+vV2mFE op=—-V/2mFE y E > 0. Estas funciones de onda no son otra
cosa que la representacion de coordenadas de (3.4.2).

Las funciones de onda estacionarias (3.4.4) permiten asociar a cada particula
de masa m y momentum bien definido, p = mv, una onda plana cuyo ndmero
de onda k (o longitud de onda \) esta dado por la relacion de De Broglie

p=hk=h/\, (3.4.5a)
y su frecuencia por la relaciéon de Einstein
E=hv=hw, (3.4.5b)

conocidas como las relaciones de De Broglie-Einstein.

Como los valores propios de energia en términos de los valores propios de
momentum estdn dados por E = p?/2m, existe una relacion de dispersién

definida por
hk?
w(k)=——. (3.4.5¢)
2m
De Broglie postul6é en 1924 que a cada particula de masa m, momentum p y
energia E se le puede asociar una onda plana de frecuencia w = E/h y nimero
de onda k = p/h! segiin

1 i(hz—
SO(x,t) = E 61(]“ wt)7 (345d)
que, como se acabd de mostrar, es una solucién estacionaria de la ecuacién

de Schrédinger dependiente del tiempo para una particula libre. La funcién
(3.4.5d) es conocida como la onda de De Broglie asociada a una particula libre.

Ejemplo - Generalizacion a tres grados de libertad

Aunque la ecuacion diferencial parcial que surge del problema de valores propios
de energia para una particula libre con tres grados de libertad es muy sencilla,
se desarrolla explicitamente como un ejemplo que muestra la relaciéon entre el
método de separacién de variables y el de producto tensorial de estados.

La representacion de coordenadas de la ecuacion de Schrodinger independiente
del tiempo para una particula libre con tres grados de libertad espaciales es

h2
“om {02 + 02, + 02, } vE(x1,22,23) = E Yp(21,22,23).

Esta ecuacion diferencial parcial lineal es separable para cada una de las
variables z;. Proponiendo una solucién no trivial de la forma: ¢ (21,29, 23) =

1 Cohen Tannoudji et al., 1977, vol 1, capitulo I, seccion B, p. 18 y complemento A-1, p. 42.

Note ademas que en el factor de normalizaciéon no aparece h. El lector puede comprobar
que (3.4.5d) es una funcién de onda ortonormalizada a la funcién de distribucién delta
de Dirac 6(k - k').
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Y1 (x1)e(22)1h3(x3), la anterior ecuacion se puede expresar

_WW_W{%#Q(@) . 823¢3<x3)}+E
2m Yi(z1)  2m | a(z2) V3(3) '

El lado izquierdo depende exclusivamente de x1, mientras que el lado derecho
depende de las otras dos variables. Para que la igualdad se satisfaga para valores
arbitrarios de las variables independientes, ambos lados de la ecuacién deben
ser iguales a una misma constante, por ejemplo «;, denominada constante de
separacion. Entonces,

h2
“om 02,1 (1) = g ¥y (21),
m

h2 {@%ﬂz(@) . 02 s(xs)

Yo (z2) V3(x3) }+E:a1'

2m

La primera ecuacién define la representacién de coordenadas de la ecuacion de
valores propios del operador p?/2m, de manera que la constante de separacion
estd directamente relacionada con los valores propios de dicho operador, oy =
p12/2m. Entonces, las soluciones ortonormalizadas para el primer grado de
libertad, salvo un factor de fase arbitrario, estan dadas por

1 i
Yi(21) = ——er"P

V2rh

espués de reemplazar o7 en la segunda ecuacion diferencial, las variables zo
D d 1 1 d dife 1, 1 bl

y x3 se pueden separar de manera similar. Denominando a5 a la constante de
separacion, se obtiene

h2

%632021/)2(332) = a Pa(x2)
2
_:Tna‘%‘”’%(x?’) = (E-pi®/2m - a2) ¥3(x3) = az¥s(xs).

Por comodidad, se ha definido la constante as = E - pi2/2m — as. Las
dos ecuaciones anteriores definen la representacién de coordenadas de los
operadores p3/2m y p2/2m, de manera que las soluciones son de la misma
forma que las obtenidas para el primer grado de libertad y los valores propios
tienen la misma forma funcional: ap = po?/2m y a3z = p3?/2m. Entonces, las
funciones propias de energia estan dadas por los productos de la solucién para
cada grado de libertad. Explicitamente,

RTIPL o T T2P2 o, T3PS ETP

1 1

VYp(r,22,03) = ———7 — e
(2rh)*? (2rh)*?

Como a3 = E - p12/2m — ay = p3?/2m, los correspondientes valores propios de
energia son E = p;2/2m+py?/2m+p3?/2m > 0. Se observa que la degeneracién
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del espectro de energia es mayor que en el caso unidimensional. En efecto, en el
espacio de momentum, todas las triplas de valores propios {p1, p2, ps} que estén
sobre la superficie de una esfera de radio v/E’, conducen al mismo valor propio
de energia E’. En consecuencia, hay un conjunto continuo e infinito de kets
propios simultaneos de energia linealmente independientes correspondientes al
valor propio E’.

Ahora bien, solucionando la ecuacion de valores propios de energia en el
espacio de kets de la particula, se observa que el operador hamiltoniano se
puede expresar como la suma de tres operadores que conmutan y que son
independientes entre si, en el sentido de que ninguno es funciéon del otro,

A2
=Pl P +p3 = H, + Hy + H;.

2m 2m

Empleando el método descrito en la solucion de la ecuacion (2.4.16), se muestra
que los kets propios del operador hamiltoniano estan definidos por los productos
tensoriales de los kets propios de cada uno de los operadores fIi, i=1,2,3. Los
valores propios correspondientes son iguales a la suma de los valores propios de
cada operador H;.

Como los kets propios de H; son los kets propios de momentum |p;), los kets

|E) = [p1) ® |p2) ® p3) = |p1, P2, p3)
definen los kets propios de energia correspondientes a los valores propios

E= p12/2m+p22/2m+p32/2m.

Aplicando (2.4.8), la representacion de coordenadas de estos kets propios se
puede expresar

Yp(x1, 22, 23) = (1, 22, 23| E) = (@1, 22, 23|p1, D2, 3) = (x1|p1) (x2|p2) (x3]p3) -

De acuerdo con (2.5.18), (x;|p;) = up, (x;) = ¢i(x;), entonces la solucioén coincide
con la encontrada por el método de separacién de variables

YE(r1, 22, 23) = P1(21)P2(22)3(w3).

En general, si la representacién de coordenadas de la ecuacién de valores propios
del operador hamiltoniano es separable, entonces el correspondiente operador
hamiltoniano se puede expresar como la suma de operadores compatibles e
independientes asociados a cada grado de libertad y viceversa. Las constantes
de separacion estan asociadas a los valores propios de cada uno de estos
operadores. Que un problema sea separable o no dependerd del campo de
fuerzas que acttia sobre la particula (de sus propiedades de simetria). En el
ejemplo que se acaba de desarrollar la separacién es inmediata, pues el campo
de fuerzas es nulo.

De otra parte, de acuerdo con (2.5.24), la representaciéon de momentum de una
funcion de onda arbitraria () se obtiene mediante la transformacion de la
base de coordenadas a la de momentum

v(p)=—=5 (zﬁh)?)/g f dr €7 TPy(r),
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con

v(r) = [ v errrum).

(2 h)3/2

Aplicando las relaciones de De Broglie (3.4.5a) para cada grado de libertad,
p; = hk;, las anteriores ecuaciones definen las expresiones més conocidas para
la transformada integral de Fourier

1 e ik-r
%/J(T):me dk ™"y (k),

b(k) - mfﬂfcwwmww

El factor de normalizacién se ha corregido para que el producto interior de
funciones propias correspondientes a los vectores de onda k' y k" satisfaga

la condicién de ortonormalizaciéon a la funcién delta de Dirac 6(k' - k') =
(K y—k"2)0(K y—K"))o(K'. - K">).

La primera de las anteriores ecuaciones es conocida en la mecanica ondulatoria
como la descomposicion del paquete de ondas 1 (r) en sus componentes de
Fourier. Sin embargo, no es otra cosa que la representacion del estado como
una superposicion coherente de funciones propias simultaneas de los observables
de momentum. El peso de cada funcién en la superposicion estd definido por
el modulo al cuadrado de ¢ (k).

La representacion de momentum de las funciones propias de energia de la

particula libre

1 Aopmy!
’LpE/(’)") = Weh"'p

esta dada por

1 = - 1 e Cipp dpp
0= i [ e ) = i [ i,
T -0 T —oo

be(p) = @ h)3/2f dr e kTP _5(p - p).

Este resultado era de esperar, ya que las funciones propias de energia son
estados de momentum perfectamente definido y se puede obtener directamente
teniendo en cuenta que ¥ (p) = (p|p’).

Empleando las relaciones de De Broglie-Einstein, los estados estacionarios de
la particula libre
1 L(rp'-E't)
¢E’(r7t):76h(7lp 5
(27rh)3/ 2

se pueden expresar

Y (r,t) = ( )3/2 i("'k'—W't)7
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con la relacién de dispersion
2
hk

w(k) = pyt

En muchos problemas practicos, la representacion de los estados de una
particula a través de estas ondas de De Broglie proporciona una primera
aprorimacion a la descripcién cuéntica de un sistema y permite poner de
manifiesto sus principales caracteristicas, como se verd en la siguiente seccion.
Sin embargo, se debe recordar que la norma de estas funciones es infinita (en
el sentido de Dirac) y, por tanto, no pueden representar estados fisicos reales.
Cualquier posible estado de una particula debe quedar representado por un
paquete de ondas, el cual se puede expresar como una superposiciéon de ondas
planas de De Broglie.

Por ejemplo, en un experimento de dispersién de electrones por un gas atémico,
antes de que los electrones se encuentren bajo la accion del campo de fuerzas
generado por los 4tomos del gas se les puede considerar como particulas libres.
;,Cudl seria el posible estado en que queda preparado un electréon antes del
proceso de dispersién?

Como se explico en el proceso de medicion de un observable de espectro
continuo, al realizar un experimento de filtracion para preparar el estado
inicial de la particula con respecto a los observables de momentum, esta queda
preparada en un estado definido por una superposicién coherente de estados
propios de momentum correspondientes a los valores propios contenidos en el
rango de dispersion. La funcion de onda que representa dicho estado inicial se
puede expresar

1 p’'+dp’ i
V) = (V) g [ e V) A (340

Este es un paquete de ondas expresado como una superposicién de ondas planas
(funciones propias de momentum). En ¢ = t,, la funcion de distribuciéon de
valores propios de momentum est4 definida por |1 (p,t,) |*.

El ancho infinitesimal dp de la funcién de distribuciéon de los valores de
momentum (o energia) es proporcional a la dispersion de los valores propios
de momentum alrededor de p’ para dicho estado. Pensando en un ensamble
puro de particulas libres, se suele decir que la particula quedé preparada en un
estado para el cual el valor promedio de momentum (o de energia) es igual a
p={(¢]| pv)(E = (| H |¢)). Entre mas pequeiio sea el ancho de la distribucién
de valores de momentum mayor seré el ancho de la funcién de distribucién de
valores propios de posicién. Como un ejemplo de un estado de particula libre que
ilustra estas afirmaciones, se estudian enseguida las funciones de distribucién
gaussianas.

Funciones de distribucion gaussianas (estados no estacionarios)

Considere una particula con un grado de libertad espacial cuyo estado esta
representado por la siguiente funcién de onda en representaciéon de momentum
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(k =p/h):
d? 1/4 2 2
(k) = (w ) e~ (k=ko)™d /2, (3.4.7a)

donde d es un real positivo.

El moédulo al cuadrado de (3.4.7a) define la funcion de distribucion de valores
de momentum para dicho estado:
2\
(k)P = () e (hho)*d?, (3.4.7b)
™

Es una distribucién gaussiana centrada alrededor de k, = p,/h, indicando que
para dicho estado el valor esperado para el observable momentum es p = hk,.

La dispersioén o incertidumbre Ak alrededor del valor promedio &, es igual a la
mitad del ancho de la distribucién, el cual se suele definir igual a la diferencia
de los valores de k para los cuales la distribucion es igual a 1/e veces su valor
en k,, como se indica en la figura 3.3. El lector puede demostrar facilmente que
dicho valor es Ak = 1/d, lo que implica que la incertidumbre o indeterminacion
en el momentum es

Ap = h/d. (3.4.8)

Aplicando la transformada de Fourier a (3.4.7a) se obtiene la funcién de onda
en representaciéon de coordenadas:

1 b : d2 1/4 b 2 42 .
() = N f dk (k) e*® = (43) f dk e~ (k=ko)"d'[2 pika (3 4 9q)
T J—00 7 —oo

la cual es una superposicion coherente de ondas planas, funciones propias de
momentum para la particula libre. El modulo al cuadrado de ¥ (k) calculado
en k' define el peso de la onda plana de nimero de onda k' en la superposicién.
Esto es, [1)(k)|? define la distribucién de estados propios de momentum en la
superposicién y, como el espectro es no degenerado, determina la funcién de
distribucién de valores propios de momentum.

Ly 12
Ly
1Y(0))2
W) |2 F === ===
NV L O A T 1 — \
e I | | |
| | ! !
I | I |
. . i ! ! .
ko —Ak ko ko +Ak —Ax +Ax
Figura 3.3 Distribucién gaussiana Figura 3.4 Distribucion gaussiana

de valores propios de momentum. de valores propios de posicion.
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Aplicando la igualdad
ik — (d2)2) (k - ko)? = ikox — 22/ (2d2) = (d%/2){k - ko — iz/d}",

se obtiene
o\ 1/4 ) -
P(x) = 4 etko® o 2a7 {f dk e—(d2/2)(k—ko—ix/d2)2}.
473 e
Con el cambio de variable k' = (d/\/2)(k - ko — ixz/d?), se obtiene:

2 2\ /4 . —a2 oo 2
P(z) = \C{;(d) etFo®ezaz {[m dk' e7* }

473

Teniendo en cuenta que el valor de la integral es /7, la funcién de onda que
describe el estado de la particula es

1AV e
P(x) = (?) et ezam (3.4.9b)
™

Su moédulo al cuadrado define la siguiente funcién de distribucién de valores
propios de posicion:
2 ]. 1/2 —'1‘,2
() = (72) e (3.4.10)
wd
Esta distribuciéon esté centrada en el origen, como se muestra en la figura 3.4,
de manera que el valor esperado de la posicién es igual a 0.

La probabilidad de localizar la particula es mayor en regiones alrededor del
origen y tiende a cero a medida que se aleja de él. Se observa que para x = +d
la densidad de probabilidad ha decaido a 1/e de su méaximo valor. Entonces, el
ancho de la distribucién es 2d y la incertidumbre en la posicion de la particula
es

Az =d. (3.4.11)

Con base en las ecuaciones (3.4.8) y (3.4.11), el producto de las incertidumbres
de posiciéon y momentum satisface la siguiente igualdad:

(Az)(Ap) = h. (3.4.12)

Esta ecuacion, junto con las ecuaciones (3.4.11) y (3.4.8), muestra que
si se desea preparar una particula en un estado gaussiano para el cual
la incertidumbre en la posicién sea muy pequena, la incertidumbre en el
momentum debe ser muy grande, pues su producto debe ser igual a la constante
fundamental 4. En efecto, a medida que disminuye la indeterminacién en la
posicion (d cada vez mas cercano a cero), la funcion de distribucion de valores
de posicion (3.4.10) es cada vez més cercana a una distribucion delta de Dirac
y el ancho de la distribuciéon de momentum aumenta proporcionalmente.
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Lo anterior implica que a medida que Az disminuye, en la superposicion
que define la gaussiana (3.4.10) se deben incluir estados de momentum
correspondientes a valores propios cada vez mas altos, pero, como anota
Sakurai, el limite d = 0 no es posible, no solo porque (3.4.9a) deja de ser un
estado gaussiano de norma finita sino porque de existir dicho estado limite,
la particula tendria probabilidad no nula de tener velocidades mayores que la
velocidad de la luz.

El caso contrario también es valido, esto es, si se desea un estado gaussiano con
una incertidumbre de momentum cada vez mas pequena, su representacion de
momentum se acerca cada vez mas a una distribucién delta de Dirac alrededor
de k,, mientras que la distribucién de posicién se acerca cada vez més a una
onda plana. En el caso limite d — oo, la particula no seria localizable.

Estos resultados estan de acuerdo con el principio de incertidumbre de
Heisenberg, el cual afirma que para cualquier posible estado de una particula
el minimo valor que puede tener el producto de las incertidumbres de posicién
y momentum debe ser del orden de A, como se vera en la siguiente seccion.

Ejercicios

1. Demuestre que la representacion de coordenadas (de momentum) de un
estado con momentum perfectamente definido |p’) (posicion perfectamente
definida |z')) estd dada por la onda plana 1/v/2whexp(ip’xz/h) (por
la funcion de distribucion delta de Dirac é6(z — 2’)), mientras que su
representacién de momentum estd dada por la funcién de distribucion delta
de Dirac 6(p-p') (por la onda plana 1/v/2mhexp(-ipz'/h )).

2. Demuestre que las funciones de onda (3.4.7a) y (3.4.9b) estan normalizadas.

3. Encuentre la solucion de (3.4.1) en representacion de momentum y con base
en su resultado encuentre la solucién en representacién de coordenadas.

4. Determine el valor de la integral (puede consultarlo en una tabla de
integrales,? pero es bueno saber cémo se obtiene la expresion general,
considerando los casos en que n=0,1,2,...)

oo
2
/ de 22" e, A>0.
—o0o

5. Encuentre para t > 0 el estado de una particula libre si ella se prepara
inicialmente en el estado descrito por la funciéon de onda gaussiana (3.4.9b)
o (3.4.7a).

3.5 Relacion de incertidumbre

En la anterior seccion se definio el valor de la indeterminacion (o incertidumbre)
en el momentum o en la posicion igual a la mitad del ancho de las funciones

2 Gradshteyn I. S. y Ryzhik I. M. (2007). Table of integrals, series and products. Ed. Alan
Jeffrey. Academic Press seccion 3.4, 3.461, p. 364.
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de distribuciéon de valores propios. Sin embargo, no hay un criterio tinico para
definir el ancho de la distribucion y no siempre la funciéon de distribucion es
simétrica respecto a su maximo valor para un estado arbitrario de un sistema
cudntico. Entonces, es adecuado definir de manera tinica la indeterminacion o
incertidumbre de un observable para cualquier posible estado de un sistema.
Esta definicién debe ser independiente de la representaciéon que se emplee para
su determinacion.

3.5.1 Indeterminacion o incertidumbre de un observable

Como se explicé en la seccién 1.2.5, la distribucién experimental de valores
de un observable para un estado cuantico dado coincide con la distribucién
cudntica definida por las probabilidades de obtener cada uno de los valores
propios del observable.

En la figura 3.5 se muestra un ejemplo de distribucién de valores propios de un
observable de espectro discreto. El ancho de la distribucion, &, se define como
el intervalo que contiene la mayoria de los posibles resultados y, en general,
contiene el valor promedio o valor esperado del observable.

Entre menor sea el ancho de la distribucién, menor serd la dispersion de
los valores obtenidos alrededor del valor esperado o valor promedio. El valor
esperado no tiene por qué coincidir con el valor propio para el cual la funcion de
distribucién es maxima, a no ser que dicha distribucién sea continua y simétrica
alrededor de este valor.

Cuando el estado del sistema es un estado propio del observable que se va a
medir, el valor esperado es necesariamente igual al valor propio correspondiente
y la dispersién o incertidumbre del observable se considera teéricamente nula.

Py,
________ 6b
0.3 " !
0.2
0.1
0 - b;
by by by (B) bs be by

Figura 3.5 Esquema de la funci6n de distribucién
de valores propios de B.

Para calcular tedricamente la dispersién del observable cuando el sistema se
encuentra en el estado arbitrario | ), se define el operador

AB=B-(B)1, (3.5.1)
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el cual es denominado operador dispersion debido a que el valor esperado,
2 ; H D 5125 : 2
(aB))=(1{B>-2B(B)+({B)i}|)=(B*)-(B)

conduce a una expresiéon similar a la definiciéon estadistica de desviacion
cuadrética media:

AB=\/(B?)-(B). (3.5.2)

La ecuacion (3.5.2) define la denominada incertidumbre o indeterminacion
AB del observable y da una medida de la dispersion de valores propios del
observable B para un estado cuantico dado.

3.5.2 Relacion de incertidumbre de Heisenberg

Cuando se miden simultdneamente dos observables compatibles de espectro
discreto, la medicién de cada observable puede ser tan precisa como se desee.
En otras palabras, el sistema se puede preparar en un tnico estado propio
simultdneo de los dos observables, para el cual la incertidumbre de cada
observable es nula.

Otra cosa ocurre cuando los dos observables son incompatibles. En este caso
no es posible preparar el sistema en un estado propio simultaneo de los dos
observables, de manera que no se pueden tener estados para los cuales las
incertidumbres de los dos sean simultaneamente nulas.

La relacion (3.4.12) de la seccién anterior surge directamente del analisis de
la dispersion de cada uno de los observables (posiciéon y momentum) para el
estado gaussiano considerado. Sin embargo, con la definicién de incertidumbre
o indeterminacion (3.5.2) para cualquier posible estado de un sistema, se puede
demostrar que el minimo valor del producto de las incertidumbres de dos
observables cualesquiera debe satisfacer

(A4)(AB) 2 S| [4.B]). (35.3)

Esta ecuacion es conocida como la relacion de incertidumbre de Heisenberg, la
cual debe ser satisfecha por todo estado cuantico.

Para demostrar (3.5.3) se considera primero la desigualdad de Schwartz:
2
{ale) (B18) 2 [{alB)"- (3.5.4)

La igualdad se satisface solamente si |a) = v|3) con v € C.

Definiendo el ket |x) = |a) + A|B), A € C, de la propiedad (1.4) del producto
interior, se obtiene

(xIx) = (ala) + MalB) + A" (Bla) +[A]° (8]8) > 0,
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multiplicando la ecuacién por (3|5),

(ala) (B18) +{ AalB) (BIB) + A" (Bla) (BIB) + IN*(BIB)* } > 0

y eligiendo A = —(Ba}/(5]5),
{ala) (B18) + { = (Bla) (alB) = (alB) (Bla) + {alB) (Bla) } > 0,

se obtiene la desigualdad de Schwartz.

Definiendo los kets |a) y |3) como la imagen del estado del sistema_ bajo
la aplicacion del operador dispersion de cada observable, |a) = AA|) y

|B) = AB| ), se obtiene

(ala) = ((A4)%) = (AA)? y (818) = ((AB)®) = (AB)?,

donde se ha tenido en cuenta que los operadores representan observables y, por
tanto, son hermiticos. Al reemplazarlos en la desigualdad de Schwartz (3.5.4),
se obtiene )

(AA)*(AB)* 2 |( AA AB)|". (3.5.5)

Como el valor esperado de un operador hermitico es un nimero real positivo
y el de un operador antihermitico es un imaginario puro, la norma del lado
derecho de (3.5.5) se puede obtener expresando el producto como la suma de
un operador hermitico y otro antihermitico segtin

(AA AB) == [AA AB] +% {AA,AB}.

DO | =

Teniendo en cuenta que el conmutador de dos operadores hermiticos es
antihermitico, mientras que su anticonmutador es un operador hermitico
(secciéon 1.3.2), el valor esperado del producto de operadores dispersion es el
ntmero complejo

donde se ha tenido en cuenta que ( [AA,AB]) = ([A,B]). Calculando el
cuadrado de su norma

y reemplazandola en (3.5.5), se obtiene la siguiente desigualdad para el
cuadrado del producto de las incertidumbres

(a4) (AB)? = {WIABY) + 1 [({A4,AB))

, (3.5.6)
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donde, de acuerdo con (3.5.4), la igualdad vale solamente si |a) = v|3), esto es,
si AA|)=~AB|), siendo v un escalar complejo. La anterior ecuacion define
la forma mas general de la relaciéon de incertidumbre. Sin embargo, cuando el
segundo término a la derecha es nulo se obtiene la expresién mas conocida para
la relacion de incertidumbre de Heisenberg:

(AA) (AB) > % ([A.B]), (3.5.3)

que era lo que se querfa demostrar. La igualdad en (3.5.3) es valida solamente
si AA|)=~vAB|), siendo vy un imaginario puro (ejercicio 2).

Todo estado de un sistema cuantico debe satisfacer la desigualdad (3.5.6)
para cualquier par de observables. Esta relacion de incertidumbre establece
que un sistema cuantico puede ser preparado en un estado |¢)) para el cual
la incertidumbre de dos observables es nula solamente si dichos observables
conmutan y si el estado satisface AA |ip) = v AB |1b), con ~ imaginario puro.
Solamente bajo estas condiciones es posible que el minimo valor del producto
de las incertidumbres sea nulo. Esto ocurre, por ejemplo, cuando un sistema se
prepara en un estado propio simultaneo de un CCOC. En este caso, el producto
de las incertidumbres de cualquier par de observables del conjunto es nula
(ejercicio 4). Por esta razén se dice que siempre es posible realizar una medicion
precisa y simultdnea de dos observables compatibles.

Sin embargo, cuando los observables no son compatibles el lado derecho de
(3.5.3) es un numero real positivo no nulo, lo que implica que aunque se puede
tener un sistema preparado en un estado con incertidumbre muy pequena
para uno de los observables, la incertidumbre del otro observable para ese
mismo estado debe ser supremamente alta para que la igualdad en (3.5.3) se
satisfaga. En otras palabras, no existen estados para los cuales el producto de
las incertidumbres de dos observables incompatibles sea nulo (ejercicio 3).

Relacion de incertidumbre para la posicion y el momentum

En el caso particular de los observables de posiciéon y momentum de una
particula con un grado de libertad, la relacion (3.5.3) se reduce a

(Az)(Ap) > g (3.5.7)

donde se ha tenido en cuenta que [&, p] =ih1.

Un estado para el cual el producto de las incertidumbres de posicién y
momentum toma el minimo valor permitido por la relacién de incertidumbre
satisface la igualdad en (3.5.3), y se denomina estado de minima incertidumbre.
Para ilustrar céomo se comprueba si un estado satisface la relacién de
incertidumbre, se muestra enseguida que el estado de particula libre (3.4.9a),
definido por una distribuciéon gaussiana de valores propios de posicién, es un
estado de minima incertidumbre.
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De acuerdo con (3.5.2) la incertidumbre en la posicion es

Ax=/(y] 8 [0) - (0] 2])>.

Como

Wl el = [~ de vt @ o) - [ delp@)le,

el valor esperado del operador posicién para el estado (3.4.9b) es igual a

(0] &) = (dj%) [T w2,

el cual se anula debido a que el integrando es impar. Este resultado era de
esperar, pues, como indica la figura 3.4, el centro de la distribuciéon de valores
de posicién estd en x =0, y es simétrica. Similarmente, para el valor esperado
del cuadrado del operador posicién se tiene

W a2 = [ de o)t - (dj%) [T e e e

donde se emple6 f_o; alye‘yzy2 = /m/2. Reemplazando los valores esperados en
la expresion para la incertidumbre, se obtiene

Az = d/V2. (3.5.8)

De otra parte, el valor esperado del momentum para el mismo estado (3.4.9b)
esta dado por

Wl p1) = [ dw o (2) (-ihe)o(@) = [ da o (@) (b, + ihafd?) (@),

R P LY T AT

La primera integral es igual a d\/m, mientras que la segunda es nula, pues su
integrando es impar. Por tanto, (¢| p |¥) = hk,, resultado logico, ya que la
distribucién de valores de momentum es simétrica alrededor de k,.

Similarmente
W@ 7 @) = [ de g (2) (-h2e)u()
) (d;‘r) [ {02 R+ (im0 - (PP} e

_ ﬁ (h2K2 + h2[d? - h2/(2d2)} dy/m = h2k2 + b (2d2).
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Por tanto,

Ap=\J(9] 72 [0) - (0] pl)® = /A2 + 2] (2d2) - h2RZ,

h
Ap= N7 (3.5.9)

De acuerdo con (3.5.8) y (3.5.9), el producto de las incertidumbres en la posicion
y el momentum es igual a

(Az) (Ap) = jﬁd% - g (3.5.10)

Comparando con (3.5.7) se concluye que una funcién de onda gaussiana describe
un estado de minima incertidumbre, pues satisface la igualdad de la relacién
de incertidumbre.

Ejercicios

1. Con la solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para
una particula libre preparada en ¢t = 0 en el estado gaussiano (3.4.7a)
0 (3.4.9b) (ejercicio 5 de la seccion anterior), calcule el producto de las
incertidumbres en la posicion y en el momentum de la particula para
cualquier instante ¢ > 0. ;Es un estado de minima incertidumbre para todo
tiempo? Comente su respuesta.

2. Demuestre que en la desigualdad de Schwartz (3.5.4) la igualdad vale
solamente si |o) = v|B), con v € C. Con base en el anterior resultado
demuestre que la igualdad en la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg
(3.5.3) vale solamente en el caso en que « sea un imaginario puro, caso en
el cual el segundo término de la derecha de (3.5.6) se anula.

3. De acuerdo con el anterior ejercicio, la igualdad en (3.5.3) se satisface
solamente si i) o) = v|8) v ii) (|[{AAAB}|) = 0. Demuestre que estas
dos condiciones conducen a que un estado de minima incertidumbre en
la posicién y el momentum sea una funcién de onda gaussiana (con +
imaginario puro).?

4. Demuestre que todo estado propio simultdneo de un par de observables

compatibles A y B satisface (AA) (AB) = 0.

3.6 Potenciales discontinuos

El estudio cualitativo de la dinamica de una particula en presencia de fuerzas
derivables de potenciales independientes del tiempo, se puede realizar de una
manera muy sencilla aproximando el problema (cuando es posible) al de una

3 Schiff, 1968, secciéon 12, p. 60.
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particula en presencia de potenciales rectangulares. Para ello, se considera que
el potencial es igual a una constante negativa, positiva o nula en aquellas
regiones del espacio donde el potencial real es predominantemente negativo,
positivo o nulo. Este potencial serd discontinuo en los puntos que separan dos
regiones de potencial constante de diferente valor.

Como ya se ha dicho, las soluciones estacionarias corresponderédn a la solucion
dindmica del problema cuando el estado inicial es un estado propio de energia.
La dindmica del sistema para un estado inicial arbitrario estara definida por
una superposicién de soluciones estacionarias.

Para determinar las soluciones estacionarias se resuelve la ecuacién de
Schrédinger independiente del tiempo, o ecuaciéon de valores propios de energia,
en cada una de las regiones del potencial. Las soluciones cudnticas estacionarias
se obtienen exigiendo la continuidad de cada funcién propia de energia (y de su
primera derivada si es necesario) en los puntos de discontinuidad del potencial.
Estas condiciones de continuidad se conocen como condiciones de empalme.
Para obtener una solucién cuéntica, se debe exigir que la funcién de onda sea
acotada.

El comportamiento de las soluciones estacionarias de la particula en los puntos
de discontinuidad del potencial es analogo al comportamiento de la onda que
describe un haz de luz monocromaético al pasar de un medio homogéneo a otro.
De esta manera, la probabilidad cuantica de que la particula se refleje o se
transmita queda definida por los correspondientes coeficientes de reflexiéon o
transmisién para la onda de luz al pasar de un medio a otro.!

En esta seccién se estudian tres ejemplos basicos. El paso de potencial, el pozo
de potencial de paredes infinitas y una barrera finita de potencial. Con base
en ellos, se pueden inducir las propiedades de los estados estacionarios y del
espectro de energia de una particula en potenciales mas complejos.

Cada posible solucién estacionaria esté determinada por una funcién propia de
energia modulada en el tiempo por el factor de fase wt, donde w = E/hy E es el
correspondiente valor propio de energia. Por esta razén, en lo que sigue en este
capitulo, se supone que con la determinacion de las funciones y valores propios
de energia se tiene la determinacién de los posibles estados estacionarios del
sistema.

1 El lector interesado en la analogia dptica puede consultar el texto de Cohen-Tannoudji

et al., 1977, vol. I, capitulo I, secciéon D, numeral 2, p. 35.
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3.6.1 Paso de potencial

El primer ejemplo es el de una particula con un grado de libertad translacional
en el campo de fuerzas definido por el paso de potencial

| Opara ze (-00,0]
V(x)_{Vopara xe (0,00)”’

el cual se ilustra en la figura 3.6a.

La representacion de coordenadas de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo, o ecuacién de valores propios de energia, es

h2
{—mai +V(x) - E} o(x) =0. (3.6.1)

Puesto que el potencial es discontinuo en x = 0, esta ecuacién se debe solucionar
en cada una de las dos regiones indicadas en la figura 3.6a. La region I esta
definida por los valores de x < 0, mientras que los valores de = > 0 definen la
region II. Una vez se obtenga una solucién acotada para cada region se aplica
la condicion de continuidad de la funcién de onda y de su primera derivada (si
es necesario) para determinar la solucién en todo el espacio. Las soluciones en
cada region se notan ¢r(z) v ().

En la regién I, donde el potencial es

V(x) nulo, la ecuaciéon de Schrodinger se
reduce a
Vo h?
{—83;—13} er(z) =0, x<0.
2m

Su solucién general es

or(z) = Ae** 1+ B e 2 <0,

Figura 3.6a Paso de Potencial

donde k =+/2mE/h, con E > 0. Aunque en esta region del espacio la ecuacion
(3.6.1) tiene la misma forma que la ecuacion de una particula libre, para z > 0
deja de ser valida. Debido justamente a esta discontinuidad, la particula no es
libre, y para obtener las soluciones estacionarias tiene sentido fisico considerar
las dos ondas planas, la de momentum positivo y la de momentum negativo.
Suponiendo que cuando la particula se encuentra en x << 0 se prepara en un
estado propio de momentum correspondiente al valor propio +hk (una onda
plana de momentum positivo), la onda plana de momentum negativo tiene en
cuenta el hecho de que la particula puede ser reflejada al interactuar con el
paso de potencial en x = 0.

La ecuacién de Schrodinger (3.6.1) en la region IT toma la forma

2
{—2}18325 +V, - E} ern(z) =0, x>0,
m
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la cual para E <V, se puede reescribir
{21} ou() =0, con K =\/2m(V, - E)/h.

La solucién general de esta ecuacion es

o (z) =Ce*+De V7, 0<E<V,, x> 0.

Note que para E >V, k' es imaginario lo que conduce a que la solucién general
sea una superposicién de ondas planas. Sin embargo, el interés de este ejemplo
es analizar el caso en que la altura del paso de potencial es mayor que la energia
en que se prepara la particula? para compararlo con el correspondiente caso
clasico.

La solucién en la region II indica que hay una probabilidad no nula de localizar
la particula a la derecha de x = 0. Sin embargo, para E < V, esta solucién
matematica no es acotada, pues se indetermina para x — oo y, en consecuencia,
la densidad de probabilidad de localizar la particula se indetermina en este
limite (se dice que la solucion ezplota). Como la funciéon de onda debe ser
acotada para que describa una solucién cuéntica, en la solucién de la regién
II se descarta la funcién exponencial positiva eligiendo C = 0.2 En resumen, la
funcion de onda debe satisfacer la condicion de frontera

lim p(x) = lim @ (x) =0

y la solucién para la region II se reduce a?

ou(z)=De¥* 250

Para cualquier valor propio de energia en el intervalo 0 < E <V, las funciones
propias correspondientes no estaran completamente definidas en todo el espacio
—oo < x < oo hasta que se especifique el valor relativo de los coeficientes, por
ejemplo, A/D y B/D, o lo que es lo mismo, el valor de los coeficientes A y B
en términos de D. Para su determinacién se exige la continuidad de la funcién

2 En esta seccion se habla de la energia en que se prepara la particula pensando que se

prepara en un estado de momentum bien definido y por tanto de energia perfectamente
definida. En otras palabras, se supone que el estado inicial de la particula esta
representado por una onda plana de De Broglie.

Cuando la energfa es mayor que el paso de potencial, la solucién general en la region 11
es una superposicién de ondas planas. Sin embargo, una onda plana con nimero de onda
negativo (momentum negativo) no tiene sentido si se supone que la particula provenia
de —oo, pues para x > 0 no existe ninguna otra interaccion con la particula que pueda
cambiar su estado de momentum. Por esta razon, se debe descartar el término de la
solucion con momentum negativo (D = 0).

Note ademas que si no se elige C = 0, de las condiciones de empalme se podrian
determinar dos de los coeficientes A, B, C' y D, un tercer coeficiente se puede
determinar con la condiciéon de ortonormalizacién a la funcién delta de Dirac, pero
el cuarto coeficiente quedaria sin determinar y, en consecuencia, el estado no quedaria
completamente definido.
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de onda y de su primera derivada en el punto de discontinuidad del potencial,
x =0, conocidas como condiciones de empalme.

De la primera condicion, ¢1(0) = ¢11(0), se obtiene
A+B=D
y de la segunda, 0p¢1(2)|,_o = Ozri(x)|,_y, se concluye
ikA-ikB=-k"D.
Por lo tanto,

~ k+ ik’
Y

A

D = B*,

donde se ha elegido D real.

Entonces, las funciones propias de energia en términos del coeficiente D estan
dadas por

D(coskx—%’senkx) <0
De ¥ x>0’

con k=v2mE/hy k' =\/2m(V, - E)/h.

Las funciones propias no son de norma finita, lo que esta de acuerdo con el
hecho de que el espectro de energia de la particula es continuo. El coeficiente
D se suele denominar la constante de normalizacién de la funcién propia y su
valor se puede determinar ortonormalizando la funcién de onda a la funcién
delta de Dirac.?

ﬂ@:{ 0<E<V,

El comportamiento tipico de las funciones propias se ilustra en la figura 3.6b.
Los estados estacionarios definidos por estas funciones de onda muestran que
existe una probabilidad no nula de localizar la particula a la derecha del origen,
pues la solucién en la region II es no nula.’ Se observa que entre menor sea la
diferencia V,— F (entre mayor sea el momentum en que se prepard la particula),
mayor es la probabilidad de localizar la particula a la derecha del origen.
Clasicamente la region x > 0 es una regiéon prohibida para la particula, esto es,
la particula nunca podra ocupar posiciones z > 0, pues clasicamente la energia
cinética debe ser definidamente positiva. En otras palabras, x = 0 es un punto
de retorno para la particula clasica. El hecho de que exista una probabilidad
no nula para que la particula pueda ser localizada en la regién de potencial no
nulo es un hecho cuantico que no tiene analogo clasico.

5 Como se esta realizando un estudio cualitativo mediante estos potenciales discontinuos,

cuando el espectro de energfa es continuo no se acostumbra determinar la constante de
ortonormalizacion.

Cuando se emplea la analogia con la éptica geométrica, se calcula el coeficiente de
reflexion R definido por el modulo al cuadrado de la amplitud de la onda reflejada con
respecto a la amplitud de la onda incidente y se interpreta como la probabilidad de que
la particula sea reflejada en = = 0. En este caso, R = |B/A|2 =1 que, como en el caso
clasico, indica que la reflexion es total.
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Px)

I \\\\P
X

Figura 3.6b Funcion propia de energia ¢(z) para
0 < E <V,. Entre mayor es la energia menor es la
longitud de onda asociada y méas lentamente decae
la solucion para = > 0.

Las funciones propias para energias mayores que la altura del paso de potencial
(ejercicio 1) se pueden ver como una primera aproximaciéon a un problema de
dispersion en el cual una particula de momentum perfectamente definido es
dispersada por el paso de potencial. En este caso existe una onda transmitida
a la region II, de manera aniloga a la dispersiéon de una onda al pasar de un
medio, con un indice de dispersion caracterizado por k = /2mE/h, a otro medio

con un indice de dispersién menor, caracterizado por k' = \/2m(FE - Vo)/h.”

Pared de potencial infinito

Este mismo ejemplo permite determinar la soluciéon cuando el potencial para
x > 0 es infinito. En este caso, se dice que en x = 0 hay una pared de potencial
infinito.

Cuando V, — oo la solucién en la regiéon II tiende a cero, indicando que la
probabilidad de localizar la particula en regiones z > 0 también tiende a cero.
Si la particula se encuentra con una pared de potencial infinito en x = 0, para
x > 0 las funciones propias de energia que definen los estados estacionarios
deben ser nulas para todo x a la derecha de la pared, ¢¥(z) = 0 para x > 0.

Exigiendo la continuidad de la funcién de onda, la solucién en la region I debe
satisfacer

¥1(2) |40 = 0.
El lector puede comprobar que en este caso las funciones propias son

D'senkzx <0

W(z) = {0 E>0.

>0’

Cohen-Tannoudji et al., 1977, vol. I, capitulo I, seccion D y complemento H.
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3.6.2 Pozo de paredes infinitas
Como segundo ejemplo, se considera el problema de una particula con un grado

de libertad translacional en el campo de fuerzas definido por el pozo de potencial
de paredes infinitas:

_ |0 para x €o,a]
V(z) = {oo para z ¢ [o,a]’

lo cual es equivalente a tener una particula confinada entre dos paredes de
potencial localizadas en =0y z = a.

Vix)

Figura 3.7 Pozo de paredes infinitas.

Debido a que el potencial es discontinuo en x = 0 y = = a, la ecuacién de
Schrodinger (3.6.1) debe ser resuelta en cada una de las tres regiones z < 0,
0<z<ay x>a descritas en la figura 3.7.

Como el potencial es nulo en la region II, 0 < z < a, la solucién general es de la
forma

Yu(z)=Ae*®+ B ek para 0<z<a,
con k = v/2mE/h. Debido a que las barreras de potencial son infinitas, la

amplitud de densidad de probabilidad de localizar la particula en las regiones
z <0 0 x> a debe ser nula. Esto es

Yi(z)=0 'y  ¢Ym(z)=0.

Por continuidad de la funcién de onda en = = 0 y = = a, la solucién para la
region IT debe satisfacer las condiciones de frontera

Yr(0) =¢1(0)=0 y +m(a)=+m(a)=0.

De la primera se concluye que A + B =0, y entonces

Yr(z)=A {e*" - eF*} =24i sen(kx) = A sen(kz).
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De la segunda se obtiene sen(ka) = 0, lo cual restringe los posibles valores de
k a los valores discretos k,, = nm/a, donde n = 1,2,... es un entero positivo,
pues k es positivo. Note que n = 0 no es una solucién cuantica, ya que para
este valor k seria nulo y la solucién seria de norma nula, de lo contrario, se
estaria contradiciendo el hecho de que todo posible estado cudntico debe estar
representado por una funcién de onda cuya norma sea no nula.

Reemplazando los valores discretos de & en la relacion k = v/2mE/h, se obtienen
los siguientes valores propios de energia:

h2k‘2 h2 2
En:2:(2 7T2 n? =en?, n=1,2,... (3.6.2)
m ma

los cuales definen el espectro de energia de la particula. El lector puede
demostrar que ¢ tiene unidades de energia.

En algunos de los siguientes ejemplos se comprobard que siempre que la
particula se encuentre confinada en una regién del espacio (en un pozo de
potencial) su espectro de energia sera discreto.

Con los valores obtenidos para k, las funciones propias asociadas a cada valor
propio (3.6.2) son

P () :A'sen(@x), n=12,...
a

Se acostumbra emplear el entero n para caracterizar los valores propios de
energia y se le denomina nimero cudntico principal.

Para determinar la constante A’, se normalizan las funciones propias

f da:|wn(x)|2:|A'|2f dz sen’ (nrzja) = |A’ 2%:1

= U (x) = \/(27 sen (%m) n=12,... (3.6.3)

La ecuacion (3.6.3) define las funciones propias del operador hamiltoniano de
la particula correspondientes a los valores propios (3.6.2). Cada una de estas
funciones, multiplicada por el correspondiente factor exp (-iE,t/h), define un
estado estacionario de la particula.® Enseguida se describen las tres primeras
funciones propias de energia.

Note que el hecho de que el espectro de energia sea discreto no implica que el espectro
de momentum lo sea. En realidad, como ocurre con la distribuciéon de valores propios de
posicion, la correspondiente transformada de Fourier de cada estado estacionario define
una distribucion continua de valores propios de momentum.
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Numero cudntico Funciones propias
n =3 (2° estado excitado) Y3(x) =y /% sen (%ﬂx)
n =2 (1° estado excitado) Uo(x) =y /% sen (%ﬂx)

QN

n =1 (estado base) P1(x) = \/7sen (gx)

Primeras funciones propias de energia

Yn(x)
n=3
2/a
0
2/a n=2
0
2/a n=1
X
a

Generalizacion a dos grados de libertad
Una particula con dos grados de libertad translacionales se encuentra en el

campo de fuerzas definido por el potencial

0 para x; €[0,a], x2€[0,a]

V(.’El,.’Ez) = {

oo para 1 ¢ [0,a], 2 ¢[0,a].

Como las paredes de potencial son infinitas, las funciones propias de energia
deben ser nulas fuera de la caja de potencial, {x; € [0,a], 22 € [0,a]}, donde se
encuentra confinada la particula.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

B2 B2
{—mail - %522} (21, 22) = E Y(x1,22) 21 €[0,a], 22 €[0,a],

con las condiciones de frontera
V(@1,22) 4,20 2y-0 = 0; V(21,72) |, 0 pyea = 0-

Esta ecuacion diferencial parcial es separable. Siguiendo el mismo procedi-
miento del ejemplo de la particula libre, se propone una solucién de la forma
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W(x1,22) = ©1(x1)p2(x2) para obtener

h2
—%3351901(%1) =api(z1) = {02 +ki} pi(z1) =0,

h2
—%53262@2(332) =B @a(x2) = {07, +k3 fpa(xa) =0,

donde « es la constante de separacion de las variables (z1,x2), 8 = (E - «),

k1 =V2malh 'y ko =/2mfB/h.

Las soluciones de cada una de las ecuaciones se pueden expresar
_ A iklwl A —ik:lwl
p1(x1) = Are + Age

802(372) — Bleikgwg + Bze—ikzxz

Aplicando las condiciones de frontera para el primer grado de libertad, se
obtiene

(pl(fﬂl) |3:1:0 = O i A1 = —AQ = @1(931) = Asen(klxl),

p1(x1) |zl=a =0 - k=mnifa = ¢, (21)=Asen(nimxi/a)
donde ny =1,2,3,...

De manera similar, para el segundo grado de libertad se tiene
ko =nam/a, ©n, (22) = B sen(nemaafa), ng=1,2,3,...
Como los valores de ky y ko estan restringidos a multiplos enteros de 7/a, esta

discretizacion de los nimeros de onda conduce a la discretizacion de los valores
de las constantes a y § segin

2,2 2,2
_ hem 9 2 _ h*m 2 2
an, = —=|ni=c1nl, Bn,=|-—=]n3=e2n5.

2ma?

Como S = (E - «), se obtienen los siguientes valores propios de energia

B n, = €1 n? +é9 ng
Las correspondientes funciones propias son
Uy ny (1, 2) = @, (T1)Pn, (22) = N sen(nimzr/a) sen(nemxs/a).
Para normalizar estas funciones se calcula el cuadrado de su norma
f dxry dxo w*nl,nz (xlny)d)nhng (1'17332) =

2
IN|? fd:clsen2(n17r:c1/a)fdxgsenZ(ngﬂxg/a):|N|2az.
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Eligiendo la constante de normalizacién real y positiva, salvo un factor de fase
arbitrario, las funciones propias normalizadas son

Yy o (1, 22) = (2/a) sen(nymzi/a) sen(ngmra/a).

La degeneracién de cada valor propio es igual al ntimero de funciones propias
linealmente independientes que corresponden a dicho valor propio. Como
€1 = &9 = ¢, los valores propios se pueden expresar E,,, n, = £(n} +n3).

El namero de parejas de enteros (ni,ns2) que satisfacen la anterior ecuacion
para un posible valor propio de energia define el nimero de funciones propias
linealmente independientes, que es igual al grado de degeneracién del valor
propio. Numerando los valores propios en orden ascendente, mediante un dnico
indice i =1,2,3,..., el minimo valor propio de energia F; es aquel para el cual
los ndameros cudnticos my y ns toman sus minimos valores posibles, esto es,
Ey = 2. A este valor propio le corresponde solamente la funcién propia ¢ 1,
entonces el nivel fundamental de energia es no degenerado. Para el segundo
valor de energia Es = be se encuentran dos conjuntos solucion: (n; = 1,
no =2)y (ng =2, ng = 1), los cuales definen las funciones propias linealmente
independientes 12 y t2,1. Este valor propio (o primer nivel excitado) es
doblemente degenerado. Continuando con este proceso, se obtiene el espectro
de energia de la particula. El correspondiente diagrama de niveles de energia
se suele representar asignando a cada nivel un segmento de linea horizontal,
situado a escala al lado de un eje vertical de energia. A continuacién se
enumeran los primeros niveles especificando su grado de degeneracién.

valor propio | degeneracion | funciones propias
By =2¢ no degenerado P11
Es =5¢ 2 V1,2, Y21
Es =8¢ no degenerado Va2
E,=10¢e 2 ¥1,3, Y31
E,=13¢ 2 V23, P32
E5=17¢ 2 P14, Ya1
E¢ =18¢ no degenerado P33

Vale la pena anotar que si el potencial no tiene la misma simetria, por ejemplo,
si el potencial no fuera una caja cuadrada sino rectangular, {z; € [0,a],z2 €
[0,b]}, a # b, tanto el espectro de energia como el grado de degeneracion de los
niveles seran diferentes. Baste con reemplazar a por b para el segundo grado
de libertad y realizar el mismo anélisis del espectro (ejercicio 4).

Una vez realizada la separacién de variables no era necesario repetir el proceso
realizado para un grado de libertad. Bastaba con reconocer que cada ecuacién
describia el problema de una particula con un grado de libertad cuyas soluciones
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ya se habian determinado en (3.6.2) y (3.6.3). Para evitar errores, los nimeros
cuanticos asociados a cada grado de libertad deben ser distintos y se debe tener
en cuenta que la energia de la particula en este caso no es (3.6.2), sino que se
debe obtener de la relacion 8 = (F — ). Este problema es un caso muy sencillo
de un potencial completamente separable en coordenadas cartesianas.

3.6.3 Efecto tinel (paso por una barrera de potencial)

Como tercer ejemplo, se considera
una particula de un grado de liber- V()
tad translacional en presencia de la

barrera de potencial v,

_]o para z ¢ [0,a] I 1 1
Viz) = {VO para z € [0,a].

Como en el caso anterior, debido a la
discontinuidad del potencial, la ecua-
cion de Schrédinger independiente Figura 3.8 Barrera de potencial.

del tiempo se soluciona en cada una

de las tres regiones definidas en la fi-

gura 3.8. Luego se aplican las condiciones de continuidad para la solucién y
para su primera derivada, tanto en x = 0 como en z = a.

La solucion general de la ecuacién de Schrodinger en las regiones Iy 111, donde
el potencial es nulo, estd dada por

o () = Ay €FF 4 Ay T
1/)111(55) — Cl eik'm + 02 efikr':b7
con k' =\/2mE/h2.
La ecuacién de Schrédinger en la region II, donde V(z) =V, es
2m
621/}11 (‘T) = _W(E - VO)z/}H(‘T) = kZQZ}n (.CE),

con k =/2m(V, — E)/h2. Su solucion depende del valor de la energia: si E >V,
se tiene una solucién armoénica, y si E < V,, se tiene una soluciéon exponencial
creciente o decreciente. Nos interesa en particular el segundo caso.

Para FE <V, la solucién es de la forma

Y, (x) = By e + By 7",
Las condiciones de empalme son

enxr=a enx=0
,IIZ)II(U’) = wIII(a)’ 1/}1(0) = wn(o)
awwn(x) | o=a = aﬂ/}m(x) | 2=a; ame(x) le=0 = 91%(%) | z=0-
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Para su solucién se tienen 6 incognitas A, Ao, By, Bo,C1 y Co y solamente las
4 ecuaciones de empalme y la condicién de ortonormalizacién de las funciones
propias, quedando una constante sin determinar. Para tener soluciones que
definan completamente los estados estacionarios se supone que la particula se
prepara en —oo en un estado de momentum positivo, de manera que no tiene
sentido fisico una onda proveniente de +oo en la region III, por lo cual se elige
Cs =0.

En la analogia 6ptica, el coeficiente de reflexion® es proporcional al médulo

al cuadrado de la amplitud de la onda reflejada sobre la de la onda incidente
As/A;. Lasolucion en la region ITT indica que en principio puede haber una onda
de amplitud C; transmitida a través de la barrera de potencial. El coeficiente
de transmision a través de la barrera es igual al moédulo al cuadrado de la
amplitud de la onda en la regién III sobre la amplitud de la onda incidente
C1/A;, cantidad que define la probabilidad de que la particula atraviese la
barrera de potencial.

Aplicando las condiciones de empalme en x = a, se obtiene
B = % {1+ik' [k} ™ ek, By = % {1 ik [l e ke
y, para = =0,
Ay - % (1= ik} + % (1 +ik/K}, A~ % 1+ ik} + % (1 ik/K'} .

Reemplazando By y By en la expresion para Aj, se obtiene

A fCif* =| € {coshka+ if2[k/k' - K [Ksenh ka) |,

[A1/C1[? = {1+senh®ka + 1/4[k/K - k' [k]*senh® ka} .
Reemplazando los valores de k y k', el coeficiente de transmision es

a
Ay

2 4(V,-E)E

4V, - E)E + V2 senh? {a V2m(V, - E)/h}

Para ka = a \/2m(V, - E)/h > 1 vale la siguiente aproximacién

Ch

Ci” J16E(Vo - E) o,
Al '

V2

En general, el coeficiente de reflexién (transmision) estd definido por el modulo de la
razon entre el flujo de probabilidad de la funcién de onda reflejada (transmitida) y
el flujo de probabilidad de la funcién de onda incidente: R = |jr/d;| (T = |r/31l)-
Constantinescu F. y Magyari E. (1971). Problems in quantum mechanics. Pergamon
Press, capitulo II.
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La probabilidad de que la particula atraviese la barrera es no nula y decrece
exponencialmente de acuerdo con el valor de ka. Para a menor o del orden de
1/k la particula tiene una alta probabilidad de atravesar la barrera de potencial.
Este efecto cuantico se denomina efecto tinel, no tiene anédlogo clasico y se
debe a la existencia de las ondas evanescentes en la regién de la barrera.
Clasicamente, para E < V,, existe un punto de retorno en z = 0, de manera
que si la particula se encuentra inicialmente en la regién I, clasicamente no
es posible encontrarla en la regién III para cualquier ¢t > 0. Este hecho tiene
importantes aplicaciones en fisica, como en el diodo tinel y el efecto Josephson.

Lecturas recomendadas

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Laloe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons, vol. I, capitulo I, secciones C a D y complementos F; a Hj.

Ejercicios

1. En el ejemplo de la barrera de potencial (efecto ttnel) encontrar la soluciéon
para E > V, (no es necesario ortonormalizarla) y utilizar las condiciones
de empalme para determinar los coeficientes de transmisién y reflexién por
la barrera. Describir con sus propias palabras cuél seria la probabilidad de
localizar la particula en las diferentes regiones del espacio.

2. Resolver el problema de valores propios del operador hamiltoniano de una
particula en un potencial

|0 paraze[-a/2,a/2]
Viz) = {oo para z ¢ [-a/2,a/2].

Compare sus resultados con las ecuaciones (3.6.2) y (3.6.3). Haga el
diagrama de las primeras funciones propias y analice la probabilidad de
localizar la particula en las diferentes regiones del espacio, los ceros de las
funciones propias, la paridad ante inversién respecto al origen, etc.

3. Una particula con dos grados de libertad se encuentra en una caja de
potencial V(z1,x2) =V (21) + V(22), donde

0 para x; € [-a/2,a/2] )
) = =1,2
Vizi) {oo para x; ¢ [-a/2,a/2], e

a. Resuelva el problema de valores propios de energia para la particula en
representacion de coordenadas (puede emplear los resultados obtenidos
para un grado de libertad en el ejercicio 2). En la separacion de variables
asocie a cada grado de libertad un ntmero cuantico diferente. Exprese
los valores propios en términos de estos dos nimeros cudnticos y haga un
diagrama aproximado de los primeros niveles de energia. ; Es degenerado
el espectro de energia? Determine la degeneracién de los primeros
niveles.
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b. En el espacio de kets de la particula, su operador hamiltoniano se puede
expresar como la suma de dos operadores que conmutan

~2
+ V(:i‘l) + p72 + V(i"g) = H1 +H2.
2m

P
2m

H=

En este caso, H, y H, definen un conjunto completo de observables
compatibles que permite describir los estados de energia del sistema.
Muestre que el conjunto de kets propios simultaneos diagonaliza el
operador hamiltoniano de la particula y que sus valores propios de
energia son iguales a la suma de los valores propios de cada observable
PAIi, recuerde que el espectro de un observable es independiente de la
representacion y, por tanto, puede utilizar los resultados de la parte
a. ;Cudl sera la expresion para las funciones propias de energia de la
particula en representacion de coordenadas?

c. {Qué tipos de simetria tiene el potencial? ;Qué sucede con el grado de
degeneraciéon de cada nivel cuando la caja de potencial no es cuadrada
sino un rectangulo de lados 2a y 2b7 ; Cuél seria el primer nivel excitado
del sistema?

4. Resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una
particula con tres grados de libertad translacionales en el potencial
0 para z; € [—-a,a], zo€[-b,b], x3€[-c,c]
Vir)=
oo para z1 ¢ [—a,a], xo ¢ [-b,b], x3¢[-c,c]
Determinar el espectro y las funciones propias correspondientes a cada nivel
de energia, especificando el grado de degeneracion para diferentes valores

de a, b y c. Encuentre la expresion de los estados estacionarios. Justifique.
(Puede emplear los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores).

5. Considere una particula con un grado de libertad restringida a una regién
de movimiento como el estudiado en la seccién 3.6.2. Suponga que el estado
de la particula es justamente el primer estado estacionario.

a. Hacer un diagrama de las funciones de distribucion de posicion y
momentum.

b. Determinar los valores esperados de posicion y momentum. ;Qué
representan estos valores esperados?

c. Calcular las incertidumbres en la posicién y el momentum y demostrar
que satisfacen el principio de incertidumbre.

d. Responder a, b y ¢ cuando el estado de la particula es el segundo estado
estacionario.
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3.7 Particula en potenciales lineales

A continuacion se estudia el pro-
blema de una particula bajo la V(x)
accién del potencial

V(z) = Kz, K>0.

Un ejemplo de tal situacion pue- kLo
de ser el de una particula car-
gada en presencia de un campo ‘ ‘ ‘ x
eléctrico constante o una particu-
la de masa m en el campo gra-
vitacional cerca de la superficie
terrestre. Figura 3.9 Potencial lineal.

El operador hamiltoniano de la
particula es
PP
H=—+Kz
2m

y la correspondiente ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo es
2m
{ai . ﬁ(E—Kx)}z/J(x) - 0. (3.7.1)

Para simplificar esta ecuacién se realiza el cambio de variable y = ax + b.
Teniendo en cuenta que

oy y-b
&K:a—xﬁyzaﬁy, 63:a265, T = o
la ecuacion diferencial (3.7.1) se transforma en la ecuacion
2mK 2m Kb
2
{5 T gz (B )} w0 =0 (372

con ¢(y) =¥ (y/a—-bla).

Eligiendo las constantes a y b de acuerdo con

() (5
\ A2 " \k)/)

la ecuacion diferencial (3.7.2) toma la forma usual de la ecuacién de Airy!

{27 -y}o(y) =0. (3.7.3)

1 Abramowitz M. y Stegun I. A. (Eds.). (1968). Handbook of mathematical functions.
Dover Publications, capitulo 10, seccién 10.4, p. 446.
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Funciones de Airy

La expresion caracteristica para la ecuacion de Airy es
{6§—z}w(z):0, zeC,
cuya soluciéon general es

w(z) = CAi(2) + DB;(z), C, D = const.,

donde A;(z) y B;(z) son soluciones linealmente independientes denominadas
funciones de Airy. Para z finito ambas soluciones tienen un comportamiento
oscilatorio, y para Rz — oo la funciéon B;(z) diverge mientras que la funcion
A;(z) tiende a cero, como se indica en las siguientes figuras.

Ai(x)

AWA :
\

Comparando la ecuacién (3.7.3) con la ecuaciéon caracteristica de Airy, se
concluye que

e(y) =C Ai(y) + D Bi(y)

es una solucion general de (3.7.3).

Teniendo en cuenta que las soluciones cuanticas deben ser acotadas y que para
x — oo, V(x) - oo, las soluciones deben tender a cero cuando x — oo. Es decir,
las funciones propias deben satisfacer la siguiente condicién de frontera:

Y(x) >0 para T — 00,
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Ya que en este limite B;(ax +b) diverge mientras que A;(az +b) tiende a cero,
se elige D =0 y las soluciones cuanticas son

() =C Aij(ax +b) =C A;(a(x - E/K)). E ¢ R, (3.7.4)

donde se tuvo en cuenta que ¥ (x) = ¢(ax +b).

Empleando la representacién integral de la funcion de Airy? A;(y) (ejercicio
2):

Aiy) = oy [ de st

la ecuacion (3.7.4) toma la forma

C R it3 . ia
W(x) = 7[ dt e'F e iatt ¢ ~R P, (3.7.5)
T J—o0

El espectro de energia de la particula es continuo e infinito, £ € (—o0, 00).
A cada valor propio E’ le corresponde la funcién (3.7.5) calculada en dicho
valor propio. Estas funciones, como es de esperar para un observable de
espectro continuo, no son cuadraticamente integrables, de manera que la
constante de normalizacion C' se debe determinar mediante la condicién de
ortonormalizacién en el sentido de Dirac:

(EIE) = [ do 4" @)l $(@)]p = 0(E - '),

oo oo oo
02 _at3 ia a3 da g
<E|El>: |4 |2 fdl‘fdte T e taxt eKEt dt, e s ezazt e L Et
& — 00 (9]

integrando respecto a x

Lt’s—ta) —ia 140
(E|E') = |C| fdt fdt St 1) e e (EE-EY,

e integrando respecto a t’, se obtiene

2 ’
(E|E') = |C| fdt #(B-E ”:'i'a 27TK(S(E E).

Eligiendo la constante de ortonormalizacion real y positiva, C' = a/V K, salvo
un factor de fase arbitrario, las funciones propias ortonormalizadas expresadas
en términos de las funciones de Airy son

2 Abramowitz y Stegun, 1968, p. 447.



234 CAPITULO 3. DINAMICA CUANTICA

a

VK

Para cada valor propio E la ecuacién (3.7.6) define la correspondiente funcién
propia.

¥(z) = Ai(a(x - E|K)). (3.7.6)

Como en el caso de la particula libre, las funciones propias (3.7.6) no
representan estados fisicos reales por no ser de norma finita. Sin embargo,
se constituyen en una base completa del espacio de funciones de onda de la
particula, pues ellas satisfacen la relacién de completez

[ 4B v @)y = o - ).

Ejercicios
1. Demostrar la relacion de completez de las funciones propias de energia para
una particula en un potencial lineal.

2. Solucionar el problema de valores propios de una particula en un potencial
lineal en representaciéon de momentum. Una vez determinadas las soluciones,
mediante el cambio de representacion de momentum a coordenadas,
demostrar que las funciones propias estan dadas por (3.7.5).

3. Considere una particula con tres grados de libertad en presencia de un
potencial V(#1) = ki1. Determine las funciones propias y valores propios
de energia y obtenga una expresién para los estados estacionarios de la
particula en representaciéon de coordenadas.

4. Con base en la solucion (3.7.6), explique claramente como determinaria los
valores y funciones propias de energia para una particula en presencia del
potencial

V() kx parax>0
€T =
oo para z <0,

donde k > 0. Antes de resolver el problema responda jespera que el espectro
de energia sea discreto? ;Por qué? ;Serd finita la norma de las funciones
propias?

3.8 Oscilador armoénico

El operador hamiltoniano de una particula en presencia de un potencial
armoénico unidimensional esta dado por

~2 2
PR
2m 2
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La correspondiente ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo en
F(R,) esta definida por la ecuacion diferencial

{02 +K* - N2*}y(x) =0, (3.8.1)

donde
A=mw/h,  k*=2mE/h’. (3.8.2)

Como el potencial tiende a oo para x —+oc0, la solucién de (3.8.1) debe tender
a cero en estos dos limites:

Y(z) =0 para X — +o00. (3.8.3)

La ecuacion diferencial (3.8.1) admite soluciones de la forma: (x)
= exp(£A2?/2) (). Como A es positiva y las soluciones deben satisfacer
(3.8.3), se propone la siguiente solucion:

Y(x)=e 2 o(a), (3.8.4)

y se buscan para ¢(z) soluciones polinomiales que satisfagan la condicion
(3.8.3). En efecto, en el limite x — +oo, la funcién exp (-Az?/2) tiende a cero
y predomina sobre un polinomio de cualquier grado.

Reemplazando (3.8.4) en (3.8.1), se obtiene la ecuacion diferencial que debe
satisfacer ¢(x):

{(9925 — 2z, + (K - /\)} w(x) =0. (3.8.5)

A continuacion se determina la solucién de esta ecuacion diferencial empleando
el método de serie de potencias, luego se muestra que (3.8.5) se puede
transformar en la ecuacién que satisfacen los polinomios de Hermite vy,
finalmente, se relaciona con métodos de andlisis funcional.

a. Solucién por serie de potencias®

Para solucionar por serie de potencias una ecuacién diferencial ordinaria, se
propone una solucién de la forma

o(x) = io U ™ (3.8.6)

Reemplazando esta serie en la ecuacion diferencial (3.8.5), se obtiene

{ amsa(m+1)(m+2) - {(2m+ 1))\—k2} am } 2™ =0.

oL

Para mas detalles sobre la solucion de ecuaciones diferenciales empleando el método de
serie de potencias consultar Zill D. G. (1982). A first course of differential equations
with applications. Weber & Schmidt.
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La igualdad se satisface cuando cada uno de los coeficientes de las potencias de
x se anula separadamente. Esto conduce a la siguiente férmula de recurrencia
para la determinacion de los coeficientes de la serie

(2m + 1)\ - k2

Dz (3.8.7)

A2 =

Para i > 2 todos los coeficientes a; para ¢ par se pueden expresar en términos
de a, y todos los coeficientes de ¢ impar se pueden expresar en términos de aq,
de manera que los dos primeros coeficientes se pueden elegir arbitrariamente.
Este hecho conduce a dos soluciones linealmente independientes: una serie de
potencias pares en términos de a, y otra de potencias impares en términos de
aj

oo oo
Cpor (@)= D0 a2 @™y P () = Y azman 2
m=0 m=0

Una solucién polinomial de grado n (par o impar) se puede obtener cuando en
la serie se anulen todos los coeficientes para m mayores que n. Para que esto
ocurra, el lado derecho de (3.8.7) se debe anular para m > n, lo cual implica
que k debe satisfacer

A2n+1)-k* =0,

restringiendo los posibles valores de k a los valores discretos: k2 = A(2n + 1).
Como los valores propios de energia dependen de k de acuerdo con (3.8.2), la
anterior restriccion conduce a la cuantizacion (valores discretos) de los posibles
valores de energia

h? h?
Ep=— k%= —(@)(27“1),
2m 2m \ h

1
- By = hw(n+ 5), (3.8.8)

indicando que una solucién polinomial de (3.8.5) es posible solamente si el
espectro de energia es discreto.

Resumiendo, las funciones propias sin normalizar y los valores propios del
oscilador armoénico unidimensional estan dados por

n=2n": By = hw(2n' + %), Uop(z)=e 2 @ > alt)g2m

3 2
n=2n"+1:Ey =hw(2n + 5), Uonri1(x) =€ ga” > alm) g2ml
m=0

el supraindice (n') en los coeficientes de las sumas distingue el conjunto de
coeficientes que define cada uno de los polinomios.
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Las primeras funciones propias normalizadas son

b, () = (A)Me-%*,

T
¥, (x) = V2 (2)1/437 e 37

va) = % (7);)1/4(1 —2Aa?) e 3

1/4 )
P, () :\/S_A(%) (ac—g)\x?’) e 3" ,

con A = mw/h. El lector puede demostrar que A tiene dimensiones de longitud
a la menos dos, de manera que el argumento de la funcién exponencial es
adimensional.

El estado propio 1, (x), correspondiente al nivel mas bajo de energia E, = hw/2,
es denominado el estado fundamental o estado base del oscilador, los demas
estados y niveles de energia se denominan estados y niveles excitados.

Asi, el primer estado excitado esta dado por ¢ (z) y corresponde al primer nivel
excitado de energia E = 3hw/2. Se observa que, a diferencia del correspondiente
oscilador clasico, cuanticamente el valor mas bajo posible para la energia es
diferente de cero.

La norma de la diferencia entre niveles consecutivos de energia es constante
e igual a hw. Esto implica que si el sistema se encuentra en cualquier estado
propio de energia no puede pasar a un estado de energia superior, a no ser que
absorba energia en una cantidad que sea multiplo entero de Aiw. En el limite
clasico en que la constante de Planck tiende a cero, la diferencia entre niveles de
energia tiende a cero desapareciendo la discretizacion de los valores propios de
energia. En otras palabras, los resultados obtenidos para el espectro de energia
satisfacen el principio de correspondencia.

Una gréfica aproximada de las funciones propias, junto con el potencial y los
niveles de energia, para los primeros estados propios se muestra en la figura
3.10. La amplitud de densidad de probabilidad v, (x) de localizar la particula
en las vecindades del origen (z = 0) es maxima para todos los niveles pares
y nula para todos los niveles impares. La maxima probabilidad de localizar la
particula alrededor del origen ocurre para el estado base. Otra caracteristica
de las funciones propias es que el nimero de ceros de cada funcién es igual al
ntmero cuantico n que caracteriza los estados de energia. Entre mayor sea el
nivel de energia, mayor es el nimero de ceros de la funcién propia y mayor es
el numero de oscilaciones. Note que las caracteristicas fundamentales de estas
funciones propias ya se habian encontrado en el ejemplo del pozo rectangular
de paredes infinitas.

De otra parte, al aumentar la energia, el cuadrado del médulo de la funcién
propia disminuye en la regién central, alrededor de z = 0, comparada con los
valores en los extremos del pozo. Esto es, para valores muy altos del nimero
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cuantico n, la probabilidad de localizar la particula en el origen es mucho
menor que la probabilidad de localizarla en los extremos del pozo, como en
el correspondiente sistema clasico. Esta es otra forma de ver el principio de
correspondencia: para n — oo la mecanica cuéntica reproduce los resultados
clasicos.

V(x)
n=2
E; ¥a(x)
n=1
E U2169)
n=0
Eo Yo(x)

Figura 3.10 Primeras funciones propias.

b. Solucion en términos de los polinomios de Hermite.*

La ecuacion diferencial (3.8.5) tiene la forma de la ecuacion diferencial que
satisfacen los polinomios de Hermite. Realizando la transformacién y = Vz,
se obtiene®

{02 -2ya, +2a} H(y) =0, (3.8.9a)

con
1

px)=H(NXz) v a= % -~ 5 (3.8.9b)

donde VA z es adimensional.

Como ya se ha dicho, H(y) debe ser polinomial para que 1(x) satisfaga las
condiciones de frontera (3.8.3). Las tinicas soluciones polinomiales de (3.8.9a)
se obtienen cuando « es un entero positivo. Esto es,

:£+1:n = En:hw(n-!—l),

hw 2 2
Un estudio més detallado de los polinomios de Hermite y sus propiedades se encuentra
en Landau L. D. y Lifshitz E. M. (1967). Mecdnica cudntica (teoria no-relativista).
Editorial Reverté, apéndice a, p. 685; Morse P. M. y Feshbach H. (1953). Methods of
theoretical physics. McGraw Hill, pp. 786, 904.
Se emplea H(y) para expresar las soluciones conservando la notaciéon usual para los
polinomios de Hermite.

(67
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que es la misma ecuaciéon (3.8.8) para los valores propios de energia. Los
polinomios solucion de (3.8.9a) son denominados polinomios de Hermite y
notados H,(y). Entonces, las funciones propias del oscilador arménico se
pueden expresar

Yn(z) =Ny e 2 * H,(VAz), (3.8.10)

donde N,, se determina a partir de la condicién de normalizaciéon para cada
funcién propia.

c. Solucion aplicando la formula de Cauchy.

Ahora, se soluciona (3.8.9a) empleando las técnicas de analisis funcional.
Se puede mostrar por calculo directo que la integral cerrada sobre el plano
complejo

H(y)—ey i} o a+1 (3.8.11)

es solucion de la ecuacion diferencial (3.8.9a). Cuando « es un nimero complejo
arbitrario, el integrando tiene una singularidad irregular en el punto de rama
z =y. Como se vera enseguida, soluciones polinomiales de grado n se obtienen al
aplicar la formula de Cauchy en (3.8.11) cuando el punto de rama es justamente
un polo de grado n+1, lo cual ocurre cuando « = n con n entero positivo. Como
era de esperar, la condicién a = n conduce a la misma relacién de cuantizacién
(3.8.8) para los valores propios de la energia.

La féormula de Cauchy,
z)dz  2mi 0" f(u)

(z u)n+1 - n! oun

)

donde n es un entero positivo y v un camino cerrado alrededor del polo z = u
es vélida siempre y cuando el integrando sea analitico y univaluado sobre el
camino 7 y en su interior, excepto en el polo z = u.

Ya que en (3.8.11) la funcién exp(-z2) es entera, eligiendo cualquier camino
cerrado alrededor de z = y y aplicando la férmula de Cauchy, se obtiene la
siguiente expresion general para los polinomios de Hermite:

N’ > d" 2

Ho(y) =Ny e rE (3.8.12)

Para N',, = 1 se muestra que H,(y) =1, H, (y) = 2y, H,(y) = —-4y* + 2, etc., los
cuales deben ser proporcionales a los polinomios determinados por la solucién
en serie. Normalizando las funciones propias (3.8.4), después de reemplazar
(3.8.12) y (3.8.9b), se encuentra que salvo un factor de fase arbitrario la
constante de normalizacién es®

, WA ( |
N, = (f) . 3.8.13
™ V2" n!

6 Consultar referencias en pie de pagina 3.
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Independientemente del método empleado para la solucién de (3.8.5), salvo un
factor de fase arbitrario, la expresion general de las funciones propias de energia
del oscilador armoénico unidimensional estan dadas por

1/4 N
oo () = (A) 21 = 2, (Vha), (3.8.14)

T
correspondientes a los valores propios de energia

1
E, :hw(n+§) para n=0,1,2,... (3.8.8)

d. Solucion en términos de las funciones hipergeométricas confluentes.

La funcion hipergeométrica confluente 1 Fy (v, 3,2), z € C esta definida por la
7
serie

az ala+1)2?

z
1F1(Oé,572) = 1+BF + ma"ﬂ‘

La serie converge para todo valor finito de z, cualquier valor de f y o #0 o un
entero negativo. Esta funcion se reduce a un polinomio de grado |«| cuando «
es un entero negativo.

a,B,z € C.

La funciéon hipergeométrica es una solucion de la ecuacion diferencial
{Z ag + (B—Z) az —Oé} 1F1(01,6,Z) = Oa

denominada ecuacion de Whittaker.

Para transformar la ecuacion (3.8.5) en una ecuacion de Whittaker, se realiza
el cambio de variable

y=Xx? = 0,=2/\y Oy, 02 =2\ 0Oy +4/\y6§,
para obtener

)
4N

{y 05+ (1/2-y) o, + }¢(y)=0,

donde ¢(x) = ¢p(A2?).

De manera que eligiendo

1 E2 -\ 1\ (2F
= - =— (=) (2= -1
f=3 @ A (4)(% )

la ecuacion diferencial para ¢(y) se reduce a la ecuacion de Whittaker, la cual
tiene dos soluciones linealmente independientes

1Fi(a, 1/2, ), Y2 Fi(a+1/2, 3/2, ).

7 Landau y Lifshitz, 1967, apéndice a, p. 694; Buchholz H. (1969). The confluent
hypergeometric function. Springer-Verlag.
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Las soluciones polinomiales buscadas se obtienen cuando el primer argumento
de las anteriores funciones hipergeométricas confluentes es un entero negativo,
lo cual conduce a la condicién de cuantizacién de los estados de energia del
oscilador arménico:

1 2F 1

o=-(3) (o -1)=n = = tis (205

1 1 2F 3
O[+§:—(1) (%—3):—71 :>E2n+1:hw(2n+§)7

definiendo los niveles pares e impares del oscilador armoénico. Por tanto,
1
Yon(z) = Ny e 12 | Fy(-n, 1/2, Az?), Es, = hw (2n + 5)
3
¢2n+1(7/‘) =Ny G_Ax2/2 y1/2 1F1(—Tl, 3/27 )\xQ), Eoni = hw (2n + 5) ,

definen las funciones y valores propios del oscilador arménico lineal. Las
constantes N1, Ny se determinan normalizando las funciones propias

Yon(2) = (_%)" (27:?)! 1F1(-n, 1/2, )\x2)

¢2n+1(x) = (—%)nw 1F1(—n, 3/2, )\:)32).

Es de esperarse entonces una relacién entre las funciones hipergeomeétricas
y los polinomios de Hermite, la cual se puede determinar con base en estas
expresiones y las soluciones (3.8.14).

Operador paridad

El operador paridad representa la transformacion de inversiéon respecto al
origen de coordenadas, la cual en R, queda representada por la transformacion
x — —x. Notando II al operador paridad, este queda definido por la ecuacién

Ya que

Pfz) =11 {II |o)} =11 |-w) = [2) y { (2] TT}{IL o)} = (~2| - @) = (alz),

se concluye

Para calcular los valores propios del operador paridad, se debe resolver la
ecuacion
IT ju) =v |v).

8  Buchholz, 1969, seccién 3.3, ecuaciones (31a) y (31b).
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Aplicando de nuevo el operador paridad se obtiene
1% [v) =0l [v) =0? [v), pero II*v) =1 |v) = |v),
de donde se concluye que v2 = 1 y, en consecuencia, sus valores propios son
v =421,y |vy) sus correspondientes kets propios:
Hlo)=-fo),  Tus)= o).
De la representacion de coordenadas de la primera ecuacion, (z| I ju.) =
—{x|v_), y teniendo en cuenta que (x| II = (—z|, se obtiene

v_(-z) = —v_(x).

Similarmente, la representacion de coordenadas de la segunda ecuacién es
vi(-z) = v (),

de donde se concluye que toda funcién par es funcién propia del operador
paridad correspondiente al valor propio +1 y toda funcién impar es funcién
propia correspondiente al valor propio —1.

Cuando una funcién de onda es funcién propia del operador paridad, se dice que
tiene paridad definida. Cuando una funcién de onda no tiene paridad definida,
es posible expresarla como una suma de dos funciones con paridad definida de
la siguiente manera:

pl0) = 5 {p(@) + 90} + 3 (@) - o(-0)}

o) = = {p.(2) + o (@)}

S

donde )
pu(z) = 7 {o(z) £ o(-2)}.

Igualmente, en el espacio de kets todo ket que no tenga paridad definida (que
no sea ket propio del operador paridad) se puede expresar como la suma de dos
kets con paridad definida:

) = % {os) +lo-))

donde )
s = ﬁ{kﬂ)iﬂ )} -

Si el operador paridad conmuta con el operador hamiltoniano del sistema, esto
es, si son compatibles, existe un conjunto de funciones propias simultédneas
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de los dos operadores. Independientemente del nimero de grados de libertad
del sistema, se puede demostrar que las funciones propias de energia
correspondientes a valores propios no degenerados tienen paridad definida® o,
lo que es lo mismo, son a su vez funciones propias del operador paridad.

De otra parte, cuando una particula de un grado de libertad translacional
se encuentra en un campo de fuerzas derivable de una funcién potencial, su
espectro de energia es no degenerado, como se puede demostrar partiendo de
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.'® En estos casos, H en si
mismo constituye un CCOC para la particula y ademas sus funciones propias
de energia tienen paridad definida cuando el potencial es par.

Nota

Cuando se conocen las soluciones del problema de valores propios
de energia para una particula en un potencial par V(z), la
solucién de la ecuacion para el mismo campo modificado por una
barrera de potencial infinita en el origen se obtiene inmediatamente
imponiendo a las funciones propias del problema original la nueva
condicién de frontera. Por ejemplo, si el campo de fuerzas en que
se encuentra la particula es derivable de

V(z) = Kz? paraz>0
IR para z <0,

las funciones propias de energia de una particula en este potencial
seran aquellas funciones propias del oscilador armoénico unidimen-
sional que satisfagan 1(0) = 0. Esto implica descartar las soluciones
pares. Las funciones propias seran entonces las del oscilador armo-
nico para n impar, y el espectro de energia se reduce a los niveles
de energia para n impar.

Lecturas Recomendadas

Se recomienda revisar los sistemas estudiados en este capitulo en los textos:

- Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Laloe F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons.

- Landau L. D. y Lifshitz E. M. (1967). Mecdnica cudntica (teoria no-
relativista). Editorial Reverteé.

- Schiff L. I. (1968). Quantum mechanics. McGraw-Hill.

©

Schiff, 1968, p. 42; Sakurai, 1994, pp. 255-256.
10 TLandau, 1967, seccién 21, p. 71.
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Ejercicios

1. Empleando representaciéon de coordenadas determine los estados estaciona-
rios para una particula con tres grados de libertad en el potencial definido
por V(r) = mw?r?/2, donde r = /212 + 252 + x33. Este sistema es denomina-
do oscilador isotrépico, pues posee simetria esférica debido a la invariancia
de H ante rotaciones alrededor de cualquier eje que pase por el origen. Al
solucionar el problema por el método de separacién de variables, asocie a
cada grado de libertad un nimero cuantico diferente. Puede emplear los
resultados obtenidos en la seccién 3.8 para el oscilador arménico unidimen-
sional. Exprese los valores propios de energia en términos de estos niimeros
cuanticos y haga un diagrama aproximado de los primeros niveles de energia.
Caracterice los niveles de energia por medio del ndmero cuantico principal
y encuentre su expresion general en términos de este. Especifique cuéles
son las funciones propias linealmente independientes asociadas a cada valor
propio. ;Es degenerado el espectro de energia? ;Esperaba esta respuesta?

2. En el espacio de kets de la particula, muestre que el operador hamiltoniano
del oscilador isotrépico se puede expresar como la suma de tres operadores,
cada uno asociado a un grado de libertad del sistema, y que estos constituyen
un CCOC. Muestre que el conjunto de kets propios simultaneos diagonaliza
el operador hamiltoniano y determine los valores propios. ;Concluye alguna
relacion entre los observables del CCOC y las constantes de separaciéon en
la solucién en representaciéon de coordenadas?

3. Considere una particula en presencia del campo de fuerzas

2 2 2 2 2 2
V = mwi @172 + mwa e /2 + mwa x5 /2,  wi = 2w,

determine el espectro de energia y los estados estacionarios de la particula.
Solucione el problema en representacion de coordenadas y asigne un nimero
cuantico diferente a cada grado de libertad. Analice el espectro de energia
y su degeneracion especificando cudles son las funciones propias linealmente
independientes asociadas a cada valor propio. Comparando sus resultados
con los obtenidos en el ejercicio 1, responda: ;poseen los dos sistemas las
mismas propiedades de simetria? ;Qué relaciéon encuentra entre la mayor o
menor degeneracion de los niveles de energia y las propiedades de simetria?
Justifique sus respuestas.

4. Demuestre que el conjunto {1, f[} define un grupo, empleando para la
operaciéon del grupo el producto de operadores. Este es un ejemplo de
grupos finitos y discretos (el nimero de elementos es enumerable y finito), a
diferencia del grupo de translaciones {T(mo)}, el cual esta caracterizado por
el parametro real x, que toma valores continuos desde —oco a oo. El grupo
de translaciones es un ejemplo de grupos continuos.

5. Encuentre la matriz que representa el operador paridad en la base de kets
propios del oscilador arménico. jEs diagonal? jEsperaba esa respuesta? Con
base en dicha representacién determine los valores propios del operador
paridad. ;Son degenerados? Explique.
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6. Considere el sistema descrito por el operador hamiltoniano H = p?/(2m) +
(1/2)mw?22. Si el sistema se prepara inicialmente (t, = 0) en un estado
definido por la siguiente superposicién de los dos primeros estados propios
de energia correspondientes a los valores propios E; = 3hw/2 y Eq = 5hw/2:

9(0)) = = {2len) + o2
=— 1 2
N 14 P2)5

encuentre la solucién de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
en el espacio de kets y en el espacio de funciones de onda (representacion de
coordenadas). Haga una descripcién de la dinamica del sistema. Por ejemplo,
;,como varian en el tiempo las probabilidades de que el sistema se encuentre
en cada uno de los dos primeros estados propios de energia? ;Coémo se
comporta en el tiempo el valor esperado de la energia? ;Como varian en
el tiempo los valores esperados de los operadores posiciéon y momentum?
;Sus incertidumbres? etc.

7. Repita el ejercicio 6 pero suponga ahora que el sistema se prepara inicialmen-
te en el estado fundamental de energia. ; Cambiaria el comportamiento del
sistema en el tiempo si se hubiese preparado en el primer estado excitado?
Encuentra alguna otra caracteristica que distinga los estados estacionarios
de los estados generales de un sistema? Explique.

8. Considere una particula con un grado de libertad translacional en presencia
del potencial

| +kx para x >0
V(z) = {—ka: para x < 0,

donde k > 0. ;Sera discreto el espectro de energia? ; Espera que las funciones
propias de energia sean de norma finita? ;Tendrdn paridad definida?
Justifique sus respuestas explicando cémo puede obtener el espectro de
energia y las funciones propias correspondientes con base en las soluciones
(3.7.6).

3.9 Oscilador armoénico lineal. Solucién en el
espacio de kets

La determinacién de los kets y valores propios de energia del oscilador arménico
lineal (un grado de libertad) se puede llevar a cabo empleando el método de
los operadores escalera u operadores de creaciéon y destruccién. Aunque estos
operadores no son hermiticos, el producto del operador de creacién por el
operador de destruccion define un operador hermitico denominado operador
numero.

Como se estudiaré en la seccién 3.9.1, el hamiltoniano del oscilador arménico es
una funcién lineal del operador nimero, de manera que las funciones propias del
primero seran funciones propias del segundo. Una vez determinado el espectro
de energia del oscilador, se obtienen los estados excitados mediante la aplicacién
sucesiva del operador de creacion sobre el estado base o fundamental.
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En la seccién 3.9.2, se soluciona el problema de valores propios del operador de
destrucciéon empleando la base de kets propios del oscilador arménico y se hace
un breve estudio de sus estados propios, denominados estados coherentes.

3.9.1 Operadores de creacion y destruccion

La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para el oscilador arménico
unidimensional en el espacio de kets es

i{ PN R%E% }|E) = B |B), (3.9.1)
2m

con A = mw/h.
Con base en los operadores no hermiticos

A 7 A 7
a=1v/2(z+—» af=v/2 - —»p 2
a 5 (:c+ h)\p) y a 5 (:c h)\p)7 (3.9.2)

denominados, por razones que se verdn enseguida, operadores escalera u
operadores de creacion y destruccion, el operador hamiltoniano del oscilador
armoénico se puede expresar

A 1. - A
He=o—{p" + N h* 3%} = he (&Td+§1)=hw (N+ 1), (3.9.3)
m

N | =

donde .
N=a'a (3.9.4)

es un operador hermitico denominado el operador nimero.

Para comprobar la igualdad (3.9.3) se calcula N = a'a con base en las
definiciones (3.9.2):

A A 7 7 1
_ata=21s20 Lano Las 52
N‘“‘z{x%ﬂp SLRRNTIC }
_/\ .9 1 AQ} A R
‘2{ el [ g P
/\ A2 2\2+2 1A
_2h2)\2 +h/\x}—§1
1 (1 1. 1 .~ 1.
:7{7(A2+h2x29§2)}—71:—1{—7 ,
hw \2m 2 hw 2

donde se ha aplicado la relacion de conmutacion [z, p] = ih1. Despejando el
operador hamiltoniano se obtiene la ecuacion (3.9.3).

Como el hamiltoniano del oscilador arménico es funcién del operador namero,
los kets propios de N serén, a su vez, kets propios del operador hamiltoniano.

Entonces, si .
N |n) =n |n)
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es la ecuacion de valores propios de N, la ecuaciéon de valores propios del
operador hamiltoniano sera igual a

B |n) = hw (n . %) In) = E,, [n). (3.9.5)

Como era de esperar, los valores propios del operador hamiltoniano tienen la
misma forma de (3.8.8). Sin embargo, en la determinacion de su solucion en el
espacio de kets lo que sabemos hasta ahora es que n debe ser un nimero real,
pues N es hermitico, y que el espectro de N es no degenerado en el espacio
de kets asociado al operador. Antes de determinar el espectro se estudia el
significado de los operadores escalera.

Significado de ay af

Los operadores de destruccion y creaciéon son adimensionales, y para poner de
manifiesto este hecho se pueden expresar de la siguiente manera:

a=—+i—, at="-i%, (3.9.6)

donde
=2/, po=V2h2\

El lector puede comprobar que x, y p, tienen dimensiones de longitud y
momentum, respectivamente.

Con base en las definiciones (3.9.2) y (3.9.4) se demuestran las siguientes
igualdades:

1 [a,af]=aat -ata=(2h) {=i[#,p)+i[p,a

[a,a"] =1 = aa’ =a'a+ (3.9.7)
2 N,a]=d'aa-aa'a=-[a,d' a=-a

N,a] = -a, = Na=aN -a. (3.9.8)
3. Similarmente,

[NV,a'] =al = Na'=a"' N+ (3.9.9)

Aplicando el operador ntimero al ket af |n), teniendo en cuenta (3.9.9) y la
ecuacion de valores propios del operador ntimero, se obtiene

N{a'ln)} = {Na'} [n) = (a"N [n) +a"|n)) = (n+ 1) {a'|n) },

de lo cual se concluye que los kets a|n) y [n+1) son kets propios de N
correspondientes al valor propio (n + 1). Como el espectro es no degenerado,
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los kets deben ser linealmente dependientes, o lo que es lo mismo, solo difieren
por un factor constante:

alln)=cln+1). (3.9.10)

Con un procedimiento similar y aplicando (3.9.8), se demuestra que a |n) es
ket propio de N correspondiente al valor propio (n —1). Entonces,

aln)y=c |n-1). (3.9.11)

Los operadores a' y @ se denominan operadores escalera debido a que
transforman el estado |n) en los estados |n + 1) y |n — 1) respectivamente. Como
los kets |n) son a su vez kets propios del oscilador arménico, la ecuacion (3.9.10)
muestra que bajo la aplicacién del operador a! el estado correspondiente al
valor propio F, = hw(n+ %) se transforma en el estado correspondiente al valor
propio E,.1 = hw(n + %) = FE,, + hw. Esto es, se puede interpretar af como el
operador que crea el cuanto de energia hw. De ahi el nombre de operador de
creacion. Similarmente, bajo la accion del operador a el sistema pasa del nivel
de energia (n+1) al nivel n de manera que la accién de a es destruir un cuanto
de energia hw y de ahi el nombre de operador de destruccion.

Determinacion de los estados propios del operador nimero

Las constantes ¢ y ¢’ en (3.9.10) y (3.9.11) se pueden determinar calculando
la norma de los kets, para lo cual se supone que los kets propios del operador
niimero estan normalizados.

De acuerdo con (3.9.10), el cuadrado de la norma de a |n) es

(nlatan)=(n-1¢" cln-1) =|c|,

la cual, a su vez, de acuerdo con (3.9.4), es igual a

(n|ata|n) = (n| N |n) = n.

Igualando los lados derechos de las dos ecuaciones anteriores se encuentra, salvo
un factor de fase arbitrario, que el ket @ |n) es igual a

aln)=+n n-1). (3.9.12)

Mediante un procedimiento similar y aplicando (3.9.7) para expresar el
operador aa' en términos de ata = N, se obtiene la siguiente expresion para el
ket af n)

a'ln)y=Vn+1|n+1). (3.9.13)
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Para determinar el espectro del operador nimero se aplica sucesivamente el
operador destruccion al ket propio |n):

aln)=+vn n-1)

a*n)=aaln)=avn In-1)=n(n-1) |n-2)
a*n) =aa® |n) =a/n(n-1) [n-2)=y/n(n-1)(n-2) |n-3)

(3.9.14)

afln)=/nn-1)(n-2)—-(n-k+1) |n-k).
a" M n) =v/n(n-1)(n-2)-(n-k) [n—k-1).

Por definicion del producto interior, la norma de @ |n) debe ser definidamente
positiva: (n|até |n) = (n| N |n) = n > 0, lo que implica que n debe ser un
real positivo, y puesto que el valor propio de |n-k) es igual a (n - k), el
maximo valor de k£ no puede exceder a n. Esto implica que la secuencia en
(3.9.14) debe finalizar de manera natural para k mayor que n, para lo cual n
debe ser un entero positivo. Esto es, el espectro del operador nimero son los
enteros positivos y, de acuerdo con (3.9.5), el espectro del oscilador armonico
es discreto:

E, =hw (n+%), n=0,1,2,...

y sus kets propios {|n)} son los mismos del operador nimero. Teniendo en
cuenta que n es entero positivo, de (3.9.14), se obtiene

@"n) = \/n(n-1)(n-2)-(1) [0) =Vl |0),

donde |0) nota al ket propio correspondiente al valor propio n = 0. Entonces,
a™*!|n) = °) o, en otras palabras, a|0) debe ser igual al ket nulo

a0y =1°). (3.9.15)

No se debe confundir el ket nulo |°) con el ket |0). Este ultimo es el estado
fundamental o estado base del oscilador armonico correspondiente al valor
propio E, = hw/2 y su norma es finita y no nula.

De otra parte, mediante la aplicacién sucesiva del operador de creacién sobre
el ket |0) se pueden expresar todos los estados excitados del oscilador arménico
en términos del estado fundamental:

1) = af|o),
12) = (1/v/2) af 1) = (1/v/2) (a')° o),
13) = (1/v/3) d'[2)
- (1/v2-3) (a')"[0) ...
(at)"|0)
o

= |n) =

(3.9.16)
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Solucionando la ecuacion (3.9.15) en representacion de coordenadas, se
obtiene la funciéon de onda para el estado fundamental o estado base del
oscilador armonico. Una vez determinada esta funcion, las funciones de onda
correspondientes a los estados excitados se obtienen de la representacién de
coordenadas de (3.9.16), y deben conducir a las soluciones en términos de los
polinomios de Hermite determinadas en la seccion anterior (ejercicio 8).

3.9.2 Estados coherentes

Los kets propios del operador no hermitico @ son kets de norma finita cuyos
valores propios son nimeros complejos. Se puede demostrar que estos kets
propios, denominados estados coherentes, definen una base completa del espacio
de kets de una particula, de manera que cualquier estado se puede expresar
como una superposicién de estados coherentes. En esta seccién se soluciona
el problema de valores propios del operador de destrucciéon a y se describen
algunas propiedades de los estados coherentes.

La ecuacién de valores propios del operador de destrucciéon se puede expresar

alz) =z|z), (3.9.17)

donde z es un ntumero complejo.

Para solucionar (3.9.17) en el espacio de kets se emplea la base ortonormal |n)

|z) = Zn en(2) In), en(2) =(n|z), (3.9.18)

- a|z>=§;cn<z>a|n>=§::1cn<z>ﬁ|n—1>:z|z>7

donde se ha aplicado la ecuacion (3.9.12).

Cambiando el indice de suma

[}

_1cn(z) Vnn-1)= 20,”1(2) Vn+1]n),

n

R i}cml(z) Variln)=zlz) =2 iocn(z) In).

Para obtener la dltima igualdad se empleé la expresion (3.9.18).

Premultiplicando la tltima ecuacion por (m| y aplicando la relacion de
ortonormalidad de la base, se obtiene la formula de recurrencia para los
coeficientes que definen los pesos de los estados energia del oscilador en la
superposicion que define a |z)

Z Cn+1(Z) vn+ lém’n =z Z Cn(Z) 5m,nv
n=0 n=0
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z
Cm+1(2) = ——= cm(2), (3.9.19)
vm+1
Se observa que todos los coeficientes para n > 1 se pueden expresar en términos
del coeficiente ¢,(z). La ecuaciéon para el n-ésimo término se obtiene por
iteracion
2 Z3 on

c1(2) = 2¢0(2), c2(2) = ECO(Z)’ c3(z) = \/ﬁ%(z)»'” cn(2) = \/HCO(Z)"“

Reemplazando en (3.9.18), se obtiene la siguiente superposicion de estados de

oscilador armoénico
n
z

- n), (3.9.20)

)= 3 eol2)
n=0

=

la cual define el ket propio de a correspondiente a cada valor propio definido
por un numero complejo z. Note que los coeficientes quedan definidos por el
valor propio z. El valor de ¢,(z) se determina por normalizacién:

G ={ S ) EX il {55 o) 2

oo oo N (Z*)nzm
= ColZ = 5n,m
& 2O o
2 S |2 2 |z)?
=|c,(2)] Z o leo(2) |7 el = 1.
n=0 :
Eligiendo ¢,(z) real, salvo un factor de fase arbitrario, los kets
5y =e 327 S 2 1y, (3.9.21)
n=0 Vn!

para cada valor z, definen los estados coherentes, estados propios normalizados
del operador de destruccion.

Calculando ahora el producto interior de dos kets propios correspondientes a
valores propios distintos z y 2':
T2 12 e Z*nZ,m 1,12 1.2 * 7
<Z‘Z,>:€ 2\z| e 2|z| Z ( ) 6n,m:e 2|z| e 2\z\ ez

n=0 m=0 \/H\/ m!

se concluye que no son ortogonales, pues para dos valores propios diferentes
z # 2" el producto interior de los correspondientes estados es diferente de cero.
Sin embargo, estos kets son linealmente independientes, y se puede demostrar
que definen una base completa del espacio de kets.! La relacién de completez
queda expresada por

1= % f dz |z) (7], con dz=d(Rz)d(Jz), (3.9.22)

1 Klauder J. R. y Sudarshan E. C. G. (1968). Fundamentals of quantum optics. W. A.
Benjamin, seccion 2.7.
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donde la integral se extiende sobre todo el plano complejo.

Valores propios del operador de destruccion

Con base en las definiciones (3.9.2), se pueden expresar los operadores de
posicién y momentum en términos de los operadores de creacién y destruccién

f:%{aua} y  p=ib/A2{af-a}. (3.9.23)

Si una particula se encuentra en el estado coherente |¢)) = |z), para un ntimero
complejo z dado, el valor esperado del operador posicién estd dado por

2| (@' +a z:lz*+z zz:gz
(=] (@' +0) |2} = = ><|>\[m,

T .
= MR- \/7 7=, (3.9.24)
2 T,

donde Z = (2| Z |2) es el valor esperado (o valor promedio) del operador posicion.

Similarmente,
(2| D |z) =ith V2X (2" —2) =V2h2A T 2,

1

(zlif|2)=m

1 _ D
2h2 Do

= Jz=

, (3.9.25)

1

donde p = (2| p|z) es el valor esperado del operador momentum para una
particula en el estado coherente |z).

Teniendo en cuenta que todo nimero complejo se puede escribir como su
parte real més 7 veces su parte imaginaria, los valores propios del operador
de destruccion se pueden expresar:

z—iﬁz+ijz—\/xs‘c+ ! D
2 " e U
z=—+i—, (3.9.26)

con T, =/2/\, po=V2h2\.

El espectro del operador de destruccion estd definido por todos los elementos
del plano complejo. A cada estado coherente |z) le corresponde un valor
propio definido por el nimero complejo z, cuyas partes real e imaginaria son
proporcionales a los valores esperados de los operadores posicién y momentum
de una particula que se encuentre en dicho estado coherente. Por tanto, los
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valores T y p son caracteristicos de cada estado coherente |z) y, a su vez, se
pueden asociar a un punto del espacio de fase cléasico de la particula.

De acuerdo con (3.9.21), cada estado coherente es una superposicion de
estados propios de oscilador armonico. La distribucion de los estados |n) en
la superposicion estd definida por el modulo al cuadrado de los coeficientes.
Expresando los estados coherentes segtin

2) = i fa(2) ).

de su comparacién con (3.9.21) se encuentra que la funcion de distribucién esta
dada por
| 2 |2’ﬂ

=N
(2 2oL P Y e Y,
[fn(2) ]
n! n!

que es una distribucién tipo Poisson alrededor del valor medio
5

g=laf =] —tiZ

To Po

En resumen, los estados coherentes estdn definidos por una superposiciéon de
estados del oscilador arménico distribuidos alrededor de un cierto valor ¢ por
una distribucién tipo Poisson.

La representacion del estado de una particula en la base de estados coherentes
define una funcién de onda cuyo dominio, el campo de los nimeros complejos,
se puede asociar al espacio de fase clasico R, x R,,. Para enfatizar este hecho,
el estado coherente se nota en términos de las cantidades que caracterizan sus
partes real e imaginaria: |z) = |Z,p). Con esta notacién, la representacion de
cualquier estado de la particula se puede expresar

1
o) = 7[d:z’ dp' C(z',p') |z', 1),
2mwh

donde
C(z,p) = (z,p|¥) =¥(z,p), Z,p € R.

Se ha tenido en cuenta que d(Rz)d(3z) = (zopo) 'dzdp = (2h) 'dzdp y que
C(z,p) = ¥(z,p) es la funcion de onda que representa el estado de la particula
en la representacion de estados coherentes. El cuadrado de la norma de la
funcién calculada en el punto (Z,p) define la probabilidad de que la particula
se encuentre en el estado coherente |z) = |Z,p) con posicion y momentum
promedios (Z, ).

Se puede demostrar que cualquier estado coherente es un estado de minima
incertidumbre

(Az)(Ap) = g, (3.9.27)

de manera que la funcién de onda que representa un estado coherente en
F(R,) es un paquete de minima incertidumbre. Debido a que estos paquetes
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de onda no se dispersan en un potencial arménico V(x) = (mw?/2)z?, los
estados coherentes mantienen su forma en el tiempo y son estados de minima
incertidumbre para todo . Esta es una de las razones por la cuales se denominan
coherentes y son de gran aplicacién en 6ptica cudntica y teoria de campos, como
también en la mecanica semiclésica.

Como |z) = |Z,p), se puede hacer una correspondencia entre cada valor propio z
asociado a un estado coherente y el punto Z,p del espacio de fase clasico de la
particula. Es claro que en dicho espacio de fase cada punto esta representando
el valor promedio de la posicién y momentum de la particula que se encuentra
en el estado cuantico |z) = |Z,p). En particular, realizando una particion del
espacio de fase en un conjunto infinito de celdas de area (Az) (Ap) = h/2, se
puede asociar a cada celda un estado coherente para el cual el producto de las
incertidumbres en posiciéon y momentum es el minimo permitido por el principio
de incertidumbre. Como este subconjunto de estados es completo, cualquier
estado cuédntico de la particula se puede representar como una superposicion de
los estados de este subconjunto discreto. Teniendo en cuenta que son estados de
minima incertidumbre y que en principio permiten la descripcion de los estados
cuanticos en el espacio de fase clasico, los estados coherentes se constituyen
en los estados cudnticos que mas se aproximan a los estados cldsicos de una
particula o, como los denomina Cohen-Tannoudji, son estados cuasi-cldsicos. 2

Ejercicios
1. Demostrar que los operadores de creacién y destruccién, y por tanto el
operador numero, son adimensionales.

2. Considere una particula sujeta a un potencial tipo oscilador arménico, junto
con los operadores

. . K 4 R
=vha= \/_{—Hﬁ}, At =ivhat :z'\/E{— —z‘ﬁ}.
xo pO :L’O pO
Compruebe que estos operadores se pueden interpretar como las ecuaciones
de la transformacion canonica # —» A, p > Af, que transforma el operador
hamiltoniano en el operador

K = —iw AT A + hw/2.

Compare sus resultados con los de la transformaciéon canénica clasica3

Q = q+iap, P =p/(2ia) - q/2 .

3. Demostrar

<nl| a |n> = \/ﬁ 671',71—17 (3928)

(n'| 6" In) = Vn+1 6 i (3.9.29)

2 Cohen-Tannoudji et al. 1977, capitulo V, complemento G, p. 559; Glauber R. J.
(1963). Coherent and incoherent states of the radiation field. Physical Review, 131(6),
2766-2788.

Goldstein, 1987, capitulo 9, ejercicio 17.
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y encontrar las matrices que representan los operadores de creaciéon y
destruccion en la representacion de los kets propios del operador ntimero.

4. Con base en (3.9.23) y las definiciones (3.9.12) y (3.9.13), demostrar

1
V)

(n'] & [n)

{\/ﬁ (snr’n,l +vVn+1 5n’,n+1} s (3930)

hZ\
(/| p n) = in/ - (= V8w 1 4 V04 10} (3.9.31)

Calcular el valor esperado de p? y &2 para una particula que se encuentra en
un estado |n). Demostrar que para este estado se tiene la siguiente relacion
de incertidumbre

(Az) (Ap) = (n+ %)h. (3.9.32)

Analice su respuesta. ;Qué concluye para el estado |0)?
Calcular los anticonmutadores de los operadores ¢ y a'.
Demostrar la relacién de completez para los estados coherentes.?

Con base en la representacion de coordenadas de la ecuacion (3.9.15),
determinar la funcion propia para el estado base o fundamental del oscilador
armoénico y comparar con lo estudiado en F(R,).

Empleando el anterior resultado y las ecuaciones (3.9.16), determinar
por induccién una expresion general para la m-ésima funcién propia del
oscilador armonico en términos de la n-ésima derivada de la funciéon de
onda que describe el estado fundamental. ; Encuentra alguna relaciéon entre
la expresion obtenida y la determinada en la secciéon anterior para los
polinomios de Hermite??

Considere el operador D(z) = ezai‘z*&, donde a, a' son los operadores de
destruccion y creacién para el oscilador arménico y z es un valor propio del
operador destruccion. ) Aplique (2.2.19) para expresar D(z) en términos de
exp(za') exp(~z*a). ii) Si|0) es el estado base del oscilador arménico lineal,
demuestre que cualquier estado coherente se puede expresar |z) = D(2)10),
donde |z) es un ket propio del operador de destrucciéon correspondiente
al valor propio z. Tenga en cuenta que |0) es ket propio del operador de
destruccion correspondiente al valor propio 0. #ii) Demuestre que ﬁ(z) se
puede expresar: ﬁ(f,ﬁ) = ¢!P?/h=1ZP/M v que es proporcional al producto de
un operador de translaciéon de coordenadas en la cantidad  y un operador
de translaciéon de momentum en la cantidad p, esto es, que cualquier estado
coherente se puede generar mediante translaciones del estado base del
oscilador arménico.

4
5

Klauder y Sudarshan, 1968, seccion 7.2.
Sakurai, 1994, ecuaciones (2.3.30) a (2.3.32).
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3.10 Teoria de perturbaciones independiente del
tiempo

Hasta el momento se han determinado los estados estacionarios de sistemas
sencillos para los cuales la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
tiene soluciones analiticas exactas para los valores y funciones propias. Sin
embargo, situaciones més realistas involucran potenciales para los cuales no
se conoce una solucién analitica exacta, incluso para sistemas de un grado
de libertad. Esto implica el desarrollo de métodos que permitan obtener una
solucién aproximada para el problema.

El método de perturbaciones independiente del tiempo es especialmente tutil
para determinar una aproximaciéon de los valores y kets propios del operador
hamiltoniano de un sistema que se encuentra interactuando con campos
externos, siempre y cuando dicha interacciéon se pueda considerar como una
pequena perturbacion del sistema original.

Por ejemplo, en el caso de un atomo de hidrégeno en presencia de un campo
magnético débil, la interaccién del &tomo con dicho campo se puede considerar
como una perturbacién cuyo efecto es producir corrimientos o levantamientos
de la degeneracion de los niveles de energia del atomo. Se trata entonces de
determinar las correcciones a los valores y estados propios de energia del sistema
no perturbado, provenientes de la interacciéon del sistema con los campos
de fuerza que generan las perturbaciones. Se considerard primero el caso de
espectros no degenerados y luego el de espectros degenerados.

3.10.1 Caso no degenerado

Sea H, el operador hamiltoniano del sistema no perturbado cuyo problema de
valores propios es conocido y cuyo espectro es no degenerado:

EIO lpn) = Er(LO) ) -
El conjunto de kets propios |¢,,) define una base ortonormal del espacio de kets
del sistema.

Notando HT al operador hamiltoniano que representa la perturbaciéon, el
operador hamiltoniano total del sistema perturbado sera

H=H,+H".
Se trata de obtener una solucién aproximada del problema de valores propios
para el hamiltoniano total del sistema

H|0,) = B, [¥,,), (3.10.1)

empleando la base de kets propios del hamiltoniano sin perturbar.

La correccion al n-ésimo nivel de energia del sistema debido a la perturbacién
se puede expresar
AE,=E,-E?,
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de manera que el valor propio de energia de cada nivel serd igual a la energia del
nivel no perturbado mas la correccion AFE,, introducida por la perturbacion:
E, = E\ + AE,,.

La teoria de perturbaciones define un procedimiento iterativo para determinar
correcciones de orden cero, de primer orden, de segundo orden, etc., para
cada uno de los niveles y estados propios de energia del hamiltoniano sin
perturbar. Se inicia definiendo nula la correccién de orden cero, de manera
que la aproximacion de orden cero para los niveles y estados del hamiltoniano
perturbado coincide con los niveles y estados propios del hamiltoniano sin
perturbar. Con base en ellos se determina la correccién de primer orden para
cada uno de los niveles y estados propios, lo cual conduce a la aproximaciéon de
primer orden para el sistema perturbado; con las correcciones de primer orden
se determinan las de segundo orden y las correspondientes aproximaciones de
segundo orden y asi sucesivamente.

Con el fin de determinar las correcciones para un determinado orden en la
magnitud de la perturbacién, se introduce el parametro A de acuerdo con

H=H,+\H,

de manera que para A igual a cero se reproduce el hamiltoniano sin perturbar
y para A igual a uno se tiene el hamiltoniano perturbado. En consecuencia, la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para el sistema perturbado
queda expresada en términos de este pardmetro:

(ﬁo + /\f{]) |\I/n(>‘)> = En(/\) |\Pn(>‘))a

donde E.(\) = B + AE, (V).

Reemplazando E,()\) y reordenando, se obtiene la ecuaciéon que permite
calcular las correcciones para el n-ésimo nivel:

(BT - H,) [W,(\) = { AT = AE,(\) 1} W, (V). (3.10.2)

En el proceso iterativo se supone que tanto las correcciones en los niveles como
los estados propios de energia se pueden expandir en series de potencias de A:

E.(\) = B + AE,(\) = B9 + X\AEW + X2AEP + | (3.10.3)

=  AE,(\)=AAEW + N2AED 4+ (3.10.4)

Para obtener las correcciones del estado propio de cada nivel, se expande en la
base sin perturbar

W (N) = D", en(N) o), (3.10.5)

donde
er(N) = (9r[ T (V). (3.10.6)
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Para obtener los coeficientes y las correcciones de energia, se premultiplica la
ecuacion (3.10.2) por el bra (pg| y se aplica la ecuacion de valores propios para
el hamiltoniano sin perturbar

(B = B7) e,(V) = {or] (AT = AE,(N) 1) [0,()). (3.10.7)

Por tanto,

(o] VHT = AE, (M) 1) [W,(N))

ck()\) = Eﬁlo) _Ek(o)

. k*n. (3.10.8)

Esta relacion es valida para k + n, ya que si k =n (3.10.8) se indetermina. En
consecuencia, el coeficiente ¢, (\) se puede elegir arbitrariamente. Separando
en la suma (3.10.5) el término k = n, se obtiene

[P0 (A)) = cn(A) lon) + 32 cu(X) lon) -

k+n

El coeficiente ¢,,(A) para cualquier orden de aproximacion se podria determinar
de la condiciéon de normalizacion para |¥,(\)). Sin embargo, para que la
aproximacién de orden cero coincida con el estado sin perturbar se elige

en(N) =1, VA

Por tanto,

(W (A)) = len) + D cu(N) lor) - (3.10.9)

k+n

Para obtener las correcciones de orden uno y mayores, se expanden los
coeficientes en serie de potencias de A:

A = A +22eP e N3 ey ke, (3.10.10)

reemplazando (3.10.10) en (3.10.9), se obtienen las correcciones para el estado
propio de cada nivel

1T, (N) = lon) + A 3 el o) + 22 3 e i)+

k+n k+n

D (0) = ) + A0+ 22w,) (3.10.11a)

Asi, la correccion de orden N > 1 para el estado propio de cada nivel esta dada
por
D= SN 0. (3.10.11b)

k+n

Como ¢, (A) = 1, los kets |¥,, (X)) no quedan normalizados, sin embargo, su
normalizacién se puede efectuar después de realizar los célculos que conducen
a una determinada aproximacién para |U,).
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Correcciones al n-ésimo nivel de energia

La ecuacién (3.10.7) para k = n proporciona la relacion que permite calcular
las correcciones para el n-ésimo nivel de energia

(B ~E) ea(V) = (ol AH = AB, (V) 1) [T, (V)

Reemplazando (3.10.4) y (3.10.11a), se obtiene

NAED + NAED + .= Ml B ) + N (] B [0,)D 4

igualando los términos para las mismas potencias de A, se obtiene

AEY = (o,| H |¢,), (3.10.12)

AEMN = (o, HT [@,) N N>1. (3.10.13)

Se observa que la correccién de primer orden para el n-ésimo nivel de energia es
igual al valor esperado del hamiltoniano de perturbaciéon para el estado definido
por el n-ésimo ket propio sin perturbar. Para calcular la correccién de orden
N, se requiere el conocimiento previo de las correcciones de orden N — 1 para
los estados propios.

Correcciones de los kets propios para el n-ésimo nivel de energia
Para determinar las correcciones a los estados propios se deben calcular primero
las correcciones a los coeficientes ¢, (\) para k # n. De (3.10.8)
Apr H [, (V) = AE,(A) ¢, (M)
ET(IO) _ Ek (o) ’

Ck(>\) =

Reemplazando (3.10.10) y (3.10.11a), después de agrupar los coeficientes para
una misma potencia de A en ambos lados de la igualdad, se obtiene

e,
Al #2223 @ = /\7%’2') |‘P(O)>
EY - B,

S 1 1 1
o | (e ) - ABD
EO _ g @)
5 2
| (e BT ® - ABP ) - ABD P
E'SLO)_E]C(O)
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Entonces,
294
M = M, k#n, (3.10.14)
Eno - Ek(O)
para N =1. Para N > 2 se satisface

(SDk| ﬁ] |\I/n)(N_1) _ Z;\iil AE;LJ) C]E;N_J)
E’r(LO) —Ek(o)

c,gN): , k#n.

Por tanto, de acuerdo con (3.10.11b), la expresion general de la correcciéon de
orden N >2 es

o N-1 — j N-—j
(opl BT 1W,) N - g AED (VD)
E%—Eko

)™ = 3

k#n

lpy).  (3.10.15)

Correcciones de primer orden para el n-ésimo nivel

Para facilitar la escritura, los elementos matriciales del hamiltoniano de
perturbacién en la base de kets propios del hamiltoniano sin perturbar se
notaran

Vi = (il H' |p5).
La correcciéon de primer orden para la energia estd dada por (3.10.12):

AEr(Ll) = (¢nl a’ lon) = Van.

De (3.10.14) en (3.10.11b), se obtiene la correccién de primer orden para el
correspondiente estado propio

@)=Y s
n k;L E7(lo)_

La correcciéon de primer orden proporcionara una buena aproximaciéon para el
n-ésimo nivel de energia si se satisface la siguiente desigualdad

| Vin | < | BO - B, |, (3.10.16)

con lo cual se garantiza que las correcciones de orden superior en la magnitud
de la perturbacién seran despreciables.

En otras palabras, el método de perturbacion es aplicable y converge rapidamen-
te para aquellos sistemas en los cuales el modulo de los elementos matriciales
del hamiltoniano de perturbacion en la base de kets propios de H, es mucho
menor que la diferencia entre niveles de energia del sistema no perturbado.

Reemplazando estos resultados en las ecuaciones (3.10.4) y (3.10.11a), hasta
primer orden en A, se obtienen las aproximaciones de primer orden en la
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magnitud de la perturbacién para los valores y estados propios de energia del
sistema perturbado
B, =B +Vyn, (3.10.17a)

on) - (3.10.17h)

Se observa que debido a la perturbacion, los niveles de energia del sistema no
perturbado se desplazan (corrimiento de niveles) en la cantidad V,, ,,. Se observa
también que el estado propio correspondiente a cada nivel n del hamiltoniano
total (sistema + interaccién) es una superposicion de los estados propios no
perturbados, cuyos pesos para k # n son proporcionales al médulo al cuadrado
de los elementos matriciales del hamiltoniano de perturbacién. Como efecto de
la perturbacion (interaccion) surge una correlacién entre aquellos estados no
perturbados para los cuales el elemento matricial V4 ,, es no nulo.

Como la suma sobre k no involucra el n-ésimo estado sin perturbar, los dos
sumandos que definen |¥,,) son ortogonales. El cuadrado de la norma de |¥,,)
difiere de la unidad en un término de segundo orden en la magnitud de la
perturbacién, por tanto, en la aproximacién de primer orden el estado propio
perturbado (3.10.17b) esté normalizado.

Aunque normalmente para aquellos sistemas que satisfacen la condicion
(3.10.16) el método converge, y la aproximacion de primer orden es suficiente
para determinar los estados y kets propios del sistema perturbado (el residuo
O()\?) es despreciable con respecto a la correccién de primer orden), es de
interés calcular las correcciones de segundo orden con el fin de analizar los
efectos que tendria el aumento en la magnitud de la perturbacion sobre los
niveles y estados de energia.

Correcciones de sequndo orden para el n-ésimo nivel

Eligiendo N = 2 en (3.10.13) y luego de reemplazar la correccién de primer
orden para los estados propios dada por (3.10.15), se obtiene para la correccion
de segundo orden del n-ésimo nivel de energia la siguiente expresion

2
AE(Q): Z Vnkan _ Z |an| )
" k+n ET(LO) - Ek(o) k+n ET(LO) - Ek(o)

La correcciéon de segundo orden para el nivel base o fundamental es siempre
negativa, indicando que este nivel tiende a ser aiin mas bajo como resultado
de la perturbaciéon. La correccién para dos niveles i y j, ¢ < j, correlacionados
por Vj;, es tal que la contribucién del nivel j a la correccion del i-ésimo nivel
es negativa mientras que la contribucién del nivel ¢ a la correccion del j-ésimo
nivel es positiva y de igual magnitud. Esto implica que si la intensidad de la
perturbacién aumenta ligeramente, de manera que la correcciéon de segundo
orden es necesaria, los dos niveles de energia correlacionados a través de la
perturbacién no se cruzan.



262 CAPITULO 3. DINAMICA CUANTICA

De (3.10.15) con N =2, se obtiene

71y D - AED (D
7,)® = (on] H' [00)" - AEL ¢
k#n ET(LO) — Ek(o)

lok) -

Reemplazando las expresiones encontradas para las correcciones de primer
orden, se obtiene

(2) Z Z Vit Vin

k+n l#n (E(O) - Ek(O))(E'SLO) - E)

Llevando estos resultados a las ecuaciones (3.10.3) y (3.10.11a), hasta segundo
orden en A y con A =1, se obtienen las aproximaciones de segundo orden en la
magnitud de la perturbacién para los valores y estados propios de energia del
sistema perturbado:

E E(O) + V on t Z M’
k+n E( ) Ek(o)

an

(Wn)=lon)+ ), —v——o7 [¥k)
k; ET(LO) —Ek(o)
Vkl ‘/ln Vnnvkn
SR O fon) = 3, — ot ).
G o (B - BYED -B©) T G (5 - B

Continuando este procedimiento, se obtienen las aproximaciones de orden
superior. En las expresiones finales para el sistema perturbado se igualé A a
la unidad. Sin embargo, también se suele estudiar el efecto de la intensidad de
la perturbacién sobre los valores y estados propios del sistema no perturbado
expresando las soluciones aproximadas del sistema perturbado, para cada grado
de aproximacioén, en términos del parametro A y analizando su comportamiento
a medida que aumenta el valor del parametro.

Renormalizacion de los kets perturbados

Como ya se habia anotado, el ket propio perturbado no est& normalizado. En
efecto, el cuadrado de la norma de |U,,) es

(Wl W00) = (nlpn) + Mpal W) + XD (T, [0,) + A2 D (0, [0,) D+ O(N3).

Teniendo en cuenta que los kets no perturbados estan normalizados y que
|‘I’n)(z) es ortogonal al n-ésimo ket propio no perturbado |y, ), se obtiene

2
(W, 0,) =1+ A% 3 Ve

— Ukl o).
i (B2 - E2)?
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Como era de esperar, su norma es diferente de la unidad. Para normalizarlo se
propone una constante de renormalizacion a través de |\I/n> = N,}/Q |T,), tal
que (U,[¥,) = N, (U,,|0,,) =1,

2
|Vnk|

Nil=1422 Y — il
k*n (E7(lo) _ Ek(o))

+O(\?).

Despejando N,, y teniendo en cuenta que

—_
S

para a <« 1, se obtiene la siguiente expresién para la constante de
renormalizacién del ket perturbado en la aproximacién de segundo orden

|Vnk|2
5

=1-)2 -
k+n (ETQO) _ Ek(o))

N,

n

;Cual es la interpretacion fisica de esta constante de renormalizacion? Como
es igual al cuadrado de la proyeccion de |¥,,) en la direccién de |¢,,) :

(ol @) [ = N

la constante de renormalizacién se puede interpretar como la probabilidad
de que el sistema perturbado contintie en el estado original |p,). En otras
palabras, N,, da una medida de la similitud entre el estado perturbado y el
correspondiente estado sin perturbar, entre mas se acerque a la unidad mayor
es el grado de similitud entre los estados perturbado y sin perturbar.

En la aproximacion de primer orden, el cuadrado de la norma del estado es
igual a
2
v,
%2 =1-N,,
k#+n (Eqso) _ Ek(o))
y se puede interpretar como la probabilidad de que el sistema en el n-ésimo

estado perturbado se pueda encontrar en cualquiera de los estados sin perturbar
para k # n.

(1)<‘I’n|‘l’n)(1) _

3.10.2 Caso degenerado

Cuando el espectro del hamiltoniano H, del sistema no perturbado es
degenerado, a cada nivel de energfa ES” le corresponde un conjunto {le2)t,
s = 1,2,..., my,, donde m,, es el grado de degeneracién del n-ésimo nivel.
Como se estudi6 en la seccién 1.3, estos m,, kets, que suponemos ortonormales,
constituyen una base del subespacio E, asociado al valor propio E,(IO). Sin
embargo, la base {|¢?)} no es tunica debido a que cualquier estado que
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pertenezca a este subespacio es ket propio de H, correspondiente al mismo
valor propio E{.

De otra parte, en los ejercicios estudiados en las anteriores secciones, se
observa que la degeneracién de un nivel de energia esta relacionado con alguna
simetria del sistema, y cuando dicha simetria deja de existir disminuye el grado
de degeneracion. Entonces, puede suceder que la perturbaciéon modifique las
simetrias del sistema sin perturbar y se levante o remueva parcialmente la
degeneracion de los niveles no perturbados. Cuando esto ocurre, las correcciones
a un determinado nivel degenerado son diferentes para cada uno de los estados
asociados a dicho nivel.

Cuando el n-ésimo nivel de energia es degenerado, a diferencia del caso no
degenerado, de antemano no se sabe cudl es la aproximaciéon de orden cero
para sus estados, pues cualquier conjunto de m, estados de ‘E, linealmente
independientes es un conjunto de estados propios correspondientes al nivel sin
perturbar. Por esta razon, si {|p)} es la base sin perturbar de partida, la
expresion mas general para la aproximaciéon de orden cero de cada nivel debe
ser una combinacion lineal de la forma:

|’I’Lk>(0) = Z?Cy)) |Q0£1>, CE‘O) = (QO‘ZJnk)(O)) k= 1727 ooy M (31018)
j=

con
Holn)? = B )@, ) e E,. (3.10.19)

Siguiendo un procedimiento similar al empleado en el caso no degenerado, se
introduce el pardmetro de perturbacién A para el hamiltoniano perturbado

H=H,+ '

La ecuacion de Schriodinger independiente del tiempo para el sistema
perturbado es

{H, + XH"} (V) = EEQ) (V) (V)€ E, k=1,2,...,my,

con
Ine(N)) = [ng, ) para  A—0,

EE(\) =E@ + AEF(N),  AEFO) =AAERY 4 2arr® 4

El supraindice k se incluye para tener en cuenta los posibles desdoblamientos
de cada nivel y se ha tenido en cuenta que |ni(\)) € ‘E, pues, como ya se
vio en el caso no degenerado, la perturbacién puede correlacionar estados
correspondientes a diferentes niveles de energia sin perturbar.

Reemplazando E¥()) en la ecuacion de Schrodinger, se obtiene

{BS1-Ho} Ink(V) = {(MH' = AEN(A) 1} [ (X)) - (3.10.20)
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Cada uno de los estados perturbados |ni(A)) asociados al m-ésimo nivel,
expresado como superposicion de los kets de la base no perturbada de partida,
esta dado por

O =8 S0 ). ) = {edime (). (3.10.21)

La ecuacion para los coeficientes que definen los pesos de la superposicion se
pueden obtener premultiplicando (3.10.20) por (]|

{E,(;’) —El(")} N = (@] [ {NHT = AEF(N) 1} [ni(N)) - (3.10.22)

Sin embargo, los coeficientes ¢! no se podrdn determinar porque para ellos se
anula el lado izquierdo de (3.10.22). Por esta razon, de manera anéloga al caso
no degenerado, (3.10.21) se separa en dos sumas

Ik (V) = Ticm i)+ fzicim i), (3.10.23)

de manera que el primer término del lado derecho de la ecuacion € ‘E,,, mientras
que el segundo es ortogonal al primero y pertenece a su complemento.

Esto es,

(V) = ) + 3 %cﬁ(A) i), (3.10.24)

l#n i=1
donde, de manera anéloga al caso no degenerado, se ha supuesto que

(O)(nk|nk()\)) =1.

Aunque con esta condiciéon los estados perturbados no quedan normalizados,
siempre se podran normalizar una vez se determine la aproximacién deseada.
Expandiendo (3.10.24) en series de potencias de A a través de la expansion de
los coeficientes cl(\), se obtiene

A)) = ), & ORI \2 s 1 ()
(W) = [ne)” + A 30 Yo o)+ A Y e T i)+

l#n i=1 l#n =1

= ) =) + M) P+ 22 )@ + (3.10.25)

Se observa que la aproximacién de orden cero es ortogonal a las correcciones
de orden superior.

Para determinar las correcciones de energia para el n-ésimo nivel, se
premultiplica (3.10.20) por (gp;|

0= | H' [nk(N) = AEN(A) (@ ni(N) - (3.10.26)
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Reemplazando las expansiones en series de potencias para las correcciones de
energia y los estados perturbados, se obtiene

0=M{{ei] £'10)@ - B (i)}

+/\2{(903§| ﬁl|“k>(1)—AEZ(Q)(SDZIM)(O)}+ - (3.10.27)

Esta serie de potencias de A satisface la igualdad a cero solamente cuando el
coeficiente de cada potencia se anula. Para la correcciéon de primer orden, se
obtiene

(SDH il |nk)(o) _ AEfL(l) (‘P;|nk)(0)7

la cual, después de reemplazar (3.10.18), conduce a las correcciones de primer
orden del n-ésimo nivel de energia

Zj Vijcg.o) :AEZ(DCZ(O), i=1,2,...,my,

donde Vi; = (¢, H! lon?) es el elemento matricial de la representacion del

hamiltoniano de perturbacién restringido al subespacio E,, y ¢;(?) = (goﬂnk)(o)

es el elemento matricial del vector que representa al ket (3.10.18). Esta ecuacion
corresponde a la siguiente ecuacién matricial

Viin Vig

Voo Ve | —apE®

0 - e (@) 0
1

1
0 @ =0}, (3.10.28)

que no es otra cosa que la ecuacién de valores propios del hamiltoniano de
perturbacion restringida al subespacio ‘E, asociado al n-ésimo nivel degenerado
del hamiltoniano no perturbado. Su solucién define las correcciones de primer
orden para el nivel (definidas por los valores propios) y la aproximacién de orden
cero para los estados (definida por los vectores propios). Para una solucién no
trivial, se debe satisfacer la ecuaciéon secular

Vit Viz

det V21 V22 - AEfL(l)

0
1 = 0. (3.10.29)

1
0

Las m,, raices de esta ecuacién determinan los valores propios y, por tanto,
las correcciones de primer orden para el correspondiente nivel sin perturbar.
Entonces, la aproximacion de primer orden para los niveles de energia es

k(1)
n )

EF =B + AE k=1,2,...,my. (3.10.30)

Cuando las m,, raices determinadas en (3.10.29) son diferentes, se obtienen m,
correcciones diferentes, de manera que se levanta totalmente la degeneracion del
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nivel E,(LO) sin perturbar. Cuando el hamiltoniano de perturbacion restringido
a ‘E, posee espectro degenerado, la perturbacion levanta parcialmente la
degeneraciéon del nivel. El caso extremo es que todas las raices sean iguales,
de manera que no hay levantamiento de la degeneraciéon del nivel a primer
orden y se tiene tan solo un corrimiento del nivel.

En resumen, el problema de determinar las correcciones de primer orden para
la energia del n-ésimo nivel y las aproximaciones de orden cero para los kets
propios del hamiltoniano perturbado se reduce a la solucién del problema de
valores propios del hamiltoniano de perturbacion restringido al subespacio E,
asociado al nivel degenerado del sistema no perturbado. Las correcciones de
primer orden son iguales a los valores propios del hamiltoniano de perturbacién
y las aproximaciones de orden cero para los estados seran justamente los
correspondientes kets propios.

Para determinar las correcciones de primer orden, de segundo orden, etc., para
los kets perturbados, se despejan los coeficientes en (3.10.22):

Megp| H' [ni(N) = AEF(N) (#7Ink (V)
E’I(LO) _El(O)

(N = , L. (3.10.31)

Reemplazando (3.10.25), se obtiene para las correcciones de primer orden:

L (] H ) l
=l Tkl £n,
E7(10) _El(o)

por tanto,
my i QO HI n (O) i
)(1)222011_ (1) |90l>:lZ: (l|(o)|k(o)‘$0l>'
+n

l#n i=1 i=1

Reemplazando (3.10.18), la correccion de primer orden para los estados
perturbados del n-ésimo nivel esta dada por

| (1) Z ni "iq n (0) (</71| |§0n) | l) k=1,2,...mp

l#n i=1 j=1 E(O) E,(
la cual podemos escribir

Va ;
|nk) 1 _ Z ()71() |<,0;), k=1,2,...m, (3.10.32)
l+n Eno - El °

donde

mp Mnp . N .
Z; Z_j n O i H [l

De manera similar al caso no degenerado, se observa que la correcciéon de primer
orden para los estados del sistema perturbado asociados al n-ésimo nivel no
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perturbado esta definida por una superposiciéon que involucra exclusivamente
los estados no perturbados de los demaés niveles de energia.

Una vez determinadas las correcciones de primer orden para los niveles y sus
estados propios correspondientes, de las ecuaciones (3.10.27) y (3.10.31) se
obtienen las correcciones de orden superior. Generalmente, la aproximacioén
de primer orden es suficiente para dar una buena aproximacién a los niveles
y los estados propios de energia del sistema perturbado, a no ser que la
correccion de primer orden sea nula.® lo que implicaria que los valores propios
del hamiltoniano de perturbacién restringido a ‘E, son todos nulos. Si esto
ocurre es necesario ir hasta el segundo orden en las correcciones a los niveles y
estados no perturbados.

Cuando se puede encontrar una base de estados propios del hamiltoniano no
perturbado que a su vez diagonalice el hamiltoniano perturbado restringido a
cada subespacio asociado el nivel considerado, la correccién de orden cero para
cada estado sera el correspondiente elemento de la base y la correcciéon de primer
orden en la energia serd igual al valor esperado del operador hamiltoniano para
dicho estado. Este resultado se aplicaré en el estudio de la interaccién espin-
orbita y el efecto Zeeman en el capitulo 6.

Ejercicios

1. Considerar el sistema descrito por un oscilador arménico unidimensional
bajo una perturbacién emw?2?/2, con & «, de manera que el operador
hamiltoniano del sistema estd dado por

Determinar las aproximaciones de primer orden para los niveles de energia y
los estados estacionarios del sistema perturbado. Comparelos con la solucién
exacta del problema. (Tenga en cuenta que la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo para el sistema perturbado tiene solucién analitica
exacta).

2. Considerar el sistema de dos osciladores lineales idénticos acoplados (dos
particulas idénticas interactuantes con un grado de libertad, en presencia
del mismo potencial cuadratico) descritos por el operador hamiltoniano

-2 242 2 242 24 A
o P, mwirn Py mwidy  mwtd @,
2m 2 2m 2 2

Si el hamiltoniano de interacciéon que describe el acoplamiento de los
osciladores se puede considerar como una perturbacién, € <, determinar las
correcciones de primer orden para los niveles de energia. Haga un diagrama
de los niveles de energia en la aproximacién de primer orden y analice sus
respuestas. {Se levanta la degeneracion de los niveles no perturbados?

Sakurai, 1994, capitulo 5, ejercicio 12.



Capitulo 4

Imagenes de la dinamica cuantica

Introduccion

En este capitulo se presentan las diferentes imdgenes empleadas en el estudio
de la dindmica de un sistema cuantico. Hasta el momento se ha considerado la
imagen de Schrédinger en la cual la evolucién del sistema recae en el estado
mientras los observables permanecen estacionarios. En esta imagen el operador
evolucién se aplica al estado del sistema y no a los observables. La imagen de
Heisenberg es otra forma de estudiar la dinamica del sistema y supone que
quienes evolucionan en el tiempo son los observables y no el estado. En esta
imagen, el operador evolucién se aplica a los observables y no al estado del
sistema, el cual permanece estacionario.

Gracias al axioma asociativo de la multiplicacién se puede demostrar que estas
dos iméagenes son equivalentes. En ambas imagenes son iguales los productos
interiores que definen las probabilidades, valores esperados, amplitudes de
transicion, etc., que son las cantidades que proporcionan el contenido fisico
esencial del formalismo cudntico.

De otra parte, cuando el operador hamiltoniano que genera la evolucién
temporal depende explicitamente del tiempo, la imagen méas apropiada para
el estudio de su dindmica es la denominada imagen de interaccion. Es
especialmente 1util en la determinacion de las posibles transiciones entre los
estados de un sistema causadas por interacciones externas que pueden depender
explicitamente del tiempo.

Para finalizar el capitulo y el estudio de la dindmica, en la seccion 4.3 se hace
una breve introduccién al concepto de propagador cuantico.

4.1 Imagen de Heisenberg
4.1.1 Imdgenes de Schrodinger y de Heisenberg

Teniendo en cuenta la definicion del operador evolucién (3.1.1) y el axioma
asociativo de la multiplicacion, el valor esperado de cualquier observable M de
un sistema se puede expresar
(N1), = (W ()| AT [9(0)) = {(W(0)] T (t.0)} T {O(t.0) [ (o))},  (4.1.1a)
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(M), = (W (o) {U(t,0) M U(t,0)} [¥(0)). (4.1.1b)

Aunque las dos ecuaciones son iguales, la diferencia en la forma de asociar los
productos permite interpretar que en (4.1.1a) el operador evolucion se aplica
al estado del sistema y no a los observables, que permanecen estacionarios,
mientras que en (4.1.1b) el operador evolucién se aplica a los observables y
no al estado, el cual permanece estacionario. Estas dos interpretaciones de la
dindmica cudntica son equivalentes y se denominan las imdgenes de Schrédinger
y de Heisenberg, respectivamente.

Imagen de Schrédinger

En esta imagen el estado del sistema evoluciona en el tiempo mientras los
observables permanecen estacionarios. Entonces, la ecuacién de movimiento del
sistema es la que rige la evolucién del estado, esto es, la ecuaciéon de Schrédinger
dependiente del tiempo

L 0 -
ih — [¥(t)) = H [(1)).
Esta es la imagen usual de la mecanica ondulatoria.

Imagen de Heisenberg

En esta imagen los que evolucionan en el tiempo son los observables, de manera
que las ecuaciones de movimiento seran para los observables y no para el estado
del sistema.

De acuerdo con (4.1.1b), el observable en cualquier instante de tiempo esta
definido por su transformaciéon bajo la aplicaciéon del operador evolucion
temporal. En la imagen de Heisenberg, un observable del sistema queda definido
por la transformacion

By = U (t,0) B(o) U(t,0), (4.1.2)
donde se ha supuesto ¢, = 0.

Como en la imagen de Heisenberg el estado del sistema no se ve afectado por
el operador evolucién, en cualquier instante de tiempo es el mismo en que fue
preparado y, en consecuencia, debe coincidir con el estado inicial en la imagen
de Schrédinger

W)y =[¥(0))s-

De manera similar, en la imagen de Heisenberg los observables en ¢ = 0 coinciden
con los observables en la imagen de Schrodinger

BH(O) = Bs.

La palabra estacionario debe entenderse en el sentido de que la transformacion que
define la evolucion temporal no se aplica a los observables. Si el observable cambia en
el tiempo es debido exclusivamente a una dependencia explicita con el tiempo y no a la
evolucién temporal del sistema.
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Los subindices H y S denotan las imagenes de Heisenberg y Schrédinger. Por
sencillez en la notacion los estados y observables en la imagen de Heisenberg
se escribiran |U) y B, o B(t), mientras que en la imagen de Schridinger se
escribirdn |V (t)) y B.

De acuerdo con la anterior notacién, en la imagen de Heisenberg un observable
del sistema en cualquier instante ¢ > 0 est4 dado por

B, = B(t) = U'(t,0) BU(t,0). (4.1.3)

Cabe anotar que la forma funcional del operador evolucién de un sistema es
independiente de la imagen empleada para describir su dindmica. Para probarlo,
basta reemplazar B->U (t,0) en la anterior ecuacion y tener en cuenta que el
operador evolucion es unitario.

4.1.2 Ecuaciones de movimiento en la imagen de
Heisenberg

Para obtener la ecuacién que describe la evolucion temporal de los observables
en la imagen de Heisenberg, se calcula la variacion total respecto al tiempo del
observable (4.1.3):

d

aBt_{%zﬁ(t,o)} U(t,0) + UT(t, 0){ }U(t 0)

+ U'(t,0) B {%U(t,o)},

donde se ha tenido en cuenta que el observable B puede depender del tiempo
explicitamente. De acuerdo con la ecuaciéon (3.1.5) y su dual correspondiente,
la anterior ecuaciéon se puede escribir

%Bt = fUT(t 0)HBU(t,0) + U'(t,0) (0B/ot) U(t,o0)

- EUT(t,o) BHU(t,0),

N %a_gmuomﬂﬁ—éﬁ}ﬁ@@+ﬁwmnwémﬂﬁmd.

Como los términos del lado derecho definen los operadores [H ] y 0B /0t en
la imagen de Heisenberg, se obtiene

h S B =[B,H], + (hoB/or), (4.1.4n)

que es la ecuacion de movimiento para los observables de un sistema en la
imagen de Heisenberg.
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Cuando el observable no depende explicitamente del tiempo, 83/(% =0, la
ecuacion de movimiento se reduce a

Ld s s s
ih— B, = (B, HJ,. (4.1.4b)

De la ecuacion de movimiento (4.1.4a) surgen directamente los teoremas de
conservacion para los observables en la mecanica cuantica no relativista, los
cuales se pueden enunciar de la siguiente manera:

a. Un observable M se conserva en el tiempo si y solo si para todo t se satisface

(M, H], + (ihoM/ot), = 0. (4.1.5)

Note que si un observable satisface (4.1.5) en la imagen de Heisenberg, en
la imagen de Schrodinger satisface una ecuacion idéntica. Para demostrarlo
basta con premultiplicar la anterior ecuaciéon por Ut (t 0) y postmultiplicarla
por U(t,o0) para obtener: [ M, H] +ih 0, M /ot =

b. Todo observable M que no dependa explicitamente del tiempo se conserva
si y solo si conmuta con el operador hamiltoniano.

Si oMjot=0 y [MH]=0, < %Mt:(). (4.1.6)

Note que
[M’ﬁ]t = UT(t7O) [M,IA{] U(t,O) = [Mtaﬁt]a

de manera que si dos observables conmutan en la imagen de Schrédinger
conmutan en la imagen de Heisenberg y viceversa.

Como en la imagen de Heisenberg el estado es estacionario, el valor esperado
de (4.1.4a) conduce a:

d

dt(B)t ((B,H]), +(ihoB/ot),.

Si el observable se conserva, el lado derecho de la ecuacién es nulo y el valor
esperado del observable se conserva para cualquier condicion inicial. Como era
de esperar, si un observable se conserva en la imagen de Heisenberg también se
conserva en la imagen de Schrodinger, ya que el valor esperado es independiente
de la imagen que se emplee para su célculo.

De (4.1.6) se concluye que si ningun observable de un CCOC que contiene el
operador hamiltoniano depende explicitamente del tiempo, entonces todos los
observables del conjunto son constantes de movimiento para el sistema, como
va se habia corroborado en la seccién 3.2.

Como un caso particular de (4.1.5), y teniendo en cuenta que el operador
hamiltoniano conmuta consigo mismo en cada instante de tiempo, se concluye:
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si 0H/ot=0 < el observable de energia se conserva
y el sistema se denomina conservativo.

Note que si en las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5) se reemplaza el operador por
un observable clasico u(qg,p,t) y —i [B, ﬁ]/h por el corchete de Poisson corres-
pondiente {u(q,p,t), H} p;.son» S€ Obtienen las correspondientes ecuaciones de
movimiento para un observable u y el teorema de conservaciéon del formalismo
hamiltoniano clasico. En este sentido, se dice que las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5)
tienen la misma forma de las correspondientes ecuaciones clasicas.

Cuando se trabaja en la imagen de Heisenberg, lo mas apropiado es determinar
la soluciéon de las ecuacion de movimiento para los observables fundamentales
Z; y p;- La evolucion temporal de cualquier otro observable del sistema, funcién
de los observables de posiciéon y momentum, se obtiene de manera inmediata
reemplazando &; y p; por las respectivas soluciones Z;(t) y p;(t).

Ejemplo 1

Considere una particula libre con tres grados de libertad translacionales, cuyo
operador hamiltoniano es

2 .9
H-= Zj pj/2m.
Notando las componentes cartesianas de los operadores posiciéon y momentum

en la imagen de Heisenberg segun (&;), = Z;(t) y (9:), = P:(t), sus ecuaciones
de movimiento son

od N e D Ld o h
zhﬁxi(t) = [mZ,H]t, zhdtpl(t) = [p“H]t. (4.1.7a)

Aplicando las relaciones de conmutacion (2.3.29), (2.2.16) y (2.2.17), se obtiene
(&3, f(B)] = ih f/(P;)0i;  [Dir9(25)] = —ihg'(£;)0i;, (4.1.7b)
las ecuaciones de movimiento se reducen a

d i1 T )
Zait) = -~ — S [#4,52] = —pi(2), =1,2,3. 4.1.8
i) =55 j [£:,97], —i(t) i (4.1.8a)

d i1 o A
Lpi(t) = —~— S [pip?] =0, -1,2,3. 4.1.8b
bt =35 j [Di 7], i ( )

La ecuacién (4.1.8b) indica que las tres componentes cartesianas del momentum
de la particula se conservan. Integrando la ecuacién entre 0 y ¢, se obtiene

ﬁl(t) :ﬁi(o), 1= 1, 2,3. (4.1.9&)

Reemplazando en (4.1.8a) e integrando, se obtiene
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2i(t) :;zl-(o)ﬂ% t, i=1,2,3. (4.1.9b)

Las ecuaciones (4.1.9) constituyen la solucién a la dindmica del sistema en la
imagen de Heisenberg.

Note la semejanza en la forma de estas ecuaciones con las correspondientes
soluciones clasicas. Sin embargo, las ecuaciones (4.1.9) estan definidas para los
operadores que representan los observables y no para los posibles valores que
se pueden obtener en una medicién de los observables en un instante dado.

Si el sistema fue preparado en un estado |¥), el cual permanece estacionario
en la imagen de Heisenberg, el valor esperado de los observables de posicién y
momentum para cualquier instante de tiempo sera igual a

(Di)y = (W] pi(t) [®) = (W] pio) W), = (Bi)y = (Pi),- (4.1.10a)

(Zi)y = (23), + <Zj;>"t, (4.1.10b)

donde (p;),, (Z:), ¥ (Ps),, (Zi), denotan los valores esperados de los observables
de posicién y momentum en un instante arbitrario ¢t > 0 y en el instante inicial
t = 0, respectivamente.

Ya que en cualquier instante el valor esperado de un observable coincide con el
centro de la distribucién de valores propios del observable en dicho instante, se
puede afirmar que los centros de las distribuciones de valores propios de posicién
y momentum se comportan en el tiempo como la posiciéon y momentum de la
correspondiente particula clésica.

Con base en las ecuaciones (4.1.9), el conmutador de la i-ésima componente
cartesiana de la posiciébn en t >0y en t =0 es

ih

[2i(1),2:(0)] = :i*i(o)+1%t, #i(0) | =——t 1, (4.1.11)

mientras que para las componentes del momentum, se obtiene
[9:(),i(0)] = [Bi(0), Hi(0)] =0. (4.1.12)

Como consecuencia de la conservaciéon del momentum, las componentes
cartesianas de momentum en diferentes instantes de tiempo conmutan.
Entonces, la funcion de distribucién de valores propios y el valor esperado
de cualquier componente del momentum se conservan en el tiempo. Lo anterior
implica que la incertidumbre en el momentum de la particula permanece
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invariante en el tiempo y que su valor solo dependerd del estado inicial en
que se prepare la particula.

Por el contrario, como el observable posicién de la particula no se conserva, su
valor esperado y, en general, su incertidumbre cambian en el tiempo. El valor
de la incertidumbre para cualquier instante de tiempo esta dado por

(i), = \/(22), — ()2 = (0] 22 (t) [ ) - (@] () [ 0)°.

Para tener una idea aproximada de cémo varia en el tiempo la incertidumbre
en la posicion, se puede aplicar la relacién de incertidumbre de Heisenberg para
los operadores que describen la i-ésima componente cartesiana de posicién en
dos instantes de tiempo distintos:

(1), (A3, 2 3 I [5:(6), ()] ),

reemplazando (4.1.11), se obtiene
N . h
(AZ;), (AZi), 2 5—t. (4.1.13)
2m

Se observa que el minimo valor permitido por la relacién de incertidumbre para
(Az;), aumenta linealmente con el tiempo.

Como el valor esperado de un observable es independiente de la imagen que
se utilice para su célculo, en la imagen de Schrodinger se tiene el mismo
resultado (ejercicio 1, seccion 3.5). Como el doble de la incertidumbre en la
posicion de la particula es igual al ancho de la funcién de distribucion de valores
propios de posicion |¥(r,t)[?, la ecuacion (4.1.13) implica que a medida que
transcurre el tiempo el minimo valor permitido para el ancho del paquete de
onda ¥(r,t) aumenta linealmente con el tiempo. Este efecto se conoce como el
ensanchamiento o la dispersiéon de la funcién de onda que representa el estado
de una particula libre, y es una consecuencia de la evoluciéon temporal del
sistema.

El hecho de que la incertidumbre en la posicién aumente en el tiempo mientras
que la incertidumbre en el momentum permanece constante no contradice la
relacion de incertidumbre de Heisenberg. En efecto, la relacion de incertidumbre
para los observables de posicién y momentum en cualquier instante de tiempo
es

(Az;)y (Api)y, .. 2

t fijo

, (4.1.14)

|

de manera que el producto de las incertidumbres puede tener cualquier valor
mientras satisfaga la desigualdad. Asi, si el producto de las incertidumbres en
t = 0 es precisamente h/2, para ¢t > 0 dejard de ser un paquete de minima
incertidumbre como ocurre con un paquete gaussiano.
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Ejemplo 2

Evoluciéon temporal del oscilador armoénico unidimensional empleando la
imagen de Heisenberg.

Las ecuaciones de movimiento para los observables fundamentales:

ih%:&(t) =[#,H], = % (%, p°], = —b(b),

PP P R 2,21 _ _; 2 4
zhdtp(t) = [p,H]t— 5 [p, mwt ]t = —ihmw” Z(t),

definen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

Tay="D Loty = me i),

las cuales se pueden desacoplar empleando los operadores de creacion y
destruccion. En efecto, sus ecuaciones de movimiento

ih%d(t) = [a, A1), = [a, hoo (N +1/2)], = hw[a, N], = hw a(t),

m%*(t) =[a", H], = [a%, hw (N +1/2)], = hw [a", N], = -hw a'(¢),

definen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas

d d.
aa(t) = —iwal(t), aaT(t) =iwal(t).

Integrando entre t =0 y t > 0, se obtiene

a(t) = a(o) e ™1, af(t) = af(o) e'*?.

De acuerdo con (3.9.23), los operadores de posicién y momentum en términos
de los operadores de creaciéon y destrucciéon en cualquier instante de tiempo
estan dados por

\/_ (at@y+am)), Bt = m\/§ {at(t) -a(t)}.

Reemplazando las soluciones para los operadores de creacién y destruccién se
obtiene la soluciéon buscada

Z(t) = 2(0) cos(wt) + p()\) sen(wt),

p(t) = -h X 2(0) sen(wt) + p(o) cos(wt).
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Al calcular el valor esperado de estas ecuaciones para un estado arbitrario,
se observa que los centros de las distribuciones de valores de posiciéon y de
momentum de la particula, en general, oscilan en el tiempo como las variables
de posiciéon y de momentum del correspondiente oscilador clésico.

Sin embargo, existen ciertos estados para los cuales no se tiene un comporta-
miento oscilatorio. Por ejemplo, si el sistema se prepara en un estado propio de
energia |¥) = |n), sin importar que tan alto pueda ser el correspondiente nivel
de energia y, por tanto, el correspondiente valor esperado de energia, el valor
esperado de los observables de posicién y momentum es

<§3)t =0, (ﬁ)t =0,

donde se tuvo en cuenta que (£), = 0y (p), = 0 de acuerdo con (3.9.30)
y (3.9.31). El mismo resultado se obtiene para el caso en que el sistema
esté preparado en una combinacién lineal de estados propios de energia no
consecutivos, por ejemplo, el estado |¥) = C, |0) + C5 |5).

Cuando el sistema se prepara en una superposicion de estados propios
de energia consecutivos |¥) = C,|n) + Cpi1|n+1), los valores esperados
de los operadores posicion y momentum oscilan en el tiempo como en el
correspondiente oscilador clasico.

Si el oscilador se prepara en un estado coherente (en una superposicién infinita
de estados propios de energia con una distribucién de estados tipo Poisson,
o en el estado base del oscilador), dicha superposicion conduce a la evolucion
cuéantica del oscilador arménico que mas se aproxima a la solucién clésica. En
este caso, el médulo al cuadrado de la funcién de onda oscila como el oscilador
clésico sin perder su forma en el tiempo (es un paquete de minima incertidumbre
para todo t).

Sin embargo, vale la pena anotar que si en t = 0 el estado de una particula esta
representado por un paquete de minima incertidumbre y para ¢ > 0 continda
siendo un paquete de minima incertidumbre, esto no implica que los observables
de posicién y momentum se conserven.

Si el estado inicial es una gaussiana (es un paquete de minima incertidumbre)
con un ancho diferente al ancho del estado base, la incertidumbre en la posicién
oscila en el tiempo con una frecuencia igual al doble de la frecuencia del valor
esperado de posicion; periddicamente recupera su forma y vuelve a ser un
paquete de minima incertidumbre.?

4.1.3 Teorema de Ehrenfest

En los dos ejemplos anteriores se observa que, en general, los valores esperados
de los operadores posiciéon y momentum de la particula se comportan en el
tiempo como la posicién y el momentum del correspondiente sistema clésico,
debido a que el operador energia potencial es nulo o es cuadrético en z. Este

2 Brand S. y Dahmen H. D. (1985). The picture book of quantum mechanics. John Wiley
& Sons, figuras 6.2 y 6.5.
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resultado se puede obtener de manera general a través del conocido teorema de
Ehrenfest.

El operador hamiltoniano para una particula con tres grados de libertad
translacionales en presencia de un potencial es

A2

N D5
H=H(#p)=Y == +V(i1,22,&3).

7 2m

Las ecuaciones de movimiento para los operadores de posicién y de momentum
son

o0 =516, - F2). (4.1.150)
y
KN R () R LN PR Y (4.1.15b)

donde por simplicidad en la notacion se ha definido el operador

_ ( oV () )
r=i(t) 0%i ),

Derivando (4.1.15b) con respecto al tiempo y teniendo en cuenta (4.1.15a), se
obtiene

oV (r)
6xi

d2

. 3 iA_ _ oV (r)
mﬁxZ(t) = dtpz(t) = (

0T

) b Z = 17 2737
t
o en términos de 7 = Z1e; + To€5 + T3€3,

d* . N\ s
m@r(t) =—(oV(#)/oF),.

Calculando el valor esperado para un estado arbitrario, se obtiene

d* . N As
m@(ﬂt =—(oV(r)/or ),, (4.1.16a)

donde se tuvo en cuenta que el estado en la imagen de Heisenberg es
independiente del tiempo.

La anterior ecuacién es conocida como el teorema de FEhrenfest, quien lo
formulé en 1927 empleando la mecéanica cuantica ondulatoria. Se observa que
esta ecuacion tiene la misma forma que la segunda ley de Newton para la
correspondiente particula clasica. Sin embargo, esto no quiere decir que el centro
del paquete de ondas (el valor esperado del operador posicién) evolucione como
el vector posicién de la correspondiente particula clasica. Para que esto ultimo
ocurra, se requieren potenciales que satisfagan
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@V (#)a#), =V ((#),)/0 (7), (4.1.16b)

v que las condiciones iniciales de posicién y momentum para la particula clasica
sean iguales a los valores promedio iniciales de los correspondientes operadores
cudnticos. Potenciales constantes, lineales o cuadraticos en las coordenadas
cartesianas satisfacen la condicion (4.1.16b).

Note que al calcular el valor esperado de las ecuaciones (4.1.15) se obtienen
las ecuaciones anélogas (en su forma) a las ecuaciones de Hamilton clasicas; la
solucién cuéntica para los valores esperados coincidird con la correspondiente
solucién clasica solamente para potenciales que satisfagan la condicién
(4.1.16b).

Sin embargo, es bueno tener cuidado con la interpretacion fisica de (4.1.16a),
pues, como se anot6 al final de la seccion 3.9 para el oscilador armonico, cuando
los valores esperados de posiciéon y de momentum de la particula cuéntica son
nulos en ¢ = 0, la correspondiente dindmica clasica es equivalente a situar la
particula clasica en la posicién de equilibrio con momentum nulo y, por tanto,
con energia total nula.

Lo anterior se satisface para cualquier estado estacionario del oscilador o para
combinaciones lineales de estados propios pares (o impares) de energia, sin
importar que tan altos son los wvalores propios correspondientes o el valor
esperado de energia.

En otras palabras, aunque el valor esperado de los operadores posicion y
momentum se comporte como la posicién y momentum de la correspondiente
particula clasica, no se puede generalizar directamente para el valor esperado
de otros observables como el operador de energia potencial o el cuadrado del
operador momentum.

Esto en esencia es consecuencia de que el valor esperado de un observable, en
general, es diferente del valor esperado de una potencia del mismo.

4.1.4 Amplitud de correlacion y relacion de incertidumbre
para la energia

En la imagen de Schrodinger se define la amplitud de correlacién temporal
como el producto interior entre el estado inicial del sistema y el estado del
sistema para t > 0 segiin

C(t) = (L (o)W (1)) = (¥(0)| U(t,0) [¥(0)). (4.1.17)

Esta amplitud de correlacién indica el grado de similitud o semejanza del estado
del sistema en cualquier instante ¢ > 0 respecto a su estado inicial en ¢ = 0. En
otras palabras, permite conocer qué tanto se mantiene la identidad del estado
del sistema a medida que evoluciona en el tiempo.
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El médulo al cuadrado de la amplitud de correlacion, calculado en cualquier
instante ¢ > 0, es igual a la probabilidad de que en dicho instante el estado del
sistema sea el mismo en que fue preparado en ¢ = 0.

El valor absoluto de la amplitud de correlacion |C(t)| se denomina funcién de
correlacion temporal y, al igual que C(¢), permite definir el grado de similitud
del estado del sistema en cualquier instante t con respecto al estado inicial. Si
|C(t)| = 1 para todo ¢, el estado del sistema nunca pierde su identidad. Si en un
instante dado |C'(t)| = 0, el estado en dicho instante es totalmente diferente de
su estado inicial. En general, |C(t)| toma valores entre 0 y 1 si el estado esta
normalizado.

Si un sistema conservativo con espectro de energia discreto se prepara en un
estado propio de energia |U(¢,)) = |F;), para t > 0 el estado del sistema es un
estado estacionario y su amplitud de correlaciéon temporal es

O(t) = (W(t)|W(1)) = (By] e” 5T (t) | By) = = 5 E(tmto),

Entonces,
2
ICt)| =1 o |C(t)] =1, para todo t,

y el estado del sistema nunca pierde su identidad. Esto era de esperar pues es
una de las caracteristicas de un estado estacionario.

Cuando es un estado general de la forma
(1) = X, cilto)e B E0D) By,
la amplitud de correlacién se puede expresar como

i 2 _i(g,— _
O(t) = 750 Y, er(ty) PR PB) (k).
Si el espectro de energia es continuo, se obtiene

C(t) = e # B [ e, e #E- BNt

donde E, es el centro de la distribucién de energia.

En ambos casos, la amplitud de correlacion es igual a una suma de términos
oscilantes, cada uno asociado a un valor propio de energia F, cuya frecuencia
aumenta con el tiempo y es proporcional a la fase (E — E,)(t - t,)/h =
(E - E,)At/h. A medida que transcurre el tiempo aumenta el nimero
de términos fuertemente oscilantes que dejan de contribuir a la amplitud
de correlacion, exceptuando aquellos asociados a valores propios de energia
cercanos a F, para los cuales |E—-E,| sea menor o del orden de h/(t-t,) = h/At.
Si el intervalo de energia |E — E,| que satisface |E - E,| » h/At es mucho menor
que la incertidumbre de energia AFE (la mitad del ancho de la distribucién de
valores de energia), no se tiene practicamente contribucion a la amplitud de
correlacién, indicando que el estado del sistema ha perdido su identidad. Sin
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embargo, la rapidez con que el estado pierde su identidad dependera del peso
de los valores propios de energia FE que satisfacen |E - E,| » h/A¢. Como a
menor incertidumbre en la energia mayor es el peso de los estados propios de
energia cercanos a F,, entre menor sea la incertidumbre de energia AFE mayor
es el peso (|ci(to)|” o |c(E,t,)°) de los valores propios que contribuyen a la
amplitud de correlacién y mayor es el intervalo de tiempo requerido para que
la amplitud de correlacién se aleje apreciablemente de 1.

Teniendo en cuenta lo anterior, a partir del instante en que se inicia la evolucién
temporal se puede definir un intervalo de tiempo caracteristico At =t —t,, al
cabo del cual el estado del sistema practicamente ha perdido su identidad.

Este intervalo satisface
(AE) (At) »~ h, (4.1.18)

donde (AFE) es la incertidumbre en la energia. Entre mayor es (AE) menor sera
At y el estado pierde rapidamente su identidad. La ecuacion (4.1.18) ilustra la
denominada relacion de incertidumbre para la energia.

Una ecuacién similar a (4.1.18) se puede deducir de la relacion de incertidumbre
de Heisenberg para el observable energia y otro observable B del sistema que
no conmute con el operador hamiltoniano, es decir, que no se conserve.

En cualquier instante la relacién de incertidumbre de Heisenberg es

(AB), (AB), 2 o|([11,B]),|

Empleando la ecuacién de movimiento para el observable Ben la imagen de
Heisenberg y suponiendo 0B/dt = 0, se obtiene

([H,B]), = —ih (dBy/dt ) = —ih %(B)t,

=  (AE),(AB),> g‘%(é)t : (4.1.19)

Como el valor esperado (B > . define el valor promedio o centro de la distribucion

de valores propios de B en cada instante t, la ecuacion (4.1.19) muestra que el
minimo valor que puede tomar el producto de incertidumbres en cada instante
estd determinado por la rapidez con que cambia el valor esperado en dicho
instante. En general, a partir de ¢ = 0 se puede definir un intervalo de tiempo

caracteristico
(AB),

d ~ )
|z (B),]
que se puede interpretar como el intervalo de tiempo requerido para que el

centro de la distribucion de valores propios del observable B se haya desplazado
una cantidad igual a la mitad del ancho de la distribucién de valores propios.

(At), = (4.1.20)
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Como en el caso anterior, la definicion (4.1.20) esté relacionada con la pérdida
de identidad del sistema. En efecto, (At)y se puede interpretar como el
intervalo de tiempo requerido para que el centro de la distribuciéon de valores
propios del observable se desplace o aleje del centro de la distribucion inicial
una cantidad igual a la mitad del ancho de la distribucién, de manera que el
sobrecubrimiento de las distribuciones es pequeno.

Reemplazando (4.1.20) en (4.1.19) se obtiene la expresién mas conocida para
la relacion de incertidumbre de la energia

h

(AB), (At)g > 5. (4.1.21)

Se observa que (4.1.18) satisface (4.1.21). Para un sistema conservativo, la
incertidumbre en la energia permanece constante en el tiempo.

Cabe la pregunta de si la relacién de incertidumbre es realmente deducible de
la formulacién cuéntica o si es en realidad un hecho o principio inherente a
los sistemas cuénticos. Por ejemplo, cuando el estado inicial del sistema es un
estado excitado de energia® después de un cierto tiempo At = 7, denominado
tiempo de vida media del estado, el sistema decae espontdneamente a otro
estado o al estado fundamental. En estos casos, las mediciones experimentales
muestran que el tiempo de vida media del nivel satisface la relaciéon de
incertidumbre (4.1.18). Entre mayor es AE menor es su tiempo de vida media
y viceversa. En este caso, AE es denominado el ancho caracteristico del nivel
de energia.

En cualquier caso, tanto (4.1.18) como (4.1.21) se conocen como relaciones de
incertidumbre para la energia. Note que la definicién del intervalo de tiempo
caracteristico siempre estd relacionado con una pérdida de identidad, ya sea
del estado del sistema o de la distribucién del observable considerado.

Ejemplo

Comprobar la relaciéon de incertidumbre de la energia para un sistema de espin
1/2 en presencia de un campo magnético uniforme.

Como ya se vio en el ejemplo de precesion de espin en la secciéon 3.2, el
hamiltoniano del sistema estd dado por H = wS, con w = (E, - E_)/h. Si
el estado inicial del sistema es |S;+), su estado para ¢ > 0 es
W(1)) = = {22 [S,4) + €112 |5, )}
V2

La incertidumbre en la energia en cualquier instante de tiempo es

(AE), =\/ (), - (H)..

t

3 De Young P. A., Jolivette P. L. y Rouze N. (1993). Experimental verification of the
Heisenberg uncertainty principle - An advanced undergraduate laborator. American
Journal of Physics, 61(6), 560-563.
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Calculando los valores esperados

. R R h2w2
(1), -0, (%), o2 53), - 22
se obtiene 5
w
(AE), = 9

Como era de esperar, la incertidumbre en la energia es constante en el tiempo
debido a que el observable de energia se conserva.

De acuerdo con (4.1.20) el intervalo de tiempo caracteristico es

(ASy),
(At),, = m7
Segin (3.2.14a), se obtiene
948, = 2 psencey |
Como
(57), = ((h?/4) 1) = (h*/4)
= (88), = [sen(wr)],

por tanto, (At)g =1/w y su producto con la incertidumbre de energia es

(AE), (At)g = %,

lo cual satisface la igualdad en (4.1.21).

La relacion de incertidumbre para la energia también se puede comprobar
calculando el tiempo caracteristico de pérdida de identidad del estado del
sistema a partir de la amplitud de correlaciéon. Si ademés se dispone de la
grafica de distribucion de valores propios de energia, AFE se puede determinar
directamente como la mitad del ancho de la distribucion sin tener que calcular
tedricamente la incertidumbre.

En este ejemplo, la mitad del ancho de la distribucién de valores de energia
para el estado del sistema en cualquier instante es AE = (E, - E_)/2=hw/2y
la amplitud de correlacion es |C(¢) | = [ (¥ (0)|¥(t))}]| = |cos(wt/2) |. Entonces, el
sistema ha perdido totalmente su identidad al cabo de un intervalo de tiempo
caracteristico At =t -0 = 7/w y, en consecuencia,

(AFE) (At) 2 %h ~h,
lo cual satisface (4.1.18).

Se observa que ambas definiciones para el intervalo de tiempo caracteristico
de pérdida de identidad satisfacen la relacion de incertidumbre para la energia
(4.1.21) y proporcionan la misma informacion.



284 CAPITULO 4. IMAGENES DE LA DINAMICA CUANTICA

4.1.5 Kets base en la imagen de Heisenberg

En la imagen de Schrodinger los kets de una base completa {|a;)}, asociada
a un observable A que no depende del tiempo explicitamente, permanecen
estacionarios. En otras palabras, en la imagen de Schrédinger la ecuaciéon de
valores propios para el observable no cambia en el tiempo

Ala;) = a; |a;). (4.1.22)

No ocurre lo mismo en la imagen de Heisenberg debido a que los observables
evolucionan en el tiempo. De acuerdo con (4.1.3), el operador que representa
el observable A para t >0 es A, = Ut(t,0) AU(t,0) y en t = 0 su ecuaciéon de
valores propios coincide con (4.1.22). Para determinar la ecuacién de valores
propios en cualquier instante ¢ > 0, se premultiplica (4.1.22) por el adjunto del
operador evolucion

Ut(t,0) A {U(t,o) UT(t,o)} |as) = a; UT(t,0) |a),

donde se tuvo en cuenta que el operador evolucién es unitario. Aplicando el
axioma asociativo de la multiplicacion, la anterior ecuacion se puede escribir

Aglas), = ailai),, (4.1.23)

donde .
ja), = UT(#,0) |a;). (4.1.24)

Aunque el observable varia en el tiempo, sus valores propios y, por tanto, su
espectro no cambian. Esto era de esperar si se tiene en cuenta que el espectro
es caracteristico del observable. Sin embargo, los kets propios evolucionan en
el tiempo de acuerdo con (4.1.24).

Por ser unitario, U(t,,) satisface

Ut(t,to) = U (t,t,) = Ulto,t), (4.1.25)

donde se ha tenido en cuenta que en la definicion del operador evoluciéon el
primer argumento es siempre mayor que el segundo. En otras palabras, U (to,1)
estd definido para t < t,, hacia el pasado y no hacia el futuro de ¢,. Esto quiere
decir que en la imagen de Heisenberg los kets de la base evolucionan en el
tiempo en sentido contrario a la evolucién temporal del estado del sistema en
la imagen de Schrodinger.

El lector puede comprobar que las relaciones de completez y ortonormalidad
de los kets de la base permanecen inalteradas:

izz|ai>t t(ai‘7 t(ai|aj)t:5ij'

De otra parte, la amplitud de probabilidad de que el sistema se pueda
encontrar en uno de los estados de la base, en cualquier instante de tiempo,
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es independiente de la imagen elegida para la descripcién de la dindmica del
sistema. Esto es,

ci() g = o (ail0) = (@] U(t,0) [¥) = (a,[ ¥ (1)) = ¢;(t),-

Esta anotaciéon es importante, pues los valores propios, valores esperados,
probabilidades y funciones de distribucién, que son las cantidades que le dan
esencia fisica a la teoria, deben ser independientes no solo de la representacion
sino de la imagen que se adopte para describir la dindmica de un sistema.

En el caso en que la base sea continua e infinita, las anteriores relaciones son
igualmente validas. Por ejemplo, para la base de kets propios del operador
posicion de una particula se tiene

c(@,t) g = ¢ (W) = (2] U(t,0) |¥) = (] ¥(1)) = (1) 5,

o lo que es lo mismo, la funcién de onda que describe el estado del sistema en
representaciéon de coordenadas o de momentum es la misma en las dos iméagenes.

El siguiente cuadro resume la descripciéon de la dindmica de un sistema en cada
una de las dos imagenes

Imagen de Schridinger Imagen de Heisenberg
Ket de estado | [¥(t)), dependiente ¢ |¥), estacionario
Observable M , estacionario Mt, dependiente de t
Kets base |a;),|x) estacionarios | |ai(t)),|z(t)) dependientes de t

Amplitud de transicion

Sea |U(t;)) el estado en que se prepara un sistema en un instante inicial ¢;. Si
este es precisamente un estado propio |a;) de un observable A, jcudl sers la
amplitud de probabilidad de que en t; > ¢; el sistema se encuentre en un estado
propio del observable B correspondiente al valor propio b;7

Esta amplitud de probabilidad A, es denominada amplitud de transicion del
estado |a;) al estado |b;) en el intervalo ty —t;, y es igual a la amplitud de
probabilidad de que en el instante ¢y el sistema se pueda encontrar en el estado
|b;), si ha sido preparado en t; en el estado |a;).

La amplitud de transicién es independiente de la imagen. En efecto, en la
imagen de Schrodinger

A= (b (ty)) = (bs] Uty t;) [O(t:)) = (bi| Uty t:) |as)

y en la imagen de Heisenberg

A= (bil®) = (b U(tg,t3) |) = (0:] U(tg, 1) |ai),
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= A= (b U(ts,t) |as), (4.1.26)

donde se ha tenido en cuenta que el estado del sistema en t; es |a;).

Por ejemplo, un sistema se prepara en t = ¢; en un estado propio de energia
|©i), ¥ en ese instante se prende un campo externo al sistema (interaccion
externa), el cual se apaga en un instante posterior t;. Como se verd en la
siguiente seccion, la interaccion correlaciona diferentes estados |¢k), es decir,
el estado del sistema es una superposicion de los estados |pg), la cual varia
en el tiempo mientras la interacciéon estd prendida. Durante el intervalo de
tiempo que dura encendida la interaccion, la evolucion temporal del sistema es
generada por el hamiltoniano total, definido por el hamiltoniano del sistema
més el hamiltoniano de interaccién.

Entonces, la probabilidad de que haya ocurrido una transicion del estado |¢;)
en el instante t; al estado |¢;) en el instante t; es la misma probabilidad de
que en el instante ¢ el sistema se pueda encontrar en el estado |¢;). Entonces,

(s WP = (05 O CEr ) 3]

define la probabilidad de que en el intervalo de tiempo ¢y —¢; pueda ocurrir una
transicion del estado |¢;) al |p;).

Esta probabilidad puede tomar valores entre 0 y 1. Si se considera un ensamble
puro, cuando la probabilidad es 1 con toda certeza ocurre la transicién y la
medicion de la energfa en el instante ¢y arrojara el valor propio E; para todos
y cada uno de los sistemas. Cuando la probabilidad es 0, en ningin sistema del
ensamble ocurre la transicion y con toda certeza la medicion de la energia dara
un valor diferente de E; para todos los sistemas. Cuando la probabilidad es
0,3, en el treinta por ciento de los sistemas ocurrird la transicién y la medicién
de la energia arrojara el valor E; solamente para el 30 % de ellos.

Un ejemplo fisico de lo descrito anteriormente lo constituye la aproximacion
dipolar eléctrica, la cual permite determinar la probabilidad de transicién entre
dos niveles electrénicos de energia de un dtomo hidrogenoide como resultado
de su interaccion con la radiacién que incide sobre él.

Este tema, que se puede estudiar aplicando métodos de perturbaciéon
dependientes del tiempo, se sale de los objetivos de este texto. Sin embargo,
el lector interesado puede consultar los textos de Sakurai (1994) o Cohen
Tannoudji et al. (1977). La imagen méas apropiada para describir la dindmica
de estos sistemas es la imagen de interaccion.
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4.2 Imagen de interaccién

Relacion entre las imdgenes de Schrédinger y de Heisenberg con la
imagen de interaccion

Una tercera imagen para el estudio de la dinamica de un sistema es la de
interaccion, en la cual tanto los estados como los observables evolucionan en el
tiempo.

En la secciéon 3.1.2 se estudié la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
para el caso en que el operador hamiltoniano se pueda expresar en la forma

H(t)=H,+V(t), (4.2.1)

donde V(t) representa una interaccién externa para un sistema descrito por
FIO, el cual no depende explicitamente del tiempo. Se supone que H, tiene una
forma sencilla, como la energia cinética del sistema o la energia cinética mas
potenciales tipo oscilador arménico o coulombianos, de manera que se conocen
sus estados y valores propios.

Al representar la ecuacion de movimiento para el estado del sistema |[T(t)) enla
base de kets propios de H,, se encontrd que la solucién dindmica del problema
estd dada por (3.1.18):

i

() = N a(t) e # EEY),

con t, = 0. La evolucion temporal del estado del sistema tiene dos
contribuciones, la contenida en los factores de fase E{t/h y la de los coeficientes
¢i(t). La evolucion temporal de los coeficientes se puede considerar generada
por el operador de interaccion V(t), pues de acuerdo con (3.1.16b),

ih% &) = Vi) e BB G (1), i=1,2,3,...
k

donde ‘

Vi (t) eF B0 = (7] e Tt (8) e n o | ).

Estas contribuciones a la evolucién temporal son la base de la imagen de
interaccién para sistemas cuyo operador hamiltoniano satisfaga (3.1.13) y
(3.1.14).

En la imagen de Interaccion tanto los estados como los observables evolucionan
en el tiempo de acuerdo con las siguientes definiciones

lp(t)); = en ot (1)), (4.2.2a)

My = ewHot jf e=w ot (4.2.2b)
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donde [1(t)) = U(t,0) [1(0)) y M son el estado del sistema y un observable
arbitrario, ambos en la imagen de Schrédinger. El subindice I distingue los
observables y los kets de estado de la imagen de interaccién de las otras dos
im4genes.

De la definicion (4.2.2) se observa que cuando V(t) es nulo la imagen de
interaccién coincide con la de Heisenberg, pues el halmitoniano total es
simplemente H, y en (4.2.2a) [1(t)) es igual a exp(=iH,t/h)|1(0)), de manera
que el estado permanece estacionario y son los observables los que contienen la
dindmica del problema.

Aplicando a las ecuaciones (4.2.2) la inversa de la transformacion definida por
el operador exp(iH,t/h), se recupera la imagen de Schrodinger:

() = e F et (1)), (4.2.3a)

M _ ei%HntMIC%HOty (4.2.3b)

en la cual los observables son estacionarios y los estados contienen toda la
dindmica del problema. Como era de esperar, la representacion de (4.2.3a) en
la base de kets propios de H, conduce a la ecuacion (3.1.18).

Ecuaciones de movimiento en la imagen de interaccion

La ecuacién de movimiento para el estado del sistema en la imagen de
interaccion se puede obtener directamente derivando (4.2.2a), sin embargo,
también se puede obtener al reemplazar (4.2.1) y (4.2.3a) en la ecuaciéon de
Schrodinger ihdy [1p(t)) = H(t) [ (t)):

ihéye m Hotip(t)), = {H, + V()Y e+ ot |o(t)),,

realizando la derivada respecto al tiempo, se cancelan los primeros términos de
ambos lados de la ecuacién y se obtiene

e Htind o (1)), = V(t)e m Tt o(1)).

Premultiplicando por exp (iﬁot/h) se llega a la ecuacién de movimiento para
el estado del sistema en la imagen de interaccién, la cual es

ihdcle(t)); = (V1)) le(t))r, (4.2.4a)

donde (V(t)) ; define el operador V(t) en la imagen de interaccion de acuerdo
con (4.2.2b).

Para obtener la ecuacion de movimiento de los observables se deriva (4.2.2b)
respecto al tiempo:

ihéy NIy = e# 1ot [ 11, NT] e 7ot 1 ih e ot (g, 11y e %o,
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= ihé, My =[H,, M|, +ih{o, M} . (4.2.4b)

La evolucién temporal de los estados es generada por el potencial V(t), mientras
que la evolucién temporal de los observables es generada por H,,.

La ecuacién (4.2.4a) permite estudiar los cambios dinamicos del sistema H,
inducidos por la interaccion V' (¢). Su representacion matricial en la base de
kets propios de H, conduce a

(1) w1 a(t)
P Eg(t) an Vlge’w to. 62(t)
ih — =| Va1 gtwizt Vao (425)

ot | () z : es(t) |

donde ¢;(t) = (EY|p(t)); v wij = EY — Ej. Observe que esta ecuacion es igual
a (3.1.17). En general, los elementos matriciales no nulos fuera de la diagonal
correlacionan los estados {|E?)}}, de manera que para ¢ > 0 el estado del sistema
serd una superposicion de los estados de H,, asi el sistema se haya preparado
en un estado propio de H,. Problemas con solucién exacta para potenciales
dependientes del tiempo son escasos, y por esta razén hay que recurrir a
métodos de aproximacioén para su solucién.

Ejemplo

Un modelo con solucién exacta que tiene gran aplicacion en fisica es el sistema
de dos estados. Considere, por ejemplo, un dtomo de dos niveles sometido a un
potencial oscilante de frecuencia angular w.

Siguiendo a Sakumij4 sean |E1) y |E2) los estados propios correspondientes a
los dos niveles de H,. Las matrices que representan a H, y V(¢) en la base
|E4), |E2) estan dadas por

(B, 0 {0 et
Ho = ( 0 E2) V(t) - (,ye—iwt 0 )7 (426)

donde 7y, w son nimeros reales positivos y £; < F5. Se observa que el potencial
correlaciona los estados |E1) y |Es), de manera que puede haber transiciones
entre estos dos estados. Para ¢ > 0, el estado del sistema expresado como una
superposicion de los kets propios de H, es |p(t)), = & (t) |[E1) + a(t) | Ea).

De acuerdo con (4.2.5), la representacion de la ecuacion de movimiento en la
base |F1), |F2) esta dada por

L0 c (t) 3 0 ,yei(w—wgl)t c (t)
Zh& (E;(t)) - (rye_i(w—w21)t 0 ) (E;(t))7 (427)

donde w21 = (E2 - El)/h

4 Sakurai, 1994, pp. 320-324.
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El modulo al cuadrado de cada coeficiente solucion de (4.2.7) define los pesos
de |E1) y |E2) en la superposicion que define el estado del sistema |p(¢)) ;. Si el
estado inicial del sistema es justamente el correspondiente al nivel de energia
mas bajo, esto es, si ¢1(0) = 1y é2(0) = 0 (solamente el primer nivel se encuentra
poblado inicialmente), para ¢ > 0 los pesos estan dados por

7 [h?
v2/h? + (w - w21)2/4

le2 (1)) =

sen’ (\/72 182+ (w—wan)’ /4) P (4.2.89)

() =1-E&)) (4.2.8b)

Se observa que la probabilidad de encontrar el sistema en el estado |E2) oscila
con la frecuencia angular

Q= \/12/h2 + (w - wa1)?/4 (4.2.9)

y que la amplitud de oscilacién es maxima (igual a 1) cuando la frecuencia w de
los términos no diagonales del potencial se acerca a la frecuencia caracteristica
del sistema de dos niveles we; = (Fo—FE7)/h. Debido a esto, la condicion w = woy
es conocida como la condicién de resonancia.

En la resonancia 2 = y/h y entonces, |é, (1f)|2 y |(~:1(t)|2 oscilan entre cero y uno
a medida que transcurre el tiempo. Cuando ¢ = ¢’ = wh/(27) se tiene | (¢')]* = 1
y |é1()]? = 0, de manera que durante el intervalo At =t — 0 = wh/(27y) ocurre
con toda certeza una transicion del estado inicial |E;) al estado |Es) (hay
un proceso de absorcién). En el instante ¢ = wh/v los pesos de los estados
son |&(t")[> = 0y |&1(¢")]> = 1, entonces, entre los instantes ¢ = wh/(27) y
t" = wh/~ ocurre con toda certeza una transicién del estado |E») al |Eq) (en
este intervalo hay un proceso de emision). Estos ciclos de absorcion y emision
se repiten indefinidamente mientras no cese la interaccién V(t)

Fuera de la region de resonancia también se tienen ciclos de absorcién y emisiéon
aunque con una probabilidad més baja debido a que los valores méximos de
E2(t)]* v |é1(t))* son menores que 1. Las probabilidades de transicién decrecen
a medida que w se aleja del valor resonante wo;.

Lecturas Recomendadas

- Sakurai J. J. (1994). Modern quantum mechanics. Ed. San Fu Tuan.
Addison-Wesley Publishing Company, seccién 5.5.

Ejercicios

1. Considere una particula con un grado de libertad translacional en un
potencial V(z) = mw?x?/2. Si en t = 0 la particula se prepara en un estado
coherente, |¥(0)) = |z), empleando la imagen de Heisenberg encuentre el
estado del sistema para ¢ > 0. Determine la incertidumbre del operador
posicion para t > 0 y compérela con la incertidumbre en ¢ = 0. ; Qué concluye?
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(Ayuda: tenga en cuenta que |z) es un ket propio del operador de destruccion,
alz) = z|z), y que el operador posicion es funcion de los operadores creacion
y destruccion).

2. Aplicar la imagen de interaccién para estudiar la dinamica del sistema
descrito por H = H, + V', donde

(B, 0 (0 4
w(g) v-(3)

y compararla con la dindmica del ejemplo desarrollado en el texto (ejercicio
4 de la seccién 3.2).

4.3 Introduccién a propagadores

Para una particula con tres grados de libertad traslacionales (sin espin) en
presencia de un potencial V(r,t), (r,t') € F(R>) es la funcién de onda
que representa su estado en el instante t'. Si el sistema es conservativo, el
estado de la particula para t > t’ esta definido por una superposiciéon de estados
estacionarios

(1)) = U(t, 1) [(0)) = 3. ci(0) e # B | By,
cuya representacion en coordenadas es
G(rt) =Y, () e 7B g, (),

donde {p;(r)} son los estados propios de energia para la particula. La funcion
de onda en un instante ¢ posterior a t’ calculada en el punto " determina la
amplitud de densidad de probabilidad de localizar la particula en dicho instante
y punto del espacio.

Empleando la relacién de completez de la base de kets propios de posicion, se
puede obtener una representaciéon integral de la funcién de onda en términos
de los elementos matriciales del operador evolucién segtn

Y(r,t) = (r[¥(1) = (r|U (¢, ) [¥(1)) = f dr' (r|U(t, ') ') (r'[ 2 (),

P(r,t) = / dr' U t; v/ ') W (r' 1), (4.3.1)
donde R R
U(r,t;r' t") = (r|U, ') |r") (4.3.2)

son los elementos matriciales del operador evolucién.
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Calculando (4.3.1) en el punto r":
Y(r',t) = f dr'U(r" t; 7' 1) (' 1),  (t>t,), (4.3.3)

se puede determinar la amplitud de densidad de probabilidad de localizar la
particula en el punto r” en el instante ¢ a partir de la suma ponderada de las
amplitudes de probabilidad de localizarla en todos y cada uno de los puntos
r’ de R;O’E en un instante previo t’. Los pesos estan definidos por los elementos
matriciales U(r"”,t; v',t") para r",t fijos.

U(r",t; r',t") es denominado el propagador de la ecuaciéon de Schrodinger de
la particula, o simplemente el propagador de la particula. En esta presentacion
de la dindmica de la particula se puede considerar que la evolucién temporal
estd contenida en el propagador, cuya forma funcional explicita depende del
potencial en que se encuentre la particula.

Para definir la evolucion del sistema hacia el futuro, ¢t > t/, el propagador se
suele definir segin

K" t; 7 ) = (¢"| UL, ) |r') 0(t -1, (4.3.4)
donde 6(t —t") es la funcion paso cuya definicion es

/ 1 t-t')>0
G(t‘t):{o Et—t’;<0

0 0(t-t)=5(t-t"). (4.3.5)

La interpretacion de la ecuacion (4.3.3) en la mecénica cuéntica no relativista
proviene de una interpretacion similar de las funciones de Green empleadas en
electrodinamica en el principio de Huygens. Este principio postula que cada
punto de un frente de ondas actiia como una fuente puntual que emite una
onda esférica, la cual viaja con velocidad c. El campo en un punto dado del
espacio en un tiempo posterior es la suma de los campos de cada una de estas
fuentes puntuales. La envolvente de todas las ondas define el siguiente frente
de onda.!

Para dar una interpretacion fisica al propagador cuantico se recurre a la
interpretacion de |r’) como el ket que representa el estado de una particula
perfectamente localizada en r = r” en un instante ¢’. Se supone que el estado de
la particula en ¢’ esta definido por el ket |x(t')) = |r') de manera que el estado
de la particula en un instante ¢ > t’ esta dado por

() = Ut t') ),

con lo cual la amplitud de la probabilidad de tener perfectamente localizada la
particula en el punto " en el instante t > t’ es

(r"Ix(®)) = (7" U, 1) |r'),
1 Morse y Feshbach, 1953, secciones 7-2 y 7-3.
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o lo que es lo mismo,

(" ) = K(r" t; 7/ ) = (#"|U (L, V') |r') 6(t - t'). (4.3.6)

Por esta razén (4.3.4) se denomina el propagador de la particula.

El propagador es justamente la funciéon de Green para la ecuacion de
Schrédinger de la particula:

{iho, - 7:1} K(r" t;r' ') =iho(r" —7") 6(t - 1), (4.3.7)

donde H = 12

r

LV ().

Para demostrarlo, se expresa el operador evolucién en la base de kets propios
del operador hamiltoniano

U(tt) =3, e #2015y (B

y se calcula su elemento matricial genérico en representaciéon de coordenadas
(| U 1) 1) = 3, a(r") ] () R0, (43.8)

donde ¢;(r) = (r|E;). Reemplazando en (4.3.4) se obtiene la siguiente expresion
para el propagador

K" 0, t) = Y o (r) i (') e B g ),

la cual satisface (4.3.7).

Reemplazando (4.3.8) en (4.3.3) para todo valor de ", se obtiene la funcién
de onda

o) = [ dr' S o) ei(r) SREC i ), (e2t),  (439)

la cual define el estado de la particula en instantes de tiempo mayores o iguales
que t’ si se conoce su estado en t'.

Otra interpretacién que se puede dar al propagador es la de una amplitud de
transicion. La amplitud de densidad de probabilidad de que la particula se
encuentre perfectamente localizada en 7" en el instante t” > ¢/, si en ¢t = t/
se encontraba en el estado |r'), viene dada por la amplitud de transicion del
estado |r') al estado |r'")

At” _ (’l"”|X(t”)> _ <’I"”| U(t",t,) |‘T‘l>, t” > t,,

comparando con (4.3.4) se ve que es precisamente el propagador de la particula.
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Empleando la imagen de Heisenberg, en la cual los estados de la base
evolucionan de acuerdo con (4.1.24), la anterior amplitud de transicion se puede
expresar

A= o (X)) = orlr"lr'), para 1 fijo

Notando |r), = |r,t), el propagador queda definido por

K %507 4) = 01" = 1) (4o, 1), (43.10)

que es la amplitud de densidad de probabilidad de que la particula se encuentre
en el punto (r”,t"”) del espacio tiempo euclidiano si ella se encontraba en el
punto (7',t').

Una vez conocido el propagador de la particula, la ecuacion (4.3.4) en (4.3.3)
proporciona una representacién integral del estado de la particula, solucién de
su ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

Ejercicio

1. Empleando (4.3.10), encuentre el propagador para una particula libre y
para una particula en un potencial de oscilador armoénico. Con base en el
propagador determine la solucién de la ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo.



Capitulo 5

Teoria del momento angular

Introduccion

En este capitulo se presenta la teoria del momento angular total de un sistema,
con base en la cual se puede iniciar el estudio de sistemas de una o maés
particulas con espin y de momento angular orbital no nulo. La razén de
merecer un capitulo aparte radica en la diferencia de la descripcién cuantica con
respecto a la clasica. Mientras que clasicamente es posible preparar un sistema
en un estado para el cual los valores correspondientes a las tres componentes
cartesianas del momento angular estan perfectamente definidos, en un sistema
cuéntico esto no es posible debido a que los observables correspondientes son
mutuamente incompatibles. Ademas, es necesario definir el conjunto completo
de observables compatibles de momento angular de un sistema, requerido para
la determinacién de los estados propios de momento angular.

Se inicia el capitulo con la definicién de los operadores rotacién en el espacio
euclidiano Ri. Con base en sus propiedades de grupo, en la secciéon 5.1 se
determinan los conmutadores fundamentales para las componentes cartesianas
del momento angular total de un sistema. A manera de ejemplo, en la seccién
5.2 se obtiene la representacién del grupo de rotaciones mediante matrices
complejas de dimension 2 para un sistema de espin 1/2.

En la seccién 5.3 se soluciona el problema de valores propios para el momento
angular total de un sistema empleando el método de los operadores escalera.
El problema de valores propios del momento angular orbital de una particula
en representacion de coordenadas se estudia en la seccién 5.4. Finalmente, la
seccién 5.5 se dedica a la determinacién de la matriz de transformacion entre
dos bases de momento angular definidas por los kets propios simultaneos de
dos diferentes CCOC. Los elementos matriciales de la transformacién definen
los coeficientes de Clebsch-Gordan y, a su vez, los coeficientes no nulos definen
las reglas de adiciéon de momento angular.

295
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5.1 Rotaciones en mecanica cuantica

Relaciones de conmutacion fundamentales para el momento angular
Rotaciones

Asi como las translaciones en el espacio euclidiano Ri son generadas por las
componentes cartesianas del operador momentum p, las rotaciones en Ri son
generadas por la componente del momento angular total en la direccién del eje
de giro.

El operador momento angular total de un sistema se acostumbra notar con
la letra J. En términos de los operadores que representan sus componentes
cartesianas, se puede expresar

A:j161+j262+j363, JZJ,

donde e; es el vector unitario en la direccion del i-ésimo eje cartesiano de R2.

El operador que corresponde a la proyecaon del momento angular total en la
direccién del vector unitario 7 € R es J, = J-ii. Si @ forma un angulo 3
con el eje z y su proyeccién sobre el plano (z,y) forma un angulo « con el
eje =, entonces el vector unitario se puede expresar 7. = njej + no€y + Nzez =
sen 8 cosae; + senf3 senaey + cosffes, con lo cual J, en términos de los
operadores J; es igual a

Jn = Jysen cosa + Jysen 8 sena + J3 cos S.

En mecénica clésica la rotaciéon en un dngulo ¢ alrededor de un eje de giro en
la direccién del vector unitario 71 es generada por la variable canénicamente
conjugada a ¢, la cual es igual a la componente del momento angular en la
direccion del eje de giro. La transformacion queda representada por una matriz
ortogonal 3 x 3 que se notard A,(¢$) y se denominara la matriz clasica de
rotacion. Por ejemplo, la matriz clasica que representa la rotacién en un angulo
¢ alrededor del eje z es

cosp —-sen¢p 0

A.(¢)=|sen¢p cos¢ O0].
0 0 1

El operador que representa la rotaciéon en un angulo ¢ alrededor de un eje en la
direccién del vector unitario 7 se notara Rn(¢) y se supone que el conjunto de
operadores {Rn(qb)}, para cualquier valor del parametro continuo ¢ y direccién
del eje de giro 7i, satisface las mismas propiedades del grupo de matrices clasicas
{A,.(¢)}. Estas propiedades son:

1. Esta definido el producto de dos elementos del conjunto {]%n(gﬁ)}, propiedad
denominada relacion de clausura:

R, (1) Ry (62) = Ry (3)- (5.1.1a)



5.1. ROTACIONES EN MECANICA CUANTICA 297

2. El producto es asociativo
{énl (¢1) Rn? (¢2)} Rn3 (¢3) = Rnl (¢1) {é7lg (¢2) Rn3 (¢3)} (511b)
3. Existe el elemento neutro definido por el operador identidad

R,(¢) |¢:0 =1. (5.1.1c)

4. Existe el reciproco o inverso de cada elemento del grupo*
R, (¢) = BI(¢) = R,(-9), (5.1.1d)

donde se ha supuesto que el operador es wunitario. Al representar las
rotaciones mediante operadores wnitarios se garantiza que la norma de
cualquier ket de estado queda invariante bajo la aplicacién de cualquier
elemento del grupo. Como, en general, el producto de operadores es no
conmutativo, el grupo de rotaciones es no abeliano como el correspondiente
grupo de matrices clasicas.

Se puede demostrar por calculo directo que si la rotaciéon infinitesimal alrededor
de un eje en la direccién del vector unitario 71 se define a través del operador
unitario )
i

Ru(e)=1-—J,e, (5.1.2)

>

donde ¢ es el angulo infinitesimal de rotacién, el conjunto {]:Zn(e)} satisface las
propiedades (5.1.1). El operador que representa una rotacion finita en un angulo
¢ se puede definir mediante el operador resultante de la aplicacién sucesiva de
N rotaciones infinitesimales cada una en un angulo ¢/N. En el limite N — oo,
se obtiene la expresién general

Ruo(¢) =€ h in® (5.1.3)

Se observa que el generador de las rotaciones alrededor de un eje en la direcciéon
del vector unitario 7 es justamente el operador J,, que describe la componente
del momento angular en la direccién del eje de giro.

Relaciones de conmutacion para el momento angular

Siguiendo a Sakurai, se empleard la correspondencia entre las propiedades de
grupo de las matrices clasicas de rotacién con la de los operadores cudnticos
para determinar las relaciones de conmutacion de las componentes cartesianas
del momento angular.

1 Las matrices clasicas que representan las rotaciones en el espacio euclidiano tridi-

mensional son matrices ortogonales reales con determinante igual a +1, el grupo que
ellas constituyen se denomina SO(3). Por ser matrices ortogonales reales, la trans-
formacién inversa queda directamente representada por la transpuesta de la matriz
correspondiente.
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Hasta segundo orden en &, las matrices clésicas de rotacién en un pequeno
angulo ¢ alrededor de los ejes cartesianos x, y y z son

1 0 0 1-5 0 ¢
2
Ay(e)=|0 1-%5 - | Aye)=] O 1 02 ,
0 € 1-5 - 0 1-5
2
1-5 - 0
2
Az(E): 9 1—% 0
0 0 1

Es facil demostrar que en la aproximacién a primer orden en € conmutan tanto
las matrices clésicas de rotacién como los correspondiente operadores cuanticos
infinitesimales. En la aproximacion de segundo orden ya no conmutan y es esta
propiedad la que se requiere para determinar las relaciones de conmutacion de
las componentes cartesianas del momento angular total de un sistema.

Calculando el siguiente producto de matrices clasicas hasta segundo orden en
€, se obtiene

A:I:(E)Ay(g) - Ay(E)Ax(g) = AZ(52) -1,

donde A.(?) es la matriz A (¢) reemplazando ¢ por £2, la cual, conservando
términos hasta segundo orden en ¢, es igual a

1 -2 0
A.(eH=[2 1 0]
0 0 1

Aplicando la correspondencia entre los grupos clasico y cuéantico, se obtiene

Rx(E)RU(S) - Ry(g)éw(g) = RZ(EQ) -

donde R.(e?) es el operador (5.1.2) con n = z y reemplazando & por 2.

Conservando términos hasta de segundo orden en ¢, de la definiciéon (5.1.2)
para n igual a = o y se obtiene

entonces o A
[Jo, Jy] =ihd..

Mediante un procedimiento similar, se obtienen las relaciones de conmutacion
de las demés componentes cartesianas del momento angular. Empleando la
notacion J; = Jx, Jo = Jy, Jy = JZ, las relaciones de conmutacion para
las componentes cartesianas del momento angular se resumen en la siguiente
ecuacion o .

[Ji, J;] =iheiji Ji, (5.1.4)
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donde €;;;, vale 1 si los indices estan en orden ciclico,? -1 si no lo estan y es
nulo cuando cualquier par de indices coinciden.

En general, las componentes cartesianas de cualquier operador momento
angular (ya sea momento angular orbital, de espin o el momento angular total)
satisfacen las relaciones de conmutacion (5.1.4). Como en su deduccion solo se
tuvieron en cuenta las propiedades del grupo de rotaciones, se puede decir que
(5.1.4) resume las propiedades del grupo y define el dlgebra que satisfacen los
generadores del grupo de rotaciones.

La representacion matricial de los operadores de rotaciéon dependerd de la
dimensién de la base del espacio de kets del sistema bajo consideracién. Una
representacién matricial no trivial es posible solamente en espacios de kets cuya
dimensién sea mayor o igual a 2. La justificaciéon de esta afirmacion se dara al
final de la seccion 5.2.

Ejemplo

Para un sistema de espin 1/2, el operador que representa la rotacion alrededor
del eje z en un angulo finito ¢ esta dado por (5.1.3), con J, = S,

R.(¢)=¢ 7 =2, (5.1.5)

Sea |¥) un estado arbitrario de espin del sistema. El ket imagen bajo la
aplicacion de (5.1.5) es

) = Ro(9) [W)=e 7 5=9|0), (5.1.6)

de manera que el valor esperado del observable S, cuando el sistema se
encuentra en el estado imagen |¥) , es

RV 80 W) = (U] {eF 505, e7F 50w, (5.1.7)
Para calcular la transformacion del operador 5}, indicada por el paréntesis en la

anterior ecuacién, se expande en serie de potencias las funciones exponenciales.
Después de reagrupar los términos de igual potencia en ¢, se obtiene

o L . R . 2 R R )
eh S08 e 5080 [8.5,]+ (5 0) 080,805, + -

2 El orden ciclico esta definido por un sistema de ejes cartesiano de mano derecha. Esto

es:x,y, 20Uy, 2, %0 2, x,y estdn en orden ciclico. Cualquier otro ordenamiento es no
ciclico.
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P54 i s 2 gt . 3 5
n Sz S0 2 . S S I
=e € Sy (1 o1 + m ) Sy (¢ 3l + = )
Los términos entre paréntesis al lado derecho definen las series pares e impares
de las funciones coseno y seno respectivamente. Entonces,

SZd’S’m e

s
s

e §z¢=,§z Cosgf)—S'y sen .

Reemplazando esta expresion en (5.1.7), se encuentra la siguiente ecuaciéon de
transformacién para los valores esperados

<SE>R:<S’$)COS¢—(»§ZJ)S€D¢, (5.1.8a)
donde L(¥|S, W), = (S'f)R.
Mediante un procedimiento similar, se obtienen las siguientes expresiones para
las otras dos componentes

<Sy)R:(5'm>sen¢+<5’y)cos¢, (5.1.8b)

(8.),=(8:). (5.1.8¢)

Comparando estas ecuaciones con las siguientes ecuaciones de transformacion
para las componentes de un vector clasico bajo una rotacién alrededor del eje
z

2’1 =21 cos¢—xy sen¢
x'o =21 sen¢ + o cos@
A
T3 =13,
se concluye que bajo una rotaciéon el valor esperado de los operadores que

representan las componentes cartesianas del momento angular de espin se
comportan como las componentes de un vector clédsico. Esto es,

(Si) =2 A (Sk), (5.1.8d)
k

donde A;; son los elementos de la correspondiente matriz clasica de rotacion.

De otra parte, para un estado arbitrario de espin representado en la base de
kets propios de S, |[¥) = C, |S,+) + C_ |S,-), se tiene

‘\I’>R = 6_%Sz¢ |¥) =C, en 829 |S.+) +C- 6_% 54 |152-)
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Comparando con el estado original, se observa que el efecto de la rotacion
es cambiar la fase relativa de los estados componentes, de manera que la
superposicion que define el estado imagen es, en general, diferente del estado
original.

El ket imagen es igual al ket original cada vez que ¢ es un maultiplo entero
de 47, mientras que los valores esperados en (5.1.8) coinciden con los valores
originales cada vez que ¢ es un multiplo entero de 2. Por lo tanto, el periodo
para los kets de estado es el doble del periodo de los valores esperados cuanticos
o de las matrices de rotaciéon clasicas.

En el ejemplo de precesion de espin para un sistema de espin 1/2 en presencia
de un campo magnético uniforme en la direccién z, se encontrd que el operador
evolucién es o

U(t,0) = e 7 =t

Comparéandolo con la ecuacién (5.1.5), se concluye que la evolucion temporal
del estado de espin es el resultado de una rotacién alrededor del eje z en un
angulo ¢ = wt, como ya se habia observado del andlisis de sus valores esperados.

Como en la deduccion de (5.1.8d) solamente se emplearon las relaciones de
conmutacién para las componentes cartesianas del momento angular de espin,
que son un caso particular de (5.1.4), el resultado es valido para cualquier
sistema con momento angular total J:

(i) =2 Aa (i), (5.1.19)
k

de manera que los valores esperados de las componentes cartesianas del
momento angular total de un sistema se transforman como las componentes
de un vector de R? bajo la correspondiente rotacion clasica.

Ejercicio

1. Empleando las relaciones de conmutacién para las componentes cartesianas
de los operadores posicién y momento angular, demuestre que las compo-
nentes cartesianas del operador momento angular orbital L, = §p. — 2Dy,
Ly=2%2p,-2p,y L, = 2Dy —yP, satisfacen las relaciones de conmutacién
(5.1.4).

5.2 Formalismo de Pauli. Representacion
espinorial

El formalismo de Pauli surge de la representaciéon matricial de los estados y
operadores de momento angular de espin en la base de estados propios del
operador S, de un sistema de espin 1 /2. En este formalismo, los estados de espin
quedan presentadas por vectores columna de dos componentes denominados
espinores y las componentes cartesianas del momento angular de espin quedan
representadas por matrices adimensionales 2x2 denominadas matrices de Pauli.



302 CAPITULO 5. TEORIA DEL MOMENTO ANGULAR

Base del espacio vectorial en el formalismo de Pauli

Los elementos de la base del espacio vectorial de un sistema de espin 1/2 son
denominados espinores base y notados {x4,x-}. Los espinores base quedan
definidos por la representacién matricial de los kets propios de la componente
z de espin en su propia base

x+:(3) 15.4). x=($) ~15.). (52.1)

En el formalismo de Pauli, un estado arbitrario de espin [¥) = ¢, |S,+)+c_ |S.-),
con ¢, = (S, £ |¥), queda representado por el espinor

X = (Zi) =Cy X4+ O X-. (5.2.2)

Los elementos de la base del espacio dual son
= 0), xt=(0 1),

y el dual del espinor (5.2.2) es
T T

X=(cr ) =cixb+einl
El cuadrado de la norma de un espinor esta dado por la relaciéon usual

yIx=cte,+ctes = e, P+ |

Matrices de Pauli

Definiendo operadores adimensionales que caractericen las componentes carte-
sianas del momento angular de espin segin

2 .
g; =

S, 5.2.3
5 ( )

su representacién matricial en la base de kets propios de S, define las matrices
de Pauli o;. Explicitamente,

0 1 0 -1 1 0
01:%::(1 0), agzayz(i O)’ JgZUZ:(O _1). (5.2.4)

Algebra de las matrices de Pauli

Las matrices de Pauli definen un algebra no conmutativa sobre el campo de los
complejos, caracterizada por las siguientes propiedades
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a. o2=1 = 62=1

b. %(O’in +0jai):5ij1 =4 %{OA'“(AJ']}:(Smi

C. %(aiaj—ojcri):ieijkak <~ %[&i,&j]:isijka—k
d. det g; = -1 <~ det &i =-1

e. traza g; =0 < traza ;=0

El valor esperado de los observables &; cuando el sistema se encuentra en un
estado arbitrario de espin es
. + 24 .
(6iY=x"os x <= i (Sz> =(¥| 4; |¥).
Con los elementos del algebra de Pauli se puede definir un algebra no
conmutativa en la cual el anticonmutador define un producto interior o
producto conmutativo de los elementos del grupo y el conmutador un producto
exterior o producto no conmutativo, de tal forma que el producto de dos
elementos del algebra se puede expresar

1
(Uin + O’jO’i) + 5 (O’iO'j - O'jO'z')

DN | =

0'7;0']' =

. Lo .. .
< 0'7;0]‘25{02',0]‘}"-5[0'7;,0']'].

Este producto, denominado producto geométrico, es la base de la definiciéon del
dlgebra geométrica o dlgebra de Clifford, que debe su nombre a Hestenes, quien
retomo el dlgebra de Clifford como un lenguaje comin para mateméaticos y
fisicos, que tiene la ventaja de poner de manifiesto las propiedades geométricas
contenidas en los formalismos de la fisica.

Esta algebra geométrica® se puede construir con los elementos de un espacio
vectorial lineal. En este sentido, el algebra de las matrices de Pauli se puede
considerar como una representaciéon matricial del &dlgebra geométrica generada
por los elementos de una base ortonormal del espacio euclidiano tridimensional.

Puesto que la propiedad b. de las matrices de Pauli define los elementos del
tensor métrico del espacio R?, el algebra de Pauli fue denominada por Hestenes
como el dlgebra geométrica del espacio euclidiano R*. Otro ejemplo de algebra
geométrica en fisica es la de las matrices de Dirac de la mecanica cuéntica
relativista, la cual se puede considerar como una representacién del algebra
geométrica generada por los elementos del espacio tiempo plano.

Una introduccién a estas lgebras se puede consultar en Spinel M. C. (1990). Algebras
de Clifford, Momento, (2), pp. 22-30.; Spinel M. C. (1990). Algebra de Clifford del
espacio-tiempo. Momento, (3), pp. 25-34.
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Rotaciones en el formalismo de Pauli

Para un sistema de espin 1/2, el operador de rotacién en un angulo finito ¢
alrededor del eje en la direccion del vector unitario 7 de R? esta dado por

Ry () =e 7 9 =gt ond2 (5.2.5)
donde G, = 6 -7t = 64Ny + Gyny + 6,1,. Su representacién matricial es

n Ny — 1N
On = OgNg + OyNy + 0.1 = (n +zz'n x—n y) (5.2.6)
T Yy z

Con esta expresion se puede demostrar que

S
(6-n)"=n-nl=1
y, €n consecuencia,

~ym _,~ -\m_| 1 para m par
(@)™ = (&-1) _{&n para m impar’ (5.2.7)

Expandiendo en series de potencias la funciéon exponencial en (5.2.5) y
aplicando (5.2.7), se obtiene

Ru(¢)=e 17?2 =1 cos(¢)2) —i 6 sen(¢/2),

de manera que el operador rotacién queda representado por la matriz

_[cos(¢/2) —in. sen(¢)2)  —(ny +ing) sen(¢/2)
R.(¢) = ( (ny —ing) sen(¢/2) cos(¢/2) +1i n, sen(qb/Q)) » (5:28)

la cual se puede expresar

a -b
U= (b* a*)7 (5.2.9)
donde a = cos(¢/2) —i n, sen(¢/2) y b = (ny +in,) sen(¢p/2). Se observa
que los elementos matriciales satisfacen |a|* + |b|° = 1, denominada condicion
unimodular.

Al grupo de matrices (5.2.9) que representa el grupo de rotaciones en R‘z
se le denomina grupo unitario especial SU(2). La letra S proviene de la
palabra special en inglés e indica que los elementos matriciales satisfacen
la condicién unimodular. Cuando esta tultima condicién no se satisface, se
denomina simplemente grupo unitario U(2).

En mecéanica clasica se estudia la representacion de las rotaciones mediante
matrices reales 3 x 3, de determinante igual a uno, las cuales definen
el denominado grupo SO(3). Recordando a Goldstein,® este es un grupo

4 Goldstein, 1987, ecuacion (4.105).
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caracterizado por tres parametros reales que pueden ser los dngulos de Euler.
De (5.2.9) y la condicién unimodular, se observa que las rotaciones siguen
caracterizadas por tres pardmetros reales, ya que la matriz se puede expresar
en términos de dos nimeros complejos a y b y, por tanto, se tienen cuatro
parametros reales independientes, definidos por sus partes reales e imaginarias,
los cuales se reducen a tres cuando se satisface la condiciéon unimodular. Es
entonces intuitivamente claro el por qué una representacion no trivial del grupo
de rotaciones no pueda tener una dimensiéon menor que dos.

5.3 Problema de valores propios para el momento
angular

5.3.1 Relaciones de conmutacion

El operador que representa el cuadrado de la magnitud del momento angular
total de un sistema es L
J=J-J=J+J3+J2. (5.3.1)

El conmutador de J? con cualquiera de sus componentes cartesianas .J; se puede
expresar

i, 7] - Jil [, 2.

Aplicando la ecuacién (5.1.4), un elemento de la suma es igual a

[j“jf] = [j“jj] jj+jj [ji,jj] = ih&‘ijk jkjj +ih€ijk jjjk = ih&ijk {jk,jj}

= [Ji, J?] =ihenr {Jp i} +iheon {JpJo}+ihese {Jk J3},

donde {jk, jj} es el anticonmutador de los operadores Jy y jj. Considerando
1 =1y los posibles valores de k, se obtiene

[J1,J%] =iheias {Js, o} +ihers {Jo,J5} =0,

Para i = 2 e i = 3 se obtiene el mismo resultado, de manera que J? conmuta
con cualquiera de las componentes .J;. Esto es,

[J2,J;] =[], J?] =0, 4,j=1,2,3, (5.3.2)

que junto con (5.1.4), [J;, jj] =idhegr jk, definen las relaciones bésicas de
conmutaciéon de momento angular.

Estas relaciones de conmutacién muestran que las componentes cartesianas de
momento angular son incompatibles, mientras que J? y una cualquiera de sus
componentes son compatibles. Esto implica que no es posible tener estados de
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momento angular que sean estados propios simulténeos de las tres componentes
cartesianas, pero si es posible determinar un conjunto de estados propios
51mu1taneos para los observables J 2 y una cualquiera de las componentes j;.

Clasicamente, un sistema se puede preparar en un estado de momento angular
representado por un vector con magnitud y orientacion perfectamente definidas,
mientras que cuanticamente solo es posible prepararlo en un estado propio
simultaneo de J2 y j’z, para el cual estdn perfectamente definidos los valores
de la magnitud y de una de sus componentes cartesianas. En otras palabras,
al momento angular de un sistema cuantico no se le puede asociar una unica
orientacion en RS.

Se acostumbra elegir como observables compatibles a J? y Js = J.. Estos
dos operadores definen un CCOC de momento angular para el sistema y sus
kets propios simultaneos definen estados para los cuales el valor del cuadrado
de la magnitud y la componente z de momento angular estin perfectamente
definidos.

5.3.2 Valores propios de momento angular

Solucionar el problema de valores propios del momento angular de un sistema
consiste en determinar los conjuntos de valores y kets propios simultaneos de
los observables compatibles J?2 y J.. Notando |a, b) el ket propio simultineo
correspondiente al valor propio a de J? y b de JZ, las ecuaciones de valores
propios se pueden expresar

J%|a,b) = ala,b), (5.3.3a)

J.|a,b) = b |a,b), (5.3.3b)

donde, en general, los valores propios a y b son degenerados debido a que
ninguno de los dos observables define un CCOC de momento angular por si
solo.

Para solucionar las ecuaciones de valores propios en el espacio de kets definido
por los dos observables se emplea el método de los operadores escalera de
momento angular, definidos por

Jo=J,xi Jy. (5.3.4)

Aplicando las ecuaciones (5.1.4) y (5.3.2) se demuestran las siguientes relaciones
de conmutacién
[Fi]=2h i [hd]-+h i
o o o (5.3.5)
[J2, 0] =[J% Ju] +i [J?,J,] =0.

El efecto de J. sobre un ket propio de J? se analiza aplicando el operador J?
al ket J, |a,b). Como [J2,.J.] =0, se obtiene

J? {ji la, b)} =J.J?|a,b)=a {ji la,b)}, (5.3.6a)
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de manera que tanto |a, b) como J. |a, b) son kets propios de J? correspondientes
al mismo valor propio a y, en consecuencia, deben pertenecer al mismo
subespacio ‘E,, asociado al valor propio a. Esto muestra que los operadores
Js dejan invariantes cada uno de los subespacios ‘E,. Si a corresponde a un
valor propio no degenerado, el subespacio es unidimensional y los dos kets son
linealmente dependientes.

Entonces, se puede restringir el espacio a cada subespacio &, para analizar
el efecto de los operadores escalera sobre los estados propios de J.. Como
{J2, JZ} define un CCOC, el espectro de J, restringido a cada subespacio E,
es no degenerado y la base de cada subespacio esta definida por el conjunto de
kets propios {|a,b)} linealmente independientes correspondientes a cada valor
propio a.

Aplicando el conmutador [jz, J;] =zh J, y la ecuacion (5.3.3b), el efecto de
J. sobre los kets propios de J, se obtiene de

JAJela,b)} = Jud.|a,b) £h J.la,b),

JAJea, b)) = (bxh) {J.]a,b)}, (5.3.6b)

de aqui se concluye que si |a,b) es ket propio de J, correspondiente al valor
propio b, J, |a,b) también es ket propio pero correspondiente al valor propio
(b £ h). Esto es, J. eleva o reduce los valores propios de J. en la unidad
fundamental de momento angular h.

Dado que el espectro de J, restringido a cada subespacio £, es no degenerado
y que la, b+ h)y J. |a, b} son kets propios de J. correspondientes al mismo valor
propio (b+ h), estos dos kets son linealmente dependientes:

Jula,b)y =cila,b+h) en E,. (5.3.7)

Espectro de J%y J,

Con (5.3.1) y la definicion de los operadores escalera (5.3.4), se demuestra que

JP-Ji= R+l = (j+j,+f,j+).

Como jl = Js, entonces J2 — JE = % (J:,ji +ﬂj+), y su valor esperado para un
estado propio simultédneo se puede escribir

ny a 1 PN SN
(a,0] (J* = J2) la,b) = 5 {{a. b] T 51 la,b) + a,b] 1 Ja,b)}

Como el lado derecho es igual a la suma del cuadrado de la norma de los
kets ;T |a,b) y J, |a,b), la cual es mayor o igual a cero, se obtiene la siguiente
desigualdad

(a,b| (J? = J?) |a,b) >0
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Aplicando las ecuaciones de valores propios (5.3.3) y teniendo en cuenta que
la,b) es un estado y, por tanto, su norma es no nula, se obtiene

a-b*>0 = axl (5.3.8)

Este resultado implica que los valores propios del operador J, restringido a
cada subespacio ‘E, tienen una cota superior y una inferior

bnin <0 < b (5.3.9)

de manera que los operadores escalera .J, no podran elevar o reducir los valores
propios de .J, indefinidamente, por lo cual

Jo @y bmae) = °), I |aybmm) = °), (5.3.10)

donde |°) nota el ket nulo.

Para calcular b,,4, en términos de a se aplica J_ a ambos lados de la primera
de las ecuaciones (5.3.10) y se recurre a la igualdad J? - J2 h,=J_J, , para
obtener

J- + |a7bmdac> = (j2 - j,f - hjz) |a7bmd:c> = |O> .
Teniendo en cuenta las ecuaciones de valores propios (5.3.3), se obtiene

(0, b72naz - hbmdw) |a’bmd$> = |0> .

Como |a,bng.) es un ket de estado y, por tanto, diferente del ket nulo, la
anterior ecuacién se satisface solamente si

a= bmdz(bméi? + h) (5311&)

Similarmente, aplicando J, ala segunda ecuacién en (5.3.10) y teniendo en
cuenta la igualdad J2 - J2 +h.J, = J, J_, se obtiene

De las dos tltimas ecuaciones se concluye
bmdx(bmdx + h) = bmz’n(bmz’n - h) (5.3.11C)

Si byge = bmin, la Gnica solucién posible es by40 = b = 0. Si se supone
que bna: es negativo, se puede expresar bmar = —|bmaz| y (5.3.11c) se
reduce a |bmaz|(|bmaz] = 7) = bmm(bmam — h), cuyas soluciones conducen a las
contradicciones bz = |bmaz| 0 bmm = B = |bmaz| = h + bmaz. Entonces, la
suposicion es falsa y b4, debe ser positivo. Para b,,4, positivo, la soluciéon
de (5.3.11c) es

bonin = bz (5.3.11d)
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de manera que (5.3.9) se reduce a

—bmar <b<bmaa, bmaz > 0. (5.3.12)

De otra parte, aplicando sucesivamente j+ al estado |a, by,z) hasta obtener el
estado |a, byge): R
Jiv |Cl, bmz’n) =D |a7 bmdw)a

y teniendo en cuenta que jiv |a, binin) = C |a, by + Nh), se obtiene
|a, brmin + Nh) =D’ |a, bma’z) y

donde N es niimero entero positivo.

La aplicacion de .J, a ambos lados de la anterior igualdad conduce a

(bmz’n + Nh) |a7 bonin + Nh) = bmsa D' |a, bmdm) = bmia |a, brmin + Nh>

= bmim + Nh =bpga-

Como bmazr = —bmim = bmaz = NA/2, las ecuaciones (5.3.12) y (5.3.11a) se

pueden expresar
N N

-h—<b<h—, (5.3.13)
2 2
N, N N N
a=h—(h—+h)=h*—(=+1).
22 22

Caracterizando los valores propios de J2 con el niimero entero o semientero
positivo j = N/2, denominado nimero cudntico de momento angular, se obtiene
la siguiente expresion para los valores propios

a=h%j(+1). (5.3.14)

Con este resultado, la ecuacion (5.3.13) se puede escribir —hj < b < hj. Entonces,
si los valores propios de J, se caracterizan con el numero m, denominado
numero cudntico azimutal, mediante la relacion

b=hm, (5.3.15a)
la ecuacion —hj < b < hj se reduce a la siguiente desigualdad para los ndmeros

cuanticos
_j <m¢< j. (5.3.15b)

Esto es, en cada subespacio E;, asociado al valor propio degenerado h2j(5+1),
el nimero cuantico azimutal queda acotado por el valor del nimero cuantico j
segtn (5.3.15b), de manera que los posibles valores de m son nimeros enteros
o semienteros positivos y negativos.
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Resumiendo los resultados obtenidos, las ecuaciones de valores propios de J2 y
J. se pueden expresar

T2 ljym) =h%i(G +1) |j,m), (5.3.16)

con j = entero o semientero positivo, y

Jo|j,m) =hm |j,m), (5.3.17)

con m entero o semientero, positivo o negativo, el cual debe satisfacer la
desigualdad —j < m < j para un j dado.

Como para cada valor de j hay (2j + 1) valores de m diferentes (ejercicio 1)
a cada valor propio de J? le corresponden los siguientes (25 + 1) kets propios
ortonormales

{|Ja_.7>7|]7_.7+ 1)7|.7aj_ 1)?|,77]>}7

de manera que la degeneracién de cada valor propio de J2, y por tanto la
dimension de cada subespacio E;, es igual a (25 +1).

Representacion matricial de los operadores de momento angular

Consideremos como base del espacio de kets de momento angular el conjunto de
kets propios simultédneos ortonormales {|j, m)} cuyas relaciones de completez y
ortonormalidad son

i: Zj,m |Jam> <j7m|7 <jvm|j,am,) = 6jj' 6mm'-

Por ser la base de kets propios simultaneos de los operadores J2 y J., las
matrices que representan estos operadores son diagonales. Explicitamente, sus
elementos matriciales son

(Gom| J? 5", m/y = B25(5 + 1) 8;j O (5.3.18a)

(jyml J. |5, m) = hm 8 jo Sy (5.3.18b)

Para hallar la representacién matricial de J;, se determina primero la constante
de multiplicidad entre el ket J,|j,m) y el ket |j,m +1) en cada subespacio
;. Reescribiendo la ecuacién (5.3.7) en términos de los niimeros cuanticos de
momento angular

Ji ljym) = ¢l m 1),

la norma al cuadrado de J, |, m) es igual a

Goml JET, iom) = |l Gom+ 1im+1) = [l
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Reemplazando la igualdad jl Jy=J J, =J?- jf —hJ. y aplicando (5.3.18),
salvo un factor de fase arbitrario, se obtiene

=G +1) -m(m+1).

Mediante un procedimiento similar se encuentra que el coeficiente Cim €8
.

G =BG +1) =m(m - 1),

Los ultimos resultados se pueden resumir en la siguiente expresion:

Je ljym) = /GG + 1) —m(m £ 1) [jm £ 1), (5.3.19)

a partir de la cual se obtienen los siguientes elementos matriciales para los
operadores escalera

(G,m| Je 5',m"y = hG(G + 1) —m(m £1) 8 ¢ Smmrsa- (5.3.20a)

La representaciéon matricial de los operadores J. restringidos a cada subespacio
E; se obtiene de la anterior ecuacién cuando j = j'. Esto es,

(G,m| Je l7,m') =G+ 1) —m(m£1) Spmrsr en  Ej. (5.3.20b)

El término &y, 41 indica que todos los elementos matriciales (j.),,,, seran
nulos exceptuando la primera diagonal superior para J_ y la primera diagonal
inferior para .J,. Con base en (5.3:.20)7 se puede obtener de manera sencilla las
representaciones matriciales de J, y J,. En efecto, como J, = J, =1 J, los
operadores Ty y jy se pueden expresar

L= 2) (et 0, = @f2)( - ),

y sus elementos matriciales serdn proporcionales a la suma y diferencia de los
elementos matriciales de los operadores escalera (ejercicio 3).

5.3.3 Representacion irreducible del grupo de rotaciones

De acuerdo con (5.1.3), para un sistema con momento angular total j, el
operador

Rn(d)) = 6_ % Jnd)’

caracteriza la rotaciéon en Ri de todo el sistema en un angulo ¢ alrededor de
un eje cuya direccién esté definida por el vector unitario 7. Al variar 7 y ¢,
se generan todos los elementos del grupo continuo e infinito de rotaciones. Sea
|7, m) la imagen del ket propio |j,m) bajo la rotacion

|j7m>R = Rn(¢) |.77m)
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Teniendo en cuenta que el operador J? conmuta con las tres componentes
cartesianas de J, se obtienen los siguientes conmutadores:

[J2,J,]=0, = [J% f(Ja)]=0,

de manera que J? conmuta con el operador de rotacién

[J2,Ru(0)] =0, =  J*R.(9) = Ru()J?

y su efecto sobre los estados propios de J? es

Jj,m) g = J? Ru(9) |5, m) = Ru(0) J? |j,m)
=h%5(j + 1) Ru(8) |j.m) = h?j(j +1) |j,m) 5

= JPljym)g =05 +1) [5,m) g, (5.3.21)

indicando que |j,m) y |j,m) son kets propios correspondientes al mismo valor
propio de J? ¥y, por tanto, pertenecen al mismo subespacio E;. Como lo anterior
es valido para cualquier elemento del grupo de rotaciones, se concluye que cada
subespacio E; es invariante bajo el grupo de rotaciones. Otra forma de ver la
invariancia es considerando que la aplicaciéon de cualquier elemento del grupo
de rotaciones sobre todos y cada uno de los elementos de un subespacio E;
da como resultado el mismo subespacio. Esto, a su vez, implica que cualquier
elemento del grupo queda bien definido en uno de tales subespacios.

De acuerdo con (5.3.21), (j,m| Rn(¢) |5',m') = (4,m|j",m")p sera nulo para
Jj # j', ya que en este caso [j',m'), y |j,m) son estados propios de un
operador hermitico asociados a valores propios distintos y, por tanto, son
ortogonales. Esto implica que los elementos matriciales de un operador de
rotacion podran ser diferentes de cero solamente cuando j = j', es decir,
cuando el bra y el ket correspondan al mismo valor propio de J2. Entonces,
(7,m| Rn(¢) ', m') = (j,m| Ru(¢) |j,m’) §;;. De ahi se concluye que para
determinar la representacién matricial de los elementos del grupo de rotaciones
basta determinar la representacién matricial de los operadores restringidos a
cada subespacio ‘E; de dimensién (2j + 1).

Las relaciones de completez y ortonormalidad de la base de cada subespacio
E; estan dadas por

=P =5 jm) (G,m|,  (j.mlj,m’) = Gmm, (5.3.22)

donde Pj define el operador proyeccion sobre el subespacio ‘E;. Los elementos

matriciales del operador Rn(qb) restringido a un subespacio E; se pueden
escribir

(R (0))2, 0 = (Gom]| Ry(9) [, m), (5.3.23)
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mientras que la matriz que representa a R, (¢) en la base {|j,m)} de ‘E es la
siguiente matriz de bloques diagonales:

Rl (¢) 0

R, (&)= 0o Ri(¢) - (5.3.24)

donde 0 representa matrices nulas (2§ + 1) x (25’ + 1) y R’ (¢) es la matriz
cuadrada (2j +1) x (25 + 1) que representa el operador de rotacion restringido
al subespacio E;.

Cada conjunto continuo e infinito de matrices {Rﬁl(qﬁ)} define la (25 +1)
representacion irreducible del grupo de rotaciones. Se denomina irreducible,
ya que no existe una transformacion de semejanza que permita expresar la
matriz (5.3.24) en bloques diagonales de dimension menor. En otras palabras,
no hay otra base de kets propios simultaneos de momento angular que permita,
para un j dado, definir subespacios completos en los cuales estén bien definidos
cualquiera de los elementos del grupo rotaciones.

Con base en la relacién de completez (5.3.22), cualquier ket |¢) que pertenezca
al subespacio E; y el ket [j,m’) 5 = R,(¢) |j,m’) se pueden expresar

) = 22 (G.mle) lj.m) = el () liym), (5.3.25)

m

G:m") g = 22 Gyl Ra(@) 1, m') [5;m) = 3 (R (€))hr ldm) . (5.3.26)

m

Comparando estas ecuaciones se concluye que en principio todo elemento de
E; se puede generar mediante la aplicacién de uno de los elementos del grupo
de rotacion sobre el elemento de la base |7, m).

Se observa una relacion directa entre subespacios invariantes ante el grupo
de rotaciones y las representaciones matriciales irreducibles del grupo. La
representaciéon matricial de los elementos del grupo restringidos al j-ésimo
subespacio invariante E; define la (2j + 1) representacion irreducible del grupo
de rotaciones {Rﬁl(¢)}

Ejercicios
1. Teniendo en cuenta la desigualdad (5.3.15b), compruebe que dado un valor
de j hay (2j + 1) diferentes valores de m.

2. Restringido al subespacio ‘E;, encuentre las matrices que representan los
operadores escalera J.. Considere separadamente los casos j = 1/2, j =1
y j = 3/2. Compare con la representacion matricial de los operadores de
creacion y destruccién en la base de kets propios del oscilador armoénico.

3. Encuentre las matrices que representan a J. y J? en los subespacios E;
para j = 1/2,1,3/2, y con base en las matrices determinadas en el anterior
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ejercicio calcule las matrices que representan a JA;E7 jy Compare las matrices
para j = 1/2 con las matrices de espin de un sistema de espin 1/2 y comente
su respuesta.

5.4 Momento angular orbital

Cuando el momento angular de espin de una particula es nulo, la dnica
contribucién a su momento angular total es el momento angular orbital L,
el cual proviene de sus grados de libertad de translacion. En este caso, J=1L.
Como se vera, empleando la representacion en coordenadas polares esféricas se
demuestra que las funciones propias simultaneas de los operadores L2 y ﬁz son
justamente los armonicos esféricos y que el niimero cuantico que caracteriza los
valores propios de L? debe ser un entero positivo.

El momento angular orbital de una particula se puede expresar

L= x p=(@2p3~d3p2) &+ (L3p1 — a1 P3) €+ (&1 2 — B2P1) 3
j_\—/=7'; X ﬁ=i/1 él+f4262+f43€3=z.i/i

(3

(5.4.1)

™

Sus componentes cartesianas satisfacen las relaciones de conmutacion (5.1.4)

[iia ij] =ihei Li, (5.4.2a)

[L? Li]=[L:,L?]=0, (5.4.2b)
donde L2 =L-L=13+13+1L3.

Representacion en coordenadas de L2 Y L,

El elemento matricial del operador ﬁz en la base de kets propios de posicién
{lr)} = {|z1, 22, x3)} esta dado por

(r| L. |r') = (w1, 22, 23] L3 |2'1,22,2"3) = (21,22, 23] &1 P2 — E2 1 |2'1,2"2,2"3)
(7| Ly |r') = =i h (21 0py — 22 05,) 6(7 —1"). (5.4.3a)

Expresiones similares se encuentran para las otras dos componentes las cuales
se pueden reunir en la siguiente expresién vectorial

(| L|r'y==ih (r x0,) 6(r—-7"),

donde r es un elemento del espacio euclidiano Ri y Or = V. es el operador
gradiente definido sobre Ri. En consecuencia, la representacion en coordenadas
del momento angular orbital se puede expresar

L=-ih(rxdy), Li=-ih(r xo), (5.4.3b)

donde £; nota la representacién en coordenadas de L.
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Hasta el momento se ha empleado para la representaciéon en coordenadas la
base de kets propios simultidneos de las componentes cartesianas del operador
posicion de una particula |r) = |z1,z9,23), asociando a cada grado de
libertad un operador ;. Sin embargo, las funciones y operadores diferenciales
en (5.4.3) se pueden expresar en cualquier tipo de coordenadas de R?
mediante las correspondientes ecuaciones de transformacién. Para expresarlas
en coordenadas polares esféricas se tienen en cuenta las siguientes ecuaciones
de transformacion

ry=rsenf cosy, xz=rsend senp x3=r1 Cosb,

r>0, 0<f<m, 0<p<27m

Para expresar un ket propio de posicién en coordenadas esféricas se puede
asociar a cada grado de libertad uno de los operadores compatibles (f,é,@),
cuyos valores propios sean justamente los de las coordenadas curvilineas
(r,0,9), de tal manera que los kets propios simultaneos satisfagan

72|7“,97(p>=7“|7‘79,<p> é|?",07(p>:9|7‘,97(p> (,27|7‘76‘,<p>=go|7“,9,tp>,
y sus espectros queden definidos por r >0, 0<f<7, 0<¢<27.

Los kets propios simultaneos |0, ¢) de los operadores (é, <,2>) definen un espacio
completo de kets, que es el subespacio asociado a cada valor propio degenerado
r, generado por el conjunto |r,f0,¢) para un valor propio r fijo. En otras
palabras, una base del espacio de kets de la particula es la definida por el
producto tensorial de los espacios generados por los kets propios de  y los kets
propios simultaneos de 0 y ¢.

Entonces, un ket |r) representa tanto un ket propio simultaneo de los tres
observables ; como un ket propio simultianeo de (f,@,gb). Para una correcta
equivalencia, la relacion de completez de los kets |r, 6, ¢) debe estar dada por

* s 27
1= frzdrfsen”"fd@ Ir,0,0) (.0, ¢, (5.4.4)
mediante la cual el cuadrado de la norma de cualquier ket de estado es
o0 ™ 27
(Vly) = f r2dr f send df f do V¥ (r,0,0)(r,0,p), (5.4.5)

donde (7,0, ¢) = (r,0, 1) es la funcién de onda correspondiente.’

La representacion de coordenadas de las componentes cartesianas del momento
angular en la base {|r, 0, ¢)} se obtiene aplicando las ecuaciones de transforma-
cion de coordenadas a las ecuaciones (5.4.3):

Lo =L, =—-ih(-seny dy—coth cosp d,), (5.4.6a)

Note que esta misma expresion se obtiene del producto interior representado en
coordenadas cartesianas cuando se hace su transformacién a coordenadas polares
esféricas.
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Loy, =Ly =~ih(cosp dp—coth sengp d,), (5.4.6h)
Loy =L, =~ih 0, (5.4.6¢)

Esta representacion también se puede obtener a partir de los operadores de
rotacién infinitesimales, empleando un procedimiento analogo al seguido para
la representacién en coordenadas cartesianas del operador momentum con base
en los operadores de translacion.?

Aplicando las ecuaciones (5.4.6), se obtienen las siguientes expresiones para el
cuadrado del momento angular y los operadores escalera

A2 2 1 1 2)

= - —_— - -
L h (Se 969(86119(99)4— sen%)a“’ s (547)
ﬁi = ﬁw iiﬁy = het'¥ (i&g +1 cotd é’g,) . (5.4.8)

Comparando (5.4.7) con la siguiente expresion del operador laplaciano en
coordenadas polares esféricas

a,%={53+§5r+i($ao(sen989)+ﬁ62)}, (5.4.92)

r2

se concluye que L2 multiplicado por el factor —1/(h?r?) es igual a la parte
angular del operador laplaciano, por tanto

2 1
2 _ |2 ) 2
Oy = {6T + Tor 21"2[: } (5.4.9b)

Con esto, el operador energia cinética en representacion de coordenadas es igual
a

R h2 h2 2 L2
=P {52 7(77“} = . 5.4.10
T o2m " om " * r * 2mr2 ( )

Teniendo en cuenta que £? involucra solamente operadores diferenciales con
respecto a las coordenadas angulares se demuestra que £? y 7 son observables
compatibles. Este resultado se aplicaré en el proximo capitulo en el estudio del
problema de valores propios de energia de una particula en un campo central
de fuerzas.

Solucion del problema de valores propios de L? y L,

De acuerdo con (5.3.16) y (5.3.17), las ecuaciones de valores propios para I?y
L. se pueden escribir

L2116, mg) = A20(L+1) |6, my),

L. |6,me) = hmy [€,my),

2 Sakurai, 1994, ecuaciones (3.6.9) a (3.6.12)
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con
—l<my <, (5.4.11)

donde ¢ y my son los numeros cuanticos que caracterizan los valores propios de
los operadores momento angular orbital.

Los operadores que definen las componentes cartesianas del momento angular
orbital de una particula en la ecuaciones (5.4.6) y (5.4.7) solo involucran
las variables (0,¢), que definen la orientacion de la particula en el espacio.
Entonces, para determinar la representaciéon de coordenadas de las ecuaciones
de valores propios basta restringirse al espacio definido por los kets propios
{16, ¢)}. Notando Y,™ (8, ¢) = (0, ¢|¢,m,) a las funciones propias simultaneas
de los dos operadores, las ecuaciones de valores propios se pueden expresar

L2Y™(0,0) = h2L(L+1) Y™ (0,0),
LY"(0,0) = hme Y, (0, 0).

Reemplazando (5.4.7) y (5.4.6¢), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales parciales

{iag(senaa(,) . 2, 00+ 1)}Ym@(97ap) 0, (5.4.12)
sen 0

29@

{0p—imy} Y(0,0) = 0. (5.4.13)
La integracion de (5.4.13) conduce a la siguiente solucion

Y (0,9) = £(0) €% = f(0) P, (1) (5.4.14)

Para que (5.4.14) sea una solucién cudntica, ®,,,(p) = €™ ¥ debe ser una
funcién univaluada lo cual es posible solamente si m, es un entero. Por ejemplo,
si se admite que my puede tomar valores semienteros como my, = 1/2, la funcion
D, (¢) =€ ¢2 no sera univaluada. En efecto, con z = e ?, un punto del plano
complejo sobre un circulo de radio unidad, la funcién de onda se puede expresar
Dy/9(p) = z1/2. Sin embargo, esta funcién no es univaluada, pues a un mismo
punto del plano complejo (z = (1,¢) = (1, ¢ +27)) le corresponden dos valores
diferentes de la funcion: ®;5(p) = €' ?/2 y &' 5(p) = et (P2M/2 = _¢i@/2,

Como my debe ser un ntimero entero y —¢ < my < ¢, el nimero cuantico ¢ debe
ser un entero positivo
(=0,1,2,.. (5.4.15)

Los nidmeros cudnticos que caracterizan los valores propios de los operadores
momento angular orbital L2 Y L, son mimeros enteros.

Reemplazando (5.4.14) en (5.4.12), se obtiene la siguiente ecuacion para f(6)

(o

89(sen089)— 2 +é(f+1)}f(0) =
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Al realizar la transformacion x = cosf se obtiene la ecuacion que define los
polinomios asociados de Legendre P,"*(z). Esto es, f(#) = P;"*(cosf). En
otras palabras, en (5.4.12) y (5.4.13) se reconocen las ecuaciones que definen
los armoénicos esféricos Y,"“(6,¢), que son justamente los que definen las
funciones propias simultaneas de los operadores de momento angular orbital.
Sin embargo, para ilustrar una aplicacién més de los operadores escalera
se mostrara cémo determinar las funciones propias simultidneas aplicando la
representacion en coordenadas esféricas de los operadores escalera L..

Funciones propias de L? Y L,

Segun (5.3.19), el ket imagen bajo la aplicacion de los operadores escalera sobre
un ket propio simultdneo de L? y L. es igual a

Ly |0,me) = AAJE(L+1) —myg(mg £ 1) |6, me+1),

cuya representacion en coordenadas polares esféricas es

(0, | Ly [€,me) = hAJO(€+1) = my(me + 1) (0, 0|, me = 1),

= L.Y]™(0,0) = hJU(£+1) = mg(me + 1) Y18, ).

Reemplazando la ecuacion (5.4.8), se obtiene la siguiente relacion de recurrencia
para los estados propios del momento angular orbital

e*'% (£0p +i cot 0 0,,) yme

) e )

9, 9), (5.4.16)

con —¢ <my < /.

De otra parte, la igualdad L, |(,f) = |°) conduce a la siguiente ecuacion
diferencial parcial 4
e'?(0g+1i cotfd,) Y/ (6,0) =0,

cuya solucién es '
Y/ (6, 0) = Cp e ¥send. (5.4.17)
La constante Cy se puede determinar de la condiciéon de normalizacion

T

2m
fsen@d&[d@ Y4 (0,0) Y(0,0) = 1. (5.4.18)

]
Esta ecuacién se obtiene de la aplicacion de la relacion de completez del
subespacio definido por los kets {|6, )},

27

i:[sean@fdgo 16, ¢) (0, ¢l,
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en la igualdad (¢,¢|¢,¢) = 1.

Reemplazando (5.4.17) en (5.4.18) y después de realizar el cambio de variable
x = cos 6§, salvo un factor de fase arbitrario, se obtiene

(-1)" [(2¢+1)(20)!
Cr= "5 +47r '

Entonces, la funcién propia normalizada Y;”Ff(e, ) = {6, ¢|¢, L) esta dada por

e'“?sen’ . (5.4.19)

V4
VA0, ) - (2—616)! (20 +4172(2£)!

La aplicacién sucesiva del operador £_ sobre esta funcién propia conduce a la
siguiente expresién para los armoénicos esféricos

(-1)° | @+ D)(L+m)! eimee gl

Y (0,9) = 0)*
(0, 0) 271 A (0 —my)! sen™e gd(COSQ)Z_mZ (sen )™,
(5.4.20a)
para 0 <my < L.
Las funciones propias para my < 0 se obtienen de
v, 7 0,0) = ()M Y0, 0)) (5.4.20D)

Teniendo en cuenta que los polinomios asociados de Legendre P, (cos ) estan
dados por®

(-1 (C+me)! 1 dt-me

0%, (5.4.21
244! (£ —my)! senmef d(cos g)f*me (sen6)™, ( )

P (cosf) =

las funciones propias se pueden expresar

(20 +1)(¢ —my)!

Y'mg =(-1 me
0= 4 (0+my)!

(I)mg(@) Pl;m[ (COS@), (5422)

donde ®,,,(p) = e?™¥. Los arménicos esféricos (5.4.22) definen las funciones
propias simultaneas de {LQ, Lz} correspondientes a los valores propios
{h2€(€ +1), hmg}, con £ entero positivo y =€ < my < /.

3 Landau y Lifshitz, 1967, apéndice c, p. 691. La diferencia en el factor de fase (-1)*

proviene de la libertad que se tiene de elegir un factor de fase arbitrario en la
determinacion de las funciones propias. Aqui se sigue la convencion del texto de Sakurai.
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5.5 Teoria de adicién del momento angular

El momento angular total de un sistema proviene de la adicién de los momentos
angulares (orbitales y de espin) de cada una de las particulas que lo constituyen.
A manera de ejemplo introductorio, se considera un sistema de dos particulas
de espin 1/2 cuyos grados de libertad espaciales se pueden ignorar. Los estados
de momento angular para cada una de las particulas seran los kets propios
simultaneos de los operadores Sf, Sy, y 5‘3, S,. definidos sobre los espacios de
kets ‘E, y ‘E,, asociados a la particulas 1y 2.

En E,, las ecuaciones de valores propios de S, S, son
A9 9 .
Sl |817m81>:h 81(81+1) |817m81>7 Slz |317m51):hm81 |817m81>7

con expresiones similares para 53, Sy, en E,. Aqui s; = so = 1/2, pues 52 =
(3h%/4)1 y my, = ms, = +1/2. Las correspondientes bases de momento angular
son

base de Eq: {[s1,ms,) }s base de ‘£, : {|s2,ms,) }.

Los operadores de momento angular total del sistema de las dos particulas estan
necesariamente definidos en el espacio ‘£ = ‘E; ® F,. Entonces, una base para
describir los estados propios de momento angular del sistema sera la definida
por el producto tensorial de las bases de ‘E; y ‘Es:

base de E=F1Q® Eo:{|s1,ms,) ® |s2,Ms,) = |51, 82, Ms,,Ms,) |-

La dimension del espacio de kets asociado al momento angular total del sistema
es igual a 4 y los kets de la base seran los kets que describen los posibles estados
de las componentes z de espin del sistema constituido por estas dos particulas.
Explicitamente

la 1 con espin | y la 2 con espin 1: |-1/2, 1/2),
la 1 con espin | y la 2 con espin | : [-1/2, -1/2),
la 1 con espin 1 y la 2 con espin | : [1/2, -1/2),
la 1 con espin 1y la 2 con espin 1: [1/2, 1/2),

donde por simplicidad hemos suprimido la escritura de los nimeros cudnticos
S1 =89 = 1/2.

Sin embargo, esta no es la tnica base de momento angular en £ =E 1 ® E o,
pues existe la base definida por los kets propios simultaneos del cuadrado del
momento angular total del sistema y su componente z. El operador momento
angular total S esta definido sobre E y es igual a la suma de los operadores de
momento angular de cada particula. Esto es,

SZSl®i+i®Sg, o simplemente S=1§1+S2,

Sz = Slz + ng,
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para sus componentes cartesianas en la direccion z.

Por su parte, S% y S, satisfacen la relacién de conmutacién (5.1.4) y sus
ecuaciones de valores propios definidos sobre E son

S52%1s,mg) = h2s(s+1) |s,ms),

S'z|57ms>:hms |Sams)a —5<Mm, <8,

con s entero o semientero positivo.

Las reglas de adicién se obtienen cuando se determine la relaciéon que
existe entre los kets propios del momento angular total |s,ms) y los kets
|ms,, ms, ), kets propios simultaneos de los momentos angulares que contribuyen
al momento angular total, para lo cual se debe determinar la matriz
de transformacion entre estas bases. En este ejemplo, los kets |s,ms) y
|ms,,ms,) son kets propios simultaneos de dos conjuntos completos diferentes
de observables compatibles de momento angular para el sistema de las dos
particulas.

CCOC de momento angular para un sistema

Sean J; y Js operadores de momento angular de un sistema definidos sobre
los espacios de kets ‘E, Y. ‘E,. La adicion de estos operadores define el operador
momento angular total J=J 1+ J 5 sobre el espacio de kets £ =F1 ® F5.

Las componentes cartesianas de J son iguales a la suma de las correspondientes
componentes cartesianas de J; y J3, de manera que el cuadrado del momento
angular total J? se puede expresar

JP=dJ =5y 5

j2 = (jl + jg) . (jl + jg) = (jlaz + jQI)Q + (jly + jzy)Q + (jlz + jQZ)Q.

Entonces,

. A \2 . R A (2 N . A \2
3:(J11+J2r) ; ]§:(J1y+<]2y) ) ]22:(J12+J2z) s

donde se tuvo en cuenta que los operadores definidos sobre E; conmutan con

los definidos sobre E,.

En esta seccion los subindices 1 y 2 se referiran a los dos operadores de momento
angular definidos sobre los espacios E1 y £, y no a sus componentes cartesianas,
las cuales se expresaran explicitamente con los subindices x, y y z.

Las ecuaciones de valores propios para J? y jz, definidas en el espacio E =
E1® Ey, son

J?|j,m) =h%j(j+1) |j,m) j=entero o semientero positivo (5.5.1a)
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Las ecuaciones de valores propios para 512 y Ji -, definidas sobre ‘E; estan dadas
por

72151, m1) = h%j1(j1 +1) |j1,m1) 1 = entero o semientero positivo (5.5.2a)
izl ma) = hmy [ji,ma), —J1 <my <1, (5.5.2b)

con ecuaciones completamente similares para j3 y Jo. sobre E,.

Los conjuntos de kets propios simultaneos { |j;,m;) } (i = 1,2) definen las bases
ortonormales de cada espacio ;. Una base ortonormal de E es

{171, m1) ® lj2,m2) } = {|j1, j2,m1,m2) }. (5.5.3)

Como los kets |j1,72,m1,m2) son kets propios simultaneos del CCOC de
momento angular del sistema {52, j2, Ji., Jo.}, en el espacio ‘E se satisface

31 |1, dasma, ma) = R (G + 1) |1, jo, ma, ma), (5.5.4a)
73 |1, dasma, ma) = h2ja(Ga + 1) |1, jo, ma, ma),
jlz |j17j27m17m2>=hm1 |j1aj27m17m2)5 _jlgml th (554b)
Joz |1, j2smi,ma) = hmg [j1,j2, m1,ma, ), —j2 <ma < jo.
De otra parte
[72,51]=0=[J%73],  [J:n5%]=0=[.73]. (5.5.5)

de manera que el conjunto de operadores {512,537 J?, jz} define otro CCOC de
momento angular del sistema, cuyos kets propios simultaneos definen otra base
ortonormal completa de E. Notando |j1, j2,j,m) a su conjunto de kets propios
simultaneos, se tiene

Ji i1, d2s ym) = 21 (G + 1) |1, g2, 4, m), (5.5.5a)
73 11: G20 Gm) = 252 (ja + 1) |1, 2,4, m), (5.5.5b)
3% 131, g2, 5,m) = B25(G + 1) |j1, 2, 5, m), (5.5.5¢)
jz |jlaj27j7m>:hm|j17j27j7m>7 (555d)
con -j<m<j. (5.5.5¢)

Reglas de adicion del momento angular

La relacion entre las representaciones {|j1,72,m1,m2)} v {|j1,J2,4,m)} se
obtiene de la matriz que representa la transformacién unitaria entre estas dos
bases. Puesto que los kets propios simultianeos de los CCOC de momento
angular {j%, }%, Jis, jgz} y {33,55,32,52} tienen en comun los nimeros
cuénticos (j1,72), la transformacion cambio de base en E se puede restringir



5.5. TEORIA DE ADICION DEL MOMENTO ANGULAR 323

al subespacio definido por los kets de cualquiera de las dos bases para valores
fijos de (j1,j2), subespacio que se denominard E; ;,. En otras palabras, la
transformacion { |j1, j2, m1,ma) } = {|j1,J2,7,m) } en ‘E se puede restringir a

la transformacién {|my,ms) } - {|j,m) } en cada subespacio E;, ;,.
Como {|m1,m2) } es una base completa y ortonormal de Ej, ;,

j = Z |m15m2) <m17m2>7 <m15m2 | mllvm,2> = 6m1,m'16m2,m'2;
mi,m2

cualquier ket de la base imagen {|j,m)} se puede expresar como una
combinacion lineal o superposicién de los elementos de la base original

|‘]’m> = Z <m1’m2|j7m> |m17m2)7 (556)
mi,ma
donde ‘
Cﬁ’flrjmz = <m15m2|j7m> (557)

son denominados los coeficientes de Clebsch-Gordan restringidos a Ej, j,,
los cuales definen los elementos matriciales del operador que representa la

transformacion { |mq1,ma) } - {|j,m) } en Ej,,,.

Los coeficientes de Clebsch-Gordan correspondientes a la transformacion en ‘E
son

ij‘ll”jj‘j:i;:ﬁfmz = <j1vj27 mi, m2|j17j2aja m) (558)

y definen la amplitud de probabilidad de que un sistema en el estado de momen-
to angular |51, j2,j,m) se pueda encontrar en el estado |j1, j2,m1, m2). Aunque
diferentes valores de m1, msa (j1,j2) pueden conducir a un mismo valor de m(j5),
solamente son posibles aquellos valores para los cuales la amplitud de proba-
bilidad es no nula. Esta condicién conduce a las reglas de adicién del momen-
to angular en términos de los nimeros cudnticos que caracterizan los valores
propios.

Dados j1,j2, m1 y ma solo son posibles aquellos valores

; J1,J2,9,m
de j y m para los cuales le,jz,ml,mz #0.

Los posibles valores de mi,ms y m se EieterzninanA de manera sencilla

restringiéndose al subespacio E;,;,. Como J, - Ji, — J2, = 0, aplicando las

ecuaciones de valores propios (5.5.4) para valores dados de j1, jo se obtiene
(m17m2| (jz - jlz - jQZ) |.]7m> =h (m —mi - m2) C"Vi;:”;’l’ﬂz =0.

De esta ecuacién se concluye que los posibles valores de my,ms y m para los

cuales C7;"",  es diferente de cero son aquellos que satisfacen
vl

m=mj +ma, (5.5.9)

ecuacion que define la regla de adicion para la componente z del momento
angular.
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La regla de adicién para los nimeros cuédnticos ji,jo y j no se obtiene de forma
tan directa, pero se puede intuir de la analogia con la desigualdad triangular de
vectores en R La norma del vector J = J1 +J2 (j) en R tendra su maximo
valor (Jmax) cuando los vectores J1 y Jo tengan la misma orientacion (j; + j2)
y tomara su minimo valor (jmm) cuando Jq y Jo tengan orientaciones opuestas
(I71 - 72|), donde la analogia con los nimeros cuanticos se ha expresado entre
paréntesis. Esto es, dados j1,j2 los posibles valores de j estdn determinados
por la desigualdad

|J1 = 2] <7 <+, (5.5.10)

la cual define la regla de adicion para el cuadrado del momento angular,
denominada también desigualdad triangular. De acuerdo con esta relacion,
dados j1, jo los posibles valores de j son

Uy =A{ln—gol, lir—del+ 1, |j1—Jal+2, ooy J1+Ja}

Otra manera de probar la ecuacion (5.5.10) consiste en demostrar que
solamente en el caso en que ella se satisfaga, el espacio generado por los kets
{|j1,72,m1,m2) } tiene la misma dimensién que el espacio generado por los
kets {|j1,J2,7,m)}. Un argumento adicional para corroborar la desigualdad
(5.5.10) es tener en cuenta que m, ademés de la regla de adicion (5.5.9), debe
satisfacer la desigualdad —j < m < j, de manera que jmsx debe ser igual a
Mmax = Mi,,, + M2 = j1 + j2. Los demés valores que puede tomar j se
obtienen al restar una unidad de jy,sx sucesivamente hasta obtener el minimo
namero positivo, que es el jmm, €l cual puede ser 0 si jsx €s entero o 1/2 si
Jméx €8 semientero.

max

Como las bases |j1,j2, m1,m2) v |j1,J2,7,m) son ortonormales y completas,
introduciendo la relacién de completez de la base imagen en la relacién de
ortonormalidad de la base original se obtiene

. . 4 4 ! !
<.]1a.]27m13m2|.]17.]23mlam2> =
. 3 /AN /A /AT /A AT 4 I !
Z <]17]27m17m2|.71 7.72 7J7m> <]1 ,j2 7.73m|]1a]27m17m2>
J15dg3,m
31 5 dsm vsdssdm "
1:J2:7s 1372 _ Lo L
=y o (I Y =655 8y St sy (5:5.11)
J15355dm
indicando que los coeficientes de Clebsch-Gordan definen los elementos de
una matriz unitaria. Esto era de esperar, ya que estos coeficientes son los
elementos matriciales del operador que describe una transformaciéon entre 2
bases ortonormales y completas y, por tanto, debe ser unitario. Normalmente
los coeficientes se eligen reales, de manera que la matriz inversa (o adjunta) de
la matriz de transformacién sea igual a su transpuesta.

Ejemplo

Considere de nuevo el sistema de dos particulas de espin 1/2 sin grados de
libertad translacionales. En este caso, J1 = 81, Jo = 85, J2 =52y j, = §1,+55,.
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Los elementos de las bases definidas por los CCOC {312,5'5,5'12,5'22}
y {5”12,5‘%,5‘2,52} se notan

|517525ms17m52> = |1/27 1/23m513m82> = |m513m52>

|51,82,S,m3) = |1/23 1/2787m8> = |S7ms> .

De acuerdo con la regla de adicion (5.5.10), los posibles valores de s estén
determinados por la desigualdad |s; — s2| < s < s1 + s2, de manera que solo
puede tomar los valores

s=0,1.

Segun (5.5.9), los posibles valores de m estan definidos por mg = mg, + ms,.
Como mg, = £1/2 y ms, = £1/2, se obtiene

ms = _1703 17

junto con -5<mg<S.

Teniendo en cuenta las anteriores relaciones, los kets de cada base son
{ |m31’m32> } = { |_1/27 1/2) ) |_1/2a _1/2> ) |1/27 _1/2> ) |1/27 1/2> } )
{|S7m8>} = {|070)? |1a_1>v |170)? |1a1>}

En la representacion {|s,ms)}, el estado [0,0) se denomina singlete (el
valor propio correspondientes a s = 0 es no degenerado), mientras que el
conjunto de estados {|1,-1), [1,0), |1,1)} se denomina triplete (el valor propio
correspondientes a s = 1 es triplemente degenerado).

Aplicando (5.5.6), los elementos de la base imagen como superposicion de los
elementos de la base original estan dados por

0,0) = Cf/’z’?m 11/2,-1/2) + 093/21/2 -1/2,1/2), (5.5.12a)
1,0) = C1in 01 p11/2,-1/2) + CL ) o 1-1/2,1/2) (5.5.12b)
1,-1) = CL 5 1-1/2,-1/2), (5.5.12c)

1,1) = Clin 10 1/2,1/2) - (5.5.12d)

Note que si s pudiera tomar valores mayores que 1, incumpliendo la regla de
adicion |s; — s3] < s < $1 + s2, el ntumero de kets de la base {{|s,ms)}} seria
mayor que los de la base {mg,, ms,} lo cual seria incorrecto pues son bases de
un mismo espacio.

Eligiendo los valores de los coeficientes de Clebsch-Gordan reales, la normali-

zacion de los kets (5.5.12¢) y (5.5.12d) conduce a C}’l/;_lp = 011)2%1/2 =1. De
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manera similar, a partir de la ortonormalizacion de los estados |0,0) y |1,0) se
pueden determinar los coeficientes en (5.5.12a y b). Esto es,

1,1) =[1/2,1/2),

11,0) = 1/V/2 [1/2,-1/2) + 1/V/2 |-1/2,1/2),
0,0) = 1/V/2 [1/2,-1/2) = 1/V/2 |-1/2,1/2),
I11,-1) = |-1/2,-1/2).

Si el sistema de las dos particulas de espin 1/2 se encuentra en el estado |0,0)
0 |1,0), una medicion simultanea de la componente z del momento angular de
espin de las dos particulas arrojaré con certeza el valor propio Aimg = 0. Pero si
se realiza la medicion solamente a una de las particulas no se sabra de antemano
cuél sera el resultado de la medicion, lo maximo que se podré predecir es la
probabilidad de obtener el valor Am; = h/2 o Am,; = -h/2.

Este es un ejemplo de un estado bien definido para el sistema (se sabe con
certeza el resultado que arrojara una medicién de la componente z del momento
angular total del sistema) que no esté bien definido para las partes del sistema
(no se puede predecir con certeza cuél seria el valor que arrojaria la mediciéon
de la componente z de una sola de las particulas).

Sin embargo, es importante anotar que si la medicién para una de las particulas
arroja el valor //2, sin necesidad de realizar la mediciéon para la otra se sabra
con certeza que el valor de su componente z de espin serd —h/2.

Este hecho estd de acuerdo con el principio de superposicién y los procesos
de medicion. En efecto, el estado |0,0) es una superposicion coherente de los
estados de espin [1/2(1),-1/2(2)) y |-1/2(1),1/2(2)), donde (1) y (2) numeran
las dos particulas. La coherencia o correlacién' esta caracterizada por una
diferencia de fase definida entre estos estados de espin. Al realizar una medicién
sobre una cualquiera de las particulas se destruye la correlaciéon entre los
estados y el sistema queda en uno de los estados de la superposicién. Asi,
si la medicion para la particula (1) arroja el valor h/2, después de la medicion
el sistema queda en el estado |1/2(1),-1/2(2)), de manera que una medicion
posterior de la componente z del momento angular de espin para la particula (2)
arrojard con toda certeza el valor —h/2. Este estado singlete es un ejemplo de
los denominados estados entrelazados (entanglement states), que han cobrado
gran actualidad con la denominada fisica de la informacién cuéntica.?

Formulas de recurrencia para los coeficientes de Clebsch-Gordan

Empleando los operadores escalera es posible obtener férmulas de recurrencia
para los coeficientes de Clebsch-Gordan, las cuales permiten relacionar aquellos
coeficientes cuyos numeros cuanticos azimutales se diferencian en una unidad.

1 El lector interesado en la correlacién de estados espin y su mediciéon puede consultar el

texto de Sakurai, 1994, seccion 3.9, o0 Mermin N. D. (1998). What is quantum mechanics
trying to tell us?. Americam Journal of Physics, 66(9), T53-767.

2 Bouwmeester D., Ekert A. y ZeilingerA. (Eds.) (2000). The Physics of quantum
information. Springer, seccion 1.4.
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Con base en las componentes cartesianas de J; y Jo, se pueden definir los
operadores escalera

Jie=Jig £ ijly y Jos = Jog % ijzy,

cuyo efecto es elevar o disminuir en una unidad los nimeros cudnticos que
caracterizan los valores propios de cada uno de los operadores Jis y Jos.
De acuerdo con la ecuacion (5.3.19), la imagen del ket |j1,j2,m1,m2) bajo
la aplicacion de los operadores escalera sera

Jis g1, d2,ma,ma) = B2\/51(j1 + 1) —ma(my £1) [j1, 42, m1 £ 1,ma),
(5.5.13a)

Jae |j1, 2. ma,ma) = B2\/2(jo + 1) = ma(ma £ 1) [j1, j2,m1,ma £1).
(5.5.13b)
Igualmente, el operador escalera
j:t = jz :Eijy = jl:!: + j2i
eleva o disminuye en la unidad fundamental de momento angular los valores

propios de la componente z del momento angular total J. = JA12+AJA22. La imagen
de un ket |j1, j2,7,m) bajo la aplicacion del operador escalera J, es

ji: |j1,j2,j,m):h2\/j(j+1)—m(m:tl) |j17j27j7mi1>’ (5513C)

De otra parte, segun (5.5.6), todo ket |51, j2,J, m) restringido a un subespacio
F;, j» se puede expresar mediante una combinacién lineal de los kets
|71, J2, m1, ma) restringidos al mismo subespacio, de acuerdo con

J1 J2
l7,m) = Z Z C,J,’le2 |m1,ms) . (5.5.14)

mi=—ji1  mo=—j2

Al aplicar J, = j1+ + j2+ a ambos lados de esta ecuacién y teniendo en cuenta
las ecuaciones (5.5.13) se llega a la siguiente igualdad

Vi(G+1) —m(m+1) |jm+1) =
J1 J2
Z Z C’fnrffm2\/j1(j1+1)—m1(m1+1) |m1+1,m2)

mi=—j1 ma=—j2

J1 J2
+ Z Z C’%lrlnmz\/jg(jg+1)—m2(m2+1) |m1,m2+1).

mi=—ji, ma=—j2

Premultiplicando por (mf, m]| y luego de aplicar la relacion de ortonormalidad
de la base al lado derecho y la definicién de coeficientes de Clebsch-Gordan al
lado izquierdo, se obtiene la siguiente relaciéon de recurrencia

ViG+ 1) =m(m+1) Cirat =c2m - \i1(y+1) = ma(my - 1)
+ O V2(G2 + 1) = ma(ma - 1). (5.5.15)
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De manera similar, aplicando el operador J_ = Ji_ + Jo_ a ambos lados de
(5.5.14) se obtiene la segunda relacion de recurrencia

ViG+ 1) =m(m-1) ¢t =c2m G+ 1) —ma(my +1)
+Cm o \Ga(Ga +1) —ma(ma +1). (5.5.16)

miy,ma+

Estas dos relaciones permiten conocer los coeficientes del lado izquierdo una
vez determinados los coeficientes del lado derecho.

Si se desea emplear la relacion de recurrencia (5.5.16), lo mas conveniente es
ordenar las bases en orden descendente con respecto a m y a la suma de m; y
me, como se indica a continuacién:

{17,m)} ={lg1 +Ja, g1 + J2), g1 + Jos Jr + J2 = 1), lj1 + Jo — 1, ja + j2 — 1),
1+ J2s g1+ J2 = 2), 1 + jo = 1, j1 + ja = 2), [j1 + j2 = 2,51 + j2 = 2) -} (5.5.17)

{Im1,ma)} = {lg1,J2), 41,72 = 1), j1 = 1, J2), g1, 2 — 2), lj1 — 1, 42 — 1),
|j1 - 2aj2>7 |jlaj2 - 3)7 |j1 - 17j2 - 2)5 } (5518)

Para hacerse una idea de la forma que tiene la matriz de coeficientes de Clebsch-
Gordan, o matriz de transformacion entre las dos bases de momento angular,
conviene volver a la ecuacion (5.5.14) que expresa los kets |j,m) de la base
imagen en términos de los kets [mq, m1) de la base original, la cual es

J1 J2 )
|-]7m> = Z Z 07];:1,7712 |m17m2>'

mi=-j1 Mma2=—ja

Aplicando las reglas de adicion a la anterior ecuacién, se observa que al
primer elemento de la base |j = j1 + j2,m = j1 + jo) solamente contribuye el ket
|m1 = j1,m2 = j2) de la base original, ya que los coeficientes de los demés kets
de la suma son nulos.

Para los kets [j =ji1+jo,m=j1+j2-1) y [j=Jj1+j2—1,m=j1+j2-1), se-
gundo y tercer elementos de la base (5.5.17), solo son diferentes de cero los
coeficientes asociados a los kets |my =j1 — 1,mg = jo) y |m1 = j1,ma = jo — 1),
segundo y tercer elementos de la base (5.5.18).

A los siguientes tres kets de la base (5.5.17) con j = j1 +jo, j=j1+jo—10
j=71+J2—2y m = j1+j2—2 contribuyen solamente los tres siguientes elementos
de la base (5.5.18), y asi sucesivamente hasta llegar a un cierto valor de m
(definido por los valores fijos de j1,j2) a partir del cual comienza a disminuir
en una unidad el nimero de kets que contribuye en la expansién hasta llegar al
ultimo ket de la base (5.5.17), correspondiente a j = j1—jo y m = —(j1 +7j2), para
el cual el anico coeficiente diferente de cero es el correspondiente al dltimo ket
|my = —j1,m2 = —j2) de la base (5.5.18): con el ordenamiento elegido para las
dos bases, el anterior anélisis muestra que la matriz de coeficientes de Clebsch-

Gordan restringida al subespacio E;, ;, es una matriz de bloques diagonales.
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El rango de cada submatriz en la diagonal va aumentando en una unidad a
partir de 1 hasta un cierto valor maximo y luego comienza a disminuir en una
unidad hasta llegar nuevamente a una submatriz diagonal de rango 1, como se
indica a continuacion:

i s
(ijll z_zdl Jz) 0 0 0
0 CJ1+J27]1+]'2*1 CJ1+J2 1,j1+j2-1 0
Ji, Jo—1 J1, j2-1
0 Ji+j2,j1+j2—1 Ji+j2—1,j1+j2-1 0
C]l—l, J2 C]l 1, j2
+J2,
0 0 0 (031 ]27 J1 J2))
J1s —Jj2

(5.5.19)

Como es de esperar para una matriz de transformacion cambio de base, las
columnas definen los vectores de la base imagen en la representacion de la base
original |m, ma).

. . . + +
Para determinar el valor de los coeficientes se parte del coeficiente Cj ! zzj 142

el cual por convencion se elige igual a 1. Aplicando (5.5.16) con j = j; + ja,
m = ji+7j2, M1 = j1 ¥ Ma = ja—1, se obtiene el valor del coeficiente Cﬂ”;i”f” !
y con j = ji +j2, m = ji +j2, my = j1 — 1y ma = j2, se obtiene el valor de

+ + L, . . .
C’ﬁ_{z’;; 7271 “ambos en términos del primer coeficiente.

Con estos dos coeficientes queda determinado el ket |7, m)= |71 + j2, 51 + j2 — 1)
como superposicion de los kets |mq1,ma)= |41 — 1,42) v |m1,ma)= |j1,72 — 1).

Los otros coeficientes de la segunda columna de la primera submatriz de rango
2, que define el ket |j,m)=|j; +j2—1,j1 +j2—1), se obtienen aplicando la
condicién de ortonormalidad,

<J7m|] m) 5]] 6m,m’

a los kets |j1 + 72,51 +J2—1) v |j1 +j2— 1,41 +j2 — 1). Sin embargo, incluso
eligiendo los coeficientes reales existe un factor multiplicativo arbitrario + 1.
Por convencion, se elige negativo el coeficiente C” 1+{2 ]1’3 #9271 - eorrespondiente
al segundo término de la segunda fila de esta submatrlz.
Con estos coeficientes, se pueden determinar las dos primeras columnas
de la siguiente submatriz de rango 3, la ultima columna se determina
aplicando la condicién de ortonormalidad y eligiendo, por convencién, positivo
el tercer coeficiente de la primera fila de esta submatriz. Siguiendo este
procedimiento, se pueden determinar todas las submatrices aplicando la
relacion de ortonormalidad solamente una vez para la determinacion de cada
submatriz.

Un procedimiento similar se puede utilizar ordenando las bases en orden
ascendente respecto al numero cudntico azimutal total en cuyo caso se aplica
la formula de recurrencia (5.5.15).
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A manera de ejemplo se considera la matriz de transformacién restringida al
subespacio ;1 jo = Eq /2. Como j; = 1y jo = 1/2, los correspondientes niimeros
cuanticos azimutales pueden tomar los valores mg = +1/2 y mj = 0,+1. De otra
parte, segun (5.5.10), para el momento angular total se tiene j = 1/2, 3/2 y
entonces m = +1/2, £3/2.

Tanto la base {jmi,mq)} como la base |j,m) tienen (2j; + 1)(2j2 +1) = 6
elementos. Empleando el ordenamiento (5.5.17) y (5.5.18), las bases son

{lg,m)} ={18/2,3/2),13/2,1/2),[1/2,1/2),13/2,-1/2),
1/2,-1/2),13/2,-3/2 )}

{|m17m2>} = {|1a 1/2 )a |17_1/2 >7|0’ 1/2 )v|07_1/2 )7 |_15 1/2 )’ |_17_1/2 >}

Los elementos no nulos de la matriz de transformacion quedan ordenados en
bloques diagonales segin

il 0 0 0 0
ool ooy 0
0 G Gyt o 0
N T N R G’
I R R R
0 0 0 0 0 cie

Con Cf/f/’;’ﬁ = 1, los coeficientes Cf/_zl’/lf y 03/12/»21/2 se determinan de la

formula de recurrencia (5.5.16) con j = 3/2,m =3/2,m; = 1,ms =-1/2y j =

1/2.1/2 1/2.,1/2
1,-1/2 Y Co,1/2

se determinan normalizando el ket [1/2,1/2 ) y exigiendo que sea ortogonal al
ket [3/2,1/2 ), eligiendo negativo el segundo coeficiente. Los coeficientes de la
segunda submatriz de rango 2 se obtienen de la férmula de recurrencia (5.5.16)
en términos de los ya calculados y las relaciones de ortonormalidad. Para el
altimo coeficiente solo se requiere la relacién ortonormalidad y es igual a 1.
Como el lector puede comprobar, la matriz de coeficientes es igual a

3/2,m =3/2,m; = 0,mg = 1/2, mientras que los coeficientes C'

1 0 0 0 0 0
0 V13 /23 0 0 0
0 V2/3 —\/1/3 0 0 0
0 0 0 2/3 /3 0
0 0 0 173 —\/2/3 0
0 0 0 0 0o 1

Ejercicios
1. Determine explicitamente las bases |j1, jo, m1,m2) y |j1,42,5,m) si j1 =1y
J2 =1
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2. Mediante el empleo de los operadores escalera junto con la condicién
de ortonormalizacion, determine el valor de los coeficientes de Clebsch-
Gordan en (5.5.12a) y (5.5.12b). ;Se le ocurre otro medio para calcular
los coeficientes? Muéstrelo.

3. Encuentre la matriz de transformacion cambio de base {|ms,,ms,)} —
{|s,ms)} del sistema considerado en el anterior ejercicio.

4. Para un sistema de dos particulas de espin 1/2, encuentre las matrices que
representan la rotacién de todo el sistema alrededor del eje z en un angulo
¢ en cada una de las representaciones { |ms,,ms,) } y {|s,ms) }. Demuestre
que es igual al producto de las matrices que representan las rotaciones de
las particulas 1 y 2 alrededor del eje z en el mismo angulo ¢ y comente su
respuesta. ;Cuéntas representaciones irreducibles del grupo de rotaciones
hay para este sistema? Justifique.

5. Determine la matriz de coeficientes de Clebsch-Gordan restringida al

subespacio Ej, ;, = Ei.1.






Capitulo 6

Atomos hidrogenoides

6.1 Sistema aislado de 2 particulas interactuantes
sin espin

Sean my y mo las masas de dos particulas interactuantes sin espin. El potencial
de interaccion entre las particulas es de la forma V = V(#3 — #1), donde #;
y 72 son los operadores posicién de cada una de las particulas. El operador
hamiltoniano del sistema definido sobre el espacio de kets de las dos particulas
es

2 ~2
=P, P V(#2—#1) = Hi+Hy+ Hor, (6.1.1)
2m1 2m2
A2 A2
con I:I1: P1 5 ﬁ2:&7 I;[21:V(’I¢'2—f1).
2m1 2m2

Si E, y ‘E, son los espacios de kets asociados a cada una de las particulas, el
espacio de kets del sistema, seré el definido por el producto tensorial ‘£ = £, ®F,.
Empleando la base de kets propios simultaneos de posicién de las dos particulas,
|r1) ® |ra) = |ri1,7r2), la representacion de coordenadas de la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo para el sistema es

h? h?
{_le 631 - 2777’),2632 * V(T2 - 7al) - E}w(rth) =0, (612)

donde ¥ (ry1,ra) = {r1,ra|th) pertenece al espacio de funciones de onda asociado
al sistema F(R®) = F1(R?) ® F»(R?), el cual se notara simplemente F.

Debido al potencial de interaccion entre las dos particulas, en la ecuacion (6.1.2)
no se pueden separar las variables (71, 72). Sin embargo, la ecuacion diferencial
se podra separar parcialmente empleando las variables (R,r) que definen la
posicion del centro de masa del sistema y la posicién de la particula 2 relativa
alal: miri + mar
R-= M, =7y —1T1].
mi +Mmo

Reemplazando en (6.1.2), se obtiene

h o R,
{—WﬁR—Mﬁr+V(r) —E}w(R,r) =0, (6.1.3)

333
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donde p es la masa reducida del sistema

1 1 1

1% - my M2
y M =mq +mo es la masa total del sistema.

Para resolver (6.1.3), se propone la solucion (rq,r2) = 9., (R) ¢(r), la cual
conduce a

1 K2 -1 A%,
T {—2M3R} Vo (R) = <p(r){_2,f77‘ +V(r) —E} o(r).

Ya que las variables R y r son linealmente independientes, la anterior ecuaciéon
solo tiene solucién cuando cada lado de la igualdad es igual a una misma
constante arbitraria C, denominada constante de separaciéon de variables, lo
cual conduce a ecuaciones de movimiento independientes para el centro de
masa y para el movimiento relativo de las dos particulas:

h? 2
- maR Yem(R) = C e (R), (6.1.4a)
{—Qh(?,% +V(r) - E} o(r) =-C o(r). (6.1.4b)
o

Como se observa, la transformaciéon de coordenadas indujo una separacion del
espacio de funciones de onda del sistema F en dos espacios completos: Fi
asociado al centro de masa del sistema y F5 asociado al movimiento relativo
de las dos particulas, de tal manera que F = F; ® Fo.

La ecuacion (6.1.4a), definida sobre Fj, es la ecuacién de valores propios
del operador hamiltoniano del centro de masa del sistema y es separable en
coordenadas cartesianas. Su solucién es la misma a la obtenida para una
particula libre con tres grados de libertad translacionales. Esto es,

1 i
Vo (R) = ——75 ¢ FIF,
(27Th)3/2

define las funciones propias correspondientes a los valores propios

P2

C=5ar”

Ecm E.n e R.

Definiendo E, = E-C =FE-E__, (6.1.4b) se puede expresar

cm)

{-pdte v - B} o) -0 (615)
20

y se puede interpretar como la ecuaciéon de valores propios del operador
hamiltoniano de una particula de masa u en presencia de un campo de fuerzas
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fijo definido por V(r). Esta es la reduccién del problema de dos cuerpos al
problema equivalente de un cuerpo en mecénica cuintica no relativista.

Se considera ahora el mismo problema de las dos particulas descrito en el
espacio de kets. Como ya se ha anotado, el andlogo de separar la ecuacién
diferencial parcial (6.1.2) es realizar una transformacion en el espacio de kets
que permita expresar H como la suma de dos operadores que conmuten. De
esta forma, el problema se reduce a resolver la ecuacién de valores propios de
cada operador en espacios de kets diferentes, cuyo producto tensorial define el
espacio ‘E del sistema.

Como los operadores hamiltonianos definidos en (6.1.1) no conmutan,
[Hy,H31]#0y [Ha,Hs ] #0, se realiza la transformacion (#1,73) — (R,f)
definida por

& Mty +mafa I

R-= — 7 =Tg — 7.
Aplicando las relaciones de conmutacion fundamentales para la posicion y el
momentum de cada una de las particulas se demuestra que las componentes
cartesianas satisfacen [ X;,%;] =0 para i,j =1,2,3.

En términos de los operadores momentum de las dos particulas, los operadores
P y p canénicamente conjugados a R y 7 estan definidos por

5 1

5. 45 - H
P=p,+p,, p=-—"
my

D1+ —DPo.

ma

donde p es el operador momentum relativo de las dos particulas, que en el
problema equivalente de un cuerpo se puede interpretar como el momentum de

una particula de masa p. Las ecuaciones de la transformacion inversa son

S P N
p,=—P-p, Py=—P+p.
meo mi

Las componentes cartesianas P;, X;, p; y £; de los operadores P, R, p y
7 satisfacen las relaciones de conmutacién para observables candénicamente
conjugados

[ X, X;]=[P, P;]=0,
[&:,2;]=[pi,p;]=0,
[ X, P ] :zh(SiJA,
(24,05 ] =ihd; ;1.

Reemplazando las ecuaciones de la transformacion inversa en el operador
hamiltoniano (6.1.1), se obtiene

~2 ~2
ﬁ:{;w}+{;+v(f)}:ﬁcm+ﬁTel' (616)



336 CAPITULO 6. ATOMOS HIDROGENOIDES

Como [ﬁcm,ﬁrel] =0, el espacio de kets del sistema se puede separar en dos
espacios completos ‘E'q, donde estd definido H.,,, y E', donde esta definido
.F:Trel, cuyo producto tensorial define el espacio de kets del sistema. Entonces,
la solucién de

H |y) = {f]cm + Hyo } ) =E[¢), definido sobre E=E'; ® E's,

se puede obtener de la solucién de las dos ecuaciones

f{cm |w('m> = {p2/2M }W)(’m) = Ecm W)cm)v en le
Hrel W}rel) = {152/2,U + V(f.)} |wrel> = Er |¢7’el) ) en Z,2~

En consecuencia, los kets propios de H son [¥) = o) ®|wr), correspondientes
a los valores propios FE = E.,,, + E,..

Debido a que P y P son candénicamente conjugados a R y 7, sus representaciones
de coordenadas son iguales a -ih veces el operador gradiente en el espacio R’
definido por los valores propios de R y 7, respectivamente. La representacion
de coordenadas de la ecuacion definida sobre E'y, con C = Egp y ¥, (R) =
(R, ), conduce a (6.1.4a), mientras que la ecuacion definida sobre E’s, con
@(r) = (r[threr), conduce a (6.1.5).

Como el sistema es conservativo su dinadmica estd gobernada por el siguiente
operador evoluciéon temporal

U(t,O) = 6_% ot = 6_% Hcmt ® 6_% Hml ¢ = Ucm(t, 0) ® Urel(t7 0)7

donde Ucm(t,O) es el operador evolucion del centro de masa y Urel(t,O) el de
la particula de masa p (del movimiento interno del sistema).

Si en t =0 el sistema se encuentra en un estado [¥(0)) =[P, (0)) ® [¥,¢;(0)),
el estado del sistema para t >0 es

W(1)) = e 7 Hon [0, (0)) @ € F et [ 0,1(0)) = [Wern (1)) ® [Wrea (1)) (6.1.7)

Entonces, la solucion de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo se
puede obtener directamente de (6.1.7) si se conoce el ket de estado inicial como
una superposicién de los estados propios de Hep, v Hpe-

Los estados propios de H,,, son los kets propios del operador momentum del
centro de masa, |t)em) = |P), correspondientes a los valores propios P?/2M.
El hecho de que [PZ, H ]= 0 implica que las tres componentes cartesianas del
momentum lineal del centro de masa son constantes de movimiento y sus valores
propios se podran relacionar con las constantes de separaciéon de la ecuaciéon
(6.1.4a).

Queda por solucionar la ecuacién de valores propios para H,.;. La solucién
dependerd de las simetrias del sistema, esto es, de la forma explicita del
potencial de interaccion V(#) entre las dos particulas. Cuando el potencial
depende solamente de la magnitud de 7 (de la distancia entre las dos particulas),
el problema se reduce a uno de fuerzas centrales con simetria esférica.



6.2. PROBLEMA DE FUERZAS CENTRALES 337

6.2 Problema de fuerzas centrales

El operador hamiltoniano de una particula en un campo central de fuerzas se
puede escribir

~2
a=2 v,
m

[\

donde 7 es el operador que representa la magnitud del vector posicién de la
particula respecto al centro de fuerzas y m es la masa reducida del sistema.

La correspondiente ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en
representacion de coordenadas es

{-pctevirh - B} vir -0 (62,1

Esta ecuacion diferencial parcial es completamente separable en coordenadas
polares esféricas (el sistema posee simetria esférica). Explicitamente,

{_h;mr?a» LV (r) - E} ¥ (r.0,)

2m

2
_ Li{iae(seneae) + %ai} b (r,0,¢) = 0.
sen?6

2m r? | senf

Se observa que multiplicando la ecuacién por r2 se puede separar la variable

radial de las variables angulares. Se propone entonces una solucién de la forma

Y (r,0,0)=R(r)f(0,¢), (6.2.2)
la cual conduce a
{—hglz&r(rza,n) +V(r)- E} R(r) = %R(r), (6.2.3)
2mr T
1 1 2m
{gttsensn) + o2} 1(6.0) = 23 D (6.9), (624

donde D es la constante de separacion.

Comparando con (5.4.12), se observa que (6.2.4) representa la ecuacion de
valores propios del cuadrado del momento angular, por tanto, sus soluciones
son precisamente los armonicos esféricos

J(0,0) =Y,(0,¢), (6.2.5a)
con £=0,1,2... y
h2
D=—-——0(L+1). (6.2.5b)
2m
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Reemplazando (6.2.5b) en (6.2.3) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial
para la parte radial de las funciones propias

2
{‘hiwm Vigeelr) - E} Rpo(r)=0,  (6.260)
2mr
con )
Vo) = V() + 2 AL, (6:2:60)
2m

Un vez solucionada la ecuacion diferencial (6.2.6), 1a solucion de (6.2.1) se puede
expresar

VEem, (1,0,0) = Rpe(r) Y, (0,0). (6.2.6¢)

El potencial (6.2.6b) se denomina po-
tencial efectivo, cuyo segundo término Ve
define una barrera repulsiva que de-
pende de los valores propios del cua-
drado del momento angular orbital.
Cuando € =0, Veec(r) =V (r).

Note que la parte angular de las fun- P
ciones propias de energia de una parti-
cula en un campo central esta definida
por los armoénicos esféricos, indepen-
dientemente de la forma explicita del
potencial. Por el contrario, la parte ra-
dial de la funcién de onda dependera
del potencial considerado.

Figura 6.1 Un ejemplo de potencial
efectivo.

En general, no todo tipo de potencial central conduce a una solucién analitica
exacta para la parte radial de las funciones propias. Ejemplos de potenciales
con solucién exacta son el oscilador isotrépico V(r) = 1/2mw? r? y el potencial
coulombiano V(1) = —Z €?/r, este tiltimo es de gran aplicacién en fisica atomica
y molecular. Como un ejemplo concreto, en la siguiente secciéon se determinara
la soluciéon del problema de valores propios para la parte electrénica de un
atomo de hidrégeno. Para 4tomos de més de un electrén se requiere el desarrollo
del formalismo de particulas idénticas! y no tienen solucién analitica exacta,
sin embargo, se puede obtener soluciones analiticas aproximadas empleando
meétodos variacionales o teoria de perturbaciones independiente del tiempo.

El comportamiento genérico del espectro de energia de una particula en un
campo central se puede analizar a partir de las propiedades de su potencial
efectivo. Por ejemplo, si para valores propios no nulos del momento angular
el potencial efectivo tiene la forma indicada en la figura 6.1, el espectro sera
continuo para valores propios de energia mayores que cero (no se tendra sino
una condicién de frontera para r — 0), de manera que sus funciones propias
no son cuadriticamente integrables y definen los denominados estados del

1 En la seccidon 6.6 se hace una breve introduccién a la teoria de particulas idénticas.
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continuo o estados de dispersién. Para energias menores que cero la particula
esta confinada en un pozo de potencial (la parte radial de las funciones propias
debe satisfacer dos condiciones de frontera para r - oo y r — 0), de manera
que el espectro de energia es discreto y las correspondientes funciones propias
representan los estados discretos del sistema.

Nota

De acuerdo con (5.4.10), el operador energia cinética T de una particula es
proporcional al operador £?. Cuando el operador energia potencial V(7) es
una funcién exclusiva de |r|, como sucede para un campo central de fuerzas,
se tienen las siguientes conclusiones: a) el operador hamiltoniano #H conmuta
con los operadores L2 y L. pues los dos ultimos operadores solo involucran
operadores diferenciales con respecto a las coordenadas angulares. Esto implica
que H L2 y L. son constantes de movimiento; b) como la variable radial de
la ecuacién de Schrodinger se puede separar de las variables angulares y la
constante de separacion es proporcional a los valores propios de L2 , se encuentra
una relacién entre las propiedades de simetria esférica del swtema (el operador
hamiltoniano queda invariante bajo rotaciones alrededor de cualquier eje que
pase por el centro de fuerzas) y la conservacion de los generadores del grupo de
rotaciones £;; c) los observables H, £2, £ definen un CCOC para una particula
sin espin en un campo de fuerzas central.

Si en lugar de solucionar la ecuacion de valores propios en F(R2) se hace en el
espacio de kets de la particula, determinar la solucién del problema consiste en
encontrar un CCOC de minimo tres observables (uno por grado de libertad),
siendo uno de ellos el operador hamiltoniano. En el caso de fuerzas centrales, el
conjunto més apropiado es el ya mencionado H , EQ, L, y la representacion en
coordenadas esféricas de sus kets propios simultaneos |E, ¢, m) = |E) ® |, m;),
define las funciones propias de energia (6.2.6c): 9 (1,0, ¢) = (¢,0,7|E,{,m,) =
(r|E) (0,00, me) = R o (r)Y{"(0,0).

Empleando la interpretaciéon usual de la funcion de onda, los armonicos
esféricos definen la amplitud de probabilidad de localizar la particula con
una determinada orientacion (6,¢), o en una determinada direcciéon 7i,
independientemente de su distancia promedio al niicleo. La parte radial de la
funcién de onda serd proporcional a la amplitud de densidad de probabilidad
de localizar la particula a una determinada distancia del origen de fuerzas sin
importar su orientacion en el espacio euclidiano R>.

En general, para sistemas conservativos la basqueda de un CCOC que contenga
el operador hamiltoniano implica la biisqueda de operadores que se conserven,
lo cual esta relacionado con las simetrias que pueda poseer el sistema. Si se
resuelve el problema en representacion de coordenadas es importante elegir las
coordenadas apropiadas para resolver la ecuacién de Schrodinger, de manera
que dichas simetrias se manifiesten en la obtencién de constantes de separacién
que estardn relacionadas con los valores propios de operadores que se conservan.
En particular, si el sistema es invariante ante rotaciones, el sistema posee
simetria esférica y los operadores de momento angular se conservan; si el sistema
posee simetria azimutal es, invariante ante rotaciones alrededor del eje z y ﬁz,
el generador de estas rotaciones, se conserva.
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Ejercicios

1. Demuestre que los operadores L2 y L. conmutan con el operador energia
cinética para una particula con tres grados de libertad espaciales. ;Cémo
serian entonces las funciones propias de una particula libre en coordenadas
polares esféricas? Obtenga la ecuaciéon para la parte radial de la funcién de
onda y averigiie qué tipo de soluciones tiene.

2. Considere el sistema del oscilador armoénico isotrépico. Determine la ecua-
cion de valores propios en representacion de coordenadas empleando coor-
denadas esféricas. Muestre que en la ecuacion de Schrédinger independiente
del tiempo la variable radial se puede separar de las variables angulares. En-
cuentre la ecuacién diferencial para la parte radial de la funcién de onda y
averigiie cudles son sus soluciones. Compare sus resultados con los obtenidos
en el capitulo 3.

6.3 Atomos hidrogenoides

Los atomos hidrogenoides (con un electrén de valencia) se pueden considerar
en una muy buena aproximacioén como un sistema de dos particulas constituido
por un nucleo, de masa m,, y carga Ze, y el electron de valencia, de masa m.
y carga —e, que interactian a través del potencial coulombiano V (1) = —Ze?/r.
En esta aproximacién se desprecia la interaccién entre electrones y el efecto
de apantallamiento del nicleo para el electron de valencia (generado por los
electrones de las capas internas). Cuando estos dos tltimos efectos se tienen en
cuenta, se habla de 4tomos alcalinos.

La reduccion del problema de las dos particulas al problema equivalente de una
particula de masa reducida p en presencia del campo central V(r) = —Ze?/r se
considera como el problema equivalente del electréon de valencia en el campo
de fuerzas central generado por el nicleo fijo, pues debido a que la masa del
nicleo es mucho mayor que la del electréon, la masa reducida del sistema y el
momentum relativo se aproximan a la masa y el momentum lineal del electrén
respecto al centro de fuerzas.

La forma del potencial efectivo para

el electron se ilustra en la figura 6.2. Vo)
Para E < 0 el electréon esta ligado

al nucleo constituyendo el atomo y

el espectro de energia es discreto,
mientras que para E > 0 el electrén

no esta ligado (ion mas electréon no

ligado) y el espectro de energia es
continuo. El interés de esta seccién

es determinar la parte discreta del
problema de valores propios mediante

la solucién de la parte radial de Figura 6.2 Potencial efectivo para el
la ecuacion diferencial (6.2.6) para electrén en un dtomo hidrogenoide.
E<0.
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De los resultados de la secciéon anterior se sabe que la ecuacién de valores
propios de energia para la particula, en este caso el electron de valencia, es
separable en sus partes angular y radial.

Queda entonces por solucionar la parte radial de dicha ecuacion diferencial.
Solucion de la parte radial de la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo para estados discretos

De acuerdo con (6.2.6¢), las funciones propias de energia correspondientes a la
parte discreta del espectro (E < 0) se pueden expresar

¢nemg(7‘,9,¢) = Rnl(r) Y£77L2(07<)0)a (631)

donde n es el nimero cuantico principal que caracteriza los valores discretos de
energia F.

La ecuacion diferencial que debe satisfacer la parte radial de la funcién de onda
est4 definida por la ecuacion (6.2.6b), con V(1) = —Ze?/r,

2
{zar(ﬁar) Jamp W+ 2mZe
r r

} Rng(T) =0.

h2 h?
Definiendo las constantes
-2mFE 1mZe?
0[2 = 7, A = 577 (632)

la ecuacion diferencial se puede expresar

Rne(T) =0.

1
{QaT(TQaT) - 042 - £(€+ 1) + M\}
T T

r2

Para energias negativas (o > 0) y £ # 0, el electrén se encuentra en un pozo de
potencial de manera que R, , deben tender a cero parar - ooy r — 0. Si £ =0,
R,,» puede ser no nula en el limite » — 0, pero debe estar acotada.

En otras palabras, la parte radial de las funciones propias debe satisfacer las
condiciones de frontera

0 il+0
R,¢(0) = S? y R,¢(r)—>0 para r— oo.
<oo sif=0

Cambiando a la variable adimensional p =2a:r, se obtiene

1 4(+1)
4 P>

{Zara)- 2} 8,000 0. (633)
p p

donde
Ryo(r) = ©pe(2ar). (6.3.4a)
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Asintoticamente (p”) el operador diferencial en (6.3.3) satisface

1 2
?6,,(/)2(9,,) = ;% + 83 ~ 85,

y la ecuacion diferencial (6.3.3) se reduce a

1
{23 enor =0
= Du(p )~ C *P2, (6.3.5)

Como ®,,,(p) debe tender a cero para p — oo, en (6.3.5) se debe elegir el signo
(<) en el argumento del exponencial. Se propone entonces una soluciéon de la
forma

(bnl(p) = e—p/2 Fné(p) (634b)

y se buscan soluciones polinomiales para F,s(p). Note que la funcién
exponencial garantiza que @, ,(p) tiende a cero para p — co.

Al reemplazar la propuesta en (6.3.3), se obtiene la siguiente ecuacion
diferencial para F, ¢(p):

{a§+(2_1)ap+()\_wzl) _1)} Fnﬁ(p) =0. (636&)
p PP

Solucion en series de potencias

Analizando (6.3.6a) se observa que p = 0 es una singularidad regular de
la ecuaciéon diferencial. Se propone en estos casos una solucién en serie de
potencias de la forma

Fae(p)=p° Y ay p” = p Lue(p), (6.3.7)

v=0
donde L, ¢(p) = ¥, a, p”. Los diferentes valores de s conducen a diferentes
soluciones de (6.3.6a).

Procediendo como es usual, se reemplaza (6.3.7) en (6.3.6a) para obtener

P20 Lug(p) + (25 +2=p)p OpLne(p) + (A= 5=1)p Lne(p)
+{s(s+1)-L(£+1)}L,e(p)=0. (6.3.6b)

Los posibles valores de s se determinan del comportamiento de (6.3.6b) para
p — 0. En este limite solo subsiste el coeficiente de p° del altimo término, y la
ecuacion se reduce a la denominada relacién de indice:

{s(s+1)-£(£+1)} a, =0.

Suponiendo que a, es no nulo (para obtener soluciones no triviales), la anterior
ecuacion se reduce a s(s+1)—£(£+1) = 0. Sus soluciones son s = £y s = —({+1). El
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valor s = —(¢ + 1) implicaria que la solucién para polinomios L, ¢(p) de grado
menor que ¢+ 1 diverja para p - 0 y, por tanto, se debe descartar. Se elige
entonces el valor s =/, lo cual conduce a

Foe(p) = p* Y avp” = p’Lue(p). (6.3.4c)

Reemplazando la serie L,¢(p) =3, a,p” y sus derivadas en (6.3.6b) para s = £,
se obtiene

Z%){{V(l/ +1)+ (20+2)(v+ 1) }ay - (A-€-1-v)a, }p” = 0.

Esta ecuacion solo se satisface si se anulan los coeficientes para una misma
potencia de p, lo cual conduce a la siguiente ecuacién de recurrencia para los
coeficientes a,

A-t-1-v)
2w+ 1)+ 1) +v(v+1)

a,. (6.3.8)

Qyy1 =

Una solucién polinomial de grado v = n’ serd posible si los coeficientes a, se
anulan para v > n’+1, para lo cual el numerador del coeficiente de a, en (6.3.8)
se debe anular. Esto es, A\—£—1-n'=0. Entonces, A =£+1+n’ es un nimero
entero n

n=0+1+n'. (6.3.9)

Como £=0,1,2,...yn' =0,1,2,... entonces n =1,2,3, ...

Al reemplazar A = n en la segunda ecuaciéon de (6.3.2), se obtiene

mZ e2 Z) 1
=—={— - 6.3.10
@ h2n { n } a’ ( a)
donde
h2
a= 5 (6.3.10b)
me

define la unidad atémica de longitud a, cuando se reemplaza la masa reducida
por la masa del electrén me, a, = h%/(m. €?). Esta unidad corresponde al radio
de la primera orbita del atomo de Bohr. Se ha conservado la notacion usual a,,
la cual no debe ser confundida con el primer coeficiente de la serie de potencias.

Con (6.3.10a) en la primera ecuacion de (6.3.2), se obtiene para los valores
propios la siguiente expresion

1 (Zy?
E,=--¢ {—} , (6.3.11a)
2 n
donde .
e*m

define la unidad atémica de energia £, cuando m ~ m..
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El entero n’ recibe el nombre de niimero cuéntico radial, ya que define el grado
del polinomio L, ¢(p) en la parte radial de las funciones propias, mientras que n
es el nimero cuantico principal que caracteriza los valores propios de energia.
De acuerdo con (6.3.9), el grado del polinomio L,(p) es n' =n—-£ -1, de
manera que (6.3.7) es igual a

' n—£-1 '
Fue(p)=p" Y ap'p”.
v=0

Reemplazando en (6.3.4b) y (6.3.4a), la parte radial de las funciones propias
de energia para el electrén de un d&tomo hidrogenoide se puede expresar

Ryo(r) = Nog e pf nz a)’p"|

v=1

(6.3.4d)

p=2ar’

donde los coeficientes a™¢ se determinan a partir de la férmula de recurrencia
(6.3.8) para cada nivel o valor propio de energia y, salvo un factor de
fase arbitrario, el valor de la constante N, ., se obtiene de la condicion de
normalizacién de la parte radial de las funciones propias

[:rzdr{Rng(r)}*Rng(r) -1, (6.3.12)

La parte angular de las funciones propias, definida por los armoénicos esféricos,
ya esta normalizada.

En conclusién, las funciones propias del hamiltoniano electrénico de un atomo
hidrogenoide estan dadas por

n—{-1
Yutm, (r,0,0) = Nog e p' 30 apfp¥] |, Y™ (0,0),  (63.13)

v=1

correspondientes a los valores propios

conn=1, 2, -

Los valores propios de energia son degenerados, ya que no dependen de los
ntmeros cuanticos orbital y azimutal. El grado de degeneracion es igual al
niumero de funciones propias ¢, ortogonales correspondientes a un mismo
valor de n, pero diferentes valores de £ y m.

De acuerdo con (6.3.9) ¢ =n—-n'-1, de manera que para cada nivel de energia
el maximo valor del nimero cuéntico orbital es ¢,,4. = n — 1. Entonces, dado
un nivel n, los posibles valores de ¢ quedan acotados por

0<l<n-1. (6.3.14a)



6.3. ATOMOS HIDROGENOIDES 345

De acuerdo con la teoria del momento angular, dado un ¢ que satisfaga (6.3.14a)
los posibles valores de m, estdn acotados segin

—-l<my <t (6.3.14h)

Entonces, para un nivel n los posibles valores de £ y m, son

0=0,1,2,...,n-1,  mg=0,1,+2,... £/ (6.3.14c)

Para cada valor propio de energia hay n valores diferentes de ¢ y para cada
valor de ¢ hay 2¢ + 1 valores de m. Entonces, a cada valor propio de energia
le corresponde n? funciones ortogonales ¥y, ¢y, (7,0, 9) =Ry (1) Y, (6, ¢), 0 1o
que es lo mismo, cada nivel de energia es n? veces degenerado (ejercicio 3).
Es usual hablar de las capas K, L, M, ... para referirse a los niveles de energia
Ey, Es, E3, .

Para caracterizar los estados propios de energia de los 4tomos hidrogenoides
se emplea la denominada notacién espectroscopica, en la cual los estados
correspondientes al n-ésimo nivel de energia se distinguen con las letras
$,p,d, f,... cuando el valor del nimero cuantico orbital ¢ es 0,1,2,...,n -1,
respectivamente, y se denominan orbitales s,p,d, f, etc. Note que la parte radial
de los estados propios asociados a un nivel de energia queda caracterizada por
el orbital, esto es, por los valores de /.

Los orbitales se escriben anteponiendo el nimero cuantico principal a la letra
que los caracteriza. Como se indica en la siguiente figura, el nivel méas bajo o
estado base (n =1) es el tinico no degenerado; de acuerdo con (6.3.14c) admite
solamente el orbital 1s. El segundo nivel admite dos orbitales: 25 y 2p; el tercer
nivel admite tres orbitales: 3s, 3p y 3d, etc.

b. Solucion en términos de los polinomios asociados de Laguerre

Los polinomios de Laguerre L,.(p) de grado r son soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial

{pa5+(L=p)d,+1} L(p) =0,
para r entero positivo.

Diferenciando ¢ veces esta ecuacion, se obtiene la que define los polinomios
asociados de Laguerre L!(p) de grado (r —t) y orden t:

{pZ+(t+1-p)d,+(r-t)} LL(p) =0, (6.3.15a)
donde "
L1(p) = d—ptﬁr(p)- (6.3.15b)

Reemplazando s = ¢ en la ecuaciéon (6.3.6b), se encuentra que L, ¢(p) debe
satisfacer la ecuacién diferencial

{p2+(20+2-p)d,+(n-L-1)} Lne(p) =0, (6.3.16)
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Orbitales para los diferentes niveles de energia del atomo de hidriégeno

E (V)
n {=0 (=1 (=2 (=3
-054 5 55 5p 5d sf
-0.871 4 4s 4p 4d 4f
-151+ 3 3s 3p 3d
34 2 2s 2p
-13.6- 1 ls

donde ya se ha reemplazado A por el ntmero cuantico principal n. La
comparacion con (6.3.15a) muestra que las soluciones de (6.3.16) son
precisamente los polinomios asociados de Laguerre de orden (2¢+ 1) y grado
n-£-1

Lue(p) = L334 (p)-

Con lo cual, la soluciéon de la parte radial de la ecuaciéon de valores propios de
energia se puede expresar

Ruo(r) = Npg €7 (20r)" £24) (2ar), (6.3.17)

donde

(R G VR (GROa
L (p) = ZO (n—e—1_y)!(+2£+1+py)1y!' (6.3.18)

Estos son los mismos polinomios de grado n’ = n — £ — 1 que se obtienen para
L, ¢(p) en (6.3.4c) empleando la férmula de recurrencia (6.3.8).

Con base en la normalizaciéon de los polinomios asociados de Laguerre,
empleando las funciones asociadas de Laguerre:

/O”dpr{e—pm eﬁzz (» )} _2727{1 n;?)"} ’

se obtiene para la parte radial de las funciones propias ya normalizadas la
siguiente expresion:

QZ ? (TL l- 1) emar 2[+1
Rue(r) = \} (5 oty & (o)’ £ 2o,
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y, de acuerdo con (6.3.1),

3 n
Y, () = \J ) ot an) £ Cany 0. 0)
(6.3.19)

son las funciones propias normalizadas para la parte electronica de la ecuacion
de valores propios de un atomo hidrogenoide, correspondientes a los valores

propios
1 (Z\?
E,=--¢ {—} , n=1, 2, -
n

Series espectrales del dtomo de hidrégeno

Mediante un proceso de emisién o absorcién de energia el electrén de un 4tomo
hidrogenoide realiza transiciones de un nivel a otro. Si el &tomo esté en su estado
base n = 1, al absorber energia puede realizar transiciones a niveles excitados
y luego emitir radiacién pasando a un nivel de energia menor mediante un
proceso de emisién. Cada nivel excitado tiene un tiempo de vida media 7 y
un ancho de energia caracteristicos que satisfacen la relacion de incertidumbre
para la energia.

Si el atomo esté en el nivel excitado n = ny y decae al nivel n = ny, la energia
emitida AF es igual a

1 1) 22
AE:En2—En1:{2 - 2}5

ny ny
y la frecuencia de la radiacién emitida es
v=AE/h.

De acuerdo con el rango de frecuencias de la radiacién emitida (o absorbida si
es un espectro de absorcion) las series espectrales se clasifican en

Serie espectral Transicién Region espectral
Lyman ng >2—->mny =1 ultravioleta lejano
Balmer ng>3—>mny=2 visible
Paschen no>4->mny=3 infrarrojo

etc.

Estas series habian sido explicadas en la antigua mecénica cuantica con el
modelo atémico de Bohr.

Las series espectrales ocupan diferentes regiones del espectro electromagnético,
debido a que la diferencia de energia entre el nivel n + 1 y el nivel n es mayor
que el valor absoluto de la diferencia de energia entre el nivel n + 1 y niveles
superiores.
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Por ejemplo, en la serie espectral de Lyman el minimo valor de energia emitida
es ~ 10,2 eV (correspondiente a la transicion del nivel n = 2 al nivel fundamental)
y la maxima es ~ 13,6 eV (correspondiente a transiciones entre niveles muy
cercanos a 0 eV y el nivel fundamental), mientras que en la serie espectral de
Balmer el minimo valor es ~ 1,89 eV y el maximo es ~ 3,4 eV. Como la minima
energia emitida en la primera serie es mucho mayor que la maxima energia
emitida en la siguiente, estas dos series espectrales se ubican en regiones bien
diferenciadas del espectro electromagnético.

Primeras funciones hidrogenoides

Capa K(n =1), estado base {1,,,}

A
wloo = wls = ﬁ(g) € z /a7

Capa L(n =2), primeros estados excitados: {¢,.,, ¥s105Varss Va1 1}

Yoo =¥ —1(2)3/2(z-zr/a)e—2r/2a

200 25—4\/% o ,
A .

Varo = Y2p, = m(g) (Zrfa)e Z?"/Qacose7

1 7 3/2 2
Yo1y = VY2p, = W(g) (Zr]a) e ?"*%sen 6 cose,
T

1 Z 312 -Zr[2a
Yoy = WYap, = m(g) (Zrla)e senf sen .

En estas expresiones se ha tomado la parte real o imaginaria de las funciones
propias, las cuales son también funciones propias de la parte electronica del
atomo hidrogenoide. Los nombres de los orbitales p,,py,p. estan relacionados
con la dependencia angular de las componentes cartesianas x, y, z cuando
se expresan en coordenadas polares esféricas y definen la simetria respecto a
rotaciones de la densidad de probabilidad de localizar el electrén para estos
estados propios.

Funciones de distribucion de valores propios de posicion o densida-
des de probabilidad de localizar el electron

Cuando el electron se encuentra en un estado propio de energia (o estado
estacionario), la funcién de distribucion de valores propios de posicién, o
densidad de probabilidad p(r,0, ), estd definida por el modulo al cuadrado
de la correspondiente funcion de onda e, (1,0, ¢).

La probabilidad de localizar el electron en el elemento de volumen dV =
r?sen  dr df dy alrededor del punto (7,6, ) esta dada por

| wnf’me (7’7 9? 90) | 27“2$en 0drdo dg@,
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Al tener en cuenta la degeneracion de los valores propios de 7, la probabilidad
de localizar el electrén a una distancia r del niicleo y dentro de un ancho radial
dr, esta dada por?

T 27
f senf db f dy |¢ngm£(r',9,<p)|2r'2 dr' = |Rng(r)|2r2dr,
0 0

donde se ha tenido en cuenta la normalizacién de los armoénicos esféricos
fo7T do sen 0 f027r do [ Y™ (0,9)]% = 1.

Entonces, la funcion de distribucion radial (probabilidad por unidad de
longitud) es 72| Rue(r)|?, la cual, calculada en r = 1, se puede interpretar
como la densidad de probabilidad de localizar el electrén a la distancia v = 7’
del naicleo.

El estado base o estado fundamental 1, ,, es independiente de 8 y ¢, de manera
que su modulo al cuadrado posee simetria esférica (esto ocurre para cualquier
orbital s (¢ = 0)). Las gréficas de ,,,, su mddulo al cuadrado y la funcion de
distribucién de probabilidad radial se indican en las figuras 6.3 y 6.4. Cuando el
electron esta en el estado base, las distancias respecto al niicleo para las cuales
es mayor la probabilidad de localizarlo estan alrededor de r = a, = 0,529 A que
es precisamente el radio de la primera 6rbita del &tomo de Bohr. El maximo
de la funcion de distribucién en la figura 6.4 es para r/a, = 1.

Y100(r/ao) W00 (rfao)?

’ _K o8r

4 AW 100(r/ao)?

0.2+

1‘ 2 31 S rida
Figura 6.3 Funcién de onda y su Figura 6.4 Densidad probabilidad
modulo al cuadrado para el estado radial para el estado base.
base.

La parte radial de la funcién de onda para los primeros estados se muestra en
la figura 6.5. Excluyendo el origen, el nimero de ceros de la parte radial de las
funciones propias es igual a n’ =n —£ -1, el cual, como era de esperar, es igual
al grado del polinomio asociado de Laguerre de la correspondiente funcién de
onda. Son no nulas en el origen solamente cuando el nimero cuantico orbital

2 Esta probabilidad es igual a la probabilidad de localizar el electron en un elemento de

volumen definido por un cascarén esférico de radio r y espesor dr.
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es nulo, orbitales s. Sin embargo, la funcion de onda es acotada como es de
esperar para un estado cuantico. En este caso, el potencial efectivo es igual al
potencial coulombiano de interacciéon entre el electréon y el niicleo porque la
parte repulsiva es nula.

R,,/(}"/ (na,))

2
n=1,{=0
0
0.7
n=2,{=0
0
0.38
n=31{=0
0
0.15+-
n=21{=1
0
0.7r n:3,[=1
0
1 1 1 r na
0 2 4 6 fnao)

Figura 6.5 Parte radial de las funciones propias
de energia electronica del atomo de hidrégeno
para los primeros niveles de energia.

La distancia promedio del electrén al nucleo para cualquier estado propio la
proporciona el valor esperado del operador 7, que representa la distancia del
electron al centro de fuerzas, y es igual a

(mg,é,nﬁ|n,€,mg):fr2drfsin@d@fdwip;gme(r,ﬁ,(p) Twmw(r,ﬂ,(p).

La integracién sobre las variables angulares es igual a la unidad pues los

armonicos esféricos estan normalizados. Entonces, el valor esperado se reduce

aS

3 Pauling L., Wilson E. B. (1935). Introduction to quentum mechanics. McGraw-Hill,
ecuacion (21.10).
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(me, ,n| 7 |n, €, myg) = f r2dr R}, (r)r Rpe(r)

:n2a[1+1{1_£(€+1)}} (6.3.20)
A 2 n2

Para el estado base, la distancia promedio del electron al ntcleo es 3a,/2, que
se encuentra dentro del rango de distancias para el cual la probabilidad de
localizar el electrén es relativamente grande. Esta distancia promedio da un
valor estimado del tamafio del 4&tomo en su estado fundamental.

},-2 |R,,{(V/do)|2

0.55+-
n=1,{=0
0
0.2F
n=21{=0
0
Ml s
0
0.2F
n=21{=1
0
0
I I I I I V/a(;
1 4 8 12 16

Figura 6.6 Densidad de probabilidad radial de
localizar el electréon para los primeros estados
electronicos del atomo de hidrégeno.

La figura 6.6 muestra las funciones de distribuciéon radial para los
primeros niveles de energia. La linea vertical indica el valor promedio
(me, €, n|fn, €,m,) en unidades del radio de Bohr. De acuerdo con (6.3.20),
a medida que aumenta el nivel, el valor promedio de # aumenta proporcional-
mente a n? (considere £ = 0).

En la figura 6.5 se observa que los estados con momento angular nulo definen
funciones [1)(7)[? esféricamente simétricas y no nulas en r = 0. Sin embargo,
la densidad de probabilidad radial 72| R,.¢(r)[* de localizar el electrén en las
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vecindades del origen es nula para todo estado propio, como se observa en la
figura 6.6.

A medida que el electron ocupa niveles de energia mayores su distancia
promedio al ntcleo aumenta, al igual que las distancias de méaxima probabilidad
de localizar el electron. Esto es, el “tamano” del &tomo aumenta a medida que
aumenta el nivel de energia electrénico.

Teorema del virtal

El valor esperado de la energia potencial para un estado propio ¢ ¢m, de un
atomo hidrogenoide es

(V(,ﬁ)>n,é,mg = (me, £,n| V(7) In, £,me)
:-ZeQfr2drfsenadafdw;;mr*wnm.

Aplicando la ortonormalidad de los armonicos esféricos, se obtiene

VOt =21 =~y = 2] &

an? n

Teniendo en cuenta la ecuacion de los valores propios de energia (6.3.11a), se

encuentra que

B, =5(V)

n,l,myg’

De otra parte, el valor esperado de la energia para el estado ¥, ¢m, €s igual al
correspondiente valor propio, el cual a su vez es igual a la suma de los valores
esperados de la energia cinética y la energia potencial:

- 1(Z\* . .
(H),0 g, = Bn = ‘§{g} e = (1) e+ (V)

Combinando los dos ultimos resultados, se obtiene la siguiente relacién entre
los valores esperados de la energia cinética y potencial

~ 1 R
(Tt = =3V ) me (6.3.21)

Esta es la misma relacién que se encuentra para los promedios de la energia
cinética y potencial de un sistema de particulas con interaccién coulombiana
en la mecanica clasica, conocida como el teorema del virial.

Esta relacion es especialmente ttil para el calculo de los valores esperados de
la energia cinética o potencial y son un caso particular del teorema del virial de
la mecanica cuantica (Schiff, 1968, p. 180), el cual establece que si la derivada
respecto al tiempo del valor esperado del operador # - P es nula, entonces

2(T) = {r-0,7),
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donde T y V definen los operadores energia cinética y potencial en
representacion de coordenadas.

Ejercicios

1.

Demuestre que las componentes cartesianas de los operadores P = Py + Do
y P = —(u/m1)p; + (u/m2)Py son observables canénicamente conjugados
a las componentes cartesianas de R y # ;jPor qué puede asegurar que
(R|P|R') =——ihdr 6(R-R') y (r|plr') = —=iho, 6(r —r')? Justifique
su respuesta.

Muestre que las cantidades definidas por (6.3.10b) y (6.3.11b) tienen
unidades de longitud y energia. Suponga que la masa reducida del sistema
se puede aproximar a la masa del electrén, m » m., de manera que a y €
definen las unidades atémicas de longitud y energia. Determine el valor de
estas unidades en el sistema CGS.

Demuestre que la degeneracién de los valores propios de energia de un 4tomo
hidrogenoide sin espin es n?. Tenga en cuenta que Y, k= N(N +1)/2.

Suponga que en ¢t = 0 el estado del electron de un atomo de hidrégeno
(sin espin) esta dado por ¢ (r,0) = 1//5 {ws11(r) +2¢32.1(r)}, donde
{@n.e.m,} es el conjunto de funciones propias del hamiltoniano electrénico.
(De cual (o cudles) operadores del conjunto {ﬁ,ﬁQ,ﬁZ} es ket propio este
estado inicial? Calcule el valor esperado, o promedio, de los operadores del
conjunto para t > 0. ;Se conservan los valores esperados? jEsperaba estas
respuestas? Justifique.

Suponga que en ¢ = 0 el estado del electron de un dtomo de hidrégeno (sin
espin) esta dado por [¢(0)) = 1//5 {|1,0,0) +2 |2,0,0)}. Calcule para t > 0
el valor esperado del operador 7. ;Cambia en el tiempo el valor esperado?
. Esperaba esta respuesta? Justifique.

Considere un atomo hidrogenoide confinado en un cubo de lado L.
Empleando coordenadas cartesianas para los grados de libertad asociados
al centro de masa, determine las funciones propias del centro de masa del
dtomo. Empleando la solucién encontrada para el hamiltoniano electrénico
en términos de los polinomios asociados de Laguerre, escriba las funciones
y valores propios de energia para este sistema de seis grados de libertad.
Comente su respuesta.

Si se tiene en cuenta el espin del electron, jcudntos grados de libertad posee
el electron de un adtomo de hidrogeno en el campo generado por el niicleo?
;Cudles serian los posibles CCOC para este sistema? ;Cuéles serian los
valores propios discretos del hamiltoniano electrénico del atomo si la tnica
interaccién que se considera es la coulombiana entre el electréon y el nicleo?
Encuentre la representacion de los estados propios en la base de kets propios
simultdneos del conjunto de operadores {f,é,qg, S'Z} (Puede considerar la
soluciéon ya determinada para R,,(r) del hamiltoniano electrénico).
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8. Considere el electron de un dtomo de hidrégeno en el campo del nicleo.
Teniendo en cuenta el espin del electrén, jcudles serian los CCOC de
momento angular para el electron? ; Cudles serian los operadores de rotacion
del electrén con espin alrededor del eje 2?7 ;Cudal seria el subespacio
de momento angular al cual pertenece el estado de momento angular
del electrén si se sabe que se encuentra en el orbital 2p? Determine la
representacion matricial de los operadores de rotacién alrededor del eje z
en las dos bases de momento angular de este subespacio. ;Cudles serian las
representaciones irreducibles del grupo de rotaciones en este caso? Justifique.

6.4 Interaccién espin-6rbita. Estructura fina

En la anterior seccién se resolvié el problema de valores propios para el operador
hamiltoniano del electrén de valencia de un atomo hidrogenoide sin espin
suponiendo el potencial coulombiano como tinica interaccién entre el electréon
y el niicleo. Esta es una muy buena aproximacién al potencial para el caso del
atomo de hidrégeno, que aplicado a atomos hidrogenoides permite estudiar en
buena medida su comportamiento.

Un estudio mas detallado para atomos hidrogenoides (Z > 1) implica tener
en cuenta el hecho de que los electrones internos apantallan al ntcleo, de
manera que el potencial al cual se ve sometido el electron de valencia no es
el puramente coulombiano que se estudié en la anterior seccién. Empleando
métodos de aproximacion como los métodos variacionales (considerando a Z
como pardmetro variacional y las funciones propias ¢ ¢m, como funciones
de prueba), se pueden determinar aproximaciones a los niveles de energia
electronicos. Sin embargo, el estudio de estas aproximaciones se sale de los
objetivos del presente texto.

Si ademas se tiene en cuenta el espin del electron de valencia, el espacio de kets
serd el determinado por el producto tensorial del espacio que da cuenta de sus
grados de libertad translacionales y el espacio de espin proveniente del grado
de libertad interno (ejercicio 7 de la secciéon anterior).

Un fenémeno que no surge del apantallamiento y que podemos estudiar es
el de la estructura fina de atomos hidrogenoides, la cual se observa como un
desdoblamiento de los niveles de energia al realizar mediciones més precisas del
espectro de energia.

Aunque la mecanica cuantica relativista (teoria de Dirac) explica formalmente
este desdoblamiento, en la mecénica cuédntica no relativista, empleando
la electrodinamica clasica, se puede entender cémo surge la interaccién
responsable del desdoblamiento, la cual se denomina interaccion espin-orbita
debido a que el hamiltoniano que define la interaccion es funcion de los
operadores de momento angular orbital y de espin.
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Interaccion espin-orbita

De acuerdo con la electrodindmica cldsica, la variacién espacial del campo
coulombiano V() al cual se encuentra sometido el electron da lugar al campo
eléctrico

E=-(1/e)0,V(r),

de manera que el electrén moviéndose en este campo siente el campo magnético
efectivo

v
B.sr=—-|—|xE,
Ir ( c) x
donde v es la velocidad cldsica del electron y c la velocidad de la luz.

Ya que el electréon posee un momento magnético intrinseco g proporcional a
su momento angular de espin S, existe una interaccién entre p y el campo
magnético efectivo en el sitio del electron, cuyo hamiltoniano es

HSL:“'Beff:(eS).(pXr(_l)dV(r))7

MeC mec T\ € dr
1 1dV(r) 1 1dv(r)
Hor = - S - = - S-L.
SL me2c2r dr (rxp) me2c2r dr

La expresién cuantica exacta difiere de esta expresion clasica en un factor!
de 1/2. Para estudiar la interaccion espin-Orbita en mecanica cudntica no
relativista se considera el operador hamiltoniano que representa la interaccién
clasica pero afectado por este factor 1/2:

N 1 Ze? . .

Hsp=——=—7FS5L 4.1
5L oma2e2 3 ’ (6.4.1)

donde se tuvo en cuenta que V(r) = -Z e?/r y el operador en el denominador
se define a través de su ecuacion de valores propios: 1/7" |r,0,0) = 1/r™ |r, 0, ¢).

Teniendo en cuenta esta interaccion, el operador hamiltoniano de un electrén
con espin en presencia de un campo central de fuerzas V(r) es
2 2
Ao 1 Ze* 5 -
H=H+Hsp={ L +vi)l+]—-2°8. 1} (6.4.2)
2m. 2me2c? 73
El hamiltoniano H esta definido en el espacio de kets del electron ‘£ = F, Q@ ‘E;,

donde ‘E; es el espacio asociado a sus grados de libertad translacionales y %,
a su grado de libertad interno o de espin.

Debido a que el hamiltoniano de interaccién se puede considerar como una
pequena perturbacién para el hamiltoniano del 4tomo hidrogenoide sin espin,
como lo comprobaré la ecuacion (6.4.13), una buena aproximacion a los niveles

1 Una informacion méas detallada sobre los términos de correccion relativista para el

hamiltoniano electréonico se puede consultar en Cohen Tannoudji et al., 1977, vol. 11,
pp. 1212-1216.
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de energia (o valores propios) del hamiltoniano electrénico con espin se puede
determinar mediante la correccién de primer orden para los niveles de energia
del hamiltoniano no perturbado H,.

De acuerdo con las ecuaciones (3.10.29) y (3.10.30), las correcciones de
primer orden para el n-ésimo nivel de energia degenerado estan dadas por el
conjunto de valores propios del hamiltoniano de perturbacién Hsp restringido
al subespacio ‘E,, espacio definido por los kets propios asociados al n-ésimo
nivel degenerado de H,.

Si en el subespacio E, los valores propios de Hg 1 son no degenerados, se
levanta totalmente la degeneracion del nivel. Si todos los valores propios son
iguales se tiene simplemente un corrimiento del nivel. Se vera que en el caso de
la interaccién espin-6rbita el levantamiento de la degeneracién es parcial.

Para el sistema no perturbado, {ﬁo,ﬁ 27S27ﬁz7é’z} y {ﬁo,ﬁ275'27j27jz}
definen dos CCOC de manera que sus conjuntos de kets propios simultaneos
[n, €, s =1/2,mp,ms)=|n, €, mg,ms) y |n,€,s=1/2,5,m) = |n,£,j,m) son kets
propios del hamiltoniano no perturbado:

ﬁo |n,€,mg,ms) = E; |n7€7m€7ms>7

. (6.4.3)

HO |n7€7]7m> = E??l |n7€7]5m> *
Para hallar las correcciones a los niveles de energia del sistema no perturbado,
se debe diagonalizar el hamiltoniano de interacciéon en la base no perturbada.
Teniendo en cuenta que J = L+ 8, J2 = (L+8)-(L+8) = 1>+5%2+28 L, se
obtiene §-L = (J?-L?-52)/2. Entonces, los kets de la base |n, ¢, j,m) son kets
propios de s ‘lA}, siendo la base més apropiada para calcular las correcciones de
energia, ya que diagonaliza el hamiltoniano de perturbacion Hgp restringido a

E..

En consecuencia, las correcciones de primer orden para el n-ésimo nivel estan
dadas directamente por los valores propios de Hg y, restringido a ‘E,

AE® = (n,t,j,m| Hs 1, [n, £, j,m). (6.4.4)
Los niveles de energia del hamiltoniano total, en la aproximacién de primer
orden en la perturbacién, son

E,=E°+AEWD, (6.4.5)

Para calcular AES, se reemplaza (6.4.1) en (6.4.4):

1 Zeér, .
AED = (m,j bl ——5 =8 L |n.t,j,m),
2m6282 73

como §- L = (J? - L? - §2)/2, se obtiene

h2 L zé :
AE) = o5 WG+ =+ 1) = 3/4} (0,6 gym] o= [, £, Gm) ; (6:4.6)

4m
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donde se tuvo en cuenta que s = 1/2.

Las correcciones de energia del nivel n para un orbital ¢ dependen del nimero
cuantico j, el cual, de acuerdo con la teoria del momento angular, solo puede
tomar los valores |£-1/2| < j < ¢+ 1/2. Entonces, por cada orbital con
¢ diferente de cero surgen dos correcciones diferentes correspondientes a los
valores: j=0+1/2y j=0-1/2:

h2¢

1) _ 2123
AEn,g’:é+1/2 T am2c? <Z€ /7 >n,z,j=E+1/2,m’ (6.4.7a)
2
(1) _=hA(L+1) 9.3
ABy ey = g A€ 1P Vit jeta o (6.4.7b)

Para orbitales s (¢ = 0) la correccion de primer orden es nula debido a que el
namero cuantico j solo puede tomar el valor 1/2, para el cual (6.4.6) se anula.

Ya que las correcciones para cada orbital sin perturbar estan dadas en términos
de los niimeros cuénticos n y j, estos son los més apropiados para caracterizar
los niveles de energia del &tomo perturbado.

Reemplazando (6.3.11a) y (6.4.7) en (6.4.5) se concluye que para cada orbital
p, d, f, etc. hay dos correcciones y, por tanto, cada nivel se desdobla en un
nimero par de subniveles. El nivel asociado al orbital s queda inalterado. Los
subniveles (o niveles de energia para el hamiltoniano perturbado) estdn dados
por

1(2)\? h2( 2.3
En,j=f+1/2 = —§{E} g+ 4m8202 <Z€ /’I" >n,l,€+l/2,m’ (648&)
Y 2
1(Z h2(L+1) 5,3
En,j=571/2 = —§{E} g - W <Z€ /7“ )71,5,5—1/2,7?7,. (648b)

Como se comprobara méas adelante, el valor esperado del operador radial es el
mismo para j = £-1/2y j = £+1/2 de manera que la correccion correspondiente
a j =£-1/2 es mayor, como se indica en la figura 6.7.

Resumiendo:

i) En la aproximacion de primer orden, la interaccion espin-orbita levanta
parcialmente la degeneracion de cada nivel no perturbado para ¢ # 0; ii) la
correccion de primer orden es nula para los orbitales s (£ = 0); iii) la energia
del nivel E,, ;j_s,1/2 es mayor que la del nivel £, ;_js_1/2; iv) el valor absoluto
de la correcciéon para un orbital dado es mayor para j = £ —1/2; v) el valor
absoluto de la correccién es mayor entre mayor es el niimero cuantico orbital £.

Para determinar completamente las correcciones (6.4.7) es necesario calcular el
valor esperado de Z e?/#3. Para ello, se aplica la ecuacién (5.5.6) de la teoria del
momento angular para expresar los estados |n, £, , m) en términos de los estados
[n, £,me, mg) = |n,£,mg) ® |ms), pues los estados |n, £, my) del hamiltoniano sin
perturbar ya se obtuvieron en la seccién anterior. Esto es,
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¢ 1/2 )
|n7€7j7m> = z Z C;]V;’Z?ms

me=—f mg=-1/2

n’E’ mz’ms) '

n, j={ +12
0l /,/ AEY_pap
’—< ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
\\
N 1
N _ AEL) - 1
N n, j=4{-1p2
H, Ho+ Hg
// 2 Dsj2
/7
/// _- 2 P3pp
n=3 /////’
Nt 2 S1p2
\\\
\ \\\
\ 2 P2

2 D32

Figura 6.7 Estructura fina para un orbital n,
£, con £ # 0 (superior). Desdoblamiento del nivel
n = 3 (inferior). Para los niveles u orbitales
del hamiltoniano total se emplea la notacién
espectroscopica, en la cual el subindice es el
ndmero cudntico j.

Teniendo en cuenta que el nimero cuantico azimutal de espin toma solamente
dos valores, ms; = +1/2, la suma sobre m se reduce a dos términos. De acuerdo
con la teoria de adicion de momento angular, m = my + ms = my + 1/2, asi que
para un valor de m dado, my solo puede tomar los dos valores my = m + 1/2.
Entonces, de la suma sobre my solo subsiste un coeficiente de Clebsch-Gordan
no nulo para cada valor de m,. Explicitamente, para j=£+1/2y j=£-1/2,
las sumas se reducen a

4 ,m 4 m
In,0,0+1/2,m) = Cw;lﬁz,—m In, 6, m +1/2, —1/2)+q;_11/72,1/2 In,,m—-1/2,1/2)

In, 0,0 -1/2,m) = C’f;ll/?éf'flm In, 6, m +1/2, —1/2)+Cf;_11/72*f’}/2 In,,m—1/2,1/2) .
Los estados de una particula con espin 1/2 como el electrén se pueden
representar en la base |r,m;) (ejercicio 7 de la secciéon 6.3), en la cual la
representacion de los estados |n, £,mg, ms) esta dada por

1
‘n7€7 m@7i§> =t wn,é,me (I’n) X+ (649)

donde ¥y, ¢,m,(r) son las funciones propias de H, determinadas en la seccién
anterior y x. son los espinores base. Entonces, la representacion de los estados
en la base {|r,m;)} es
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l+1/2,m m+1/2 l+1/2,m m—1/2
[n, 0, €+ 1/2,m) = Cn;{/Q,,l/QRn,e(T’)n +1/ X_ + Cn::l//z,l/anl(r)Ye / X+
(6.4.10a)

y

l-1/2,m m+1/2 0-1/2,m m-1/2
In 60 =1/2,m) = Oy 10" R o ()Y x4 O R e ()Y P
(6.4.10b)

Aplicando las formulas de recurrencia para los coeficientes de Clebsch-Gordan,
se obtiene?

ex1j2m [ LFm+1/2 ex1j2m . [Lxm+1/2
Cm+1/2,—1/2 Vo w1 CT? Cm,1/2’1/2 =+ el C;. (6.4.11)

Con estos resultados, el valor esperado en (6.4.8a) se puede expresar

= ™ 2m
(z 7 >n)é7j:€+1/2)m = /rzdr /O sen@d&/o de{cy Rnyg(r)YZnH/Qxi
o

65 R o ()Y, XY (22 1% ) R o(r) (e} R ()Y X0
+ 3Ry ()Y,

Aplicando la ortonormalidad de los espinores base se reduce a
x T 27 *
= / r2dr / sen@d@f de{ci Ry o(r) Yemﬂm} (Ze2r® )c{Rnl(7")YZ"+1/2

r 2 g 2 + m-1/2* 2,3\ 4+ m-1/2
+f7“ drf sen@d@[ do{c; Rn(r)Y, } (Ze“|r? ) cagRu ()Y, .

Finalmente, aplicando la ortonormalizacién de los armoénicos esféricos se obtiene

[}

(ZE1%), g porjom = {4 (3)} [ rdr (Roa(r)y 22,

o

donde se ha tenido en cuenta que tanto los coeficientes de Clebsch-Gordan
como la parte radial de las funciones de onda hidrogenoides son reales.

De (6.4.11) se concluye que la suma de los cuadrados de los coeficientes
de Clebsch-Gordan para cada estado |n,¢,¢+1/2,m) es igual a la unidad:
(c1)? + (c¢5)? =1, lo cual era de esperar, pues los estados |n, £, £+ 1/2,m) estan
normalizados. Note entonces que no era necesario calcular los coeficientes de
manera explicita para determinar el valor esperado de la derivada del potencial.

2 Sakurai, 1994, seccién 3.7, pp. 213-215.; Merzbacher, 1960, capitulo 7, ejercicio 17.1, p.
402.
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El calculo del valor esperado para el estado |n,¢,£ - 1/2,m) conduce al mismo
resultado. Esto es,

[}

(ZE1°), s jom = f r2dr { R o(r)}2Z 2[r°, (6.4.12)

o

La integral es Ze? veces el valor esperado® de 1/7% y es igual a

(72 ) Z'e? ! (6.4.12a)
" _ —. 4.
nllel/2m g3 (0 +1)(£+1/2 ) n3

Teniendo en cuenta que el orden de magnitud del valor esperado es e?/a2, de
acuerdo con (6.4.8a) y (6.4.8b), el desdoblamiento de la estructura fina para el
atomo de hidrégeno es del orden de

h2 e?

AEfina N 2.2 37
m2c? al

Recordando que la unidad atémica de energia es €, = €2/a,, segin (6.3.11b) y
(6.3.10b), el orden del desdoblamiento de estructura fina en unidades atémicas

€s 9
AEy; e? 1\2
7€fzna N (hc) = (ﬁ) 5 (6413)

lo que nos da una idea sobre el orden de magnitud de la correccién a los niveles
de energia del atomo de hidrogeno.

6.5 Efecto Zeeman - Estructura hiperfina

Atomos hidrogenoides sin espin

Se analiza primero el caso de un dtomo hidrogenoide sin espin en presencia de
un campo magnético uniforme externo B = B e, derivable del vector potencial
A(r) segin

A(r)=1/2 Bxr :A(m,y,z):—g (yey —x ey). (6.5.1)

El hamiltoniano clasico de una particula cargada en presencia de un campo
electromagnético? esta dado por

H_asico = {p — (Q/Zc")nA(T)} + qu('I“),

con p =m (dr/dt) + (¢/c)A(r) y ¢ la velocidad de la luz.

L Pauling y Wilson, 1935, p.145.
2 Goldstein, 1987, ecuacién (8.26).
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Para el caso de un atomo hidrogenoide q¢(r) = —e ¢(r) = —=Ze?/r (e > 0) es el
potencial coulombiano entre el electron y el nicleo. Con base en la expresion
clasica del hamiltoniano, el operador hermitico que representa la energia del
electréon de valencia es

271ne {B” +(e*/) A%(7) + (efe) (B~ A(7) + A(F) - D)} + V(7). (e>0).

H:

Teniendo en cuenta que

(r|p- A(F) [r') = —ih 0r - {A(r) 0(r-7")}
=—ihdé(r—r") op - A(r)—ih A(r)- 0 5(r—7")
y (r| A(P)-plr')=-ih A(r)-0p (r —7"),

se observa que en general A(#) y p no conmutan, debido a que los operadores de
posicién y momentum candnicamente conjugados no conmutan. Sin embargo,
eligiendo la calibracion (gauge) 0, - A(7r) = 0, los operadores conmutan y
el operador hamiltoniano para el electrén del 4tomo hidrogenoide se puede
expresar como la suma, de tres términos

H=H,+H.p+Hpgs, (6.5.2a)

donde

~ 1 9 ~
Hy=—p*+V(#), Hpp-= .
Qmep (7) LB 2m ¢ 8 Mec?

para m ~ Me.

Si el valor del campo es tal que los valores esperados de Hip y Hpo para
los estados propios de H, son pequenos comparados con la diferencia entre
los niveles de energia de H,, los dos tltimos términos de (6.5.2) se pueden
considerar como perturbaciones al operador hamiltoniano H,.

Como los estados |n, £, my), kets propios de f[o, diagonalizan Hig y fIBz, para
cada orbital (n,£) no perturbado la correccién de primer orden serd

AE&; =(n, £, my| Hip [n, €,me) + (n, £, my| Hpg: [n, £, mp),

(1) eB . e B® 5
AE, ;= (n,bme| oL [n, ;mg) + {n, £, m| Ry (&2 +9%) |n, £, my).
Para el primer término se obtiene directamente
B . B
(n, £, my| ¢ L, |n,t,my) = hmy, (6.5.3)
2Me C 2mec

mientras que el segundo término es igual a

e B2 | . e B? "
@) In o) = o [ P Ry () Ry (7).
€ €

12
(6.5.4)

<na£a m@'
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donde se tuvo en cuenta que la representacién en coordenadas esféricas de
22 + 92 es r2sen?f y se realizé la integracion sobre las coordenadas angulares.

El desdoblamiento de los niveles para un orbital dado es debido al término de
perturbacion definido por (6.5.3) que contiene de manera explicita el ndamero
cuantico azimutal my. El segundo término (6.5.4) solamente desplaza los niveles
de energia en una cantidad proporcional al valor esperado de #2.

Para campos débiles, la contribucion de (6.5.4) es mucho méas pequenia que la
contribucion de (6.5.3), la cual no juega un papel importante en los casos en
que (6.5.3) sea diferente de cero, lo cual ocurre para orbitales con ¢ # 0. Cuando
(6.5.4) se puede despreciar para my # 0, se habla de la aproximacién de campos
débiles.

Aprozimacion de campos débiles

En esta aproximacién los niveles de energia para el electrén en presencia del
campo externo estan dados por

1(2)? eB
Epm,=—1 ="\ e+ hmy. 6.5.5
e 2{n2} c 2me c me ( )

Este mismo resultado se obtiene directamente del hamiltoniano (6.5.2a)
despreciando el término cuadrético en B, pues en tal caso los estados [n.l,me),
kets propios de H,, son a su vez kets propios de L,. Esto es,

H [n,lmye) = (ﬁo + ﬁLB) [n,0,me) = Epm, [1,0,m0) .

Se concluye entonces que el campo magnético uniforme levanta totalmente
el degeneramiento con respecto al mimero cudntico azimutal my de cualquier
orbital no perturbado (n y ¢ dados) de un atomo hidrogenoide sin espin. Para
cada orbital £ el nivel se desdobla en 2¢ + 1 subniveles. Este efecto es conocido
como el efecto Zeeman normal.

Atomos hidrogenoides con espin - Aproximacion de campos débiles

Cuando se tiene en cuenta el espin del electron de valencia del atomo
hidrogenoide hay que considerar dos términos de interaccién adicionales,
provenientes de la interaccién espin-orbita ya estudiada y de la interaccién
del momento magnético de espin del electrén con el campo magnético externo.

El hamiltoniano de interaccién del momento magnético de espin del electrén
con el campo magnético externo es

. N B .
Hsp=-i-B=-—-8.B=23,
MeC MeC

asi que el hamiltoniano total es de la forma

H=H,+Hg, +Hp, (6.5.6)
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donde Hpg es el hamiltoniano de interaccion espin 6rbita definido por (6.4.1)
y

Hp = Hop+ Hsp = S0 (L. +25.) = <5 (J.+ 5.). (6.5.7)
2mec 2mec

En la anterior secci6n se vio que la interaccion espin 6rbita levanta parcialmente
la degeneracion de los niveles de energia de H,. Para campos débiles Hp se
puede considerar como una perturbacion respecto a H,+Hg L,y se puede aplicar
teoria de perturbaciones independiente del tiempo para calcular la correccién
de primer orden a los niveles de energia. Para ello, de acuerdo con (3.10.29),
se debe solucionar el problema de valores propios de Hp restringidos a cada
subespacio ‘E,, j_s.1/2 para n y £ dados.

Como los estados |n, ¢, j = ¢ +1/2,m) son kets propios de Js,
Jon, b5 =0x1/2,m)=hm|n,,j=0+1/2,m),

el primer término del hamiltoniano de perturbacion (6.5.7) queda diagonalizado
en esta base.

Teniendo en cuenta (6.4.11), los estados |n, £, j = £+ 1/2,m) en términos de los
estados propios de S, estdn dados por

Lxm+1/2
0 1/2m) = e/ EETALZ ~1/2,1/2
|TL,£,] J28" /7m) + 20 +1 |na£am /7 />
{¥m+1/2
_— 1/2,-1/2). 9.
+1/ 5771 |n,¢,m+1/2,-1/2) (6.5.8)

A pesar de que los estados |n,¢,j =£+1/2,m) no son estados propios de S,
debido a la ortogonalidad de los estados propios de S. en el lado derecho
de la anterior ecuacién, se demuestra que en cada subespacio Zn,jz@:tl/Q la
base |n,¢,j=0+1/2,m) diagonaliza a S. y, en consecuencia, diagonaliza el
hamiltoniano de perturbacion. Por tanto, las correcciones de primer orden para
la energia de los orbitales (n,£,j = £+ 1/2) estan determinadas directamente
por los elementos diagonales del hamiltoniano de perturbacién

1 e B
AEQ&W o (126 = Cx1/2,m| (J.+8.) |n, 0,5 =£+1/2,m),
eB . .
= (n,0,j=0x1/2,m| J. [n,0,j=C+1/2,m)
2mec
B . A .
b2 n =02 1/2,m| 8. |n 65 = 0+ 1/2,m),
2mec
1 e B e B . N .
AE(J) 012 Wecher e (n,€,j=0+1/2,m| S, |n,€,j=C+1/2,m).

Aplicando (6.5.8), el valor esperado de la componente z de espin es

hm

0,j=0+1/2 S, In, 0, j=0+1/2,m)=+—
(n,l,j=L+1/2,m| S, [n,£,j=L+1/2,m) 501
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de manera que la correccién de primer orden para la energia estd dada por

B hm he B 1
AEW -2 { h } - {1 } : 6.5.9
n,j=0x1/2 2mec mx 20+ 1 2mec * 20+1 mn ( )

Puesto que —j < m < j, cada orbital (n,¢,j = ¢ +1/2) se desdobla en 2j + 1
subniveles levantando totalmente la degeneraciéon respecto al nimero cuéntico
azimutal total m.

En términos del magnetén de Bohr u, = eB/(2mec) y el factor g de Landé,
g=1x1/(2¢+1), las correcciones de energia se puede expresar

AEW = u, ghm, (6.5.10)

n,j=l+1/2 ~

de manera que la diferencia de energia entre subniveles consecutivos es igual a
AFE = pogh.

Ejemplo

Considere el orbital 2p (¢ = 1) de un atomo hidrogenoide sin espin correspon-
diente al valor propio de energia

1(Z)?
ES--=1Z2 /=1.
2 2{2}8 Y

Cuando se tiene en cuenta el espin, figura 6.7, la interaccion espin-o6rbita levanta
parcialmente la degeneracién de manera que el orbital 2p se desdobla en los
subniveles 2P3/5 y 2P, 5, donde el subindice denota el valor de j. Si ademas
hay un campo magnético externo débil, se levanta totalmente la degeneracion
de los subniveles con respecto al nimero cuantico azimutal total m.

m
, 32
/
/
//
- 1/2
2Py - /
/ ~
/ \\‘\
/ \ -12
/ \\
_2L<’/ N\
\ -32
\
\
\
AN 2P 12
\ 1/2 - /.
= -172
HD H0+HSL H0+HSL+HB

Figura 6.8 Estructura fina e hiperfina del orbital
2p de un atomo hidrogenoide.

Debido a la accién del campo externo débil, cada uno de los orbitales 2P; del
hamiltoniano sin perturbar se desdobla en 2j + 1 subniveles, correspondientes
a cada uno de los posibles valores de m para el j dado.
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El factor de Landé para el orbital 2P3/5 es 4/3, mientras que para el orbital
2Py es 2/3, de manera que la diferencia entre dos subniveles de energia es
igual a AE = (4/3 Yhpo = (2/3 YheB/(mec) en el desdoblamiento del orbital
2P0 y AE = (2/3) hyo = (1/3)ehB/(mcc) en el desdoblamiento del orbital
2Py 5. En la figura 6.8 se muestra un diagrama aproximado de la estructura
hiperfina para los orbitales 2P/, y 2Py 5.

Ejercicio

1. Cuando el campo magnético externo es fuerte ya no ocurre el desdoblamiento
de estructura hiperfina o efecto Zeeman estudiado previamente, pues el
término de interaccion predominante en (6.5.6) es Hp yno Hgy. En este caso
se considera como hamiltoniano sin perturbar a H,+Hp y como perturbaciéon
a la interaccion Hgr,.

Demuestre que cuando el campo magnético externo es fuerte, la base més
apropiada para calcular las correcciones de los niveles de la energia del
sistema sin perturbar es {|n, ¢, my,ms)}, en lugar de la base {|n,¢,j,m)},
y que los valores propios del hamiltoniano sin perturbar son

eBh

2Me C

_ o
Enyml)ms - E’I’L +

(mye +2my).
Haga un diagrama que muestre los niveles de energia sin perturbar para un
orbital dado.

6.6 Particulas idénticas y degeneraciéon de
intercambio

Los postulados de la mecénica cuantica no relativista no estarian completos
sin el postulado de simetrizacion requerido para la descripciéon de sistemas
de particulas idénticas. Este postulado, la degeneracion de intercambio y el
principio de exclusion de Pauli son los puntos de partida para el estudio de
dtomos de mas de un electron, la mecénica estadistica cuantica y, relacionados
con esta, el estado solido y la teoria de muchos cuerpos. En esta seccién se
realiza una muy breve introduccién a los conceptos fundamentales para el
estudio de sistemas de particulas idénticas.

Particulas idénticas

Dos o mas particulas son idénticas si todas sus propiedades (masa, carga,
espin, etc.) son exactamente iguales. A diferencia de la mecénica clasica donde
las particulas idénticas se pueden distinguir (en principio podemos observar
la trayectoria de cada una de las particulas distinguiéndolas de las otras),
en mecanica cuantica las particulas idénticas son indistinguibles®. Este hecho
implica que los estados de un sistema cudntico de particulas idénticas deben

3 Para una interesante descripcién de un sistema de dos particulas desde los puntos de

vista clasico y cuadntico consultar el texto deCohen Tannoudji et al., 1977, vol. I, capitulo
XTV, p. 1371.
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ser funciones propias del operador intercambio de dos particulas y que los
observables deben ser invariantes ante estos intercambios.

Considere dos particulas idénticas, una de las cuales esta en un estado propio
simultdneo de un CCOC |K;) y la otra en un estado propio diferente |K;) del
mismo CCOC. Aqui los subindices i y j notan el conjunto de nimeros cudnticos
que caracteriza el estado, con i # j.

Si se realiza sobre el sistema la medicion de un observable A del CCOC, con
toda certeza se obtendran como resultados los valores propios a; y a;, pero
no se puede concluir nada acerca de cual particula se encontraba en el estado
|K;) y cudl en el |[K;). Recordando lo estudiado en el capitulo introductorio,
cualquier intento por averiguar cudl particula arrojard un determinado valor
propio implica interactuar con el sistema antes de la medicién del observable
y, en consecuencia, alterar el estado del sistema antes de la medicion.

Si ‘E; es el espacio de kets definido por los observables de una de las particulas y
5 el de la otra, el ket que describe el estado del sistema perteneceré al espacio
de kets £ = ‘E; ® ‘F,.

Notando |K;(1)), |K;(1)) los estados propios pertenecientes al espacio E;
de una de las particulas y |K;(2)), |K;(2)) los estados pertenecientes al
espacio E, de la otra particula, el estado del sistema antes de la medicién
podria ser descrito igualmente por cualquiera de estos kets: |K;(1),K;(2)) =
[Ki(1)) ® [K;(2)), o |K;(1),Ki(2)) = |Ki(2)) ® |K;(1)). Esto es, tanto
|K;(1),K;(2)) como |K;(1),K;(2)) describen el estado de un sistema de dos
particulas idénticas en el cual una de ellas esté en el estado |K;) y la otra en el
estado |K).

De acuerdo con la definicién (2.4.12), el producto interior

(Ki(1), K;(2)|K5(1), Ki(2)) = 64505 (6.6.1)

es nulo para ¢ # j, de manera que aunque los kets |K;(1),K;(2)) y
|K;(1),K;(2)) describen el mismo estado fisico son linealmente independientes
y tienen diferente orientacion en el espacio de kets del sistema.

Esto entra en contradiccién con lo afirmado hasta el momento: salvo un factor
de fase arbitrario, la orientacion del ket es lo que caracteriza el estado del
sistema.

De otra parte, satisfacen el principio de superposicion, el cual afirma que la
superposicién de un estado consigo mismo no conduce a un nuevo estado.
En efecto, cualquier superposicién normalizada de los kets |K;(1),K,;(2)) y
[K;(1), Ki(2)):

V) = 1 |Ki(1), K;(2)) + 2 | K;(1), Ki(2)) , (6.6.2)

describe el mismo estado fisico que |K;(1),K,(2)) o |K;(1),K;(2)). La
probabilidad de obtener para una particula el valor a; y para la otra el valor
aj, después de la medicién del observable A, es la misma cuando se calcula con
cualquiera de los anteriores kets.
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Sin embargo, para describir mateméticamente el principio de superposicion, ya
no se puede afirmar que cualquier combinacion lineal de estados cuyos kets son
linealmente independientes conduce a un nuevo estado. Se vera que es necesario
introducir un postulado adicional denominado postulado de simetrizacion.

Las anteriores consideraciones son caracteristicas de un sistema de particulas
idénticas, debido a la indistinguibilidad de las mismas. Si las particulas
fuesen diferentes, ya sea porque una o varias de sus propiedades (masa,
carga, espin, etc.) son diferentes, serfan distinguibles y los kets |K;(1), K;(2))
y |K;(1),K,;(2)) representarian estados diferentes que se pueden distinguir
fisicamente. Si, por ejemplo, la tinica diferencia entre las dos particulas fuese la
carga, una mediciéon del observable A, sometiendo simultaneamente el sistema a
un campo eléctrico externo, permitiria distinguir las dos particulas, pues cada
una seria desviada de su direcciéon inicial una cantidad diferente. Se podria
asegurar, por ejemplo, que la particula de mas carga fue la que arrojé uno u
otro resultado.?

Operador intercambio de dos particulas

Sea Py el operador intercambio de dos particulas, definido por

Pry |Ki(1),K;(2)) = |K;(1), K;(2)), o Py |K;(1), K;(2)) = |Ki(1)7Kj((2)> ;
6.6.3
= (P) K1), K5(2)) = [Ki(1), K5 (2)).

Entonces,
L2 . . . R
(Pr2) =1 y PlTQ = P121 = Pra. (6.6.4)

El operador de intercambio de dos particulas es hermitico y su adjunto es
igual a la transformacion inversa, la cual consiste en volver a intercambiar las
particulas®.

Siguiendo el mismo procedimiento al realizado para el operador paridad al
final de la seccién 3.8, se demuestra que los valores propios de Py son +1 y
-1. Notando |#,) cualquier ket propio correspondiente al valor propio +1 y
|t)_) los correspondientes a —1, la ecuacion de valores propios del operador de
intercambio se puede expresar

Pl? |1/J;t> =% |'¢/}i> . (6.6.5)

Cuando el estado de un sistema de dos particulas es ket propio del operador de
intercambio, se dice que dicho estado tiene una paridad (o simetria) definida

4 Se supone que el efecto del campo eléctrico no altera el estado del sistema antes de la

medicion del observable A. Si las particulas fuesen idénticas, la desviacion de las dos
serfa la misma y no habria forma de distinguir cual particula arroja uno u otro resultado.
De acuerdo con lo estudiado en la seccion 2.4, el orden de K;(1) y K;(2) en el ket que
describe el estado |K;(1), K;(2)) es irrelevante. Esto quiere decir que el anterior ket es
igual al ket |K;(2),K;(1)), donde 1 y 2 se refieren a los subespacios asociados a cada
particula, sin importar quién sea la 1 y quién sea la 2. De la misma manera, el orden de
los nimeros en el operador de intercambio es irrelevante, es decir, Pro = P,
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respecto al intercambio de las particulas (es simétrico o antisimétrico). En otras
palabras, |1, ) es simétrico y [1)_) es antisimétrico respecto al intercambio.

En (6.6.3) se observa que los kets | K;(1), K;(2)) v |K;(1), K;(2)) no son estados
propios del operador de intercambio Pyy . Sin embargo, mediante combinaciones
lineales de la forma (6.6.2) se puede construir estados propios del CCOC de las
particulas, que a su vez sean kets propios del operador paridad. Por ejemplo,
los estados propios normalizados

1
los) = 7 {1K:(1), K;(2)) = |[K;(1), Ki(2))} (6.6.6)

son estados propios simultaneos del operador paridad, correspondientes a los
estados propios +1, y de los operadores del CCOC de las dos particulas.

Degeneracion de intercambio

Sean A; y A, los operadores que representan un mismo observable del CCOC
de cada una de las particulas, extendidos al espacio de kets de las dos particulas,
los cuales satisfacen:

Av Ki(1),K;(2)) = ai [Ki(1),K;(2)), Ag [Ki(1), K;(2)) = a; [Ki(1), K;(2))

Aplicando el operador de intercambio a la primera de las ecuaciones, teniendo
en cuenta las propiedades (6.6.4), se satisface

Py Ay P Proy |Ki(1), Kj(2)) = a; Pro |Ki(1), K;(2)) .

Aplicando (6.6.3), se obtiene

{Pi2 Ay Py} K (1), Ki(2)) = a; |K(1), Ki(2)) - (6.6.7)

Comparando con la ecuaciéon de valores propios para /12, se concluye que
Ay = ]3121211]51‘21. Similarmente, bajo la transformaciéon de intercambio de
particulas, la ecuacién de valores propios de A, se transforma en la ecuacion
de valores propios de Ay. Por esta razon se dice que la transformacion de
intercambio de particulas deja invariante las ecuaciones de valores propios de
los observables de un sistema de particulas idénticas.

Como ejemplo, suponga que el operador hamiltoniano de un sistema de dos
particulas no interactuantes es de la forma

A2 A2
7=P1L P2y s V(R
2m1 2m2

Si los potenciales involucrados en el hamiltoniano del sistema son analiticos, me-
diante un procedimiento similar al realizado para obtener (6.6.7), se demuestra
que el operador hamiltoniano permanece invariante ante el intercambio de las
dos particulas: Py H P12 = H, 0 lo que es lo mismo [Plg, H] P, H-HPy =



6.6. PARTICULAS IDENTICAS Y DEGENERACION DE INTERCAMBIO 369

Si el operador hamiltoniano de cada particula pertenece al CCOC, los kets
|K;(1),K;(2)) v |K;(1), K;(2)) seran kets propios de H correspondientes al
mismo valor propio de energia Fj;;, y cualquier combinacion lineal de estos kets
serd a su vez ket propio de energia correspondiente al mismo valor propio. Como
los dos kets son linealmente independientes de acuerdo con (6.6.1), cada valor
propio de energia es doblemente degenerado. Esta degeneracion de los niveles
de energia se conoce como degeneracion de intercambio®.

Debido a que el operador hamiltoniano y el operador paridad conmutan, es
posible encontrar una base de kets propios simultdneos de los dos operadores.
Por ejemplo, empleando las ecuaciones (6.6.6) se puede construir una base de
kets propios de energia con simetria definida respecto al intercambio de las dos
particulas. Asi, los kets

o) = —
P+ —\/5
y o) = (1K (1), K5(2)) - K (1), Ko(2)

satisfacen las ecuaciones de valores propios Pps |p.) = =|e.) v H |p.) =
Ei; |p+). Los kets |p.) y |¢-) son ortogonales (corresponden a valores propios
diferentes del operador de intercambio el cual es hermitico) y son kets propios
correspondientes al mismo valor propio de energia. Sin embargo, el primero es
simétrico respecto al intercambio de particulas y el segundo es antisimétrico.

Note que a diferencia de los kets |K;(1), K;(2)) y |K,;(1), K;(2)), los kets |p)
y |¢-) describen estados invariantes ante el intercambio de particulas, lo cual
es deseable para la descripcion de los estados de sistemas de dos particulas
indistinguibles. En efecto, salvo un factor de fase para el ket |¢_), al aplicar el
operador paridad se obtiene un ket que representa el mismo estado.

(1K (1), K;(2)) + [K;5(1), K:(2))}

Considerando ahora un sistema de tres particulas idénticas, para el cual una
medicion completa arrojé que una particula se encontraba en el estado |K;),
otraen el estado |K;) y otra en el estado |K}), el ket que represente el estado del
sistema antes de la medicién puede ser cualquier ket en el cual cada particula
esté en uno de los estados anotados. Como son tres estados posibles y no
se puede distinguir cuél particula estd en cual estado, hay 3! = 6 kets de la
forma |K;) ® |K;) ® |[Kk) que pueden representar el estado del sistema. Las
posibles combinaciones lineales de estos kets que representen estados simétricos
o antisimétricos para un mismo estado fisico del sistema son:

R

|¢i) = \/6

{1KG(1), K;(2), Ki(3)) £ [K;(1), Ki(2), Ki(3))

+1K;(1), Kg(2), Ki(3)) £ |Ki(1), K;(2), K;(3)) (6.6.8)

+|Ki(1), Ki(2), K;(3)) + [Ki(1), Kx(2), K;(3))} -

Estos kets satisfacen P, [t.) = £ [¢.), donde By, con 1 < m=1,23yl#+m,
nota los posibles operadores intercambio de dos particulas: Pio, P13y Pss.

6 A medida que aumenta el namero de particulas idénticas aumenta el grado de

degeneraciéon de los valores propios. Ver por ejemplo, Schiff, 1968, capitulo 10, p. 365.
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El estado antisimétrico respecto a cualquier intercambio de dos particulas se
suele construir aplicando el denominado determinante de Slater:

1 |Ki(1))  |Ki(2)) |Ki(3))
|w_>=f IK;(1)  |K;(2))  |K;(3)),
SIKe(D)  [Ke(2))  [Ki(3))

el cual se desarrolla como cualquier determinante empleando el producto
tensorial de los kets. Se puede comprobar que este determinante coincide con el
estado |-} definido por (6.6.8), tomando los signos inferiores. El determinante
de Slater tiene la ventaja de que se puede generalizar rapidamente para
definir estados totalmente antisimétricos para sistemas con cualquier nimero
de particulas idénticas.

Para sistemas de méas de dos particulas, se define el operador permutacion P
como el producto de p operadores de intercambio de dos particulas. El conjunto
de todas las posibles permutaciones constituye un grupo. Para un estado
antisimétrico, la accion del operador de intercambio de dos particulas conduce
nuevamente a un estado antisimétrico.” El intercambio de dos particulas para
un estado antisimétrico, IE’U— [th_) = = [¢b_), equivale a un intercambio de las filas
iy j en el determinante de Slater. La accién del operador permutacién, definido
por el producto de p operadores de intercambio, es P [v_) = (=1)? [4b_), lo que
equivale a realizar p intercambios de filas en el determinante de Slater.

Postulado de simetrizacion

Siguiendo a Sakurai® se puede afirmar que en la naturaleza los sistemas de
particulas idénticas son o totalmente simétricos con respecto al intercambio de
cualquier par de particulas, en cuyo caso se dice que las particulas obedecen
la estadistica de Bose-Einstein y son denominadas bosones, o totalmente
antisimétricos, en cuyo caso las particulas obedecen la estadistica de Fermi-
Dirac y se denominan fermiones.

Lo mas interesante es que hay una conexién entre el espin de las particulas
y la estadistica que obedecen. Particulas de espin semientero son fermiones
mientras que particulas de espin entero son bosones.

Principio de exclusion de Pauli

El principio de exclusion de Pauli afirma que dos fermiones no pueden estar
en el mismo estado. Esto es, dos fermiones no pueden tener todos sus ntimeros
cuanticos iguales.

Si dos fermiones pudiesen estar en el mismo estado, el ket |K;(1),K;(2))
representaria, un posible estado, pero como es totalmente simétrico ante el
intercambio de las dos particulas no puede caracterizar un sistema de fermiones,
cuyo estado, cualquiera que este sea, debe ser totalmente antisimétrico respecto

7 Un estudio detallado de los operadores permutacion se puede consultar en el capitulo

13 del texto Campos D. (1989). Teoria de sistemas cudnticos. Universidad Nacional de
Colombia.
8 Sakurai, 1994, seccién 6.2.
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al intercambio. Vale la pena anotar que basta con que dos particulas tengan
los mismos nimeros cuanticos para que el determinante de Slater sea nulo por
tener dos filas iguales. Debido a que los electrones son fermiones, este principio
de exclusion es fundamental en el estudio de la fisica atémica y molecular.

Ejemplo

Suponga que se tienen dos estados |K;) y |K;) (¢ # j) que deben ser ocupados
por dos particulas idénticas:

a. Si son fermiones, el estado del sistema debe ser antisimétrico y satisfacer el
principio de exclusién de Pauli, esto es, % {IK;(1),K;(2)) - |K;(1), K;(2))}.

b. Si son bosones, el estado del sistema debe ser totalmente simétrico y no
tiene que satisfacer el principio de exclusion de Pauli. Hay tres posibles estados
independientes que satisfacen estas condiciones:

R

IKi(l),Ki(Q)),lKj(l),Kj(Q)%\/5

(1K (1), K;(2)) + [K;5(1), Ki(2))} -

A bajas temperaturas todos los bosones tienden a ocupar el estado base (por
ejemplo, H, liquido y *H,).

c. Si fuesen particulas “clasicas” que satisfacen la estadistica de Maxwell-
Boltzman (sin restriccion de simetria o principio de exclusiéon) hay cuatro
posibles estados independientes:

[Ki(1), K;(2)),1K;(1), Ki(2)), [Ki(1), Ki(2)), |K;(1), K;(2))

Como anota Sakurai® la diferencia mas dramatica entre fermiones y bosones
ocurre a bajas temperaturas. Para un sistema de bosones como el * He, todas las
particulas que componen el sistema tienden a ocupar el estado base a muy bajas
temperaturas. Este efecto es conocido como condensacion de Bose-Finstein.

9 Sakurai, 1994, seccién 6.2, p. 363.






Apéndice A

Estados de polarizacion y el
principio de superposicion
ondulatorio

En una onda de luz monocromética los campos magnéticos y eléctricos que
la definen oscilan en direcciones perpendiculares, normales a la direcciéon
de propagacién. La direccién en que oscila el campo eléctrico de la onda
define su estado de polarizacién. Si el campo eléctrico oscila en una tnica
direcciéon (normal a la direccion de propagacion), se dice la onda esté polarizada
linealmente en dicha direccion y su estado de polarizacion lineal queda definido
completamente por un vector unitario en la direccién en que oscila el campo.*

El campo eléctrico de una onda de luz monocromaética propagandose en la
direccién y y polarizada linealmente en la direccion z esta dado por

E={FE,cos(ky—-wt)}e, = E,R {ei(ky_“’t)} e, (A1)

donde e es el vector unitario en la direcciéon z, F, es la amplitud del campo y
R denota la parte real de la cantidad entre paréntesis. El estado de polarizacion
lineal queda definido por el vector unitario e..

El principio de superposicién ondulatorio aplicado a las ondas de luz polarizadas
linealmente afirma que la superposicion de dos ondas en fase, propagandose en
la misma direccién y polarizadas linealmente en dos direcciones arbitrarias
independientes da como resultado una onda linealmente polarizada que
se propaga en la misma direcciéon de las ondas componentes. Asi, de
la superposiciéon de dos ondas polarizadas linealmente en las direcciones
ortogonales w y v, se obtiene la onda

E' =ci{E,cos(ky—wt)} ey, +ca {E, cos(ky—wt)e,},

E =R {Eoei(ky_m)} ey + R {Eo ei(ky_“’t)} e,,

E' = %{EO ei(ky’“t)} {c1e4 +c2e,}, (A.2)
donde e,, y e, son los vectores unitarios que definen el estado de polarizaciéon

lineal de las ondas que se superponen. Suponiendo que la suma de los cuadrados
de los modulos de los coeficientes ¢ y co es igual a la unidad, el estado de

1 Tralli N. (1963). Classical electromagnetic theory. McGraww Hill Book Company, p.

199.
373



37TAPENDICE A. ESTADOS DE POLARIZACION Y EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION...

polarizacion lineal de la onda resultante queda definido por el vector unitario
c1e, + c2e, vy las intensidades de las ondas que se superponen, relativas a la
intensidad de la onda resultante, seran iguales al cuadrado de los coeficientes
C1 y ca, respectivamente.

e
Considere que {ey,e,} define una base
ortonormal del plano {z,y} y que su e

relacion con la base {e,,e,} es la
indicada en la figura de la derecha.

ez

De acuerdo con el diagrama vectorial, se tiene

e, = (cosa)e, — (sena)e,, e, = (sena)e, + (cosa)e,

ey, = (cosa)e, + (sena)e,, e, = —(sena)e, + (cosa)e,. (A.3)
Por lo tanto, la onda resultante de la superposicion (A.2) serd una onda
linealmente polarizada en la direccion z si ¢; = (cosa) y ¢a = —(sena). Se
observa entonces que para expresar una onda de luz polarizada linealmente en
la direccién z como superposiciéon de dos ondas polarizadas linealmente en la
direcciones w y v basta reemplazar la primera de las ecuaciones (A.3) en la
primera de las ecuaciones en (A.1):

E =%{E, ei(ky_‘”t)} {(cosa)e, — (sena)} ey,
E = (cosa)R {Eoei(ky’“’t)} ey — (sena)R {Eoei(kyfwt)} e,. (A.4)

Las intensidades de las ondas componentes respecto a la de la onda resultante
estan definidas por el cuadrado de los coeficientes.

De otra parte, cuando las dos ondas que se superponen tienen igual intensidad,
polarizaciones lineales en direcciones ortogonales y una diferencia de fase de 90°,
la onda resultante de la superposicién se encuentra en un estado de polarizacion
circular, ya que en estos casos el vector campo eléctrico gira alrededor del eje
que define la direccién de propagacion de la onda manteniendo constante su
magnitud. Cuando gira en el sentido contrario a las manecillas del reloj se dice
que la polarizacion es circular a derecha, mientras que si gira en el sentido
de las manecillas del reloj es circular a izquierda®. Por ejemplo, una onda
propagandose en la direccién y esta polarizada circularmente a la derecha,
cuando la componente polarizada linealmente en z tiene una diferencia de fase
de +90° respecto a la componente polarizada linealmente en z. Esto es,

1 1
E" ={E, cos(ky — cos(wt)e, + — cos(wt +/2)e
(B, coslhy) | s cosliotles + e
define el campo eléctrico de una onda monocromética propagindose en la
direccién y con polarizacion circular a derecha. En efecto, observe que el
extremo del vector unitario
2

Aqui se emplea la misma convenciéon de Feynman et al., 1967, p. 33-3.



1 1 1 1
— cos(wt)e, + — cos(wt + m/2)e, = — cos(wt)e, — — sen(wt)e,,
que define el estado de polarizacién de la onda y, por tanto, la direccién en
que oscila el campo eléctrico, describe en el tiempo un movimiento circular
uniforme alrededor del eje y, eje que define la direcciéon de propagacion de la
onda.

De otra parte, el vector unitario

1 1 1 1
—sen(wt)e, + —sen(wt + 7/2)e, = — sen(wt)e, — — cos(wt)e
también define un estado de polarizacién a derecha. Como la superposicion de
dos ondas en un mismo estado de polarizacién da como resultado una onda cuyo
estado de polarizacion es igual al de las ondas componentes, la superposicién

E ={FE,cos(ky)} {\}5 cos(wt)e, + % cos(wt + W/Z)em}

+{E, sen(ky)} {\}5 sen(wt)e, + % sen(wt + 7r/2)ex}

define una onda de luz monocromaética con polarizacién circular a derecha, la
cual es igual a

1 . 1 .
E=E, m{ﬂez(ky—wt)ez + \/iez(ky—wt-wr/Q)ex} 7 (A5)

. 1 1 .
E=F, %{ez(ky‘”t) { e, +—e e, (A.6)
V2 V2 ’

que es otra forma general de expresar una onda de luz monocromatica
propagandose en la direccién y con polarizacion circular a derecha.

El lector puede comprobar que

, 1 1
E=E, Eﬁ{e’(ky_“t) { e. +——c %, (A7)
V2 V2

define una onda con polarizaciéon circular a izquierda. Esto es, el extremo del
vector campo eléctrico describe un movimiento circular uniforme alrededor del
eje y en el sentido de las manecillas del reloj.

Se observa en (A.5) y (A.7) que una onda de luz polarizada circularmente se
obtiene de la superposicién de dos ondas polarizadas linealmente en direcciones
perpendiculares siempre y cuando una de las componentes se encuentre
retrasada o adelantada en un cuarto de longitud de onda respecto a la otra
componente.






Bibliografia

[1] Abramowitz M. y Stegun I. A. (Eds.). (1968). Handbook of mathematical
functions. Dover Publications.

[2] Bouwmeester D., Ekert A. y Zeilinger A. (Eds.). (2000). The Physics of
quantum information. Springer.

[3] Brand S. y Dahmen H. D. (1985). The picture book of quantum mechanics.
John Wiley & Sons.

[4] Buchholz H. (1969). The confluent hypergeometric function . Springer-
Verlag.

[5] Campos D. (1989). Teoria de sistemas cudnticos. Universidad Nacional de
Colombia.

[6] Cohen-Tannoudji C., Diu B. y Lalde F. (1977). Quantum mechanics. John
Wiley & Sons.

[7] Constantinescu F. y Magyari E. (1971). Problems in quantum mechanics.
Pergamon Press.

[8] Davydov A. S. (1966). Quantum mechanics. Neo Press.

[9] De Young P. A., Jolivette P. L. y Rouze N. (1993). Experimental
verification of the Heisenberg uncertainty principle - An advanced
undergraduate laboratory. American Journal of Physics, 61(6), 560-563.

[10] Dirac P. A. M. (1967). Principios de mecdnica cudntica. Ariel.
[11] Eisberg R. M. (1973). Fundamentos de fisica moderna. Limusa Wesley.

[12] Feynman R. P., Leigthon R. B. y Sands M. (1967). The Feynman lectures
on physics. Addison Wesley.

377



378 BIBLIOGRAFIA

[13] Glauber R. J. (1963). Coherent and incoherent states of the radiation field.
Physical Review, 131(6), 2766-2788.

[14] Goldstein H. (1987). Mecdnica clisica. Editorial Reverté.

[15] Gradshteyn I. S. y Ryzhik I. M. (2007). Table of integrals, series and
products, Ed. Alan Jeffrey. Academic Press.

[16] Guerrero de Mesa A. (1985). Mecdnica cudntica y realidad . Universidad
Nacional de Colombia.

[17] Klauder J. R. y Sudarshan E. C. G. (1968). Fundamentals of quantum
optics. W. A. Benjamin.

[18] Landau L. D. y Lifshitz E. M. (1967). Mecdnica cudntica (teoria no-
relativista). Editorial Reverteé.

[19] Mermin N. D. (1998). What is quantum mechanics trying to tell us?.
Americam Journal of Physics, 66(9), 753-767.

[20] Merzbacher E. (1960). Quantum Mechanics. John Wiley & Sons.
[21] Messiah A. (1975). Mecdnica Cudntica. Tecnos.

[22] Morse P. M. y Feshbach H. (1953). Methods of theoretical physics. McGraw
Hill.

[23] Pauling L., Wilson E. B. (1935). Introduction to quantum mechanics.
McGraw-Hill.

[24] Sakurai J. J. (1994).Modern quantum mechanics. Ed. San Fu
Tuan. Addison-Wesley Publishing Company.

[25] Schiff L. I. (1968). Quantum mechanics. McGraw-Hill.
[26] Spinel M. C. (1990). Algebras de Clifford, Momento, (2), pp. 22-30.

[27] Spinel M. C. (1990). Algebra de Clifford del espacio-tiempo. Momento,
(3), pp. 25-34.

[28] Tralli N. (1963). Classical electromagnetic theory. McGraww Hill Book
Company.

[29] Zill D. G. (1982). A first course of differential equations with applications.
Weber & Schmidt.



Indice alfabético

atomo de dos niveles, 289 relacién de, 203
atomos hidrogenoides, 340 degeneracion
estructura fina, 354, 358 de intercambio, 365, 369
estructura hiperfina, 360, 364 grado de, 71
Airy levantamiento de la, 264, 266,
ecuacion de, 231 357, 364
funciones de, 232 delta
amplitud de Dirac, 106, 110
de correlaciéon, 279, 283 definicion, 107
de densidad de probabilidad, 291 de Kronecker, 50, 58
de probabilidad, 60, 188 Dirac
de transicién, 285, 293 notaciéon de, 13, 17, 23, 40
anticonmutador, 77 distribucién
armonicos esféricos, 318, 319 de Poisson, 253
de valores propios
base ortonormal, 50, 55 caso continuo, 114
continua, 105, 139 caso discreto, 63
discreta, 50, 137 de posicion, 131
bosones, 370 gaussiana, 207, 208
bras, 14
y producto interior, 39 ecuacion de continuidad, 197, 198
ecuaciéon de Schrodinger
Clebsch-Gordan dependiente del tiempo, 14, 181
coeficientes de, 295, 323 representacién de coordenadas,
formulas de recurrencia, 326 186
conjunto completo de observables com- representacién matricial, 182
patibles (CCOC), 35, 68, 85, independiente del tiempo, 14, 183
88 para el operador evolucién, 178
conmutador, 67, 76 efecto tunel, 227
correlacion efecto Zeeman, 360
amplitud de, 279 Ehrenfest
de estados, 261 teorema de, 277
ensamble puro, 61, 86
De Broglie, 13 preparaciéon de un, 90
onda de, 203, 207 espacio de funciones de onda, 110

379



380

INDICE ALFABETICO

espacio de kets, 13, 35
propiedades del, 37
espinores, 302
espin
del electréon, 19
estados de, 24, 30
precesion de, 192, 195, 282
estados
coherentes, 250
representacién de, 253
de minima incertidumbre, 214
entanglement, 326
estacionarios, 184, 191
singlete y triplete, 325

fermiones, 370
flujo de probabilidad, 198, 199
Fourier

transformada integral de, 172, 206
funciones

de distribucion, 14, 63

de onda, 105, 128, 133

de operadores, 119

Gram-Schmidth
método de ortonormalizacion de,
75

Heisenberg
imagen de, 269, 271, 285
relacion de incertidumbre de, 212,
214
Hermite
polinomios de, 238

imagen
de Heisenberg, 269, 271, 285
de interaccién, 287
de Schrodinger, 270, 285
incertidumbre, 208
de un observable, 211
relacion de, 210, 212, 214
para la energia, 279, 282
para posicibn y momentum,
214
Interaccion espin-6rbita, 354

Laguerre

polinomios asociados de, 345
Legendre
polinomios asociados de, 319

medicién de observables
de espectro continuo, 130
de espectro degenerado, 73
de espectro discreto, 59, 64, 129
momento angular
CCOC de, 321
de espin, 19, 20, 300
orbital, 314, 318
reglas de adicién del, 322
relaciones de conmutacion, 298
teoria del, 295
valores propios de, 306

observables

compatibles, 24, 76, 78
representacion matricial, 79

incompatibles, 23, 78

operador
adjunto, 44
antihermitico, 44
de creacién, 246, 276
de destruccién, 246, 276
dispersion, 211
escalera, 246, 306
evolucién temporal, 178
hermitico, 44
identidad, 43
intercambio, 367
lineal, 42
nimero, 246
paridad, 241
rotacion, 297, 304, 311
translacion, 140, 167
unitario, 96

orbitales, 345, 346

oscilador arménico, 234

particula libre, 201
particulas idénticas, 365
Pauli
formalismo de, 301
matrices de, 302
principio de exclusién, 370
perturbaciones



INDICE ALFABETICO

teoria de, 256
Planck

constante de, 12
polarizacién

circular, 28

lineal, 25
potencial lineal, 231
potenciales discontinuos, 216

barrera de potencial, 227

paso de potencial, 218

pozo de potencial, 222
probabilidad, 31, 60, 61, 130

amplitud de, 60, 188

de transicién, 286

densidad de, 131, 167, 197
problema de valores propios, 47, 68

caso degenerado, 71

caso no degenerado, 70
proceso

de absorcién, 290

de emisién, 290
producto

exterior, 45

interior, 39, 115

propiedades del, 40

tensorial, 157
propagadores

introduccién a, 291

relacién
de completez
base continua, 110, 128, 139
base discreta, 51, 72
base discreta y continua, 118
de De Broglie, 203
de ortonormalidad
base continua, 109, 128, 139
base discreta, 50, 72, 89
representacion
cambio de, 96
de coordenadas, 127
de estados coherentes, 253
de momentum, 165
matricial, 54
resonancia, 290
rotaciones, 296
en el formalismo de Pauli, 304
representacién irreducible, 311

Schrédinger

ecuacion de, 181

imagen de, 270, 285
Schwartz

desigualdad de, 212

espacio de, 112

kernel de, 170
sistemas

conservativos, 183

dinamica de, 189

no conservativos, 184
Slater

determinante de, 370
Stern-Gerlach, 61

experimento de, 17

secuencias de experimentos de, 32
superposicion

de estados, 38

principio de, 30, 32

transformacion cambio de base
continua, 115
discreta, 96
interpretaciones activa y pasi-
va, 100
transformada integral de Fourier, 172,
206

valor esperado, 65, 91, 115, 152
virial
teorema del, 352



(¥,
[ —
-
>Q
Q)
-
 —
-
‘-
L 4
@
[ —)
L

Saber més y formar mejor

El presente texto es el resultado de més de diez afos
de experiencia adquirida como profesora del curso
de Mecénica Cuantica | de la carrera de Fisica de la
Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogota.

Esta dirigido a los estudiantes de Fisica y en general
de Ciencias e Ingenieria que hayan culminado sus
asignaturas de Mateméticas. No se requieren
conocimientos previos de mecénica cudntica, es
autocontenido, incluye topicos y ejemplos que en
general no se encuentran reunidos en un solo texto
introductorio. En la gran mayoria de secciones se
recomiendan lecturas adicionales y ejercicios para
realizar fuera de clase, con los cuales se pretende que
el estudiante analice sus respuestas y las justifique
con base en los conceptos adquiridos.

Una vez finalizado el curso el estudiante tendra las
bases necesarias para enfrentar de manera
auténoma sistemas cuanticos més complejos y sus
aplicaciones a las diferentes ramas de la Fisica.
También podrd realizar consultas en red con sentido
critico para discernir la pertinencia e importancia de
la gran cantidad de informacion que alli se encuentra.

ISBN 978-958-701-874-5




