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Introduccion

En este libro el autor presenta un conjunto de tépicos fundamentales de la
Estadistica Matematica, cuyo estudio requiere conocimientos de probabilidad
y calculo diferencial, integral y vectorial. Esta disenado para desarrollar un
curso de Inferencia Estadistica, de un semestre, en programas de matematica,
fisica, ingenieria y estadistica, y puede ser utilizado como libro-texto en cursos
de maestria en Estadistica, Economia o Ingenieria Industrial, especialmente
si se incluye el capitulo 4 titulado “Propiedades de los estimadores”.

En el primer capitulo se estudian las funciones de variables aleatorias inde-
pendientes, con distribucién comun. Esta conformado por tres secciones: las
dos primeras relacionadas con funciones de distribucién de variables aleato-
rias discretas y continuas, y una tercera, titulada “Teorema del limite cen-
tral”. El objetivo de este capitulo es construir funciones de variables aleatorias
a partir de una muestra aleatoria y determinar sus funciones de distribucion.

En el capitulo 2 se definen algunas funciones de variables aleatorias, llamadas
estimadores o estadisticos, que se utilizan para hacer estimaciéon puntual de
parametros como la media y la varianza de una poblacion, y se presenta
el método de los momentos y el método de méaxima verosimilitud para la
obtencion de estos. Este capitulo también incluye criterios para la evaluacién
y comparacion de estimadores.

En el capitulo 3 se trata el concepto de estadistico suficiente y la familia ex-
ponencial uniparamétrica de distribuciones, determinando su representacion
en forma natural. Usando el teorema de factorizacién se determinan, en for-
ma general, los estadisticos suficientes para el parametro de una funcién de
distribucién perteneciente a la familia exponencial uniparamétrica y, final-
mente, se incluyen algunas extensiones a la familia exponencial biparamétrica
de distribuciones.
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El capitulo 4 considera propiedades de los estimadores, que permiten de-
terminar aquellos que tienen un buen desempeno. En el capitulo 5 se da el
concepto de intervalo de confianza y de probabilidad de cobertura, y se ha-
llan intervalos de confianza para los parametros de una distribucién Normal
y una distribucién Binomial. En el capitulo 6 se consideran algunos tépicos
de prueba de hipdtesis y se establece la relacion entre estas y los intervalos
de confianza. Finalmente, en el capitulo 7 se presenta el lema de Neyman-
Pearson, el concepto de pruebas uniformemente mas potentes y pruebas de
razén de verosimilitudes.

Este libro contiene un apéndice en el que se incluyen funciones computacio-
nales en el software libre R, asociadas a los contenidos del libro, que permiten
hacer graficas de funciones de densidad y de distribucion, obtener muestras
aleatorias de una poblacion y hacer inferencias estadisticas a partir de ciertos
conjuntos de datos.

La elaboracion de este libro cont6 con la colaboracién de muchos de mis estu-
diantes de los cursos de Inferencia Estadistica y de Estadistica Matematica,
ofrecidos por el Departamento de Estadistica de la Universidad Nacional de
Colombia, especialmente en su version inicial correspondiente a las notas de
clase. Varios de los problemas que se incluyen fueron propuestos en el proce-
so de preparacion de las clases y otros pensados, propuestos y desarrollados
durante ellas.

Otras personas colaboraron en el proceso de este libro, pero la colaboracion
de Maria Fernanda Zarate Jiménez y del profesor Fernando Ruiz Guzman
fue muy importante. Ella, por su colaboracién en el desarrollo del apéndice
titulado “Software estadistico en R”, que incluye elementos de computacion
estadistica, relacionados con tablas estadisticas, graficas de funciones de den-
sidad y distribucion y elementos computacionales de estimacion, intervalos
de confianza y pruebas de hipotesis. El por la lectura cuidadosa y detallada
de este libro y sus contribuciones en el uso del lenguaje, dando coherencia y
armonia al texto, para que este sea més agradable y de mas facil comprension
para los lectores. A los dos muchas gracias.



Capitulo 1

Funciones de distribucion de
variables aleatorias

Este capitulo tiene como objetivo estudiar las funciones de distribucion de
variables aleatorias. Una variable aleatoria es una funcion a valor real definida
sobre un espacio muestral. Por ejemplo, en el lanzamiento de dos monedas,
el espacio muestral es el conjunto Q = {HH, HT,TH,TT?}, conformado por
todos los resultados posibles (eventos) de este experimento. Una variable alea-
toria X, definida sobre (2, estd dada por X(HH) =2, X(HT) = X(TH) =1
y X(T'T) = 0, el nimero de caras (heads) obtenidas en un lanzamiento de
dos monedas. Si los lanzamientos son independientes y en el lanzamiento de
cada una de las monedas, la probabilidad de obtener H o T' es la misma,

entonces P(X =0)=1/4, P(X =1)=1/2y P(X =2) =1/4.

La funcién de distribuciéon de una variable aleatoria X esta definida por
Fx(z) = P[X < z], para todo x € R. El anterior ejemplo es de variables
aleatorias discretas, es decir, variables aleatorias cuyo recorrido es un con-
junto discreto.

Si una funcién de distribucién es continua, entonces P[X = x| = 0 para todo
x € R. Una variable aleatoria con funcién de distribucién continua se llama
variable aleatoria continua. Por ejemplo, una variable aleatoria normalmente
distribuida es una variable continua.

Como una variable aleatoria X es una funcion a valor real, su funcién de
distribucién Fx(x) = P(X < x) es continua si es continua en el conjunto
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de los nimeros reales. Asi, del concepto de continuidad de una funcién, se
concluye que P[X = xy] = 0, para todo zy € R. Un ejemplo de estas funciones
de distribucién es la distribucion Normal.

Este capitulo estd dividido en tres secciones tituladas: distribuciones discre-
tas, distribuciones continuas y teorema del limite central.

1.1 Distribuciones discretas

En esta seccion se estudian algunas funciones de distribucién de variables
aleatorias discretas. Esta dividida en siete subsecciones tituladas: distribu-
cion Uniforme Discreta, distribucion Bernoulli, distribucién Geométrica, dis-
tribucion Poisson, distribucién Binomial, distribuciéon Binomial Negativa y
distribucién Hipergeométrica.

1.1.1 Distribucién Uniforme Discreta

Una variable aleatoria X tiene distribuciéon Uniforme Discreta en A = {1,2,
...,n}, si su funcién de probabilidad estd dada por

1
f(x) = ﬁ-’A(x)a (1.1)
donde I4 es la funcion indicadora.

Esto significa que la variable aleatoria X puede tomar cualquier valor de A
con probabilidad 1/n; y que para todo nimero real z, que no pertenezca a

A, f(x) =0.

Esta distribucion aparece en un conjunto amplio de experimentos. Por ejem-
plo, en el lanzamiento de un dado, la variable aleatoria “ntimero de puntos ob-
tenidos” tiene una distribucién Uniforme en el conjunto A = {1,2,3,4,5,6},
con f(x)=1/6, para toda x que pertenece a Ay f(z) = 0 en caso contrario.

La funcién de distribucion de una variable aleatoria X, uniformemente dis-
tribuida en A, esta dada por

Fla) = PIX <a] = (i), (1.2)

donde ng es el mayor entero menor o igual que x.
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La media, la varianza y la funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria X que tiene una funcién de probabilidad dada por la ecuacién (1.1)
son

My (t) = Elexp(tX)] = % — Iy ter

1.1.2 Distribucion Bernoulli

Una variable aleatoria X tiene funcién de distribucién Bernoulli si su funcién
de probabilidad esta definida por

flx)=60"(1—0)""Is(z), 0<0<1, (1.3)
donde A = {0,1}.
Esto significa que la variable aleatoria X puede tomar los valores 0 y 1 con
probabilidades P(X = 1) = 0 y P(X = 0) = 1 — 0, respectivamente. En
general, estas variables aleatorias aparecen vinculadas a experimentos en los

cuales los resultados pueden asociarse a dos categorias, denominadas éxito y
fracaso.

La media, la varianza y la funcién generadora de momento de una variable
aleatoria con distribucién Bernoulli son

E(X)=46
Var(X) =60(1—-10)
Mp(t) = Elexp(tX)] =1 — 0+ 0e',t € R.

La funcién de distribucion Bernoulli es

0 six <0
Flz)=¢1-0 si0<z<1
1 siz>1

La siguiente expresion, X ~ Ber(f), indica que la variable aleatoria X tiene
distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito P(X = 1) = 6.
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1.1.3 Distribuciéon Geométrica

Una variable aleatoria X tiene funcion de distribucion Geométrica si su fun-
cion de probabilidad esté definida por

fx)=0(1—0)"""s(x), 0<0<1, (1.4)

donde A ={1,2,3,...}.

En la ecuacién (1.4), 6 denota la probabilidad de éxito en un experimento.
Asi, f(1) es la probabilidad de que el primer éxito ocurra en el primer expe-
rimento, f(2) es la probabilidad de que el primer éxito ocurra en el segundo
experimento y asi sucesivamente.

La media, la varianza y la funciéon generadora de momentos de una variable
aleatoria con esta distribucién son

BX) = o
Var(X) = 16_20
Ma(t) — E[exp(zX)]:%, £ < —In(1—0).

La funcién de distribucion Geométrica esta definida por

F(z) = P[X < 1]
[z]
=>_10)
= 17— P[X > z]

=1 — P([z] primeros eventos son fallas), (1.5)

donde [z] representa la parte entera de z.

En la figura 1.1, se muestran las graficas de la distribucién Geométrica y de
su funcién de probabilidad para 6§ = 0.3 y 8 = 0.6.
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Figura 1.1. Funcién de probabilidad y funciéon de distribucién Geométrica para

9=03y0=06

1.1.4 Distribucion Poisson

Una variable aleatoria X tiene funcién de distribucién Poisson, con parametro
A > 0, si su funcion de probabilidad esta dada por
-z
e A
f(z) = TIA(x)’ (1.6)

donde A ={0,1,2,...}.

La distribucion Poisson constituye, en algunos casos, un buen modelo para
explicar el nimero de eventos que ocurren en un intervalo de tiempo o en
una region geografica. Por ejemplo, cuando se considera el niimero de llama-
das que recibe un operador telefénico diariamente, asumiendo que estas son
independientes. Esta distribucién también es 1til en el andlisis de variables
aleatorias como el nimero de personas atendidas diariamente por un banco o
el nimero de accidentes de transito que ocurren anualmente en una ciudad.
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Si una variable aleatoria X tiene distribucién Poisson con parametro A, lo
que se nota X ~ P()\), por tanto,

EX) = A
Var(X) = A
My(t) = Elexp(tX)] = exp(A(e' — 1))

La suma de variables aleatorias independientes, con distribucion Poisson,
tiene distribucién Poisson. Esto es, si X; ~ P(\;),i = 1,2,...,n; son n
variables aleatorias independientes, entonces, la variable aleatoria X = X +
Xo+...4+ X, tiene distribucién Poisson, con pardmetro A = A\ +Xo+-- -+ A\,,.

1.1.5 Distribuciéon Binomial

Si X;, 1 =1,2,...,n; son n variables aleatorias independientes que tienen
distribucién Bernoulli con parametro 6, entonces, la variable aleatoria

X = ZX (1.7)

tiene distribucién Binomial con pardmetros n y 6 y se nota X ~ Bin(n,0).

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria que tiene una distribu-
cién Binomial, con pardmetros n y 6, es

n
X

)= ()00 - 07101, o), (15)

donde0§9§1y(z): n!

zl(n—x)!"
Esto significa que una variable aleatoria Binomial X toma valores en el con-
junto A = {0,1,2,3,...,n} con probabilidades determinadas por (1.8). La
figura 1.2 muestra la grafica de la funcién de probabilidad y de densidad de
la distribucién Binomial Bin(15,0.3) y Bin(15,0.6).



1.1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS

p=0.3

0.20
B 0.5
ke
3
8 010+
[
o

0.05

0.00 | | !

T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14
Numero de éxitos
p=0.3

o 10 -
el
«
3
2 08
3
[$}
© 06
e
[
B
z 04+
[
g
& 02

00 T T T T T

Numero de éxitos

14

Probabilidad

Probabilidad acumulada

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Numero de éxitos

p=0.6

08

06

04

02

00 —

Numero de éxitos

Figura 1.2. Distribucién Binomial: funciones de probabilidad y distribucién.

La media, la varianza y la funcién generadora de momento de una variable

aleatoria con distribuciéon Binomial son

Var(X) =Y V(X;) =nf(1 - 0)

=1

M (t) = Elexp(tX)] = (1 — 0 + 0e')".

Si una variable aleatoria X representa el niimero de éxitos que ocurren en n
eventos con probabilidad de éxito #, se dice que la variable aleatoria X tiene
distribucién Binomial con pardmetros n y 6.

Esta distribucion aparece en multiples casos, donde ocurren n eventos inde-
pendientes, cada uno con probabilidad de éxito 6. Por ejemplo, en el lan-
zamiento de una moneda, si el éxito es obtener cara y P(éxito) = 0.5, la
variable aleatoria “nimero de caras en 10 lanzamientos” tiene distribucion
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Binomial con parametros n = 10 y 8 = 0.5. En el lanzamiento de un dado, si
el éxito es obtener 1 o 6, la variable aleatoria “ntmero de éxitos en 20 lanza-
mientos independientes” tiene distribucién Binomial con parametros n = 20

y60=1/3.

En otro ejemplo considere un experimento en el que se seleccionan aleatoria-
mente elementos de un conjunto {a, as, ..., ay}, para determinar si tienen o
no una propiedad P. En este caso, si el muestreo se hace con reemplazo, las
observaciones son independientes y la variable aleatoria “ntimero de elemen-
tos con la propiedad P”tiene distribucién Binomial. La propiedad P puede
ser defectuosa, poseer un virus o apoyar a un candidato, entre otras.

1.1.6 Distribucion Binomial Negativa

Una variable aleatoria Binomial Negativa, con parametros n y 6, hace re-
ferencia al nimero de fallas, x, necesarias para que ocurran n éxitos. Asi,
en una sucesion de experimentos Bernoulli, con probabilidad de éxito #, la
probabilidad de que el n-ésimo éxito ocurra en el (n + x)-ésimo evento es
igual al producto de la probabilidad de éxito en el (n + x)-ésimo evento y
la probabilidad de z fracasos en los primeros (n + x — 1) eventos. Asi, la
distribucién Binomial Negativa esta definida por

s = (" e a oy, 001 )

Esto significa que una variable aleatoria X toma valores en el conjunto de
los ntiimeros naturales con probabilidades determinadas por 1.9.

La media, la varianza y la funcion generadora de momento de una variable
aleatoria con distribucién Binomial Negativa son

B(X) = n(le—ﬁ)
Var(X) = #

Mx(t) = Elexp(tX)]

_ (ﬁ)" t < —In(l—6).
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Por ejemplo, la distribucién Binomial Negativa hace referencia a la probabi-
lidad de que el décimo carro producido por Carros S.A. sea el tercer carro
defectuoso de la produccién, dado que se ha observado que la produccion de
carros defectuosos es del 3 %. En este caso, X = 7y los pardmetros son n = 3
y 6 = 0.03, considerando que producir un solo carro defectuoso corresponde
a un éxito.

1.1.7 Distribucién Hipergeométrica

Sea S una poblacién conformada por N elementos, por ejemplo, una produc-
ciéon de N tornillos o N resistencias eléctricas. Al mismo tiempo, se asume
que existe un nimero no conocido de elementos defectuosos en la poblacion.
En estas condiciones, el nimero de elementos defectuosos en una muestra
aleatoria de tamano n, es una variable aleatoria X, que toma valores sobre el
conjunto A = {0,1,2,...,n} y que tiene la siguiente funcién de probabilidad:

(N@) (N*N@)
()
donde 6 es la proporcion de elementos defectuosos en la poblacién, N6 es el

nimero de elementos defectuosos en la poblacién y méx(n — N(1 —0),0) <
r < min(Nf,n).

P(z) = Li(z), (1.10)

En esta funcion de probabilidad 6 y, por consiguiente, N6 son desconocidos.
La ecuacién (1.10) resulta del cociente entre el nimero de maneras posibles
de obtener x elementos defectuosos y n — x elementos no defectuosos de
una poblacion de tamano N, y el nimero de maneras posibles de obtener n
elementos en dicha poblacion. Para notar que una variable aleatoria X tiene
distribucién Hipergeométrica se escribe X ~ H(N6@, N, n).

La media y la varianza de una variable aleatoria con distribuciéon Hiper-
geométrica estan dadas por:

EY) = nb (1.11)
Vi) = "W ];(xe_)(g —n) (1.12)
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Las demostraciones de (1.11) y (1.12) pueden verse en Mood et al. (1969).
La funcién generadora de momentos de la distribucién hipergeométrica no
tiene forma explicita.

Ejercicios 1.1.

1. Sea A= {1,2,...,n} un conjunto de niimeros reales. Halle la media y
la varianza de la funcién de probabilidad f(z;) = £14(x;).
n(n+1)

Ayuda: 14+2+ -+ +n = =3

2. Sean X; ~ Geom(0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias indepen-
dientes. Determine la funcién de densidad y la funciéon generadora de
momentos de Y = Y"1 | X.

3. Halle la funcién de probabilidad de X = % >, Xi, asumiendo que X;,
1=1,2,...,n, es una muestra aleatoria de una distribucién:

a) Bernoulli.
b) Poisson.
¢) Binomial.
4. Para cada una de las funciones de probabilidad de X, determinadas en

el ejercicio anterior, halle la funcién generadora de momentos, la media
y la varianza.

5. Determine el valor esperado de la variable aleatoria I{x<1y, si X es una
variable aleatoria con distribucién:

a) Binomial B(n,6).

b) Poisson de parametro 6.
6. Si X ~ Bin(10,0), p(2) = 0.1 y p(3) = 0.2, halle E(X) y V(X).
7. 81 X ~ P(\) y p(2) =22, hallar P(X > 3), E(X)y V(X).

8. Si X tiene distribuciéon Geométrica, con pardmetro #, halle E(X),
E(X?) y Mx(t), aplicando la definicién de valor esperado de una va-
riable aleatoria.
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1.2 Distribuciones continuas

Una variable aleatoria X tiene funcion de distribucion continua, si existe una
funcién f no negativa, definida en los ntimeros reales, tal que

PIX € A] = /Af(x)dx (1.13)

para todo A C R, que cumple las siguientes propiedades:

1. f(z) >0, para todo z € R
2. [g flx)de =1

La funcién f se denomina funcion de densidad.

La funcién de distribucién Uniforme, en un intervalo (a, b), es un ejemplo de
distribucién continua y estd definida por la ecuacién

0 siz<a
Flr)=q%2 sia<az<b (1.14)
1 siz>b

En este caso, como en el de todas las funciones de distribucién continua, la
funcién de densidad no es unica. Por ejemplo, si

) size(ad)
fi(z) = {0 S d(ab) (1.15)

y fa(x) = fi(x), excepto para un numero finito de puntos en el intervalo

(a,b), para los que fo(z) =0, [, fi(z)de = [, fo(x)dx. Asi,

F(z) = /_ Oo fi(x)de = /_ Oo fo()dz. (1.16)

En esta seccion se presentan algunas funciones de distribucién continua y
el teorema del limite central. Se encuentra dividida en 8 subsecciones titu-
ladas: distribucion Normal, distribucion Ji-cuadrado, distribucién Gamma,
distribucion Weibull, distribucién Beta, distribucion ¢, distribucién F' y dis-
tribuciones de otras funciones de variables aleatorias.
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1.2.1 Distribuciéon Normal

Una variable aleatoria X tiene distribuciéon Normal, si y solo si su funcion de
densidad es

() = \/% exp {—%(m _ 9)21 , (1.17)

donde —oco < x <00, 0 >0y —00 < 6 < o0.

Los parametros § = FE(X) y 0> = Var(X) corresponden a la media y la
varianza de la variable aleatoria X, respectivamente, y si § =0y 0 = 1, se
dice que X tiene distribucion Normal estandar.

Para notar que una variable aleatoria X tiene distribucién Normal, con media

0 y varianza o2, se escribe X ~ N (0, 0?).

La grafica de la funciéon de densidad de una variable aleatoria que tiene
distribucién Normal estandar es simétrica con respecto a X = 0, como se
muestra en la figura 1.3.

0.4

0.3

0.2 1

Densidad

0.1

0.0

Figura 1.3. Funcién de densidad normal estandar.

Para demostrar que (1.17) define una funcién de densidad, basta con verificar
que ffooo fx(x)dx =1, pues fx(x) > 0. Este resultado se sigue de la igualdad:

]_ o & 2 2
%/_OO /_OO eI 2 dpdy = 1. (1.18)



1.2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS 13

La integral de la ecuacién (1.18) se resuelve usando coordenadas polares.
Haciendo x = rcos(0) y y = rsen(0), se encuentra que

00 0o 27 o]
/ / e~ @2 qpdy = / / e Prdrdd = 2r.
oo oo o Jo

La funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X ~ N (6, 0?),

normalmente distribuida, con media 6 y varianza o2, es

My (t) = Elexp(tX)] = / " exp(tr)——— exp [—%(J; _ 9)2} da

s 2mo?

o? 12
=exp | Ot + 5 .

A partir de la funcién generadora de momentos, calculando sus derivadas
con respecto a t y evaluandolas en ¢t = 0, se obtienen los momentos de Y con
respecto al origen. Por ejemplo:

BE(X) = My(t)lo = (0 + c’t) exp (et + % 02t2) lo=10

E(X?) = Mx(t)]o
1 1
= o exp <¢9t +3 02152) lo + (0 + o°t)* exp (Ot t3 02752) lo
=o? 4 62
Obsérvese que Var(X) = E(X?) — E*(X).
Teorema 1.1. Sean X;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes

normalmente distribuidas, con media 6; y varianza o?, respectivamente. Si

ai, as, . ..,a, son nimeros reales, la variable aleatoria R = > " @, X; tiene

distribucién Normal con media § = Y | a;6; y varianza 0® = > | a?o?.

Demostracion. La funcién generadora de momentos de la variable aleatoria
R, es

Mg(t) = Elexp(tR)] = E

exp(t Z aiXi)] = H Elexp(ta; X;)]

= exp [tiai 0; + gi a?af].
i=1

=1
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Mp(t) tiene la forma de la funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria distribuida normalmente, con media § = > 1" | @;0; y varianza
0t =Y, a2 o?.

Finalmente, dado que si la funcién generadora de momentos existe, esta deter-
mina univocamente a la distribucién de probabilidad (Shao, 2003), entonces,

R tiene distribucién Normal con media @ y varianza o?. O]

A partir del teorema 1.1 se demuestra que

a) Si X ~ N(0,0?), entonces, Z = 2% tiene distribucién Normal
estandar.
b) Si X; ~ N(0,0%),i=1,2,...,n;son n variables aleatorias independien-

tes, entonces, X =
y varianza o2 /n.

sl

Yo, X tiene distribucién Normal con media 6

Ejercicios 1.2.

1. Si X, i=1,2,...,n, es una muestra aleatoria, de tamano n, de X ~
N(0,4), jcudl es el menor valor de n tal que la media muestral X se
encuentre a menos de 0.2 unidades de la media poblacional, con una

probabilidad del 95 %?

Nota: Una muestra aleatoria de tamano n, es un conjunto de n variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas.

2. Asuma que la temperatura de una ciudad tiene distribucién Normal
con media de 18 °C y desviacion estandar de 3 °C. Si durante el ultimo
mes se realizaron 125 mediciones que tienen una media de 19.5 °C, jqué
se puede afirmar de la temperatura en el tltimo mes?

Sugerencia: Calcule P[X > 19.5].

3. SeanXi ~ N(el,J%),Z‘: 1,2,...,77,1, y }/; ~ N(HQ,U%),i: 1,2,...,712,
dos muestras aleatorias independientes, de tamano ny y ng, respectiva-
mente; demuestre que la variable aleatoria

1 1
R=—m1 X, - —¥my,
sl Mo
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tiene distribucion Normal con la siguiente media y varianza:

1 1
E(Ry=60,—-0, vy V(R)=—o0] + — 05.

ni n2

. Qué hipdtesis adicionales son necesarias para ello?

4. Dos atletas A y B se preparan para la gran final de 100 metros planos.
Si ambos se consideran igualmente rdpidos y 0% = 0% = 4, jcudl
es la probabilidad de que el corredor A salga seleccionado, después
de 10 carreras selectivas, si se considera que los tiempos siguen una
distribucién Normal y se exige que la diferencia entre las medias de los

tiempos de los atletas sea de, por lo menos, 0.4 segundos?

5. Si X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n, son n variables aleatorias indepen-
dientes, determine la funciéon de densidad de la variable aleatoria

a) Aplicando el teorema (1.1).

b) Utilizando la funcién generadora de momentos.

6. Si Z; ~ N(0,1), i = 1,2, son dos variables aleatorias independientes,
determine la funcién de densidad de Y = Z; — Z, a partir de la funcion
de distribucion y a partir de la funciéon generadora de momentos.

7. SiY ~ N(0,0?), muestre que X = exp(Y) tiene funcién de distribucién
logaritmica Normal con funcién de densidad

1 1 (In(z) —0\>
flz) = T exp [—5 <T) ] T10,00) ().

Halle E(X) y Var(X).

8. Demuestre que la funciéon de densidad normal es simétrica con respecto
a la media. Analice esta funcién con referencia a valores extremos,
concavidades y puntos de inflexién.

9. Si X ~ N(2,4),i=1,2,...,9; hallar P(|]X —2| <2).
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1.2.2 Distribucién Ji-cuadrado (x?)

En estadistica y en probabilidad, es necesario definir funciones de variables
aleatorias y conocer su funcién de distribucion. Por ejemplo, si Z ~ N (0, 1),
entonces, la funcién de distribucién de la variable aleatoria Y = Z2 es

F(y) = P(Y <y) = P(Z*

(1Z]

(_
v 1,

. e exp <—§ z > dz.

Aplicando el teorema fundamental del cédlculo (Apostol, 1967), se encuentra
que la funcién de densidad de Y es

* %
S

<)

<VY)

y<Z<./y)
1

=2

fly) =

Sy P <—%y) Li0,00)(y). (1.19)

Si una variable aleatoria tiene la funcién de densidad definida por la ecuacién
(1.19), se dice que tiene distribucién Ji-cuadrado, con 1 grado de libertad, y
se nota Y ~ X(Ql)'

Definicién 1.1. Sean Z; ~ N(0,1), « = 1,2,...,n, n variables aleatorias
independientes. Si R =" | Z2, entonces, R tiene distribucién Ji-cuadrado
con n grados de libertad.

Si una variable aleatoria Y tiene distribucion Ji-cuadrado con n grados de
libertad, entonces, su funcién de densidad esta dada por

y(n/z)_l e_y/2

f(y):m

](0700) (y)v (1'20)

donde I'(.) nota la funcién Gamma, que estd definida por
() :/ e it ldt a > 0.
0

Integrando por partes se demuestra que I'(a + 1) = al'(«).
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La expresiéon Y ~ X%n) da a entender que la variable aleatoria Y tiene distri-
bucion Ji-cuadrado con n grados de libertad.

La funcién generadora de momentos de una variable Y ~ X%n) esta dada por

(/2)-1 o~(u/2)(1-20)
oo Y €
m) =B = S )

dy (1.21)

1
=(1-2t)"2 t< .
2
La integral en la igualdad (1.21) se calcula por el método de sustitucion,

haciendo u = y(1 — 2t).

Ahora se puede demostrar, directamente y por el método de los momentos,
que E(Y)=ny Var(Y) = 2n.

Teorema 1.2. Sean Y;, © = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes
y normalmente distribuidas con media 6 y varianza o* desconocidas. Si

1 _
S? = —— Y1, (Yi = Y)? entonces,

n—1

1

" - n—1)5%
inzl (Y;_Y)Z:Q

. (1.22)

o
tiene distribucién x? con (n — 1) grados de libertad.

Nota: La variable S? se denomina varianza muestral, y se utiliza para hacer
inferencias relacionadas con la varianza de una poblacion a partir de los datos
observados de una muestra aleatoria.

Ejemplo 1.1. Si Y; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,11, es una muestra aleatoria,
de tamano once, con media y varianza desconocidas, entonces,

1. P(S? <0.3940%) = P(x3, < 3.94) = 0.05.

2. P(0.3940° < S? < 1.83102) = P(3.94 < x3, < 18.31) = 0.90.
Ejercicios 1.3.

1. Considere que la variable aleatoria X tiene distribucién y? con 29 gra-

dos de libertad. Si a = 0.05, determine dos ntimeros reales z; y s,

tales que
Pz, < X <z5)=1-2a.
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. Halle la funciéon generadora de momentos de Y ~ X(n)-

. Si X; ~ N(0,36),i=1,...,11, son once variables aleatorias indepen-

dientes, determine P(2 < S? < 6).

. Una empresa productora de tornillos garantiza que los didmetros de

sus tornillos tienen una desviacién estandar no mayor que 0.01. Para
determinar si la produccion satisface las condiciones de calidad esta-
blecidas por la compania, se mide el didmetro de 100 unidades. Si la
varianza de estas mediciones es 0.09, ;qué se puede concluir?

Sugerencia: calcule P(S* > 0.09) y diga ;qué se puede concluir si (n —
1)s2/0.0001 = 1?

. Una vez determinada la cantidad de zinc que contendra un medicamen-

to, es importante garantizar una varianza inferior a 0.02 gramos. En un
estudio de control de calidad se determina la cantidad de zinc presente
en 10 tabletas de la produccién, elegidas aleatoriamente, obteniéndose
los siguientes resultados:

Tabletas 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

izaé?zs 0.015 0.017 0.014 0.015 0.018 0.013 0.015 0.016 0.013 0.018

De acuerdo con estos datos, justed solicitaria detener y revisar el pro-
ceso de produccion? ;jQué se debe hacer si se desea garantizar una
desviacién estandar muestral menor de 0.0001, con una probabilidad

del 95 %7

. Demuestre que una variable aleatoria con distribucién Ji-cuadrado con

1 grado de libertad tiene esperanza 1 y varianza 2. Aplique la defi-
nicion 1.1 para demostrar que si Y ~ X? entonces, E(Y) = n y

n)’
Var(Y) = 2n.

. Halle E(Y), E(Y?) y V(Y), asumiendo que Y ~ x7,.

2

. Sea X; ~ N(0,0%),7=1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamaiio n,

con media 6 y varianza o2 conocida. Asumiendo que 6 es el verdadero
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valor de 6, determine la funcién de distribucién de —2log A(X) donde
X = (X1, Xo, ..., X)), MX) =p(X, X)/p(X,0),

p(X,X) = m exp [2_712 SO (X, - X)?

i=1

y p(X,0) nota la funcién de densidad de la distribucién Normal, con
media 6 y varianza o2,

9. Suponga que se tienen dos muestras aleatorias independientes X; =
(X1, Xiny) v Xo = (Xo1, ..., Xop,) provenientes de distribuciones
normales N(6y,02%) y N(0,0%), de tamafios n; y ns, respectivamente,
con 0, € R, 0, € Ry o? > 0, desconocidos. Si

L —

= T [ (K= X0)? + B (X - X))

demuestre que
(nq +ny —2) S? )
2 ™~ X(ni+no—2)-

g

10. Demuestre el teorema 1.2 para n = 2.

11. Halle la funcién de densidad de Y = X'/2, asumiendo que X tiene
distribucién ji-cuadrado con n grados de libertad.

1.2.3 Distribuciéon Gamma

Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucién Gamma, con parame-
tros p > 0y A > 0, lo que se nota X ~ I'(p, A), si su funcién de densidad

es
\P xp—l e—Aa:

P (0=,

donde T'(.) nota la funcién Gamma y A > 0.

[(0,00) (:L’), (1.23)

La media, la varianza y la funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria X que tiene distribucion Gamma, con parametros p y A, son:

B(X) = £
Var(X) = %
Mx(t) = (1—t/A)P, t <\
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La figura 1.4 muestra la grafica de la funcién de densidad de la distribucion
Gamma para 6 = (2, 3), en linea continua; para 0 = (6,2), en linea a trazos,
y para 6 = (4,0.5), en linea punteada.

Densidad

Figura 1.4. Funcién de densidad Gamma.

Proposicion 1.1. Sean X;,7 = 1,2,...,n; n variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién I'(p;, A), entonces, Y = 3 | X, tiene distribucién
D(Eiipi, A).

Demostracion. Si X; ~ I'(p;, A), i = 1,2,...,n; entonces, la funcién gene-
radora de momentos es Mx,(t) = (1 — %)™, donde t < . Asf, My (t) =

(1 —t/\)~¥=1Pi, Esto concluye la demostracién, ya que My (t) es la funcién
generadora de momentos correspondiente a la distribucién I'(X?_p;, A). O
1.2.4 Distribuciéon exponencial
Si p =1, la expresién (1.23) toma la forma

Fm) = Ae M g0y (2). (1.24)

Este caso particular, de la funcion de densidad Gamma, se denomina funcién
de densidad exponencial y se aplica en el estudio de tiempo de vida y en el
analisis de los tiempos empleados en hacer una fila india de espera.
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Si X ~ Exp()\),Y = 2\X tiene distribucién x? con 2 grados de libertad. La
funcién de densidad de Y esta dada por

Fr(y) = Ae— /2 (i) _ L

2\ 2
ya que
dx
fy(y) = fx(z) |5
dy
Obsérvese que si X; ~ Exp(A), i = 1,2,...,n, son n variables aleatorias

independientes, a partir de la definicién de una distribucién Ji-cuadrado se

se concluye que
2A %, Xi~ X%2n)'

Expresando (1.20) en la forma de la ecuacién (1.23), se Concluye que la distri-
bucion X( ) €s igual a una distribuciéon I’ (2, 2) Obsérvese que X( = =TI (2, 2)

Ejercicios 1.4.

1. Demuestre que I'(3) = 2T'(2) = /7 y que I(a + 1) = al'(@), a > 1.

2. Si X es una variable aleatoria con distribucion Gamma y funcién de
densidad dada por la ecuacién (1.23), determine E(X), V(X)y Mx ().

3. Si X es una variable aleatoria con distribucién exponencial y E(X) = 6,
halle la distribucién de la variable aleatoria Y = X/6.

4. Sea X; ~ N(0,0?),1=1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamafo n,
de una poblacién normal, con media conocida y varianza desconocida.
Demuestre que

52
mwx(n), donde 6% = Z

o2

5. Determine la funciéon generadora de momentos de la distribucion
L(p, A). {Cuédl es la funcién generadora de momentos de la distribu-
cién exponencial?

6. Si X; ~ I'(pi, A), i = 1,2,...,n, son n variables aleatorias indepen-
dientes, demuestre que E” X tiene distribucion I'(X" p;, A).
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7. 51 X;,1 = 1,2,...,n, es una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién exponencial con pardmetro A, definida por (77), demuestre
que X ~ I'(n,n)\). Hallela funcién generadora de momentos de X.

8. Escriba la funcién de densidad gamma en términos de:

a) Media y parametro de forma.

b) Media y varianza.
Ayuda: Ver Cepeda-Cuervo (2001).

9. Escriba la funcién de densidad de la distribucion ji-cuadrado, ecuacion
1.20, en la forma de la funcion de densidad de la distribuciéon gamma.

1.2.5 Distribuciéon Weibull

Una variable aleatoria X tiene distribucion Weibull, con pardmetros o y f3,
lo que se nota X ~ W(a, [3), si su funcién de densidad es

B g(ﬁ)%l exp ( — (ﬁ)a) siz >0
o= {JITe A et

donde o > 0 es el parametro de forma y § > 0 parametro de escala.

La media y la varianza de X estan dadas por

BE(X) = pr(1+a™)
V(X) = BAIT(1+2a ) -T*1+at),

donde T'(.) es la funcién Gamma.

Si a < 1, entonces, la funcion de distribucién Weibull es monoétona decre-
ciente; si a = 1, se reduce a la distribucion exponencial con media 3; y si
a > 1, es una funcién mondtona creciente hasta la moda y luego monoétona
decreciente.

La distribucién Weibull se utiliza, por ejemplo, en analisis de sobrevida y
para modelar procesos estocasticos relacionados con el tiempo de fabricacion
de un producto.
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Ejercicios 1.5.

1. A partir de la funcién (1.25), halle la funcién de distribucién Weibull.

2. Si X tiene distribucién W (e, /), demuestre que la funcién generadora

de momentos de la variable aleatoria Y = log(X) es E[e108(0] =

BT (L +1).

3. Si X tiene distribucién W («, ), halle la distribucién de la variable
aleatoria Y = (X/3)°.

4. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion Weibull y con
funcién de densidad

fl@,N) =Xz e T (2), a>0,

demuestre que y = ¢ tiene distribucién exp(\).

1.2.6 Distribucion Beta

Una variable aleatoria Y tiene distribucidén Beta si su funcién de densidad
esta dada por

%ym(l —9)" on ) (1.26)

donde p > 0, ¢ > 0 y I'(.) denota la funcién Gamma.

fylp, q) =

La media y la varianza de una variable aleatoria con esta distribuciéon son

p
po= — 1.27
p— (1.27)

rq

C T Pt ar 1) (1.28)

La distribucién Beta se emplea, por ejemplo, en el estudio de la humedad
relativa del aire o de la proporcién del ingreso familiar dedicada a educacion.
También se puede aplicar en el estudio de variables aleatorias que toman
valores en un intervalo acotado. En este caso, si una variable aleatoria con-
tinua X toma valores en un intervalo (a,b), se puede asumir que la variable
aleatoria Y = (X — a)/(b — a) tiene distribucion Beta.
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Muchas veces algunas reparametrizaciones de la funcién de distribucion Beta,
dada en (1.26), son convenientes. La primera de ellas se obtiene haciendo
db=p+q,p=pud, q=0¢(1—p)yo?= % En este caso, ¢ se interpreta
como un parametro de precision en el sentido que, para valores fijos de u,
valores grandes de ¢ corresponden a valores pequenos de la varianza de Y.
Esta reparametrizacién que fue presentada en Ferrari y Cribari-Neto (2004),
apareci6 antes en la literatura, por ejemplo en Jorgensen (1997) o en Cepeda-
Cuervo (2001). Con esta reparametrizacion, la funcién de densidad de la

distribucién Beta (1.26) puede escribirse como

I'(¢)

AT T ) (129)

Fyln @) = ¢

La distribucién Beta, definida en (1.26), también puede reparametrizarse en
funcién de la media y la varianza, haciendo

p = (1_”):22_“02 (1.30)
. - (1—11)[#0;#2—02]‘ (131)

Aunque al escribir (1.26), en términos de p y 02, es complejo, esta parame-
trizacion resulta bastante 1til especialmente en regresién beta.

La figura 1.5 muestra la grafica de la funcién de densidad Beta para 6 = (2,4),
en linea continua; para 6 = (4, 2), en linea a trozos, y para § = (4, 3), en linea
punteada; siendo « la primera componente de 6 y [ la segunda.

2.0

1.5

e}

(]

S

£ 1.0+

(=]

05

0.0 L7
T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Figura 1.5. Funcién de densidad Beta.
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1.2.7 Distribucion ¢

Definicién 1.2. Sea Z una variable aleatoria con distribucién Normal es-
tandar y X una variable aleatoria con distribucion Ji-cuadrado con n grados
de libertad (g.l.), independientes. La variable aleatoria

A
VX/n

tiene distribucion ¢ con n grados de libertad, lo que se nota T' ~ £(,). La media
y la varianza de T estan definidas respectivamente paran > 1y n > 2. Si
n>1, E(T) =0y sin>2 Var(T) = -%5. La funcién generadora de
momentos no esta definida.

(1.32)

La funcién de densidad de la variable aleatoria T' esta dada por

I[(n+1)/2] [1 . ﬁ] ~(n+1)/2

plt) = T2y
Obsérvese que la funcién de densidad t es simétrica con respecto a T' = 0.
La figura 1.6 muestra la funciéon de densidad ¢ para 10 g.l. en linea continua;
para 4 g.l. en linea a trazos y para 2 g.l. en linea punteada. En esta secuencia
grafica, se observa que a medida que disminuyen los grados de libertad, las
colas de la funcién de densidad t se hacen mas pesadas.

, teR (1.33)

Densidad

Figura 1.6. Distribucién ¢ con 10, 4 y 2 grados de libertad.
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Ejemplo 1.2. Sea X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias
independientes con # € Ry ¢ > 0 desconocidos. Si X = (X, X, ..., X,),
entonces,
X -0
T(X) = % (1.34)

donde S es definida como en 1.22, tiene distribucion £(,_y).

Dado que, por el teorema de Basu (Shao, 2003), S? y X son independientes,
este resultado se demuestra haciendo

Vi (X = 6)

7z = Y2 TU N0, 1)
g
(n — 1>52 2
X = 5 " Xe

y aplicando la definicién (1.2).

La variable aleatoria T'(X), definida en la ecuacién (1.34), se utiliza para
hacer inferencias estadisticas respecto a la media de una distribuciéon Normal,
con media y varianza desconocidas, cuando el tamano de la muestra no es
suficientemente grande para considerar que su distribucion se aproxima a una
distribucién Normal.

Ejemplo 1.3. Suponga que X; = (Xi1,..., X1,) vy Xo = (Xo1, ..., Xon,)
son dos muestras aleatorias independientes, de tamano n; y ns, respectiva-
mente, provenientes de distribuciones normales N (0, 0%) y N (6, 0?), respec-
tivamente; con §; € R, 6, € Ry 0 > 0, desconocidos. Dado que

(X1 — X3) — (61 — 6,)]

Z = ~ N(0,1)
a\/nfl + n;l
(tna=2) % 12 independi licando la definicién (1.2
% ~ X{ni+ns—2) Son independientes, aplicando la definicién (1.2)
se concluye que
(X1 = X3) = (61 — 0,)
T= ~ iy ma—2) (1.35)

Sv/nit+nyt

donde S? = L [Z?:ll (X1 — X1>2 + X2 (X — X2)2}'

ni+ng—2
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La variable aleatoria definida por la ecuacién (1.35) se utiliza para hacer infe-
rencias respecto a la diferencia de las medias de dos distribuciones normales,
con medias y varianzas desconocidas, cuando el tamano de las muestras no
es suficientemente grande para aproximar su distribucién a una distribucion
Normal.

Ejemplo 1.4. Sea X;,7 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n,
de una poblaciéon normal con media y varianza desconocidas. Si se sabe que
la varianza muestral es s? = 4, jcudl es el menor valor de n tal que la media
muestral X se encuentre a menos de 2 unidades de la media poblacional, con
una probabilidad mayor de 0.957

Para solucionar este interrogante, se debe encontrar n tal que P(|X — 6] <

2) > 0.95. Esto equivale a encontrar n tal que P (@ < ﬁ) > 0.95. A

partir de la tabla de la distribucion ¢, se encuentra que esta desigualdad es
valida para n > 7.

Ejemplo 1.5. Una empresa afirma que el didametro de los tornillos que pro-
duce es de 12 mm. Si en una muestra aleatoria de tamano 9, los diametros
de sus tornillos tienen una media de z = 9.84 y una desviacién estandar de

s = 2, entonces, P(X < 9.84) = P (\/ﬁ(g?*@) < 3<9-84*12>) — 0.005. Dado

2
que esta probabilidad es bastante pequena, es muy posible que la empresa

esté produciendo tornillos de menor didmetro que el indicado.

Ejercicios 1.6.

1. Si T tiene distribucién ¢ con 14 grados de libertad, determine

P(—1.34 < T < 2.145).

2. Si T tiene distribucion t con 9 grados de libertad y o« = 0.05, determine
un numero real ¢, tal que

a) P(T >t) =1—a.
b) P(T<t0):1—%.

c) P(—to<T <ty) =1—a.
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3. Un medicamento debe contener 0.011 gramos de zinc. Si en una muestra
aleatoria se obtienen los datos del ejercicio 4 de la subseccion 1.2.2, jqué
puede afirmarse sobre la cantidad de zinc que contiene el medicamento?
Hallar Py 11(X > Z), donde 7 es la media muestral.

4. Se afirma que, en cierta ciudad, el consumo medio de agua por familia es
5 m® mensuales. Si se toma una muestra aleatoria de 10 observaciones
y se obtiene T'(z) = 2.8, jqué se puede afirmar sobre el consumo de
agua, asumiendo que la muestra proviene de una distribucién Normal?

.Se esta ahorrando agua? ;Qué se podria afirmar si T'(z) = —2.87 ;Si
T(x)=07
5. Demuestre que la distribucién de la variable aleatoria T = —2—, defi-

\/ X/n
nida en la ecuacién (1.32), esta dada por la ecuacién (1.33).

Sugerencia: Determine la funcién de densidad del vector (Z, X). Luego

considere el vector aleatorio (Y7,Y3), donde Y] = \/Z— y Yo=Xy

X/n

finalmente recuerde que

Iviyve Wi2) = fzx (Y1, 92) |1,

Oz 0Oz
Oy1  Oy2

J = )
Oz Oz
Oy1  Oy2

Finalmente, halle la funcion de distribucién marginal de Y.

donde

6. Demuestre que £(S?) = 02, donde S? se define como en el ejemplo 1.3.

1.2.8 Distribuciéon F

Definicién 1.3. Sean X; y X, dos variables aleatorias que tienen distribu-
cion de probabilidad Ji-cuadrado, con ny y no grados de libertad, respec-
tivamente. Si X; y X, son variables aleatorias independientes, entonces, la

variable aleatoria
. X4 / n

B Xa/ny
tiene una distribucién F' con n; grados de libertad en el numerador y no
grados de libertad en el denominador, lo que se nota F!.

F

(1.36)
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En esta seccion « representa la probabilidad de que F' tome valores ma-
yores que un valor especifico F,. Por ejemplo, si a = 0.05 y F tiene 10
grados de libertad en el numerador y 7 en el denominador, f, = 3.64, ya que
P (1 > 3.64) = 0.05, donde F+° denota una variable aleatoria con distribu-
cién F, con 7 grados de libertad en el denominador y 10 en el numerador.

De la definicién 1.3 se tiene que si una variable aleatoria tiene distribucion
F', con n; grados de libertad en el numerador y ns grados de libertad en el
denominador, entonces,

1 . Xg/ng

F N X1 /n1

tiene distribucion F' con ns grados de libertad en el numerador y n, grados de
libertad en el denominador. Este hecho es de gran utilidad cuando se desea
determinar, por ejemplo, un ntimero real Fy tal que P (F}° < Fy) = 0.05, ya
que

11 1
P( %0<F0):P(S—%O>FO):P( IO>FO)=0.05

Observando la tabla de la distribucién F' con 7 grados de libertad en el
numerador y 10 grados de libertad en el denominador, se halla que f% =3.14
siendo Fy = 0.318.

Ejemplo 1.6. Sean Xh‘ ~ N(Ql,O'%), 1 = 1,2,. o,y XQi ~ N(92,0§)7
1 =1,2,...,n9; dos muestras aleatorias de tamanos n; y ne, respectivamen-
te, independientes y normalmente distribuidas. Si S? nota la varianza de la
primera muestra y S7 la de la segunda, las variables aleatorias

ny — 1)S? ne — 1)52?
(12)1 X22:(2 )2

2
07 03

X2 = (1.37)

son independientes y tienen distribuciéon Ji-cuadrado con ny — 1y ny — 1
grados de libertad, respectivamente.

En consecuencia, a partir de la definicién (1.36) se concluye que la variable
aleatoria

o3 St
ot 53
tiene una distribuciéon F' con n; — 1 grados de libertad en el numerador y
ny — 1 grados de libertad en el denominador.

F= (1.38)
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Esta variable aleatoria se usa, por ejemplo, para hacer inferencias respecto
a la igualdad o no de las varianzas de las dos distribuciones normales, con
medias y varianzas desconocidas.

Ejemplo 1.7. Si se tienen dos muestras aleatorias del pH de un rio, una
tomada en verano (7.8, 7.3, 6.8, 7.0, 6.5, 7.0) y otra en invierno (7.5, 7.0, 6.5,
8.0, 7.9, 7.5, 8.0, 6.5), se pueden determinar dos nimeros reales a y b tales
que

2 2
a s; ;  bs; 7
P (S—% <Fi< S—%) = P (1.98a < §7 < 1.98b) = 0.9

donde s? y s2 denota los valores de las varianzas muestrales. Un par de valores
posibles de a y b se obtiene haciendo P (FY < 1.98a) = P (FY > 1.98b) =
0.05. Esto es equivalente a determinar a y b tales que P (F? > 1/1.98a) =
P (F7 > 1.98b) = 0.05. En consecuencia, 1/1.98a = 3.97 y 1.98b = 4.88,
siendo a = 0.127 y b = 2.46.

Ejercicios 1.7.

1. Demuestre que la variable aleatoria F' definida en (1.38), tiene distri-
bucién F' con n; — 1 grados de libertad en el numerador y ny — 1 en el
denominador.

Sugerencia: Aplique la definicién de distribucién F'y el teorema (1.2).

2. Sean X; ~ N(#,0%), i=1,2,...,5,yY; ~N(0,0%), j=1,2,...,10,
variables aleatorias independientes con media y varianza desconocidas.
Si 0% =20%, halle P(S%/S% > 0.7435).

3. Sean X; ~ N(0y,0%),i=1,2,....5,yY; ~ N(fs,02), j =1,2,...,10,
variables aleatorias independientes. Si 0% = 20%, halle

P (0.5 < S%/Sy <2.5).

4. Desarrolle los ejercicios 2 y 3, asumiendo que la media es conocida.

5. Si X ~ ), muestre que ¥ = X 2~ Fpl. Aplique las definiciones de las
distribuciones T', x* y F.
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1.2.9 Otras funciones de variables aleatorias

Sean X7, Xo,...,X,; n variables aleatorias continuas e independientes con
funcién de distribucion F'y funcion de densidad f. Se definen las variables

X(l) = min{Xl,Xg, e ,Xn}
X(n) - méX{Xla X27 s 7Xn}7

donde Xy es el valor minimo de X;, i = 1,2,...,n,y X, es el valor maximo
de X;, i=1,2,...,n.

Las funciones de densidad de X(;) y X(;) se obtienen a partir de las funciones
de distribucion de los X;. Dado que F' es la funcién de distribucion de X,
i=1,2,...,n, la funcién de distribucion de X, es

GX(n>($) =PXpn <2]=PX, <z, Xo<z,..., X, <z|=[F(2)]"

y su funcién de densidad

/

9x (@) = n[F(@)]" " f(z); donde f(z)=F ().

Si X, i=1,2,...,n, tienedistribuciéon F', lafuncion de distribucion de Xy
es

Gxy) (1) = P[Xq) <] =1 - P[Xq) = 2]
=1-PX; >z, Xo>x,...,X, > 1]
=1—[1-F(x)]"
Asi, la funcién de densidad de Xy es
9xy (@) = nll — F@)f(2). donde  f(z) = F(x).

Ejemplo 1.8. Si X; ~U(0,60),i=1,2,3,...,n; son n variables aleatorias
independientes, entonces, la funcion de distribucion X, es

0 six <0
Gx,, (@) =q (5" si0<z<b
1 sixz >0
y su funcién de densidad gx(n)(a:) = ﬁx”fll(o#g)(av).

=
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Ejemplo 1.9. Si X; ~U(0,0), i =1,2,3,...,n, son n variables aleatorias
independientes, la funcién de distribucién Xy es

0 six <0
Gx,(@)=1—-(1-5)" si0<z<f
1 sixz >0

n
9—n(9 — l’)nilj(o’g) (ZE)

y su funcién de densidad gx,, (z) =

Ejercicios 1.8.
1. Sean X;, © = 1,2,...,n, n variables aleatorias independientes unifor-

memente distribuidas en el intervalo (0,6). Halle E(Xq)) vy E(X()).
2. Sean X;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes unifor-
memente distribuidas en el intervalo (0, 6).
a) Halle las funciones de distribucién de Y; = 7 Y, ==
b) Halle E(Y7) v E(Y3).
. Qué se puede concluir?

3. Sean X; ~ Fy, i = 1,2, dos variables aleatorias independientes. Si
r1 < X9, calcule
P(Xq) < a1, Xo) < x9).

4. Sean X; ~ Exp (6), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes, con £(X;) = 1/0. Muestre que X(y) tiene distribucién exponencial
Exp (nf). Determine E(Xy)).

5. Determine la funcién de densidad de X1y y Xy, si Xj, i =1,2,...,n;
son variables aleatorias independientes con distribucion:

a) Gamma.
b) Beta.

6. Sean X;, i =1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
cién de densidad f(z) = e~y (z).
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a) Determine las funciones de densidad de X;), i = 1,n.

b) Calcule E(X4;)) y V(X)) parai = 1,n.

7. Sean X; ~ Exp (0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes, con E(X;) = 6. Demuestre que

Y =20 (X; — X(1)) tiene distribucién x5, ;).

i=1

8. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
variable continua. Si X(; es una variable aleatoria que, para cada con-
junto de valores observados de la muestra, asume como valor observado
el 7-ésimo menor valor de la muestra, determine su funcién de densidad.

Aplique el resultado obtenido para encontrar la funcién de distribucion
de X;, dado que Fj es la funcion de distribucién:

a) Uniforme.

b) Exponencial.

9. Sea X;, i« = 1,2,...,n; una muestra aleatoria de una distribucion

U(el, 92) Halle:

a) La funcién de densidad de X1y y X().

b) E(Xw) vy E(X@m)-

1.3 Teorema del limite central

Sea {X;} una sucesién de variables aleatorias con funciones de distribucién
F;,1=1,2,..., respectivamente. Si X es una variable aleatoria con funcién
de distribucién F, se dice que la sucesién {X;} converge en distribucion a X,

v se nota X; 5 X, si y solo si, {F,(x)} converge a F(x) en todos los puntos
x donde [ es continua.
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Ejemplo 1.10. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion
F'| exponencial de pardmetro 0. Si X, © = 1,2,..., tiene distribuciéon Fly;,
exponencial con pardmetro 0; = 6 + 1/i, entonces X; NS¢

Obsérvese que, para todo = € R,

* 1
Fx,(z) = / 0+ 7)6(0+%)tdt =1- 6(9"—’17')3”.
0 7

Y, asi, lim; o, Fx,(7) =1 — % = F(x).

i

Ejemplo 1.11. Si X tiene distribucién uniforme U(0,1) y X;, i =1,2,...,
tiene funcién de densidad

141 si()<x<%
\r) = h
Ix: () {1_% sil<a<i,

entonces, {X;} converge en distribucién a X. Obsérvese que:

0 six <0
z(1+1) si0<z<i
Fy,(z) = 1141 1 1 Sl i
Hi+h+@-ha-1) sit<a<l,
1 six >0
y
0 six<0
lim Fy,(z) =<z si0<z<l1
1— 00
1 siz>1.
para todo =z € R.
Teorema 1.3 (del limite central). Sean Xi, Xs,..., X,; n variables aleato-

rias independientes distribuidas idénticamente con E(X;) = py Var(X;) =

02, 02 < 0o. Entonces,

_ > i1 Xi —np
Vno

converge en distribucion a una variable Z normal estandar.

Zn



1.3. TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL 35

Este teorema indica, por ejemplo, que para valores grandes de n, la distri-
bucion Binomial se puede aproximar por una distribucion Normal. En par-
ticular, si Y representa el niimero de éxitos en n = 10.000 experimentos de
Bernoulli en los que la probabilidad de éxito es 0.7, entonces, la probabilidad
que el nimero de éxitos esté entre 6910 y 7000 es

6910 — np _ Y —np _ 7000 — np)
v/ 1pq \/1pq v/ 1pq
= P(—1.96 < Z < 0) =0.475

P (6910 < Y < 7000) ~ P(

En el ejercicio 1, de esta seccion, se observa que la aproximacion de la distri-
bucién Binomial a la Normal es poco “precisa” para valores pequenos de n.
En estos casos es conveniente determinar el valor exacto de la probabilidad.
Si se desea hacer el cdlculo aproximado, es conveniente aplicar un factor de
correccién de 0.5. Por ejemplo, si Y ~ B(20,0.3), P(Y <8) =~ P(W < 8.5)
y P(Y <8)~ P(W <7.5), donde W ~ N(6,4.2).

Demostracién 1.1. (del limite central). Supéngase que las n variables alea-
torias X;, i« = 1,2,...,n, tienen una funcién de distribuciéon para la cual
existe la funciéon generadora de momentos. Se demuestra que la funcién ge-
neradora de momentos de

Zn_%; -

converge a la funciéon generadora de momentos de una variable Z con distri-
bucion Normal estandar. Para ello se demuestra que la funcién generadora
de momentos de Z,, converge a la funcién generadora de momentos de Z.

Dado que las n variables aleatorias X;, © = 1,2,...,n, son independientes,
la funcion generadora de momentos de Z,,, U, , es el producto de las fun-
ciones generadoras de momentos de las variables aleatorias Y; = (X; — pu)/o.
Esto es,

Uz, (t) = (B, (t/vn )"

Dado que la expansién de Taylor de Wy, alrededor de ¢ = 0 es

t 2, 3w
):\I/yi(())-f——n\IIYi(O)—l——\I} (0)+W Y,

Ty vn 2p Vi

(0) + ...

i
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y que E(Y;) =0y Var(Y;) = 1, entonces,

" t_11t2 t3\1/,,0 n
wl ) = (145 (3 + gm0 +))

Finalmente, dado que

t? B3

entonces, lim,, ., Uy = exp(%tz), que es la funcién generadora de momentos
de una distribucién Normal estandar.

El anterior resultado se sigue, dado que si lim,, ., a,, existe, entonces, lim,,
a .
(14 %)™ = exp (limy, o0 an).

Para completar la demostracion se debe probar que si lim,, ,,, Uy = Vg,
entonces, Z, converge a Z en distribucion. Este enunciado, demostrado en
textos mas avanzados, como por ejemplo Dudewicz & Mishra (1988), com-
pleta esta demostracion.

Ejercicios 1.9.

1.

Una fabrica de zapatillas sabe que el 10% de su produccién es defec-
tuosa. Supdngase que se desea seleccionar una muestra aleatoria de 20
unidades. Halle la probabilidad de que la muestra contenga al menos
17 zapatillas no defectuosas, aplicando la distribucion:

a) Normal, con y sin factor de correccion.

b) Binomial.
Un encuestador considera que el 30 % de los colombianos son fumado-
res. Si se seleccionan aleatoriamente 70 colombianos, ;jcudl es la proba-

bilidad de que la fraccién de fumadores en la muestra difiera en mas de
0.02 del porcentaje de fumadores considerado por el encuestador?

Suponga que X; ~ Ber(0.5), i =1,..., 20, son veinte variables aleato-
rias independientes. Halle ¢ tal que P(|X — 0.5] < ¢) > 0.5.

a) Utilizando el teorema del limite central.
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b) Aplicando el teorema de Tchebysheft:

Teorema. Si X es una variable aleatoria con media finita 6 y
varianza o2, entonces,

1

P(\X—9|<ka)>1—ﬁ,

(1.39)
donde k es una constante positiva.

4. La probabilidad de ocurrencia de muerte por ataque cardiaco es 0.7
para los fumadores. Si se seleccionan en forma aleatoria 100 historias
clinicas de personas fumadoras, que han sufrido algin ataque cardiaco,
icual es la probabilidad de que el niimero de muertes:

a) exceda a 657
b) esté entre 65 y 857
5. Sea p la proporcién de tornillos defectuosos en la produccién de una
empresa. Determine el tamano n de la muestra tal que, para todo p,

la proporcion de tornillos defectuosos en la muestra se aleje a lo mas

0.1 de la proporcién de unidades defectuosas en la produccion, con una
probabilidad del 95 %:

a) Aplicando el teorema del limite central.
b) Aplicando el teorema de Tchebysheff. Véase ecuacién (1.39).
¢) Compare los resultados obtenidos en los literales a y b.
6. Sean X; ~ Ber(p1), ¢ = 1,2,...,n, vy Y; ~ Ber(pz), j = 1,...,n9;
n1 + ng variables aleatorias independientes. Determine
a) E(X -Y).
b) Var(X —Y).
¢) La distribucién de X — Y.






Capitulo 2

Estimadores

En este capitulo se utilizan algunas funciones de variables aleatorias indepen-
dientes para hacer estimaciones puntuales de ciertos parametros de interés.
Por ejemplo, se utiliza X = %E?:l X, para estimar la media de una pobla-
ciony 5* = L= 3" (X, — X)? para estimar su varianza. A las funciones de
variables aleatorias como X y S? se les denomina estimadores y a cada una
de sus realizaciones, Z vy s%, estimaciones.

Después de una corta introduccién, que incluye algunos conceptos basicos, en
las secciones 2.2 y 2.3 se presenta el método de los momentos y el método de
maxima verosimilitud para la obtencion de estimadores. Luego, en la seccién
2.4, se presenta el concepto de error de estimacion y, finalmente, en la seccion
2.5, se comparan las varianzas de los estimadores y, en la seccién 2.6, se
presenta el concepto de consistencia.

2.1 Conceptos basicos

Un estimador es una regla que establece cémo calcular estimaciones de un
parametro, basada en una muestra aleatoria. Uno de los ejemplos més sen-
cillos corresponde al estimador de la media de una poblacién. Asi, si X;, ¢ =
1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribucion Nor-
mal con media 6 y varianza o2, entonces,

39
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~ 1
'y o
es un estimador puntual de 6.

Si f un estimador de un parametro 6 y si K (é) = 0, entonces, se dice que 0

~

es un estimador insesgado de 6. Si E(0) # 0, se dice que 6 es un estimador
sesgado de # y a B = F (é) — 0 se le denomina sesgo de §. Obsérvese que
(2.1) es un estimador insesgado de la media de una poblacién, ya que si X;,
1=1,2,...,n, es una muestra aleatoria, de tamano n, de una poblacién con

media 6,
. 1 &
B@) = > E(X)
i=1

_ %(nG) _o.

De igual forma puede demostrarse que si X1, Xo,..., X, y ¥1,Ys,...,Y,, son
dos muestras aleatorias, de tamano n; y ny, respectivamente, independientes
de distribuciones normales con medias 0, y 65, respectivamente, entonces, 0
es un estimador insesgado de #; — 5, donde

N e 1 &
i=—Sx,—-—Sv.
Ejemplo 2.1. SiY;, 7 =1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de

una distribucién exponencial con funcién de densidad fy(y) = %e‘y/ Iiy 01 (y),

entonces, § = L+ 3" 'Y; es un estimador insesgado de 6.

Obsérvese que

E(Y;) —/_ yf(y)dy = %/0 ye ody =0

y asi
. 1
E0) =— E(Y;)=20
URFIBD
Ejemplo 2.2. Sea Y;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de

una distribucién Normal con media # y varianza o2, desconocidas. Entonces,

= LSy

n—1

=1

es un estimador insesgado de o?.
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Obsérvese que

1 & .
B(S?) = B |3 (¥ - V7
i=1
LS B - ()
i=1

1

= (n02 +nh? —o? — n02) =02,
n—1

dado que E(Y?) = o® + 6% y E(Y?) = % 4 0°.

Definicién 2.1. Un estimador, también llamado estadistico, es una funcion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, que no
contiene parametros desconocidos.

Ejercicios 2.1.

1. Sea Y;, i =1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una dis-
tribucién Normal con media p y varianza o2 desconocidas. Demuestre
que 62 =+ 37" (Y; — Y)? es un estimador sesgado de o2

2. Sean Y11, Yo, ..., Y,y Yor, Yoo, ... Y5, dos muestras aleatorias, de ta-
mano n y m, respectivamente, independientes de dos poblaciones nor-
males con varianza o2. Demuestre que

Z?:l(yli - Yl)2 + ZT:1(Y2J‘ - Y2>2
n+m—2
(n—1)S?+ (m—1)S2
n+m-—2

S2 =

es un estimador insesgado de o2.

3. Sea X;, i = 1...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una dis-
tribucién U(0,6). Demuestre que ”T“X(n) es un estimador insesgado

de 6.

4. Supdngase que el tiempo, antes de la falla de un equipo, tiene distribu-
cién exponencial con media g = 1/\. Si se toman n equipos aleatoria-
mente y se observan los tiempos de falla Y1, Y5, ..., Y, demuestre que
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10.

X = Ijy,<a), donde z es un nimero real positivo, es un estimador in-
sesgado de la probabilidad del tiempo, antes de la falla, de los equipos,
P)\[Yi < I] =1—e"

Sean Y7, Y5, Y3 una muestra aleatoria, de tamano tres, de una distri-
bucién uniforme en el intervalo (6,0 + 2). Demuestre que 6 = Y(3) es
un estimador sesgado de 6. Determine el sesgo y defina un estimador
insesgado.

. Sea 6 un estimador de un pardmetro 0. Demuestre que E(0 — 0)* =

Var(f) + B2, donde B2 es el cuadrado del sesgo, y calcule la media del
cuadrado del error para € definido como en el ejercicio 5.

La media del cuadrado del error de un estimador puntual 0 se define
como E(é—8)2. Suponga que Y;, 7 = 1,...,n; es una muestra aleatoria,
de tamafio n, de una distribucién Normal con media # y varianza o?
desconocidas. Determine la media del cuadrado del error de

a) 0 =Y como estimador de la media.

b) 62 = 15" (V; —Y)? como estimador de la varianza.
n i=1

Sea Y;, ¢ = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién normal con media @ y varianza o?. Demuestre que el esti-
mador

DV n
0= YA O<k<2, k entero,

es un estimador insesgado de . Determine Var(f) y compérela con

Var(Y).

. Sea Y, 1 = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Poisson con pardmetro . Calcule lim,, ., E(e™Y).
SiY;,i=1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de una dis-

tribucién exponencial con funcién de densidad fy(y) = $e~¥/Iy,. >0 (Y),
halle la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria ¥ =

i Ve
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2.2 Meétodo de los momentos

En esta seccion se introduce un método para obtener estimadores de un
parametro, llamado método de los momentos. Este método considera como
estimadores de los momentos poblacionales, los momentos muestrales co-
rrespondientes, y si un parametro se puede escribir como una funcién de los
momentos poblacionales, su estimador se obtiene reemplazando en la funcion
los momentos poblacionales por sus respectivos momentos muestrales.

En este método, por ejemplo, el estimador de la media de una poblacion
es la media muestral y el estimador de la varianza poblacional se obtiene
reemplazando el primer y segundo momento poblacional por el primer y
segundo momento muestral en V(X) = F(X?) — E*(X).

Supdngase que X;, 7 = 1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de
una distribucion F', que depende de 6. Se define el j-ésimo momento de F

como ‘
m;(0) = Ep(X{),7=1,2,...

y sus estimadores muestrales por

1~
my=—Y X/ j=12 ..
=1

n -

Si una cantidad ¢(f) puede expresarse como una funcién continua de los
primeros k momentos poblacionales; ¢(6) = h(mq,ma,...,my), entonces,
el método de los momentos indica que un estimador de ¢(f) se obtiene al
sustituir en h cada uno de los momentos poblacionales por sus respectivos
momentos muestrales. Asi, T'(X) = h(my, mo,...,my;) es un estimador de
q(0).

Ejemplo 2.3. Dado que Var(X) = my(0) — m3(0), 6% = 1my(0) — m3(0) es
un estimador de la varianza . En particular, dada una muestra aleatoria, de
tamaifio n, X; ~ Ber(6),i=1,2,...,n, los estimadores de 6 y o2, obtenidos
por el método de los momentos, son 6=X y 62 = X(1—X), respectivamente.
Se puede demostrar que 6% no es un estimador insesgado de la varianza.

Ejemplo 2.4. Sea Y; ~ G(«, ), i = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de
tamano n, de una distribucién Gamma, con funcién de densidad dada por

1
o= lF(a)Ba

} y e VP I 0 (y),
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donde « y 8 son nimeros reales positivos y I'(«) denota la funciéon Gamma,
definida por

INa) = / t*~ et dt.
0

Dado que

ma(a, B) = af® + [mi(a, B)]?
=mi(a, B)B + [mi(a, B,

(2.2)

Y, por otra parte,

(ml (O(, ﬁ))2
mo(a, B) — [mi(a, §)]?

(2.3)

Finalmente, sustituyendo m; y s en (2.2) y (2.3), en términos de X;, i =
1,2,...,n; se obtiene que

a = X*/6°
B - 6'2/)2,
donde 6% = 237" (X; — X)2
Ejercicios 2.2.
1. Supéngase que X; ~ U(6y,02), i = 1,2,...,n; es una muestra aleato-

ria, de tamano n, de una distribucién uniforme en el intervalo (61, 65).
Determine los estimadores de 6 y 05 por el método de los momentos.

2. La distribucion Geométrica tiene funcion de densidad dada por
fx)=1-0)"19, z=1,2,...

Determine los estimadores de 0, E(X) y Var(X), aplicando el método
de los momentos.
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. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
9 Y 9 ) Y ) Y
poblacién con funcion de densidad dada por

f(x;0) = 2(09—233)1(0,9)(20). (2.4)

Halle los estimadores de € y Var(X) por el método de los momentos.

. La funcién de distribucién Beta tiene funcién de densidad dada por

fo) = ﬁfj)—ﬁ(?)xalu — P U (@),

donde e > 0y > 0. Si a+ = 5, halle los estimadores de . y 8 por
el método de los momentos.

. La funcién de densidad de la distribucion log-normal es

1 1 —(log 2—8)2 /252
f(x):\/ﬁm Lem(osz=0)207 (),

donde § € Ry o > 0. Asumiendo que o es conocido, halle un estimador
de 6 por el método de los momentos.

. La funcién de densidad de la distribucién Weibull es

(0 _ o
fla) = 5a° e g, 00) (),

donde # > 0 y o > 0. Si « es conocido, halle un estimador de 6 por el
método de los momentos.

Sugerencia: Véase la definicién de la funcion Gamma.

. Si X, 1 = 1,2,...,n; son n variables aleatorias independientes con
funcion de densidad
1
_ —|z—pl/0
r)=—c¢e
f(x) 20 ;

donde —oco0 <z < o0, i € R y 6 > 0, halle estimadores insesgados de
iy 6 por el método de los momentos.
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2.3 Estimaciones de maxima verosimilitud

En esta seccién se presenta un segundo método para hallar estimadores de un
parametro, llamado método de méaxima verosimilitud. Este método permite
encontrar estimadores, funciones de variables aleatorias que, calculadas en
un conjunto de datos, permiten hallar el valor del pardmetro que los hacen
mas probables.

Sea Y;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con funciéon de
probabilidad o de densidad py, donde 6 toma valores en un espacio paramétri-
co ©. Siy,1=1,2,...,n; es un conjunto de n valores observados de Y;,
1 =1,2,...,n; una pregunta natural en estadistica es ;cudl es la funcién de
probabilidad o la funcién de densidad de la cual provienen estos datos? Esto,
en el caso en que el espacio paramétrico sea un conjunto contable, equivale
a preguntar, jcudl es el valor de # que hace méas probable la observacion de
estos datos? y, en el caso en que el espacio paramétrico sea un intervalo del
conjunto de los niimeros reales, equivale a preguntar, jcudl es el valor de 6
que maximiza la funcién pe(y1, yo, ..., yn) = [ 1=, pe(vi)? Este valor de 6 se
obtiene maximizando la funcién L(0) = pg(y1, Y2, - - -, Yn), lamada funcién de
verosimilitud, sobre el conjunto de valores posibles de #, notado ©.

Si la funcién de verosimilitud L(6) es diferenciable en © o en un subconjunto
abierto de O, el valor 6 de 6, donde la funcién de verosimilitud alcanza su
valor méaximo, se halla aplicando conceptos basicos de célculo diferencial.

SiY;, i=1,2,...,n; son n variables aleatorias independientes con funcién
de probabilidad pg, donde 6 toma valores en un espacio paramétrico finito
© = (0,...,0), la estimacién de maxima verosimilitud de 6 se obtiene

calculando y comparando py, (y1, 42, - .-, ¥n), Para j =1,2,...,J.

Ejemplo 2.5. Sea Y;, ©« = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes
Bernoulli, con P(Y;=1) = 6 y P(Y;=0) = 1 — # desconocidos. Si y;,
t=1,2,...,n, es un conjunto de n valores observados de Y;, 1 = 1,2,...,n;

entonces, la funcion de verosimilitud es una funciéon de 6 definida sobre el
espacio paramétrico © = (0, 1) por la ecuacién (2.5), donde

Py (Yi=y;) = 0" (1 - 9)1_% Ioay (i), i=1,2,...,n.

L©O) =TT o (Vi =) (2.5)
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Dado que hallar el valor de § que maximiza L(f) es equivalente a encontrar
el valor de 6 que maximiza

n

L) = [yilnd+ (1 —y)In(1-0)], (2.6)

i=1

entonces, derivando (2(2) con respecto a ¢ se encuentra que, el valor de 6
que maximiza L(6), es § =Y. Calculando la segunda derivada de In L, con
respecto a #, se encuentra que # es el punto donde L alcanza su maximo
valor.

Ejemplo 2.6. Sean Y;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes
normalmente distribuidas, con media 6 desconocida, y varianza o2 conocida.
Siy;, 1 = 1,2,...,n; es un conjunto de n valores observados de Y;, i =
1,2,...,n, entonces, la funcién de verosimilitud es una funcién de 6 definida
sobre el espacio paramétrico © = R por la ecuacién (2.7).

L(0) = fe(yl,ym---,yn):er(yz-)

n

= (2n0?) ™2 exp { - QTiQ Z(yz - 9)2}. (2.7)

Asi, el logaritmo de la funciéon de verosimilitud es
_ . n 2 2
0(6) =~ tog(2m0?) — 53 > (i ) (2.8)

y la primera y segunda derivada, del logaritmo de la funcién de verosimilitud,
es ((0) = 530 (v —0) y £'(f) = —2, respectivamente. Finalmente,
igualando ¢'(#) a 0 y resolviendo la ecuacién resultante se encuentra que

é:%ZYi (2.9)

es un estimador de maxima verosimilitud de #, dado que ¢ () < 0. El niimero
real = L 37" | y; es una estimacién de maxima verosimilitud de 6.
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Ejemplo 2.7. Sea Y;, « = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n,
de una distribucién Uniforme en el intervalo (0,26]. La funcién de maxima
verosimilitud es

L0) = folyr,y2,- - yn) = Hf@(yz')

1

= gy o)
1

(29)71][%3’@)7 o) (0)

Como L es una funcién decreciente de 6, L se hace mayor a medida que 6
se hace menor. Dado que Y; < 26, para todo i, el menor valor posible de 26
es igual al mayor de los valores observados en la muestra. En consecuencia,
0 = %Y(n) es un estimador de méxima verosimilitud de 6.

Ejemplo 2.8. Sea X; ~ N(u,0?),i=1,2,...,n; una muestra aleatoria, de
tamano n, de una distribucién Normal con media y varianza desconocidas.
El logaritmo de la funcién de verosimilitud es

(s 0?) = ~log(2n0%) = 5 > (o — )

y, €n consecuencia,

IR e

Op o i=1

ol n 1 < 9

507 = 307 T g1 20 )"
=1

Igualando a cero estas derivadas parciales, se halla como punto critico
0 = (ﬂuO-Q)u donde [J’ =z y o? = %Z?:l(xz - ﬂ)z

Finalmente, se encuentra que 0 corresponde a un punto de maximo absoluto
de L, ya que

Ol ., O, re
a—ﬁﬂ(u,UZ)W(MUQ)—{W(M,UQ) >0y
020, n

a—uQ(MJQ)_—§<0



2.3. ESTIMACIONES DE MAXIMA VEROSIMILITUD 49

Por tanto, 6 es un estimador de maxima verosimilitud de = (u, 02).

Ejemplo 2.9. Sea Y; ~ N(p;,0?), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria,
de tamafio n, con media p; = By + Bia;, donde x;, i = 1,2,...,n, y 02 son
numeros reales conocidos. Si [y y 1 se asumen como parametros, el logaritmo
de la funcién de maxima verosimilitud esta dado por

n

1
((Bo, B1) = —3509(27?02) T 9,2 ;(yz - M)Q-

1
= —glog(%mg) ~ 552 Z(yz — Bo = Brw:)?.

1=1

Ahora, derivando parcialmente a ¢ con respecto a 5y y 1, se obtiene

o s a1
o 1
95, = 57 2 i = o= Pz, (2.11)

i=1

e igualando (2.10) y (2.11) a cero y resolviendo el sistema de ecuaciones, se
encuentra que

Bo=1y— Pz
3 DTy — nTY
TS 22—z

Finalmente, como

0% . 0 . 020 .17

25 (5)8—51 (8) — {350 952 B)| >0 vy
0%l -

25 (8) <0,

se encuentra que 3y y 1 son los valores de 3y y 1 donde la funcién de vero-
similitud alcanza su valor maximo. By y f; son las estimaciones de maxima
verosimilitud de fy y fi.



50 CAPITULO 2. ESTIMADORES

Ejemplo 2.10. Suponga que se desea estimar la proporcion de tornillos
defectuosos en una caja que contiene 5 tornillos, a partir de una muestra
aleatoria con rempazo, de tamano 3. Dado que la caja contiene 5 tornillos, si
6 indica la proporcién de tornillos defectuosos, el conjunto de valores posibles
de 0 es © = {0,1/5,2/5,3/5,4/5,1}. Si la muestra aleatoria obtenida es
(r1,29,23) = (1,1,0), donde x; = 1 si el tornillo examinado es defectuoso
y x; = 0 si no lo es, 0 y 1 no son valores posibles de § pues en la muestra
se encontraron tornillos defectuosos y no defectuosos. Asi, si L(.) denota la
funcién de verosimilitud, L(0) = L(1) = 0.

Por otra parte, como se tienen tres observaciones independientes de una
distribucién Bernulli con parametro #, la funciéon de verosimilitud estd dada
por:

L(0) = 6*(1 — 0), para § =

ol W
(SR

(2.12)

ot DN

y

Y Y

O] =

Asi, evaluando L(.) en cada uno de los valores posibles de 6 se encuentra el
valor maximo de la funciéon de verosimilitud es L(%) = 18 siendo 6 = % la

537
estimacion de maxima verosimilitud de 6.

Ejemplo 2.11. Si X es una variable aleatoria con distribucién Hipergeométri-
ca X ~ H(56,5,3); 6 toma valores en el conjunto © = {0,1/5,2/5,3/5,
4/5,1} y X toma valores en el conjunto A = {0, 1,2, 3}. Si L nota la funcién
de verosimilitud y x = 1 es el valor observado de X, entonces, # es diferente
de cero y, en consecuencia, L(0) = 0.

Dado que el tamano de la muestra esn = 3 y el valor observadode X esx = 1,
existen dos elementos no defectuosos en la muestra y, en consecuencia, la

proporcion de elementos defectuosos en la poblacion no puede ser mayor que
3/5, siendo L(4/5) = L(1) = 0, donde L(.) denota la funcién de verosimilitud.

Ademas, L(4/5) = L(1) = 0, ya que hay dos elementos no defectuosos en
la muestra y asi la proporcion de defectuosos en la poblacién no puede ser
mayor que 3/5. Finalmente, dado que para 6§ = 1/5, 2/5, 3/5, la funcién de
verosimilitud esta dada por

(7))

(s)
L(1/5) = 3/5, L(2/5) = 3/5 y L(3/5) = 3/10. Asi, la estimacién de méxima
verosimilitud de 6 es § =1/5 0 6 = 2/5.

L(6) =
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Ejemplo 2.12. Si X ~ H(m,N,n), su funcién de probabilidad esta dada
por

(7) =)
()
donde A = {0,1,2,...,n}, m es el nimero de elementos defectuosos en la

poblacién (pardmetro de la distribucién) y max(n — (N —m),0) < z <
min(m,n).

P(z) = La(2), (2.13)

En esta funcion de probabilidad, si se asume que N y n son conocidos y que
m es el pardmetro, la estimacién de maxima verosimilitud de m se obtiene
comparando las funciones de verosimilitud L(m + 1,z) y L(m,z), para lo
cual se desarrolla el siguiente cociente:

Lm+1a) (7))
L(m, z) () ()

(N—m—n+z)(m+1)
(N—m)(m+1—x)
En consecuencia, L(m + 1,x) > L(m,x), si y solo si m < Z(N + 1) — 1.
Asi, para determinar los puntos donde L alcanza su valor maximo, se debe
considerar los siguientes casos:

1. Si (N +1) no es un niimero entero, entonces, la funcién de verosimili-
tud L alcanza su valor maximo en el menor ntimero entero mayor que
£(N +1) —1, es decir, en el mayor ntimero entero menor que £(N +1),

lo cual se nota 1 = [£(N + 1)].

2. Si £(N +1) es un niimero entero, entonces, L(m+1,z) > L(m, r) para
valores de m menores que *(N + 1) — 1y L(m + 1,2) < L(m,x)
para valores de m mayores que Z(N + 1) — 1. En consecuencia, el
estimador de méxima verosimilitud de m es m; = Z(N +1) =1 o

my = £(N +1).
Ejercicios 2.3.
1. Sea My = {9.6,2.2,4.6}, My = {—6.5,0.9,8.3} y M3 = {0.5,8.9,8.9}
tres muestras aleatorias provenientes de distribuciones normales dife-

rentes. De cudl de las siguientes distribuciones considera usted que pro-
viene cada una de las muestras: N(5,9), N(1,20) y N(6,16).
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. Sea X;, 1 =1,2,... n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una dis-

tribucién con parametro 6. Halle un estimador de méxima verosimilitud
para # dado que

a
b

c

) ‘“’EXP(Q)

) Xi~ P(6).

) X; ~ N(u, @), u conocido.
d) X; ~ N(0,0?), o* conocido.

. En el ejemplo 2.11, si el valor observado de X es z = 1, determine la

estimacién de maxima verosimilitud de 6. Desarrolle el ejemplo 2.11 si
X ~ H(760,7,4).

. SeaY;, 1 =1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una dis-

tribucién Uniforme en el intervalo (0, 0). Halle un estimador de méxima
verosimilitud para 6.

. Sea Y;, 1 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una

distribucién Uniforme en el intervalo (6,6 + 2). Halle un estimador de
maxima verosimilitud para 6.

. Suponga que X tiene funcién de probabilidad

91‘
folz) = (¢! — 1) L r=1,2...;0>0.

Entonces, calcule:

a) E(X).

o[-

c¢) (Existe un estimador de maxima verosimilitud de 67

. Sea Y, 1 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una

poblacién cuya funciéon de densidad esta dada por

2
foly) = N [—(y = 0)*] I~ (9)-
Demuestre que fy define una funcién de densidad y halle el estimador
de maxima verosimilitud de 6.
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10.

11.

12.

13.

Sea Y;, ¢ = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una
poblacién normal con media 6 desconocida, y varianza ¢? conocida.
Encuentre un estimador de méxima verosimilitud de 6 bajo la condicion
0> 0.

. Desarrolle el ejercicio 7, de la seccion 2.2, por el método de maxima

verosimilitud.

Sean X;,7 = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
ci6én de densidad Rayleigh dada por

f(x:,0) = (2:/6%) exp{—2?/20°},2; > 0,0 > 0:

a) Halle E(X;), E(X?) y V(X))

b) Encuentre el estimador de maxima verosimilitud de 6.

Sea § un estimador de maxima verosimilitud de § € R. Si g es una

funcién inyectiva de R en R; demuestre que g(#) es un estimador de
méxima verosimilitud de g(@).

Supongase que x;, ¢ = 1,2,...,n; son n valores posibles de n varia-
bles aleatorias independientes X; ~ Ber(0;), i = 1,2,...,n. Si y;,
1 =1,2,...,n; son n valores posibles de las n variables aleatorias in-
dependientes Y; ~ Ber(6,), i = 1,2,...,n, halle una estimacién de
méxima verosimilitud para ¢; — 6. Asuma que X; y Y son indepen-
dientes, para todo 7,7 =1,2,...,n.

Si X es una variable aleatoria con distribucién Hipergeométrica X ~
H(0,5,3), y x = 2 es un valor observado de X, halle la estimacién de
maxima verosimilitud de 6.

2.4 FError de estimacion

En una muestra aleatoria de n = 250 estudiantes universitarios se encontrd

50

que 50 practican deporte con frecuencia. Si se utiliza esta proporcion = =

250

0.2 como una estimacién de la proporcién de estudiantes universitarios que
hacen deporte, entonces, ;cudl es el error de estimacion?
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Dado que se desconoce la proporcion 6 de estudiantes que practican deporte,
no se puede determinar el error de estimacién € = |#—6| para una estimacién
particular 0 de 6. Sin embargo, se puede preguntar, por ejemplo, ;cudl es la
probabilidad que € = ]é — 0] sea menor que 0.017 y ;jcuél es el nimero real
b tal que P(|0 — 0] < b) = 0.95? Dado que

A 0.01
P(|6— 6] <0.01) ~ P ('Z’ = \/(0.2)(0.8)/25())
=1-2P(Z > 0.395)

~1—2(0.345) = 0.31,

se tiene una confianza del 31 % que la proporcién 0 = 0.2 difiere de 6 en una
cantidad que no excede 0.01.

Por otra parte,

A b
P(l0—0] <b)~ P <|Z’ = \/(0.2)(0.8)/25()) )

y, en consecuencia, b = 1.96/(0.2)(0.8) /250 = 0.049. Esto significa que existe
una probabilidad del 95% de que el error de estimacién no sea mayor que
0.049, cuando la estimacién de la proporcién de estudiantes universitarios
que practican deporte es de 20 %.

Ejercicios 2.4.

1. Sean Y; ~ Ber(0),i=1,2,...,n; n variables aleatorias independientes.
Demuestre que T,(Y) = (1 —Y) no es un estimador insesgado de

0(1—0).

2. Se desea determinar la proporcién de colombianos que no consumen
cigarrillo. ;Cudl es el tamano de la muestra requerida para garantizar
una precision de 0.01, con un nivel de confianza del 95 %7

3. Sean Y;, 7 = 1,...,n; n variables aleatorias dicotémicas independientes,
con probabilidad de éxito # = 0.7. Para n = 40, 60, 100, 150 y 200, halle
P (‘% — 9‘ < 0.1)7 donde Y = Y"" | Y;. ;Qué se puede concluir?

4. Suponga que Y;, 1 = 1,2,...,n; son n variables dicotémicas indepen-
dientes, con probabilidad de éxito P(Y; = 1) = 6. Si € es un nimero
real positivo y Y = >"" | ¥i: determine lim,,_,o, P (’% — (9! < e).



2.5. EFICIENCIA 55

2.5 Eficiencia

En esta seccion se comparan las varianzas de estimadores insesgados de un
parametro, con el objetivo de encontrar, en un conjunto de estimadores in-
sesgados, el estimador de menor varianza.

Sea Y;, i = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribu-
cién normal con media 6 y varianza o?. Entonces,

R _ R > :T,L:k(kﬂ) Y, n
! y o0 n—2k s 2’

o2

n—2k"

son estimadores insesgados de 0, con Var(d;) = "72 y Var(f,) =

Ahora bien, dado que Var(él) < Var(ég), se dice que 0; es més eficiente que
0s.
Definicién 2.2. Si 01 y (92 son estimadores insesgados de 6, se dice que 01

es mas eficiente que 0y si Var(@l) < Var(92) Asimismo, se dice que 0, y 0y
son igualmente eficientes, si Var(6,) = Var(6s).

De la definicién (2.2) se deduce que lo ideal es tener estimadores insesgados
con la menor varianza posible.

Dado un estimador insesgado, se puede determinar si su varianza tiene el

menor valor posible a partir del siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n,
de una poblacion con funcion de distribucion Py asociada a un pardmetro 6.
S1 0 es un estimador insesgado de 6 y

1
2

dlnpy(x)
0 E [(_gg ) }

donde pg(x) es la funcion de densidad, entonces, 0 es un estimador insesgado
de 0 de minima varianza.

Var(9) =

, (2.14)

Ejemplo 2.13. Sea X;,¢ = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamarno
n, de una distribucién exponen01al con pardametro ¢ = E(X;). Si 0= X,
entonces, 0 es un estimador insesgado de 0 y Var(G) 92
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Para demostrar que 6 es un estimador insesgado de minima varianza de 6, se
debe demostrar que cumple con la ecuacion (2.14) para fy) = %exp(—%w)

Este resultado se sigue dado que

E (alna—{;(f”))] - 01—4E (X - 6)?] (2.15)
1
- & (2.16)

Ejemplo 2.14. Sea X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n, una muestra aleatoria,
de tamano n, de una distribuciéon Normal con media conocida y varianza
desconocida. Si

1 n
2 =) (X;—0)? 2.1
7= L=, (2.17)

entonces, 62 es un estimador insesgado de minima varianza de o2.

Obsérvese que

=1

LB = 2B (5502 = o2,

2. Var(6?) = ”—;lVar[Zle(Xi‘(’)Q] = 2%

n

3.
dln fo(x) ’ 1 2 22
E|l ———= - —F —6)? —
(50 LBl -0 - o)
1 2
= r‘gVar[(x —0)7]
1 x—0\2
= v (5) |
1
204
De los numerales 2 y 3 se sigue que
. 1 20*
Var(6?) = . ==,
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lo cual, conjuntamente con el numeral 1, demuestran que 62 es un estimador
insesgado de minima varianza de o?.

Ejercicios 2.5.

1. Supdngase que Y;, i = 1,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n,
de una distribucién exponencial con funciéon de densidad

e ™M siy>0

f<y):{o si y <0.

Demuestre que ) =Y y 0 = 2Y1+47§27;'1';r2ny" son estimadores insesga-

dos de la media. ;Cual de ellos es el estimador mas eficiente?

2. Sea Y;,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién normal con media @ desconocida y varianza o2 conocida.
Demuestre que Y es un estimador de #, insesgado y de minima varianza.

3. Sea Y;,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Normal con media 6, conocida, y varianza o2 desconocida.
157 = 257" (Y; — 0)? es un estimador insesgado de minima varianza
de 027

4. Sea Y;,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una

distribucién normal con media 6 y varianza o2, desconocidas. ;S? =
5 I3

—L= 37" (Y = Y)? es un estimador insesgado de minima varianza de

o°?

5. Sea Y;, ¢ = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamafio n, de una
distribuciéon Uniforme definida en el intervalo (0,6). Demuestre que
0 = (”TH) Y(n) no satisface la igualdad 2.14. Obsérvese que el conjunto

A={x e R: P(zr) > 0} depende de 0.

6. Sea Y;, 1 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribuciéon Gamma (p, \). Demuestre que Y es un estimador insesgado
de varianza minima de E(Y;).
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2.6 Consistencia

La consistencia es una propiedad asintdtica, es decir, indica que el valor
de los errores de estimacién seran mas cercanos a cero, en probabilidad, a
medida que el tamano de la muestra tiende a infinito. En consecuencia, si un
estimador no es insesgado, pero es consistente, su sesgo decrecera a medida
que crece el tamano de la muestra. A continuacién se ilustra esta propiedad,
de los estimadores, a partir de una muestra aleatoria de una distribucién
Binomial.

Sea Y; ~ Ber(f), 1 = 1,2,3,...; una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes. Se define una sucesion {7}, },cny de estimadores de 6, haciendo
Y, = 137" ¥;. Dado que E(Y,) = 0 y Var(V,) = 02 = 2, aplicando el
teorema de Tchebysheff (inecuacién 1.39), con k? = %, se obtiene que

0.2

P(Y, 0 <e¢)>1- 22, (2.18)

€2

Dado que 02 = %2 tiende a 0, cuando n tiende a infinito, si se toma el limite
cuando n tiende a infinito en (2.18), resulta:

lim P(]Y, — 0| <€) =1.

n—oo
Esto significa que a medida que n crece, se hace mayor la probabilidad de

que las observaciones de Y,, se encuentren cerca de 6. Lo anterior hace que
Y,, sea un estimador consistente de 6.

Definicién 2.3. Sea {f,} una sucesién de estimadores de 0. Se dice que
0, = T,,(X1, Xo,...,X,) es un estimador consistente de 6 si, para cualquier
nimero positivo €, lim, oo P(| 0, — 0 | <€) = 1.

Ejemplo 2.15. Sea X; ~ N(0,0?),i=1,2,...,n, una muestra aleatoria, de
tamano n, de una distribucién normal con media y varianza desconocidas.
Dado que X,, ~ N(6,0%/n), para todo ¢ > 0, entonces,

P[|)_(n—0|§e]:PH ;/f‘< fﬁ}
—1—2P(Z>\/—6) NS
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pues, si Z nota una variable normal estandar, P (Z > %) tiende a 0 cuando

n tiende a infinito. Asi, X, es un estimador consistente de 6.

Ejemplo 2.16. Sean X; ~ U(0,0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias
independientes. Dado € tal que 0 < e < 6,

Pl X -0 <€ =1-P[X@u <0—¢
€ n
—1- (1 - —) .
0
Dado que (1—¢/0)™ tiende a 0 cuando n tiende a infinito; X, es un estimador
consistente de 6.
Teorema 2.2. Si 0, es un estimador insesgado de 0 y lim,,_, Var(én) =0,

entonces, 0, es un estimador consistente de 0.

Demostracion. Del teorema de Tchebysheff se tiene que

P( < kyVar(g,) ) =1 % (2.19)

0, — E(6,)

haciendo

la inecuacién (2.19) toma la forma

A~

Var(0,)

€2

P(|0, — E(0,)] <€) >1- (2.20)
y tomando el limite, cuando n tiende a infinito, en (2.20) se tiene lo que se
queria demostrar. O

Ejemplo 2.17. Sea Y;,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamarno n,
de una distribucién Uniforme en el intervalo (0, 6). Entonces, 6,, = 2Y es un
estimador insesgado de 6, cuya varianza
A~ 02
Var(0,) = —
(0n) = 3

tiende a 0 cuando n tiende a infinito. En consecuencia, 6,, es un estimador
consistente de 6.
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Ejemplo 2.18. En las secciones anteriores se observa que si Y;, 1 =1,...,n;
es una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribucién Normal con media
[y varianza o2 < oo, entonces,

52 _ 1 Z(Y; _Y)Q

n—14%
=1

es un estimador insesgado de o2

Dado que

0.4

(n—1)?

0.4

= m Var (X%n—l))
204,

(n—1)

Var(S?) =

Var {—(” _021)5 2}

entonces, S? es un estimador consistente de 2.

Ejercicios 2.6.

1. Sean Y;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias positivas, independientes
e idénticamente distribuidas. Demuestre que 7,(Y1,...,Y,) = 1/Y es
un estimador consistente de 1/E(Y}).

2. Sea Yi,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Normal con media 6 y varianza 2. Si k es un ntimero
entero menor que n,

1 _
a) Demuestre que S? = 1 S (Y; — Y)? es un estimador inses-
gado de o2
b) {S7 es un estimador consistente de 2?7
3. Sea Y;,i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Uniforme en el intervalo (0, 6).
a) Si = 2Y1, gﬂA es un estimador insesgado de 6, de minima varianza?

b) Si 6 = 2Y1, g)é es un estimador consistente de 67
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¢) Sif= Xn ()«9 es un estimador consistente de 67

4. Sea Y;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, con una
funcién de densidad

4 0<y<2;
i 27 I
Hy) = { 0, en otros puntos.
Calcule:

a) E(Y;), Var(Y;).
b) P(|Y1 — E(Y7)| <0.1).
¢) P(|Y — E(Y)| <0.1), para n = 1, 10, 100.
d) hm P(Y — E(Y)] <0.1).

5. Sea 6 un estimador consistente de 6 € R. Si g es una funcién monétona
diferenciable de R en R, demuestre que g(f) es un estimador consistente
de g(#). ;v S? es un estimador consistente de o?






Capitulo 3

Modelos estadisticos

En este capitulo se hace una exposicion de lo que es un estadistico suficiente
y la familia exponencial de distribuciones. La seccién 3.1 incluye la definicion
de estadistico suficiente y el teorema de factorizacién, el cual permite deter-
minar la suficiencia de un estadistico. En la seccion 3.2 se define la familia
exponencial uniparamétrica. En la seccién 3.3 se presenta la familia expo-
nencial unipararamétrica en forma natural. En la seccién 3.4 se hace una
introduccién a la familia exponencial biparamétrica, a través de la distribu-
cién Normal, con media y varianza desconocidas. En la seccién 3.5 se define
la familia exponencial biparamétrica y se estudia su reparametrizacién en
la forma natural y, finalmente, se incluyen algunos ejercicios que permiten
afianzar los conceptos presentados.

3.1 Estadistico suficiente

Sea X = (X1, Xy, ..., X,) una muestra aleatoria, de tamano n, donde cada
componente X;,7 = 1,2,...,n, es una variable aleatoria con funcién de distri-
bucién Fy asociada a un pardmetro desconocido . Un estadistico T = T'( X)),
donde T es una funcién de X, tiene sentido, cuando la variable aleatoria T
contiene la misma informacion que X, acerca del parametro 6. Los estadisti-
cos que tienen esta propiedad se denominan estadisticos suficientes.

Definicién 3.1. Sea X;, ¢+ = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano
n, de una funcién de distribucion Fy, con pardametro 6 desconocido. Un

63
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estadistico T'(X) es suficiente para 6, si y solo si, la distribucién condicional
de X dado T'(X) =t no depende de 0.

Los analisis estadisticos, para obtener informacion acerca de 6, resultan mas
simples y sin pérdida de informacion a partir de un estadistico suficiente ya
que, ademas de contener la misma informacion que X acerca de 6, el rango
de un estadistico suficiente no trivial 7'(X) es, en general, mas simple que el
rango de X.

Ejemplo 3.1. Se desea obtener informacion sobre la proporcion de tornillos
defectuosos producidos por una empresa. De su produccién se obtiene una
muestra aleatoria con reemplazo, de tamano n, asignando 1 a la variable
aleatoria X;, i = 1,2,...,n; si el tornillo es defectuoso y 0 si no lo es.

En este caso, T'(X) = Y ; X; es un estadistico suficiente para §. En efecto,
obsérvese que si T'(x) = t, entonces, Py(X = x,T(x) =t) = Pp(X =x) =
0'(1—0)""" ya que x = (x1,x2,...,x,) es un vector de n realizaciones de X;
y X; ~ Ber(6).

Asi, dado que T' ~ Bin(n, ),

Py(X =x|T =1) = %
e
(7)0r(1 — o)t
1

()
Finalmente, si T'(x) # t, entonces, Pp(X =x,T =1) =0y Pp(X =x|T =
t) = 0. En consecuencia, Pp(X = x|T" = t) no depende de 6 y, por tanto,
T(X) es un estadistico suficiente para 6.

Ejemplo 3.2. Se desea obtener informacion sobre la proporcion de tornillos
defectuosos producidos por una empresa. De su produccién se obtiene una
muestra aleatoria sin reemplazo, de tamano n, asignando 1 a la variable
aleatoria X;, i = 1,2,...,n; si el i-ésimo tornillo es defectuoso y 0 si no lo
es. Si el tamano de la poblacion es N y el muestreo se hace sin reemplazo, la
probabilidad P(X =x,T =t),donde X = (X1,..., X)) yx= (v1,...,2,),
depende tnicamente de ¢ y no del orden en que los 1’s aparecen en x. En
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consecuencia, se puede considerar que z; = 1 parat =1,2,...,ty x; = 0 para
1=t+1,t4+2,...,n. Asi, la probabilidad de que el primer tornillo obtenido
en la muestra sea defectuoso es NO/N; si el primer tornillo es defectuoso, la
probabilidad de que el segundo tornillo sea defectuoso es (N0 —1)/(N —1),y
asi sucesivamente. Después de obtener t tornillos defectuosos, la probabilidad
de obtener un tornillo no defectuoso es (N — N6)/(N —t) y continuando de
esta manera se tiene que:

Py(X =x,T=t) =

() (=) - (=)
(N—Ne) (N NH—I) (N Ne—n+t+1) (3.1)

N —t N—-t—1 N-—-n+1

(NO)! (N — NO)I(N — n)!
NI(NG — O)I(N — N6 —n + 1)

Finalmente, dado que T tiene distribucién Hipergeométrica,

(NO)! (N — N§)! n!(N — n)!

BT =1) = HINI NG — O N —NO—n+1t)l (n—t)

(3.2)

y el cociente entre (3.1) y (3.2) no depende de 6. Esto indica que T'(X) =
Z?:l X, es un estadistico suficiente para 6.

El teorema siguiente se refiere a un conjunto de funciones de probabilidad
denominadas modelos regulares, conformadas por las funciones de densi-
dad continuas y por las funciones de probabilidad discretas Fp(X) para
las cuales existe un conjunto contable de valores posibles de X, digamos

A ={xy,29,...}, tal que Py(A) = 1.

Ejemplo 3.3. Sea X; ~ Exp(\), i = 1,...,n, una muestra aleatoria de
tamano n, de una distribucién exponencial con media g = 1/\. A partir
de la definicién 3.1 se puede demostrar que T'(X) = > | X;, donde X =
(Xi,...,X,) es un estadistico suficiente para .

Dadox = (z1,...x,) y T(x) = t, se tiene que la funcién de densidad conjunta
de x y tes:
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fxt) =

{A"e‘kzxil(om)n(x) siT(x)=t (3.3)

siT(x) #t
Asi, dado que Y = 21 Y X; ~ X3, la funcién de densidad de T'= > X es:

tn—le—)\t

ft) = W[(Om) (t) (3.4)

Finalmente, de 3.3 y 3.4 se concluye que la funcién de distribucion condicional
no depende de A:

O e (%) s T(x) =t
Jxlt) = {0 siT(x)#t

Algunos ejemplos de modelos regulares son, entre otros, los modelos Bino-
mial, Poisson, Normal y Gamma.

Teorema 3.1. En un modelo regular un estadistico 7'(X), con rango I, es
suficiente para @, si y unicamente si, existe una funcion g¢(t, ¢), definida para
todoten I y 6 en O,y una funcién h, definida en R", tal que

p(x,0) = g(t,0)h(x). (3.5)

donde p(x,0) es la funcién de probabilidad de X, en el caso discreto, o la
funcién de densidad de X, en el caso continuo.

Ejemplo 3.4. Sea X; ~ Exp (A), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria,
de tamano n, de una distribucién exponencial con media 1/A. Si X =
(X1, Xo, ..., X,), entonces, la densidad conjunta de X esta dada por

f(X, )\) = )\”6_’\2?:1 xi[(o’oo)n (X)
= g(t, Mh(x),

donde t(x) = >0, @y, g(t, A) = AN y h(x) = L(g,00)n (X).

Asi, por el teorema (3.1), T(X) = >_7" | X; es un estadistico suficiente para
A.
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Ejemplo 3.5. Si una funcién de densidad se puede expresar de la forma
p(x,0) = explc(0)T(x) +d(0) + S(x)]1a(x), entonces, T(X) es un estadistico
suficiente para 6.

Obsérvese que p(z,0) se puede expresar de la forma (3.5) del teorema (3.1),
haciendo g(z,0) = exp[c(8)T(z) + d(0)] y h(z) = exp[S(z)]La(x) vy, por lo
tanto, T'(X) es un estadistico suficiente para 6.

Ejemplo 3.6. Sea X; ~ U(0,0), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de
tamanio n, de una funcién de distribucién Uniforme. Si X = (Xi,...,X,),
entonces,

1
f(x,0) = e_n[(:fc(n), o) (0)

= 9(x(n), 0)h(x),

donde g(x(,,0) = ein](xm),oo)(ﬁ) y h(x) =1y, por lo tanto, T'(X) = X, es
un estadistico suficiente para 6.

Para demostrar el teorema 3.1, en el caso discreto, es necesario verificar las
siguientes proposiciones:

1. Si T es un estadistico suficiente para 6, entonces,

P(x,0) = g(T(x),0)h(x).

Demostracién: Sea {x;,Xs, ...}, el conjunto de posibles realizaciones
de X yt; =T(x;), j = 1,2... Por hipédtesis, (X = x;|T = t;) no
depende de 0, ya que T" es un estadistico suficiente. Asi, Pp(X = x;|T =
t;) es una funcién h(x;). Ademas, si T'(x;) = t;, entonces, Py(X =
XZ',T = t]) = Pg(X = Xz‘) y si T(Xz) 7é tj7 P@(X = XZ',T = tj) =0. En

los dos casos, la ecuacién (3.5) se sigue a partir de la igualdad
PQ(X = Xi7T = tj) = P@(X = X|T = tj>P9(T = tj),
haciendo

9(T'(x:),0) = Py(T = t;).
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2. Si P(x,0) = g(T(x),0)h(x), entonces, T" es un estadistico suficiente
para 0.

Demostracion: Dado que Pp(T' = t;) = > 0 irio )=, 3 b (xx), apli-
cando la hipétesis dada por la ecuaciéon P(x,0) = (T( ), 0)h(x), se

tiene que

Py(X =x;,T =t))

Py X =x;|T =t;) = - !
. PQ(X = Xi)

2 el =t o (%)

2 )=ty %K)
La segunda igualdad se sigue si T'(x;) = t;. Asi, se encuentra que
Py(X = x;|T" = t;) no depende de 6, lo cual concluye la demostra-
cion.

Ejemplo 3.7. Estadisticos suficientes para la media y la varianza de una
distribucién normal.

Sea X; ~ N(0,0?), 1 = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamaifio n, de
una distribucién normal con parametros 6 = (,0?). La densidad conjunta
de X = (Xy,...,X,) estd dada por

F(x16,0%) = (2m0*)F exp [ - % > (i - e)?}

= g(t,0)h(x),

donde t(x) = (t1 (%), 12(x)) = (3252 =i, 2002, 47) ¥ h(x) =
Asi, por el teorema (3.1), T(X) = (T1(X), T2(X)), donde TI(X) =y, X
y To(X) =31, X7, es un estadistico suficiente para 8 = (6, 0?).
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Ejercicios 3.1.

1. De una producciéon de N tornillos se obtiene una muestra aleatoria,
sin reemplazamiento, de tamano n, y se le asigna a la variable X;, i =
1,2,...,n; 1siel tornillo es defectuoso y 0 sino. Si X = (X, Xo, ..., X,)
y T(X) =>"", X;, demuestre que

a) Sin =3y T = 2, entonces, p[X = (1,1,0),7 = 2] = p[X =
(1,0,1),T = 2].

b) Sin =4y T = 3, entonces, p[X = (1,1,0,1),7 = 3] = p[X =
(1,1,1,0),7 = 3].
c) p|X = x,T = t] depende de t y no del orden en que los unos

aparecen en X.

2. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Exponencial con pardmetro A = E(X;), i = 1,2,...,n.
Demuestre que T(X) = > | X; es un estadistico suficiente para .

a) Aplicando la definicién 3.1.
b) Aplicando el teorema 3.1.

3. Desarrolle el ejercicio anterior asumiendo que la funcién de densidad
es:

a) Ber(0).
b) N(0,0?); 0 conocido.

4. Sea X;, 1 =1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Gamma, con pardametro de forma conocido. Demuestre que
T(X)=>",X; es un estadistico suficiente para la media.

a) Aplicando la definicién 3.1.
b) Aplicando el teorema 3.1.

5. Sea X; ~ B(p,q), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano

n, de una distribucién Beta. Escriba la funciéon de densidad Beta en

términos de 0 = E(X;)y ¢ = p+q. ;[ T(X) = >, X; es un estadistico
suficiente para 67
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6. Sea X;, i« = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién uniforme U(0,6). Aplicando la definicién 3.1, demuestre
que T'(X) = X(y), es un estadistico suficiente para 6.

7. 51 X;, 1 = 1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n, de
una distribucién uniforme U (0, 63); 6 < 63, demuestre que T'(X) =
(Xa), X)), donde X = (X;,...,X,), es un estadistico suficiente para
0 = (01,0,).

3.2 Familia exponencial uniparamétrica

Se dice que una funcién de distribucién pertenece a la familia exponencial
uniparamétrica si su funcién de densidad o de probabilidad p(z,0) puede
expresarse de la forma

p(z,0) = explc(0)T(x) + d(0) + S(x)]|La(x), (3.6)

donde ¢ y d son funciones a valor real definidas en el conjunto de parametros
©; S y T son funciones a valor real, definidas sobre R y A C R no depende
de 6.

Ejemplo 3.8. La distribucién Binomial Bin(n, #) pertenece a la familia ex-
ponencial uniparamétrica de distribuciones. En efecto, ya que su funcién de

densidad puede escribirse en la forma (3.6), donde ¢(f) = In (%), d(0) =

nin(l—0), T(z) =z y S(z) =In(?), para A ={0,1,2,...,n}.

Ejemplo 3.9. La distribucién Normal, con media 6 conocida y varianza o?

desconocida, pertenece a la familia exponencial uniparamétrica. En efecto,
ya que su funcién de densidad puede expresarse en la forma (3.6), donde
c(0?) = =55, d(0?) = =3 In(27w0?), T(z) = (x — 0)* y S(z) = 0, para todo

2020
x en los niimeros reales.

Si X;, @ = 1,2,...,n; son n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, con funcién de densidad en la familia exponencial unipa-
ramétrica de distribuciones, entonces, la funcién de densidad conjunta P(x, 6)
esta dada por
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p(x,0) = H exple(0)T (i) + d(0) + 5 (i) La(x:)

= exp ZT:L’Z )+ nd(0 +ZS Tan(x
=1

= explc(0)T'(x) + dop(0) + S(x )]IAH( ),

donde x = (z1,%2,...,2,), T(x) = >0 T(x;), do(0) = nd(9), S(x) =
>or 1 S(x;) y A estd determinado por la distribucién de X;, i = 1,2,...,n
En consecuencia, la funcién de densidad conjunta p(x,6) puede expresarse
de la forma indicada en (3.6) y, por tanto, pertenece a la familia exponencial
uniparamétrica.

Dado que la funcién de densidad p(x, #) puede escribirse como en la ecuacién
(3.5), donde g(t,0) = exp[c(8)T(x) + do(0)] v h(x) = exp[S(x)]Lan(x), se
concluye que T'(x) = >, T'(x;) es un estadistico suficiente para 6.

En los ejemplos siguientes, relacionados con distribuciones de la familia ex-
ponencial uniparamétrica, se muestra que T'(x) = > " | x; es un estadistico
suficiente para la media.

Ejemplo 3.10. Si X;, 7 =1,2,...,m; es una muestra aleatoria, de tamano
m, de una distribucién Bin(n, ), entonces,

P(x,6) = exp [ln( 0 )metmnlnl— +Zln< )]IAn(x),

donde A = {0,1,2,...,n} y x = (21,%9,...,%y), y por lo tanto, la funcién
de distribucién de X = (X, Xy, ..., X,,) pertenece a la familia exponencial
uniparamétrica.

Ejemplo 3.11. Si X; ~ N(0,0?),i=1,2,3,...,n; es una muestra aleatoria,

de tamano n, de una distribuciéon normal con media desconocida y varianza
conocida, entonces

_ Lo
P(x,0) = exp ~52 (z; — 0)* — gln(27ra2)]
L =1
[ & né?> n : 1 &,
= exXp ;;xl_ﬁ_ilog(2ﬂ—a>_ﬁ;xl]’

pertenece a la familia exponencial uniparamétrica.
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Nota: La familia de distribuciones uniformes U (0, #), con 6 desconocido, no
pertenece a la familia exponencial (Shao, 2003).

3.3 Forma canodnica de la familia exponencial
uniparamétrica

Si una funcién de densidad o de probabilidad pertenece a la familia exponen-
cial uniparamétrica (3.6) y si ¢ es una funcién inyectiva, haciendo n = ¢(0),
puede escribirse como

p(x,m) = exp[nT'(x) + do(n) + S(z)|La(x), (3.7)

donde dy(n) = d(c™(n)).

Esta forma de escribir la familia exponencial uniparamétrica de distribuciones
se conoce como forma candnica de la familia exponencial. 1 se conoce como
parametro natural de la distribucién.

Si ¢ no es una funcién inyectiva, do(n) se puede determinar integrando si-
multdneamente los dos lados de la ecuacién (3.7). Ya que [, p(x,n)dr = 1,
se obtiene que

1= [ explaT(o) +doln) + Sl
de donde dy(n) = —log [, exp[nT'(z) + S(x)]dz.

Ejemplo 3.12. La distribucién Bin(n,#), que pertenece a la familia expo-
nencial uniparamétrica de distribuciones, puede expresarse de la forma dada

en (3.7) con n = ln(ﬁ), do(n) = —nlog(1 + exp(n)) y S(x) = log (Z)? para
A=1{0,1,2,....n}.

Ejemplo 3.13. La distribucién normal con media @ conocida, y varianza o

desconocida, puede expresarse de la forma dada en (3.7), con n = —% y

doln) = —4 In(~1).

La forma canodnica de esta distribucién es

o) = exp |z = 6 + 5 n(=n) — 5 In(r)
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Ejemplo 3.14. Suponga que X;, + = 1,2,...,n, es una muestra aleatoria,
de tamano n, de una distribucién Geométrica G(0). La funcién de densidad
conjunta de X = (X1, Xy, ..., X,,) es

fo(x) = exp [log (1—0 sz—i-nlog(lfg)] Inn (%),

=1

donde N ={1,2,...}, y su forma canénica es

() = exp an #nlog (- ‘)] I (),

i=1

donde n = In(1 — ).

Teorema 3.2. Si X tiene distribucién en la familia exponencial unipa-
ramétrica (3.7) y n es un punto interior de H = {n: dy(n)es finito}, la
funcién generadora de momentos de T'(X) estd dada por

W(s) = expldo(n) — do(n + 5)]. (3.8)

Demostracion 3.1. Asumiendo que X es una variable aleatoria continua,
su funcién generadora de momentos esta dada por

VU(s) = E(exp(sT(X)))
/ {expl(s +m)T(x) + do(n) + S(2)]}dz

- / {oxpl(s + MT(@) + dols +17) — dols + 1) + do(n) + S()]}de

= expldo(n) — do(s + 1) / {expl(s + M)T(2) + do(s + 1) + S(2)]}da
= expld,(n) — do(s +n)].

Ademas de las hipdtesis del teorema, en esta demostracion se asume que s
es suficientemente pequeno, tal que 7 + s pertenece a H.

De (3.8) se sigue que E[T(X)] = —dj(n) y Var[T(X)] = —dj(n). Estos
resultados se obtienen evaluando en s = 0 la primera y segunda derivada de
U(s), como se indica a continuacion:
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11

= expldo(n) — do(n + 5)][(dy (1 + 5))* — dg (n)]]o
= [do(n)]* — dy ().
teniendo en cuenta el literal a) se tiene que
Var[T'(X)] = E[T*(X)] — (E[T(X)])*
= —dy(n).

Ejemplo 3.15. Sea X;, « = 1,2,...n; una muestra aleatoria, de tamano
n, de una distribucién Bernoulli con parametro 6. Dado que la funcion de
probabilidad de X = (Xi,...,X,) puede expresarse en la forma

1) = exp [~ X = nlog(1 + exp(n)) | Lun (x),

donde n =log(0/(1 —0)) y A= {0,1}, entonces, dy(n) = —nlog(l + exp(n))

<
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Ejemplo 3.16. Supdéngase que X;, ¢ = 1,2,...,n; es una muestra aleatoria,

de tamarfio n, de una distribucién normal N (6, 0%), con media conocida. Dado
que la funcién de densidad de X = (X, ..., X,,) puede escribirse en la forma

fo(x) = exp anm —0)”+ S In(-n) - gmm] ,

entonces,
B[T(X)] = —dy'(n) = —5 - = no
2n
n
Var[T(X)] = —dy"(n) = 2P 2no?,

donde T(X) = Y0 (2 — 0)2 y do(n) = % In(~).

2
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Ejemplo 3.17. Suponga que X;, i = 1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de
tamano n, de una distribucién Geométrica G(6). Si X = (X1, Xo, ..., X,),
entonces, la funcién generadora de momentos de T'(X) = """ | X;, del ejem-
plo (3.14), esta dada por

W(t) = expldo(n) — do(n + s)]

1—en 1—ents
= exp |nlog o —nlog T

~ [(1 —en)esr

1 — ents

- fe? "

1= (1—=0)es|
Esta es la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria con fun-
cién de distribucién Binomial Negativa. Esto indica que Y. | X; ~ BN (6, n).

Ejercicios 3.2.

1. Demuestre que la distribucién Py(z) = (0%¢™?/21) {912, 1(x), 6 > 0,
pertenece a la familia exponencial. Encuentre su forma canonica y el
conjunto de valores posibles del parametro natural. Aplique el teorema
(3.2) para encontrar su funcién generadora de momentos y exprésela
como una funcién del parametro natural y como una funcion de 6.

2. Demuestre que si r es fijo, entonces, la funciéon de densidad binomial
negativa pertenece a la familia exponencial. Encuentre la forma candni-
ca, el conjunto de valores posibles del parametro natural y su funcion
generadora de momentos, como en el ejercicio anterior.

3. Desarrolle el ejercicio 2, asumiendo que Py es la funcion de densidad:
a) Ber(0).

b) Exp(0).
¢) N(6,0?); 0% conocido.
)

d) T'(0,a); con pardmetro de forma « conocido y media 6 des-
conocida.



76 CAPITULO 3. MODELOS ESTADISTICOS

4. En el caso de la distribucién Normal, con media conocida y varianza
desconocida, por ejemplo (3.13), demuestre que

1

dofn) = — log /R expln(e — 6)” —  log(m)dr.

5. Si X tiene distribucién Geométrica con parametro 6, demuestre que

don) = —log ( ° exp(ne)).

r=1,2,...

6. Desarrolle el ejercicio 3 considerando una muestra aleatoria de tamano
n de cada una de las poblaciones dadas alli.

7. En cada uno de los ejercicios anteriores, halle E[T(X)] y Var[T(X)]
aplicando el teorema 3.2.

8. Escriba cada una de las funciones de densidad, del ejercicio 3, en la
forma canodnica o natural de la familia exponencial uniparamétrica y
halle la estimacion de maxima verosimilitud del pardametro natural.

9. Determine las condiciones necesarias para que exista la estimacion de
maéxima verosimilitud de n en la familia exponencial (3.7).

10. Supdngase que X;, ¢ = 1,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n,
de una distribucion de la familia exponencial uniparamétrica de la for-
ma f,(x;) = expnx; +do(n) +5(x;)|La(z;). Demuestre que el estimador
de maxima verosimilitud de E(X;) es —dj(n) = X.

3.4 Familia exponencial biparamétrica

Sea X una variable aleatoria n-dimensional con componentes independientes
X; ~ N(0,06%), i =1,2,...,n. Si 0 y 02 son desconocidos, la funcién de
densidad de X se puede escribir como
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. 1
fo(x) = (2m0?) /2 exp T952 (i — 9)2] (3.9)
i i=1
S
= (2m0?) " exp ~552 (27 — 20z, + 6°)
o
i i=1

donde 0 = (ni,m), T" = (11, 13), m = 5%, m = —5m, T1(x) = 20, @,
Th(x) = Y1, 7, y €(n) = —4% — § In(2m0?).

En consecuencia, la funcién de distribucién dada por la ecuacion (3.9), puede
escribirse en la forma

fn(x) = exp

WT(@)+Em) +n) 5(%)] Ta(y, ... o).
i=1
Esta funcion caracteriza a la familia exponencial biparamétrica de distribu-

ciones, con S(z;) =0y &(n) = % — %ln(_nll)‘

Obsérvese que

43 nie

=S = DR = —ETy(X

o o~ " [12(X)]

¢3 n1n; n 2 2

S PR 0 — _B[Ty(X
S = g = (4 o) = ~E[Ti(X)]
0*¢ n 2

8_7’]% = —2—171 = —nNo = —VCLT[Tl(X)}

825 “773 n 2/ 12 2
g Nk, Ny — _Var[Ty(X)).
R 2 + o no* (0 + o°) Var[Ty(X)]

Nota: De expresar la distribucién Normal, con media y varianza desconocidas,
en la forma de la familia exponencial biparamétrica, se concluye que

T'(x) = (ZZ:;:(;“ 22;3@2)

es un estadistico suficiente para 6 = (u, o?).
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3.5 Forma canédnica de la familia exponencial
biparamétrica

Una funcién de densidad que pertenece a la familia exponencial biparamétrica
tiene funcion de densidad o de probabilidad que puede escribirse de la forma

P(z,0) = exp[(c(0))'T(z) + d(0) + S(z)]La(), (3.10)

donde [c(0)]" = (c1(0), c2(0)) es una funcién del espacio paramétrico © en R?;
T'(x) = (Ti(x), Ty(x)) es una funcién de R™ en R?; S(x) es una funcién de
R™ en R; y d(#) es una funcién de © en R.

Si ¢ = (c1,c2) es una funcién inyectiva, entonces, haciendo 7, = ¢1(0) y
ne = c2(0), la funcién de densidad dada en (3.10) puede escribirse de la
forma

P(z,n) = exp[n'T(x) + do(n) + S(x)]La(z), (3.11)
donde 1 = (n1,1m2)" y do(n) = d(c™"(n)).

Esta forma de escribir la familia exponencial biparamétrica de distribuciones
se conoce como forma natural o candnica de la familia exponencial bipa-
ramétrica, donde 7 se conoce como parametro natural de la distribucion.

Si ¢ no es una funcién inyectiva, entonces,

do(n) = — log / expliT(x) + S(x))de,

donde A = {x € R" : py(x) > 0}.

Las estimaciones de méaxima verosimilitud de nn = (11, 72) se pueden obtener
solucionando el siguiente sistema de ecuaciones:

Ody

— = -T 3.12
o, 1(2) ( )
Ody

2 —_T 1
o, = ~T2l@) (3.13)

En el siguiente ejemplo, dada una muestra aleatoria de una distribucion Nor-
mal, con media y varianza desconocidas, se obtienen las estimaciones de
maxima verosimilitud del parametro natural 7.
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Ejemplo 3.18. Si X;, ¢+ = 1,2,...,n, es una muestra aleatoria, de tamano
n, de una distribucién Normal con media y varianza desconocidas, entonces,

1 5 0 n
po(r) = exp ~552 ; zi+— ; x; +d(6) — 5 In(27) |, (3.14)
donde d(6) no® _ny (0?)
n =————
onee 202 2
. 1 0 n nn3
Ahora, si n = (1m,m2), m = o T 5 Y do(n) = 5111(—2771) + in
entonces, la funcién de densidad (3.14) puede escribirse de la forma natural.
Si x; es una realizacién de X;, ¢ = 1,...,n, entonces, el logaritmo de la

funcién de verosimilitud es

I = mTy(z) + mTa(x) + do(n) — gln(%r).

Dado que
ddy n  nn
o 2 A
y
ddy 2
o " am

las soluciones de las ecuaciones (3.12) y (3.13) son:

A

N7 oT2 () — T (x)]

L (=)
= T2 0) — nTi(a)

Ast, (71, 7)2)" es la estimacion de maxima verosimilitud de (11,172)", ya que

82d0 nl 82d0 82d0 . ( anO )2 . TL2

=-—<0 =———=>0.
o 2m Y oz oz~ \omm 3

Dado que n = (m ,]72) es una funcién biyectiva de ©, en el espacio paramétrico
I’ de 1, entonces, 6 = LT5(X) y 62 = 2T77(X) — LT3 (X) son los estimadores

T on

de méxima verosimilitud de 6 y o2, respectivamente.
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Ejercicios 3.3.

1. Muestre que las siguientes familias de distribuciones pertenecen a la
familia exponencial biparamétrica:

a) Gamma.
b) Beta.
a) Normal.
2. Escriba las funciones de distribucion del ejercicio anterior en forma na-

tural y determine los estimadores de maxima verosimilitud del parame-
tro natural n = (11, 72).



Capitulo 4

Propiedades de los estimadores

En este capitulo se presentan algunos procedimientos para encontrar estima-
dores insesgados 6ptimos. Inicialmente se incluyen los conceptos de error
cuadratico medio y de error medio absoluto, como medidas de “qué tan
bueno es un estimador”. Luego se incluyen algunos teoremas, siguiendo a
Bickel & Doksum (2001) cuya aplicacién permite encontrar estimadores in-
sesgados uniformes de minima varianza y finalmente se incluye un estudio
sobre el nimero de informacion de Fisher, que puede interpretarse como la
cantidad de informacién que contienen las observaciones acerca del parame-
tro, mediante el cual se expresa una cota inferior para la varianza de los
estimadores.

4.1 Errores cuadratico medio y medio
absoluto

Sea T'(X) un estimador de ¢(6). Para determinar si 7(X) es un buen esti-
mador de ¢(#), usualmente se usa el error cuadratico medio, notado R(0,T)
y definido como

R(0.T) = Ep[T(X) — q(0)]". (4.1)

81
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El error cuadratico medio se puede expresar como la suma de la varianza y
el cuadrado del sesgo de T'(X). Esto es,

R(0,T)=Vary
=Varg

(T(X)) + [Eo(T(X)) — a(0))*

(T(X)) + (0, 7),

donde b(0,T) es el sesgo de T'(X') como estimador de ¢(#). Segun este criterio,
un buen estimador 7'(X) de ¢(#) debe ser insesgado y de minima varianza,
para todo 6 en el espacio paramétrico ©.

El error medio absoluto, Ry(0,T) = Ey[|T(X) — q(0)|], es otra medida de
qué tan bueno es T(X) como estimador de ¢(f). Si T'(X) es un estimador
insesgado de ¢(f), normalmente distribuido, la comparacion del error medio
absoluto con el error cuadratico medio es sencilla. Obsérvese que

Eyl|T(X) - q(0)]] = o1 E HMH

or
_1

2 [ee]
= \/jO'T/ ze 2% dz
n 0
=/2/m\/R(6,T).
Otros resultados relacionados con el error cuadratico medio son de gran in-

terés. Por ejemplo, si T'(X) es un estimador insesgado de ¢(#), de la desigual-
dad (1.39) resulta

E[(T(X) —q(0))°]

2 Y

BIT(X) —q0)] <=1 - ;
para todo ¢ > 0. En consecuencia, si Fy[T'(X) — q(0)]> — 0 cuando
n — oo, entonces, Fp[|T(X)—q(0)| < €] — 1. Esto significa que si R(0,T) —
0, T(X) — ¢(#) en probabilidad.

Ejemplo 4.1. SiY; ~ N(0,0%),i=1,2,...,n; es una muestra aleatoria, de
tamano n, de una distribucion normal con media y varianza desconocidas,
entonces,

1 _
%= n—lz:(yi_y)2
i=1

es un estimador insesgado de o?.
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Por otra parte, aplicando el teorema (1.2) se tiene que

4 —1)52 20
Var(s?) = — v (<” ) =
ar(S°) (n—1)2 “ o2 n—1
y asi
2 @2 2 2/ 2 o2 20
R(a,S):Var(5)+b(a,5):n_1. (4.2)
Ejercicios 4.1.
1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad
2(0 — x
fo.0) = 20D ). (4.3)

a) Halle el valor de a que minimiza E[(X — 16)?.

b) Halle el error cuadrético medio de T'(X) = X, como estimador de
q(6) = 0.

¢) Asumiendo que X;, i = 1,...,n, es una muestra aleatoria de ta-
manio n de (4.3), halle el error cuadratico medio de T'(X) = X
como estimador de ¢(f) = 6/3.

2. En el ejemplo (4.1), halle el error cudratico medio de 6% = L 7" | (V; —
Y)? como estimador de o2. Es R(0?,5%) < R(0?,52)?

3. Sea Xi, ..., X, una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribucién
U(0,0). (Es R(6 ”—“X(n)) < R(6,2X)?

o

4.2 Completitud

Un estadistico T" es completo, si y solo si, para cada funcién de valor real U,
definida en el rango de T, que satisface Eyp(U(T)) = 0; para todo 6 € O; se
tiene que Py(U(T) = 0) = 1, para todo 6 € ©.

Ejemplo 4.2. Una variable aleatoria X tiene distribucion en la familia de

distribucién Hipergeométrica, si su funcién de densidad estd dada por

px =y = DG ™

G
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donde z es un numero real tal que méx(n — N(1 —0),0) <z < min(N6g,n).

Del teorema 3.1 se sigue que T(X) = X es un estadistico suficiente para
0. Para demostrar que es completo se debe probar que si Ep(U(X)) = 0;
para todo 0, 6 = 0,1/N,... 1, entonces, U(x) = 0; para todo z, tal que
P@(X = SL’) > 0.

Si @ = 0, entonces, Py(X = 0) = 1y, en consecuencia, Fy(U(X)) = 0
implica U(0) = 0. Si § = 1/N, entonces, Py(X = x) > 0 para z = 0,1, y
Py(X =) =0; para 2 < x < n. Asi,

Eo(U(X)) = U(0)Py(X = 0) + U(1)Py(X = 1)
=U(L)Py(X =1)
—0.

Por tanto, dado que U(0) = 0y que P»(X = 1) # 0, entonces, U(1) = 0.
Finalmente, procediendo por inducciéon matematica, se concluye que si § = 1,
U0)=U(1)=...=U(n) =0, es decir, que U(z) = 0; para todo x, tal que
Py(X =z) > 0.

Ejemplo 4.3. Sean X; ~ U(0,0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias
independientes. Dado que la funciéon de densidad conjunta de la variable
X = (Xq,...,Xp) es fo(x) = 0%](079)(.23(”)), del teorema 3.1 se sigue que
T = X () es un estadistico suficiente para 6.

Dado que

= P(X;<t,... X, <t

t"
9”[(09 (1),

F(t) = P(X( < 1)

la funcién de densidad de T es

ntnfl

fr(t) = ——loo(t).

Asi, Eo(U(T)) = 2 [Ju(t)t™'dt = 0, si y solo si, [y u(t)t"'dt = 0. Fi-
nalmente, si v es una funcién continua, aplicando la diferenciacion de una
integral se encuentra que u(0)0"~!' £ 0; § € R*. Asi, u(t) £ 0; parat >0y,
en consecuencia, X, es un estadistico completo y suficiente.



4.2. COMPLETITUD 85

Teorema 4.1. Sea FPy; 0 € ©, una familia exponencial uniparamétrica dada
por pp(x) = exp{c(0)T(x)+d(0)+ S(x)}4(x). Si el rango de ¢ tiene interior
no vacio, entonces, T'(X) es completo y suficiente para 6 € ©.

Ejemplo 4.4. Sean X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias
independientes. Si la media es desconocida y la varianza conocida, por el
teorema (4.1), T7(X) = X es un estimador completo y suficiente de 6.

Ahora, si la media es conocida y la varianza desconocida, por el mismo
teorema, T5(X) = L 3" (X, — 0)? es un estadistico completo y suficiente
de o2

Ejercicios 4.2.

1. Sean X;, i« = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con
1
funcién de densidad fy(x) = Fe "I o0)(x); @ > 0. Calcule el error

cuadrético medio de T'(X) = X como estimador de 6.

2. Sean X;, i =1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
cién de densidad fy(z) = e *Igo)(z); 6 > 0. Calcule el error
cuadratico medio de T'(X) = 1/X como un estimador de 6.

3. Sean X; ~ N(0,0%),i=1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes, con media conocida y varianza desconocida. Determine los errores
cuadraticos medios de S% = 13" (X; —0)? y de 6% = =152 como

n 1= n
estimadores de o2

4. Sean X; ~ U(0,0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes. Determine el error cuadratico medio de T1(X) = X,y y To(X) =
2X como estimadores de 6.

5. Sean X;, ¢+ = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con
_ 1

funcién de densidad fyp(z) = 96_%27[(0700)(1’); 6 > 0. Calcule el error

cuadratico medio de T'(X) = X como estimador de 6.

6. Sean X; ~ Ber(#), 1 = 1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes. Demuestre que T'(X) = Y ", X; es un estadistico completo y
suficiente para 6.

7. Sean X;, i =1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
cién de densidad f,9(z) = %xo‘_le_%ml(om) (x); 0 >0, a> 0. Si «

es conocido, demuestre que T'(X) = X es completo y suficiente para 6.
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4.3 Estadisticos insesgados uniformes de
minima varianza

Sea I el conjunto de todos los estimadores insesgados de ¢(#). Si un estimador
T de q(0), T €I, tiene la menor varianza para todos los valores de 6, se dice
que T es un estimador insesgado uniforme de minima varianza (UMVU, por
su nombre en inglés) de g(6).

A continuacién se introduce el teorema de Rao Blackwell. Sea X = (X, ...,
X,) una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribucién Py; 6 € ©. Si
T(X) es una estadistica suficiente para # y S(X) es un estimador de ¢(),
entonces, T%(X) = Ey(S(X)|T(X)) es un estimador de ¢(6) y b(6,7*) =
b0, S).

Este resultado se sigue de si T'(X) es un estadistico suficiente para 6, enton-
ces, P(X|T(X) = t) no depende de 6. En consecuencia, Fy(S(X)|T(X)) no
depende de 6 y, por lo tanto, 7*(X) es un estimador de ¢(0).

Ademas,
b(0,T") = Eo[Ea(S(X)|T(X)] — q(0)
= Ey(S(X)) = q(0)
b8, )
Teorema 4.2 (teorema de Rao Blackwell). Sea X = (X7, ..., X,,) una mues-

tra aleatoria, de tamano n, de una distribucién Py; 0 € ©. Si T(X) es un
estadistico suficiente de 0, y S(X) es un estimador insesgado de ¢(f), tal que
Varyg(S(X)) < oo para todo 6, entonces, T*(X) es un estimador de ¢(#) y
Varg(T*(X)) < Vare(S(X)) para todo 6.

Demostracion. Obsérvese que

Vary(S(X)) = Eg[S(X) — q(6))
= Eg[S(X) — Ep(S(X)|T(X)) + Eo(S(X)|T(X)) - q(0)]*
= Eg[S(X) — Eg(S(X)|T(X)))* + Ep[E(S(X)|T(X)) - q(0)]?
> Eo[Eg(S(X)|T(X)) — a(6))?
= Vareg(T*(X)).
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La tercera igualdad se sigue dado que

/R (S(X) — T*(X)) (x| H)dx = Eo(S(X)|T(X))
~ BylEy(S(X)|T(X))|T(X)]
—0

y, en consecuencia,
Bl(SCX)=T* (X (X) = a@)] = [ [ (506 =T ()T 0 = o) fx.
— [ @60~ a®) [ / (S(0) ~ T <x>>f1<x\t>dm} eyt
R Rn

La igualdad entre las varianzas de T*(X) y S(X) se tiene si

EpEp(S(X)|T(X)) — ( )" =0,
es decir, si P[Ey(S(X)|T(X)) =S(X)] =

Teorema 4.3 (teorema de Lehmann—Scheffe). Si T(X) es un estadistico
completo y suficiente de 6 y si S(X) es un estimador insesgado de ¢(6) de
varianza finita, entonces, T7%(X) = Ep(S(X)|T(X)) es un estimador inses-
gado de minima varianza de ¢() y es unico.

Demostracién. Primero se demuestra la unicidad. Supéngase que Sy (X) y
S2(X) son dos estimadores insesgados de ¢(f) y que T'(X) es un estadistico
completo y suficiente de 0. Si T (X)) = Ey(S;(X)|T(X)), i = 1,2, aplicando
propiedades de la esperanza condicional se tiene que

E[T7(X) — T5(X)] = Ep[Ep(51(X)|T(X)) — Ep(52(X)|T(X))]
= Ey(51(X)) — Ep(52(X))
= 0.
Dado que T} — Ty es una funcién de un estadistico completo T', T7(X) =

T5(X). Finalmente, del teorema (4.2), se sigue que 7%(X) es de minima
varianza.O

Como una consecuencia del teorema (4.3) se tiene que si T es un estadistico
completo y suficiente de 6 y h(T') es un estimador insesgado de ¢(#), entonces,

h(T') es un estimador UMVU de ¢(0).
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Ejemplo 4.5. En el ejemplo (4.3) se demuestra que si X; ~ U(0,0), i =
1,2,...,n; son n variables aleatorias independientes, entonces, X(,) es com-
pleto y suficiente para 6.

Asi pues, dado que

(n+1 ) n—l—ln t”dt-@

del teorema (4.3) se sigue que S(X)

= ”ZIX (n) €s un estadistico UMVU para
0, ya que Ep(S(X)|X(n) = x) = S(x).

En el ejemplo 4.5, se puede hallar un estimador UMVU de ¢(#), donde g es
una funcién diferenciable en (0, co).

En efecto, dado que X,y es un estadistico suficiente y completo de 0, basta
determinar una funcién a valor real h tal que Ey[h(X(,))] = g(6). Para lo
cual se debe encontrar h tal que

Bilh(Xo)] = [ hw)fx,, (@)da
= nfh™" /eh(m)x”_ldx, 6 >0, (4.5)

dado que la funcién de densidad de X, estd dada por
X (@) = n07"2" " g ) (2).

De (4.5) resulta que 6"g(6) = n foe h(z)x" 'dx y derivando con respecto a 0

se encuentra que h(#) = g(f) + n~'0g (). En consecuencia, por el teorema
4.3, h( X)) = 9(Xm) + n ' Xy (X() es un estadistico UMVU de g(6).

Ejemplo 4.6. Sean X; ~ U(0,0), i =1,2,...,n; n variables aleatorias inde-
pendientes. Dado que X, es completo y suficiente para 6, por el resultado
anterior h(X,) = (1+ 2)X (Qn) es un estadistico UMVU para 62

Ejemplo 4.7. Sean X; ~ Pois(f), ¢ = 1,2,...,n; n variables aleatorias
independientes. Dado que T(X) = > | X; es un estadistico completo y
suficiente para @, por el teorema (4.3), un estadistico UMVU para ¢(f) = e~
estd determinado por T*(X) = Ey(S(X)|T(X)), donde S(X) = I{x,-0} €s
un estimador insesgado de ¢(6).
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Obsérvese que como

Eo(Iximo)| D Xi = t) = By (X1 =0/ > X, = 1)
i=1 =1

P(X1 = 0Py Xy X = 1)
B P9<Z?:1Xi:t>

1 t
B (1 - _) 7
n
entonces, T*(X) = (1 — %)T

La dltima igualdad se obtiene teniendo en cuenta que la suma de las n varia-
bles aleatorias Poisson, de parametro 6, es una variable aleatoria que tiene
distribuciéon Poisson, con parametro nf. Es decir, si X;, i = 1,...,n; es una
muestra aleatoria, de tamano n, de una distribucion Poisson con media 6,
entonces,

P x=0 =5

donde t =1,2,...
Ejercicios 4.3.

1. Sea X;, 1 = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Poisson P(6).

a) Hallar ¢(0) = Pp[X, = 0].

b) {T(X) = X es un estadistico completo y suficiente de q(6)?

c¢) Hallar ¢, tal que E|exp(t > | X, )] = q(6).

)
)
)
d) Para el t encontrado en le, es ;S(X) = exp(td_. , X;) es un
estimador UMVU de ¢(0)?

2. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Poisson P(6).
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a) [ T(X) = Ij1(Xy), donde I es la funcién indicadora, es un esti-
mador insesgado de ¢(0) = Py[X; = 0]?

b) Hallar E[T(X)|> ", X; =t].
¢) Defina un estimador UMVU de ¢(¢) y compare sus resultados con
los obtenidos en el primer ejercicio.

3. En el ejemplo 4.4 de la seccién 4.2, demuestre que

a) T1(X) = X es un estadistico UMVU de 6.
b) To(X) = 23" (X;— 0)? es un estadistico UMVU de o>

4. En el ejercicio 5, de la seccién 4.2, demuestre que T(X) = X es un
estadistico UMVU de 6.

5. Si Xj,..., X, es una muestra aleatoria, de tamano n, de U(6y,0,),
donde 6; y 6, son desconocidos, entonces,

a) Halle E(X@) + X4,)) v proponga un estimador 7'(X) tal que
E(T(X)) = (6, +69)/2.

b) {Qué condicién debe tener T'(X) para ser un estimador UMVU
de (01 + 09)/27?

6. Sea X;, i =1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una po-
blacién I'(p, A), definida como en (1.23), donde p y A son desconocidos.
Encuentre un estimador UMVU para p/\.

4.3.1 Desigualdad de informacion

En esta seccion se estudian las funciones Py, pertenecientes a la familia de
distribuciones {F, : 0 € O}, que satisfacen las siguientes propiedades
de regularidad:

a) El conjunto A = {x € R : py(x) > 0} no depende de 6.

b) Para todo x € Ay todo 0 € ©, % log pp(x) existe y es finito.
¢) Si T es un estadistico tal que Ey(|T|) < oo; para todo 6 € O, entonces,

5 | [ reomiex] = [ 10 S (o)
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En los siguientes ejemplos se muestra que, para T(X) = X, las familias de
distribuciones Exponencial y Normal, con varianza conocida, cumplen las
propiedades dadas en los literales a, b y c. En estos casos es evidente que
Eo(IT(X)]) < oc.

Ejemplo 4.8. En la distribucién Exponencial, el conjunto A = R* no de-
pende del pardmetro. Para todo xz € Ay todo A € RT,

0 0
E> log p(x) = E3Y (log A — A\x)

1
:__.CC,

A
existe y es finito.

Y, finalmente, dado que

/ xg)\e_’\xdx = / z(e™ — 2 ) de
R+ O\ R+
1

= XE<X) —Var(X) — E*(X)
1
DY
se tiene que
0 1
— e My = ——.
o /]R+x e x 32

Asi, la funcién de distribucion Exponencial cumple con las propiedades de
regularidad dadas en los literales a, b y c.

Ejemplo 4.9. En la distribucién Normal, con media 6 desconocida y varianza
conocida, el conjunto A = R no depende de 6 y, para todo =z € A y todo
0 € R, se tiene que % log py(x) = %(:p — 0) existe y es finito.

Finalmente, dado que

/Rx%pe(x)dx = %[E(XQ)_QE(XH
_ %[Var(X) + B*(X) — 0E(X)]
= 1
~ g
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Asi, la distribucién Normal, con media desconocida y varianza conocida,
cumple con las propiedades de regularidad dadas en los literales a, b y c.

Definicién 4.1. Sea X ~ Py tal que las propiedades dadas en los literales a
y b son vélidas. Se define el nimero de informacién de Fisher, notado 1(9),
por medio de la siguiente expresion:

1(0) = E@k%kgp@&&ﬂ%

I(6) se interpreta como la cantidad de informacion acerca de § que contiene
una observacién z de X.

Asumiendo que {FPy : § € ©} satisface las propiedades dadas en los literales
a, b 'y c algunos resultados de interés, asociados con el nimero de informacion

de Fisher, son los siguientes:

1. Ey[%log P(X,0)] = 0y, en consecuencia, I(#) = Vary[-% log P(X, 6)].

2. Si X = (X1,Xs,...,X,) es una muestra aleatoria, de tamano n, de
una poblacién con funcién de densidad p(x,6), entonces,

Varg ( ; ; log p(X, 0) ) va { logp(XZ,H)}
y 1(0) = nIy(6).

3. Supdngase que [(f) < oo y que % log p(x, 6) existe para todo x € Ay
para todo 6 € O. Si

0? 0?
/Rn ﬁp(xﬁ)dx a2 |, (:B,Q)dx,

entonces, I(f) = —FEj [%logp()(, 0)}
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Observe que

[aa; log p(z, «9)} /[;02 log p(z, 9)] p(z,0)dx

::_Apgg)ci(xmy}mgA§;M%@w

0 2, o2
= —Fy (%logp(X,Q)) +w/Ap(x,6’)dx

Ejemplo 4.10. Si X tiene distribucion Poisson, con pardametro 6, entonces:

10)= Fo [ (5]

(X log(0) — 6 — log(X!))]

| ()

= ﬁVarg(X)

:@[3

=F

Otra forma de calcular I1(0) es la siguiente:
2
002
1

= @EG(X)

[(0) = —Ey | 2 (X log(6) — 0 — log(X1))
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Ejemplo 4.11. Si X tiene una distribucién Normal, con media conocida y
varianza desconocida, entonces,

Var,: (%log p(X, 02)> =Var, ( ~ 53 + T;(X — «9)2>
- 43;4‘/‘”()(0_9)2'
1
T 254
B, ((97222 log p(X, 02)> — B, (%‘4 - %(X - 9)2)
= oy = —1(0?)
204

El siguiente teorema establece una cota inferior para la varianza, denominada
cota de Cramer-Rao. En él, X denota el vector aleatorio con n componentes,
independientes e idénticamente distribuidas, e 1(#) la informacién de Fisher
dada por X.

Teorema 4.4 (teorema de desigualdad de informacién). Sea T(X) un es-
tadistico tal que VaryT(X) < oo; para todo 6. Bajo las propiedades de
regularidad a, by ¢, si 0 < I(f) < oo, entonces,

[W'(0)]?
1(0)

Vare|T(X)] >

donde W (0) = Ey[T(X)] and 1(0) = Ey [ log P(X,0)]”.

Demostracién. Dado que Ej [% log P(X ,6)] = 0, entonces, aplicando la
propiedad (4.6), se encuentra que

00 00

_ / T(x)%P(x,&)dx

0

Couy T(X),glogP(X,H)} = FEy {T(X)glogP(X,Q)
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Asi, a partir del concepto de correlacién y teniendo en cuenta que I(0) =
Varg [% log P(X, 9)], se encuentra que

‘COU@ [T(X), & log P(X,G)H

1>
\/Varg [T(X)|Varg [%1og P(X,0)]
_ ‘%EG[T(X)H
VVargT(X)|1(0)

Y, finalmente, haciendo las operaciones pertinentes, el teorema queda demos-
trado. O

Ejemplo 4.12. La familia normal de distribuciones, con varianza conocida
y media desconocida, satisface las propiedades de regularidad dadas en los
literales a, b y c. En consecuencia, si T'(X) = Y"1 | X,

1. W(0) = E(T(X) = nf
2. Var(T(X) = no?
3. Llog P(X,0) = -5 >0 (x; — 0)

4. E(%log P(X, 9)) - —E(% S (- 9)) —0

5. Var(% log P(X, 9)> = Var( — S>3 (i — 9)) =

le 3

Finalmente, de 1 y 5 se obtiene:

y, por lo tanto, se concluye que 7'(X) es un estimador de minima varianza

de no.

Ejercicios 4.4.

1. Para T'(X) = X, determine si las familias de distribuciones Binomial,
Geométrica, Gamma (con media desconocida y pardmetro de forma
conocido) y Beta (con media desconocida y pardmetro de “precisién”
conocido) cumplen con las propiedades de regularidad dadas en los
literales a, b y c.
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. Sea X;,1=1,2,...,n;nvariables aleatorias independientes con funcion

de densidad fy(z) = %e*%x[(o,oo)(x), 0 > 0. Calcule la informacién de
Fisher 1(0).

. En el ejercicio anterior, calcule la informacién de Fisher I(\), para

A = 1/0 e interprete los resultados.

. Desarrolle el segundo ejercicio asumiendo la distribucion Gamma:

a) Con pardmetros p y A, como en (1.23), con p desconocido y A
conocido.

b) Reparametrizada, como en el ejercicio 5 de la seccién 4.2.

. Si X; ~ N(0,0%),i = 1,2,...,n; son n variables aleatorias indepen-

dientes, encuentre un estimador insesgado de 2. Determine Var(X?).
Halle la cota de Cramer-Rao, 1/1(6).

. Si X ~ Pois(§), Y = Iy(X) tiene distribucién Ber(e™?). Verifique la

desigualdad de informacién considerando 6 como parametro y 7'(X) =

I{03(X) como estimador de e™".

. Sea X;, i =1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una po-

blacion Fy. Halle la cota de Cramer-Rao para la varianza del estimador
de la media dado por:

a) T(X) = X, asumiendo que X; ~ Exp(6).
b) T(X) = X;, asumiendo que X; ~ N(u,0%/n), 0% conocido.
¢) T(X) = X, asumiendo que X; ~ G(p, \), p conocido.

. Demuestre el resultado enunciado en el numeral 1 de la subseccién 4.3.1.



Capitulo 5

Intervalos de confianza

Como una introduccién a los intervalos de confianza, para los parametros
de una distribucion P, se considera el caso de una variable aleatoria X
con distribucién uniforme en el intervalo (0,6). Si X ~ U(0, ), entonces, la
variable aleatoria Y = & tiene distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).
Asi, si @ es un nimero real positivo menor que 1, entonces,

a X X X
P —p(—" <p< ) =1-a.
P<2_9_1 a/2) P(l—a/Z_e_a/Z) -«

Asi, se encuentra un limite inferior L = —%— y un limite superior L = %
? = 1—a/2 a/2?

que determinan un intervalo con probabilidad 1 — « de contener el pardmetro
f, con un nivel de confianza de 1 — a.

A este intervalo, notado

se le denomina intervalo de confianza de € del (1 — «)100%. Este es un
intervalo aleatorio y para cada valor z, de la variable X, le corresponde un
intervalo [I_LQ/Q, ai/z]’ el cual no necesariamente contiene a 6.

Ejemplo 5.1. Sea X una variable aleatoria con distribucién U(0,6) y x = 9.8
un valor observado de esta. Obsérvese, por ejemplo, que si § = 10 y a = 0.05,
entonces, el intervalo de confianza observado es (10.05, 392) y este no contiene

ad.

97
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Asumiendo o = 0.2, si x es uno de los valores posibles de Xyx<l el
intervalo de conﬁanza dado en (5.1) no contiene a 6 pues < 10. De 1gual

/2
manera, si ¥ > 9, el intervalo en referencia no contiene a ¢, pues —-7 > 10.
Asi, 0 € [~ el a/2] siysolosil<z<9. Observe que si o = 0. 2
X 10
— <A< —| =P |=X<O6L10X| =0..8. 5.2
1—a/2 — _04/2} [9 - } (5:2)

Este resultado puede generalizarse para otros valores de « y otros valores

de 6.

5.1 Intervalos de confianza para la media de
una distribucién Normal

En esta seccion se consideran intervalos de confianza para la media de una
distribuciéon Normal con varianza conocida, en la seccién (5.1.1), y con va-
rianza desconocida, en la seccién (5.1.2).

5.1.1 Intervalos de confianza para la media de una
distribucion Normal, con varianza conocida

Sean Y;, v = 1,...,n; n variables aleatorias independientes normalmente dis-
tribuidas, con media desconocida 6 y varianza conocida g%, Si Y = % Yo, Y,
entonces,

P )

o
tiene distribucién Normal estandar.

Asi, para todo niimero real a € (0, 1), existe un niimero real positivo z,/, tal
que
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En consecuencia,

_ o — g
P(Y—23ﬁ§9§Y+z;\/ﬁ>:1—a, (5.3)

donde Y — zg \/Lﬁ yY + za \/Lﬁ determinan un intervalo de confianza para . En

o

este intervalo, los estadisticos L=Y —ze =y L =Y + zg 7o se denominan
limite inferior y limite superior del interva\g, respectivamente.

Estos limites, L y L, son variables aleatorias que determinan un intervalo
que tiene probabilidad 1 — « de contener el parametro 6. A la cantidad 1 — «
se denomina coeficiente de confianza y es la probabilidad de que el intervalo
de confianza [L, L] contenga a 6.

Si ¥ es una observacién de Y, el intervalo [L(%), L(y)] puede contener o no
a 6. En este caso, 1 — « corresponde a la incertidumbre que se tiene sobre
la pertenencia de 6 al intervalo [L(7), L(7)] y no debe interpretarse como la
probabilidad de que 6 pertenezca a él. Ademas, 1 — o también puede inter-
pretarse como la probabilidad de que al observar Y, el error de observacién
sea menor que 2, /g\%. Obsérvese que el error de observacion y la longitud
del intervalo pueden hacerse tan pequenas como se quiera, siempre que n sea
suficientemente grande.

Nota: L(Y') = }7—2&\/%7 se llama una cota inferior de nivel o para 6. Obsérvese
que P(L(Y) < 0) = 1—a. De igual forma, se puede definir una cota superior
L(Y) como Y + Za 7= En este caso, P(LY)>0)=1-a.

En esta seccién, se considera el intervalo de confianza determinado por L y
L, dado en la ecuacién (5.3), ya que este es el intervalo mas pequenio de nivel
de confianza 1 — a; 0 < o < 0.5. Este resultado se demuestra en la siguiente
proposicion.

Proposicién 5.1. Sea X; ~ N(0,0%), i =1,2,...,n; una muestra aleatoria,
de tamano n, de una distribucion Normal con varianza conocida. El intervalo
de confianza determinado por L y L, dado en la ecuacién (5.3), es el intervalo
mas pequeno de nivel de confianza 1 — «, 0 < o < 0.5, para 6.

Demostracion 1. Para demostrar esta proposicion, se expresa la longitud
del intervalo en funcién de una variable ¢, con 0 < t < 1. Asi, dado que, en
este caso, todo intervalo de nivel 1 — o puede expresarse de forma
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(X - Z(lft)aia X + Ztai>a (54)

su longitud esta determinada por
h(t) = zta + 20—t = P11 —ta) + 271 (1 — (1 — t)a), (5.5)
donde
I >
O(t) = —/ e 2" dx
21 J_ o
y ®! es la funcién inversa de ®.

Ahora bien, derivando (5.5) con respecto a t, se tiene:

R (t) = —[® (1 —ta)a+[@ (1 — (1 —t)a)a.
Por lo tanto, h(t) alcanza su valor minimo en ¢ tal que
@11 —ta)] = [@ (1 — (1 -t)a)] =0.

Dado que [®7!(z)]" es una funcién mondtona decreciente, para z < 0.5, y
mondtona creciente, para z > (0.5, la anterior igualdad se cumple inicamente
para to = (1 — t)a, es decir, para t = 3.0

A continuacién se presenta otra forma de demostrar este resultado.

Demostracion 2. Dado que la funcion de densidad de la distribucién Normal
es simétrica, con respecto a cero, el problema consiste en minimizar z; + z»,
sujeto a la restriccion [ f(x)dx + [* f(x)dz = 1— o, donde f es la funcién
de densidad de la distribucion Normal estandar. Esto equivale a minimizar

H(z,20,\) =21+ 20+ A (/Zlf(x)dx—l—/mf(:c)d:c—1—|—a>.
0 0

Dado que f es continua, derivando con respecto a z; y a 2 y aplicando el
teorema fundamental del calculo (Apostol, 1967), se obtiene que

H, (21,20, \) = 1+ Af(z1) v H. (21,22, ) = 14+ Af(22).
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Ahora, igualando a cero estas derivadas se concluye que f(z1) = f(z2) y, por
tanto, z; = 2. A partir de la restriccion dada anteriormente, se encuentra
que

Q/OZIf(x)dle—a y /:Of(a:)dx:%.

Asi pues, 21 = 23 = 24/2.0

Este resultado responde a la pregunta siguiente: ;Por qué, con un nivel de
confianza del 100(1 — «) %, se debe considerar como intervalo de confianza
para la media de una distribucién Normal, el intervalo dado por:

_ o o
Y — 22 Y a
{ SV n]

y no, por ejemplo, el intervalo:

_ o - o
Y-z, —,Y+2 ?
[ ot T
Como un ejemplo de estimacion de intervalos de confianza, cuando la varianza
es conocida, supéngase que una muestra aleatoria, de tamano n = 16, se
obtiene de una poblacién normal con varianza o? = 4. Si la media muestral
es y = 11.5, el intervalo de confianza del 95 %, para la media, es

(V1N

2

2
11.5 — 1.96——, 11.5 + 1.96
{ V16

VT } = [10.52,12.48].

Ejercicios 5.1.

1. Suponga que P(X < 5) = 0.95 y P(X > 3) = 0.90. ;Cual es la
probabilidad de que X se encuentre entre 3 y 57

2. Se toman N muestras aleatorias independientes de tamano n, de una
poblacién normal con media desconocida 6 y varianza conocida o?. Si
y; denota la media de la i-ésima muestra, con relacion a los intervalos
de confianza [; = y; £ ze 7=, 1 =1,2,3,..., N, jcudles de las siguientes
afirmaciones son verdaderas? Justifique la respuesta.

a) Cada intervalo contiene a 6.

b) E1100(1 — a)) % de los intervalos contiene a 6.
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c) El 100 % de los intervalos no contiene a 6.
d) Todos los intervalos son iguales.

e) Todos los intervalos tienen la misma longitud.

La varianza de la resistencia de ciertos componentes es 02 = 0.16. Si las
medidas (en ohms) de una muestra aleatoria de 10 unidades son 5.3, 5,
5.2,4.9,4.8,5.1,5.3,4.7, 5.2,y 4.7, halle intervalos de confianza del 90 %
y del 95 % para la resistencia media; asumiendo que las observaciones
provienen de una distribucién Normal.

Si X es una variable con funcién de densidad fy(z) = je —o® "1(0,00) ();
¢ > 0, halle los limites inferior y superior L(X) y L(X) tales que
Py(L(X) <0)=Fy(L(X)>0)=1—a, para o < 0.5.

Sean X;,1=1,...,n; n Varlables aleatorias independientes con funcién
de densidad fg( ) =1 7 "L(0,00)(x), 0 > 0, halle los limites aleatorios
L(X) y L(X), donde X = (Xi,...,X,), tales que Pp(L(X) < 0) =
Pyp(L(X) > 0) = a, para a < 0.5.

. Sean X; ~ U(0,0),i =1,2,...,n;n variables aleatorias independientes.

Halle un intervalo de confianza para ¢, en funcién de X,).

Sean X;,7 = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-

ci6n de densidad fp(z) = %e_ém, x>0,60>0.

a) Construya un intervalo de confianza para 6.
1) A partir de la distribucién Ji-cuadrado.
2) Aplicando el teorema del limite central.
b) Halle intervalos de confianza para e3¢ y para A = %
Sean X;,© = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes normal-

mente distribuidas N (6, 6%). Determine un intervalo de confianza para 6
usando la distribucién Normal y Ji-cuadrado. Compare sus resultados.

Sean X;,© = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes normal-
mente distribuidas N (6, 6), 0 > 0. Determine un intervalo de confianza
para # usando la distribucién

a) Normal.
b) Ji-cuadrado.
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5.1.2 Intervalos de confianza para la media de una
distribucion Normal, con varianza desconocida

Sea Y;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, seleccionada
de una poblacién Normal con media @ y varianza o2, desconocidas. Para
determinar un intervalo de confianza para 6, es razonable reemplazar o por
el valor de la estadistica:

5= nilz(Yi_Y>2

i=1

Dado que (n —1)S%/0? tiene distribucién X?nq)v a partir de la definicién de
la distribucién t se tiene que

-
T=gr (5.6)

tiene distribucién 7 con n — 1 grados de libertad.

En consecuencia, existe un nimero real positivo tn1,8 tal que P(—tn_L% <
T<typi12)=1-a,y asi

P (Y —tn,L% (%) <0< ?—i—tn,l’% <%>) =1—a.
n n

En este caso,

LY)=Y 4ty 19 (%)

son los limites inferior y superior, respectivamente, del intervalo de confianza
que tiene probabilidad 1 — « de contener a 6. Para determinar ¢, 12 en
forma aproximada, se utiliza la tabla de distribucion ¢. Por ejemplo, sin =9
y a = 0.05, entonces, g ¢.025 = 2.306.
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Dado que la variable aleatoria 7', definida en la ecuacién (5.6) depende del
tamano de la muestra, se puede definir una sucesion de variables aleatorias,
T5,Ts,...,T,,..., cuyo n-ésimo elemento estd dado por la expresién (5.6).
Esta sucesion de variables aleatorias converge en distribucién a una variable
normal estandar y, en consecuencia, esta distribucién puede utilizarse para
encontrar los intervalos de confianza cuando n sea “grande”.

Ejercicios 5.2.

1. Una empresa desea que el didametro de sus tornillos sea 0.53 cm. Al
tomar una muestra aleatoria de su produccién se encuentran tornillos
de 0.51, 0.48, 0.53, 0.49, 0.52, 0.49 y 0.50 cm de diametro. A partir de
esta muestra y asumiento normalidad, ;qué se puede afirmar con un
nivel de confianza del 98 %7

2. Al medir la cantidad de azicar contenida en cada uno de los ocho sobres
de una muestra aleatoria obtenida de la producciéon de una empresa
empacadora, se tuvo los siguientes pesos (en gramos): 10.2, 11.1, 9.8,
9.7,10.5,10.4, 10.1 y 11.2. Haga una estimacion del contenido promedio
de los sobres de azicar, con una nivel de confianza del 98 %. Si el
contenido deseado es 11.1 gramos, ;qué se puede decir del proceso de
empacado?

3. Una empresa afirma que las bombillas que produce tienen una duracion
media de 2000 horas. Al tomar una muestra aleatoria de 100 bombillas
se encuentra una media muestral de X = 2015 horas y una varianza
52 = 260. Asumiendo que la variable “duracién media de las bombillas”
tiene distribuciéon Normal, jqué afirmaciones se pueden hacer respecto
de esta produccién?

5.2 Intervalos de confianza aproximados
para la probabilidad de éxito

Sea Y;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una distribu-
cion Bernoulli con probabilidad de éxito 6. Dado que para n “grande”

7 = Vil —0) (5.7)
9(1—0)
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tiene, aproximadamente, distribucién Normal estandar (véase teorema 1.3),
entonces,

PQ¢MY—m
VO(1=0)

< Za/2> =P <n (v — 9)2 < 23/26’(1 - 0))

=P (6*(n+ Z§/2) —0(2nY + 23/2) +nY? <0)

=1-aq,

y resolviendo, para 6, la desigualdad 6%(n + 22/2) —6(2nY + 22/2) +nY? <0,
se obtiene:

(2nY +22,,) + za/z\/4n}7(1 —Y)+22,

M= 20+ 22, o
(2nY + 22 ) = Zaj2y/AnY (1= Y) + 22,
L) = : %;;éiﬁ - >

Dado que el coeficiente de 9% es positivo, la desigualdad se cumple para
L <60 < L; por lo tanto, [L , L] es un intervalo de confianza aproximado de
nivel 1 — « para 6.

Ahora, si n es pequeno, se debe utilizar intervalos de confianza exactos, obte-
nidos a partir de la distribucién Binomial. Agresti & Coull (1998) muestran
que el intervalo de confianza, definido por las ecuaciones (5.8) y (5.9), puede
ser recomendado para casi todos los tamanos de muestra y valores de 6. Este
intervalo se conoce como intervalo Score y fue propuesto por Wilson (1927).

Otra forma comun de hallar intervalos de confianza para 6, es utilizar § = Y
para estimar la varianza. Entonces, dado que para valores “grandes” de n,
la variable aleatoria Z, definida en la seccién (5.7), tiene aproximadamente
distribucién Normal estandar, se tiene que:
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Asi, reemplazando # por Y, para estimar la varianza, se encuentra que el
intervalo de confianza del 100(1 — o) % para 6 es

_ Y(1-Y)

Y(1-Y
Y = 2 ra-y

<9<Y+Za/2
n

(5.10)

A pesar de lo simple que resulta el cdlculo de este intervalo, llamado intevalo
de Wald, y de su gran difusiéon, muchos estudios muestran que tiene un mal
desempeno (Agresti & Coull, 1998; Brown, Cai & DasGupta, 2002; Newcom-
be & Merino, 2006). Agresti & Coull (1998) muestran que las estimaciones
dadas por (5.10) son especialmente inadecuadas, dado que para valores de 6
cercanos a 0 o a 1, la distribucién Binomial es altamente sesgada y las esti-
maciones de los intervalos de confianza esperados, definidas por (5.10), tienen
a § como punto medio (véase, por ejemplo, Cepeda-Cuervo et al., 2008).

La figura 5.1 muestra diferencias entre estimaciones de intervalos esperados
de Score y de Wald, a medida que aumenta el tamano de muestra. En la par-
te superior de esta figura se representa intervalos de confianza para 6§ = 0.1,
cuando el tamano de la muestra varia entre 1 y 30 y entre 100 y 130. Las
estimaciones del intervalo de Score presentan un desplazamiento hacia 1/2,
lo que concuerda con el sesgo de la distribucién Binomial para valores “pe-
quenos del parametro”. En la parte inferior de la figura 5.1 se muestra el
comportamiento de estos intervalos para # = 0.8, asumiendo los mismos ta-
manos de muestra. En este caso, el intervalo de Score también presenta un
desplazamiento hacia § = 1/2, lo que concuerda con el sesgo de la distribu-
cién Binomial para valores “grandes”del pardmetro. El intervalo de Wald es
simétrico con respecto al pardmetro, en el primer caso, centrado en ¢ = 0.1
y, en el segundo, centrado en § = 0.8.

La figura 5.2 muestra estimaciones de los intervalos esperados de Score y de
Wald. En cada figura, el eje de las abscisas corresponde al espacio parametrico
y el eje de las ordenadas a los limites del intervalo. Para cada uno de los
valores de 6, los limites del intervalo de confianza estan determinados por los
puntos de interseccién entre la linea vertical que pasa por el punto (0, 0) y las
curvas superior e inferior, correspondientes. Se observa en esta figura, grandes
diferencias entre los intervalos esperados de Score y de Wald, para valores
pequenos del tamano de la muestra. Estas diferencias se hacen menores a
medida que el tamano de la muestra aumenta.
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Figura 5.1. Intervalos de confianza esperados. Intervalo de Score (linea continua). Intervalo
de Wald (linea segmentada).

Ejemplo 5.2. En una muestra aleatoria de 400 estudiantes de una univer-
sidad colombiana, 80 son fumadores. El intervalo de confianza del 95 % para
la verdadera proporcién de fumadores, de esta universidad, es 0.161 < 6 <
0.239. Este resultado se obtiene al reemplazar, en (5.10), 9y Y por 0.2.
Cuando se utilizan las ecuaciones (5.8) y (5.9) para calcular los limites del
intervalo de confianza del 95% para 6, se encuentra que 0.163 < 6 < 0.242.

Agresti & Coull (1998) presentan una nueva propuesta para obtener interva-
los de confianza para una proporcion, basada en una correccion del intervalo
de confianza de Wald. En esta propuesta si X = Y " | X; ~ Bin(n,0), en-
tonces, el intervalo de confianza para 6 esta dado por

(5.11)
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Figura 5.2. Estimaciones de intervalos de confianza esperados para una proporcion. Inter-
valo de Score (linea continua). Intervalo de Wald (linea segmentada).

donde § = (X + 2)/(n + 4). La expresién (5.11), conocida como interva-
lo de Wald ajustado, resulta bastante apropiada para la estimacién de los
intervalos de confianza (Wei, 2002).

5.3 Otros intervalos para una proporciéon

Sea X ~ B(n,p) una variable aleatoria con distribucién Binomial. El inter-
valo logit para el parametro p esta definido por

Ar As

e e }
L4+eM 1+ers)

]CLogit = |:

con A\; =\ — za/gff%, Ay = A+ za/gff%, donde

= () =)

& n

V o= Var(\) = X—X)
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El intervalo logit, 1C'e4it, se obtiene invirtiendo el intervalo de confianza 1C'y

del logaritmo de la razén p/(1 — p), A = log(ﬁ), definido por:

[C)\ = [5\ — Za/gvé, 5\ + ZQ/QV%}

Este intervalo se comporta muy bien en términos de cobertura de p lejos de 0
y de 1, pero su longitud esperada es atin mayor que la longitud del intervalo
de Clopper-Pearson (Stone, 1995). Para mds informacion, relacionada con
intervalos de confianza para una proporcién, pueden verse Brown et al. (2002)
o Cepeda-Cuervo et al. (2008).

Otros intervalos de confianza para una proporcién también aparecen en la
literatura estadistica. Por ejemplo, el intervalo basado en la verosimilitud
relativa. Brown et al. (2002) muestran que este intervalo tiene buenas pro-
piedades. Sin embargo, no es facil de calcular.

Ejercicios 5.3.

1. En Colombia, de una muestra aleatoria de 500 estudiantes que ter-
minaron ingenieria en el ano 2015, 50 iniciaron estudios de posgrado.
Asumiendo un modelo binomial halle intervalos de confianza (Score,
Wald, Wald ajustado y logit) del 95 % para la proporcién de estudian-
tes de ingenieria que iniciaron estudios de posgrado.

2. Genere 10 muestras aleatoria, de tamano 20, de una distribucién Ber(0.2).
Halle los intervalos de confianza (Score, Wald, Wald ajustado y logit)
del 95% y determine, en cada caso, el nimero de intervalos que con-
tienen a 0.2. Repita el ejercicio con 6 = 0.45.

3. Genere 10 muestras aleatoria, de tamano 1, de una distribucion Bino-
mial B(50,0.2). Halle los intervalos de confianza (Score, Wald, Wald
ajustado y logit) del 95% y determine, en cada caso, el nimero de
intervalos que contienen a 0.2. Repita el ejercicio con 6 = 0.55.

5.4 Probabilidad de cobertura

Al evaluar intervalos de confianza existen dos conceptos importantes para
determinar cudles métodos son mas eficaces: la longitud del intervalo, LI =
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L — L, que indica su precision, y la probabilidad de cobertura (PC), definida
como P(L < 6 < L), donde Ly L son las variables aleatorias que indican el
limite inferior y el limite superior del intervalo de confianza.

Se debe tener presente que tanto la probabilidad de cobertura como la longi-
tud del intervalo de confianza son funciones del niimero de éxitos observados
en la muestra, a través de los limites inferior y superior del intervalo. En la
distribucién binomial B(n, §), dado «, la probabilidad de cobertura para un
valor fijo 6 es

PC = i I(z,0)P(), (5.12)

=0

con I(z,0) igual a 1 si el intervalo contiene a # cuando X = x, e igual a 0 si
el intervalo no contiene a . La probabilidad de cobertura hace referencia al
cociente entre el numero de intervalos que contienen el verdadero valor del
parametro y el nimero de intervalos estimados, cuando el nimero de estos
ultimos tiende a infinito.

En la tabla 5.1 se ilustra la forma en que se determina la probabilidad de
cobertura del intervalo de Wald del 95% de confianza, cuando los datos
provienen de una distribucién Bin(6,0.1). En ella, las columnas corresponden
al numero de éxitos observados z; a la probabilidad de cada uno de los
posibles valores de X, pg(z); a los limites L y L del intervalo; a los valores
de la funcién indicadora, I(x,0), y al producto I(z,8)pg(x). Sumando las
cantidades de la dltima columna se encuentra que, si el tamano de la muestra
es 6 y la probabilidad de éxito es 0.1, la probabilidad de cobertura es de 0.467.
Esta tabla muestra que, en este ejemplo, el intervalo de confianza contiene
al parametro # = 0.1 tnicamente si x es igual a 1, a2 0 a 3.

En otros ejemplos, como el ilustrado en la tabla 5.1, se encuentra que si los
datos provienen de una distribucién Binomial Bin(6,0.3), la probabilidad
de cobertura es de 0.871 y que si los datos provienen de una distribucion
Bin(6,0.4), la probabilidad de cobertura es de 0.912. En realidad, la pro-
babilidad de cobertura de un intervalo de confianza, para una proporcion,
depende tanto del valor del parametro como del tamano de la muestra consi-
derada. En general, como en todos los casos considerados, la probabilidad de
cobertura del intervalo de Wald siempre es menor que el nivel de confianza
100(1 — a) % utilizado para la estimacién del intervalo, especialmente cuan-
do el tamano de la muestra es pequeno o cuando la probabilidad de éxito es
proxima a 0 o a 1.
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p@ L L I(5,0) I 0)p()
0.531 0 0 0
0.354 -0.132 0.465 1
0.098 -0.044 0.711 1
0.014 0.099 0.900 1 0.015
0
0
0

0.001 0.289 1.044
0 0535 1.132
0 1 1

UL R W~ OR

Tabla 5.1. Calculo de la probabilidad de cobertura.

Si la interpretacion deseada, para el grado de confianza del intervalo, es que
en promedio se tenga una cobertura de 100(1 — «) %, entonces, la alternativa
mas robusta esta dada por el intervalo de Score, definido por las ecuaciones
(5.8) y (5.9), ya que es el que presenta mejor comportamiento en longitud
esperada del intervalo, en su varianza y en probabilidad de cobertura, la cual
fluctua alrededor del valor nominal sin importar los valores de n y 6.

La figura 5.3 muestra el nivel de cobertura del intervalo de Wald del 95 %,
para cada uno de los valores posibles de #. Para un tamano de muestra de
n = 10, se observa que el nivel de cobertura del intervalo es inferior al nivel
de confianza establecido, indicado por la linea horizontal. Para un tamano de
muestra de n = 100, esta figura muestra que el intervalo de Wald presenta un
mejor nivel de cobertura, especialmente para valores del parametro cercanos
a 1/2. Sin embargo, para valores del pardmetro cercanos a cero (o a uno) el
intervalo presenta un mal desempeno.

La figura 5.4 muestra el nivel de cobertura del intervalo de Wald ajustado,
para cada uno de los valores posibles del parametro. Para los dos tamanos
de muestra considerados, n = 10 y n = 100, se observa que el intervalo de
Wald ajustado presenta un mejor desempeno que el intervalo de Wald. Los
niveles de cobertura estan cerca del nivel de confianza considerado, que es
del 95 %. Sin embargo, este intervalo muestra cierto nivel de sobre-cobertura
para valores del parametro cercanos a cero o a uno.
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Probabilidad de cobertura N=10 Probabilidad de cobertura N=100
1.00 1.00
0.95 0.95 — il

HWW ’HHH"‘IIHIIHII\IF ||‘|W‘N1
0.90 0.90
0.85 0.85
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00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
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Figura 5.3. Cobertura del intervalo de Wald.

Probabilidad de cobertura N=10 Probabilidad de cobertura N=100
1.00 \ X 1.00 +
0.95 w\‘\‘vv“wvvvvw
0.90 1 0.90 +
0.85 1 0.85 1
T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
P P

Figura 5.4. Cobertura del intervalo de Wald ajustado.

5.5 Intervalos de confianza para la diferencia
de medias

Sean Y7y, Yo, ..., Y7, una muestra aleatoria, de tamano n, de una poblacién
normal con media 0; y varianza o%, y sea Ya1, Yao,...,Ys, una muestra
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aleatoria, de tamano m, de una poblaciéon normal con media #y y varianza
o3. Si 0? y 03 son conocidas, de la subseccién 5.1.1, se concluye que

P (Y1 = Y3) — (61 — 63) (5.13)

2 2
Iy %2
n m

tiene distribucion Normal estandar. Por tanto, procediendo como se hizo en
la subseccion 5.1.1, el intervalo de confianza para la diferencia de medias,
0y — 05, tiene la forma (L, L), donde

B B o2 o2
LY)=Y1—Y2) — zape Eljtﬁ

y
LY) = (Y1 = Ya) + zap2 U—%+U—%.
n m

Si se desconocen las varianzas y se desea hallar un intervalo de confianza para
la diferencia de las medias poblacionales, #; — ), se debe estimar la varianza
a partir de los datos. Bajo la hipétesis H : 02 = 02 = 02, un estimador

apropiado de o2 es

(n—1)5%2+ (m—1)52

2 _ 14
S n+m-—2 ' (5.14)
donde
n—1 —
y
2= L S - wy
2 m—1 21 2) -

=1

Obsérvese que bajo la hipétesis H : 02 = 02 = o2,

(m+m—2)5? (n—1)S? (m—1)52
2 - 2 - 2

(5.15)

o o g
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tiene distribucién t con (n + m — 2) grados de libertad. Asi, de (5.13) y
(5.15) y aplicando la ecuacion (1.32), en la definicién de la distribucién ¢, se

concluye que B B
(Y1 = Ya) — (61 — 65)

tiene distribucién x? con n + m — 2 grados de libertad.

En consecuencia, el 100(1 — «) % intervalo de confianza para (¢, — 6) tiene
la forma [L, L], donde

L= (Vi ~ V) ~ tuim 2 a2

S|
+
Sl=

—_
| =

~
3-

E = (}71 - }72) + tn+m—2, a/?S +

5.6 Intervalos de confianza aproximados
para la diferencia de proporciones

Sean Xy; ~ Ber(py), i = 1,2,3,..., n1, y Xoj ~ Ber(ps), j = 1,2,3,..,
ng; N1 + no variables aleatorias independientes. Si p; = n% 2?211 X1, vV P2 =
n% >, Xoi, entonces,

(P1 —P2) — (p1 — p2) d

4 N(0,1), (5.16)
/ P191 + p2q2

donde g = 1 — pi; @ = 1, 2. Esto significa que, para valores grandes de n; y
ng, la distribucién de la variable aleatoria dada por el cociente en (5.16), es
muy aproximada a una distribucién Normal estandar y que la aproximacion
es mejor a medida que el tamafio de las muestras aumente. Asi, para valores
grandes de ny y no,

(f’l —flz) - (Pl —Pz)

/P1a1 D242
ni + ng

P —Za/2 <

SZap | ®l1—a.
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Finalmente, sustituyendo pr v qx; £ = 1,2, por pp v ¢ se encuentra un
intervalo de confianza para p; — ps, con limites determinados por

~ A A~ A

P1q1 | D242

L(X,Y) = (p1 — P2) — zajoy| — + —— (5.17)
ny Mo
y
L(X,Y) = (b1 — ) + 2ajoy | L 4 2202 (5.18)
n ng

tiene un nivel de confianza aproximada del 100(1 — «) %.

Aligual que el intervalo de confianza dado por (5.10), el intervalo de confianza
dado por (5.17) y (5.18), aunque aparece en multiples textos de estadistica
como Freund, Miller y Miller (2000) y Mendenhall, Wackerly y Scheaffer,
(1994), no es recomendable para la estimacién de intervalos de confianza de
la diferencia de dos proporciones.

Agresti & Caffo (2000) generalizaron el intervalo de confianza (5.11) para
la estimacién de intervalos de confianza de la diferencia de dos proporcio-
nes. Su propuesta estd dada por las ecuaciones (5.19) y (5.20), y en general
se recomienda para todos los valores de 6 y todos los tamanos de muestra
(Wei 2002).

L(X,Y) = (b — ) — 2ajay| ot 4 D22 (5.19)
nq s
y
L(X,Y) = (1 — ) + 2ajay ) 22 4 2202, (5.20)
ny na

En estas ecuaciones, p, = @ <1 + >0 X;m-) Vae=1—pg, k=12
Ejercicios 5.4.
1. Dos muestras aleatorias independientes, A y B, obtenidas de distribu-

ciones Normales, con medias desconocidas y varianzas 4 y 9, respecti-
vamente, estan dadas por las siguientes observaciones:
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a) Muestra A: —1.98, 0.79, 4.53, —3.48, —1.15, —1.49, 6.55, —0.48.

b) Muestra B: 3.48, 7.59, —14.83, 19.08, 5.33, 0.80, 6.80, 6.36, 14.77,
19.63, 3.18, 5.21.

Considere o = 0.05 y halle intervalos de confianza para cada una de
las medias de las distribuciones y para su diferencia. ;Qué se puede
concluir?

Considere dos muestras aleatorias independientes, A y B, obtenidas
de distribuciones Normales, con medias y varianzas desconocidas, que
estan dadas por las siguientes observaciones:

a) Muestra A: —0.93, 5.27, 5.67, 1.69, 8.49, 6.13, 4.90, 3.93.

b) Muestra B: 6.60, 2.30, 9.66, 3.01, 10.04, 14.47, 8.81, 3.84, 0.70,
8.94.

Asumiendo que 04 = op y a = 0.05, halle intervalos de confianza para
cada una de las medias de las distribuciones y para su diferencia. ; Qué
se puede concluir?

En una muestra de estudiantes de una universidad colombiana, 30 de
150 hombres y 50 de 200 mujeres presentan niveles altos de colesterol.
Construya intervalos de confianza para

a) Las proporciones de hombres y de mujeres que tienen niveles altos
de colesterol.

b) La diferencia entre las proporciones de hombres y de mujeres que
tienen niveles altos de colesterol.

Dos méaquinas A y B producen el mismo tipo de articulos y por politicas
de la empresa se debe parar una de ellas. Al obtener muestras aleato-
rias independientes de 150 articulos, para cada una, se encuentran 12
articulos defectuosos en la muestra obtenida de la maquina A y 24 de la
B. j Existe alguna evidencia estadistica suficiente para parar la maquina
B? Concluya con niveles de significacién del 90 % y del 95 %.
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5.7 Intervalos de confianza para o?

SiY;, i=1,2,...,n;son n variables aleatorias independientes, de tamano n,
y Mg, respectivamente, normalmente distribuidas con media 6 y varianza o

. . . —~1)82 ,. . . .,
desconocidas, entonces, la variable aleatoria X? = % tiene distribucion
x? con n — 1 grados de libertad. En consecuencia, existen nimeros reales
positivos z? y z2 tales que

(n—1)52

P{xfﬁ 5 gscglzl—a.

[

Asi, con un nivel de 1 — «a, un intervalo de confianza para o? es

[(n—1)s2 (n—l)ST |

x3 a2
Aunque interesa escoger el intervalo més pequeno que corresponda a una
probabilidad de 1 — «, se acostumbra escoger los niimeros reales positivos x?

y 3 tales que P(x;_, <o) = P(x;1 = #3) = /2.

Ejercicios 5.5.

1. Se desea comprar un cultivo de pinos para producir cierto tipo de mue-
bles. La media del didmetro de los pinos es de 50 cm y existe acuerdo
en cuanto al precio. El comprador toma una muestra aleatoria de 7
arboles, obteniendo los resultados dados en la tabla 5.2.

Medicién r 2 3 4 5 6 7
Didmetro (cm) | 50 53 55 47 48 53 54

Tabla 5.2. Diametro de pinos.

Considera a a« = 0.05 y basandose en estos datos, decide estadistica-
mente que no debe hacer la compra. ;Qué se puede concluir con relacion
a la varianza requerida por el comprador?

2. De la mediciéon de la cantidad de azicar contenida en cada uno de
los sobres de una muestra de tamano 8, tomados aleatoriamente de la
produccion de una empresa empacadora, se obtuvo los datos que se
muestran en la tabla 5.3. Halle un intervalo de confianza para o2 y
estime el error en este proceso de produccién. Considere oo = 0.05.
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Numero de sobre 1 2 3 4 5 6 7 8
Peso (gr) 10.2 11.1 9.8 9.8 10.5 104 10.1 11.2

Tabla 5.3. Peso en gramos de sobres de aztcar.

3. En una muestra aleatoria de una distribucién Normal N (6, 0), se obtuvo
las siguientes observaciones: 10.52, 1.31, 3.83, 2.07, 2.69, —3.11, 10.39,
10.70, 8.21, 3.38. Halle intervalos de confianza para 6 y compare sus
resultados.

4. Sea X;, i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una
distribucién Normal con media 6 y varianza o2 desconocidas. Determine
un limite inferior de confianza L y un limite superior de confianza L tal
que 02 € (L, o0) con probabilidad 1—a; y o2 € (0, L) con probabilidad
1 — . Demuestre que 0% € (L, L) con probabilidad 1 — a; — as.

5. Calcule E(S?%) y Var(S?), donde S? estd definido en (5.14).

6. Sean Y;, i = 1,2,...,n; n variables aleatorias con distribucién Nor-
mal con media 6 conocida y varianza o? desconocida. Determine un
intervalo de confianza de nivel (1 — «) para o?.

7. Sean X;,7 = 1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
cién de densidad Rayleigh, dada por

f(zs,0) = (2;/60%) exp{—27/26°},2; > 0,0 > 0.

Demuestre que Y; = (X;/60)? tiene distribucion X?z) y determine un
intervalo de confianza para 6.

5.8 Intervalos de confianza para o3 /03

Si X;~N(@0,03),i=1,2,...,n1,yY; ~ N(0,03), 7 =1,2,...,ny, son dos
muestras aleatorias, de tamano n; y nq, respectivamente, independientes con
medias y varianzas desconocidas, la variable aleatoria F' = 0357 /0153 tiene
distribucién F' con n; — 1 grados de libertad en el numerador y ny — 1 grados
de libertad en el denominador (definicién 1.3). Por tanto, existen ndmeros
reales a y b tales que
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2/ 2

pla<S% ) 21 (5.21)
S53/03

a 'y b se eligen de modo que P(F < a) = P(F > b) = «/2. A partir de la

ecuacion (5.22) se encuentra que

2 2 2
p<i<ﬂ§i):1_a.

Asi, los limites superior e inferior del intervalo de confianza para o} /o3 estdn

dados por
S? - 52

L="-L L =L, 5.22

= bS? Y aS3 (5:22)
Ejemplo 5.3. Se observan dos procesos de produccién de tornillos, A y B.
Una muestra aleatoria de 8 tornillos del proceso A tiene varianza S? = 3.6
y una muestra aleatoria de 10 tornillos del proceso B, varianza S? = 4.7.
Para hallar un intervalo de confianza del 90 % para o4/op, inicialmente se
eligen numeros reales a y b, como se indica en la subseccién 1.2.8, y luego,
reemplazando en (5.22), se obtiene el intervalo de confianza (0.23,2.82).

Ejercicios 5.6.

1. Suponga que (I,1) es un intervalo de confianza para el cociente de va-
rianzas 04 /0%. ;Qué se puede concluir si
a) 1>17
b) [ <1?
c)l<lyl>1?
2. De la mediciéon de la cantidad de azicar contenida en cada uno de los
sobres de dos muestras, tomados aleatoriamente de la produccién de

dos empresas empacadoras A y B, se obtuvo los datos que se muestran
en la tabla 5.4. Asumiendo normalidad y o = 0.05,

a) Halle un intervalo de confianza para la varianza de la produccién
en cada una de las empresas. ;Qué se puede concluir?

b) Halle un intervalo de confianza para 0% /0% y compare sus resul-
tados con los obtenidos en el literal anterior.
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Numero de sobre 1 2 3 4 5 6 7 8
A | Peso (gr) 10.2 11.1 9.8 9.8 10.5 104 10.1 11.2
B | Peso (gr) 11.2 810 88 9.8 10.5 10.0 10.5 11.0

Tabla 5.4. Peso en gramos de sobres de azucar.

c) Halle el maximo valor de «, «,,, tal que el intervalo de confianza
para el cociente de las varianzas contenga a uno.

3. Dos muestras aleatorias independientes, obtenidas de distribuciones
Normales, con media 3 y varianza desconocida, estan dadas por las
siguientes observaciones:

a) Muestra 1: 6.4, 0.23, 5.43, 7.24, 3.17, 7.64, 8.30, 3.34, 1.27, 0.16.
b) Muestra 2: —5.66, 4.53, 8.93, 1.75, —4.76, 9.26, 17.37, 12.70.

Halle intervalos de confianza para cada una de las varianzas y para el
cociente de las mismas, con o = 0.05.

4. Dos muestras aleatorias independientes obtenidas de distribuciones Nor-
males N (6;,0;), 0; > 0, i = 1,2; estdn dadas por las siguientes observa-
ciones:

a) Muestra 1: 10.52, 1.31, 3.83, 2.07, 2.69, —3.11, 10.39, 10.70, 8.21,
3.38.

b) Muestra 2: 5.84, 3.44, 4.11, —0.63, 4.17, 5.55, 10.81, 1.72, 11.58,
—0.82.

Halle intervalos de confianza aproximado para la diferencia de medias
y para el cociente de las varianzas, con a = 0.05.



Capitulo 6

Prueba de hipodtesis

Este capitulo esta dividido en siete secciones. En las dos primeras se hace
una introduccién a las pruebas de hipdtesis. Luego, se incluyen topicos de
probabilidad de error, regiones de rechazo, intervalos de confianza y pruebas
de hipétesis y, finalmente, algunos ejemplos de planteamiento de hipdtesis
compuestas y ejercicios.

6.1 Prueba de hipétesis simple

Para garantizar la continuidad de un contrato, una empresa de publicidad
afirma que durante el primer mes de la campana en contra del cigarrillo
ha disminuido la proporcién de fumadores en una ciudad. El Ministerio de
Salud considera que la publicidad no ha surtido ningun efecto y propone un
experimento para determinar cudl de las siguientes hipdtesis es verdadera:

H : la publicidad no es efectiva.

K :la publicidad es efectiva.

Si “se acepta” H, se concluye que la publicidad no ha tenido éxito (la pro-
porcién de fumadores no disminuye) y se debe suspender el contrato. Si “se
acepta” K, y hay interés en reducir el nimero de fumadores, se debe pro-
rrogar el contrato, pues la publicidad ha contribuido a reducir el niimero de
fumadores.

121
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Para tomar una decision sobre la continuidad o no del contrato se obtiene un
conjunto de valores observados, x = (x1,...,x,), de una muestra aleatoria,
de tamano n, de potenciales fumadores, asignando a x; uno si el individuo es
fumador y cero si no, y se determina el nimero 7'(x) = 37 z; de fumadores
en la muestra. Si este nimero es menor o igual que algin numero k, k =
1,2,...,n; es decir, si la proporcién de fumadores en la muestra es menor
que algin ntumero real 6y, 0 < 0y < 1, se rechaza la hipdtesis H y, en
consecuencia, se prorroga el contrato.

Determinada una “regién de rechazo” (RR) de la hipdtesis H, dada por
un conjunto RR = {0,1,...,k}, se rechaza la hipétesis H siempre que
T(x) € RR. En caso contrario, es decir, si T'(x) € RR (o si la proporcién de
fumadores en la muestra es mayor que ), entonces, no se debe prorrogar el
contrato y se afirma que no existe evidencia estadistica para certificar que la
publicidad ha sido efectiva.

El Ministerio de Salud debe suspender el contrato si la publicidad no es efec-
tiva. Sin embargo, sabe que puede cometer dos tipos de error en su decision.
El primero consiste en prorrogar el contrato, dado que la publicidad no es
efectiva; y el segundo, suspender el contrato, dado que la publicidad ha dado
los resultados esperados. Si el Ministerio desea reducir la probabilidad de
cometer estos dos tipos de error en su decisién, debe obtener mayor informa-
cion de la poblacion, incrementando el tamano de la muestra, dado que las
probabilidades de error pueden hacerse tan pequenas como se quiera, siempre
que el tamano de la muestra sea suficientemente grande.

Sin embargo, una vez establecido el tamano de la muestra, no es posible con-
trolar simultaneamente los dos tipos de error. Asi, si el interés del Ministerio
es velar por la adecuada inversion de los recursos ptblicos, debe plantear un
procedimiento estadistico que asi lo garantice. Es decir, proceder de modo
que sea poco probable prorrogar un contrato publicitario, si la publicidad
no es efectiva. Esto significa que debe hacer lo mas “pequena” posible la
probabilidad de aceptar K, dado que la hipdtesis H es verdadera.

6.2 Prueba de hipdtesis compuesta

Se tiene informacién para afirmar que el porcentaje de personas no fumadoras
que se recuperan de un ataque cardiaco es 77 %. Dado que el cigarrillo no
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tiene ningun efecto positivo sobre la salud, es razonable confrontar hipdtesis
como las siguientes:

H: El porcentaje de fumadores que se recupera de un ataque cardiaco es
mayor o igual a 77 %.

K: El porcentaje de fumadores que se recupera de un ataque cardiaco es

menor de 77 %.

En este caso, se tienen las siguientes hipétesis compuestas:

H:0c06,
K :0¢c0,

donde @1 = [077, 1), @2 = (O, 077), @1092 = @, @1 U@Q = (0, 1) y @2 = @:Cl

Definicién 6.1. Si ©; contiene mas de un punto, H se denomina hipdtesis
compuesta. Si ©; contiene solo un punto, H se denomina hipdtesis simple.

Nota: La misma convencién es valida para K.

La decisién de aceptar o rechazar la hipétesis H (hipdstesis nula) se basa en
los datos obtenidos a través de un muestreo. Intuitivamente, si de n fuma-
dores, el nimero de personas que sobrevive a un ataque cardiaco es mayor
o igual que algin entero kg, 0 < ky < n, se decide en favor de H y si el
nimero de fumadores que sobrevive es menor que kg, se decide en favor de
K. Es evidente que, en este caso, el estadistico de prueba es T'(X) = 37 | X;.
Si T(x) > ko, no existen argumentos para rechazar H y, por otra parte, si
T(x) < ko, se rechaza H.

6.3 Probabilidad de error

Retomando el ejemplo de la proporcion de fumadores, pero ahora conside-
rando la hipdtesis simple se tiene que si H : 6 = 0y es la “hipdtesis nula”
y K :0 =01, 0, <ty la “hipdtesis alternativa”, entonces, se presentan dos
tipos de error, cuando se hace una prueba de hipoétesis. Un error de tipo I se
comete cuando se rechaza la hipétesis H siendo esta verdadera; un error de
tipo II, cuando se acepta la hipotesis H siendo esta falsa. La probabilidad de
error de tipo I se nota por o y la probabilidad de cometer el error de tipo II,
por (3. Asi, en este ejemplo, dado que RR = {0, 1, ... ko},
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a = Py, {rechazar H}
= By, [T(X) < ko]

_ i (Z‘) 05(1 — 0)" . (6.1)

El error de tipo II depende de la hipotesis alternativa, 6; € O, que debe
considerarse. Asi, para cada 0y,

f = Py, {aceptar H} =1 — Py, {rechazar H}.

En el ejemplo en cuestion,

B=Py(T(X)> k)= > (?) 0i(1— 6,)" (6.2)

i=ko+1

y, en consecuencia, comparando las expresiones (6.1) y (6.2) se observa que
si el tamano de la muestra es constante, entonces, al disminuir el error de
tipo I aumenta el error de tipo II.

Como se afirma en la seccién 6.1, no es facil controlar los errores de tipo I y
II. En consecuencia, se deben plantear las hipdtesis de modo que el error tipo
I sea no solo el mas importante para la situacién estudiada, sino también el
mas facil de controlar.

6.4 Pruebas de hipdétesis

Para las pruebas de hipotesis, primero se debe fijar un a de tal manera que la
probabilidad de cometer el error de tipo I, mayor que «, sea inadmisible. En
la practica, @ = 0.01 y a = 0.05 son los usados comunmente. Una vez se fija
«, se centra la atencion en las pruebas que tengan probabilidad de rechazo
“menor que o” o “igual a @”, y se determina la regién de rechazo (RR).



6.4. PRUEBAS DE HIPOTESIS 125

6.4.1 Prueba de hipétesis para el parametro de la
distribucion Binomial

Supdngase que se desea probar las hipétesis H : 6 = 6 versus K : 0 < 6. Si
dado « existe un ntimero entero positivo kg tal que

a = Py (rechazar H) (6.3)

_Z( )el 1— 6",

la regién de rechazo es RR = {0,1,2,..., ko}.

Si no existe un numero entero ky tal que cumpla (6.3), la regién de rechazo
esta determinada por el mayor niimero entero positivo ng tal que

a>2( )91 1—6))"

En consecuencia, la region de rechazo queda determinada por el conjunto
RR ={0,1,2,...,n0}. Obsérvese que para este nivel de significacién, no se
puede considerar el conjunto {x € R" : T(x) < ny + 1} como regién de
rechazo, ya que como P[T(X) < ng + 1] > «, entonces, el tamano de esta
serd mayor que «. Si se considera este conjunto como regién de rechazo,
entonces, no se puede afirmar que la probabilidad de cometer el error de
tipo I es «, pues en realidad se estd cometiendo un error de tipo I igual a
P[T(X) < ng+ 1], que es mayor que .

Si no existe kg tal que

ko

n .

a= 05(1 — G)" "

> (7) - o0
=0

y si min{nby, n(1 — y)} > 5, se puede determinar la regién de rechazo me-

diante la aproximacion por la distribucién Normal de la distribucién Binomial

T(X) —n90 < ko—neo‘i‘%
n90(1 — 90) o n90(1 — 90)

k’o — TL@() + %
n@O(l - 90) '

Py |T(X) < k)= P

I
LS
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Ya que se espera un error de tipo I “menor que o o “igual a a”; haciendo

1
(lfo — m%) + =
)2 < Za,

wn@o(l — 00

se encuentra que la regién de rechazo esta determinada por el mayor ntimero

entero positivo kg tal que kg < nby — % + za/nbo(1 — 0p).

Ejercicios 6.1.

. En una muestra aleatoria de veinte estudiantes de una universidad se

encuentra que dos hacen deporte. Si # denota la proporcion de los
estudiantes de la universidad que hacen deporte y se desea probar la
hipotesis H : 6 = 0.15 frente a la alternativa K : § = 0.30, encuentre:

a) El nivel de significaciéon « y la probabilidad de error de tipo II;
asumiendo que la regién de rechazo es RR = {x € R : # > 3},
donde z denota el nimero de estudiantes de la muestra que hacen
deporte.

b) La regién de rechazo y la probabilidad de error de tipo II, para
un nivel de significaciéon a = 0.05.

c¢) La regién de rechazo y el error de tipo II, aplicando la aproxima-
ciéon normal de la distribuciéon Binomial, para a = 0.05.

d) Comparar la regién de rechazo obtenida en 1b, con la regién de
rechazo obtenida en 1c.

. Desarrolle el primer ejercicio, asumiendo que en una muestra aleatoria

de diez estudiantes siete hacen deporte y que se desea probar la hipéte-
sis H : 0 = 0.8 frente a la alternativa K : # = 0.5. En el literal a)
asuma que RR={r € R:x < T}.

Sean X; ~ Ber(0), i = 1,2,...,n; n variables aleatérias independien-
tes. Dado «, hallar la region de rechazo y el error de tipo II para la
prueba de hipdtesis H : 0 = 0 versus K : 0 = 01, 61 > 0.
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6.5 Prueba de hipétesis referente a la media
de una distribucién Normal

6.5.1 Prueba de hipdtesis para la media de una
distribucion Normal con varianza conocida

Sea X;, i =1,2,3,...,n; una muestra aleatoria, de tamano n, de una distri-
bucién Normal con media desconocida 6 y varianza conocida o?. Si se desea
probar H : 6 = 6, versus K : 6 > 6, es claro que el estadistico de prueba es
T(X) = X y que dado un nivel de significaciéon «, la regién de rechazo estd
determinada por un nimero real ¢ tal que

o = P[T(X)>d
- mlrm 2 ol

En consecuencia, dado que bajo la hipotesis H, la variable aleatoria /7 =

% tiene distribucién Normal estandar, entonces, o = Py, <Z > %’—%) para

c—b0p __

ST r = Za Asi, ¢ = 0+ 2,0/+/n y, por tanto, la regién de rechazo esta dada
por el conjunto

RR ={x € R": T(x) > 0y + za0//n}. (6.4)

Con las mismas observaciones, en una prueba de hipétesis de H : 0 = 0,
versus K : 0 # 0y, se puede considerar como estadistico de prueba T(X) =
V(X —0y) /0, el cual bajo la hipétesis H tiene distribucién Normal estdndar.
En este caso, la regiéon de rechazo se establece para valores grandes de |7T'|.
Més exactamente, RR = {x € R" : |T(x)| > 2a/2}.

En general, cuando se hacen pruebas de hipdtesis como estas, no se conoce
la varianza; sin embargo, si el tamano, n, de la muestra es mayor que 30,
entonces, se puede utilizar la distribuciéon Normal, reemplazando o por su
valor estimado en la muestra. Si n < 30, se debe utilizar la distribucion ¢,
como se indica en la subseccion 6.5.2.

Ejemplo 6.1. Una muestra de azticar empacados por Azucarco S.A., tienen
un peso promedio de 5.2 gramos y una desviacién estandar de 0.4 gramos.
Si el gerente afirma que el contenido medio de estos sobres es de 5 gramos,
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.qué se puede afirmar, con un nivel de significacién del 5%, con respecto a
la posibilidad de que la media sea mayor?

Para solucionar este interrogante, se debe plantear como hipétesis nula H :
6 = 5 y como hipdtesis alternativa K : 6 > 5. Dado que la regién de rechazo
esta determinada por el conjunto:

RR = {xeR"™:z >0+ z.0/\/n}
= {xcR'"™:7>5+1.645(0.4/10)}

>

= {xcR":z>5066,
se tiene que T = 5.2 pertenece a la region de rechazo. Esto significa que, con
un nivel de significacién v = 0.05, se rechaza la hipotesis H en favor de la
hipdtesis K, es decir, el contenido de los sobres de azicar es mayor que 5
gramos.

Si el contenido medio de los cien sobres de azucar fuera de 4.8 gramos y
la desviacién estandar 0.4 gramos, para la misma prueba de hipdtesis, la
regién de rechazo continuard siendo RR = {x € R’ : z > 5.066}. Pero
en este caso, no se rechaza H, pues 4.8 no pertenece a la region de rechazo.
Entonces, no hay evidencia estadistica para afirmar que el contenido medio
de los sobres de azicar es mayor que 5 gramos. Sin embargo, esto no significa
que se acepte H, pues no se conoce el error de tipo II, que solo se puede
calcular para valores especificos de la hipdtesis alternativa.

Por ejemplo, si K : 6, = 5.1,
B = Py (X < 5.066)

5.066 — 5.1
—py (7 <2002
o < ST o )
— Py (Z < —0.85)
— 0.1977

ysi K:6; =55,
B = Py, (X < 5.066)
5.066 — 5.5
=P | Z<—
o ( ST 004 )
= Py, (Z < —10.85)
~ 0.
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En las pruebas de hipétesis de la forma H : 0 = 6y versus K : 0 # 0y,
se puede considerar T(X) = |X — 6| como un estadistico de prueba. Si
la varianza es conocida, para un nivel de significacion «, la hipotesis H se
rechaza para valores de T'(X) mayores o iguales que ¢, donde ¢ = z, /2\/Lﬁ.

Esto es equivalente a rechazar H para valores de X pertenecientes a (L, L)¢,
donde

o - o
LZHO_ZQ/2 Yy L:00+2a/2 .
NLD NLD
En estos intervalos, si la varianza es desconocida, pero el tamano de la mues-
tra es mayor que 30, en general, la desviacién estandar poblacional puede
reemplazarse por su estimaciéon muestral.

Ejemplo 6.2. Supdngase que el contenido medio de los cien sobres de azicar,
considerados en el ejemplo 6.1, es de 4.8 gramos y la desviacién estandar 0.4
gramos, pero que se desea probar las hipétesis H : § = 5 versus K : 6 # 5.
Si a = 0.05, considerando como un estadistico de prueba

o
se encuentra que la regién de rechazo estd determinada por el conjunto
RR = (—1.96,1.96)¢. Dado que T = 4.8 gramos, entonces, T'(x) = —5 €
(—1.96,1.96)¢ y por ende se rechaza H. Asi se concluye: “existe evidencia
estadistica para afirmar que el contenido medio de azicar en los empaques
es diferente de 5 gramos”.

7 (6.5)

6.5.2 Prueba de hipdtesis para la media de una
distribucion Normal con varianza desconocida

Supongase que X;, 7 = 1,2, ..., n; es una muestra aleatoria, de tamano n, que
proviene de una distribucién Normal con media @ y varianza o2 desconocidas,
y que se desea probar H : § = 0, versus K : 6 > 6y. En este caso, el estadistico
de prueba es T(X) = X, y dado un nivel de significacién «a, la regién de
rechazo estd determinada por un nimero real ¢ tal que a = Py, [X > ¢|. Asf
pues,

o= Py (Tn_l(X) > Z;\fg) ,

donde T,,_1(X) = X=bo
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Dado que T,,_1(X) tiene distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad, existe
un numero real ¢,_; , tal que

C—eo_t
S/ﬁ— n—1,«x

y, en consecuencia, la regiéon de rechazo estda determinada por el conjunto
RR={x € R":T(x) > c}, donde ¢ = by + t,—1 as//n.

En una prueba de hipétesis H : 6 = 6y versus K : 6 # 0y, también se
considera a T,,_1(X) como un estadistico de prueba. En este caso, se rechaza
la hipétesis H para valores grandes de |T,_1(X)|. Dado que T,,_1(X) tiene
distribucién t con n — 1 grados de libertad, la regién de rechazo esta dada
por

RR = {X e R": |Tn_1<X>| Z tnfl,a/2}-

En las pruebas de hipdtesis de la forma H : 0 = 6y versus K : 6 # 0y,
si la varianza es desconocida y el tamano de la muestra es menor que 30,
se puede utilizar el mismo estadistico de prueba T, _1(X) que bajo H tiene
distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad. En este caso, la regién de rechazo
queda determinada por (L, L)¢, donde

L=0y—1,1, a/Q% y L=0p+1,-1, a/Q%-
Ejemplo 6.3. Supdngase que, en el ejemplo anterior, solo se observan nueve
sobres de azicar y que se desea probar H : 6 = 5 versus K : 6 # 5. Si el
contenido medio de esta muestra es de 4.8 gramos y su desviacion estandar
0.4 gramos, considerando un nivel de significacion a = 0.05, la regiéon de
rechazo queda determinada por

0.4 0.4\°
(5 — 2.306?, D+ 2.306?) = [4.692, 5.307]°.

Dado que ¥ = 4.8 no pertenece a la regién de rechazo, no existe evidencia
estadistica para rechazar la hipétesis H.

Ejercicios 6.2.

1. Determine el error de tipo II, en la prueba de hipdtesis del ejemplo 6.2,
para 0y =4, 0, =45y 6; =5.3.
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. Sea X; ~ N(0,0%), 1 =1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamario
n, de una distribucién Normal. En la prueba de hipétesis de H : 6 = 6,
versus K : 0 <, determine la region de rechazo de nivel de significa-
cion «, asumiendo que

a) o* es conocida.

b) o2 es desconocida.
En cada caso, halle el error de tipo II para 60, #; < 6.

. Sean X; ~ U(0,0), i = 1,2,...,n; n variables aleatorias independien-
tes. En la prueba de hipdtesis de H : 6 = 6y versus K : 6 > 6,
determine la region de rechazo, de nivel de significacion «;, y el error de
tipo II para:

Cl) 91 < 90.
b) 91 > 90.

. Un medicamento debe contener 15 mg de Escina. Para probar si la
produccion del medicamento cumple con esta condicion se determina
la cantidad de Escina contenida en cada una de las tabletas de una
muestra aleatoria de tamano 100, obteniendo una media de 15.1 mg
y una desviacion estandar de 0.3 mg. Si el nivel de significacion es
a = 0.05, jqué se puede concluir en una prueba de hipdtesis de

a) H:60=15versus H : 6 # 157
b) H:0 =15 versus H : 0 > 157

Determine el error de tipo II, para # = 20, en cada una de las pruebas.
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6.6 Prueba de hipdétesis para una diferencia
de medias

6.6.1 Prueba de hipdtesis para una diferencia de
medias, usando estadisticos normalmente
distribuidos

Sean X; ~ N(0y,02),i=1,2,...,n1,y Yi ~ N(0y,03),i=1,2,...,n, dos
muestras aleatorias, de tamanos n; y ne, respectivamente, independientes de
dos poblaciones normales con medias desconocidas y varianzas conocidas.
Si se desea probar H : 6y — 6 = 0y versus K : 6y — 6 > 6y, entonces es
conveniente considerar el siguiente estadistico de prueba:

T(X,Y) = Y-X-6 (6.6)

Y
2 2
% 49
no ni

donde X = (X1,...,Xn) vy Y = (V1,..., Xn,).

Dado que, bajo la hipétesis H, el estadistico T'(X,Y) tiene distribuciéon Nor-
mal estandar, entonces, para un nivel de significacién «, la regién de rechazo
estd dada por RR = {(x,y) € R™ x R™ : T(x,y) > z,.}. Esta region es
equivalente a

RR = {(x,y) eR™ xR™: Ti(x,y) > 6 —i—za\/a%/nl + 02 /gy }, (6.7)

donde T1(X,Y) =Y — X.

Si se cambia la hipotesis alternativa por K : 6, — 01 # 6y, el estadistico de
prueba es el mismo. Pero, en este caso, la regién de rechazo esta determinada
por RR = {(x,y) € R" x R™ : |[T(x,y)| > za/2}-

Si las varianzas o} y o3 son desconocidas, se puede utilizar el estadistico

(6.6), reemplazando las varianzas por sus estimaciones, siempre que n; > 30
vy ng > 30.
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6.6.2 Prueba de hipdtesis para una diferencia de
medias, usando estadisticos con distribucién ¢

Sean X; ~ N(6,0%),i=1,2,...,n1,y Yi~ N(0,03),i=1,2,...,ny, dos
muestras aleatorias independientes de tamano n; y ne, respectivamente, de
dos poblaciones normales con medias y varianzas desconocidas y con o} = o3.
Si se desea probar H : 0y — 01 = 6y versus K : 05 — 61 > 6y, es conveniente

considerar como estadistico de prueba

Y -X -0
T(X,Y) = 2 (6.8)
S\ar + s

donde X = (Xy,...,X,,,), Y=(Y1,....,Y,,) v

1 _ _
S?P=————— [OM (X, — X)? 4+ NP2 (Y- Y)?.
n1+n2_2[271( ) zfl( ):|
Dado que, bajo la hipétesis H, el estadistico T'(X,Y) tiene distribucién
t(n,+ns—2), entonces, para un nivel de significacién «, la regién de rechazo
esta dada por

RR ={(x,y) €e R"™ x R™ : T(X,¥) > tam,+ns—2}-

Esta region es equivalente a
RR = {(x, y) € R™ x R" : T1(X,y) > 0o + tan +ny—25V 1/n1 + 1/n2}

donde T} (X,Y) =Y — X.

Si se cambia la hipdtesis alternativa por K : 0y — 67 # 6y, el estadistico de
prueba es el mismo. Pero, en este caso, la regién de rechazo esta determinada
por RR = {(x,y) € R™ x R™ : [T(x,y)| > t2 n;4n,—2}-

La figura 6.1 muestra la distribucién de una muestra aleatoria de tamano
diez mil, del estadistico T'(X,Y), cuando este se calcula a partir de muestras
aleatorias de tamano quince, obtenidas de una distribucién N(10,4) y de una
distribucién exponencial con media diez.

En esta figura, la linea mas gruesa corresponde a la distribucion de T y la
mas delgada a la distribucién ¢ con 28 grados de libertad. Obsérvese que,
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en este caso, la distribucién real de T'(X,Y) es sesgada a la derecha, lo cual
tiene incidencia directa sobre los p-valores en las pruebas de hipotesis. Este
cambio en la distribucién de T'(X,Y), generado por la violacién del supuesto
de normalidad, puede observarse usando simulacién de Monte Carlo.

04 4

0.3 4

0.2 4

Densidad

0.0 4 —=

Figura 6.1. Distribucién de la estadistica T.

Ejercicios 6.3.

1. Dos muestras aleatorias A y B fueron generadas de distribuciones Nor-
males, con medias 64 y 0, respectivamente, encontrandose los siguien-
tes datos.

Muestra A: 2.2, 3.1, 4.2, 2.1, 2.9, 6.2, 4.1, 1.1
Muestra B: 8.4, 6.6, 6.1, 6.6, 6.8, 5.2, 7.0, 5.6, 5.7.

Asumiendo un nivel de significacion a = 0.001, pruebe la hipétesis
que las medias son iguales, H : 04, = 0p, frente a cada una de las
hipotesis alternativas Ky : 04 < g y Ky : 04 # 0p, asumiendo que
estas muestras aleatorias se obtienen de poblaciones normales con

a) Medias desconocidas y varianzas 04 = 16 y 0% = 1.
b) Medias y varianzas desconocidas.
2. De las poblaciones del ejercicio anterior, se generaron dos muestras

Ay B de 100 observaciones, cada una, encontrandose los siguientes
resultados:



6.7. PRUEBAS DE HIPOTESIS REFERENTES A PROPORCIONES 135

Muestra A: )_94 = 2.81, sy, = 2.08.
Muestra B: Xg = 6.03, sg = 0.97.

Pruebe las hipétesis planteadas en el primer ejercicio.

6.7 Pruebas de hipétesis referentes
a proporciones

6.7.1 Prueba de hipdtesis referente a una proporcion

Sean X; ~ Ber(0), i = 1,2,3,..., n; n variables aleatorias independientes.
Si el tamano de las muestras es grande y se desea probar H : § = 6, versus
K : 0 > 0y, entonces se puede usar como estadistico de prueba S(X) =
> v X; y rechazar H para valores grandes de S(X), de acuerdo con el nivel
de significacion considerado, como se presenté al comienzo de este capitulo.

Sin embargo, teniendo en cuenta que

V(0 -0) 4
T = R S N0, (6.9)

donde § = 15" X, para valores grandes de n, se puede considerar como
n =1 ? ?
estadistico de prueba a

/(0 — 0y)
T(X) = N (6.10)

dado que, bajo la hipétesis H, tiene “aproximadamente” distribucion Normal
estandar.

Asi, para un nivel de significacién «, se rechaza la hipdtesis H, para valores
de T'(X) mayores que z,, donde z, es tal que « = P(Z > z,), siendo Z una
variable normal estandar.

Ejemplo 6.4. En un proceso de control de calidad de la produccion de torni-
llos de una empresa, se observan 100 tornillos de los cuales 9 son defectuosos.
Para probar si existe un incremento en el nimero de tornillos defectuosos, de
esta produccion, se plantea la siguiente prueba de hipétesis: H : 6 = 0.05 ver-
sus K : 6 > 0.05, donde 6 representa la proporcion de tornillos defectuosos.
Entonces:
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1. Usando el estadistico de prueba, definido en la ecuacién (6.10), se en-
cuentra que 7'(x) = 1.8353. Dado que P(T(X) > 1.8353) = 0.0332,
entonces, la hipdtesis H se rechaza para niveles de significacion ma-
yores que 0.0332 (por ejemplo, para @ = 0.05), pero no se rechaza
para niveles de significacién menores que 0.0332 (por ejemplo, para
a=0.01).

2. Usando el mismo estadistico de prueba, pero considerando el factor
de correccién en la aproximacion de la distribucién Normal a la dis-
tribucién Binomial, se encuentra que T'(x) = 1.6059. Asi, P(T(X) >
1.6059) = 0.05415 y se rechaza la hip6tesis H para niveles de significa-
cién mayores que 0.05415.

3. Considerando como estadistico de prueba S(X) = > " | X;, de la dis-
tribucién Binomial se encuentra que Py 5(S(X) > 9) = 0.06309 y, en
consecuencia, la hipdtesis H : # = 0.05 no se rechaza para valores de «
menores que 0.06309.

De estas tres pruebas se infiere que, a pesar de tener una muestra “grande”,
las conclusiones de la prueba desarrollada, bajo normalidad, no concuerdan
con la prueba desarrollada usando la distribuciéon Binomial.

Nota: Dada la existencia de software estadisticos libre, como R, la recomen-
dacion es hacer este tipo de pruebas usando la distribucién Binomial. Por
otra parte, si se usa la aproximacion Normal de la distribucién Binomial, es
conveniente incluir el factor de correccion.

6.7.2 Prueba de hipdtesis referente a la diferencia de
dos proporciones

Sean X; ~ Ber(#,),i =1,2,...,n1,y Y; ~ Ber(6h), j = 1,2,..., ng, dos
muestras aleatorias independientes de tamano ny y ns, respectivamente. Si el
tamano de las muestras es grande y se desea probar la hipotesis H : 0, —0; =
Oy versus K : 0y — 601 > 6y, se puede usar el siguiente estadistico de prueba:

(62 — 6,) — 6,
\/61(1—91) N 02(1—65)

ni n2

T(X,Y) = (6.11)
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donde fy = L3 X 0= L5 V), X = (Xy,....X,,) y Y = (Y3,
Y,.,). En este caso, se rechaza la hipdtesis H para valores de T'(X,Y) mayores
que z,; donde z, es tal que o« = P(Z > z,) y Z es una variable Normal

estandar. Esto es posible dado que, bajo la hipétesis H, T'(X,Y) 4, N(0,1).

Ejemplo 6.5. Para determinar el comportamiento de la prueba de hipdtesis
de diferencia de proporciones, H : 4 — g = 0 versus K : 04 — 0 < 0,
basada en la estadistica (6.11), se genera una muestra aleatoria de cada
una de las siguientes poblaciones: Bin(50,0.3) y Bin(40,0.5). Dado que los
valores observados fueron y4 = 18 y yp = 22, respectivamente, el valor del
estadistico de prueba (6.11) es

t=— 9?‘ fo = —1.8287 (6.12)

\/9A(1—9A) 4 f5(1-6p)
50 40

Finalmente, asumiendo normalidad del estadistico T'(X,Y), definido por la
ecuacién (6.11), se encuentra que P(T'(X,Y) < —1.8287) = 0.0337 y, en
consecuencia, se rechaza la hipétesis H para niveles de significacion o mayores
que 0.0337.

Ejercicios 6.4.

1. Para determinar el comportamiento de la prueba de hipdtesis de dife-
rencia de proporciones, H : 04 —f0g = 0 versus K : 04 —0g < 0, basada
en la estadistica (6.11), se genera una muestra aleatoria de cada una
de las siguientes poblaciones: Bin(50,0.3) y Bin(40,0.7). Dado que los
valores observados fueron y4 = 10 y yp = 25, respectivamente, halle
el valor del estadistico de prueba y determine los valores de a para los
cuales se rechaza la hipdtesis H.

2. Suponga que, con los datos del ejemplo 6.5, se desea probar la hipétesis
H:04—0g=0versus K : 04 — 0 # 0, asumiendo que el estadistico

2 ~

2 (Y; — nif)?
kz:; n;f(1—0) 019
tiene distribucion Ji-cuadrado con 2 grados de libertad, bajo la hipote-
sis H, donde Y; ~ Bin(n;, 0;),i=1,2;y 0 = % es un estimador de

0. Encuentre los valores de « para los cuales se rechaza H.
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6.8 Pruebas de hipoétesis referentes
a varianzas

6.8.1 Pruebas de hipdtesis referentes a las varianzas
de una poblacion

Supongase que Y;, ¢ = 1,...,n; es una muestra aleatoria, de tamano n,
de una distribucién Normal con media 6 y varianza o2, desconocidas. Para
una prueba de hipétesis, de nivel de significancia a, de H : 0% = o2 versus
K : 0% > 02, es conveniente considerar el siguiente estadistico de prueba:

(n—1)52

2
o)

T(X) = , (6.14)

dado que, bajo la hipdtesis H, este estadistico tiene distribucién x? con n— 1
grados de libertad.

En consecuencia, la regién de rechazo estd determinada por RR = {x €

R": T(x) > x2_, .}, donde z7_, , es un niimero real tal que a = P[x3_; >
2
xn—l,a .

Si la hipétesis alternativa es K : 02 # o3, se puede utilizar el mismo estadisti-
co de prueba y la region de rechazo queda determinada por el conjunto

RR={xeR":T(x) <al | o} U{XER" :T(x)>al || .}

Ejemplo 6.6. Un distribuidor de tornillos desea establecer, con un nivel
confianza de 0.95, si la varianza del diametro de cierto tipo de tornillos,
distribuidos por su empresa, es mayor que 0.02 mm?; para lo cual propone
la siguiente prueba de hipétesis: H : 02 = 0.02 versus K : o > 0.02.

1. Si obtiene una muestra aleatoria del diametro de 9 tornillos y observa
una varianza muestral s> = 0.025, entonces,

(n—1)s>  8x0.025

T(x) = _
(x) 2 0.02

10

y no rechazarfa la hipétesis H, pues T(x) ¢ RR = (23454 00) =
(15.5073, 00).
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2. Si obtiene una muestra del didmetro de 31 tornillos y observa una
varianza muestral s? = 0.035, entonces,

(n—1)s* 30 x0.035

= 52.5.
od 0.02

T(x) =

En este caso, se rechaza la hipdtesis H en favor de la hipdtesis alterna-
tiva K; dado que T'(x) € RR = (23 45 59, 00) = (43.7729, 00).

6.8.2 Pruebas de hipotesis referentes a las varianzas
de dos poblaciones

Otro caso de prueba de hipdtesis, referente a las varianzas, se presenta cuando
se tienen muestras aleatorias X; ~ N(60y,0%2),i=1,2,...,n1,yY; ~ N(0y,03),
1 =1,2,...,n9, con medias y varianzas desconocidas. En este caso, es comun

encontrar dos tipos de pruebas de hipétesis dadas por H : o = 03, co-

mo hipétesis nula, y cada una de las siguientes alternativas K; : o} > 03
o Ky : 07 # o2 En este caso se considera como estadistico de prueba el

cociente

T(X,Y) = S}/S3, (6.15)

el cual, bajo la hipétesis H, tiene distribucién F' con ny —1 grados de libertad
en el numerador y ny — 1 grados de libertad en el denominador.

Asi, si la hipétesis alternativa es K : 07 > 02, con un nivel de significancia
a, se rechaza la hipétesis H para valores de T(X,Y) > fan—1.n5-1, siendo

. _ ni—1
Jani—1,ms—1 un nimero real tal que oo = P(F;) 77 > foni—1.05-1)-

Si la hipétesis alternativa es K : 07 # o3, entonces, con un nivel de significa-
cién a, se rechaza la hipétesis H para valores de T(X,Y) > fa 10,1, ¥
para valores de T'(X,Y) < fi_a 15,1, 8endo fa o, 10,1 Y fio2ny—1mp1
nimeros reales tales que

« 1 -1 -1

Py P<Fm = f%,nl—lynz—l) = P[Fm > (f%ﬂl—l,nz—l) ]

2 no—1 ni—1

Ejemplo 6.7. Un distribuidor de tornillos desea establecer, con una con-
fianza de 0.95, si la varianza del didmetro de los tornillos, producidos por
dos empresas, A y B, es diferente. Para ello, plantea la siguiente prueba de
hipétesis:

H:0% =0} versus o3 # 0%. (6.16)
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El distribuidor de tornillos observa una varianza muestral s4 = 1.05 en una
muestra aleatoria del diametro de 13 tornillos de la empresa A y una varianza
muestral s% = 0.85 en una muestra de los didmetros de 10 tornillos de la
empresa B. Dado que

T(X,Y) = S3/Sp ~ Fy*, (6.17)

entonces, la regién de rechazo estd determinada por el conjunto RR =

(0, ﬁ] U [3.87,00). Asi, T'(x,y) = % = 1.235 € RR, lo cual indica que

no existe evidencia estadistica para afirmar que la varianza del diametro de
los tornillos producidos por las empresas es diferente.

Ejercicios 6.5.

1. Dos muestras aleatorias A y B fueron generadas de distribuciones Nor-
males, obteniéndose los siguientes datos:

Muestra A: 2.2, 3.1, 4.2, 2.1, 2.9, 6.2, 4.1, 1.1
Muestra B: 8.4, 6.6, 6.1, 6.6, 6.8, 5.2, 7.0, 5.6, 5.7

Considerando o = 0.05,

a) Pruebe la hipétesis H : 04 = 16 versus K : 04 < 16.
b) Pruebe la hipétesis H : 0% = 1 versus K : 0% > 1.
¢) Asuma que pq = 3y pup = 6 y pruebe las hipétesis formuladas en

los literales anteriores.

2. Con las muestras dadas en el primer ejercicio y el mismo nivel de sig-
nificacién, desarrolle las pruebas de hipétesis de
a) H:0% = 0% versus K, : 0% > 0%,
b) H: 0% = 0% versus Ky : 0% # 0%.
3. De las poblaciones dadas en el primer ejercicio se generaron dos mues-

tras aleatorias A y B, cada una de cien observaciones, encontrandose
los siguientes resultados:

Muestra A: XA = 2.81, sy, = 2.08.
Muestra B: Xg = 6.03, sp = 0.97.

Pruebe las hipétesis planteadas en el primer ejercicio.
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4. Si las muestras A y B, consideradas en esta seccién, fueron generadas
de distribuciones normales N(3,16) y N(6,1), jqué se puede concluir
en cada uno de los ejercicios anteriores?

6.9 Potencia de una prueba

La potencia de la prueba de una hipétesis H : 6 = 0y versus K : 0 = 0, es
la probabilidad de rechazar H cuando K es verdadera. Asi, si  denota la
funcién indicadora

5(X.0) = 1 siT(X) € RR
0 siT(X) € RR

la funcién de potencia esta definida por

B(6y,0) = Py, [rechazar H|
= by, [6 - 1]'

Ejemplo 6.8. Sea X;, i« = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n,
de una distribucién normal con media 6 desconocida y varianza o2 conocida.
En la prueba de hipétesis de H : 0 = 0 versus K : 6 = 01, 6; > 0, es
natural rechazar la hipétesis H para valores grandes de X. Sin embargo,
dado que una funcién estrictamente creciente de un estadistico suficiente, es
a su vez, un estadistico suficiente que genera la misma familia de regiones

. . o X
de rechazo, es conveniente considerar el estadistico T'(X) = ‘/Z , el cual,
bajo la hipétesis H, tiene distribucion Normal estandar; dado que para un
coeficiente de confianza de 1 — o, se rechaza H para valores mayores que z,.

En este caso, la funcién de potencia de la prueba toma una forma simple:

ey (V5 )
()

- «

o - o



142 CAPITULO 6. PRUEBA DE HIPOTESIS

0
—1- Py, <Z<za—\/ﬁ 1)

o
=1—9¢ (Z(a) — \/zel)

_¢(ﬁ91_za).

g

Si la hipotesis alternativa es K : 6 > 0, la potencia de la prueba de hipédtesis
es una funcién de 60, definida en [0, 00) por la ecuacién

B(6,0) = ¢(@ - za>, (6.18)

donde (6,0) es una funcién de y/n 6/0, continua y creciente, que tiende a «
cuando y/nf/o tiende a cero, y a uno cuando y/nf/o tiende a mds infinito.
Asi, dado @, si se desea una potencia § mayor que algun valor [y, el tamano
n de la muestra debe ser tal que @ — 2o > 2g,. Ahora, si se desea que esta
desigualdad se cumpla para todo # mayor que algtin ntimero A, real positivo,

entonces, n es el menor niimero entero que satisface esta desigualdad:

NN

o

— Zq > 2By

. 2 2
es decir, n > %5 (25, + 2a)”.

6.9.1 Funcién de potencia

La funcion de potencia de una prueba de hipdtesis H : 0 € ©y versus
K : 6 € Oy, denotada por 3(0,9), esté definida por

B(0,8) = Pylrechazar H|
= Py[d = 1] (6.19)

para todo 6 en el espacio paramétrico ©.

Si § € Oy, entonces, 5(6,0) es la probabilidad de error tipo 1. Si § € Oy,
entonces, 3(0,0) es la probabilidad de aceptar K, dado que K es verdadero.
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En este caso, 5(6,6) es uno menos la probabilidad de error tipo II, notada
B(0); es decir,
a(é’) sif e 0

po.0) = {1—5(9) si6 €0,

Ejemplo 6.9. Suponga que se observa una muestra aleatoria X; ~ N (6, 0?%),
i =1,...,n; de tamafio n, con 6 desconocido y o2 conocido. Se desea probar
la hipotesis H : 8 = 0 versus K : 6 = 61; 6; > 0. Si la prueba se realiza
con un nivel de significancia «, considerando como estadistico de prueba
T(X) = v/nX/o, entonces,

[(01,0) = Py, (@X > za)

:1_q>(za_\/ﬁ"1).

g

para ¢, > 0.

NG

Asi, la probabilidad de error tipo II es <I><za — %) Si se desea probabili-

dades de error de tipo I y II iguales a «, el tamano de la muestra debe ser
tal que

Asi, los errores de tipo I y II son menores que «, siempre que:

2
40

n > @Za'

La figura 6.2 muestra la funcién de potencia 3(61, d), de la prueba de hipdtesis
propuesta en el ejemplo 6.9, para o = 0.05, n =9y 0% = 9.

Ejemplo 6.10. Supdéngase que X;, i = 1,2,...,n; denota el tiempo de vida
de n bombillas, que estos son independientes y que X; tiene distribucion
exponencial, con funcién de densidad dada por fy(z) = Ae [ (g ) (), para
todo 1.

Dado que 2\ )" | X; ~ X?Qn), la region de rechazo, de nivel de significancia
a, para la prueba de hipotesis H : 6 < 6, versus K : 6 > 6, relacionada con
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1.0

0.8

0.6

0.4 —

0.2

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 6.2. Funcién de potencia.

el tiempo de vida medio, 8 = 1/, de las bombillas, estd determinada por

2Xo Z Xi > X2on

i=1

Oé:P,go

_ A
= P90 |:X > %Xi,Zn] :

Asi, la funcién de potencia queda determinada por

[ 0
B16.0) = Py | X 2 3%

:P9 Y - Xa2n

-271X>60 2
6 — 0

Obsérvese que si:

1. 0 = 6y, entonces [(0,0) = a.
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9 %OXEY,% — 0y, por lo tanto, 5(6,6) — 1.

Ejemplo 6.11. Supdéngase que Xy, ..., X, son n variables aleatorias inde-
pendientes y uniformemente distribuidas, en un intervalo (0,6). Como la
funcién de distribucién del estadistico M,y = Max{Xy,..., X, } estd dada
por

0 si y<0
Fly) = PolXi <y]" st ye(0,0)
1 si y>40

su funcién de densidad es f(y) = n[Fi(y)]" ' F|(y), donde

0 si y<0
Fi(y)=q% si y€(0,0)
1 si y>40

Asi, f(y) = "y;:l en el intervalo (0,0) y f(y) =0siy & (0,6).

Dado un nivel de significacién «, la region de rechazo, para la prueba de
hipotesis de H : 6 < 0y versus K : 6 > 6, estd determinada por

n—1

6o n
a= Py {Mpy >c} = / nyen dy=1-— (950) , con c € (0,6)).
c 0

En consecuencia, ¢ = (1 —a)"/™ y la funcién de potencia, para esta prueba,
estd definida por
C n
d :1—(—).
Y 0

Reemplazando ¢ por su equivalente, en términos de «, se halla que

n—1
n

0
80.9) = By > e} = [ 2

B(6,8) =1 — (%)nu —a), 0> 6,

Finalmente, a partir de la expresion anterior, se halla que 5(6y, ) = a.
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6.9.2 EIl p-valor

En la presentacion de informes, un analista de datos puede afirmar que re-
chaza la hipdtesis H con un nivel de significacién o = 0.05. Sin embargo, si
los lectores de este informe estan interesados en saber qué se puede concluir
para otros niveles de significacion como o = 0.01 o a = 0.001, no les seria
posible. En realidad, los lectores del informe estan impedidos para decidir si
aceptan o rechazan H, para valores de o menores que 0.05. Por esta razén,
es conveniente presentar los informes de modo que el lector quede informado
del nivel de significacion real de la prueba. Esto es posible mediante el p-valor
(py) que, en el caso de pruebas de hipétesis de la forma:

1. H:0=0yy K : 0> 0, se define como p, = Py, [T(X) > T'(xo)], donde
T(X) es el estadistico de prueba, xq es el vector de valores observados

en la muestra y T'(x) el valor del estadistico de prueba calculado en
X = Zo-

2.H:0 =0,y K :60 < 60, se define como p, = P, [T(X) < T(x0)],
donde T(X), zp y T(xg) estan definidos como en la prueba anterior.

En el caso de pruebas de hipétesis de la forma H : 0 = 6, versus K : 0 # 0y,
si bajo la hipotesis H el estadistico de prueba tiene distribucién simétrica
(Normal o ¢ de Student), entonces,

po = 2P [T(X) = [T(x0)| ],

donde T'(X) es el estadistico de prueba y xo los valores observados en la
muestra.

Ejemplo 6.12. En el ejemplo 6.1, una muestra de cien sobres de azucar
empacados por Azucarco S.A, tienen un peso promedio de 5.2 gramos y una
desviacion estandar de 0.4 gramos. En la prueba de hipdtesis de H : 6 = 5.13
versus K : 6 > 5.13,

e = P(X

v

5.2)

_ P( . 10(5.2—5.13)>
0.4

= P(Z >1.75) = 0.040

En consecuencia, se rechaza la hipdtesis Hy para niveles de significacion (a)
mayores que 0.040.
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Ejemplo 6.13. En el ejemplo 6.12, para la prueba de hipdtesis determinada
por H : § = 5.13 versus K : 0 # 5.13, p, = 2P(X > 5.2) = 0.08. En este
caso, para a = 0.05, no se rechaza la hipotesis Hy, dado que * = 5.2 no cae
en la regién de rechazo.

Ejemplo 6.14. Una empresa de tornillos desea establecer, con una confia-
bilidad de 0.95, si la varianza del diametro de cierto tipo de tornillos de su
produccién es mayor que 0.02 mm?, propone la siguiente prueba de hipdtesis:
H : 0% =0.02 versus K : 02 > 0.02. Si en una muestra aleatoria del didmetro
de 9 tornillos se observa una varianza s* = 0.025, el valor del estadistico de
prueba es:

(n—1)s?

g

y, el p-valor correspondiente es P, = P(T(X) > 10) = P(x2 > 10) = 0.265.
En consecuencia, para valores de a como 0.05, 0.025, 0.001 se rechaza H :
o =0.02.

T(x) = =10 (6.20)

Ejercicios 6.6.

1. Asuma que se observa una muestra aleatoria de tamano n, X; ~ N (0, 4),
t=1,...,n; con 6 desconocido.
a) Sin =10, en la prueba hipétesis H : 0 = 0 versus K : 6 > 0,

1) Hallar el valor de la funcién de potencia en § =1, 2, 5.
2) Calcular el error de tipo IT en § =2, 3, 5.

b) Si la hipdtesis alternativa es K : § = 2, determine los valores de n
para los cuales la funcion de potencia es igual a 0.1, 0.5 y 0.8.

2. En el ejemplo 6.10, asuma que, con un nivel de significacién del 95 %,
se desea probar la hipotesis H : 0 < 2 versus K : 6 > 2. Encuentre la
grafica de

a) La funcién de potencia.

b) El error de tipo II.
3. En el ejemplo 6.11, si n = 10 y o = 0.05, determine:

a) La regién de rechazo en la prueba de H : 6 <5 versus 6 > 5.



148 CAPITULO 6. PRUEBA DE HIPOTESIS

b) La funcién de potencia en la prueba de H : § < 5 versus 0 > 5.

4. Determine la region de rechazo, de nivel de significancion «, para la
prueba de hipétesis H : 6 = 6, versus K : 0 > 6, y las funciones de
potencia y de error de tipo II, asumiendo una muestra aleatoria, de
tamano uno, de una distribucion:

a) Exponencial con media 6.

b) Uniforme en un intervalo (0, 6).

6.10 Intervalos de confianza y pruebas
de hipdtesis

Considérese el caso de una prueba de hipétesis H : 6 = 6, versus k : 0 # 0,
para la media de una distribuciéon normal con varianza conocida, definida en
la seccién 6.5.2. Para todo 6y, en el espacio paramétrico ©, se puede deter-
minar un conjunto de valores del estadistico X para los cuales no se rechaza
la hipdtesis H : 0 = 6y, en un nivel de significancia «. Dado que para este

nivel, la regién de rechazo estd dada por RR(X) = [i eR: @ > Za/2:| ,
el conjunto de los = para los cuales no se rechaza la hipotesis H es

AX)=|zeR: |7 -6 < %zm} .

Ahora se puede preguntar, dado Z, jcudl es el conjunto de parametros C'(Z)
para los cuales, a un nivel de significacion «, se acepta la hipdtesis H : 0 = 6,7
A partir de la definicién de la region de rechazo, aqui especificada, se concluye
que no se rechaza la hipétesis H : 6 = 6, si y solo si

R R
T——=2qp <O <7+

—Z2a/2-
\/ﬁ \/ﬁ a/2

Asi, dado Z, el conjunto de parametros para los cuales no se rechaza la

hipétesis H, estd dado por el conjunto C(z) ={# € R: |0 — z| < \/Lﬁza/g}.

(6.21)

Para finalizar esta seccion, el lector puede representar graficamente la relacion
definida por C(z) y A(X) para © = R.
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6.11 Hipédtesis compuestas

En esta seccion se dan tres ejemplos del planteamiento de las hipotesis com-
puestas.

Ejemplo 6.15. Supdngase que X es el numero de articulos defectuosos en
una muestra aleatoria de N objetos, tomados sin reemplazo, de un lote que
contiene b = N6 articulos defectuosos, con 6 desconocido. Un comprador de
estos lotes considera que by = N6, articulos defectuosos o mas, en cada lote,
es inaceptable y considera las hipotesis:

H :b> by versus K : b < by. (6.22)
H :b<byversus K : b > by. (6.23)

En (6.22), si el nimero de articulos defectuosos en la muestra es pequeno,
entonces se rechaza H y se acepta el lote. En (6.23), si el nimero de articulos
defectuosos en la muestra es pequeno, entonces no se rechaza H y se acepta
el lote de articulos.

Es natural que el comprador se decida por la hipétesis (6.22), puesto que
a = Py, [rechazar H] es la probabilidad de aceptar un lote que tenga més de
by articulos defectuosos. En (6.23), a = Py, [rechazar H] es la probabilidad
de no aceptar un lote, dado que tiene menos de by articulos defectuosos.

Ejemplo 6.16. Supdngase que se desea determinar si la vida media de las
bombillas producidas por una fabrica es mayor que 1/Xg. Si X;, 1 =1,...,n,
es una muestra aleatoria, de tamano n, de tiempos de vida de las bombillas,
entonces, asumiendo que los tiempos tienen una distribucion exponencial con
media 1/\, un comprador de bombillas quiere que sea pequena la probabili-
dad « de aceptar que dichas bombillas tienen una duracién mayor que 1/,
cuando en realidad tienen una duracién menor. En consecuencia, se plantean
las siguientes hipotesis:

1

H : > —.
Ao

>l =

1
< /\—0 versus K :

> =

Se puede determinar un valor de o = P% [rechazar H| como la probabilidad
0

de aceptar que las bombillas tienen un tiempo medio de vida mayor que 1/,

cuando en realidad es menor.
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Ejemplo 6.17. El interés de un comprador esta en que la probabilidad de
recibir tornillos, que tengan alta variabilidad de su didmetro, sea lo mas
pequena posible. En consecuencia, las hipotesis para plantear son

H:o0*> o}
K :o*<op

Asi, se podra controlar la probabilidad, a = Py (rechazar H), de aceptar que
la produccién de tornillos tiene una varianza en su didmetro menor que o2,
cuando en realidad tiene una varianza mayor.

Ejercicios 6.7.

1. Se desea probar la hipétesis H : ; — 6, = 0 frente a la alternativa
K : 0, — 6y # 0. Si el p-valor del estadistico de prueba esta entre 0.005
y 0.01, ;para cudles de los siguientes valores de « se rechaza la hipdtesis
H?

a1 = 0.005, ay = 0.0025, a3 = 0.01, ay = 0.02.

2. Sea X; ~ N(0,0%),i=1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamaiio n,
de una distribucién normal con varianza conocida. Si se desea probar
la hipétesis H : 6 = 0y versus K : 0 > 0y y el valor observado del
estadistico T'(X) = M de prueba es de 2.17, ;para qué valores
de a no se rechaza la hipdétesis nula?

3. En un estudio comparativo del pH medio de dos rios A y B, se hallan
los siguientes datos: ng = 50, ng =40, T4 = 8.3, T = 7.9, 4 =129y
s%4 = 9.7. jPara qué valores de « se rechaza H : 04 = 0p si la hipGtesis
alternativa es K : 04 # 0Op, y para qué valores de «, si la hipdtesis
alternativa es K : 04 > 07

4. Una empresa de maquinaria produce un 10 % de articulos defectuosos.
Para establecer un proceso de control de calidad, la gerencia establece
que si en 350 articulos, 45 resultan defectuosos, la maquina estd pro-
duciendo mas articulos defectuosos que lo establecido y que, por tanto,
debe ser reparada. ;En qué nivel de significacién se ha tomado esta
decision?
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10.

Cuatro estudiantes estan interesados en demostrar que el promedio de
las notas de su facultad es de 4.0. Cada uno de ellos obtiene una muestra
aleatoria y determina un p-valor; hallando p; = 0.045, po = 0.035, p3 =
0.011 y py = 0.0001, ;qué podra concluir cada uno de los estudiantes,
si a = 0.01,0.02,0.00047

Supongase que se tiene una observacion de una variable aleatoria X con
funcién de densidad fy(x) = § exp(—3z)I(9,00)(2). Si se desea probar la
hipotesis H : 0 = 2 versus K : 0 = 01, #; > 2, encuentre el ntimero real
¢ que determina una regiéon de rechazo de nivel de significacién a.. Halle
la funcién de potencia. Si el valor observado de la variable aleatoria es
x = 3, entonces, encuentre el p-valor de la prueba. ;Se rechaza H a un
nivel de significaciéon o de 0.057

. Supéngase que se desea probar la hipdtesis H : 0? = o3 versus K :

0? < 02y que el valor observado de F' = s?/s2 es de 0.065. Si F tiene 5
grados de libertad en el numerador y 4 en el denominador, ;qué se puede
afirmar del valor p? jPara qué valores de « se rechaza la hipdtesis?

. En un experimento, para determinar diferencias en el pH del agua de

dos rios, se obtuvieron los siguientes datos:

Rio A | 833 819 7.72 7.82 7.83 826 7.62 807 7.55 7.81 7.51

Rio B |7.62 7.64 781 7.25 790 7.76 7.60 7.53 7.69

a) Hallar intervalos de confianza para las varianzas poblacionales de
cada uno de los rios, con una confiabilidad del 99 %.

b) Probar la hipétesis: H : 02 = o} versus K : 02 # 0. | Qué puede
concluir para a = 0.005 y para a = 0.01.

. En un proceso de produccién de tornillos, si una mdquina produce

mas del 3% de articulos defectuosos se debe parar la produccién. Si se
desea una confiabilidad del 95 %, jcuantos tornillos defectuosos deben
aparecer en una muestra de trescientos para detener la produccién?

Sea X;, i = 1,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una distri-
bucién N (6, 0?), con media y varianza desconocidas. Para la prueba de
hipétesis H : 02 = o2 versus K : 02 # o2, de nivel de significacién «,

halle la funcion de potencia y grafiquela.
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11. Una muestra aleatoria conformada por la longitud de nueve tornillos de
la produccién de una empresa, tiene una media x = 7.6. Con o = 0.05
y asumiendo que la muestra proviene de una distribucion Normal con
0? = 4, efecttie una prueba de hipétesis para H : § = 6 cm frente a
la hipotesis alternativa H : # # 6 cm, utilizando la distribucion Ji-
cuadrado. Halle la funcién de potencia.



Capitulo 7

Razon de verosimilitud

Este capitulo incluye dos secciones. La primera, titulada “Lema de Neyman-
Pearson”, incluye el concepto de pruebas uniformemente mas potentes, teo-
remas fundamentales y algunos ejercicios. La segunda, titulada “Pruebas de
razon de verosimilitudes”, incluye algunos ejemplos que ilustran con algin
detalle el proceso de pruebas de hipdtesis a partir del cociente de las funciones
de verosimilitud determinadas por las hipotesis bajo estudio.

7.1 Lema de Neyman-Pearson

Supongase que se desea probar H : 0 = 0y versus K : 0 = 0y; 0, > 0, de
tamano n, basados en una muestra aleatoria X;, ¢ = 1,2,...,n, proveniente
de una funcién de densidad (o de probabilidad) p, con pardmetro 0. Para un
nivel de significacion «, la prueba de maxima potencia en # = 6; tiene region
de rechazo dada por L(x, 0y, 01) = p(x,61)/p(x,6y), donde p(x,6;),i =0, 1; es
la funcién de densidad (o de probabilidad) de X = (X7, ..., X,,) dado 0 = 0;.
Esta prueba tiene una regiéon de rechazo de la forma {x € R : T'(x) > ¢},
para algun estadistico de prueba T' determinado por

P(X7 91)

> k; k constante. 7.1
p(X7 90) o ( )

Dado que el error de tipo II es uno menos la potencia, esta es la prueba de
nivel de significacién «, con menor probabilidad de error de tipo II.

153
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Supdéngase que se desea probar la hipotesis H : 0 = 6y versus K : 6 > 6,.
Una prueba ¢*, de nivel de significaciéon «, es uniformemente mas potente
para probar H versus K, si para todo #,, mayor que 6y, 6* es la prueba més
potente de nivel de significacién « para H : 0 = 6, versus K : 0 = 0,,.
Definicién 7.1. Una prueba ¢*, de nivel de significacion «, es uniformemente
mas potente para H : 6 € ©g versus K : 0 € O, siy solo si, 5(0,5%) > (0, 9)
para todo 6 € ©, y para toda prueba ¢ de nivel de significacion «.
Ejemplo 7.1. Supéngase que se tiene una muestra aleatoria X; ~ N (6, 0?%),
1 = 1,2,...,n, de tamano n, con media desconocida y varianza conocida.
La prueba de nivel de significaciéon «, uniformemente mas potente para H :
0 = 0y versus K : 6 > 0y, se obtiene a partir de (7.1) considerando ¢, > 6,
arbitrario:

p(x,01)

p(x, 0o)

= exp —% (Z(QJZ —0,)* — Z(:cl — 90)2>]

= exp _2%2 (2(90 —0)) Zx — (0% — 9%))] : (7.2)

Asi pues, se rechaza H si el vector de valores de la muestra, x = (z1,...,2,),
es mas probable bajo la hipdtesis K que bajo la hipdtesis H, es decir, si
L(x,6y,0,) > k, para algin k > 1.

L(Xa 907 91) -

Despejando T en L(x, 6y, 0;) > k, se encuentra que la regién de rechazo estd
determinada por el conjunto

RR={xeR"jz > 20"k = by nfly K.
271(00 — Ql)

En consecuencia, L y T(X) = X son estadisticos equivalentes en el sentido
que T'(x) > k', si y solo si, L(x,0y,6,) > k. Este resultado se deriva directa-
mente de (7.2), dado que L(x,0p,6,) es una funcion estrictamente creciente
de T'(x) = z. Asi, la prueba uniformemente mas potente estd determinada
por el conjunto RR = {x € R" : Z > k'}. En consecuencia, la prueba unifor-
memente mas potente, de nivel de significacion «, tiene regién de rechazo:

RR:{XER":MZZQ}; donde zazw.

o o
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Esto indica que se rechaza H siempre que = > 6y + Za\/iﬁ.

Finalmente, dado que estos resultados son validos para todo 6; € R, mayor
que 6y, queda demostrado que L es la prueba uniformemente mas potente
para la prueba de hipotesis antes mencionada, pues 6; es un numero real
arbitrario en el intervalo (6, 00).

Ejemplo 7.2. Supdéngase ahora que, a partir de la muestra del ejemplo
7.1, se desea desarrollar la prueba uniformemente mas potente, de nivel de
significacion «, para H : 0 = 6y versus K : 0 < 0. A partir de (7.2) se sigue
que para todo 01 < 0y, L(x, 0y, 61) es una funcién estrictamente decreciente de
T'(x) = z. Por tanto, para todo nimero real positivo k, existe un nimero real
k' tal que T'(x) < k/, si y solo si, L(x,60y,0;) > k. En consecuencia, la prueba
uniformemente mas potente, de nivel de significacion «, estd determinada
por la regién de rechazo RR = {x € R" : ¥2E=0) < _, v

[

Teorema 7.1. Sea J,, la funcién critica de la prueba de hipétesis que rechaza
H : 0 = 6y, siy solo si, la razén de verosimilitud es al menos k, donde
0 <k < 0. Sea ¢ la funcién critica de una prueba cuyo tamafio no es mayor
que el tamano de dy, es decir, tal que

B(60,6) < B(0o, 31)- (7.3)

Entonces,

Demostracién. Si d;(x) = 1, entonces, dx(x) — d(x) > 0. En consecuencia,
p(x,601)/p(x,60) = k'y

p(x,601)(0k(x) = 6(x)) = kp(x, 6o) (0(x) — 6(x)). (7.5)

Ademas, si d(x) = 0, entonces, p(x,01)/p(x,60y) < k, se obtiene nuevamente

la desigualdad (7.5).

Ahora bien, integrando a ambos lados de (7.5), con respecto a x, se obtiene
que:
Ejy, (6x(X)) — Ep, (6(X)) = k[Ep, (5:(X)) — Ep, (0(X))].

Finalmente, teniendo en cuenta que ((6,0) = Ey(d(X)), a partir de (7.3) se
concluye (7.4), ya que Ey,(0x(X)) — Ey,(6(X)) > 0. O
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Ejemplo 7.3. Sea X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria,
de tamano n, de una distribuciéon Normal con media conocida y varianza
desconocida. Se desea probar que

H:0®=o0) versus K :o0®=o0}; o > op,

donde o2 representa la méxima varianza permitida en un proceso de produc-
cién. En este caso, la razén de verosimilitud, dada por (7.6), es una funcién
estrictamente creciente de Y (z; — #). En consecuencia, para todo k > 0
existe &' > 0 tal que Y7 (z; — 0)? > k' siempre que L(x,02,0%) > k.

2
Lxohol) = BN

n

_ % {l(i_i)z 07}
Asf, dado que, bajo la hipdtesis nula H, T(x) = = D21, (2 — 0)* ~ x{,),
0

la region de rechazo de la prueba uniformemente mas potente de nivel de
significacién «, esta determinada por el conjunto

n

1
RR = R": — L= 0)2 > 2
XER: 3 (w0 2 2}

0 =1
donde x = (x1,...,2,).

Obsérvese que L(X,02,01) y T(X) son estadisticos equivalentes: T'(x) >
k' Ja?, siy solo si, L(x, 0g,6,) > k.

El error de tipo II, en esta prueba de hipdtesis, estd determinado por la
expresion:

0 =1
1 n
=P, (; > (zi-0) < —gxfw>
L =1
Ejemplo 7.4. Sea X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria,

de tamano n, proveniente de una distribucién normal, con media 6 conocida
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y varianza o? desconocida. Supdéngase que se desea desarrollar la prueba
de hipdtesis, uniformemente mas potente, de nivel de significacion «, para
H : 0? = 0} versus K : 02 = 0}; 0 < 0. En este caso, L(x,0%,0%) es una
funcion estrictamente decreciente de Y1 (z; — 0)? y la regién de rechazo,
de la prueba uniformemente mas potente de nivel de significacién «, estd

determinada por el conjunto

n

1
= ne— —0)2 <2 .
RR={x€eR o 5 (x; ) _Xn,l—a}

0 =1

Ejemplo 7.5. Supdéngase que X ~ Geo(f). Para determinar la prueba uni-
formemente mas potente, de nivel de significacién «, para probar H : 6 = 6,
versus K : 0 = 0y; 6y < 0y, se determina el conjunto de los x € Z* tales que

1 o r—1
L(x,00,0,) = (Z—D) (1 _Zj)) >k (7.7

En efecto, dado que 6; > 6y, entonces, L es una funcion estrictamente de-
creciente de x € Z* vy, por ende, la region de rechazo estd determinada por
el conjunto RR = {x € Z* : x < k’'}. Ahora bien, si k' es entero, esta es
la region de rechazo, ,de la prueba uniformemente mas potente de nivel de

significacién « = Z?Zl po,(7), para la prueba de hipdtesis de H versus K,
donde p es la funcion de probabilidad Geométrica. Notese que 0 < a < 1, si
0

ysolosiO<k:§é.Sik>g—é,oc:O.

Teorema 7.2. Asuma que 0 < k < 0o y que 0§ estd definida como en el
teorema 7.1. Supongase que ¢ es la funcion critica de una prueba de hipdtesis
definida arbitrariamente en el conjunto A = {x € R™ : L(x,6y,01) = k} y tal
que §(x) = 0x(x) en el conjunto B = {x € R" : L(x,6y,0,) # k}. Entonces,
J es la prueba mas potente, de nivel de significacién oo = Py, [0(x) = 1], para
probar H : 0 = 6, versus K : 0 = 6.

Demostracién. Dado que §(x) = 1 en un subconjunto de {x € R"|0(x) =
1}, entonces, (0, 8) < Bt 0¢) v

0k (%) (p(x, 01) = kp(x,600)) = 6(x)(p(x, 01) — kp(x,6p)). (7.8)

En A, p(x,0;) = kp(x,0p). Asi, para todo x en A, ambos lados de (7.8)
se reducen a cero. En B, 6 = J; y, en consecuencia, (7.8) se reduce a
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una igualdad. Por lo anterior, integrando sobre A U B, a ambos lados de
esta igualdad, se obtiene

B(61,6) — B(61,5) = k / (64(x) — 5(x))p(x, Bo)dx > 0,

AUB
de donde 5(017 51(3) > 5(917 5)

Sea 0* una prueba para H : 0 = 0y versus K : 0 = 01, 0y < 0, tal que
B0y, 6*) < B(0o,6) < B(Bo, ). A partir del teorema (7.1), se tiene que

B(01,61) — B(01,07) = k(B(0o, 6r) — B(0o,0%))
> k(B(0o, 0x) — B(00,0))
= B(ela 6k) - 6(017 6)7
donde la primera desigualdad se sigue a partir de (7.5) y la igualdad, a partir

de (7.8). Esto significa que [(601,0*) < ((61,9), es decir, que ¢ es la prueba
uniformemente mas potente de un nivel de significacion o = Py, [0 = 1] O.

Ejemplo 7.6. Dada una observacién de la variable aleatoria X ~ U(0, 0), se
desea encontrar la prueba uniformemente mas potente para probar H : 6 = 6,
versus K : 0 = 6, con 0y < 6.

Entonces,

si0 <z <6
L(x,00,0,) =
oo sify <z <.

0
Sik= —0, la prueba
th

0 en caso contrario

{1 si L(z, 00,61) > k

tiene como region de rechazo el conjunto RR = {r € R: 0 <z < 0} y
probabilidad de error de tipo I, « = Py [z € RR| = 1.
0
Sik > 8_0’ la prueba 4, tiene como regién de rechazo el conjunto RR = {z €
1
R : 6y <z <6}y probabilidad de error de tipo I, « = Py,[x € RR] = 0.

La prueba de nivel de significacion «, 0 < a < 1, se define considerando I,
0 <1< by tal que a = B [X > 1] = 9%—;1. Asi, de acuerdo con el teorema
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7.2, la prueba uniformemente mas potente, de nivel de significacién «, tiene
como funcioén critica

() = {1 siz > 60p(1 — )

0 en caso contrario.

., . _ 0

La funcién de potencia es 5(0,0) = 1 — (1 — o) 3.
Ejemplo 7.7. Suponga que los integrantes de una poblacién se encuentran

marcados con numeros consecutivos de 1 hasta 6, siendo 6 el tamano de la
poblaciéon. Si se obtiene una muestra aleatoria con remplazo, de tamano n,

X1,...,X,, enla que se determina el nimero de cada miembro de la muestra,
entonces, la funcién de probabilidad conjunta estd dada por P(xq,...,z,) =
0",

Asi, para determinar la prueba uniformemente més potente, de nivel de sig-
nificacién «, para probar H : 6 = 0y versus K : § = 6; con 6, > 0y, se
encuentra que

9 n
(—O) sil <méx(zy,...,2,) < 6
L(Xa 00761) = 91
00 si 0y < max(zy,...,z,) < 0.
Si L(6y,01) = 0o, se rechaza H, ya que max(zy,...,x,) > 0y. Paraun j < 6y,
la prueba que rechaza H, si y solo si, méx(zy,...,x,) > j, es la prueba

uniformemente mas potente de nivel de significacion a;, ya que

o = Pgo(méX<.’L'1, s 7xn) > .7)

=1— Pp(Xy <j,. s Xy < 4)

Esto define la familia de pruebas uniformemente mas potentes, de nivel de sig-
nificacién «, j = 1,2, ..., 6y, sobre el conjunto A = {x € Z™" : L(x,0y,0,) =
(g—?)”}, donde x = (x1,...,x,).

Ejemplo 7.8. Sea X; ~ N(0,0%), i = 1,2,...,n, una muestra aleatoria de
tamano n, proveniente de una distribucién Normal, con media 6 desconocida
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y varianza o2 conocida. Para obtener la prueba uniformemente més potente,

que permita probar la hipotesis H : 0 = 0, versus K : 0 # 6, se considera la

estadistica %_4a
S(X) = M7 (7.9)
o
la cual, bajo la hipdtesis H, tiene una distribucion Normal estandar, y
bajo K, con # = 0, una distribuciéon Normal con media A = w y

varianza 1.

A partir de la estadistica S, se define la estadistica T'(X) = |S(X)| la cual,
bajo la hipdtesis K, tiene como funcion de distribucién:

—/_Z f(z)dx, (7.10)

donde f corresponde a la funcion de densidad de la distribucién Normal
estandar. Aplicando el teorema fundamental del célculo en (7.10), se obtiene
la funcion de densidad de T"

9(z,A) = FA(2)
=fz=A)+ f(=2—4)
— f(Z>6—A2/2(6Az +6_AZ).

Dado que el sistema de hipétesis H : 0 = 60y versus K : 0 # 0, puede
expresarse en términos de A como H : A = 0 versus K : A = A, para
z > 0, entonces,

L(z,0,4) = {2480
9(2,0)
= e_Af/Q (eAlz + e_Alz)
2

es una funcion estrictamente creciente de z. En consecuencia, dado que a =
Po(T > z4)2), entonces, d, es la prueba uniformemente més potente de nivel
de significacion « para H : A = 0 versus K : A = Ay.
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Asi, la funcién de potencia es

B(8,A) = 1 — PA(T(X) < Zas2)
=1- PA(—ZQ/Q < S(X) < Za/g)
1= Pa(—2aps — A < S(X) = A < 20y — A)
=1- @(za/g —A)+ (I)(—Za/g —A).

Ejercicios 7.1.

1. Sea X;,i = 1,2,3,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una
funcién de distribucién exponencial con funcién de densidad f(z) =
06_01[{1::p>0}'

a) Encuentre la regién de rechazo, de la prueba uniformemente més
potente de nivel de significacion «, para H : § = 6, versus K : 6 =

91, 91 > 90.

b) Encuentre n tal que la regién de rechazo, de la prueba uniforme-
mente mas potente de nivel de significacion «, para H : 0 = 6,
versus K : 0 = 0q; 0, > 0y, sea RR={z € R:z <0.2}.

2. Resuelva el primer ejercicio si la muestra aleatoria proviene de una

distribucién exponencial con funcién de densidad f(x) = %e‘éxl{zzbo}.

3. Sea X;, i = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de una
funcién de distribucién exponencial con funcién de densidad f(z) =

%e*5x1{$21>0}. Halle la prueba uniformemente mas potente, de nivel de
significacién «, para H : 0 = 0y versus K : 0 < 6.

4. Supdngase que se tiene una muestra aleatoria, de tamano n, proveniente
de una distribucién Bin(n,0). Encuentre la regién de rechazo de la
prueba uniformemente més potente de nivel de significacién « para
probar

a) H:0 =0y versus K : 0 = 6; 0, < 0.
b) H:60 =0, versus K : 0 = 0q; 0 > 0.
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5. 81 X;,i =1,2,...,n, es una muestra aleatoria de tamano n, que pro-
viene de una distribucién Geométrica, determine la region de rechazo
de la prueba uniformemente mas potente, de nivel de significancia «,
para la prueba de hipétesis de H : 60 = 6y versus K : 0 =01, 01 > 0y, y
grafique la funcién de potencia.

6. Suponga que se tiene una muestra aleatoria, de tamano uno, provenien-
te de una distribucién Hipergeométrica H (N6, N, n). Halle la regién de
rechazo de la prueba uniformemente més potente, de nivel de significa-
cion «, para probar H : § = 0y versus K : § = 6y, con 6; > 6.

7. Sea X; ~ N(0,0%),i=1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamaiio n,
de una distribucion Normal, con media y varianza desconocidas. Como
en el ejemplo 7.8, obtenga la prueba uniformemente mas potente, de

nivel de significacién «, para probar la hipétesis H : 8 = 6, versus
K:0 7£ (90.

8. Sea x una observacién de una variable aleatoria X(,) con funcién de
n
densidad gx,, (z) = 6—na:”_1](0’9)(:c). Determine la prueba uniforme-

mente mas potente, de nivel de significacién «, para probar H : § = 6,
versus K : 0 = 6, con 0; > 0.

7.2 Prueba de razon de verosimilitud

Suponga que X = (X7,...,X,,) tiene una funcién de densidad o funcién de
probabilidad P(x, 6), siendo x una posible realizacién de X, y que se desea
probar la hipotesis H : 0 € Oq versus K : 6 € ©1, donde ©y C R? y ©; C R?,
p > 1. Y, como estadistico de prueba, se considera la razén de verosimilitud

dada por
sup{p(x,0) : 0 € ©1}
L = ) A1
(x,60,61) sup{p(x,0) : 0 € Oy} (7.11)

Esta prueba rechaza H para valores grandes de L. En consecuencia, se rechaza
H, siy solo si, x es mas probable para algtin 6 en O;.
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Si p(x,0) es una funcién continua de 6 y Oy es de menor dimensién que
O = Oy U B, la estadistica (7.11) es igual a

sup{p(x,0) : 0 € O}
sup{p(x,0) : 0 € O}

A(x) = (7.12)

Esta estadistica rechaza H, para valores grandes de A(x).

El siguiente ejemplo ilustra los pasos a seguir en pruebas de hipétesis en las
que se aplica (7.12).

Ejemplo 7.9. Sea X;,7 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, de
una distribucién exponencial, con funcién de densidad fp(z) = %e’éxl 0, 00) ().
Dado que la funciéon de verosimilitud alcanza su valor maximo en 6 igual a
X, si se desea probar H : § = 6, versus K : 0 # 0,

- (8 ().

Entonces, derivando L con respecto a T se obtiene:

oA (B\" (1 _1 nT
oz '\ z 0y T exp 0 "

de donde se concluye que si T > 6y, entonces, L es una funcién estrictamente
creciente de ¥ y, ademas, que si 0 < & < 6y, entonces, L es una funciéon
estrictamente decreciente de . En consecuencia, en una prueba, de nivel de
significacién «, se rechaza la hipétesis H para valores de Y ", z; € (0,¢1] U
[c2,00), donde ¢, ¢o son nimeros reales tales que

ZXi<01] (0) %:Pgo

i=1

«
2 =t

zn:Xz >CQ] .

i=1
Finalmente, dado que % Yo X~ X?Qn); bajo H : 8 = 6, entonces,

cT =

Cop =
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Ejemplo 7.10. Supdngase que se tiene una muestra aleatoria de una distri-
bucién Normal N(6,02), con media y varianza desconocidas y que se desea
probar H : 6 = 6y versus K : 6 # 6y. El espacio paramétrico asociado
a la hipétesis H es ©g = {(0,0?) € R x R™| 6 = 6y,0? > 0}. Haciendo
O = {(0,0%) € R x R"|§ € R,0? > 0}, se observa que O es de menor
dimension que ©.

En consecuencia, dado que p(x,6) es una funcién continua de 6, se aplica la
estadistica (7.12) al desarrollo de la prueba de hipétesis, teniendo en cuenta
los siguientes pasos:

1. Determine las estimaciones de maxima verosimilitud (6, 62) de (0, 0?)

sobre el espacio ©. En el capitulo 2 se encontrd que estas estimaciones
son ) =X yo?=1%" (X, —X)%

2. Calcule las estimaciones de maxima verosimilitud de 6 sobre ©y. Da-
do que 6 = 6y, inicamente se debe calcular 62. Obsérvese que 63 =

% Z?:l(Xi - ‘90>2-
3. Forme el cociente que define el A(X).

~ p(X[0,6%)

AX) = p(X]6o, 55)

1 _

(2m62) "2 exp [—

|
(2703) " 2exp |~ DX~ 0]

0
A9\ N/2
99

Z(Xif)_()2+n()_<790)2
(Xi—X)?

Dado que ?ﬁ = , (7.13) puede escribirse como

mﬁ)"/?. (7.14)

donde T = YHEZ) ¢ g2 — LS~ (X, — X)2.

AX) = (1+

4. Encuentre una funcién h(A\(X)), estrictamente creciente, definida en el
rango de A, tal que h(A(X)) tenga una distribucién conocida.
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Dado que X\ es una funcién estrictamente creciente de 72 y que la
regién de rechazo de H corresponde a A(X) = (1+ —5T2)"% > ¢, la
prueba del cociente de maxima verosimilitud rechaza H si T%(X) > ¢
o, equivalentemente, si |T'(X)| > ¢/, donde ¢, ¢; y ¢ son nimeros reales
positivos. Asi, dado que T'|H ~ t,,_1, el valor ¢ para la prueba, de nivel
de significacion a;, es o251

Y finalmente, asumiendo un 6; # #,, se puede determinar la funcion de
potencia de la prueba:
B(01,6) = Po, (‘S > t§>”1>

V(X — o)
0 X 0
:]_7P91 (\/ﬁ 0 *t%,n_l < \/ﬁ < \/ﬁ 0 +t‘2¥,n—1)

S S S
0y — 0 X -6 0y — 0
=1- Py, (\/ﬁ(gl)—t‘;,n—1< Vn( S 1) < \/77((; 1)+tg,n—1)-

Asi, (.) es una funcién de 6y, es estrictamente decreciente para 6; < 6y, y
estrictamente creciente para 6, > 6.

Obsérvese que si #; < 6y, entonces, la probabilidad

p (=) K0 S, )

s lemrs S

decrece a medida que #; decrece, y si #; > 0y, entonces, la probabilidad
decrece a medida que #; crece.

Ejemplo 7.11. Supdngase que se tiene dos muestras aleatorias indepen-
dientes Xy = (Xy1,..., Xin,) ¥ Xo = (Xo1,..., Xop,), de tamafio ny y no,
respectivamente, provenientes de distribuciones N(6y,02) y N(0y,0?), res-
pectivamente. Astimase que se desea probar H : 6y = 0y versus K : 01 # 0,.
Entonces, la hipotesis de interés H esta asociada al espacio de parametros:

@0:{(01’92’02)6RXRXR+301:@229,06R,02>0}’

que es subespacio del espacio paramétrico © = {(6y,05,0%) : 0, € R, 0, €
R,0? > 0}. En consecuencia, si § y 67 son las estimaciones de méxima
verosimilitud de 6 y o2, bajo la hipétesis H, y Z1, Z» y 62 las estimaciones de

méaxima verosimilitud de 6,, 65 v o2, respectivamente, bajo la hipétesis K, y
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siguiendo el procedimiento indicado en el ejemplo anterior, en el paso 3, se
encuentra que

MXy, Xy) = (62)6%)mtn2)/2, (7.15)

donde

(2

ni ng

n&% = Z(I’h - 9)2 + Z($2z - 9)2
=1 i=1
ni

n2
no* = Z(xlz — 7))+ 2(5521 — T)°

i=1 i=1
y n = ny + ne. Asi, dado que

ni ni

Z([L’h‘ — é)Q = Z(ZL‘M — Zfl)Q + nl(fl — é)2

i=1 i=1

ni _ _ 2
Z _\2 . MT1 + Ny

— (-le’ — ZL’l) + ny|\ry — ﬁ
X 1 2

n2 n2 2

R nin
Z($2i —0)* = Z(ﬂfzz —Ty)° + 71122 (71 — 23)?,

i=1 i=1

reemplazando en el cociente de maxima verosimilitud se obtiene:

T2 )(n1+n2)/2

/\(Xla XQ) = ((A7(2)/(3'2)(7”—’—”2)/2 — (1 + 7”L1—|-—n2—2

donde T'= —X=2_ con s = —tudnz_ g2
Sy/ny +ng nitna—

Dado que la regién de rechazo corresponde a

T2 (n1+n2)/2
)
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la prueba del cociente de méaxima verosimilitud, rechaza Hy si T%(X) > ¢,
es decir, si |T(X)| > ¢, donde ¢ = /1. Dado que T'(X)[H ~ t(;,4n,—2), €l
valor ¢ para la prueba, de nivel de significacion o, es tq /2., 4n,—2-

La funcién de potencia puede determinarse como en el ejercicio anterior.

Ejercicios 7.2.

1. Supdngase que se tienen observaciones provenientes de una distribucién
N(6,0%), con 6 y 02 desconocidas, y que se desea probar H : 6 = 0
versus K : 0 > 0y. Use la prueba de razén de verosimilitud para la
prueba de hipotesis. Determine la region de rechazo y la funcion de
potencia.

2. Sea X;, 1 = 1,2,...,n, una muestra aleatoria, de tamano n, prove-
niente de una distribucién uniforme en el intervalo (0, 6). Encuentre la
region de rechazo de la prueba uniformemente mas potente, de nivel
de significacion «, para la prueba de hipétesis de H : 6 = 60y versus

KG#HO

3. Sea X; ~ N(u,vyu), i = 1,2,...,n; una muestra aleatoria, de tamano
n, proveniente de una distribucién Normal. Si g > 0y v > 0, encuentre
el cociente de razén de verosimilitud para probar Hy : v = 7y versus

K v # 7.

4. Supdngase que se tiene una observacion de una distribucion Exponen-
cial con media #. Si se desea probar H : § = 0y versus K : 6 = 0,
0y < 01, encuentre el nimero real c,, que determina la regiéon de re-
chazo de nivel de significacién . Determine la funcién de potencia y si
x =3y 0y =1, encuentre el p-valor de la prueba.

5. Sean X;, i =1,2,...,n; n variables aleatorias independientes con fun-
cién de densidad:

fao(x) =

) xa_le_%wl(om)(x), (7.16)

0>0,a>0.

Demuestre que si el nivel de significacion « es conocido, entonces,
T(X) = X es completo y suficiente para 6.
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Apéndice A
Software estadistico en R

Este apéndice incluye programas computacionales, desarrollados en el soft-
ware libre R, ttiles en el estudio de algunos de los temas tratados en este

libro.

A.1 Distribuciones de variables aleatorias

A.1.1 Tablas estadisticas

En esta seccion se indica la forma de obtener tablas estadisticas por medio
del software libre R. Incluye funciones computacionales que permiten evaluar:
la funcién de distribucién, P(X < x); la funcién de densidad y la funcién
cuantil (el menor nimero x tal que P(X < z) > ¢). Incluye, también, la
funcién computacional que permite obtener muestras pseudoaleatorias de
una distribucién.

En R se usan los prefijos ‘d’ para la densidad, ‘p’ para la funcién de dis-
tribucion acumulada, ‘q’ para la funciéon cuantil y ‘r’ para simulacién de
nimeros pseudoaleatorios. La estructura de la funcién computacional es
prefijoNombreDistribucion. Las cuatro funciones tienen los mismos ar-
gumentos; los cuales, a excepcién del primero, que depende de lo que se
desee hallar, corresponden a los parametros que definen la distribucion. En
el caso de las funciones de densidad y de distribucién, el primer argumento
corresponde a un vector de cuantiles; en el caso de la funcién cuantil, a un

171
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vector de probabilidades y, para la generacion de nimeros pseudoaleatorios,
a un numero entero positivo que indica cuantos niimeros se desean generar.

Si X ~ B(shapel, shape?2), las siguientes funciones permiten evaluar: la fun-
cién de densidad beta en cada una de las componentes de un vector x € R";
evaluar P(X < z) o P(X > z) en cada una de las componentes de un vector
x € R”, segun la especificacion que se haga del argumento lower.tail; el
nimero real x tal que P(X < z) = p, para un p conocido y obtener una
muestra aleatoria de tamano n.

# Densidad
dbeta(x, shapel, shape2, ncp = 0, log = FALSE)
# Distribucidén acumulada

pbeta(q, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
# Funcién cuantil
gbeta(p, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

# Generacién de numeros pseudo-aleatorios
rbeta(n, shapel, shape2, ncp = 0)

Los siguientes ejemplos ilustran el uso de estas funciones de R para obtener tablas
estadisticas.

Ejemplo A.1. Si X tiene distribucién Binomial con n =12y p = 0.4,

> gbinom(c(0.05), size=12, prob=.4, lower.tail=TRUE)
[1] 2

> pbinom(c(4), size=12, prob=.4, lower.tail=TRUE)
[1] 0.4381782

> dbinom(c(4), size=12, prob=.4)

[1] 0.2128409

> rbinom(6, size=12, prob=.4)

[11 337 435

Ejemplo A.2. Si X ~ N(2,16),

> gnorm(c(0.05), mean=2, sd=4, lower.tail=TRUE)

[1] -4.579415

> gnorm(c(0.05, 0.4, 0.7, 0.8), mean=2, sd=4, lower.tail=TRUE)
[1] -4.5794145 0.9866116 4.0976021 5.3664849
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> pnorm(c(2.54), mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE)

[1] 0.9944574

> pnorm(c(-1, 0,1, 1.5, 2.54), mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE)
[1] 0.1586553 0.5000000 0.8413447 0.9331928 0.9944574

> dnorm(c(2.54), mean=0, sd=1)

[1] 0.01584758

> dnorm(c(-2.54,-1, 0,1,2.54), mean=0, sd=1)

[1] 0.01584758 0.24197072 0.39894228 0.24197072 0.01584758

> rnorm(5,2,4)

[1] 0.4960678 7.1252148 5.6871103 0.5773360 -0.8119615

A.1.2 Graficas de las funciones de densidad
y distribucién

Existen varias alternativas para hacer graficas de las funciones de densidad y dis-
tribucién. A continuacion se presentan algunas:

1. Funcién de probabilidad de la distribucién Binomial.

> x <= 0:12
> plot(x,dbinom(x,size=12,prob=.4),type="h")

2. Funcion de densidad de la distribucién Normal.

> x <- seq(-11,15.5,0.1)

# Construccién de la grafica con la funcién plot
> plot(x, dnorm(x,2,4),type="1")

# Construccién de la grafica con la funcidén curve
> curve(dnorm(x,2,4), from=-11, to=15.5)

Al hacer la grafica de una funcién de densidad, se debe tener en cuenta que la
secuencia escogida corresponda al conjunto de valores de la variable donde
la funcién de densidad (probabilidad) no es nula. Para graficar variables
continuas el argumento type de la funcién plot debe ser 1, ya que este traza
una linea continua. Para graficar funciones de probabilidad el argumento es
h, correspondiente a lineas verticales (figura A.1).

3. Las funciones de distribucién acumulada se obtienen reemplazando el segun-
do argumento de plot por la funciéon de distribucién acumulada pnorm, en
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dnorm(x, 2, 4)
004 006 008 010
I I I I
dbinom(x, size = 12, prob = 0.4)
0.05 0.10 0.15 0.20
I I I

0.02
I

0.00
I

0.00
I

Figura A.1. Gréifica de las funciones de (probabilidad) densidad.

el caso de la distribucién Normal, o graficando el resultado de la funcion
ecdf, la cual calcula funciones de distribucién empiricas.

Para hacer la grafica de una funcién de distribucion se debe simular una
muestra “suficientemente grande”. En el siguiente ejemplo se simularon 1000
observaciones de una distribuciéon Binomial con n = 12 y p = 0.4 y luego,
mediante la funcién ecdf, se obtuvo su distribucién acumulada empirica,
como se muestra a continuacion:

# Grafica distribucidén acumulada

> x <- seq(-11,15.5,0.1)

> plot(x, pnorm(x, mean=2, sd=4),type="1")
# Grafica distribucién empirica

> x <= rbinom(1000,12,0.4)

> plot(ecdf (x))

A.1.3 Aproximaciéon de la distribucion Binomial a la
Normal

Santamaria & Malla (2010) presentan una propuesta didéctica consistente en dos
algoritmos de facil manejo, desarrollados en el paquete R. Estos algoritmos per-
miten ilustrar, mediante representaciones gréficas y tablas, las ideas bésicas de la
aproximacion de la distribucién Binomial a la Normal.
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Figura A.2. Grafica de las funciones de distribucién acumulada.

A.1.4 Estudio de la distribucion de los datos

A continuacion se presentan varias herramientas estadisticas que permiten asumir
que un conjunto de datos sigue el comportamiento probabilistico de una variable
aleatoria. Una primera idea acerca de la distribuciéon de un conjunto de datos, se
puede obtener mediante el uso de medidas de resumen y graficas descriptivas.

Las siguientes funciones permiten calcular la media, varianza, desviacién estandar
y cuantiles de un conjunto de datos:

A = ¢(3.03,3.19,3.46,5.88,6.43,5.53,4.26,5.22,6.74,9.97,5.60,4.47,
5.69,6.90,10.39,12.95,5.78,10.19,8.59, 16.81,15.21,6.79,10.71,9.80,
18.39,16.04,9.37,12.58,12.28,20.84, 16.84,12.75,13.41,25.46,21.51)
> hist(A)
> mean(A)
[1] 10.37314
> wvar(A)
[1] 32.7724
> sd(A)
[1] 5.724718
> summary (A)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
3.030 5.735 9.800 10.370 13.180 25.460
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A continuacidn se incluyen funciones computacionales que permiten hacer el grafico
de cajas, el histograma y la densidad empirica a partir de un conjunto de datos
(figura A.3):

# Histograma

> Hist(A,scale="density")

# Densidad

> plot(density(A), col="red")

density.default(x = A)

008
I

006
I

004
I

002
I

000 001 002 003 004 005 006 007

==

0 5 10 15 20 2 30 0 10 20 30

000

A N=35 Bandwidth=2456

Figura A.3. Diagrama de cajas, histograma y densidad empirica.

A partir de un supuesto inicial, acerca de qué distribucién es apropiada para el
analisis estadistico de un conjunto de datos, y mediante la prueba de Kolmogorov-
Smirnov se determina si tal supuesto es correcto o no. Esto se hace aplicando
la funcién ks.test, la cual tiene como argumentos el vector de datos; un objeto
tipo character correspondiente al nombre dado por R para la distribucion que se
quiere contrastar, precedida del prefijo ‘p’; argumentos correspondientes al valor
de los parametros que determinan la distribucién y la especificacion de la hipdtesis
alternativa.

> ks.test(A,"pgamma",3.4554458, 0.3331147,alternative="two.sided")
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: A

D = 0.1284, p-value = 0.5671

alternative hypothesis: two-sided

Los intervalos de confianza y las pruebas de hipdtesis, vistos en los capitulos 5 y 6,
asumen normalidad de la variable respuesta. Este supuesto se valida mediante el
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test de Shapiro, el cual en R puede desarrollarse mediante la funciéon shapiro.test,
que tiene como unico argumento el vector de observaciones:

> shapiro.test(A)
Shapiro-Wilk normality test

data: A
W = 0.927, p-value = 0.02282

Un gréafico de envelope permite no solo verificar si una muestra aleatoria proviene
de una distribuciéon determinada, sino también observar qué tan erréneo es el
supuesto inicial respecto a la funcion de distribucion y si existen puntos aberrantes
de la muestra que hagan que las conclusiones de las pruebas de Kolmogorov-
Smirnov no sean vélidas (Atkinson, 1973). El paquete car contiene la funcién
qqPlot, la cual permite crear envelopes asumiendo las distribuciones listadas en
la tabla A.3.3. Los argumentos de esta funcién son similares a los de la funcién
ks.test., la diferencia estd en que la distribucién especificada no estd precedida
por la letra ‘p’.

A continuacion se usa este comando para hacer envelopes tomando como argu-
mento el conjunto de datos A.

> library(car)
> qqPlot (A, "gamma",3.4554458, 0.3331147)
> qqPlot (A, "norm" ,mean(A),sd(A))

A.2 Estimaciones de maxima verosimilitud

En esta seccién se describe un procedimiento de maximizacion que permite obte-
ner estimaciones de maxima verosimilitud de los pardmetros de una distribucién.
Se usa la funciéon maxLik contenida en el paquete del mismo nombre. Para lo
cual se crea un objeto tipo est, correspondiente a la funcién de log-verosimilitud,
cuyo argumento es el vector de parametros a estimar. En este procedimiento se
proporcionan valores iniciales de los parametros.

A continuacion se hallan las estimaciones de méxima verosimilitud de los parame-
tros de una distribucién Gamma, a partir del conjunto de datos introducidos en
la seccién (A.1.4).
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Figura A.4. Envelopes.

# Longitud de la muestra
n=length(A)

# Funcién de verosimilitud de la distribucién gamma
log.ver.gamma <- function(theta) {

k = thetal[1]

lambda = thetal2]

nxk*log(lambda) - nxlog(gamma(k)) - lambda*sum(A)
+ (k-1)*sum(log(A))
}

# Estimacién maximo verosimil

est <- maxLik(log.ver.gamma, start=c(l,1), print.level=2)

# Resultados de la estimacién de parametros
> est$estimate
[1] 3.4554458 0.3331147

430

440
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A.3 Intervalos de confianza y pruebas de
hipétesis basados en normalidad

En esta secciéon se consideran funciones computacionales que permiten obtener
estimaciones puntuales y por intervalos de la media, varianza y probabilidad de
éxito para una y dos poblaciones y de las cantidades necesarias para el juzgamiento
de hipdtesis relacionadas con estos parametros.

A.3.1 Inferencia para la media poblacional

R tiene la ventaja de que con una tinica salida se consiguen las estimaciones puntua-
les, las estimaciones por intervalos y las cantidades de interés para el juzgamiento
de hipdtesis. Por otra parte, al variar los argumentos de la funcién computacional,
se obtienen todos los escenarios posibles dependiendo de los supuestos hechos sobre
las varianzas poblacionales.

» Varianza conocida

Las siguientes funciones permiten obtener el intervalo de confianza, el es-
tadistico de prueba y el p-valor, para concluir acerca de si la resistencia
media puede considerarse igual a 0.3 (véase ejercicio 3, de la seccién 5.1).

resistencia <- ¢(5.3,5,5.2,4.9,4.8,5.1,5.3,4.7,5.2,4.7)

# Funcidén que genera el intervalo de confianza

> IC.mu <- function(x,sigma,confidence) {
1i = mean(x) - gnorm((l-confidence)/2,lower.tail=F)
xsigma/sqrt (length(x))
1ls = mean(x) + gnorm((l-confidence)/2,lower.tail=T)
xsigma/sqrt (length(x))
ic = cbind(1i,1s)
list(cat(paste(confidence, "percent confidence interval \n")))
return(ic)

\2

IC.mu(resistencia,0.16,0.95)
0.95 percent confidence interval
1li 1s

[1,] 4.920833 5.119167

# Funcién que genera la prueba de hipdtesis
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> resistencia <- ¢(5.3,5,5.2,4.9,4.8,5.1,5.3,4.7,5.2,4.7)
hip.mu <- function(x,mu,sigma,confidence) {

z = sqrt(length(x)) * (mean(x)-mu)/sigma

df = length(x)-1

p-value = 2xpnorm(abs(z),lower.tail=F)

if (p.value<(l-confidence)){salida="Se rechaza la hipétesis
nula"}

else{salida="No se rechaza la hipétesis nula"}
list(paste("z=",z,", df=",df,", p-value=",p.value),salida)

> hip.mu(resistencia,mu=0.3,sigma=0.16,confidence=0.95)
[[11]
[1] "z= 93.2871909749672 , df= 9 , p-value= 0"

[[2]] [1] "Se rechaza la hipétesis nula"

» Varianza desconocida

La funcion t.test permite desarrollar pruebas t, para una y dos muestras,
bajo el escenario de varianzas desconocidas. Para ilustrar el uso de la funcién
t.test considérese el ejercicio 1 de la seccién (5.2).

diametro <- ¢(0.51,0.48,0.53,0.49,0.52,0.49,0.50)
t = t.test(x=diametro,y=NULL,mu=0.53,
alternative="two.sided",conf.level=0.98)

El primer argumento de esta funcién corresponde al vector de datos. Te-
niendo en cuenta que se trata de hacer inferencias para una poblacién, el
segundo argumento, o bien, no se especifica o se le asigna NULL; el argu-
mento mu corresponde al valor de la media asumido bajo la hipotesis nula;
en el argumento alternative se especifica la hipotesis alternativa, siendo
posibles las opciones two.sided less o greater y, por iltimo, se especifi-
ca el nivel de confianza en el argumento conf .level, expresado como una

probabilidad.

La salida de esta funcion, para la prueba de hipdtesis con alternativa de dos
colas, es:

>t
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One Sample t-test

data: diametro
t = -3.9908, df = 6, p-value = 0.007194
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0.53
95 percent confidence interval:
0.4862148 0.5194995
sample estimates:
mean of x
0.5028571

En la primera linea de la salida, t corresponde al valor del estadistico de
prueba, df a los grados de libertad de su distribuciéon y p-value al p-valor.
En la segunda linea se verifica la hipdtesis alternativa, planteada de acuerdo
con la especificacién hecha en el argumento alternative. La quinta linea
muestra el intervalo de confianza para la media poblacional, y en la tltima,
la estimacion puntual de la media.

Cuando se trabaja con un nimero grande de hipétesis, puede necesitarse
solo una parte de la salida, por ejemplo, una lista con los p-valores. Ahora
bien, para la extraccion del p-valor se usa la siguiente instruccion:

> t$p.value
[1] 0.007194035

Se puede extraer cualquier valor retornado por la funcién t.test usando la
instruccién names.

> names (t)
[1] "statistic" ‘"parameter" "p.value" "conf.int" "estimate"
[6] "null.value" "alternative" "method" "data.name"

La estructura de esta salida se conserva igual para todas las otras inferencias.

Diferencia de medias poblacionales, asumiendo varianzas
iguales

Considérense los datos del ejercicio 8 de la seccién (6.7). En este caso, el
segundo vector, notado y, corresponde a los datos de la segunda muestra y mu
a la diferencia entre las medias poblacionales, asumida bajo la hipétesis nula.
En esta funcién debe incluirse un nuevo argumento en donde se declare si se
asume o no varianzas poblacionales iguales, este argumento es var.equal.
En el siguiente ejemplo se asume igualdad entre las varianzas:
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> rioA <- ¢(8.33,8.19,7.72,7.82,7.83,8.26,7.62,8.07,7.55,

7.81,7.51)

> rioB <- ¢(7.62,7.64,7.81,7.25,7.90,7.76,7.60,7.53,7.69)

> t.test(x=rioA, y = rioB, alternative = c("two.sided",
"less",

+ "greater"), mu = 0, var.equal = TRUE,conf.level = 0.95)

Two Sample t-test

data: rioA and rioB
t = 2.1364, df = 18, p-value = 0.04664
alternative hypothesis: true difference in means is not equal
to O 95 percent confidence interval:
0.00395317 0.47261249
sample estimates:
mean of x mean of y
7.882727 T7.644444

A.3.2 Inferencia para la varianza poblacional

Para hacer inferencias sobre la varianza poblacional se utiliza la funcion var.test,
la cual tiene una estructura semejante a la funcion t.test. Todos sus argumentos
son iguales con excepcién del pardmetro mu, el cual se reemplaza por el argumento
ratio, que corresponde al valor del cociente de varianzas poblacionales, asumido
bajo la hipdtesis nula.

Nuevamente se recurre al uso de funciones creadas por el usuario para hacer infe-
rencias acerca de la varianza poblacional.

# Intervalo de confianza
IC.sigma <- function(x,confidence) {

n = length(x)

1ls = (n-1)*var(x)/qchisq((1-confidence)/2,n-1)
1li = (n-1)*var(x)/qchisq((l+confidence)/2,n-1)
ic = cbind(1i,1s)

list(cat(paste(confidence, "percent confidence interval \n")))
return(ic)

# Prueba de hipdétesis H: sigma™2= sigma”2_0 versus k:sigma"2>sigma”2_0.
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hip.sigma <- function(x,sigma,confidence) {
df = length(x)-1
x = df * var(x)/sigma
p.value = pchisq(x,df,lower.tail=F)
if (p.value<(l-confidence)){salida="Se rechaza la hipétesis nula"}
else{salida="No se rechaza la hipétesis nula"}
list(paste("xhi=",x,", df=",df,", p-value=",p.value),salida)
}

Para ilustrar el uso de estas funciones, se retoma el conjunto de datos de la seccién
(A.3.1), en el cual se asumi6 que el valor de la varianza poblacional es igual a 0.16

> hip.sigma(resistencia,0.4,0.95)
[[1]1]
[1] "xhi= 1.24 , df= 9 , p-value= 0.9986544478"

[[2]] [1] "No se rechaza la hipétesis nula"

> IC.sigma(resistencia,0.95)

0.95 percent confidence interval
1i 1s

[1,] 0.02607402 0.1836772

Ahora, mediante el uso de la funcién var.test, se determina si el supuesto de
varianzas poblacionales iguales se acepta en el ejercicio del pH de dos rios, con un
nivel de confianza del 95 %:

> var.test(x=rioA,y=rioB,alternative=c("two.sided") ,ratio=1,
conf.level=0.95)

F test to compare two variances

data: rioA and rioB
F =2.3735, num df = 10, denom df = 8, p-value = 0.2334
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.5526079 9.1496649

sample estimates:
ratio of variances

2.373521
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A.3.3 Inferencia sobre la probabilidad de éxito

En esta seccion se presentan los cédigos que permiten hacer inferencias respecto a
la probabilidad de éxito. La funcién prop.test calcula intervalos de confianza y
pruebas de hipotesis aproximados para la probabilidad de éxito de k poblaciones.
Los argumentos de la funcién son un vector x que contiene el nimero de éxitos,
un vector n que contiene el nimero de ensayos, y un vector p que contiene la
probabilidad de éxito asumida bajo la hipdtesis nula. El intervalo de confianza,
para valores grandes de n, se obtiene especificando correct=F. A continuacion se
ilustra esta funciéon asumiendo 400 ensayos, 80 éxitos y p = 0.5. La salida sigue el
esquema de las funciones t.test y var.test.

> prop.test(x=80,n=400,p=0.5,alternative="two.sided",conf.level=0.95)
1-sample proportions test with continuity correction

data: 80 out of 400, null probability 0.5
X-squared = 142.8025, df = 1, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.1625896 0.2432985

sample estimates:

p
0.2

> prop.test(x=80,n=400,p=0.5,alternative="two.sided",
conf.level=0.95,
correct=F)

1-sample proportions test without continuity correction

data: 80 out of 400, null probability 0.5
X-squared = 144, df = 1, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.1637371 0.2419703

sample estimates:

p
0.2
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> prop.test(x=c(12,24) ,n=c(150,150) ,alternative="1less",
conf.level=0.95,
correct=T)

2-sample test for equality of proportions with continuity
correction

data: c¢(12, 24) out of c(150, 150)
X-squared = 3.8194, df = 1, p-value = 0.02533
alternative hypothesis: less
95 percent confidence interval:
-1.00000000 -0.01208232
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.08 0.16

Inferencias no aproximadas, para una tinica muestra, pueden hacerse usando la fun-
cién binom.test, la cual tiene los mismos argumentos que la funcién prop.test:

> binom.test (x=80,n=400,p=0.5,alternative="two.sided",
conf.level=0.95)

Exact binomial test

data: 80 and 400
number of successes = 80, number of trials = 400, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true probability of success is not equal
to 0.5 95 percent confidence interval:
0.1618952 0.2426100
sample estimates:
probability of success
0.2
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Distribucién Nombre en R Argumentos Significado

adicionales
Beta beta shapel Pardmetro de forma 1

shape?2 Pardmetro de forma 2

ncp Parametro de no centralidad
Binomial binom size Ntmero de ensayos

prob Probabilidad de éxito en cada ensayo
Ji-cuadrado chisq df Grados de libertad

ncp Parametro de no centralidad
Exponencial exp rate Tasa de falla/éxito
F de Snedecor f df1 Grados de libertad en el numerador

df2 Grados de libertad en el denominador

ncp Pardmetro de no centralidad
Gamma gamma shape Pardmetro de forma

scale Parametro de escala
Geométrica geom prob Probabilidad de éxito
Hipergeométrica  hyper m Numero de bolas blancas

n Ntmero de bolas negras

k Numero de extracciones
Log-normal lnorm meanlog Media de la poblacién

en escala logaritmica
sdlog Desviacién estdndar de la poblaciéon
en escala logaritmica

Logistica logis location Parametro de localizacién

scale Pardametro de escala
Binomial negativa nbinom size Numero de ensayos positivos

prob Probabilidad de éxito
Normal norm mean Media de la poblacién

sd Desviacion estandar de la poblacion
Poisson pois lambda Media de la poblacién
t de Student t df Grados de libertad

ncp Parametro de no centralidad
Uniforme unif min Minimo valor posible

max Maéximo valor posible

Tabla A.1. Tablas estadisticas.
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Tablas estadisticas

Tabla B.1: Distribucién Binomial acumulada: P(Y < a).

n x 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,33 0,35 0,40 0,45 0,50
0 0,9801 0,9025 0,8100 0,7225 0,6400 0,5625 0,4900 0,448 0,4225 0,3600 0,3025 0,2500
2 10,9999 0,9975 0,9900 0,9775 0,9600 0,9375 0,9100 0,8911 0,8775 0,8400 0,7975 0,7500
21,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 09703 0,8574 0,7290 0,6141 0,5120 0,4219 0,3430 0,3008 0,2746 0,2160 0,1664 0,1250
3 10,9997 0,9928 0,9720 0,9392 0,8960 0,8438 0,7840 0,7452 0,7183 0,6480 0,5748 0,5000
21,0000 0,9999 0,9990 0,9966 0,9920 0,9844 0,9730 0,9641 0,9571 0,9360 0,9089 0,8750
31,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9606 0,8145 0,6561 0,5220 0,4096 0,3164 0,2401 0,2015 0,1785 0,1296 0,0915 0,0625
10,9994 0,9860 0,9477 0,8905 0,8192 0,7383 0,6517 0,5985 0,5630 0,4752 0,3910 0,3125
4 21,0000 0,9995 0,9963 0,9880 0,9728 0,9492 0,9163 0,8918 0,8735 0,8208 0,7585 0,6875
31,0000 1,0000 0,9999 0,9995 0,9984 0,9961 0,9919 0,9881 0,9850 0,9744 0,9590 0,9375
41,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9510 0,7738 0,5905 0,4437 0,3277 0,2373 0,1681 0,1350 0,1160 0,0778 0,0503 0,0312
10,9990 0,9774 0,9185 0,8352 0,7373 0,6328 0,5282 0,4675 0,4284 0,3370 0,2562 0,1875
5 2 1,0000 09988 09914 0,9734 09421 0,8965 0,8369 0,7950 0,7648 0,6826 0,5931 0,5000
31,0000 1,0000 0,9995 0,9978 0,9933 0,9844 0,9692 0,9564 0,9460 0,9130 0,8688 0,8125
41,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9997 0,9990 0,9976 0,9961 0,9947 0,9898 0,9815 0,9688
51,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9415 0,7351 0,5314 0,3771 0,2621 0,1780 0,1176 0,0905 0,0754 0,0467 0,0277 0,0156
10,9985 0,9672 0,8857 0,7765 0,6554 0,5339 0,4202 0,3578 0,3191 0,2333 0,1636 0,1094
21,0000 0,9978 0,9842 0,9527 0,9011 0,8306 0,7443 0,6870 0,6471 0,5443 0,4415 0,3437
6 3 1,0000 0,9999 0,9987 0,9941 0,9830 0,9624 0,9295 0,9031 0,8826 0,8208 0,7447 0,6562
41,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9984 0,9954 0,9891 0,9830 0,9777 0,9590 0,9308 0,8906
51,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993 0,9987 0,9982 0,9959 0,9917 0,9844
6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 0,9321 0,6983 0,4783 0,3206 0,2097 0,1335 0,0824 0,0606 0,0490 0,0280 0,0152 0,0078
10,9980 0,9556 0,8503 0,7166 0,5767 0,4449 0,3294 0,2696 0,2338 0,1586 0,1024 0,0625
21,0000 0,9962 0,9743 0,9262 0,8520 0,7564 0,6471 0,5783 0,5323 0,4199 0,3164 0,2266
; 3 10000 009998 09973 09879 09667 0,9204 0,8740 0,8318 0,8002 0,7102 0,6083 0,5000
41,0000 1,0000 0,9998 0,9988 0,9953 0,9871 0,9712 0,9566 0,9444 0,9037 0,8471 0,7734
51,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9987 0,9962 0,9935 0,9910 0,9812 0,9643 0,9375
6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9996 0,9994 0,9984 0,9963 0,9922
71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0 09227 0,6634 0,4305 0,2725 0,1678 0,1001 0,0576 0,0406 0,0319 0,0168 0,0084 0,0039
10,9973 0,9428 10,8131 0,6572 0,5033 0,3671 0,2553 0,2006 0,1691 0,1064 0,0632 0,0352
20,9999 0,9942 0,9619 0,8948 0,7969 0,6785 0,5518 0,4764 0,4278 0,3154 0,2201 0,1445
31,0000 0,9996 0,9950 0,9786 0,9437 0,8862 0,8059 0,7481 0,7064 0,5941 0,4770 0,3633
8 4 11,0000 1,0000 0,9996 0,9971 0,9896 0,9727 0,9420 0,9154 0,8939 0,8263 0,7396 0,6367
51,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9988 0,9958 0,9887 0,9813 0,9747 0,9502 0,9115 0,8555
6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9987 0,9976 0,9964 0,9915 0,9819 0,9648
71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9998 0,9993 0,9983 0,9961
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Tabla B.1: continua

n X 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,33 0,35 0,40 0,45 0,50
8 11,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0 0,9135 0,6302 0,3874 0,2316 0,1342 0,0751 0,0404 0,0272 0,0207 0,0101 0,0046 0,0020
10,9966 0,9288 0,7748 0,5995 0,4362 0,3003 0,1960 0,1478 0,1211 0,0705 0,0385 0,0195

2 0,9999 10,9916 0,9470 0,8591 0,7382 0,6007 0,4628 0,3854 0,3373 0,2318 0,1495 0,0898

3 11,0000 0,9994 0,9917 0,9661 0,9144 0,8343 0,7297 0,6585 0,6089 0,4826 0,3614 0,2539

9 41,0000 11,0000 0,9991 0,9944 0,9804 0,9511 0,9012 0,8602 0,8283 0,7334 0,6214 0,5000
5 11,0000 1,0000 0,9999 0,9994 0,9969 0,9900 0,9747 0,9596 0,9464 0,9006 0,8342 0,7461

6 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9987 0,9957 0,9922 0,9888 0,9750 0,9502 0,9102
71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9991 0,9986 0,9962 0,9909 0,9805

8 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9997 0,9992 0,9980

9 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0 0,9044 0,5987 0,3487 10,1969 0,1074 0,0563 0,0282 0,0182 0,0135 0,0060 0,0025 0,0010
10,9957 0,9139 0,7361 0,5443 0,3758 0,2440 0,1493 0,1080 0,0860 0,0464 0,0233 0,0107
20,9999 0,9885 0,9298 0,8202 0,6778 0,5256 0,3828 0,3070 0,2616 0,1673 0,0996 0,0547
31,0000 0,9990 0,9872 0,9500 0,8791 0,7759 0,6496 0,5684 0,5138 0,3823 0,2660 0,1719

4 11,0000 0,9999 0,9984 0,9901 0,9672 0,9219 0,8497 0,7936 0,7515 0,6331 0,5044 0,3770

10 5 1,0000 1,0000 0,9999 0,9986 0,9936 0,9803 0,9527 0,9268 0,9051 0,8338 0,7384 0,6230
61,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9991 0,9965 0,9894 0,9815 0,9740 0,9452 0,8980 0,8281
71,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9984 0,9968 0,9952 0,9877 0,9726 0,9453

8 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9997 0,9995 0,9983 0,9955 0,9893

9 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9997 0,9990

10 1,0000 11,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000




189

Tabla B.2. Distribucién Normal Estdndar: P(0 < z < a), donde a es un nimero
real positivo.

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0

0.0000
0.0398
0.0793
0.1179
0.1554
0.1915
0.2257
0.2580
0.2881
0.3159
0.3413
0.3643
0.3849
0.4032
0.4192
0.4332
0.4452
0.4554
0.4641
0.4713
0.4772
0.4821
0.4861
0.4893
0.4918
0.4938
0.4953
0.4965
0.4974
0.4981
0.4987

0.0040
0.0438
0.0832
0.1217
0.1591
0.1950
0.2291
0.2611
0.2910
0.3186
0.3438
0.3665
0.3869
0.4049
0.4207
0.4345
0.4463
0.4564
0.4649
0.4719
0.4778
0.4826
0.4864
0.4896
0.4920
0.4940
0.4955
0.4966
0.4975
0.4982
0.4987

0.0080
0.0478
0.0871
0.1255
0.1628
0.1985
0.2324
0.2642
0.2939
0.3212
0.3461
0.3686
0.3888
0.4066
0.4222
0.4357
0.4474
0.4573
0.4656
0.4726
0.4783
0.4830
0.4868
0.4898
0.4922
0.4941
0.4956
0.4967
0.4976
0.4982
0.4987

0.0120
0.0517
0.0910
0.1293
0.1664
0.2019
0.2357
0.2673
0.2967
0.3238
0.3485
0.3708
0.3907
0.4082
0.4236
0.4370
0.4484
0.4582
0.4664
0.4732
0.4788
0.4834
0.4871
0.4901
0.4925
0.4943
0.4957
0.4968
0.4977
0.4983
0.4988

0.0160
0.0557
0.0948
0.1331
0.1700
0.2054
0.2389
0.2704
0.2995
0.3264
0.3508
0.3729
0.3925
0.4099
0.4251
0.4382
0.4495
0.4591
0.4671
0.4738
0.4793
0.4838
0.4875
0.4904
0.4927
0.4945
0.4959
0.4969
0.4977
0.4984
0.4988

0.0199
0.0596
0.0987
0.1368
0.1736
0.2088
0.2422
0.2734
0.3023
0.3289
0.3531
0.3749
0.3944
0.4115
0.4265
0.4394
0.4505
0.4599
0.4678
0.4744
0.4798
0.4842
0.4878
0.4906
0.4929
0.4946
0.4960
0.4970
0.4978
0.4984
0.4989

0.0239
0.0636
0.1026
0.1406
0.1772
0.2123
0.2454
0.2764
0.3051
0.3315
0.3554
0.3770
0.3962
0.4131
0.4279
0.4406
0.4515
0.4608
0.4686
0.4750
0.4803
0.4846
0.4881
0.4909
0.4931
0.4948
0.4961
0.4971
0.4979
0.4985
0.4989

0.0279
0.0675
0.1064
0.1443
0.1808
0.2157
0.2486
0.2794
0.3078
0.3340
0.3577
0.3790
0.3980
0.4147
0.4292
0.4418
0.4525
0.4616
0.4693
0.4756
0.4808
0.4850
0.4884
0.4911
0.4932
0.4949
0.4962
0.4972
0.4979
0.4985
0.4989

0.0319
0.0714
0.1103
0.1480
0.1844
0.2190
0.2517
0.2823
0.3106
0.3365
0.3599
0.3810
0.3997
0.4162
0.4306
0.4429
0.4535
0.4625
0.4699
0.4761
0.4812
0.4854
0.4887
0.4913
0.4934
0.4951
0.4963
0.4973
0.4980
0.4986
0.4990

0.0359
0.0753
0.1141
0.1517
0.1879
0.2224
0.2549
0.2852
0.3133
0.3389
0.3621
0.3830
0.4015
0.4177
0.4319
0.4441
0.4545
0.4633
0.4706
0.4767
0.4817
0.4857
0.4890
0.4916
0.4936
0.4952
0.4964
0.4974
0.4981
0.4986
0.4990
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APENDICE B. TABLAS ESTADISTICAS

Tabla B.3. Puntos porcentuales de la distribucién t: P(Y < a).

v 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995
1 01584 0.3249 0.5095 0.7265 1.0000 1.3764 1.9626 3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567
2 0.1421 0.2887 0.4447 0.6172 0.8165 1.0607 1.3862 1.8856 2.9200  4.3027  6.9646  9.9248
3 0.1366 0.2767 0.4242 0.5844 0.7649 0.9785 1.2498 1.6377 2.3534  3.1824  4.5407  5.8409
4 0.1338 0.2707 0.4142 0.5686 0.7407 0.9410 1.1896 1.5332 2.1318  2.7764  3.7469  4.6041
5 0.1322 0.2672 0.4082 0.5594 0.7267 0.9195 1.1558 1.4759 2.0150 2.5706  3.3649  4.0321
6 0.1311 0.2648 0.4043 0.5534 0.7176 0.9057 1.1342 1.4398 1.9432 2.4469  3.1427 3.7074
7 0.1303 0.2632 0.4015 0.5491 0.7111 0.8960 1.1192 1.4149 1.8946 2.3646  2.9980  3.4995
8 0.1297 0.2619 0.3995 0.5459 0.7064 0.8889 1.1081 1.3968 1.8595  2.3060  2.8965  3.3554
9 0.1293 0.2610 0.3979 0.5435 0.7027 0.8834 1.0997 1.3830 1.8331  2.2622  2.8214  3.2498
10 0.1289 0.2602 0.3966 0.5415 0.6998 0.8791 1.0931 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638  3.1693
1101286 0.2596 0.3956 0.5399 0.6974 0.8755 1.0877 1.3634 1.7959  2.2010 2.7181  3.1058
12 0.1283 0.2590 0.3947 0.5386 0.6955 0.8726 1.0832 1.3562 1.7823  2.1788  2.6810  3.0545
13 0.1281 0.2586 0.3940 0.5375 0.6938 0.8702 1.0795 1.3502 1.7709 2.1604  2.6503  3.0123
14 0.1280 0.2582 0.3933 0.5366 0.6924 0.8681 1.0763 1.3450 1.7613  2.1448 2.6245 2.9768
15 0.1278 0.2579 0.3928 0.5357 0.6912 0.8662 1.0735 1.3406 1.75631  2.1314  2.6025  2.9467
16 0.1277 0.2576 0.3923 0.5350 0.6901 0.8647 1.0711 1.3368 1.7459  2.1199  2.5835  2.9208
17 01276 0.2573 0.3919 0.5344 0.6892 0.8633 1.0690 1.3334 1.7396  2.1098  2.5669  2.8982
18 0.1274 0.2571 0.3915 0.5338 0.6884 0.8620 1.0672 1.3304 1.7341  2.1009  2.5524  2.8784
19 01274 0.2569 0.3912 0.5333 0.6876 0.8610 1.0655 1.3277 1.7291  2.0930  2.5395  2.8609
20 0.1273 0.2567 0.3909 0.5329 0.6870 0.8600 1.0640 1.3253 1.7247  2.0860  2.5280  2.8453
21 0.1272 0.2566 0.3906 0.5325 0.6864 0.8591 1.0627 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
22 0.1271 0.2564 0.3904 0.5321 0.6858 0.8583 1.0614 1.3212 1.7171 2.0739  2.5083  2.8188
23 0.1271 0.2563 0.3902 0.5317 0.6853 0.8575 1.0603 1.3195 1.7139  2.0687  2.4999  2.8073
24 0.1270 0.2562 0.3900 0.5314 0.6848 0.8569 1.0593 1.3178 1.7109  2.0639  2.4922  2.7969
25 0.1269 0.2561 0.3898 0.5312 0.6844 0.8562 1.0584 1.3163 1.7081  2.0595  2.4851  2.7874
26 0.1269 0.2560 0.3896 0.5309 0.6840 0.8557 1.0575 1.3150 1.7056  2.0555  2.4786  2.7787
27 0.1268 0.2559 0.3894 0.5306 0.6837 0.8551 1.0567 1.3137 1.7033 2.0518  2.4727  2.7707
28 0.1268 0.2558 0.3893 0.5304 0.6834 0.8546 1.0560 1.3125 1.7011 2.0484 24671  2.7633
29 0.1268 0.2557 0.3892 0.5302 0.6830 0.8542 1.0553 1.3114 1.6991  2.0452  2.4620  2.7564
30 0.1267 0.2556 0.3890 0.5300 0.6828 0.8538 1.0547 1.3104 1.6973 2.0423 24573  2.7500
40 0.1265 0.2550 0.3881 0.5286 0.6807 0.8507 1.0500 1.3031 1.6839  2.0211 24233  2.7045
50 0.1263 0.2547 0.3875 0.5278 0.6794 0.8489 1.0473 1.2987 1.6759  2.0086  2.4033  2.6778
60 0.1262 0.2545 0.3872 0.5272 0.6786 0.8477 1.0455 1.2958 1.6706 2.0003  2.3901  2.6603
70 0.1261 0.2543 0.3869 0.5268 0.6780 0.8468 1.0442 1.2938 1.6669 1.9944  2.3808  2.6479
80 0.1261 0.2542 0.3867 0.5265 0.6776 0.8461 1.0432 1.2922 1.6641 1.9901 23739  2.6387
90 0.1260 0.2541 0.3866 0.5263 0.6772 0.8456 1.0424 1.2910 1.6620 1.9867 2.3685 2.6316
100 0.1260 0.2540 0.3864 0.5261 0.6770 0.8452 1.0418 1.2901 1.6602  1.9840  2.3642  2.6259
110 0.1260 0.2540 0.3863 0.5259 0.6767 0.8449 1.0413 1.2893 1.6588 1.9818  2.3607  2.6213
120 0.1259 0.2539 0.3862 0.5258 0.6765 0.8446 1.0409 1.2886 1.6577 1.9799  2.3578  2.6174
oo 0.1257 0.2534 0.3853 0.5244 0.6745 0.8417 1.0365 1.2816 1.6450 1.9602  2.3267  2.5763
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Tabla B.4. Puntos porcentuales de la distribucién y?2.

v 0.5 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
1 0.4549 1.3233 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349 7.8794  10.8276
2 1.3863 2.7726 4.6052 5.9915 7.3778 9.2103  10.5966  13.8155
3 2.3660 4.1083 6.2514 7.8147 9.3484  11.3449 12.8382  16.2662
4 3.3567 5.3853 7.7794 9.4877  11.1433  13.2767  14.8603  18.4668
5  4.3515 6.6257 9.2364 11.0705 12.8325 15.0863  16.7496  20.5150
6  5.3481 7.8408  10.6446  12.5916 14.4494 16.8119  18.5476  22.4577
7 6.3458 9.0371  12.0170  14.0671  16.0128 184753  20.2777  24.3219
8§ 7.3441 10.2189  13.3616  15.5073  17.5345  20.0902  21.9550  26.1245
9 83428  11.3888  14.6837  16.9190 19.0228  21.6660  23.5894  27.8772
10 9.3418  12.5489  15.9872  18.3070  20.4832  23.2093  25.1882  29.5883
11 10.3410  13.7007  17.2750  19.6751  21.9200 24.7250  26.7568  31.2641
12 11.3403  14.8454  18.5493  21.0261  23.3367  26.2170  28.2995  32.9095
13 123398  15.9839  19.8119  22.3620 24.7356  27.6882  29.8195  34.5282
14 13.3393  17.1169  21.0641  23.6848  26.1189  29.1412  31.3193  36.1233
15 14.3389  18.2451  22.3071  24.9958  27.4884  30.5779  32.8013  37.6973
16 15.3385  19.3689  23.5418  26.2962  28.8454  31.9999  34.2672  39.2524
17 16.3382 204887  24.7690  27.5871  30.1910  33.4087  35.7185  40.7902
18 17.3379  21.6049  25.9894  28.8693  31.5264  34.8053  37.1565  42.3124
19 18.3377 227178  27.2036  30.1435  32.8523  36.1909  38.5823  43.8202
20 19.3374  23.8277 284120 31.4104  34.1696  37.5662  39.9968 = 45.3147
21 20.3372 249348  29.6151  32.6706  35.4789  38.9322 414011  46.7970
22 21.3370  26.0393  30.8133  33.9244  36.7807  40.2894  42.7957  48.2679
23 223369 27.1413  32.0069  35.1725  38.0756  41.6384  44.1813  49.7282
24 23.3367  28.2412  33.1962  36.4150  39.3641  42.9798  45.5585  51.1786
25 243366  29.3389  34.3816  37.6525  40.6465 44.3141  46.9279  52.6197
26 25.3365  30.4346  35.5632  38.8851  41.9232  45.6417  48.2899  54.0520
27 26.3363  31.5284  36.7412  40.1133  43.1945  46.9629  49.6449  55.4760
28 27.3362  32.6205 37.9159  41.3371  44.4608  48.2782  50.9934  56.8923
29 283361  33.7109  39.0875  42.5570  45.7223  49.5879  52.3356  58.3012
30 29.3360  34.7997  40.2560  43.7730  46.9792  50.8922  53.6720  59.7031
40 39.3353  45.6160  51.8051  55.7585  59.3417  63.6907  66.7660  73.4020
50 49.3349 56.3336  63.1671  67.5048  71.4202  76.1539  79.4900  86.6608
60 59.3347  66.9815 74.3970  79.0819  83.2977  88.3794  91.9517  99.6072
70 69.3345 77.5767  85.5270  90.5312  95.0232 100.4252 104.2149 112.3169
80 79.3343 88.1303  96.5782 101.8795 106.6286 112.3288 116.3211 124.8392
90 89.3342  98.6499 107.5650 113.1453 118.1359 124.1163 128.2989 137.2084
100 99.3341 109.1412 118.4980 124.3421 129.5612 135.8067 140.1695 149.4493
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APENDICE B. TABLAS ESTADISTICAS

Tabla B.5. Distribucién F, para a = 0,01 (P(Y > a)). Grados de libertad del
numerador en la horizontal y grados de libertad del denominador en la vertical.

1

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
40
50
60
70
80
90

100
110
120

98.50
34.12
21.20
16.26
13.75
12.25
11.26
10.56
10.04
9.65
9.33
9.07
8.86
8.68
8.53
8.40
8.29
8.18
8.10
8.02
7.95
7.88
7.82
7.7
7.72
7.68
7.64
7.60
7.56
7.31
.17
7.08
7.01
6.96
6.93
6.90
6.87
6.85

2 3 4 5 6 7
4052.18 4999.50 5403.35 5624.58 5763.65 5858.99 5928.36
99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36
30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67
18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98
13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46
10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26
9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99
8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18
8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61
7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20
7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89
6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64
6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44
6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28
6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14
6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03
6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93
6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84
5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77
5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70
5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64
5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59
5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54
5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50
5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46
5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42
5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39
5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36
5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33
5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30
5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12
5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02
4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95
4.92 4.07 3.60 3.29 3.07 2.91
4.88 4.04 3.56 3.26 3.04 2.87
4.85 4.01 3.53 3.23 3.01 2.84
4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82
4.80 3.96 3.49 3.19 2.97 2.81
4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79

8 9 10
5981.07 6022.47 6055.85
99.37 99.39 99.40
27.49 27.35 27.23
14.80 14.66 14.55
10.29 10.16 10.05
8.10 7.98 7.87
6.84 6.72 6.62
6.03 5.91 5.81
5.47 5.35 5.26
5.06 4.94 4.85
4.74 4.63 4.54
4.50 4.39 4.30
4.30 4.19 4.10
4.14 4.03 3.94
4.00 3.89 3.80
3.89 3.78 3.69
3.79 3.68 3.59
3.71 3.60 3.51
3.63 3.52 3.43
3.56 3.46 3.37
3.51 3.40 3.31
3.45 3.35 3.26
3.41 3.30 3.21
3.36 3.26 3.17
3.32 3.22 3.13
3.29 3.18 3.09
3.26 3.15 3.06
3.23 3.12 3.03
3.20 3.09 3.00
3.17 3.07 2.98
2.99 2.89 2.80
2.89 2.78 2.70
2.82 2.72 2.63
2.78 2.67 2.59
2.74 2.64 2.55
2.72 2.61 2.52
2.69 2.59 2.50
2.68 2.57 2.49
2.66 2.56 247
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Tabla B.6. Distribucién F, para a = 0,05 (P(Y > a)). Grados de libertad del
numerador en la horizontal y grados de libertad del denominador en la vertical.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88

2 1851 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38  19.40

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74
6
7
8

5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06

5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64

5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98
11 4.84 3.98 3.99 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 291 2.85 2.80 2.75
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49
17 4.45 3.99 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45
18 4.41 3.95 3.16 2.93 277 2.66 2.58 2.51 2.46 241
19 4.38 3.92 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 247 2.39 2.32 2.27 2.22
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 245 2.36 2.29 2.24 2.19
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 243 2.35 2.28 2.22 2.18
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99
70 3.98 3.13 2.74 2.50 2.35 2.23 2.14 2.07 2.02 1.97
80 3.96 3.11 2.72 2.49 2.33 2.21 2.13 2.06 2.00 1.95
90 3.95 3.10 2.71 247 2.32 2.20 2.11 2.04 1.99 1.94
100 3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93
110 3.93 3.08 2.69 2.45 2.30 2.18 2.09 2.02 1.97 1.92
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91
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