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Prologo

El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenieria, la
asimilacién clara de los conceptos matemaéticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso
andlisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas,
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilaciéon organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia
personal.

Este texto constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les
genera un didlogo directo con el profesor.

Bernardo Acevedo Frias
profesor asociado
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Capitulo 1

Numeros Complejos

1.1 Generalidades

Una de las caracteristicas que tienen los niimeros reales, es que todo niimero real elevado al
cuadrado es siempre mayor o igual que cero, o sea que expresiones como 22 = —2 o 1% =
—9 no tienen sentido si se estd trabajando con los nidmeros reales como universo. Si se
quiere trabajar en un universo donde esto tenga sentido, necesariamente tiene que ser
diferente al de los nimeros reales. Para construir este universo inicialmente se puede
crear un nimero cuyo cuadrado sea igual a —1, el cual se llamard unidad imaginaria y
se notard por la letra i (este niimero no puede ser real ) y segiin esto > = —1. En este
universo que se quiere construir, se hace necesario que aparezcan los nimeros reales, pues
son los nimeros que se conocen, de esta forma en este conjunto se conocen los nimeros
reales y el nimero i. Pero es necesario que se trate de conservar en este universo si no
todas, por lo menos una buena parte de las propiedades fundamenteles que se conocen de
los mimeros, una de ellas es por ejemplo, la propiedad clausurativa para el producto la
cual nos obliga a considerar también como elemento de este conjunto los que resultan de
multiplicar los niimeros reales por el nuevo nimero i, es decir, los niimeros de la forma bi
con b nimero real no nulo, que se llamaran imaginarios puros y se caracterizan porque al
elevarlos al cuadrado siempre dan un nimero menor o igual que cero, ya que respetando
ciertas propiedades conocidas del producto (bi)* = b%*% = b?*(—1) = —b%. Con esto se
pueden hallar nimeros cuyo cuadrado sea igual a -c , con ¢>0, estos serdn \/ci y —/ci (
que no son reales ). Si se quiere mantener en este nuevo conjunto la propiedad clausurativa
para la suma, se debe aceptar en él, niimeros que se obtengan al sumar cualquier nimero
real a con cualquier nimero imaginario puro b es decir se introduce a este conjunto,
nimeros de la forma a + bi. Realmente todos los niimeros que se han aceptado en este
nuevo conjunto se pueden expresar en la forma z = a 4 bi con a, b nimeros reales, ya que
si d es real, es de la forma d = d+ 0:¢ y si es imaginario puro es de la forma di = 0+di. A
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este conjunto asf construido se llamara el conjunto de los niimeros complejos y se nota por
C o sea que estard formado por los niimeros reales a + 07 y por los niimeros bi con b # 0.
Si z = a + bi, la parte real del complejo z, notada por Re(z) es a y la parte imaginaria,
notada por I'm(z) es b.

1.2 Operaciones

Sean z; = a + bi, 2o = ¢ + di dos nimeros complejos, entonces se pueden tener las
operaciones siguientes

1.2.1 Igualdad

21 = 2o si y s6lo si a+bi=c+di siysélosi a=c y b=d
1.2.2 Suma
214+ 22=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+i(b+d)
Ejemplo 1.1
24+3)+(A—-i)=02+4)+i3-1)=6+2¢
Ejemplo 1.2
(4+5)+(-2+i)=(4-2)+i(5+1)=2+6i
Ejemplo 1.3

I+i+? 4+ 4+t =14+i+id+idi2+ (@)’ =1+i-1-i+1=1

1.2.3 Resta
21— 2= (a+bi)— (c+di)=(a—c)+i(b—d)

Ejemplo 1.4
243)—4—i)=2—-4)+i3+1)=—-2+4i

1.2.4 Multiplicacién
2129 = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Ejemplo 1.5
(2—3i)-(4+2i)=(8+6)+(4—12)i=14—8  Observe que
(2-30) (A+2)=2-(4+2) —3i- (4+2) =8+4i — 12/ + 6 =14 — &
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1.2.5 Division
2 a+bi (a+bi)(c—di) (ac+bd) + (bec — ad)i

7 c+di (c+di)(c—di) 2+ d?

Ejemplo 1.6
1+i  (1+4)(1+4) 1424+ 2
— — = — =1

S 1—d (1—d)(1+9) 1+1 2

z

Ejemplo 1.7

2(1 +1) _2u+w):2ﬁu+w)_2u%%1+w

= = =1+
I+i% 1+%  #+1 ()" +1 !
Ejemplo 1.8
330 — 1% 32— (220 —3+i  (=3+4)-(=2i—1)
A = = = =
21 —1 21 —1 2t —1 (20 —1)-(—2i—1)
6:+3+2—-¢ bH+57 14i
= = = VA
1 — 442 5
Ejemplo 1.9
5+5i+ 20 (54 5d)- (34 44) 20(4 — 3i)
3—4i 4+3i  (3—4d)-(3+4i) (4+30)(4—30)
B 15 + 207 + 15¢ + +2042 80 —60: —5+35:+80—60c _
- 9 — 1612 16 — 9i 25 B

Ejemplo 1.10 Hallar nimeros reales x e y, tales que
3421y —ix + 5y =74 51
En efecto, esta ecuacion se puede escribir como
3v+ 5y +i(2y —x) =T+ 5i

e igualando parte real y parte imaginaria se tiene que 3z +5y =7 y 2y—x =5y
resolviendo este sistema se obtiene v = —1 y = 2

Ejemplo 1.11 Hallar nimeros reales x y vy, tales que

(z +iy)* = 2i
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En efecto, esta ecuacion se puede escribir como
2?2+ 2ixy + (iy)? = 2% + 2izy — y? = 2% — y? + 2wy = 2i
e igualando parte real y parte imaginaria se tiene que
2=y =0 y 2awy=2

de donde
y=dx y axy=1

cuya solucion es

Ejemplo 1.12 Hallar nimeros reales x e y, tales que

Ty =y+x
En efecto, igualando parte real y parte imaginaria se tiene que

r=y €R
Ejemplo 1.13 Hallar las soluciones de la ecuacion
(14i)z+3iz2 =2+
En efecto :
(14+0)z+3iz=(1+4)(z+iy) + 3i(x —iy) =x +iy +ix —y + iz + 3y =
=rx+2y+ildr+y)=2+1

por lo tanto
r+2y=2 y da+y=1

y la solucion de este sistema esx =0 y y =1, luego z =1 es la solucion
Ejemplo 1.14 Hallar las soluciones de la ecuacion
2.Z2+3(z—2)=4+6i
En efecto
2Z24+3(z—2) =2+ + 3@ +iy—a+iy) =2+  +6iy=4+6i

por lo tanto

Pyt =4y by=y
y la solucion de este sistema es y=17vy x =43 luego z = £/3 + i es la solucion de
la ecuacion



1.3. ALGUNAS PROPIEDADES )

Desde el punto de vista légico, es conveniente definir un niimero complejo z = a+ bi, como
una pareja ordenada (a, b), sometida a ciertas definiciones que resultan ser equivalentes a
las anteriores asf :

21 =2 siysélosi (a,b) =(c,d) siysélosi a=c y b=d

21+ 20 = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
21— 29 = (a,b) — (¢,d) = (a — ¢,b— d)

2129 = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)
De lo anterior se tiene que : (a,b) = (a,0)4(0,b) = a(1,0)+5b(0,1) = a+bi considerando

a (1,00=1, (0,1)=1
1.3 Algunas propiedades

Sea 21, 29, z3 nimeros complejos, entonces

1.3.1 Clausurativa

La suma y la multiplicacién de dos niimeros complejos es un nimero complejo, es decir
si 21y 2 son nimeros complejos entonces

21+ 29 Z1 - 29 son nuimeros complejos

1.3.2 Conmutativa

21+29=29+21 2129 = 2921

1.3.3 Distributiva

Z1 (ZQ + 23) = (21 . 2’2) + (21 : 2’3)

1.3.4 Modulativa
Para todo z € (), existe 0 € C' talque 2+ 0=0+ 2=z
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1.3.5 Invertiva para la suma

Dado z € O, existe —zeC talque 2+ (—2)=(—2)+2=0

1.3.6 Invertiva para el producto

Dadoz€C, 2#0 existe 2% talque z-z'=2"1.2=1

Ejemplo 1.15

. . 11 1 (2-3) (2-3) 2-3i
Sioz + 37 entonces 243 (2+30) (22— 30) 449 13 7
1 2+3i)(2—3i)) 4—6i+6i+9
(2 + 31) )= PABRod) _4-0a0ird
2+3i)  (2+30)(23i) 13

1.3.7 Leyes de los Exponentes
Siz#0, 2°=1, 22l=z9y 2"=2""1.2

y para neN entonces

1.
n m n+m
12 =&
2.
nym nm
<Z1) = %
3.

Ejemplo 1.16
(2430 )4 (2+3i )° = (2+3i)°

Ejemplo 1.17
(2+3i)Y)° = (2+3i )"

Ejemplo 1.18
((4+51) (3 —2i))° = (4 +5i)° (3 — 2)°



1.4. MODULO Y CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO 7

1.3.8 Teorema del binomio

Para z,w niimeros complejos se tiene que:

(z+w)" = (Z) P
k=0

Su demostracién se hace por induccién matemética (Ejercicio)

Ejemplo 1.19

2+0)22+i) =2+ =) (Z) 20—kk

k=0

Ejemplo 1.20

Ejemplo 1.21

(1 4 7:)500 — ((1 T ,L')2)250 — (1 4 2% — 1)250 — (27:)250 — _2250

Ejemplo 1.22 Como

340 (34+0)(=2—1) _6i+3-27—i 5i+5_
= = = —= VA
2 —1  (20—1)(—2i—1) —4i2 +1 5

entonces

(;’jf)m =1+ = i <2k0) (1)2F (i)*

1.4 Moédulo y Conjugado de un niimero complejo

El médulo o valor absoluto de un nimero complejo z = a + bi, se nota por |z| y se define
por |z| =vVa? + b? y su conjugado se nota por z y se define por z= a — bi
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1.4.1 Algunas Propiedades

1.
Z=1z
Solucién. z=a-+bi, Z =a—bi yasi Z=a-+bi =z esdecir, Z= z, asf por
ejemplo
3—21=3+21=3—-2
2. )
rE a = Re(z)
2
Solucién.z+z:a+ t+a+b0r  a+0tta Z:a:Re(z)
2 2
3. )
& 2_2 o= Im(2)
Solucién La prueba es andloga a la anterior
4.
Re(z) < |z| Im(z) < |z|
Solucién Re(z) = a < |z| = Va? + b?
o.
2] = ||
Solucién |z| = |a + bi| = |a — bi| = \/a® + (—b)? = Va? + b? = ||, por ejemplo
1+3i] = \/(A)*+ (3> =5= /(4> + (-3)> = |4 - 3i|
6.

Solucién z -z = (a + bi)(a — bi) = a® + b* = |z|*
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7.
|21+ 22| = |21] - |22
Solucion
|21 - Z2|2 =(21-20)(Z1 22) = (21-22)(Z1- Z2) = 2121 2222 = 121|2 ’Z2|2
luego
21 20" = |21 |2y asi
|21+ 22| = |21] - |22

Ejemplo 1.23 Verificar que

(1 =20) (2+9)| = [(1 = 20)[ (2 + )]

En efecto :
(1—20)(2+i)|=]2+i—4i+2|=1]4—-3i] =
=V16+9=5=v5.V5=|(1—2i)]|(2+1)]
8.
al_ lal
Z9 ‘Zgl

Solucién La prueba es andloga a la anterior

Ejemplo 1.24 Verificar que

(1—20)(2+4)|  |1—2i]]2+i]
(1—d)(2+d)i| |1 —i||2+i]]i]
En efecto :

‘(1_21')(2”)
1+ 3i

(1—i)(2+49)i

]l 2+i—4i+2
(24— 2+ 1)i

_‘4—32‘

B ‘ (4 — 3d)(1 — 3i)
(1 4+ 34) (1 — 3d)

149 10
1-2i|[2+i]  VBV5 5
1—i[l2+4][il  v2v51 V10

(1—2i)(2+0)|  [1— 262+
‘(1_1)(2”)2’ L= 2+ 4]

—_
@)
]
—_
)
@]
—_

_‘—5—15@ _‘—5—15@

0 vio ’

por lo tanto
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Ejemplo 1.25 Verificar que

—3+i|  |-3+i]
2i—1| |20 —1]
En efecto :
—3+i| [(=34i)(—=1—2i)] |5+ 5 ,
2 1 '(2@—1)(—1—21') 5 L+il=v2 oy
-3+ V10
=3+ _ _ /3
201 /5
luego
—3+i|  |-3+i]
2 —1| |2 —1]
9.

|21 + 22| < 21| + |22
Para demostrar esta propiedad se utilizardn las propiedades z - z = |z|2,

2+ z =2Re(z)yRe(z) < |z| asi que :

|21 + 22’2 = (21 —+ 22) (21 —+ 2’2) = (21 -+ 22) (5’1 -+ 52) = 21.21 +21.29+ 29.21 + 29+ Z9 =
= |z1|2 + 2120+ 2971 + |z2|2 = |zl\2 +2Re(21.25) + ]zz|2 < |z1|2 +2|21.20| + \22]2
= |z1* + 2|z 2] + |22 = |2/ + 2|21 |22] + |22f* = (|21] + |22])?

luego
21+ 20| < (|z1] + |22])?

y asf sacando raiz cuadrada a ambos términos de la desigualdad anterior se tiene que
|21 + 22| < (]| + [22])
conocida como la desigualdad triangular. Observe la figura 1.1

10. 21+ 29 =21+ 2%

Solucién

2“1+20 = atbitct+di=at+c+ilb+d)=a+c—i(b+d)=
= a—bi+c—di:21—22
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Ejemplo 1.26 Verificar que
(2+430)+ (—14+2i) = (2+3i) + (-1 + 2)

En efecto :
(243)+(-142))=2-1)+(B3+2)i=14+5i=1-5i y
(2+30)+(—14+2i))=2-3i—1—-2i=1-5 asi
(2+30) + (—1+2i) = (2+34) + (1 + 2)
11.

<ﬂ) - (ejercicio)

zZ2 zZ9

1—4\ T—3i
1+4i) 1+4

Ejemplo 1.27 Verificar que

En efecto :
1—i\ (A= —-9)\ [ -2 _
1+i) 1+1 C\1+1)
1—: 1+ (1+4)° 2%
= = - = , — = — =1 luego
1+ 1—i (1—=9)(1+3) 2
1—i\ T1—4
14+i) 1+
12.

Z1z3 = 2122 (ejercicio)

11
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Ejemplo 1.28 Verificar que

2-31) (Ad+20) = (2—30).(4 + 20)

En efecto :

(2—3i)-(4+2)=2-(442i)—3i- (4+2)=14—8 = 14+8i y

(2—30).(4+2i) = (24+3i)- (4—2) =14+ &

luego

(2—3i) - (44 2i) = (2 — 30).(4 + 20)

Ejemplo 1.29 Verificar que

W (3 — 7i)?2

8 + 6i 8 — 6i
En efecto :
((3 + 7@)2> - <(3 +71)(3 + 72’)) (34T (3+T0)
8+6i ) 8 + 6i - 8+6)
(3-T7)3—Ti) (3-Ti)?
8 — 6i 8 —6i
13.

|21] = |z2|| < |21] + | 2]
Solucién Para probar esta propiedad se hace

|21] = |21 + 22 — 22| < |21 + 22| + |—22| que significa

|21] = |22] < |21+ 22| < J2a] + |22
y asi se tiene la prueba cuando |z1]| > |z
Si
|21| < |22| entonces |zo| = |20+ 21 — 21| < |21 + 22| + |—21|

que significa
|zo] — 21| = —(|21] = |22]) < |21 + 22| < 21| + [22]

y asi

21| = |22|] < |21 + 22| < 21| + |22]
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Ejemplo 1.30
[|443i] — |3 —4i|]|=15—-5|=0 y

|4 + 3i| + |3 — 4i] = 10 as? que
|14+ 3i| — |3 — 4i]| < |4+ 3i] + |3 — 4i]

1.5 Representacion grafica de un nimero complejo

En un nimero complejo z = a + bi, hay dos ntimeros reales que lo caracterizan, su parte
real a y su parte imaginaria b las cuales, de acuerdo al concepto de igualdad en C, si
se intercambian entre si, se altera el mimero complejo z = a + bi, pues a + bi # b + at,
esto hace que los nimeros a y b tengan la misma caracteristica de la pareja (a,b), en el
sentido de que a +bi =c+disiysolosia=cyb=dy (a,b) = (¢,d) siysolosia=c
y b = d. Esto motiva a representar cada nimero complejo a + bi como la pareja (a,b),
donde la primera componente a, corresponde a la parte real del complejo z y se ubicard
sobre el eje de las =, que se llamard eje real y la segunda componente b, representara la
parte imaginaria del complejo 2z y se ubicard sobre el eje y, que se llamara eje imaginario.
Como el nimero complejo z = a+ bi se puede considerar como una pareja ordenada (a, b),
entonces 2z se puede representar por un punto en el plano xy, llamado plano complejo.
Asi a cada nidmero complejo z = a + bi corresponde uno y solo un punto en el plano
y reciprocamente a cada punto en el plano corresponde uno y sélo un nimero complejo
figura 1.2

y
bi | atib=(a,b)

X

Figura 1.1:

Otra representacion posible de z = a + bi es en forma de vector, pues z se considera como
una linea dirigida que comienza en el origen y termina en el punto (a, b).

Para sumar los nimeros z,w, es decir, z + w se procede como se observa en la figura
1.3
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En el punto final del vector z se construye el vector w (en otras palabras el punto final de
z, se hace coicidir con el punto inicial de w y la suma es el vector que va desde el punto
inicial de z al punto final de w, o se emplea la ley del paralelogramo).
Para la resta, se efectua una suma, asi : w — z = w + (—2) figura 1.4

Figura 1.2:

1.6 Forma Polar de un Complejo

Con frecuencia los puntos del plano se definen en términos de coordenadas polares, el
nimero complejo z = a+bi con z # 0, estd representado por el punto P cuyas coordenadas
cartesianas son (a,b) o cuyas coordenadas polares son (r,0) donde r = va? +b? es el
modulo de z que se nota por r = |z| y 0, el dngulo que forma el vector (a,b) con el eje
x positivo es llamado un argumento del complejo z = a + bi . 6 se considera positivo, si
se mide en direccién contraria al movimiento de las manecillas del reloj y negativo en
direccion a las manecillas del reloj De la figura 1.5
se tiene que

a .
cosf = — y sinf = -
r r

entonces
a=rcosf 'y b=rsinf



1.6. FORMA POLAR DE UN COMPLEJO

{a.b)

asi que

z=a+bi =r(cosf +isinf) = |z| (cos + isinh)

expresion llamada forma Polar del complejo z, para 6 €0, 27)
Observemos que para cada z # 0, corresponde un solo valor de # en 0 < 6 < 27 o si se
toma otro intervalo de longitud 27 por ejemplo —7 < 6 < 7, corresponde un solo valor de
0. Esta eleccion particular de 6 se llama la parte principal del complejo z y a este valor
de 0 particular se llama el argumento principal del complejo 2z y se nota por Argz.

Si tenemos un argumento particular del niimero complejo z, este argumento mas cualquier
otro multiplo entero de 27 es también un argumento,

argz =0+ 2nm neZ o argz = Argz+ 2nm neZ donde

luego en general

a>0
y b>0
y b>0

y b<0

a>0 y b>0

arctan — S
a

T
— st a=20

2
Argz = T+ arctan— si a <0

a
—m+arctan— st a<0 y b<0
a
T Cu—o
\ 5 st a=
b .
arctan — + 2nm St
a

arg z = T+ arctan — + 2nm = St

2w + arctan — + 2nm st
a

Ejemplo 1.31 La forma polar de 141 es

1+i:\/§(cos%+isin%)

a<0

a>0 y b<O

ya que

o 6 e(—

y

T, 7]
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1
14+i|=V12+12=v2 y 6 =arctan~

4
(salvo mailtiplos de 2)
1+i
q
X
Ejemplo 1.32 La forma polar de —1+i es
3 3
—1+i= \/5((:08% + isin Zﬂ) ya que
1
—14i=+/(-1)2+12=V2 y w= arctan—1 = —%
pero el punto —1 + 1 se encuentra en el seqgundo cuadrante, entonces
1 3
0 = arctan —tr= —Z +7= f(salvo maltiplos de 2)
y
-1+i
q

X
Ejemplo 1.33 La forma polar de —1 —1i es
5 5 -3 -3
—1—i= \/5(00517T + isin Zﬂ) = \/§(COST7T + isin 47T) ya que

[—1—il= V(=1 + (-1 =2y

T .
w = arctan = = arctan 1 = 1 pero el punto —1 — i se ecuentra en el tercer cuarante,

-1 5 —1
entonces f = arctan —1+7r = %—i—ﬂ = Zﬂ (salvo mailtiplos de 2 ), 6 6 = arctan — — 7 =
m 3T

—_— T = ——

4 4
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Y

g
- )
—1—i

Ejemplo 1.34 La forma polar de 1 —1 es

7 7 — —
1—i= \/§(COSZ7T+isin—7T) = \/5(00877T +iSiIl—7r)

4 4
-1 —1 7
ya que 0 = arctanT = —%, 60 = arctanT + 21 = —Z + 21 = IW
y
ad
h'e
1-i
Ahora observemos que
14 i=/2(cos % + isin 2) = \/5(005(% + 2nm) + isin(% +2nm)) n€Z

T
El argumento de 1+ es arg z = — 4 2n7 y en general, todos los valores de arg z estan

contenidos en la expresién arg z = 0y +2nm con n € Z , donde 6y es algin valor particular,
en nuestros ejemplos expuestos

™ 31 bw Tm —3m —7
4474747 4 4
Ejemplo 1.35 Si 2z =a+ bi entonces

si a >0 y b=0, suforma polar es

2z =a+ bi = a(cos0+ isen0)
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z =2+ 0i =2(cos0 + isen0)

sta >0 y b >0, suforma polar es

b b
z = a+bi=Va2+bh? (cos (arctan —) + 15€en <arctan —>)
a a
. 4 _ 4
z = 3+41=+v25| cos | arctan 3 + 1sen | arctan 3

si a=0 y b >0, suforma polar es

+ bi b< LI W)
Z = Q 7 = COS — 1Sen—
5 5

7r 0
pr— 2‘:2( _— ) _>
z } cosQ+zsen2
si a <0 y b >0,suforma polar es

b b
z = a+bi=+va2+b? (cos <arctan -+ 7r) + isen (arctan -+ 71'))
a

a

4 4
z = —34+4=5 <cos (arctan 3 + 7r) + isen (arctan — + W))

sia <0 y b=0,suforma polar es

z = a+bi=|—al|(cosT+ isenm)

z = —2=2(cosm +isen)

si a <0 y b <0,suforma polar es

b b
z = a+bi=+va?+b? [cos (arctan -+ 7T> + isen (arctan -+ 7T>:|

a a
b b
= Va?+b? (cos (arctan - — 7r) + isen (arctan - — W))
a a
. —4 . —4
z = —3—-4i=5 [cos (arctan(—3) + 7T) + isen (arctan(—g) + 71'):|

5 o (ot =) ) s (et = )

si a=0 y b <0, suforma polar es

— atbi— | 37T+, 3m _ |- —7T+, —7
z=a+bl = cos —- +isen—- | = cos —— +isen—
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si a >0 y b <0, su forma polar es

b b
z = a+bi=+va2+ 012 [cos <arctan -+ 27r) + isen (arctan -+ 27?)} =

a a

= Va2+bh? {cos (arctan 9) + isen (arctan 9)]

a a

—4 —4
z = 3—4i=25 {cos (arctan ?) + 1sen (arctan ?)}

1.7 Operaciones en forma Polar
Sean z y w dos nimeros complejos con forma polar
z=r(cosf +isinf) y w=d(cosd+isind)
respectivamente entonces
1.7.1 Producto
z-w = r(cosf+isinf)-d(cosd +isind)

rd(cos @ cosd — sin 0 sin a 4 i(cos #sin 0 + sin 6 cos §))
= rd(cos(f +0) + isin(f + 0))

por lo tanto
arg(z - w) = arg z + argw + 2nm

Ejemplo 1.36
(cos 15° + i sin 15°)"(cos 45° — i sin 45°)3 =

= (cos 15° 4 i sin 15°)" (cos(—45°) + isin(—45°))® =
= (cos 105° + i sin 105%) (cos(—135°) + i sin(—135°%)) =

| %

N | .

= (cos(—30°) + isin(—30°)) = cos 30° — isin 30° =

Ejemplo 1.37

Sean z = 3(cos40° +isin40°) y w = 4(cos80° 4 isin80°) entonces
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= 3(cos40° + isin40°) - 4(cos 80° + i sin 807)
= 12(cos(40? + 807) + isin(40° + 80°?)) = 12(cos 120° + i sin 120°) =

1 3
- 12 (—§+§z> = —6+6V3i

concluye que

arg z - w = 40° + 80° = argz + argw salvo muiltiplos de 27

igualdad que se mira como una igualdad entre conjuntos, es decir, un valor de arg zw es
igual a un valor de arg z, mas un valor de argw

Ejemplo 1.38 Sea z = 2v/3 + 2i entonces

‘2\/§+2¢ VI 3+4=4y
2 3 7
0 = arctan —— = arctan — = — luego la forma polar de z es
2V/3 36
. T ..
z = 2\/§+2Z:4(cosg+zsmg).

Sea w =3 — 3v/3i entonces

3—3@1‘:\/%9. —V36=6 y

luego la forma polar de w es

entonces

Z W =

Ahora

—-3v3 T
J = arctan — arctan(—v/3) = ~3
3_3V3i—6 T .. ™M= 6 om .. 0T
— i = (cos(—g) + zsm(—g)) = (cos(?) + zsm(?))
4(COS% + isin %) : 6(cos(—g) +1 Sin(—g)) = 24(005(—%) +1 sin(—%))

zw = (2V3+2i)(3 — 3v/3i)

5 5
= 4(005% + ¢ sin %) : G(COS(?W) + iSin(%))

11 11
= 24(cos % + 7sin %) = 24(COS(—%) + isin(—%))
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Ejemplo 1.39 Sean z = 2i, w = 3 + 31, entonces
™ T
2| =2, |w| = V18 argz= 5t 2nm,  argw = Vi 2km
ast

z-w = 2i(3+3i)=—-6+6i, y
|z-w| = |—6+6i =+/(—6)%+62=2V18 = |z| |w|

3
arg(zw) = arg(—6+ 6i) = Zﬂ + 2nm,

3
argz +argw = g+2qﬂ+%+2k7r:£+2<9+k>7r

luego se observa que, cualquier valor de arg zw, es igual a un valor de arg z, mas un valor
de arg w

Generalizando el producto se tiene que :
2" = (r(cosf +isinf))" = r"(cosnb + i sinnf)
que se prueba por induccion matemdtica: En efecto si n=1 entonces
z = (r(cos@ +isinf)) = r(cosf + isinh)
y suponemos la igualdad cierta para n, es decir
2" = (r(cosf +isinf))" = r"(cosnb + i sinnf)
y la probaremos para n+1, es decir
2" = (r(cos@ +isin )" = (r(cos@ + isinf))"r(cosd +isinf) =
= r"(cosnf + isinnf)r(cosd + isin ) = r" " (cos nf + isinnd)(cosd + isinh) =

= 7" (cosnf cos § — sinnf sin 6 + i (cos nf sin 6 + cos O sinnf)) =

= 1" (cos(nd + 0) + isin(nf + 0)) = r"** (cos(n + 1)0 + isin(n + 1)0)

expresion conocida como fomula de De Moivre
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Ejemplo 1.40 La férmula de De Moivre se emplea para deducir por ejemplo algunas
tdentidades trigonometricas asi:

cos 260 = cos? 0 — sin® 0 sin 20 = 2 cos @ sin 0

En efecto:
(cosf 4 isinf)* = cos20 +isin20  pero

(cos + isin6)* = cos® 6 + 2i cosfsin @ + i*sin® § = cos® O — sin® O + 2i cos O sin 0

luego
c0s 20 + i sin 20 = cos? 6 — sin? H + 2i cos O sin 6

y ast igualando parte real e imaginaria se tiene que
cos 20 = cos? § — sin? 4 sin 20 = 2cosfsin @

En forma andloga
(cos@ +isinf)® = cos 30 + isin 30

y de aquf se puede deducir que

cos 30 = cos® — 3cosfsin®’f y que sin30 = 3cos®Hsinfh — sin® 0

1.7.2 Divisién

z  r(cosf+isinf) 1 ((cosf+isind)(cosd —isind)

w  d(cosé+isind) d ((c085+isin5)(cos5—isiné))
r [ (cos@cosd + sinfsind + i(sin @ cos d — cos b sin J)
E( (cosd +isind)(cosd — isind) )

— C(COS(9—5)+isin(9_5)> .

d cos? § + sin? § = — (cos(f — 6) +isin(f — §))

d
Ejemplo 1.41

2(cos 60° + i sin 60°)

= 90° 4 ¢sin90° = ¢
2(cos(—30) + i sin(—30)) cos OO usin '

Ejemplo 1.42

(cos 15° +isin15°)"  cos 105° + i sin 105° .
(cosd5 1 ism 5 cos135 imm135  Co(30) Fisin(=30)

=c0s30 —2sin30 =

|
w
N | .
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10
L (1B
1—+/3i
Hallar, la forma polar de z, el Re(z), Im(z), conjugado de z, el mddulo de z,

En efecto :

10
1++/3i B 2(cos 60° + 7 sin 60°)
1—+/3i ~ \ 2(cos(—60) + isin(—60

Ejemplo 1.43 S:

10
))) = (cos 120° + i sin 120°)"

1
= ¢0s1200° + 7 sin 1200° = cos 120° + i sin 120° = —3 + ?z

por lo tanto

(1+\/§i>10 1 V3

1—/3i 2 2
y asi
13\ 1 V3 1
Re(z) = Re —_— —Re| —-+2% ] =—-=
) (1—\/52') ( 2 2 > 2
10
1+ V/3i 1 V3)\ V3
Im (2) = Im —Im [ -+ 25| =X
1— /3 2 2 2
10
1 V3 14 /3 1 V3 13
Z=—-——1i, |2|= : =|——4+—i|=4/-+-=1
2 2 1—/3i 2 2 4 4
Ejemplo 1.44
Sean z = 2i,w =3+ 3i, entonces
lz| = 2, |w|=+V18 argz:g+2mr y arngg—l—Qkﬂ
z 21 2 1 1—4¢ 1

- . = (14 lo tant
w 513 3 T4i 1= 3T porlotanto
‘z‘ B /1+1_\/§_\/§.\/§_ 2 |z

w 979" 3 38 Jis Ju 7

z T T T T
arg (E) _Z—l—Znﬂ, argz—argw—§+2q7r—(z+2k:7r)—Z+27T(q—7€)

luego cualquier valor de arg ( ) es un valor de arg z menos un

E2
w

23
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valor de arg w (salvo multiplos de 2)

Ejemplo 1.45 Hallar, la forma polar de z, el Re(z), Im(z), conjugado de z, el mddulo de
Z, St

~ (1+419)
R,
En efecto :
_ (1—1—2’)2: [\/5(008%—1—@'8111%)]2 _ 2 (cos & + isin 2¢)
L —i V2 (cos(—%) +isin(—%)) V2 (cos(—%) +isin(—17))
2 2 3 3
= \/5008(%—1-%)—1—2’\/5&11(%—1—%):\/ﬁcosf—i—i\/ésinzﬂ
= —1+41
luego
1t
Z=< +Z.) =141 yasf
1—1
1 2 1 2
Re(z):Re<(1+Z) ) =Re(—1+14)=-1, Im(z) =Im <(1+2) ) =1
3 5

Ejemplo 1.46 Sea

) (1_2,\/5)21

(i —1)%

Hallar, la forma polar de z, el Re(z), Im(z), conjugado de z, el mddulo de z.

En efecto :

(1—iv3)"  [2(cos(—60%) + isin(—60°))*"  _,cos(—1260°) + i sin(—1260°)

z = - - ..
(i—1)" [V/2 (cos 135° + i sin 135)] . cos 5130° + 4 sin 5130°
= 4cos(—6390°) + 4isin(—6390?) = 4 cos(—270°) + 4i sin(—270°) = 4i
luego

0-wd”

z2=-——7— =4 yasi
i—1)
(1- i\/§)21

Re(z) = Re ( ) =Re(4i) =0, z=—4i

(i—1)%
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(1—iv3)™
(i —1)%

(1—i\/§)21

= |4i| = 4
(i—1)% 4

) =1Im(4i) =4, |z| =

Im(z) = Im (

1.8 Raices de un nimero complejo

Supongamos que se quiere extraer la raiz cuadrada del nimero complejo 3-4i, quiere decir
que debemos hallar un nimero complejo x+iy, tal que su cuadrado sea igual a 3-4i, para
ello tendremos que si

— 41 =x+1y entonces 3 —41 = (x+wy) =a" —y + 2ixy
V3 —4i ' t 3 — 4i y)? =2 —y* +2i
entonces por la igualdad de 2 niimeros complejos se tiene que :

2~y =3y 20y=—4

2 2
Como y = —= entonces 2% —y? = 2? — (—==)? = 3 luego 2 — 322 —4 = 0 = (22 —4) (22 +1)
x x
sisi x = 42 por tanto como y = ——, se tiene que y = =£1, asf las raices cuadradas de
x

3—4isonz=2—i,z=—2+1
Para hallar las raices de i, escribimos

Vi = x + iy entonces i = (z + iy)? = 2% — y* + 2ixy
por lo tanto
=y =0y 22y =1

, luego

1
Como y = % entonces 22 — y* = 22 — 3 = 0 entonces 4z* —1 =0, asf 2* =
T

xQ:%ydeaqufx:j:%,yy:i\%asi

4 . 1 :
\/%:x%—zy:iﬁ(l—l—z)

En efecto )
1 1 21
Las raices enésimas de un nimero complejo a son por definicién
a%:{z€C|z”:a}

Si z es una raiz enésima de a entonces z" = a. Escribamos la forma polar de z y de a,
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z =|z| (cosf +isinf) y a = |a|(cosd +isind) = |a| (cos(d + 2k7) + isin(d + 2km)),por
lo tanto

2" = (|z| (cos O +isin0))" = |z|" (cosnf+isinnb) = a = |a| (cos(d+2km)+isin(d+2km))

asf que |z|" = |a| y nf = & + 2km,luego |z| = ]a\% y 6 = 2T
1 0+ 2km .. 0+ 2knm
z =la|™ |cos( ) + @ sin( )
n
que escrito simbdlicamente es
1
z=ar = (|a| (cos§ +isind))n =

_ (”/_|a| {008(5—1-2167?) +isin(5+2kﬂ)] E—0.12.m- 1)
n

n
Ejemplo 1.47 Hallar las raices cibicas de 8.
Como z =8 =8| (cos0° + isin0°)
entonces
83 = ({"/@ |:COS<2]€T7T) + isin(%%)] , k=0, 1,2)
luego las raices cibicas de 8 son para
k=0, 2(cos0’+isin0°) =2
k=1, 2(cos120°+isin120°) = —1+iv/3
k=2, 2(cos240° 4 isin240°) = —1 —iv/3

Ejemplo 1.48 Las raices cuadradas de i vienen dadas por

<\/m {COS <g+221m) . <§+22k7r)} o 1)
_ (\/H[cos <%+k37r> +isin (%Hmﬂ , k::0,1>

luego las raices cuadradas de © son para

~.
Nl
I

|

k=0, (cosdb’+isind5’) =

k=1, (cos225%+isin225%) = —

S
g TS



1.8. RAICES DE UN NUMERO COMPLEJO 27

Ejemplo 1.49 Hallar las raices cuartas de 1
Como z=1=|1]|(cos0?+ isin(0°)
entonces
1i = ({‘/m [cos(zlfTﬁ) + isin(ijﬂ)} , k=0,1, 2,3)
luego las raices cuartas de 1 son {1,—1,i,—i} pués

para k=0, /|1 [cos(0) + isin(0)] = 1

2 2
para k=1, v/|1] [cos(zﬂ) + z'sin(zw)] = z’sing =1
B dr . Ar
para k =2, v/|1] cos(z) + ZSlIl(I) =cosm = —1
6 3 3
para k = 3, cos(—) + ism(zﬂ) = cos(g) + Zsin(g) =—
Ejemplo 1.50 Hallar las raices cuartas de
z=—2v3—2i
En efecto : Como
3 7
z=-2V3— 21, entonces ‘—2\/5— 22" =4, )= arctan% = % + 7= g Yy ast
1 Vs i
i o+ 2k T4 2k
<—2\/§— 2¢)4 - ((‘/Z {cos <6T7T) +isin (%)] k=0, 1,2,3)
son las raices cuartas de
2= —2V3— 2
Ejemplo 1.51 Como
3 3
z=—14+i= \/5((:0817T —i—z’sinzﬂ)

entonces

(1+0h = (V2

W=

3 3
T+ 2k °T + 2k
|:COS (%) + 7 sin (%)] , k= 0,1,2)

son las raices cubicas del nimero complejo

z=—1+1
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En forma similar se define
an = (am)% = {/|a|™(cos(mb + 2kn) + isin(mb + 2kw))w

2 2
=/ |a|m(cos(M) + isin(M)) k=0,1,2..n—1y
n n

(a%)m = (1 |a|m(COS(M) + isin(M)) k=0,1,2...n — 1)

n

Ejemplo 1.52

(—1)F = ((-1)?)7 =1} = (m <cos(00—i— %) +isin(0° + ?)) k= 0,1,2)

2 2 4 1 3 1 31
{1,cos§+isin 37T cos?w—l—zsm—}—{l —5—1—72,—5—7@}, pués
2k 2k
Si k=0, v|1] (COS(00+T7T)+iSiH(OO+T7T)) =cos0+isin0=1
2km 2k 2 2k
Si k=1, V1] { cos( 0°+—)+ZS1n(00+—7T) = oS — + isin —
3 3 3 3
2k 2k 4 4
Si k=2, Si k=0, /1] (cos(OoJrTﬂ)qLisin(Oothﬂ)) :cos?ﬂqLisin?ﬂ

Ahora
(—1)% = ((—1)é)2 pero (—1)% = (/=1 <cos(7T +32’”) + isin(” +32]”)) k=0,1,2)

ST
:{cosg+7)sin7T —1,cos — 3 —i—zsm—}

3
y asi
2 5 5
(—1)% = ((—1)%) :{cosg—l—ising,—l,cos ;+281n—7r}2
2 o 10 10 1
= {cos%%—zsm 3 1 cosijLzsin—ﬂ} _{—— \/_1,1,———@}

2 2
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luego ((—1)2)% = ((—1)§>2

Ejemplo 1.53 Calcular
1 1\ 2
(13w ()

que puede concluir de esto, son iguales ? Cudndo lo son ¢ Observar los ejemplos anteriores

Ejemplo 1.54 Hallar los valores de (2 — i)_%
Primero calculamos

Ahora escribimos

2+1,2 4+4, 1 3+4,
=+ =1 = =+=i—=)=|=+ =t
5 5 25 25 25 25 25 ) Y

34 1 1
= = VRTe==
* SEAR 5

el maddulo —1
25 25

3, 4. 4
y un argumento de sz + =i es arctan 3 luego

2 1

2 2 1N\’ (3 4\
o (2 LN (34
(2-14) (5+52> (25+252>

1 arctan 2 + 2k arctan 2 4+ 2k
_ 35[cos( : 7r)ﬂ'sm( : W),k:o,m}

1.9 Lugares Geométricos, Conjuntos y Regiones en
el Plano Complejo

Se sabe que a cada nimero complejo z, le corresponde un punto en el plano xy, de manera
andloga, las ecuaciones y desigualdades en variable compleja, pueden representarse por
curvas o regiones en el plano xy, como lo veremos a continuacién
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Ejemplo 1.55 Consideremos la ecuacion
Rez =2

y si la escribimos en términos de x, y, se tiene que : Rez= Re(x +yi) =z = 2. En el
plano complejo el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuacion x = 2, es una
recta vertical infinita .St se considera la desigualdad

Rez <2

que equivale a x© < 2, los puntos que satisfacen esta desigualdad, estin a la izquierda de
la recta © = 2, es decir, el conjunto solucion de la desigaldad Rez < 2 es el conjunto
{(z,y)/z < 2}, como se observa en la figura 1.7

El conjunto solucién de la desigualdad
Im(iz) < 2 figura 1.7

es el conjunto
{(z,y)/x <2}
ya que
Im(iz) = Im(i(x —iy)) = Im(iz + y) = = < 2

Ejemplo 1.56 Si se tiene
—2<Rez<3

que equivale a
—2<x<3

el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la ecuacion —2 < Rez < 3, corresponde
a los puntos que estan entre y sobre las rectas x = -2 y x =3 figura 1.8
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y

Ejemplo 1.57 Si
Rez <Imz

que equivale a x <1y el conjunto solucion de Rez < Im z es el conjunto

{(@,y)/z <y}

que se observa en la figura siguiente

Ejemplo 1.58 Si

Re(2?) < —1

entonces
Re((z + iy)?) = Re(z® + 2izy + i%y?) = 2 — > < —1
por lo tanto
y2 _ ZE2 Z 1

luego el lugar geométrico que representa la desigualdad Re(z?) < —1 viene dada por figura
siguiente

{(z.9)/y* —2* > 1}
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Ejemplo 1.59 Si |z — (2 + 3i)| = 4, entonces como

2= (243)| =z +yi— (2+3)| =]z -2+ (y—3)i)| = V(z —2)2+ (y — 3)2

se tiene que /(v —2)2+ (y—3)2=4 y asi (x—2)>+(y—3)2 =16

luego el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la igualdad |z — (2 + 3i)| = 4,
corresponde a los puntos que estan en la circunferencia (x — 2)* + (y — 3)? = 16 figura
stguiente

Si |z — (24 3i)| < 4, los puntos que satisfacen esta desigualdad son los puntos que
estdn dentro de la circunferencia con centro (2,3) y radio 4

En forma general, el lugar geométrico que representa la ecuacion ¢ < |z — (a + bi)| < d
con 0 < ¢ < d es el conjunto

{(z,9)/* < (x—a)*+ (y—b)* < d*} figura siguiente
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Ejemplo 1.60 Determinar todos los z tales que |z|° + 3Re(2?) = 4. Como z = x + yi
entonces

2 + 3Re(?) = (2% +47) + 3% — 4?) = 4

2

que equivale a x* — % = 1, luego el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la
2
igualdad, son los puntos (x,y) que estan sobre la hipérbola x* — % = 1.

2
Si \z|2 + 3Re(2)? < 4 que equivale a 2? — ‘% < 1, el lugar geométrico de los puntos
2
que satisfacen la desigualdad son {(z,y)/x? — LA 1}

2
J

h £3
N

Ejemplo 1.61 Determinar todos los z = x + iy tales que |z + 2i| = |z + (1 — 3i)|
Escribamos esta ecuacion como

2 +2i| = |z +iy+ 2| = [z +i(y +2)| = a2+ (y+2)?

—|z4+1-3)|=|z+iy+1-3i|=|(z+1)+i(y—3)| = (. +1)2+ (y — 3)2
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entonces /22 + (y+2)2 = /(z +1)2+ (y — 3)2 y elevando al cuadrado ambos miem-
bros de ésta igualdad obtenemos x?+y>+4y+4 = 22 4+22+1+y*—6y+9, que simplificando
se llega a x — by = —3, que es la ecuacion de una recta.

Definicion 1 Punto interior. Sea S # ®, S C C se dice que a es un punto interior
de S, si existe B(a,e) C S

Definicion 2 Conjunto abierto. Un conjunto S es abierto si y solo si todos sus puntos
son interiores. Ejemplos de conjuntos abiertos en R?,se observan en la figura siguiente

Ejemplo 1.62 Definicion 3 Puntos frontera a es un punto frontera de S, si toda
bola B(a,€) contiene puntos de S y puntos que no perrtenecen a S

Definicion 4 Punto de Acumulacion. Un punto a, es de acumulacion de un conjunto
S, si toda bola abierta reducida B/(a, €) contiene puntos de S

Definicion 5 Congunto Cerrado. Un conjunto S se dice cerrado si y solo si S con-

tiene todos sus puntos de acumulacion. Ejemplos de conjuntos cerrados en R? se pueden
apreciar en la figura siguiente

y

|
/\ly,\

N

y

X@X\
e 4l
I
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Ejemplo 1.63 Definicion 6 Congunto Conexo. Un conjunto S es conexo si cualquier
par de puntos de S, puede ser unido por un camino poligonal contenido en S

Definicion 7 Dominio. Un conjunto S se dice dominio, si es abierto y conexo. En la
figura siguiente se pueden observar grificas de Dominios

.....................

.....

Ejemplo 1.64 Definicion 8 Simplemente Conexo. Un dominio S se dice simple-
mente conexo, si toda curva simple cerrada en S es tal que su interior estd totalmente
contenida en S.Por ejemplo S = R? — {0,0},S = {zeC /2 < |z — (1 +5i)| < 3},n0
son conjutos simplemente conexos En la figura siguiente se pueden observar conjuntos
simplemente conexos

,,,,,,,,,,

Ejemplo 1.65 Definicion 9 Vecindad Vecindad de un punto, es cualquier conjunto
que contenga un conjunto abierto, que contenga al punto.
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?
Ejemplo 1.66 Consideremos el conjunto S = {—},.n. No tiene puntos interiores, ya que
n
si aeS, B(a,€) no esta contenida en S. Ningin punto de S es interior, luego S no es un
conjunto abierto. El vinico punto de acumulacion de S, es z = 0 luego S no es cerrado

re ..}.No

pues 0 ¢ S y 0 es punto de acumulacion. Los puntos frontera de S son {0, 1, 575

es un conjunto conexo, ni dominio, ni vecindad.

Ejemplo 1.67 Consideremos el conjunto S = {zeC / |z — (24 31)| < 4}.S es un conjunto
abierto, pues todos sus puntos son interiores. S mo es un conjunto cerrado, pues por
ejemplo (2,7) es un punto de acumulacion y (2,7) ¢ S. Los puntos de acumulacion de
S son {zeC/ |z —(2+ 3i)| < 4}. Es un conjunto conezo, es dominio y es simplemente
conezxo.

Ejemplo 1.68 Consideremos el conjunto S = {zeC' /2 < |z — (2+1)| < 3}. No es un
conjunto abierto, pues por ejemplo (2,4) es wun punto de S, que no es interior a S.
Los puntos interiores son {zeC /2 < |z — (2+1)| < 3}. Es un conjunto cerrado. Los
puntos de acumulacion son S = {zeC' /2 < |z — (2+1)| < 3}, no es un dominio, no es
un conjunto simplemente conexo

Ejemplo 1.69 Consideremos el conjunto S = {zeC' /2 < |z—(2+1i)| < 3}. Es un
conjunto abierto, los puntos interiores son el mismo conjunto. No es un conjunto cerrado,
pues por ejemplo (2,4) es un punto de acumulacion que no pertenece a S. Los puntos de
acumulacion son S = {zeC /2 < |z — (2+1i)| < 3}. Es un conjunto Conexo, es Dominio
y no es simplemente Conexo

Ejercicio 1 Aplicar los conceptos tratados anteriormente para solucionar los siguientes
ejercictos

1. Verificar que:

a) (=7+2i)+(3+4i)+ (—4+6i) =—8+ 121

b) (=7+2i) —(3+4i)+(—4+6i) =—14+4
)
)

(=7 +2i) - (3 + 4i) — (—4 + 61)) = —45 + 28
(=7 +2i) - (—4 + 6i)

C

d = T4 2
(—7+2i) + (3 + 4) e
) 1 _ 1 3.
(=7+2)+ (3+4i)+ (—4+6i)) 26 52
. 1+ 8i
() (<L +28P =1, (1—iP=—2-2 = _243

241
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2. Hallar médulo y argumento principal de

a) z = 2 — 5i. Respuesta /29, arctan(32)

b) z = —2+ 5i, Respuesta /29, m+arctan(32) 6 m—arctan(3)

c) z = —1—i, Respuesta v/2, 57/4 6 m4arctan(1)

d) z = 3i, Respuesta 3, 7/2

e) z = —b, Respuesta 5, 7

f) —i  Respuesta 1 -7/2

3). Mostrar que

34 5.(6+2i)—5-(1+3i
P S we 2 OH20=5-(04+30) o
1—1 (—1+1i)—2

2+i |° 253 204
= _—_— = 1
Y ) 4225 4225

6i — (1—2i a B
y verifique que:
a) Rez=1,Rev=—-22 Rew=-1,Imz=1Imw=1,Imv=—22

4225 4295

b) argz = arctan1+ 2nm, argv = arctan 2% + 7 + 2nm, argw = arctan(—1) + 7 + 2nm

3
c) Argz:%, Argv:arctan%—ﬂ, Arngf
d) z=1-i, v=—-22+2%, w=-1—i
2 2 1
) lFl=v2 ol =/(-E) + (-8) = 5. lwl=V2

1
0 [ol=vE fl=2. [6]=v2
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3. Verificar que
1
z=(—V3—14i)"% = — (cos 330 — isin 330)

32
w=(—V3+i) =8 (cosg—l—z’sing)
2 =W3-i)P=8 <cos_7ﬂ+isin_77r)

y que
a) z-w-z = (—V3—i) % (—V3+i)P*x(V3-i)P=v3+i
b) 22wz = (—V3—i) 0% (—V3+i)Px (V3 -1i)® = LivV3+ &
o) Zow-z (—V3 — i) 0% (=3 4+14) x (V3 —i)?
zezew (=B =) P (V3 — i) (—V3+ 1)
d) Re(z) = Re ((—v3—1)7%) = L3, Im(w) = Im ((—V3+1)?) = 8,argw =
g + 207, Argz = Arg (V3 —i)8) = —g, Arg(w) = Arg((—v3+1)%) = g

Q) T=vVA- i wl=8 [2= /(& + (&) =

= —128iv/3 — 128

4. Hallar x y y tal que

2 1
a) i(r+yi) =2+ 1+ 2yi Respuesta x = —3 y = -3

b) 2? —y? + 2zyi = —xi +y Respuesta (z,y) =(0,0) y (z,y) = (0,-1)
c) 2x—3yi+4ri—2y—5—10i =x+y+2—(y—x+3)i Respuestax =1, y=—2

5. Mostrar que

2k 2k
a) 162 = /16 (cos <T7T) + 7sin (Tﬂ)) k=01

. . —E+2k7r —i+2k7r
b) (1 —14)s =25 | cos 4T + isin 4T k=0,1,2
. Z—i—2k7r Z+2k7r
c) i’ = cos ZT +isin 2T k=0,1,2

— 2arctand + 4k 2arctand + 4k
d) (1+44)3 = 175 <cos(arc an3+ 7T)Jrz's,in(m a’n3+ ”))k:o,m
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= 641 ( cos ™+ 2km + 7 sin ™+ 2km k=0,1,2,3
4 4
f) \/1+i:j:< —1+2\/5+¢,/—V§2—1>

6. Demostrar o refutar que:

S

e) (—64)

a) |z 4+ 2+ 23+ ..+ 2| <|z1| + |22 + |23 + ... + |2n] Respuesta Verdadera

b) (2)” = W Respuesta Verdadera

c) Re(iz) = —Im(z) Respuesta Verdadera

d) Im(iz) = Re(z) Respuesta Verdadera

e) Re(z?) = (Rez)® — (Imz)* Respuesta Verdadera
f) Im(z?) =2RezImz Respuesta Verdadera

g) Re(z1 + 2z2) = Re(z1) + Re(z2) Respuesta Verdadera

h) arg(z1zy) = argz; — argz; + 2nm  Respuesta Verdadera

i) arg(z) = —argz+ 2nm  Respuesta Verdadera

j) |Rez|+ |Imz| <+/2]z2|] Respuesta Verdadera

k) arg(z") =nargz+2nm  Respuesta Verdadera

1) Re(z122) = Re(z1) Re(22) — Im(27) Im(22) Respuesta Verdadera
m) Arg(z12z2) = Arg(z1) + Arg(z2) Respuesta Falsa

n) Arg(z—:) = Arg(z1) — Arg(za) Respuesta Falsa

7. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos en el plano que satisfacen la

ecuacion
a) |z = [z — i Respuesta {(z,y)/y = 1/2}
b) |z —8+4i| =9 Respuesta  {(z,y)/(z — 8)? + (y + 4)? = 81}
c) |z—i|=2 Respuesta {(x,y)/2> + (y — 1)> = 4}
22 g
d) |z+3|+|z—3| =10 Respuesta < (z,9)/== + = =1
25 16
e) Im(z —i) = Re(z + 1) Respuesta {(x,y)/y =z + 2}
-3
f) z+ 3' =2 Respuesta {(x,y)/(z +5)* + y*> = 16}
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g) |z— 1 =Re(z+1) Respuesta {(z,y)/y? = 4z}

h) [z—3|—|z+3| =4 Respuesta {(z,y)/52% — 4y* = 20}
i) z2=—2 Respuesta {(0,0)}

j) 2= % Respuesta {(x,y)/2? + y* < 1}

k) z+z=1 Respuesta {(z,y)/z = 1/2}

1) Re(2%) >0 Respuesta {(z,y)/z* —y*> > 0}
m) z—zZ=1 Respuesta {(z,y)/y = 1/2}

8. Graficar el lugar geométrico de los puntos que representa la desigualdad

a) Rez? <1 Respuesta 22 —y* <1
b) Imz < 2 Respuesta y < 2
2 g2

x
-3/ <1 ta —+=<1
c) |z+ 3|+ |z —3| <10 Respuesta 25+16_

d) Im(z —i) = Re(z +1) Respuesta y =z + 2

e) 2<|z—1i <3 Respuesta 4 <a2?+ (y—1)><9
f) 0< 2| <5 Respuesta 0 < 2?4+ y* <25

g) Rez >0 Respuesta = >0

h) |z — 1| > Re(z + 1) Respuesta y* > 4z

9. Sea S = {a + bi /a,b son nimeros irracionales } que estan en el interior del rectdngulo

de vértices —2 —3i, 2 —3i, —2+ b1, 2+ 50

a) Es S cerrado?, es S abierto? Cuédles son los puntos interiores. Cuéles son los
puntos de acumulacién de S. Cuales son los puntos frontera de S. Es S un
conjunto conexo?, es dominio?, es simplemente conexo? Respuestas: S no es
cerrado, no es S abierto, no tiene puntos interiores, los puntos de acumulacién
de S son todos los puntos {(z,y) € [—2,2] x [—3,5]},los puntos frontera de S
son {(z,y) € [-2,2]x[—3,5]}., no es conexo, no es Dominio, no es simplemente
conexo

10. Sea S = {a + bi /a,b son numeros irracionales } que estdn en el borde y en el interior

del rectdangulo de vértices —2—3i 2—3i —2451 24 5¢
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a) Es S cerrado?, es S abierto? Cuédles son los puntos interiores. Cuéles son los
puntos de acumulaciéon de S. Cudles son los puntos frontera de S. Es S un
conjunto conexo?, es dominio?, es simplemente conexo?. Respuestas
S no es cerrado, no es S abierto, no tiene puntos interiores, los puntos de
acumulacién de S son todos los puntos {(z,y) € [—2,2] x [-3, 5]}, los puntos
frontera de S son {(z,y) € [-2,2] x [-3,5]}., no es conexo, no es Dominio, no
es simplemente conexo

11. Sea S ={2+1 }

a) Es S cerrado?, es S abierto? Cuales son los puntos interiores. Cuales son los
puntos de acumulacién de S. Cuales son los puntos frontera de S. Es S un
conjunto conexo?, es dominio?, es simplemente conexo? Respuestas: S
es cerrado, S no es abierto, no tiene puntos interiores, no tiene puntos de
acumulacién, punto frontera es {2 + i }, no es conexo, no es Dominio, no es
simplemente conexo

12 Cuales de los conjuntos siguientes son dominios y dominios simplemente conexo

a) |z + 3|+ |z — 3] <10 Respuesta no dominio y no dominio simplemente conexo
b) |z+ 3|+ |z — 3| < 10 Respuesta dominio y dominio simplemente conexo

c) Im(z — i) = Re(z + 1) Respuesta Respuesta no dominio y no dominio simple-
mente conexo

d) 2 < |z—i] <3 Respuesta dominio y no dominio simplemente conexo
e) |z—1] <Re(z+1) Respuesta dominio y dominio simplemente conexo
£) Im(z) <2 Respuesta dominio y dominio simplemente conexo

g) |z| >0 Respuesta dominio y no dominio simplemente conexo
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Capitulo 2

Funciones

2.1 Generalidades

Hasta aqui, se han tratado las propiedades elementales de los niimeros complejos y ahora
se pretende introducir las funciones complejas.
En un curso de cédlculo elemental, se hace hincapie en las funciones reales, por las que
se entienden cualquier funcién que opera sobre niimeros reales y produce nimeros reales,
por ejemplo, la funcién definida por f(z) = z? para todo zeR, toma cualquier niimero
real z y produce el nimero real no negativo z2.
La idea de una funcién compleja es similar, excepto que ahora se permite a la funcién
operar sobre niimeros complejos y producir niimeros complejos, por ejemplo f(z) = 2% +
22+ 1, asf f(i)=4>+2i+ 1= 2i.
Mas aiin, suponga que se tienen 2 variables complejas z y w y que existe una relacion
de manera que, en una forma bien definida a cada valor de alguna regién en el plano
complejo z, le corresponde uno o mas valores de w, entonces se dice que w es una funcién
de z, definida en esa region y se escribe w = f(z) = u + v, es decir, si

w=f(z) = flr+yi) =u+vi=u(z,y) +v(z,y)

se concluye que una funcién compleja f(z), es equivalente a dos funciones reales, u(x, y)
y v(z,y)

Ejemplo 2.1 f(z) = |2?| = 2* + v = u(z,y) +iv(z,y)
Ejemplo 2.2 f(z)=z=x —yi =u(z,y) +iv(z,y)
Ejemplo 2.3 f(z) = Re(z?) = 2% — y? = u(z,y) + iv(z,y)

= = - O rui
_FE_Z Y Tyt — u(z, y) + iv(z, y)

Ejemplo 2.4 f(z) =

SIS
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Ejemplo 2.5 f(z) = 2% = (v +iy)* = 2? — y* + 2izy = u(z,y) + v(z,y)

Ejemplo 2.6 Sea R la region el plano xy determinada por las rectas y =0,y =3, v = 1,
x =0 (figura 2.1) y veamos la imagen por medio de la funcion

f)=0Q+i)z=0+0d)(z+iy)=(x—y)+i(zr+y) =ulz,y) +iv(z,y)

La recta x = 0 tiene por imagen ©u = —v, puesu =2 —y, v =x +y entoncesu =0—1y
v=0+4+yydeaqui u=—v.

La recta y = 0 tiene por imagen por imagen u = v, pues, u = — Yy, v = +y entonces
u=z v=uxrydeaqul u=nwv.

La recta y = 3 tiene por imagen ©u — v = —6, pues, u = r —y, v = x + Yy entonces
u=x—3 v=zr+3ydeaqui u—v=—6

La recta x = 1 tiene por imagen u+v = 2, pues,u = r—y, v =r+y entonces u = 1—y
v=14+yydeaquiu+ov =2

El punto (z,y) = (0,0) tiene por imagen (u,v) = (
El punto (z,y) = (1, 0) tiene por imagen (u,v) = (
El punto (z,y) = (1, 3) tiene por imagen (u,v) =
El punto (z,y) = (0, 3) tiene por imagen (u,v) =

0,

1,1
(=
(=

O)puesu=z—y =0y v=x+y =0
puesu=x—y=1y v=a+y=1
2,4)
3,3)

Y

Ejemplo 2.7 Sea R la region el plano xy determinada por las rectas y = v — 1, y = 1,
x =4, (figura 2.2) y veamos la imagen por medio de la funcion

f(z) = 22 = (x + z'y)2 =22 —y? 4 2ixy = u(z,y) +iv(x,y)
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La imagen del punto (z,y) = (2,1) esu=2*> —¢y*> =4 —1=3,v =2y = 2.2.1 = 4, es
decir, (u,v) = (3,4)
La imagen del punto (z,y) = (4,1) esu = 22 —y*> = 16 — 1 = 15, v = 22y = 8 por tanto
(u,v) = (15, 8)
La imagen del punto (z,y) = (4,3) esu =22 —y* =16 —9 = 7, v = 22y = 24, por tanto
(u,v) = (7,24)
2

La imagen de larectay =1 esu = UZ —1, pues u = 22 —y?, v = 22y entonces u = x> —1

v v?
v:2:cycomox:ientoncesu:z—l.

La imagen la recta y = x — 1 es 2v = u? — 1, pues u = x2—y2, v = 2xy entonces
1
u=a?—(x—1)2=2z—1, portantox—%yv—2x(m—1)ydeaqu12v—u -1
2

La imagen la recta x =4 es u = 16 — 2—4, pues u = 22 —y?, v = 2y entonces u = 16 — y>

2
v

=8yyd =16 — —

y v yy de aqui u 6

¥

Ejemplo 2.8 Hallar la imagen de la recta de Re(z) = 2 en el plano w mediante f(z) = 2>

En efecto w = u +iv = 22 = (v +iy)? = 22 — y* + 2ixy por tanto igualando parte real

€ 1mag1nar1a se tiene que

u=2>—1y* y v=_2xy

por lo tanto como Re(z) = z = 2, entonces

2
u=2"—y" y v=2Q2)y luegoyzg y asi u:4—(%>

luego la imagen de la recta r = 2 mediante f(z) = 22 es una pardbola, el grafico de

)
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La imagen del primer cuadrante en el plano z, por medio de f(z) = 2?2 es el semiplano
superior de w, pues si

z=re", w= pe” entonces como w = z* se tiene que pe”’ = r2e™?’ asi que p =1’y 5 = 26

™

< 7, ellos se aplicanen 0 < § < 7

y como los punto de z estan 0 < 6

z—1
z+1

Ejemplo 2.9 Hallar la imagen de la recta x = 1 mediante f(z) =

z—1

En efecto, exprezaremos z en términos de w Como w = entonces w (z + 1) =

z — 1y de aqui

1+w , l+u+iv  (I+u+iv)(l—u+iv)

zZ = ——— Yyportanto z =1z 41y = — = - — =
1—w l—u—iv (1—u—1w)(l—u+iv)
1 —u? —0? 201

+ entonces igualando parte real e imaginaria se tiene
(1—u)2+0v2 (1 —u)?+0? 8 P 8

1—u?—0? 2v

T —wrre? SV T w2

y asf la imagen de la recta x = 1 es la circunferencia

1—u?—0?

1l=—— —  que simplificando se tiene u? +v?> =u
T—wpyer OO
—u v

2.2 Algunos Tipos de funciones

2.2.1 Funcién polinomial de grado n

Es una expresién de la forma

f(z) =ap+ a1z +az* + ...+ a,z" con a,#0,y a;eC
Ejemplo 2.10 f(z) =141 es una funcion polinomial
Ejemplo 2.11 f(z) = z+ 5 es una funcion polinomial

Ejemplo 2.12 f(z) = 5iz* + 323 — 20 es una funcion polinomial



2.2. ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES 47

2.2.2 Funcién Racional

Es una expresion de la forma %, donde f(z) y g(z) son funciones polinomiales y
g(z
9(z) #0
Ei lo 2.13 (=) z+ 5i funcio onal
emplo 2. 2) = es una funcion raciona
Jemp Bizt + 325 — 2i
Ejemplo 2.14 f(2) ! funcion racional
emplo 2. =
jemp 2) = g2 g o unafuncion raciona
5.4 .3 ;
Ejemplo 2.15 f(z) = % es una funcion racional
24 2—4

2.2.3 Funcion Exponencial

Se pretende definir e* para z complejo de tal manera que se tenga la funcién exponencial
real cuando z es real.
Se recuerda que

e’ = E — vy si a=6i entonces

0 = (i0)" i0)>  (i6)*  (if)*
o E:() (0)*  (@0)°  (i6)

-2 =14+ o e e e
0> 0 , 0> 0
R TR +W—§+g+)

= cosf +isind

luego, una manera de definir la funcién exponencial es

e* ="t = e"(cosy + isiny) y asf

e =e” y el arg(e’)=y+2nmw, neZ
Ejemplo 2.16 ¢™ = e%(cosm + isin )

Ejemplo 2.17 €273 = ¢?(cos 3 + isin 3)
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Ejemplo 2.18 ¢273 = ¢?(cos(—3) + isin(—3)) = €?(cos 3 — isin 3)
Ejemplo 2.19 ¢’ = ¢%(cos1 +isin1)

Ejemplo 2.20 Como

1+1)?
SR
1—12
entonces
() _ o
e\ ') =e M =¢e1(cos1+isinl)
y asi

a)

<1+i)2) .
e( 1= ‘ = |e| =]e " (cos1+isinl)| = ecos? 1 +sin®1 = e

(1+i)? )

b) Re (e( e )) =Re (') = Re(e ' (cos1 +isinl)) = e ' cosl
() e

¢) Imle\ ™ =1Im (e ') =Im(e™! (cos1+isinl)) = e 'sinl

Algunas propiedades

1.
e #0

Solucién. Suponga que ¢* = 0, Como e* = e*(cosy +isiny) = 0 entonces e*cosy =0
y €”siny = 0 lo que implica que cosy =0 y siny = 0 ( pues e” es diferente de cero) y
de aqui y = nm, luego como cosnm = (—1)" # 0 entonces e” cosnm no es cero, luego se
concluye que e* # 0

2.

ez+2nm — GZ

Solucién. e*2nmi = elatbi+2nmi — cat(b+2nm)i — ca(cog(h + 2nm) + i sin(b + 2n7))
= e%(cosb+isinb) = e*

e“=1 siysolosi z=2nmi
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Solucién e* = 1sii e*(cosb+isinb) =1 =1+0isii e“cosb=1 ye*sinb=0 y elevando
al cuadrado y sumando se tiene que €*cos?b + €**sin’b = €?* = 1 luego a = 0, por
tanto

cosb=1ysinb=0siib=2n7ya=0sii z=2nm

ef=eY s z=w+2nmi

Solucién Aplicar la propiedad #3

5.

Z1 | %2 z1+22

=€

Solucién Sean z; = a+bi 2y = c+ di entonces

e = 0T et — 0 (cog b+ isinb)e(cosd + isind)
= e%e[(cosbcosd — sinbsind) + i(sinbcosd + cosbsind)]
= e"(cos(b+d) + isin(b+ d)) = eleTIHilbrd) — o=tz

e

Ejemplo 2.21

T n s n 2 2
TS — Ty = (cosz—i-z'sinE) V2 = <\/—_+Z£> V2=1+i

4 4 2 2

6.

e

_ 631*'22

e?2
Solucién Anéloga a la anterior
7.

e = ¢”
Solucién
e = e®(cosy+isiny) =€ cosy — ie”siny = e”(cosy — isiny)
= ¢“(cos(—y) +isin(—y)) = e"e V=" = ¢*
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0

8. Si 2 =re? y 2z = de” entonces

2129 = rde?e® = rde'@t0) = pdeieres1z
entonces
6i(9—|—(5) — eiargzlzz
por tanto
e!ez122=(040) — | yego argzizo — (0 +6) = 2nm
y asi

arg z1zo = arg 21 + arg zo + 2nm para algin neZ
En forma andloga se tiene que

z
arg 2= arg z; — arg zo + 2nm para algin neZ y
zZ2

arg 2" = narg z + 2pm para algin peZ

2.2.4 La funcién logaritmo

Hay mucha formas de hacer un estudio de la funcién logaritmo natural con valores reales,
pero cualquiera que sea el camino escogido, una de las propiedades bésicas es que, para
cualquier y y parax >0,y =Inx sii x = eY. Se utilizard esta propiedad para definir
en forma andloga la funcién logaritmo natural compleja, que notaremos como log z para
distinguirla de la funcién logaritmo natural real. Asi que definimos para z # 0

w=1logz siysolosi z=¢e"

Para tener una manera explicita de calcular log z entonces escribiremos z en su forma
polar z = re| y sea w = u + iv (hallaremos u y v ). Consideremos la ecuacién z = ¥
que queremos resolver para w. Asf

tomando el médulo en ambos lados de la ecuacién anterior se tiene que
|Z| — ‘7‘619‘ — |7"| |629‘ — }euew‘ — |6u| |€w‘

como |ei9} = |e™| =1, pues 0 y v son reales se tiene que

r=e"
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y como 7 y e" son nimeros reales, tomando logaritmo natural en ambos lados de la
igualdad se concluye que

u=1Inr=In|z|
donde Inr es la funcién logaritmo natural real evaluada en r
Ahora como r = e" entonces de z = e’ = e¥ e = e“e™ se tiene que €’
ev=9 =1y deaqui v — 0 = 2n7 es decir, v = 0 + 2n7 luego

9 = ¢ es decir

w=u+iv=Ilogz=In|z|+i(0+2nT) neZ

Como 0 es cualquier argumento particular de z, el stmbolo arg z contiene todos los niimeros
de la forma 6 + 2n7 y podemos escribir

logz=1In|z| +iargz

Observemos que hay un niimero infinito de logarimos naturales diferentes para un nimero
complejo z diferente de cero, pero todos difieren en multiplos de 27

Como el simbolo log z denota un conjunto infinito de niimeros complejos distintos, log z no
es una funcién como usulmente la conocemos Para tener la funcién logaritmo compleja,
definimos el logaritmo principal de z # 0 por

Logz =In|z| +iArgz
utilizando el valor principal del argumento y asi Logz es una funcién

La funcién logaritmo puede definirse para otras bases reales distintas de e. Si z = a"
log 2

entonces w = log, z = ,donde a >0y a#0,1 (Recuerde que log z es en este escrito

log a
el logaritmo natural de z2)

Ejemplo 2.22 El log(—i) se puede expresar como:
3 3 3
log(—i) = In|i| + z'(?” +2nm) =0+ i<§ + 2nm) = 2'(777 + 2nm)

0
log(—7) = In |i| + z(—g +2nm) =0+ z(—g +2nm) = 2(—% + 2nm)

y el logaritmo principal (Log(—i)) como

Log(~i) = Ini| +i(~5) = 0— - = =4
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Ejemplo 2.23 El log(—1 —1) se puede expresar como:
5 5
log(—1—1i)=In|-1—1| + Z(ZW +2n7) =In V2 + Z(I7T + 2nm)

o

-3 3
log(—1 —i) =In|—1—14| + Z(T7T +2n7) = In V2 + Z(—IW + 2nm)
y el logaritmo principal Log(—1 — i) como
3 3
Log(—1 —i) =In|—1 —i| + z‘(—f) —Inv2 - sz

Ejemplo 2.24 El log(\/3 —i) se puede expresar como:

log(v/3 — i) :ln’\/g—i

11 11
+ i(% +2nm) =In2 + i(% + 2nm)

o
+ 2(—% +2nm) =1n2 + z(—% + 2nm)

log(\/g—z')zln‘\/g—i

y el logaritmo principal (Log(\/g — z)) como

Log(+v3 —i) =In )\/5— z‘ Fi(-5) =2 - T
Ejemplo 2.25 El log(—4) se puede expresar como:
log(—4) = In|—4| + (7 + 2n7) = In4 + (7 + 2nm)
o

log(—4) = In|—4| +i(—7 + 2n7) = In4 + i(—7 + 2n7)

y el logaritmo principal (Log(—4)) como
Log(—4) =In|—4|+imr =In4 + mi

Ejemplo 2.26 Como

entonces




2.2. ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES 93

Algunas propiedades

Si z y w son nimeros complejos diferentes de cero entonces

1.
log zw = log z + logw + 2nmi para alglin entero n
Solucién
log zw = In |zw| + iarg zw = In |z| + In|w| + i(arg z + argw + 2nw) =
=In|z| +iargz + In|w| + iargw + 2nmi = log z + log w + 2nmi
2.
z .
log — = log z — log w + 2ni
w
Solucién. Ejercicio
3.
log 2" = nlog z 4+ 2pmi
Solucién
log 2" = In|z"|+iargz"” =In|z|" +iargz" = nln|z| + inargz + 2pmi
= n(ln|z| +iarg z) + 2pmi = nlog z + 2pmi
4.
elogz = 5
Solucién
6logz — 6ln\z|—|—iargz _ 6ln|z|6iargz _ |Z| eiargz _ |Z| 6i(9+2n7r) _ |Z| (COSQ—FiSiHQ) — {E—F’Ly = 5

loge® = z 4 2nmi
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Solucién
loge® =In|e”| +iarge® = In|e"e”| + iarge’e™” =Inle”| + In |e¥| + i(arg e"e”)
In|e*| 4+ 0 +iarg(e“e”) = x +i(y + 2nw) = 2 + 2nwi

Estas igualdades son véalidas como igualdades entre conjuntos, asf por ejemplo

logi -1 =1logi+ logi + 2pmi
pero logi-i = logi® =log(—1) =In|—1| +i(x + 2n7) = i(7 + 2n7) y

2log i + 2pmi = 2 (m 1]+ i(g + er)) + 2pmi = i(m + 2(2n)7) + 2pmi

entonces un elemento de logi? es por ejemplo i(m + 2.27) = 5mi cuando n = 2 y este
corresponde a un elemento de 2logi + 2pmi que es cuando n = 1 y p = 0, es decir
i(m+2(1 4 1)) = bmi.

El valor principal del logaritmo de z, que se denota por Logz es el valor que se obtiene
cuando se usa el argumento principal de z y ninguna de las igualdades anteriores es viélida
con argumento principal

Ejemplo 2.27
Log(—1.i) # Log(—1) + Logi pues

Log(—=1.4) = Log(—i) = In|—i| + iArg(—i) = —%i y

Log(—1) + Logi = In |—1| + iArg(—1) + In|i| + iArg(i) = mi + gz = i
Ejemplo 2.28 Mostrar que

1

1
log(i)s = 3 log i + 2pmi

En efecto

Wl
I

log (cos + 2]{:77) + 7 sin (g + 2/’{:7r>)§

(E

2

= log [ cos W—l—ZkW + 281 W—l—ka =

- 08 6 3 R W
k

+28m )

log(4)

ol

—|—iarge(

— 0+ (g+7)z‘+2nm k= 0,1,2 neZ.
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Ahora
1 . . 1 L . .
glogz—l—me = §(1n|z|—|—zargz)+2pm
1,<7r+2 >+2 . 7T+27”L7T . 9
= —i(=+2n7 mi=|=-+—1_1 )
3'\2 b 6 3 b
Yy ast se tiene que
1
log(i)s = 3 logi + 2pmi

2.2.5 Potencias de la forma z%

Utilizando las funciones logaritmo y exponencial complejas, podemos definir z* para
cualquier nimero complejo z # 0 y cualquier nimero complejo w. Recordemos que si
x > 0y y es cualquier niimero real

¥ = eylnz

Utilizando esto como modelo, definimos z" por la ecuacién

w_ w log z+2pmi wlog z

z =€

Como log z tiene un nimero infinito de valores, z* también
Podemos definir una funcién llamada el valor principal de 2*, utilizando la funcién
logaritmo principal

Algunas propiedades

Sea z un nimero complejo diferente de cero y sean « y S nimeros cualquiera entonces

1.
2% P = poth
Solucién
P Zﬁ _ ealogz i 6510gz _ €(O¢+ﬁ) logz _ ZOH—E

2. )

z _ a-pB

— = Z

B

Solucién Anéloga a la anterior
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Solucién Ejercicio

Ejemplo 2.29

- ezlogz _ ez(ln|z\+z(2+2n7r) por lo tanto

Re(zz) — Re(e—(g+2nﬂ')) — 6_(g+2n7r) e Im(ZZ) — Im(e—(%—&-Qrm)) -0

2T (=
) — el (§+2nm) _ e (2+2n7r)7

Ejemplo 2.30

23—2' — e(3—i) log2 _ 6(3—7,’)(1112-|—7l(0-&—2n7r) — 6(Z’>—7j)(1112—|—722n71') _ 63(ln2—1—7,’27171')—1'(1112-i-722n71')

63 In 24-2n7w+i(6nm—In 2) 63 In 2+2mr€i(6mr—ln 2)

= 8¢ (cos(6nm — In2) + isin(6nm —In2)) luego

Re (2°7%) = 8e™" cos(6nm — In2), e Im (2°7") = 8e*"sin(6nm — In2)

Ejemplo 2.31 Mostrar que
log(e'**™) =1+ 3mi + 2kmi
En efecto

z _ €1+37rz

e =e- e =¢(cos3m +isindn) =e(—1)=—¢ y

log(e! ™) =log(—e) = In|—e| +i(m + 2n7) = 1 +i(7 4+ 2n7) = 1 +i(37 + 2k7)

=1+ 3mi + 2kmi (para n=1), entonces log(e' ™) =1+ 3mi + 2kmi

Ejemplo 2.32
L LY, ., T ., T
log(es') = Inles’| + z(§ +2nm) = z(§ + 2nm), por lo tanto

Re(loge%) =0 e Im(loge%):%—l—Znﬂ
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2.2.6 Funciones trigonométricas
Para motivar la definicién recordemos que si @ es real,
e =cosf +isind y e =cos(—0) +isin(—0) = cos —isinf

Si sumamos estas ecuaciones obtenemos que

e + e % = cosf +isinf + cosh —isinf = 2cosh luego
0 —i6
+e
cosf =
2
y si las restamos, se tiene que
e — e = cosf +isin® — (cos —isinf) = 2isinf luego
0 —1i0
—e
sinfl =
2i

y estas igualdades sugieren que se defina para cualquier nimero complejo z,

eiz + efiz ) eiz . efiz
COSg = ———— y sme=———
2 21

entonces

ew + e~ 6_1 + 61

Ccos? = =
2 2
o Gi(5+im2) _ —i(§+iln2) B -2 _ % 2
sin|=+¢n2| = - = -
2 21 21
. 1 .
_ 1 (2) + 20 _ 5
2i 4
ol p—ii =1 _ gl el _ el
sini = = = —3 =4sinh1
21 21 2
Las dem4ds funciones se definen como
sin z COS 2 1 1
tanz = , cotz=——, secz= , cscz=
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Algunas propiedades

1. cos?z+sin?z=1

Solucién
2 i iz 4 =iz 2 . iz _ =iz 2 o2z 4 9 4 o2z . e2iz _ 9 | o2z
cos“z+sin“z = _ _ =
2 21 4 442
B e2zz N 1 N —2iz e2iz N 1 €—2iz B 1 1 _
4 4 4 2 4 2 2

2. 1 +tan?z =sec?z
3. 1+cot’z=csc’z

4. ¥ = cosz +1sinz

eiz + e—iz elr — otz )
Solucién cos z + isinz = — +1 (2—) — el
1

5. sin(—z) = —sinz y cos(—z) = cosz

» efiz + eiz eiz + ef'iz
Solucién cos(—z) = 5 = 5 =cosz

6. ¢ ¥ = cosz — isin 2z (ejercicio)

7. sin(z + w) = sin z cos w + cos z sinw

Solucién
ei(z+w) _ 6—i(z+w) ezt _ o—iZp—iw
sin(z +w) = - = - =
( ) 21 21
1Cos zsinw + 2sin 2z cosw + 7 cos z sinw + 7 sin 2z cos w
21

21 cos z sinw + 27 sin z cos w . .

= 5 = SIn 2 COs W -+ COoSs 2z sin w

1

8. sin(z — w) = sin z cos w — cos z sinw
9. cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w

10. cos(z — w) = cos z cosw + sin z sinw
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11. sin2z = 2sin z cos z

12. cos2z = cos? z — sin? 2

1+ cos2z
13. cos?z = +—
2
14. siniz = i¢sinh 2
e~ % — e? e? — e *?
Solucién siniz = ——— =4 | —— | = isinhz
21 2

15. cosiz = cosh z
16. sinz = sin(z + iy) = sinx coshy + i cos z sinh y

Solucién sin z = sin(z + iy) = sinx cos iy + cos x siniy = sin x cosh y + i cos x sinh y
17. cosz = cos(x + iy) = cosx coshy — isin x sinhy

Solucién cos z = cos(z + iy) = cos x cos iy — sin x sin 1y = cos x coshy — isin x sinh y
18. sin(z + 2n7w) =sinz  cos(z + 2n7w) = cos z

19. coshiz = coz y sinhiz =1isinz

2.2.7 funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas complejas estan definidas por

. er —e”? e” + e F sinh z
sinhz = — | coshz = ———— tanhz =
2 cosh z
cosh z 1 1
cothz = — sechz = cschz = —
sinh z cosh z sinh z

Algunas propiedades

1. cosh?z —sinh?z =1
z —2z\ 2 z _ ,—Z 2
En efecto : cosh?z — sinh? 2z = <i) _ (1) _

_62Z+2+€_2Z 622—2+6_2Z_1
= 1 1 =
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2. 1 —tanh® z = sec h?z

3. coth®’z — 1 = csc h?z

4. sinh(—z) = —sinhz y cosh(—z) = cosh z
5. cosh(z + w) = cosh z cosh w & sinh 2z sinh w
6. sinh(z + w) = sinh z cosh w =+ cosh z sinh w
7. sintz = ¢sinh 2z

8. cosiz = cosh z

9. sinhiz =1sinz

10. coshiz = cosz

11. cosh z = cosh x cos y + i sinh x siny

En efecto : cosh z = cosh(x + iy) = cosh x cosh iy + sinh z sinh iy =

= coshx cosy + isinhxsiny

2.2.8 Funciones trigonométricas e hiperbdlicas inversas

Si conocemos el logaritmo de un nidmero complejo w, podemos encontrar el nimero por
medio de la identidad e'°™ = w, pues sabemos que la funcién exponencial es la inversa
de la funcién logaritmo.

Si conocemos el seno de un niimero complejo w, surge la pregunta como hallar w y si este
w es Unico. En efecto

_ e—iw e?iw -1 62iw -1
w=sin"'z sii z=sinw = : = —— entonces z = ——— y de aqui
21 2ie™ 21e"w

ezw

e? — 1 = 2zie™ luego ™ — 2zie™ — 1 =0 y solucionando esta ecuacién se tiene

20z £ \/(220)? +4
B 2

eiw

=iz+V1— 22 y tomando logaritmo a ambos lados de la ecuacién
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se tiene que iw = log (zz +V1-— 22) + 2nmi, es decir
w = sin'z=—ilog (zz +v1-— z2> + 2nm

1
donde V1 — 22 es uno de los dos valores de (1 — 22) 2 luego
sin~!z = —ilog (zz +V1 - 22> + 2nm
En forma andloga se puede demostrar que

cos 'z = —ilog (z + V22— 1> + 2nm
. 1_

tan’lz:—logz,—'—z—i—QmT:—log + 2nm
11—z 1+

sinh™' 2z = log (z +V1+ 22> + 2nm
cosh™ z = log (z + V22— 1) + 2nm

1 1
tanh ™! 2 = = log -t + 2nm
2 1—=z

Algunos ejemplos y algunas ecuaciones

Ejemplo 2.33 Solucionar la ecuacion az? + bz +c =0 Multiplique ambos lados por 4a
para obtener
44?2 + dabz + dac =0

ahora sumemos y restemos b%, es decir,
4a22* + dabz + b* — b* + dac = 0
y organizando el cuadrado perfecto
(2az +b)* = b* — 4ac

y de aqui

VI

2az + b= (b2 - 4ac)
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Yy ast

—b+ (b — 4ac)% —b+ Vb? — dac

Z = ey
2a 2a

Ejemplo 2.34 Solucionar la ecuacion

coshz =0
Como
cosh z = coshx cosy + isinhxsiny =0
entonces
coshzcosy=0 y sinhxsiny =0
Yy como
coshx #0
luego

cosy =0 por lo tanto y:(2n+1)g nez.

Sin embargo
) T
sin ((Qn + 1)§> #0

esto implica que sinhx =0 o que x =0 por tanto
coshz =0 sti z:()+(2n—i—1)gi

0

z —Zz 1
cosh,z:%:() entonces ¢ +e *=0=e"4+—=e*+1=0
62
luego
e*”* = —1 portanto 2z = (m+2n7w)i y asi z= <g + mr) l
Ejemplo 2.35 Solucionar la ecuacion
cosz =0
Como . i
cosz= O +26 =0=¢% 41 siie ¥ = 1=t

por lo tanto
2n+1)m

2iz = (2n+ 1)mi asi que z = 5
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0 también la podemos solucionar ast
cosz =cosxcoshy —isinxsinhy =0 st cosxcoshy =0

y —sinxsinhy = 0, puesto que coshy nunca se anula, se tendrd que cosx = 0 de donde
x = (2n+1)% neZ, puesto quesin ((2n+1)3) #0 y sinhy =0 sii y = 0 se concluye
que

cosz =0 sii z:(2n+1)g+0i

Ejemplo 2.36 Solucionar la ecuacion
cosz = 2
En efecto :

e +e % u+u! .
2=1cosz = 5 = conu=e

luego

w4 ut

5 =2 por tanto v+ v~ = 4 y si multiplicamos por u se obtiene

W —4du+1=0

cuya solucion es

4416 — 4
u:%:Zi\@

Yy ast
¢'* = 2+ /3 y tomando logaritmo se tiene

1z = log (2 + \/§> + 2nmi , es decir,
z = —ilog (2 + \/§> +2nm = —i (111 ‘2 =+ \/§’ + 2n7ri> + 2pm

Ejemplo 2.37 Solucionar la ecuacion

3 N i
cosz = — + —
4 4
En efecto : A A
cosz = 5 =+ porlotanto

e e =—+4+—yasi e — | =-+=]e =
7 T 2 "3 y
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LG EEryT1 GrpEyeed

2 2
Ahora como —2+43} = (z + iy)* = a2 —y2+2ixy entonces 2> —y? = —2 y 2ry = 3/2.y =
2 yasta®—y? = 2*— 5 = —2 luego 162*+3222 =9 = 0 = (22 — 1) (2z + 1) (2z — 31) (22 + 3i)

por tanto x = +1/2 y ast las raices cuadradas de —2 + % son z =+ (% + %) por tanto

por tanto e = 1+i y e = 35 yasi iz = log(1+4)+2pmi es decir z = —ilog(144)+2pm
y iz =log(5:) + 2pmi, es decir z = —ilog(45:) + 2pm

—
N |

Ejemplo 2.38 Solucionar la ecuacion

En efecto :
ef =M sii ) =1 i 2 — (2414) = 2nwi, es decir, z = (2+1i) 4 2nmi
Ejemplo 2.39 Solucionar la ecuacion
e =1-+1

En efecto

eF =" = e"cosy + ie”siny = 1+
por tanto e*cosy =1 y e*siny = 1. Elevando al cuadrado y sumando se tiene que
(e"cosy)’ + (*siny)’ = e =1+1=2
por tanto x = In\/2 y dividiendo se tiene que tany = 1 sii y = 7/4 luego la solucion es
z:x+iy:ln\/§+i<%—l—2nw>
Ejemplo 2.40 Solucionar la ecuacion
log(i—2)=1

En efecto
eo8i=2) — o giii — s =esiiz=1i—e
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Ejemplo 2.41 a) Hallar los valores de sin™' 1. En efecto: Como
sin™!z = —ilog (zz +V1-— 22) + 2nm

entonces - -
sin™'1 = —ilogi + 2nm = —i <ln |i] + §z> + 2nm = B) + 2nm
por lo tanto
. 1 77'
sin” 1= 5 + 2n7

b) Hallar los valores de sin™!' 2. En efecto: Como
sin™! 2z = —ilog (zz +V1 - 22) + 2nm
entonces (para n = 0)

sin'2 = —ilog (2% VT — 1) = —ilog (2 + V3i) =
{ —ilog (20 +V3i) =i [In[(2i + V3d)[ + (5 +2n7) i = —i (In(2+ V3) + (§ + 2n7) 1)
—ilog (20— V3i)  —i[In](2i — V3i)| + (5 +2nm)i] = —i (In(2 — V3) + (T + 2n7) 0)

2.3 Limites de Funciones

2.3.1 Definicion

Sea f(z) una funcién definida en una vecindad de 2y, excepto posiblemente en z,entonces
lim f(z) = L sii Dado € > 0, cualquiera, existe § > 0 tal que si
z—20

0 < |z— 2| <0 entonces |f(z)—L|<e

La definicién proporciona un medio para comprobar si un punto dado es un limite de una
funcién, pero no proporciona un método para determinarlo, pues dice que el limite es L,
si dado € > 0, por pequeno que sea, se puede hallar § > 0 tal que si zeB(zg,0) entonces
sus imdgenes estan en B(L, €), es decir, f(2)eB(L,¢€)

. . 1+ . . .
Ejemplo 2.42 hIlrJlr' Z = Z, pues dado € > 0 cualquiera, existe 6 > 0 tal que si
1+
0<|z—(1414)| < entonces |- — + <€

4
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1+ —(1+2
En efecto ‘z _ - Sl G ) < € entonces |z — (1 +1)| < 4e = 0, luego dado e,

4 4 4
existe 0 > 0. (Pues basta con tomar 4e = §). Ahora comprobemos que este &, satisface
la desigualdad, pues si |z — (1+1i)| < & = 4e entonces |z — (1 +1i)| < 4e, y de aqui
z—(141) 141

1 < € es decir, 1 1

<€

Ejemplo 2.43 lim z = zy (tomar § =€)

zZ—20

Ejemplo 2.44 lim k =k (Tomar cualquier § > 0)

z—20

2.3.2 Algunas propiedades
Si lim f(z) = Ay lim ¢g(z) = B entonces

zZ—20

Suma
lim (f +9)(2) = lim (f(2) + 9(2)) = lim f(2) + lim g(2) = A+ B
Resta
lim (f = g)(2) = lim (f(2) = 9(2)) = lim f(2) = lim g(2) = A~ B
Multiplicacién
lim (£9)(2) = lim (£(2)g(=)) = lim f(2) - lim g(2) = A~ B
Division

lim f(z)
lim (f) (2) = lim [(2) _ = :% si B#0

z—20 q z2—20 g(Z) lim (Z)

zZ—20

Ejemplo 2.45 Como lim2z +2 =1im2-limz 4+ lim2 = 2i + 2 # 0 entonces

z—1 22— z—1 z—1

2] limz~limz+lim(1+i)_Z-2+1+Z-

li oz z—1 z—1 l

i 2242  lim2-limz+1im?2 2+2 2 +2

z—1 z—1 z—1
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Ejemplo 2.46

.21 : zZ—1 i 1 1
lm——=lim——— =lim—— = —
=i 22+ 1 =i (z44)(z—1) —iz4id 20
Se puede abreviar el estudio sobre limites, estableciendo una relacién entre el limite de
una funcién de variable compleja y los limites de una funcién de valores reales de dos
variables reales asf :
Si f(z) = flx+iy) = u(z,y) +wv(z,y), z=x+1y, 20=a+1ib
lim f(2) = A+iB sii  lim wu(z,y)+iv(r,y) = A+ iB es decir, el

Z=20 (z,y)—(a,b)

lim f(z) = A+ iB existeyesigual a A+ iB sii

z—20

el lim wu(z,y)existeyes A y el lim v(z,y) existe y es B
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

Ejemplo 2.47

lim z= lim x4+ =2+:
z2—241 (x7y)—>(2,1)

Ejemplo 2.48

1 i 1 . T — 1y i T — 1y
lim - = lim — = lim ; — = lim YRCRITTY
o1t 2 @y)—O) T +1y  (@y—01) (x+iy)(z—1y)  (@y-01) (22 + y2)
I I 1y 1 1.
= im —— m ——=—-——g
@n)—1) (224 y?)  @u-0y (22+y2) 2 2
Ejemplo 2.49
— _ . _ . _ . 2 _ 2 _ 2 .
lirnz = lim L z.y = lim (z —iy)(z — ) = lim r -y Ty
z=0 2 (2.9)—(0,0) T + 1y (z,y)—(0,0) % 4 y? (xy)—(00) 24 y?
. x> -y 2wy - . I
= im — 1 no existe, ya que por ejemplo
(ca)o(00) 72 + 2 72+ 32 ya que por-cjemp
22 — o2

im ——— no existe, pues por el camino (x,0) el
(2.9)—(0,0) T2 + Y P PRSP (0)

22 — o2 22
m ——=Ilm—=1
(z,9)—(0,0) 2 +y?>  2-0 12
22 — 2 L 2 _

y por el camino (0,y) el -1

m —— =lim
(@y)— 00 22 +y2  y=0 y?
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Ejemplo 2.50

.1 . 1 . (x —iy) . x oy
lim—- = lim — = lim s = lim 5 5 — il 5
z=0 2  (zy)—(0,0) T+ 1y  (zy)—(0,0) T+ Y (z,y)—(0,0) T + Yy T4 +y

este limite no existe, pues por el camino (x,x) el
lim ———
(,9)—(0,0) 2% + Y

no ewiste, ya que

lim —— = i m
(z)—(00) T2 + 32 20222 20 2%
que no existe.

Escribir lim f(z) = co significa que lim |f(z)| = oo

Z—00

Definicién 10 Decimos que lim f(z) = L sii para todo € > 0 existe M > 0 tal que si

zZ—00

|z| > M entonces |f(z) — L| <€

Definicién 11 Decimos que lim f(z) = oo sii para todo M > 0 existe 6 > 0 tal que si

z—20

0 < |z — 20| <0 entonces |f(z)| > M

Definicién 12 Decimos que lim f(z) = oo sii para todo M > 0 existe N > 0 tal que si
|z| > N entonces |f(z)| > M

2.4 Continuidad de Funciones

Sea f(z) una funcién definida en una vecindad de a, entonces f(z) es continua en a si y
solo si

lim f(2) = f(a)

z—a

Ejemplo 2.51 las funciones polinomiales son funciones continuas

Ejemplo 2.52 Las funciones f(z) =sinz , g(z) = cosz, h(z) =¢€*, f(z) =Im(z),
f(2) =Re(2), f(z) =2 f(z)=|z]> son funciones continuas en todo C
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2241 .
Ejemplo 2.53 La funcion f(z) = s - 7 es continua, ya que lim f(z) = f(i)
2 z=1 o

(ejercicio), y éste es el inco punto problema

z _
Ejemplo 2.54 La funcion f(z) = { P 270 no es continua en z = 0, pues liIr(l)z no
0 z=0 =0z
existe
22+ 4 9
Ejemplo 2.55 La funcion f(z) = ~ 9  F 2 no es continua en z = 21, Pues
34+4i z=2i
N . . . .
11H21. - = 11H214(Z +2i) =4i # f(2i) =3+ 4
z—21 Z — 41 z—2

2.4.1 Propiedades de las funciones continuas

Si f y g son funciones continuas en a entonces

1.

f(2) +g(z) escontinuaen z=a
2.

f(z) —g(2) escontinua en z=ua
3.

f(2)g(z) escontinuaen  z=ua
4.

/()

< escontinuaen z=a si g(a)#0

9(2)
5. Si f es continua en a y g es continua en f(a) entonces g o f es continua en a

3

2
+2z+1
L) +cosz+ (2% +32)| es una fun-

e* + 15
cion continua para todo z/e* + 15 # 0, z # log(—15)

Ejemplo 2.56 la funcion f(z) = {sin(

Ejercicio 2 Aplicar la teoria expuesta, para solucionar los ejercicios que se exponen a
continuacion
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1. Dado

o3+ . 5-(6+2i)—5-(1+3i)
z=—1+ .:]-+Za w = ;
(—1+4)—2

1—1
1 . 2 1_ 3
veg (ZF0) o L) 2= 99
1—1 1+

FT42=—14i

Mostrar que
a)

, ., 3+ . m ,
i) log (—z+m) = log (1 + 1) —ln\/§+<z+2nﬂ)z

34 .
i1) Log (—i + 1—1_2) = Log (1 +1i) = InV2 +7TZZ

iii)  ef = (7)) — 1+ = e cos 1+iesinl

3+1
1—1

iv) sinz = sin (—i + ) = sin(1+4) = sin 1 cosh 144 cos 1 sinh 1

v) loge® =log e(-i+i) = log e = 144i+2nmi

3+

’UZ) elogz _ el()g(_i"’1_z) _ elog(l-i-z‘) = 144
y .3+ . L
vii) cos z = cos | —i + )= cos(1+4) = cos 1 cosh 1—isin 1sinh 1
—1

31
viit) sinhz = sinh (—z' + . i Z) = sinh(14) = cos 1 sinh 1+isin 1 cosh 1

—1

34 ;
ir) sin~ 'z = sin”! <—z’ + 1+Z.> =
—i

— sin~!(1+i) = —ilog (¢(1 +i) 4 (1— 2@)%)

iX)(1-2i)2 =
_ sl <cos (arctan(—Q) - 21<:7r) + isin (arctan(—Z) - 21<:7r)> =01

2 2

y calcule por separado para k = 0y para k = 1 el valor de

—ilog (i(l )4 (1— 2@)%)
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81
x) Argz = Arg (—i +I il Z) = Arg(1+i) = %
—1
b) Mostrar que

5-(6+2i)—5-(1+3i)
(—1+14)—2

= log(—1+1) =InvV2 + <?ZT7T —i—2mr) i

i) logw = log( —|—7+2i>:

. 2i) — 5. (1 + 3
i1) Logw = Log (5 (6 j(L_i)jL i)5—(2 +30) + 7+ 2i> =
3mi

= Log(—1+1) = InV2 + R
iii) e” = e 'cos1+ie 'sinl

iv)sinw = sin(—1 + ¢) = sin(—1) cosi + cos(—1) sini =
= —sinlcosh1l 4 4coslsinhl

5-(6+2i)—5-(1+3i)

v)loge” = it _ 5 +74+2i+2nmi = —1+i+2nmi
vi) €8V = w = —14i

3
X) Argw = Zﬂ

c) Mostrar que

i) |Logs| = [Inv2 + %z‘ — \/(Zn\/ﬁ)2+ (%)2

14+4)\? 1—4\*
cos | 3 _H, -2 Z — 42
1—2 1+

iii) |cosv| = = |cos(—2 — 2i)]

= |cos2cosh2 — isin2sinh 2| = \/(cos 2 cosh 2)® + (sin 2 sinh 2)

) lef|=e

U) |Zw| :ef(%+2n7r)fln\/§
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2. Mostrar que

a)
i) (1=i)'™* =
= i V2-(Ft2nm) (cos(ln(\@) + %T + 2n7) + isin (ln(\/§) + %T + an)))
ii)1’ = e~ 2"
b)
i) sin(arg(l+1i)) = \/75
i7) sin(1 — ) = sin 1 cosh 1 — i cos 1sinh 1

iii) arccos2 = —i (111(2 +/3) + 2nm’>

i)e' = e~ (cos(cos 1) + isin(cos 1))
i) e+ — geosleoshl (og(gin 1 sinh 1)—i sin(sin 1 sinh 1))
iii) cos(e'™) = cos (ecos 1) cosh (esin 1)—isin (e cos 1) sinh(esin 1)

N1
) e (1-i)5 =

| ™ 42k ™+ 2k
= 26 (cos (%) + 7sin (%)) k=0,1,2

7
para k = 0, una raiz cibica es 26 cos 1—2—1—2’2% sin % = a+1ib y asf

) & COoSs I = . 7 .. E 7
et — o(28 s T5) (COS(Q‘li sin £)> + i sin(2 sin %)
en forma andloga para k =1,y k = 2
U) eisini — e—sinhl
3. Mostrar que

a) cosz = cosz. En efecto:

eiz + e—iz 6—2’2 + eiZ
COS 2 = = = COS 2

2 2
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b) sinz =sinZz

c) tanz =tanz
4. Solucionar las ecuaciones

a) ¢ =1+4++/3i Respuesta z=In2+ (g + 2n7r> i

b) sinz =0 Respuesta z=nnm

c) cosh z = 2i Respuesta z = log (2i + Z\/g)
d) sinhz =i Respuesta z = (g + 2n7r> l
e) log(z+1i) =0 Respuesta z =1 —

f) logz = 2 Respuesta z = i

5. Analizar la continuidad de las funciones siguientes

241 .
a) f(z) = S, o F 7 Respuesta f es continua para todo z € C
21 st z=1

22422 si oz A . .
b) f(z) = { 319 s n—i Respuesta f no es continua en z = i
c) Probar que las funciones f(z) = Re(z), ¢(z) = Im(2), h(z) = z,k(z) = |2|,
I(z) = 222, i(z) = 3z — iy son continuas en C'
B 2+ T

6. Anali 11i i = R t iste el limit
nalizar e Zlg(l]f(z) si f(z) p +$+y2 espuesta no existe el limite

2’y iy +yte)
x2 + y2 x4 + y2

7. Analizar el hI% f(z) sif(z) = Respuesta 0+0i
8. Sea R la region limitada por las rectas x =1, y =1, x 4 y = 1 hallar la imgen por
2
medio de f(z) = 2? Respuesta La regién limitada por las graficas de u = 1 — UZ’
2

U L=t (2
u-4 , U= U 5

9. Sea R la region limitada por las rectas t =0, y =1, x =2, y = —1 hallar la imagen
por medio de f(z) = (1+41i)z+(2—3i) Respuesta La regién limitada por las gréficas
deu+v=—-1lLu=v+3, u=v+7,u+v=23
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10. Mostrar que

a)

fani — T w In3
artan2i = 5 nmw+ 1 5
b)
1 T
h(=)= '(i— 2 )
arc cos (2) ) 3 + 2nm
d)
. z‘(f +2n7r>
) 1 6
arcsinh (—) = 51
2 7 (E + 2n7r>

e) Calcular el valor de

1. esin(l—f—z‘) 9. 6arcsini 3. }esin(1+i)| 4. sin (ecos(1+i))



Capitulo 3

Derivadas

3.1 Definicion

Sea f(z) definida en una vecindad de z, la derivada de una funcién compleja f(z) en un
punto zp, se denota por f'(zg) y se define por

o 1) = 1)

Z—20 Z — ZO

= ['(20)
si este lfmite existe y es finito o en forma equivalente f es derivable en zj si

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h

= f'(20)

existe y es finito. En este limite h se aproxima al nimero complejo cero a través de valores
complejos

Ejemplo 3.1 Si f(z) = z entonces
flz+h)— f(2) z2+h—2z h

1 BT T _ 1 B _
S Y o Y - E
Ejemplo 3.2 si f(z) = 2% entonces f'(2) = 2z pues
. fz+h) = f(z2) .. (z+h)?*—=2% | 224+22h+h?P-22
!/ _ [ e —
A e L

2zh+h* (224 h)h
= lim —— = lim ——*—

h—0 h h—0 h - ilzli% 22+h=2

Ejemplo 3.3 si f(z) = 2" entonces f'(z) = nz""!

5
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Ejemplo 3.4 La funcién f(z) = Z no es derivable en ningin punto, pues

. flz+h)—f(2) . z+h—-Z . Z+h-7%
!/ _ — _— _—
Fer =~ = T
h
= hmﬁ que no existe

Ejemplo 3.5 La funcion f(z) = z - Z es derivable solo en z = 0, ya que

. fe+h) —flz) . (+h)-(z+h)—2-2 .

! —

flz) = Jim T h = i I = Jim
i z2.h+h.zZ+ h.h { 0 si z=20

h—0 h no existe si z#0

(z4+h)(Z+h)— 2.2
h

Ejemplo 3.6 La funcion f(z) = Re(z) no es derivable, pués

f(z+h)— f(2) — im Re(z + h) — Re(z2)

= lim

Re(x 4+ hy + i(y + hs)) — Re(z + iy)

f'(z) = lim

h—0 h h—0 h h—0 h
T+ h —2x ; hi I hy (hy —ih2)
= = = 1m =
(h1,h2)—(0,0) hi+ihs  (ha, h2 0,0) by +ihs  (h1,h2)—(0,0) (hy + thy) (hy — ihs)
1 ]’L1 (hl - Zhg) li h2 ih1h2 st
= im —t= — ue no existe ya que
i dmro©00) (2 +R2)  (msyooo) \I2+ 12 R+ nz) ¢ vad

por el camino (hy,0) el limite

h? h?
lim o~ fim =1
(h1,h2)—(0,0) (h3 + h3)  h1—0 h

y por el camino (0, he) el limite

lim h—Q—lm 0 =0
(h1,h2)—(0,0) (h3 + h3) h2—>0h N

luego la funcion f(z) = Re(z) no es derivable en ningin punto z

3.2 Algunas Propiedades

Las propiedades para derivar funciones complejas son similares a las propiedades para
derivar funciones reales. Si f(z) y g(z) son funciones derivables en z entonces
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3.2.1 Suma

(f +9)(2) = f'(2) + ¢'(2)

3.2.2 Resta

(f =9)(2) = f'(2) = 4'(2)

3.2.3 Multiplicacién

(f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)g'(2)

3.2.4 Division

3.2.5 Compuesta

Ejemplo 3.7 i f(z) = (2* + 322 + 5 +1)” entonces f'(z) = 3 (2* + 322 + 5+ i)” (42% + 62)
Ejemplo 3.8 Si f(z) = 2* — 322 entonces f'(z) = 423 — 62

Ejemplo 3.9

4 3 2
Si f(z) = % entonces
z
(P Hr+ 1) 462) — (2" 4+32%) (322 + 1)

(234 24 1)
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3.2.6 Ecuaciones de Cauchy Riemann

Supongamos que una funcién f estd definida en una vecindad del punto zy por medio de

f(z0 + 1) = f(20)
h

la ecuacioén f(z) = u(z,y) +w(z,y) y que f'(2) = }Lirr(l) existe entonces

h—0 h (Az,Ay)—(0,0) Ax + 1Ay

_ lim u(xo + Awx,yo + Ay) + iv(xo + Az, yo + Ay) — (u(zo, yo) + iv(zo, yo))
(Az,Ay)—(0,0) Ax + 1Ay

—  lim u(xo + A, yo) + iv(zo + Az, yo) — (u(zo, yo) + (20, ¥o))

o Az—0 AZL’

oy u(zo + Aw, yo) — u(wo, yo) + i(v(xo + Az, y0) — v(Z0, Y0))

= lim
Azx—0 Al'

— 8u(:§o,yo) - i@v(go,yo) por el camino (Az,0) y por el camino (0, Ay)

z x

u(xo, , Yo + Ay) + iv(xo, yo + Ay) — (u(xo, yo) + iv(z0, Yo))

LDy—0 1Ay

—iu(2o, , Yo + Ay) + v(@o, yo + Ay) + 1u(xo, yo) — v(7,y))

Ay—0 Ay

—i(u(xo, , Yo + Ay) — u(zo,y0)) + v(20, Yo + Ay) — v(20, Yo)

Ay—0 Ay

Ou(xo,Yo) 4 Ov(xo, Yo)
dy dy

luego f/(ZO) _ 8”('1707?/0) + ,l-av(x(]?y()) _ _Z-éu(x()ay(]) + aU(':TJ‘O::UO) y asi

ox ox dy dy

au(x07y0) o 8U($ano) av(m()vyO) o 8u($0ay0)

ox Jy ox dy

conocidas como ecuaciones de Cauchy Riemann
Luego se concluye que si f(z) = u(z,y) + w(z,y) es derivable en z, entonces u(x,y) y
v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann

du(z,y) Ov(z,y)  Ov(z,y)  Oulz,y)
or Oy Y ox dy
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en z = (z,y)y
iy Ou(zy)  Ov(wy)  Ou(zy)  Ov(z,y)
Je) = Ox T or dy * dy
Quz,y) _ Oulz,y) _ dvlz,y)  Ov(z,y)
o oy Oz dy

(por lo tanto si u(z,y) y v(z,y) no satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann en
z = = + 1y entonces

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
no es derivable en z = = 4 iy ) y se puede demostrar que si u(x,y) y v(z,y) tienen

derivadas parciales continuas en (z,y) y satisfacen las ecuaciones de Cauchy en (x,y)
entonces f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es derivable en (z,y) y

ou(x,y)  Ov(z,y) Ou(z,y) | Ov(z,y)
/ f— _—
f'z) = Ox i or dy * dy

Ejemplo 3.10 La funcion

f(2) = Re(z) = x = u(x,y) + iv(z,y) no es derivable en ningin punto(z,y)

ya que
ou ou v v
_ = ]_ _— = _— = —_— =
ox dy 0 oy 0 ox 0
por tanto
ou ov
_— = 1 _— =
ox 7 oy 0

es decir, la funcion f(z) = Re(z) , no satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en
nigun punto (x,y)

Ejemplo 3.11 La funcion
f(2) = |2 = 2® + 4 = u(z,y) + iv(z,y) no es derivable en z # 0

ya que f(z2) = |z|* = 22+ 42, no satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en (x,y) #
(0,0), pues

ou ou v ov
ox v dy Y dy 0 ox 0
por tanto
ou ov ou ov
ox T Jy 0 Y Jy v7 ox 0
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Observe que las ecuaciones de ecuaciones de Cauchy Riemann se satisfacen en x = 0,
y =0, y como las derivadas parciales son continuas en (0,0), se concluye que f(z) = ||
es deriable en (0,0) y

son  0u(0,0)  0v(0,0) o
f(0) = — = +i—g—=0+i0=0

Ejemplo 3.12 La funcion
f(z) =e* =" = e"(cosy +isiny) = e* cosy +ie” siny = u(x,y) + iv(x,y)

es una funcion deriwable en todo C, ya que,
Ju  Ov dv  Ou
or Oy Y or ~ dy
ou ov ou . v,
— =¢e” cos — = ¢ cos — = —e”sin — = ¢€"sin
ox Y Y dy Y dy 4 ox 4

y las derivadas parciales son continuas para todo (x,y), por tanto

para todo (z,y), pués

f'(z) Ou + Z,(?v e’ cosy + ie” siny = e*(cosy + isiny)
= — _— = 1 = 1
O o Y Y Y Y

= €$+Zy = ez

luego si

f(z) = € entonces f'(z) = €*

Ejemplo 3.13
f(2) =sinz = sin(z + iy) = sinx cosh y + i cos x sinh y

es una funcion funcion deriwable en todo C', ya que

Ou cos x cosh Ov Ov sin x sinh Ou todo (x,y)
- = €T = — — = — SINn X S1n = —— ara 1oao \r
o =3 Y o y=-5, ? Y

y estas derivadas parciales son continuas para todo (x,y), por tanto

_Ou  0Ov

f(z) = g —i—z% = cosz coshy — isinzsinhy = cos z

luego si
f(z) =sinz entonces f'(z) = cosz
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Ejemplo 3.14
Si f(z) =2*+32+1 enonces f(z) =22+3

Pues
f(z)=2"+32+1=(z+iy)*+3@x+iy) +1=
=2 —y* + 3z + 1 +i(2xy + 3y) = u(z,y) + iv(z,y)

por tanto

ou v ov ou

— =2 43= y —=2=——

ox v dy Y oz Y oy
y como estas derivadas son continuas y satifacen cauchy en (z,y) entonces

_Ou  0Ov

flz) = 8_36—”% =20 +3+2iy=2(x+iy)+3=22+3
Ejemplo 3.15 La funcion
fz) = x +a® + 3zy® +i(32°y — y° +y)

es derivable en el eje real pues

0 0
a_u = 14322 +3° = a_v =14 3% — 3y? sii 3y* = —3y* pot tanto
T Y
6y> = 0 entoncesy =0 y = es cualquier valor real
0 0
y—vzﬁxy :——u:—ﬁxy s110 120y =0 stx =00y =0
ox dy

Observe que se satisfacen las ecuaciones de cauhy 1y son coninuas en el eje real por tanto
por ejemplo

_ 9u(0,0)  9v(0,0)

9 %)
J10) pe = _ U(1,0)+Z. v(1,0)

Ox ox =4

—1+i0=1 f(1)

Ejemplo 3.16 La funcion
f(2) =22 — 3y + i(3x + 2y) es derivable en todo el plano, pues

ou v v ou
or = Oy Y oz dy
y estas derivadas parciales son contnuas en (z,y), por tanto f(z) es derivable en todo C'y

ou(z,y)  Ov(z,y)
ox Tl oz

2

=2+ 3

f'(z) =
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Ejemplo 3.17

Si f(2) =€ entonces f'(z) = T3(122° 4+ 3)

Ejemplo 3.18

Si f(z) = cosz = ———— entonces

fl(z) = @:_ (ﬂ) = —sinz

Ejemplo 3.19

Si f(z) = 2%e* entonces f'(z) = 2ze” + 2%e”

Ejemplo 3.20 s

f(2) = cos®(22 + 4z + 1) entonces f'(z) = 3cos®(2* + 4z + 1)(—sin(z? + 42 +1)).(22 + 4)

Ejemplo 3.21

. !/ . .

/ sin z COS Z COS z + sIn z 81n 2 1 5

(tanz) = = 5 = —5— =sec z
Cos 2 cos® 2 cos® z

En forma andloga se verifica que

(sec z)’ = sec z tan z

(cot z)’ = —csc? 2

_ !/ _
ez_ez> ez+ez

(sinh z)" = ( 5 5

(cosh z)’ = sinh z

(tanh 2)’ = sec h®z

Ejemplo 3.22

Si f(z) =sin®(2* + 2z — 4) entonces)
f'(2) = 3sin?(2* 4 22 — 4).cos(2* + 22 — 4) (22 + 2
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Ejemplo 3.23

1
Si f(z) = Logz =In\/2? 4+ y2 + iArgz = 3 In(x? + y?) + i arctan J
x

entonces
1 2 -4 T Y
T R TN I L s R T
r—1y T — 1y 11
?+y? (w—iy)lrtiy) ztw oz
luego si

f(2) = Logz entonces f(z) = %

Ejemplo 3.24 Si f(z) = log®(sin z + cos? z + 2z + 5) entonces

1

'(2) = 3log?(si f2+2:45
f(2) og”(sin z + cos” z + 2z + )(sinz+COS2Z+2Z+5)

(cosz — 2cos zsin z + 2)

Ejemplo 3.25

(arcsinz) = <—iL0g (iz+ (1 - 22)%) _

En forma andloga se tiene que:

-1
(1-22)3
b
(1+22)

(arccosz) =

(arctan z) =
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—1
(arccot z)’ = 1+
1
(arcsec 2) = ———e
222 —1
—1
/
arcesc z) =
( )=
1
(arcsin hz) = ———
(14 22)2
1
(arccoshz) = ———
(1)
1
tan hz) =
(arctan hz) -

Las ecuaciones de ecuaciones de Cauchy Riemann en forma polar estan dadas por

xr=rcosf, y y=rsinf

ou_oudr
ox  Orox
ou _oudr
dy  Ordy
Ansdlogamente
ou
luego como — =
Ox
gu _0v
ox

ou 10v ov

10u

= —-— — = ——— pues si

o ro0 Y or

ou 00 B ou ou

Xz
Y000 o i o0

oudld  Ou ou

Lo _Ou y  Ou
000y  Or \Jz24y2 OO

ov
dy

o ovor oo o
or  Ordr 000x Or
0v _ oudr 0vob 0o
dy  Ordy 000y Or
— se tiene que
ou 10u .
= E'COSQ—;%'SIHG—

_ (Qu_Lov) 4
~ \or roe)®

r 00

r = /2% +y?, 0= arctan? entonces

_—y—@ COSH—E@ sin 6
22 +y2  Or r 00

x ou . 10u
ng-slne—’—;%'cosg

10v .

COSQ—;% sin 6
i 10v
sm@—l—;% cos 6

@ sinQ—I—l@ cos 6
or r 00 o8

ov 10u\ .
E—F;%)SIHH—O
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ou ov

como — = ——— entonces
Jy X
%4_@ — @ 9+1% 64_@ 9_1@ inéf
oy "oz or MU T rag VT T T hae T
ou 10vY\ . v 10u
= (g—;%>81n9+(g+;%) COSQ—O
) - ., ou 10v ov 10w\ . ,
y asi multiplicando la ecuacién <E — ;%) cosf — (E + ;%> sinf = 0 por cos#@
.. (Ou 10vY\ . Jv 10u B )
y la ecuacion (E — ;%> sin 0 + (E + ;%) cosf = 0 por sinf

y sumando se tiene que

ou 1 @ 0 ou 10v

o roo % or roe

Ahora multiplicando la ecuacién por (% — %%) cosf — (% + %%) sinf = 0 por
—sinf y la ecuacién (% - %%) sin 0 + (% + %%) cos ) = 0 por cosf y sumando se
deduce que
% + %% =0 0 % = —%% y asi la derivada en coordenadas polares es
f'(z) = %4%2—; = %mosH— %%-sin@—ki (%-cos@— %%-sin@) =
= (% + i%)(cos@ — isinf)

f’(z):—i%—i-@:—i (@~sin9+1%~6056> —l—@ﬂin@—l—l@-cosﬁz

dy Oy or r 00 or r 00
ou Ov 0 _
= (% + Z%)(—;)(COSQ — isin®)
Ejemplo 3.26 f(z) = Logz = Inr + i entonces, apliquemos la formula anterior, es
decir,
f'(z) = (% + i%)(cos@ —isinf) = (% +1.0)(cos§ — isinf)
1 1

r(cosf +isinf) =z
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3.3 Regla de L "hopital

Esta regla es idéntica a la que se emplea en el calculo para evaluar formas indeterminadas
con funciones de variable real
Si g(z0) =0 y h(z0) =0 ysig(z)y h(z) son derivables en zy con h'(zp) # 0

/
entonces  lim 9(2) _9 (20)
2=z h(z)  W(z0)
1 9(2) = lim

. g(z 9() = g(z0) _ . (9() —9(20) | (2~ 2
220 h(z) >z h(z) — h(z0) z1—>z0 <h(z) - h(z0)> <z - zo)
9(2) —9(z0) . 9(2) — 9(20)

/
I Er i P )
z—20 h(Z) — h(Zo) lim h(Z) - h(Z()) ]’Ll(Z())
Z— 20 Z—20 Z— 20
4 1 4 3
lim =20 _ iy 22 g

2—2i 2 — 2 2—2i 1
Ejemplo 3.27

lim = lim =1
z—0 Z z—0 1
Ejemplo 3.28
1 —-cosz . sinz COS 2 1
lim = lim = lim S
z—0 ,22 z—0 22 z—0 2 2

3.3.1 Funciones Analiticas

Definicién 13 f(z) es andlitica en 2y, si existe una vecindad que contenga al punto zg,
tal que f'(z) exista para todo z en la vecindad y f(z) es andlitica en un conjunto S, si
f(2) es andlitica en cada punto del conjuto S

Miés atin f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es andlitica en un dominio R si y solo si u(z,y) y
v(x,y) tienen derivadas parciales continuas en R y satisfacen las ecuaciones de Cauchy en
R.

Ademss si f es analitica en un dominio R, todas las derivadas f’, f”, ... f( ..existen y
son funciones analiticas en Ry f”(z) viene dada por
o? 0? 0? 0?
f(z) = u+l, v _ 0 O

or?  Ox? Oyoxr  OJyox
v 0% Pu 0™

— 1 = — — 1 —
0xdy  0x0y oy2  0y?

f"(z) =
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La suma, resta, producto, cociente y compuesta de funciones analiticas es
analitica.

Ejemplo 3.29 La funcion
flz) =22

no es andlitica en z = 0, pues no existe una vecindad que contenga al punto 0 tal que f'(z)
exista para todo z, ya que solamente en z = 0, f(z) es derivable, en los demds puntos
f'(2) no existe

Ejemplo 3.30 La funcion
flz) =2

no es andlitica en ningiun z, pues para ningin z, f'(z) existe
Ejemplo 3.31 La funcion
flz)=(*+3"+5+ i)s (cos® 2)(sin 2)e”
es una funcion analitica en C, ya que f'(z) existe para todo z
Ejemplo 3.32 Las funciones
f(z) =sinz, f(z)=cosz, f(z)=¢* f(z)= (cos*2)(sinz)e?, f(z) = (2*+32%) cosz

son funciones analiticas, ya que f'(z) existe para todo z

1
Ejemplo 3.33 f(z) = — es una funcién analitica, para todo z # 0, ya que f'(z) existe
z

para todo z # 0

Ejemplo 3.34 f(z) = 226—1— 7 e analitica en |z| < 1
Ejemplo 3.35 f(z) = Z2€+ 7 no es analitica en z = +i

2
Ejemplo 3.36 f(z) = — no es analitica en z =0
z

1

Ejemplo 3.37 f(z) = CE R

no es analitica en z = +1, 31
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Ejemplo 3.38
f(z) =€ =e"cosy —ie”siny

no es una funcion analitica, ya que no satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann, pues

ou ov "
— =e“cosy # — = —e"cosy
dy

ox

Ejemplo 3.39 f(z) =sinz, f(z) = e* no son funciones analiticas en ningin punto de
C', ya que no satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann (ejercicio)

Ejemplo 3.40
f(2) = Re(z) = x = u(z,y) +iv(x,y) no es analitica en ningin punto de C

ya que
ou v
_— = 1 _— =
ox 7 Jy 0

es decir, la funcion f(z) = Re(z), no satisface ecuaciones de ecuaciones de Cauchy Rie-
mann

Ejemplo 3.41 La funcion

f(2) = Im(2?) = 22y = u(z,y) + iv(z,y) no es analitica en ningin punto de C

ou v
T 9y 22—
ox v7 Jy
es decir, la funcién f(z) = Im(z?), no satisface ecuaciones de ecuaciones de Cauchy

Riemann. Muestre que f'(0) =0
Ejemplo 3.42 La funcion
f(2) = |2 = 2® + 9% = u(z,y) + w(z,y) no es analitica en ningin punto de C

ya que f(2) = |z|” = 2% + y?, no satisface ecuaciones de ecuaciones de Cauchy Riemann,
pues

ou ov ou ov

— =24 —=0 — =2 — =0

ox 7 Jy 4 y v7 ox
Observe que las ecuaciones de ecuaciones de Cauchy Riemann se satisfacen en x=0, y=0,
y como las derivadas parciales son continuas en (0,0), se concluye que f(z) = |z|° es

derivable en (0,0) y f'(0) =0
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Lema 1 Si f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es andlitica en un dominio R entonces u(x,y) y
v(x,y) son funciones armonicas (es decir, son funciones que tienen sequndas derivadas
parciales continuas y satisfacen la ecuacion de laplace)

32u+32u_0 8zv+82v_0

oz Oy? Y o2 oy?

Lema 2 Si f(z) es analitica, entonces u(z,y) y v(x,y) son armdnicas

En efecto, como f es analitica entonces u(x,y) y v(x,y) satisface las ecuaciones de Cauchy
Riemann y las segundas derivadas parciales de v y v son continuas, luego las mixtas son
iguales asf

@—2 @ —3 @ —g @ —Q _@ —_@entonces
0x2  Ox \Ox) 0Ox\oy) Oy\ox) O\ 0y)  0Oy?

Pu  0%u

o4

or?  Oy?
Andlogamente se tiene que

0% N Pv 0

oz Oy?

Ejercicio 3 FEn los problemas de 1 al 5 utilizar la definicion de derivada para evaluar

f'(20)

4. f(z) = (2)2 St 20 = 1—1 Respuesta no existe
. Z) = Sl Zop = ol espues
z 2 0 P (32 + 2)2

En los numerales del 6 al 12, hallar u(z,y) y v(z,y) tales que f(z) = u(z,y) + iv(zx,y).
Determine si es posible un dominio donde sean analiticas y si f es analitica, verificar
que u y v son funciones arménicas

6. f(2) =22+ 5iz Respuesta f(z) = (z? — y? — by) + i (2zy + 52), todo el plano
Pu  Pu v 0
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7. f(z) =iz+Zz Respuesta f(z) = (z —y)+i(z —y), no es analitica en ningin punto

de C
8. f(2) = |z + 2 Respuesta f(z) = /22 +y? + = + iy, no es analitica en ningin
punto de C
241 2
9. f(2) = +—r2nz Respuesta f(z) = Ty no es analitica en ningin punto de C

2 % 1 g2

10. f(z) = Re(iz) Respuesta f(z) = —y 1o es analitica en ningtin punto de C

22+ —y—iv

- analitica para todo z # 0
T Y

11. f(z2) = % Respuesta f(z) =

12. f(z) = (2)> Respuesta f(z) =22 —y? — 2izy no es analitica
13) Verificar que la funcién f(z) = 2z — Z + 5 no es derivable en ningin punto de C

14) Verificar que la funcién f(z) = 2% + y* + 2ixy es derivable en el eje real y no es
analitica

15) Verificar que la funcién f(z) = 22 — y* — 22y + i(2? — y* + 22y) es analitica en todo
C

16) Hallar las constantes para que la funcién sea analitica

f(z) = xz+ay+i(br+cy) Respuesta c=1a=—b

f(z) = 2®+avy+by* +i(ca® +dry +y®) Respuesta a=2,b=—-lc=-1 d=2

f(z) = ax+by+3bx+ilax —by+vy) Respuestaa=—1/3, b=1/3

17. Mostrar que en la funcién

5

4 .
f(2) = W si z#0
0 st z2=0

x5 — 1023y? + Say!

U(l’, y) = (1’2 + y2)2
0 si (z,y) =(0,0)
5x4y — 10x2y3 + y5
,U(xay) = ({L‘2 + y2)2 St ( Jy) 7£ (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
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0v(0,0)

0u(0,0) 0 0v(0,0)
dy

ou(0,0) ) B
or oy 1 Ox

=0y =1 luego las derivadas parciales

existen y satisfacen las ecuaciones de Cauchy—Riemman en (0,0), pero f’(0) no existe
Ind,Calcular f’(0) por definicién y mostrar que este limite no existe y verifique que
las derivadas parciales no son continuas en (0,0)

18. hallar f’(z) para las funciones

sin(e?* — 22
0 0= F

by f(z)=e (2t +22+22+7)
c) f(z) = sinh®z

d) f(z) = (z* + 2* + 22 4 7) cosh?(sin 2)
2t —9i
)T = G

20. Mostrar que la funcién
22

fy =4 % A0

0 st 2=0
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemman en z = 0, pero f no es derivable en
z=0.

21. Mostrar que
21041
li =5/3
@) p 26 +1 /
1 —cosz
b lim ———— =1/2
) 200 sin 22 /
—1—4)?
¢ lim (z—% = —1/4
z— 141 (2’2 — 22+ 2)
2
1
Q) lmI 13
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Capitulo 4

Integrales

4.1 Generalidades

b
La integral definida | f(z)dz del cdlculo real es reemplazada en andlisis complejo por la

integral de linea de fma funcién compleja sobre una curva en el plano complejo. Ahora
definimos este concepto, suponiendo familiaridad con integrales de linea de funciones
reales de dos variables sobre curvas en el plano.

Supongamos que nos dan una curva C' en el plano, definida por una ecuacién paramétrica
de la forma =z = z(t), y = y(t) a < ¢t < b. Como hemos identificado a los nimeros
complejos con los puntos en el plano, el punto (z(t), y(t)) de la curva lo identificamos con
el niumero complejo z(t) = x(t) + iy(t). Por ejemplo la cicunferencia unitaria (|z| = 1),
con centro en el origen, orientado en sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj, estd dada paramétricamente por

z(t) = cost +isint 0<t<2r o por z(t)=e" con 0<t<2m
o por
r=cost, y=sint 0<t<27

Si una curva esta dada paramétricamente por z(t) = z(t) + iy(t) para a < t < b, 2(t)
se mueve a lo largo de la curva en una direccién expecifica conforme ¢ varia de a a 0.
Esto da a la curva una orientaciéon que usualmente indicamos colocando una flecha en la
grafica, figura 4.1

4.2 Definicién de integral

Supongamos que f(z) es una funcién compleja definida para los puntos z(t) = z(t) + iy(t)
a <t < b que estan sobre la curva y P = {fgt1,ts..,t,} una particién de [a,b] con

93
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a =1y <t <ty <. <t,=>bysea z(ly) = z,. Ahora tenemos los puntos zy =
x(a) + 1y(a),....21, 22, ..., 2z, = x(b) + iy(b) sobre la curva . En cada intervalo [t;_1, ]
elegimos un punto ;. El punto wy, = 2z(&,) esta sobre la curva entre z;_1 y z; y formamos

Z f(wg)(zx — zk—1) v asi definimos la integral como
k=1

lim Z flwe)(zp — z121) = /f(z) dz si este limite existe

Ejemplo 4.1 Si z(t) = z(t) +iy(t) a <t <b es una parametrizacion de la curva C'y
sea f(z) = k entonces f(wy) = k para cualquier wy, entre zx_1 y zx Y ast

/kdz- lim wak 2 — Zk—1) = lim Zk 2k — 2p—1) = lim k(z, — 2,) = k(b — a)

n—oo n—oo n—oo

Ejemplo 4.2 Si z(t) = z(t) +iy(t) a <t <b es una parametrizacion de la curva C'y

Zk-1+ % Zk-1+ 2k . k-1t %
sea f(z) =z entonces f(wy) = f( k 12 By = L TA0 gy = LR ) er

2 2

n—oo n—oo

/zdz = lim Zn:f(wk)(zk — 2p—1) = lim Zf Zle—i_Zk)(zk — 2k—1)
¢ k=1

. " 1+ 2 1 . -
= lim Z(szk —z1) = 5 Im Y (2 + 20 (20— 21)
k=1 k=1
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4.3 Algunas propiedades de la integral

4.3.1 Linealidad

[fart#9) =a [ feraz =5 [ o) a:

para « y (3 constantes complejas

4.3.2 Cambio de orientacion

/Cf(z) dz = —/Cf(z) dz

si las curvas tienen orientaciones contrarias figra 4.2

4.3.3 Propiedad aditiva

/Cf(z)dz: Of(z)dz—l— Cf(z)dz+...+/cf(z)dz

donde las curvas C7, Cs, Cs5...C),, forman la curva C
Raramente se usa la definicién con limite para evaluar la integral de linea, ya que es muy
compleja y por ello buscaremos métodos mas faciles para ello, como lo indica el siguiente
lema.
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Lema 3 Sea C' una curva reqular a trozos parametrizada por z(t) = z(t) +iy(t) para
a<t<by f(z) una funcion continua en C entonces

/Cf(z) dz—/bf(z(t))z’t dt

Ejemplo 4.3 Una parametrizacion del segmento de recta que une 0+ 0¢ con 141 es
z(t) =t+it para 0 <t <1 y 2'(t) =1+1i entonces

/zdz

1
12 12

(t - i) 1+z‘>dt=<1+i>/<t—i’f)dt:(1”)[E_ZEI
— (1+¢)<1;i) =1

Ejemplo 4.4 La cicunferencia unitaria (|z| = 1), con centro en el origen, orientada en
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, esta dada paramétricamente
por

O\H

2(t) = cost+isint 0<t<27 o por z(t)=¢€", 2'(t)=ie" con 0<t<2r

/dt = 271

Ejemplo 4.5 Una parametrizacion del grifico de y = x* desde (—1,1) hasta (2,4) es
z(t)=t+it?, Z(t)=1+2ti —1<t<2 entonces

/Rezdz-/xdz-/ (1+ 2ti)dt = /tdt+/2t2idt:g+6i

Ejemplo 4.6 Una parametrizacion del segmento de recta que une los puntos 1 + 0t con
1+4diesz(t)=1+ti con0<t<4 y2(t)=1i entonces

entonces

dz-

cr

4

/Imz2 dz = /nydz = /2(1)(t)idt = 16i
C C

0
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y
C
i ° < 1+i
Cy
' 1 G
»- » X
0 c, 1

Ejemplo 4.7 Consideremos el contorno C' del cuadrado de vértices 0+0i, 1407, 144,041
figura 4.3

cuyas parametrizaciones son

C1 z(t) = t+0i, 2)=1, 0<t<1
Cy 2(t) = 1+(@t—1), 2(t)=1i, 1<t<2
Csy z3(t) = (3—1t)+1 z(t)=-1, 2<t<3
Cy z(t) = 04+ (4—1t)i 2y(t) = —i, <t<d4
y asi
/z'zdz = /z-zdz—i—/z'Zdz—ir/z-Zdz—l—/z-idz
c i1 ) Cc2 c3 C4
= /t.tdt—l—/(l—l—(t—l)i).(l—(t—l)i).idt—i—
0 1
3 4
+/(<3 (B —1) — z’)(—l)dt++/(4 )i (= (4 — £)i)(—i) dt =
2 3
—1 ﬁ_é_i—_l_i_'
37373 3" !

La integral / f(2) dz también se puede evaluar en términos de integrales de linea asf

S 2(0) = o)+ iy(t), a < ¢ < b f(2) = ue,y) + iv(e.y) = u(a(t). y(1)) + iv(e(0). y()
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dz = dx + idy entonces

f(2)dz

[u(z(t),y(t)) + w(z(t), y(t))][dx + idy] = udz — vdy + i(vdx + udy) entonces

/f(z)dz:/ud:r:—vdy+i/vd9:+udy:
c c c

Jv  Ju , ou  Ov
R

Ahora /z-zdz = /(x +vy +i0)dz—/(m —I—y)dm—()dy+i/0.dm+(m2—l—y2)dy

C

= // —2yd:vdy—|—2//2:1:— Ydxdy =
= //2yda:dy—|—z//2:cdxdy—

= —2//ydxdy+2i//a:da:dy:z’—1
00 00

Ejemplo 4.8 Consideremos el contorno C' del cuadrado de vértices 0,1,1+ 1,1 orientado
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, cuyas parametrizaciones

s0N

entonces

Cr : =)=t 21(t) =1 0<t<1
Co ¢ z(t) =1+t A1) =i 0<t<1
Cs 23(t)=—t+z Zé(t):—l —1<t<0
Cy @ z4(t) = —ti zy(t) = —i —-1<t<0

/ 12)* dz = /(:U2 + y?)(dz + idy) = /(1:2 +y?)dz — 0dy + z/ 0.dz + (2* + y*)dy =
c c c c

1 1

(2 +y*)dy = /(t2 + 0%)dt + @'/(ﬁ + 0%).0dt | +
0

(2 + y*)dx + 2/

C
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1 1 0 0
+ /(12 +t2).0dt+z/ (1+#)1dt| + /(zs2 +1)(=1)dt + i/(t2 +1)(0)dt | +
0 0 —1 Z1
0 0
+ /(0 +t3)(0)dt + z'/(O + 3 (=1)dt
1
IO S S
3 3 3 3
Observe que una curva se puede parametrizar de varias formas sin alterar el valor de la
integral

Ejemplo 4.9 Calcular (2)2 dz con C el contorno del triangulo de vértices 0,2,

c
2421 orientado en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, figura 4.4

Aky
2+2i
G,
C,
G c 5 .- X
Una parametrizaciéon de cada curva puede ser
Cl Zl(t) = Zi(t) =1 0< ~ 2
Cy @ z(t)=2+1ti z(t) = 0<t §2

Cy o z(t)=—-t(14+1i) 24(t) = (1 +i) —2<t<0

La primera solucién es Aplicar el teorema de Green

/(2)2 dz:/udx—vdy+i/vdx+udy:
c c c

= /(a:2 — y?)dx + 2xydy + z/ —2zydx + (2% — y?*)dy =
c c
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ov ou Ov
// ————ydazdy%—z//(%—&—y)dxdy—
R
://(2y+2y)dxdy+i//(2x+2x)dxdy://4yda:dy+i//4$dxdy:
R R
// 4ydyda:+4z// dydm—l——l—%

Una segunda solucién es aplicar el lema 3
/(5)2 i / (2)? d= + / (2)? dx + / ()2 dz =
c c2 c3

2 — ti) zdt/(t+it)2(1+i)dt] =

-2

%
=N
+
o\w

Una tercera solucién es calcular las integrales de linea

/ (2)* dz = /udx—vdy+i/vdx+udy:
c c c
/(:1:2 — ?)dx + 2xydy + z/ — 2zydx + (2% — y*)dy
c

c
- / [(t* — 0) +2t.0] dt + @/ [—2t.0+ (£* = 0).0] dt | +

0

2 2

/ —t2)0+22tdt+z/ —2.2t.0 4 (4 — ¢%)] dt] +
| 0

/O

((#* = 17).(=1) + 2.£%(—1))dt + z/ [—2%.(=1) + (£* = t*)(—1)] dt} —
1%2 32 B
373
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Ejemplo 4.10 Calcular la integral
zZdz
|2|=2
Se calculard de tres formas
1. Una parametrizacién del circulo |z| =2 es z(t) = 2¢ 0 <t <27 dz = 2ie' dt, luego

2w

27
]{ zZdz = / 2¢~ " 2iettdt = 4i / dt = 8i
0

|z|=2 0

2.Parametrizando la curva y aplicando la definicién de integral de linea

%Zdz = 7{(1' —ay)(dz +idy) = fxd:c + txdy — iydx + ydy =
c C

xrdx + ydy + l%(xdy — ydx)
C

I
Q\e\ Q

Como z(t) = 2¢" = 2cost + 2isent entonces x = 2cost, dx = —2sent, y = 2sent,
dy = 2cost 'y asi

%Zdz =

c

xdzr + ydy + i%(mdy — ydx)
C

Il
O\:‘M Q\S\

[(2cost) (—2sent) + (2sent) (2cost)] dt + 2/ [(2cost) (2cost) + (2sent) (2sent)] dt
0

2w 2w

= —/SCostsintdt+4i/dt = 871
0 0

3.Aplicando el teorema de Green, ya que la curva es cerradad simple

fzdz = ]{a:dx + ydy + z]{(xdy ydr) = //dedy + z// 1) dzdy
C
= Qi//rdrdQ = 81
00
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Ejemplo 4.11 Calcular la integral
j{lm (1z)dz = ]{xdz
c c

Si C es el contorno del triangulo de vértices (0,0),(2,0),(1,1). Se hard de tres formas
distintas

flm(iz)dz :fdeZ/:cdH/de/xdz

C C Cq Co C3

1. Parametrizando cada curva y aplicando el lema 3
Cr : z(t)=t 0<t<2 Z(t)=1dt
Cy : 2()=—t +i(2+1t) —2<t<—-1 2(t)=(-1+1i)dt
Cz : zt)=—t—it —1<t<0 Z{t)=(-1—14)dt

por tanto

%Im(iz)dz = %xdz—/xdzjt/xdz—l—/:vdz

_ /2tdt + /1(—25)(—1 +i)dt + /0(—t)(—1 — )t =i

2.Aplicando el teorema de Green

j{Im (iz)dz = j{xdz = ]{x(dx%—idy) = j{xda:—i-i]{xdy
c c C
12—y

c c
//dedy—l—i//ldxdy:i//d:vdy:i
R 0 y

R
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3.Parametrizando cada curva y aplicando la definicién de integral de linea

%ﬁdz = j{x(dxjtidy):j{xdx#—iy{xdy
c c c c
= /mdm—i—i/xdy + /:L‘dm—i-i/xdy + /:L‘dm—i-i/xdy
\(71 Cy \Cz Cs

3 Cs
2 2 —1 -1 0 0
= /tdt + i/t.()dt + / — t(—l)dt + i/(—t).dt + / — t(—l)dt + i/tdt
0 0 —2 Z2 S1 21

= 1

Ejemplo 4.12 Calcular la integral

7{ zdz

C

Si C es el contorno mostrado en la figura 4.5

¥

F

[Zz1=1

1.Aplicando el teorema de Green

fzdz = y{(x + iy)(dx + idy) = fxdx +ixdy + iydx — ydy
C C C

= ]{xda:—ydy%—zj{(xdy—kydm //dedy—l—z//l—ldxdy
= //Ordrde—l-z//l—lrdrdé’—o
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2.Parametrizando la curva y aplicando la definicién de integral de linea

j{zdz = %xdm—ydy—l—i?{(m’dy—%ydw) =

C c C

™

= / [(cost) (—sent) — (sent) (cost)] dt + 2/ (cost) (cost) + (sent) (—sent)] dt

0
/tdt—l—z/tO—i—Ol =0

3 Aplicando el lema 3

1

™ 1 ™
j[zdz = /zdz + /zdz = /e“ie“dt + /tdt = i/e%tdt + /tdt =0
C Cq Co 0 —1 0

-1

El siguiente teorema se utiliza para hacer estimaciones

Lema 4 Si f(z) es continua sobre una curva C' regular a trozos parametrizada por z(t)
para a <t < b entonces
< [ironEol y

Si L es la longitud de la curva C y |f(z)] < M para z en C' entonces

z)dz

2)dz| < ML

b
En efecto : /f(z) dz = /f(z(t)) Z'(t)dt y se quiere probar que
c

a

b

/ F(2(8) £ (1) dt\ < / PO 2] dt
C

a

Par ello sea ,

/ F(2(8) (1) di = re®

a
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entonces
b b
r=e" / Flz() 2/ (t) dt = / e f2(1) (1) dt
entonces
ro= mwoRe(/aWu@»zwda
b a
_ /R@( z@f( dt < / }elef Z’(t) } dt

/|629Hf (t)|dt:/]f(z(t t)|dt = /|f || 2'(t)]dt por lo tanto

:fm@ ﬁ</u DI (0) dt

Para demostrar la parte segunda, observe que

< [1rGa Ol < [yl = ML v ast

2)dz| < ML

Los siguientes ejemplos ilustran el anterior Lema

Ejemplo 4.13 Mostrar que

/zzdz
c

En efecto |f(2)] = |2%| < 2 y como la longitud de la curva es v/2 entonces

/szz
c

< / ‘22 dz| = / }z2| |dz| < 2v2 si C es el segmento de recta que va de 0 a 1+
c c

<2V2
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Ejemplo 4.14 Mostrar que si C' es la circunferencia de radio 2, con centro en el origen
ortentada en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj entonces

oo < [ || - [loliel o [lell] [ and
2 +1 c : ;
C

24177 Jol2+1 = Jol22 -1~ 3 3
si C' es el contorno de |z| = 2.ya que |22 +1| > |2 =1 =4 —1 = 3 para |z| = 2
le?| = e” < e* y como la longitud de la circunferencia es 4w entonces

e e? 4me?
dz| < — [ 2dt =
7{,22—1-1 7= 3/ 3

C 0

Ejemplo 4.15 Mostrar que si C' es la circunferencia de radio 2, con centro en el origen
orientada en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj entonces

feRe(Z) dz| < / |6R6(Z)dz| :/ |6R8(z)‘ |dz| < /e'Re(Z)| |dz| < /62 |dz| = 4me?
J c c c c

Como una parametrizaciéon de C es z(t) = 2 cost+2isint 0 <t < 27y como Rez = 2cost
alcanza su valor maximo de 2 cuando t = 0 ot = 27 se tiene que

ef?) < e? vy como la longitud de C' es 47 entonces

27
j{eRe(z) dz| < 62/2dt = 47
C 0

4.3.4 Terema de Barrow

Sea F'(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D, tal que F'(z) = f(z)
para zeD y C una curva regular a trozos en D con punto inicial z; y con punto final z,
entones

/Cf(z)dz — Flz) — F(2)
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En efecto sea z = z(t) = z(t) + iy(t), a <t < b una parametrizacién de C' entonces
b

/C f(2)dz = / FE@) 0t = [Fa(0)2 0t =

a

=

_ / di Fla(8))dt = F(2(b)) — F(2(a))

= F(22)— F(x)

En particular si C es una curva cerrada simple regular a trozos (z; = 25) entonces

/f(z)dz =F(z)—F(z)=0
c

Ejemplo 4.16 La funcién F(z) = sinz es analitica en todo el plano, que es un dominio
simplemente conezo y F'(z) = cosz = f(z) para todo z, por lo tanto

54
S : o
coszdz = sinz|;"" =sin(5+ i) —sini
i

Ejemplo 4.17
5+

/ez dz = [e]21 = B+ _ ¢

Ejemplo 4.18
5t

/Zdz_ {z_T*" B+ ()

‘ 2], 2 2

Ejemplo 4.19
! ) % 926
/sin 3zcos3zdz = [sm 321 _ o 3
6 0 6

0
Ejemplo 4.20

i

2z 2z7¢ - 9 2

% ze e e e 1
d p— —_— — f— —_— — —
/ze z { 5 1 L + 1

Estudiaremos a continuacién uno de los teoremas fundamentales de la teoria de fiunciones
de variable compleja y es el teorema de la integral de cauchy
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4.4 Teorema de la integral de Cauchy

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio simplemente conexo D. Si C' es cualquier
curva simple cerrada regular a trozos en D, figura 4.6

entonces

ff(z)dz =0

C

En efecto como

10z = fute)is = vty +i ol )i+ o)y

c c c

y como u(x,y) y v(z,y) satisfacen las hipétesis del teorema de Green y aplicando este
teorema a ambas integrales de linea de la derecha se obtiene que

jéf(z)dz = %udw—vdy—l—ij{vdx—kudy:
c c c
ov  Ou _ ou Ov
R R

donde R es la regién encerrada por C. Sin embargo en las integrales dobles, el integrando
es cero, ya que como f(z) es analitica, u y v satisfacen las ecuaciones de Cauhy Riemann,
es decir,

ou B ov ov ou

ox oy Y o oy
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entonces
ov  Ou . ou Ov
]{cf(Z) dz = //(—% — a—y)dzdy%—z//(% — a—y)da:dy =
R R
= //Odmdy—i—i//dedy:O
R R
y asi

f{Cf(z) dz =0

]{ezdz:()
c

Si1 C' es cualquier curva simple cerrada regular a trozos en el plano, orientada en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, pues f(z) = e es una funcién analitica
en todo el plano, que es un dominio simplente conexo que contiene a C, es decir,

%ezdz:()

j2i=1

Ejemplo 4.21 La integral

pero tratemos de calcular esta integral usando el lema 3. Como
z(t) =" 0<t<2m, dz = ie"dt entonces

2 2

j{ e*dz = /eeitieitdt = i/e(ws”ismt)(cost +isint)dt =
|7j=1 0 0
o o
= /e(COSt”Sint) (icost —sint)dt = /e“’St (cos(sint) + isin(sint))(i cost — sint)dt =
0 0

2

= /eCOSt (—sintcos(sint) — sin(sint) cost) + ie°“*" (cos t cos(sint) — sintsin(sint)) =
0

= [ cos(sint) + e’ sin(sin t)}zﬂ =0 dificil
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Ejemplo 4.22 La integral
}{ coszsinzdz =0
c

Si C' es cualquier curva simple cerrada reqular a trozos en el plano, orientada en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, pues f(z) = cos zsin z es una funcion
analitica en todo el plano, que es un dominio simplente conexo que contiene a C

Ejemplo 4.23 La integral

](z‘lcoszdz =0
c

Si C es el cuadrado con vértices 0+ 0i, 1 + 0i, 1 + 7,0 4 4, orientado en sentido contrario
al movimiento de las manecillas del reloj, pues f(z) = z*cosz es una funcion analitica
en todo el plano, que es un dominio simplente conexo que contiene a C

Ejemplo 4.24 La integral

2sin® zcoszdz = 0
c
S1 C' es el cuadrado con vértices 04 0i,1+ 0z, 1+14,0+4, orientado en sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj, pues f(z) = z*sin®cos z es una funcién analitica
en todo el plano, que es un dominio simplente conexo que contiene a C

Ejemplo 4.25 La integral
]{ (23 +425 — z4) esinzdz =0
c

Si C' es cualquier curva simple cerrada reqular a trozos en el plano, orientada en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, pues f(z) = (23 + 42° — z%) e*sinz es
una funcion analitica en todo el plano, que es un dominio simplente conero que contiene

aC

Ejemplo 4.26 La integral

bt

Si C' es la circunferencia |z — (4 + 5i)| = 1, orientada en sentido contrario al movimiento
cos® z
(z—1i)(z+1)
en el interior de C, luego basta tomar un dominio simplemente conexo, que contenga a C'

Y que no contenga a z = *+i.

de las manecillas del reloj, ya que f(z) = es una funcion analitica sobre y
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Ejemplo 4.27 La integral

1
f— dz = 2w Ejemplo 4.4
c

z
Si C' es la circunferencia |z| = 1,orientada en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj, f(z) = — es analitica en el dominio D formado al excluir el origen

del plano complejo. Sin embargo, D no es simplemente conexo, esto muestra que la
conclusion del teorema de Cauchy falla st D no es simplemente conexo

1
j{—dz:()
CZ

Si C' es la circunferencia |z — 2i| = 1, orientada en sentido contrario al movimiento de las

Ejemplo 4.28 La integral

manecillas del reloj, ya que f(z) = — es una funcion analitica sobre y en el interior de C
z

luego basta tomar un dominio simplemente conexo, que contenga a C' y que no contenga
az=0.

Ejemplo 4.29 La integral

1
j{— dz =0 Aplicar lema 3(Ejercicio)
c

23
Si C' es la circunferencia |z| = 1, orientada en sentido contrario al movimiento de las

3
origen del plano complejo. Sin embargo, D no es simplemente conexo. Que conclusion

puede sacar de este ejemplo?

manecillas del reloj, pues f(z) = — es analitica en el dominio D formado al excluir el
z

Ejemplo 4.30 FEvaluar

z
—d
j{c(z — 2i)%sin z :

Si C es la circunferencia |z — 8i| = 1, orientada en sentido contrario al movimiento de
las manecillas del reloj.

1) = oreme
circunferencia de radio 1 y centro 8; que no pasa, ni encierra a z = 27, ni a z = nm, luego
f(2) es analitica sobre y en el interior de C' , tomar D , como por ejemplo el interior
de |z — 8i| = 4 que es un dominio simplemente conexo que contiene a C y a su interior,
entonces

no es analitica en z = 2¢, ni en z = nx, pero la curva C es la
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z
gz =0
7{C(z—Qi)5sinz :

Ejemplo 4.31 FEvaluar la integral

740{<zi>2+zii+1—3(z—z’)2} dz

si C es la circunferencia |z — i| = 1,orientada en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj. f no es analitica en z = i, luego

]{C((Z—6i)2+ziz‘+1_3(2_i)2)dz:]{c(2_%)2d2+j{c%dz

2 2w

6'zt 2'it
+j[(1—3(z—z’)2)dz:/ e dt+/ At +0=0-+4mi+0=dri
C

e2it ett
0 0

ya que

7{(1—3(2—1')2)(1,2:0 en C:lz—i|=1
C

Ejemplo 4.32 FEvaluar la integral

8z 8z
. -dz = : - —dz
cz3—3iz2+2—3i c(z—1)(z+14)(z — 3i)

si C' es la circunferencia |z +i| = 1, orientada en sentido contrario al movimiento de las
manecillas del reloj.

En efecto:
Las fraciones parciales de f son

£(2) 8z 2 31 N ? entonces
z) = = - ntonce
(z—i)(z+i)(z2—3i) =z—i 2—3i z+i

7{ 8z dz_?{ 2i_3i+idz
c(z—=))z+i)(z—3i) ~ Jo\z—i 2-3i z+i

y observemos que los puntos donde f no es analitica son z = i y z = 3i y que el tinico
punto en el interior de C' es z = —i luego

—j{ 3Z,dz:7{ QZ,dz:O
o (z — 3i) cZ—1
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31 2 » L
— yvg(z) = - son analiticas en el interior y sobre
(z — 3i) Z—1
la frontera de C.  Ahora la integral

pues las funciones f(z) =

2

- 2 it
7{ :_.dz:/Z i dt = —27 luego
Z+1 el
¢ 0

7{ ; 82, ~dz = 7{ 21 ,dz—f il ,dz+]{ ! -dz
o(z—=1)(z+1)(z — 3i) cZ—1 o (z — 3i) cz+1
= 0+0—-27r =27

Ejemplo 4.33 FEvaluar la integral

]i (2% — Re(z))dz

st C es la circunferencia |z| = 2, orientada en sentido contrario al movimiento de las

manecillas del reloj. La integral ¢ z*dz = 0 ya que la funcion f(z) = z* es analitica sobre
c

y en el interior de la curva C:|z| = 2. A La integral j{Re(z)dz no se le puede aplicar

c
el teorma de Cauchy, ya que Rez no es analitica en ningin punto, luego para evaluar la
integral parametrizamos la curva ¢ aplicamos el teorema de Green.

Una parametrizacién de C es z(t) = 2¢ = 2cost + 2isint 0 < ¢ < 27 2/(t) =
—2sint + 2icost Rez = 2cost, entonces

2

7{(24 — Re(z))dz = ]{z4dz - %Re(z)dz =0- /2 cost(—2sint + 2icost)dt = —4mi
c c c J
4.4.1 Ramificacines del teorema de Cauchy
Independencia de la trayectoria

Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces la integral

/C F(2)dz

es independiente de la trayectoria en D, es decir la integral de linea tiene el mismo valor
a lo largo de cualquier curva que este contenida en D y solo depende del punto final y del
punto inicial
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Cuando la / f(2)dz es independiente de la trayectoria en D, se acostumbra a escribir la
c

21
/ f(2)dz, como / f(2)dz donde zj es el punto inicial de C'y z; el punto final
c

20

En efecto, como f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, y sean zyp y 21
puntos en D Sean C y C5 dos curvas desde zy hasta z; en D, figura 4.7, invirtiendo la
orientacién de Cy obtenemos una curva cerrada K en D con punto inicial y terminal z,

entonces por el teorema de Cauchy la integral 7{ f(2)dz = 0 y descomponiendo K en C}
K
y C5 obtenemos
7{ f(2)dz=0= [ f(z)dz— | f(2)dz=0
K C1 Ca
lo que implica que

f()dz= [ f(z)dz
Cy C2

por lo tannto en D la / f(2)dz depende solamente de los puntos extremos de C
c

Ejemplo 4.34 La funcion f(z) = cos z es analitica en todo el plano, que es un conjunto
simplemente conexo, por lo tanto la | cos zdz es independiente de la trayectoria, es decir,

c
si C' es cualquier curva que va desde i hasta 5+ i entonces

5t i+1 5+
/coszdz:sin(5+i)—sini:/coszdz+/coszdz
i i i1

Ejemplo 4.35
5+ 3+ 5+

0
/ezdz:e(5+i)—ei:/ezdz-l—/ezdz-l—/ezdz

7 0 3+1
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Ejemplo 4.36
5+1 5+1

27 5+1
/zdz—{%] <5+l /zdz—l—/zdz—i—/

7

Existencia de una antiderivada

Sea f(z) analitica en un dominio simplemente conexo D, y sean a y z puntos cualquiera

en D,y sea
_ / oL

entonces F'(z) es una funcién analitica en Dy F'(z) = f(z) para todo z en D.
En efecto, partamos de que

z+Az z+ANz

Flz+ Az) — /f Dt — /f /f(t)dt

y como podemos tomar cualquier trayectona que una z con z + Az, escogeremos la mas
simple que es la linea recta que una los puntos, entonces
z+ Az z+Az

P 2D 0 - | [ swa-s6)| =22 | [ 1050 @

Nz Az

y como f es analitica, entonces f es continua, luego

/ o) - stear| < | ] / 0 - 5t = |5

asi que si Az — 0, entonces

1
Nz

e|lAz| =€

F(z+ Az) — F(2)

Ahzrilo Nz —fz)=0
y asi
lim F(z+ Az) — F(z) i) = F(2)

Az—0 Az
luego la integral de una funcién analitica, es también una funcién analitica, asi que

/b f(2)dz = / f(2)dz - / f(2)dz = F(b) - Fla)
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Teorema de la deformacién

Sea f(z) analitica en un dominio D, excepto en z; y sea dos curvas simples cerradas
regulares a trozos en D conteniendo a zy con Co C (] con orientaciones en sentido
contrario al del movimiento de las manecillas del reloj figura 4.8, entonces

%f(z) dz = ]{f(z) dz
C1 Cs

En efecto cortamos el anillo y lo convertimos en un dominio simplemente conexo,

luego

0 — 7{ f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz:
ab be ef fa

abefa

= —Jff(z)dz—kc]l{f(z)dz luego

7{ F(2)dz = 7{ F(2)dz
ﬁ La:

si C es el contorno del cuadrado de vértices 2 + 2i, —2 + 21, —2 — 21,2 — 21 orientado en
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj figura 4.9

1
j{—dz
CZ

Ejemplo 4.37 Fvaluar la

En lugar de calcular la integral
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-2+2i 2+2i

I .
NN

-2-2i 2-2i

parametrizando cada curva y evaluando las 4 integrales de linea, aplicamos el teorema
anterior a una curva mas sencilla como lo es la circunferencia unitaria con centro en (0, 0),

asi
T

2
1 ettt .
j{_dzz/wf =omi sl 2(t)=€"0<t<2r
c? e’
0

es una parametrizacion de la circunferencia unitaria con centro en (0, 0)y radio 1

Generalizando el teorema anterior tenemos

Sea f(z) analitica en una regién limitada por curvas simples cerradas regulares a trozos
C, Cy, Oy, Cs, Cy,....,C,, disyuntas, donde Cy, Cy, C5, Cy,....,C,, estan contenidas en C
figura 4.10, y sobre estas curvas, entonces

/Cf(z) dz:j{f(z) dz+j§f(z> dz+7{f(z) dz+...+)[f(z) d

Ejemplo 4.38 Ilustrar el teorema anterior con la integral

fs;nz "
CZ —1
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si C' es el contorno de la circunferencia |z| = 2 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj figura 4.11

y

.
NI

En efecto, como
sin z sin z

&) = e = e+

y z = %1 se encuentran en el interior de |z| = 2, se puede aplicar el teorema generalizado

anterior asf :
sin z sin 2 sin 2
% 5 dz = }{ 5 dz —i—jQ{ 3 dz
|z|=27" — 1 lz—1|=1/27" — 1 lz+1|=1/27" — 1

Ejemplo 4.39 llustrar el teorema anterior con la integral

sin 2
]{ o dz

|z|=20

si C es el contorno de la circunferencia |z| = 20 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj figura 4.12

En efecto:
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Como . )
sin 2 sin 2

A1 -0 (z+1)(z+9)

y z = +i, £1 se encuentran en el interior de |z| = 20, se puede aplicar el teorema gener-
alizado anterior asf :

sin z sin z sin z sin z sin z
%24_1dz: 7{ 24_1dz+ j{ Z4_1dz+ % 24_1dz+ j{ 24_1dz

|z]=20 \z—i\:% |z+i\:% |z—1|:% |z+1|=2

f(z) =

4.4.2 Foérmula de la integral de Cauchy

Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces para cualquier punto
a en D y cualquier curva simple cerrada regular a trozos C' en D que contenga a a, se
tiene que

fl)= o T

2mi Joz —a

donde C se recorre en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj
En efecto,

10, fHOHIC S0y, [ 1), (1610,

c?Z—a zZ—a cZ—a

y demostremos que la integral

JECENOP
c zZ—a '

“J.

(2) dz = /@) dz = f(a)2mi siC:|z—a|l =7

cR —a cr —a

Como
27re

f(z) = f(a)

zZ—a

0< ldz| < =2me — 0

?{f(Z)—f(a)dZ
c Z—a

luego

4.4.3 Derivada de una funcién analitica

Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces para cualquier punto
a en D y cualquier curva simple cerrada regular a trozos C' en D que contenga a a, se
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cumple que f tiene derivadas de todos los 6rdenes en a y la nésima derivada de f en a
viene dada por

f“%w—f%irlkl—m n=0,1,2,..

271 Jo (z — a)nt!
donde C' se recorre en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj

Si n =1, entonces
oy oy flat Az) — fla)
fla) = lim =%,

pero

fla+Az)— f(a) 1 f(2) £(2)
Az oMz (jiz — (a4 Az) dz = Cmdz) (4.4.1)

Simplificando la ec. (4.4.1) se tiene.

fla+ AAZQ — /() QLm (j{C(Z " (a +f(AZ2))(z - a)dz)

Ahora

o (S o~ ) " mib e A

y demostremos que esta iltima integral tiende a cero cuando Az — 0
Sea r la minima distancia de a a los puntos de C. Entonces para todo |z| en C' se tiene

1
que |z — a| > r entones P < . entonces m < = y si |[Az| < % para todo z en
C se tiene que
ror
—a—Nz|>|z—al=|Az|l=r— ===
|z —a z| >z —al —|Az| =7 5= 3
entonces
1 YAN
B S T
211 Jo(z —a — Az)(z — a)?
JAN M2nr|ANz|2 1
fl A a2
cllz—a— A0z |z —al 2r  rr?
entonces

— 0 cuando Az —0

1 f(z)Az s
27?2'7{C(z —a+ Az)(z — a)2d
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y asi

" 2mi c(z—a)?

Siguiendo un razonamiento semejante se demuestra f”(a) y por induccién termina su

prueba
1
j{ —dz
cr

si C' es el contorno del cuadrado de vértices 2 + 21, —2 + 2i, —2 — 21,2 — 21 orientado en
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj.

lim
Nz—0 AZ

Ejemplo 4.40 FEvaluar la

En efecto:
Por la Férmula de la integral de Cauchy se tiene que

fédz = 2mif(0) = 2mi ya que f(0) =1 pues f(z) =
c

ji;dz

si C' es el contorno del cuadrado de vértices 2 + 21, —2 + 2i, —2 — 21,2 — 21 orientado en
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj.

Ejemplo 4.41 FEvaluar la

En efecto:
Por la Férmula de la integral de Cauchy se tiene que

271

Fra =20 =0 vaque £10) =0 pues £2) =

3
sin z
5 dz
C z

si C es el contorno de la circunferencia |z| = 2 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

Ejemplo 4.42 Fvaluar la

En efecto:

sin z

f(z) =sinz entonces f'(z) = cosz luego 7{
c

dz = 2mif'(0) = 2micos 0 = 2mi
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1—
]{ CoS 2 ”
c 22

si C es el contorno de la circunferencia |z| = 2 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

Ejemplo 4.43 Fvaluar la

En efecto:

1 —cosz

f(2) =1 —cosz entonces f'(z) = sinz luego jI{ dz =2mif'(0) = 2misin0 =0

c 22

e?sin z
—dz
C Z—1

si C es el contorno de la circunferencia |z —i| = 2 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

Ejemplo 4.44 Fvaluar la

En efecto:

e*sin z . .
f(z) =€”sinz entonces j{ " dz = 2mif(i) = €' sini
c &—1

si C es el contorno de la circunferencia |z — i| = 2 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

Ejemplo 4.45 FEvaluar la

En efecto:

f(z)=¢ f®(z)=¢e* entonces % dz = 2mif® (i) = 2mie’

clz—i)!

Ejemplo 4.46 FEvaluar la

sin z
1 dz
2t —1
|z|=20

si C' es el contorno de la circunferencia |z| = 20 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj. En efecto,
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sin z sin z sin z sin z sin z
7{24_16&': ]{ 24_1dz—|— ]{ 24_1dz+ j{ Z4_1dz—l— ]{ 24_1dz

l#1=20 |z=il=3 |+il=3 |==11=3 |=+11=3

_ f()d+fﬂdz+j[h()d+j{ﬁd222m.[ ]

z—1 Z 41 z—1 z+1 (i+1)(i—1)(i+1)
l2—il=3 |+il=3 lo—1|=1 l2+1|=1
; sin(—1) o sin 1 sin(—1)
= e e i e R e e = =]
donde
1@ = ey Yooy " T arnEs

z—1)(2+1)

Ejemplo 4.47 FEvaluar la

si C' es cualquier curva simple cerrada que encierre al 0, orientada en sentido contrario

al del movimiento de las manecillas del reloj.
En efecto:
]{_ g, 2 F@0)  2mie® 2
c

. 3 =g = 5y yadue si f(z) = e entoces f®)(2) = ¢*

Ejemplo 4.48 FEvaluar la
sin 2z
—d
/ -1
|z|=20

si C' es el contorno de la circunferencia |z| = 20 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

En efecto:
f(z)=sinz y fO)(2)=—cosz luego f®(1) = —cos1 y ast

-1t 3 ]
|z]|=20

?{ sin z 27i(—cos 1) 2mi cos 1
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cos 2
1 dz
z

|z|=20

Ejemplo 4.49 Fvaluar la

si C' es el contorno de la circunferencia |z| = 20 orientado en sentido contrario al del
movimiento de las manecillas del reloj.

En efecto:
f(z)=cosz y fO)(2)=sinz luego f®(0) =0y asf

cosz , 2mi(0)
]{ 24 dz = 3! =0

|z|=20

4.4.4 Teorema de Morera

Si f(z) es continua y tiene derivada continua en un dominio D, simplemente conexo y si

f(z)dz = 0 para toda curva simple cerrada C' en D, entonces f(z) es analitica en D.
c
En efecto, como

j{f(z)dz = 0=}[udx—vdy+i%vdx+udy
C
= //(_@_—)dxdy—l—@//(%——y)dxdy—o

Oov Ju Ou Ov
entonces — , cunplen con las ecuaciones de cauchy Riemman y como estas

8x8y8 8

derivadas son continuas entonces f es analitica

4.4.5 Desigualdad de Cauchy

Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo D, que contiene todos los puntos
sobre y dentro del circulo C' de radio r y centro en z = a y sea |f (2)| < M para todo z
en C' entonces

|F ™ (a)] < n=0,123,..

TTL
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En efecto.
| ! | |d=]
(n) _ |t fz) <”_]{ _fk) Sl [z
|7 @) 2mi j{c(z—a)”“ 1= (Z—a”Jrl _27T |z—a”+1|
2mn!M  Mn!
2rrn  n

4.4.6 Teorema de Liouville

Si f(2) es analitica y es acotada ( |f(z)] < M ) en todo punto del plano, entonces f(z)
debe ser una constante

En efecto: Sea a cualquier punto en el plano complejo y demostremos que f’(a) = 0.
Por la desigualdad de Cauchy

M
0 <|f'(a)] < — con r lo suficientemente grande
r

luego f'(a) =0 y asi f(z) es una funcién constante

4.4.7 Teorema del médulo Maximo

f(z) analitica dentro y sobre una curva simple cerrada C y no es identicamente una con-
stante entonces el valor maximo de |f(z)| ocurre sobre C

4.4.8 Teorema del Mdédulo Minimo

f(2) analitica dentro y sobre una curva simple cerrada C'y f(z) # 0 dentro de C entonces
f(2) toma un valor minimo sobre C'

4.4.9 Teorema del valor medio de Gauss

f(z) analitica dentro y sobre una curva simple cerrada C, |z — a| = r, entonces f(a) es el
promedio de f(z) sobre C, es decir,
2w
: / fla+re®)do
= — a+re
2m
0
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4.5 Operadores diferenciales

Sea z = x + iy,entonces z = x — iy y si f(x,y) es diferenciable se tiene que

0 of 0 ofoz 0 0 0 g 0
f_0ofox ofoz_of of .

91 0201 9z0r 0: 9z M or 9. 9z

Of _9f0: ofo: _of of  _.0f of 0 0 o
dy 0z0y 0z0y 0z 0z 0z 0z dy Jdz 0z

L0000 0 00
V=T oy T 02 oz o 0z’ " ‘0z
— 0 o, 0 0 ., 0 0 0
V= Ty " T g ) =%

Si B(z,z) = P(x,y) +iQ(z,y) = f(x,y) entonces

oB orP 0Q . 0Q 0P
25_8x 8y+2(8x+8y)

En efecto

0 oP 0B
@ 0P _,08

VB = (5; +i5)(Play) + Q) = - - 5o +ilG0+ 50) =257

Divf = - f = Re( f) = Re {(— i) (P(r.) + QU y>>]

Rotf = v % f = Im(3 f) = Im [(— i) (P(r.) + QU y>>}

_ o 9.0 0 02 o
. 2 o _ A el . —
Laplaciano de 7* = Re(vv7) = Re [( ) G Zay>1 a7 " Oy

02f %

Laplaciano de f = ?f = Re(V v f) = 5o + 5
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4.6 Teorema de Green

Sea B(z,z) = P(z,y)+iQ(z,y) = f(z,y) continua con derivadas parciales continuas en
un dominio simplemente conexo R y sobre su frontera C donde z =x+1y, z =2 — iy

entonces
7{ zzdz—ZZ// —dxdy

En efecto,

]iB(z,Z)dz = j{j(P(a},y) +1Q(z,y)) (dzx + idy)
- fpdx—Qdyﬂchdwrde

_ // 8_Q+8_P dxdy+l//(aa—];—g—§)d$dy
R

/ or _0Q _,0Q or

or Oy dr Oy

0B
o~ ay )| dedy = 21 / azdxdy
R

R
Ejercicios
1. Una ecuacién paramétrica para

a) Elsegmento de recta que une los puntos 0 con 1+2ies z(t) = (1+2i)t 0 <t <1

b) El segmento de recta que une los puntos 4 + 2i con 3 + 5i es z(t) = 4 + 2i +
H—1+3) 0<t<1

c) El contorno del semicirculo superior con centro 1—i y radio 2 es z(t) = 1—i+2¢e®
0<t<m

d) El contorno de la pardbola y = 3z% désde (—1,3) hasta (2,12) es 2(t) = t + 3t%
-1<t<2

e) El contorno de la elipse 42% + y? = 4 es z(t) = cost + 2isint —7w <t <7
f) El contorno de la eh’pse 4r? +y* =4 es z(t) = cost +2isint 0<t<2x
g) El contorno de y = X désde (1,1) hasta (3,3) es 2(t) =t ++ 1<t <3

h) El contorno de |Z—3+4Z| =4 es z(t)=3—4i +4e" 0<t<2rm

2. Mostrar que
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241

a) /zdz:2—|—2i

b) /ezdz:—Z

c) [ cosh3zdz = %Z

""i‘\ o
=

d) /ze dz=z1e ' — ge

e) /zezdz—(l—z)e —(1—2i)e?

2
f) /22 cos 23 dz = —gisinh 8
0
244

g) / tdz = Log(2+4i) — Log(1+i) =Inv20 — Inv/2 + i [arctan 2 — §]
1+

3. Mostrar que las integrales siguientes

a) 7{ e 'dz =

c
b) j{ sin? zcos® zdz = 0

c
c) % (2 +322—=5+14)dz=0

c
d) j{zm cos? zdz =0

c

Si C es el contorno de la curva simple cerrada regular a trozos, orientada en sentido
contrario al del movimiento de las manecillas del reloj para
a) Rectangulo de vértices —1,3,3 + 2i, —1 + 2i
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b) C:|z—il=1
c) C:lz—1]=1
d) C:lz]=1

4. Mostrar que

a) / Im(2%)dz = 33—2 + 6;2 si C es el contorno del segmento de recta que une los
C
puntos 0 407 hasta 2 + 44

128i
b) / Im(z%)dz = 8 + TZ si C es el contorno del gréfico de y = z? desde 0 hasta
2 + 41
1—1 St C : Es el segmento de recta de 1 a — 1
o) f(%—l) dz={ 14 (r+1)i si
c

C:z(t)y=e* <t <3

21 st C :segmentos derectadeOal,lai yi a 0

5. Considere C' la curva simple cerrada regular a trozo orientada en sentido contrario al
del movimiento de las manecillas del reloj y verifique que

)?{Zj;z =—6mi siC:|z|=1
b) j{ dz=0 siC:|z| =1
0)74 Ydz=0si C:|z]=1

d) %szdz:o siC:|z|=1
c <

2mi(1 —cosi) si  C:z| =3
oS z : : 1
e) 7{ 5 1 27 si. C:lz| =3
(2% + 0 si C:lz—1]=3
18im  si C:lz—2]=3
f) 7{261/2: & si C:
c

C' : Contorno del cuadradado de vértices 0, 2, 27,2 + 2¢
40im  si

C:lz=3|+z+3=10
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e

st C’:\z|:}1
g) ——dz = —2met st C’:|z—1|:}l
c#(l—2) omi —2mei si C:lz—1| =1
z
h) %24_1@:0
|z|=2

_ 2 2 2 z e’ —
7€<Rez +1Im(2%) + [2]" + 2 +z2—|—4+z2—|—16> dz =
= (04 124) + (=24 + 36i) + (—36 + 24i) + (0 4 ¢0) + (0 + mi) + (0 + 0i)
si C' la curva simple cerrada regular a trozos, orientada en sentido contrario
al del movimiento de las manecillas del reloj para el rectangulo de vértices
—-1,3,3+ 3¢, -1+ 3

ii)

7{ (ReZ FIm(2?) + |2+ 22— ‘ ) dz =
C

22+4+22+16
—(0+%)+<0+%) —<g+0i>+(0—|—z’0)+(0+i0)+(0+0i)

si C' la curva simple cerrada regular a trozos C': |z — i| = 1, orientada en
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj
iii)

22+4+22—|—16

7{ (ReZ FIm(?) + |2+ 22— ‘ ) dz =
C

= (04 7i) + (=27 + 0i) 4+ (0 + 27¢) + (04 0z) + (0 + 0i) + (0 + 0i)
si C' es la curva simple cerrada regular a trozos C' : |z — 1| = 1, orientada
en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj
iv)

_ 2 2 2 < e’ _
i(Rez +Im(z) + |2+ = +22+4+22+16)d'z_
= (0+7i) + (04 0¢) + (04 0i) + (0 + 0¢) + (0 + 07) + (0 + 07)

si C' es la curva simple cerrada regular a trozos C' : |z| = 1, orientada en
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj
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v)
187mi st C:|lz—2|=3
j{ Zdz = 8 st C: cuadradado de vértices 0,2, 27,2 + 2
¢ 407 si C:lz=3[+|z+3]=10
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Capitulo 5

Sucesiones y series

5.1 Generalidades

En este capitulo se presenta el contenido bésico de lo que es una sucesion y algunos
criterios de convergencia para las series complejas, que son semejantes a los de las series
reales que se estudian en el curso de cédlculo y se explica por qué las series de potencia
desempenan un papel fundamental en el andlisis complejo y el interés principal, son los
desarrollos de Taylor y de Laurent de una funcién compleja

5.2 Definicién de una sucesién compleja

Una sucesiéon compleja es una funcién que asigna a cada nimero natural un nidmero
complejo, es decir,

y la sucesién se nota por {f(n)} = {z,}, .«
Ejemplo 5.1

{i"}, {1+ni}, {%—i—#} {(14—%)”4—1’6}, {en)

son ejemplos de sucesiones complejas .

133
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5.3 Definicién de una sucesién convergente
Una sucesién {z,} converge a L, si para todo € > 0, existe N > 0, tal que si n > N

entonces |z, — L| < € ysi {z,} converge a L entonces L es el limite de la sucesién y
escribimos lim z, = L y si no existe el limite, se dice que la sucesién {z,} diverge

1 .
lim (” LA 3) —1
n— oo n n

Se probard que para todo € > 0, existe N > 0 tal que sin > N entonces

Ejemplo 5.2

n+1 14 ‘
+—=—1|<e.
n n
En efecto :
n+1 7 1 7 1 7 1 1 2
+—=1l=1l+—-—+—-——1|=|-"+—-| <-4+ -—=—<ce€
n n non non n o n o n

2 2
entonces — < n, luego tomar N = —, asi IV existe. Ahora probemos que satisface la
€ €

2 2 2
desigualdad, pues si n > N = — entonces n > —, asi — < n, luego
€

€ €
2 1 1 ‘1 1 1 1
—=—-—4+—-—<€ y como |—+—|<—+—<c¢€
no on n n o n n o on
entonces
1 ) 1
‘1+—+3—1‘:”+ 1—1‘<e
n o n n n
Ejemplo 5.3 Mostrar que
limi:()

n—oo M,

Se probard que para todo € > 0, existe N > 0 tal que sin > N entonces

)
——0‘<€.
n

En efecto :
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1 1
entonces — < n, luego tomar N = —, asi N existe. Ahora probemos que N satisface la
€

1
desigualdad, pues si n > N = — entonces n > —, luego
€ €
1 1 i ‘
—<e y como —= |——0]<e
n n

entonces

l .
——O‘<e si n>N
n

5.3.1 Algunas propiedades

Si lim 2z, = Ay lim w, = B entonces

n—o0 n—o0

1.
lim (z, + w,) = lim 2, £ lim w, = A+ B
2.
lim (z, - w,) = lim 2, - lim w, = A-B
3. y
1um z, A
lim 2 == 2 g B
n—oo Wy, lim Wy, B

Lema 5 Sea 2z, = x, + ty,, L = a + ib, entonces lim 2z, = L sit limx, = a y

n—oo n—oo

lim y, = b, en otras palabras una sucesion compleja converge sii las sucesiones reales

n—oo

formadas por las partes real e imaginaria de z, convergen

En efecto : Supngamos que lim z, = L entones para todo € > 0, existe N > 0 tal que
n—oo

si
n > N se tiene que |z, — L| = |z, + iy, — (a +ib)| = |z, —a+i(y, — b)| <€
pero
|z, —al < |z, —a+i(ly, —b)| <e vy |yn—bl <|zp,—a+i(y,—b)| <e

entonces
|z, —al<e y |ys—bl<e si n>N
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Reciprocamente si lim z,, = a entonces para todo ¢ > 0, existe N; > 0 tal que si n > N;
n—oo
€
se tiene que |z, —a| < 3 y si lim y, = b, entonces para todo € > 0, existe Ny > 0
n—oo
€
tal que si n > Ny se tiene que |y, —b| < 5 Sea N = max{Ni, N2}, entonces
|zn + iy, — (a4 ib)| = |z —a+ i(yn — b < |zp —al+ |y, — b <€ si n>N

Ejemplo 5.4 Mostrar que

lim + =1+
n—oon+1 n?2+1
n?i 2
Como 1111—>I207’L~|» 7= =1y Jim 1 anIEO SO =1 entonces

la sucesion

n N n2i L4 deci
converge a i, es decir

n+1 n2+1 g ’ ’
2

im —
11m = (3
n—oon+1 n2+1

Ejemplo 5.5 Mostrar que

n—oo n3 + 1

3 2 n
lim — +(1+—) i=1+ %
mn

3 n

n 2

Como  lim — =1y lim (1 + —) i = €% entonces la sucesion
n—oo N° + 1 n—oo n

3 2 n
{ 3n + <1 + —) z} converge a 1+ €% , es decir
n’ +1 n

3 2 n
lim — +(1+—> i=1+ e
n

n—oo n3 + 1

Ejemplo 5.6 Mostrar que

=0 entonces la sucesion
n—oo N, n—oo n

1
Como lim — =0 y lim
(=1)"

{— 5 } converge a 0+0i, es decir,
n n

1 —1)™
lim—+( 2)2
n—oo n

=0
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Ejemplo 5.7 FEl
lim e™

n—oo

no existe, ya que
lim cosn

n—oo

no existe

Ejemplo 5.8 Mostrar que

o3+ 2nr+1 2\". 3
lim ———mM— 1
n—oo 2n3 +n + 21

En efecto
I 3n3—|—2n2+1+ 2\ " 3+0, 3
im r - Z) == i = —, ya que
nooe 23 +n+21 ¢ \5 2 gy Y44
y 3t 4+2n2+1 3 i 2\" . 3 2\" L 0—0
im ———— = = im (=] i=ilim (-] =7-0=
e o +n+21 2 ¢ 2B \5 oo \ 5

Ejemplo 5.9 FEl
sinn 1

lim — 4+ — =0, wya que
oo 12 n2
sinn 1 sinn
0<—-<—= y porelteorema del empareado se concluye que lim =0
n n—oo n
7
y lim — =0
n—oo N,

Ejemplo 5.10 Fl

lim(n—l—i):oo

n—oo n
ya que
) 1
lim n =00 (lim n+ ~| = lim \/n?+ — = o0)
n—oo n—oo n n—oo n

Ejemplo 5.11 Mostrar que

21 —1
2

lim \/ﬁ(\/n+2i—\/n+1> =

n—oo
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En efecto:

: : on(Wn+2i—Vn+1) (Vnt2i4+vn+1)
Jiff)lo\/ﬁ(\/n+2z—\/n+1>—nh_>rgo Ve —

_ fm \/ﬁ(n—i—.%—n—l):hm \/ﬁ<2i—1) _
n—o0 \/n—1—22+\/n+1 nﬂoox/n—l—Qz—l—\/n—l—l

= (2¢—1) lim

= i)

hm

B v i

Ejemplo 5.12 Como

I 14 3\" 3 i ¢ . T L 1 ; ( . 7r) T
im — ] =e im arctan | sin | = + — = arctan (sin — | = —

21 —1

[\DI)—\
[\

entonces
: 3" . (71 s | P
lim 14— +zarctan | sin | - + — = e’ +rarctansin — = e” + i—
Se escribe lim z, = oo si para |z,| se tiene que hm |z,| = oo sii para todo € > 0,

n—oo

existe N >0 tal quesi n> N entonces |z,| > N

5.4 Series complejas

Sea {z,} una sucesién compleja, queremos asignar un significado al simbolo > z,, que
n=1

denota la suma de los términos de la sucesién {z,}. Como en el caso real, definimos la
enésima suma parcial .5,, de esta serie, como la suma de n primeros términos de la sucesién

{z,} asf :
n

Sn=sz:z0+z1+z2+...—l—zn
k=0
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{S,} es a su vez una sucesién compleja. Si esta sucesién de sumas parciales converge a

L, decimos que la serie ) zj, converge a L y definimos su suma como
k=1

iy S —JE&Z% Z%—

en caso contrario decimos que la serie ) z; diverge
k=1

o0
Si en la serie Y z; se omiten los términos de S,, queda
k=1
R, = zp11+ 2ni2 + Znas + ... denominado residuo de la serie despues del término z, y
o0

resulta que si la serie Y z; converge y tiene suma L, entonces

k=1
L=5,+R,
por tanto
R,=L-S5,
luego
S, — L

por la definicién de convergencia se tiene que
R,—0

Ejemplo 5.13 Analizar la convergencia de la serie

<1 1 N 1\"
— =]
n+2 n+1 2

En efecto:
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entonces \n
1 1— (=
lim S,, = lim ———1—22'-#:—14—22'
n—00 n—oon+1 1 1
y asi
i ! ! + L ni— 1+2¢
—n+2 n+l o \2)
Ejemplo 5.14 sea
- 1 — it
Sp = zk:1+z1+z2+z3+..+z”:1—
k=0 T F
entonces
= 1 — 2! 1
I S I e RS e LA
k=0
luego

oo 1
k .

g G=r— s |z] <1

k=0

Ejemplo 5.15

= 3 3 3(1+1) . . 1 1
— — — —3i(1 - — <1
;(1+z’)" L1 i i1 +4) pues ‘1—1—2’ V2
1+
Ejemplo 5.16
i L 3 3B4) 943 il 1
22\3) ~ 1 3-i (3-)B+tn 10 "7 [3]73
3
Ejemplo 5.17
i 1+i\" 1 wes | LT _£<1
3-4i) 1-x= P3Tu| T s

n=0

Las sumas parciales relacionan inmediatamente la convergencia de una serie compleja con
la convergencia de las dos series de su parte reale e imaginaria, es decir :
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5.4.1 Algunos criterios de convergencia

o0 o0 o0
1. Una serie > z, con z, = z, + iy, converge sii las series Y z,, y > y, convergen
n=1 n=1 n=1

[e.¢] o0
y si la serie Y x, converge a A y la serie ) y, converge a B entonces la serie

n=1 n=1
o0

z, converge a A+ iB, es decir,
n=1

oo oo

Zzn:an—{—iyn:an+i2yn:A+iB
n=1 n=1 n=1 n=1

Ejemplo 5.18 La serie

;x"+zy”:;n2+n+1+(§> !

es convergente, ya que las series
n:1n2+n+1’ = \3

son convergentes, pués

o o 1

1

- <
n24+n-+1 _n:1n2

NE

2\" . .
<§ es una serie geométrica convergente

n=1

1

3
Il

Ejemplo 5.19 La serie

8

3

Z 1 N 31
— vnoo (2n)!
es divergente, ya que la serie

s L

=V
es divergente, por el criterio de la integral para series reales y la serie il % es conver-

gente
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Ejemplo 5.20 La serie
>
n=1 \/ﬁ

es convergente, ya que esta serie se puede escribir

n=1 n=0
R () X () L o
y como las dos series 21 =, 2:0 oot son alternadas convergentes, criterio de leibniz,
n= n=

se concluye que la serie

es convergente

2. Si la serie

o
Zzn converge
n=1
entonces
lim z, =0
n—oo

por lo tanto si
lim 2, # 0 entonces

n—oo

la serie
o

Z z, diverge

n=1
o0
En efecto como la serie > z, converge a L, entonces z, =S, —S,_1, luego
n=1

lim z, = lim (S,, — Sy_1) = lim S, — lim S,, 1 =L—L=0

n—oo n—oo n—oo
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Ejemplo 5.21 La serie

o

Zn+1+ 1nz diverge, pues
_1n—i—2 5 qe, p

1 /1\"
31%212+(§) i=1+0i#£0

Ejemplo 5.22 La serie

i 1 + 1—1—1 nz’ diverge, pues
nt 2 n qge, p

1 I\" :
—{—(1—|——) i=0+ei#0
2 n

Ejemplo 5.23 La serie > e™ diverge, pues lim ™ # 0

n=1

La multiplicacién de cada término de una serie por una constante diferente de cero, no
afecta la convergencia o divergencia de la serie.

Eliminando o agregando un nimero finito de términos en una serie, no se afecta la con-
vergencia o divergencia de la serie (solo se afecta el valor, en caso de ser convergente)

o0
Definicién 14 Una serie se denomina absolutamente convergente, si la serie Y |zy|

n=1
o0 oo
converge y sty z, converge, pero la serie Y |z,| diverge, entonces se dice que la serie
n=1 n=1
o0
> z, es condicionalmente convergente.
n=1
[e.e] oo
Si se tiene una serie ) z, y es posible hallar una serie convergente Y b, con términos
n=1 n=1

o0
reales positivos tales que |z,| <b, n =1,2,3, entonces la serie »_ |z,| converge
n=1
En efecto, S, = |z1] + |za| + |z3] + ... + |2n| 5 Tn = b1 + by + b3 + ... + b, como la serie
o0
b, converge, entonces lim 7, =T entonces 0 < S, < 7T, ycomo {S,} es creciente
ne—1 n—00
oo
y acotada entonces {S,} converge, luego la serie ) z, converge
n=1
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o0

o0
3. Silaserie Y |z,| converge entonces E Zy, converge

n=1 n=1

En efecto, sea z, = x, + iy,, con =, y vy, reales. Como |z,| < |z,| entonces la
o0

o0
convergencia de la serie > |z,| implica la convergencia de la serie g |z,], que a su vez

n=1 n=1

[e.9]
implica la convergencia de la serie g z,. En forma andloga se demuestra la convergencia

n=1
de la serie Z Yn
n=1
Ejemplo 5.24
Z e convergente, ya que Z s Zl ]
n=1 n=1 n—=

Y como

o
2
E — es una serie convergente, aplicar criterio del cociente, entonces la serie

n!
n=1
oo .
>,
n!
—n
es una serie convergente y ast la serie
oo .
1
E — es convergente
n!
n=1
Ejemplo 5.25 La serie
o0 .
> o
es convergente, pués
n?+1 ’
n=1
o0 . o0 o
1—1 2 , 2 ,
E < E — Yy como la serie E — es convergente, se concluye que la serie
2.4 2 2
n*+ n n
n=1 n=1 n=1
[e.¢] . o0 .
2{: 1 — 1 " /l . 71 —1 "
es convrgente y ast la serie E es convergente
“|n?+1 “n?+ 1
n= n
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Ejemplo 5.26 La serie

2. 3+2i
Z (n+1)"

n=1

o0 (o)

4
g;;ﬂ

que es convergente, aplicar el criterio del cociente ¢ el criterio de la raiz, por lo tanto, por
el criterio de comparacion se concluye que

34+ 2
(n+1)"

o)

2 |y

=1

3+ 22 . ; )
es una serie convergente vy asi la serie

o0

3+ 2¢
Z es convergente
- (n+1)»

4. Criterio del Cociente

il — [, entonces

o0
Sea Y z, con z,#0y lim
nel n—00

o
a) si L <1, la serie > z, converge
n=1

b) Si L > 1, la serie ) z, diverge

n=1

c) Si L =1, el criterio falla, puede ser convergente o divergente

Ejemplo 5.27 La serie

i": (100 + 757)"

COnverge pues

— n!
(100+754)"+1 (100+-754)™ (100+754) .
lim |22 = im0 iy (ot L = lim —(100 + 750)
n—oo | 2, n—00 (1002!751')” n—00 (1002351')" n—00 (n + 1)
125
= lim =0<1
n—oo M 1
Ejemplo 5.28 La serie
— (2)mi
Z Y converge, pues
n=1 ( 77,)
2n+1in+1 2
. Zn41 . (3n+3) .
| =1 — =1 =0<1
noo | 2 | ntee P e ‘ (3n+3)3n+2)(3n+1)
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Ejemplo 5.29 La serie

n+1
14
.| 21 . <1—i 3) 141 V2
li = lim | —%%-| = lim =—x<1
n—oo | 2, n—00 ( 144 > n—oo | ] —Z\/_ 2
1—iv/3
Ejemplo 5.30 La serie
= (2 3)"
Z— converge, pues
vt n!
n 2 — 3i)"*! ! 2 — 3i
lim—H:lim( ) . n‘n: Z:0<1

5. Criterio de la raiz

= L, entonces

V |Zn|

Sea Y z, con z,#0 y lim
n=1 n—00

a) si L <1,laserie ) z, converge
n=1

b) Si L >1,laserie ) z, diverge

n=1

c) Si L =1, elcriterio falla, puede ser convergente o divergente

Ejemplo 5.31 La serie

> "1+ 1) )
Z diverge, pues
- (n+1)"
1
nl|n 1 .
lim |+ 0" rA+D| i = vas1

Ejemplo 5.32 La serie

E —(1 — i>n converge, ya que
(2 + 3)n ’
n=1

(1—17)

~ i ' (2 + 3i)

-l v
2130 ~ Vi3

<1
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Ejemplo 5.33 La serie

— (L+4)"
Z - converge, ya que

1+2)"|n 141 141 2
hm‘( "y '( | _ 10+l v2
n—oe | (31)" n—oe | (3i) |(31)] 3
Ejemplo 5.34 La serie
i 244 )™ converge, ya que
2 5w ge, ya q
240 \*"|" 2+4i\’| |2+ 5
I — 1 S L 0
nooo (5—4¢> oo (5—4¢) (5 —4i)? 41
Ejemplo 5.35 La serie
Z (—i) converge, ya que
n=1 n
nyl ‘ .
1im‘(i) zlim‘<i)‘zlim—:0<1
n—oo n n—oo n n—oo M,
Ejercicio 4
1. Verificar que
o (=" : n By o
a) {(—=1)"+3i} diverge b) {T} converge a 0+0i  ¢) {(—1)"+—} diverge
n+i n
2n4 1+ 2n? — 1)
d) lim (C(:;n n ”—Tl) =2 e) nlggo( 2271 _(n . )z) =2-i  f) lim (=) =1
g) lim — =0 h) limer=1 ) lim ([—+(1+-)")=e
) i N EEAN 1+€e¥ k) lim (sinn + ie") iste 1) i "
im nn — ] =1+e im (sinn 4+ ie") no existe im =

)i LSS S Y 1!
im (=4+=4+..+4— -+ —=4+.+—= ) =14+=
AL Y on )T\ 3T 32 3n 2
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2. Mostrar que las series siguientes son convergentes

= (=1)"n? = (3+1)" =8N\,
D S Rk

n=1 n=1

nf;n(l“) e)im ) in’i—il
75>

n=1 n=1

(1+1) h)Z% i) ZSin”+ (=1",

2|3

3. Mostrar que las series siguientes son divergentes

n=1 n=1
3 n-—1 > >, /345
Z 92 4+ —

9 —~mn ntl e)zl Z+n4 f);(l—z)

5.5 Series de potencia

Las series de potencia constituyen las series mds importantes en andlisis complejo y una
serie de potencia es una expresion de la forma

Zan(z —a)" =ag+a1(z—a)+ax(z — a)* +as(z — a)® + ...
n=0

con ag, aj, as ... constantes denominados coeficientes de la serie y a a constante, denomi-
nada el centro de la serie.

Una serie de potencias siempre converge para un valor de z, puede ser que converja en el
interior de |z —a| < R, en todo el plano complejo o en un punto. Si la serie converge
en el interior de |z — a| < R, se dice que la serie tiene un radio de convergencia R, si
converge para todo z, se dice que la serie tiene un radio de convergencia oo y si converge
en un solo punto, tiene un radio de convergencia 0.
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(e} Zn
Ejemplo 5.36 La serie ) —  converge para todo z, pues
n=0 T

Zn+1

(n+1)!

n!

Qp+1
G,

= lim =0<1 para todo z

n—oo

lim

n—oo

= lim

n—oo

‘:hmﬂ

(n+1) n—oon + 1

y en este caso su radio de convergencia es oo

o0
Ejemplo 5.37 La serie Y n"z" converge para z =0, pues

n=0
lim |a |% = lim |nz| = 0 st 2=0
n— o0 " n—oo 00 Stz #30

en este caso el radio de convergencia es (

Ejemplo 5.38 La serie ) 2" converge para |z| < 1, pues
n=0

lim |a,|" = lim | 2"|" = |2| < 1
n—oo n—oo

en este caso el radio de convergencia es 1

o0

Lema 6 Si la serie ) an(z —a)" converge para z = z; # a, entonces converge
n=0

absolutamente para todo z que esté mds proximo a a que a z1, es decir, |z — a| < |z; — al

y st diverge para z = zo, entonces diverge para todo z que esté mds lejos de a, que de z;.

o
En efecto, como la serie > a,(z1 —a)™ converge, entonces lim a,(z; —a)" = 0, luego los

n—0 n—00

términos de la serie estan acotados, es decir, |a,(z; — a)"| < M paran =0,1,2,...Ahora

n

(z—a)" z—a
an(z —a)"| = lay(z1 —a)"——| < M
(= = a)"| = |an( — a)" S| < | 220
y como |Z=%| < 1 entonces la serie
1—a
- z—al" “|z—al
> M =M )
0 21— a 0 Z1—a
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es una serie geométrica convergente y como

D an(z—a)" < MY
n=0 n=

Z1 —a
—o | <1

por el criterio de comparacién, se concluye que la serie

Z an(z —a)"

converge

La suma o resta, término a término de dos series de potencia con radio de convergencia
Ry, Ry produce una serie de potencia con radio de convergencia por lo menos igual al
menor entre Ry y Rs
La multiplicacién de cada término de la primera serie, por cada término de la segunda y
el agrupamiento de los términos que tienen la misma potencia de z, produce una nueva
serie de potencia asf :

Si f(z) = ianzn Z b,z" entonces f(z f: a, 2" f: b,2" =

n=0 n=0

= aobg + (a0b1 + alb())Z + (CL()bQ + CL1b1 + (lgbo)

= > (aoby + a1by_1 + ... + anbo)z ch
n=0
1 d°
en = o (F(2)9(2).—

f) o .
o) " ;dnz |z| < min{R;, Ra}

Si una serie de potencia tiene un radio de convergencia diferente de cero, ésta siempre
representa una funcién analitica, mds atin

[e.e]
Supongamos que la serie Y a,(z —a)"™ tiene un radio de convergencia diferente de cero,
n=0

oo
y sea f(z) = E an(z —a)" en |z —al < R entonces
a) f(z) es una funcién analitica en |z —a| < R
(

b) f'

2 Z na,(z —a)"' enl|z—al|<R
n=1
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c) Si C es una curva regular a trozos en el circulo de convergencia

/Cf(z)dz = gan /C(z —a)"dz

5.5.1 Serie de Taylor

Sea f(z) una funcién analitica en 2z = a, entonces f tiene una representacién en serie
de la forma

n!

o )y
F) =3 LWy

para z en alguna vecindad de a

Como f es analitica en z = a, existe una vecindad de la forma |z — a| < R en donde f
es derivable. Sea C' la circunferencia |z —a| = £ entonces f es derivable en todos los
puntos |z — a| < £ y sobre C. Sea t en C'y z cualquier punto en |z —a| < £.

1 1 ! ! :
Ahorat_z = t_a+a_z_(t_a)—(z—a):(t—a))(l_i:s):
B 1 N — n_oo (z —a)"
= (t—a)zo(t_a) _nZ:O(t—a)n—H

y por férmula integral de Cauchy

RN F PR IO Sy § (Lo

27i J t—z 2mi J = (t —a)™*™ = 2mi J (t —a)ntt
| 1 f(t) — f"(a)
= — ¢ ————dt| (z—a)" = —a)"
Zo 2mi ]{ (t —a)rtt (2= a) 2% n! (z—a)
n= C n=

Si a = 0, se reduce a la serie de Maclaurin

> (n)
i =3 10 <R
n=0

n!

Ejemplo 5.39 Sea f(z) = e, como f™(0) = 1 entonces la serie de Taylor de f
alrededor de cero es
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=1 , )
Z —|z y converge para todo z, pués
=0

Zn+1
n : 1)! :
lim |2 — Lim (n%) = lim ( +1)’: lim |j_’1 =0 < 1, para todo z
n—oo an n—oo ~ n—oo n n—oo M
n!
por tanto

3

Z (1+4)" Lt
n!

n=0

IR
n!
n=0
Ejemplo 5.40 La serie de Taylor de f(z) = e* alrededor de a es
f(z)=¢€*= 6—‘(,2 —a)" que converge para todo z
n!
n=0
1 2 et
_ 2 z—a+a _ a - _ - _
En efecto, f(z)=¢€"=¢e ezon!z a)" Zon!z a)"

1 n
>
“—nl
obtenemos la serie
23 - 1 3n
f(z)=¢" = Z &y converge para todo z
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por tanto
oo -\ 3n
3 =307 sy
n!
n=0
Ejemplo 5.43 Si reemplazamos z por la serie de tanz en la serie
oo 1 .
PBE
n!
n=0

obtenemos la serie

t 23 1 23 21 2 ’
anz _ 1 J— — — — —_
e +<z+3+)+2!<z+3—|—)+3!(z+3+ )4—

1+ +22+23+3 ‘4
= 24+ —+=—+=2"+....
2 2 8

En algunos casos, podemos obtener un desarrollo de Taylor complejo a partir de un
desarrollo de Taylor real, simplemente reemplazando x por z. Por ejemplo la serie de senx
es

: S G DA

sinx = — " ue converge para todo x
,; (2n + 1) q &P

Como sinx debe ser igual a sin z para z real, el desarrollo de Taylor alrededor de cero para
sinz es es

: _ = (_1)71 2n+1 . . . .
sinz = Z mz que converge para todo z, aplique criterio del cociente

n=0

por tanto

= sin(2 + 41)

= (1) (2 4+ 40)*H
Z (2n +1)!

n=0

Si derivamos la serie del sinz obtenemos la serie del coseno

= (=D)"(2n +1 = (=1)"
cosz:Z( )"(2n + )zznzz( ) 2*" que converge para todo z

por tanto
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Si reemplazamos la z por 2z en la serie

= (2n)!
obtenemos
00 _1)
cos 2% = nzg ( (Qn))! 25" que converge para todo z

Si reemplazamos la z por az en la serie

obtenemos

(e.0) _1 n
cosaz = Z ( (277,))! (az)*"  que converge para todo z
n=0

Si reemplazamos la z por z — a en la serie

n

o 5D
COSZ—; (2%)' z

obtenemos

o0 _1 n
cos(z —a) = Z ((Zn))' (z—a)* que converge para todo z

n=0

Ejemplo 5.44 La serie binomial

(14+2)*= Z (a) 2" converge para |z| <1
n

n=0

(1—2)" = (1+ (—2))° OOO <z>(—z)" converge para |z| < 1

n=

o0

Ejemplo 5.45 Si se hace el desarrollo de ) (z) 2™y luego reemplazamos o = —1 en
n=0

(14 2)* = (a) 2" se obtiene
n

n=0
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1 o0
7 = E 2" que converge para |z| < 1, aplique el criterio de la raiz
—z
n=0

3

Si reemplazamos z por z° en la serie

1 = .
l—zzzz

n=0

obtenemos la serie

1 o0
1—23 :Zozi’m

que converge para |z| < 1, aplique el criterio de la raiz
Si reemplazamos z por 3z en

1 = .
l—z:;z

obtenemos la serie

1 > N
1—-3z _;@Z)

converge para |3z| < 1, es decir, |z| < %, aplique el criterio de la rafz

Ejemplo 5.46 La serie alrededor de cualquier punto a de 1 viene dada por

— 2z
1 1 N 1 _ 1 L
1—2z 1—(z—a+a)_(1—@)—(2—a)_(1_a)(1_%)_
1 e o] _ n —
= (l—a)nzzo(i—z> converge para Z_Z <1
luego
Z—a

1 1 e —a\"
1_2 = (1 —CL) Z (i_g) converge para
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o . 3 . . .
Ejemplo 5.47 La serie de tanz = z + 5 + %25 + ... tiene radio de convergencia 3, que
es la distancia de cero al punto mas cercano donde tanz mno es analitica. En efecto

i n 2n+1
. !
sinz = 2n+1)
tanz = = —

COS 2 Z nZ27L

Como usualmente es mas facil multiplicar dos series que dividir, escribimos

o (_1)nz2n+1

(1)
Zan S -y G

n=0 n=0
2 4 6 3 5
9 3 z z z z z
=t =——4+..)=2z— — 4+ — 4+ ...
(a0 + a1z + azz” + agz” + ..)( 551 7t )=z T
y agrupando los términos de este producto se obtiene
3 5
_ % _a _ %2 %oy _ 2 F
ap + a1z + (as 2)2 + (a3 2)2 + (ayq 5 —1—24) s +120+...
luego igualando coeficientes de potencias iguales se tiene
Qo aq 1 (05)) Qo
Qo , a1 , Q2 2 , s 2 67 Qy 9 + 24
y ast sucesivamente, solucionando el anterior sistema se obtiene que
1
ap=az=a4=0 a =1, =73
entonces
¢ A N
anz =z4 —+ —2°
3 15

5.6 Convergencia Uniforme

Decimos que una sucesién de funciones u(z), us(2),us(z),....u,(2).. tiene limite S(z)
cuando n— oo, si dado € > 0, podemos demostrar que existe un entero N tal que

|S(2) — un(2)] < € paratodo m > N y escribimos lim u,(z) = S(z)

De la sucesion de funciones {u,(z)} podemos formar una nueva sucesion

= Zuk(z) y si lim S, (z) existe entonces
n—oo
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escribimos -
> un(z) = S(2)
n=0
Decimos que Y u,(z) con suma parcial {S,(z)} converge uniformemente a S(z) en un
n=0

dominio D, si para todo € > 0, existe un nimero N que no depende de z, tal que para
todo z en D
|R,.(2)] = |S(2) — Sn(2)| < € paratodo n> N

Una forma sencilla de probar que una serie es uniformemente convergente es por medio
del criterio de Welerstass N

Sea Y M, una serie convergente de términos positivos. La serie Y w,(z) converge
uniformemente en un dominio D si
|un(z)| < M, para todo z en D

En efecto:

[S(2) = Su(2)l = D Sulz) = Y Sil2)| =

y como la serie

<> IS < D> My

> Silz)

k=n+1

o0
Z M, es convergente entonces |S(z) — S,(z)| < esin > N para todozen D
n=0

luego la serie

E un(z) converge uniformemente

5.6.1 Algunas propiedades

oo
1. Si una serie de potencias Z a,z" converge para z = a # 0 entonces converge
=0
absolutamante para |z| < |a| y , uniformemente para |z| < |z;| donde |z1| < |a]

o0

En efecto ya que ) a,a™ converge entonces |a,a"| < 1 para n grande o sea que |a,| <
n=0

para n > N luego

Ia"I

o0 n
Z la,2"| = Z la,| 2" < Z :Z|7! que converge para % < 1 por lo tanto
a
n=N+1



158 CAPITULO 5. SUCESIONES Y SERIES

o0
la serie E la,z"| converge, y por lo tanto es absolutamente convergente
n=0
Sea.
n o
|21] . |21
» = —5 entonces la serie M, es convergente pues — < 1
a a
al al
oo
como |a,z"| < M, para |z|<|z| entonces la serie E a,z" es uniformemente convergente
n=0

(0.9}
Ejemplo 5.48 La serie Zo 2" converge uniformemente para |z| < 2
n=

o
2. Siwun(z), n=0,1,2,...son continuas en un dominio D y la serie ) u,(2) es uniformemente
n=0
convergente y converge a 3(z) en D entonces S(z) es continua en D

o0
3. Siwuy(z), n=0,1,2,...son continuas en un dominio D y S(z)=>_ u,(2) es uniformemente
n=0
convergente en D con C una curva En D entonces

S(2)dz = i Un(2)dz = i U (2)dz
[ [Suim-5:f

C C n

5.7 Serie de Laurent

Si f es analitica en a, podemos desarrollar f en una serie de Taylor alrededor de a,
conteniendo potencias de z — a. Si f no es anlitica en a podriamos tratar de representar
f en una serie alrededor de a si incluimos potencias de ﬁ y esta es la idea de la serie de
Laurent

Sea f analitica en el anillo 7 < |z — a| < ry entonces para z en este anillo

o0

f2) =3 auz—a)
donde

1
an = —j{ SO 041,42 43
2 Jo (t — a)ntt

y C cualquier circunferencia |z —a| = p con 7 < p < 7.
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Al coeficiente

a_q ]4 f(t)dt se llama el residuo de f en z=a
" omi
La serie -
f(2) =Y au(z—a)"

se llama serie de Laurent de f alrededor de a, en el anillo r; < |z — a| < ry y los nimeros

S SO 0 4140 43
27 Jo (t —a)nt!

se llaman los coeficientes de Laurent de f en a

En efecto: sea z en el anillo figura 5.1 y elegimos los nimeros R; y Rs tales que r; <
Ry < |z—a| < Ry < ry. Sea (s la circunferencia |z — a] = R y sea C; la circunferencia
|z — a| = Ry entonces por generalizacién de la integral de Cauchy

RO D ()
F%]izmdt—%?ﬂlmdt

calculando ambas integrales en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del
reloj

Ahora .
Para la integral sobre la curva Cy, — f(®)

~—2>dt escribimos
21 Jo, t— 2
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t—z (t—at+a—2) (t—oa) (1_ﬁ) _;(t_a)nﬂ
entonces
if i{ ]{ A)dt}(z—a)”—ia(z—a)”
2w Jo, t — (27 a)"tl — "
donde

1 f(t)dt 0.1.9
n — ; V.7 n=U 1,24 ..
271 Jo (t —a)mt!

t
Para la integral sobre la curva Cf |, 74 /) dt  escribimos
1 (t o Z)
r 1 B 1 1 B
t—z t—a—(2—a) (Z—a)(l_ t—a> B
zZ—a

t—a
< 1, por lo tanto

y observemos que para t en C',

zZ—Q

o0

1 f@) o, - 1 _en
2mi oy :dt_ {27?2]{ - ldt} (z —a)r ;a_n(z @)

donde

1
p=— Ot —a)"tdt =1,2,3,...
0= g SO0
Ahora reemplazamos C; y C5 con la circunferencia |z — a| = p en estas integrales de

linea. Esto nos permite consolidar las férmulas para ag, a1, a2, .a_1,a_2,a_3 en una sola

| t
b= IO arm n—0.41,40 43,
2mi Jo, (t—a)mtt
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Con esta eleccion de coeficientes, tenemos

_ 1 ft) 1 OIS N .
flz) = 50 CQt—zdt_% Clt_zdt—nzzoan(z a) ;G_"(z—a)"
o0 o0 1 oo
= L alEma ) e = 3wz
n=0 n=1 n=—00

como querfamos demostrar
Casi nunca calculamos un desarrollo de Laurent calculando las integrales de la férmula
para los coeficientes

Ejemplo 5.49 Como ya sabemos que la serie

oo
z 1 n
e’ = g — 2" converge para todo z
n.
n=0

entonces reemplazando z por — en
z

obtenemos la serie de Laurent

que converge para 0 < |z| < oo

en

Z—1

Ejemplo 5.50 Reemplazando z por

obtenemos la serie de Laurent

! — )"
Znﬂ n! (z —1)

que converge para 0 < |z —i| < oo
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Ejemplo 5.51 La serie

= (-1
sin z = Z ﬁz%“ converge para todo z

n=0

entonces reemplazando z por — en
z

00 _1)”
Sin 2 = Z ( ( ) 22n+1

— 2n 4 1)!

obtenemos la serie de Laurent

que converge para 0 < |z| < oo

Ejemplo 5.52 Hallar todas la series Laurent alrededor de cero de la funcion

f(2) 1 .
Z) = g —
(z+2)(z2+3) 2z+4+2 =z2+3
En efecto:
1 1 1 o Z\" 2
= =5 —1”<—> H 1, i, 2
19 z 5 Z( ) 5 converge para |5| <1, es decir, |z| <
1 1 1S 2\" 5
= = —Z(—l)" - converge para |—| <1, es decir, |z| > 2
z2+42 ( 2) 2 z z
z( 14— n=0
z
1 1 1 & n
13 Z T3 Z(—l)" (g) converge para )g’ <1, es decir, |z] <3

3
—‘ <1, esdecir, |z| >3
z

1 1 1 & 3\"
— — - Z(—l)" (—) converge para
z n=
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i) Ahora la serie de laurent para f(z) en el anillo 2 < |z| < 3 es

1 1 1 = O . 2"
1z) = (z+2)(z+3) - 242 243 - ;(_1) Zntl §<_1) 3ntl pues
1 1 1 1 — L (2)" 1w w (Z\"
1) = (z+2)(z +3) T r+2 243 Z;(_l) (;) _gnz_%(_l) (5)
0 on o n
- 70(_1)nzn+1 - Z{)(_l)n;ﬂ

ii) La serie de laurent para f(z) en |z| > 3 es

1 1
f(z):(z+2)(z+3):z+2 z—|—3 Z z”*l_z z"“

iii) La serie de Laurent para f(z) en |z] <2 es

1 1 1 = L2 = .
M= et “r2 =43 =2V - (g

n=0 n=0

iv) La serie de Laurent para f(z) en el anillo 0 < |z +2| < 1 es

1 . n—1
fe)=———= Z(—l)" (z+2) y converge para 0 < |z + 2| <1 pues
(z+2)(z+3)
1 1 1 -
_ — +2)"
1@ = 59673 " o059 z—|—2 ; (2

= (=1)" (z+2)""" y converge para 0 < |z+2| <1

n=0

Ejemplo 5.53 La serie de Laurent de la funcion

f(z) = sm3z en el anillo 0 < |z| <oo es
z
= (=" 2n+1
i = (2n+1)! > " ,
f(z) = M =0 (2n+1) "2 converge en el anillo 0 < |z] < oo

23 23 n:O 2n—|— 1)!
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Ejemplo 5.54 Hallar la serie de Laurent de la funcion
5 1 1+i 21—
f(z) = = -2 -2 enelanillol <|z| <2
(z4+2)(224+1) 242 z—i z+1
Primero observemos que
1 1 - 2"
= = -1)" <2
212 2(1+32) nzzo( Vg [
1 1 - i
= — = —1)" 1 < |z, 1< |z
T e <l 1<
1 1 N
gL <l 1<
luego para
1 < |z| <2 se tiene que
n

- Sergn () S () S

(z+2)(z*+1) =

Ejemplo 5.55 Hallar la serie de Laurent de

22 -3 3 1
=————=1-— — >3
/) (z+1)(2+3) 2+3 z+1 12
Podemos observar que
1 1 > 3"
= = -1 >3
z+3  2(1+32) 2( ) Zntl 12
1 1 = 1"
= = —-1)" > 1
z+1 z(l—i—%) nzzo( ) Zntl 2
luego
22 -3 = I (o L1
T DL S TR
n=0
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Ejemplo 5.56 Mostrar que

10 = (—1)" s L
= 1 -1 2 nn 1
G -2:12) T #2) (e

En efecto:

10 4, B
(z4+1)(22-2242) 2z+1 z—1+4+i z2—-1—1i

2 N (=1 + 2i) (1+2i) 2 N (=1 + 26) (14 21)
241 z—1+1 2—1—i 2—142 z—1+1 2—1—1
1 (—1 + 2i) (14 24)

+ —_ e

1+<Z;1) (z—l)( zil) (2—1)(1—Zil)

i 2n (z—=1)" 1—|—2zi "(z—=1)" (1+ 24) iz”z—l
n=0 n=0

si 1<|z—11<2

Ejemplo 5.57  Hallar la serie de Laurent de

z
f(z)= CESIE en 0<|z+1] <o0
En efecto:
£(2) z z+1-1 z+1 1 1 1
Z) = = = — — —
(z+1)2 (z 4 1)2 (z4+1)2 (z+1)2 (241) (2+1)?
Ejemplo 5.58 Hallar la serie de Laurent de
f(2) 2 1<|z4+2|<3
2)=———F——= €n z
(z+1)(z—1)
En efecto:
A B 1 1 1 1
f(z)_z—1+z+1_z—l_z+1_z+2—3_z+2—1
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—1 1 = (2+2)" I < 1
— = —— +
z—|—2) ('24‘2)(1_2_12) 3;% 3" (z+2);(z—|—2)"

:i;—iﬂ en 1<|z+2/<3

n+1
n=0 3

5.7.1 Singularidades

Si f(z) no es analitica en z = a, pero en una vecindad de a si es, entonces se dice que
z = a, es una singularidad de f(z) y se pueden clasificar en :

1. Singularidad esencial. z = a es una singularidad esencial de f(z), si en la serie
o0
> an(z — a)™ aparecen infinitas potencias de (z — a) negativas
n=-—oo

Ejemplo 5.59 La funcion

S iil IPNE SUNS SIS S
n! z—1 21(z—14)2 7
n=0

tiene una Singularidad esencial en z =1 y a_1 = 1, coeficiente de :
zZ—1

Ejemplo 5.60 La funcion
B = S A e T 1 1
LT ; (2n 4 1)! (;) Tz 3138 i 5125 7127 i

1
tiene una Singularidad esencial en z =0 y a_; = 1, coeficiente de —
z

2. Polo de orden n. Se dice que f(z) tiene un polo de orden n, si la serie de Laurent toma
o
la forma Y ap(z—a)k, con a_, # 0,y los anteriores a él son todos nulos, es decir,

k=—n
A_p—1 = A_p—9 = Q_p_3 — ..... =0

Ejemplo 5.61 La funcion

23 215 27
i) sinz gty T e 1 11+z
zZ) = et = = = = — — — T T e
24 24 23 3lz 5l

1
tiene un polo de orden 3 en z =0 ya_, = ——, coeficiente de —
z
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Ejemplo 5.62 La funcion

1 1
tiene un polo de orden len 2 =0 y a_; = o coeficiente de —
! z

Ejemplo 5.63 La funcion

f(z):?:—an :—+2—|—32+4Z+ 0<|zl <1

1
tiene un polo de orden 1 en 2 =0 y a_; = 1, coeficiente de —
z

1 1 1 1 1
_ _ _ _ 1—(z—1)+ ..
I = T~ GoisDeol Go1f Gop iU
. i 1
tiene un polo de orden 2 en z=1 y a_; = —1, coeficiente de 1
Z —_—
Algunas reglas
a) Si
lim(z — a)" f(z) no es cero, ni infinito
entonces f(z) tiene un polo de orden n en z = a
Ejemplo 5.64 La funcion
f(z) = M2 tiene un polo de orden 2 en z =0, pues hm z2s A T |
3 -0 23 z=0 2z
Ejemplo 5.65 La funcion
-1 -1 -1
f(z) = ¢ 5— tiene un polo de orden 1 en z =0, pues lim P — lim & =1
z z—0 z z—0 z
1 —cosz 1 —cosz

1
tiene un polo de orden 1 en z =0, pues lim z—— = —
23 z—0 23 2

f(z) =
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Ejemplo 5.66 La funcion

f(z) = ————, tiene un polo de orden 3
z —sinz
PUES
3 322 6
limz—,:lim#:hm ,Z =6
=0z —sinz 2-01—cosz 2—0sinz
b) Sea
_9(2)

donde ¢(z) es analitica en z = a 6 a es una singularidad removible de g(z), ademas lim g(z)

existe y no es cero. Si h(z) tiene n ceros entonces, f(z) tiene un polo de orden n en z = a

Ejemplo 5.67

z

e
f(z) = 2z _j;(z +2) = (2 = 1)2(32 +2) tiene un polo de orden 3 en z =0, ya que
la funcion g(z) = ,C;Z es analitica en z=0 y limg(z) = L #0
(z—1i)(z+2) z—0 —2i
y h(z) = 23 tiene tres ceros. También tiene un polo de orden uno en z =1, y en z = —2
La funcién ,
PR TR R

(=) (242 (z—d)  (2—1)

tiene un polo de orden 1 en z = 7, ya que la funcién

sin z
9(2) = z4+2
es analitica en z=i y o
sin ¢
I - 0
limg(2) = 5 7

y h(z) = (2 — i) tiene un cero en z=i

3. Singularidad removible. Se dice que f(z) tiene una Singularidad removible en z = a, si

o0
f(2) no esté definida en z = a y laserie > a,(z—a)" no tiene potencias negativas
n=-—00

de z —a
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Ejemplo 5.68 La funcion

tiene una Singularidad removible en z =0, con a_; =0

Ejemplo 5.69 La funcion

23 25 Z7
Csinz FTgyrty Tt 11 22
1) =5 = ﬁ =it T

tiene un polo de orden 2 en z =0, cona_, =0

Ejemplo 5.70 La funcion

22 4
1—(1— =4+ ——..
1—cosz ( 2!+4! > 1 22
f(z) = = > == 4

22 z

tiene una Singularidad removible en z =0, con a_1 =0

Como calcular el residuo en algunos casos

1. Si f(2) tiene una singularidad esencial en z = a, entonces el residuo a_; de f(z) en
z = a, hay que hallarlo por medio de la serie de Laurent

2. Si f(z) tiene un polo de orden n en z = a, entonces el residuo se calcula por

o = e () ()

En efecto, como f(z) tiene un polo de orden n en z = a, entonces

a_n a_p a_
f(z) = + = +....+—1+a0—|—a1(z—a)—|—....cona,n#o

(z—a)"  (z—a)"! (z—a)

Multiplicando ambos lados de la igualdad por (z — a)™ se obtiene

(z—a)"f(z)=an+apa(z—a)+..+a1(z—a)" " +ap(z —a)"+ ...
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Como la parte derecha de la igualdad anterior es una serie de Taylor alrededor de
z = a, entonces (z — a)"f(z) es una funcién analitica en z = a, luego podemos
derivar n — 1 veces, es decir,

dnfl
W((Z —a)"f(z))=(n—1)(n—2)(n—3)...1.a_; + ap(z — a) + ....
y tomando limite cuando z tiende a a en ambos lados de la igualdad, obtenemos

tim—— (G — 0y = s

z—a (n — 1)! dzn1

3. Si f(z) tiene una singularidad removible en z = a, entonces el residuo a_; de f(z)

en z = a, hay que hallarlo por medio de la serie de Laurent, pero como la serie
o

> an(z — a)™ no tiene potencias negativas de z — a, entonces su residuo es cero

n=—oo

5.8 Teorema de los Residuos

Sea f(z) analitica en un dominio D, excepto en un mimero finito de singularidades zy,
Z14..-Zn, con residuos a_1,b_1,....,c_1 y C una curva simple cerrada en D orientada en
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, conteniendo las singularidades,
entonces

j{ f(z)dz =2mi(a_y +b_14.... + c_1) = 2mi Z Re(f, z1,)
c

k=1
En efecto,

% f(z)dz = f(z)dz+ ¢ f(z)dz+ ... f(2)dz =2mi(a_y +b_14.... + 1)
c ol Ca Cn

Ejemplo 5.71 Mostrar que la integral
1
j{ —dz = 2m
z
|2|=1
En efecto:

1 1
La serie de Laurent de la funcién f(z) = —, alrededor de z = 0, es f(z) = —, por lo
2 z

tanto el residuo en z = 0 es 1, y asf la integral

1
]{ ;dz = 2mi (1) = 2mi

|2|=1
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1
La funcién f(z) = — tiene un polo en z = 0, pues
z

hH(l) - hn% 1 =1 es diferente de 0 y es finito ademds este limite es Re(f;0) = 1
z—0 2 z—

En forma andloga, la serie de Laurent de la funcién f(z) = alrededor de z = 0, es

§7
1

f(z) = —» bor lo tanto el residuo en z = 0 es 0, y asf la integral
z

f—dz-Zm (0)=0

|z|=1

1
La funcién f(z) = — tiene un polo en z = 0, de orden 2 pues
52

22 d [2? od
LI_)I% i £1_r)r(1) 1 =1 es difernte de 0 y es finito ademds Re(f;0) = ill)r(l) 7 <;> = LI_)I% 7 (1)=0
Ejemplo 5.72 Mostrar que la integral

]{ smde:O
z

|z]=1

En efecto:

sin z

La serie de Laurent de la funcién f(z) = , alrededor de z = 0 es

1
por lo tanto el residuo en z = 0 es el coeficiente de — que es 0, y asi la integral
z

7{ szdz = 2m:.0 = 0.

|z|=1

Ejemplo 5.73 Mostrar que la integral

1—cosz .
—gdz = T
z

|2=1

En efecto:
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1
La serie de Laurent de la funcién f(z) = %, alrededor de z = 0 es
z
2 4
1-(1-2+2 .
f()_l—cosz_ 2 4! 11 2
T T T 23 Tl 4l

por lo tanto el residuo en z = 0 es el coeficiente de — que es ok y asf la integral
z !

|z]=1
La funcién .
— COos 2
fe) = —
tiene un plolo de orden 1
. l—cosz_l, 1—cosz_1_ sinz . COSZ—l—R(fO)
pues le'r(l)z z3 _zlir(l) 22 _zlir(l) 2z _zlir(l) 2 2 e
Ejemplo 5.74 Mostrar que la integral
#—1
]{ ¢ 5 dz = 2mi
z
|z|=1
En efecto:
-1
La serie de Laurent de la funcién f(z) = ¢ 5— alrededor de z = 0 es
z
22 2B A
1 — 4+ =+ —+...] -1
e —1 ( +Z+2!+m_km+'> 11
f(z) = = — =

22 22 z 2
. . 1 .
por lo tanto el residuo en z = 0 es el coeficiente de — que es 1, y asf la integral
z

1
j{e 5 dz = 21
z

|z|=1

La funcién
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tiene un polo de orden 1 en z = 0, pues

. e —1 Coef—1
lim 2 = lim =
2—0 22 2—0  Zz

P
]46 ——dz = 2mi
z

|2|=1

1= Re(/f,0)

luego

Ejemplo 5.75 Mostrar que la integral

1 1
j{ ez sin —dz = 2m1

2
|z|=1
En efecto,
1 1+1+ 1 n 1 1 N 1 N
ezsin— = =4 -+ ...
z z 2122 z 3123 Blg5
1 1
z oz

1
luego a_1 =1, el coeficiente de —, en la serie de Laurent, luego

z
1 1

j{ ez sin —dz = 2mi(1)
z

|z]=1

Ejemplo 5.76 Mostrar que la integral

sin z .
5 dz = 271
z

|z[=1
En efecto, como
. sin z . sinz
lim 2 = lim =1
z—0 2’2 z—0 Z

entonces z = 0 es un polo de orden 1 y el residuo en z =0 es 1. Ahora

2,3 25

_Z—§+a—_1 > P
22 22 z 31 5l

3
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1
luego el residuo es a_1 = 1, el coeficiente de —, en la serie de Laurent, luego
z

f d

|2|=10
En efecto, f(z) = (sz_ 1 tiene a z = i como puntos singulares que son polos de orden
1, ya que
(z—1)z (z—1)z

m = 11rn+:th,:1 ademc’zsa,lz1
=i (224 1) 2=i(z+1i)(z—1) =—i(z+1i) 2 2

. . 1
im (z +1)z = lim M = lim L = ademds b_; = —
=i (224 1) - (z4d) (2 —1)  2—-i (2 —1) 2

z 1 1
— 2 dz=2mil=+Z) =2
]{ (z2+1)dz Z(2 2) !

|z|=10

luego

Ejemplo 5.78 Calcular

z

COS(—> 2 2
2 22y
B VVAF P, M R
7{(22—25)2 ¢yt
C

cos (%)
En efecto, f(z) = (22— 25)

tiene a z = £5 como puntos singulares que son polos de orden

(22— 25) es analitica en

1, pero no se encuentran en el interior de C, por tanto f(z) =

C' y su interior luego

cos <§> 2?2 P
——=2dy = ’ F—4+==1
]{<22_25)z 0 st C 9+4
c
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Ejemplo 5.79 Calcular

z
cos (—) 9 9
2 <y
dz C: —+Z-=1
7{ R 9 "1
C
<z
cos | =
En efecto, f(Z) = _( - 24)- tiene a z = 2 como puntos singulares que son polos de orden
Z J—
1,
z
cos ) 2y
7{ Fo gy = ami(Re(f2) +Re(f,~2))  si C: g+ =1
C

s 3

z
cos <§) _cosl cosl 0

Re(f,2) + Re(f, =2) = lim(z = 2) Z—4) lim (2 +2) (:2—4) 4 1
por tanto
cos (g |
]{ (- 4)dz = 2mi (Re(f,2) + Re(f, —2)) =0
c

Ejemplo 5.80 Mostrar que

f OB dr = Re(f,0) + Re(f,2mi) = 2mi(1 + cosh 27)

er —1
c
si C es el rectangulo limitado por las ecuaciones x = +1, y = —1,y = 3.
En efecto
Re(f,0) + Re(f, 2mi) = lim(z — 0) 2 4 lim (2 — 2mi)—2" =
2—0 er — 2—2mi e —1
L (e — o) i
limw—l— im S8F (2 — 2mi) sin 2 =1+ cos2mi = 1+ cosh 27

z—0 e” 2—27i ez

por lo tanto

f cos 21 dz = Re(f,0) + Re(f, 2mi) = 2mi(1 + cosh 2r)
ez J—
C
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Ejemplo 5.81 Calcular

ez
7{ 1—zd2

|z]=10

En efecto, z =0 es una singularidad esencial y z =1 un polo de orden 1

ez , s 111
= = (1+Z+Z +z +)(1+;+ﬁ+%+)
S R PI  E t
- R L

luego el residuo en z =0 es e — 1 y el residuo en z=1 es —e,, ya que

1

. €z . 1
lim(z — 1) = —limez = —e
z—1 1—2 z—1

ast que
1

j{ ° dz =2mi(e—1—e) = —2mi

1—2z
|z|=10

Ejemplo 5.82 Calcular

1
-)dz

zcos(z —

|z|=10

Como

oo (1) = v (1) = e (1 i (1)

:V_“<1_muiw2+@@iw4_”>+€<L_2@i02+@@£04_”)

TG T de—ip T TG T i)

1
ast el Re(f,i) = —=, luego

217
1 L1 .
7{ z cos (z — z) dz = 2m(—§) = —mi

|z|=10
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Ejemplo 5.83 Calcular la integral

sin z

22(22 + 4) (22 +4) dz

|z|=9

En efecto, f(z) presenta singularidades en z =0 y z = +2i. En z = 0 hay un polo de
orden 1, en z = +2i hay polos de orden uno asi que :

sin 2
sin z sin 2 1
0)=lmz————=lim—— =1 A
Re(f,0) = z%2z2(22+4) ) 2(22 +4) 20214 4
sin z sin z sin 21 7s1n 2¢
2i) =1 — 21 = [ = =
Re(f,20) = i (= = 20) o2~ 8 212~ @) 16
sin z sin z sin 27 7s1n 22
R —21) = li 21 li —
e(f, =2) = I G420 o) A e —2i)  (—2i)2(—4i) 16
luego
7{ sin 2 J o 1+isin2i+isin2i
——dz=2mi | =
22(22 4+ 4) 4 16 16

|z|=9
Ejemplo 5.84 La integral
sin z 1 m
T dr = 9mis = —
?{ 22(22 4+ 4) FTATYT
|z|=1

ya que z = £2i no estan en el interior de |z| < 1, ni en la frontera y

sin 2 sin 2 sinz

1
0) = lim z2————— — lim ———— — lim -
Re(£,0) =l 2y ~ M sy M —

Ejemplo 5.85 Calcular la integral

% z —szz
)2(22 4+ 4)

En efecto, f(z) tiene un polo de orden 2 en z = —1 y polos de orden 1 en z = +2i, luego
1d 22 — 22 d [22—-2z
R -1) = lim —— 1)? = lim — |———+
e(f.—-1) AN T dz [(z +1) (z+1)2(22 4+ 4)] A dz [(22 + 4)]
(P4 (22 —2) — (22— 22)22 14
= lim S
21 (22 4 4)? 25
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22— 2z 2* — 22
2) = lim(z — 2 = 1i =
Re(f, 2i) Zggll(z Z)(z+1)2(2+2i)(2—2i) ot (z 4+ 1)%(z + 21)
—4 — 4 T+

(2i +1)2(2i +2i) 25

. . , 22— 2z . 2 =2z
Ul =20 = I e 2 TG a0 —2) i (o + 122 — 20)
B —4+ 4 T
(24 1)%(-20—-21) 25
entonces
22— 22 _2m,< 1_4+7+Z 7—2)
(z+ 1)2(22 + 4) 25 25 25

|2[=8

Ejemplo 5.86 Calcular la integral

En efecto, f(z) tiene un polo de orden 3 en z =0, ya que

. . € .
lim 2° f(z) = lim 2° — = lime® = 1
z—0 z—0 23 z—0

23 2 22 2l 3!
1
y Re(f(2),0) = 5 y ast
' e“dz B 271 B
23 91 m
|z|=8

Ahora si aplicamos la formula para hallar el residuo cuando la singularidad es un polo de
orden 3 se tiene

Re(f(2),0) = lim# > 2 f(2) = lim ld—2 <z3.§)

2—0 (3 — 1)l dz3-1 z—0 2! dz? 23
: a2, . .. 1 1
= Bl T

luego
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Ejemplo 5.87 Calcular la integral

e cosz

En efecto:

z =0, es un polo de orden 2, ya que

. g €°cosz .. .
lim 2°. = lime®cosz =1 y el residuo se calcula por
z—0 22 z—0

1 d o
Re(f(z),0) = lim (zze COSZ) = lim (e cos z — €*sinz) = 1

2—0 1! dz 22 z—0

e® cos z .
5 = 271
z

|z|=8

luego

Ahora observe que

22 28 A 22 24t S
ezcosz:(l—l—z+—+—+—+ )(1——+———+....)

ol T34t 2l 4l ¢l
3 24
-1 - — — 4.
LTI
asi que
23 24
ezcosz:1+z—§—ﬂ+“' :i 1_3_
22 22 22z 3

1
que ratifica que el Re(f(z),0) = 1, coeficiente de — luego
z

e“cosz .
5 = 271
z

|z|=8

Ejemplo 5.88 Cualcular la integral

]{ dz
sin z

|z]=1

En efecto:
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z =0, es un polo de orden 1, ya que

. 1 . 1
lim z.— = lim
z—0 SInz 2—0 COS 2

= 1 que coicide con el residuo

asf la integral

En forma andloga la integral

ya que z = 0, es un polo de orden 2, pues

z:1

lim 22, — = lim —
z—0 zsinz z—0sinz

y el residuo estd dado por

Re(f(2),0) = lim ~- ( L ) g L (

. silnz — zcosz
= lm— g

2—0 11 dz "zsin z 2—0 dz \sinz z2—0 sin? 2
. COSzZ—cCcosz+ zsinz . z
= lim - = lim =0
z—0 2sin z cos z z—0 2 CoS z

Ejemplo 5.89 Calcular la integral

1 1
Las singularidades se presentan en — = nmw, n = £1,£2.. es decir, z = —, pero solo el
z nm

1
punto z = o0 estd en el interior de la region y es un polo de orden 1, pues
0

1 1 1 2 1
lim(z — —).— = lim —————=— lim 2_1_

1 1 1 1 - 2

PR 2 sin- i cos 1 2> cog = 47
z z2 z z

que coicide con el valor del residuo, luego

dz _on; 1 o
1T\ T2 ) T o

sin —
|o—|=3% 2
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Ejemplo 5.90 Calcular la integral

]{ dz
er —1
c

si C es el contorno limitado por los grificos de x = —1,x = 1,y = 3w, y = bw.En efecto:

z = 47i, es un polo de orden 1, ya que

. z—4m o1 . .
lim = lim — = 1 que coicide con el valor del residuo
z—0 e — 1 z—0 e*

por lo tanto

Ejemplo 5.91 Calcular la integral
% sin zdz
z — sinh z
|z|=1
Calculemos la serie de Laurent alrededor de z = 0.

3 5 7
sin z A i Il -6 13
: _ 3! - 5! —~ 7! — =— + + ..
z —sinh 2z z—(z—i-g—i-g—i-ﬁ-l---) z 10

1
por lo tanto z = 0 es un polo de orden 2 y su residuo es 0, el coeficiente de — luego
z

% sinzdz o i0—0
z — sinh 2

|z|=1
Como z =0 es un polo de orden 2 por la serie de laurent 1y porque

2 2 :
. 2°sinz . z7cosz+2zsinz , ) ,
lim ———— = lim = —6 (derive dos veces mds lhophital )
=0z —sinhz  2-0 1 —coshz

entonces el residuo se calcula también por

1d 22 sin z
—lim—— [ 2>~ ) = 5
Re(f(z),()) er% 1 (z = z) 0 extenso el cdlculo
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Ejemplo 5.92 Calcular la integral

7{ dz
cosz—l—I—%

|2=1

Calculemos la serie de Laurent alrededor de z = 0.
2 2 4 6 2 4 6

cosz—l—i—z—:l—z——i-z——z——i-..—l—i-z—:Z——Z——l—
2 20 4! 6! 2 4! 06!
entonces
1 1 4! 4141 41414)
Cosz—1+§:fl—?—z6—?+...:;+@ 616!

luego el residuo en z =0 es 0, por tanto

d
7{—"'2227@:0
cosz— 1+ %

|z|=1
bserve que z = 0 es un polo de orden 4 y se puede ratificar por

4 3 2

z 4 122 24z
lim—Qzlim;:hm—:lim - =24
Z—>Ocosz—1+% z—0 —sinz+2z 2>0—cosz+1 2—0sinz

diferente de 0 y finito y el residuo se puede calcular por

Re(f(2),0) = lim ——— 2" ( a ):o dificil

=0 (4 —1)1dz*"1 \ cosz — 1+ %

Ejemplo 5.93 Calcular la integral

f tan z

|z|=27

%tanz: fsmzdz:%m, Re f,E + Re f,ﬂ
COS 2 2 2

|z|=27 |z|=27

En efecto

Ahora

Re <f7g> = lim (z—z> sin 2 = lim sz + (z—g)cosz =—1

2T 2/ cosz =% —sin 2
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- i sinz+ (z4+ Z)cosz
Re <f77r) — lim_ (z+f> 2 _ lim (2 +5) —

z——2 2/ cosz  z—-3 —sinz
3T 37\ sinz sinz + (z — 2) cos z
Relf,— | =lim (z— — = lim ( . 2) = —
-3 3 sin z sinz + (z 4+ 38) cos 2
Re f,—7r = lim Z—I——7r = lim ( - 2) =1
2 z——3x 2 ) cosz z——38 —sinz
por tanto
j{ tan z = —8m1
|z|=27

Ejemplo 5.94 Calcular la integral

7{ zdz
e+ 3
|z+1|=4
En efecto
Re(flog(~3)) = lim (= —log(~3)) — lim (2 log(~3)) = + =
e og(=3)) = lim (z—log(— = lim (z—=1log(=3)) =+ 2 =
08 z—log(—3) & e+ 3 2z—log(—3) & e? e?

log(—3) In34 mi
-3 -3

por lo tanto

f zdz B In3 + i
e +3 -3
|z+1|=4

Ejemplo 5.95 Calcular la integral

7{ e*dz B f 2e2%dz
coshz ez +1

|z+1|=4 |z+1|=4
En efecto :
ez + e—z 622 + 1 ez 2€2Z
coshz = = entonces ==
2 2e? coshz e?2+1
Como

e +1=0 ssie” = —1 ssi 2z = log(—1) + 2nmi



184 CAPITULO 5. SUCESIONES Y SERIES

entonces
log(—1) +2nmi  i(m + 2km) + 2nmi
Zz = = =
2 2
. . w37
por tanto las singularidades son i—;, ﬂ:T por tanto
e*dz 2e%*dz +7i +3mi
= =27 | R — R = 8mi
]{ P 7{ | m( e<f, 2 )-i— e(f, 5 )) i
|2+1]|=4 241]|=4
PUES

i . i\ 2e* . (2= T)de* 4 2¢*
Re <f, 5) = lim <z — 5) i hn%i 52 =1
L . 9 2 Z+ﬂ 46224—2623
Re <f, m) = lim (z+ﬁ—z) C — lim ( 2) 5 =1
; e xi 2e%%

3 3 22z _@42,2_{_22,2
Re(f,§> — lim (z—ﬂ> oy B 2;? <
3mi e4?

. : : 222 +@42z+2 2z
Re(f, 37”): lim (z—{——372m) ¢ lim.(z 2;2 ¢ =1
_3mi e
2

Ejemplo 5.96 Calcular la integral

dz
— O
]{ sinh z m

j2=1

ya que
) 1 . 1
Re(f,0) = ll—{rtl)(Z_O) sinhz BL% coshz 1
Yy
L1,
sinhz =z 77

que ratifica que el residuo en z =0 es 1
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5.8.1 Teorema del Argumento

Sea f(z) andlitica dentro y sobre una curva simple cerrada C, excepto para un polo z = «
de multiplicidad p dentro de C y que f(z) tiene un cero z =  de multiplicidad n dentro
de C entonces

L)
) N R
C
o efecto L. 1 [Ee) . 1 )
z 4 4
%ﬁf@“:%%f@“+%fﬂ@“
C Ch Co

con C; una curva simple cerrada en el interior de C que encierra a z =  y Cy una curva
simple cerrada en el interior de C que encierra a z = o y disyuntas
Como f(z) tiene un polo z = @ de multiplicidad p entonces

F(z)
(z —a)P

f(z) =

con F(z) andlitica y diferente de cero dentro y sobre C,

entonces tomando logaritmo en ambos lados de la igualdad y derivando se obtiene que

f'z) _F'(2) _ p

f(z)  F(2) z—a

por lo tanto

LI, L, L[

fz) 7 2mi ) F(2) Toaif i -a
Co Co Cy

dz=0—p=—p

y como f(z) tiene un cero de orden n en z = (3 entonces
f(2) = (z — B)"G(z) donde G(z) es andlitica y diferente de cero dentro y sobre C,

entonces tomando logaritmo en ambos lados de la igualdad y derivando se obtiene que

) n G
f) z-8 " Gl

por lo tanto

1 f'(z) 1 ( n 1 G'(z)
]{ N ] z—p Z+2m’ G(z) z=n+0
1 C1 C1
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luego
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R A CO TR S O ©O IR S (€ D
sz Ok 2m’7{f<z>d +2m’f 7 ¢ g

c Cq

Generalizando el teorema anterior se tiene que
Sea f(z) una funcién analitica dentro y sobre una curva simple cerrada C excepto para un
nimero finito de polos dentro de C. Suponga que f(z) es diferente de cero sobre C. Si N y
P son el nimero de ceros y el nimero de polos dentro de C, contando las multiplicidades

entonces

1R
27 f(z)

|i=4

dz=N—-P

Ejemplo 5.97

(22 +1)°

como f(Z) = m

tiene dos ceros de multiplicidad 2 y tiene dos polos de multiplicidad 3 y estan dentro de

C, entonces

1 f'(2)

27i f(z)

|2|=4

dz=N—-P=4—-6= -2

Ejemplo 5.98

como f(z) = 2>+ 1 tiene dos ceros de orden 1 y cero polos en |z| = 4

entonces

1 2
—j{ Q2= N-P=2-0=2
27 2241

|z|=4

Ejemplo 5.99

como f(z) = z'+1 tiene 4 ceros de orden 1y cero polos en |z| = 4

entonces

2mmi 24+ 1
|z|=4

1 425
7{ Y dz=N-P=4-0=4
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Ejemplo 5.100 Como

sin 7wz
f(z) =
cos Tz
tiene 7 ceros de orden 1 en z = 0,z = £1,2 = £2,2 = +3 y 6 polos en z = %,z =
%, z= %, en la circunferencia |z| = m entonces
1 sin 7z
— dz=N-P=7T—-6=1
271 COS T2
|z|=m
por tanto
f tanrzdz = j{ SInme dz = 2mi
Cos Tz
|z|=m |z|=m
5.9 Algunas aplicaciones
1. Si la suma infinita 3. f(n) converge, entonces
o0
Z f(n) = —(suma de residuos de mcotmz f(z) en todos los polos no enteros de (z))

n=—oo

Ejemplo 5.101 Probar que la suma

> 1
Z 5 = rmcothr
n?+1

En efecto, sea f(z) = que tiene polos de orden 1 en z = +1 luego

22+1
1 cot i
Re(f,i) =lim(z — 1) cotrz = limcot 7z - = :
(f:9) z—»i( ) 22 + Z—i z+1 24
1 cot(—mi)
Re(f,—i) = li /) cot = i t =
e(f,—1i) ZLH}¢(2+Z)CO Mgy = Am cotme— 5

luego

= 1 cotmi  cot(—mi) —72 cos i
Z =—7m(—— — —~) = ——— =mcothn
. n? 41 27 21 24 sin 1
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2. Integrales convergentes de la forma

7 f()dz

o0
Para calcular integrales del tipo [ f(x)dz convergentes, lo haremos de la forma siguiente

—0o0

Primero calculamos la integral ]{ f(z)dz
C

donde C' es la union del semi-circulo v de radio R grande y el segmento de recta desde
—R hasta R, (figurab.1) por aplicacién del teorema de los residuos. Luego calculamos las
integrales sobre el segmento de recta y del semi-circulo v de radio R grande por definicién,
se igualan y se demuestra que la integral sobre el semi-circulo v vale cero

¥
|ZI=R
. X
Ejemplo 5.102 Calcular
1
/ dz

1+ a2

En efecto, la integral
1 —1 1
f{ oz = 2miRe(/f,d) = 2milim (1z+ ;2) = 2i() =

Ahora

R
1 1 1 1 1
j{l—i—;ﬂz /1+z2 z+/1+222 /1—1—3:2 QH_}[l—}—zQZ
-R

C Cl Cz C2
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Para Cy z(z)=2x —R<x<R dz=dx. Como
f{ ” Rie | _ [ |Ric"|dt ] Rit 7R
2% R2e2ﬂf+1 =) R 4+1] 7 ) R2—1 R*-1
Co 0
entonces
R
7{ 1 / 1 4 TR
= T
14 22 1422 RZ2 -1
C “R
y asi
1 o R 7o
T
pr— pr— 1' pr—
T ]{1+22dz i /1+$2d93+R2_1 /1+x2d:v—|—0
C R —o0
luego
1
/ de =7
1+ 22

Como conclusion

o0

/ f(z)dz = 2mi Z Re(f(z),z) con z todos los polos de f(z) en el semiplano superior

Ejemplo 5.103 Calcular

o0

1
/ dx
1+ 25

—0o0

1
d
j{l—i-z(* :

C

En efecto, consideremos la integral

donde donde C' es la union del semi-circulo v de radio R grande y el segmento de recta

desde —R hasta R, recorrido en sentido antihorario

Puesto que 1 + 2% = 0 cuando

z= (—1)% = cos(

7+ 2kmw o 7+ 2kmw
)+ isin

k=0,1,2,3,4,5
6 ) [t Rt G B
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¥
E
| Z|=R
> »X
entonces los polos son
mi 3w  5mi  Tmi 9w llmi
e6,e6.,e6 6,6 ¢e6
pero solamente los polos
mi  3mi  5mi
€6,e6 €6

estan dentro de C entonces utilizando la regla de ’hophital se tiene que

_ 5mi

Re(f,e%) = lm (2 — %) = lm — ="
e/, e = lim (z2 —¢€ = llm =
z—es 2041 z—e6 62° 6
Re(f, ) = T (s — %) ie = hig L =7
e(f,e = lim (2 —e = lim =
’ oe P S+l w62 6
5i 5i 1 1 e‘%
Re(f,e6 )= lim (z —e& = lim — =
(f7 ) Zﬂe%( )26+ 1 Zﬂe% 625 6

por tanto

N 6

1
dy —
]{1+z62

C
_ —i(2sin(30) + 1)2mi  —2:2mi 27
B 6 6 3
entonces o
1 2
dr = —
/ 1+ a6 T3
Ejemplo 5.104
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Primero aplicamos el teorema de los residuos y calculamos la integral

eiz
d
%1—1—22 ‘

c

donde C es el semicirculo de radio R (grande) unido con el segmento de recta desde -R
hasta R, es decir,

]{ C _dr= 2miRe(f,1) = 2mi limﬂ = e !

14 22 =i (2 — 1) (24 1)
foi
Ahora A A ,
e'LZ eZZ e’lZ
dz = d d
%1—}—222 /1+22 Z+/1—|—22Z
C C Ca

z2(t)=t —-R<t<R dz=dt 2()=Re" —-a7<t<7m dzn = Riddl
entonces

) R i+ R
e'* e' cost +isint
dz = dt = | ——————dt
/1+z2z /1+t2 / 1+
Ch -R -R
iz T iReit; Re't T |etRe dt R 7 ‘
y / S 5 g /&dt < R/ . - /eRsmtdt
1+ 22 1+ R262zt |R262”‘ -1 RQ -1
Co 0 0 0
2R ; 2R 2R
B _2R, s “R .
_R2—1/€ ™ dt_RQ—l'ﬁ(l_e )—>OszR—>oo
0
obseve que para
2 2 : 2R
[O, Z] . osint > =t,  —sint < —=t, e Bt <l
2 s ™
asi que
R ,
cost +isint e’
———dt dz = me™ !
/ 1+t + / 1422 m
-R Co
entonces tomando limite cuando R— oo, se tiene
cost +isint r cost r sint
———dt+ 0= dt +1 dt = e !
/ 1+t + /1+t2 +2/1+t2 e

—00 —00 —00
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por lo tanto
cost cost sint
——dt=2 | ——dt =me ! ——dt =0
/1+t2 /1+t2 me- v /1+t2
— 00 0 —00

luego

cost me !
—dt =
1+ 2 2

0

3. Integrales de la forma

2m n
/ R(sint, cost)dt = 2mi Z Re(f(z),z1)
0 k=1
donde R es una funcién racional de senos y cosenos entonces se hace
it - it : dz
z=¢e" 0<t<2n dz=ie"dt=1zdt y dt=—
iz
; et et 1 +1 2241 - et —e it 1 1 22 -1
cost=———=—-|z+—-| = sint=——=—|(z——-] =
2 2 z 2z 21 21 z 21z

1 224+1 22—-1
= R(sint t) = —R
f(z) = R(sint, cost) = —R(~——, ——

)

Yy 21,22 23...2, son los polos en el interior de |z| < 1 y se calcula la integral

2
1 241 22-1 n
f ER(Z 2—2 : Z2iz Ydz = /R(sint, cost)dt = 2mi ZRe(f(z), 2k)
|z]=1 0 k=1
21
Ejemplo 5.105 Calcular la integral f \/gdt -
0 —+cos
Sea
dz

z=ct 0<t<2r dz=iedt =izdt y dt = —
iz

t_e“—i—e‘”_l +1 _z2+1 ,t_e“—e_“_l 1 _z2—1
cost = 5 =52 =, sint= 5; =5 |7 =
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entonces

/ dt _7{ 1 dz_Qj{ dz
) V5 + cost (\/S—irzr;—;rl)lz { 224+ 252 +1

|z=1 |z|=1

Tiene dos singularidades en —5-2 , —V5+ 2, pero solamente —/5+2 estd en el interior
de |z| <1y ast

d 2 1
— =215 lim (2—(—V5+2 =
0/ V5 + cost { z—>—x/3+2( ( ))z2 + 25241
=4r  lim ; = 4—7T =
sovB+222 + 205 4
aplicando la regla de 1’hopital
Ejemplo 5.106 Calcular la integral ?L
Jemp g 5+ 3sint
Sea
it - it dz
z=¢e" 0<t<2m dz=1e"dt=1zdt y dt=
1z
t_e“%—e*”_l +1 _22—1—1 ,t_eit—e*“_l 1 _22—1
ot m Ty T\ L) T T T Ty T P L) T o
entonces
2T
/ dt B f 1 dz 5 ]{ _5
54 3sint 22 —1\\ iz 102z+3z2—3 322—1—1022—3
0 =1 |53 —; j2i=1 J2=1
1z
6dz 6dz )
= = =2mi R —=
f (32)2+ 10i3z — 9 f{ Bt i) @y iRl —3)
|z]=1 |z|=1
Ahora
1 1 6 2 2 2
(fimg)= m e mroy - ™ 5 S s

3
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entonces 6d )
z 1 T

=2m R ——) ==

7{ Grri@eron  riRelfi—3) =3

=1

|z

Ejemplo 5.107 Calcular la integral

2

/ cos 3tdt
5 —4cost
0
Sea p
z=¢t 0<t<2or dz:z'e”dt:izdty dt:,—z
iz
. eit + efit 1 N 1 2,2 + 1 3t 63@'1‘/ + 6731'15 1 5 N 1 2,6 + 1
cost = ————=—|z2+—-| = cosdt=———=— 2"+ | = —
2 2 z 2z 2 2 z3 223
entonces
2T 2641
/ cos3tdt ]{ ( 223 ) dz 1 j{ (2% +1)dz
5—4cost 5—4(%)1'2_ 20 23(22—-1) (2 —2)
0 |2|=1 z |2|=1
los polos que estan dentro de |z] =1, son 2 =0 y z = 1/2, por tanto
d? (25 +1) 1 d? (20 41) 21
e(f,0) = m 5 72 {Z 522 1) (2 — 2)} 200 21 d22 {(22 1) (z— 2)} 8
, (25 + 1) _ (5 +1) 65
R 1/2) =1 —1/2). =1 S/ I
elf,1/2) = lim, [(’Z Y 1/2) (2 —2)|  =o1)2 | 223 (z — 2) 24

por tanto
2T
/ cos 3tdt 1 (2mi) 21 65 T
- @ @ @ @ = ) - — —_
5_dcost 2V 8 T ) T 12
0
4. Transformada de Laplace
Si

L(f(t)) = F(s) entonces f(t) = z”: Re(e”F(z),2,) con 2 los polos de F(z)
k=1
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1
Ejemplo 5.108 Sabemos que la £(f(t)) = 71 entonces
s

f(t) = Re(e”F(2),4) + Re(e*'F(z),—i) =

2t ezt
= lim(z—-¢)———+——+ lim(z+i)———7———
zai( ) (z41)(z —1) zﬂfi( ) (z41)(z —1)
et it it _ it
2 2 2 0
1
Ejemplo 5.109 Sabemos que la £(f(t)) = 1 entonces
5 —
() = Re(e*P(2),1) = Ty (= — 1) =" = ¢
= Re(e*'F(z),1) = lim(z — =e
’ z—1 (z—1)

Ejemplo 5.110 Sabemos que la

1 1
(s—1)24+1 (s—1+1i)(s—1—1)

£(f(t) =
entonces

f(t) = Re(eF(2),1—1i)+ Re(e”F(2),1+1) =

ezt ezt
— l‘ _ 1 . 1. _ 1 _ . —
el P Y P s e AL Rl e sy s
et zt 6(17i)t €(1+i)t
= lim ——— + i -
B L ey e P G s e P
e+t (=t ot (it _ =it .
— — — = - =e'sint
21 29 29
Ejemplo 5.111 Sabemos que la
£(7(1) =
521
entonces
f(t) = Re(eF(2),1) + Re(e”F(z),—1) =
zt 6zt
= 1l -1 li 1 =
C LG pepry yy ey e NG s s (S §
2t 2t t —t bt
- 5 li 8 9T Gt
z—1 (Z 1) z——1 (Z — ]_) 2 2 2
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Ejemplo 5.112 Sabemos que la

£10) = g

entonces

2zt

2ze 2e 2et

f(t) = Re(e”F(2),0) + Re(e”F(z2),2i) + Re(e” F(z), —2i) =
)

= lim ———~ + i —2) ——+ li 2)————= =
220 z(22 +4) U (2 -2 z(22 +4) * zi@%(z +2i) z(22 +4)
B 2 N 2€2it N 26721'1‘/ B 2 eQit 672it B 1 1 62'L't + 672it B
4 2i(4d)  —26i(—4d) 4 4 4 2 2 2 B
1 —cos2t 9
= ———— =sin“t
2
Ejercicio 5
1. Mostrar que
22" 3 & —Z
a — = si |z] <3 b —1)"nz" = si |z] <1
)3 =g s ) At = s
c) i & ! e—1—z z d) i ne ze* +2z%¢* para todo
_ - 1.2 = zZ
—(n+3) 23 2 —~ nl P

o S L bl s <

f)i(mﬂ)z":( L S S

ot on 1_2)2 29—z 242
g) ;(22—3) = [ si |2z—3| <1 h) ;nz = L st |z <1
i) i5”(2—2i)" - ! S |z 2 <>
3 11— 3(z—29) 5
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2. Hallar el intervalo de convergencia de la serie

- 1
g 2"z — )" (Respuesta |z — 1] < 5)
n=0

b) Z (;11)71 (z—3)" (Respuesta |z — 3| < %)

n=0
Z 2n+1 (z4+4—2i)" ( Respuesta |z +4 — 2i| < 2)
n=0
d) iﬁ (Respuesta |z| <1) in—i—l z+3i)" (Respuesta |z + 3i| <2)
n=0 n? n=0 2n
f) Z (2 m i (Respuesta |z — 5i| <3)
n=0
g) Z%(z—l%—%)" (Respuesta |z —1+2i| < 1) Z - o] todo el plano
n n
n=0 n=0
Lo (2 — )" (1 —4)"(z — 3i)" 1
————— (Respuesta todo el plano Respuesta |z — 3| < —
i) HZ:O Gy~ (Respu plan HZ:O 5 puesta |z —3i| < —
k) Z L (z —3i)" (Respuesta |z — 3i] < \/5) 1) Z—(z—z) (Respuesta |z —i| < 1
> (1—d)" — (1+n)"
3. Mostrar que
2z (z4+0)+(z—i) 1 1 1 & )™ ')n
2) 1+22  (z—1i)(z+19) _z—z'+z—|—i_z +22;
si 0< |z—1] <2
22 (z—1+1)%* -1
b = = —2—(z—1 ' -1
) T T pop| (z—1) si 0<|]z—1 <o
: it 0i
c) Z+Z,=Z Z+,Z:1+ - si0 < |z —1i] < o0

1 1 1 >
sy Sy m s el s s o 6+z; 6+z (z=2-1)
si |z—2—1i] <V37



198

CAPITULO 5. SUCESIONES Y SERIES
4. Mostrar que

1

1
. 1 — 1
a) 7{ ezt idy = 2m’(§ —1) b) j{ (z—i)ezdz = 2m’(§ —i)
|z|=4

¢) f{ %dz — 27i(1—sin1—cos 1)
|z|=3

23 —1 —7 4 461 1 1
d dz = —DeTEdz = 2mi(= 4
) ]{ I -G z 0 " e) % (z—i)e=—2idz m(2 +1)
lz+1]=2 |2—2i|=4
cos - 1 1 — cos t
7{ Zdz 9) f Z cos -dz = —mi h) f ST =0
z—2 z
|=4 |z—2i|=4

e —1
jl{ (=) z+i)dz i j) % 22(z—i)(z+i)dz i ( sin 1)

|z|=2

1—-22 O ‘
7{ ) 3)d2—? ) 7{ tan zdz = —8mi m) ]{

dz =0
coS 2
|z|=27 |z|=m
5. Mostrar que
o n o (_3)7L .
= TN L Lo —_— -1/ >3
a) f(z) (z+1 1 2) ;z—lnﬂ 2_%(2—1)”“ stz —1] >
1 > ©
b . 1 D
) f(2) G+ 1)(z+2) g "+ 1) g "(z 4

si 0<|z+1]<1

B 1 (& (-2 .
c) f(d—m——g<zgnﬂ—zw> si 2< 2| <3
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2z —3
d = =
) /() (z—1)%(z 4 1)
30\ = 1 i—1\ = n 30\ = (—4)" _
6. Mostrar que
T 2 21
) / a1 / A b) / cos3tdt  m
2—cost 2J) 2—cost /3 5—4cost 12
0 0 0
/ _om d) 7 dx B V2
5—3sint)? 32 1+ 24 2
0 —o00
)7 v2dw s f)]O dx T
(§ = — = —
(14+22)2(x24+22+2) 50 (1+22)2(x24+4) 9
) 7 cos 2zdx T h) 7 x sin/3zdz W
& (1+22) e (16 + 22)
dicaci | ejercicio b f(2) zetV32 s 2 ey T
indicacién par rcicio h. = in — —
cacién para el ejercicio z 2116 y sint 2 — st<g
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