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Introduccion

Una pregunta importante en algebra homolégica es: jcuidndo un médulo proyectivo sobre
un anillo A -no necesariamente conmutativo- es libre?. Serre plantea en 1955 en su libro
“Faisceaux algébriques cohérents"([14], pag. 243), si todo modulo proyectivo finitamente
generado sobre k[z1,...,x,]|, para k un cuerpo, es libre. El problema fue resuelto afir-
mativamente en 1976 por A. Suslin [I5] y D. Quillen [II] de manera independiente. Este
resultado es conocido como el teorema de Quillen-Suslin. Dos herramientas cruciales en
la solucién dada por Quillen son el teorema de Horrocks y el principio de localizacién-
globalizacién o teorema de pegamiento de Quillen ([I], [5], [1I]). Dicha solucién mostré
que el teorema es valido incluso cuando el anillo de coeficientes es un dominio de ideales

principales.

Luego de la solucién del problema de Serre en el caso conmutativo, se ha continuado
investigando acerca de la naturaleza de los modulos proyectivos, esta vez para estructuras
no conmutativas. Un avance significativo se debe a V. Artamonov, quien logré una genera-
lizaciéon del teorema de Quillen-Suslin versién cancelacion para ciertos productos cruzados
de bialgebras, incluyendo ejemplos de algebras de polinomios cuanticos y algebras envol-
ventes de dlgebras de Lie. El presente trabajo se basa en [I], en el cual Artamonov expone

dicho teorema (teorema 5.37. de [I]).

Definicién. Sea k un cuerpo junto con una matriz ¢ = (¢;5) € My(k),n > 2, cuyas
entradas q;; € k\ {0} satisfacen ¢ = qijq; = 1 para 1 < 4,5 < n. Sea r un entero,

0 <r < n. Denotemos por

+1 +1
Oy =kglz7 ", .27 Trg1, ..., Tn)

IT
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la k-dlgebra asociativa generada por los elementos

-1 -1
T, LY ey Ty Ty Tpgls - - - 5 Ty
sujeta a las relaciones
-1 _ -1 _ ; .
Tir;  =x; X =1, 1 <1<
TiTj = Qi Ty, l<i,j<n.

Decimos que el dlgebra Oy es un dlgebra de polinomios cudnticos. Los elementos q;;

son llamados multipardmetros.

Un caso en el que se ha logrado una generalizacion del teorema de Quillen-Suslin para
algebras de polinomios cuanticos es cuando todos los multipardmetros del dlgebra son raices
de la unidad. En la prueba de este hecho, Artamonov usa entre otras herramientas, una
generalizacion del teorema de Horrocks esta vez para un anillo B noetheriano a izquierda
y Blz; o] el anillo de polinomios torcidos con ¢ un automorfismo de B. También generaliza
el principio de localizacién para un algebra N-graduada A no necesariamente conmutativa.

Este par de teoremas son el objeto de estudio de este trabajo.

Las extensiones PBW torcidas abarcan una gran cantidad de estructuras no conmu-
tativas como las dlgebras envolventes de algebras de Lie y las extensiones de Ore de tipo
inyectivo, de las cuales los anillos de polinomios torcidos de tipo inyectivo -como Blz; o]-
v las algebras de Weyl son un caso particular. A continuacién presentamos su definicion
(I191)-

Definiciéon. Sean R y A dos anillos. A es una extension PBW torcida (denominada

también extension c-PBW) de R si:

(i) RC A

(ii) Ezisten en A elementos x1,...,x, tales que A es un R-mddulo libre a izquierda con

base el conjunto Mon(A) de los monomios estandar,

Mon(A) :={af" - 20" | a = (a1, ..., ) € N}

En tal caso se dice que A es un anillo de polinomios a izquierda sobre R con

respecto a {x1,...,Tn}.
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(111) Para cada 1 <i<n yr € R\ {0}, existe ¢;» € R\ {0} tal que

Tr — ¢ 2 € R.

(i) Para cualesquiera 1 <1i,j < n, eziste ¢; ; € R\ {0} tal que

T;T; — G jT;Tj € R+ Rx1+ -+ Rx,.

En este caso escribimos A := o(R)(x1,...,Tp).

Una tarea central del Seminario de Algebra Constructiva (SAC?) es el estudio de las
extensiones 0-PBW con cuatro enfoques: 1) Métodos de teoria de anillos y modulos, 2)
Métodos homolégicos y de K-teoria, 3) Métodos matriciales, y 4) Métodos de bases de
Grobner. Uno de los problemas pendientes es el estudio del teorema de Quillen-Suslin para
dichas extensiones. El articulo de V. Artamonov [1] muestra una prueba del teorema en un
caso especial de algebras de polinomios cuénticos, via las dos técnicas que se expondran
en este trabajo. En nuestro seminario, hemos visto las 4lgebras de polinomios cuinticos
de dos maneras: como una localizacién de una extensién o-PBW y como una extension
0-PBW del anillo de polinomios torcidos de Laurent. Esto nos motiva a estudiar el teorema
de Horrocks y el principio de localizacion-globalizacién desarrollados por Artamonov como
herramientas para atacar el teorema de Quillen-Suslin para extensiones PBW torcidas en
el espiritu de 1) y 2). El interés de este trabajo radica en la exposicion de estas dos técnicas
de una manera clara, como aporte al Seminario de Algebra Constructiva (SAC?), con el
dnimo de que esto ayude al estudio del teorema de Quillen-Suslin para el caso general de

extensiones c-PBW.

El trabajo se divide en tres capitulos: En el primer capitulo se hace una exposicion del
teorema de Quillen-Suslin: Caso conmutativo, presentando esencialmente la misma prueba
dada por Quillen en [I1], aunque la version (algebraica) del teorema de Horrocks (véase
el teorema [1.1.1)) que usamos es propia de la teoria de modulos, a diferencia de la version
original (geomeétrica) de Horrocks usada por Quillen y formulada desde la teoria de fibrados
vectoriales (véase [I1]). Probaremos el teorema clasico de Quillen-Suslin, basados en el
teorema de Horrocks y el principio de localizacién-globalizacién, con el objeto de resaltar la

importancia de ambos teoremas. En la segunda seccién del primer capitulo presentamos los
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anillos de polinomios torcidos y algunas de sus propiedades basicas preparandonos hacia el
teorema de Horrocks no conmutativo. Luego, hacemos una presentacion del grupo elemental
y de Whitehead basada en [I], [4], [5] v [16], lo cual nos permite entender la formulacion del
principio de localizacién-globalizaciéon. De igual manera, un breve comentario del método
de cancelacion, el estudio de las dlgebras graduadas y sus localizaciones tomado de [10], asi
como la revision de propiedades de modulos finitamente presentados tomadas de [5], son
incluidos para entender el lenguaje de dicho principio. En el segundo capitulo presentamos
el teorema de Horrocks en el caso no conmutativo. Es de resaltar que la generalizacion del
teorema de Horrocks de Artamonov constituye una generalizacion de la prueba de Paul
Roberts como la presenta Lam en [5]. Esta generalizacion es parcial, como lo evidencia el
gran trabajo que hay que hacer para deducir la versién conmutativa de dicho teorema al
final del capitulo (véase el teorema . El tercer capitulo estd dedicado al principio de
localizacién-globalizacién no conmutativo el cual es més una variante de tipo cancelacioén,

que una generalizacién del caso conmutativo.

Los aportes de este trabajo son los siguientes: 1) Modificacion de la prueba original del
teorema de Horrocks no conmutativo y adicién de una hipotesis (véanse los numerales 3.
v 10. de la demostracién del teorema con su debida justificacion (observacion ,
2) Prueba detallada del principio de localizacion-globalizacién no conmutativo (teoremas
3.2.26]y y adiciéon de una hipotesis con la debida justificacion (observacion 3.2.29) y
3) Presentacion de todos los preliminares de tal principio, incluso los que no se encuentran
demostrados en los trabajos de Artamonov que tuvimos disponibles ([I], 2, B]), y los cuales
desarrollamos con nuestras propias pruebas (véanse la proposicion y el lema .
Incluimos también numerosas correcciones, preliminares, observaciones y notaciones que

esperamos ayuden a entender mejor los objetos en juego, y por tanto la teoria.

A lo largo de este trabajo los anillos A se asumiran con unidad y no necesariamente
conmutativos. Cuando trabajemos con anillos conmutativos, esto se hard explicito. Todos
los A-modulos serdan considerados como modulos a izquierda, y por tanto todas las propie-
dades como ser artiniano o noetheriano, la localizacién, etc.; seran consideradas a izquierda,
a menos que se aclare lo contrario. También, denotaremos por B(A) a la categoria de los
A-moédulos proyectivos finitamente generados cuyos morfismos son A-homomorfismos de
modulos, y por Z(A) al centro de A. El anillo de polinomios torcidos con ¢ un automorfis-

mo de A y ¢ una o-derivacion, serd denotado por Alz;o,d]. Cuando nos refiramos a anillo
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graduado o algebra graduada, estamos considerando dicha estructura como Z-graduada.
Las definiciones de los conceptos bésicos usados en este escrito pueden encontrarse en [12]

y [I3], o también en los Cuadernos de Algebra ([6],[7],[8]) del profesor Oswaldo Lezama.



Notacion

Z(A) Centro del anillo A

A* Grupo multiplicativo de los elementos invertibles de A
Rad(A) Radical de Jacobson del anillo A

c.c.(R) Cuerpo de cocientes de un dominio de integridad R

Rs, ST'R  Localizacién de R por el sistema multiplicativo S

Ry Localizacion de R por el sistema multiplicativo R\ p, con p primo
R, Localizacion de R por el subconjunto multiplicativo {1,a,a?,...}
Alz;0,6]  Anillo de polinomios torcidos con ¢ un endomorfismo y

¢ una o-derivacién

x;0,90)  Localizacion de Alz;o,d] por el sistema de polinomios moénicos

R(z) Localizacion de R[z] por el sistema de polinomios monicos
h(A) Subconjunto de elementos homogéneos del anillo graduado A
AT Parte no negativa ), ®©A; del anillo Z-graduado A

VII
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My

aM

N<a M
Az, .. xn}
{z1,...,2n)A

El A-mo6dulo a derecha M

El A-moédulo a izquierda M

N es A-submodulo de M

A-submodulo izquierdo generado por x1,...,Ty,

A-submodulo derecho generado por z1,...,x,

Localizacion del R-médulo M por el sistema multiplicativo R \ p
Localizacion del R-médulo M por {1,a,a?, ...}

El Alz;0,6]-mo6dulo Alx;o,d0] @4 M

El R[z]-modulo R[z] @ M

El A(x;0,d)-modulo A(z;0,0) @4 M
El R(z)-modulo R(x) ®p M

idx Funcién idéntica sobre el objeto X

M(A) Categoria de A-moédulos finitamente generados

PB(A) Categoria de A-moédulos proyectivos finitamente generados

AbGrp Categoria de grupos abelianos
Ko(A)  Grupo de Grothendieck del anillo A
Ki(A)  Grupo de Whitehead del anillo A

Msn(R) Conjunto de las matrices de tamano m x n sobre el anillo R

M, (R) Conjunto de las matrices de tamano n X n sobre el anillo R

GL(n,R) Grupo lineal general de orden n sobre el anillo R

E(n,R) Grupo elemental de orden n sobre el anillo R

GL(R) Grupo lineal general sobre el anillo R

E(R) Grupo elemental sobre el anillo R

UFD Dominio de factorizacién tnica

DIP  Dominio de ideales principales



CAPITULO 1

Preliminares

Comenzaremos este trabajo con la prueba del teorema de Quillen-Suslin en el caso con-
mutativo. De esta manera haremos patente la importancia del teorema de Horrocks y el
principio de localizacién-globalizaciéon. En la prueba, usaremos la versién conmutativa de
ambos teoremas. El teorema de Horrocks seréd deducido como caso especial de su version
no conmutativa en el capitulo 2. La prueba del principio de localizacién puede encontrarse
en [1], [5] y [II]. Presentamos en este capitulo los anillos de polinomios torcidos como pre-
liminar para el teorema de Horrocks no conmutativo que abordaremos en el capitulo 2. Las
demés secciones nos preparan para la formulacién del principio de localizacién-globalizacién

presentado en el capitulo 3.

1.1. Teorema de Quillen-Suslin: Caso conmutativo

Denotemos por B(A) la categoria de todos los modulos proyectivos finitamente generados
sobre un anillo con unidad A. Sea R un dominio conmutativo y S el subconjunto multipli-
cativo de todos los polinomios moénicos de R[z], donde R[x] denota el anillo de polinomios
usual con coeficientes en R en la indeterminada x. A la localizacion S™1 R[z] la denotamos

por R(x).

Teorema 1.1.1 (Horrocks). Sea (R,m) un dominio local. Si para P € B(R[x]), S~'P

es un R{x)-mddulo libre, entonces P es libre.
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Sean R’ C R anillos conmutativos. Decimos que un R-mo6dulo M es extendido desde

R’ si M = R®p N para algin R’-modulo N.

Teorema 1.1.2 (Principio de localizacidon-globalizaciéon). Si P es un R[z|-mddulo

finitamene presentado, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P es extendido desde R.

2. Para todo ideal mazimal m de R, el R[x|m-mddulo Py es extendido desde Ry.

Lema 1.1.3 (|5], Corolario 2.17.). Sean R un anillo conmutativo, S un sistema multi-
plicativo de R, y M un R-mddulo finitamente presentado. Si S~'M = (ST1R)", entonces
eviste f € S tal que My = R%.

Lema 1.1.4. Sea R un anillo. Todo médulo P € B(R) es de presentacion finita.

Demostracion. Sabemos que existe N tal que
P&N - R".
De esta manera N € B(R) y
P=(P®N)/(0&N)=R"/a(N)

con o(N) finitamente generado. El resultado se sigue de la proposiciéon 1.1.6 de [§]. O

Teorema 1.1.5 (Quillen-Suslin). Sea k un cuerpo. Entonces los mddulos proyectivos

finitamente generados sobre k[x1,...,x,] son libres.

Demostracion. Probaremos el resultado por induccién sobre el nimero n de indetermina-
das. Si n = 0, estamos trabajando con espacios vectoriales, los cuales siempre resultan
libres. Asumamos el resultado para n — 1, y sea P un modulo proyectivo finitamente ge-

nerado sobre k[z1,...,2,|. Tomemos A := k[z1,...,2,—1]. Consideremos el modulo:
k(Tn) @k, P-

Notemos que el resulta ser un k(z,) ®jfz,) Alrn]-médulo por el isomorfismo de grupos
abelianos:

k(rn) Qpjz,] P = k(Tn) Oz, Alrn] @Az, P-
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Por otro lado, sabemos que P es proyectivo, luego existe un A[z,]-moédulo N tal que
P® N = Azt
Multiplicando a izquierda por k(z,), obtenemos:
(k{zn) ®Okfz,] P) ® (k(zn) @hiz,) N) = (k{wn) ©fz,) Alza])".
Pero k(zn) @z, Alzn] = k(zn)[z1,. .., T0-1], luego
k(Tn) @pje,) P

es un k(zp)[z1,...,x,—1]-modulo proyectivo. Aplicando la hipétesis de induccién, como
k(z,) es un cuerpo,

k(xn) @iz, P

es libre. Luego

k(a:n> ®k[€vn} pP= (k(:cn>[a;1, NN ,l’n_ﬂ)s.

Pero

Alzy] = klx1, ... xn] C k(zp) [z, ...y 2n—1] C Alzy).

Entonces, tensorizando el isomorfismo por A(zy):
Alzy) Ok(zn) 21, 1] k{zn) k2] P = A(zy,)”,
v ademas

ATn) ®Afrn) P ZA(Tn) @kian)zr,an1] {Tn) Oz K[T15 - Tn] Okfay .20 P

2 A(Tn) Oken)e1,.zn_1] B{Tn) Oz, P-

Hemos obtenido entonces que A(x,) ® 4, P es A{zy)-libre, y por el lema[1.1.3} existe f

polinomio ménico en Afz,] tal que A[z,]f ® 4y, P es Alzn]g-libre.
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Veamos ahora la relacién entre ser extendido y ser libre en este caso. Si lograramos

demostrar que P es extendido desde A, es decir si
P = Alz,]®a N
para algin A-médulo N, entonces
P/(znP) = (Alzyn] @4 N)/xn(Alx,]) ®4 N) = N.
Ademas, dado que P € PB(Alz,]), P& K =2 Alz,]', v ast:
P/(xnP) & K/(znK) = (P & K)/(2nP & 22 K) = Alzy]'/(znAlza]') 2= A"

Esto nos dice que N € PB(A). Aplicando la hipotesis de induccion, N resulta ser A-libre, y

por consiguiente, como P es extendido desde A, P es Alx,]-libre.

Nuestro objetivo ahora es ver que P es extendido desde A. Gracias al principio de
localizacion-globalizacién, para esto basta ver que para cada m ideal maximal de A, Py, es
extendido desde Ap. En este caso bastara ver que Py es A[x,]n-libre, o lo que es lo mismo,
que es Aw[zy]-libre. Pero esto lo podemos obtener con el teorema de Horrocks si logramos
ver que ST Py es Ap(x,)-libre, con S el sistema multiplicativo de los polinomios ménicos
de Ay[r,]. Finalmente, esto se tiene, pues como Alz,]f ® [y, P es Alr,]s-libre entonces
An[n]f @ apfen] Pm es Amlan]p-libre, y S71Ap[2n] @ 4, (5,] P €5 Am(zn)-libre, puesto que

f es también monico de Ay[zy,]. O

Observaciéon 1.1.6. En el teorema anterior, en el tltimo péarrafo, cuando hacemos uso
del teorema de Horrocks, notese que el anillo R := Ay = k[21,...,2Zn—1|m es noetheriano.
Esto permitiria usar la version del teorema de Horrocks (véase un poco mas débil
en la cual el anillo R es noetheriano. En el capitulo 2 deduciremos el teorema cléasico de

Horrocks de su versién no conmutativa, con la condicién de que R sea noetheriano.

1.2. Anillos de polinomios torcidos

Definiremos a continuacion los anillos de polinomios torcidos, los cuales constituyen una

clase importante de estructuras no conmutativas. No incluiremos su propiedad universal
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y demostracion del teorema de la base de Hilbert, las cuales se encuentran expuestas
en [9]. Discutiremos también algunas propiedades basicas de la localizacién de anillos no
conmutativos, las cuales seran utilizadas en el capitulo 2.

Dado un anillo B, construiremos un nuevo anillo de polinomios en una indeterminada x
donde los coeficientes no necesariamente conmutan con x. Buscamos que el nuevo anillo

tenga las siguientes caracteristicas:

1. Cada polinomio debe expresarse univocamente como una suma finita de la forma

i
>, a;x’ con a; € B.

2. El producto za debe pertenecer a Bz + B, es decir, xa = o(a)z + §(a) para algunos

o(a),d(a) € B.
Dado un anillo con las caracteristicas descritas, tendremos un par de funciones

0,0:B— B

las cuales no resultan ser tan arbitrarias. En efecto, por la asociatividad: x(rs) = (zr)s y

la distributividad: z(r 4+ s) = xr 4 zs, se debe tener que

o(rs)x 4+ d(rs) = x(rs) = (xr)s = (o(r)x + 6(r))s = o(r)o(s)x + o(r)d(s) + o(r)s,

or+s)x+d(r+s)=xz(r+s)=ar+xs=(o(r)+o(s)z+r)+ds).
Comparando coeficientes gracias a la unicidad dada por 1., obtenemos que
o(r+s)=o(r)+o(s)

o(rs) = o(r)o(s),

0(r+s)=20(r)+0d(s)
d(rs) =o(r)d(s) +d(r)s.

Es decir, o es un endomorfismo de By § es una o-derivacién. De lo anterior obtenemos

ademés que o(1) =1y 6(1) = 0.
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Podemos probar la existencia de un anillo de polinomios torcidos

Blz;0,0]

cuando poseamos un endomorfismo ¢ y una o-derivaciéon §. Una de las construcciones
posibles (véase [9]), es la siguiente: Consideramos el alfabeto X = {2/} U B y la Z-élgebra
libre Z{ X'} = Z|Gx], con Z|Gx] el anillo del monoide libre Gx en el alfabeto X . Definimos

Blz;0,0] :=2Z{X}/(z'a — o(a)z’ — §(a)|a € B),

entendiendo a x como la clase de z’.

El grado de un polinomio f = > ", a;x; es definido como n siempre que a, # 0, y se
denota por grad(f). Si a, # 0, entonces a, se denomina el coeficiente principal de
[y escribimos le(f) = an; Im(f) := 2™ es el monomio principal de f; el término
principal de f, denotado por lt(f), serd a,z™. Ahora, si los coeficientes a; de f son todos
nulos decimos que f es el polinomio nulo y escribimos f = 0. En este caso definimos

lc(0) := 0, Im(0) := 0 y [t(0) := 0. Se tiene entonces que

grad(f) >0, si f #0,
grad(f + g) < max{grad(f),grad(g)},
grad(fg) < grad(f) + grad(g).

Por altimo, es bueno resaltar que B esta sumergido en B|x;0,d] mediante la aplicacion

a — CLZL‘O.

Teorema 1.2.1 (Teorema de la base de Hilbert). Si B es noetheriano a izquierda

(derecha) y o es un automorfismo, entonces B[x; 0, d] es noetheriano a izquierda (derecha).

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [9], teorema 1.3.7. O

Teorema 1.2.2 (Algoritmo de la divisiéon a izquierda). Sean B un anillo y f,g €
Blx;0,0] con g # 0. Si by, =lc(g) es invertible a izquierda con inverso ¢, entonces, existen

q,r € Blx;0,0] tales que:

f=qg+r, conr=0 6 grad(r) < grad(g).
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Demostracion. Si f = 0, tomamos ¢ = r = 0, y el resultado se tiene. Ahora supongamos

que f # 0. Usamos inducciéon sobre n := grad(f):

n = 0: Tenemos que f € B. Hay dos casos:

e m > 0: tomamos ¢ =0y r = f, v el resultado se tiene.

e m = 0: De esta manera g es invertible a izquierda, luego, tomando ¢ = fcy r =0:

f=q9+r=fcg.

Supongamos el resultado para polinomios de grado menor que n y sea f con grad(f) =n

y an = le(f). Tenemos dos casos:

e m > n: tomamos ¢ =0y r = f, y el resultado se tiene.
e m < n:seat=n—m. Como:
anc'(c)ztg = ana'(c)z'bpa™ + - - + anot(c)xtho

= a,0'(c)o" (by) 2™ + términos de grado < n

= apx" + términos de grado < n.
Si
fi =f —ano'(e)a'y,

entonces grad(fi) < n; luego por la hipotesis de induccion, existen g1, € Blx; 0, ]
tales que:

fi=qg+r, conr=006grad(r) < grad(g).

Por tanto,

f = (ano'(c)z’ + q1)g + .

O

Teorema 1.2.3 (Algoritmo de la division a derecha). Sean B un anillo, o un auto-

morfismo y f,g € Blx;0,8] con g # 0. Si b, = lc(g) es invertible a derecha con inverso c,
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entonces, eristen q,r € Blx;0,0] tales que:
f=g9q+r, conr=0 6 grad(r) < grad(g).
Demostracion. Escribiendo los coeficientes de los polinomios a derecha, la prueba es analo-

ga a la del teorema |1.2.2] O

Teorema 1.2.4. Sean A un anillo y S un sistema multiplicativo de A. Entonces, A posee
un anillo de fracciones a izquierda S™'A respecto de S si, y solo si, S satisface las siguientes

condiciones:

i) Sia€ AyseS son tales que as = 0, entonces existe u € S tal que ua = 0.

it) Condicion de Ore a izquierda: dados a € A ys € S, existent €S y b e A tales

que ta = bs.

Ademds, en ST'A la estructura de anillo estd dada por las operaciones:

b + db y
4 + - = « , con u:=cs =dt, ¢,s dados por ii).
s U
ab c .
—— = —, con ua = ct, c,u dados por ii).
st us
Para %,% € SlA.
Demostracion. Veéase [§] teorema 1.4.3. O

Proposicion 1.2.5. Sea A un anillo que posee anillo de fracciones a izquierda con respecto

a un sistema multiplicativo S. Entonces, si A es noetheriano, S~'A también lo es.

Demostracion. Primero veamos que la correspondencia entre ideales izquierdos de A y

S—1A:

A S—1A

-1
Kk S g1k

D) =L

donde ST'K es la localizacion del ideal K visto como A-médulo y ¢ : A — S™1A es el

homomorfismo canénico, cumple S~y ~1(I) = I. Antes fijémonos que podemos ver a S~1 K
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incluido en S~'A. En efecto, la funcién que envia una clase % en STLK en la correspondiente

clase en S7'A es un S~!A-homomorfismo inyectivo: ella esta bien definida y es inyectiva

-1 : 4 i a _ b —14. 113 a b _ catdb
en STK siysolosi ¢ = 7 en STA; es aditiva pues § + 3 = “2 con

a _ b
pues ¢ = 7

u=cs=dt en ST'K, y la misma férmula es vilida en S~'A4; y es S~ A-homomorfismo

ab _ cb
st~ wus

pues la féormula del producto por escalar con ua = ct coincide en ST'K y ST1A.
C:Si e S71yp~I(I), entonces ¢ =12 € J.

>:Sitel, j9=7€l,yasiac Y~1(I) y por tanto S e S=Lyp=1(I).

Finalmente, si tenemos una cadena ascendente de ideales en S™'A, aplicando ¥~1( ),
obtenemos una cadena ascendente de ideales en A la cual se estabiliza. Al aplicarle S~1( ),

obtenemos que la cadena original se estabiliza.

O

Lema 1.2.6. Sean A un anillo y S1 C Sy subconjuntos multiplicativos de A sin divisores

de cero a izquierda. Se tienen los isomorfismos:
(152) 71 (S A) = 85 T A= (¥251) 71 (5,1 A),

siempre y cuando ezistan tales anillos. Aqui, 1 : A — SflA,zbg A — S;lA son los

homomorfismos candnicos.

Demostracion. Probaremos solo el isomorfismo de la izquierda, el otro se puede probar
anilogamente.
Por la propiedad universal de (1/1.52)~1(S; ' A), y Sy ' A, obtenemos diagramas conmuta-

tivos:

STTA—— (1#152)71(51_114)

[ i
l o Ala
k-

SytA

2o ¢—— e

»
[l

iRl ———
=
<;
o
o)
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Gracias a que a(101S2) C (Sy1A)* v B(S2) C ((10152) " (S A))*. B esta bien definida

pues es composicion de dos homomorfismos candnicos. Veamos que « esta bien definida:

/

Si &= g—,l en S; 1A, entonces existen ¢ € A, s € 1 C Sy tales que cs; = ss} y ca = sd,
! f— . .

luego % = & en S ! A. De manera similar, a es un homomorfismo dado que los elementos
1

que se usan en el célculo de una suma o un producto en Sy L A sirven para el mismo calculo

en S;lA, dado que S; C S,. Finalmente:

) =aea h-ackh-ah ey - 18- 2,
y CESITE O . S
20 Tisys Uisisy A i SR
donde la dltima igualdad se tiene pues:
la 51 a 18182 81 82

11 171 1 11’
enSl_lA.
0

Proposicion 1.2.7. Sean A un anillo y S C Z(A) un subcongunto multiplicativo. Entonces,
en STYA, la relacion de iqualdad de fracciones, y las formulas de suma y multiplicacion

pueden ser asumidas como en el caso conmutativo de la localizacion.

Demostracion. Puede usarse un argumento analogo al de la observacion 1.4.8. (ii) de [§].

O

Lema 1.2.8. Sean A un anillo y a,b € Z(A), con a, ab no nilpotentes. Hay un homomor-

fismo natural de anillos « :
Aa — Aba

b"x

(ba)”

L

a'fl

Demostracion. El homomorfismo canénico ¢ : A — Ap,, cumple que 1 (a™) tiene como

. n . . . .,
inverso a (b%ﬁ' De esta manera, por la propiedad universal de la localizaciéon A, obtenemos

que la aplicacién de arriba es un homomorfismo bien definido. O
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Lema 1.2.9. Sean A un anillo y a,b € Z(A), con a, b, ab no nilpotentes. Se tliene el

isomorfismo:

(Aa)b = Aab-

Demostracion. Por la propiedad universal de (Ag)p, y Aap, obtenemos diagramas conmu-

tativos:
a% Aa B (Aa)b
I aJ 5!07
b"x =
por  Aw
X A Aab
e
T J/ L E”ﬂ
% (Aa)b
1
1
Gracias a que a(%) = % = (&)1 e (Aw)* y Blab) = (£)7' € ((Aa)p)*. Ademas:
1
B ) = a(B((aby) D) = a2 1) = () = (D) ta( Ly = OV
« n) = a T) = 1) = e ) = ol n) T n n o
(ab) 1 "1 L 1 a (ab)™ (ab)
x
(ab)’
Yy
Ln _am™ by _ a™hr n}#m a™b"x aj&”ﬂf: b”iic %
ﬁ&(%) = /B( ) = /B( ) = a'fL m 1 = aTL m = 7La m = Lm‘
bT (ab)m (ab)n (ab)m+n b I % b I b ; bT

Lema 1.2.10. Sean A un anillo y a € Z(A), con a no nilpotente. Para cada n € Z, se

tiene el isomorfismo:

Ay = Agn.

Demostraciéon. Del lema[1.2.8] tenemos un homomorfismos de anillos
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a: Ay =2 A, = Agn
z am(nfl)x ?
ai'm 7 anm
el cual tiene como inversa la inclusién
B: Am =2 A,

1.3. El grupo elemental

Presentamos ahora una construccién general del grupo elemental, el cual constituye una
herramienta importante en el entendimiento del grupo de Whitehead, que se presentara
en la seccién 1.4. Este tratamiento nos preparard para abordar el teorema de localizacién-

globalizacién en el capitulo 3.

Observacion 1.3.1. Sean A un anillo y M un A-mo6dulo tal que M = M1 & --- @ M, con

M; un A-médulo para 1 < i < n. Segun el teorema 5.3.6. de [6], tenemos el isomorfismo:

p: Enda(M) — P:=@;;_; Homa(M;, M)
f — (Pi;(f))

con
Dij - EndA(M) — HomA(Mi,Mj)
f — i f i
donde p; : M; — M y 7; : M — M, son la i-ésima inyeccion canonica y la j-ésima

proyecciéon canodnica, respectivamente. Notese que si

n
h € Homa(M;, M;) € @ Homa(M;, M;),

=1
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p Y (h)(My) = 0 para i’ # i, y p~1(h)|n, = h. Asi, tenemos un homomorfismo de grupos

para cualesquiera i # j:

aij . (Homa(M;, M;),+) — (Auta(M),0)
h — idy +pH(h)

Notemos que «;; estd bien definido dado que idy +p~1(h) € Aut4(M), pues
(idar — p~ () (idar + ™" (h)) = (idar +p~ " (B)) (idar —p~ ' (h)) =

idy — (p~ " (h)p~ ' (h)) = idy.

Y ademaés es homomorfismo:
aij(h+g) =idy +p ' (h+g) =idy +p " (h) +p ' (9) = (idp +p " (R)) (idas + p~ ' (9))-

Notese que p~1(h)p~t(h) =0y p~(h)p~'(g) = 0 gracias a que i # ;.

Definicion 1.3.2. Sea M como en la observacion anterior. Al subgrupo de Aut(M)

generado por las imdgenes de los homomorfismos oy para @ # j, lo denotamos por
E(M, ..., M,),

y a los elementos idyy + p~'(h) con h € Homa(M;, M;) que lo generan los llamamos
automorfismos elementales de M con respecto a la descomposicion M = M1 ®---® M,.
Si My = ... % My = N escribimos E(My;n,N), en lugar de E(M, ..., M,). También,
E(n, A) es por definicion E(A™).

Observacion 1.3.3. Gracias al isomorfismo p, a cada elemento f € Ends(M) lo podemos
identificar con una matriz [ fij]nxn con fij := pji(f) € Homa(M;, M;), de tal manera que la
composicion en End (M) corresponde al producto usual de matrices, la suma en End4 (M)

corresponde a la suma usual de matrices, y con:

[fijlnxn[mglnx1 == [Z fii(mj)lnx1 € My & -+ @ My,
j=1
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para [mjlnx1 € M1 @ ---@® My,. Segin lo anterior, los elementos de Aut (M) C Enda(M)

corresponden a matrices invertibles, y cada automorfismo elemental
ZdM +p_1(h) € E(Mb SRR Mn) - AUtA(M)a

se identifica con una matriz con identidades en la diagonal y h en la posiciéon 4,5 con

h e HOTTLA(MJ', Mz)

Ejemplo 1.3.4. En el caso M = A", Auta(A") corresponde a GL(n,A), y E(n,A) co-

rresponde al subgrupo de GL(n, A) generado por las matrices elementales:
Eij = Inxn + aeij

donde e;; es la matriz con 1 en la posicién 7,7 y 0 en las demds. El efecto de Ej;; sobre
una matriz A, al multiplicarla a izquierda, es sumarle a la fila i-ésima a-veces(a izq.) la
fila j-ésima; y al multiplicarla a derecha, es sumarle a la columna j-ésima a-veces(a der.)

la columna ¢-ésima.

Observacion 1.3.5. Notemos que tenemos una inclusién natural:

Aut(A™)  —  Aut(A™Th)

a — a®idy

la cual corresponde a un homomorfismo de grupos:

GL(n,A) — GL(n+ 1, A)

que envia la matriz C' € GL(n, A) en

0
0 1

€ GL(n+1,A).

Definicién 1.3.6. Definimos GL(A) y E(A) como los limites (directos) en la categoria de

grupos, de los diagramas:

GL(1,A) — ---— GL(n,A) — GL(n+1,A) — ...,
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E(1,A)—---— En,A) — E(n+1,A) — ...
respecltivamente.

Observacion 1.3.7. Los elementos de GL(A)(respectivamente F(A)) pueden verse como

¢ 0
0 1

matrices infinitas:

con C' € GL(n, A)(respectivamente E(n, A)). Formalmente,

GL(A) == (| J GL(n,4))/ ~,

neZ+*

donde la relacién ~ estd dada por:

) o C 0 B 0
C ~ B siy sélo si existen ¢, s tales que = ,

0 I 0 I

o lo que es lo mismo, si y s6lo si los automorfismos «a € Aut(A"), 8 € Aut(A™), asociados

a Cy B cumplen a ®idgqt = S D idgs. ~ resulta ser una relacion de equivalencia, y el

roducto [C]-[B 5 dad C'B o Chxn 0 B — Boxm 0
producto [C].[B]~ esta dado por | ]~ con . ’ ) Ly
0 t 0 s

n 4+t =m+ s. Una construccion analoga es posible para F(A).

Lema 1.3.8. Las matrices

I, C I, 0
, € E(n+m,A),
0 In B I,
para C € Myxm(A), B € Myxn(A).
Demostracion. Basta aplicar operaciones elementales sobre columnas a I, p,. O

Observacion 1.3.9. El lema anterior garantiza que aplicar operaciones elementales en
bloques sobre columnas equivale a hacer operaciones elementales sobre columnas. Notese

que las matrices del lema corresponden a automorfismos elementales de A™ @ A™.
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Lema 1.3.10.

Demostracion. Mediante operaciones elementales en bloques sobre columnas obtenemos la

reduccion:
0 In c1=c1+co In In ca=ca2—cC1 In 0 c1=ci1+c2 In 0
I, 0O -1, O -1, I, 0 I,
Aqui ¢, ¢o denotan las columnas de las matrices. O

Lema 1.3.11 (Lema de Whitehead). Si C, B € GL(n, A), entonces:

CB 0 C 0
€ E(2n, A).
0 I, 0 B

Demostracion. Tenemos la reducciéon mediante operaciones elementales sobre columnas:

¢ 0 c1=ci+coy B! ¢ 0 co=co—c1B ¢ -CB (L)J

0 B I, B I, 0
CB C\ qeey-eypt [CB 0
R Ty
0 I, 0 I
Aqui, J es la matriz del lema anterior. O

Corolario 1.3.12. Sea B € GL(n,A). Entonces:

B 0 B 0 I, 0
= € E(2n,A).
0 B! 0 I, 0 B!

Demostracion. Basta tomar C = I, en el lema anterior. O

Recordemos que si g, h son elementos de un grupo (G, ), [a,b] := aba='b~' € G.

Lema 1.3.13. Sean a,b € A. Entonces:

(L, + aegj, I, + beji] = I, + abey,
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para cualquier tripla i, j, k de indices distintos.
Demostracion.

1. Notese que:

0, sij#k;
€ijCki =
€il, si j = k.

(L, + aeij, In + beji] =(In + aeij)(In + beji) (L, — aei;) (L, — beji,)
(I
(
(

n + aeij + beji, + abe) (I — aeqj) (I, — bejk)

I, + aeij + bejk + abe;j, — aeij)(ln — bejk)

I, + bejy, + abeir) (I, — beji)
:In + bejk + abeik — b@jk

:In + abeik.

Corolario 1.3.14.

i) E(n,A) =[E(n,A), E(n,A)], para n > 3.

u) E(A) =[E(A), E(A)].
Demostracion.

i) Sabemos que [E(n, A), E(n,A)] < E(n, A). Ademés, como todo generador de E(n, A)
esta en el conmutador para n > 3 por el lema anterior, se tiene la otra inclusién.
ii) Por un lado [E(A), E(A)] < E(A). Ademas, si [C]. € E(A) podemos asumir que

C € E(n,A)conn >3,asi C € [E(n,A), E(n,A)], y por tanto [C]. € [E(A), E(A)].

O

Teorema 1.3.15.
E(A) =[GL(A),GL(A)].
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Demostracion. Por un lado E(A) < [E(A), E(A)] < [GL(A),GL(A)]. Ademés, si [D]. €
[GL(A), GL(A)], podemos asumir que D = CBC~ !B~ con C,B € GL(n, A). Por el
corolario [1.3.12] tenemos que:

CBC-1B~! 0 CB 0 ct o B!
0 I, 0 (B! 0o C 0 B

Asi, [D]. € E(A). O
Corolario 1.3.16.

i) E(A)<GL(A).

it) GL(A)/E(A) es abeliano.

Corolario 1.3.17. Segin la prueba del teorema anterior:

CBC~! = B mod(E(A)).

A continuacién presentaremos algunos de los resultados anteriores de forma més gene-

ral.

Observacion 1.3.18. Sea M = M, @ --- & M,, como en la observacién Sean

¢:Mi1@"'@Mip—>Mj1@"'@qu7

w:Mkl@"'@MkrHMll@"'@Mlsy

A-homomorfismoscon1 < i1 <--- <4 <n, 1 <j1 < <jg<n, 1<k <--- <k <n,
y1<l < - <ly<n Si{i,....,ip} N{l,...,ls} es vacio, entonces, extendiendo ¢ y 9
a endomorfismos de M tomando ¢(M;) =0, (M;) =0 para i # i1,...,0p, j # k1,...,ky;

obtenemos que ¢1p =0, y

(idar + @) (idys + ) = idy + ¢+ Y + ¢ = idy + ¢ + 9.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 19

Lema 1.3.19 (Anélogo del lema(l.3.8). Sea M = M1®- - -® M, 41, como en la observacion
11.3. 1 Supongamos que

B:N:=M @ - &M, — N =M1 & D Myqm,

’73Mn+1@"'@Mn+m—>M1@“'@Mn,

son homomorfismos de A-mddulos. Extendamos B y v a endomorfismos de M como en la

observacion anterior. Entonces:

dy 7y idy 0
idy +y = , idy + B = € E(My,...,Myim).
0 didn B idy

Demostracion. Primero notemos que

n+m n n+m n
y=pp(M) =p Y Y mm) = Y Y T (),
i=n+1 j=1 i=n+1 j=1

para fi;, Tj, ¥ p~! como en la observacion De esta manera, por la observacion [1.3.18

tenemos que
n+m n n+m n
idv+y =idu+ Y Y p M mpyw) = [ [[Gdv+p™" (mjvm)) € EQL, o Mysm),

i=n+1 j=1 i=n+1j=1

donde [] denota el producto en el anillo Enda(M), es decir, la composicion de endomor-

fismos. Un calculo analogo muestra que idy + € E(My, ..., Myim). O

Lema 1.3.20 (Anélogo del lema[1.3.10). Sean N := My @ --- D M, N := M1 @ -+ @

Mn+my
V:N/:Mn-i-l@"'@Mn—&-m—>N:M1@"'@Mn

un tsomorfismo. Entonces:

X: EE(M17...7Mn+m).
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Demostracion. Notemos que

idy 0 idy idy 0 idy v\ [ idy 0O
—y~ b idn 0 idy ) \ =yt idn —t0) \ =7t ddy
0
_’Y_l 0
Asi, x es producto de automorfismos en E(Mj, ..., Myim).

Lema 1.3.21 (Lema de Whitehead con morfismos). Sean

'V:N/::Mn+1@"'€9Mn+m—>N1:M1€B“-69Mn

un isomorfismo de A-mddulos y

B € AUtA(Mn—i-l ®---D Mn—i—m)

Entonces:
1 Byt 0
’7/8’7 1@6 b= EE(M17"'1Mn+m)'
0o p!
Demostracion. Notemos que 73y~ @ 7! es un producto en E(My, ..., Myim):
idn 0 idny  —pB 0 v\ [idy —p*
Byt idyy 0 ddn -1 0 0  ddy
idy =B 0 v\ (idy =87\ [Byh v ) [idy -8
671771 0 _771 0 0 Z.dN’ 0 571 0 idN/
Byt 0
o p!
U . :
Aqui, = x es la matriz del lema anterior.
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Corolario 1.3.22 (Analogo del corolario|1.3.12)). Sea 5 € Auto(M1®---®M,,). Entonces:

L (8 o0
Bapt= € E(M,, ..., My, My,... M,).

0 Bt

Demostracion. Basta tomar v = idy, para N = N’ := My @ ---@® M,, en el lema anterior.

O

Corolario 1.3.23. Sea M := My @ ---® M,. Si 6 = vBy~ 571, con~y, 3 € Aut (M), por

el corolario anterior tenemos que:

By BT 0 v 0 v oo\ (Bt o0
0 idn 0 (v8)! 0 ~ 0 B

GE(Ml,...,Mn,Ml,...,Mn).

Lema 1.3.24 (Anélogo del lema [1.3.13). Sean M := My @ ---® M,, y p~' como en la
observacion [L.3.1. Si
qbZMj—)MZ', @DIMk—)Mj,

son A-homomorfismos, entonces

[idar + p~ (), idas +p~ ()] = idar +p~H(¢9),
para cualquier tripla i, j, k de indices distintos.

Demostracion. Primero, notese que ¢ =0, ¢pp =0,y p1p =0, puesi £ k, i £ j,y j # k.
Ademas,

lidas + p~ 1 (0),idas + p~ ()] =
(idns +p~H(9))(idnr +p " () (idar — p~(9)) (idnr —p~ ' (¥)) =
(idae +p~ (@) +p7 (W) +p 7 (99)) (idas — p~H(0)) (idar — ™ (¥)) =
(idae +p~ (@) +p 7 (W) +p7H(9) — p~ (@) (idar —p ™ (¥)) =
(idae +p~ () + 07 H(00) (idy —p~H (4)) =

idy +p () + p N o) — pTH (W) = ida + 7 (90)).
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1.4. El grupo de Whitehead

A lo largo de esta seccion, A denota un anillo arbitrario.

Definiciéon 1.4.1. Sean D una subcategoria plena de SB(A) cerrada para sumas directas
finitas, y Cp la categoria cuyos objetos son automorfismos de modulos en D y Home, (o, B),
para o € Autp(P), B € Autp(Q), estd dado por A-homomorfismos f € Homp(P, Q) tales
que el diagrama:

P2, pP

f f

QTQ

conmuta. Denotemos por < a > la clase de todos los automorfismos en Cp isomorfos a a.
Sean Fp el grupo abeliano libre multiplicativo con base el conjunto Xp de todas las clases

< a >, y Np el subgrupo libre generado por la unidn de los subconjuntos:
Sii={<a®p><a>"t< B> ac Autp(P), € Autp(Q); P,Q € D}

Sy:={<af><a>"'<pg>""a,p € Autp(P); P € D}.

Al cociente Fp/Np lo denotamos por K1(D). Si D = P(A), escribimos simplemente K1(A)
y lo llamamos el grupo de Whitehead del anillo A. A la clase de un elemento a € Cp

en K1(D) la denotamos por [a].

Lema 1.4.2.

i) Si P € D, la clase [idp] es precisamente el elemento neutro 1 en K1(D).

i) Sea [a] € K1(D), entonces [a] ™! = [a™1].
Demostracion.

i) Notemos que para cada a € Aut4(P), con « € Cp, tenemos que

[idp]la] = [idpa] = [a] = [aidp] = [a][idp],
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gracias a las relaciones dadas por Ss, y asi, [idp] = 1.

ii) Las relaciones dadas por Sy garantizan que
[e][a™"] = [idp] = [a™][al],
y por tanto, [a] ™! = [a71].

O

Teorema 1.4.3. Sean P = P, & --- & P, una suma directa de A-mddulos proyectivos y

a€ E(P,...,P,). Entonces [a] =1 en Ki(A).

Demostracion. Basta ver nuestro resultado para el caso a = idp + p~'(¢), con 1 :
P, — P, k # i,y p~! como en la observaciéon Sea P,y1 := P;. Tenemos que
a®idp,,, =idp +p (), para P’ := P ® P, 1, es también un automorfismo elemental
en E(Py,...,P,41), y asi, por a@idp,,, = [idp +p (id™1),idp + p~'(id o )]
con id : P — P,y la funciéon identidad. Finalmente como K7 (A) es abeliano, entonces

o] = [a@idp,,,] = 1. O

Presentaremos a continuacién una proposicién cuya demostraciéon no incluiremos en
este trabajo dado que requiere una gran cantidad de preliminares que se alejan de nuestro
objetivo. Dicha demostraciéon, junto con sus preliminares, se puede encontrar expuesta de

manera clara en [4].

Proposicion 1.4.4 ([4], capitulo VII, proposicion 1.9.). Sea oo € Auta(P), con P € PB(A)
y [a] =1 en K1(A). Entonces, existe ¢ € Auta(F), con F € B(A), tal que a D dp Do~ ! es
un conmutador en AutA(P®F & F). Mds aun, a®idrar = (a®¢® ¢ 1) (idp Do~ @ ¢),
con idp © ¢~ © ¢ conmutador en AutA(P S F @ F).

Observacion 1.4.5. Sean « un conmutador en Aut(My,..., M,)y
f:Mi& &M, — M & &M,
un A-isomorfismo. Entonces, si o = 8y871y~!, tenemos que

faf=t = (FBF UGBS = B HUBF YT D
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y ast, faf~! es un conmutador en Auta(M| @ ---& M!).

Corolario 1.4.6. Sea o € Auta(P) como en la proposicion|1.4.4l Entonces existe n € N

tal que o @ idgn es un producto de conmutadores en Aut (P @ A™).

Demostracion. Sea P := F & F € B(A), con F como en la proposicién Sabemos
que existe un A-isomorfismo v : P’ ® Q — A"™. Ademas, como a @ idps/ es un producto
de dos conmutadores en Auta(P @ P’) por la proposicion entonces a @ idpigg €s
producto de conmutadores en Aut(P & P’ @ Q). Por lo tanto:

a @ idan = (idp ®y)(a @ idpgg)(idp &y 1),

es un producto de conmutadores en Aut4(P @ A™), gracias a la observacion [1.4.5] tomando
fi=1idp ®~. 0

Observacion 1.4.7. Noétese que en el corolario anterior a @ idan es un producto de
conmutadores en Aut (P @ A™), entonces, o @ id gn+1 es un producto de conmutadores en
Aut o(P @& A1) sumando id4 a cada automorfismo de la descomposicién de a @ idan. De

esta manera podemos asumir que n > 1.

Teorema 1.4.8. Sea o € Auta(P) con P € P(A). Si [a] =1 en Ki(A), entonces existe
n € N tal que a®idgngpgpan € E(P,P1,...,P,,P,Pi,...,P,), con P; ;== A paral <i <n.

Demostracion. Por el corolario anterior, existe n € N tal que a @ ida» es un producto
de conmutadores en Aut(P @& A™). Por tanto, por el corolario [1.3.23] a @ idgngpgan €
E(P,A,...,A P /A, ...  A). O

Observacion 1.4.9. En el teorema anterior, gracias a la observacion [1.4.7], podemos asu-

mir que n > 1.
Definiciéon 1.4.10. Denotamos por § a la subcategoria plena de B(A) cuyos objetos son
mddulos de la forma A™ con n € N,

Teorema 1.4.11.
Ki(%) =2 K1(A).

Demostracion. Haremos la prueba en tres pasos. En los pasos 1. y 2., construiremos ho-
momorfismos 6 y It respectivamente entre los grupos, y en el paso 3., mostraremos que [

es el inverso de 6.
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1. Tenemos
0: X5 — F(A)/N(A)

U

<a> — [a]

Donde F(A)/N(A) es el cociente en la definicion de K1(A), y [a] es la clase de < o >
en dicho cociente. Notese que 6 estd bien definida pues si o = 3 en Cz entonces a = 3

en Cp(a)- Por la propiedad universal de F, existe un Z-homomorfismo bien definido
6: Fy — F(A)/N(A),
el cual induce un nuevo homomorfismo:
§: Fy/Ny — F(A)/N(A),

pues

d(<a®pB>)=laa B =[a]f] = 0(a)d(B)

(< apf >) = [af] = [o][8] = 0(c)0(B).

2. Tenemos
pio Xewy — Fy/Ng
<a> — Plaeidg)y !
donde
P&Q-L— A"
a@idQJ Jw(a@idQ)wl
PHQ—L— A"

conmuta con o € Auty(P), P € P(A), vy Q es tal que P d Q = A". Veamos ahora

que 4 esta bien definida:

e Si a2 [ en Cpa), existe un isomorfismo f tal que

P—2.p .

b

P T>P’
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Sea v : P& Q = A" Entonces y(f ! @idg) : P & Q = A™. Pero

adid
PaQ%PapQ

f@idQl Jf@idQ

/ /

conmuta, y asi

(f T @ido) (B @ idg)(f @ idg) = a ® idg.

-1

Al aplicar v(_ )y~ a ambos lados de esta ecuacion obtenemos que pu(a) = p(B).

e Si

vV:POQRQEA"yY :PpQ = A",

tenemos el diagrama conmutativo:

P@Q@P@QI a®idgPidpPidg P@Q@P@Q/
f1,3l J’f1,3

/ /

P®Q@P@Q idQ@idQ@O{@idQl P@Q@PGBQ

con fi 3 inducida por la permutacion (1,3). Al aplicar (y®+')(_)(y" ' @~'1)

al diagrama la conmutatividad se conserva. Por tanto:

(e ® idg)y™] =[(v(a & idg)y ™) & (Vidpagry' )
=[(y & )a®idg ®idp ®idg)(y" @&+
=[(y &) (idp @ idg ® a ®ide) (v © ')
=[(vidpagr ") ® (v (a @ idg )y ™))

=['(a @ idg )y "],

Asi, obtenemos

fi : F(A) — F5/Ng,

que induce:

f: F(A)/N(A) — F5/Ng,
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pues
M<a®f>)=[(y&)adidgd B aidy) (v &y ")
=[(v(a@idg)y™") & (Y (B @ idg)y ™)
=[(v(a & idg)y (' (B @ idg )y )]
=f(a)iu(B),
donde

P@Q@P,@Q,%An—km
aidg @B@z’dQl l(v@v’)(a@idQ@BeBidQ/)(v‘l@v/‘l)

P@Q@P,@Q,%An—i_m

conmuta, y

V:POQ=A", ~ P o =A™,
con a € Auta(P), p € Aut4(P'); P, P' € B(A). También
A< aB >) = vapy '] = [yay By = lvay By = () a(B),

con

y:PpQQ=A"
y o, B € Aut4(P), P € B(A).

3. Si a € Auta(P):

Teorema 1.4.12.
K\(A) 2 Ki(3) = GL(A)/E(A).

Demostracion. Al igual que en el teorema anterior haremos la prueba en tres pasos.
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1. Consideremos la aplicacién:

[Cl~ +— o]

donde C' € GL(n,A), a € Aut(A") es el automorfismo correspondiente a C, y [¢]

denota la imagen de < a > en el cociente F5/Ng.

e ¢ estd bien definida:
SiC ~ Bcon C € GL(n,A), Be GL(m,A)y a € Aut(A"), 8 € Aut(A™) los

automorfismos correspondientes, entonces o P idgs = 5 P id gt v asi

[a] = [a @ idas] = [ @ idx] = [B].

e ¢ es un homomorfismo:
Sean C' € GL(n,A), B € GL(m, A). Para el célculo de ¢(-) podemos asumir

que n =m. Si , 8 € Aut(A™) son los automorfismos correspondientes,

¢(CB) = [af] = [a][f] = ¢(C)H(B),

gracias a que el automorfismo asociado a un producto de matrices CB es la

composicion aff de los automorfismos respectivos.

Tenemos un homomorfismo bien definido:
¢: GL(A)/E(A) — K1(3).

Para esto basta ver que ¢(E(A)) = 0, pero esto se tiene por la proposicion m,
dado que todo elemento de ¢(E(A)) puede verse como la clase [a] para a € E(n, A)

conneZt.

2. Sea

0: Xz — GL(A)/E(A)

Qi

o> +—
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donde o € Aut(A™), C es la matriz asociada a «, y C su imagen candnica en
GL(A)/E(A).
0 esta bien definida: Si

conmuta, entonces

Antm oidgm Antm

f@f—{% EL‘@f—l

Am+n Am—i—n
Ozl@l'dAn

conmuta. Si Crxn, Clismy, Dntm son las matrices asociadas a o, o/ y f @ f~1 res-

pectivamente, entonces:

Luego 0 queda bien definida.
Gracias a la propiedad universal de F y a que GL(A)/E(A) es abeliano tenemos un

homomorfismo

0: F; — GL(A)/E(A),

el cual induce un homomorfismo en el cociente

dado que:

e Si<a®pB><a>"l<p>"te S conac Aut(A"), B € Aut(A™) y matrices
respectivas Crxn, Bmxm, sin pérdida de generalidad podemos asumir n = m

puesto que 0(y) = 0(y @ id). Tenemos:
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c 0 I, 0| |(C O B~ o|[B o |C 0

0 B o B||o I, o B||o 5,0 I,

en GL(2n,A), con

Bfl

€ E(2n,A).
0 B

Por tanto:

0o & B) = 0(c)0(B),
es decir, 0(S;) = 0.

e Siz=<af><a>"'<p>"1c S conq,p € Aut(A™) y matrices respectivas

Chxn, Bnxn, entonces

~

6(z) = CBC-1B~1 =0,

pues GL(A)/E(A) es abeliano.

06(C) = 0([a]) = C,

#9(la]) = ¢(C) = [,

para C € GL(n,A) y a € Aut(A™) su correspondiente automorfismo.

1.5. El método de cancelacion

Comenzamos esta seccidén con una proposiciéon que nos ayudard a entender el concepto de

elemento unimodular de un médulo.

Proposicion 1.5.1. Sean M un A-mddulo y m € M. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

i) Existe un homomorfismo de A-mddulos

fM—A



CAPITULO 1. PRELIMINARES 31

tal que f(m) =1.

i1) El homomorfismo de A-mddulos

h: A — M

a +=—— am

es inyectivo hendido.

i) M = K @& Am para algin K <5 M, y Ann(m) = {0}.

Demostracion. i) = ii): Notese que fh(a) = f(am) = af(m) = a para cada a € A. Asi,
Fh=ida.

i1) = ii1): Si h es inyectivo hendido con inverso g, entonces h es inyectivoy M = K& Im(h)
para K = Ker(g) <4 M. Es decir, M = K & Am con Ann(m) = {0}.

i71) = i): Como Ann(m) = {0}, entonces m es una base del A-moédulo ciclico Am. Basta

definir:
f: M=Ke&Am — A

)

k+am — a

parak e Kyac€ A O

Definicion 1.5.2. Sean M un A-mddulo y m € M. Decimos que m es unimodular, si

satisface alguna de las condiciones de la proposicion[1.5.1]

Es importante tener en cuenta que el principio de localizacion-globalizacién en su ver-
sion no conmutativa formulada por Artamonov, no constituye una generalizaciéon plena de
su correspondiente versién conmutativa. El es una variante de tipo cancelacién, la cual con-
serva una analogia clara con la version clasica. En este espiritu, mostramos a continuacién

un teorema sencillo pero esencial que nos permitird interpretar dicho principio.

Teorema 1.5.3. Sea A un anillo. Supongamos que P y Q son A-mddulos, y sean Ae, Ae’
mddulos ciclicos con bases e, €' respectivamente. Si ademds Q @ Ae’ = P @ Ae, entonces

son equivalentes:

i) Q= P.

ii) Existe o € Auta(Q @ Ae') tal que a(e') =e.
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Demostracion. i) = ii): Si f : Q@ — P es un isomorfismo de A-moédulos, entonces,

B&ie Aut4(Q @ Ae'), donde

i: Ae — Ae

i1) = i): Cada « como en i) induce un A-isomorfismo:
Q= (Q®A) /(0D Ae') S (P @ Ae)/(0® Ae) = P.

O

Observacion 1.5.4. Sean M un A-mdédulo y X el conjunto de elementos unimodulares
de M. Tenemos una acciéon natural del grupo de automorfismos de M (o de cualquier

subgrupo de este) sobre X:

Auty(M)x X — X

(o, m) —  a(m) ‘

Notese que a(m) € X, pues si f(m) = 1 para algin homomorfismo f : M — A, entonces
fa=Ha(m)) =1.
Ahora veamos como esta acciéon se relaciona con el método de la cancelaciéon. Supongamos

que Py @ son A-moédulos tales que
Q@ Ae' = P @ Ae, (I)

donde Ae, Ae’ son modulos ciclicos con bases e, € respectivamente. Tomando M = Q @
Ae’ = P @ Ae, tenemos que e,e’ € X. Luego, segin el teorema Q = P (es decir,
podemos cancelar el sumando A en ambos lados de la igualdad; si, ysolosiey e estan en
la misma 6rbita. Si la accién es transitiva, dicha cancelacién es posible independientemente
de P, Q, e, €; siempre y cuando M = Q & Ae’ = P & Ae.

También, tenemos una accion natural del grupo de automorfismos de M (o de cualquier

subgrupo de este) sobre el conjunto F de epimorfismos de M en A:

Auts(M)x E — E
(. f) > fa
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1.6. Algebras graduadas y sus localizaciones

Definicion 1.6.1. Un anillo A se dice que es Z-graduado, o simplemente graduado, si
posee una familia de subgrupos {A;}icz de su subgrupo aditivo (A,+) que satisface las

siguientes condiciones:

i) AjA; C Aiyj, para cualesquiera i,j € Z.
i) A=) iz DA

Para i € Z, A; se denomina la componente homogénea de grado i y los elementos de
A; se dice que son homogéneos de grado i. Denotamos por h(A) al conjunto de todos
los elementos homogéneos de A. La familia {A;}icz se denomina una graduacion de A.
Si A; = 0 para i < 0, es decir, A = ), .y ®A;, se dice que A es un anillo graduado
positivamente. Sea R un anillo conmutativo graduado con graduacion {R;}iecz. Si A es
una R- dlgebra, se dice que A es Z-graduada si ademds de las condiciones anteriores se

tiene que
iii) R;Aj C Aiyj, para cualesquiera i,j € 7Z,

es decir, si A es un R-médulo graduado. En particular, si dotamos a R con la graduacion
trivial {Ro} con Ry := R, A es Z-graduada si ademds de i) y ii), A; es un R-submddulo
de A.

Proposicion 1.6.2. Sea A un anillo graduado. Entonces:

1. 1€ A,.

2. Ag es subanillo de A.

Demostracion.

1. Sean 1 =a;, +---+ao+---+a;, b =0bj, +---+byp+---+0b;, € A. Entonces, 1b;, = b;,,
luego a;j, bj, +---+aobj, +---+a;,bj, = bj, , y asi agbj, = bj, para 1 <k < s. Luego

apb = b, y analogamente bag = b, para cualquier b € A. Entonces, ag = 1 € Ayp.

2. Primero notemos que (Ao, +) < (A, +) por definicién. Ademas, AgAy C Apgy 1 € Ay,
luego (Ao, -, 1) es submonoide de (A, -, 1).
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O

Teorema 1.6.3. Sean A un anillo graduado y S un subconjunto multiplicativo de elementos

homogéneos. Entonces las condiciones del teorema[1.2.4] se satisfacen si, y sdlo si,

i') Sia€ h(A) yseS son tales que as =0, entonces existe u € S tal que ua = 0.

it') Dados a € h(A) y s € S, existent € S y b € h(A) tales que ta = bs.

Demostracion.

e i) = i'): Inmediata.

e ii)=1ii'):Sia€ h(A)yse€ S, pori),existent € Sy b€ A tales que ta = bs € h(A).
Asi,sib=b;, +---+by+---+b;,, reemplazando en la ecuacion anterior e igualando

componentes homogéneas obtenemos que ta = b;, s € h(A).

Ahora probaremos ') = i) y i) = 4i) por induccion sobre n, donde n es el namero de
sumandos a;,,...,a;, € h(A) de a € A: El caso n = 1 se tiene por i') y ii’). Supongamos
ciertos nuestros resultados para elementos con niimero de sumandos homogéneos menor

quen (n>2).Seana=a;, +---+a;, yseS.

e i) =1):Sias =0, (a;,; s+ -+ ai,_,s) +a;,s =0, y por tanto asumiendo que los
a;, estan en componentes homogéneas distintas, (a;, +---+a;, ,)s =0y a;,s = 0.
Por hipétesis de induccion, existe u; € S tal que uq(a;, +---+a;, ,) = 0. También,
puesto que uja;,s = 0, por el caso n = 1, existe ug € S tal que uguia;, = 0. Asi, si

U = usu], tenemos que ua = 0.

e ii') = 4i): Gracias a la hipotesis de induccion y el caso n = 1, existen t1,t5 € S,
b1,be € A tales que t1(aj;, + -+ a;,_,) = bis y taa;, = bes. También, por el caso

n =1, existen u € S, v € A tales que t := ut; = vty € S. Asi ta = (uby + vba)s.

O

Teorema 1.6.4. Sean A un anillo graduado y S un subconjunto multiplicativo de elementos
homogéneos. Si STLA existe, es decir, se satisfacen las condiciones del teorema anterior,

entonces ST'A es un anillo graduado.
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Demostracion.

o Sea (S7'A); :={% € STTA\{0} |a € A4, s € Sk, y j—k =i}U{0} para Sy, := SNA,
v i,k € Z. Veamos que el conjunto anterior estd bien definido. Supongamos que
%:%#OdondeaeAj,seSk,beAj/ytESk/.Entonces%—%:m%db:Ocon
c€ S, de Ap y u:=cs = dt. Notese que podemos asumir que ¢ y d son homogéneos
gracias al teorema anterior. De esta manera existe v € S, tal que v(ca — db) = 0,

es decir, vca = vdb. De vca = vdb # 0 y ¢s = dt # 0, obtenemos [ +j =1+ 7y

l+k=10+F.Restando las ecuaciones anteriores, j — k = 5/ — k'.

e (571A); es subgrupo de St A: Sean ¢, % € (S7'A);. Entonces a € Aj, s € Sk, b € Ay

y t € Sy para algunos j, k, j’, k' € Z tales que
j—k=j4 —k =i. (1)

Luego%—%:wfdbconu::cs:thS,cESl,dGAl/.Asi,comocs:dt#o,
entonces

I+k=1+FK. (2)

También ca € Ajyj y db € Ay, pero sumando las igualdades 1.y 2., 1 +j =1'+j.
Por tanto ca — db € AH—j = Al/+j’7 u € Al-l—k = Al/—i-k’ y (l Jr]) - (l + k) = j —k= i,

es decir, T — % € (S71A);.

o (S71A)(S71A)y C (S71A);ys: Sean ¢ € (ST1A); y 2 = (S71A),. Entonces a € A;,
s€ApbeAyyte Ay, conj—k=iyj —k =1 Hay dos posibilidades:

»|Q

= 0: En este caso %% =0¢€ (S A) .

— ¢ # 0: Tenemos que %% = Z—Z con ua = ct, u € S;, ¢ € Ap. Como ua = ct # 0,

entonces [+j =U'+k yast (I'+7)—(1+k) ="+ +1+j)—(I+k+I+F) =
(' +7)—(k+k)=i+1i, concbe Apyjry us € Ap.

© Y iz ®(STTA); = (STTA):

— Igualdad: Si ¢ € S™'A, entonces a = a;, + -+ +a;,, y asf ¢ = a%—I——I-a’T” €

Y iz ®(STTA);.

— Suma directa: Si ;% + -+ SJT: = 0, entonces tiaj, + -+ + tyaj, con t; € §

y t; € A homogéneo para 2 < ¢ < n, multiplicando a izquierda por un s € S
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a

. . ; a;
adecuado. Los ¢; son homogéneos pues para n = 2, si f + f = 0, entonces
1 °2

Skl a]'2

. Caj2
aj, + 3 Shy

=aj, + = 0, con usy, = cSi,, w € Sy ¢ homogéneo. Por tanto

uaj, + caj, = 0. Inductivamente es posible ver este resultado para cualquier n.
Por otro lado notemos que los ¢;a;, estdn en componentes homogéneas distintas

pues si t;aj; y tyaj, con i # i estuvieran en la misma componente homogénea

tia;. a;. tiraj. a;. ) . .
en A, — = Ji y ~ 2 = i egtarfan en la misma componente homogénea
S Sk, S Ski,

en S71A, lo que serfa contradictorio. De esta manera tjaj, =0 cont; € S,y

asi 2+ = 0. Analogamente podemos deducir que Yi = () para cada 2 < i < n.

Sky Skq
O

Corolario 1.6.5. En el caso en que A es una R-dlgebra graduada, S™'A también lo es.
Demostracion.

e S7'A es una R-algebra: S~'A es un R-médulo mediante el homomorfismo de anillos

o:
R — A — S714

ro— r-1 — ol

Nos resta entonces ver que I'm(¢) C Z(S~1A). En efecto,

r-la (r-a a(r-1) ar-1

1 s s s s 17

pues los elementos r - 1 conmutan con los de A.

o Ri(S71A); C(S7tA)ip i Seana € Apy s € Sy, con k—1 = j. Como ™4

—_
® |

Hf con ria € Ajyr y s € Sy, entonces L% € (S7YA)i g = (S71A) 4.

1.7. Algunas propiedades de médulos finitamente presentados

Como en el caso conmutativo, los médulos finitamente presentados juegan un papel impor-
tante en el principio de localizacién-globalizacién, y en general en la solucién del problema

de Serre (véase [5] capitulo I). Una ventaja de este tipo de mddulos, es que podemos probar
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afirmaciones acerca de ellos, via una reduccién al caso de médulos libres. A continuacién

exponemos algunas propiedades que usaremos en el siguiente capitulo.

Proposicion 1.7.1. Sean R un anillo y Fy, Fy : M(R) — AbGrp dos funtores contra-
variantes exactos a izquierda, y sea T : F1 — Fy una transformacion natural. Si Tpn :
Fi(R™) — F»(R™) es un isomorfismo para cadan € Z*, entonces Ty : Fy (M) — Fo(M)

es un somorfismo para cada R-mddulo M finitamente presentado.

Demostracion. Sea pM finitamente presentado, tenemos entonces una sucesién exacta
R"— R" — M — 0,

la cual induce un diagrama conmutativo con filas exactas con Trn, Tpm isomorfismos:

0——s Fy (M) —— Fy(R™) — Fy(R")

0—— Fo(M) —— F5(R™) —— F5(R"™).
Finalmente, por el lema de los cinco obtenemos que 7(M) es un isomorfismo. O

Proposicion 1.7.2. Sean N un R-mddulo finitamente presentado y {RM,}icr. Entonces,

tenemos un Z-isomorfismo:

Homp(N, P M;) = € Homp(N, M;).
el i€l

Demostracion. Sean

H(N) := Homg(N,@ M;), P(N) := @ Hompg(N, M;).
i€l el

Definimos el Z-homomorfismo:

w: P(N) — H(N)
(fi)ier —  f ’

con f obtenida mediante la propiedad universal del producto:
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N *> Hzel

N Jm

Miv
para cada i € I.

Notese que dado que todas las f; son nulas excepto un namero finito, f € H(N). Asi

tenemos los funtores contravariantes exactos a izquierda:

M(R) —L+ AbGrp M(R) — AbGrp
N+——— H(N) N+—— P(N)
hJ T_Oh hJ T@ie[(_oh)
N'+— H(N') N'+— P(N').

Ademaés, la familia de los 7y con N finitamente generado, determina una transformacion

natural 7 : P — H pues los diagramas:

P(N)—" H(N)
@ie[(_oh)T _OhT
P(N') 25 H(N)

conmutan. En efecto, sea (f})ier € @,;c; Hompr(N', M;). Por un lado

™ ((fi)ier)h = f'h,

(Do M)(fier) = v ((fih)ier)-

i€l
Pero notemos que f’h hace conmutar

3f'h
HzEI

. Jm
7 B
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para cada ¢ € I, vy as{

f'h=rn((fih)ier)-

Finalmente, para aplicar la proposition falta ver que
Tpn : P(R") — H(R")

es un Z-isomorfismo:

De la demostracion del teorema 5.3.6. de [6], tenemos un Z-isomorfismo
p': H := Homp(R",[[ Mi) — P':=[[ Homr(R", M,).
i€l i€l

El cual se restringe a un Z-homomorfismo

En efecto, si f € Homp(R",@;c; Mi), entonces f(e1),..., f(en) € ey, Mi, donde {e;}
es la base canonica de R, para algtn Iy C I finito. De esta manera f(ry + -+ +r,) =
Tlf(el)+' : ""Tnf(en) € @ie[o M; para todo r = (rla . 7TTL) € R". ASi, W;p/(f) = p;(f) =

mif =0 para cada i € I\ Iy, con

H’LP’

A Jwi

HomR(R", Mz)

en la propiedad universal de P’. Por tanto, p/(f) € @,c; Homgr(R", M;). Finalmente

notemos que Trn es un Z-isomorfismo con inverso p/| H(R"):

o Si fe H(R™), trep/(f) = [ gracias a la propiedad universal de [[,.; M;, pues
mire (0'(f)) = (0'())i = @ (f) = 0i(f) = mif.

e Si (fi)ier € P(R"), p'r, ((fi)ict) = (fi)icr gracias a la propiedad universal de P’

pues

' Tre ((fi)ier) = pimre (fi)icr) = vif = mif = fi = m((fi)ier)-
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CAPITULO 2

Teorema de Horrocks

En este capitulo presentamos la prueba del teorema de Horrocks en el caso de anillos de
polinomios torcidos, y la deduccién del teorema clasico en el caso conmutativo a partir del
caso no conmutativo. Hemos modificado algunos detalles de la demostracion del teorema
de Horrocks dada por Artamonov, asi como también afiadimos una hipoétesis con la debida
justificacién. Lo anterior constituye uno de los aportes del presente trabajo. Comenzamos
el capitulo con algunas propiedades de la localizacién del anillo de polinomios torcidos por

el sistema de polinomios ménicos.

2.1. La localizacién por el sistema de polinomios ménicos

En este capitulo trabajaremos con A = Blz;0,0] y S C A el sistema multiplicativo de
los polinomios con coeficiente principal invertible. De aqui en adelante moédulo noethe-

riano(artiniano) significard en realidad noetheriano(artiniano) a izquierda.

Lema 2.1.1. Sea f € A tal que lc(f) es invertible a izquierda, entonces AJAf es un

B-mddulo finitamente generado.

Demostracion. Si g € AJ/Af, usando el algoritmo de la division (teorema (1.2.2), existen
q,r € Atales que g = qf +r,conr =006 grad(r) < grad(f). Asi, si n = grad(f), entonces
g=7€(1,...,an 1L O

41
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Proposicion 2.1.2. Si B es noetheriano, entonces S satisface la condicion de Ore a

1zquierda.

Demostracion. Sean f € Sy g € A. Por el lema anterior A/Af es un B-mo6dulo finitamente
generado y por tanto noetheriano. Consideremos la siguiente cadena ascendente de B-

submodulos de A/Af:

(@} < (g} + (xg} < (g} + (TG} + (229} < ...

Como A/Af es noetheriano, existe n tal que:

no n+1 L
D (akgl = (akg},
k=0 k=0

luego

n
2 lg = " bt
k=0

en consecuencia

(@™ =) bpat)g € Af,
k=0

con ™t — 30 brat € S. O

Corolario 2.1.3. S~ 1A eziste.

Demostracion. Como los elementos de S no son divisores de cero a derecha la condicion 1)

del teorema se tiene. La condicion ii) es precisamente la condicién de Ore. O
Notaciéon 2.1.4. Denotaremos B{x;0,d) a la localizacién S~ A.

Observacion 2.1.5. Dado que S no tiene divisores de cero a izquierda el homomorfismo
candnico ¢ : Blx;0,0] — B(z;0,d) es inyectivo; esto da lugar a que de aqui en adelante

identifiquemos a A con (A).

Corolario 2.1.6. Sea B un anillo noetheriano. Si o es un automorfismo B(x;0,0) es

noetheriano.

Demostracion. Notemos que Blz; o, d] es noetheriano por el teorema de la base de Hilbert,

luego la proposicion asegura que B(z;0,d) es noetheriano. O
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Definicién 2.1.7. Sea A (respectivamente 1) el subconjunto de B(x;0,d) que consta de

0 junto con todos los cocientes g~'f con grad(g) > grad(f) (respectivamente grad(g) >

grad(f)).

Proposicion 2.1.8.

1. A es un subanillo de B{x;0,0).

2. I es un ideal bildtero de A.

Demostracion.
1. Sean i, L en A. Entonces:
g9’ g1
f_oh _hf=—hh
g g U

Donde hg = higt =u € Sy h € S. Ademas, podemos darnos cuenta que h; también

estd en S si comparamos los coeficientes principales de hg y h1g1. Por tanto:

grad(hf — hif1) < méx{grad(hf), grad(hifi)}

= max{grad(h) + grad(f), grad(hi) + grad(fi)}
< méx{grad(h) + grad(g), grad(hi) + grad(g1)}
(

= max{grad(hg), grad(higi)} = grad(u).

Luego g— % € S~1A. Esto nos dice que A es un subgrupo aditivo de S~ A. También:

fho _hh

gg1  ug’

Con uf = hgy. Asi:

grad(hf;) < d(h) + grad(f1) < grad(h) 4+ grad(g1)
d(hg1) = grad(uf)

grad(
grad(
grad(u) + grad(f) < grad(u) + grad(g)
grad(

d(ug).
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Es decir, A es cerrado para el producto, y como % € A, tenemos que es un subanillo

de S~LA.

2. Primero notemos que si 5 y sj% estdn en I C A, la desigualdad en 1. que mostraba que

A era subgrupo de S7'A se vuelve estricta. Esto implica que I es subgrupo aditivo
de S7'A. Por otro lado, si g 0 ;% estd en I, la desigualdad en 1. que mostraba que
A era cerrado para producto se vuelve estricta. Esto significa justamente que I es un

ideal bilatero de A.

Proposicion 2.1.9. Sea o un automorfismo.
Bl{z;0,0) =A+A, ANA=B, A=B& I, B(zx;0,0) =1 A.
Demostracion.

1. B{z;0,0) = A+ A:

o C:si g € B(z;0,0), como g € S, por el teorema existen ¢,r € A tales que
f=g9q+r, conr=006 grad(r) < grad(g). Ast:

f_rteq T 99 T 0 p,y

g 9 g g g 1

e D: clara a partir de la observacion y de que A C B(x;0,0).
2. ANA=0:

o C:si 5 € A podemos asumir que g = 1. Si ademas, { € A, entonces grad(f) <0
o f =0, es decir, { € B.
e D: se sigue del hecho de que BC Ay B C A.
3. A= B®I: A D B+ I: clara a partir de las definiciones. A C B + I: Si 5 c A

hay dos posibilidades. Si grad(g) > grad(f), entonces g € I. Por otro lado, si
n = grad(g) = grad(f), escribiendo a := le(f), b:=le(g) € B*, tenemos que

fi=f—ge, c:=0""(b""a)
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es de grado estrictamente menor que n. Asi:

i:£+ﬁeB+L

g g g
INB={0}:si 2 € Besta en I, entonces grad(b) < 0 6 b= 0, de donde ¢ = 0. Por
otro lado es claro que 0 € I N {0}.

4. B(x;0,0) = I ® A: a partir de 1. y 3. es claro que B{x;0,) = I + A, ademés, por 2.
y3,INA=INANA=1nB={0}.

Lema 2.1.10. I C Rad(A).

Demostracion. Sabemos por la proposiciéon que I es un ideal bildtero de A. Ademiés,
si g € I, entonces
/ f_g+f
g

1+2-9,7
9 9 g

con lc(g + f) = le(g) € B*, y por tanto, 1 + g € A*. Nuestro resultado se sigue entonces
del corolario 7.1.4 de [7].

En lo que resta de este capftulo denotaremos por J al radical de Jacobson de B.

Definicion 2.1.11. Sea R un anillo con radical de Jacobson I. Decimos que R es semilocal,

st R/I es un anillo artiniano.

Proposicion 2.1.12. Supongamos que o es sobreyectivo, entonces:

1. El subconjunto x de A formado por los cocientes i, con le(f) € J, estd contenido en
g

el radical de Jacobson de A.

2. Si B es semilocal, A es semilocal.
Demostracion.

1. Primero observemos que x es cerrrado para producto a derecha: Sean L e X, % €A

g
Entonces gjg% = };—J;l, con uf = hgy y u € S. Comparando los coeficientes principales
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de uf y hgi, obtenemos lc(u)o™(le(f)) = le(h)o™(Ic(g1)). Si probamos que o(J) C J
tendriamos lc(u)o™(le(f)) € J y por lo tanto, como ¢ (lc(g1)) es invertible, entonces
le(h) € J. En efecto, como o es sobreyectivo, o(J) es un ideal bilatero de B, luego,
por el corolario 7.1.4. de [7], como 1 — o(b) = (1 — b) € B* para b € J, se tiene que
a(b) € J. De esta manera lc(hf1) = le(h)ot(le(f1)) € J, y por tanto 5;% € Xx.

Por otro lado, si g € ¥, entonces:

g g g

g+ f
g

con le(g + f) = le(g) € B* si grad(g) > grad(f), vy, le(g+ f) = le(g) + le(f) € B*

si grad(g) = grad(f). Luego 1+ g € A* con inverso ﬁ. Finalmente, por el parrafo

anterior y la proposicion 7.1.2. de [7], esto muestra que x C Rad(A).

. Primero consideremos el isomorfismo de anillos:

B/J = (Baelh/(Jael)=A/(JalI)

b — b

Notemos que J &I C Rad(A): Sibe Jy 5 € I, entonces:

bt S gb n S _gb+f le(g)o™(b)x™ 4 términos de grado < n
9 g 9 g g

Con n = grad(g). Si le(g)o™(b) = 0, b+ 5 € I C Rad(A). Por el contrario, si
le(g)o™(b) € J es no nulo, b+ g € x € Rad(A).

De lo anterior, el siguiente homomorfismo de anillos estd bien definido:
a:N/(J&I) — AJ/Rad(A)

b

Q ||
Q ||

Ademas es claramente sobreyectivo, luego A/Rad(A) es isomorfo a un cociente de

B/J. Esto nos dice que si B/J es artiniano, entonces A/Rad(A) es artiniano.
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Lema 2.1.13. Sea M un A-mddulo finitamente generado tal que:
STIM =0y JM = M.

Entonces M = 0.

Demostracion. Sabemos que M = (m1,ma,...,m,}. Como 7 = 0 para cada 1 <i <mn,
entonces f;(z)m; = 0 para algunos f;(z) € S.

Veamos que M es finitamente generado como B-modulo: Sea m € M, entonces m =
pimi + - -+ pnmy. Pero dado que los coeficientes principales de los f; son invertibles, por
el algoritmo de la division (teorema , tenemos que p; = q; f; + r; para algunos ¢; y r;

con r; =0 6 grad(r;) < grad(f;). Sea t = max{grad(f;)}. Asi, si r; = Zz;:(l) aijal:

m=nrimi+---+rpym, = E E aijxjmi.
i

Luego, {z/m;} genera a M como B-modulo.

Finalmente, puesto que J = Rad(B), del lema de Nakayama se sigue que M = 0. O

Lema 2.1.14. Supongamos que o es un automorfismo. Sean p,p’ € Blx;o] conp € S. Si

pp’ € JB|z; 0], entonces p' € JB|x;0].

Demostracion. Sean p,p’ como en el enunciado.Tenemos que pp’ = k con k € JB[z;0].

Sean n = grad(p), m = grad(p'), asi pp’ = S.74J" cat. Vamos a probar por induccion

sobre ¢ que p),_; € J, calculando ¢ qm—i:

e i = 0. Como ¢pim = pno™(pl,) € J y pn € B*, tenemos que o™(pl,) € J; luego

pl, € J, pues o es automorfismo.

e Supongamos el resultado para indices menores que ¢ > 0. Como
Cngm—i = Pn—i0" (D) ++ A Dn-20" 2 (D) FPn-10" " (Dl 1) + 0" (D)
Y Pn € B*, tenemos que p,0"(p,_;) € J; luego p,,_, € J, pues o es automorfismo.

O

Lema 2.1.15. Sean p,p’ € Blz;0] con p' € S. Si pp’ € JB[x;0], entonces p € JB[z;0].
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Demostracion. La prueba es andloga a la del lema anterior y no usa que o sea automorfis-

mo.

2.2. Prueba de Artamonov

Iniciamos esta seccién con un lema que interpreta la definicién que presentaremos

adelante.

Lema 2.2.1. Sean R un anillo, N un R-mddulo y M, M', N' <r N. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:
1. MCM +N yM CM+N'.
2. M+ N =M +N"

3. w(M) =n(M'") con 7 la proyeccion candnica de N en el cociente N/N'.

Demostracion. Evidente. O

Definicion 2.2.2. Si alguna de las condiciones del lema anterior se satisface, decimos que

M es congruente con M’ mddulo N' y escribimos:

M = M' (mod N').

Definicion 2.2.3. Sea Q un B-mddulo y o un automorfismo de B. Definimos:

Q[z;0] := Blz;0] ©5 Q, Q(x;0) := B(z;0) ®@p Q.

Teorema 2.2.4 (Horrocks no conmutativo). Sea B un anillo noetheriano y o auto-
morfismo. Sean Q € PB(B), P € P(B[z;0]) y supongamos que existe un epimorfismo de
B (x; 0)-mddulos

f:87'P — N:=Q(z:0),

con

f(P)=Qlz;0] (mod JN).
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Entonces existe un automorfismo h de N tal que
h(z) =z (mod JI ®p Q)

para cada x € Q. Ademds, si f(P) es Blx;o]-proyectivo, tenemos:

Demostracion. Primero notemos que @ es plano, y por tanto no hay ningtin problema en
considerar M ®p Q C B(x;0) ®p Q, siempre que M <p B(x;0). Realizaremos la prueba

en varios pasos.

1. Gracias a la propiedad 4. de la proposicion [2.1.9}

N=B(ro)opQ=(A+1)opQ=(AcpQ)+(I®pQ)=Q[zr;0]+ (I @5 Q).

2. Si A <p B(z;o) es también un subanillo, A ®p @ es un A-mdédulo finitamente
generado. En efecto, dado que @ es generado como B-médulo por ¢1,...,qm € @,

A ®p Q es generado como A-modulo por 1 ®qq,...,1 R q¢n € A®p Q.

3. N=f(P)+(I®pQ):
Aplicaremos el lema de Nakayama. Consideremos el B-médulo M = N/(f(P) +

I ®p Q). Primero veamos que es B-finitamente generado, para esto consideremos el

homomorfismo sobreyectivo de B-mddulos:

M= @Qlaio)+ F(P)/F(P) — N/(f(P)+105Q) =M

zZ — Zz

Notese que el es sobreyectivo pues por 1., 81 2 € N, z = 2/ + 2" con 2/ € Qx;0] ¥y
2" € I®pQ. Asi, Z = 2. Por lo anterior, basta ver que M’ es B-finitamente generado.
En efecto, por 2., tomando A = A, tenemos los homomorfismos sobreyectivos de A-

moédulos:
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@

(a4t ®@a} + F(P)/fF(P)) —  (Qlzial+ f(P))/f(P)

=1

P1®q, -, Pm @ qm) — D1I®qL T Pm R Gm

yparacadat=1,...,m

A/As; — ((1®@q}a+ f(P))/f(P)

)

p — P& g

donde f (z—z) =1®ygq;, con % € S~1P. Nétese que el homomorfismo est4 bien definido
pues si p = 0 entonces p = rs; € As; y asi p® q; = rs;(1 ® ¢;) = f(rz;) € f(P).
Finalmente, como cada A/As; es finitamente generado como B-mdédulo por el lema
todos los B-médulos considerados resultan finitamente generados.

Por otro lado, gracias a la congruencia en la hipdtesis:
JM = J(N/(f(P)+1®pQ)) = (JN+f(P)+TepQ)/(f(P)+1©pQ)

= (IN+Q[z;0]+I®pQ)/(f(P)+I®pQ) = N/(f(P)+1©®pQ) =M.
Luego el lema de Nakayama asegura que M = {0}, es decir, N = f(P) + 1 ®p Q.

4. Qlz;0] = f(P) (mod JI @5 Q):

Por un lado, de la congruencia en la hipétesis y multiplicando la igualdad en 1. por

J obtenemos:
f(P) CQ[z;0]+ JN = Qlz;o] + JQx;0] + JI ®p Q = Qz;0] + JI ®p Q.
Ademaés, multiplicando la igualdad en 3. por J:

Qla;o) C f(P) +JIN = f(P)+ Jf(P)+ JI®p Q = f(P) + JI 5 Q.

5. Existencia del endomorfismo h:
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Como @ es B-proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo de B-modulos:

Q

Jq"!

PE%?fNKJI®BQ)

Donde f es la restriccién de f a P seguida de la proyeccion en el cociente, 7 es la

proyeccion y I'm(w) C Im(f) pues por 4. Q C f(P) + JI ®@p Q. También tenemos

una funcién bilineal y B-balanceada

/

g : Blr;olxQ — P

(p,q) — pg"(q)

de la cual obtenemos un Z-homomorfismo g tal que:

Blx; o] x Q*t>B[x;0] ®BQ

y que resulta ser un B[z;o|-homomorfismo.

Tenemos entonces para 2z =1® ¢ € BQp Q = Q:

fo(z) = fe(2) = fd(1,q) = fd"(9) = m(qg) = 1@ ¢,
es decir,
fg(z) =z (mod JI ®p Q). (C)
Ahora extendemos fg a un endomorfismo h del B(z;o)-moédulo N gracias a la pro-

piedad universal de la localizacion:

Qlws o] — 571Qlw; 0] = Qs 0) .

fgl -

con
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Q(w;0)=(B(x;0) @4 Bla; o)) ©p Q= B(x;0) @4 (Blr;0] @5 Q=57 Qa3 0] _

Lz Ee) @z — Lo (1@ z2) - P2

6. h es un automorfismo de Q(z;0):

Primero notemos que el A-mdédulo

ARpQ=(B+1)®pQ=(BepQ)+ (I ®5Q)

es invariante respecto a h debido a la congruencia [C}

h(Bop Q)+ (I®pQ)) C(Bep Q)+ (JI®p Q)+ Ih(B® Q)
C(BepQ)+(JIepQ)+ (I ®pQ)+(IJI®pQ)

C(BepQ)+(I2pQ).

Ademas, I C Rad(A) gracias a[2.1.10, y por 2., A ®p @ es un A-modulo finitamente

generado. Luego, por el parrafo anterior

h(A®pQ)+1(A®p Q) CA®pQ,

Y’
(BepQ)+(I®pQ) Ch(BepQ)+(JI®pQ)+(I®25Q) Ch(A2pQ)+I(A®pQ).

Por tanto, h(A ®p Q) + I[(A ®p Q) = A ®p Q. Usando el lema de Nakayama,
h(A ®p Q) = A ®p Q, es decir, h se restringe a un automorfismo del A-modulo
A ®p Q. También, como Im(h) D A®pQ D B®p Q y h es B(x;o)-homomorfismo,
entonces h es sobreyectivo; pero por 2., Q{(x; o) es finitamente generado sobre el anillo
noetheriano B(x; o) (corolario y por tanto es noetheriano, luego h resulta ser

un automorfismo por la proposicion 1.3.4. de [7].

7. f(P) = h(Q]z;0]) (mod JN): Primero notemos que

hQ[z;0]) = Blz;olh(B ®@p Q) = Blz;o]fg(B @B Q) € Blz;o]f(P) = f(P).
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También, por la congruencia en la hipotesis del teorema y [C}

f(P) CQlx;0] + JN = Bla;0](B®p Q) + JN
CB[z;0](M(B®p Q)+ (JI®pQ)) + JN
Ch(Blz;o] ®p Q) + Blz;ol(JI ®p Q) + JN
Ch(Qlz;0]) + J(Blz;o](I @5 Q)) + JN [0 =0]

Ch(Q[z;0]) + JN.

8. Del punto anterior obtenemos que f(P) = h(Qlz;0]) + (f(P)NJN).

9. PN(JS™'P) = JP:

La inclusion D es clara a partir de las definiciones. Para la inclusion C, si

p=k kP e PNJSTIP) ke J1<i<t.
q1 qt

Aplicando la condicion de Ore a las parejas k;, ¢; obtenemos s; € S'y a; € Blz; 0]

tales que s;k; = a;q;, v asi
_ aipi atPt

@ 4

Ademas, por 2.1.15 a; € JB[z;0] pues s;k; € JBx;o]|. Multiplicando a izquierda

por un s € S apropiado obtenemos que
sp=yp € JP.

Recordemos ahora que P es B[z;o]-proyectivo finitamente generado y por tanto
existen ¥ : L - P, ¢ : P »— L con L = Blz;0]" y ¥¢ = idp. Tomemos e, ..., e,
una base de L. Enviando los términos de la ecuacién anterior a L mediante ¢ y

escribiéndolos en la base, obtenemos:

s(p) = sfier + -+ + sfuen = gler + -+ + ghen = o)

Luego sf; = ¢, € JB[xz;0]. Aplicando [2.1.14] obtenemos que f; € JB|x;0], asi
¢(p) € JLy p=vo(p) € JY(L) = JP.
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10. f(P)NJN = Jf(P): En este punto es clave que el médulo f(P) es B[z;o]-proyectivo.
Al aplicar el mismo razonamiento de 9., esta vez reemplazando a P y S™'P por
f(P) y S7Lf(P) respectivamente, obtenemos ¥(f(P)) N JSTLf(P) = ¢(Jf(P)),
donde v : f(P) — S™1f(P) es el homomorfismo canénico. También, la inclusion

f(P) = N induce un S~!A-homomorfismo inyectivo a:

S7lf(P) — SN = N

Nl

Ademas, si f(2) € N, f(%)
lo anterior obtenemos ap(f(P))Na(JS™Lf(P)) = ap(J f(P)), es decir, f(P)NJN =
Jf(P).

1f(p) = a(fgp ), v por tanto a es un isomorfismo. De

11. De 8.y 10. obtenemos que f(P) = h(Qz;a]) + Jf(P).

12. f(P) = h(Q[z; 0]):

Sea M := f(P)/h(Q[z;0]). Dado que
IM = (h(Q[z; 0]) + Jf(P))/M(Qlz;0]) = M

por 11.y S7M = S~1f(P) /S~ h(Q[x; o)) = {0}, por[2.1.13] obtenemos que M = 0.

O

Ejemplo 2.2.5. Si el Blz;o]-médulo f(P) no cumple cierta hipotesis adicional como su
proyectividad, el numeral 10. del teorema puede fallar. Tomemos B = Z[i]<3> la localizaciéon
de los enteros gaussianos por el ideal primo de los multiplos de 3: notemos que (3) es un
ideal primo pues 3 es irreducible en el UFD Z[i] y por lo tanto primo, Z[i] es noetheriano
y asi B resulta también noetheriano, y que B es un anillo local con maximal J compuesto
por todas las fracciones con numerador multiplo de 3 y denominador con parte real o
imaginaria que no es multiplo de 3. Fijemonos que los elementos de S = Z[i] \ (3) no son
divisores de cero, luego podemos asumir que B C c.c.(Z[i]) = Q[i]; con esto en mente, el
automorfismo dado por la conjugacién se restringe a B como un nuevo automorfismo o
dado que 0(B) C By 0% = idp.

Tomaremos P = B[z;0]? = (p1,p2} v Q = B, de esta manera S~ P = B(x,0)?, Q[r;0] =
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Blz;o] y Q(z;0) = B(x;o). Por esto, para escoger nuestra f, bastara definirla en los

elementos bésicos:

f: S7'P — B(z,0)

P1 — 1
3
P2 — P
Notemos que f es sobre pues 1 € Im(f). Ademas la congruencia se tiene pues por un lado

Blz;0] C f(P) y también, para cada p € P,

3 723 o
f(p) =91 + 92 =9 + g? cond. Ore : g2 = Qo

=g + 3% cond. Ore : 23 = 3z

€ Blz;0| + JB(z;0),

donde g3 denota el polinomio obtenido de g2 conjugando cada coeficiente.

Finalmente notemos que f(p2) = 2 = 3% € JB(z;0), pero % ¢ Bx;0] D Jf(P).

xT

Observacion 2.2.6.

e El ejemplo anterior muestra la necesidad de colocar entre las hip6tesis del teorema,
2.2.4 que f(P) sea proyectivo como Blz; o]-m6dulo, lo cual no aparece en los articulos
de Artamonov acerca de mdédulos proyectivos sobre dlgebras de polinomios cuinticos

y productos cruzados (teorema 5.6 de [I]).

e En el numeral 3. de la prueba de hemos modificado el argumento original de

la demostracién de este hecho, pues no es claro en principio, por qué

f(P)+1®pQ

es un B[x;o]-mo6dulo, hecho que utiliza Artamonov para localizar el cociente
N/f(P)+1®pQ,

y por el lema [2.1.13| concluir que

N=f(P)+1®5Q.
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2.3. Comparacién con el caso conmutativo

A continuacién mostramos un cuadro comparativo entre los objetos usados en la prueba
del teorema de Horrocks dada por Paul Roberts (véase [5], capitulo II, corolario 4.2) y la

prueba de Artamonov.

Caso conmutativo Caso no conmutativo

(R, m) dominio local B anillo noetheriano a izq. y Rad(B) = J

A = RJx] anillo de polinomios | A = BJ[z;0] anillo de polinomios torcidos con o €
usual Aut(B)

S C A sistema multiplicativo de polinomios en A

con coeficiente principal invertible

Existe R (x) := S~'A = S~'R[z] | S satisface condicion de Ore a izq., luego existe
B(z;0) := S 1A = S7!B[z;0]
A={g'f €S A grad(g) = grad(f)} U {0}
I=x"'"A={g'f € ST A| grad(g) > grad(f)} U {0}
Qlz;0] := Blz;o] ©p Q, Q (x;0) := B(x;0) @p Q

Presentaremos a continuacién la demostracién del teorema de Horrocks en el caso con-
mutativo como consecuencia de la versién no conmutativa, pero antes necesitamos verificar
un hecho importante.

Si (R, m) es conmutativo local, y M un R-mddulo, su reduccién moédulo m es el modulo
M = M/mM.
Proposicién 2.3.1. Sea (R, m) un dominio local. Si para P € B(A), S~'P es un R{x)-

mddulo libre, entonces existe una base {x;} en S™'P tal que
P =P (mod mS™'P),

con

P':= Rlx]z1 + - - + R[z]zp.

Demostracion. Dividimos la prueba en varios pasos. Sea {x1,...,x,} una R(z)-base de

S~1P. Definamos R(z) := c.c.(R[z]).

1. S—1P es un espacio vectorial sobre R(z):
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e Producto: Notemos que si p € R[] entonces p = @g + - - - + @,z" proviene de
p=ap+---+ax" € Rz].

Para Z € R(z) y z € S~1P, z € S~ P, definimos:

A3

Z ==z,
q

2 |3

donde %z es el producto dado por la estructura de S~'P como R(x)-modulo,
teniendo en cuenta que % € R(x), pues, lc(q) = b, # 0 implica lc(q) = by

invertible.

e La definicion no depende de la clase en R(x) ni de los representantes de los

coeficientes de los polinomios: Si % = %, puesto que R[z] es dominio, tenemos

que pq1 — p1q = 0, luego, t := pq1 — p1q € m[z]. Asi:

t 1
L, plz:(g—&)z:f—zemS_lP.
9 g @ Laq

e La definicion no depende de la clase de z pues si z — 2/ € mS~!' P, entonces

-t e mS~1P gracias a que los elementos de R(z) conmutan.
2. En S—1P, las clases 77, . .., T, forman una R(z)-base:
e Generan: Pues 21, ..., 2, generan S~ P con coeficientes en R{x). Solo hay que

tomar clases en S—1P.

e Son li.: Si
Plapt o+ 22y = Doy oo Py = 0,
q1 qn q1 n
entonces,
P+, cms P
q1 dn
Pero como {z1,...,,} es una R{z)-base de S~1P:
s s
Ployvt+ 2 = 2y 4o 4 2y,
1 an 11 tn

con s; € mfz]. Asi, & =

Sl

=0paral <i<n.

3. P es un R[z]-mo6dulo mediante las operaciones que dotan a P como R[z]-médulo.
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4. P € PB(R[x]): Sabemos que P € P(R[z]), luego:

Rz|" =2 Pa@® N

Y7
R[z]"/mR[z]" = (P® N)/m(P @& N).
Pero,
(mR[z])" = mR[z]", m(P® N)=mP & mN.
Por tanto:

Rle|™ = Rla]™/(mR[z)™ = (P © N)/(mP & mN) = (P/mP) & (N/mN).

Es decir, P es proyectivo finitamente generado.

5. Por el corolario 1.7.16. de [8], como R[x] es un DIP, P es libre pues es proyectivo.

Sea {€7,...,€m} con ¢; € P, una base de P como R[z]-médulo.
6. En S—1P| las im4genes canénicas é1, ..., &, forman una R(z)-base:

e Generan: Sea g € S~1P. Por 5., sabemos que:

Z=piei+ - +Pm em,

entonces,
z=prer + -+ + Pmem (mod mP),
¥,
q q q
Asi,
Z Pl Dm .
- = pjlel +---+ pfmenr
q q q
e Son Li.: Si
zﬂél—F "+p:mem: )
q1 dm
entonces,
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donde cada ¢; € S. Multiplicando por []; ¢;:
ripier + - -+ rmPmem € mpP,
con r; € S. Pasando al cociente P:
1prer+ - +Tm Pm €m = 0.
Entonces, 7; p; = 0 en R[], con 7; # 0. Por tanto p; = 0 pues R[z] es dominio.

Asi:

=0,1<i<m.

SIS

7. Tenemos entonces que n = m pues todas las bases del R(x)-espacio vectorial S—1P

tienen el mismo cardinal. También, existe C € GL(n, R(z)) tal que:

Ql
I

Ty €n

8. La matriz C puede ser reducida mediante operaciones elementales sobre columnas
a una matriz diagonal, es decir, existen Cf, a_l,ﬁ € GL(n,R(x)), con D =
diag(by, ..., by,) tales que C a_l = D, o lo que es lo mismo C = D C;. Enton-

ces:
DCy || =
Ty €n

Como Cj es un producto de elementales en R(z), ella corresponde a un producto de
elementales Cy € E(n, R(x)). Esto nos dice que C es invertible. De la misma manera
D corresponde a D = diag(by,...,b,) con b; € R{x). Como D es invertible, b; # 0,

y asi podemos asumir que b; es invertible en R(z). De esta manera:

T

Ln
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con C' = DC; € GL(n, R(z)) puede ser puesta como la base {x1,...,2,} de S~1P.

9. De 7. tenemos:

e; = x; + z;, con z; EmS‘lP, 1<i<n.

10. P' = P (mod mS~'P):
e Por 9, P! = R[z|x1 + -+ + R[z]zy, = R[z](e1 — 21) + -+ - + R[z](en — 2n), con
2z € mS™'P. Entonces, sip' € P/,p' =p+zconpec P, z€¢ mS~ P,

e Sip € P, como ey, ...,¢, forman una base de P como R[x]-médulo:

p=pier+- -+ ppen tu uEmPQmS_lP
=p1(x1+21) + -+ pa(@n + 20) Fu

=p +z peP, zemS P

O

Anadiremos en el siguiente teorema que nuestro anillo R sea noetheriano, cosa que
difiere de la formulacién original del teorema de Horrocks en el caso conmutativo, pero que
no afecta la prueba del teorema de Quillen-Suslin como se vi6 en el capitulo 1, observacion

1.0

Teorema 2.3.2 (Horrocks). Sea (R,m) un dominio local. Si para P € B(A), S7IP es

un R{x)-mddulo libre, entonces P es libre.

Demostracion. Sea n como en la proposicién anterior. Tomemos en el teorema de Horrocks

Q = R" € P(R). Tenemos un R(z)-isomorfismo f := af:

S71P 2 Rix)" % R(z) @p R" = R™(x).

Con a, 3 isomorfismos de R{x)-moédulos, 8 dado por la hipotesis de que S™!P es libre
y a(pi,...,pn) = > ; Pi @ u;, con {u;ti<i<n la base canénica de R". Sea {z1,...,z,} la
R{x)-base de S~!P como en la proposicién anterior, asi, podemos asumir que §(z;) = e,

con e; los elementos de la base candnica de R(x)". Sabemos que

P =P’ (mod mS™'P),
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con P’ = R[z|x1+ - - + R[z]x,. Luego enviando la congruencia anterior mediante f, como

p—p € mS~LP implica f(p) — f(p') € mR"(z), tenemos:

f(P)= f(P") (mod mR"(z)).

Pero
f(P') = f(Rlz]zy + - -- + R[z]zn) = Rlz]f(z1) + - + R[z] f(2n)
=Rlz]1®@uy)+ -+ Rlz](1 ® up) = ¢ ®idpn(R[x] @ R")
= ¢ @ idgn (R"[2]),

¥ @idpn : Rlz] ®p R" = R"[z] — R{z) @ R" = R"(z)

la inclusién canodnica. Asi,

f(P) = R"[z] (mod mR"(x)).

Finalmente, el teorema de Horrocks asegura que existe un R(z)-automorfismo h de Q{x)

tal que
P2 f(P) = h(R[z] ®r R") = R[z] @ R" = R[x]".

Luego P es R|x]-libre.



CAPITULO 3

Principio de localizacién-globalizacion

En el presente capitulo hacemos una exposicién detallada de la prueba del principio de
localizacion-globalizacién para algebras graduadas y sus preliminares, el cual constituye
una, version de tipo cancelacion del teorema clasico de pegamiento de Quillen. Hemos
anadido una hipdtesis al enunciado con la debida justificacién. La mayoria de resultados
presentados en las dos primeras secciones de este capitulo no son formulados o probados
en los articulos de Artamonov:|I, 2, B]. Su desarrollo constituye otro de los aportes de
la presente monografia. En la tercera seccién, mostramos un cuadro comparativo entre
los objetos usados en la prueba de Quillen y la prueba de Artamonov. Finalizamos el
trabajo con una seccién de observaciones finales en las que comentamos el teorema de
Quillen-Suslin tipo cancelacion de Artamonov, y como éste se relaciona con el principio de

localizacién-globalizacién.

3.1. Algunos anillos de endomorfismos

Como herramientas preparatorias para la prueba del principio de localizacion-globalizacion
necesitamos considerar primero en detalle algunos anillos de endomorfismos, y ciertos ho-

momorfismos distinguidos entre ellos.

Observacion 3.1.1. Sean A una R-éalgebra graduada, A’ subanillo de Ag y M, N A’-

modulos, con M finitamente presentado. Gracias al teorema 2.11 de [I2] y a la proposicion

62
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tenemos los Z-isomorfismos

Homs(A®ay M, A®4 N) ZHom (M, Homs(A, A®4 N))

§HOmA/(M,A®A/ N) = HOTTLA/(M,@AZ' X A N)
€L

g@HOmA/(M,Ai & A N)
1€Z

Es decir, un Z-isomorfismo ¢ con 6 := ¢~

HOTTLA(A(X)A/M,A@A/N) — @iezHomA/(M,Ai(@A/N)
u — (u) = diy(u) + -+ @i, (u)

O(v;) = i v;

donde
qﬁzk(u) M — Aik X A N

)

m  — u(l®m);,

conu(l@m) =u(l®@m); +---+u(l®@m);, €P,;c(Ai ®a N), y v es obtenido por la

propiedad universal del producto tensorial:

AXM‘t)A(X)A/M,

o v

A®A/N

con

Ugl Ax M —)A@A/N

(a,m) > avy(m)

bilineal y A’-balanceada. Notese que 6 preserva el producto por elementos de Z(A).

Proposicion 3.1.2. Sean A una R-dlgebra graduada, A’ subanillo de Ay y M, N A’-

mddulos, con M finitamente presentado. Entonces,
Homa(A®uy M, A®4 N)

es un R-mddulo graduado.
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Demostracion.

o H:=Homa(A®4 M,A® 4 N) es un R-modulo con la suma usual de homomorfismos
y producto por escalar dado por el producto usual de constante por homomorfismo

ru=(r-lu,conre R, r-1€ Ayue€ H.

e Por la observacién tenemos un Z-isomorfismo ¢ con 6 := ¢~

¢: Homa(A®ay M, A® 4 N) — @ Homu (M, A; @4 N).
€L

Asi, H = @p,., Hi, donde

1€EZ

H;:=0(Homy (M, A; ®as N))

e H es graduado, pues si r € R;, v = 6(v;) € Hj, entonces

o(rv)(m) =¢((r - Dv)(m) = (r-Do(L @ m) = (r- 1)v;(m)
:(r-l)Zak@)nk = Zrak@)nk
k k

€ Airj®a N
pues a; € A;. Asi, rv = 0¢p(rv) € 0(Homa (M, Airj @4 N)).

O

Proposicion 3.1.3. Sean A una R-dlgebra graduada, A" subanillo de Ay y M un A'-mddulo

finitamente presentado. Entonces,

Ends(A®a M)
es una R-dlgebra graduada.
Demostracion.

1. E:=Ends(A®4 M) es un anillo con producto dado por la composicion y la suma

usual de homomorfismos, es un R-moédulo por la proposicién anterior, y ademés es
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una R-&lgebra puessir € Ry u,v € E, entonces

r(uo(z)) = (r-D(u(v(z)) = (r- Duv(z)) = (ru)(v)(z),

r(uwv(z)) = (r- D(u(v(z)) = u((r- Do(z)) = u(ro)(z),
para cada z € A®@4 M.

2. Por la observacion tenemos un Z-isomorfismo ¢ con 6 := ¢~

¢ : Enda(A®a M) — @) Homa (M, A; @4 M).
€L

Asi, E=@&,., E;, donde

1EZ
E;:=0(Homa (M,A; @4 M)).
3. BiE; C Ejyj: Sean u = 6(u;) € E;, v=0(vj) € E;. Entonces
¢(uv)(m) =uv(1 @m) = u(v(l ®m)) = u(v;(m))
= ulak @mi) =) ajui(my)
k k
= Z Z apa; @ my; € Ay @ M,
kool

pues aj, € A, a) € A;. Asi, uv = 0p(uv) € O(Homa (M, Aiyj @4 M)).

R;E; C F;;: Por la proposicién anterior.

O

Proposicion 3.1.4. Sean A una R-dlgebra graduada positivamente, A’ subanillo de Agy
y M, N A’-mdédulos, con M finitamente presentado. Dado ¢ € h(Z(A)) se tiene un Z-
endomorfismo del R-mddulo Hom(A ® 4 M, A®4 N) dado por:

Hompo(A®a M,AR4 N) — Homuy(A®@a M, A®4 N)
f — fle)=0(fo+chi+Efat -+ fn)

para fo+ fi+ fot+ -+ fa=0(f) y fx € Homa (M, Ay, @4 N).
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Demostracion. Sean f,g € Enda(A@a M), fo+ fi+ fo+- -+ fa=0(f), 90+91+92+

-+ gm = ¢(g). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que n = m.

(F+9)(c)=0(fo+go+c(fr+g1) +P(fa+g2)++ " (fa+ gn))

:9(f0 +Cf1 + CZfQ + -+ Cnfn> +9(go + cg1 + 0292 4+ 4 Cngn)
=f(c) + g(c).

O

Proposicion 3.1.5. Sean A una R-dlgebra graduada positivamente, A’ subanillo de Ay,

M, N A'-mddulos finitamente presentados, y L un A’-mddulo. Dados ¢ € h(Z(A)),
g < HOTTLA(A XA M,A@A/ N) Yy f S HOTTLA(A X ar N,A@A/ L),

entonces:

Demostracion. Sean ¢,0, ¢', 6", ¢" 0" los isomorfismos naturales relativos a Hom (A ® 4/
N,A X A L), HomA(A X ar M7A X ar N) y HomA(A X ar M,A X A L) respectivamente.
Escribamos fo+ fi+ fa+- -+ fo = ¢(f), go+ g1 + g2+ - - + gm = ¢'(g9). Podemos asumir

que n = m.

fg(c) =00(f)0'¢'(g)(c) = (0(fo) + -+ + 0(fn))(0'(90) + - + 0 (gn)) (c)

ZZ@ 10" (90))(€) = > 0(f)¢(95)(c)
=0 j=0 =0 j=0

S 06 (0(£)0'(4)

7=0

>

Z HI0(£)0' (95) che £)0' (g7)

=0 i=0 j=0
=(0(fo) + -+ +c"0(fu)) (0 (g0) + -+ + "0 (gn))
=0(fo+ -+ "f)0'(go+ -+ "gn)
=f(c)g(c).
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Noétese que

¢"(0(f)0'(95)) € Homa (M, Airj @ L).
O

Proposicion 3.1.6. Sean A una R-dlgebra graduada positivamente, A" un subanillo de Agy
y M un A'-mddulo finitamente presentado. Dado ¢ € h(Z(A)) se tiene un endomorfismo
del anillo Ends(A ®4 M) dado por:

EndA(A X ar M) — EndA(A & aAr M)
f — fle)=0(fo+chi+Efat -+ fn)

para fo+ fir+ fo+ -+ fn = O(f) y fr € Homa (M, A @4 M). En particular, el

endomorfismo preserva invertibles, es decir, automorfismos.
Demostracion.

1. La aplicacién definida es aditiva por la proposicién

2. La aplicacién definida es multiplicativa por la proposicién

id(c) =0(1® ) =id.

Para id = idppna,(As , M), Puesto que ¢(id) = (1@ _) € Homar/(M, Ag @4 M).

O

Proposicion 3.1.7. Sean A una R-dlgebra graduada positivamente, A" un subanillo de
Ao y My, ..., M, A'-mdédulos finitamente presentados. Dado ¢ € h(Z(A)), se tiene un
endomorfismo del anillo End(A®a My & --- & A®a M,) dado por:

End(A@y M1 ® - - ®AQ4 M,) — End(Aa My ®---® AR My)

o = [ijlnxn — a(c) = [ (0)]nxn

En particular, el endomorfismo es invariante respecto al grupo elemental, y preserva inver-
tibles, es decir, automorfismos. Aqui, [ajlnxn con a;; € Hom(A®a M;, A®a Mj), es la

matriz de la observacion[.3.3.
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Demostracion.

e id(c) = id pues para cada i, idag ,, M, (c) = idag ,,m; POr la proposicién anterior.

e La aplicacién es aditiva: Por la observacién y la proposicion [3.1.4] si
a,BEENdARy My @ --- & AR M,),
entonces
(a+B)(e) = [(eu5 + Big) ()lnxn = leuj(c) + Bij(c)lnxn = alc) + B(c).
e La aplicacion es multiplicativa: Si
a,B € End(A®@a M1 @ --- & ARy M,),
entonces

(O‘B)(C) = [(Z O‘ikﬂkj)(c)]nxn = [Z aik(c)ﬁkj(c)]nxn = Oz(C)ﬁ(C).
k=1 k=1

e La aplicacién es invariante respecto al grupo elemental: Como preserva la composi-

cion, basta ver que preserva automorfismos elementales. Sea,
id+1Y e E(A®a My,...,A®u M,),
entonces
(id + ) (c) = id(c) + p(c) = id + p(c) € E(A®a My,...,A@x M,),

por la proposicién
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3.2. Prueba de Artamonov
Lema 3.2.1. Sea m un nimero natural. Entonces:
(x1 + :1:2)2m = z"hi(x1, x2) + x5 ho(x1, x2),
en el anillo Z[xy, xs|, donde hy(x1,x2), he(x1,x2) € Z[x1, 22| SON de grado m.

Demostracion.
am 2m
(1 +x2)2m = E < } >a:21x§m_’

0
2 2m
)wﬁx%m’ + E < ; >m21x§mz

i=m+1

m 2m
:xm(z 2m .Ti mmfi) _|_l,m( Z 2m xifmemfi)
2 i 142 1 i 1 2 :
1

=0 i=m+

1

> (%

1=0

Luego, obtenemos nuestro resultado tomando:

Proposicion 3.2.2. Sean m € N yl € Z". Entonces:
(z1 4 20)2™ = 2Thl (21, 20) + 2hy (21, 22),

en el anillo Z[x1,x2], donde hy(x1,x2), ho(x1,22) € Z|x1,22] son de grado 2ml —m y m

respectivamente, y hi(x1,x2) depende de l.
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Demostracion. Por induccion sobre . El caso [ = 1 es precisamente el lema [3.2.1] Supon-

gamos el resultado para [, y veamos para [ + 1:

(xl + $2)2m(l+1) :(1,1 + x2)2ml(x1 + x2)2m

=(a3" Wy (w1, w2) + @Ry (21, 22)) (@5 ha (w1, 22) + 2R (21, 22))
+1
=y VRGN (1, ) + 2B (21, 22) 25 ho (21, 22)
+ R (21, 22) 2 R (1, 20) + TR (21, w2) 2R (21, 22)

I+1
:xqzn( " )hlzﬂ(xhxz) + 2" hi (21, 22).

Aqui, la segunda igualdad estd dada por la hipdtesis de induccién y el caso [ =1,
hi(zy + mg) 1= hy (w1, w2)ah ho (w1, w2) + B (w1, )25 Wy (w1, 22) + hY (w1, w2) 2" h] (21, 72)
es de grado 2ml +m, y ha(x1,z2) es el polinomio del lema O

Sea A un anillo graduado positivamente y Z(A) su centro. A tiene estructura natural
de Z(A)-algebra dada por la inclusion de Z(A) en A. Sea Z un subanillo graduado de A
contenido en Z(A). Asi, A también tiene estructura de Z-algebra graduada positivamente.
Supongamos ademés que ningin elemento no nulo de Z es un divisor de cero en A. Sea a
un elemento homogéneo y no nulo de Z. Recordemos que A, es la localizacion del anillo
A por el sistema multiplicativo {1,a,a?,...}. Denotamos por A} la parte no negativa de
la localizacion Z-graduada A, (véase . En lo que sigue, la componente homogénea de

grado i de A sera denotada por Al (7).

Lema 3.2.3. Sea a € Z,, \ {0}. Entonces Ag estd incluido en A (0) de manera natural,

y por tanto puede verse como un subanillo. En particular, AT (0) es Ag-mddulo a derecha.

Demostracion. Recordemos que

A+(0):{§ |z € Aj,s € Si, s =al,i =ml},

a

y que la aplicacién canénica

e 1 A — AT
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es inyectiva pues a no es divisor de cero en A. Tenemos entonces que ¥ se restringe a un

homomorfismo de anillos inyectivo
Yala, : Ao — AS(0),

con Yg(x) = 7. O

Corolario 3.2.4. Sean M y N Ag-mddulos, con M finitamente presentado y a € Z \ {0}

un elemento homogéneo. Entonces
HomA;r (Ati_ ®a, M, Ajz_ ®Ao N)
es un Z-mddulo graduado mediante un isomorfismo ¢, con inverso 0,:

o : Hom g4 (AF @4y M, AT @4, N) — @ Homa, (M, Af (i) @4, N),

1€EN
como en la proposicion [3.1.9
Demostracion. Consecuencia del lema anterior y la proposicién O

Corolario 3.2.5. Sea M un Ag-mddulo finitamente presentado y a € Z\ {0} un elemento
homogéneo. Entonces

End 41 (AT ®a, M)

es una Z-dlgebra graduada mediante un isomorfismo ¢, con inverso 6,:

o : End g5 (AT @4, M) — @D Homa, (M, Af (i) ® 4, M),
1€EN

como en la proposicion |5.1.2,

Observacion 3.2.6. Sean M, N Ap-médulos y S un sistema multiplicativo de elementos

homogéneos de Z. Como en la observacién [3.1.1] tenemos:
Hom (A5 @4, M, AG @, N) 2 Homa, (M, Hom g1 (A, A ®4, N)) =2

Homa, (M, A§ @4, N) = Homa, (M, (6P AL (i) @4, N).
€N
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Es decir, un Z-isomorfismo \g con ug := )\51:

Ag : Hom +(A+®AOM,A+®AON)—>HomAO AJr ) @4, N).
At g S
zGN

En particular, para a € Z \ {0}, S = {1,a,a?, ...}, tenemos un Z-isomorfismo A, con

fa i= A5t

)\a:HomAg(A;;@AO M, AT @4, N) — Homa,(M @A+ ) @4y N).
1eN

Observacion 3.2.7. Sean M un Ap-médulo, N un Ag-modulo plano y a € Z \ {0} un
elemento homogéneo. Por la demostraciéon del lema tenemos una inyeccién canénica
Yo ®idy 1 A®ay N — AT @4, N,

que induce una inclusién natural:

VYo @idy o Homa,(M,A®a4, N) — Homa,(M, A} @4, N).

Definicién 3.2.8. Sean A una R-dlgebra graduada positivamente, A" subanillo de Ag y M

un A'-mddulo. Sea u € Enda(A ®a M). Definimos o(u) > n si

zEN

Proposicion 3.2.9. Sean M un Ag-mddulo finitamente generado, N un Ag-mddulo plano

ya€ Zy\{0}. Entonces

Hom y+ (Af @4y M, AF @4, N) = | ) a ™ pa(Homa, (M, (D Amisi) ©4, N)).
keN €N

En particular, todo morfismo u € Hom 4+ (AF ®@a, M, Ax @4, N) es de la forma a™*puq(u'),

con o(pa(u')) > mk.
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Demostracion. 2:Paracadak € N, pig(Homa, (M, @;en(Ami+i)®4,N)) € Hom 1 (AT @4,
M, A} ®4, N). Ademis, a=% € Z(AZ}), y por tanto,

a F pa(Homay (M, @D (Ampsi) ®a, N)) € Hom 1+ (A @4, M, Af @4, N).
€N

C: Sea u € Hom 44 (AF ®a, M, A7 ®4, N), entonces
Aa(u) =u(1® )€ Homa,(M, Al ®4, N),

pero como M es finitamente generado y a € Z(A), entonces existe k € N de tal manera

que aF X (u) € Homa,(M, A®4, N). Asi,
0 pa(aXa(w)(y ® 2) = a7 Fy(a"Aa(u)(2)) = a Fy(a"u(l © 2)) = yu(1l ® 2))

= u(y ® 2),

para y ® z € AF ®4, M. De esta manera u = a ¥ju,(a¥A(u)). Finalmente, a*\,(u) =
Ao(a*u) € Homay (M, D, en(Amk+i) ®4, N). En efecto, supongamos que existe n < mk, y
z € M tal que (\o(a¥u))(2)n € A ®a, N es no nulo, entonces \g(u)(2) = (a=*\,(aFu))(2),
v (a7* A (@) (2)n_mp € Aa(n —mk) @4, N es no nulo, con n —mk < 0, lo que es una

contradiccion pues A\, (u)(z) € AT ®4, N. O

Observacion 3.2.10. Sean a € Z\ {0}, b € Z\ {0} elementos homogéneos. Del lema

tenemos una inclusién natural de anillos

que preserva grados, y que por tanto se restringe a una nueva entre las partes no negativas:
+ +
Ay — Ay

Lema 3.2.11. Sean S1 C So subconjuntos multiplicativos de elementos homogéneos de Z.
Entonces

(AL, = AL
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Demostracion. De la demostracion del lema [1.2.6] tenemos los homomorfismos de anillos

Qs (AS1)52 = AS2

G2 — 5g

B : AS2 = (Asl)SZ
% — (%)/82

los cuales, por cuestiones de grados, se restringen a homomorfismos entre las partes no

negativas:

a:(A)e, — AS,,
B: AL — (AL)S,

Pero a3 = id = Ba, segin Notese que (A:gl)jg’2 puede verse incluido naturalmente

en (Ag,)s,, mediante la composicion:

i Js
(A:qu)jq; — (Ag )52 = (A51)527

1

donde i (respectivamente j) es la inclusion natural de la parte no negativa de (AJSF1 )s, (resp.
Ag,) en (%l‘gl)s2 (resp. Ag, ).

O

Lema 3.2.12. Sean A un anillo graduado, y a,b € Z(A) \ {0} elementos homogéneos.

FEntonces:

(AD)) = Ay

Demostracion. De la demostraciéon de tenemos los homomorfismos de anillos

[ (Aa>b = Aab

L ﬂ a/77L bTLx
(Z)/t ’
an 1 (ab)m+n
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que se restringen a homomorfismos entre las partes no negativas:

a: (A5 — A,

™I

: A:b — (AD)f

a /b
y con aff = id = Ba, segin [1.2.9]
0

Lema 3.2.13. Sean A un anillo graduado, y a € Z(A)\ {0} un elemento homogéneo. Para

cada n € Z se tiene el isomorfismo:
+ gt
Ay = AT,
Demostracion. Los homomorfismos de [1.2.1(]se restringen a homomorfismos entre las par-

tes no negativas, y constituyen un isomorfismo. O

Observacion 3.2.14. Sea S un subconjunto multiplicativo de elementos homogéneos de

Z. Tenemos una inyeccién candnica

C:A>—>A§

r

=8

dado que S consiste de no divisores de 0 en A. Sean N, M Ap-mo6dulos, con N plano. El

funtor localizacién induce una aplicacién

loc: Homa(A®ay M,A®4, N) —> HomA;(A;r ® A, M,AJSr ®4, N)

f — doc(f): Z@me Lf(wem)=Lf1@m)

Comnsideremos la inclusién

(®idy : A®ag N — AL @4, N.
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Se puede verificar que loc puede obtenerse también mediante la composicion:

Homa(A @, M, A®4, N) 2sHoma,(M,A®4, N)
0

(C®’idNo

= Homa, (M, A ®4, N)

1
rHom 1 (A ®a, M, A5 @4, N),

1R

y asi, loc resulta ser un Z-homomorfismo inyectivo. Mas aun, si My, ..., M, son Ap-moddulos

planos tenemos una inclusion natural loc:

End(A®a, Mi @ ®@ A®ay My) — End(AL @4y M1 @ @ AL ®4, M,,)
o = [®j]nxn > [locij(cij)]nxn

con

OCqj

l
Homa(A®a, Mj, A®4, M;) —> HomAg(Ag ®a, Mj, AL @4, M;)

la inclusién natural del comienzo. Aqui, [aj]nxn con a;; € Hom(A®a, Mj, A®a, M;), es

la matriz de la observacion [L3.3

Observacion 3.2.15. Sean 51, S subconjuntos multiplicativos de elementos homogéneos

de Z. Notemos que segin el lema tenemos la inclusién
At +\+
¢ Ag — (A51)52

dado que

1/]52 : ASI — (AS1)5'2

es inyectiva pues Sy consiste de no divisores de 0 en Ag,. De la observacion [3.2.14] tenemos

un Z-homomorfismo loc inyectivo:
loc : Hom AL, (A3, ®a, M, Ag @4, N) — Hom, A§1)§2((A§1)§2 ®a, M, (A5)E ®a, N).
El induce una inclusién natural loc:

End(A§ @4, M1 @ -+ ® Af) ®4, My) —

End((AL)E, @4, M1 @ - @ (AL)E @4, M),
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En particular, si S1 C Ss, por el lema[3.2.11] tenemos que
(A:;)gz = Ag'_Q’
y por tanto tenemos

loc: Hom i (AL, ®a M, AL ©4, N) —> Hom AL, (Af, ®ag M, AL @4, N)

f — loc(f): L@m Zf(1®@m)

y una inclusiéon natural loc:

End(Af @4, M1 & -+ ® AL @4y My) — End(Af @40 My ® - & AL @4, M)

o = [jlnxn — [locij(@ij)]nxn

Especificamente, para a € h(Z \ {0}), S1 := {1,a,a?,...} y Sz := h(Z \ {0}), tenemos
loc : H0771Aa+(14;r ®ay M, AT @4, N) — HomA;rQ(A;r2 ®a, M, Aigz ®a, N),
v una inclusién natural que denotaremos por locz:
End(Af @4y My @ - ® A} @4, My) — End(Af @4, My @ -+ @ Al @4, My,).

Definicién 3.2.16. En lo que sigue a la localizacion A;, con So := h(Z \ {0}), la deno-

+
taremos por A7

Proposicion 3.2.17. La inclusion de la observacion[53.2.1/
loc: End(A®a, M1 @ ® A®ay My) — End(AL @4y My & - ® AL @4, M,,),

es un homomorfismo de anillos y es invariante respecto al grupo elemental. En particular

preserva invertibles, es decir, automorfismos. Esto es vdlido en particular, para:
locy : End(Af @4y M1 @ -+ ® Al @4, M) — End(A}, @4, M1 & - B A} @4, My).

Demostracion.
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e Notemos que loc es un Z-homomorfismo pues cada loc;; es un Z-homomorfismo por

la observacion [3.2.141
e loc(id) = id: Si 1 <1 < n, entonces, para id = idAg 4, M;»
lOC”(Zd) :MS(C ® idys o _))\(ld)

=ps((Qidyo _)(1® )

=ps(1® _) = idA‘§2®AO]\/[i‘

e loc(af) = loc(a)loc(f):

n

loc(af8) = loc([aBijlnxn) = loc([Z(aikﬂkj)]an)

k=1

= [Z lOCij(aikBkj)}an = [Z lOCik(aik)lockj(ﬁkj)}an

k=1 k=1

= [(loc(@)loc(B))ijlnxn-

pues loc;j( ik fr;) = locik(auk)lock; (Brj) dado que la localizacion por S es un funtor.

e [oc es invariante respecto al grupo elemental: Como loc preserva la composicion, basta

ver que loc preserva automorfismos elementales. Sea
id+vy € E(A®a, My,...,A®a, M,),
entonces

loc(id + 1) = loc(id) + loc(y) = id + loc(y) € E(AL ®a, My, ..., AL @4, My,).

O

Definicion 3.2.18. Sean R un anillo, y P € B(R). Decimos que P es estrictamente

proyectivo si R es sumando directo de P™ para algin n € Z7.

Lema 3.2.19. Sean a,c € Z,, \ {0}, P1,..., P, Ag-mddulos estrictamente proyectivos con

n>3yk,s,qeN. S5i

w=rid+a %y e BE(A} @4, P1,..., Al @4, Pn)
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con

y: A®a, P — A®a, Py ,0(y) > mk, j#j';
Y

v=1id+c *alz € BE(Al ®a, P1,..., Al @4, P,)
con

2: A®p, B — A®a, Py, o(z) >m(s—q), i #1i';

entonces, si q espar y s > 2 >k,

N

utou € E(Ai' ®a, 1, .- -,Ai ®4, Pn)

es producto de automorfismos elementales de la forma

. _g 9_
id+ ¢ % az7 kg,
con

T:AQa P — AR Py, i # 17

Demostracion. Gracias a la observacion a la proposicién [3.2.17, podemos hacer nuestros
célculos en E := End(A} @4, P1 & -+ @ AJZr ®4, Pn)- En lo que sigue, estara implicito el

uso de las inclusiones locy relativas a a y c.

utou =(id — a "y) (id + ¢ *a%2)(id + a *y)

=(id — a *y)(id + ¢ *a%z + a Fy + ¢ *aT Fzy)

=id + ¢ a%z +a Ty +cCal ey —aThy — ¢ Cat MYz — el yzy

—id+c%a%2 + ¢ *a P2y — ¢ %aTFyz — 2T y2y.
Tenemos tres casos:

1. i/ # j: De esta manera yz =0y

utou = id + ¢ *alz + ¢ *at %2y = (id + ¢ *a%2)(id + ¢ *a? F2y)
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= (id + ¢ *a% %k 2) (id + ¢ *at* 2y).
. j'#i: En este caso zy =0 y

You=1id+ ¢ %a%2 — ¢ % *yz = (id + ¢ *a%2)(id — ¢ a9 yz)

u

= (id + ¢ *a% " 2) (id — ¢ a9 Fy2)

i =jyj =i:Comon > 3, existeig # 1,7, 1 < ip < n. Dado que P;, es estrictamente
proyectivo, existe kg € ZT tal que Pi]f)o tiene como sumando directo a Ag. Asi, existe

t € Z* tal que hay un Ap-homomorfismo sobreyectivo
o Pfo — Py
por ser Py proyectivo, y por tanto tenemos un A-homomorfismo sobreyectivo
a:(A®a, Piy)t — A®4, Py.

Ademas, como A ® P; es A-proyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A®A0 P,

(A®a, Pry)t —=— A®24, Py

donde 8 = [B1,..., 8", a = [a1,...,0q). Asi 2z = Zi:l o Br, y por tanto,
t

v=td+c *alz = id + c_saq(z afr)

r=1

t
=id + Z c *alo, By
r=1

(id + ¢*a%a, ;)

I
'E“

q
Il
—

I
zﬂ

lid+ ¢ *aay,id + a? 53,] llema [1.3.24]

ﬁ
Il
—_

(id + ¢ *a% o) (id + a2 B,)(id — ¢ *a2 o) (id — a2 B,).

|
Er&-

ﬁ
Il
—
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1

De esta manera, u~vu es producto de elementos de la forma:

u(id ¥ a2 B)u = (id F ot ~F)) (id F afFBy),

uw N id F e *atap)u = (id F ¢ *a? Fal)(id + ¢ *a? Fya,),
por los casos 1:(ig # j) y 2:(j" # io) respectivamente.

O

Teorema 3.2.20. Sean a,b € Z,\{0} cona+b# 0,y Py,..., P, Ag-mddulos estrictamente
proyectivos. Si

u€ E(Af ®a, P1,..., Al ®a, P,) parar > 3,

entonces para cada m € N suficientemente grande y divisible por 2!, donde | es el nimero

de factores elementales de u,
ulo u(€) € E(A(;_b ®4a, P1,y-- -, A:er ®4, Pr),

con & = &(m) = (a+b)"2™b™hy, y hy = ha(a,b) como en el lemal3.2.1]

Demostracion. Primero notemos que gracias a la observacién podemos asumir que
u€ E:=End(A} @4, P1®---® A} @4, P,), asi tiene sentido u(¢) € F por la proposicién
ya que £ € Z(A%)(0). En lo que sigue haremos nuestros calculos en E, y estard
implicito el uso de la inclusién locy relativa a a. Probaremos que u~! o u(£) es producto

de automorfismos elementales de la forma

m (2_(%)10_1)k

id+ (a+b) a2~ z € B(A, ®ay Pr,., AL @4y P,

conx € Homa(A®a, Py, A®a, Py) y lo <, por induccién sobre el nimero [ de factores

de una descomposicién de u como producto de automorfismos elementales de la forma

id+a "y € E(A} ®a, P, ..., AT ®4, P),
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cony € Homa(A ®a, P, A ®4, Pi). Notese que es posible tomar el mismo k -divisible

por 2i- para todos los factores de u y que u considerada como elemento de F es también

elemental por la proposicién [3.2.17

e Caso | = 1: En este caso u = id + a ¥ u,(u’) con o(ug(u')) > nk segtin De esta

manera,

u™ o u(€) =(id — ™ (o () 0 (id + a " (a(u'))) (€)

Noétese que por la proposicién la evaluaciéon por £ es un Z-homomorfismo
y id(¢) = id. Por otro lado, podemos escribir ¢q(pa(u’)) = Y3t u} con u) €

i=nk

Homa, (Pj, A(i) ®a, Pjyr) y j # j' fijos. De esta manera:

Ma(u/) = 0a¢a(:ua(u/)) = Z Ha(u;)'

i=nk

—0a () + & (0a () () = — Oa(uf) + &0 (uf)
=(=1+ & ™0, (uf)
=(=1+ ((a +b) 2" hy) =)0, (ul)

(2

= (a+b)2"a" 0, (uf), [prop. 3:2.7]

donde, hy = hi(a,b) es como en 3.2.1] Lo anterior implica que

u™tou(€) =id +a (—pa(u') + € (pa(W)(€)))

=id +a "y (=0a(u)) + & (0a(u))(€)))

i=nk

t
=id — Y (a+b) 2" am 0, (uf)

i=nk
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t
= [ tid = (a + b) >R am 00, (uf)) € B(AL, ®a, Pry.. o, AL, ®a0 Pr).

i=nk
Aqui, (a+b) "2kl gm=kp, 0, (u}) € HomAa++b (A7, ®a, Py, AL, ®a, Pyr) para m

suficientemente grande.

e Supongamos ahora nuestro resultado para automorfismos con descomposicion co-
mo producto de [ automorfismos elementales, y veamos para [ + 1. Sea w = vu =
v(id 4+ a"*pu,(u')), donde v es un producto de I automorfismos elementales y u es un

automorfismo elemental como en el caso [ = 1. Por hip6tesis de induccion

t
li_l)k

m (9 (1
v to v() = H(id+ (a+0b)"%q2li T 2-(3) z),
=1
con
zi: AQa, Pj; — A®a, Py,
y

Lo Gd+ (a+b)~saz T @G 1o u(e),
i=1

pero, por el lema [3.2.19] cada morfismo u~!(id + (a + b)_sia2l:n;17 a

producto de automorfismos de la forma

F-@-()'k

id+ (a+b) Fa2t zceonl+1<1+1,

y como en el caso [ = 1:

tl
uou@) = ] (id— (a+b)"2"amFhy 0,44 (uf)).

i=nk
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Observacion 3.2.21. Supongamos que Q € P(Ap), P € P(A) y que
(A®a, Q) D A’ = P @ Ae,

donde e, e’ son bases de los modulos ciclicos Ae y Ae’ respectivamente. Notese que la

igualdad anterior induce una igualdad
AT @4 (A®a, Q) @ Ae) = AT @4 (P @ Ae).

Pero

AY @4 (A®a, Q) @A) = (A} @4 (A®4, Q) & (AT ®4 A€')

>~ (A @4, Q) @ Ate

A @4 (P® Ae) = (A @4 P)® (A @4 Ae) = (A @4 P)d Afe.

Ademaés estos isomorfismos pueden verse como igualdades, pues por ejemplo el segundo

isomorfismo esta dado por (veéase [§]):

(A @a P)® Ate — Al @4 (P @ Ae)
n®p-+ me — nNR®p+me. '

De lo anterior podemos considerar la igualdad
(Af @4, Q) B Afe = (Af ®a P) & Afe.
La observacién anterior nos permite formular la siguiente definicion.
Definicion 3.2.22. Supongamos que Q € B(Ap), P € P(A) y que
(A®a, Q) D A’ = P @ Ae,

donde e, e’ son bases de los médulos ciclicos Ae y Ae’ respectivamente. Para cada natural

n, denotemos por Vy, al subconjunto que consiste del cero y todos los elementos a no nulos
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de Z,, para los que existe un automorfismo
u € AutAg((Aj ®a, Q) ® A€,

con u(e') = e. Definimos

V.= Z OV,.

neN

Observacion 3.2.23. Supongamos que @ € B(Ap).

1. Tomemos M := Q @& Ape’, entonces
A4y M =A®4, (Qd Age’) = (A®4, Q) B A€’

Este isomorfismo identifica a 1®e’ € A®4, M con e’ € (A®4,Q)® Ae’. También, M
es Ag-plano y finitamente presentado por ser proyectivo. Recordemos que si a € V,,,

de la observacion tenemos las inyecciones canoénicas
Vo1 A — AT,
VYo @idy : ARay M — A @4, M.
Esto nos permitira restringir automorfismos de
G = AutA‘J{(A;_ ®a, M),

a automorfismos de

G := Auts(A®4, M).

Precisamente, el proceso de restriccion, tiene como proceso inverso la inclusion (3.2.14

loca : Enda(A®a, M) — End,+(AF @4, M).

2. Gracias a la proposiciéon y tenemos isomorfismos ¢ y ¢q, con inversos 6 y

0, respectivamente:

¢ : E := Enda(A©a, M) — @D Homa, (M, A; @4, M)
1€N
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o Ea = End 1+ (A} @4, M) — @ Homa, (M, A} (i) ®4, M),
ieN

para cada a € Z.

Definicion 3.2.24. Sea
>n

Es claro que I, es un ideal bilatero de A.

Teorema 3.2.25. Supongamos que Q € P(Ay), P € P(A),
(A®4, Q) B Ad = P Ae,

y que V # {0}. Sea M := Q & Ape’. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Q= P/I,P.

ii) Existe v € Auta,(M) tal que y(e') = eg, donde ey es la componente de grado 0 de e

en la descomposicion @,y Ai @4, M.

i) St v € Aut 4+ (Af ®4, M) con a € Z, \ {0}, es tal que v(e') = e, entonces existe
u € Aut o+ (AT @4, M) tal que u(e') = e, y ug € Aut,(M).

w) Siv € Aut 4+ (Af ®a, M) con a € Z, \ {0}, es tal que v(e') = e, entonces existen
u € Aut (AT ®a, M) tal que u(e') = e, y s € ZT tal que sir > s, u(a”) €
AutA(A @A M)

Demostracion. Primero notemos que la igualdad
(A®a, Q) A’ = P& Ae
induce los isomorfismos:
(A®a, Q) ® A) /(11 ®4, Q) © i) = (P © Ae)/(ILP & Iye),

(A ®A0 Q)/(Il ®AO Q) @Ae’/fle’ = P/IlP@Ae/Ile,

Q& Ape' = (Ag @4, Q) ® A’ = P/IL P @ Age.
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Tenemos entonces un isomorfismo
G- P/IlPGBAoe — M = Q@Aoel,

con f(e) = ep.

e i) = ii): Como @ = P/I, P, tenemos un isomorfismo
a: M= Q@Aoel — P/IlPGBAOe,

con a(e’) = e. De lo anterior, v := fa € Aut,(M), con y(e') = eo.

e i) = iii): Sea v € Aut 4+ (AF ®4, M), con v(e’) = e. Como = es un automorfismo,
entonces

idyr @7 A @ay M — Af @4, M

es un automorfismo. Asi
u:=vo6b((v ")) o (idy+ ®7) € AutAj(Aj ®a, M),

u(e’) =vob,((v 1)) o (idy+ ® Y)(E) = vobu((v™1)0)(eg) = v(e) =,

up=1®~v € Auta,(M),

pues

911(“0) = 9@(7}0)911((@_1)0)9@(1 ® 7) = 011(1 & 7)

e iii) = iv): Mostremos que existe tal s € Z*. Escribamos ¢,(u) = ug + - - + uy,. Por
la hipotesis i),

ug € Aut 4,(M).

Ahora notemos que para 1 <i<n

u; € Homa, (M, A (i) @4, M).
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Pero como M es finitamente generado, existe k; tal que
a"u; € Homua, (M, Aj @4, M)
para cierto j y cada r > k;. Asi, si ro = méxj<;<p{k;}, para r > rg, tenemos:
u(ar)|A®A0M =04(up+a"u; +---+ amun)]A®AOM € Enda(A®a, M).
Finalmente, sea ™" el inverso de u en G,. Podemos tomar r; tal que para r >
u Ll (a") € Enda(A®a, M).
De esta manera, para r > s := max{ry,ro}

u(a"u "t (a") = uut(a") = idyrop (@) =id g+ g

u™H(au(a") = utu(a") = id g g (07) = id gg g

en End,+ (AF ®4, M). Esto implica adicionalmente que u~!(a") es la inversa de
u(a”) en

EndA(A X A M)

e iv) = ii): Basta tomar 7 := ug, para algan v correspondiente a a € V' homogéneo no

nulo.

e ii) = i): Tenemos un isomorfismo
By M=Q® A — P/ P ® Age,
con B 1y(e') = e. Luego Q = P/I, P.
O

Recordemos que A es un algebra graduada positivamente con estructura de Z-modulo

sobre un subanillo graduado Z contenido en el centro Z(A). Estamos asumiendo que Z no
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tiene divisores de cero en A. A} es la parte no negativa de la localizacion Z-graduada A,,

para a un elemento homogéneo y no nulo de Z.

Teorema 3.2.26. Supongamos que Q € P(Ap), P € P(A), Q = P/I1 P, y que
(A®4, Q) D A = P Ae,

donde e, e’ son bases de los mdédulos ciclicos Ae y Ae' respectivamente. Para cada natural
n, denotemos por V,, al subconjunto que consiste del cero y todos los elementos a no nulos

de Z, para los que existe un automorfismo
u € Aut 41 ((Ag ®4, Q) ® Ag€’),

tal que u(e’) = e. Entonces

Vi=> oV,

neN

es un ideal graduado de Z.
Demostracion.

1. ZV C V.

Sean a € V' y u, € G, su automorfismo respectivo, con uq(e’) = e. Sea b € Z \ {0}
homogéneo. Por la observacién [3.2.10] A;; es un Af-moédulo derecho. Tenemos que
u, induce

id®ug : Af, ® 4 A ©ag M — Af ® 44 AT @4, M,

pero

+ + ~ g+
Apy ®ax Ag = Ay,
Tenemos entonces un automorfismo

Upg : Af, @4y M — Af @4y M

ﬁ@m — (bg)n“a“@m):ﬁua(w@m),

el cual cumple up, (1 ®€') =ug(l1®e') =e.
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. En los numerales 3-9 veremos que si a,b € V,,\ {0} y a+ b # 0, entonces a + b € V,,.
Sean u, € G4 v up € Gy los correspondientes automorfismos. Veamos que existe

w € Ggip tal que w(e') =e.

. Segun [3.2.17], para a € Z \ {0} homogéneo, tenemos una inclusion natural que es un

homomorfismo de anillos:

locg : EndA;;(Aj ®4, M) — ]E’ndAJZr(AJZr ®ay M).

. Gracias a la proposicién tenemos un isomorfismo ¢ con inverso 6;:

o1 End (A} @4, M) — B Homa, (M, AL (i) @4, M).

1€EN
. Por el lema [3.2.1} (a + b)?" = hi(a,b)a™ + ha(a, b)b" para cada n € N ya que a,b €
Z(A).

- g o (uzt(€)) € Gyip, para m > 2s, donde s esta dado por iv) en el teorema [3.2.25

El siguente célculo es posible gracias a la inclusién locz de 3. De esta manera, en lo que
sigue no haremos distincion entre locz(ug) y uq. Seam > 2s. Si ¢ (uy!) = vo+- - -+vp

y & 1= ho(a,b)b™(a +b)~2™ € Z(A})(0), entonces

U © (ug " (€)) = uabi(vo + vy + -+ + Evy) =

n n

uab[1(ug") + D (€ = Vo] = idg, +uabr[Y (€' = )vi] =

i=1 i=1

n

idg, + uaﬁl[Z((l — hi(a,b)a™(a+ b)) — 1)y;] =

idG“”“gl ( ) 1)’ ha(a,b) a’™ (a + ) 7*™7) — L)v;] =
1 7=0 J

=

n 7

idg, + uabh| Z ( ) 1Y hi(a, by a?™(a 4 b) =2 )] =

i=1 j=1

idg, +ZZ ((j) 1)7hy(a,b)ia?™ (a + b)~ 2mﬂuael(v,)> € Eoup,

i=1 j=1
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pues, paran >1 > j > 1:
ajmuael(vi)\A@)AoM = ajmel(u[) + -4+ un)el(vi)\A@)AoM € End(A X A M)

Notese que jm > 2s. Ademés, ug o u, ' (€) tiene inverso uq(€) ou, ! en E,yp. Notese

que un calculo anilogo al anterior muestra que uq (&) ou, ! € Eqyp.

. Andlogamente al punto iv) del teorema |3.2.25 posiblemente reemplazando a v

existe t tal que para m > t:

locy (up)(ha(a, b)b™(a + b)™2™) € Gypp.

. De 6. y 7., obtenemos que para m > méax{2s,t}:
w = (ug o ug ' (€)) 0 up(€) € Garp

L w(e) =e:

Dado que uq(€e’) = e, basta ver que

g (E)up()(¢) = €' :

Escribamos ¢1(up) = ug + - - - + Un, ¢1(u; ') = vo + - -+ + v,,. Tenemos:

g (E)up(E)(1 @ €') = ug (&) (uo(€') + Eur(e) + -+ Eun(e)) =

-1

ug (§)(eo +Eer + - +&"en) = O1(vo + Eur + - -+ "vp)(e0 +Eer + -+ EMen) =

01(vo)(e0) + £(01(v1)(e0) + 01 (vo) (1)) + -+ +€" D 01 (o) (ens) =
k=0

01 (’UQ)(G()) =1®e€.

Notese que

91(7)0)(60) =1®dc A;(O) X A M,
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donde ¢; € AJZF(Z) ®a, M es la componente homogénea de e en A} ®Ra, M.

10. El siguiente diagrama muestra un esquema de la obtencién de w:

Ug G, ug ! G,,\l uy Gf(\,
l locs I loez toez
Uqg Gy uy ! Gz up Gz
M) / _® G
Uay g (€) Gz up(§) Gz
comp. 1 restr.
ug 0 (ug () Gz up(§) Ga+b
uq © (ug ' (€)), up(§) Gatb
comp.
w = Uq © (g ' (€))0 up(§) Gt
Aqui,

Gy = AutAi(A: ®a, M) C Eq = EndAI(AI ®a, M),

Gy = AUtAE(A}_ (2 M) CEyz = EndA}(A}_ XA M)

11. V es graduado:

Notese que {V, }nen es una graduacion de V' por definicion de V' y los puntos ante-

riores. Para la definicion de ideal graduado véase [§].

O

Teorema 3.2.27 (Principio de localizacién-globalizaciéon no conmutativo). Supon-

gamos que Q € P(Ao), P € B(A4), Q= P/ P, y que
(A®4, Q) D A = P D Ae,

donde e, e’ son bases de los mdédulos ciclicos Ae y Ae' respectivamente. Para cada natural
n, denotemos por Vy, al subconjunto que consiste del cero y todos los elementos a no nulos

de Z,, para los que existe un automorfismo
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u € AutA$((Aj ®a, Q) D A€,

cuya imagen en K1(A}) es trivial, y tal que u(e’) = e. Entonces

V::Z@Vn

neN

es un ideal graduado de Z.

Demostracion. Continuaremos con la notaciéon y los resultados del teorema [3.2.26] Solo

nos queda completar la parte relativa al K.

1. ZV C V:

Supongamos que [u,) = 1 en K1(A]) y veamos que [up,] = 1 en Ki(A;). En efecto,

como [ug] =1 en K1(Al), por el teorema tenemos que existe n > 0 tal que
ug ®id € E((Af ®4, Q) ® AL, A @4, Pr,..., A @4, P),

donde id es la idéntica en F, := AT @4, Py & -+ & AT ®4, Py, y los Ag-modulos
son proyectivos. Sea L, := F((A ®4, Q) ® Al AT @4, P1,..., Al @4, P,). Por el

isomorfismo del lema [3.2.12]y la observacién [3.2.15|con S := {1,b,b%,...}, tenemos

una inclusiéon natural de anillos

locy, : L, — Ly,

Ug Did > Upg D idFR,,

Efectivamente, es posible probar que locy(uq ® id) = up, @ idF,,. Luego
[Uba] = [Upe ® idF,,| = [locy(ug B id)] =1

en Ki(Aj}), por el teorema m

+

o) €s trivial:

2. La imagen de w en K;(A
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Como [ug) = 1y [up) = 1 en K1(AS) y K1(A;) respectivamente, por el teorema
v la observaciéon tenemos que existe n > 2 tal que

ua ©id € B((A7 @4, Q) ® AT, AT @4y P1,..., AT @4, Po),

up ®id € E((Af ®4, Q) B A, A @4, Pry..., Af @4, P),

donde los Ag-moédulos P; son estrictamente proyectivos y id denota la identidad en
M, = (Af @4, P1) ® -+ ® (AF @4, Pp). Por el teorema [3.2.20, podemos tomar el

natural m obtenido en el teorema |3.2.20| suficientemente grande, de tal manera que

para § = £(m):
wy = (uq @ id) o (u, " @ id)() = (ua ©id) o (u, (&) @ id) =

(uq 0 ug ' (€)) ®id,,,
€ B((Ay 1, ®40 Q) ® AL,y Ary ®a0 Pry o, ALy ®a, Pa).

También,

wo 1= (up ® id)(§) = up(§) idn,,,
€ B((Ag, @0 Q) © Agyyy Adyy ®ay Pro- o Agyy ®a, Pa),

por la proposicion De esta manera
wws € E((Ajl:i’b ®a, Q) D A;rerv A:Lr+b @0 Pr, .- ’Ai+b ®4o Pn),
y por tanto, [w] = [wiws] = 1 en Ki(AT, ) por el teorema m

3. Como en el teorema [3.2.26] V' es graduado.

O

Sea R un anillo conmutativo, recordemos que un ideal I de R es un ideal radical si

dado r € R, r™ € I para algtin n > 1 implica r € I.

Teorema 3.2.28. En el teorema anterior, si Z C Ag, entonces V es un ideal radical de

Z.
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Demostracion. Por el teorema anterior, solo falta ver que V es radical. Seguiremos con la
notacion de la prueba del teorema anterior. Supongamos que a™ € V y sea ugn € Ggn su
automorfismo respectivo, con ugn(€’) = e y [ugn] = 1 en K1(AL.). Por el isomorfismo del

lema [3.2.13] tenemos un A -automorfismo u, dado por el diagrama:

Ugn

Ajl_n XA M%A;_n ®ay M .
a®id1\/1TE EJ'B@)idIM
AZ{'@AOM ta >A;—®AOM

e uy(€e’) =e: Dado que a ® id se restringe a la idéntica en A,y e € A®4, M
u(1®e) = (B®id)ugm(a®id)(1®e) = (BRid)um(1®¢e) =
(B®id)e =e.

e La imagen de u, en Ki(A}) es trivial: Como [ugn] = 1 en K1(A}), por el teorema

tenemos que existe k > 0 tal que
Ugn @ id € E((Al @4, Q) ® Afn, AT, @4y Py ..., Al @24, Pr),

donde id es la idéntica en Fyn := (AL, @4, P1) @ @ (Afn ®4, Py) y los Ag-modulos

P; son proyectivos. Es posible probar que el conjugado
Ug @ idp, =y (ugn @ id)y
pertenece a
E((Ay ®4, Q) ® Ay, (Ag ®a, P1), ..., (Ag ®a, Pr)),

con

y=(a®idy)® (a®idp)®--- & (a®@idp,),

y ' = (B®idy) ® (BRidp) - ® (B®idp,).
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Por tanto, por [1.4.3]
[ua] = [ug @ idp,] = 1.

O

Observacion 3.2.29. En los enunciados de los teoremas [3.2.20] v [3.2.27] hemos anadido
la hipétesis

Q= P/I,P.

Este requerimiento no aparece en los articulos de Artamonov [1I, 2, [3], que tuvimos dispo-
nibles. Dicha hipétesis es equivalente a la afirmacion v) del teorema [3.2.25 A su vez, iv)
es andloga al numeral 7. en la prueba de [3.2.26] La importancia de nuestra hipotesis en la
prueba de 7., radica en que ella nos asegura que luego de reemplazar posiblemente a uy,

(up)o es un automorfismo de M, y asi podemos afirmar que
locy (up) (ha(a, b)b™(a + b) ™)

efectivamente se restringe a un automorfismo en G,.p. Notese que en principio esto no es

claro pues
locy (up) (ha(a, b)b™(a 4+ b)"2™)g = (up)o € Homa, (M, A;(O) ®a, M).

Esto muestra la necesidad de tal hipétesis. Véase también el teorema [3.2.25

3.3. Comparacién con el caso conmutativo

Sean R’ C R dos anillos. Decimos que un R-modulo M es extendido desde R’ si M =

R ®pr N para algiin R-mo6dulo N.

Teorema 3.3.1 (Teorema de pegamiento de Quillen-principio de localizacion—
globalizacion). Sea R un anillo conmutativo y M un R[z]-mddulo finitamente presentado.

Entonces:
i)
Q(M) :={a € R t.q. el Ry|z]-mddulo M, es extendido desde Ry} U {0},

es un ideal de R, llamado el ideal de Quillen de M.
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it) M es extendido desde R siy sdlo si, para todo ideal mazimal m de R, el Ry[x]|-mddulo

Py, es extendido desde Ry,.

Demostracion. Véase [5], capitulo V, teorema 1.6. O

A continuacién presentamos un cuadro comparativo entre los objetos usados en la
prueba del teorema de pegamiento de Quillen y el principio de localizacién-globalizacion

de Artamonov.

Caso conmutativo Caso no conmutativo

R anillo Z C Z(A) subanillo graduado de A sin diviso-

res de cero en A

A = R[z] anillo de polinomios usual

A Z-slgebra graduada positivamente

a€R

a€”Z

Ay = Rz

AT parte no negativa de la localizacion Z-

graduada A,

N R-moédulo finitamente presentado

N Ag-modulo finitamente presentado

EndA(A KRR N) = EndR(N)[x]
R-4lgebra graduada

Endy(A &4, N) = @ieN Hom(N,A; ® N)
Z-algebra graduada

zR[z] = (z) ideal de R][z]

I ideal de A

Rlo)M extendido desde M /xM

AM extendido desde M/ M

Q(M) ideal de R (Quillen)

V ideal graduado de Z (Artamonov)

3.4. Observaciones finales

1.La distancia entre los teoremas centrales de este trabajo y sus versiones clasicas con-
mutativas se explica por la diferencia en los enfoques de Artamonov y Quillen al abordar el
problema de Serre. La técnica usada por Artamonov es la cancelacion, la cual comentaremos
a grandes rasgos enseguida. Supongamos que A es un anillo y que P es un A-mdédulo pro-
yectivo finitamente generado, los cuales cumplen ciertas hipotesis lo bastantemente fuertes
para poder usar los teoremas que enunciaremos enseguida (véanse las hipotesis del teorema
5.37. de [1]). El primer paso es el chequeo de la propiedad PSF (proyectivos finitamente

generados son establemente libres), a traves del célculo del funtor Kjy:
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Teorema. Supongamos que Ko(A) = 7, entonces existen naturales d y r tales que

Pe At~ A" (1)

Luego, para ver que P es libre, debemos garantizar que

P A= gt (2)

La implicaciéon 1) = 2) es conocida como el teorema de cancelacion. Finalmente, a partir
del teorema de Horrocks y el principio de localizacién-globalizacion es posible probar dicho

teorema en una versién un poco mas general:

Teorema. Si existe un epimorfismo de A-mddulos
T (A®pQ)® AT — A,
entonces, existe un automorfismo
u€ Autx((A®p Q) ® AT‘H),
tal que mu es la proyeccion sobre A como ultimo sumando directo. En particular, s
(ARpQ)® AT =2 Pg A® cons>1,
es un isomorfismo de A-mddulos, entonces, existe un A-isomorfismo:
(A®pQ)d A" = P.
Aqui, B es cierto anillo graduado, y Q € B(By).

2. Teniendo en cuenta que el teorema de Horrocks y el principio de localizacion-
globalizacién desarrollados por Artamonov son herramientas para demostrar el teorema
de cancelacién comentado en 1., daremos una interpretacién del teorema [3.2.27] que nos
permite relacionarlo con el método de la cancelacién. Primero, con la ayuda de [I.5.3]

enseguida escribiremos un par de corolarios de [3.2.27}
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Corolario 3.4.1. Supongamos que Q € PB(Ap), P € B(A), Q = P/ P, y que
(A®a, Q) D A’ = P @ Ae,

donde e, e’ son bases de los médulos ciclicos Ae y Ae’ respectivamente. La iqualdad anterior
mduce la igualdad:

AT @4, Q@ ATe = (A} @4 P) @ Afe.

Para cada natural n, denotemos por V,, al subconjunto que consiste del cero y todos los

elementos a no nulos de Z,, para los que
At ®4, Q= AT @4 P,

mediante un isomorfismo inducido por un automorfismo u, como en el teorema [3.2.27.

Entonces

V= Z@Vn

neN

es un ideal graduado de Z.

En particular si @ es libre, es decir, @ := Af; por la construccion de E(A) (véase la

observacion [1.3.7)) y el isomorfismo del teorema [1.4.12] tenemos:

Corolario 3.4.2. Supongamos que P € P(A), Aj = P/, P y que
A" @ Ad = P @ Ae,

donde e, €’ son bases de los mddulos ciclicos Ae y Ae’ respectivamente. La igualdad anterior
induce la igualdad:

(Aj)n D A(J{G/ = (Aj ®a P)® A(J{e.

Para cada natural n, denotemos por V, al subconjunto que consiste del cero y todos los

elementos a no nulos de Z,, para los que

(A7) = A7 ®a P,
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mediante un isomorfismo inducido por un automorfismo u, € E(n+ 1, AT). Entonces

V=) o,

neN

es un ideal graduado de Z.

Intuitivamente, el corolario anterior nos dice que los elementos a homogéneos de Z para

los que podemos cancelar el sumando A} en ambos lados del isomorfismo
(AD)"® AT = (A] @4 P)® A],

forman un ideal de Z. Luego, si queremos cancelar el sumando A en ambos lados de la
igualdad
AT A=Pa A,

debemos ver que 1 € V. Esta es precisamente la estrategia de Artamonov para demostrar

el teorema de cancelacion.
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