































































































































































































































































































































































































114 CAPITULO 2. ESTIMACION PUNTUAL DE PARAMETROS

1 n
Ejemplo 2.2.58. Siendo P, = - >~ X; el MLE para 6 en el caso de
i=1
una poblaciéon de Bernoulli de pardmetro 6, P, es un estimador CAN
para 6. Esto es

V(P —0) 5 N(0,6(1 — 6)).

n

Para el modelo de Bernoulli y la estadistica > X; se cumplen las condi-
i=1
ciones de regularidad, entonces

fx(z,0)=6"(1—6)" "Iy (z)
Infx(z,0) =zIné+ (1 —z)In(1 — 6)

a r 1—=z
5p 0 fx(@.0) =5 —7—5.
Con estos elementos, la informacion de Fisher se puede obtener como
sigue:
1(6) = E X _1-X i
T \e T 10
1 2
= ——=F 1— — -
e { (0 -0X 00 - 207}
1 , Vo(X)
=— B {(X -6 =" _
02(1 — 6)2 o {( )"} 62(1 — 6)2
-9 1
62(1-6)2  6(1-6)
Luego

V(P — 0) 5 N(0,6(1 — 0)).

Definicién 2.2.59. La eficiencia relativa de T,§2) = to( X1, Xo, ..., Xp)
respecto a TT(Ll) = t1(X1, Xo,...,Xp), estimadores insesgados para la
imagen de 8 bajo una funcion r, basados en una muestra aleatoria X,
Xa, ..., Xn de una poblacion con funcion de densidad fx(z,6), corres-
ponde al cociente

VolTy]

Vo T
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Siendo la eficiencia relativa un elemento de comparacién entre dos
estimadores, pueden involucrarse elementos adicionales para enriquecer
la mencionada comparacién, como el tamaiio de la muestra. Suponiendo

que 7 y T{? sean dos estimadores para la imagen de 6 bajo una
2 7] 2

funcién r, tales que Ty(Ll) ~ N (r(&), 01_()) y T,S;?) ~ N (7_(0), ‘72(9)>
n m

asumiendo que 02(8) < 02(9), la eficiencia relativa de T2 respecto a

T,gl) corresponde a

o} (6)/n

03(6)/m

En estos términos, T,(T? ) serd tan eficiente como T, 7(11) en la medida que la

af(8) _ n

o3(6)  m’
n

Teniendo en cuenta que 07(6) < o2(f), entonces — < 1. Si en gracia
m

2
) . . or(6
a esta consideracion el valor del cociente ;( )

05(6)
decir que T7(n2 ) requiere una muestra de un tamano cercano al 11.11%
mayor que el tamano de la muestra n calculado con base en el estimador

citada eficiencia tenga un valor igual a uno; caso en €l cual

se asume en 0.9, quiere

T, ,(Ll) para tener igual desempeiio, o igualmente que a TT(LI) sélo le basta
contar con el 90% del tamano de muestra calculado para T,(n2 ),

Definicion 2.2.60. La eficiencia relativa asintética de T,(LQ)
a T,sl), siendo T(Ll) Y T,(L2) estimadores CAN, para la imagen de 8 bajo una

funcién r, con varianzas o3(0) y 03(0) respectivamente, es el cociente

respecto

Definicién 2.2.61. En un caso reqular de estimacion la eficiencia de
un estimador T, insesgado para la imagen de 6 bajo una funcion r se

define como
(r'(9))* /n1(6)

Definicion 2.2.62. En un caso regular de estimacion, st T, un esti-
mador insesgado para lo imagen de 6 bajo una funcién r, T, se deno-
mina estimador eficiente o BRUE (best regular unbiased estimator)
para la imagen de 0 bajo la funcidn r, si Efg (T,) = 1.
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Nota. Todo BRUFE es un UMVUE, mas no todo UMVUE es BRUE.

Definicion 2.2.63. En un caso regular de estimacion, la eficiencia
asintdtica de un estimador T,, insesgado para la imagen de 6 bajo una
funcion r, se define como

lim Efy(T,).

n—0o0

Ejemplo 2.2.64. Sea X;, Xs,..., X,, una muestra aleatoria de una po-
blacién con funcién de densidad

1

Fx(@,0) = 577" L o) (@).

Teniendo en cuenta que E[X] =0, V[X] = 62, I(8) = 5, y que Xy es
MLE para 6, entonces

— — 62
E[X,]=90 VX, = .
de donde
1 g
fG(Xn)—FZ?—l
n n

Luego X, es un BRUE y UMVUE para 6.

2.2.5 Completez, un requisito de la distribucién muestral

El requerimiento de completez es el menos intuitivo de los requisitos.
Tomado del anéalisis funcional, en lo concerniente a un conjunto com-
pleto de elementos de un espacio de Hilbert, se adapta y configura una
formalidad que puede clasificarse como un requisito referente a la familia
de densidades correspondiente a la distribucién muestral de la estadistica
en examen.

Definicién 2.2.65. La familia de densidades {fx(x,0)|0 € 8} se dice
que es una familia de densidades completa, si para todo 0 € O, la
condicion

Epl2(X)] =0

implica que Py[z(X) = 0] = 1 para todo z tal que fx(z,6) > 0.
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Definiciéon 2.2.66. Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcion de densidad fx(z,0) y T, = t(X1,Xo,...,Xn)
una estadistica. T, se dice que es una estadistica completa para el
pardmetro 0 si la funcién de densidad fr, (t) pertenece a una familia de
densidades completa.

Ejemplo 2.2.67. La familia de densidades

{sx@or=(F)a-or=eioe 0]

es una familia de densidades completa, puesto que si

luego

0 = 2(0) (g) a® + z(1) (Z‘) ol + o+ 2(n) (Z) o

y la tnica forma de tener esta igualdad es cuando

Entonces, Ey[z(X)] = 0 implica que 2(j) = 0, para j = 0,1,2,...,n.
Por tanto, la familia de densidades Binomial es completa.

Ejemplo 2.2.68. Si X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una
poblacién con distribucién de Bernoulli de parametro 6, la estadistica



118 CAPITULO 2. ESTIMACION PUNTUAL DE PARAMETROS

n

es una estadistica completa para 6. En efecto, > X; ~ Bin(n, ), como
i=1

se confirmé que la familia de densidades Binomial es completa, entonces

n
la estadistica ) X; es completa.
i=1

Ejemplo 2.2.69. Si X;, Xo,..., X,, es una muestra aleatoria de una po-

blacién Uniforme en el intervalo (0, 6), X, » es una estadistica completa
para 8. En efecto, como

Y1 1
Fx(y) = /O g%+ 1(0,00) (y) = g¥loow) + T0,00) (¥)

la funcién de densidad del maximo de la muestra es

Fxnn @) =n[Fx@)]" " fx(y)

1 1™ 11
=n [Ey] gloe) (v)

no_
= gn¥ 11(0,9)(?!)-

Partiendo de la condicién

[}
By [2(Y)] = /O ) ey iy =0

n # n—1
= H—n/ 2(y)y" dy =0
0

y utilizando el teorema fundamental del cdlculo se obtiene que
2(0)0""! =0, es decir z(0) = 0, para todo 6 > 0,

con lo cual se concluye que X, es una estadistica completa para 6,
porque Fy[z(X)] = 0 implica que z(y) = 0 para 0 < y < 6.

Ejemplo 2.2.70. La familia de densidades

1 1,
{fx(a:,e) =3¢ 710,00y ()| 0 > 0}
es una familia completa.

Eg[2(X)] = 0 = /Ooo Le(t)e it

N



2.2. CRITERIOS PARA EXAMINAR ESTIMADORES 119

expresion que corresponde a la transformada de Laplace de una funcién
z(t) con € > 0. Si esta transformacién es cero para todo 8 > 0, entonces
z debe ser la funcién nula.

La familia exponencial de densidades ha mostrado un conjunto de
propiedades interesantes. El siguiente teorema amplia ese conjunto in-
cluyendo una propiedad adicional que integra la suficiencia y la com-
pletez en esta familia.

Teorema 2.2.71. Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una

poblacion con funcion de densidad fx(z,6), funcion de densidad que

pertenece a la familia exponencial de densidades, la estadistica natural
n

de la familia Y d(X;) es una estadistica suficiente y completa para 6.
i=1

El concepto de completez no dispone de la autonomia de otros requi-
sitos en el proceso de facultar estadisticas. Por ello, a priori no es facil
intuir su sentido ni tampoco comprender su inclusién dentro de una lista
de requisitos. La integracién de la completez al conjunto de requerimien-
tos responde a que su participacién en la configuraciéon de un UMVUE,
participacién expresa en el enunciado del teorema de Lehmann-Scheffé,
es obligatoria para la sustentacion de uno de los argumentos de la de-
mostracién del mismo; realmente su importancia radica en este hecho.
Se puede afirmar que la completez es un requisito indirecto para el exa-
men o mejoramiento de la precisiéon de un estimador.

Como exordio al valioso teorema de Lehmann-Scheffé y como argu-
mento en su demostracidon se presenta el siguiente teorema.

Teorema 2.2.72. Sea X1, X9, ..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(z,6), 0 € ©, r(0) una funcion del
pardmetro 6 y T, = t(X;y, Xa,...,X,) un estimador insesgado para la

imagen de 0 bajo la funcion r. Si T, es una estadistica completa para
0, entonces T, es el inico estimador insesgado de la imagen de 6 bajo
la funcién r.

Teorema 2.2.73 (Teorema de Lebmann-Scheffé). Sea X, X,,..., X,
una muestra aleatoria de una poblacion con funcion de densidad fx(z,0)
y 1 una funcién de 6. Si las estadisticas TT(LU = t1(X1, Xo,. .., Xn),
752) = to( X1, Xo, ..., Xpn),... ,T,(lm) = tm(X1, X2,...,Xn) constituyen
una coleccion de estadisticas conjuntamente suficientes y completas para
0ysiTy = t*(TT(f),TT(?),...,TT(lm)) es un estimador insesgado para la
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imagen de 8 bajo la funcién r, entonces T, es UMV UE para la tmagen
de 0 bajo la funcion r.

Ejemplo 2.2.74. Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de una po-
blacién con distribucién de Poisson de pardmetro 6, X,, es UMVUE para
6.

Esta afirmacién es cierta, teniendo en cuenta lo siguiente:

1. La familia de densidades a la cual pertenece la densidad de Poisson
es una familia exponencial de densidades. Por tanto,

es una estadistica suficiente y completa para 6, tal como lo garan-
tiza el teorema 2.2.71.

I n
2. X, es una funcién de la estadistica _ X;, esta ultima suficiente y
i=1
completa para 6.

3. X, es un estimador insesgado para 6.

En virtud de estos resultados y con el auxilio del teorema del Lehmann-
Scheffé, X,, es UMVUE para 6.

Por otra parte, si el interés se centra en estimar la imagen de 8 bajo la
funcién r(0) = e~?, donde e~ = P[X = 0], el proceso de determinar un
estimador UMVUE para e~? requiere algunos pasos especiales.

1. I{O}(Xl) es un estimador insesgado para e~?, porque

Ep [I;0y(X1)] =0.P[X1 > 1] + LP[X; = 0] = 7%,

n n
2. Fy [I 3 (X1) | 22 XiJ es una estimacioén insesgada funcién de ) z;,
i=1 i=1
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conforme al teorema de Rao-Blackwel (2.2.49).

n n
E I{O}(Xl)lzxi]zo-f)o X121|2Xi=t]
i=1 i=1
n
+1-PFy X1=0|ZXi:t:|-
i=1

n
Py [Xlzo,zxi:t]
=1

X1:0|§:X¢=t
i=1

Py

P [fjx,-:t]

=1

P (3 x|

Como X; ~ Poiss(8), entonces Mx,(t) = =) =12 . . n
SiY =3 Xi, My(t) = e D0 ~1) lyego Y ~ Poiss((n — 1)6).
i=2
n
Si Z =3 X;, Mz(t) = ™€~ significa que Z ~ Poiss(nf);
=1

1
por tanto,

n —0,—(n—1)6 _ t /4 _ En: i
X1=O|ZXi:t}_—.e € [(n — 1)6] /t.:(n 1)121

2 e (nf)t /! n

Py

n i T4
Entonces Ey [I{O}(X Ol > Xi] = (2=1)=1 | luego la estadistica
i=1

n
n—1\2
n
es un estimador insesgado funcién de una estadistica suficiente y

completa; por tanto es UMVUE para e~?.

it
fa
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Ejemplo 2.2.75. Determinar un UMVUE para 8 cuando el modelo
asumido para representar la poblacién es un modelo Exponencial nega-
tivo

fx(l‘, 9) = 06_0'%[(0’00) (.’L‘)

n
1. fx(z,0) pertenece a la familia exponencial de densidades, > X;
i=1
es una estadistica suficiente y completa para 6.
—_— n RE—
2. X, es una funcién de Y X;, X, es un estimador insesgado para
1
0

El estimador para 6 se intuye como

=1

; por tanto, X,, es un UMVUE para %

con ¢ constante; entonces

c 1 1
Ep | —= =0=cEy|=|=c ~fr(t)dt, T=Y X,
> X 0 '
i=1
Como la suma de variables aleatorias con distribucién exponencial es
una variable aleatoria con distribucién Gama, se tiene que

*®1 1
Ey nL =c / ———H"tnﬁle_etdt

=1

. 1 nn2~0t
_CF / 0™t dt

T(n) / —2¢7%dy  (utilizando la sustitucién u = t)
I'(n
cfT'(n — 1) ct
I'(n) n—1

n—1
Un estimador insesgado para 6 es ———, el cual es una estadistica fun-
> X
i=1
cién de una estadistica suficiente y completa. Por ser insesgado para 6,
es UMVUE para el parametro 6.
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Expuestos, de manera separada por razones académicas, los criterios
mas conocidos para facultar estadisticas como estimadores de parame-
tros, le resta entonces al lector, con el apoyo de los ejercicios propuestos
y de los que encuentre en otros textos, la realizacién de una actividad
de sintesis conceptual integradora de los requisitos exigibles a los esti-
madores, respaldada por los enunciados de los teoremas incluidos y por
los argumentos que los garantizan, que se presentan en la seccién 2.3.

2.2.6 Robustez, un requisito de estabilidad

Este capitulo cierra con una breve exposiciéon de un requisito denomi-
nado robustez, término acunado por Box, pero cuya idea ya habia sido
expresada mucho antes por Pearson. Kste requisito, en ciertas opor-
tunidades exigible a algunos estimadores y en forma general a algunos
procedimientos estadisticos, adquiere un destacado interés cuando no
existe plena afinidad entre el comportamiento global e individual de las
observaciones de la muestra y el modelo postulado como modelo original
de las observaciones, o cuando no hay coherencia total con los supuestos
admitidos. Los requisitos presentados en el desarrollo de este capitulo de
ninguna manera controvierten la afinidad o incompatibilidad entre las
observaciones de la muestra y el modelo original. El modelo define un
ambiente y bajo él, una estadistica exhibe sus atributos y desatinos en
la misién de ser un estimador del parametro caracteristico del modelo.

Definicién 2.2.76. Un procedimiento o método estadistico se denomina
robusto, si su desempenio es imperturbable o ligeras discordancias del
modelo original o de los supuestos asumidos con la informacion acopia-
da. Particularmente, un estimador T,, basado en una muestra aleato-
ria X1, Xs,...,X,, de una poblacién con funcién de densidad fx(z,0),
recibe la denominacion de estimador robusto, si su desempernio per-
manece inalterado ante discrepancias con el modelo original.

Que el desempeiio de un estimador o el de un método estadistico
sean inalterables frente a ligeras discordancias con el modelo o con los
supuestos, es decir que sean robustos, es en si una propiedad deseable.
Sin embargo es un criterio vago porque es imprecisa la expresién de-
sempeiio del estimador, como igualmente es impreciso el alejamiento
del modelo o de los supuestos y como también lo es el no cumplimien-
to de los supuestos. El alejamiento de un modelo puede tener varias
facetas: presencia de outliers, valores insélitos bajo el modelo original,
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discrepancias en la forma de la densidad, como el apuntamiento y la
simetria entre otras. El no cumplimiento de los supuestos, por su parte,
podria ser taxativo: no se cumplen unas condiciones sobre las cuales
un procedimiento estadistico se ha estructurado, ;pero en qué medida
no se cumplen los supuestos? Por ejemplo, la homoscedasticidad, méas
all4 de la definicién clara y precisa de igualdad de varianzas, ;cudndo k
poblaciones no tienen la misma variabilidad?

Suponiendo que se desea estimar el promedio poblacional, valor espe-
rado de una variable aleatoria, que el estimador elegido es X, basado
en una muestra aleatoria X1, Xs,...,X,, de una poblacién con fun-
cién de densidad fx(z,6), y que asumido el modelo original, X,, posee
propiedades inmejorables, propiedades vilidas tnicamente bajo la re-
gencia del modelo adoptado, ante la presencia de discrepancias con el
modelo puede menoscabarse su idoneidad, en cuyo caso se hablarfa de
la no robustez del estimador.

Las discrepancias con el modelo se pueden teorizar de variadas for-
mas, una de ellas en forma particular a través de la contaminacion.

Definicion 2.2.77. Una variable aleatoria X. se dice que es una va-
riable aleatoria contaminada, st su funcion de densidad fx_ (x,0) es
un combinacion lineal de dos o mds funciones de densidad,

k k
ch(.'L', 0) = Zejij (-:C), stendo ij =1.
J=1 j=1

Concretamente, si la funcién de densidad del modelo original es
fx(z,0), y las discrepancias con el modelo motivan la consideracién
de una nueva funcién de densidad para la variable aleatoria X, de la
forma

ch($70) = (1 - 6)fX(xa 9) + eg(x)

elegida g(z) de manera que sea la responsable de generar los valores
insélitos, bajo el modelo original cuya funcién de densidad es fx(z,6),
entonces X, es altamente sensible frente a las discrepancias citadas. Esa
falta de robustez de la media de la muestra ha sido paliada por elimi-
naciéon de los valores mas extremos, o por la utilizaciéon de la mediana
de la muestra, menos afectada por dichos valores.

En general, son varios los mecanismos de enfrentar la no robustez,
s6lo que dentro del contexto del capitulo se desea en un sentido destacar
uno basado en la idea de excluir valores extremos, o de remplazarlos
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para eliminar los outliers o amortiguar su efecto: los estimadores L y en
otro sentido hacer una ligera mencién de los estimadores M.

Definicién 2.2.78. Sea X1 5, X2, ..., Xnn, una muestra ordenada de
una poblacion con funcion de densidad fx(x,0), 0 € © CR, 6 un pard-
2. Un estimador L para 0 es una estadistica de

metro de localizacion®.
n
T, = E CniXin
i=1

la forma
donde los coeficientes cnz, 1 = 1,2,...,n estdn determinados.

Son ejemplos de estimadores L, el promedio, el minimo y el mdximo
de la muestra, pero deben destacarse, respondiendo a esta idea de ex-
clusién o remplazo de valores extremos, los promedios recortados y
los promedios “windsorizados”

Un a-promedio recortado es el promedio aritmético de las n — 2[na]
estadisticas de orden centrales, con 0 < o < %, es decir, se elimina la
fraccién « de las observaciones inferiores de la muestra e igualmente se
elimina la fraccién a de las observaciones superiores de la muestra, y con
la restante fraccién de observaciones 1 — 2o se determina el promedio
aritmético que justamente se adjetiva como recortado. Su expresién

corresponde a
n—[na]

—n a = XZ
TX ’ n — 2[n Z e
i=[naj+1

Un a-promedio windsorizado no elimina la fracciéon o de las obser-
vaciones inferiores ni de las observaciones superiores de la muestra,
0 < a< %, sino que remplaza cada una de ellas por las estadisticas
de orden Xpnaj41,n ¥ Xn—[na]n, respectivamente, y luego considera el
promedio aritmético de estas n variables como lo indica su expresién

—[na]

1
an,a = —T; [na]X[na]+1,n + Z Xi,n + [na]Xn—[na],n
i=[na]+1

Por otra parte, un estimador M para €, basado en una muestra aleato-
ria X1, Xo,...,X,, de una poblacién con funcién de densidad fx(z,6),

2E] concepto de pardmetro de localizacién puede consultarse en la definicién 3.2.7.
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es un estimador que minimiza la suma

S
1=1

siendo H una funcién predeterminada, o es un estimador que es solucién
de la ecuacién

i h(Xi—t) =0,
=1

igualmente para una funcién h predeterminada. Entonces el estimador
M esta dependiendo de una eleccién de una funcién H o h segin el fin.
Como casos especiales se pueden construir estimadores M correspon-
dientes a los estimadores maximo-verosimiles  tomando

h(z,t) = —— In fx(z,0) como también construir estimadores M corres-

pondientes a los denominados estimadores de minimos cuadrados
tomando H(x,t) = (x — t)2, estimadores muy corrientes en los modelos
lineales y en el diseno experimental.

Finalmente, es pertinente senialar que en la actualidad se utilizan
procedimientos de mejoramiento de estimadores, procedimientos que re-
quieren extenso uso de cémputo estadistico, conocidos como métodos
de remuestreo, de los cuales se destacan el jackknifing y el boostraping,
consistentes en pocas palabras en la utilizacion sistematica de todas las
posibles submuestras obtenidas removiendo observaciones de la muestra
original y calculando la estimacién correspondiente.

2.3 Demostracion de los teoremas

Teorema 2.1.12. Si las variables aleatorias X1,Xs,..., X, consti-
tuyen una muestra aleatoria de una poblacion con funcion de densidad
fx(z,0), T, = t(X1,Xa,...,X,) un MLE de 6, 6 € 8,0 C R, y si
r(0) es una funcion uno a uno, entonces r(T},) es el estimador mdximo-
verosimil de la imagen de 8 bajo la funcion r.

Demostracion. En primer lugar, asumiendo que la funcién r(8) = 6*
.« s « . -~ . ¥

es una funcién uno a uno, con dominio @ y recorrido © , entonces

6 = r~1(6*). Como la funcién de verosimilitud L(6;x1,z2,...,z,) tiene

méximo en el punto 8 = t,,, equivale a afirmar que ella tiene maximo en
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el punto 7~1(6*) = t,, es decir, en §* = r(t,). De esta manera, el MLE
de 6* es r(T),).

En segundo lugar, si la funcién r(#) no es una funcién uno a uno, el
principio de invarianza se mantiene. Como se afirmd, la funcién de vero-
similitud tiene maximo en el punto § = t,,. Varios valores de € tienen co-
mo imagen a 8* = r(t,), uno de ellos hace maxima a L(6;z1,22,...,Zn)
precisamente 6 = t,. En conclusién, cualquiera sea el caso, el MLE de
6* =r(0) es r(T},). O

Teorema 2.1.15. Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacién con funcion de densidad fx(z,6). Existiendo el momento
por = E[X*], r=1,2,...,

n)r L 22

3|
™
E
I
>

Demostracién. Como preparacion a la demostracién, hay que tener pre-
sente que el momento central de orden r, u, = E[(X — u)"] puede
expresarse en términos de los momentos ordinarios, de menor orden.
Utilizando el teorema binomial se logra dicho propésito.

b= BIX ] = E |3 ()| - 3 (7).

§=0 =0 M
Igualmente, el momento muestral central de orden r puede expresarse

en términos de los momentos muestrales ordinarios de menor orden.
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Como el momento pg, existe, los momentos ps y pk, s < 2r existen. Los
teoremas 1.4.7 y 1.3.2, garantizan que

Teorema 2.2.17
Este teorema coincide con el teorema 1.6.2, vista la estadistica de orden

Xinpj+1,n cOmo estimador de zp.

Teorema 2.2.21. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una
poblacién con funcion de densidad fx(x,0). Siendo una estadistica,
T, = t(X1,Xs,...,Xn), ella es suficiente para 6, si y sélo si la fun-
cion de verosimilitud de la muestra puede expresarse como el producto
de dos factores:

L(0;z1,22,...,2n) = g(t(z1,2a,...,20n);0)h(x1, 22, ..., Tpn)

siendo h una funcion no negativa que depende exclusivamente de xz1, x2,
.oy Zn Y la funcion g, no negativa, que depende de 8 y de x1,x3,...,%n
a través de t(x1,x2,...,Ty).

Demostracion. La demostracion se realizard en dos sentidos. En primer
lugar, se supone la suficiencia de la estadistica para concluir que la
funcidén de verosimilitud se puede expresar como el producto de factores
en la forma indicada; la segunda parte se desarrolla en sentido contrario.

Se considera unicamente el caso discreto, porque el caso continuo
requiere consideraciones adicionales; sin embargo, las ideas y los argu-
mentos utilizados son similares en los dos casos.

Antes de abordar la demostracién, como X1, Xo, ..., X, constituyen
una muestra aleatoria,

Py X1 =21,Xo=1x2,..., Xn =] = fx(1,0) fx(22,0) - fx(xp,0)
= L(0;x1,29,...,20).

Para efectos de notacién, al conjunto de valores (x, xs, ..., Z,) tales que
t(z1,22,...,2n) = t, llamado un entorno de Ty, se denota como A(t),

con lo cual Py [T, =t] = > L(6;z1,22,...,Zy).
A(t)
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En primer término, como se habia manifestado, se parte del supuesto
de que T;, es una estadistica suficiente para 0 es decir que

Py [Xl =1x1,Xo=x2,...,Xp anITn Zt]

no depende de 6, probabilidad que puede denotarse como h(z1, xa,...,Zn),
porque unicamente depende de los valores particulares xi,xs,...,Zn.
Por otra parte, la probabilidad Py[T,, = t| al depender del valor ¢t y de ¢
puede denotarse como ¢(t, 8), con lo cual

L(G;l‘l,ﬁg,...,.’l?n):Pg[Xl:131,X2=J,‘2,...,Xn .'I?n]
= P@ [Xl =J,‘1,X2 :Iz,...,Xn :.’En|Tn :t]PQ[Tn =t]
= h(l‘l,l‘Q, Ce ,xn)g(t,H)

En segundo término, partiendo del supuesto de que
L(0;z1,x2,...,2,) = g(t,0)h(z1, 22, ..., 2p)

y considerando un valor particular ¢ (obviamente si (z1, zg,...,z,) € A(t)
entonces Py (X1 = x1, Xo = 29,..., X, = zp|T,, =] = 0)

Pg [Xl =:L‘1,X2 :IEQ,...,Xn =.’L‘n|Tn Zt] =A

_ Pg[Xl = xl,Xg = .’122,...,Xn = :L‘n] - L(0;x1,a:2,.. .,:L‘n)
Py[T,, = t] > L(0;x1,x0,...,20)
A(t)

g(t,0)h(x1,22,...,x) gt 0)h(x1,72,...,25)

> h(z1,x2,...,20)9(t,0)  g(t,0) > h(xz1,22,...,25)
A(t) A(t)

h(z1,22,...,%n)

> h(z1,z2,...,2n)
AQ)

A

expresién que no depende del parametro 6. O

Teorema 2.2.25. Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacién con funcion de densidad fx(z,0). El conjunto de estadisticas
TV = (X, Xe . X)), T = (X1, Xa . Xa)e e
T,(Lm) = tm (X1, X2, ..., Xy) constituye una coleccion de estadisticas con-
juntamente suficientes para 6, si y sélo si la funcion de verosimilitud de

la muestra L(0;x1,xa,...,2,) = L puede expresarse como

L=g(ti(z1,22,...,Zn), - tm(1,Z2, ..., Zn); O h(z1, T2,. .., Tp)
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La funcion h es una funcién no negativa que depende de x1,x2,...,%n
exclusivamente y g una funcion no negativa que depende de 6 y de
T1,L9,...,%y a través de ti,ta, ... ty,.

Demostracion. La demostracién de este teorema es muy similar a la
del tcorema que hace referencia al criterio de factorizacién de Fisher-

Neyman, para el caso de una estadistica suficiente unidimensional.
Para esta demostracion se introducen algunos elementos como el vec-

tor T = ( 7(11)’ T,(f), e flm))’, el conjunto A(t) que para este caso se re-
fiere al conjunto de valores (1, x9,...,Z,), con t1(x1,x2,...,Tn) = t1,
to(x1,22,. .., 2n) = to,...,tm(Z1,22,...,%n) = tm y t corresponde al
vector t = (t1,t2,...,tm)’, con lo cual

Py [T,SU =1, T® = ty,..., T(™ = tm] =PRT=1=3 LBzi,a,...,2m).
A(t)
El desarrollo de la demostracién con base en estos elementos es el mismo

que se realizé para el caso de una estadistica suficiente unidimensional.
O

Teorema 2.2.27. Si T, es una estadistica suficiente para 8 basada en
una muestra aleatoria X1, Xa,...,Xn, de una poblacién con funcién de
densidad fx(x,0) y si T,; es un MLE para 6, y es unico, entonces T, es
funcion de T,,.

Demostracion. Siendo T, una estadistica suficiente para 6, entonces,
segun el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman,

L(6;z1,22,...,2n) = g(t(z1,22,...,20)); O)h(z1, 22, ..., Tn).

En el caso de ser Ty = t*(X7, Xo, ..., X,), el inico MLE de 6, entonces
6 = t* hace maxima a L y por supuesto a g(t(x1,za,...,,)), luego t*
es una funcién de t(z1,z2,...,x,). O

Teorema 2.2.49. Siendo X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcién de densidad fx(x,6), r(0) una funcidn de 6, y

D= n(X, X, X)), T = (X1, Xa ., Xa),.
T,(Lm) = tm(X1, Xo,...,X,) estadisticas conjuntamente suficientes, y
stendo la estadistica V, = t(X1,Xo2,...,X,) un estimador insesgado
para la imagen de 0 bajo la funcion r y T = t*(X1, Xo,...,X,) un
estimador tal que la estimacion t}, se determina como

tr = B[V TV, T . T{m)
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entonces,
1. T es una estadistica, funcion de estadisticas suficientes solamente.
2. EylT;] = r(9).
3. Vo[T7] < Vp[Va].

Demostracion. Respecto al punto 1, afirmar que T, es una estadistica
funcién de estadisticas suficientes solamente, es consecuencia del hecho
de ser T,gl), ,(12), e ,T,gm) una coleccién de estadisticas conjuntamente
suficientes; debido a su construccién T)f, es una estadistica suficiente por
ser funcién tnicamente de esa coleccién.

Respecto al punto 2, se considera sélo el caso en el cual la variable

aleatoria que representa a la poblacion es una variable continua; el caso
discreto es similar.
Como el objeto es concluir que Fy [Eg [anT,gl), . .. ,(,m)]] =r(6),
para facilitar la notacién, la coleccidn de estadisticas conjuntamente sufi-
cientes se dispone en el vector aleatorio T' = (T,gl), T,(L2), - ,T,&"”)’ , cuya
funcién de densidad es fr(t), siendo t = (t1,t2,...,tn).

Ey [ValT] = / " v [z (vnlt)] dvn

-0

_[7 fv_(vn_q
- /—oo o |: fT( ) dvn
ffooo Uann,T(Un, t)duy,

fr(t)

El valor esperado Fy[V,,|T] = c(t) es una funcién que depende tnicamente
de los valores particulares de t.

/ / / dtldtQ ~dt,
:/ / / [/ U fv, 7 (Vn, t)dv, | dtrdty - - - dim,
—00 J —00 —0 —00

porque [ vnfy, 7(vn,t)dv, = c(t)fr(t); intercambiando apropiada-

Eg [Ey [V, |T]] =
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mente el orden de integracion se tiene que

Eg V |T” = / / / an ’Un, dtldtg ~dtmdvn

- /_ Vnfvi (vn)dvn = E[V] = 1(6),

porque [ - [%° fy p(vn,t)dtidts - - - dtm = fv, (vn).
Para concluir el desarrollo de lo pertinente al punto 3, se parte de la
conocida adicién de un cero, asi

Vo[Vl = Eg [(Va — 7(0))%] = Eg [(Va — o(T) + o(T) — r(6))?]
= Ey [(Va — o(T))?] + Eg [(c(T) - 7(6))*]
[(Va = e(T))?] + Va[e(T)),

puesto que Ey[c(T)] = r(0) y 2Ep [(Va — c(T))(c(T) — r(6))] = 0.
Eg [(Vn — c(T))(c(T) — r(8))] = 0, como se deduce a continuacion.
( r(0

Ep (Ve — e(T))(e(T) = 7(8))] = Eg [Vac(T)] — r*(8) — Eg [*(T) +7°(6)]

= Ep[c(T)(Va —c(T))] = A

[o R {e o] oo po0

e C(t) (Un - C(t))fvn’T(vn, t)dvndtldtQ . dtm
= /00 /_Oo . ./_OO c(t) I;/_OO (Un - C(t))fvn’T(Un, t)dan dt1dty - - - dt,,

/ " (on — () fon 1 (vm, £)dvm = / " v fyn (o, )

A=

—c(t) /_00 fv, (v, t)duy

= c(t)fr(t) — c(t) fr(t) =

Por tanto A = Ey [¢(T)(Vy, — ¢(T))] = 0. Regresando al paso en el cual
se enuncié que

VolVal = Eg [(Va — e(T)*] + Vole(T)]
y teniendo en cuenta que

Eg [(Va — ¢(T))?] 2 0,
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entonces Vp[c(T)] < Vp[Vi] 0 Vg [Eg [Va|T]] < V[Vn]. En sintesis,
Vo [T] < Vp[Val. O

Teorema 2.2.55. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcion de densidad fx(x,0), r() una funcidn del pa-
rametro 0, T, = t(X1, Xa,...,Xn) un estimador para la imagen de 6
bajo la funcion r y Bye(Ty,) el sesgo de T,,. Dentro de un caso regular de
esttmacion,

(r'(6) + Bj(T))*
nl(0) ’

0
con By(T,) = —a—éBg( n)-

Demostracion. Esta demostracion parte de la definicién de sesgo y uti-

liza las condiciones de regularidad como argumentos para su desarrollo.
Dado que By(T,,) = Eo(Ty,) — r(8),

Bo(T,) + r(8) = Ep(T,
/ / / (1, ,%n) (12[ fx(a:i,e)) dzy - d,,.

0 oy
%Bg(Tn) + () = A,

Tratandose de un caso regular de estimacién,

siendo

i=1

:/_Z/:'/_Z“”“"“’””")< H )ﬁfm,mdm dzn,

0
puesto que H fX(xu ) = (% In H fX x’h ) (H fX(x250)>
porque £ lng( ) g((z)) y por tanto, g ( ) (d% Ing(x)) g(x).
Antes de continuar, es necesario demostrar que

/ / / 9)( lanx zi,0 )(ljfx(xu"))dwr--dwn:o.
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aleatoria X, con distribucién de Pareto es

0,0
Ix(2.0) = 55 (0,.00) (),

los componentes del pardmetro 8 = (61, 62), son tales que 6; > 0,
fy > 0. ;Cual es el MLE para 87

Asumiendo conocido o fijo el valor de 61, ;cuél es el MLE para 657
{Cuél es el estimador por el método de los momentos para 657 ;Es
procedente la construcciéon de un estimador por analogia para 627
De la misma manera, asumiendo conocido o fijo el valor de 65,
icudl es el MLE para 617 ;Cuél es el estimador por el método de
los momentos para 617 ;Es factible determinar un estimador por
analogia para 617

. El modelo Zeta, utilizado particularmente en lingiiistica, est4 cons-

truido con base en la funcién zeta de Riemann, funcién definida
como

1
¢(s) = Zj—s, con s > 1.
j=1
Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién Zeta con

parametro 6,8 > 0, o que tiene distribucién de Zipf (en honor a
George Zipf), si su funcién de densidad es

fx(z,0) = x—ggl(—e)l{l,z...}(x)

en cuyo caso E [Xk] = C(Ce(;)k), conf >k+1, k=1,2,.. Particu-

larmente

_e-1
E[X] = R0 0> 2
_e-2) [ge-ny
VIX] = R0 —[ R0 ] sif > 3.

Explore la forma de estimar puntualmente el parametro 6.

. El modelo de Poisson, muy conocido por sus miultiples aplica-

ciones, incluye una constante 8 que corresponde tanto al centro
de gravedad de la funcién de densidad de una variable aleatoria
regido por este modelo como la cuantificacién de la dispersién de la
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misma. Dado que la funcién de densidad de una variable aleatoria
X, con distribucién de Poisson es

xT

6* _
fx(x,0) = 1€ 012, .1 (=),

siendo 8 > 0, jcudl es el MLE para 67 ;Cuél es el estimador por
el método de los momentos para 87 ;Cudl es el estimador por
analogia para 67

. El modelo gaussiano representa una gama amplia de situaciones
y es el modelo capital en estadistica. Es necesario diferenciar las
formas como se deben estimar las dos constantes que participan en
el modelo. Senalando que la funcién de densidad de una variable
aleatoria X, con distribucién gaussiana es

1 _(==0p?
e 292
V2104

los componentes del pardmetro 6 = (61, 62) son tales que 6; € R,
Ao > 0. ;Cudl es el MLE para 67

Para el caso particular en el que se asuma conocido o fijo el valor de
1, icudl es el MLE para 627 ;Cuél es el estimador por el método
de los momentos para 627 ;Cudl es el estimador por analogia para
027

Del mismo modo, dado el caso en el que se asuma conocido o fijo
el valor de 6;, ;cudl es el MLE para 6,7 ;Cuél es el estimador por
el método de los momentos para 617 ;Cudl es el estimador por
analogia para 6,7

fX("L"H) =

i

. El modelo Gama realmente es una familia de modelos. Las dos
constantes que intervienen en la naturaleza del modelo, usualmente
llamadas pardmetro de forma y pardmetro de escala, se pueden
estimar de varias maneras. Recordando que la funcién de densidad
de una variable aleatoria X, con distribucion Gama. es

031 61—1,_-0
fx(z,0) = N YTeT 19,00y (),
los componentes del pardmetro 6 = (61,62) son tales que
0, > 0, 62 > 0. ;Cual es el MLE para 67
Cuando se asume conocido o fijo el valor de 61, jcuil es el MLE
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10.

11.

12.

para 827 ;Cudl es el estimador por el método de los momentos
para 857 ;Cudl es el estimador por analogia para 627

De manera similar, cuando se asume conocido o fijo el valor de 65,
jcudl es el MLE para 617 ;Cuil es el estimador por el método de

los momentos para 617 ;Cudl es el estimador por analogia para
017

Una variable aleatoria X, con distribucién de Gumbel tiene como
funcién de distribucién a

Fx (,6) = exp <-exp (f” ;291» .

Los componentes del pardmetro 8 = (61,65), son tales que 6 € R,
f; > 0. Explore la forma de estimar puntualmente el parametro
6, teniendo en cuenta que E[X] = 6 + 762, siendo v = 0.577216,

y ademas V(X) = ”—262%.

. Una variable aleatoria X, con distribucién de Laplace o con dis-

tribucién Exponencial doble, tiene como funcién de densidad a
fX (337 0) = 5a.€ o2
Los componentes del pardmetro § = (61, 62) son tales que 6; € R,

A2 > 0. Explore la forma de estimar puntualmente el pardmetro
6, teniendo en cuenta que E[X] = 6, y V[X] = 263.

n —
. Determine una eficiencia especial de >~ (X; — X n)2 frente a S2,

i=1
para estimar ¢ cuando se ha asumido un modelo Normal con valor
2

esperado p vy varianza o“.

2

De los dos estimadores para o2 del ejercicio 9 ;jcuél tiene mayor
error cuadratico medio?

Igualmente, de los dos estimadores para o2 del ejercicio 10, jcusl
tiene menor varianza?

Un tramposo juega con una moneda de dos sellos, pero algunas
veces para no despertar sospechas, utiliza una moneda equitativa.
El objeto de este ejercicio es estimar cul moneda est4 utilizando en
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

un momento dado, a partir de los resultados de n lanzamientos de
una misma moneda, es decir, estimar el pardmetro 6 cuyo espacio
es el conjunto @ = {%, 1}. Compruebe que el MLE para 0 es

T, = %I{O,l,...,n—l} (Z Xz) +I{n} <Z Xz) .
=1 i=1

JEl estimador T, del ejercicio 12 es un estimador insesgado, o es
un estimador asintéticamente insesgado para 67

Determine el error cuadratico medio del estimador T;, del ejercicio
anterior.

Si las variables aleatorias X1, Xo,..., X, son una muestra aleato-
ria de una poblacién con distribucién Uniforme en el intervalo
(0,8), determine la varianza del estimador por el método de los
momentos para #, basado en la muestra aleatoria, y examine si es
un estimador insesgado para 6.

(Este ejercicio y los cinco siguientes hacen referencia al ejercicio
15). Determine la varianza del estimador méximo-verosimil para
#, basado en la muestra aleatoria, y concluya si es un estimador
consistente para 6.

Construya un estimador insesgado para #, que sea funcién del
méximo de la muestra, y determine su varianza. ;Es consistente
este estimador para 67

Entre el estimador del ejercicio 17 y el estimador por el método de
los momentos, jcudl elige?

.Es posible construir un estimador insesgado para 6 que sea fun-
cién del minimo de la muestra? Si es factible, identifiquelo y de-
termine su varianza. ;FEs consistente este estimador para 67

Considere los estimadores para 6 de la forma T,, = h(n) Xy, sien-
do h(n) una funcién exclusiva del tamafno de la muestra. Deter-
mine el estimador de esta clase que tenga el menor error cuadratico
medio.

En sintesis, ;cudl estimador elige como el mas apto estimador para
67
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22

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

Siendo las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, una muestra aleato-
ria de una poblacion con distribucién de Laplace con 6, = 1, ;exis-
te una estadistica suficiente para 6,7

Si X1, Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

0
fX(xve) = EI[G,OO)('T)’ 6>0

determine el MLE de 8. Compruebe que este estimador es una
estadistica suficiente para 6.

Si X1, Xo,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién de Poisson con pardmetro Ay 8 = P[X; = 0] = e,
determine el MLE de 6, mediante dos procedimientos: directa-
mente y usando la propiedad de invarianza de los estimadores
maximo-verosimiles.

Si las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién con distribucién de Bernoulli de para-
metro 0, determine el MLE para la varianza poblacional.

Si las variables aleatorias Xi, Xo,..., X, constituyen una mues-
tra aleatoria de una poblacién con distribucién gaussiana de valor
esperado 61 y varianza 6, determine el MLE para 67 + 6.

Determine la cota de Cramer-Rao para la varianza de los esti-
madores insesgados para 6, basados en una muestra aleatoria de
tamano n de una poblacién con distribucién de Bernoulli de para-
metro 6.

Con base en el ejercicio 27, ;existe un UMVUE para 67

Si las variables aleatorias X7, Xs,..., X, constituyen una mues-
tra aleatoria de una poblacién con distribucién Binomial de valor
esperado mé y varianza mé(1 — ), con m conocido, 6 € (0,1),
obtenga el MLE, el estimador por el método de los momentos y el
estimador por analogia para 6. ;Existe una estadistica suficiente?
Si es factible, determine el UMVUE para 6.

Determine la cota de Cramer-Rao para la varianza de los esti-
madores insesgados para #, basados en una muestra aleatoria de
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31.
32.

33.

34.

35.

36.

tamaiio n de una poblaciéon con distribucién de Poisson de para-
metro 6.

Teniendo en cuenta el ejercicio 30, jexiste un UMVUE para 67

Si se asume el modelo gaussiano, X, es un UMVUE para el
promedio poblacional? ;La varianza de S2 es igual a la correspon-
diente cota de Cramer-Rao para los estimadores insesgados para
la varianza poblacional?

Si se adopta el modelo gaussiano, y se asume que el promedio
poblacional es conocido, jexiste un UMV UE para la varianza pobla-
cional? ;Qué ocurriria si no se asume que el promedio poblacional
es conocido?

Determine la cota de Cramer-Rao para la varianza de los esti-
madores insesgados para el parametro de escala, basados en una
muestra aleatoria de tamano n de una poblacién con distribucién
Gama. ;jExiste un UMVUE para el parametro de escala?

Teniendo en cuenta una muestra aleatoria de tamano n de una po-
2
blacién Uniforme en el intervalo (0, ), calcule Ey { [% In fx(z, 6)] }

y comparelo con la varianza del estimador insesgado para 6 basado
en el maximo de la muestra. ;Se presenta alguna contradiccion?

Si X1, Xg,...,X, es una sucesién de variables aleatorias incorre-
lacionadas tales que o2 V[X] y ElX;] = w1 =12,...,n
considere el estimador T,, = Z 8; X;, siendo ﬁl, Ba, ..., Bn, cons-

tantes determinadas. ;Cudl cond1c1on deben cumplir estas cons-

tantes para que el estimador T, sea insesgado para u? Determine

la varianza de T, en términos de 51,02,...,0n V 01,02,...,0n.

Bajo la restriccion del insesgamiento de T, use multiplicadores de

Lagrange para comprobar que la varianza de T,, es minima cuando
1

a2
— I N
Bj = —; para j=1,2,...,n
1
>
=17
Si o1,09,...,0, se asumen conocidas, una estadistica como lo su-

giere este ejercicio se denomina BLUE (Best Linear Unbiased
Estimator) para p.
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37

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Teniendo en cuenta lo expuesto en el ejercicio 36, si las varia-
bles aleatorias X7, X3, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
de una poblacién con valor esperado p y varianza 02, ; X, es BLUE
para pu? jSe requiere conocer el valor de o7

Si X1, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Gama con pardmetro 8 = (6,63) y siendo G, la me-
dia geométrica muestral, ;la estadistica T,, = (X,,G,) es una

estadistica suficiente para 87 Si se asume conocido 61, ;jexiste un
UMVUE para 627

Si X1, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Beta con pardmetro 8 = (61, 67), jexiste una estadistica
suficiente para, 67

Si X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Uniforme en el intervalo (0, 8), ;existe una estadistica
suficiente para 67

Si X3, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Uniforme en el intervalo (6,0 + 1), 6 > 0, compruebe
que la estadistica (X1 5, Xnn) es una estadistica suficiente para 6.

Muestre que si T, es una estadistica completa para 6, y si T},
es otra estadistica, ella es completa si T,, y 7, son estadisticas
equivalentes.

La estadistica

basada en una muestra aleatoria X;, Xs,..., X, de una poblacién
con distribucién de Bernoulli de parametro 8, jes UMVUE para
6(1 — 6)?

Y = 100X es el contenido porcentual de calcio en cierto com-
puesto, que se puede modelar como una variable aleatoria tal que
la funcién de densidad de la variable aleatoria X es

fx(z,0) = 02" 1o 1) (x), 6>0.
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Con base en n determinaciones independientes Y1, Yo, ..., Y,, las
cuales se pueden tratar como una muestra aleatoria, encuentre un
MLE y un UMVUE para el contenido medio de calcio. ;Existe
alguna funcién de 6 tal que haya un estimador insesgado para la
imagen de 8, cuya varianza coincida con su correspondiente cota
de Cramer-Rao?

El tiempo en la atencién a un cliente en un banco se puede modelar
como una variable aleatoria con distribucién Exponencial de valor
esperado %. Con base en una muestra de n clientes atendidos, se
desea estimar el tiempo mediano de atencién. Obtenga un MLE y
un UMVUE para este tiempo mediano.

El ntimero de animales de cierta especie que se pueden encontrar
dentro de un cuadrante (cuadrado ubicado cartograficamente en el
drea de investigacién), se modela corrientemente como una varia-
ble aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro 8. Existe
un interés particular dentro de la descripcién de la distribucién es-
pacial, por la probabilidad de encontrar a lo sumo un ejemplar de
la especie, es decir, por la funcién r(6) = (1+6)e~?. Construya un
MLE y un UMVUE para la imagen de 6 bajo la funcién r, basa-
do en una muestra aleatoria X1, X»,..., X,, siendo X; la variable
aleatoria que representa al niimero de animales de la especie en el
i-ésimo cuadrante elegido, i = 1,2,...,n.

Si X1, Xo,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién gaussiana de valor esperado 6 y varianza 6, ;jcudl es-
timador debe adoptarse en términos de insesgamiento, completez
y suficiencia?

Si en el ejercicio 47 se establece que el valor esperado es 6 y la va-
rianza 62, bajo los mismos términos, ;jde cudl o cusles estimadores
se puede disponer?

Si las variables aleatorias X1, X2, ..., X, constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién con distribucién Binomial de valor es-
perado mé y varianza m6(1 — 6), con m conocido, 0 € (0,1), ;es
factible determinar un UMVUE para ™7

Si X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Geométrica con pardmetro 6, es decir de una pobla-
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51.

52.

93.

54.

55.

56.

57.

cién con funcién de densidad
fx(@,0) = (L -6 6Ly, 3, 6€(0,1),
establezca un UMVUE para 8 y un UMVUE para 1—5(3.

Para el andlisis de la fatiga de un material se planea un ensayo
con una muestra de n probetas, el cual culmina cuando &k de las n
probetas hayan fallado. Determine el QMLE para 63 suponiendo
conocido 61, si el modelo adoptado para la descripcion del tiempo
de falla de la probeta es el modelo de Weibull, cuya funcién de
densidad es

01 4 _ b
fx(z,0) = 07111501 "exp {— (%) ] I,00)(T), 6= (61,02).
2

Compruebe que la familia de densidades Gama es conjugada para
la funcién de densidad de un modelo de Poisson.

Con base en el ejercicio 52, determine el estimador bayesiano para
el parametro 6 de una distribucion de Poisson.

(La familia de densidades Gama es cerrada bajo muestreo para la
funcién de densidad de un modelo Exponencial?

Si Xy,Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Uniforme en el intervalo (—6, ), ;son las estadisticas
X1,n Y Xnn conjuntamente suficientes para 67 ;La familia a la cual
pertenece la funcién de densidad de la poblacién es una familia
completa? ;Es T,, = max(—Xi n, Xnn) un MLE para 67

Si X1, Xo,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Exponencial desplazada con pardmetro 6 = (61, 62),
determine una estadistica suficiente para 6.

Si X1, X5,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con

funcién de densidad

1 =
fx(z,0) = g€ 91(0,00) (%),
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58.

59.

60.

61.

muestre que

’I’LXl, i
oy )X
> X i=1
i=1

son dos variables estadisticamente independientes.

Se repite un ensayo de Bernoulli, con probabilidad de éxito 6, hasta
que ocurren exactamente k éxitos. Si X es la variable aleatoria
que contabiliza el nimero de ensayos necesarios para obtener los
k éxitos, es decir que

r—1

fe@0) = (1 1) 07 T, (@),

Jla familia de densidades a la cual pertenece la funcién de densidad
de la variable aleatoria X es una familia completa? ;Es ’;—:—}- una
estimacion insesgada de 67

Si Xy, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Uniforme en el intervalo (61 — 63,0; + 62) con #; € R
y 02 > 0, muestre que las estadisticas X1, X, son estadisticas
conjuntamente suficientes para 6 = (61, 62).

Si X1, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

fx(z,8) = 02xe”9’3](0,°o) (z), 6>0,

n
ies Y X, una estadistica suficiente y completa para 87 Determine
i=1

n

un estimador insesgado para 6 que sea una funcién de ) X, tal
=1

que €l tenga la varianza minima.

Compruebe que el MLE para 6 es una funcién de la media
geométrica muestral, y que ésta es una estadistica suficiente y
completa para el parametro 6, basados en una muestra aleatoria
X1,Xs,...,X,, de una poblacién con funcién de densidad

fx(CL‘,G) = 0.’80_1[(0’1) (:L‘), 6 > 0.
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62.

63.

64.

Si X1, Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Uniforme discreta con parametro 8, es decir que su
funcién de densidad es

1
fX(xae) = 51{1’27.“’9}(.@), 6 >0,

demuestre que el maximo de la muestra es una estadistica suficiente
y completa.

Con base en el ejercicio 62, determine un estimador insesgado de
varianza minima para 6.

Si X1, X2,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

fX(mae) = e_(x_G)I(O,oo) (IL‘), ¢ € R,

determine una estadistica suficiente y completa y un UMVUE para
0.



Capitulo 3

Estimacion por intervalo de
parametros

Una estadistica facultada para estimar un pardametro particular pro-
ducird estimaciones alrededor del valor especifico del pardametro, porque
cumplié el requisito de insesgamiento y esas estimaciones seran de la
mayor precisiéon porque la estadistica elegida posee la menor varianza.
Y seguramente tal estimador tiene en su haber otras cualidades primor-
diales que lo hacen apto para su labor, y de esa manera est4 certificada
su competencia.

Esa certificacién brinda el suficiente respaldo para que las estima-
ciones gocen de toda la confianza, y asi sustituir esas constantes fun-
damentales del modelo por estimaciones validas y sustentadas, de ma-
nera que sean la licencia para poner en marcha el modelo concebido y
responder de manera técnica a las preguntas pertinentes del fenémeno
modelado.

Pero no siempre el fin de la inferencia es estimar un parametro de la
forma como hasta este punto se ha considerado; en algunas aplicaciones,
el propdsito de la inferencia esta en el sentido de llevar a cabo un avalio
de ese parametro por medio de un intervalo, emitiendo ya no un tnico
valor sino un rango de valores como estimacién del pardmetro. Algunas
investigaciones encuentran en este procedimiento una mejor forma de
estimacién de parametros, més 1til y provechosa, frente a la declaracién
de un unico valor; por ello corrientemente suelen dar a conocer el pun-
to medio de un intervalo y sus extremos, para declarar, ademas de la
estimacién de un parametro, una idea de variabilidad asociada a tal es-

147
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timacién, mdxime cuando el punto medio corresponde a una estimacion
puntual de la mejor calidad.

Este proceder especial de estimacién conlleva elementos conceptuales
propios que este capitulo menciona en su primera parte; también cuenta
con varios métodos para la construccion de esos intervalos de estimacion,
llamados intervalos confidenciales o intervalos de confianza, de los cuales
este texto solamente tratara el método de la variable pivote. Para comen-
zar, se da paso a la primera fase dentro de la construccién conceptual
de la estimacién por intervalo de parametros.

3.1 Conceptos preliminares

Definicién 3.1.1. Un intervalo aleatorio es un intervalo tal que al
menos uno de sus extremos es una variable aleatoria.

Definicién 3.1.2. Sean X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcion de densidad fx(x,0), 8 € © y las estadisticas
N = (XL, Xe, ., X)), TP = to(X1, Xa,...,Xn) tales que

Py [T,gl) < T7(L2)] = 1, 7(0) una funcién cuyo recorrido es un conjunto

de numeros reales. El intervalo aleatorio (bel),Téz) se denomina in-

tervalo confidencial para la imagen de 6 bajo r del 100(1 — a)% de
confianza, st

Py [Tn(l) <r(d) < T,(f)] =1-a
probabilidad que no depende de 6.

Definicién 3.1.3. En la definicion 3.1.2, T,Sl) Yy Tr(f) reciben el nombre
de limite confidencial inferior y limite confidencial superior,
respectivamente, y el valor 1 — o nivel confidencial o confianza.

Definicién 3.1.4. Bajo las consideraciones de la definicion 3.1.2 el in-
tervalo (t1,t2), intervalo particular del intervalo confidencial T,(ll) , T,gQ))

se denomina estimacidn por intervalo del 100(1 — )% de confian-
za para la imagen de 8 bajo r.

Definicién 3.1.5. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacién con funcion de densidad fx(z,6), r(0) una funcién del pardme-
tro, cuyo recorrido es un conjunto de nimeros reales, con 6 < r(8) < 8
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Yy T,(Ll) una estadistica, T,(ll) = t1(X1, X9, ..., Xy). Elintervalo aleatorio
(Tél),ﬁ) es un intervalo confidencial unilateral del 100(1 — )%

de confianza para la imagen de 0 bajo r, si Py [TT(Ll) < r(G)] =1-g¢,
probabilidad que no depende de 8.

También si Tr(lz) = to(Xy, X2,...,Xn) es una estadistica, el interva-
lo aleatorio (6, T,(LQ)) es un intervalo confidencial unilateral del
100(1 — o)% de confianza para la imagen de 6 bajo r, si
By [T(O) < T,(lz)} =1 — «, probabilidad que no depende de 0.

Definicién 3.1.6. Ty(ll) Yy TT(L2) en la definicion 3.1.5 reciben respecti-

vamente el nombre de limite confidencial inferior unilateral para
r(6) y limite confidencial superior unilateral para r(0).

Teorema 3.1.7. Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una po-
blacién con funcién de densidad fx(z,0), y T,(,Z) = t;(X1,Xo,..., Xn),

i = 1,2, estadisticas tales que ( ,E”,T,&Z)) es un intervalo confidencial

para 0. Sir() es una funcién estrictamente mondtona con dominio ©
y recorrido un subconjunto de R, (7‘ (T,(Ll)) ,r( 722))> es un intervalo
confidencial para la imagen de 8 bajo r, cuando ésta es estrictamente cre-
ciente y (r (T,(L2)) T (T,gl)>) es un intervalo confidencial para la imagen
de 8 bajo r, cuando la funcion r es estrictamente decreciente.

El concepto de intervalo confidencial es un caso particular de un
concepto mas general: la regién confidencial.

Definicion 3.1.8. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcién de densidad fx(x,0). Siendo A(x1,x9,...,Zn) un
subconjunto del espacio de las observaciones X, A(X1,Xo,...,Xn) se

denomina region confidencial del 100(1 — @)% de confianza para el
pardmetro 6, si Py [0 € A(X1,X2,...,Xn)] =1—a, probabilidad que no
depende de 6.

3.2 El método de la variable pivote

Como se mencioné en la introduccién de este capitulo, la estimacién por
intervalo posee varios métodos para la construccién de intervalos confi-
denciales; sin embargo, el de mayor tradicién y renombre es el método
de la variable pivote, método que se describe en esta seccién.
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Definicién 3.2.1. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(z,0). Sea Qx = ¢(6; X1, Xa,...,X,)
una funcion de las variables que conforman la muestra aleatoria y del
pardametro 0. Qx se denomina variable aleatoria pivote (variable
pivote) para el pardmetro 0 si la distribucion de Qx no depende de 6.

Ejemplo 3.2.2. Si X3, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una po-
blacién Normal de valor esperado @ y varianza o? conocida, entonces

V(X — 6)
o
es una variable pivote para 8, porque ademés de depender de X1, Xo, ...,
Xn, a través de X,

M ~ N(0,1).

Ejemplo 3.2.3. Si X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una po-
blacién Normal de valor esperado @ y varianza 02, X, y S2, el promedio
y varianza muestrales entonces

Qx = S,
es una variable pivote para 6.
En efecto, Qx es una funcién de X1, Xs,..., X, a través de X, y Sy.
Ademas:
X, —
1. VXn—0) N(0,1).
o)
- ¥ \2
X, —X
m-psz _HX X
2. > = = ~ x*(n—1).

3. Debido a que X, y S2 son estadisticamente independientes,

Vi -6 (=18

o o2

también lo son; entonces

(X p—0 e
Q ___\/_(a )_\/H(X'n"o) t -1
X (n-1)57 S ~tn =1,
(n—Do
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El método de la variable pivote es el método més utilizado en la cons-
truccién de intervalos confidenciales. Consiste en partir del paso inicial,
una vez definido el coeficiente 1 — «,

Pla<Qx <bj=1-a

continuar con pasos intermedios que consisten en considerar eventos
equivalentes hasta determinar el evento tal que

Pg[Tl <r(d) < TQ] =1-aq,

y como consecuencia el intervalo aleatorio (T,(Ll), T,(f)) serd un intervalo
confidencial del 100(1 — a)% para r(6).

Ejemplo 3.2.4. Determinar un intervalo confidencial para el parame-
tro 8 basado en una muestra aleatoria X, X5, ..., X,, de una poblacién
con funcién de densidad

fx(z,0) = 07714 00y (@)

La variable aleatoria Y; = 20X, tiene distribucién exponencial con pa-
rametro %, hecho que se reconoce de la siguiente manera.:

Fy(y) = Pl26X: < 9] = Po [ Xi < 5]
_ Yy i
— Fx, (20) i=1,2,....n.
Por tanto,
W o
Fy,(y) = fe "idxs; luego
0
Frly) = 05e %
YY) = Yog°
1 _:

= 56_§yI(0,oo) (y)

Con base en este resultado se establece a

Qx=) Yi=20) X
i=1 =1

como una variable aleatoria pivote, variable que tiene distribucién Ji -
cuadrado de parametro 2n, debido a lo siguiente:
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1 n
para t < %, My,(t) = Z?‘T)’ y por tanto, Mg, (t) = [G—f_—t;] por ser
Y1,Y;3,...,Y, un conjunto de variables aleatorias independientes; esta
funcién generatriz de momentos es propia de una variable aleatoria con
distribucién Ji-cuadrado con 2n grados de libertad.

Como la distribucién de Qx no depende de 6, ésta constituye una
auténtica variable pivote, y con base en lo anterior, como punto de par-
tida en la construccién del intervalo confidencial, se considera el evento
aleatorio {a < Q@x < b}. En consecuencia,

Py

n

2y X, 2% X,

i=1 i=1

n
b
a<202Xi<b]=P9 P o< = =1-a.

=1

Eligiendo los valores a, b, como a = X2% 2n)yb= X%_g (2n), el intervalo
2
aleatorio
x4 (2n) x3_g(2n)
n

n b
22X, 23 X;
=1 i=1

es un intervalo confidencial del 100(1 — a)% para el pardmetro 8, porque
ademés de ser
X2g (2n) X%_g(2n)
Py | 55— <—=
2y X, 2y X,
i=1 i=1

el valor de 1 — a no esta supeditado a ningin valor de 6.

Sobra anotar que la anterior eleccién de a y b es una escogencia
particular, y por supuesto puede adoptarse otra pareja de valores a, b.
La pareja (@, b) puede ser tinica cuando se le plantean requerimientos al
intervalo, como que su longitud sea minima, en cuyo caso es menester
llevar a cabo unos pasos adicionales a fin de determinar el intervalo que
satisfaga esa condicién.

El método de la variable pivote tiene tres condiciones esenciales: (1)
la existencia misma de una variable pivote como tal; (2) la factibilidad

=1

de deducir las estadisticas T,(Ll) y T,S2) a partir de la variable pivote,
estadisticas que definen en tltimas el intervalo confidencial; (3) lograr
encontrar la variable pivote con una distribucién, en lo posible conocida,
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que permita determinar sus percentiles. El siguiente ejemplo trata del
establecimiento de una variable pivote general, para aquellos casos en los
cuales la funcién de distribucién tiene una expresion algebraica explicita.

Ejemplo 3.2.5 (Una variable pivote general). Partiendo del hecho
que si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién Fx(z, )
continua, entonces la variable aleatoria Y = Fx (X, 6) tiene distribucién
Uniforme en el intervalo (0,1), es posible construir una variable pivote
de la manera siguiente.

Siendo X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de distribucién Fx(z,6) continua,

UiZFx(Xi,a)NU(O,l), i=1,2,...,1’L
R;=—InU; ~ Exp(1),
porque
Fr,(r) = Pg|R; < 7] = Pg[-InU; < 7] = Py[nU; > —r]
= Pg[Ul > E_T] =1- Pg[Uz < Cmr] =1- FUi(e_T)
=1—¢e"
luego R; ~ Exp(1). Definiendo

n

n
Qx = ZRi = Z —In Fx(X;,6) ~ Gama(n,1)
i=1

i=1
porque
Mo, (t) = E[ef9x] = E [et & Rl}
_ [etR1 otRz etRn]
=F [etRl] E [etR2] R [etR”]
dado que Uy, Us,...,U, es una muestra aleatoria, Ri, Ro,..., R, son

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas; luego

n

Moy (t) = [T M) = [T 1=
i=1

i=1

1 n
=|l—] , t <1,
(=)
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entonces Qx ~ Gama(n,1). Por lo anterior, la variable

n

Qx = ZRi = Z—lnFX(Xi,O) ~ Gama(n,1)
i=1

i=1

variable que puede utilizarse como una variable pivote para 6, siempre
v cuando la funcién de distribucién de la poblacién tenga una expresion
que permita aplicar el método.

La deduccién de una variable aleatoria pivote general se basé en
que Fx(X;,6) para ¢ = 1,2,...,n, tiene distribucién Uniforme en el
intervalo (0,1). Para algunos casos particulares, por razones expediti-
vas, la variable aleatoria pivote se construye a partir de que igualmente
1— Fx(X;,0) ~U(0,1).

Una sutil modificacién a la variable aleatoria pivote general, regida
por el modelo Gama, permite la construccién de otra variable aleatoria
pivote, ésta bajo la distribucién Ji-cuadrado, asi

Qx = 2 InFx(X;,0) ~ x*(2n).
=1

Porque, de la misma manera a lo expresado en el ejemplo 3.2.5, como
Fx(X;,0) tiene distribucién Uniforme (0,1), —21n Fx(X;,0) ~ Exp (%),

n
con lo cual la variable aleatoria > —21In Fx(X;,0) ~ Gama (n, 3), es
=1

decir,
n
Q% =2 InFx(X;,0) ~ x*(2n).
i=1
Cualquiera de las variables aleatorias pivotes generales puede expresarse

de forma alternativa, forma conveniente para algunos casos individuales,
gracias a la propiedad fundamental de la funcién logaritmo, asi

Qx = -W[[Fx(Xi,0) o Q% =-2W][Fx(X.6).

=1 i=1

Ejemplo 3.2.6. El desarrollo del ejemplo 3.2.4, produjo un interva-
lo confidencial para el parametro ¢, basado en una muestra aleatoria
X1, Xo,...,X,, de una poblacién con funcién de densidad

fx(z,0)= 06“%[(0’00) (z).
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Como Fx(z,0) = (1 — 64975) 110,00 (2),

(1— Fx(2,0)) Ip,00)(x) = € 10 o) (),

con lo cual e7%i ~ U(0,1) e igualmente —In (e7%%:) = 6.X; tiene dis-
tribucién Exponencial con pardmetro igual a uno, hecho que permite
justificar el motivo para la adopcién de la variable pivote:

n
Qx =20 X ~x(2n).

i=1
A partir de esta variable es facil determinar un intervalo confidencial
para 8. Para coadyuvar en el cumplimiento de la primera condicién
del método, la determinacién de una variable pivote, la funcién que de-
sempena el parametro en consideracién, es algunas veces una via para
identificar dicha variable. Tales son los casos cuando el parametro se
identifica como pardmetro de localizacién o cuando el parametro se de-
nomina como pardmetro de escala.

Definicién 3.2.7. Sea {fx(z,0)|6 € © C R*} una familia de densi-
dades. El componente 8; de 6 se denomina componente de localiza-
cion, si y solo si la distribucion de X — 0; o de X + 0;, seguin sea el
caso, no depende de §;. Cuando © C R, el pardmetro 8 se denomina

pardmetro de localizacion si y sélo si la distribucion de X — 6 o de
X + 6 no depende de 6.

Ejemplo 3.2.8. Si

1 _(z—67)?
fX(‘Tae): \/—2_71:—\/0_2—6 262 , 0:(91502)7

entonces #; es el componente de localizaciéon. En efecto, la variable
aleatoria (X — 6;1) ~ N(0,62), distribucién que no depende del valor de
;.

Definicién 3.2.9. Sea {fx(,0)|0 € © C R*} una familia de densi-
dades. El componente 0; de § se denomina componente de escala,

X
st y solo si la distribucion de <H_> o de (X0;), segiin sea el caso, no
J

depende de 0;. Cuando © C R, el pardmetro § se denomina pardmetro
X

de escala si y solo si la distribucion de (;) o de (X0) no depende de

6.
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Ejemplo 3.2.10. Si

Fx(z,6) = 6e™% I g o) (),

el pardmetro § es un pardmetro de escala dado que la distribucién de
Z = 06X, no depende de 8, porque

Fz(z) = PolZ < z] = Py[0X < 2]

-nlx<3)=m ()

=1—e7%
Luego Z ~ Ezp(1), distribucién que no depende del valor que asuma el
parametro 6.

Reconocer a un pardametro como de escala o como un pardametro
de localizacién, es una via para la identificacién de una variable pivote
como se habia expresado anteriormente. Por consiguiente, si 8 es un pa-

rametro de escala, segin sea el caso, %i 0 0.X; es una variable aleatoria
n

n
pivote, y lo es también Z %i of Z X; dependiendo de la situacién. De

=1 =1
n

n
manera similar, > (X; —6) o > (X; +0), segin el caso, es una variable
i=1 i=1
pivote para el parametro de localizacién 6.
Teorema 3.2.11. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(x,0), § € 8 C R*, y las estadisticas

Tn,TT(Ll) Y T,(f), estadisticas basadas en esta muestra aleatoria.

1. §i 0 es un pardmetro de localizacion y si T,, es MLE de 8, T,, — 6
o Ty, + 0 es una variable aleatoria pivote.

Tn
2. Si 0 es un pardmetro de escala y si T,, es MLE de 6, ) 0 0T, es

una variable aleatoria pivote para 6.

3. Si 01 es el componente de localizacion y T,(Ll) un MLE de 0, y
ademds st 03 es el componente de escala y ,&2) un MLE de 05,

T — 6,

2

TP

ésta no depende de los demds componentes de 8, o si éstos son
conocidos.

entonces es una variable aleatoria pivote para 61, si
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Teorema 3.2.12. Bajo un caso regular de estimacion, si el estimador
T, = t(X1,Xo,...,Xy) es insesgado para la imagen de 6 bajo una fun-
cion r, cuya varianza coincide con la cota de Cramer-Rao, basado en
una muestra aleatoria X1, Xa,...,Xn de una poblacion con funcién de
densidad fx(z,6), entonces la variable aleatoria

nl(0)

7(79)—(Tn —r(0))

converge en distribucién a una variable aleatoria con distribucion Nor-
mal estdndar.

Las dos secciones siguientes, dedicadas a los intervalos confidenciales
bajo Normalidad, son fundamentalmente una relacién de ejemplos del
uso del método de la variable pivote, cuando se ha asumido el modelo
gaussiano como regente del comportamiento probabilistico de la pobla-
cién. Estos intervalos comunmente se describen en la mayoria de textos
de estadistica; su inclusién, ademds de ser una serie de ejemplos en la
construccion de intervalos confidenciales, responde a que esos intervalos
son de uso corriente.

3.3 Estimacién de promedios bajo Normalidad

3.3.1 Intervalos confidenciales para el promedio de una
poblacién

Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribu-
cién Normal de valor esperado p y varianza o2. Se consideran dos casos,
dependiendo de los supuestos que se hagan sobre la varianza poblacional.
Caso 1

Un intervalo confidencial del 100(1 — a)% para u, de longitud minima,
cuando el valor de la varianza o2 es conocido, es

X’n,_zl—% Xn+21—%

— o g
vn' vn/)
La variable pivote mencionada en el ejemplo 3.2.2, es la variable pivote
que utiliza este primer caso,

Qx = \/ﬁ_()(;}—_u) ~ N(0,1).
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El punto de partida del método, como se ha indicado de manera general,
es entonces

M<b =(1-0)

P,la<

que corresponde graficamente al esquema que presenta la figura 3.1

fQX ()

l1—«

_ 77

a b q

Figura 3.1: Esquema del punto de partida del método de la variable
pivote para el caso 1.

l-—a=P,[a0 < v/n(Xn—p) <bo]

_ P, ﬂ<(7n—u)<%}

Se ha determinado asi un intervalo confidencial para p,

cuya longitud Lj es factible hacerla minima.

— — b
L1:Xn—£—(Xn———a—)
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Cualquier eleccién de la pareja (a,b) debe satisfacer para sus compo-
nentes la relacién fundamental:

b
/ fox(@)dg=1-«
a
o equivalentemente
Fox () = Fox(a) =1 -
Acatando esta relacién entre a y b,
0 o (0 0 o 0
—Li=— | b al=—1{1—- =
a1 T Un (ab ab“) NG ( 8ba>
y derivando la relacién fundamental en términos de b, se deduce que
0
fox(b) — fQX(a)BZa =0.

Por tanto,

fax (b) _ _a_a
fox(a) 0b

Sustituyendo esta tltima relacién se tiene que

st~ (- ge)

De esta manera,

QLI =0, cuando fg,(b) = fo,(a)

ab

o cuando a = b, pero esta 1ltima solucién no es admisible porque no
satisface la relacién fundamental entre a y b. Graficamente, la figura
3.2 muestra la eleccion apropiada de a y b para conseguir el intervalo
confidencial con la exigencia de longitud minima.

Por consiguiente, el intervalo confidencial del 100(1 — «)% para p de
longitud minima bajo el supuesto de que la varianza o2 es conocida
corresponde a

Xn—21-2 Xn+ 21

R )
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fo (Q)

Figura 3.2: Eleccién de los valores a y b que minimizan la longitud del
intervalo confidencial correspondiente al caso 1.

Caso 2

Un intervalo confidencial del 100(1 — a)% para p de longitud minima,
cuando la varianza de la poblacién es desconocida, es

— Sn = Sn
(Xn—tlv%(n—1)%,Xn+t1_%(n—1)ﬁ .

Este intervalo atafie a situaciones mas realistas, o por lo menos mas
corrientes que a la considerada por el caso 1. La variable aleatoria
pivote para u que genera este intervalo confidencial es

Vn(Xn — p)
Sn

tal como fue mencionada en el ejemplo 3.2.3 de la pagina 150. A partir
de ella y siguiendo practicamente los mismos pasos y consideraciones del
caso 1, se puede deducir el citado intervalo confidencial.

Un buen estimador de la probabilidad de éxito 7 en un modelo de Ber-
noulli, también llamada proporcién poblacional, es el promedio de la
muestra que por su singularidad se le denomina proporcién muestral
y es denotado como F,, como ya se habia anotado. Este estimador
derivado con base en el método de maxima verosimilitud goza de buenas
propiedades que lo hacen éptimo. Con base en €l es factible construir un
intervalo confidencial para la proporcién poblacional utilizando muestras
grandes. El siguiente teorema apresta el fundamento de su construccién.

QX: Nt(n—l)
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Teorema 3.3.1. Sea T,, un MLE insesgado para 6, cuya varianza coin-
cide con la cota de Cramer-Rao y que cumple conjuntamente las condi-
ciones de regularidad con el modelo probabilistico elegido, entonces para
un tamano de muestra suficientemente grande, un intervalo confidencial
de aprozimadamente 100(1 — a)% de confianza para 6 es

Gﬁ——iﬁL-T+_fii~>
/I (T )

donde I(T,) es la informacion de Fisher evaluada en la estadistica T,,.

3.3.2 Estimacion de la proporcién poblacional

Siendo X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con dis-
tribucién de Bernoulli de parametro w, un intervalo confidencial del
100(1 — )% para 7 es

n *P'n n -
[N i\ Gk s VI Y LA Gt iR
2 n 2 n

En efecto, teniendo en cuenta que

1
16) = 56a—=5

1

I(Tn):I(Pn)Zm

y utilizando el teorema 3.3.1, el intervalo confidencial para la proporciéon
poblacional es

4 - Zl_a
1-3 1-3

P — P+ ——.
1 1
VI E.a-Pn) VI E.-P)
Es decir,
n - - Pn
P,—z_«o —7P (1 Pn) JPp+ 2z1_c ———Pn(l ) .
2 n 2 n

Como este intervalo requiere para su aplicacién que el tamano de la
muestra sea grande, una recomendacién practica para su utilizacion,
segun varios autores, es confirmar que np, > 5y n(l — pp) > 5.
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Un intervalo confidencial también utilizado en la estimacién de 7,
citado en algunos textos, basado en la misma variable pivote /nI(8)(P, — 6)
es

2 22 2 22

Zi_a P,(1—Pp) 1-9 Zl-g Pp(1-Pp) -3
Pn+m2‘ n _+'4n’.5 Pn+# A Py = +_2_4n
. A3 T m Ay =

- 1-g 1-4 i—ga
1+ ~* 1+ == 1+ == 1+ —*

3.3.3 Intervalo confidencial para la diferencia de prome-
dios basado en una muestra pareada

Cuando las variables aleatorias X,Y representan variables medidas en
las mismas unidades y que cuantifican el mismo aspecto de la unidad es-
tadistica sélo que en circunstancias distintas y cuando la variable aleato-

ria X; — Y;, i =1,2,...,n representa una variable que tenga sentido, la
muestra aleatoria (X1, Y1), (X2,Y2),..., (Xn, Ys) se denomina muestra
pareada.

Siendo la muestra pareada (Xi,Y1),(X2,Y2),...,(X,,Y,) una mues-
tra aleatoria bivariada de una poblacién con distribucién Normal
bivariada, cuya funcién conjunta de densidad fx y(z,y) es

o o (25 - (52 - (52) (2522)

siendo la constante K = 1/(2701024/1 — p), el intervalo confidencial del
100(1 — «)% de confianza para la diferencia de promedios

Mg = K1 — H2

con longitud minima es

— Sdn — Sd.n
<Dn—t1_%(n—1)%,Dn+t1_%(n—l)\j’r_l>

siendo
o D,=X;,-Y; (D=X-Y)

o D~ N (1 — pa, 0% + 03 — 2po103)

S D;.

i=1

(Di - En)27 5'n =

3~

2 1 =
§2 - L
i d,n n_lizl



3.3. ESTIMACION DE PROMEDIOS BAJO NORMALIDAD 163

La deduccién de este intervalo confidencial corresponde a la de un in-
tervalo confidencial del 100(1 — a)% de confianza para g = p1 — po
bajo Normalidad y asumiendo que la varianza a% + a% — 2poiog es des-
conocida. Por tanto, constituye un caso particular de un intervalo ya
desarrollado.

3.3.4 Intervalos confidenciales para la diferencia de prome-
dios en poblaciones independientes

Sean Xi,Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamano n de una po-
blacién Normal con valor esperado p; y varianza o?, y Y1,Ya,..., Y,
una muestra aleatoria de tamafno m de una poblacién Normal con valor
esperado s y varianza o3. Las dos poblaciones son estadisticamen-
te independientes. Los casos que se consideran a continuacién también
corresponden a supuestos que se hacen sobre las varianzas poblacionales.
Caso 1

Un intervalo confidencial del 100(1 — )% para la diferencia de promedios
de dos poblaciones independientes, de longitud minima, cuando o? y o2
son conocidas se desarrolla con base en los siguientes elementos:

. o2 . o2
XTLNN(,U']J_1> 9 YmNN(,LL27—2>
n m

2 2
91, %
n m

A partir de esta variable pivote para (u; — ug) puede generarse el inter-
valo confidencial correspondiente:

s L 2 2 _ 2 0.2
((Xn—Ym)—zl_g N2 (X Tm) s 2+ 2.
m n

Caso 2
Un intervalo del 100(1 — a)% para la diferencia de promedios pobla-
cionales correspondientes a dos poblaciones independientes, de longitud
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minima, bajo el supuesto de que las varianzas poblacionales son desco-
nocidas pero iguales, se desarrolla teniendo en cuenta lo siguiente:

Sea 02 = g2 = o2, entonces
1 2 ’

Yn “——m - -
g g
£\ — 4+ =
n m
m-nst, HE AT
o2 - o2 ~ X (TL - )
S (Y — V)2
(m - 1)S§,m _ ng( ’ 2 1
o2 - 2 ~ X (m - )

Como las poblaciones son estadisticamente independientes,

(Xi = X)2 + 30 (Y — V)2

s

: 5 ~ X (m +n —2)
g
n—-1)S2_+ (m—1)52
( )Lnﬂ< SEm a2

y a partir de estos resultados, la variable pivote para w1 — po sera, por
tanto,

(Xn=Ym)—(s1—p2)

is

\/(n—1)s§n+(m—1)s§‘m

Qx =

(m+n—2)02

Qx = (X = Ym) = (11 — p2) ~t(n+m —2)

/1, 1
Spatm\/ 7 T m

n—1)S%, +(m-1)S3, .
donde 5§,n+m = ( ) (Ti:_ m(_ %) )%, es el estimador de la varian-

za comin o2. El intervalo confidencial para (u; — pg) basado en esta
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variable pivote tiene como limite confidencial inferior a

(Xn—Ym)—ti s(n+m—2)Spnim

S|+
+
3=

y como limite confidencial superior a

(Xn—Ym)+ tl—%(n +m —2)Spnim

3|
3|

Caso 3

Un intervalo confidencial del 100(1 — )% de confianza para la diferencia
de los promedios de dos poblaciones independientes de longitud minima,
cuando las varianzas poblacionales se asumen distintas y desconocidas,
esté basado en la variable pivote

Xn—Ym) — (p1— pa)
S%n Sg,m

_’_+

n m

o

que tiene una distribucién similar a la distribucién t. Se puede decir que
tiene distribucién t aproximada con v grados de libertad.
Welch propone que los grados de libertad v deben ser el entero més

cercano a
2 2 2
Sn + 52.m
n m
v

ENES

n—1 m—1

2

De esta manera, el intervalo confidencial en consideracién es

o S2, S, < o Stn  Sim
(Xn =Ym) —tig (O == + ==, (Xn = Vim) + t1-g (V)| = + —=

3.4 Estimacion de varianzas bajo Normalidad

3.4.1 Intervalos confidenciales para la varianza de una po-
blacién

Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con dis-
tribucién Normal de valor esperado p y varianza 2. Dependiendo del
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supuesto asumido para u, se consideran dos casos:
Caso 1

Un intervalo confidencial del 100(1 — )% para o
se basa en la siguiente variable pivote:

2 cuando p es conocido

_ 1(Xz' — p)?

—_— o~ 2 .
=3 x“(n)

Por tanto, la determinacién del intervalo confidencial es como sigue. El
punto de partida es

que corresponde graficamente al esquema que presenta la figura 3.3.
Equivalentemente

1
P |y < 7 <-|=1-a
;(Xi — p)?
es decir,
> (Xi — p)? > (Xi — p)?
P, | = <dt<EL | =1-0
b a

La longitud del intervalo aleatorio

i:l (Xi — )2 ;1 (Xi — p)?
b ’ a
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fox (9)

l—«

72

a b q

Figura 3.3: Esquema del punto de partida del método de la variable

pivote para el caso 1.

manifestado en este punto de la deduccién puede minimizarse. La lon-

gitud mencionada,

n

S(Xi—p? (X p)?

i= i= - 1
L== -= > -t -1

a b

esté sujeta a la relacién fundamental entre a y b,

b
/ fox(@)dg =1 a = Fo, (b) - Fo, (a).

Utilizando los recursos del calculo diferencial,
10
——L Xi—p?|—= b .
= z< WP |+ 55

De la relacién fundamental entre a y b se deduce que

0= fax ()b~ fax(a)

fo(a) N 0

fQX (b) da
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1 1
Luego %Ll = 0, cuando polal %b, es decir, cuando
1 _ l fQX (a)

a? b2 fQX(b)‘

Concretamente, el intervalo confidencial tiene longitud minima cuando

a®fox (a) = b*fg, (b).

Establecidos los grados de libertad y en nivel confidencial (1 — @), es
posible identificar los valores de a y b que cumplen la anterior condicién,
a través de métodos numéricos. Algunos autores han desarrollado tablas
para este propdsito, pero es facil elaborar un programa de computador
que los calcule. Esta limitacion menor se elude en la medida que se
cuente con una muestra grande.

Corrientemente, para muestras grandes se prefiere la eleccién de a y
b como

tal como lo ilustra la figura 3.4.

fox (9)

~ DR

a b q

() (-5 )

Figura 3.4: Eleccion corriente de los valores a y b para el intervalo
confidencial correspondiente al caso 1.

En sintesis, el intervalo confidencial del 100(1 — «)% de confianza para
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o2 cuya longitud no es minima, usado corrientemente es

(X; — p)?
1

X% (n)

n n
i=1 =
)

Caso 2
Un intervalo confidencial del 100(1 — &)% de confianza para o
1 es desconocido es

2 cuando

n

(X - Xa)? 3 (X — X)?
i=1 =1

1) G- 1)

intervalo que se puede construir a partir de la variable pivote para o?:

y cuya deduccién es idéntica al caso 1.
Fl intervalo de longitud minima, al igual que el anterior, debe ser aquel
para el cual se cumpla que

a®fo (a) = b*fo ().

3.4.2 Intervalos confidenciales para el cociente de varian-
zas de dos poblaciones independientes

Sean Xi, Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamafo n de una po-
blacién Normal con valor esperado u; y varianza o2, y Y1,Ys,..., Y,
una muestra aleatoria de tamaiio m de una poblacién Normal con valor
esperado up y varianza o3. Las dos poblaciones son estadisticamente
independientes. Los casos que se consideran a continuacién también co-
rresponden a supuestos que se hacen sobre los promedios poblacionales.
Caso 1

Un intervalo confidencial del 100(1 — a)% de confianza para el cociente

2
de varianzas % de dos poblaciones independientes, cuando py y p2 son
2
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conocidos, es el siguiente:

= fa(m,n), =1 fi_a(m,n)
ZI(Y pa)?/ 21(3’3 — p2)?/m
j= j=

En efecto

o1 02
Con base en estas variables y reiterando la independencia estadistica de

2
las poblaciones se construye la siguiente variable pivote para %5—:
2

_I(Xz —m)?/(nof) 72 ;(Xz‘ p#1)?/n
Al partir de
) El(yj — p2)*/m
ng,gg a<——1—J_ <b|l =1—-«

que corresponde graficamente al esquema, que presenta la, figura 3.5.
surge un intervalo confidencial para el cociente de varianzas debido a
que
n
(Xi—p)?/n 5, Y(Xi-m)?/n
02,03 |@ <O-—<b;11 =1—a.
(Y p2)?/m & Z(Y p2)?/m

L)
i

NgE!

Il

J

Para simplificar los pasos posteriores en la construccién del intervalo
confidencial en consideracién, se establece la sustitucion

5 (Xi — )2/
T = 2==1

m

> (Y; — p2)?/m
7j=1
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fox (9)

l—«o

Y

a b q

Figura 3.5: Esquema del punto de partida del método de la variable
pivote para el caso 1.

Con ello
2

P2 2 [aT< Z—% < bT} —1-a

y la longitud del intervalo L; es
Ly =0T —aT =T(b—a)

que se minimiza, como en casos anteriores, haciendo uso de los procedi-
mientos respectivos del célculo diferencial.

0 0

Como ya se ha establecido —a—b = fox (a), luego 2LI =T (fQX () _ 1),
da fox (b) Oa fox (b)
entonces %Ll =0, cuando fg, (a) = fo, (b).
De manera similar al caso de los intervalos confidenciales de longitud
minima para las varianzas bajo normalidad, establecidos los grados de
libertad y el nivel confidencial (1 — «), es posible identificar los valores
de a y b que cumplen la condicién anterior, como lo muestra la figura
3.6, por medio de métodos numéricos. De la misma manera, es facil
elaborar un programa de computador que los calcule. E igualmente esta
limitacién se soslaya en la medida que se cuente con muestras grandes.
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fox (@)

Figura 3.6: Eleccién de los valores a y b que minimizan la longitud del
intervalo confidencial correspondiente al caso 1.

Para n y m grandes, corrientemente se utilizan los percentiles
a= fa (m,n), b = fl_%(m,n), en cuyo caso el intervalo confidencial

para g; del 100(1 — @)% de confianza es
2

.i(Xi —pm)?/n Zn: (X — p1)?/n

= fa(m,n), = fi_a(m,n)
> (Y — p2)?/m > (Y — p2)?/m

Jj=1 j=1

Caso 2
Un intervalo confidencial del 100(1 — )% de confianzas para el cociente

2
de varianzas 5—5 de dos poblaciones independientes, cuando p; y pe se
2

desconocen, es
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N

[og

intervalo confidencial basado en la variable pivote para —

N

(¥; = Ym)?/(m - 1)

s

sza—zjzl — ~F(m—-1n-1).
72 S (X — Xn)?/(n—1)

1

T

Para tamanos de muestra suficientemente grandes, un intervalo confi-

2

. ag
dencial para % es

2

53 m S

2,m

S2 S?
( o Fa(m—1,n— 1),—;;"F1_%(m— 1,n— 1)) .

3.5 Ejemplos numéricos de aplicacion

Ejemplo 3.5.1. El servicio de asesoria estadistica que la Universidad
Nacional presta a través del Departamento de Estadistica realizé en
1997 un estudio de opinién sobre la justicia en Colombia y entre muchos
de los interrogantes que el Consejo Superior de la Judicatura queria
dilucidar con esta investigacién era la percepcién de los abogados, que se
desempenian en el drea penal, frente al nuevo sistema acusatorio, fruto de
la creacién de la Fiscalia. Para ello diseid una muestra en varias etapas
y concretamente encontré que 315 abogados de los 509 entrevistados
consideraron que el nuevo sistema acusatorio no es un instrumento en
la lucha contra la impunidad. Con base en estos resultados se precisa
estimar con una confianza del 95% el nivel de asentimiento del nuevo
sistema acusatorio por los abogados penalistas, en ese momento.

Siendo psg9 = 315/509 = 0.61886 la proporcién de interés en la muestra,
y con la adopcidn de zp975 = 1.96 y debido a que np, = 315 > 5 y
n(l — p,) = 194 > 5, entonces se puede estimar con una confianza del
95% que entre el 57.66% y el 66.1% de los abogados que se desempefian
en asuntos del derecho penal, consideran que el nuevo sistema acusatorio
no es un instrumento contra la impunidad, puesto que la estimacién por
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intervalo de la proporcién en mencién es

1- pall—p
(pn—21—%\/p‘-——n( o pn)»?n‘*ﬁ—%\/——n( - n)>

0.6188 = 0.3811 0.6188 x 0.3811
= (0.6188 - 1.96\/-T— , 0.6188 + 1.96\/T—>

= (0.5766,0.6610).

Ejemplo 3.5.2. Antes de implementar los graficos de control, para el
monitoreo de un proceso industrial, es preciso desarrollar varias activi-
dades, entre otras el llamado precontrol. El modelo Normal es una herra-
mienta muy utilizada en esta etapa para estimar el promedio del proceso
e igualmente para determinar sus cambios.

Para controlar estadisticamente el proceso de fabricacién de un tipo de
fibra para la elaboracién de alfombras, se analiza la informacién relativa
a la resistencia a la tensién de trozos de fibra, en kilogramos, elegidos
para la respectiva prueba en el laboratorio. En diez periodos de inspec-
cién con cinco trozos cada uno, se acopié la informacién con el propdsito
de estimar el promedio de resistencia de la fibra, informacién registrada
en la tabla 3.1.

| Periodo ] Resistencias observadas l

1 7841799 | 789 | 783 | 77.5
2 75.9 | 75.1 | 75.1 | 79.9 | 77.1
3 789 784 | 78.1 | 783 | 77.8
4 759|795 | 79.1 | 77.9 | 77.5
5 781|799 | 77.9 | 77.8 799
6 7711797 769|784 79

7 77.9 | 79.5 | 78.9 | 78.5 | 789
8 789 | 79.8 | 786 | 782 | 77.6
9 785 | 79.5 | 79.9 | 784 | 77.7
10 786|799 | 786 | 77.4 | T7.5

Tabla 3.1: Datos relativos a la informacién acopiada del ejemplo 3.5.2.

Para cumplir la estimacién mencionada, se consideran las 50 observa-
ciones como una sola muestra particular de tamano 50, que presenta un
promedio de 78.3 kg y una desviacién estandar de 1.184078 kg, con lo
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cual se estima con una confianza del 95% que la resistencia media a la
tension estd entre 77.96 kg y 78.63 kg puesto que la estimacién por inter-
valo del 95% de confianza para el promedio de resistencia, desconocida
la varianza poblacional, es

8 S
(fn - tl,g(n - 1)—n,fn +t1,%(n — 1)—7;)

vn vn
1.184078 1.184078)

= ( 78.3 - 2.009574 , 78.3 + 2.009574
( V50 V50

= (77.9634, 78.6365).

3.6 Tamano de la muestra simple bajo Norma-
lidad

Esta seccién es una presentacion sucinta, dedicada al tamano de la mues-
tra. Este tema primordial y complejo es un tema extenso que abarca
varios aspectos incluyendo el relativo a la determinacién de la numerosi-
dad de la muestra propiamente dicha. Si el lector contintia trabajando
sobre conceptos del area de la estadistica, tendra la oportunidad de pro-
fundizar sobre este tema fundamental tanto en el disefio como en la
ejecucién de investigaciones auxiliadas por la estadistica. Entonces, se
trata de un modesto anticipo sin la menor pretension de lo que significa
la determinacién del tamano muestral.

Para estimar el parametro p, promedio poblacional, se puede de-
ducir el tamano de una muestra a partir de la expresion de uno de sus
intervalos confidenciales.

3

Fijando de antemano como medida de precisién de la estimacién de p el

g _

valor e m =6 el tamano de muestra puede ser derivado inmediata-
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21—a0 2
n=—321] .
€

En esta expresién corriente del tamano de una muestra simple, e se
denomina error mdzimo admisible en la estimacién de p, o margen
de error, y constituye una cota para la diferencia aleatoria | X, —u|. Con
la denominacién de confianza se hace referencia al valor 1 — «, v el valor
de o usualmente se estima por medio de una muestra llamada muestra
piloto, en caso de no asumirlo conocido. Para estimar la diferencia de
promedios entre dos poblaciones independientes, los tamanos de muestra
pueden establecerse como

2
Z1_e
n:m:( e2> (0% + o2).

En el ejercicio 11 de este capitulo se deduce la expresién anterior.

n
1 (2z21—a/2 L
4 e

mente como

N
[u—y
=

Figura 3.7: Tamano holgado de la muestra para estimar la proporcién
poblacional.

Para estimar la proporcién poblacional m, el tamano de muestra requeri-

do es
n= ek 27r(1—7r)
N e

cuyo tamafio méas holgado puede adoptarse como

(1))
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pues al ser n una funcién de 7, ademads de otras variables,

n = gir) = (21‘%)27r(1~7r>,

[

su maximo puede determinarse facilmente en los siguientes términos:

d(m) = ()2 (1 - 2m)

€
’ a-g\*
g'(m) = -2 . <0

1
g(r)=0 cuando 7 = 5

como lo destaca la figura 3.7.

3.7 Estimacion bayesiana por intervalo

El numeral 2.1.4 de la pagina 84 se dedic6 a la presentaciéon de algu-
nas ideas globales de la estimacion bayesiana. Precisamente se definio
como funcién de densidad a posteriori de © a la funcién de densidad
condicional

f9|X1,X2,...,Xn (9|:L‘1, L2,... ,.’L‘n)

y ésta permite deducir directamente un intervalo para estimar el para-
metro 6.

Definicién 3.7.1. Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de una po-
blacién con funcion de densidad fx(x|0), go(0) la funcion de densidad
a priori de ©, y fo|x,.x,..,x. (011,22, ..., ) la funcién de densidad a
posteriori de ©. Sean 0y y 81 dos valores de la variable aleatoria © tales
que

01
Pl <© <] = ; foixi,xa,.., x. (0171, T2, ..., 2p)d0 = 1 — q,
0

entonces el intervalo (6g,01) se denomina intervalo bayesiano para 0
de probabilidad 1 — .

El intervalo (6o, 6;) se adopta como una estimacién de 6 con pro-
babilidad asociada 1 — «, cuya interpretacién no es la misma que la de
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una estimacién por intervalo del 100(1 — «)% para el mismo pardmetro.
Es valido entonces decir, dentro del enfoque bayesiano, que la probabi-
lidad de que el pardmetro se encuentre entre los valores 6y y 81 es 1 — ¢,
mas seria una interpretacién errénea si se tratase de una estimacion por
intervalo.

Ejemplo 3.7.2. Si X;, X5,...,X,, es una muestra aleatoria de una
b b )

poblacién con distribucién Normal de valor esperado 8 y varianza o2

asumida como una constante conocida, y si la distribucién a priori de

© se establece como Normal de valor esperado p, y varianza ag, el

ejemplo 2.1.25 de la pagina 88, menciona que la distribucién a poste-
noxT, + u,,aQ

P

riori de © es Normal de valor esperado p, = y varianza

nol 4 o*
2,2
lopte)
o2 = _“22.__5' Entonces
no, +o
G0 — 1« 01 — s
Pllo<O©<@)=P |2 H oz LTy
O O

El intervalo bayesiano (6, #1) tiene longitud minima escogiendo

‘90*,“* . 61 — M
—_———=—Zj_a y e = 2] _a.
Ty 2 Oy 2

De esta forma, el intervalo bayesiano de probabilidad 1 — a bajo las
condiciones establecidas es

2= 2 2— 2
No,Tn + Upo Op0z]—2 no,Tn + ppo OpOZ o

no? + o? (no2 + 02)% " nol+o? (no2 + 02)%

Tanto la estimacion como los intervalos bayesianos tratados en este
texto son menciones tangenciales de unos conceptos que pertenecen a un
cuerpo conceptual propio dentro de la estadistica: el andlisis bayesiano
o estadistica bayesiana. El lector puede contar con una extensa bibli-
ografia en el tema, si le interesa conocer a profundidad la filosofia y los
métodos de este enfoque estadistico.

3.8 Demostracion de los teoremas

Teorema 3.1.7. Sea X1, Xo,..., X,, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(x,0), y T,sz) = t;{(X1, Xo,..., Xpn),
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1 = 1,2, estadisticas tales que (Té”,T,@) es un intervalo confidencial
para 0. Si () es una funcién estrictamente mondtona con dominio ©
y recorrido un subconjunto de R, (7’ (Té”) ,T <T7(l2))> es un intervalo
confidencial para la imagen de 8 bajo r, cuando ésta es estrictamente cre-
ciente y <r (T,@) T <T7(Ll)>) es un intervalo confidencial para la imagen

de 8 bajo r cuando la funcidn r es estrictamente decreciente.

Demostracion. Como (T,sl), 7(12)) es un intervalo confidencial para 6

es porque en particular Py [ W < T(z)} = 1. Si r(#) es una funcién
estrictamente decreciente, entonces Pg[ ( ) ( 7 )} =1yel
evento aleatorio {r (T,g”) r@) >r (T( ))} es equivalente al evento
{T,(Ll) <f< T,(L2)}; por tanto,

lfa—Pg{ T < g < 12 )]:PQ[T(T,(L2))<T(9)<T(T,(Ll))].

Como 1 — @ no depende de 8 y Py [7“ (T£2)> <r (Tr(bl))] =1, el in-
tervalo aleatorio (7‘ (T,(LQ) > T (T,gl))) es un intervalo confidencial del

100(1 — )% de confianza para la imagen de 6 bajo la funcién r.

De manera similar, el intervalo aleatorio (r (T T(Ll) > ,T (Tn(z))) es un in-
tervalo confidencial del 100(1 — )% para la imagen de 6 bajo la funcién
r, cuando ésta es una funcién estrictamente creciente. O

Teorema 3.2.12. Bajo un caso reqular de estimacion, si el estimador
T, = t(X1,Xs,...,X,,) es insesgado para la imagen de 6 bajo una fun-
cion r, cuya varianza coincide con la cota de Cramer-Rao, basado en
una muestra aleatoria X1, X, ..., X, de una poblacidon con funciéon de

densidad fx(z,0), entonces la variable aleatoria
nl(6)

N T, — (0
g = (@)

converge en distribucion a una variable aleatoria con distribucion Nor-
mal estandar.

Demostracion. Los argumentos de la demostraciéon de este teorema se
basan en ideas circundantes a la informacién de Fisher y en el teorema
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del limite central.
El elemento original consiste en considerar la variable aleatoria

H(X,0) [ln Fx(X,0)].

Esta variable tiene valor esperado cero y varianza I(6).
®© 9
E[H(X,6)] = / o lIn fx(z,0)] fx(z,0) da

8
[’} —fX(.’II,g)
_ [ 56
= L ix@e x@fd
= 0 fX(x 0) dx

_ %/_ fx(2,0)dz = £5(1) = 0
VIH(X,0) = E [H*(X,0)] = 1(6)].

Creada de esta forma la variable aleatoria H(X,#), la sucesién de varia-
bles aleatorias H(X1,0), H(X2,0), ..., H(X,,8) constituye una muestra
aleatoria de manera que aplicando la versién de Lindeberg-Feller del teo-
rema del limite central, teorema 1.4.12, pagina 21,

S H(X,0) Y aﬁ lIn fx (X, 0)]
=1 = =t 4, 7 ~ N(0,1).
nl(8) nl(6)

Como se afirma que T;, es un estimador insesgado para la imagen de 6
bajo la funcién r, cuya varianza es la cota de Cramer-Rao, es porque
existe una funcién K(4,n) tal que

n

an ln <H fX Xzae ) Z In fX Xug) (0,?7,) [Tn - 7’(0)] 3

como lo asegura el corolario 2.2.56, pagina 113; esto es,

n

> H(X;,6) = K(6,n) [T, —(6)].
i=1
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Por tanto,

To=10)+ o ZH X;,0)

expresién de la cual se puede afirmar que

nl(6)

V[T] = GO

Entonces
S50 gio,n) [T - r(0) _ Tu—r(8)

nl®)  JEK2(0,n)VI[T,) VVITH]

Como T, es insesgado para la imagen de 6 bajo la funcién r, cuya va-
rianza es la cota de Cramer-Rao,

nl(0) ’

lo cual finalmente permite concluir que

T, — 7'(0) - ’I”LI(H) _ i, N
@2  r'(6) T, —r(0)] — Z ~ N(0,1). O
“nI(0)

Teorema 3.3.1. Sea T,, un MLE insesgado para 8, cuya varianza coin-
cide con la cota de Cramer-Rao y que cumple conjuntamente las condi-
ciones de regularidad con el modelo probabilistico elegido, entonces para
un tamano de muestra suficientemente grande, un intervalo confidencial
de aprozimadamente 100(1 — a)% de confianza para 6 es

T 21__ 21__
" \/nl I \/nI
donde I(T,) es la informacion de Fisher evaluada en la estadistica T,.

Demostracion. Mas alld de ser una demostracion, se presentan algunas
consideraciones respecto a la misma. El hecho de que T, sea MLE e
insesgado para @, cuya varianza corresponde a la cota de Cramer-Rao,
permite garantizar, segin el teorema 3.2.12, que

Qx = V/nl(0)(T, - 0)
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converge en distribucién a una variable aleatoria con distribucién normal
estandar; luego para un tamano de muestra suficientemente grande, Q@ x
se puede asumir como una variable aleatoria pivote para 6. Entonces,

Pg[a<m(Tn—0)<b}=6nzl—a.

La probabilidad 4, es cercana a 1 — «, porque en la practica n es finito,
probabilidad que no depende de 8 y como la informacién de Fisher es
una cantidad positiva

on = Py —a-—<Tn—9<—b—~—
| V/nl(0) nl(0)
Pt g
| V/nl(6) nl(0)
—pln, -t g, |
nl(0) nl(8)

El intervalo aleatorio que sugiere esta ltima expresion no es un intervalo
confidencial para @, porque sus limites estan dependiendo de # por medio
de I(0). La eleccion de a y b puede ser hasta cierto punto arbitraria,
sujeta a la relacién entre a y b para garantizar el nivel de confianza 9y,
pero pueden utilizarse los valores que generan el intervalo de longitud
minima como en los casos 1 y 2 tratados en el numeral 3.3.1. En concreto,
una estimacién aproximadamente del 100(1 — a)% de confianza para 6
puede realizarse mediante el intervalo confidencial

Tn - Zl_% 7Tn Zl_% ) )
( N AN

tal como lo afirman Bartoszynski y Niewiadomska-Bugaj. 0

3.9 Ejercicios

1. Si X1, Xom,...,Xnn es una muestra aleatoria ordenada de una
poblacién con distribucién Uniforme en el intervalo (0,8), y si

1 2 n sp-
T,(L ) = Xnn, ,S ) = (%) Xn,n son estadisticas, con ¢ una cons-

tante, 0 < ¢ < 1, demuestre que el intervalo ( ,gl),T,SQ)) es un
intervalo confidencial para 8 y determine el valor esperado de la
longitud del intervalo y su nivel confidencial.
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Si las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, constituyen una muestra
aleatoria de una poblacién con funcién de densidad

fx(@,0) =e "Dy (),

les el intervalo aleatorio (X 1n+ % Ina, X l,n) un intervalo confi-
dencial del 100(1 — «)% de confianza para 67

. Explore la forma de estimar por intervalo el parametro 6, a partir
de una muestra aleatoria X1, X»,...,X,, de una poblaciéon con
distribucién de Poisson de parametro 6.

. Asumiendo que #; es una cantidad conocida, proponga una forma
de estimar por intervalo el pardmetro 62, a partir de una muestra

aleatoria X1, Xo, ..., X,, de una poblacién con funcién de densi-
dad
0y o 01-1,~ 55
fx(l‘,e) —= mr 17 e 02 I(O’oo)(x).

. Explore la forma de estimar por intervalo el parametro 0, y 6°
a partir de una muestra aleatoria X, Xs,...,X,, de una pobla-
cién con distribucién Normal de valor esperado 0 y varianza k62,
conocido el valor de k.

. Considere el intervalo confidencial de longitud minima para el va-
lor esperado, desconocida la varianza , bajo el modelo gaussiano.
. Cémo varia el valor esperado de la longitud del intervalo cuan-
do el tamano de muestra se incrementa? Y ademaés, ;cudl es la
relacién entre el citado valor esperado y el nivel confidencial?

. Consiga una forma de estimar por intervalo el coeficiente de va-

riacién o/ a partir de una muestra aleatoria X, Xa,..., Xy, de
una poblacién con distribucién gaussiana de valor esperado u y
varianza o2.

Suponiendo que o2/ 022 = ¢, ¢ una constante conocida, determine
un intervalo confidencial para la diferencia pj — g2 con base en dos
muestras aleatorias independientes de sus respectivas poblaciones
cuyas distribuciones son asumidas como gaussianas de valores es-
perados p1, o y varianzas O‘%, a% , Tespectivamente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Asumiendo #, como una constante conocida, explore la forma de
estimar por medio de un intervalo confidencial el parametro 65,

basado en una muestra aleatoria X1, X2,...,X,, de una pobla-
cién con distribucién de Pareto, es decir con funcién de densidad
6,6

I[x(z,0) = 202+ I(Ol,oo) (z).

i Cuél de los dos intervalos confidenciales para la estimacion de la
proporcién poblacional, presentados en el numeral 3.3.2, prefiere
utilizar?

Deduzca la expresion para el tamano de la muestra simple requeri-
do en la estimacién de la diferencia de promedios en poblaciones
independientes bajo Normalidad.

El nimero de disconformidades de una baldosa de ceramica se mo-
dela para efectos de control de calidad, como una variable aleatoria,
con distribucién de Poisson. La variabilidad propia del proceso de
manufactura sugiere reconocer al pardmetro como una variable
aleatoria, para la cual se propone un modelo Exponencial de para-
metro igual a uno. Determine un intervalo bayesiano para estimar
la tasa de disconformidades por unidad, con base en una muestra
aleatoria de tamano n.

Deduzca un intervalo confidencial del 100(1 — )% de confianza
para 6, basado en una muestra aleatoria censurada de una po-
blacién con funcién de densidad, tal como la presenta el ejemplo
2.1.14, de la péagina 77.

Sea X1, Xs,...,X,, una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad Uniforme en el intervalo (0,6), fijo el valor
¢, iel intervalo aleatorio (Xn,n, clan,n) es un intervalo confiden-
cial de longitud minima para 67 Si el espacio del pardmetro es
© = {6|0 < 0 < k}, k una constante conocida, determine el tama-
fio de muestra minimo tal que la longitud del intervalo confidencial
sea por lo menos lg.

Si X1,Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad Uniforme en el intervalo (6 - %, 0+ %), deter-
mine un intervalo confidencial del 100(1 — a)% de confianza para

6.
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16.

17.

18.

19.

20.

Si X3, X9,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

fx(z,0) = 0 exp(—0z)I (g o0)(T),

determine un intervalo confidencial del 100(1 — &)% de confianza
para P[X > 1].

Con base en el ejercicio 16, determine un intervalo confidencial del
100(1 — &)% de confianza para 8, basado tinicamente en el minimo
de la muestra.

Si X1, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

2z
fX(x79) = WI(O,Q)(:E% con 6 > 0,

determine un intervalo confidencial del 100(1 — &)% de confianza
para 6.

Si Xi,Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

fx(z,0) = %x%_ll(o,l) (z), con 6 >0,

determine un intervalo confidencial del 100(1 — @)% de confianza
para 6.

Si X1, Xas,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad

fx(z,0)= 01‘0_11(0’1)(30), con 8 > 0,

determine un intervalo bayesiano para 6, si la distribucién a priori
de © es Gama con los componentes del pardmetro especificados.



Capitulo 4

Juzgamiento de hipotesis

A este capitulo tradicionalmente se le ha llamado prueba de hipétesis,
contraste de hipdtesis, docimasia de hipétesis e incluso cotejo de hipote-
sis, como resultado de las traducciones del vocablo inglés test, o testing.
Sin embargo, al volver a examinar las acepciones de cada uno de los
términos utilizados se encuentra que no ofrecen la precisiéon semantica
necesaria para enmarcar un sistema de conceptos substanciales dentro
de la estructura conceptual de la inferencia estadistica.

Prueba de hipétesis, tal vez la forma maés cotidiana para referirse
al contenido del capitulo, utiliza un término que dentro de sus muchas
acepciones presenta algunas asociadas con el tema. “Prueba: razom,
argumento, instrumento u otro medio con que se pretende mostrar y
hacer patente la verdad o falsedad de algo. Ensayo o experimento que
se hace de algo para saber cémo resultara en su forma definitiva. Indicio,
sefial o muestra que se da de algo”!. Quizds uno de sus sinénimos que
mejor resume su sentido es cateo. Pero decidir a favor o en contra de una
aseveracién que traduce una explicacién aprioristica de algin fenémeno
particular de la realidad, cuya decisién se toma a la luz de la informacién
de la muestra, no puede entenderse como un cateo.

Por otra parte, contraste de hipétesis tampoco es una acertada elec-
cién para la denominacién del tema porque ademés de utilizar el vocablo
contraste, muy propio en el planteamiento de hip6tesis en los modelos
lineales o en el disenio experimental, entre otros, término que podria
introducir confusién, ninguna de sus acepciones ligadas al tema es sufi-

'Real Academia Espafiola (2001). Diccionario de la lengua espaiiola.
Vigésimasegunda edicién. Madrid: Espasa Calpe S.A.
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ciente para describir globalmente esta area del conocimiento estadistico.
En efecto, “contrastar: ensayar o comprobar y fijar la ley, peso y valor
de las monedas o de los objetos ... Comprobar la exactitud o autenti-
cidad de algo. Mostrar notable diferencia, o condiciones opuestas, con
otra, cuando se comparan ambas” (Op. cit), es un término més cercano
para estimar o para destacar que a la toma de decisiones a partir de la
informacién de la muestra.

Docimasia como “arte de ensayar los minerales para determinar la
naturaleza y proporcién de los metales que contienen”?, y de otras de
sus acepciones, presenta més un sentido de andlisis que un sentido de
opcién por algo a la luz de los hechos. Ademas, su origen etimolégico
de ensayar o probar, la colocaria como sinénimo de prueba, y no habria
razones para adoptarla. Cotejo como accién y efecto de cotejar, siendo
cotejar “confrontar algo con otra u otras cosas; compararlas teniéndolas
a la vista” (Op. cit), consistiria igualmente en un simple sinénimo de
contraste, que no introduce elementos adicionales para admitirlo como
palabra nuclear.

Como juzgamiento es accién y efecto de juzgar, entendiendo que juz-
gar significa “deliberar acerca de la culpabilidad de alguien o de la razén
que le asiste en un asunto y sentenciar lo procedente. Decidir en favor
0 en contra y especialmente pronunciar como juez una sentencia acerca
de alguna cuestién o sobre alguno”(Op. cit), ademds de tomarse co-
mo directriz a una de sus acepciones que condensa la finalidad de un
procedimiento de toma de una decisién a favor o en contra de algo, juz-
gamiento por su parte es un vocablo que permite construir una analogia
magistral entre un juicio que se realiza ante un juez y los elementos,
pasos y conceptos en el acopio de informacién, su procesamiento y la
decisién que se toma ante una afirmacién relativa al fendémeno en estu-
dio, que la inferencia estadistica abstrae y estructura como una de sus
partes fundamentales.

En consecuencia, este texto titula al presente capitulo como Juzga-
miento de hipdtesis, porque como se comprenderd, en la medida que vaya
desarrollandose, se trata realmente de algo andlogo a un juicio, particu-
larmente a un juicio penal. Para iniciar la exposiciéon de los conceptos
propios del juzgamiento de hipétesis, se parte del concepto de hipdtesis
estadistica.

ZVOX. (1991). Gran diccionario general de la lengua espafiola. Segunda Edicién.
Editorial Presencia para Colombia. Bogot4.
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4.1 Elementos basicos

Definicion 4.1.1. Una hipdlesis estadistica es una aseveracion o
conjetura acerca de la distribucion de una poblacién, afirmacion que
generalmente estd asociada a un subconjunto del espacio del pardme-
tro © correspondiente al modelo probabilistico que representa la citada
poblacion. Como notacion, la aseveracion se enuncia después de la abre-
viatura Hg o Hy.

El juzgamiento de una hipdtesis estadistica es un proceso que cul-
mina con una decision de rechazar o de no rechazar una hipétesis con
base en la informacidn de una muestra aleatoria X1, Xs, ..., X, de una
poblacion para la cual se ha asumido un modelo probabilistico cuya fun-
cion de densidad es fx(x,0).

Definiciéon 4.1.2. La hipdtesis sobre la cual se estructura el proceso de
Juzgamiento se denomina hipdtesis nula, se denota Hy y se enuncia
como

Hy:60€9, 6,c8.

Definicion 4.1.3. La hipdtesis elegida como contraste a la hipotesis
nula se denomina hipdtesis alterna, se denota Hy y se enuncia como

leé?egl, Qlcg’ Elr]EOZQ’

Definicion 4.1.4. La diada de hipdtesis nula y alterna constituye el
sistema de hipdtesis del proceso de juzgamiento de la hipdtesis nula,
sistema que se enuncia como

HO : 0 € EO
frentea
Hl 1 0 € :@:1.

Definicion 4.1.5. Una hipdtesis H : 6 € EI, E’ C © se denomina hi-
potesis stmple si con dicha aseveracién queda plenamente especificada
la distribucion de la poblacién. En caso contrario se denomina hipdte-
sis compuesta.

Ejemplo 4.1.6. El diseno de un producto establece un envase de 20
onzas fluidas; en consecuencia, el proceso de llenado debe adecuarse a
ese requerimiento y deben planearse y ejecutarse los controles peridédicos
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para tomar las decisiones a que haya lugar sobre los ajustes a las maquinas
y al proceso en general, una vez se obtenga y se procese la informacion
pertinente durante los controles.

Para respaldar cualquier decisiéon con el apoyo de procedimientos es-
tadisticos, una manera consistiria en idealizar el contenido del producto
en el envase como una variable aleatoria y adoptar un modelo proba-
bilistico como regente de su comportamiento. En particular, si se elige
el modelo gaussiano como el més idéneo para representar el contenido
mencionado, con valor esperado 8 y bajo el supuesto de varianza cono-
cida, la declaraciéon H : 8 = 20 indicativa de que el proceso de llenado
estd centrado de acuerdo con el requerimiento del disefio, corresponde a
una hipotesis simple, puesto que conocida la varianza y admitido 8 = 20
como el valor esperado de la variable que representa el citado contenido,
queda plenamente determinada la distribucién de esa variable.

Por su parte, la afirmacién de que el proceso de llenado tiende a
rebosar el envase, traducida como H : 6 > 20, corresponde a una hi-
pétesis compuesta, porque se trata de una afirmacién que aunque lleva
tacita la alusién a una variable con distribucién gaussiana de varianza
conocida, no identifica una distribucién singular.

Continuando dentro de este contexto industrial, si en el instante de
cierre del envase posterior al llenado, mediante la utilizaciéon de una fo-
tocélula, se detectan envases con contenido inferior a 18.5 fl oz, éstos
son trasladados a un proceso de reciclaje practicamente sin costo al-
guno, mientras que los recipientes que contienen 18.5 fl 0oz 0 mas, no
activan senal alguna de la fotocélula, siendo la preocupacién central por
aquellos envases que contienen mas de 20 fl 0z, pues proporcionalmente
al contenido adicional generan costos considerables. Para el seguimiento
del proceso, en cada periodo de control se recoge la informacién corres-
pondiente al contenido de 49 envases elegidos en forma aleatoria dentro
del lote de produccion, como parte del aprestamiento para el control
estadistico de calidad del proceso, con la finalidad de decidir si deben
realizarse ajustes a las maquinas o al proceso en general, o, por el con-
trario, para dar parte de la no presencia de factores perturbadores del
proceso.

El sistema de hipétesis que origina el procedimiento que permite la
toma de decisiones dentro de este proceso industrial particular, puede
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formularse asi

Hy:6=20
frentea
H; : 0> 20,

sistema entendido como el juzgamiento de la aseveracién de que el pro-
ceso estd controlado o equivalentemente que esta centrado en 20 fl oz,
declaracién concretada en la hipétesis nula Hy y enfrentada con una
manifestacién de una situacién alternativa relacionada con la inconve-
niencia de producir unidades con contenido superior al establecido por
el disefio del producto, representada por la hipétesis alterna H;.

Definiciéon 4.1.7. El proceso de juzgamiento de la hipétesis nula con-
lleva un procedimiento, regla o norma que permite tomar la decision a
que haya lugar, denominado test. Como notacion, el test se enuncia
después de la letra 7.

Definicién 4.1.8. Fl test utilizado dentro del proceso de juzgamiento de
la hipdtesis nula Hy, tiene vinculado un subconjunto del espacio de las
observaciones X. Este subconjunto denotado por Cr, estd determinado
por su respectivo test asi:

7 : “Rechazar la hipdtesis Hy si (x1,%2,...,%n) € Crpn”.

El conjunto C;, se denomina regién critica o region de rechazo
del test para juzgar a Hy y el test asi definido se denomina test no
aleatorizado. El conjunto X — C,, recibe el nombre de region de
aceptacion del test para juzgar a Hy.

Definiciéon 4.1.9. Un test T recibe la denominacion de test alea-
torizado para el juzgamiento de la hipdtesis nula Hy, st la funcidn
Y, calculada en los valores observados de una muestra aleatoria, con
0 < ¥ (z1,Z2,...,2,) < 1, determina la probabilidad de ézito de una
variable aleatoria Y con distribucion de Bernoulli, cuyos valores particu-
lares se generan por un procedimiento aleatorio adicional, y estd definido
como
T : “Rechazar Hy siy=17.

A la funcion ¥, se le denomina funcion critica del test aleatorizado
T.



192 CAPITULO 4. JUZGAMIENTO DE HIPOTESIS

Como los tests aleatorizados no son del interés de este texto, debe
entenderse que dentro del contenido del presente capitulo el término test
hace mencién unicamente a los tests no aleatorizados.

Ejemplo 4.1.10. Un test propuesto para el juzgamiento de Hy dentro
del sistema de hipdtesis del ejemplo 4.1.6 es

7 : “Rechazar Hy si T49 > 20.27, en caso contrario no rechazarla”,

norma que permite optar por la exploracién y remocion de causas ex-
tranas al proceso responsables de la no adecuacion a los requerimientos,
si el contenido promedio en una muestra aleatoria particular de 49 en-
vases supera las 20.27 fl oz. Por otra parte, permite no reportar novedad
alguna en el desarrollo del proceso, cuando el senalado promedio es a
lo sumo 20.27 fl oz. La region critica asociada a este test es, por consi-
guiente,
Cra0 = {(z1,22,...,249)|Tag > 20.27} .

Cualquier decisiéon que se tome en el juzgamiento de una hipétesis
estadistica lleva consigo el riesgo de incurrir en una opcién equivocada.
Como en la analogia acogida, el juzgamiento de una persona en un tri-
bunal o juzgado, es factible concluir el correspondiente proceso judicial
con una decisién ajustada a las normas procesales y a la naturaleza de
las pruebas, pero en realidad no acertada en cuanto a la verdad de los he-
chos, verdad que no siempre el juez puede conocer enteramente; por ello
repetidamente se mencionan expresiones relativas a los inocentes que se
encuentran purgando penas, o a los culpables que gozan de libertad ple-
na. De manera similar a los errores en los cuales se puede incurrir en el
juzgamiento de una persona, en el juzgamiento de hipdtesis estadisticas
se corren riesgos semejantes.

Asi como un proceso judicial termina en forma normal, con la de-
cisién de un juez o tribunal, el proceso de juzgamiento de una hipétesis
nula culmina con una decisién: ya sea rechazar la hipétesis nula cuando
hay evidencia estadistica para hacerlo o al no contar con dicha eviden-
cia para rechazar la hipdtesis, la de optar por no rechazarla. En este
sentido, cualquiera de las decisiones puede ocasionar una equivocacién
o error. Uno de ellos consiste en rechazar una hipétesis nula cuando la
hipétesis es verdadera, el otro en no rechazar una hipdtesis nula en el
caso de ser falsa.

Cuando se traducen apartes de las explicaciones previas o provisio-
nales de un fenémeno a afirmaciones de caracter estadistico, es decir,
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cuando se formalizan hipétesis estadisticas, éstas heredan la veracidad
o falsedad acorde con la explicacion aprioristica del fendmeno. Esa ve-
racidad o falsedad inmanentes a la incertidumbre misma que motiva la
realizacion de la investigacién no son directamente el objetivo de su juz-
gamiento; el objetivo inmediato es la toma de una decisién frente a la
afirmacion que determina la hipétesis a la luz de la informacién conteni-
da en los datos acopiados. En este sentido es pertinente precisar que
cuando se utilizan expresiones como “bajo la hipdtesis ..., siendo cierta
la hipdtesis...”, debe entenderse que la afirmacién de la frase precedente
a alguna de las expresiones mencionadas, o a otra similar, esta condi-
cionada a la veracidad de la hipétesis en consideracion, o al supuesto de
que la afirmacién fuese verdadera.

Como los errores en los cuales se puede incurrir cuando se toma la
decision estan dependiendo de la real o supuesta veracidad de la hipéte-
sis, la concisién y denominacién de cada uno de estos errores se indica
en la definicién siguiente.

Definicién 4.1.11. Dentro del proceso de juzgamiento de la hipdtesis
Hy se denomina error del tipo I a la decision de rechazar Hy, siendo
verdadera la hipdtesis; asimismo, se designa como error del tipo II o
la decision de no rechazar la hipdtesis nula siendo ella falsa.

En resumen:

Decision
Hy Rechazar Hy | No rechazar Hy
Cierta | Error del tipo I Correcta
Falsa Correcta Error del tipo 11
Definicion 4.1.12. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una

poblacion con funcion de densidad fx(z,0) y sea ademds T un test no
aleatorizado para el juzgamiento de la hipétesis nula Hy : 6 € O, definido
como

7 : “Rechazar Hy si (z1,%2,...,%,) € Crp”.

La funcion

- 4
1 st (w1,72,...,20) =2, € Crpn
. ’ C . c
0 si z,€C7, siendo C7, =X —Crp

w"'(m;'z) =
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se denomina funcidon critica del test no aleatorizado .

Si la hipdtesis nula Hy : § = 6y es una hipé6tesis simple, es decir la
aseveracion alude que la distribucién de la variable representativa de la
poblacién esté plenamente determinada, y si ademas dicha hipétesis se
asume verdadera, entonces el error del tipo I puede calcularse como

Py, [v(X]) =1].

Dicho de otra manera, calcular este error del tipo I corresponde al calculo
de la probabilidad de rechazar la hipétesis nula dado que el valor del
parametro es # = 6. Sin embargo, en una situacién relativa a una hi-
potesis nula compuesta, que se refiere a una variedad de distribuciones,
el error del tipo I no seria tnico, serfa un conjunto de errores del tipo
I. El méaximo del conjunto citado, la mayor probabilidad de rechazar
la hipétesis nula siendo cierta, se adopta como uno de los elementos
constituyentes en la construccién, en la caracterizacién o en la evaluacién
de un test. La siguiente definicién hace referencia a ello.

Definicién 4.1.13. El tamano del test 7, el tamano de la region
critica Cr,,, la probabilidad de error del tipo I o nivel del test T
se denota usualmente por a y estd definido como
o = max Py [¢-(X},) = 1].
0c8,
Ejemplo 4.1.14. Sea X3, Xs,..., X, una muestra aleatoria de tama-

nio 10 de una poblacién con distribuciéon de Bernoulli con parametro 8.
Para juzgar la hipdtesis nula Hy : 0 < % dentro del sistema,

H0:0_<_

W

frentea
3

H1:9>Z

10
se propone el test, 7 : “Rechazar Hp si Y z; > 9”. Entonces, puesto
i=1

10
que Y X; ~ Bin(10,6),

i=1
10 10 10

.>9| = 9 019(1 — 9Y° — 106° — 9910

P, ;X_g}_(g)e +(10> (1—6)° =106° — 96
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luego
10 3 9 3 10_
max Py X; > 9| = max (106° — 99%) = 10 <—) -9 (—)
6€(0.5 P 9€(0,3] 4 4

= a ~ (.244.

En otras palabras, el nivel del test se entiende como la mayor proba-
bilidad de tomar una decisién incorrecta asumiendo verdadero cualquier
valor del pardametro 8 asociado con la hipétesis nula, y aun cuando es un
elemento que dentro del proceso de juzgamiento de hipétesis es contro-
lable y elegible arbitrariamente, por supuesto debe corresponder a una
probabilidad relativamente pequena, es usual asumirlo como alguno de
los tres niveles: a = 0.1, = 0.05 y & = 0.01, niveles que generalmente
se les conoce como niveles del 10%, 5% y 1%, respectivamente.

El error del tipo 11, denotado frecuentemente por 3, es otro elemen-
to constitutivo del proceso de juzgamiento de la hipdtesis nula, tal vez
habitualmente menos aludido que el error del tipo I, pero igualmente
esencial. De manera afin al cdlculo del error del tipo I, se puede generar
una variedad de errores del tipo II correspondientes a cada situacién
particular indicativa de la falsedad de la hip6tesis nula, un poco mas
complejo porque la probabilidad de no rechazar la hipétesis nula se cal-
cula bajo la consideracién de que la hipétesis nula es falsa. Entonces
cabe preguntarse: {qué significa que Hy se considere falsa? Si ©; = @8,
entonces Hy es falsa cuando H; sea considerada cierta, en cuyo caso
el sistema de hipétesis estd conformado por hipdtesis antitéticas; pero
cuando ©; # @S, entonces el subconjunto de valores de © asociados con
la falsedad de la hipétesis nula serd © — 6, conjunto que contiene a
Ql. Este hecho pone de manifiesto que si Hy se asume como falsa no
implica necesariamente que Hi sea verdadera, puntualizacién ésta que
no se puede pasar por alto cuando se realiza el calculo del error del tipo
IT.

;Cual de los dos errores que se pueden cometer en el juzgamiento
de hipétesis estadisticas es el mas grave? La respuesta realmente es que
en forma general no se puede evaluar su gravedad; cada caso particular
permitira valorar las implicaciones de una decisién errénea.

Por ejemplo, si el propdsito es remplazar un medicamento existente
por uno nuevo con base en el analisis de su eficacia, podria asumirse el
modelo de Bernoulli para representar si la aplicacién del medicamento
en un tipo de paciente surte el efecto esperado o no, y evaluar la citada
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eficacia por medio de una muestra de pacientes a los cuales se les ad-
ministre el medicamento. De esta manera, si # denota la probabilidad
de que el efecto de la aplicacién del nuevo medicamento en un paciente
sea el esperado y si el farmaco existente tiene una eficacia cuantificada
en g, puede establecerse el siguiente sistema de hipotesis:

Hy: 6 <6
frentea
Hy:6> 0.

La afirmacién de que el nuevo medicamento es a lo sumo tan eficaz
como el actual, traducida a lenguaje estadistico corresponde a la hipé-
tesis nula en este sistema. Respecto a la decisién que debe tomarse, ésta
se encuentra explicita en el parrafo anterior: mantener el medicamento
vigente o remplazarlo por el nuevo medicamento.

Entonces, en esta situacién particular, el error del tipo I consiste en
colocar en el mercado un medicamento con menor o igual eficacia que el
actual, mientras que el error del tipo II radica en abstenerse de colocar
en el mercado un medicamento mds eficaz que el vigente. La primera
decisién implica pérdidas para el laboratorio productor, mientras que la
segunda involucra pérdida de rentabilidad. Con la ayuda de la infor-
macién financiera de la compainia farmacéutica, puede establecerse cual
decisién seria mas costosa. Pero desde el punto de vista de salud publica,
las decisiones pueden valorarse contrariamente. ;Es mas grave consumir
un farmaco de menor calidad que no tener la posibilidad de utilizar uno
altamente eficaz? Se obliga precisar con mayor detalle el contexto propio
para valorar las implicaciones de la decision: ;se trata de un medica-
mento contra el resfriado comiin, o se trata de un medicamento para la
cura de un determinado tipo de cancer?

Como se deduce de lo anterior, no se puede hablar en términos abso-
lutos cudl de los errores es més oneroso, mientras que para una situacién
especifica si existe mayor factibilidad de hacerlo. En caso de poder es-
tablecer la preponderancia de uno de los dos errores, algunos autores
sugieren que se establezca el sistema de hipdtesis orientado por la con-
vencién de que el error del tipo I es mas serio que el error del tipo II.
De esta manera se controla el error del tipo I, o lo que es equivalente se
regula el nivel del test, y el cilculo o la determinacién del error del tipo
IT estaria sujeto a esta eleccién de . Sin embargo, esta sugerencia es
ma&s una invitacién a valorar la magnitud de los potenciales errores en
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Probabilidad de error del tipo II
Test | 6 =199 | 6 =20.1 | 6=20.2 [ 6 =203 | 6 =204 | 6 =205 | 8 = 20.6
T1 0.9997 0.9437 0.7432 0.3897 0.1125 0.0159 0.0010
T2 0.9993 0.9043 0.6456 0.2877 0.0677 0.0076 0.0004
T3 0.9981 0.8477 0.5372 0.2005 0.0381 0.0034 0.0001

Tabla 4.1: Compilacién de probabilidades de error del tipo II, para tres test
particulares, segiin algunos supuestos valores de 6.

un caso determinado y no debe tenerse como principio inquebrantable.

Ejemplo 4.1.15. Retomando el ejemplo 4.1.10 y estableciendo el valor
de la desviacién estandar como 0.75 fl oz, tanto la probabilidad de error
del tipo I como la probabilidad de error del tipo II, utilizando cada uno
de los siguientes tests, pueden ser calculadas y comparadas para varios
valores de 6.

»”

71 : “Rechazar Hy si T49 > 20.27, en caso contrario no rechazarla”.

7o : “Rechazar Hy si T49 > 20.24, en caso contrario no rechazarla”.

Y

T3 : “Rechazar Hy si T49 > 20.21, en caso contrario no rechazarla”.

El nivel del primer test es a = 0.00587, porque

20.27 — 2
Py [X49>2027] =1-@ [\/4_9(4)077—50_) =1 - &(2.52) = 0.00587

De igual manera, los niveles de los test 7o y 73 son respectivamente del
1.255% y 2.5%.

Del contenido de la tabla 4.1 y de los niveles de los tests en con-
sideracién, se deduce la superioridad del tercer test. Si se pretende
elegir un test con nivel inferior al 5%, los tests en comparacién cumplen
la exigencia y aunque con mayor error del tipo I, el tercer test presenta
persistentemente los menores valores de la probabilidad de error del tipo
IT dentro del rango de valores de 8 senalados en la tabla mencionada.

Los temas de proximas secciones estan justamente relacionados con
la construccién de los mejores tests, construcciéon basada en métodos
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con alcances mucho més generales que lo logrado en el ejemplo inmedi-
atamente anterior.

El buen uso de la estadistica ademas de ser realizado segin principios
éticos, consiste en la eleccién y aplicacién de los mejores procedimientos
disponibles para el logro de los objetivos en una situacién particular.
La incertidumbre con la cual trabaja tanto el investigador, el analista
estadistico como el usuario ocasional de la estadistica, no justifica la
utilizacién de cualquier herramienta para abordar la explicacién, des-
cripcién de un fenémeno o para la toma de decisiones frente a él. Es
preciso acudir a los canones estadisticos para evaluar la condicién de
cada procedimiento elegible al utilizarlo.

Cada uno de los procedimientos de la inferencia estadistica esté re-
comendado por medio de una certificacién relativa a su propédsito. Los
buenos estimadores son elegibles a la luz de los requisitos tratados en
el segundo capitulo; las mejores estimaciones por intervalo se logran a
través de intervalos confidenciales construidos con base en buenos es-
timadores puntuales pero esencialmente por su minima longitud. La
calidad de un test, por su parte, al configurarse como la estrategia fun-
damental para la toma de decisiones estadisticas, es examinada desde
varios puntos de vista pero connaturalmente desde su capacidad de re-
chazar la hipdtesis nula bajo presuntos escenarios relativos a valores del
parametro, perspectiva conocida como la potencia de un test. Siendo
ésta la directriz de la construccién y evaluacién del desempefnio de un
test, se tratard a partir de la siguiente definicién inicial conocida como
funcion de potencia.

Definicién 4.1.16. Sea 7 un test no aleatorizado para el juzgamiento
de Hy con funcién critica ¢ (x),). La funcién de potencia denotada
como 7, (6) es una funcién con dominio © y recorrido el intervalo (0,1),
definida como

e (0) = Py [ (X2) = 1].

Definicién 4.1.17. Siendo ©; = 8y la funcion 8.(0) = 1 — 7,(6), es
llamada curva caracteristica de operacion o curva CO del test
T.

Ejemplo 4.1.18. El tiempo que una persona requiere para comprar
una tarjeta de ingreso en el sistema de Transmilenio en la estacién de
Alcald durante el 2002, ha mostrado un comportamiento que sugiere el
modelo Uniforme en el intervalo (0,6) para su descripcién. Se afirma
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que el tiempo méaximo de permanencia en la fila estd entre dos y tres
minutos. Para evaluar la afirmacién y tomar los correctivos del caso, se
va, a registrar el tiempo empleado por n personas que seran elegidas por
medio de un procedimiento especial de muestreo en la rampa de ingreso,
y se propone la utilizacién del test

7 : “Rechazar Ho si xnn < 1.9 08i 2pnp > 2.9”
para el juzgamiento de la hipotesis nula Hy en el sistema,

Hy:0¢€ [2,3]
frentea
Hy:6¢ /23]

La funcién de potencia del test propuesto es

7r(0) = Pg[Xnp < 1.9] + Ps[Xpnp > 2.9]

= Pg[Xn,n < 1.9] +1-— Pg[Xn’n < 2.9]
=1+ Fxnyn(l.g, 0) — FXM(Q.Q, 0)

7 (0) = Lo,1.9)(0) + (1079)71 I1.9,2.0/(0) + [1 + (_19_9)" - (279)”] I(2.9,00)(0)

cuya representacién grafica se observa en la figura 4.1.

7. (6)
1 |

Figura 4.1: Gréfico de la funcién de potencia correspondiente al ejemplo
4.1.18.
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Idealmente, la funcién de potencia de un test 7 seria
m(0) =1— IQO (0)

o equivalentemente la curva CO ideal del test 7 se estableceria como

B,(6) =1 - Ig (9).

La funcién de potencia ideal para el cjemplo anterior tendria la forma
que muestra la figura 4.2

()
1 T—— ®
*—
1.9 29 0

Figura 4.2: Gréfico de la funcién de potencia ideal correspondiente al
ejemplo 4.1.18.

Definicién 4.1.19. FEl test 7 con funcion critica V- (x) se dice que es
un test insesgado para la hipotesis Hy si

mQXPG [wr(X:;,) = 1] < ml_n PG [T/JT(X;) = 1]
€O, €9,

o dicho en otra forma si

max 7,(6) < min 7-(6).
€8, €8,

El tamano de la muestra revel6 sus efectos en la estimacién de para-
metros y ahora nuevamente se manifiesta como un elemento trascenden-
tal en la toma de decisiones basadas en informacién estadistica. Como se
senalo en el capitulo 2, la calidad y la cantidad de informacién con la cual
se cuenta para llevar a cabo procesos de inferencia estadistica son dos
ejes esenciales sobre los cuales se sustentan los alcances de los procesos.
Evidentemente, contar con una cantidad suficiente de informacién de
excelente calidad, permite tomar decisiones acertadas sin mayores ries-
gos. El concepto de la consistencia de un test, presentado a través de la
siguiente definicién, es la formalizacién y compendio de esta evidencia.
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Definicién 4.1.20. Siendo 7, un test de nivel o, n = 1,2, ..., para la hi-
pdtesis nula Hy : 0 € © frente a la hipdtesis alterna Hy : 0 € 8, = QS,
basado en una muestra aleatoria X1, Xa, ..., X,, de una poblacién con
funcion de densidad fx(z,8), dicho test recibe la denominacion de test
consistente para Hy, si para cada 8 € O,

lim Py [¢r, (X, =1)] =1

n—o0

4.2 Tests mas potentes

La funcién de potencia, ademés de describir perfectamente el compor-
tamiento de un test ante cualquier valor del parametro, como ya se
menciond, es la directriz de la construccién de tests. Esa construccion
o evaluacién fija la atencidén sobre el valor o valores particulares de la
funcién de potencia para uno o varios valores especificos del parametro,
en especial para valores del parametro asociados con la hipétesis alter-
na. Como precisién seméantica, la expresién potencia del test se deja
exclusivamente para referirse al valor de la funcién de potencia para un
elemento particular del espacio del pardmetro, asi varios autores se re-
fieran a ella como la probabilidad de rechazar Hy siendo H; verdadera.
En ese sentido, la siguiente seccién inicia lo pertinente a la idea de fest
mds potente.

Definicién 4.2.1. Si dentro del proceso de juzgamiento de la hipdtesis
nula Hy, se considera a Hy y Hy como hipétesis simples, conformando
el sistema de hipdtesis

H() 10 = 9()
frentea
H1 0= 91,

el test T con nivel a se dice que es mds potente para Hy que cualquier
otro test T para Hy, con nivel menor o igual a o, st

1. Tx (00) = . EO = {90}, Ql = {91}
2. me(01) > 70 (61).

Teniendo en cuenta un sistema de hipdtesis como en el precisado
en la definicién 4.2.1, de inmediato se advierte que 1 — m.(61) es la
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probabilidad de ocurrencia del error del tipo II al utilizar el test 7.
En estas condiciones, en un sistema de hipétesis simples, un test més
potente de tamano « es aquel que induce menor 3, tal como lo logra el
resaltado test 7* de la aludida definicién.

Con el propésito de minimizar el error del tipo II, manteniendo el
control del error del tipo I viene a cooperar el teorema de Neyman y
Pearson, que a continuacién se presenta y permite deducir una forma de
obtencion de tests mas potentes, es decir, revela un procedimiento para
la construccién de tests con menores errores del tipo II. Para aprestar
su enunciado es menester contar con la siguiente definicién.

Definicién 4.2.2. Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(x,6). Si el sistema de hipdtesis de
juzgamiento de la hipotesis nula Hy es un sistema de hipdtesis simples

Hy:0=26
frentea
H1 10 = 91,

un test definido como
T : “Rechazar Hy si A, < k”

recibe la denominacion de test de razén simple de verosimilitudes
siendo

x;, 6
A, = L(6g;x1,%2,...,2n) _ Zl;llfx( i 00)
n L(61; 21,22, .. ,Zn) ﬁ fX(xi’el).
i=1

Teorema 4.2.3 (Lema de Neyman Pearson). Sea X1, Xs,...,X,
una muestra aleatoria de una poblacion con funcion de densidad fx(z,0).
Si el sistema de hipdtesis es

H() 16 = 00
frentea
Hy:0=0,
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el test T cuya funcion critica corresponde a

1, s kaX(xi,Gl) > fo(xi,ﬂo) esto es, si k > \p;

i=1 i=1
0, s kax(zi,Hl) < fo(xi,eo) es decir, si k < Ap;
i=1 i=1
es un test mds potente para Hy, siendo k wuna constante positiva y
r(6o) = a.
Ejemplo 4.2.4. Si X1, Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una po-

blacién con distribucién Normal de valor esperado p y varianza conocida
o2, determinar un test mas potente para Hy, en el sistema,

Ho:p= po
frentea
Hy:p=p.

Conviniendo que py > po,

—
-
3]
|
vl
—~
&
Qll
S
S—
LM
N —

n
H 2o
A — ’L:].
" on 1 _%(ﬁ'—_ﬂl)2
o
il;ll 271'06

T
L5 (po—n1) 3 @i— 325 (u§—43)
— i=1 .

El test de razén simple de verosimilitudes para Hy dentro del sistema
establecido puede formularse como

k43
3 (o—p1) '21 zi— 5 (ug—n3)
=

7 : “Rechazar Hg sie <k,
que equivale a
1 - n
Lo o _ 22 »
7 : “Rechazar Hy si = (o — 1) ;xz 552 (ug — pf) <Ilnk”.

Simplificadamente equivale al test conseguido a partir de operaciones
convenientes

n
7 : “Rechazar Hy si E x; > .

i=1
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La constante ¢ puede ser determinada una vez haya sido adoptado
un valor especifico de «; asi

zn:ch] =a=P, [7n>%]:1—¢<—‘@(—%_—’@).

: g
=1

Pﬂo

Dicho en otros términos:

eef )

g

luego = Z1_q, de donde puede determinarse la constante c

v (& — po)
. 2 J
en mencion.
Nétese que el test también puede enunciarse como
\/ﬁ (fn - ,UO)

7 : “Rechazar Hy si —————= > 21_,".
o

La idea de la razén simple de verosimilitudes da pie para presuponer
que ese concepto puede originar un concepto mas general que abarque
aquellas situaciones en las cuales el sistema de hipdtesis incluya al menos
una hipétesis compuesta. En efecto, la razén generalizada de verosimi-
litudes hace referencia a un sistema de hipétesis como el mencionado,
pero con la especificidad de estar constituido por hipétesis antitéticas.
La siguiente definiciéon formaliza dicho concepto.

Definicién 4.2.5. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(x,0). Si el sistema de hipdtesis en
el juzgamiento de la hipdtesis nula es

H() : 0 € EO
frentea
H1 . 9 e El’

con El = E—@O, la razén generalizada de verosimilitudes corres-
ponde al cociente

Sup L(‘9§l’1,$2a Tt ,-Tn)
6B,
An = =

sup L(0; z1, 22, ..., Zn)
0co
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Acerca de A, objeto de la definicién 4.2.5 es conveniente puntualizar
lo siguiente:

1. A, es un valor particular de la variable aleatoria

Ap = MX1, Xo, ..., Xn).

2. A\ € (0,1].

3. El denominador de A,, es la funcién de verosimilitud evaluada en
el estimador maximo verosimil de 6.

El conocimiento de la distribucién de A, permite consecuentemente la
formulacién definitiva del test, pero esto no siempre sucede, y por ello en
muchas oportunidades es necesario recurrir a tests equivalentes derivados
del comportamiento de A,,. Sin embargo algunas veces la exploracion de
la citada distribucién no es factible, pero se puede contar con un tamano
de muestra relativamente grande. Bajo ciertas condiciones, la variable
aleatoria —21In(A,,) puede manejarse como una variable aleatoria con
distribucién Ji-cuadrado, como lo indica el siguiente teorema, y de esta
manera se puede establecer una forma especial del test.

Teorema 4.2.6. Bajo condiciones de reqularidad, dentro del juzgamien-
to de la hipdtesis nula, siendo L(61,0s,...,0;,u1,us,...,un) la funcion
de verosimilitud de las variables aleatorias Uy, Us, ..., Un ylg el ndmero
de componentes especificadas por la hipdtesis nula, entonces la variable
aleatoria —21In(AyN) converge en distribucion a una variable aleatoria
con distribucion Ji-cuadrado con v grados de libertad, v =1—ly.

Bajo estas condiciones, un test de razén generalizada de verosimili-
tudes puede presentarse en una forma especial correspondiente a

7 : “Rechazar Hysi — 2In(An) > x3_,(v)".

Ejemplo 4.2.7. El juzgamiento de la homoscedasticidad ha inducido el
desarrollo de varios tests. Este ejemplo, como forma especial de juzgar-
la, es una ilustraciéon del teorema 4.2.6.

Se consideran k poblaciones independientes asumiendo para cada una
de ellas el modelo gaussiano, de manera que la variable que represen-
ta a la poblacién j tiene valor esperado p; y desviacién estandar oy,
J =1,2,...,k. Segun estas consideraciones, X1, Xjo,..., Xjn, repre-
senta la muestra aleatoria de tamafio n;, correspondiente a la poblacién
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j. La homoscedasticidad entendida como la caracteristica de que un
grupo de poblaciones tienen la misma dispersion, expresada en términos
de sus varianzas, se puede traducir en la hipétesis nula que forma parte
del siguiente sistema:

L2 2 2
HO'OI_UQ_"'_ok
frentea

Hj : no todas las varianzas son iguales.
La funcién de verosimilitud
2 2 2.
L=1L (Hl, K2y oo s Bk 015,09, -, 05211, %125 - - -, T1ngs - - - > Tkl k2, - - - 7xknk)

de las N variables aleatorias X1, X12,..., X170, -+, Xk1, Xk2s -+ - Xkny
n
incluye [ = 2k componentes, donde N = Y nj; por otra parte denotan-
=1
do por o2 el valor comiin desconocido de las varianzas de cada poblacién,

S = { (1, 2, - -, i, %) j € R, 0% > 0}

determinado por la hipétesis nula, incluye lo = (k + 1) componentes,
especificadas por ésta.

Entonces
k 1 [z — pi 2
L = exp{ —= (M)
H I:I \/_—0] 2 0y
j=li=
sup L
[2)
La determinacién de Ay = — 17 requiere los siguientes elementos:
sup
2]

J
e La estimacién méximo-verosimil de p; es L 5" z;; = T;.
7
1=
e La estimacién maximo-verosimil de 02 es = 3" (z;; — 7;)2.

J njg A

e La estimacién mé.ximo—verosimil del valor comtn ¢? bajo la hipé-

j
tesis nula es Z Z Tji —Tj)2
] =14=1
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Con lo anterior

) il
k 1 nj 9 2
SEpL I1 [E 2. ( ]z_m])]
A — [EH j=1 i=1
N sup L P z
[2) > 2 (®5—Ty)
J=1li=1
k
2

pero la determinacién de la distribucién de Ayn es una tarea muy in-
trincada. Por ello, si se cuenta con muestras relativamente grandes,
—2In(An) converge en distribucién a una variable aleatoria con dis-
tribucién Ji-cuadrado con v =1 -1y = 2k — (k+ 1) = (k — 1) grados
de libertad. Por tanto, se le puede tratar como tal y por consiguiente el
test puede enunciarse como

i [% g(l’ji *fj)z] 2

. j=1
7 : “Rechazar Hy si —21In !

Definicién 4.2.8. Conforme con la definicion 4.2.5, un test T cuya
funcién critica corresponde a

1 s k>,

Yrizn) = {0 si k<,

recibe la denominacion de test de razon generalizada de verosimi-

litudes de nivel a, siendo max Py [¢; (X],) = 1] = a y k una constante
0c8,

positiva.

La sigla LRT (likelihood ratio test) se utiliza frecuentemente
como abreviatura para referirse a un test de razén de verosimilitudes,
denominacién ésta que cubre tanto a los tests de razén simple de vero-
similitudes como a los tests de razén generalizada de verosimilitudes.

Ejemplo 4.2.9. Si X7, Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una po-
blacién con funcién de densidad fx(z,6) definida como

fx(2,0) = 0e7%I g o) (@),
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determinar un test de razén generalizada de verosimilitudes para el juz-
gamiento de Hy en el sistema

Como L(0;z1,xa, ...

suEL(O;xl,arg, ..
6cO

Hy:0<6,
frentea
Hy: 0> 6.

n
—922:1;

,Zn) =60% =1 y ademés

1 n
Sy Ip) = (33—) e ™"

y con el apoyo de la figura 4.3

sup L(0;z1,xa,..

0<6<bg

Luego

An =

1\" 1
(—) e~ " cuando — < 6y

T
S Tp) = n 1”
96’6_90"“’" cuando — > 6y
Tn
1
1 cuando — < 6
Tn
gne—eonfn 1
0 cuando — > 6
Tn

n
1 -n

Por tanto, el test de razén generalizada de verosimilitudes se puede

enunciar como

1
7 : “Rechazar Hysi — > 6y y

n ,—0onz.
006 o < k"

T 1\"
n - bt 1)
(&)

7 : “Rechazar Hy siTp0g <1y (Oofn)"e_"(eoi"”l) < k.

Remplazando 6%, = y, nétese que y"e ¥ tiene maximo cuando
y=1ydado que y < 1, y"e ¥ D < k, siysolosiy < ko, como se

deriva de la figura 4.4.
En consecuencia, el test puede enunciarse como

7 : “Rechazar Hy si Oy, < ko”
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L(6)
:
I
I
1 +
6o 3= 0
L(9) .
:
!
I
1
|
|
-
= 6o 0

Figura 4.3: Determinacién del supremum para 8 < 8, segun la locali-
zacién de 0y, correspondiente al ejemplo 4.2.9.

El nivel de test puede determinarse ahora, de la siguiente manera:

a = Pgo [0077,, < ko]

&9 i X; < ’nkojl

i=1
nko 1
= — " letdt
/0 I'(n)

n
porque 6y Y X; ~ Gama(n,1). A partir de este punto es posible re-
i=1
definir el test, pues de la ultima igualdad se obtiene el valor de ko,
siendo por supuesto nkg el correspondiente percentil a.

= PGO

Definicién 4.2.10. Si dentro del proceso de juzgamiento de la hipdtesis
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yne—n(y—l)

ko 1 y

Figura 4.4: Representacién grafica de la equivalencia del test de razon
generalizada de verosimilitudes con el test final del ejemplo 4.2.9.

nula Hy se considera el sistema de hipotesis
HO 10 € _60
frentea
Hl 10 € @1

siendo ©; = ©—8,, el test T* se denomina test uniformemente mds
potente, UMP, para Hy con nivel o st

1. sup m+(0) = a.
08,

2. wr+(0) > m.(6) para todo § € ©; y para todo test T con nivel menor
o0 igual a c.

Ejemplo 4.2.11. Determinar un UMP para Hy en el sistema de hipé-
tesis
H() 10 = 90
frentea

H1:9>00,

basado en una muestra aleatoria X;, Xo,..., X, de una poblacién con
funcién de densidad

fx(z,0) = 0e™% I o) (@)
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En el sistema de hipétesis

H() 10 = 00
frentea
H1 : 9 = 91

y conviniendo que 61 > 6y, un test mas potente para Hy puede obten-
erse a partir del lema de Neyman Pearson (teorema 4.2.3, pagina 202).
Siendo

—00 Y z;
_Oge =t

n )
-6, Z T
'{le i=1 t

An

el test mas potente para Hy en este 1ltimo sistema estd formulado como

n_(Go—01) 3 s
90> ot e <

T : “Rechazar Hy si (——
01

= 1 6:\"
7 . “Rechazar Hy si sz < ——1In [(—) k] »
P 61 — 0o 6o

0 de manera mas simple, como
n
7 : “Rechazar Hy si E x; < c’.
i=1

Este test es mds potente para Hy en cualquier eleccién de 6; > 6, de
manera que el test

n
7 : “Rechazar Hy si Zx, <c’
i=1
es UMP para Hj en el sistema

HO 10 = 00
frentea
Hy:8 > 0.
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Finalmente, para un nivel preestablecido del test, la constante ¢ puede
determinarse de la siguiente forma:

01=P90 |:in < C:I

i=1

T
o I'(n) 0

¢ es entonces el percentil a de una Gama(n, 6p).

Definicién 4.2.12. Una familia de densidades {fx(x,0)}, 6 € © CR
se dice que tiene razén mondtona de verosimilitudes , MLR, en la
estadistica T = t(X1, X2, ..., Xy) si para dicha estadistica, el cociente

L(61;z1,22,...,Zn)
L(02;x1ax27 cen azn)

es una funcidn no creciente de t(x1,x2,...,%Ty), para cada 61 < 83 0 no
decreciente de t(x1,z2,...,Ty), para cada 6, < 05.

Ejemplo 4.2.13. La familia de densidades de Poisson tiene razén mo-

n
nétona de verosimilitudes en > X;. En efecto,
i=1

n

L(el; L1,T2;- - - ,SEn) — _0_1 igl - e—'n(91—92)
L(62;21,2,...,%n) 62

n
la cual es una funcién no creciente de > z;, puesto que 61 < 65.

i=1
Teorema 4.2.14. Sea Xy, Xs,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacién con funcién de densidad fx(z,6), 8 € © C R y la familia
{fx(z,0)} tiene MLR en la estadistica T = t(X1, Xo,...,Xn).

1. St la razén mondtona de verosimilitudes es no decreciente y si to
es tal que
P90[t(X17X2a et 7Xn) < ta] =

entonces el test

”

T : “Rechazar Hy si t(z1,22,...,%,) < tq
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es UMP para Hy, en el sistema

Hy:0 <60
frentea
Hy:0> 6.

2. Si la razon mondtona de verosimilitudes es no creciente y st t1_q
es tal que
Pgo[t(Xl, Xo, ... ,Xn) > tl—a] = a,

entonces el test
7 : “Rechazar Hy sit(x1,z2,...,Zn) > ti—o”
es UMP para Hy, en el sistema

Hy: 60 <6y
frentea
Hy:0> 0.

Teorema 4.2.15. Sea X1, Xq,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcidn de densidad fx(z,0), 6 € © C R, y fx(x,6)
perteneciente a la familia exponencial unidimensional de densidades.

L
Siendo T, = t(X1, Xo,...,Xn) = > d(X;) la estadistica natural de la
=1

(2
familia exponencial, si c(0) es una funcion estrictamente mondtona, en-
tonces la familia de densidades {fx(x,0)} tiene MLR en la estadistica
Ty.

Teorema 4.2.16. Sea X1, X2,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcién de densidad fx(x,0), 8§ € © C R y fx(x,6)
pertenece a la familia exponencial unidimensional de densidades. Siendo

la estadistica natural de la familia T, = t(X1, Xo,..., X)) = 3 d(X5),
i=1

entonces

1. Sic(6) es una funcion mondtona creciente de 0 y t1_o tal que

id(Xz) > tl—a:| =,

=1

Py,
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el test "
T : “Rechazar Hy si Zd(x,) >tilg”
i=1
es UMP para Hy en el sistema
Hy:0 <6,
frentea
Hi:0 >0

o en el sistema

Hy:0=0
frentea
Hy:0> 0.

2. Sic(0) es una funcion mondtona decreciente de 6 y t, tal que

Pgo [i d(Xl) < ta:I =,
=1

el test

T : “Rechazar Hy si Z d(z;) < t,”
i=1
es UMP para Hy en el sistema
Hy:0<6

frentea
Hi:60 >0

o en el sistema

Hy:0 =06,
frentea
H,: 60> 6.

Antes de continuar en la siguiente seccién dedicada al estudio de
algunos tests bajo normalidad, es necesario concluir la presentacién de
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los conceptos basicos del juzgamiento de hipo6tesis con una mencién del
denominado wvalor p.

Para hacer expedito un test, su forma final debe ser preferentemente
muy sencilla. En lo posible, debe conocerse la distribucién de la es-
tadistica que lo soporta y ser factible el cilculo de sus percentiles, pre-
cisamente para que la utilizacién del test sea facil.

Igualmente, esa forma final, como la de muchos tests, debe estar
en la forma estdndar consistente en la comparaciéon de un valor de una
estadistica con un percentil de la misma elegido conforme al nivel del
test asumido, para conservar estable un modo comin muy difundido y
generalmente aceptado.

Muchos tests han sido construidos teniendo en cuenta estas sugeren-
cias, y la realizacién de los célculos respectivos y la determinacién de los
percentiles se logran mediante la utilizacién de alguno de los multiples
programas de cémputo estadistico que se encuentran en el mercado de
software o a disposicién en internet.

Justamente esos programas han incorporado dentro de sus calculos
y por ende dentro de la presentaciéon de los resultados el denominado
valor p. Este valor puede entenderse como una ayuda muy eficiente en
la lectura de los resultados para el juzgamiento de una hipétesis, porque
su valor condensa los elementos del test y hace mas diligente la decisién.

Tratando al valor particular de la estadistica explicito en el test como
un percentil de la misma, la forma estdndar que compara el valor de la
estadistica con algunos de sus percentiles, es decir, que compara valores
de una variable aleatoria, puede vérsela de manera equivalente desde otro
angulo, la de comparar probabilidades: la probabilidad asociada al valor
particular de la estadistica tratado como un percentil y la probabilidad
que representa el valor a.

Entonces, un test de nivel a puede transformarse a una manera
equivalente utilizando el recurso del valor p, de la siguiente manera:

T : “Rechazar Hy si el valor p es inferior a o”.

Esta probabilidad asociada al valor particular de la estadistica, el valor p,
corresponde a una funcién de la probabilidad de que la variable aleatoria
que soporta el test sea menor que el valor especifico obtenido de la
informacién de la muestra particular. Un par de ejemplos ilustran mejor
la idea del valor p.

Ejemplo 4.2.17. El test obtenido en el ejemplo 4.2.11, pagina 210,
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puede modificarse finalmente como a continuacién se indica y de alli
originar el valor p correspondiente.

n
Debido a que bajo la hipdtesis nula > X; ~ Gama(n,6p), entonces
i=1

n

la variable que soporta el test W, = 26y > X, tiene distribucién Ji-
i=1

cuadrado con 2n grados de libertad. Con estos elementos el test presenta

su forma final
7 : “Rechazar Hy si we < x2(2n)”.

El valor p en este caso es

p=PW, < wy= /wc 1 <1>nxn_1e—%zda‘
T o T(n) \2 '

Por supuesto, si w, < x2(2n) implica que p < a y como consecuencia el
test puede expresarse equivalentemente como

T : “Rechazar Hysip < o”.

Ejemplo 4.2.18. La muestra de 49 envases que senala el ejemplo 4.1.6,
pagina 189, también puede utilizarse para respaldar el control de las
disconformidades en la fase de rotulacién del envase, puesto que las nor-
mas internas de aseguramiento de la calidad admiten a lo sumo el 1%
como fraccién disconforme en la fase de rotulacién y exigen que el test
escogido debe tener nivel inferior a 5%.

Acudiendo al modelo de Bernoulli, conviniendo que el término éxito
corresponde a la representacion de un envase que revela alguna dis-
conformidad en su rétulo (colocacién incorrecta, rotura, decoloracién
o inexistencia) y denotando la probabilidad de éxito como 7 (fraccién
disconforme), el seguimiento estadistico de la fase de rotulacién del pro-
ceso puede estar encauzado por el sistema de hipétesis

Hy:7m<0.01
frentea
Hy:#w>0.01.

Como la familia de densidades de Bernoullli tiene razén monétona de

verosimilitudes en la estadistica W, = > X, (variable que registra
i=1
el nimero de envases en la muestra rotulados no apropiadamente), y
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we | P[We > w(]
0 | 0.3888827605
1 | 0.0864105914
2 | 0.0130840050
3 | 0.0014801344
4 | 0.0001322100

Tabla 4.2: Algunos valores p en el juzgamiento sobre la fraccién discon-
forme

n

ademds la razén es no creciente en Y z;, entonces un test UMP para
i=1

Hj en el sistema planteado es

7 : “Rechazar Hy si w, > k”.

49
Teniendo en cuenta que bajo la hipé6tesis nula > X; ~ Bin(49,0.01) y
i=1
que un test con nivel del 5% no es posible conseguirse, la tabla 4.2 per-
mite dos finalidades: la especificacién de «, siguiendo la recomendacién
de las normas internas, y la enumeracién de algunos valores p.
El valor p en este caso corresponde a p = 1— P[W, < w,], y del contenido
de la tabla anterior se deduce que a = 0.013084, porque 0.086410 no es
admisible por las normas. Finalmente, el test correspondiente formulado
especificamente para tomar decisiones en la fase de rotulacién,

49
7 : “Rechazar Hy si sz > 27
i=1
equivale a
7 : “Rechazar Hy si p < 0.013084”.

Por tanto, si el monitor de un computador muestra el valor p = 0.0864106
significa que en la muestra se encontraron 2 envases disconformes y, por
ende, no se toma correctivo alguno. Mientras que si p = 0.00013221
significa que en la muestra se encontraron 5 envases rotulados no apro-
piadamente y, por tanto, la decisién consiste en evaluar las posibles
causas atribuibles a la perturbacién y de tomar los correctivos a que
haya lugar.
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4.3 Juzgamiento de hipdtesis sobre promedios
bajo Normalidad

Utilizar el modelo gaussiano como asistente en la toma de decisiones es
una préctica comun no siempre realizada empleando las mejores premisas.
La divulgacién acentuada que hacen los textos sobre los tests bajo Nor-
malidad da pie para que el lector cimiente la idea de que el juzgamiento
de hipétesis se reduce unicamente a casos particulares regidos por el mo-
delo gaussiano. La inclusion de dos secciones en este capitulo relativas a
algunos tests bajo normalidad debe entenderse como aplicaciones muy
especiales de conceptos previos en la construccion de tests bajo el mo-
delo soberano de los modelos de probabilidad, y que su aplicacién esta
sujeta a los resultados favorables a la normalidad dentro de un proceso
de juzgamiento del ajuste al modelo, tema que serd tratado posterior-
mente, o segin argumentos sélidos de tamarnio de muestra suficiente que
justifican su utilizacion. Esta seccidn esta dedicada al desarrollo de tests
para el juzgamiento de hipétesis referentes a promedios poblacionales y
la seccion siguiente trata lo pertinente al juzgamiento de hipdtesis sobre
varianzas, bajo la adopcion del modelo de Gauss.

4.3.1 Juzgamiento de la hipdtesis nula Hy : p = py

Siendo X3, Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamano n con distribu-
cién Normal de valor esperado p y varianza o2, pueden fijarse tres sis-
temas de hipétesis en el juzgamiento de esta hipétesis particular:

e Sistema A:

Ho:p=po
frentea

Hy:p < pyg.

e Sistema B:

Ho:p=po
frentea

Hy:p> pp.
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e Sistema C:

Ho: p= po
frentea

Hy :p # po.
1. Primer supuesto: o2 es una cantidad conocida.
Considerando especificamente el sistema B, fx(z,8) puede ex-
presarse como

fX(‘Tve) =

2no

2o

De esta manera se deduce que fx(z,8) pertenece a la familia ex-
ponencial de densidades, estableciendo las funciones

a(f) = 21 e 38 pz)=e 32 o) = g, d(z) = z.

En razén de que ¢(#) es monétona creciente, considerando la es-

tadistica
n

t(X17X2) R 7Xn) = ZX“
i=1
el test

n

T8 : “Rechazar Hy si Za:z > k™
i=1
es UMP para Hj en el sistema B.

iXi >k =«
=1

kT

P,uo [Xn > —n—T =

Xn — Uo K /n— o]
o/v/n o/vn |
Pu5[Z. > d] =

Pllo

PHO
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Xn — o
o/vn

B : “Rechazar Hg si z. > 214",

donde Z, = , entonces

De manera similar, un test para Hy en el sistema A es
Ta : “Rechazar Hy si z, < 2"

que graficamente la figura 4.5 lo representa.

W///C/l

Rechazar Hy —J 0 z

Figura 4.5: Region critica del test 74.

Bajo la misma suposicién de que o2 es conocido, finalmente el

juzgamiento de Hy : u = pg dentro del sistema C,

Ho : p= po
frentea
Hy:p# po

estd apoyado por un test que se deduce de la forma siguiente:

- Xn:(xi—e)z

1 n o
L(9;x1,$2,...,xn):( 27m> exp LLQT_
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N = I
- 27ra) p 20
T 2 n
E (mz in) - Z (mz - ,UO)2
/\n = exp i=1 i=1
202
Como

— Z(xl — En)z + 2 Z(xz — fL'n) Z(Tﬂ - NO)
i=1 =1 =1
+ n(fn - /J'O)2

entonces

— exp (_M)

Por tanto, el test construido con base en la razén generalizada de
verosimilitudes esta determinado como

n(fn - IU’O)2> < k”

¢ : “Rechazar Hg si exp | — 5
20

n(jn - .UO)2
202

> Vko

= N2
exp (~W> < k implica que
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y consecuentemente que |z.] > k*. En definitiva se establece el
test como

Te + “Rechazar Ho si [ze| > z1-a”.

que graficamente estd representado por la figura 4.6. La funcién

Rechazar Hy S 0 L Rechazar Hy =z

Figura 4.6: Region critica del test 7.

de potencia de este test se puede establecer facilmente como

r @ =0 (g + L)) g (), YRC i)

g ag

Gréaficamente, esta funcién de potencia se presenta en la figura 4.7.

2

2. Segundo supuesto: o es una cantidad desconocida.

e Con referencia al sistema C, estrictamente hablando el sis-
tema deberia plantearse asi:

Hoz,u:uo,a2>0
frentea

Hy:p# po,0” > 0.

De esta manera,

QO = {(#,Uz)lﬂ = M0a02 > 0}76 = {(M’UQ)IU €R, o > 0}
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7. (6)
1

Figura 4.7: Forma de la funcién de potencia del test 7. para el juz-
gamiento de la hipdtesis nula Hy : 8 = pg bajo el modelo gaussiano

asumiendo el supuesto de varianza conocida.

y por tanto
1 ,il(zi_fn)z
L L 2
supL = | ——e¢
9ce V2my\/82
TL32
_ ()
V2my\/82
2
n _n
= poy e 2
27 Y (@i — T)?
i=1
Por otra parte,
]
n n
sup L = - e 2
08, | 21 Y. (31 — po)?
i=1

porque bajo O, la funcién de verosimilitud L tiene maximo



224

CAPITULO 4. JUZGAMIENTO DE HIPOTESIS

n
cuando p = g y 0% = % S (z; — po)?. En consecuencia,

.
Il
—

> (@i —~ En)2 ’
n n
(i — po)?

[SIE

1+ ”(5n~lt0)2
Z(xiffn)2
i=1

Entonces, el test de razén generalizada de verosimilitudes
para la hipdtesis en consideracién en el sistema C,

¢ : “Rechazar Hy si A, < k7
puede formularse en términos de
n(fn - ,Uf0)2
i (z:~%n)?
i=1
n—1

puesto que cuando esta expresién crece el valor de A, decrece.
Ahora bien, como

el test para el juzgamiento de Hy en el sisterna C queda
establecido como

7¢ : “Rechazar Hy si |t.| > d”
0 mas precisamente, cuando se especifica un valor de «, como

7¢ : “Rechazar Hj si |t | > tl—%(” -1
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e En el sistema A se tiene que

Ho:p=po
frentea
Hiy:p < po,
de manera que el test para juzgar Hy corresponde a
74 : “Rechazar Hy si t. < to(n —1)”.
e En el sistema B,
Ho: p= po
frentea
Hl S > Ho,
el test para juzgar Hy esta dado por

7p : “Rechazar Hg sitc > t1_qo(n —1)".

La decisién que se tome mediante el test 74, bajo el primer supuesto,
puede asumirse igualmente mediante su correspondiente valor p, valor
que puede calcularse como

p = (I)(Zc)a

mientras que el valor p asociado al test T7p se obtiene mediante la pro-
babilidad

p=1—®(z.),

y finalmente para el caso del valor p ligado al test 7., se calcula mediante

p=2(1 = @(|z[))

La razén de este calculo lo sugiere la figura 4.8; ante una situacién en
la cual el valor particular z. fuese tal que 2z1_o < |2¢| < z1-2,y admi-
tiendo que p = 1 — ®(z.), no se dispondria de una forma alternativa de
decisién equivalente al test 7., puesto que claramente no habria eviden-
cia estadistica para rechazar la hipétesis nula por ser |z.| < Z1-.g, Pero
por otra parte como p < « la decisién seria contraria. De esta manera,
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N :

Zlma 2|  F1-%

Figura 4.8: Justificacién sobre el valor p asociado al test 7.

la decisién que se tome mediante el test 7. es idéntica a la que se tome
mediante la utilizacién del valor p = 2(1 — ®(|z.|)).

Las funciones de potencia de los tests 74 y 7 se ilustran en las
figuras 4.9 y 4.10.
El compendio 1 sintetiza el juzgamiento de la hipétesis nula Hy : g = pg
y se presenta en la figura 4.11.

Tra(6)
1

Figura 4.9: Forma de la funcién de potencia del test 74 para el juz-
gamiento de la hipétesis nula Hy : § = pup bajo el modelo gaussiano,
asumiendo el supuesto de varianza conocida.
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7rg (6)
1 ______________________

Figura 4.10: Forma de la funcién de potencia del test 75 para el juz-
gamiento de la hipdtesis nula Hg : 6 = py bajo el modelo gaussiano,
asumiendo el supuesto de varianza conocida.

4.3.2 Juzgamiento de la hipdtesis nula Hy : u; — pug = dg

Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de tamano n de una pobla-
cién con distribucién Normal de valor esperado u; y varianza o?. De

la misma forma, sea Y7,Y5, ..., Y, una muestra aleatoria de tamano m,

de una poblacién Normal de valor esperado ps y varianza 05. Siendo

independientes las dos muestras, la hipétesis nula puede juzgarse frente
a tres hipotesis alternas, en los siguientes términos:

e Sistemma A:
Ho : p1 — po = &g

frentea

Hg @ p1 — pg < do-

e Sistema B:

Hy:py — po = do
frentea

Hy :py — pg > do.
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Juzgamiento de

Ho:po=po

1 l

Sistema A Sistema B Sistema C
Hy:p=po Hy:p=po Hy:p= po
frente a frente a frente a
Hy:p<pg Hy:p> Hy:p#

: VI(En — o) JEl valor de a? se . VT, — o)
¢ Sp asume conocido? “ o
Tests Tests
74 ¢ “Rechazar Hyp si 74 “Rechazar Hy si
te <to(n-—1)" Ze < 2"
7p : “Rechazar Hy si Ty : “Rechazar Hy si
te > tj_q(n—1)" 20> 21 o7
7¢ : “Rechazar Hy si 7¢: : “Rechazar Hy si
ftel > t1_g(n~1)" EA T

Figura 4.11: Compendio 1.

e Sistema C:

Hy:py — p2 = do
frentea
Hg @ py — pa # oo

El propdsito de expresar la diferencia de promedios poblacionales en
términos de dg tiene el fin de presentar de una manera mds general el

caso particular muy corriente en el cual la hipdtesis nula establece que
do = 0.
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1. Primer supuesto: 07,05 son constantes conocidas.

Considerando la variable aleatoria

<l

Ze = (Yn“ m)

_+_

— &

3,
EIGH

es muy sencillo confirmar que se trata de una variable aleatoria con
distribucién Normal estandar, teniendo en cuenta que las mues-
tras aleatorias son independientes; esta expresiéon por su condi-
cién es una variable pivote para la construccién de un intervalo
confidencial para p1 — p2. Se hace esta mencién en razén a que
existe cierta correspondencia entre la estimacién por intervalo y
el juzgamiento de hipétesis. En efecto, si (T ,El),T7§2)) es un in-

tervalo confidencial del 100(1 — «)% de confianza para el para-
metro €, un test razonable de nivel o para el juzgamiento de la
hipé6tesis nula Hy : 8 = 8y, frente a H; : 8 # 6y descrito como
7 : “Rechazar Hy si 6y ¢ ( 9), 512) ”  es un test que da origen a

uno equivalente formulado en la forma caracteristica. De los inter-
valos confidenciales unilaterales también se pueden deducir tests.
Utilizando este recurso, se pueden derivar los test correspondientes
ast:

T4 : “Rechazar Hy si z. < z5”.

7 : “Rechazar Hy si z. > 21— .

7¢ : “Rechazar Hy si |z¢| > zl_%”.

2 = 02 = 02 son constantes desconocidas (ho-

2. Segundo supuesto: o
moscedasticidad).
La funcién de verosimilitud de X, Xo,..., X,,Y1,Y2,...,Y,,, de-
pende particularmente de ui,u2 y o2, dado que el supuesto de
homoscedasticidad declara que las varianzas son iguales, su expre-

sién es, entonces,

L= L(M17ﬂ2,0'2;l'1,$2,. .. 7xn7y17y2a"'aym)

n m
1 \3 1.§1<z1—u1>2 1 e 2
= e 2 LT e 2  oZ
2mo? 2o
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Al acoger esta suposicion de homoscedasticidad pero desconocidos
los valores de las varianzas, los estimadores de i, g y o2 son,
respectivamente:

— — 1
Entonces,
mtn
2
sup L = n+m e,m
08 S =2 4 3 7 )2
2m Zl(wi —Tn)? 4+ 22 (Yj — Um)
i= =1

En ©,, los estimadores maximo-verosimiles de p = p; = pg y o2
cuando dg = 0 son

m

1 n
L, ; +j=1 J

nYn +m7m
m-+n

o~ 1 n —_— m — mn — _
2 = X —X,)? Y, — Xm)? X, - Y )2
P = | U R 20 X (R T
De esta forma, el sup L corresponde a
0€9,
m4n
2
m+n ntm
e )
n m ,
2 Zl(a:i —Tn)2 4 30 (U5 — Tm)? + o (Tn — Tim)?
i j=1
con lo cual
_m+n
2
)\n+m— 1+ n m+n( " mm)
2:1(731 —Tn)? + Zl(yj Um)
= Jj=

Teniendo en cuenta que



4.3. JUZGAMIENTO DE HIPOTESIS SOBRE PROMEDIOS BAJO NORMALIDAD

231

= — = ~t(m+n—2).
\/_Zl(Xi‘Yn)L*' El(yj”vm)z
1= ]:

a?(n+m—2)

Con este complemento, la razén generalizada de verosimilitudes se
puede expresar en forma mas simple como

N
1
Angm = (—”‘2—> :
1+ 5=

n+m-—2

A partir de ella, se pueden formular los tests en la forma siguiente
: “Rechazar Hy si [te| > t1_ga(n+m —2)”
: “Rechazar Hy si t; < to(n+m — 2)”.

: “Rechazar Hy si te > t1o(n+m —2)”

Es importante hacer notar que la expresion simplificada de T, es

7 — Xn=Ym)—do

i+ Lts,
donde .
2. (X 2 3 (Y~ Vo)
52 _ 1=1 ij=1
P n+m—2
El supuesto de homoscedasticidad, 02 = o2, puede ser susten-

tado mediante argumentos tomados de la explicacién tedrica del
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fenémeno o de la informacién detallada fruto de un seguimiento
permanente del mismo, que avalen la no existencia de razones para
asegurar que una poblacidén es mas variable que la otra. Cuando
estos argumentos no estan disponibles, o aun contando con ellos,
el camino estadistico para la adopcién de la homoscedasticidad o
para descartarla cs el juzgamiento de la hipétesis nula

L2 2
Hy: o0y =03,

cuya determinacién de tests para tal proposito bajo Normalidad
sera tratada en el numeral 4.4.2.

Dentro de la construccién de tests bajo Normalidad, no poder
asumir el supuesto de homoscedasticidad impide simplificar en for-
ma mayuscula muchas etapas en la busqueda de la distribucion de
una estadistica que soporte el correspondiente test como no ocurre
cuando se le asume; para el juzgamiento de la diferencia de prome-
dios poblacionales, la adopcién de la homoscedasticidad encauza
la construccién del test sobre las ideas de Gosset para obtener un
test fundamentado en la distribucién de Student, en la forma como
se dedujo en este punto relativo al segundo supuesto.

Esa imposibilidad de la adopcién de la homoscedasticidad en el juz-
gamiento de la diferencia de promedios poblacionales, asumiendo
el modelo gaussiano, genera un problema importante en la infe-
rencia estadistica y por consiguiente en la toma de decisiones en la
practica, denominado el problema de Behrens-Fisher, del cual se
tiene una solucién exacta, basada en andlisis estadistico secuen-
cial, solucién que requiere un tipo de muestras seleccionadas en
etapas, que este texto no aborda por no estar dentro del propésito
del mismo. A continuacién se presenta una solucién aproximada
al problema, la cual se cita en muchos libros de estadistica.

Tercer supuesto: o2 # o3 constantes desconocidas. (problema de
Behrens-Fisher).

Dentro de las soluciones, en la actualidad se destaca la solucién de
Welch. Esta solucién utiliza la siguiente estadistica:
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Esta estadistica no tiene distribucion t. Welch propone los si-
guientes tests:

74 : “Rechazar Hy si t,, < to(f —1)".
7 : “Rechazar Hg si t, > t1_o(f — 1)".
¢ : “Rechazar Hy si [t.| > tia(f— 1),

donde f = min{m,n}. Estos test pueden mejorarse en potencia,
escogiendo f entre min{m,n}y (m+n —2).

La solucién de Welch en este mejoramiento de potencia escoge a
f como el entero mas préximo a

2 2 2 2"
Sl,n sZ,m
n m

m—1

El compendio 2, es una sintesis del juzgamiento de la hip6tesis nula
Hy @y — po = &g, el cual se presenta en la figura 4.12.

Como conclusion esta seccién 4.3 y como generalizacion del numeral
4.3.2, asumiendo el modelo de Gauss para cada una de las k poblaciones
independientes, de manera que la variable que representa a la poblacién j
tiene valor esperado p; y desviacién estandar o, j = 1,2,...,k, y siendo
X1, Xjo,..., X s la muestra aleatoria de tamano n; correspondiente a
la poblacién j y bajo el supuesto de homoscedasticidad, el procedimiento
de juzgamiento de la hipétesis nula que forma parte del sistema

Ho:pp=po=...= pg
frentea

H; : no todos los promedios poblacionales son iguales,

se le conoce como andlisis de varianza a unae via, procedimiento trata-
do inicialmente por Fisher en la segunda década del siglo XX. La de-
nominacién de este procedimiento estadistico como analisis de varianza,
aparentemente sin vinculaciéon con el sentido de la hipdtesis plantea-
da, proviene de la expresiéon de la estadistica que fundamenta el test
correspondiente, al tratarse de una separacién de componentes de una
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Juzgamiento de

Hotpy — p2 =do

| 1

Sistema A Sistema B Sistema C
Ho:pr—p2 =56 Hy:py — py =do Hy gy — 2 =y
frente a frente a frente a
Hy:pr—pa <o Hy:p~p2 > & Hypy — 2 # 8

2 g2
91, 92
son conocidos?

Sil, _ ZFn—Fu) =5 _ (@ =7, =&

ot =of? i e Ao
- al :
a s S+ R

No
o= (Zn = Tm) —
¢ = T
Tests Tests Tests
T4 : “Rechazar Hy si 7a : “Rechazar Hy si 74 : “Rechazar Hy si
t <to(f-1) t. <to{n+m—2)" Z0 < 2"
78 : “Rechazar Hy si 7p : “Rechazar Hj si 75t “Rechazar Hy si
th>tioo{f - 1) te>ti—a(n+m—2) Ze > 210
7¢ : “Rechazar Hy si 7¢ « “Rechazar Hy si 7¢ + “Rechazar H si
[tel > t1-g(f = 1) te] > tig(n+m—2) EA T

Figura 4.12: Compendio 2.

varianza, concordante con el término andlisis que significa “distincién y
separacién de las partes de un todo hasta llegar a conocer sus principios
o elementos 3.

La funcién de verosimilitud

2.
L = L(u1, p2, - -, ey 0511, T12, - -+, Tlngs - - - Thl, Th2s - - - Thing)

de las n variables aleatorias X11, X12,..., X1n,, -+, Xg1, X2, .+ -, Xiny
siendo o2 el valor comiin desconocido de las varianzas de cada poblacién

%Real Academia Espafiola (2001). Diccionario de la lengua espasiola.
Vigésimasegunda edicién. Madrid: Espasa Calpe S.A.



4.3. JUZGAMIENTO DE HIPOTESIS SOBRE PROMEDIOS BAJO NORMALIDAD 235

adoptando la homoscedasticidad y n = > nj, es especificamente
j=1

1 1 (2 — u])
exp{ —=
V2no P 2 ( o

= (27r02)_% ex ZZ Tj; — Hg

71=11i=1

con la utilizacién de esta funcién se puede establecer que

e La estimacién maximo-verosimil de p; es —- Z Tj =T
=

nj
e La estimacién maximo-verosimil de 02 es 2 3> 3 (zj; — T;)?
j=1li=1
n
k ny 2
21 30 3 (5 — T5)°
j=li=1 n
de tal manera que sup L = expq—— .
5 n 2

Acorde con la hipétesis nula, denotando por p el valor comin desco-
nocido de los promedios de cada poblacién, 8, = {(,0?)|u € R,0? > 0},
de donde se pueden establecer los siguientes elementos:

o La estimacién maximo-verosimil del valor comtn g bajo la hipé-

g
. 1 =
tesis nula es E ) Tji =T.
1=

e La estimacién méximo-verosimil de o2 bajo la hipétesis nula es

%izw—x)
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Por tanto, sup L
9

cuencia

An =

Algebraicamente, la expresién Y~ > (zj;

03

k 7y
2m > > (x5 — T)
j=li=1 { n}
= expy ——= ¢, y en conse-
n 2
k 7ny _%
sup L > 2 (xji — )
8y | j=li=1
supL | k™ _
8 > 2w —T5)?
g=li=1
k 1y

— )2, llamada suma total de
j=1i=1

cuadrados, puede expresarse como la adicién de dos cantidades,

k
>
j=1

k ny
— 5)2 + Z Z(.’L‘ji - Tj)Q

j=1i=1

conocidas estas ultimas como suma de cuadrados entre grupos (en el
lenguaje del diseno experimental, suma de cuadrados entre tratamien-
tos) y suma de cuadrados de errores, respectivamente. Como estas can-
tidades son calculadas a partir de los valores observados de las muestras,
la suma total de cuadrados es el numerador de una varianza muestral
particular, varianza que se descompone entonces en dos partes: una va-
rianza entre grupos o tratamientos o intervarianza y una varianza dentro
de los grupos o intravarianza.

An

Sustituyendo

k
> ni(@;—7)*
=1

E—1

n

[y

(z5i—75)*

1
n—k

k
2
j=1

i

Il

k _ 0 k nj _ -3
ni(T; —T)* + 32 3. (x5 — T5)
j=1 j=1i=1
k 7 _
> 2 (@ —75)?
j=1i=1
k—1,\
por f., entonces A, =[1+ — fe .
n —
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Visto A, de esta manera, los valores pequeiios de la razén generalizada
de verosimilitudes son causados por valores grandes de f., y sélo resta
entonces conocer la distribucién de la variable F,. porque ya se manifiesta
la forma del test equivalente al test original basado en A,,.

En primer lugar, la independencia de las variables aleatorias

Z R D!
7=1 =1
esta garant1zada por la independencia estadistica entre las variables alea-
torias X; y Z (X, —7]-)2.
En segundo lugar bajo la hipétesis nula

k - 2
> ni (X5 - X)

7=

—

Ae—p XD

n.:

kony o
;_;(Xﬂ—Xj)

y ? 2(n— k) ~ x*(n — k).

Por consiguiente, el cociente F tiene distribucién F con (k—1)y (n—k)
grados de libertad.
Para concluir, el test original

7 : “Rechazar Hg si A\, <
puede reformularse como:

7 : “Rechazar Hy si fo > fi—o((k—1),(n —k))”.

4.4 Juzgamiento de hipétesis sobre varianzas
bajo Normalidad

4.4.1 Juzgamiento de la hipdtesis nula Hy : 0% = 02.

Segun las condiciones establecidas en la seccién 4.3.1, pagina 218, los
tres sistemas que pueden plantearse son:
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e Sistema A:
Hy:0% = ag
frentea
H : ol < O’(‘)?.
e Sistema B:
Hy : o = 0(2)
frentea

.2 2
Hy:0% > 0y.

e Sistema C:
Hy : o = 08
frentea
H; : 0% # o}

1. Primer supuesto: p es una constante conocida.
El juzgamiento de la hipétesis Hy bajo el sisterna B, suponiendo
u conocido, puede llevarse a cabo por medio de un test derivado
de lo siguiente, con § = ¢2. Como

1 \" % X @n)?
L(6;z1,22,...,2,) = <———m) e iz g

1+ "
= e_% i§1(zi*u)2+ln( \/%\/5)
entonces considerando c(f) = —2—19 y la pertenencia a la familia
exponencial de densidades, como ¢() es creciente, por tanto

n
7B : “Rechazar Hy si Z(acz — u)2 > k7.
i=1
Este test es un test UMP para Hg en el sistema B, que equivale
a
= 2
Z (x; — p)
7B : “Rechazar Hj si le = 512i > xi_,(n)
o
0
que graficamente estd representado por la figura 4.13.
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a M
l—*Rechazalr Hj x2(n)

Figura 4.13: Regién critica del test 75.

2. Segundo supuesto: w es una constante desconocida.
De modo similar, un test para Hy en el sistermna B, cuando u es
desconocido es

(7=
—
83
|
8|
S
~—
(V]

I
I

75 : “Rechazar Hy si ng = —2 > x3_(n—1)".

Para los sistemas A y C| los tests son los siguientes:

T4 : “Rechazar Hy si X<2:1 < %2 (n)”;

T4 @ “Rechazar Hy si ng <xi(n-1)",
seguin el supuesto que se adopte acerca de . Igualmente,

¢+ “Rechazar Hp si X2, < x2(n) o 2 > x3(n);
7c : “Rechazar Hy si ng <xi(n—-1)o ng > x3(n—1)",

que graficamente estan representados en la figura 4.14 donde
a=¢c+(1-19).

La escogencia de los percentiles x? y x% es la misma que la de
los percentiles que minimizan la longitud del intervalo confidencial
para o2. La solucién € = 5 ¥ 0 = 1-3 debe evitarse para muestras
pequefias.
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€ 6 m
Rechazar H'O<——l '—»Rechazar Hy x2(v)

Figura 4.14: Regién critica del test 7., con v = n o v = n — 1 segun el

Caso.

Nota. El teorema utilizado para la construccion del test bajo el Sistema
B, permite utilizar el mismo test para juzgar Hy en el sistema siguiente:

Hy:0?< ag
frentea
Hy:0?> ag.

En el compendio 3, correspondiente a la figura 4.15, se resume el juzga-

miento de la hipétesis nula Hy : 0% = of.

4.4.2 Juzgamiento de homoscedasticidad

El juzgamiento de homoscedasticidad fue tratado en el ejemplo 4.2.7,
péagina 205. Sin embargo, en el caso usual referente a dos poblaciones in-
dependientes, corresponde al juzgamiento de la hipétesis nula
Hy : a% = O’%. Para tal efecto, pueden establecerse tres sistemas de

hipétesis:
e Sistema A:
Hy:o0? =02
frentea

Hi:0? <0}
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Juzgamiento de

L2 2
Hy:0° =0§

i

Sistema A Sistema B Sistema C
Hy: 0% =of Hy: 0% =0} Hy:0? =0}
frente a frente a frente a
H, : 0% <of Hy: 0% >0 H, :02# 02

n
3w —Tn) ¢El valor de u se
2 _ =l 5 ) ~ido?
2= 3 asune conocido?
TG
Tests

7.4 : “Rechazar H, si
AL < xa(n- 1y
Ty : “Rechazar Hy) s1
o > a1y
7¢r : “Rechazar H, si
Xfl <x%n-1)osi
X&, > xjn = 1)
ax=c+(1-46)

Tests

T4 : “Rechazar Hy si

X2, < xa(n)”

75 : “Rechazar Hy si

X2, > xa(n)y

7¢ : “Rechazar Hy si

xé, < xi(n) osi
X2, > x3(ny”
a=¢e+(1-9)

Figura 4.15: Compendio 3.

e Sistema B:
Hy: 0% = a%
frentea

H, ZO'% >0’%.

o Sistema C:

L2 2
HO.0'1—0'2

frentea

leafséag.
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Los tests utilizados en el juzgamiento de Hy, en cualquiera de los tres
sistemas, estan basados en el valor de la estadistica

fc:

ol e

donde F, ~ F(n —1,m — 1) bajo las condiciones del numeral 4.3.2,
pagina 227. Entonces, los respectivos tests pueden enunciarse como

T4 : “Rechazar Hy si fo < fo(n—1,m —1)".
7 : “Rechazar Hyp si fo > fi o(n—1,m —1)".
7c : “Rechazar Hp si fe < fe(n—1,m—1) o fc > fs(n —1,m —1)".

Lo mismo que en el caso anterior o = € + (1 — §). La escogencia de los
percentiles fc(n — 1,m — 1), fs(n — 1,m — 1) que incluye el test 7¢, es
la misma que la de los percentiles de los intervalos confidenciales para
el cociente de varianzas de dos poblaciones independientes desarrollados
en el numeral 3.4.2, pagina 169. Si los tamanos de las muestras son
relativamente grandes, se pueden usar e = § = 4.

4.5 Juzgamiento de proporciones

El juzgamiento de proporciones poblacionales es un tema muy comin
en los textos de estadistica de todos los niveles, en razén de que muchas
afirmaciones de la cotidianidad, de la actividad industrial, del desarrollo
del comercio, de los quehaceres de la ciencia recurren a porcentajes y
por tanto su empleo es muy amplio. El lenguaje comin y el especia-
lizado han incorporado tasas y porcentajes con el sentido especifico de
su campo, para proporcionar un elemento descriptivo en la obtencién
de informacién o conocimiento sobre el tema en cuestién y su usanza se
ha ampliado porque aritméticamente es simple y su comprensién muy
generalizada.

Presentar algunas ideas en el juzgamiento de la cuantia de una
proporcién poblacional, o porcentaje como ordinalmente se le designa,
cuantia que generalmente no es posible determinar para una poblacion
particular, constituye el propésito de esta seccién. Se evitan algunos de-
talles considerados en secciones anteriores, pues en este punto ya deben
ser familiares la estructura y las rutinas propias del juzgamiento de hi-
potesis, pero con base en las consideraciones que se realizan es posible
construir con los detalles necesarios los distintos tests requeridos.
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Para comenzar, el modelo asumido es el modelo de Bernoulli de
parametro 7. La familia de densidades de Bernoulli posee caracteris-
ticas especiales, en el sentido que los teoremas 4.2.14 y 4.2.15, paginas

n

212 y 213 respectivamente, legitiman a > X; como la estadistica que
i=1
fundamenta el juzgamiento de la hipétesis nula Hy : # = 7 en el sistema
Hy:m=m
frentea
Hy: 7> m,

n
por medio de un test establecido como 7 : “Rechazar Hy si > x; > k7.
i=1

Bajo la hipétesis nula Z X; ~ Bin(n,ng), elegido un nivel del test

«, y con el dnimo de dotermlnar plenamente el valor de k, puede suceder

que
Z X, > k}

i=1

iXiZk—l—l
i=1

<a< Pr,

v

es decir, no se puede determinar un valor de k para el cual el nivel del
test sea exactamente . En esta situacion hay dos soluciones: modificar
el valor de a por un valor menor o’ o establecer un test aleatorizado.
n
La primera solucién es adoptar el nivel o/ = P, [Z X > k+ 1].

i=1
La segunda solucién es establecer una funcién critica:

n

1 si dzi>k+1
i=1
n

Y(xl)=10 si Y xi=k
i=1

n
0 sid x <k
i=1

La probabilidad de éxito § de la variable auxiliar en el test aleatorizado
corresponde a:
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De manera que el tamano del test sera:
n

Y Xi>k+ 1]

— P

o — Pr, [
=1

~

0- Py,

iXi < k:| +
i=1

n
S Xizk+1
=1

= (a—P,rO ) + P,

Consideraciones similares pueden realizarse en el juzgamiento de la hi-
potesis nula Hy : m = g en el sistema

+1-Pp,

= .

En:XiZk—i—l
i=1

Xn:XiZk+l
=1

Hy:m=mg
frentea

Hy 71 < mg,

n
a través de un test establecido como 7 : “Rechazar Hg si Y z; < k", y
i=1
para el juzgamiento de la referida hipétesis nula en el sistema
Hy:m=mg
frentea
Hy o m #£ m,

por intermedio de un test

n n
T : “Rechazar Hy si sz < kiyosi in > ko,

=1 1=1

Recurriendo a otras consideraciones, referentes a tamanos de muestra
grandes, las cuales encaminan el desarrollo de los tests mas difundidos
en el juzgamiento de un proporcién poblacional, se presentan los rasgos
generales de la deduccién de los tests correspondientes.

Siendo X3, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con

n
distribucién de Bernoulli de parametro m, la estadistica P, = ;1; > X,
i=1
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la proporcién muestral, es un MLE insesgado para 7, y siendo ﬁ la
correspondiente informacion de Fisher,

n

d
AP S 2N,

con lo cual la hipétesis nula Hy : m# = mg puede juzgarse atendiendo a
este resultado, segin alguno de los siguientes sistemas:
o Sistema A:

Hy:m=mg
frentea
Hy: 7w < m.

e Sistema B:

HO LT =Ty
frentea

Hy: 7> mny.

e Sistema C:

Hy:m=my
frentea
Hy 7w # my.

Basados en la estadistica

Pn_7T0

[ro(1—mo)

los tests respectivos pueden formularse como

Lo =

T4 :“Rechazar Hy si z. < z,”.
7p :“Rechazar Hy si z. > 214"

Y

7¢ +“Rechazar Hy si |ze| < 21-¢7.

El requisito que algunos autores subrayan en la utilizacién correcta de
estos tests consiste en garantizar que np, > 5y que n(1 — p,) > 5.
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Por ultimo, cuando se desea juzgar la diferencia entre dos propor-
ciones poblacionales correspondientes a dos poblaciones, se considera
una muestra aleatoria X1, Xo,...,X,, de una poblacién con distribu-
cién de Bernoulli de parametro 7y, y una muestra Y1,Ys,...,Y,,, de una
poblacién con distribucién de Bernoulli de parametro 7o, siendo estas
poblaciones estadisticamente independientes.

Particularmente, si los tamanos de las muestras son relativamente grandes,
los tests para el juzgamiento de la hipdtesis nula Hg : mp — m2 = dg, se
basan en la estadistica

(P - P2 —

RN i
PV (1-p") PP (1-PY
\/ n + m
siendo PtV = 1 Z Xiy P = Z Y;.
i=1

Si algin sistema enuncia la hlpotesw nula como Hy = 7 — m = 0, la
estadistica apropiada que fundamenta el respectivo test es

(1) (2)
nPy,’ +mP, ) . .
siendo P = —n~—+—m, entendida esta estadistica como un esti-
n+m

mador del valor comiun m = 7 = ms.

4.6 Ejemplos numéricos de aplicacion

Ejemplo 4.6.1. El indice de Fishman es un indicador de la madurez
esquelética de adolescentes y preadolescentes. Dentro del estudio epi-
demiolégico de salud y maloclusiéon dental realizado por la Facultad
de Odontologia de la Universidad Nacional de Colombia y la Caja de
Compensacion Familiar Colsubsidio, entre 1994 y 1996 y basado en una
muestra de 4.724 pacientes de su antigua clinica infantil, se comparé
la edad cronoldgica de ninos y nihas con igual maduracion esquelética.
Particularmente para un analisis puntual, se consideré una submuestra
de 64 nifias con indice igual a siete que registré un promedio de edad de
12.6 afios con una desviacién estandar de 1.21 anos, y paralelamente una
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submuestra de 51 niitos, con indice igual a siete presenté un promedio
de edad de 14.4 anos con una desviacién estandar de un aho.

Bajo el modelo gaussiano, que mostrd ser apto para representar la edad
cronolégica en este nivel de maduracién, jes razonable afirmar que el
promedio de edad en la cual los nifios y las nifias alcanzan un indice de
maduracién esquelética de siete, difiere segun el género?

En primer lugar, ;es pertinente adoptar la homoscedasticidad? Dentro

de su juzgamiento, s1 = 1.21, so =1y f. = 81 = 1.4641 y teniendo en
2

cuenta que F. ~ F(63,50), la probabilidad P[F, > 1.4641] = 0.0811587
es un valor que al asumir o = 0.05 permite adoptar la homoscedasti-
cidad como supuesto de juzgamiento de Hy : p; = 2 (el promedio de
edad en la cual los ninos y las ninas alcanzan un indice de maduracién
de siete es el mismo) dentro del sistema

Ho :pp = p2
frentea
Hy o # po.
n—1)s2 1Yye2
Entonces como 312, _ ! 1)s1$:7£m2 Ds2m , para este caso particular, la
estimacion comun de la varianza es sp %%r%%oxl = 1.258746018,
y con este resultado
Tpn — T 12.6 —14.4
to=—n_Ym = —8.54731294.
spy/ 3 + ;% (1.121938509)4/ & + 5

En consecuencia como el valor p para este juzgamiento es 6.8511 x 10714
éste valor se constituye en evidencia estadistica para rechazar la hipotesis
nula Hy : pu1 = po dentro del sistema en consideracion.

Si se pasa por alto la homoscedasticidad o si la decisién respecto
a ella hubiese sido contraria, se acudiria a la solucién de Welch para
poder contar con los argumentos necesarios para sustentar la afirmaciéon
de igualdad de promedios poblacionales. Dado que

-y 12.6 — 14.4
to= —tn = = —8.6928
1.4641 1
e ot

su valor absoluto supera ampliamente al percentil 0.975 de una distribu-
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cion t con 112 grados de libertad, 1.98137059, porque

i (Qs%—"ﬁL %m>22 (14641 5)
CORNGCINIE S

m
En consecuencia, bajo esta solucién, también hay suficiente evidencia
estadistica para rechazar la hipdtesis Hy : 1 = uo, es decir, la informa-
cién contenida en la muestra respalda cuantitativamente la afirmacion
motivada por este analisis puntual.

= 112.83397.

m—

Ejemplo 4.6.2. El estrés afecta de manera importante la produccién de
leche en el ganado vacuno. Las causas que lo producen son de distinta
naturaleza, pero una de ellas parece ser la temperatura del ambiente,
pues las reses tienden a reducir la ingestion de alimento cuando la tem-
peratura aumenta y por consiguiente se ve reducida la produccién lactea.
Para evaluar esta circunstancia, se construyeron establos con cubierta de
material aislante del calor para ubicar durante un mes 47 vacas Holstein
de las mismas caracteristicas que 38 vacas mantenidas en los potreros,
durante el mismo periodo, cuya proteccién solar fueron los arboles y ar-
bustos presentes en el lugar. Del acopio de informacién de la produccion
de leche de cada una de las vacas, se tiene lo siguiente:

El promedio de produccién mensual de las 47 vacas aisladas del calor
fue de 597 1 con una desviacién estandar de 36 1, mientras que el prome-
dio de produccién de leche del otro grupo de vacas fue de 360 I con
una desviacion estandar de 45 1. jIndependientemente de la produccién
lechera, modelada apropiadamente de forma Normal segin el test de
Lilliefors, se puede afirmar que, de todas maneras, la variabilidad de la
produccién es practicamente igual en las dos condiciones de temperatu-
ra?

Ademaés de preguntarse si ante las condiciones de temperatura del am-
biente se modifica la produccién lechera, lo cual puede analizarse de
manera similar al ejemplo anterior, el investigador centra su atencién
sobre la variabilidad de la produccién. La hipétesis de que el efecto de
la temperatura no altera la variabilidad de la produccién, Hy : 0% = o3,
al manifestarse el sentido de aumento o disminucién de la misma, se
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juzga en el sistema

Hy: 0% =02
frentea
.2 2

[¥]

Entonces, f. = %% = 8%; = 0.64. La solucién corriente establece para
“2
este caso que fo.025(46,37) = 0.54323124 y que fo.975(46,37) = 1.8880067,

con lo cual
f0.025(46,37) < fe < fo.975(46, 37)

y de alli concluir que no hay la suficiente evidencia estadistica para
rechazar la homoscedasticidad, con lo cual se puede asegurar que bajo
las dos condiciones de temperatura en las cuales permanecen las reses,
la variabilidad no se modifica de una manera notable.

4.7 Tamano de la muestra

El tamano de la muestra tiene consecuencias ostensibles en la toma de
decisiones, asi como en la calidad de las estimaciones. Estimar un paré-
metro es una actividad que persigue fines distintos de los del juzgamiento
de una afirmacién acerca de él, y, por tanto, la disposicién de lo necesario
para el logro de los fines estrictamente no es la misma. Son dos procesos
entroncados pero distintos en sus efectos o trascendencias. El tama-
no de la muestra que se utiliza con la finalidad de estimar parame-
tros no necesariamente es el tamano apto para el juzgamiento de hi-
potesis, o, contrariamente, un tamano elegido para juzgar una hipdte-
sis no propiamente es el tamano adecuado para estimar el parametro
correspondiente.

El tamano de la muestra es un tema que induce la reflexién en los
tedricos y la indagacién de su magnitud en los usuarios de la estadistica,;
corresponde a un asunto de gran amplitud que contiene muchas singula-
ridades y por supuesto no puede ser abordado por un texto que tiene otra
mira. Reiterando lo expresado en el capitulo 3, sélo se presentan unas
minusculas consideraciones, sin mayor pretension, sobre dos tamanos de
muestra simple bajo la orientacién del modelo gaussiano.

Como el tamafio de la muestra tiene efectos directos sobre los errores
del tipo I y del tipo II, la funcién de potencia asiste su determinacién.
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Usualmente se suele asumir un valor de « deseado y a partir de él ajustar
un tamafio muestral para obtener un pretendido valor de 3.
Particularmente, el juzgamiento de la hipétesis nula Hy @ p = po
en el sistema A, asumiendo Normalidad y varianza conocida, requiere
un tamano de muestra especifico. Segin las consideraciones anteriores,
el test correspondiente de tamaho «, como se dedujo en la subseccién

4.3.1, es
T : “Rechazar Hy si M < 2o
o

que puede enunciarse igualmente como

02y,

vn o

Si p fuese igual a u* (u* # o), la probabilidad del error del tipo II seria,
por consiguiente,

7 : “Rechazar Hy si Ty, < pg +

/B:P/L* [YnZNO‘F&]

n

n(Xp — p* —u*
:PM*[\F( 0 R
o o
Por tanto,
n . *
Vn(po — p1*) e = 21og
o
Y COMO 24 = —21-q, €ntonces
n(po — p*
@_U_> w1

de donde finalmente,

"= |:0' (Zlfa -+ Zlg)}Q
Ho — p*

tamano idéntico al requerido para el juzgamiento de la hip6tesis nula
Hy : = po en el sistema B. La determinacién de p* no es del todo
arbitraria, como puede ser la de « o la de 3. Concretamente, la pre-
tensién del menor riesgo en la decisién se materializa en la adopcion de
probabilidades pequenas para los errores del tipo I y II; pero la eleccién
de p* que acompana las reflexiones alrededor del error del tipo 11, que
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corresponda al valor de 3 deseado, debe responder a razones de indole
de sensibilidad del test. Fijar el valor de p* cercano a pg, permaneciendo
constantes los valores de la desviacién estdandar y los percentiles sena-
lados, tiene un efecto extraordinario en el tamano de la muestra, pues
lo magnifica sobremanera. En este sentido, la respuesta a la pregunta
iqué tan sensible debe ser el test? es la Unica via que proporciona los
elementos y argumentos para la escogencia de p*.

Otra situacion particular la constituye el establecimiento del tamano
de muestra adecuado para juzgar la hipétesis nula Hyg : u3 — o = dg, en
el sistema B. Al igual que el caso anterior se asume el modelo gaussiano
y adicionalmente el conocimiento de las varianzas poblacionales 02 y 3.

El test T desarrollado en el numeral 4.3.2, considerando m = n
puede formularse de otra manera como

[ 2 2

. _ of +o

75 : “Rechazar Hy si (T, —7,,) > dp + L 2 ).
n

Si py — po fuese igual a 6%, la probabilidad del error del tipo 11 seria, en
consecuencia,

-
. (62 1 o2
B="PFPs | Xp—Yy, <o+ '1—n-lzlfa

= Ps+ - < + 21—a
o2+02 of+0'22
L n n
Con lo cual se puede afirmar que
dg — O* )
——— + 21-o = 23, y debido a que zg = ~2z1_g, entonces
[oi+a}
n
dg — 0F
+ 21—q = —21-3, luego
o3+a3
k13
0% — dg
———— = Z1-a + 218, con lo cual se deduce que
o402
1 2
n

(03 + 0})(51-a + 21.9)°
(6* — 50)2
Cada una de las dos muestras debe entonces contar con n unidades para
cumplir cabalmente las exigencias relacionadas con las probabilidades

m=n =
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de los errores en la decisiéon. Esta expresién es igualmente valida para
el calculo del nimero de unidades estadisticas que deben seleccionarse
en cada una de las dos poblaciones, para el caso del juzgamiento de la
hipétesis nula Hy : g1 — pe = dg, en el sistema A. La sensibilidad del
test, como en el caso anterior, es la determinante del valor §*.

4.8 Juzgamiento secuencial

Como formas especiales de juzgamiento de hip6tesis, dentro de la tema-
tica conocida como analisis secuencial que incluye también estimacién de
parametros, se encuentran procedimientos basados en tests llamados se-
cuenciales surgidos de la idea de Wald, denominada originalmente como
tests secuenciales de razén de probabilidad (SPRT Sequential Probabi-
lity Ratio Test). Estas formas especiales de juzgamiento de hipdtesis
utilizan explicitamente tanto la probabilidad del error del tipo I como
la probabilidad del error del tipo 1l fijando de antemano sus valores,
de manera que el tamano de la muestra no esta predeterminado sino
que ahora depende de a y 3 y la decision final estd sujeta a decisiones
previas tomadas en pasos consecutivos dentro del proceso. En términos
generales, un test secuencial requiere menor nimero de observaciones
muestrales que un test basado en una muestra aleatoria de tamano fijo.

Como punto de partida en la construcciéon del concepto de juzga-
miento secuencial de hipétesis, se presenta la siguiente definicién inicial
que detalla la idea de una clase particular de tests secuenciales, recono-
cida como tests secuenciales de razon de verosimilitudes.

Definiciéon 4.8.1. Siendo X1, Xo,..., X; una muestra aleatoria de ta-
mano j de una poblacion con funcién de densidad fx(z,8), fijando los
valores kg y K1 tales que kg < K1, estableciendo el sistema de hipotesis

H() : fx(IL‘, 0) = fx(l‘,eo)

frentea
Hy: fx(z,0) = fx(z,01)
y denotando la razon de verosimilitudes \j, para j = 1,2,..., como
J
N = L(6o; z1, 9, ..., 2;5) _ 11;[1 fx(w’GO)’
L(01;z1,22,...,2;5)

*:ux

@
1l
A

fX(xa 61)
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al test descrito por

T 1 “Rechazar Hy en el paso j st A; < kg, no rechazar Hy si
J ’ 0
Aj > K1; ncluir la observacion ;41 y calcular la nueva
razon de verosimilitudes A;11 para continuar en el paso
j+1 P D
j+1 Sil‘&0</\j<fi177

se le denomina test secuencial de razon de verosimilitudes.

La regi6n critica C; de un test secuencial 7 estd conformada por la
unién de las regiones C; ., a saber:

Cr= U CT,TL
n=1

donde la regién C;, = {:L':,LP\]' € (Ko, K1), An < Ko, j=1,2,...,n— 1}
describe el subconjunto del espacio de las observaciones, cuyos elementos
facultan al test secuencial para rechazar la hipdtesis nula en el sistema
de hipétesis establecido.

La regién de aceptacion del test secuencial 7, denotada por A, de
manera similar a su regién critica es

AT = G AT,'IL
n=1

siendo A, , = {:c;{)\]- € (Ko, K1), An > K1, 7 =1,2,...,n— 1}.

Como se comenté al iniciar la seccion 4.8, el juzgamiento secuencial
establece previamente los valores de a y  manejando asi simultidneamente
los errores del tipo I y del tipo 1I y la delimitacién del tamano de la
muestra sujeta a esas determinaciones previas. En consecuencia,

3

n=1 T =

ﬁ:gjl/A i

Como a y 3 han sido establecidos de antemano, los conjuntos A, , y Crp
no estan totalmente especificados y requieren para su determinacion los
valores de las constantes g y k1, los cuales definen plenamente el test
secuencial. Entonces, el paso siguiente consiste en la concrecién de esos
valores, para los cuales el teorema siguiente facilita una aproximacion.

n

fx(;lti, Oo)dx1 d.fl?g st da:n
1

fX(-’Ei, 91)d$1 dxs -+ dxy,.
1

T =
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Teorema 4.8.2. Definidos los tamanos de los errores o y 3, los valores
Ko ¥ K1, que definen un test secuencial T, pueden aprorimarse mediante

« 11—«
Yy K= .
1-p B

Teorema 4.8.8. Definidos los tamanos de los errores o y (3, y aproxi-
mados los valores Ko y K1, por Ky = ﬁ Yy R] = I*Ta, respectivamente,
los tamanos o« y B* correspondientes a los valores por K y k] son tales

que

Ry ~

ot + 3 <a+p.

Ejemplo 4.8.4. Sea X, Xo,..., X,, una muestra aleatoria de tamano n,
n un valor no prefijado, de una poblacién con distribucién de Bernoulli
de pardametro 6. Un test secuencial 7 para el juzgamiento de la hipétesis
Hy : 0 = 6, en el sistema de hipdtesis simples

Hy:0=26,
frentea
H1 10 = 01

habiendo definido previamente « y 3, puede formularse en los siguientes
términos.
Definida la razén de verosimilitudes

L

05 (1 — o)~ ; j
11 60' 0) . [90(1 —91)};1’ [1 —90}1
61— 6 1—6,] "

91131(1 _ 91)1_1-1. 1( 0) 1

>
<,
Il
fi
—_

':u.

@
Il
-

el test secuencial 7 rechaza Hy : 8 = 6y si A\; < wp. Al utilizar la
aproximacién derivada anteriormente, el test rechaza Hp si A\; < Tgﬁ’ es
decir, si

j .
6105 _ _a [1-61)
01(1—00) —1-p51-6 '

Asumiendo que 6y < 61, entonces tg(l] <ly 2‘38'—:3;; < 1, luego el test

secuencial rechaza la hipétesis nula Hy : 6 = 6y, si

[0 e e [ w1

=1
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Denotando por

In [iﬁ} In [%‘%]
R Py N e

el test rechaza la hipétesis nula si

J
in > ay + by.
i=1

Por otra parte, el test secuencial no rechaza la hipétesis nula, si A\; > K1;

igualmente, al utilizar la aproximacién derivada anteriormente, el test
no rechaza Hy si A\; > %‘3, es decir, si

v

bo(1— 0= _ 1-af1-6]
01(1 — o) 1-6

Denotando por

el test no rechaza la hipdtesis nula si

J
in <ag -+ b]
=1

En sintesis, el test secuencial se puede formular de manera simplificada
como
J
7 :“En el paso j rechazar Hy si Z x; > a1 + bj; no rechazar Hy
i=1
J
en el paso j si Z z; < ag + b;; incluir la observacién x;41 para

i=1
Jj+1
calcular el nuevo valor E x; y continuar en el paso j + 1, si
i=1

J
ag+bj < in < aj + bj”.
i=1
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De manera grafica puede entenderse el test como lo muestra la figura
4.16.

J
DT .
i=1 _
//'/
/./
Rechazar Hy -
> -
,r’/ _ .
e ) -7
- Continuar e
N .
o~
e~ No rechazar Hy
/.//
/‘//
-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J

Figura 4.16: Representacion del test secuencial del ejemplo 4.8.4.

Ejemplo 4.8.5. Sea X, Xo,..., X, una muestra aleatoria de tamano
n, n un valor no prefijado, de una poblacién con distribucion gaussiana
de valor esperado 6 y varianza ¢? conocida. Un test secuencial T para
el juzgamiento de la hipdtesis Hg : 8 = pg en el sistema de hip6tesis
simples

Hy: 0= po

frentea
Hi: 0= po+ co,

siendo ¢ una constante conocida y definidos previamente « y 3, puede
formularse en los siguientes términos:
En primer lugar,

J J
Aj = exp [% (Z(xz —po — o) =Y (zi — #0)2” :

=1 i=1
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El test secuencial 7 rechaza Hg : 0 = po, si A; < ko, que al utilizar la
aproximacién obtenida anteriormente, el test rechaza Hg si A\; < i—f—ﬁ,
es decir, si

J J
exp !%2 (Z(mi — pip — co)? — Z(Ii - uo)2>} < 1 fﬁ

i=1 i=1

o rechazar la hip6tesis nula, si
J

(x; — o) 1 11—« .c
S (15%) it

1=1

En segundo lugar, el test secuencial no rechaza la hipétesis nula si
Aj > k1; igualmente, al utilizar la aproximacién obtenida anteriormente,
el test no rechaza Hy si A\j > 1_70‘, es decir, si

b (- -
Z(az J#O)S—%ln( 5a>+jg'

=1

Recapitulando, el test secuencial se puede formular de manera simplifi-
cada como

J
. . (z; — o) 1 o e
7 :“En el paso j rechazar Hy si E — = >—1In + 7=
P o c 1-73 2

J
o 1 1—
no rechazarla si Z M < ——1In ( 7 a) + jg; calcular el
i=1

a C

T —
valor g w para continuar en el paso j + 1, si
_ o

J
(i — 1g) 1 c 1. [1- <\,
e (g g om (57) +a5)

El tamano de la muestra que siempre ha sido un interrogante ma-
yusculo, en el juzgamiento secuencial tiene un sentido singular. Como la
decision de rechazar o no rechazar la hip6tesis nula puede ser pronta, es
decir tomada con muy pocas unidades observadas, pero también tardia
después de haber observado un numero considerable de unidades, el
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interrogante cambia de jcudl serd el nimero de unidades que se debe
elegir? a jcuantas unidades en promedio se deben elegir?, puesto que el
tamano de la muestra final como no estd predeterminado ya no es un
ntmero fijo sino variable porque depende de );, y precisamente para es-
tos procedimientos de tipo secuencial se asume como una variable aleato-
ria, denotada como N.

En términos de la definiciéon 4.8.1 se puede demostrar que tanto
Eg,[N] como Eg, [N] son finitos. Mediante la llamada ecuacion de Wald
es posible establecer aproximaciones a estos valores esperados del tama-
no de muestra.

Teorema 4.8.6 (Ecuaciéon de Wald). Sila sucesion Y1,Ya, ..., Y, ...,
es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, tales que E||Y;|] y E[Y:] = n son finitos, y si N es una
variable aleatoria cuyo recorrido es el conjunto de los naturales y cuyos
valores n, dependen de las vartables Y1,Ya,...,Y,, entonces

N
E|)_Yi| =nE[N].
i=1

Sx (24,00)

Efectuando la sustitucién y; = In [ Pz o)

},i: 1,2,3,..., la razén

J
de verosimilitudes A; se puede expresar como A\; = ) y;. De esta ma-
i=1
nera el test secuencial se puede enunciar como

J
7 :“Rechazar Hy : 8 = 6y, si Zyi < In kg, no rechazar Hy : 0 = 6,

i=1
J
si Zyl > Inky,...; incluir la observaciéon y;. 1 para calcular la
=1
j+1
nueva razoéon de verosimilitudes Z Y;, para continuar en el paso
i=1

J
j+1, si Inkg < Zyl <Inky”.
i=1

Como el tamafio de muestra no esta prefijado, y sus valores considerados
como observaciones de la variable aleatoria N, cuando el test secuencial
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N N
conduce a rechazar la hipotesis nula, P [Z Y; <In /4;0] =1y YY,

i=1 i=1
tiende a tomar valores cercanos a Iln kg y cuando el test conduce a no

N N
rechazar la hipétesis nula P [Z Y; > lnm] =1y > Y, tiende a tomar
i=1 i=1
N
valores cercanos a In ;. Con estas consideraciones, Fg, | > Yi| =~ Inkg
i=1

N
e igualmente Fy, [Z YZ] ~ In k1, entonces
i=1

~rinkg+ (1 —7r)lnky,

siendo r la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula.
Usando la ecuacién de Wald, el tamafio de muestra esperado

7|5
n

de manera que su valor puede aproximarse como

E[N] =

rinkg + (1 —7)Inky

EIN| ~
(V] ”
Luego
17
1. Ey [N ~ alnkg+ (1 —a)lnk; _ aln [ﬁ] +(1-a)ln [Ta}
S Eg, Y] Ep,[Y]
1—
2. By [N] ~ (1-8)Inkg+ Blnky _ (1-0)In [%] +fIn [Ta]
e Ep, [V - Eq, Yi]
Ejemplo 4.8.7. Sea X;, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una po-

blacién con distribucién gaussiana de valor esperado 8 y varianza cono-
cida 0. Determinar el tamafio de la muestra requerido para el juzga-
miento de la hipétesis nula Hp, en el sistema de hipdtesis

HO :0=175
frentea

Hy : 6 =80,
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con las siguientes condiciones: a = 0.01, 3 = 0.05, ¢? = 25. Igualmente,
determinar los tamanos de muestra esperados si el test que sc va utilizar
es un test secuencial.

El test 7 : “Rechazar Hp si T, > ¢’ es un test equivalente al test de
razon simple de verosimilitudes. Entonces

V(X = T5) _ vinle - 75)}

Py—75 [Xn > c| = 0.01 = Py_rzs [ : 5

X, =8 — 80
P9=80 [Yn < C] =0.05 = P9:80 [ﬁ( 3 O) < \/5(05 ):| .
Luego
5 5
es decir,
@% = 2000 = 2826347 y YOI o s
5

de donde se deduce que /n = 3.97120048, entonces n = 15.7704332, es
decir, n = 16. En general, si el sistema de hipotesis se formula como

Ho: 0= o
frentea
Hy: 0=,
siendo pg < pq,
fx(zs, . . 1 . .
yi =1In [7% =123y = [(ug — p13) = 224 (po — p1)] -
Luego
1 2
Buo[Ys] = 55 (1 — ko)
1 2
By, Y] = _27‘_2(“1 — po)*.
En el caso particular o = 75, u1 = 80, 0% = 25, Fprs[Y;] = 3,

Eg_glY;] = —3, a = 0.01, 3 = 0.05, entonces

Eqgy[N] =~ 2 [aln (%) +(1-a)ln (1

Eg,[N] ~ —2 [(1 —A)n (%) +BIn (5;&>} ~ 8.3538 ~ 9.

—

)} = 5.8206 ~ 6
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En general, esta propiedad de necesitar un tamaio esperado de la mues-
tra menor al tamano de la muestra que requieren los tests que deben
determinar previamente el tamano citado, es una propiedad que carac-
teriza a los tests secuenciales.

Terminada esta breve presentacién de la idea central de un test se-
cuencial, se continda con la siguiente seccién dedicada al juzgamiento
del ajuste.

4.9 Juzgamiento del ajuste

Al constituir distintas formas de teorizar y de aplicar conceptos, posi-
ciones que no rivalizan dentro de una concepcién unitaria de la es-
tadistica, algunas areas de la estadistica prescinden de los modelos de
probabilidad mientras que otras, como la concepcidén bayesiana, extien-
den su tarea. Pero indiscutiblemente a la esencia misma de la inferencia
estadistica son inherentes los modelos probabilisticos; por ello en rei-
teradas ocasiones este texto se ha referido al modelo de probabilidad
elegido, como la manera propia de representar el comportamiento de
una variable y mas especificamente para representarlo en la acepcién de
poblacién.

Con la elecciéon de un modelo se buscan o evaliian estadisticas para
su certificacién como estimadores, se construyen buenos intervalos confi-
denciales para alguna funcién del parametro o para sus componentes, se
apoya el juzgamiento de una hipétesis relativa precisamente al modelo
elegido. Pero, en un caso particular, ;jcual debe ser el modelo adecuado?

Por supuesto que hay innumerables distribuciones estadisticas que
pueden servir de modelo para representar una poblacién especifica; pero
por tratarse de una tarea de adopcidén de un paradigma lo mas fiel a
la realidad en estudio, la eleccién debe responder tanto a razones es-
tadisticas como a argumentos no estadisticos. La tradicién de un mo-
delo para representar una variable puede ser un argumento importante,
porque permite la comparacion de resultados de distintas investigaciones
o estudios, pero no siempre debe ser el Unico argumento. Indiscutible-
mente, en los detalles del conocimiento del fenémeno dentro del cual se
modela una variable se encuentran argumentos de mayor significacién
para senalar a un modelo en particular.

Pero al lado de razones propias de la naturaleza del fenémeno, hay
instrumentos estadisticos que permiten valorar la aptitud del modelo
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de ser emulado por la informacién disponible en la muestra. Se tra-
ta de un variado repertorio de procedimientos con la denominacién de
bondad del ajuste, construidos sobre diversos puntos de vista. El lector
encontrara una profusa bibliografia acerca del ajuste a modelos proba-
bilisticos, principalmente al modelo gaussiano, conocido como pruebas
de Normalidad. Este texto solamente introduce las ideas pertinentes al
tema por medio de los tests, de Pearson, como uno de los procedimientos
mas tradicionales para el examen de la calidad del ajuste y el test de
Kolmogorov-Smirnov. Sin embargo es necesario mencionar la existen-
cia de tests como los de Lilliefors, el test de Normalidad de Anderson-
Darling, pruebas especiales para el juzgamiento de la Normalidad como
la de Shapiro-Wilk o la de Martinez-Iglewics, que poseen propiedades
especiales y las hacen en cierta forma més demandadas, tests entre otros
que el lector podra estudiar y profundizar en un curso de estadistica no
paramétrica principalmente.

4.9.1 Juzgamiento del ajuste por medio del método de
Pearson

Propuesta a principio del siglo XX por Pearson, es la forma pionera de
los tests de juzgamientos del ajuste, aun cuando un concepto paralelo
al tema venia desarrollandose en el siglo anterior: la estimacion de una
funcién de densidad.

Para dar inicio a las consideraciones del juzgamiento del ajuste, se
fija una particién del recorrido de la variable que va a ser representada
por la variable aleatoria X, asumida como modelo para la poblacion,
particién constituida por k clases disjuntas y se considera ademaés una
muestra aleatoria X1, Xo, ..., X,, de tamano n de una poblacién cuya
funcién de densidad no se conoce.

En términos muy concretos, la decisién frente a la eleccidén de un
modelo propuesto corresponde al juzgamiento de la hipétesis “el modelo
candidato interpreta adecuadamente el comportamiento poblacional”,
que se traduce en la mayoria de las veces a través de la funcién de
distribucién como Hy : Fx(x) = Fy(x,0) para todo z, frente a alguna
hipétesis alterna apropiada.

Siendo Nj la variable que contabiliza el niumero de observaciones
muestrales que pertenecen a la j-ésima clase c;, j = 1,2,...,k, el vector
aleatorio V' = (N, Na, ..., Ny) tiene distribucién multinomial con paré-
metro
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k
§ = (m,ma,..., M), cuyos componentes son tales que Y 7; = 1,y
i=1
k
por otra parte »_ n; = n, n; € {0,1,...,n}. En otras palabras, su

i=1
funcién de densidad es:

PQ[V:U: (nl,ng,...,nk)] :Pg[Nl an,NQZ'ﬂQ,...,Nk:nk]

El j-ésimo componente del vector 8, m; denota la probabilidad de que
una observacién muestral pertenezca a la clase j, probabilidad que se
calcula por supuesto por medio del modelo en consideraciéon. De esta
manera, el sistema de hip6tesis que incluye la hipétesis nula reformulada
puede plantearse como

Hoiﬂj:ﬂ'(-), j:1,2,...,k
frentea
Hl:ﬂjgéﬂ;-), 7=12,... k.

Entonces, el test de razén generalizada de verosimilitudes sera

k 0\ ™
7 : “Rechazar Hy si A, = n” H L <c?,
Jj=1

que al contar con un tamafo de muestra suficientemente grande, en con-
sonancia con el enunciado del teorema 4.2.6 pagina 205, puede enunciarse
como

k 0\ "
i
7: “Rechazar Hg si —21In [n" | I —nl > x3_ (k—1)".
=1 \'7

La idea de Pearson, anterior a la existencia de conceptos como la razén
generalizada de verosimilitudes, es cotejar la frecuencia N;, denomi-
nada j-ésima frecuencia observada con la frecuencia mr? conocida co-

mo j-ésima frecuencia esperada, porque bajo la adopcién del modelo,
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E[N;] = n7r§-’. Pearson sintetiza su idea en la estadistica

k 02
0 >

pues valores pequerios de ella se constituyen en argumentos a favor de la
hipétesis nula, que en general se le entiende como ajuste, mientras que
los valores grandes son evidencias estadisticas de no coherencia con el
modelo, es decir, de no ajuste. La Estadistica de Pearson converge en
distribucién a una variable aleatoria con distribucién Ji-cuadrado con
(k — 1) grados de libertad, luego la adopcién del modelo se desecha si

k _ 0y2
Z nﬂ-) >X1 a(k_l)

=1

Ejemplo 4.9.1. Como preparacion a la evaluacion del ajuste al modelo
Uniforme en el intervalo (0,1) de una variable que toma valores en el
mismo intervalo, se establece una particién que por comodidad puede
consistir de subintervalos de igual amplitud; es decir, el subintervalo

j-ésimo es (% 1 ) de manera que

o_ [F* _1 _
WJ—/udxkk, j=1,2,...k
k
En segundo lugar se considera una muestra aleatoria X, Xo,..., X,, de

tamafio n de una poblacién Uniforme en el intervalo (0, 1), y a partir de
ella se determina cada una de las variables Nj, como se senalé anterior-
mente, con lo cual se establece la Estadistica de Pearson.

De manera particular, la proporcién de la prima legal que el asalariado
dedica a pagar obligaciones econdémicas contraidas anteriormente es una
de las variables de interés para un estudio sociologico, de cuyos resulta-
dos se extrae la tabla 4.3, basada en los resultados de una entrevista a
950 empleados del sector manufacturero.

Los tedricos sociales encargados de la conduccién del estudio no encuen-
tran razones especiales para afirmar que la proporcién de la prima dedi-
cada a cubrir obligaciones econémicas contraidas tenga una distribucion
con algin sesgo o que tenga un apuntamiento especial; por tanto, en-
cuentran razonable el uso del modelo Uniforme para describir rasgos de
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Porcentaje Nimero de
dedicado Empleados
[ Mas de hasta
0 20 162
20 40 210
40 60 194
60 80 186
80 100 198
Total 950

Tabla 4.3: Distribucién del nimero de empleados segiin el porcentaje de
la prima que dedican al pago de sus obligaciones econémicas adquiridas.

este aspecto de los empleados.

La tabla 4.4 presenta tanto las frecuencias observadas y esperadas como
los sumandos para la determinacion del valor de la Estadistica de Pear-
son, derivados de la informacién precedente.

(nj — npiy)?
npi)
[0,0.2] 174 | 190 1.34736842
198 | 190 0.33684211
194 | 190 0.08421053
186 | 190 0.08421053
198 | 190 0.33684211

Total 2.18947368
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Tabla 4.4: Elementos para el céilculo del valor de la Estadistica de Pear-
son correspondiente al ejemplo 4.9.1.

El valor 9.48778 corresponde al percentil 95 de una variable con dis-
tribucién Ji-cuadrado con (k — 1) = 4 grados de libertad; por tanto,
al ser el valor de la Estadistica de Pearson menor que el mencionado
percentil, se concluye que no hay evidencia estadistica para rechazar el
modelo uniforme para caracterizar con propiedad la proporcién de la
prima de los empleados dedicada a cubrir obligaciones econémicas con-
traidas, decisién idéntica si se utiliza el valor p cuyo valor corresponde
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a 0.70095688.

Ejemplo 4.9.2. Igualmente como preparacion a la evaluacion del ajuste
al modelo gaussiano con valor esperado p y varianza o totalmente es-
pecificados, de una variable de interés, se determina una particién de la
recta real que por comodidad puede consistir de &k subintervalos disjuntos
de igual amplitud, exceptuandose el primero y el dltimo. El subinter-
valo j-ésimo (333-71,339), con ryy = —00 y x) = 00, es un intervalo cuya
probabilidad es

2 1 1 . 2 CE/- — .1',-, —
W?:/J exp __(:1; ,u) dxz(I)( J /><I><—L1—N)
i 2o 2 g o o

7 = 1,2,...,k, y seguidamente se considera una muestra aleatoria
X1,X9,...,Xn, de tamano n de una poblacién cuya densidad se des-
conoce y a partir de ella se determina cada una de las variables Nj,
como se ha senalado, para establecer la correspondiente estadistica de
Pearson.

Especificamente, en un estudio neumolégico, la CPT (capacidad pul-
monar total) definida como el volumen maximo que los pulmones pueden
alcanzar con el maximo esfuerzo, es una de las variables relevantes. En
los adultos, la CPT tiene como promedio 5.800 ml, con una desviacién
estandar de 150 ml. De una muestra de 270 pacientes, sin antccedentes
neumoloégicos, a los cuales se les realizé un examen para determinar la
CPT, se ha resumido la informacién de esta variable en la tabla 4.5.

CPT(ml) Nimero de

Pacientes
Menos de 5 400 12
de 5 400 a 5 500 46
de 5 500 a 5 700 78
de 5 700 a 5 850 80
de 5 850 a 6 000 39
de 6 000 y mas 15
Total 270

Tabla 4.5: Distribucién del numero de pacientes segin la capacidad
pulmonar total.
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iEl modelo gaussiano de valor esperado 5.800 y desviacién estandar de
150, sera una eleccién acertada como modelo para representar la capaci-
dad pulmonar total de pacientes que cumplen los criterios de inclusiéon
definidos para el estudio?

La tabla 4.6 presenta tanto las frecuencias observadas y esperadas como
los sumandos para la determinacién del valor de la Estadistica de Pear-
son, derivados de la informacién precedente.

0y2
j | Clase j n; L nm) L”TL
npi?

1| (—o00,5400] 2 | 0.003830425 1.03421478 0.90188334
2 | (5400, 5550) 15 | 0.043959905 11.86917443 0.82584251
3 | (5550, 5700) 60 | 0.204702137 | 55.26957697 0.40486834
4 | (5700,5850] | 102 | 0.378066128 | 102.07785468 5.9680F — 05
5 | (5850, 6000] 71 ] 0.278230122 75.12213300 0.22619140
6 (6000, o0] 20 | 0.091211282 24.62704613 0.86935135

Total 3.22819633

Tabla 4.6: Elementos para el cdlculo del valor de la Estadistica de Pear-
son correspondiente al ejemplo 4.9.2.

El valor 11.0705 corresponde al percentil 95 de una variable con dis-
tribucién Ji-cuadrado con (kK — 1) = 5 grados de libertad; por tanto,
al ser el valor de la estadistica de Pearson menor que el mencionado
percentil, se concluye que no hay evidencia estadistica para rechazar el
modelo gaussiano como modelo apto para caracterizar la CPT, decision
que equivale a utilizar el valor p cuyo valor es 0.66485144.

En estos ejemplos se proporcionaron explicitamente los valores de
los componentes del parametro. En el primer caso, 1 = 0y 62 = 1;
en el segundo, §; = p = 5800 y 2 = o2 = (150)2. Sin embargo no
siempre ocurre que el modelo en eleccién esté completamente especi-
ficado; muchas veces se candidatiza a la familia de modelos y no a un
miembro particular de ella, lo cual implica la estimacién de componentes
del parametro, bajo el modelo en consideracién por supuesto, y de esta
manera se afecta la distribucion de la Estadistica de Pearson, pues se
reducen los grados de libertad en el niimero de componentes estimados.
La demostracion de esta afirmacién esta en concordancia con el teorema
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4.2.6 y esté fuera de los alcances de este texto.

Entonces, si en el ejemplo anterior no se hubiesen especificado los
valores de u = 5800 y o = 150, habria sido necesario estimar los dos
componentes del parametro, y como consecuencia los grados de libertad
disminuirian de 5 a 3. Con esta modificacién en los grados de libertad
y la sustitucién de pu y o por sus respectivas estimaciones, que para este
caso son Topg = H698.88 y s97g = 182.45, el procedimiento es el mismo
que el seguido en los dos ejemplos anteriores.

4.9.2 Juzgamiento del ajuste por medio del método de
Kolmogorov-Smirnov

Como se manifesté en el numeral anterior, la decisién frente a la elec-
cién de un modelo propuesto, equivale al juzgamiento de la hipbtesis “el
modelo candidato interpreta adecuadamente el comportamiento pobla-~
cional”, traducida generalmente a través de la funcién de distribucién.
El método de Kolmogorov-Smirnov evalda el ajuste a modelos que repre-
senten variables continuas y juzga la hipétesis nula Hy : Fx(x) = Fy(x, 6)
para todo z, dentro del sistema de hip6tesis

Hy : Fx(z) = Fy(x,0) para todo z
frentea
Hy : Fx(x) # Fy(z,0) para algin z.

A diferencia de la idea de Pearson que coteja las frecuencias observadas
con las frecuencias esperadas, la idea de Kolmogorov, por su parte, coteja
la funcién de distribucién correspondiente al modelo postulado con la
funcién de distribuciéon empirica. A principio de la década del 30 del
siglo pasado, Kolmogorov condensé su idea en la estadistica

Dp = sup |Fy(z)— Fo(z,0)]

—oo<r<oo
que luego Smirnov, a finales del mencionado decenio, la hizo extensiva
a otros propésitos, estadistica cuya distribucion depende directamente
del tamano de la muestra como lo garantiza el teorema de Glivenko-
Cantelli. Del mismo teorema se puede afirmar que valores pequenos de
la estadistica D,, son argumentos estadisticos a favor de la hipétesis nula,
porque si la mayor diferencia entre la distribucién propuesta y la funcién
de distribucién empirica es relativamente pequena, las demads diferencias
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también seran pequenas y, por tanto, el modelo es pertinente; mientras
que valores grandes de la estadistica se constituyen en evidencias es-
tadisticas para prescindir del modelo propuesto como representante del
comportamiento poblacional.

La distribucién muestral de I, tiene una expresioén engorrosa, que el lec-
tor puede consultar en Nonparametric Statistical Inference (J. D. Gib-
bons (1971) pp. 77 a 81). El siguiente teorema presenta una aproxi-
maciéon cuando el tamafio de muestra es relativamente grande.

Teorema 4.9.3. Si Fy(z,0) es una funcién de distribucidon continua,
entonces para cada v > 0,

o0
v .
lim P [Dn < ——} = h(v) = 2 Lexp(—25%02).

La funcién h(v) fue tabulada por Smirnov a mediados del siglo pasa-
do y muchos programas de computo estadistico han incluido algoritmos
para la determinacién de los respectivos percentiles y el calculo de los
valores p, e igualmente algunos textos, principalmente los textos de es-
tadistica no paramétrica, incluyen tablas que permiten determinar los
percentiles correspondientes.

En pocas palabras, cuando la calidad del ajuste no es satisfactoria
se descarta el modelo propuesto, decisién que se adopta cuando d,, > c.
Utilizando la aproximacién ofrecida por el teorema anterior, el tamano
del test puede establecerse mediante la expresién

=P [Dn > \/Lﬁ} .
Ejemplo 4.9.4. Parailustrar la parte operativa del ajuste por el método
de Kolmogorov-Smirnov, una muestra de 25 baldosas de cerdmica de
un lote de produccién fueron seleccionadas para identificar el modelo
apropiado para describir la variabilidad del grosor de la baldosa que ella
alcanza al final del proceso de fabricacién. Teniendo en cuenta infor-
macién que acopia el Departamento de control de calidad, es razonable
pensar que el grosor tiene un comportamiento uniforme entre 90 y 110
milimetros. La tabla 4.7 presenta los valores particulares de la muestra
ordenados, la funcién empirica, la funcién de distribucién correspondien-
te al modelo en consideracion y las diferencias entre ellas.
Como sup |Fas(z) — Fo(z,0)] = 0.05 y el percentil 95 de la distribucién
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Valores
ordenados | Fas(xz) | Fo(x,0) | |Fas5(x) — Fo(x, 0)|
91 0.04 0.05 0.01
92 0.08 0.10 0.02
93 0.12 0.15 0.03
94 0.20 0.20 0.00
94 0.20 0.20 0.00
95 0.28 0.25 0.03
95 0.28 0.25 0.03
96 0.32 0.30 0.02
97 0.36 0.35 0.01
98 0.40 0.40 0.00
99 0.44 0.45 0.01
100 0.48 0.50 0.02
101 0.52 0.55 0.03
102 0.56 0.60 0.04
103 0.60 0.65 0.05
104 0.72 0.70 0.02
104 0.72 0.70 0.02
104 0.72 0.70 0.02
106 0.76 0.80 0.04
107 0.84 0.85 0.01
107 0.84 0.85 0.01
108 0.88 0.90 0.02
109 0.96 0.95 0.01
109 0.96 0.95 0.01
110 1.00 1.00 0.00

Tabla 4.7: Valores muestrales ordenados del grosor de las baldosas y sus
respectivos valores de las funciones de distribucion.

de D, es 0.238 (valor tomado de la tabla III de Applied Nonparametric
Statistical Methods (P. Sprent (1993)), no hay evidencia estadistica para
desechar el modelo uniforme en el intervalo (90, 110) para describir las
irregularidades, respecto al estandar, del grosor de la baldosa.

Nota. El juzgamiento del ajuste de una variable discreta mediante el
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método de Pearson no tiene restriccion alguna, sélo la que le es comin a
cualquier tipo de variable: tamarno de una muestra relativamente grande,
para que sea legittimo el uso de los percentiles de una variable aleatoria
con distribucion Ji-cuadrado, o el cdlculo de los valores p a través de
ella, como los puntos de referencia para tomar la decision. El método de
Juzgamiento del ajuste mediante la estadistica de Kolmogorov-Smirnov
se ha establecido sobre la consideracion de que Fo(x,0) es continua. Sin
embargo, algunos autores como Noether han demostrado que se puede
utilizar el procedimiento para ajuste de modelos discretos, pero que el
nivel del test se altera.

Para finalizar este capitulo y por consiguiente al contenido del libro,
una precisién acerca del vocablo modelo, que aparece por primera vez en
este texto en la pagina 1 cuando se cita una frase del psicélogo Jerome
Seymour Bruner, con la cual se encabeza el capitulo 1, y que se menciona
con frecuencia de manera explicita o tacita en todos los capitulos y que
incluso también en estos ultimos parrafos se hace alusién a él.

La mente humana puede construir modelos tan artificiosos y comple-
JOos como quiera, pues cuenta con herramientas que le permiten elaborar
ilimitadamente mundos virtuales donde puede incorporar, a voluntad,
propiedades, relaciones, normas, seménticas, en fin, un sinnimero de
elementos, agregados a voluntad o en coherencia con otros, para generar
la dindmica propia de ese mundo virtual.

Pero tal vez no sea la mejor ruta el excesivo detalle y meticulosidad
en la elaboracion del modelo, tratandose de encontrar un paradigma
que a manera de una réplica ofrezca alternativas de explicacién de la
realidad, de reproduccién simplificada de los rasgos y caracteristicas de
ella. Aunque en el modelado de la realidad se incluyen elementos no
reales y se excluyen realidades que se suponen o se demuestran que son
superfluas, en la descripcion o explicacién de un fenémeno ese proceso
modelador debe estar inspirado en un principio de economia que permite
simplificar al maximo los conceptos, elementos y relaciones del modelo.

Guillermo de Ockham, polémico filésofo del siglo XIV ya lo advertia
con su famosa Ley de parsimonia que corrientemente se le conoce como
Navaja de Ockham, que consiste en la inutilidad de multiplicar los ele-
mentos explicativos o descriptivos de algin fenémeno, enunciada como
“Entia non sunt multiplicanda sine necessitate” que puede traducirse co-
mo, no hay que multiplicar las cosas sin necesidad, y entenderse en este
texto como la intencion sana de formular modelos y teorias que busquen
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explicar los hechos utilizando el minimo de presupuestos.

Los modelos probabilisticos, como se ha afirmado a lo largo de este
texto, son modelos especiales que intentan reproducir un comportamien-
to exclusivo de variabilidad, modelos que incorporan expresiones mate-
maticas propias que lo identifican y lo caracterizan, expresiones que de-
penden principalmente de parametros que habilitan la identificacién de
miembros de una familia particular de modelos. Como modelos que son,
los modelos probabilisticos no estan exentos de construirse de manera
exagerada y compleja complicando posiblemente su manejo.

La sencillez del modelo despojado de lo superfluo, con parsimonia en
sus parametros, lo enaltece, lo hace atractivo, lo hace til. Por ello la
propuesta de modelos sencillos para representar una poblacién particu-
lar, cuando los modelos usuales y tradicionales no colman las expectati-
vas de los investigadores y analistas estadisticos en casos especificos, es
un reto interesante para una mente inquieta que ve en la naturaleza la
fuente de inspiracién y el motivo de sus reflexiones estadisticas.

“La mayoria de las ideas fundamentales de la ciencia

son esencialmente sencillas y por lo general pueden ser

expresadas en un lenguaje comprensible para todos”.
Albert Einstein
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4.10 Demostracion de los teoremas

Teorema 4.2.3. Sea X, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una po-
blacion con funcion de densidad fx(x,0). Si el sistema de hipdtesis es

Ho 10 = 90
frentea
H1 16 = 01,

el test T cuya funcion critica corresponde a

1, s kaX(:ri,Gl) > fo(xi,eo) esto es, si k > Ap;
Ur(ey,) = o .
0, si kaX(xi,Gl) < fo(q;i,Oo) es decir, si k < A\p;
i=1 i=1
es un test mds potente para Hy, siendo k una constante positiva y
7T7-(90) - .

Demostracion. Como preparacién para la demostracién, se tienen los
siguientes elementos:

1. Paralelamente al test 7, se considera cualquier test 7/ para el juz-
gamiento de la hipétesis nula, con funcién critica ./ (x,) y nivel
.

2. Ademas de la region critica C, asociada al test 7, cuya funcién
critica es 1. (] ), se establecen los siguientes conjuntos, disyuntos
entre si y disyuntos con C7 ,

D= {m; kax(xi,&) < fo(fvi,eo)};
=1

=1
I 7
E = {wn

3. ¥-(X] ) puede considerarse una variable aleatoria con distribucién
de Bernoulli cuya probabilidad de éxito bajo €; es

3

3

k1L fx(@i00) = fo(l‘z',@o)} :
=1 i=1

Py, [¥-(X},) = 1] = Eg, [¥r(X})] =
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4. El simbolo [ corresponde a la integral multiple sobre el conjunto
A
Ay dx), representa a dzydzs ... dz,.

El objeto de la demostracién es simple: concluir que 7(6y) > 7/(6)
tal como lo estipula la definicién 4.2.1 o en otros términos concluir que

Eo, [v-(X})] = Eo, [ (X])]

Para ello, la demostracién gira alrededor de la diferencia:

A = Eg, [¥-(X1)] — Eo, [sof (X1)] = Eo [¥r (X)) — 0 (X1))]

S I CCARTNEA) [T (o)
=1

x
Como X=C,,UDUFE,

A / I(.’E:L)] fo (xi,Hl)dx;,
Crn i=1

1]

or(xh,)] H fx(zi, 01)dx),

i=1

+

+ %95 >_‘107' HfX $2701

D
E
cuando x}, € Crp, ¥, (x]) = 1y cuando @], € D, . (x] ) = 0; entonces,

n

Ay = / [1_(p7'(m"n)]nf (xzvgl)dl' +/ Hfs( ]‘,,9

i=1

Crn = D
+ / [ (@) — orr(@l)] T fx (21, 01)elz,
E =1

n

Adicionalmente, cuando x!, € Crp, k [] fx(zi,61) > H fx(xi,00), y
i=1 i=1
con ello

T

k / [1— o (xl)] fo(;vi,el)dm; > / [1— ¢ ( Hf\ zi. 0p)dx!,.

Crom =1 Cro =1
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n n
Igualmente, cuando x], € D entonces —k [ fx(z;,01) > — I fx(zi,00),
i=1 i=1
por tanto,

k)/ [ﬂpﬂ(a:;)] fo(:cl,Hl)dm;L > /[ O (iB )] £Il (a:z,Ho)dx

D =1 D
Finalmente, cuando @!, € E. k [] fx(zi,61) = [ fx(zi,60), con lo cual
=1 i=1
b [ Toetay) = potat)] T o 0r)dsr,
7 i=1
= [ et — o)) TT o, Oo)is),
i i=1

Teniendo en cuenta las desigualdades descritas,

kA > / 1o (x fo (x4, 00)dx), +/ fo xi,00)d

Crn D

+/h, (@),) = or(@)] [] £x (2, 60)dz), =

I =1

Ay = / (V- (2),) — or ()] fo(l“z',eo)dm

L N URCARPNE fo (1, B0)d

D

+ / [¢r(2],) — li[ (xi,60)d

E
= Ey, [d’T(Xn) o (’OT/(X")} ’

Como los tests tienen el mismo nivel, Ay = a—a = 0y como kA, > Ag,
se puede afirmar que A; > 0; luego

By, [0-(X0)] > Ep, [¢r (X))

conclusiéon que garantiza que el test T cuya regién critica es C;,, es un
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test mas potente para

HO 10 = 90
frentea
H1 20:01. d

Teorema 4.2.6

Su demostracién puede consultarse en Mathematical Statistics (Wilks
(1962), pp. 419 y 420).

Teorema 4.2.14. Sea X1, Xo,...,X, una muestra aleatoria de una
poblacion con funcion de densidad fx(x,0), 6 € ©® C R y la familia
{fx(x,8)} tiene MLR en la estadistica T = t(X1, Xq,...,X,).

1. Si la razon mondtona de verosimilitudes es no decreciente y si tg,
es tal que
Pgo[t(Xl,XQ, o Xn) <ta] = a

entonces el test
T : “Rechazar Hy sit(x1,29,...,2,) < ty”
es UMP para Hy, en el sistema
Hy:0 <6y

frentea
H,:0 > 6.

2. Si la razén mondtona de verosimilitudes es no creciente y si t1_q
es tal que
Pgo[t(Xl,Xg, . ,Xn) > tl-a] = «,

entonces el test
T : “Rechazar Hy sit(x1,x2,...,2,) > t1o”
es UMP para Hy, en el sistema

Hy: 0 <6
frentea
Hi:0> 6.
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Demostracién. Sean 61 y 09 dos valores de 6 de manera que 67 < 6q
y 65 > fy, con ellos se formula un nuevo sistema de hipétesis simples
como:

]J())k 10 = (91
frentea
H} : 6 =6,
El lema de Neyman-Pearson garantiza que el test

. L6121, 20,...,2
7 : “Rechazar H{ si A\, = (B3 01,2, -, Tn) <K
L(OQ;(L'l,ZL'Q,...,iIJn)

”

es un test mas potente para Hg en el nuevo sistema. Dado que la fa-
milia {fx(z,0)} tiene MLR en la estadistica T = (X1, Xo,...,Xn),
y suponiendo que el cociente de verosimilitudes es una funcién no cre-
ciente de t(x1, xa, ..., x,), afirmar que la razén de verosimilitudes A\, < &
equivale a afirmar que t(z1,x2,...,Zn) > t1_q, como lo indica la figura
4.17. Por tanto, el test se puede formular de manera equivalente como

7 : “Rechazar Hjj sit(x1,z2,...,2n) > t1-4".
Este test es UMP para Hg en el sistema
H() 10 < 90

frentea
Hy:0 > 6,
debido a que el test no depende de 6; ni de 89, porque el test es mas
potente para cualquier eleccién de 01,65 € O, sujetos a que 6; < 0y < 05.

El otro numeral del enunciado del teorema se demuestra de igual manera.
O

Teorema 4.8.2. Definidos los tamarios de los errores o y (3, los valores
Ko Y K1, que definen un test secuencial T, pueden aproximarse mediante
o' l—«a

-5 Y "

Demostracion. Asumiendo que la hipdtesis nula es cierta, entonces

@= Z/C HfX(Cﬂi,Ho)dxl dxy - - dx,,.
n=1

T =1

Ry =~
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|
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Figura 4.17: Esquema de un cociente no creciente de verosimilitudes
como funcién de los valores de la estadistica T5,.

Ademas
n

T1 #x (@i 60) < wo [ fx (@i, 60).
i=1

i=1

Por tanto,

a<wd [ [[fxtebdondey dn, = (1-5)
n=1 c

TN lzl

porque

Z/ HfX(xuel)da?] dxz. "dl‘n
n=1 C

T og=1
corresponde a la probabilidad de rechazar Hg cuando H; se considera

cierta. Luego

a
a < ko(l —B), esdecir —— < Kp.

1-3°

Por otra parte, la probabilidad de no rechazar Hy siendo ella verdadera
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corresponde a

e} n

1l—a= Z/ H fX xl,Oo)dxl d{EQ dl’n,

T ng—1

y como en los casos de no rechazo de la hipétesis nula,

fo (24,60) > 'ﬂHfX xi,01),

=1

entonces

11—« > K1 Z/ HfX xl,Gl)dxl dl‘g : dCL‘n = Hlﬂ.

AT n 7/7
Luego
l—-«
ko tiene entonces una cota inferior ﬁ y K1 tiene una cota superior 1%0‘—
cotas que se pueden asumir como aproximaciones a xg y <1, respectiva-
mente. 0

1—-a>kr18, esdecr, r1 <

Teorema 4.8.3. Definidos los tamanos de los errores o y B, y aproxi-
1_ .

mados los valores ko y K1, por K = ﬁ y K} = TO‘, respectivamente,

los tamanos o* y B* correspondientes a los valores por k§ y k] son tales

que

o+ 08" <a+p.

* * * . fys
Demostracion. Sean C7, Cr,, A7, A7 las regiones criticas y de acep-
tacion correspondientes a los niveles a* y 5* derivados de los valores &

*
y K.

a*:Z/ foxz,é’odxldxg -dz,,

-rn1,

< l—vﬁz/* HfX .’131,91 dxldch d

T {=1

De acuerdo con uno de los pasos de la demostraciéon del teorema 4.8.2,

1 — ﬁ /'T ) ll:IfX(.fz,el dridze---dx, = B(l )
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De modo similar,

[o.9] n

1—04 fX .771,90 dfl?l d:L‘Q d
= [ 1

A'rnz 1

1_QZ/ Hf‘((xi’91)dx1dx2...d$n

Tmn g=1

A su vez,

18*

L _aZ/ HfX :L‘Z,(91 d:z:ldasg dxn =

Tm =1

Concretamente de lo anterior,

l—«

of < {ES1-8) vy (1-a)>

Con base en estas desigualdades es facil comprobar que

o+ 6 <a+p O

4.11 Ejercicios

1. Adoptando el modelo Uniforme en el intervalo (0, 8) para represen-

tar el comportamiento de una poblacién, para la cual se conjetura
ademads que el valor del parametro no excede 8y, se determina el
siguiente sistema de hipotesis

Hy: 0 <6,
frentea
Hq: 0> 6.
Formalice un test con nivel o para el juzgamiento de Hy dentro

de este sistema de hipdtesis, basado en una muestra aleatoria de
tamaio n de esta poblacién.

Con base en las consideraciones del ejercicio 1, formalice un test
con nivel o para el juzgamiento de Hy dentro del sistema de hipé-
tesis

Hy:0=46,
frentea

Hy:0# 6.
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. Establezca una expresién algebraica para la funcién de potencia
del test determinado en el ejercicio 1.

. Al adoptar la distribucién de Poisson con parametro 6 para mode-
lar una poblacién particular, conviene proveer un test que permita
decidir sobre la hipétesis nula Hg dentro del sistema

Hy:60=0
frentea
Hy: 0 +#6,.

Para tal efecto, determine un test con nivel a basado en una mues-
tra aleatoria de tamano n de la citada poblacion.

. La distribuciéon de Cauchy es un modelo muy singular debido a sus
particularidades de no existencia de sus momentos. ;La familia de
densidades de Cauchy es una familia que tiene MLR en alguna
estadistica?

. Considere la distribucién particular de Cauchy

1
[1+(z—0)?

fx(z) = ,z €R.

T
Bajo el siguiente sistema de hipdtesis es posible determinar un
UMP de nivel « para el juzgamiento de Hy basado en una muestra
aleatoria de tamano n

Hy:0=0
frentea
Hy:0>07

. El modelo Exponencial desplazado, mencionado en los ejercicios
del primer capitulo y en un ejemplo de este capitulo tiene diversas
aplicaciones. En particular, regido por este modelo resulta algunas
veces interesante evaluar el hecho de si para un caso individual el
desplazamiento es un elemento significativo dentro del modelado,
es decir, si es preciso introducir un componente del parametro para
indicar el desplazamiento, o por el contrario es inocuo hacerlo y
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10.

11.

de esta manera simplificar el modelo elegido. En el lenguaje del
juzgamiento de hipétesis corresponde al sistema

Hy:0, =0
frentea
Hy:0, >0.

Teniendo presente que el pardametro 6 = (61, 62) reserva el primer
componente para referirse precisamente al desplazamiento, cons-
truya un test de nivel « para este proposito.

. Una modalidad caracteristica de procedimientos en el control es-

tadistico de la calidad se ha denominado muestreo para la acep-
tacion de lotes, dentro de la cual se menciona un procedimiento
particular correspondiente al juzgamiento de la hipétesis Hy dentro
del sistema

Hy: 6 <6,
frentea
Hy: 0 > 6,

pardametro cuyo espacio corresponde al intervalo (0, 1) y que repre-
senta la denominada fraccién no conforme de materia prima, de
productos en proceso o de productos terminados, segin el objetivo
v momento de su aplicacién, que dentro del modelo de Bernoulli
corresponde a la probabilidad de éxito. Determine un test de ni-
vel cercano a « y su funcién de potencia. Bosqueje la curva de
operaciéon OC.

Desarrolle un test para el juzgamiento de la homoscedasticidad
como el presentado en el numeral 4.4.2, pagina 240, asumiendo
que p1 y p2 son valores conocidos.

;,Cambiars radicalmente el test para homoscedasticidad en dos
poblaciones Normales, si se asume que p; y g2 son desconocidos
pero iguales?

Determine una expresion para el cdlculo del tamafio de muestra
apropiado para el juzgamiento de la hipétesis nula Hy : m# = 7 en
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12.

13.

14.

el sistema

H() LT =T
frentea

Hy: 7> m,

por medio de un test construido considerando un tamano de mues-
tra grande, siendo 7 la probabilidad de éxito o proporcién pobla-
cional.

Sea X;,Xs,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad fx(x,8) = (1 — x)e_ll(o’l)(x), con 8 > 0.
Este modelo se propone como emulador del comportamiento de la
fraccion no conforme de la materia prima que recibe cierta com-
pania para utilizarlo como la distribucién a priori de ©. Pero
previo a cllo y dentro del analisis de su ajuste se desea contar con
un test que juzgue la hipétesis nula Hy : 8 < 6y dentro del sistema
de hipd6tesis

Hy:0 <6,
frentea
Hy: 0> 6.

Determine un test para tal fin.

Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad Uniforme en el intervalo (0,6). Fijando el
valor k, si (X"‘n, Elﬁxn,n) es un intervalo confidencial para el pa-
rametro 0, entonces use este hecho para derivar de alli un test para
juzgar la hipétesis nula Hy : 8 = 6y dentro del sistema de hipdtesis

Hy:0 =46,
frentea
Hy:0+#£6,.

Si no es asi, desarrolle un test utilizando otros medios para el
juzgamiento de la hipétesis nula en el citado sistema.

Si X1, Xs,...,X,, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcion de densidad Uniforme en el intervalo (6,6 + 1), con
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15.

16.

17.

18.

f € R, determine un test para el juzgamiento de la hipdtesis nula
Hp : 6 = 0 dentro del sistema de hipdtesis

Hy:60=0
frentea
H1 10> 0.

Si Xy, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de densidad fx(z,0) = 0 exp(—0x)I )(z), determine la
funcion de potencia de un test para el juzgamiento de la hipétesis
nula Hy : @ = 1 dentro del sistema de hipétesis

Hy:0=1
frentea
H1 9% 1.

Determine la funcién de potencia del test correspondiente al juz-
gamiento de la hip6tesis nula Hy : p1 — ps < &g dentro del sistemna
de hipétesis

Ho @y — p2 < 0
frentea
Hy oy — p2 > do,
bajo Normalidad, y con base en dos muestras seleccionadas de

dos poblaciones independientes y homoscedasticas. Exprese esa
funcién de potencia en términos de dg.

Si (X1,Y1),(Xe,Y2),...,(Xn, Yn) es una muestra aleatoria de una
poblacién Normal bivariada, determine un test para el juzgamiento
de la hipétesis nula Hy : p = 0 dentro del sistema de hip6tesis

HO P = 0
frentea

I, p#0.

La contaminaciéon de los rios es un desastre para la humanidad. El
rio Bogota recibe en casi todo su recorrido desechos que trastornan
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19.

20.

21.

extraordinariamente la vida del rio. Si una autoridad de salud
publica tiene que evaluar el nivel de contaminacién del rio en un
punto especial y tomar decisiones al respecto, y particularmente
sobre el contenido promedio de plomo u, que no debe exceder uyg
partes por millén por litro de agua, decisién que debe tomarse a
través de un test estadistico basado en una muestra de tamano n,
lleve a cabo una reflexién sobre los valores del error del tipo I que
deben adoptarse.

Muestre que la funcién de potencia del test 7., correspondiente al
sistema C para el juzgamiento de la hipétesis nula Hy : 0 = puyg
bajo Normalidad y adoptando el primer supuesto, presentada en
la seccion 4.3.1, pagina 218, cumple las siguientes propiedades:

a. m.,(0) es simétrica respecto a ug.

b. 7, (0) es decreciente en el intervalo (—oo, yg) y creciente en
el intervalo (g, 00).

c. lim 7 (0)=1y lim n._(8) =1.
f——o0 0—00
d. 7. (o) = a.

Desarrolle un test de nivel « para el juzgamiento de la hipétesis
nula Hp : 6 < pg frente a la hipdtesis alterna Hy : € > pg bajo
Normalidad y conocido el valor de ¢. Muestre que la funcién de
potencia del test es

7.(0) = @ (—zm + JM) |

o
funcién que cumple las siguientes propiedades:
a. 7-(0) es creciente.
b. lim 7.(0) =0y lim n (6) =1.
60— —o0 0—o00
c. (o) = a.

Muestre que la expresion algebraica que permite el calculo del
valor p al utilizar el test 7. en el juzgamiento de la hipdtesis nula,
Hy : o = po frente a la hipédtesis alterna Hy : u # pg, bajo
Normalidad asumiendo el segundo supuesto, es

p=2(1 - Fp1(t]))
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22.

23.

24.

25.

26.

siendo F{,,_1)(z) la funcién de distribucién de una variable aleato-
ria X, con distribucién ¢ con (n — 1) grados de libertad.

Muestre que la expresién algebraica de la funcién de potencia al
utilizar el test 7 para juzgar la hipStesis nula Hy : 02 = 08 frente
a la hipétesis alterna Hi : 02 # o2, bajo Normalidad asumien-
do desconocido el valor del promedio poblacional y eligiendo los
valores € =4 = 5 es

) oixi_a(n—1) oixE(n—1)
777'0(0 ): 1_F(nfl) - 9 +F(n*1) - 5

o2 o2

siendo F,,_1)(z) la funcién de distribucién de una variable aleato-
ria X, con distribucién Ji-cuadrado con (n —1) grados de libertad.
Deduzca las propiedades de esta funcién de potencia.

Respecto al ejercicio 22, determine la expresion para el calculo del
correspondiente valor p.

Muestre que la expresion algebraica de la funcion de potencia, al
utilizar el test 7 para juzgar la hip6tesis nula Hy : 02 < o frente
a la hipétesis alterna Hy : 02 > 08, bajo Normalidad asumiendo
desconocido el valor promedio poblacional es

2 ‘73 2
mr(0%) = 1= F, 1 ;lea(“ - 1)

siendo F{,_1)(z) la funcién de distribucién de una variable aleato-
ria X, con distribucién Ji-cuadrado con (n — 1) grados de libertad.
Deduzca las propiedades de esta funcién de potencia.

Respecto al ejercicio 24, determine la expresidén para el calculo del
correspondiente valor p.

Se cuenta con recursos econémicos unicamente para seleccionar
N = n + m unidades estadisticas para el juzgamiento de la hi-
potesis nula Hy : 1 = pg concerniente a la “comparacion de los
promedios poblacionales”de dos poblaciones independientes regi-
das por el modelo gaussiano y conocidos los valores de 0% y o2,
frente a la hipétesis alterna Hj @ p1 # pe. ;Cémo deben elegirse los
tamafos de las muestras n y m para mantener las caracteristicas
del test desarrollado para el mencionado juzgamiento?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Desarrolle un test para el juzgamiento de la hipoétesis nula
Hy : ;11 = 2u9 bajo la regencia del modelo gaussiano correspon-
diente a dos poblaciones independientes de las cuales se conocen
los valores de 0% y cr%, frente a la hipdtesis alterna Hy : pg # 2uo.

JExiste algin impedimento en el desarrollo de un test para el juz-
gamiento de una hipotesis nula més general, que la del ejercicio
27, Hy : 1 = cue, siendo ¢ > 0 una constante conocida?

Determine un test secuencial para el juzgamiento de la hipdtesis
nula Hy : 8 = 6y, en el sistema de hip6tesis simples

HO 10 = 9()
frentea
H1 : 9 = 91,

basado en una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién
de Poisson de parametro 6.

Si X1, Xo,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién Beta con #; = 09 = 6, determine un test méas potente
para el juzgamiento de la hipdtesis nula Hy : # = 1, dentro del
sistema de hipotesis

Hy:6=1
frentea
H1 10 =2.

Dentro del sistema de hipétesis del ejercicio 30, determine un test
m&s potente para juzgar la hipdtesis nula Hy : 8 = 1 si el modelo
asumido es un modelo cuya funcién de densidad es

[x(x,0) = 02" g qy(z), 6>0.
Teniendo en cuenta el ejercicio 31, muestre que el test uniforme
méas potente para juzgar la hipétesis nula dentro del sistema

H() :0=1
frentea

Hi:6<1

estd basado en una estadistica suficiente para 6.
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33.

34.

En un estudio de opinién se realizaron 6.348 llamadas telefénicas
y la firma encuestadora informa que el 25% de las llamadas fueron
fallidas y, por tanto, los resultados se refieren a las entrevistas rea-
lizadas a personas mayores de 18 anos correspondiente al restante
porcentaje. El auditor estadistico considera que el porcentaje de
no respuesta estd muy elevado, y propone juzgar la afirmacion de
la compania por medio de una muestra seleccionada de los registros
de las llamadas realizadas por los entrevistadores para comprobar
la no respuesta. Puede entonces asumirse el modelo Bernoulli con
pardmetro 6, y juzgar la hipétesis nula Hy : § = %, dentro del
sistema de hipdtesis

1
HO:G:Z

frentea
1

H110<Z.

Determine un test que permita el juzgamiento de esta hipdtesis.

Si X1, Xg,...,X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
distribucién gaussiana de valor esperado cero y varianza 6, jexis-
te un test uniforme més potente para juzgar la hipotesis nula
Hy : 6 = 0, frente a la hipétesis alterna Hy : 6 # 657
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variables aleatorias y en una breve mencién del

problema filoséfico de la induccién.
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para acreditar estadisticas como estimadores de

parametros y a la construccién de los mismos.

El tercer capitulo se centra en la construccién de
intervalos confidenciales, como procedimiento

particular de estimacién de parametros.

Por ultimo, el cuarto capitulo se ocupa de la
elaboracion de tests 6ptimos para el juzgamiento de
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