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Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
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Bogotá, D.C.
Julio de 2013
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T́ıtulo en español

CONSTRUCCIÓN DE OBJETO VIRTUAL DE APRENDIZAJE PARA LA ADQUISI-
CIÓN DE ESTRATEGIAS EN TÉCNICAS DE CONTEO

Resumen: Las técnicas de conteo proveen estrategias para enumerar las diversas
formas de disponer los elementos de conjuntos de tal manera que cumplan criterios
especificados. En este trabajo se diseña y construye un objeto virtual de aprendizaje
(OVA, por sus siglas) con el fin de potenciar destrezas en los estudiantes para contar las
diferentes formas posibles de organizar elementos de un conjunto. Sin embargo, antes de
abordar el tema es necesario fortalecer conceptos de carácter aritmético, que conduzcan
a aplicar adecuadamente la regla del producto, junto a otros temas relacionados con este
proceso de contar: diagramas de árbol, construcción de tablas, principios de adición y
multiplicación, operaciones combinatorias y factoriales, estos temas permiten determinar
el espacio muestral de los casos posibles en un experimento aleatorio, para de esta
manera, usar en contexto la noción de probabilidad. Por lo tanto, en el trabajo se dan
pautas para el estudio de la regla del producto, como punto de partida para la posterior
adquisición de estrategias para realizar operaciones combinatorias, es una propuesta
que consiste en la construcción de unidades didácticas interactivas orientadas a afianzar
habilidades en situaciones que requieren el uso de métodos para contar, de tal manera,
que posteriormente se favorezca la resolución de problemas que involucran pensamiento
aleatorio.

Abstract: The counting techniques provide strategies to enumerate the different
ways of arranging the elements of sets so as to meet the specified criteria. This paper
designs and builds a virtual learning object (OVA, for short) in order to develop skills
in students to count the different possible ways to organize items in a set. However,
before addressing the topic is necessary to strengthen character concepts of arithme-
tic, leading to properly apply the product rule, along with other topics related to
the process of counting: tree diagrams, building tables, addition and multiplication
principles, and factorial combinatorial operations, these topics admit determine the
sample space of possible cases in a randomized experimen, and in this way, use the
notion of probability in context. Therefore, the proposal provides guidelines for the
study of the product rule, as a starting point for the subsequent acquisition of strategies
for combinatorial operations, is a proposal that involves the construction of interactive
learning units designed to strengthen skills in situations that require the use of methods to
count, so subsequently encourage the resolution of problems involving randomized thought

Palabras clave: OVA, conteo, principio multiplicativo, listas, diagrama de árbol,
combinatoria

Keywords: OVA, counting, multiplication rule, arrangements, tree diagram, combinato-
rial
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ÍNDICE GENERAL II

3. Propuesta didáctica 16
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Índice de tablas
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Introducción

Una de las funciones de la matemática es modelar procesos y fenómenos de la realidad,
algunos de ellos son de tipo aleatorio. La probabilidad cumple esa función, servir como
modelo de fenómenos aleatorios, surge como una rama de la estad́ıstica para solucionar
problemas cuyos resultados son impredecibles con certeza, es decir, una persona con
dominio del concepto, tendrá la posibilidad de disminuir el riesgo al tomar decisiones.
Para calcular la probabilidad de ocurrencia de un evento aleatorio, es necesario saber el
número de casos favorables y el de todos los posibles resultados del experimento, es decir,
se requiere aplicar adecuadamente técnicas de conteo.

Por lo anterior, es necesario que en la escuela se estudien técnicas de conteo como paso
previo al desarrollo de pensamiento aleatorio y la noción de probabilidad, para este fin,
el Ministerio de Educación Nacional MEN[5], propone en los estándares de calidad los
siguientes procesos:

• Predecir la posibilidad de ocurrencia de un evento es mayor que la de otro (primero
a tercero).

• Conjeturar y poner a prueba predicciones acerca de la posibilidad de ocurrencia de
eventos (cuarto y quinto).

• Calcular la probabilidad de eventos simples usando métodos diversos: diagramas de
´árbol, técnicas de conteo (octavo y noveno).

Sin embargo, estos procesos frecuentemente se ven relegados por la importancia que se
brinda al desarrollo del pensamiento numérico y variacional o algebraico, es decir, en
la escuela se dedica tiempo para que los niños aprendan algoritmos (suma,. . .), lo cual
no garantiza que un estudiante al enfrentarse con un problema que demande el uso de
una suma, un producto o un cociente esté en condiciones de formularlos. Saber realizar
algoritmos es indispensable, pero para poder solucionar problemas, competencia básica de
la matemática escolar, se requiere la habilidad para utilizar nociones y representaciones
que están estrechamente interconectados: multiplicación, división, proporción, etc. Una
vez afianzados estos procedimientos, se puede plantear al estudiante situaciones didácticas
con temas de actualidad e interés que le permitan usar en contexto técnicas de conteo.

VI



INTRODUCCIÓN VII

En este trabajo, se diseña y construye un objeto virtual de aprendizaje con situaciones
didácticas que le permitan al estudiante fortalecer habilidades para contar el número
de resultados posibles de un experimento aleatorio, mediante el uso adecuado de la
regla del producto y de operaciones combinatorias, aplicando producto cartesiano,
tablas de doble entrada o diagramas de árbol. En las situaciones que demandan el uso
de las técnicas de conteo esta impĺıcita la manipulación de los diferentes arreglos o
configuraciones que se pueden hacer con los elementos de conjuntos, por lo tanto, cuando
una persona resuelve un problema de conteo debe imaginar mentalmente como configurar
los elementos. Sin embargo, un entorno virtual puede simular de forma interactiva el
desarrollo del experimento de conteo, ya que muestra los contenidos y procedimientos de
forma contextualizada proporcionando al estudiante la posibilidad de ensayar un número
de veces el experimento en búsqueda de un patrón que lo conduzca a formular conjeturas.

La propuesta didáctica, dirigida a estudiantes de grado octavo y noveno, aunque la
flexibilidad y potencialidad de las aplicaciones utilizadas en las unidades didácticas ofrece
la posibilidad de aplicarlo en grados inferiores, tiene en cuenta en la primera parte una
breve descripción histórica de la evolución del arte de contar y la evolución de estrategias
más eficaces, los cuales se conocen hoy como sistemas de numeración, aśı como el origen
de la noción de probabilidad, que posteriormente conduce al desarrollo de técnicas de
conteo. Por otro lado, se hace una revisión de tópicos relacionados con el tema tomando
como base la noción de conjunto, a partir de la cual se define el principio básico de conteo
y la elaboración de listas con y sin repetición.

La segunda parte hace referencia a los aportes de autores quienes consideran relevante
analizar en el proceso enseñanza aprendizaje la forma como los estudiantes razonan frente
a una noción o concepto. En este sentido, se referencia el trabajo de Piaget e Inhelder
[11] acerca de las operaciones combinatorias, Fischebein [8], quien analiza la comprensión
a partir de la intuición, Vergnaud y su trabajo sobre el desarrollo de la estructura
multiplicativa[20] para dar sentido al principio multiplicativo y Polya [17], que describe
estrategias para la resolución de problemas, competencia básica de la matemática escolar.

En la tercera parte se presenta la propuesta didáctica donde se describe el planea-
miento y justificación del problema de investigación, aśı como el sustento teórico de la
construcción y elaboración del objeto virtual de aprendizaje OVA. Además se exponen
las unidades didácticas que incluyen la descripción de cada una de las aplicaciones y
simulaciones elaboradas con el software flash, algunas desarrolladas y facilitadas por el
profesor Juan Garćıa Moreno en su página http://www.didactmaticprimaria.com/

Por último, se presenta las conclusiones y recomendaciones pertinentes para el buen
uso y aplicación del OVA técnicas de conteo al cual se puede acceder mediante el link:
http://gmartinezor.wix.com/tecnicas-de-conteo.



CAPÍTULO 1

Marco Histórico y Disciplinar

1.1. Marco histórico

En el siglo XVII, surge la teoŕıa de los juegos de azar, dados y cartas principalmente, en
consecuencia, es necesario contabilizar el número de posibles resultados de un experimento
aleatorio, o la cantidad de arreglos de los elementos de conjuntos finitos, lo que da origen
al desarrollo de estrategias en técnicas de conteo o teoŕıa combinatoria, base fundamental
para el desarrollo del cálculo y la teoŕıa de probabilidades. No obstante, antes de la
teoŕıa de juegos, los matemáticos se interesaron por resolver problemas de combinatoria,
en China 2200 a C se encontró el primer registro de un cuadrado mágico, problema que
requiere de la combinación o arreglo de d́ıgitos para que las sumas en cualquier sentido
sea igual. A este tipo de problemas subyacen ideas como: conteo, principio aditivo y
regla del producto, cuyos oŕıgenes se remontan al desarrollo de los sistemas de numeración.

Aunque hay muchas preguntas sin respuesta respecto al origen de las matemáticas,
se sabe con certeza que el arte de contar es una de las actividades humanas conectadas
con este origen. Boyer [3] señala que se asume el surgimiento de las matemáticas a la
respuesta de necesidades prácticas del hombre, pero indica un origen alternativo al arte de
contar, a partir de hallazgos antropológicos, sugiere que contar tiene relación con los ritos
religiosos, referidos a la creación, ya que fue necesario llamar a los participantes del mito
en un orden especifico, y aśı contar se inventa para resolver este problema, lo que sugeriŕıa
que el aspecto ordinal del número precedió al aspecto cardinal. Veamos como evoluciono el
arte de contar en las civilizaciones representativas de la antiguedad en sistemas numéricos
basados en principios básicos de adición y multiplicación y como estos se utilizan luego
para desarrollar técnicas de conteo.

1.1.1. Babilonia y Egipto

Contar es connatural a la raza humana, pero no se puede reducir las matemáticas en
las civilizaciones antiguas a contar o medir, con el trascurrir del tiempo las diversas civi-
lizaciones hacen más eficaz la forma de hacer cuentas, lo que se traduce en los sistemas
numéricos. Kline [12] menciona que hasta llegar a los babilonios y los egipcios 3000 a C,

1



CAPÍTULO 1. MARCO HISTÓRICO Y DISCIPLINAR 2

no se encuentran pasos más avanzados en matemáticas en civilizaciones anteriores. En el
sistema Babilonio, los śımbolos para 1 y 10 eran la base, los números de 1 a 59 eran forma-
dos por combinación de unos u otros, por lo tanto la suma y resta consist́ıa en agregar o
quitar śımbolos. Los babilonios utilizaron su conocimiento aritmético para expresar longi-
tudes y pesos, para el intercambio de moneda y mercanćıa, para calcular impuestos y para
repartir dividendos de una cosecha. Por otro lado, los egipcios basaban su aritmética en el
principio aditivo, para multiplicar realizaban procesos aditivos de sucesivas duplicaciones.
Los egipcios usaron la matemática en administración de asuntos relacionados con el estado
y la iglesia, para pagar salarios, para calcular número de ladrillos en la construcción de
edificios y rampas, entre otros.

1.1.2. Griegos Hindús y Árabes

En Grecia, la palabra aritmética era exclusiva para la teoŕıa de números, los cálculos
necesarios en el comercio y lo cotidiano era denominado loǵıstica, los griegos contaban
con sus propios śımbolos para algunos números, además de utilizar algún tipo de
ábaco para realizar cálculos. Un gran avance en comparación con los egipcios fue en
construir columnas para unidades, decenas y centenas para la adición. Herón formuló y
resolvió problemas de álgebra mediante procedimientos aritméticos, sin el uso de śımbolos
especiales, basado en la forma de resolver problemas de los egipcios y los babilonios,
haciendo cuentas de forma verbal. Un hallazgo del concepto de permutación se encuentran
en la obra hebrea de Sefer Yetzirah, un manuscrito elaborado entre el ańo 200 y 600,
aunque tiempo atrás, Xenocrates de Calcedonia (96 314 a.C) habŕıa propuesto la solución
de problemas complejos de permutaciones y combinaciones. [10]

A la civilización griega la sucedieron los hindús y los árabes, ellos trajeron cambios en
los contenidos de las matemáticas que son significativos hoy d́ıa como la notación posicional
base 10 y el uso de números negativos, ampliaron la aritmética y allanaron el camino para
el desarrollo del álgebra.

1.1.3. Europa siglos XVI - XIX

El trabajo en aritmética de los hindús y los árabes fue retomado por la Europa
de los siglos XVI y XVII, las necesidades prácticas y cient́ıficas de la época requeŕıan
de resultados cuantitativos más precisos. Esto se evidencia en los trabajos de Pacioli
Trataglia y Stevin, los cuales contienen una inmensa cantidad de aritmética mercantil.

En cuanto al desarrollo de tópicos relacionados con la teoŕıa combinatoria Kline [12]
señala que el teorema binomial para la expansión (a + b)n con n entero positivo era
conocido por los árabes del siglo XIII. En Arithmetica Integra 1544, Stifel introduce y da
los coeficientes binomiales hasta el orden n = 17, aunque el teorema binomial para n = 2
aparece en la obra de Euclides (300 a C). [10]

Por otro lado, el arreglo de números en el que cada número es la suma de los dos
inmediatamente de arriba fue usado por Pascal en 1654 para obtener los coeficientes
de la expansión binomial. Este arreglo es conocido como el triángulo de Pascal aunque
fue conocido antes por Tartaglia, Stifel, and Stevin [12]. Por la misma época se publica



CAPÍTULO 1. MARCO HISTÓRICO Y DISCIPLINAR 3

Traité du triangle arithmétique que pone de manifiesto a la comunidad cient́ıfica los logros
relacionados con probabilidad y combinatoria. Más tarde Christiaan Huygens publica el
primer tratado formal de probabilidad, De ratiociniis in ludo aleae, dos años después de
descubrir la primera luna de Saturno.

Aparte del trabajo del teorema del binomio Kline [12] refiere otros matemáticos que
realizaron trabajos para encontrar el número de permutaciones o combinaciones como
Bhaskara y Levi Ben Gerson en 1321. Pascal observó que la fórmula de combinaciones
Cn
r también proporciona los coeficientes binomiales. Más adelante James Bernoulli en su

Ars Conjectandi en 1713, extendió la teoŕıa combinatoria y demostró el teorema binomial
para el caso n entero positivo mediante el uso de la fórmula para combinaciones, y
definió la combinatoria como el arte de enumerar todas las formas posibles en las que
un número determinado de objetos puede mezclarse o combinarse, asegurándose de no

perder ningún resultado posible. El uso del śımbolo
(n
k
)

se introdujo en el siglo XIX

cuando fue utilizado por Andreas Von Ettinghausen. [10]

El trabajo sobre permutaciones y combinaciones se conecta con el desarrollo de la
probabilidad según Kline [12] con el problema de lanzar 2 dados y el problema del reparto
de la apuesta, enunciado aśı: Dos jugadores compiten por un premio que es otorgado
después de que uno de ellos haya ganado n lances en un juego. El jugador A ha ganado más
que el jugador B y, debido a alguna intervención externa, deben abandonar el juego antes
de llegar al número n. ¿Cómo debe dividirse la apuesta entre los jugadores? el problema es
abordado en primera instancia por Luca Pacioli, medio siglo después por Niccolo Tartaglia
en 1556 y también por Girolamo Cardano en 1539. Este problema adquiere importancia
cuando Antoin Gombaud Chevalier de Mere se lo propuso a Pascal, quien se lo sugiere a
Fermat por correspondencia y por este medio dan soluciones alternativas del problema.
La solución de este problema marca el inicio de la teoŕıa de la probabilidad y a partir
de esto, se formula los principios para determinar la cantidad de arreglos de elementos
de conjuntos finitos estableciendo aśı la relación entre probabilidad y las técnicas de conteo.

Más tarde en el siglo XVIII, Leonhard Euler en sus art́ıculos sobre la partición y des-
composición de enteros positivos en sumandos, estableció las bases de uno de los métodos
fundamentales para el cálculo de configuraciones combinatorias. A partir de la solución
que dio Euler al problema de los Puentes de Konigsberg, el cual consist́ıa en encontrar un
camino que recorriera los siete puentes del ŕıo Pregel, de modo que se recorrieran todos
los puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos, surge la teoŕıa de grafos, que se
vincula con la combinatoria. Posteriormente, el planteamiento y solución de otros proble-
mas como el del agente viajero: sean n ciudades de un territorio, el objetivo es encontrar
una ruta que, comenzando y terminando en una ciudad concreta, pase una sola vez por
cada una de las ciudades y minimice la distancia recorrida por el viajero y el problema de
los cuatro colores: cuatro colores son suficientes para colorear las regiones de un mapa de
tal manera que regiones con frontera tengan asignados distinto color, enunciados de forma
sencilla pero con soluciones complejas y de cuyos resultados se desprenden aplicaciones
en diversas ramas de la informática, son la evolución de lo que alguna vez empezo con la
teoŕıa de juegos de azar.
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1.2. Marco disciplinar

Las técnicas de conteo se utilizan para determinar la cantidad de objetos o colección
de objetos que tiene caracteŕısticas en común o comprueban ciertas propiedades, son una
rama de lo que se conoce como matemática discreta, la cual ha incursionado recientemente
en el estudio de la criptograf́ıa matemática, utilizada en seguridad bancaria e informática;
en programación lineal, análisis de algoritmos en ciencias de la computación, teoŕıa de
códigos, entre otras [13].

1.2.1. Conjuntos

Las colecciones de objetos a las cuales se refieren las técnicas de conteo, deben
considerar dos aspectos relevantes, el orden y la repetición, en algunos casos el orden
en que se presentan los elementos es connatural a ellos y en otras ocasiones, el orden
no es importante. Además, habrá ocasiones en las que para arreglar una colección de
elementos será necesario o no repetir elementos. Estos aspectos orden y repetición, están
siempre presentes en las situaciones que requieran de la aplicación de técnicas de conteo
y será necesario precisarlos en la situación.[7].

Las palabras objeto y colección utilizadas en la definición de técnicas de contar
nos sugieren de inmediato el concepto de conjunto, Lovasz y Vestergombi [13] definen
conjunto como una colección de cosas, llamados elementos, las cartas de una baraja
froman un conjunto, los participantes de una fiesta forman un conjunto, aśı como un
billete de loteŕıa contiene un conjunto de varios números. Si A es un conjunto y b un
elemento, entonces escribiremos b ∈ A. El número de elementos de un conjunto, también
llamado el cardinal del conjunto es denotado por |A|. Por otro lado, Fernández [7] da
una definición de conjunto en la que considera aspectos relacionados con las técnicas de
conteo. Un conjunto es una colección (no ordenada) de objetos. Si permitimos que el
conjunto contenga elementos repetidos lo llamaremos multiconjunto, menciona además,
que se han de considerar listas, colecciones ordenadas de objetos, en las que se debe
precisar si permite o no la aparición de elementos repetidos, las cuales se representarán
generalmente entre paréntesis, cuyo cardinal o número de elementos será la longitud k de
la lista, que abreviadamente se simboliza como una k − lista.

Para comprender mejor lo anterior, tengamos en cuenta el siguiente ejemplo presen-
tado por Fernández.[7]. A veces se han de mezclar y considerar, por ejemplo, conjuntos
cuyos elementos son listas, o listas cuyos términos son conjuntos. Supongamos, por ejem-
plo, que tenemos los objetos a, b y c. Podemos por ejemplo, considerar los conjuntos de
tamaño 2 que podemos formar con estos objetos, {a, b} , {a, c} , {b, c} , o quizás las listas
sin repetición de longitud 2, (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b) .

Si permitiéramos repetición de elementos, debeŕıamos añadir, en el primer caso, los
conjuntos {a, a} , {b, b} , {c, c}; y, en el segundo, las listas (a, a), (b, b) y (c, c). Obsérvese el
uso que hemos hecho de la notación de las llaves y los paréntesis en esta enumeración. Por
ejemplo, el conjunto {a, b} es el mismo que {b, a}, mientras que la lista (a, b) es distinta
de la lista (b, a).
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Ahora utilicemos la noción de conjunto para dar una idea intuitiva de lo que es contar:
Un conjunto Atiene cardinal n si existe una función biyectiva f del conjunto {1, 2.3.., n}
en el conjunto A, como se hab́ıa mencionado el cardinal de un conjunto es el número de
elementos del conjunto, es decir,

tamaño deA = |A|

Con base en lo anterior Fernández [7] señala que contar consiste en establecer una
función biyectiva entre los elementos de un conjunto y los elementos de un conjunto de
los números naturales. Y afirma que una consecuencia directa de la definición de cardinal
es:
Si A y B son dos conjuntos y existe una aplicación biyectiva de A sobre B, entonces
|A| = |B|.

Un conjunto A es llamado subconjunto del conjunto B, si cada elemento de A es
también elemento de B. En otras palabras, A consta de ciertos elementos de B. Se puede
dar el caso que A consta de todos los elementos de B, entonces A = B, o de ninguno de
ellos, entonces A es vaćıo (A = �). Asi que el conjunto vaćıo es subconjunto de cada
conjunto. La relación en la que A es un subconjunto de B se denota por A ⊆ B

Una vez introducido el concepto de subconjunto puede formularse el problema ¿Cuál
es el número de todos los subconjuntos de un conjunto con n elementos? Lovasz y Vester-
gombi [13], hacen uso de pensamiento recursivo para describir una solución al problema,
el cual nos sirve de punto de partida para utilizar estrategias básicas en técnicas de conteo.

Se inicia probando con pequeñas cantidades, considerando los elementos a, b, c. el
conjunto vaćıo tiene un solo subconjunto llamado el mismo. Un conjunto con un solo
elemento, {a} tiene dos subconjuntos el conjunto {a} y el conjunto vaćıo �. Un conjunto
con dos elementos, {a, b} tiene cuatro subconjuntos �, {a} , {b} y {a, b}. Será menos
preciso hallar los subconjuntos de un conjunto con tres elementos {a, b, c}, los cuales son
ocho �, {a} , {b} , {c} , {a, b} , {b, c} , {a, c} , {a, b, c}.

Siguiendo un patrón podemos observar que el número de subconjuntos es una potencia
de base 2. Ahora supóngase que se tiene que seleccionar un subconjunto de un conjunto
con n elementos, llamemos a esos elementos a1, a2, a3, ..., an. En primera instancia,
podemos tomar dos posibles decisiones, respecto al elemento a1, incluirlo o no en el
subconjunto. No importa lo que se decida acerca de a1, podemos tomar dos posibles
decisiones para a2, incluirlo o no en el subconjunto, por lo que el número de formas que
se puede decidir acerca de a1 y a2 es 2x2 = 4. Ahora no importa como se decida acerca
de a1 y a2, se tiene que decidir por a3, se puede decidir de nuevo de dos posibles formas.
Cada una de esas formas puede ser combinada con cada una de las cuatro decisiones que
se podŕıan haber hecho con a1 y a2, lo cual hace 4x2 = 8 posibilidades para decidir acerca
de a1, a2 y a3

Pensando de forma similar no importa lo que decidamos sobre los primeros k elemen-
tos, se tiene dos posibles decisiones sobre el siguiente, incluirlo o no en el subconjunto,
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aśı que el número de posibilidades se duplica cada vez que contamos con un nuevo
elemento. Para decidir sobre todos los n elementos del conjunto se tiene que contar con
2n posibilidades. Fernández [7] proporciona una solución alternativa estableciendo una
función biyectiva:
Sean X = {1, 2, 3, ..., n} y A = {SubconjuntosdeX}. Queremos conocer el tamańo de A,
es decir, saber cuántos posibles subconjuntos tiene un conjunto con n elementos.

Para identificar un subconjunto de X basta decidir, para cada elemento de X, si
está o no en el subconjunto. Para ello podemos asociar un 0 a los elementos de X que no
están en el subconjunto y un 1 a los que śı lo están.
Por ejemplo, si tomamos X = 1, 2, 3, 4, la codificación

1 2 3 4

0 1 1 0

esto es, la lista (0, 1, 1, 0), representa al subconjunto {2, 3} de X = {1, 2, 3, 4}.
Volviendo a X = {1, 2, 3, ..., n}, algunos otros ejemplos de esta codificación serán:

(0, 1, 1, ..., 1, 1)←→ {2, 3, ..., n− 1, n}

(0, 0, 0, ..., 0, 0)←→ �

(1, 1, 1, ..., 1, 1)←→ X

1.2.2. Principios básicos de conteo

Después de la noción de conjunto, se consideran dos principios básicos para el estudio
de la matemática discreta y las técnicas de conteo: las reglas del producto y de la suma.
Algunos problemas de tipo combinatorio pueden resolverse descomponiéndolos en partes
y aplicando alguna de estas reglas a cada parte. Los enunciados de estos principios
se formulan de manera sencilla, la tarea consiste en la habilidad para descomponer el
problema y aplicar estrategias parciales para llegar a una respuesta final.

1.2.2.1. Regla del Producto

El estudio de esta regla conduce a la adquisición de estrategias para resolver si-
tuaciones que prescinden de las técnicas de conteo, Fernández [7] enuncia una versión
intuitiva de la regla y luego la desarrolla en algunas de las técnicas de conteo, el trabajo
de Fernández se fundamenta en la idea de las n− listas, mencionadas anteriormente.

Regla del Producto: Supongamos que un cierto proceso se puede separar en una primera
y una segunda etapas y que tenemos my n posibles resultados para las etapas respectiva-
mente. Entonces, el proceso total se puede realizar, en el orden designado de m×nmaneras.

La anterior es la versión de la regla que se encuentra en la mayoŕıa de libros que
relacionan el tema. Fernández [7] generaliza el enunciado de la regla del producto de la
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siguiente forma: Supongamos que nos dan n conjuntos A1, ..., An y que formamos k−listas
en las que el primer elemento pertenece al conjunto A1, el segundo a A2, etc.

Figura 1.1. k − listas [7]

Lo que debemos saber es la cantidad de listas distintas de este tipo, por lo tanto se tiene
|A1| posibles elecciones para la primera posición, |A2| para la segunda y aśı sucesivamente,
es decir, la cantidad de elementos del conjunto A1 es la cantidad de posibilidades que
podŕıan disponerse en la primera posición.

Figura 1.2. Posición en las k − listas [7]

Lo que nos conduce a pensar que el número total de listas es |A1||A2||An|. Que no es
más que el producto entre la cantidad de elementos de cada conjunto.

1.2.2.2. Diagrama de árbol

Una forma de representar la regla del producto es mediante un diagrama de árbol,
esta es una herramienta muy importante para el desarrollo de técnicas de conteo en el
ámbito escolar con la cual se pueden solucionar múltiples problemas relacionados con el
tema. De la Fuente [9], da una definición y mediante un ejemplo muestra la forma de
construcción. ((El diagrama de árbol es una representación gráfica de todas las posibles
k − tuplas que pertenecen al producto cartesiano de k conjuntos)).
Tenemos la terna (a, b, c) donde a, un conjunto de 5 bolas de colores, b, un conjunto de
3 cubos de colores y c, un conjunto de 2 cilindros de colores. ¿Cuántas posibles ternas
tendremos de la forma (bola,cubo,cilindro)?

• Vamos a llamar B1, B2, B3, B4, B5 a cada elemento de B, C1, C2, C3 a cada ele-
mento de C y L1, L2 a los dos elementos de L.

• Para cada elemento de B sale un arco de primera generación. Cada uno de estos se
etiqueta con cada uno de los elementos de B = B1, B2, B3, B4, B5.
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• Para cada una de esos arcos de primera generación, saldrán también tantos arcos
como elementos posibles del conjunto C. Cada una de estas se etiqueta con cada uno
de los elementos de C = {C1, C2, C3}.

• Para cada una de los arcos de segunda generación (las de C), sale un arco por cada
elemento de L, que se etiqueta con cada elemento de L = {L1, L2}.

• Cada terna se compondrá por la etiqueta de un arco de primera generación, se-
guida de una etiqueta de segunda generación y seguida de una etiqueta de tercera
generación. Una terna de este ejemplo puede ser la (B4, C2, L1).

El número de ternas posibles, será el número de arcos de tercera generación, es decir,
30 (que coincide con el cálculo realizado por el principio del producto). [9]

Figura 1.3. Diagrama de árbol [9]

1.2.3. Listas con y sin repetición

En ciertas ocasiones surgen problemas con restricciones a las listas de longitud k
que se desean contar, estas restricciones pueden ser sobre los elementos del conjunto o
śımbolos que se utilizan, o sobre la posición que ocupa cierto śımbolo en la lista. Fernández
[7] señala que si se mezclan las restricciones anteriores los problemas se complejizan ya
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que no hay un procedimiento general a utilizar en ese tipo de situaciones, sin embargo,
considera que la teoŕıa de grafos particularmente los polinomios cromáticos proporcionan
una regla cuando la restricción es la posición que debe ocupar cierto śımbolo en una lista.
Por otro lado hay dos casos que llaman la atención del autor debido a su uso recurrente
en técnicas de conteo. A partir de un conjunto con n elementos, el cual supone como 1, ..., n.

1.2.3.1. Primer Caso: se permite la repetición de śımbolos

Figura 1.4. k − listas con repetición [7]

Se observa en la gráfica que en cualquier posición se puede ubicar cualquier śımbolo
del conjunto 1, ..., n, y por lo tanto se puede aplicar la regla del producto. Se tiene que en
la primera posición hay n posibilidades, en la segunda posición n posibilidades y aśı suce-
sivamente, por tanto, la cantidad de k − listas que se pueden formar con n elementos es
nk.

1.2.3.2. Segundo Caso: no se permite repetición de śımbolos

Se tiene restricción sobre las posiciones, es decir no se puede ubicar en la posición
segunda el śımbolo que se haya utilizado en la primera.
Nótese que en este caso no se conocen los conjuntos Aj , ya que el problema consiste en
contar el número de listas de longitud k en los que en cada posición se ubican śımbolos de
unos ciertos conjuntos A1, A2, , Aj . Lo que si se conoce es el tamaño de los conjuntos Aj

Figura 1.5. k − listas sin repetición [7]

Por lo tanto, se sabe que en la primera posición se tiene n posibilidades, mientras que
para la segunda posición se tendŕıa una posibilidad menos n− 1, aqúı lo importante para
el conteo es saber que hay n−1 śımbolo, sin importar cuál sea. Para la tercera posición se
tiene n−2 śımbolos y aśı sucesivamente, de tal manera que al aplicar la regla del producto
se obtiene:
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Figura 1.6. fórmula para k − listas sin repetición [7]

En este caso se ha de considerar que k < n, y razonando de igual manera cuando
n = k, en este caso se tiene que la cantidad de k − listas sin repetición formadas con
1, ..., n es n!



CAPÍTULO 2

Marco Pedagógico

Cuando se aborda un tema en el curŕıculo escolar es importante estudiar cómo los
niños razonan frente a él. Batanero [2] señala que es necesario valorar hasta qué punto
el conocimiento del tema es accesible a los niños. En el caso de los temas relacionados
con el pensamiento aleatorio, al que subyacen conceptos abstractos y no tan ligados a la
experiencia directa del niño con su entorno, es importante analizar los razonamientos de
los niños. Por lo tanto se hace un breve análisis de las investigaciones sobre el desarrollo
del razonamiento combinatorio de los trabajos de Piaget y Fishbein y sobre la estructura
multiplicativa como conocimiento previo para desarrollar técnicas de conteo.

2.1. Las operaciones combinatorias Piaget e Inhelder

Para Piaget e Inhelder [11] la experiencia, la actividad y el conocimiento previo
son la base que determina el aprendizaje. En sus diversas investigaciones relacionadas
con el razonamiento combinatorio, las técnicas de conteo y el desarrollo de la noción
de probabilidad en el niño señalan que la capacidad combinatoria es un componente
b́ıasico del razonamiento formal, ya que ellas constituyen un esquema tan general como
la proporcionalidad y la correlación que surgen simultáneamente en la edad de 12 a 13
ańos, en el estadio de las operaciones formales.En esta etapa el niño efectúa operaciones
formales tales como actividades mentales que implican conceptos abstractos e hipotéticos,
además se demuestra la capacidad de utilizar la lógica combinatoria. Reconocen la
lógica combinatoria como un razonamiento importante en la solución de problemas que
requieren efectuar operaciones con un conjunto finito de objetos.

Sin embargo, advierten en sus investigaciones que un manejo deficiente del razona-
miento combinatorio conlleva a un escaso uso y aprehensión del concepto de probabilidad,
excepto en pocos casos cuando los casos posibles se pueden hallar por simple enumeración.
[11]

De acuerdo a Batanero [2] Piaget considera que la posibilidad de aprender depende del
conocimiento previamente adquirido y del desarrollo cognitivo del estudiante que siguen
tres etapas, en cuanto al desarrollo del pensamiento aleatorio y probabiĺıstico:

11



CAPÍTULO 2. MARCO PEDAGÓGICO 12

• Preoperatoria: caracterizada por la necesidad de manipular objetos reales para el
aprendizaje de un cierto concepto, pues el niño se apoya en sus experiencias emṕıricas
para comprender los conceptos.

• Operaciones concretas: Se comienza a comprender la conservación de la masa, peso,
número y volumen. Aparecen conceptos secundarios, que no necesitan ser abstráıdos
de la experiencia concreta.

• Operaciones abstractas: Se pueden manipular relaciones entre representaciones
simbólicas, se formulan hiṕıotesis y se establecen conclusiones. Se comprende el sig-
nificado de abstracciones verbalmente, sin referirse a objetos particulares.

2.2. La intuición: Fishebein

Para Fischbein [8], una cierta comprensión intuitiva del azar opera sin instrucción
previa, estando presente en la conducta diaria de cada niño, de modo que si se le presentan
ejemplos donde el número de posibilidades es pequeño, el niño razona correctamente. De
igual manera, considera que la intuición es un componente fundamental de la inteligencia.
Distingue dos clases, las intuiciones primarias son adquisiciones cognitivas que se derivan
directamente de la experiencia, sin necesidad de ninguna instrucción sistemı́atica. Por
el contrario, las intuiciones secundarias consisten en adquisiciones que tienen todas las
caracteŕısticas de las intuiciones, pero que son formadas por la educacíıon cient́ıfica,
principalmente en la escuela . El niño posee una intuición primaria de probabilidad y es
capaz de asimilar y utilizar una intuicíıon secundaria a partir de un efecto indirecto de la
instrucción.

Al respecto Roa [18] refiriendose a las investigaciones de Fishbein que: El desarrollo
de la capacidad combinatoria se realiza de una forma gradual desde los 12 ańos (combi-
naciones), pasando por los 13 ańos (variaciones) para llegar, por último, a los 14 ańos
(permutaciones) pero no se desarrolla completamente en esta etapa.

Fischbein destaca el papel que juegan las representaciones gráficas como el diagrama
en árbol al que considera un modelo generativo en cuanto sugiere y facilita una genera-
lización iterativa y una generalización constructiva siendo estas las dos caracteŕısticas
esenciales del razonamiento recursivo.

En conclusión, La comprensión de la noción de probabilidad no pueden ser confiadas
a intuiciones primarias, es necesario entrenar desde los primeros niveles la base intuitiva
relevante al pensamiento probabiĺıstico y combinatorio.

2.3. La estructura multiplicativa

Al resolver problemas matemáticos de multiplicación y división, los niños mani-
fiestan diversas estrategias, en algunos casos utilizando la intuición primaria descrita
por Fishbein. Mullingan y Mitchelmore [14] identifican tres modelos intuitivos para la
multiplicación: (a) conteo directo, (b) adición repetida y (c) operación de multiplicación.
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Por otro lado, Cañadas Figueiras [4] hace referencia a Dickson, Brown y Gibson quienes
afirman que muchos de los procedimientos de cálculo de invención propia se basan en
técnicas de cálculo mental e identifican los siguientes modelos para la multiplicación: (a)
suma repetida, (b) producto cartesiano y (c) razón.

Algunos de los modelos multiplicativos descritos anteriormente, sirven como punto
de partida al razonamiento combinatorio, Vergnaud [20] hace una clasificación semántica
de los problemas de estructura multiplicativa, isomorfismo de medidas y producto de
medidas. La categoŕıa del producto de medidas consiste en la composición de dos espacios
en un tercer espacio, en este caso las unidades de productos se expresan como productos
de unidades elementales: una pareja, cent́ımetros cuadrados, etc. El producto de medidas
consiste en una relación ternaria entre 3 cantidades de las cuales una es el producto de
las otras dos. La manera de representar esta relacíıon es el plano cartesiano de conjuntos,
el cual explica la estructura de los productos de medida Para dar claridad lo anterior
Vergnaud [20] analiza el siguiente ejemplo.

3 niños y 4 niñas van a bailar, cada niño quiere bailara con cada niña y cada niña
quiere bailar con cada niño ¿Cuántas parejas posibles hay?
En primera instancia, se consideran dos conjuntos, niños G y nińas F , por lo tanto el
conjunto de posibles parejas C es el producto cartesiano de ambos conjuntos C = GxF
como se muestra en la figura. Una pareja consiste en la asociación de un elemento del
primer conjunto a un elemento del segundo. El número de parejas es igual al producto del
número de niños por el número de niñas.

Figura 2.1. Producto Cartesiano [20]

Pueden darse varias clases de problemas de estructura multiplicativa teniendo en cuen-
ta el carácter discreto o continuo de las cantidades, aśı como las propiedades y represen-
taciones de los números utilizados.

2.4. Resolución de problemas y pensamiento recursivo

Existen muchas situaciones que demandan el uso de arreglos de elementos, permuta-
ciones y combinaciones. El estudio del razonamiento combinatorio brinda herramientas
para el uso de pensamiento recursivo como medio eficaz para la resolución de problemas
[1]. Este tipo de pensamiento es complementario a la idea de generalización de Polya [17],
quien la considera una actividad emṕırica inductiva en la que se acumulan ejemplos y se
detecta y se sistematiza una regularidad, es parte de un proceso inductivo más amplio y
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de reconocida importancia para la adquisición de conocimiento matemático y que ayuda
a la comprensión de relaciones matemáticas [4]

La idea de generalización está estrechamente vinculada con las fases que describe Polya
[17] en la resolución de problemas

• Comprensión del problema: en esta fase del problema se ubican las estrategias que
ayudan a representar y entender las condiciones del problema.

• Concepción de un plan: En esta fase se recomienda pensar en problemas conocidos
que tengan una estructura análoga a la que se quiere resolver y aśı establecer un
plan de resolución.

• Ejecución del plan: En esta fase se contemplan aspectos que ayudan a monitorear el
proceso de solución del problema.

• Visión retrospectiva: La idea fundamental de esta fase es tratar de resolver el pro-
blema de una forma diferente y analizar o evaluar la solución obtenida.

Abramovich Pieper [1] muestran de forma sistemática cómo se utiliza el pensamiento
recursivo para resolver un problema de tipo combinatorio.

¿De cuántas maneras pueden colocar tres discos de colores en diferentes órdenes?

P (n) denota el número de permutaciones de n objetos, el número de arreglos para 3
objetos se denota por P (3). Para ayudar a los estudiantes a entender la idea de permuta-
ciones y el sentido de cómo los objetos se pueden enumerar, ellos deben considerar una
colección de tres discos diferentes.

Figura 2.2. 3 discos diferentes para permutar

Con el fin de determinar el número de permutaciones se pide a los estudiantes hacer
el ejercicio con un disco, el ejercicio resulta elemental P (1) = 1.

Figura 2.3. Permutación de un disco

Luego utilizaremos dos discos el resultado se enuncia como P (2) = 2
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Figura 2.4. Permutación de dos discos

Al obtener los dos arreglos que se obtienen en P (2), se pide situar el tercer dis-
co de todas las formas posibles, es decir, al lado derecho de los dos, en medio de los
dos, y al lado izquierdo de los dos. De esta forma se obtienen los seis arreglos para P (3) = 6.

Figura 2.5. Permutación de tres discos

Haciendo ver las relaciones numéricas entre la cantidad de discos utilizados y los arre-
glos que se obtienen para cada caso, P (1) = 1 P (2) = 2 P (3) = 6. se podrá generalizar
la fórmula P (n) = n!



CAPÍTULO 3

Propuesta didáctica

3.1. Planteamiento y justificación del problema

Calcular la probabilidad de eventos simples usando métodos diversos (listas exhausti-
vas , diagramas de árbol, técnicas de conteo) es uno de los estándares que el MEN propone
para alcanzar en los grados octavo y noveno en cuanto al desarrollo del pensamiento
aleatorio y sistemas de datos. La redacción del estándar, sugiere que el concepto de
probabilidad tiene un gran componente de razonamiento combinatorio. Roa y Navarro
[19] señalan que un razonamiento combinatorio deficiente, podŕıa ser la causa de las
dificultades que se observan en relación con el concepto de probabilidad. De otro lado,
Navarro Pelayo, Batanero y Godino [16], refiriéndose a Piaget señalan que si un sujeto
no posee capacidad combinatoria, no es capaz de usar la probabilidad, salvo en casos
muy elementales. En este sentido, el razonamiento combinatorio es fundamental para
poder asignar una medida a la incertidumbre, se relaciona especialmente con estrategias
para realizar técnicas de conteo, con el fin de determinar el espacio muestral de los
casos posibles en experimentos aleatorios. En niveles básicos, las estrategias para resolver
problemas de tipo combinatorio requieren únicamente utilizar operaciones de carácter
aritmético tales como la regla de adición, la regla del producto o, un diagrama de árbol.

Por lo tanto, estudiar técnicas de conteo en la escuela es un aspecto fundamental,
no sólo para afianzar de la noción de probabilidad, sino que hace parte del desarrollo
del pensamiento aleatorio. Fischbein [8] menciona que el recuento de los posibles casos
no se puede reducir a una enumeración de elementos, salvo en algunos casos muy
simples, es decir, que para realizar el recuento es necesario que una persona posea
análisis combinatorio. Piaget e Inhelder [11] señalan que si un sujeto no posee habilidad
combinatoria, la noción de probabilidad solo puede ser usada en casos muy restringidos,
donde los casos posibles pueden ser directamente contados.

Sin embargo, en el ámbito escolar, la forma de enseñar técnicas de conteo se reduce
a presentar a los estudiantes algunos ejemplos o definiciones formales del tema (per-
mutaciones, variaciones y combinaciones), seguido de la fórmula que las modela, para
luego, resolver los ejercicios o problemas que involucran dichos conceptos, reemplazando

16
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valores en la ecuación establecida. Esta forma de abordar las técnicas de conteo en la
escuela, desconoce, en muchas ocasiones que el estudiante debe tener claro otros conceptos
previos de carácter aritmético, como la multiplicación, la cual no se reduce únicamente al
aprendizaje de las tablas o al desarrollo del procedimiento o un algoritmo, sino a la ad-
quisición de representaciones y procedimientos que están estrechamente interconectados:
multiplicación, división, razón, proporción; sin los cuales, se hace infructuoso el desarrollo
de habilidades en técnicas de conteo. Al respecto, Roa, Batanero, Godino [18] señalan que
en el caso que los estudiantes no identifiquen la operación combinatoria para resolver un
problema combinatorio simple, deberán recurrir a reglas básicas de carácter aritmético y
en caso de problemas combinatorios compuestos será necesaria la regla del producto.

Por lo anterior, se propone la elaboración de un objeto virtual de aprendizaje con
situaciones didácticas, que le permitan al estudiante fortalecer habilidades para encontrar
los diferentes arreglos o configuraciones que se pueden hacer con los elementos de un
conjunto, mediante el uso adecuado de la regla del producto, diagramas de árbol o el uso
adecuado de operaciones combinatorias, listas con y sin repetición.

3.2. Objeto virtual de aprendizaje OVA

Buscar métodos eficaces para que los estudiantes potencien el pensamiento aleatorio
en una labor que demanda la atención de todas las personas inmersas en la labor docente.
El uso de las TIC en el aula constituye hoy d́ıa una alternativa poderosa que permite la
interacción del estudiante con el concepto o idea a desarrollar, al respecto el MEN en sus
documentos acerca de los estándares menciona:

((Los recursos didácticos pueden ser materiales estructurados con fines educativos
(regletas, fichas, cartas, juegos, modelos en cartón, madera o plástico, etc.); o tomados de
otras disciplinas y contextos para ser adaptados a los fines que requiera la tarea. Entre
estos recursos, pueden destacarse aquellos configurados desde ambientes informáticos
como calculadoras, software especializado, páginas interactivas de Internet, etc. Estos
ambientes informáticos, que bien pueden estar presentes desde los primeros años de la
Educación Básica, proponen nuevos retos y perspectivas a los procesos de enseñanza y de
aprendizaje de las matemáticas en tanto que permiten reorganizaciones curriculares, pues
no sólo realizan de manera rápida y eficiente tareas rutinarias, sino que también integran
diferentes tipos de representaciones para el tratamiento de los conceptos (tablas, gráficas,
ecuaciones, simulaciones, modelaciones, etc.). Todo esto facilita a los alumnos centrarse
en los procesos de razonamiento propio de las matemáticas y, en muchos casos, puede
poner a su alcance problemáticas antes reservadas a otros niveles más avanzados de la
escolaridad.)) [5].

3.2.1. ¿Qué es un OVA?

El Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE), define un OVA como
cualquier entidad digital que puede ser usada, o referenciada para el aprendizaje soportada
en tecnoloǵıa. Mariño [15] considera que esta definición es bastante amplia y que lo
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importante a la hora de diseñar un OVA es la dimensión pedagógica. Afirma además que
se deben tener en cuenta varios aspectos como: el uso que se desea dar, el objetivo que se
persigue, las caracteŕısticas de la población, la calidad tecnológica y ergonómica, y como
factor fundamental su reutilización, es decir, la posibilidad de ser usado en un contexto
diferente para el cual ha sido creado.

La labor del docente al diseñar un OVA consiste en brindar al estudiante una gran
variedad de opciones en las actividades de aprendizaje que lo conduzcan a probar,
comparar y verificar sus preconceptos y sus ideas frente a una noción o concepto. Debe
generar en el estudiante una actitud cŕıtica y reflexiva en un entorno virtual de aprendizaje.

Dick, Carey and Carey[6], proporcionan un esquema para el diseño de un OVA, en el
cual se considera la interrelación entre contexto, aprendizaje y la instrucción. Los autores
definen las etapas de un proceso que parte desde la identificación de las metas y culmina
con su evaluación. En el siguiente gráfico se presenta el modelo.

Figura 3.1. modelo instruccional de Dick, Carey and Carey (2005)
en http://biblioteca.itson.mx/oa/educacion/oa32/moldelos diseno instruccional/z5.htm

3.2.2. Diseño y construcción del OVA técnicas de conteo

El diseño y construcción de un OVA requiere de un proceso para planificar, organizar
y ejecutar la acción didáctica que garantice la calidad de la formación. Es necesario de-
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terminar y establecer las fases y criterios a considerar para el diseño de un OVA, de tal
manera que las estrategias didácticas y metodológicas pensadas por el docente se lleven a
cabo de forma satisfactoria [6]. Dicho modelo es conocido como Diseńo Instruccional (D.I),
el cual incluye la puesta en escena de las TIC como mediador entre los estudiantes, los
materiales didácticos o de instrucción, el docente o instructor y el modelo de aprendizaje,
los cuales se relacionan sistemáticamente para alcanzar la meta planteada.
A continuación se describen las etapas del modelo aplicado en la construcción del OVA
técnicas de conteo, al cual se puede acceder mediante el link:
http://gmartinezor.wix.com/tecnicas-de-conteo

• Identificar el objetivo instruccional: identificar qué es lo que se quiere que el estudian-
te sea capaz de hacer cuando se haya completado la instrucción. Objetivo: propiciar
el uso de diferentes estrategias, creación de listas, producto cartesiano, diagramas
de árbol, como punto de apoyo para organizar información y usar técnicas de conteo
en la solución de problemas que involucran principio multiplicativo, permutaciones
y combinaciones.

• Llevar a cabo un análisis instruccional: luego de identificar el objetivo es necesario
determinar qué tipo de aprendizaje es el que se requiere del estudiante. En esta etapa
se identifican las destrezas que deberán enseñarse para lograr el objetivo.

Figura 3.2. Diagrama de destrezas relacionadas con técnicas de conteo

• Análisis de los estudiantes y del contexto: se identifican las conductas de entrada,
las caracteŕısticas de los estudiantes, el contexto en el cual aprenderán las destrezas
y el contexto en el cual las aplicaran. Contexto: la propuesta se implementará a
estudiantes de grado octavo y noveno del colegio El Jazmı́n IED, ubicado en la
localidad de Puente Aranda, cuyas edades oscilan entre los 13 y 18 años. El colegio
cuenta con dos salas de informática, dotadas de computadoras con acceso a internet,
factor fundamental para el uso de las aplicaciones del OVA. Los grados octavos y
novenos tienen una intensidad horaria de 5 sesiones semanales de 55 minutos, de
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las cuales, una se destina para el desarrollo de pensamiento aleatorio y sistemas de
datos.

• Desarrollo de instrumentos de evaluación: se elaboran los criterios que medirán las
habilidades de los estudiantes para lograr lo que se describió en los objetivos, se
elaboran instrumentos o pruebas para evaluar el logro de las destrezas. Indicadores:
1.Utiliza diferentes estrategias, creación de listas, producto cartesiano, diagramas de
árbol, como punto de apoyo para organizar información y usar técnicas de conteo en
la solución de problemas que involucran principio multiplicativo, permutaciones y
combinaciones. 2. Utiliza con sentido cŕıtico los distintos recursos con especial énfasis
en los recursos tecnológicos de forma que supongan una ayuda en el aprendizaje y
en las aplicaciones instrumentales de las matemáticas.

• Elaboración de la estrategia instruccional: se identifica la estrategia que se utiliza-
ra para llevar a cabo la instrucción y cuáles son los medios y recursos a utilizarse.
Propuesta: Elaboración de un objeto virtual de aprendizaje que involucre problemas
para encontrar el espacio muestral de experimentos aleatorios, que requieran para su
solución, la aplicación del uso de la regla del producto o bien, las técnicas de conteo.
Las actividades en el OVA, se plantearán de forma gradual de tal manera que el es-
tudiante movilice los conceptos y procedimientos referidos a las operaciones básicas,
esto con el fin, que el estudiante adquiera una base consolidada para desenvolverse
sin dificultades al desarrollar técnicas de conteo, o en la resolución de problemas de
combinatoria y probabilidad.

• Desarrollo y selección de recursos instruccionales: se utiliza la estrategia instruccional
para producir la instrucción. Incluye manual del estudiante, materiales y exámenes.
Metodoloǵıa: Construcción de un objeto virtual de aprendizaje (OVA), con unida-
des didácticas orientadas a consolidar habilidades en la resolución de problemas o
situaciones que requieren técnicas de conteo y razonamiento combinatorio. Se utili-
zan aplicaciones manipulables desarrolladas con el software Flash Action Script que
permiten la interactividad del estudiante con el objeto de estudio.

• Diseño y desarrollo de la evaluación formativa: una vez se finalice con la elaboración
de la instrucción se deberá recoger datos para asi retroalimentarla.

• Diseño de evaluación sumativa: se examina el valor de la instrucción producida, se
revisa la instrucción para la toma de decisiones.

3.3. Unidades didácticas

Una de las etapas del modelo Dick, Carey and Carey[6] hace referencia al desarrollo
y selección de los recursos instruccionales, es decir los materiales que componen el OVA.
Estos materiales son un conjunto de elementos interactivos que brindan al estudiante
la posibilidad de alcanzar los resultados de aprendizaje propuestos. Los materiales
multimediales que despliega un OVA son: texto, imágenes, videos, animaciones, audios,
los cuales se relacionan entre si para cumplir un objetivo. En la propuesta se estructura
todo el material dentro de dos unidades didácticas, una con el fin de afianzar el principio
multiplicativo y otra para adquirir habilidades en técnicas de conteo. Se puede acceder a
las unidades didácticas en el OVA mediante el link:
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http://gmartinezor.wix.com/tecnicas-de-conteo

Objetivo.

Propiciar el uso de diferentes estrategias como creación de listas, producto cartesiano,
diagramas de árbol, como punto de apoyo para organizar información y usar técnicas de
conteo en la solución de problemas que involucran principio multiplicativo, permutaciones
y combinaciones.

Metodoloǵıa.

Las actividades que integran la parte práctica de esta unidad didáctica están diseñadas
para ser realizadas por los alumnos, unas de forma individual o en parejas (principalmente
aquellas que conllevan experiencias con manipulación de objetos y recuentos de resul-
tados). La mayoŕıa pueden realizarse en una única sesión y para otras será conveniente
utilizar dos o incluso tres sesiones. En primer lugar, los estudiantes acceden al OVA para
realizar las actividades de las aplicaciones interactivas, que pretenden captar su interés
y sobre la que girará toda la unidad didáctica. Al abrirse una venta con la aplicación se
verá una pantalla con indicaciones para iniciar la actividad, la cual puede contener 1 o
hasta 30 escenas, por las cuales se podrás desplazar haciendo clic en las flechas de avance
o retroceso (generalmente se encuentran en la parte inferior). En algunas escenas la apli-
cación brinda la posibilidad de determinar si la respuesta o los procesos elaborados son
correctos, incorrectos o aún hace falta, esto se logra haciendo clic en el botón verificar.
Aśı mismo se cuenta con un teclado para insertar números y un cuadro estad́ıstico de
aciertos e intentos.

Figura 3.3. Botones de las aplicaciones flash del OVA

Para brindar apoyo a los estudiantes en el desarrollo de las actividades se dispone
de un video en el cual se presentan diversas estrategias de solución a la temática de
las unidades, en el video se maneja un lenguaje accesible a cualquier estudiante con
el uso de esquemas y gráficas para facilitar la comprensión del tema. Este tipo de
recurso multimedia tiene como caracteŕıstica muy importante la reusabilidad, es decir,
el estudiante con dificultades en el proceso puede hacer uso del video las veces que lo
necesite y requiera.
Paso seguido se proponen diversas estrategias para resolver la situación presentada en la
simulación apoyados en las conjeturas emitidas por los estudiantes o dado el caso, en el
marco conceptual o didáctico que sustenta el tema en cuestión.
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Evaluación

A continuación se describen los indicadores que den cuenta de los aprendizajes básicos
requeridos, aśı como de criterios que intervienen en el proceso.

• Analiza situaciones donde se involucran multiplicaciones, reconociendo los procesos
que debe seguir para dar cuenta de sus interpretaciones

• Interpreta cŕıticamente los datos presentes en una situación didáctica logrando es-
tablecer conjeturas acerca de estos

• Utiliza la regla del producto para el cálculo de espacios muestrales en problemas
sencillos de fenómenos aleatorios.

• Utiliza diagramas de árbol para el estudio y la representación de experimentos alea-
torios.
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3.3.1. Unidad didáctica 1: Principio multiplicativo

Aspecto Descripción

Introducción Las actividades diseñadas en esta unidad didáctica están orien-
tadas a consolidar habilidades en la resolución de problemas o
situaciones de carácter aritmético, aplicando el principio básico de
conteo o regla del producto, de tal manera, que posteriormente
se favorezca la resolución de problemas de tipo combinatorio y
probabilidad. Los contenidos desarrollados en la siguiente unidad
didáctica se abordan como punto de partida para el fortalecimien-
to de temas relacionados con las técnicas de conteo

Objetivos 1. Propiciar el uso de diferentes estrategias, producto cartesiano
diagramas de árbol, para resolver problemas que involucran prin-
cipio multiplicativo.
2. Desarrollar habilidades para el uso de cálculo mental y estima-
tivo en la resolución de problemas multiplicativos.

Contexto Los alumnos para los cuales se diseña la unidad didáctica, grado
octavo, han tenido acercamiento a los temas que en esta se desarro-
llan desde muy temprana edad escolar, tales como producto car-
tesiano, diagramas de árbol, multiplicación, repartos, división. En
este sentido se presentan una secuencia de actividades que preten-
den afianzar destrezas o habilidades multiplicativos, previas para
desenvolverse sin dificultad al enfrentar tópicos relacionados con
las técnicas de conteo y la probabilidad.

Metodoloǵıa En primer lugar se proponen situaciones didácticas apoyada en
aplicaciones elaboradas en flash y Action script, que pretenden
captar el interés de los alumnos y sobre la que girará toda la uni-
dad. Los estudiantes acceden a la situación desde el OVA de dos
formas distintas, haciendo clic en la imagen que abre la aplicación
en una nueva ventana o manipulando directamente la aplicación en
el OVA, haciendo clic sobre los objetos. Al abrirse una venta con
la aplicación se verá una pantalla con indicaciones para iniciar la
actividad, la cual puede contener 1 o hasta 30 escenas. En algunas
escenas la aplicación brinda la posibilidad de determinar si la res-
puesta o los procesos elaborados son correctos, incorrectos o aún
hace falta, haciendo clic en el botón verificar. Aśı mismo cuenta
con un teclado para insertar números y relacionarlos con la canti-
dad de objetos que componen una figura y un cuadro estad́ıstico
de aciertos e intentos

Tabla 3.1. Unidad didáctica 1
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Actividad inicial 1: ¿Cuántos?

Figura 3.4. Pantallas de actividad cuántos

Antes de buscar estrategias matemt́icas para contar, vamos a realizar una actividad
que te permita saber cuántos elementos tiene una configuración utilizando tu percepción
espacial y alguna estrategia aritmética. El primer ejercicio que se plantea en la actividad
es determinar la cantidad de cubos unitarios que forma cada poli cubo, es la indicada de
color naranja, haciendo clic en uno de ellos e ir apartando y contando cubo por cubo.
Luego de realizar el ejercicio puedes dar clic en la flecha superior derecha para empezar a
contar.
Ahora debes indicar cuántas figuras (cubos, triángulos, cuadrados, hexágonos, palitos,
bolitas etc) unitarios conforman cada figura, para ello debes completar las tablas o los
datos faltantes, puedes hacerlo haciendo clic en los números al lado derecho de la palabra
cuántos? O con los números del teclado. Pon a prueba diversas estrategias para contar
divirtiéndote!

Actividad inicial 2: Razonando.

Figura 3.5. Pantallas de actividad razonando

En cada escena de la aplicación encontraras retos de razonamiento lógico, son 20
actividades en las cuales pondrás a prueba tus destrezas para ordenar, secuenciar,
clasificar. Además, harás un breve repaso de las nociones básicas de conjuntos y su
representación mediante diagramas de Venn. Para iniciar la actividad haz clic en la flecha
que se encuentra en la parte inferior derecha, en cada escena debes coger y arrastrar los
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elementos de la pantalla para ubicarlos en su lugar correspondiente, en otros casos tendrás
que completar casillas con datos numéricos faltantes. Continúa desplazándote a cada
actividad con las flechas. Verifica tus respuestas haciendo clic en el botón verificar. Algu-
nas escenas simplemente son un ejemplo que te sirve de gúıa para saber lo que debes hacer.

Actividad 1: Caras.

Figura 3.6. Pantallas de actividad caras

Arrastrando con el ratń del ordenador los peinados y las expresiones, debes construir
los diferentes rostros posibles son 4 peinados y 3 expresiones faciales que encuentras al
lado izquierdo de la pantalla.
Haz clic en cualquier opción, se moverá al ćırculo gris superior, luego arrastra para formar
los rostros, tienes la opción de borrar haciendo clic en los iconos que se encuentran en la
parte inferior.

Actividad 2: Caminos diferentes.

Figura 3.7. Pantallas de actividad caminos diferentes

En esta actividad debes realizar todos los posibles recorridos desde el punto inicial
hasta la casa, con la condición que no debes pasar dos veces por la misma letra. Para
ello puedes utilizar las flechas del teclado o puedes hacer clic sostenido sobre las flechas
que se encuentran justo bajo la casa. Cuando se completa un camino posible, su código
se forma en letras mayúsculas por ejemplo, A D F se añade a la lista de los caminos
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posibles para dejar constancia de los ya realizados.

Actividad 3: Emoticones.

Figura 3.8. imagen de actividad emoticones

La aplicación te ofrece la posibilidad de crear emoticones (caritas utilizadas en el chat)
utilizando 3 tipos de bocas y 4 tipos de ojos. Debes buscar una estrategia para realizar
y contar todas las posibilidades. Este tipo de situación se puede modelar mediante el
principio básico de conteo o principio multiplicativo, se pueden utilizar estrategias para
su solución como diagramas de árbol, producto cartesiano o diagramas sagitales.
Haz clic en la parte del emoticón, ojos o boca, que quieras utilizar para ponerlo en su
lugar y ańımate a contar.
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3.3.2. Unidad didáctica 2: Listas con y sin repetición

Aspecto Descripción

Introducción En esta unidad didáctica los estudiantes utilizan diversas estrate-
gias como la creación de listas y diagramas de árbol para organizar
información que les permita determinar la cantidad de arreglos
posibles en situaciones problema que involucran listas con y sin
repetición. La manipulación de objetos virtuales, simulaciones y
representaciones gráficas son métodos eficaces para la adquisición
de estrategias en técnicas de conteo. Las simulaciones de situa-
ciones reales establecen la conexión entre el curŕıculo y la vida
cotidiana de los estudiantes.

Objetivos 1. Usar técnicas de conteo, listas con y sin repetición para deter-
minar la cantidad de casos posibles en situaciones que involucran
nociones de combinatoria. 2. Proveer diversas situaciones proble-
mas que permitan a los estudiantes explorar la forma de realizar
permutaciones o combinaciones. 3. Determinar todas las posibili-
dades de un evento con conjuntos finitos mediante la manipulación
directa de los elementos.

Contexto Los alumnos para los cuales se diseña la unidad didáctica, grado
octavo, han afianzado destrezas referidas al principio multiplica-
tivo de la prmera unidad. por tal motivo, el profesor puedee for-
malizar el contexto haciendo uso de las operaciones cominatorias.
Además, los estudiantes cuentan con el dominio del entorno y de
las aplicaciones para realizar trabajo extra clase y retroalimenta-
ción autonoma del proceso.

Metodoloǵıa Se proponen situaciones didácticas apoyadas en aplicaciones ela-
boradas en flash y Action script, los estudiantes acceden a la situa-
ción desde el OVA, estas aplicaciones tienen una breve explicación
de la forma como debeŕıa abordarse la situación para darle so-
lución, el lenguaje utilizado es más técnico que el de la anterior
unidad. Algunas aplicaciones constan de varias escenas o panta-
llas que contienen actividades más complejas o explicaciones con
estrategias de solución, tales como el uso de diagramas de árbol o
la elaboración de listas, cada actividad se podra reiniciar las ve-
ces que sea necesario y evaluar el desempeño mediante el boton
verificar Por otro lado, el OVA contiene v́ınculos a videos u otras
unidades didacticás donde refuerzan las estrategias de solución a
situaciones combinatorias.

Tabla 3.2. Unidad didáctica 2
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Actividad 1: Listas con repetición.

Figura 3.9. Pantallas de actividad listas con repetición

A descifrar claves! Con las actividades propuestas en esta aplicación podrás determinar
cuántas claves diferentes de 3 o 4 śımbolos se pueden formar para abrir un candado. El
dispositivo permite repetir uno, dos, tres o cuatro śımbolos, dependiendo de la escena en
la que te encuentres. En este caso el orden en que se disponen los śımbolos si importa, el
primer śımbolo se selecciona girando la rueda más pequeña y el último śımbolo girando
la rueda exterior. En el recuadro en blanco escribe la clave que quieras para abrir el
candado, luego gira las perillas para formar la clave que elegiste y observa. Este tipo de
situación se conoce como variación de n objetos, tomados de k en k
La aplicación cuenta con una calculadora de la cantidad de listas con repetićıon que se
pueden formar, en la pantalla busca las letras VR y cambia los valores haciendo clic en
las flechitas, observa las operaciones que se realizan para contar todas las formas posibles
.

Actividad 2: Banderas.

Figura 3.10. Imagen de actividad banderas

Con esta aplicación puedes colorear la bandera que esta al lado izquierdo de la
escena, la cual consta de partes, cualquiera de las partes puede colorearse de verde, azul
o rojo, haciendo clic en las partes que se ubican en la parte de la derecha, estas serán
promovidas a la bandera. Esta situación al igual que la actividad del candado se puede
representar mediante un diagrama de árbol aplicando el principio multiplicativo, cada
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parte de la bandera representa una etapa en el diagrama. Analiza la situación y responde
¿Es importante el orden? ¿Se pueden repetir objetos?
Construye un diagrama de árbol para formar todas las banderas posibles utilizando los
tres colores y las tres partes de la bandera.

Actividad 3: Listas sin repetición.

Figura 3.11. Pantallas de actividad listas sin repetición

En esta actividad debes determinar la cantidad de números de cuatro cifras que se
pueden formar utilizando los d́ıgitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6, es decir, vas a formar listas de 6
objetos tomados de 4 en 4. La actividad la inicias haciendo clic en el botón Extraer 4
bolas, una vez extráıdas las 4 bolas se muestra el numero en la pantalla, la aplicación
tiene cuatro escenas distintas en las cuales se explica detalladamente la forma de dar
solución a este tipo de situaciones conocidas también como variaciones sin repeticón.
Observa que en este caso no puede haber cifras repetidas, ya que una vez extráıda una
bola esta ya no se puede volver a utilizar para formar el numero de 4 cifras. En este caso
se dice que no hay reposición de los objetos.
Realiza un diagrama de árbol bajo las siguientes condiciones: hay 6 bolas en la urna y
cada vez se sacan 2 bolas sin reposición

Actividad 4: Alfabeto Braille.

Figura 3.12. Imagen de actividad Alfabeto Braille

Conozcamos el alfabeto Braille, sistema de lectura y escritura utilizado por las
personas invidentes, consiste en una configuración de seis puntos en relieve, organizados



CAPÍTULO 3. PROPUESTA DIDÁCTICA 30

como una matriz de tres filas por dos columnas, que convencionalmente se numeran de
arriba a abajo y de izquierda a derecha, cada letra se forma resaltando en alto relieve
algunos de los seis puntos de la configuración. Por ejemplo, la letra se forma resaltando
el punto 1, la b se forma resaltando los puntos 1 y 2, la c se forma resaltando los puntos
1 y 4. Forma todos los śımbolos que se puedan formar utilizando 2 puntos ¿cuántos son
en este caso, ¿Es importante el orden? ¿Se pueden repetir objetos? ¿Se puede utilizar
un diagrama de árbol para representar la situación? Lee las instrucciones dentro de la
actividad y empieza a crear śımbolos para el alfabeto Braille

Actividad 5: figuras.

Figura 3.13. Pantallas de actividad Figuras Diferentes

En esta actividad te piden formar figuras diferentes partiendo de un cuadrado que
esta dividido en cuatro cuadrados pequeños, los cuales cambian de forma al hacer clic
sobre ellos. El reto consiste en formar 20 figuras diferentes con tres partes distintas, debes
tener en cuenta que si pudieras rotar una figura, esta no cambia, es decir, cuenta como la
misma. Pulsa en la flecha que se encuentra en la parte inferior de la pantalla para ir a la
actividad. La aplicación te va indicando cuando repites una figura, busca una estrategia
para realizar las 20 figuras sin que repitas alguna escŕıbela en tu cuaderno y confróntala
con tus compañeros y profesor.

Actividad 6: Combinando frutas. En la aplicación deberás formar grupos de 2 o de 3

Figura 3.14. Pantallass de actividad Combinando frutas

frutas en los platos dispuestos, asegúrate que las frutas queden bien situadas dentro de
cada plato. En algunos casos te piden formar grupos de dos frutas sabiendo que se pueden
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repetir frutas en un mismo plato, en otros casos no. Luego de terminar la actividad haz
clic en el botón verificar para determinar que no sobren arreglos posibles, que no hallan
arreglos repetidos o que falten.
Piensa en la siguiente situación, si dispones de dos frutas ¿Cuántos arreglos distintos se
pueden hacer tomando de dos en dos? teniendo en cuenta que: se puede repetir fruta
y que no se puede repetir fruta. ¿Un diagrama de árbol sirve para representar la situación?



APÉNDICE A

Enlace OVA:

El OVA construido se encuentra disponible en http://gmartinezor.wix.com/tecnicas-
de-conteo
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Conclusiones

El diseño y construcción del objeto virtual de aprendizaje técnicas de conteo deja de
manifiesto los siguientes aspectos:

• El uso de las aplicaciones del OVA permiten la manipulación directa de los objetos
con los cuales se deben obtener los posibles arreglos, valor agregado cuando se trata
de un conjunto con más de cuatro elementos, ya que dado el caso que se pida, puede
generar decenas de estos, lo que conlleva al estudiante a pensar en este tipo de
actividades como una tarea rutinaria y sin sentido.

• Cuando se propone a los estudiantes problemas sobre análisis combinatorio es necesa-
rio que el lenguaje utilizado en la instrucción sea clara y precisa, por ejemplo, cuando
se restringe la repetición o no de los elementos, algunos estudiantes consideran que
un elemento se puede utilizar una sola vez para un arreglo.

• La manipulación directa de los objetos permite a los estudiantes dar significado al
enunciado de problemas referidos a técnicas de conteo ya que cuando se pide realizar
los arreglos de n objetos tomados de k en k, el estudiante se limita a realizar una
partición y determinar cuántas veces esta k en n, por ejemplo si se pide hacer arreglos
con un conjunto de 5 elementos tomados de 2 en 2, algunos estudiantes dan como
respuesta: 2, que obtienen de dividir 5 entre 2.

• Las situaciones que se presentan en las aplicaciones permite a los estudiantes realizar
de manera eficaz tareas que requieren para su solución la elaboración de diagramas
de árbol, tablas de doble entrada, listas exhaustivas, etc, lo cual puede direccionar
el docente para afianzar la regla del producto y el análisis combinatorio.

• A partir del uso de aplicaciones interactivas los estudiantes pueden verificar los
aciertos o desaciertos de sus conjeturas. Cuando los estudiantes se enfrentan al reto
propuesto en cada aplicación, se percibe la necesidad de poder cumplirlo, de igual
manera, cuando se lleva a cabo la tarea, el estudiante da muestra de querer pasar a un
nivel más complejo, esto en razón de la satisfacción que produce el deber cumplido.

• El debate frente a la incorporación en el aula de las TIC como recurso fundamental
esta abierto, aún falta considerar muchos aspectos respecto a su funcionalidad, sus
limitaciones, la aceptación, o no, de está por parte del profesorado, los recursos
informáticos que poseen los colegios, entre otros. Sin embargo, este debate debe girar
en torno a las metodoloǵıas que se deben utilizar para conseguir en los estudiantes
un aprendizaje significativo que enriquezca el proceso enseñanza aprendizaje, lo cual
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desde la utilización del OVA técnicas de conteo, o cualquier otro que haya sido
construido como herramienta didáctica, aporta considerablemente a la consecución
de este objetivo.
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