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Resumen

La siguiente investigacion se enfoca en el planteamiento y estudio de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales que representan la dinamica de propagacion y control del VIH-SIDA.
Se realiza un anélisis de estabilidad del sistema y se plantean estrategias de control 6ptimo
para el modelo planteado, teniendo en cuenta un funcional de costos y otro de beneficios.
Finalmente, se realizan simulaciones numéricas mediante el software Matlab con el fin de
ilustrar los resultados obtenidos.

Palabras clave: (VIH, SIDA, Control 6ptimo, Maximo de Pontryagin, Analisis de sen-

sibilidad, Analisis de estabilidad, Sistemas dinamicos).

Abstract

This research is focused in the study on modeling and study of a system of nonlinear
differential equations. They represent the propagation and control dynamics of HIV-AIDS.
A stability analysis is permormed and optimal control strategies are deduced for the model.
Specially, costs functional and benefits are taken into account. Finally, numerical simulations
with Matlab are computed in order to show the theoretical results obtained.

Keywords: (HIV, AIDS, Optimal control, Pontryagin maximum, Sensibility analysis,

Stability analysis, Dinamical systems)



Contenido

[ Introducciod

2. Aspectos enidemiolégi_cpﬂ

o Acalss d o Tdad

|4 1. Analisis de sensibilidad para el Bnl ........................

5. Modelo de propagacién y control éptimo del VIH-SIDA

© 00 O O~ b

28
28
31

34
35
39

44



Contenido




1 Introduccién

El Virus de Inmunodeficiencia Humano (VIH) se caracteriza por debilitar lentamente el sis-
tema inmunologico de las personas hasta provocar una inmunodeficiencia, exponiéndola a
enfermedades que pueden ocasionar la muerte y cuyos sintomas se conocen como la enfer-
medad del VIH que en su etapa final es llamada Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirido
(SIDA).

En la actualidad, esta enfermedad representa un problema de salud publica debido a su
extension a nivel mundial y porque hasta el momento no se conoce ningin tipo de cura o
vacuna que la prevenga, de tal manera que los tinicos controles posibles son la prevenciéon
(como el uso de preservativo) y el tratamiento de la enfermedad por mecanismos como la
terapia antirretroviral que consiste en medicamentos que ayudan a defender el cuerpo de
otras infecciones.

En este trabajo se plantea un modelo matematico que representa la dindmica de propagacion
del VIH-SIDA basado en el modelo propuesto originalmente por Gumel [6], diferenciandolo
de éste por considerar un flujo de entrada constante a la poblacion sexualmente activa y dos
controles inicialmente constantes: uno por prevencion y otro por tratamiento.

En el primer capitulo se muestran algunos aspectos epidemioldgicos de la enfermadad y
el virus causante. En el segundo capitulo se plantea el modelo y se realiza un anélisis de
estabilidad del mismo, mostrando también unas estrategias de control constantes. En el
tercer capitulo se realiza un analisis de sensibilidad local de los pardmetros involucrados en
el Ntmero Basico de Reproduccion y de la solucion de prevalencia del modelo. Por tltimo,
en el cuarto capitulo, se plantea y resuelve un problema de control 6ptimo.

Los resultados numéricos presentados en el documento se realizaron mediante algoritmos
implementados en Matlab usando el integrador ODE45 y los valores de los parametros fueron
tomados, algunos de forma hipotética y otros de [14]. Es importante aclarar que los resultados
obtenidos estan en una escala de tiempo en anos.



Estado del Arte

Debido al problema de salud piublica que representa la propagacion del VIH-SIDA, son
muchos los modelos matematicos que se han propuesto con el fin de ofrecer soluciones para
la erradicacion de la enfermedad, brindando una mejor comprension de la manera en que este
virus se disemina tanto a nivel celular como a nivel poblacional. Por ejemplo, en [3] se propone
un modelo que simula la dindmica a nivel celular en individuos que presentan una reinfecciéon
con el virus del VIH, comprobando que estas personas no deben preocuparse por pasar mas
pronto al SIDA. En [19] se plantean modelos con el fin de determinar los costos de tratamiento
para personas portadoras del virus, encontrando que el mayor porcentaje es generado por
la compra de medicamentos. En [I5] se estudia la dindmica de transmision del VIH cuando
se aplica un control preventivo por medio de educaciéon sexual en adolescentes y adultos,
concluyendo que la enfermedad puede ser erradicada mediante una buena orientacion a estas
dos poblaciones. En [23] se plantean modelos estocéasticos teniendo en cuenta la mobilidad
de los infectados y de alli se derivan modelos deterministas a los que se les realiza un analisis
de estabilidad mediante su ntimero basico de reproduccion. Igualmente, en [21] se plantea un
modelo determinista en el que se tiene en cuenta que si bien las vacunas que se han generado
no son eficaces en prevenir la infeccion del VIH, si retrasan el paso al SIDA, incorporando
asi como controles la vacunaciéon y la terapia antirretrovital altamente activa. Mediante el
ntmero basico de reproduccion se realiza un estudio de dicho modelo y se concluye que esta
vacuna es un buen mecanismo de control. Otros modelos en los que se estudia la propagacion
del virus a nivel celular son estudiados en: [25], [4], [24].

Por su parte [6], plantea un modelo en el que se consideran tres poblaciones: personas suscep-
tibles, personas infectadas que no estan en tratamiento e infectadas sometidas a tratamiento.
Dicho modelo no considera la posiblidad de que algunas personas usen preservativo en sus
relaciones sexuales. Fue basado en éste el planteamiento del modelo de estudio en esta tesis;
sin embargo, se propone aqui otro control como lo es el uso del preservativo y se realiza un
analisis que difiere al realizado en el articulo por el uso del nimero béasico de reproducciéon
como medio principal para anélisis de estabilidad. Ademés de ello, en esta tesis se realiza
un analisis de sensibilidad a los pardmetros que influyen en el planteamiento del modelo y
se plantea y resuelve un problema de control 6éptimo.



2 Aspectos epidemiolégicos

La enfermedad del VIH se refiere a los sintomas presentados ante la infeccién por el Virus de
Inmunodeficiencia Humano (VIH) que se caracteriza por debilitar lentamente el sistema in-
munologico hasta provocar una inmunodeficiencia. Generalmente (como sucede en alrededor
del 80 % de los infectados), la enfermedad del VIH pasa por tres etapas principales [21:

= Una infeccion aguda que se caracteriza por sintomas parecidos a los de una gripe comin
que se presenta entre los seis dias y las seis semanas después del contagio.

= Un periodo asintomético de varios anos que siguen a la infeccion aguda.

» La presencia del Sindrome de Inmunodefiencia Adquirida (SIDA) que inicia cuando el
recuento de células CD4 (células encargadas de organizar la repuesta inmunitaria) cae
por debajo de 200 células/mm?. Esta etapa se carateriza por la pérdida de mas del 10 %
del peso corporal, fiebre, diarrea, aparicion de tumores y enfermedades bacterianas o
virales, ete. [21].

2.1. Antecedentes

Cinco informes publicados en 1981 indicaban la aparicion de una nueva enfermedad que
parecia atacar s6lo a hombres homosexuales jovenes [7]. Dicha enfermedad fue denominada
SIDA por presentar sintomas como infecciones, tumores malignos e inmunodeficiencia. Ante
tal acontecimiento, cientificos de todo el mundo emprendieron la biisqueda del nuevo agente
infeccioso, hasta que finalmente el descubrimiento del virus se le atribuyd al Dr. Robert
Gallo del National Center Institute y al Dr. Luc Montagnier del Insttituto Pasteur, después
de varios conflictos llevados a cabo durante los anos 1983 y 1994, a causa de las solicitudes
de patentes encontradas de ambas partes [7].

El descubrimiento del virus, al que después se le nombr6é VIH, sirvié para demostrar que la
epidemia estaba mas extendida de lo que se crey6 inicialmente y que habian muchas personas
asintométicas que estaban infectadas y podian transmitir el virus a gran escala [7].

Para el ano de 1994, Estados Unidos contaba ya con més de 850 mil infectados por el VIH
y esta cifra aumentaba en mas de 40 mil cada ano, motivo por el cual el SIDA se convirtié
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en la principal causa de muerte de personas entre los 25 y los 44 anos en este pais, pasando
a infectar también a personas heterosexuales. Asi mismo, el SIDA ha sido la principal causa
de muerte en el continente africano y se ha extendido con rapidez en China y la India en los
ultimos anos [1§].

De mediados del anio 2002 a mediados del 2004, 10 millones de personas fueron infectadas
por el VIH y cerca de 6 millones murieron a causa del SIDA. En la actualidad se calcula
que cada 6 segundos ocurre una nueva infeccién y cada 5 minutos una persona en el mundo
muere a causa de la enfermedad [I§].

En Colombia, el primer caso de SIDA se present6 en 1983, ante el cual el Ministerio de Salud
establecié un programa nacional de lucha contra el SIDA y se comprometi6é a controlar la
expansion del VIH en el pais. De este modo, en 1994, se dio la obligatoriedad de realizar
las pruebas de deteccién del virus en todos los bancos de donacién. Asi mismo, con el fin
de definir la prevalencia del VIH, la Direcciéon de Epidemiologia del Ministerio de Salud,
sometidé a prueba diferentes muestras de sangre de personas en alto riesgo de infeccion,
mediante el ensayo inmunoenzimatico (ELISA) y en el caso de una positividad se remitia la
muestra al Instituto Nacional de Salud para descartar falsos positivos mediante el ensayo de
inmunofluorescencia indirecta (EIFI) y el de Western Blot descrito por Gallo [22].

Segun las estadisticas nacionales, de 1984 a 1987, se reportaron 178 casos de SIDA ante el
Ministerio de Salud, de los cuales, el 57,3 % se encontraban en Bogota, Medellin y Cali.
Ademas de ello, el registro indicaba que el 97 % de los infectados eran hombres, mientras
que las 5 mujeres infectadas (3% de los infectados) eran prostitutas. De igual manera, se
detectd que en un grupo de 83 portadores del virus, la mayoria correspondia a sujetos entre
los 20 y 39 anos. No obstante, uno de los infectados era un lactante de 3 meses de edad, el
cual contrajo el VIH mediante una transfusion sanguinea [22].

Desde 1985 hasta finales del ano 2011 se han presentado un total de 75 620 casos de VIH-
SIDA en Colombia [I3], manifestando un crecimiento paulatino de la poblacion infectada
como se muestra en la Figura 2-1]

75.620 [a505
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Figura 2-1: Casos notificados de VIH-SIDA en Colombia 1985-2011 [13]
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2.2. EI SIDA

El Sindrome de Inmunodefiencia Adquirida (SIDA) es la enfermedad resultante de una lenta
destruccion del sistema inmunitario causada por el VIH y corresponde a la ultima etapa del
paciente infectado.

El periodo de incubaciéon del SIDA varia en cada persona, pero es sabido que el 10 % de los
infectados con el virus presenta indicios de SIDA en el curso de los primeros 5 anos después
de ser contagiados, mientras que un 90 % presenta la enfermedad durante el periodo de los
5 a los 17 anos después [18§].

Los principales sintomas que indican el inicio del sindrome son: fiebre, pérdida de mas del
10 % del peso corporal, fatiga y diarrea. En adelante se pueden presentar una variedad de
enfermedades debido a la exposicion del paciente a diferentes agentes infecciosos y a la
incapacidad del sistema inmunolégico de ofrecer resistencia. Entre estas enfermedades se
encuentran:

» Céancer cervicouterino.

Recurrente infeccion por Salmonella del torrente sanguineo.

Enfermedades microbacterianas como la tuberculosis.

Isosporiasis (enfermedad protozoaria del intestino) de mas de un mes de duracion.

Ulceraciones que duran mas de un mes causadas por el virus del herpes y comprometen

el esofago, los bronquios y/o los pulmones.
» Neumosistesis (neumonia debida a Pneumocystis carinii),

entre otras [I§].

2.3. EI VIH

El Virus de Inmunodeficiencia Humano o VIH es el causante de la enfermedad por VIH, la
cual en su etapa final es conocida como SIDA. Aunque a veces es asintomatico, los primeros
sintomas que indican que una persona se ha infectado con VIH aparecen después de un
periodo de incubacion de seis dias a seis semanas y en muchas oportunidades son confundidos
con una gripe (fiebre, crecimiento de los ganglios linfaticos y dolor de cabeza, garganta y
musculos). En algunos pacientes se presenta el Sindrome Retroviral Agudo (SRA) que se
caracteriza por alteraciones en el sistema nervioso como cambios en el estado de animo,
confusion y en oportunidades convulsiones y paralisis [18].
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Las infecciones oportunistas como la
neumocistosis y las malignidades como el
sarcoma de Kaposi pueden sefalar la
etapa final de la infeccion por VIH,

el SIDA

e i e =

Lesiones del
sarcoma de Kaposi

Figura 2-2: Paciente con SIDA [www.digitaltraduct.com)|

Luego de la infeccién se presenta un periodo asintomatico en el que la persona continta
siendo portadora del VIH y por lo tanto, infecciosa.

Existen dos tipos de VIH: El VIH-1 y el VIH-2. El VIH-1 es el causante del SIDA en la
mayor parte del mundo, mientras que el VIH-2 se presenta mayormente en Africa Occidental
y la India. El VIH-2 es un lentivirus (virus lento) de estructura similar al VIH-1, pero sus
genomas difieren en mas del 55 %. La transmision del virus del tipo 2 es menos eficiente que
la del tipo 1 y la evolucion de la enfermedad es méas lenta. Generalmente se habla de VIH
para referirse al primer tipo de virus [I§].

Como todos los virus, el VIH posee una capa protectora de proteina responsable de la
adhesion a la célula huésped. Esta proteina es la glucoproteina gp120. Igualmente, posee
la glucoproteina gp4l que atraviesa la envoltura viral y estd estrechamente asociada a la
superficie y desempenia una funciéon en la entrada del virus en la célula huésped [7].

El VIH posee ARN de cadena sencilla, pertenece al genus lentivirus de la familia de
los retrovirus, ataca varias células del sistema inmunitario, especialmente los linfocitos T
cooperadores (Ty o CD4) y los macrofagos. Dentro de la célula huésped se crea una copia
del ADN viral y se genera una cadena de ADN complementaria. El ADN de doble cadena
resultante se copia al cromosoma de la célula por medio de la enzima integrasa viral (IN)
convirtiéndose en un provirus que propicia la reproduccion del VIH [I§].
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Figura 2-3: El Virus de Inmunodeficiencia Humana [es.wikipedia.org).
2.4. Formas de transmision

La infeccion con VIH se da principalmente por medio de relaciones sexuales. Sin embargo,
existen dos rutas mas de transmision: por transfusion de sangre o contacto con ella por medio
de agujas hipodérmicas o instrumentos quirtargicos no esterilizados; y de la madre al hijo en
el embarazo o la lactancia.

Aunque inicialmente la transmision sexual se atribuyd a hombres homosexuales, el contagio
entre heterosexuales va en aumento siendo cada vez mas las mujeres infectadas. Para 1998,
el 60 % de los casos nuevos de mujeres infectadas se dio por contacto heterosexual, mientras
que a mediados de 1999 este porcentaje era del 70 %, aumentando asi ano tras afio [I§].

Cuando se reportaron los primeros 640 mil casos de SIDA, se realizoé un estudio que reveld
que mas del 33% de los pacientes se habia contagiado por el abuso de drogas inyectadas,
convirtiéndose asi en la segunda forma de trasmision més importante. Ante esta situacion
las entidades gubernamentales de los Estados Unidos han creado programas de intercambio
de jeringas con agujas hipodérmicas [18].

La tercera forma de transmision se presenta de madre a hijo durante el embarazo o la
lactancia. Segin [I8], estudios han revelado que de cada 10 mujeres embarazadas, una sufre
un aborto y de los recién nacidos, del 15 al 40 % desarrollan SIDA. Sin embargo, al analizar
219 recién nacidos infectados, se determiné que el 3 % logré eliminar la infecccion. En cuanto
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a la lactancia, el riesgo es mayor si la madre se encuentra en el periodo de infeccion aguda

I18].

2.5. Diagnéstico por laboratorio

Existen dos pruebas basicas que identifican la presencia del VIH en el cuerpo: Analisis de
Inmunoabsorbente Ligado a Enzimas (ELISA) indirecto y el Western Blot. El examen de
ELISA indirecto consiste en agregar un antigeno especifico (molécula que reacciona especifi-
camente con un anticuerpo) en un orificio de una placa de microtitulacion para luego agregar
en ella el suero a probar. Después de un periodo de incubacion, se realiza un lavado y se
agrega una enzima incolora a la placa para el analisis microscopico. El desarrollo de color
indica una reacciéon positiva, es decir, los anticuerpos que se adhieren al antigeno sufren una
coloracion. Esta union indica que el anticuerpo reconoce al antigeno por una posible exposi-
cién previa a él. Sin embargo, en el caso del VIH, la prueba puede dar falsos positivos, por
lo que se recurre a una confirmaciéon de la positividad mediante la prueba del Western Blot.

Figura 2-4: Pruebas de laboratorio para la deteccion del VIH | www.genoprice.com)|

El Western Blot consiste en separar por tamano las proteinas presentes en el VIH en una
serie de bandas para luego ser puestas en un filtro de nailon que las inmoviliza antes de
agregar los anticuerpos. Finalmente, después de la incubacion, se realiza un lavado y se
agrega una enzima incolora. Los colores en las bandas indican las proteinas especificas a las
que se han adherido los anticuerpos y de esta manera se determina la exposiciéon previa de
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los anticuerpos al virus [18].

2.6. Control

2.6.1. Control preventivo

Dado que no existe atin una vacuna que prevenga la infeccion por VIH, el tinico control
preventivo de la enfermedad es evitar la exposicion al virus. De esta manera, el contagio
puede evitarse con abstinencia sexual, o en su defecto, no tener relaciones sexuales con
personas potencialmente infectadas (prostitutas y promiscuos, drogadictos o personas que
en general hayan podido tener contacto con agujas hipodérmicas o instrumentos quirtargicos
no esterilizados). Asi mismo, es recomendable mantener relaciones sexuales usando condones
de latex o poliuretano, evitar el contacto con instrumentos posiblemente contaminados y
posponer el embarazo si se sospecha de una infeccion.

Las instituciones gubernamentales juegan un papel importante en el control preventivo de
la enfermedad. Por ejemplo, al exigir a los bancos de donacion la realizacion de pruebas de
deteccion del virus en los donantes, el riesgo de contraer VIH por transfusiones de sangre ha
descendido a partir de 1985. En la actualidad se calcula que el riesgo de contraer el virus
por transfusiones es de menos de 1 en 400 mil [I§].

Ademas de ello, la educacion a ninos escolares sobre las formas de contagio del VIH, de-
muestran que reduce eficazmente la conducta sexual arriesgada en la adolescencia, lo cual
disminuye significativamente la probabilidad de infeccion.

2.6.2. Tratamiento

Si bien la enfermedad por VIH no posee cura, existen medicamentos que pueden retardar la
etapa asintomatica de la enfermedad y alargar significativamente la vida cuando se presenta

el SIDA.

El uso de medicamentos antivirales en cocteles se conoce como Terapia Antirretroviral Al-
tamente Activa (TARAA). Un gran avance en esta forma de control ha sido la creacion de
una sola dosis que combina los medicamentos necesarios en el tratamiento, los cuales actiian
en conjunto sobre cada una de las etapas de reproduccion del virus, que si bien muta con
gran facilidad, es poco probable que pueda resistirse a todos [21].

Por otra parte, se ha demostrado que el 66 % de las mujeres embarazadas infectadas no
logran transmitir el virus al recién nacido si se le administra zidovudina (AZT) a la madre
durante la gestacion y al bebé durante 12 semanas después del nacimiento [I§].
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2.6.3. Expectativas de una vacuna contra el VIH

A mediados de los 80, cuando recién se habia descubierto el VIH, eran grandes las esperanzas
de crear una vacuna para prevenir la infecciéon por el virus.

Se ha estudiado la posibilidad de crear una vacuna contra el VIH considerando dos tipos:
una vacuna preventiva que genere inmunidad en personas no infectadas o una terapéutica
que impida el ingreso del VIH en otras células del sistema inmunolégico cuando el paciente
ya esta infectado.

La mayoria de las vacunas para prevenir la infeccion provocada por un virus constan de virus
muertos integros o virus atenuados incapaces de producir una infecciéon grave. Su funcion es
enganar al sistema inmunolégico con el fin de producir anticuerpos que reconozcan y ataquen
de manera eficaz el verdadero virus en caso de que logre entrar al cuerpo. Sin embrago, dado
que en el VIH a diferencia de otros virus, puede copiar su ARN al ADN e integrarse a los
cromosomas de la célula, se corre el riesgo que una vacuna con el virus pueda contagiar a
la persona. Aun cuando se modificara lo suficiente para no producir la enfermedad, el virus
podria ocasionar cambios en el ADN celular de tal manera que convierta la célula en una
cancerosa [7].

En vista de los problemas anteriores, se opto por desarrollar una vacuna a partir de la proteina
gp120 de la superficie viral, la cual pretendia estimular el sistema inmunolégico sintetizando
anticuerpos neutralizantes, es decir, anticuerpos capaces de bloquear la entrada del virus
a la célula. Sin embargo, este tipo de vacuna estimulaba la via del sistema inmunolégico
mediada por células, la cual talvés era necesaria para destruir una célula que fuera infectada.
Ademas de ello, el VIH es capaz de mutar rapidamente generando cambios en su cubierta, lo
que impide la deteccion de la proteina por los anticuerpos. Por tltimo, se comprob6 que los
individuos infectados generaban por si solos estos anticuerpos sin que modificaran el curso
de la enfermedad [7].

A pesar de los inconvenientes, los investigadores a nivel mundial siguen con la esperanza
de encontrar una vacuna. Los estudios en la actualidad se basan en personas que han sido
expuestas al virus sin llegar a padecer SIDA [7].



3 Modelo de propagacién y control
constante del VIH-SIDA

En este capitulo se plantea un modelo de propagacién del VIH-SIDA mediante un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales integrando prevencion y tratamiento con
medicamentos de la enfermedad. Se realiza un analisis de estabilidad del modelo y se pre-
sentan simulaciones que ilustran los resultados obtenidos analiticamente basados en datos,
algunos tomados de forma hipotética y otros de [I4]. Es importante tener en cuenta que las
unidades de tiempo se dan en anos.

Para el planteamiento del modelo se tiene en cuenta que el principal medio de propagacion del
VIH se da por contacto sexual con un individuo infectado y que la terapia antiviral retrasa los
efectos de la enfermedad en las personas infectadas. Por esta razon, en la poblaciéon humana
se distinguen dos grupos: susceptibles e infectados, siendo a su vez la poblacion de infectados
dividida en tratados y no tratados.

De esta manera, sea
x(t) : namero promedio de personas sexualmente activas susceptibles en un tiempo ¢.
y(t) : numero promedio de personas sexualmente activas infectadas en un tiempo t.

z(t) : namero promedio de personas sexualmente activas infectadas que reciben terapia
antiviral en un tiempo ¢.

Asi, la poblacion total sexualmente activa en un tiempo t esta dada por
N(t) = z(t) + y(t) + 2(¢).

En adelante se escribird z, y, z y N para referirse a las funciones x(t), y(t), z(t) y N(t)
respectivamente.

Los pardmetros que intervienen en el planteamiento del sistema son:
= A: flujo constante de personas que ingresan a la poblacion susceptible.
= §: namero promedio de companeros sexuales.

= [3: probabilidad de transmisién por contacto sexual entre una persona susceptible y
una persona infectada que no recibe tratamiento.
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o: probabilidad de transmisiéon por contacto sexual entre una persona susceptible y
una persona infectada que recibe tratamiento.

W tasa de terminacion de la vida sexual activa.

f: fraccion de personas susceptibles que toman medidas preventivas.

a: tasa de muerte de las personas infectadas que no reciben tratamiento.

w: tasa de muerte de las personas infectadas que reciben tratamiento.

1 — g: fraccion de personas infectadas que reciben tratamiento.

M) = 6B%, M%) = 6o+ fuerzas de la infeccion.

M) = flz, M(5)(1 = f)z: incidencias estandar.

En la Figura[3-1]se muestra el diagrama de compartimientos del proceso infeccioso en donde
se relacionan las variables y parametros considerados anteriormente:

FA(2)(1- e (1—g)y
A S YT :
p (1+a)y (1 +w)z

Figura 3-1: Dinamica del VIH con prevencién y tratamiento por terapia antiviral.

De esta manera, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales que representa la dinamica de la enfermedad:

dv Y z

il A _56N<1 — fz —50N(1 — flz — ux

dy Y z

o = By = flzt+don(l—flz—(p+a)y—(1-g)y (3-1)
% = (1-9y—(n+w)z

donde, A6 > 0; 0 < f,9,,a,w, 5,0 < 1 y condiciones iniciales x(0) = zo, y(0) = yo,
2(0) = zo.

Ahora, dado que N = x + y + 2, entonces
dN  dx N dy n dz
dt dt dt o dt
=A—uN —ay —wz.

(3-2)
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Por lo tanto,
dN

— +uN =A—ay — wz. (3-3)
dt
En ausencia de la enfermedad, es decir, suponiendo una poblacién enteramente susceptible
(No), la ecuacion ([B=3) se transforma en:
dN

%—F/LNZA con N(0) = Np,

cuya solucion analitica es:

A A
N: ——l— (No——> e_“t.
I I

A
De donde, si t — oo, la poblacion N se aproximara a —.

Por lo tanto, la regiéon de sentido epidemiolédgico es:
3 A
Q=<(r,y,2) eR°:2>0,y>0,2>0y0< N=x+y+z<— .
W
Teorema 3.0.1. Q es una region positivamente invariante para el sistema (3=1).

Demostracion. Para demostrar que ) es positivamente invariante es necesario y suficiente
probar que para todo ¢ > 0, toda solucion de ([B=I]) se mantiene en 2. En efecto, de ([B=2)) se
tiene que:

AN
S AN, 3-4
s 1 (3-4)

Por lo tanto aplicando el principio de comparacion de desigualdades diferenciales [1], se tiene
que

A A
O§N§—~|—(No——)e_”t.
% %

A
Asi, cuando t — oo, 0 < N < — y por lo tanto, €2 es una region positivamente invariante

para el sistema (B=1])
[

Con el teorema se tiene que la poblacion total, dada por la suma de las soluciones del sistema
(N = x4+ y + z), tiene sentido epidemioldgico, ya que a medida que transcurre el tiempo
serad positiva o cero, sin que su nimero exceda en algiin momento la cantidad de personas
que habrian en caso de no existir personas infectadas.
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3.1. Proceso de Poisson

El proceso de Poisson es un método estadistico de suma importancia en epidemiologia, ya que
ayuda a determinar el tiempo que puede tardar una persona en estado infeccioso o tratado.
En el modelo presentado, notese que la salida de una persona de la poblaciéon infectada
no tratada con terapia antiviral se debe a tres causas: el paso a la poblaciéon tratada o la
terminacion de la vida sexual por causas naturales o debido a la enfermedad. De esta manera,
la tasa de salida de la poblacion y esta dada por v =pu+a+1—g.

Asi, si t es el tiempo transcurrido después de que una persona ha sido infectada, la proba-
bilidad de que salga de la poblacién infectada no tratada entre un tiempo ¢ y ¢t + At es por
definicion [10]:

Y (Transicion entre t y t + At) = yAt,

por lo que la probabilidad de no salir de la poblacion y entre un tiempo t y t+ At es 1 —~yAt.

Ahora, si la probabilidad de que una persona contintie en esta poblaciéon en un tiempo t es
P(t), la probabilidad de que siga alli en un tiempo t + At es:

P(t+ At) = P(t)[1 — vAl]

ya que continuar en el estado infeccioso no tratado en un tiempo t y no salir de alli entre el
tiempo t y t + At son dos hechos mutuamente excluyentes.

Asi, en un intervalo de tiempo muy corto (At — 0), se tiene que

de donde, la probabilidad de que una persona contintie en el compartimiento y en un tiempo

t es:
Pt)=e"

y la distribucion de probabilidad esta dada por

Pero la probabilidad de que una persona esté en y para un tiempo ¢ menor que t; es e 7%,
de donde
Ht)=1—¢e"
Ademas, segun [9], se tiene que la funcion de densidad h(t) estéa dada por
H'(t) = h(t) = ye .
Segun [§], la esperanza o espectativa de permanecer en y esta dada por
1 1

Ey:/ tye dt = — =
v 0 7 ptat(l-g)
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De manera analoga, se tiene que la espectativa de permanecer en el compartimiento z es:

1
0 pu+w

Elz] = (3-6)

3.2. Nuamero Basico de Reproduccion

En epidemiologia, el niimero basico de reproduccién Ry representa el niimero de infecciones
secundarias producidas al introducir un individuo infectado en una poblacién susceptible.
Ademés, si Ry < 1 la enfermedad desaparece del medio y si Ry > 1 persistira en la poblacion
convirtiéndose en epidemia [11].

Matematicamente el Ry puede ser obtenido a partir del radio espectral de la matriz de la
siguiente generacion [16], esto es:

Ry=p (GA_l) =max(\;), i=12...,n

donde GA™! es la matriz de la siguiente generacion y \; representa su i-ésimo valor propio.

En nuestro caso se tiene que:

1 ke(l—g) _ k1 __ K2
0 0 0 B pyl u; uz
G=| 0 K1 ks y Al=10 % 0
1- 1
0 0 O 0 ng 7
donde,
0=p+w Y=p+a+(l-yg)

k1 =0B(L—f) Ky =do(l—f).

Por lo tanto,

0 0 0
GA—I — tf; + R2(i9—9) %
0 0 0
y asi,
k1 Ke(l—g)
Ry =— , 3-7
o="0 1 (3-7)
es decir,
Ro - Ro + Ro
donde,
~ 08(1 — _ do(1 — 1—
PR () n__ bol=f)1-g)

p+a+1l—g Yo (p+wp+a+1—g)
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Basados en(B=5) y dado que §3(1 — f) es el ntumero de nuevos infectados que genera una
persona no tratada que no toma medidas preventivas, entonces Ry representa el namero de
personas infectadas que genera un individuo de la poblaciéon y durante su estadia en este
compartimiento.

De la misma forma, R, representa el nimero de personas infectadas que genera un individuo
de la poblaciéon z durante su estadia en este compartimiento y teniendo en cuenta su paso
por la poblacion y.

3.3. Estrategias de control

Cuando Ry > 1, es muy importante establecer qué valores de f y 1 — g reducen este niimero
hasta hacerlo menor que 1, lo cual se logra expresando Ry en funcion de f y 1 — g. De esta
manera tenemos que

_0pa—) do(1—f)1 —g)
B =9 = T T i wrari-g)

Suponiendo que no hay personas que reciben tratamiento con terapia antiviral y que se usara
solo el control preventivo (uso de preservativo), para hacer Ry(f,0) < 1 es necesario que

I et
1 —
Pero, dado que
op
Ry(0,0) =
0( 9 ) /L‘i‘a’

representa el niimero bésico de reproduccion en el caso en el que no hay ningin tipo de
control, entonces
F Ry(0,0) — 1

Ry(0,0)
es la fraccion de proteccion necesaria para controlar una epidemia sin hacer uso del tratamien-
to en los infectados.

Asi mismo, haciendo s6lo uso del control por tratamiento (R(0,1 — g)), se tiene que para

do
i < 1,

(1 +w)(p+ a)(Ro(0,0) — 1)

1—g>
g I+ w— o

es la fraccion de personas necesarias para controlar una epidemia haciendo s6lo uso del
tratamiento en los infectados. Notese que en algunos casos puede suceder que p+w —do < 0
o incluso que 1 — g > 1, lo cual significa que no es suficiente aplicar soélo el tratamiento para
controlar la enfermedad.
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La Figura muestra las soluciones del modelo sin control (f =0y 1 — ¢ = 0) y control
constante (f = 0,3y 1 — ¢ =0,5). En ella se observa que la influencia de los controles logra
aumentar significativamente la poblacién de personas susceptibles y disminuye eficazmente

la poblacién de personas infectadas.

3000 ‘ ‘ ‘ - 3000
Z om} 5 00,
= 1000} = oo}
0 0
0 20 40 B0 80 100 0 20 40 60 80 100
Tiempo Tiempo
200 15 -
w e A Bttty Sin control
© V4 ~ v
5 150} / \\ £ Con control
a / S ——— I
- 10 / P
@© 7 &
] 4 g
| S 5
= ,//
0 0 : :
1 0 40 B0 &0 100 0 20 40 B0 80 100
T Tiempo
iempo

Figura 3-2: Soluciones del modelo con A = 50;0 = 3; 5 = 0,1637;0 = 0,02; 4 = 0,02; 0 =
0,333; w = 0,09; o = 500; yo = 12; 29 = 6.

3.4. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad

En adelante, para simplificar los célculos, se llamaré:

0=p+w y=p+a+(1-g)
K1 :55(1—f) /12:(50'(1—f).

De esta manera, el sistema (B=I]) queda escrito como:

dx H1y+/€22’
—=A—-——10—uzx
dt r+y+z
dy K1Yy + Koz
27 _MI TR, 3-8
it  z+y+z. Y (3-8)
dz
=(1—g)y—0z.

dt
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Los puntos de equilibrio del sistema (B=8]) estan dados por las soluciones del sistema homogé-

1neo:
A—MQ?—MQ?:O (3-9)
r+y+z
K1Y + Koz
xr—yy =0 3-10
r+y+z i ( )
(1—g)y—06z=0. (3-11)

Sumando ([3=9) y (B-I0) tenemos

A-(ptat+t(d-9)y
. :

Despejando y de (B=IT]) y reemplazandolo en x, se obtiene

A(l —g) —0yz
p(l—g)

Tr =

Reemplazando los valores de x y y en (B=I0), se obtiene

21 = 0
_ A —g)[mb+ k(1 —g) —67]
0y [(1 — g) (ko + 1) +0(k1 +p— )]

zZ9

Finalmente, reemplazando z; y 29 en x y y, se obtiene que 1 = —, y; =0 y:
1

oo B _ Alri0 + ko (1 — g) — 6]
2T (= g) (ke + )+ Ok 4 — )]
oy — A k10 + ko(1 — g) — 0]

V(1= g) (k2 +p) + (k1 + = 7))

Haciendo ¥ = (1 — g)(ko + p) + 0(k1 + p — ) para reducir los calculos y reescribiendo
las coordenadas en términos del ntimero basico de reproduccion, se obtienen los puntos de
equilibrio:

A
E1 = (;,0,0) ; E2 = (I’Q,yQ,Zg)
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donde,

LA ABR-Y MR- AU g )
m e ? W ? b '

X2

E es llamado equilibrio libre de infeccion y E5 equilibrio endémico de la enfermedad. Notese
que si Ry =1, Fy, = E; y ademas, dado que las coordenadas de E5 pueden ser escritas de la
forma:

A(Ry—1)

entonces, Fy ¢ €2 cuando

1_
1—’i<—g+1)<R0<1.
v 0

Ahora, la matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (B=8)) en el punto de
equilibrio genérico E = (7,7, z) es:

P = p —k1N+p = —koN+p =
Nt TN TH Nz T Nz T
— P 5D kiN—p ko N—p
J(E) = 2l t 5 N2 L= x
0 l—g —0

donde
p=riy+rez y N=I+y+z

3.4.1. Analisis de estabilidad del equilibrio libre de la enfermedad

Los siguientes teoremas son resultado del analisis de estabilidad local y global del equilibrio
E; del sistema (3-8)).

Teorema 3.4.1. Estabilidad local del equilibrio Ey para el sistema ([3-8).
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= Si Ry < 1, el punto de equilibrio E es local y asintoticamente estable.
s 51 Ry > 1, el punto de equilibrio E; es inestable.
» 51 Ry = 1, el punto de equilibrio E, es un punto no Hiperbolico, es decir, se debe

recurrir a otro criterio para definir la estabilidad de este punto.

Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion de (B=8)) evaluada en E) esta
dada por

- Tk —KR2
J(Ey) = 0 Ri—7 ke
0 (1—-g) -0

Asi, el polinomio caracteristico de J(E) es:
PQA) = A+ p) () (3-12)
donde Py(\) = A? 4+ a\ + b con:

a:9+7<1—}~20> y b=060v(1—Ry).

Luego, como p > 0, entonces \y = —p < 0y,
= Si Ry <1, entonces b > 0 y ademas,
_ K
0< Ry<1-—-L
Y
por lo tanto a > 0y, por el criterio de Routh-Hurwitz [I1], las dos raices de P»(\)

tienen parte real negativa. Luego, el punto de equilibrio E; es local y asintoticamente
estable.

» Si Ry >1,b< 0y por el criterio de Routh-Hurwitz se tiene que P2(\) posee al menos
una raiz con parte real positiva, lo que hace de £; un punto de equilibrio inestable.

= Si Ry = 1, entonces
P(A\) = A\ =+ p) (A+9+7(1—R0>>.

Asi, P(\) posee una raiz igual a cero. Se concluye que el punto de equilibrio E; es un
punto no Hiperbdlico.

]

En la Figura se muestran las soluciones del sistema cuando Ry < 1. En ella se observa
que la poblacion susceptible se aproxima a la poblaciéon total, mientras que las poblaciones
infectadas (tratadas y no tratadas) tienden a ser cero, lo que indica la desaparicion de la
enfermedad.
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Figura 3-3: Soluciones del sistema con Ry = 0,6268: A =50, 0 = 3, = 0,1637, f =0, 3,
0c=0,02, 0 =002, a=0,333, w=0,09y 1 —g=0,5; 29 =500, yg =12 y
zZ0 — 6

Teorema 3.4.2. Funcion de Lyapunov para Ey del sistema (3=8).

1
Si Ry < 1, la funcion vectorial V(z,y,z) = —y + %2 es una funcion de Lyapunov para F;
Y

~v0
del sistema (3=8).

Demostracion. Sea V : Q — RT U {0} una funcion de clase C'(Q) tal que
V(z,y,z) = cox + c1y + co2.

Se debe hallar cg, ¢; v ¢ que satisfagan las condiciones de Lyapunov:
» V(E;) = 0. De esta forma obtenemos que ¢y = 0.

» Para que V(z,y, z) > 0 para todo (z,y, 2) € €2, debe suceder que ¢; > 0y ¢y > 0.

C av dy . dz .
s Como — =c¢;— —, entonces:
omo —- = ¢, + ca -, enfonces
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av K Koz
- =a (%x + %x — 7y> + e ((1—g)y —02)
K KoZ
= (ﬂ(N—y—z)Jri(N—y—Z)—w) +e2 ((1—g)y —02)
N N
+z
=y (c1k1 — a1y + c2(1 —g)) + 2z (c1k2 — c20) — clyN (K1Y + Koz)
- 0 - +z
=y (CWRO -y + el — 9)) +z (01 1Py_ gRO - 029> — C1y (k1Y + K22)

. 1— _ 1—
=ycy7y (Ro -1+ u) + zcl% (Ro - M)

c1y c1y
Y+ z

N

- (K1Y + Ra2) .

av
Asi, para obtener g < 0, hacemos ¢; = % y o = %, y en efecto, cuando Ry < 1:

dV y+z [ = Ro0
— =y(Ry— 1) — Ryy + < 0.
i ?/( 0 ) ( 0y 1 gZ> 0

1
Por lo tanto, V(z,y,2) = —y + %z es una funcion de Lyapunov para F; del sistema (3=§]).
gl g

[l
Teorema 3.4.3. FEstabilidad global del equilibrio Ey para el sistema {3=8).

St Ry <1 el equilibrio E es globalmente estable.
Demostracion. Sea:
A
S = {(@,9,2) £ B € Q: V(z,y,2) = 0} = {(x,y,z> et 2y z:o}

el conjunto donde se anula la funcion V(z,y, z). Sea Sy € S. La solucion del sistema (3=8))
con condicién inicial Sj satisface la ecuacion:

cuya solucion es

A
. /J/ . . 7. .
entre a S se aproximara asintoticamente al equilibrio Fj.

la cual se aproxima a = cuando t — +o0. Por lo tanto, toda solucion del sistema ([B=8)) que
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Ahora, si (z,y,2) € Q — S, tomemos:

1
V(.I', Y, Z) = ;y + —z (3—13)

Luego,
» V(E)) =0,
» V(z,y,2) > 0 para todo (z,y, z) # F;
= Derivando V respecto a t obtenemos:
W _ldy | rad
dt — ~vydt A0 dt
Sustituyendo % y %,

av

1 /r1y KoZ K2
o (M M 22— .
o 7<Nm+N$ vy)+79(( 9)y +02)
De donde, al simplificar resulta:
av y+2z [ = Ry
oo —1)— .
7t y(Ro — 1) N <Roy Tz gZ)

%
Por lo tanto, en la region 2 — S se tiene que ’r < 0 para Ry < 1.

De esta manera, ([B=I3) es una funcion de Lyapunov para el equilibrio £ en ) — S segtin
[10].

Por lo tanto, F es global y asintoticamente estable. O]

3.4.2. Analisis de estabilidad del equilibrio endémico

El siguiente teorema es resultado del anélisis de estabilidad local del equilibrio Fs del sistema
B-3).
Teorema 3.4.4. FEstabilidad local del equilibrio Ey del sistema (3-8)

= Si Ry > 1, el punto de equilibrio Ey es local y asintoticamente estable.

= 51 Ry < 1, el punto de equilibrio Fy es inestable.
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Demostracion. La matriz Jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (B=8)) en el equi-
librio E5 esta dada por:

Ji1 J12 J13
J(Ey) =\ —pu—Ju —y—Ji2 =3 |,
0 (1-—g) -0
donde,
B Oy(Ry — 1)
R N (S
O(Ry — 1) Ry
Jog =~ |72 T
12 v Ro(e + 1— g) RQ
Ry—1 Ry
Jiz =10 — )
B [Ro<e+ -9 Rl —g>]

Asi, el polinomio caracteristico de J(FE3) es de la forma,

P()\) = )\3+a2)\2 +CL1>\+CLO

donde,
a9 = —TT(J(E2>)
ar = —(0+7)Ji1 + (0 + p)Jia + (1 — g)J1z + Oy
agp = —det(J(Ey)).

Es decir,

0y(Ry — 1) Ro\ | 0y(Ro—1)
0 0 1——
a +H0(9+1_ )( +v+ )+7u< Eg> R
20y(Ry — 1) Ry
— oy R0 ) 1- 0 4o
- M+RO(9+1—9)+7< RO>+

De esta manera se tiene que:
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= Si Ry > 1, entonces as >0, a9 >0y

0y(Ry — 1) Ry
a2a7 ao RO(Q"‘]._Q) 2 /ﬁ‘f‘”Y—i- +37 RO

20~(Ro — 1) p+y+0 Ry >
RS i (Y S e -0 0) +0
TR Thriog) TR OO

Ro RO
0 0 1—— 20 1——
+ (M+)+7< Ro) (u+ +7< R()))
Oy (Ro — 1) Ry
TR T 9_-29) 1p
+ i 7( Ro>+

Por lo tanto asa; — ag > 0 y por el criterio de Routh-Hurtwitz se tiene que todas las
raices de P(\) son negativas. Asi, F es un punto de equilibrio local y asintoticamente
estable.

» Si Ry < 1 se tiene que ag < 0y por el criterio de Routh-Hurtwitz, P(\) posee al menos
una raiz con parte real positiva. Luego F5 es un punto de equilibrio inestable.

O
En la Figura B-4] se muestran las soluciones del sistema cuando Ry > 1. En ella se observa

que la poblacién susceptible es menor que la poblacién total, mientras que las personas
infectadas (tratadas y no tratadas) aumentan hasta alcanzar su estado de equilibrio.
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Figura 3-4: Soluciones del sistema con Ry = 1,0841: A =50, =3, § =0,1637, f = 0,1,
c=0,02, p=0,02, «a=0,333, w=0,09y 1 —9g =0,1; zg = 500, yg = 12 y
zp = 6, lo cual genera el punto de equilibrio Fy ~ (1251, 55, 50)



4 Analisis de sensibilidad

En este capitulo se realiza un anélisis de sensibilidad para el Numero Béasico de Reproduccion
y el equilibrio endémico. Este analisis nos ayuda a determinar cuanto influye la variacion
de un parametro en el Numero Basico de Reproduccion y en el equilibrio endémico para el
modelo planteado. De esta manera, cuando se realizan pequenas variaciones en el parametro
con mayor indice de sensibilidad, habran grandes cambios en la dindmica del modelo (ver

2])-

Segun [2], si un parametro P depende explicitamente de otro p, su indice de sensibilidad esta

dado por:
IP _ p or

P ﬁa_p
4.1. Analisis de sensibilidad para el R,

Dado que el Numero Bésico de Reproduccion esta en términos de Ry y Ry, se determinan
también los indices de sensibilidad para estos dos ntmeros.

Asi, los indices de sensibilidad de Ry estan dados por

i i 7 1
R R R
I =1, I3 =1, Ifozl—l_f,
]’Ro _H IRO :_g ]—1]?0 _1—g
! g : - g
Igualmente, los indices de sensibilidad de Ry estdn dados por
. P P 1 5 w
[fo=1, If=1 Ifo=1-—\ IfP=-=
) ) o ) f 1 . fu w 87

) R

70 o o

[530:_“(0_’_7) P F T L

Finalmente, los indices de sensibilidad de Ry son:

K10 Ro _ k21— g)
k16 + ko(1 — g)’ 7 k10 + ko(1 — g)’

]6R0 =1, ]é%o _
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Jho — 1 _ 1 JHo — _M<5102+/€2(1_g>(9+7))
! - V00 + ma(l—g))
Ry _ _© re (1= g)(kap + a) — k10) r el - gw
Ia - ’ Ilfg - 5 —[w — .
Y V(K10 + Ka(1 — g)) (k10 + k2(1 — g))

Ademas, tomando 6 =3, 5 =0,1637, f =0,3,0 =0,02, p=0,02, « = 0,333, w =0,09 y
1 — g = 0,5 se obtienen los indices de sensibilidad presentados en la Tabla =11

Tabla 4-1: Indices de sensibilidad para Ry, Ry y Ro.

Parametro | 0 | [ f o 0 « w 1—g
Ry 1 1 |—-043] 0 | —0,02| —0,39 0 —0,59
Ry 1/ 0 |—-043] 1 |-0,21|-0,39 | —0,82| 041
Ry 110,64 | —0,43 | 0,36 | —0,09 | —0,39 | —0,29 | —0,23

De esta manera, dado que los mayores valores de sensibilidad se obtienen de d, podemos
concluir que para nuestro modelo, pequenos cambios en el promedio de companeros sexuales
involucran grandes cambios en el Ntimero Basico de Reproduccion, es decir, en el niimero de
contagios que se generan al introducir una persona infectada con el virus en una poblaciéon
enteramente susceptible. Es importante aclarar que los valores negativos en estos indices
indican proporcionalidad inversa. Por ejemplo, tenemos que el pardmetro inversamente pro-
porcional que mas influye en Ry es f, lo cual nos indica que un pequenio aumento en la
fraccion de personas que usan el preservativo durante sus relaciones sexuales, conlleva a una
gran disminucion en el nimero basico de reproduccion.

La Figura =T muestra a R, en funcion de cada uno de los parametros de los cuales de-
pende. En ella se observa que los parametros 0 y 3 son directamente proporcionales a él,
mientras que los demés son inversamente proporcionales. Por lo tanto, si se busca disminuir
este nimero béasico de reproduccion, es recomendable disminuir el nimero de companeros
sexuales, aumentar la fraccion de personas que hacen uso de los controles por preservativo y
tratamiento y lograr que las personas infectadas salgan de la poblacién sexualmente activa.

La Figurald=2lmuestra a R, en funcién de cada uno de los parametros de los cuales depende.
En ella se observa que los parametros 6, o y 1 — ¢ son directamente proporcionales a él,
mientras que los demaés son inversamente proporcionales. Por lo tanto, si se busca disminuir
este niimero basico de reproduccién, es recomendable disminuir el ntimero de companeros
sexuales, aumentar la fracciéon de personas que hacen uso del control por preservativo y lograr
que las personas infectadas salgan de la poblacion sexualmente activa.
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Figura 4-1: Sensibilidad de Rj.
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Figura 4-2: Sensibilidad de R,.

La Figura[4-3] muestra a Ry en funcion de cada uno de los pardmetros de los cuales depende.
En ella se observa que los pardmetros ¢, 8 y o son directamente proporcionales a él, mientras
que los demés son inversamente proporcionales. Se concluye que para disminuir el nimero
de infecciones secundarias que se generan al introducir una persona infectada a la poblaciéon
sexualmente activa, es recomendable disminuir el nimero de companeros sexuales, aumentar
la fraccion de personas que hacen uso del control por preservativo y tratamiento y lograr que
las personas infectadas salgan de la poblacion sexualmente activa.
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Figura 4-3: Sensibilidad de Rj.
4.2. Analisis de sensibilidad para el equilibrio endémico

Debido a que los calculos son muy extensos, el analisis de sensibilidad del equilibrio endémico
se realizo en el programa Maple con los valores de los parametros dados en la Figura [3-4]
obteniendo los indices presentados en la Tabla 4=2l En ella se observa que el indice mas
alto directamente proporcional para x, es a. Esto nos indica que la poblacién susceptible
aumentara significativamente si se realizan pequenos cambios subiendo la tasa de terminaciéon
de la vida sexual de las personas infectadas. Y, dado que el indice de sensibilidad inversa-
mente proporcional més bajo para xo es §, un leve aumento en este parametro disminuira
considerablemente la poblaciéon susceptible.

Igualmente, dado que el indice de mayor magnitud en 7 y 2o es 0, cuando se realicen
pequenos aumentos en él, aumentara significativamente la poblacion de infectados. Ademas,
el indice de sensibilidad inversamente proporcional de mayor magnitud en vy, y 25 es «, lo
cual indica que se disminuye considerablemente la poblacion infectada (tanto tratada como
no tratada) si se aumenta un poco la tasa de terminacion de la vida sexual en las personas
ya contagiadas.

Ademas, en la Figura [4-4] se observa que los parametros directamente proporcionales a
xo son A, f, a, 1 — gy w, ya que a medida que estos parametros aumentan, xo también
aumenta. Asi, para aumentar la poblacion susceptible es recomendable aumentar la fraccion
de personas que hagan uso del preservativo y aumentar las tasas de salida de las pobla-
ciones infectadas. Por su parte, la Figura [4-5] nos muestra que los parametros inversamente
proporcionales a ys son f, u, a, 1 — g y w, al igual que 29, como lo muestra la Figura



32 4 Analisis de sensibilidad

Tabla 4-2: Indices de sensibilidad para las coordenadas del equilibrio endémico.
A ) 16 f o 7 o w 1—yg
xo | 1| —643 | =579 0,71 | —0,16 | —0,94 | 4,36 0,33 0,9
yo | 1 | 6,45 581 | —=0,71 | 0,65 | —0,88 | —5,11 | —0,33 | —1,13
29 | 1| 6,46 581 | —0,72 | 0,65 | —1,06 | —5,11 | —1,15 | —0,13

[4-6l exceptuando el pardmetro 1 — g, el cual inicialmente es directa y luego inversamente
proporcional. Asi, las estrategias usadas para aumentar las personas susceptibles funcionan
logicamente para disminuir la poblacion de infectados. Es necesario aclarar que en estas
figuras se ha restringido el dominio hasta cuando R pasa de ser mayor a menor que 1.

4000
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0 20 40 60 80 7 % 8 10 %02 04 06 o8
A S B
4
4000 3x10 1500
,82000 \ o i J 81000 ¥
% 05 1 % 01 0.2 500, 05 1
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4
15000 510 4000
40000 N N
<2000 _J g ,842000
% 02 0.4 %01 02 o3 % 05 1
a 1—g W

Figura 4-4: Sensibilidad de x,.
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5 Modelo de propagacién y control
optimo del VIH-SIDA

En este capitulo se plantea el problema de control 6ptimo para un modelo de propagacion y
controles variables por prevencion y tratamiento del VIH-SIDA. Se tienen en cuenta dos tipos
de funcionales: uno que determina los costos que genera la aplicacion de dichos controles y
otro los beneficios de su aplicacion. Este problema se analiza haciendo uso del Principio del
Maximo de Pontryagin que consiste en optimizar el funcional objetivo planteado, integrado
a un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para las variables de estado del proceso
epidémico. Finalmente, se resuelve el problema de contorno usando el integrador ODE45 para
el problema de valor inicial y el integrador bvp4c para el problema de valor en la frontera,
incorporados en Matlab y se establecen las mejores estrategias de control para el modelo
planteado.

Para el planteamiento del modelo se tienen en cuenta las hipotesis, variables y parametros
del sistema (B=1]), pero considerando ahora que los controles preventivo y por tratamiento
dependeran del tiempo. De esta manera, sea:

ui(t) : Parametro de control dependiente del tiempo. Consiste de la fraccion de personas
susceptibles en un tiempo ¢ que usan preservativo para evitar el contagio por actividad
sexual.

us(t) : Pardmetro de control dependiente del tiempo. Consiste de la fraccién de personas
infectadas en un tiempo ¢ que pasan a recibir tratamiento.

T ) z

| | 1

H (h+a)y (1 +w)z

Figura 5-1: Dindmica del VIH con prevencion y tratamiento dependiente del tiempo

En la Figura [5-1] se muestra el diagrama de compartimientos del proceso infeccioso en
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donde se relacionan las variables y parametros considerados, teniendo en cuenta que x,y, 2
y N dependen también del tiempo.

De esta manera, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales que representa la dinamica de la enfermedad:

dx Yy z

= = A—éﬁﬁ(l—ul(t))x—&rﬁ(l—ul(t)):v—,ux

% = AL (1= w(t)w + o= (1= wi(B)z — (u+ )y — w(t)y (5-1)
dz

il us(t)y — (p+w)z

donde, A, 6 > 0; 0 < p,a,w, B,0 < 1,0 < uy(t),us(t) <1y condiciones iniciales x(0) = xo,
y(0) = yo, 2(0) = 2.

5.1. Funcional de costos

Este funcional busca minimizar los costos que implican la aplicaciéon de los controles al
sistema (B=1)) y esta dado por:

J(X (1), u(t)) = /

z/ {y+z+mu$(t) + @ug(t)}dt
0 2 2

donde X () es el vector de las variables (poblaciones), u(t) = (u1(t), us(t)) es el vector de los

{L(X (), u(t))}dt

T
T

controles, T es un tiempo fijo, 11,72 son los costos directos y unitarios (en miles o millones
de pesos) de la aplicacion de estos controles y L es una funcion llamada Lagrangiano.

De esta manera, se pretende minimizar los costos indirectos de los controles aplicados a la
poblacion infectada (los dos primeros términos del Lagrangiano), y los costos directos que
implican la aplicacion de los controles (los dos segundos términos). Es decir, se trata de
hallar a(t) = (ay(t), us(t)) tal que:

JX (1), a(t)) = minJ (X(8), u(t))

donde,
© = {(u1,u2) : u1(t), ug(t) son medibles en (0,7) y 0 < uy,uy < 1}

Ahora, si hacemos
fi A —0B%(1 —ui(t))r — dog (1 —w(t)r — px

FX,u)=| fo | = L1 —ui(t)r +do5(1 —ui(t)r — (p+a)y —uz(t)y |,
/3 us(t)y — (p+w)z
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por el teorema 4.1 [5] (p. 68-69), dado el problema de control 6ptimo:

J(X(t),u(t) = fy LIX(t),u(t))dt
X _ p(X(t),u(t)), V t>0, V ue®

dt

X(0) = X,

existe u(t) = (ay(t), us(t)) tal que:
J(X(t),u(t)) = m@inJ(X(t), u(t))

Para obtener los controles 6ptimos del sistema (B=]) se utiliza el Principio del Méaximo de
Pontryagin presentado en [20]. La funcion Hamiltoniana o funcion de Pontryagin esta definida
por:

donde A(t) = (A1(t), Aa(t), A3(t)) es llamado el vector de variables adjuntas o conjugadas que

satisfacen:
dA(t)

——= = —Hx(X,\u). 5-2
dt X ( » 7\ u) ( )
En lo que sigue del texto, se obviara ¢ de las variables que dependen del tiempo. Asi,

H(X,u,\) =y +z+ %uf—k %ug

Yy z
+ M <A — 5BN(1 —up)x — (SO'N(l —up)T — ,ux)
y z
+ Ay <66N(1 —up)x + 50N(1 —up)r — (p+a)y — u2y)
+ A (ugy — (1 +w)2)
+ viug + vo(1 — ug) + vaug + vg(1 — uy)

donde v;, i = 1, ..., 4 son llamados multiplicadores de penalizacion que satisfacen:
viup = 0, Ug(l — Ul) = O, V3l = O, U4(]_ — UQ) =0 (5—3)
Teorema 5.1.1. Controles optimos

Dada la solucion X(t) de (5=1)), existen variables adjuntas A\, Ao y A3 al sistema (5=1]) que
satisfacen:

i~ i) ((y +2)(08y(1 —w) + do2(1 = ul))> + A

dt NZ

d)\ 0B(1 —u

d_; — ()\1—)\2)($+2)%$+)\2(M+O€+U2>_)\3u2_1 (5-4)
d\ do(l—u

d_t?’ _ (Al_AQ)(ijy)%xw%s(quw—l
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con las condiciones de transversalidad M\ (T) =0, \o(T) =0 y A3(T) = 0.

Ademds, los controles optimos para el sistema (2=1]) estin dados por:

- [ A2 — A1 Y Z
1, = min <max (0, o (6,6’Nx + 50Nx>) ,1)

Ay — A
Uy = min (mzix (0, & Sy) , 1)
Up

Demostracion. Por la condicion dada en (5=2)) de las variables adjuntas, se tiene que:

H 1-— 1-—
ddktl _ _8&[ :(Al_Az)((erZ)(My( ;12)+5UZ( ul)))JFAW
dA\ OH 0B(1 —u
T Gy~ e T e ko)~ s
d\ OH do(l—u

con \(T) =0, \ao(T) =0y X(T) =0.

Ahora, para obtener el minimo de J(X, u), se optimiza la funciéon Hamiltoniana haciendo

oH OH
— =0 — =0.
ouy Y Ouy
Por tanto,
’\2_A1<55y Y P )+U2_Ul (5-5)
up = =r+do—=x . -
om NTTUN m

Ao — A Vg — U
(2 3)y+ 4 3.
P T2

U9 =

Asi, aplicando las condiciones dadas en (B=3]), se obtiene que:
» Si0<wu <1, de (B3) se sigue que v; = 0y vy = 0. De donde, de (B=5) tenemos:

A=A
T

(5ﬁ%x n 50%:5) .

Uy

» Siuy; =0, de (B3] se sigue que vy = 0y v; > 0. Sustituyendo esto en (B=0), obtenemos:

z
v = ()\2 — )\1) (56%33 + (SO'NQZ')
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» Siwuy =1, de (B3] se sigue que v; = 0y vy > 0. Sustituyendo esto en (B=0]), obtenemos:

z
vy =1+ (A — Ao) (55%3: + 5aﬁx) .

Luego, de lo anterior tenemos que:

( —
0 si A2 = (56%x + 50%@ <0
Ao — A W
uy(t) = 277 ! (6f4z+d0Zx) si 0< % (6Lz+dozz) <1
1 1
Ay — A
1 si % (0BL4x + doZx) > 1.
( 1

Escrito de otra forma,
Ao — A
ii; — min <méx (0, 2771 ! (56%90 + 50%@) ,1) .

De manera analoga, se obtiene que

( Ao — A

0 si 228y <0

Ay — A SV

Bt = 22—y si 0< 22—y <1
Uy 2
. A2 — A3

1 si y>1

\ 72

es decir,

Ay — A
Uy = min (méx <O, 2 3y) , 1)
2

El problema de contorno que se desea resolver esta formado por el sistema (BIl) con sus
respectivas condiciones iniciales, el sistema conjugado o sistema adjunto (G5=4]) con las condi-
ciones de transversalidad y los controles 6ptimos. Esto es:

]

& — F(X, 0,

L =G(X,u,N)

) z(0)=xzy , MT)=0

i, = min (méx (0, Az =M (5B%x + 50%@) , 1>
m

Uy = min (méx (0, My) , 1) .

n2

Ve
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La Figura muestra la soluciéon numérica al problema de contorno. Alli se observa que
con el fin de minimizar los costos es recomendable aplicar un control preventivo a toda la
poblacién durante los primeros cinco anos y medio. En adelante, se recomienda disminuir
progresivamente el control preventivo y empezar a tratar con medicamentos algunos de los

infectados.
750 Kll|
4] 700 -"-; ,-"/"“ -E
B 500 o’ g L7 i} £
g ol £10 E
550 “ £ =
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0 2 % 2 4 B z
Tiempo Tiempo Tiempo
3
| ) qxlﬂ
E % Con control
E B - Sin contral
< 05 e 2
L L u‘: [I
I]I] ? ] B 0 ? ] B
Tiempo Tiempo

Figura 5-2: Solucién al problema de contorno con A = 50, § = 3, § = 0,1637, 0 = 0,02,
=002,  =0,333, w=10,09, 7 = 0,55, 1, =0,75; z9 = 500, yo = 12 y
20 =

5.2. Funcional de beneficios

Este funcional busca maximizar las ganancias de las entidades gubernamentales al aplicar
los controles por prevencion y tratamiento. De esta manera consideremos ahora el funcional:

J(X (1), ult)) = /OT e‘”{VON - (A (y+2)+ %uf(t) + %u%(zﬁ)) }dt

donde V{ representa las utilidades que se obtienen por cada persona y A son los costos en
miles o millones de pesos que se generan por persona infectada. Estos costos pueden estar

"t representa el

asociados a las incapacidades laborales que genera la enfermedad. Ademas, e~
factor de descuento que puede ser interpretado como el valor que representara los beneficios

actuales en un tiempo futuro ¢ conociendo una tasa de descuento r (ver [I7]).

De esta manera, se pretende maximizar los beneficios obtenidos, es decir, se busca u(t) =
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(ay1(t), us(t)) tal que:

J(X (1), (1)) = mixJ (X (1), u(t))

donde,
© = {(uy,u2) : uy(t), us(t) son medibles en (0,7) y 0 < uy,us < 1}

Ahora, si hacemos

fi A =621 —u(t)r —dog (1 —u(t)r — px
FX,u)y=1| fo | = 0850 —wi(t)z+dox(1 —ui(t))r — (p+ )y —us(t)y |,
f3 us(t)y — (p +w)z

la funcion Hamiltoniana esté definida por:

H(X,u,A) =™ (VON - (A(y +2) + %ui + %ug))

+ A <A - 55%(1 —uy)T — 50%(1 —uy)r — ,ux)
+ Ao (56%(1 —u)r + 50%(1 —up)r — (p+ o)y — u2y>
+ A (u2y — (1 +w)2)

y segun [12], la funcion Hamiltoniana en tiempo corriente se define como:
H(X,\u)=e"H(X,\ u) (5-7)
donde A = (A1, A9, A3) es el vector de variables adjuntas en tiempo corriente definido como:
A=e")\ (5-8)
y dichas variables satisfacen:

dA

= —Hx(X, A\ u) 7). (5-9)

De esta manera, se tiene que
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H(X,u,\) =VoN — <A(y 4o+ B2y @ug)

2 2
Yy z
+ A <A —(5ﬁN(1 —uy)T — (50N(1 — Up)x —um)
Yy Z
+ (55N(1 —w)a + o (1= w)e — (4 -+ a)y — uy)

+ A3 (uoy — (p+w)z).
Teorema 5.2.1. Controles optimos

Dada la solucion X (t) de [5=1), existen variables adjuntas en tiempo corriente A, A2 y Az al
sistema (5=1]) que satisfacen:

d\ + 2)(0By(1 — +doz(1 —

d—tl = —Vo+()\1—/\2)((y oot ;12) 7 u1)>>+A1(u+r)

d\ 03(1 —

d_t2 = —%—{—A—F()\l—)\2)(1‘—1—2)%1‘—1—)\2(,&%—0{—#1@4—7“)—/\3’LL2(5—10)
d\ do(1—

d—tg = —VO+A—|—()\1—Ag)(x—i—y)%x—l—)\g(u%—w—kﬂ

con las condiciones de transversalidad A (T) =0, X\o(T) =0 y A\3(T) = 0.

Ademds, los controles dptimos para el sistema ([5=1]) estdn dados por:

N ) , Al — Ao Y z
= min ( m o+ do= 1
Uy in < ax (0, o <(56Nx (50N1’)) , )

A3 — A
Uy = min (méx (0, > 2y) , 1>
Up

Demostracion. Por la condicion dada en (B=9)) de las variables adjuntas en tiempo corriente,

se tiene que:

d\ OH (y+ 2)(0py(1 —uy) + do2(1 — uy))

E = —%‘FT)\IZ_%"F(/\I_)\?) < N2 +/\1(:u+r)
d\ OH 0B(1 —u

d_t2 = —a—y—i—?“)\g:—Vo—l—A()\l—/\2)(x+z)%x+)\g(u+a+u2+r)—)\3u2
d)\g OH (50’(]. —U1>

L = —%—l—r)\g,:—Vo—l—/H—()\l—)\2)(3:+y)Tac+)\3(p+w+r)

con las condiciones de transversalidad e ™"\ (T') = 0, e ™"\ (T) = 0y e "I X\3(T) = 0, las
cuales son equivalentes a A\ (7)) =0, X\o(T) =0y A3(T") = 0.

Ahora, segtn [12], para obtener el maximo de J(X,u), se optimiza la funcion Hamiltoniana
en tiempo corriente haciendo

OH OH
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y por tanto,
A=A

™

Uy =

(55%1: + 50%1:) (5-11)

Az — A
Uy = My (5-12)
Up;
Luego, mediante un proceso analogo al realizado con el funcional de costos, se tiene que:

( A1 — Ao

0 si —= (55%3: + 50%3;) <0
A=A T, =
() =2 o 2 (68%x+doZx) si 0< 2771 ! (684z +doZx) <1
Al — A
1 si ! 2 ((w%x + 50%35) > 1.
\ U

Escrito de otra forma,

~ ’ , )\1 - )\2 Yy z
- LAY Pl 1
7 = min <max (0, o <5ﬁNx (50Nﬂc>> , )

' ( Az — A
0 s S 2y <0
s — A P A
Bt = 2—"2y si 0< 22—y <1
2 \ /\772
1 si 222y >,
\ Up)
es decir,

Az — A
Uy = min (méx (O, > 2y> , 1> .
Up

El problema de contorno que se desea resolver esta formado por el sistema (B-I]) con sus
respectivas condiciones iniciales, el sistema conjugado o sistema adjunto (B=I0) con las condi-

]

ciones de transversalidad, y los controles ¢ptimos. Esto es:

& — F(X,,\)

L =G(X,u,N)

) z(0)=xzy , MT)=0

i, = min (méx (0, A= A2 (5B%x + 50%@) ,1)
m

Uy = min (méx (0, My) , 1)

n2

Ve
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La Figura [5-3] muestra la soluciéon numeérica al problema de contorno. Alli se observa que
con el fin de maximizar los beneficios, es recomendable aplicar un control preventivo a
toda la poblacion durante los primeros cuatro anos y someter toda la poblacion infectada a
tratamiento durante el primer ano. Después de estos tiempos, se recomienda disminuir los
controles progresivamente.
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Figura 5-3: Solucién al problema de contorno con A = 50, § = 3, § = 0,1637, ¢ = 0,02,
pw=0,02, « = 0,333, w = 0,09, n, = 0,55, n, = 0,75, V5 = 0,8, A = 0,5,
r=0,1; xg =500, yp = 12 y 2y = 6.



6 Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones

El planteamiento de un modelo y su trascendencia radica en la similitud del modelo con
la realidad. Es por esta razéon que podemos afirmar que la importancia de este trabajo
se centra en la diferencia de los modelos presentados en esta tesis con los ya conocidos,
pues reune supuestos considerados por separado en modelos anteriores, acercindonos mas
a la realidad. Entre dichos supuestos podemos encontrar el hecho de considerar que en la
actualidad los tinicos controles de la enfermedad existentes son la prevencion y el tratamiento
de los infectados, ademéas de considerar no tasas de muerte natural, sino tasas de salida de la
vida sexual activa y tener en cuenta que las tasas de salida de los infectados serédn diferentes
dependiendo de si el individuo se somete o no a tratamiento.

El modelo de propagacién y control constante nos muestra que existen dos puntos de equi-
librio del sistema: un punto donde no hay enfermedad y otro donde la enfermedad persiste
en el medio. La estabilidad de estos dos puntos depende si el valor del Ntumero Basico de
Reproduccion esta por encima o debajo de 1, esto es, si al introducir una persona infectada
con el VIH en una poblaciéon enteramente susceptible se produce menos de una o una infec-
cion secundaria, entonces la enfermedad desaparecera del medio, de lo contrario persistira.
Ademas, se establecié que bajo las circunstancias hipotéticas del modelo, siempre es posi-
ble desaparecer la enfermedad haciendo que la fraccién de personas que usen preservativo

Ro(0,0)-1, . : )
Bo00=L. iy embargo, haciendo solo uso del

durante sus relaciones sexuales sea mayor a
R0(070) ’

tratamiento, esto no siempre es posible.

El analisis de sensibilidad nos establece que la mejor forma de controlar la enfermedad es
disminuyendo el promedio de companeros sexuales que puede tener una persona en un ano
y reduciendo el flujo de entrada y aumentando el flujo de salida de la poblacién sexualmente
activa. Esto se lograria, por ejemplo, si las personas iniciaran mas tarde su vida sexual activa
y la terminaran lo mas pronto posible en caso de infeccion.

Por su parte, haciendo uso del control por prevenciéon y tratamiento, bajo las condiciones
iniciales y los valores de los parametros dados en la Figura [5-2], la forma de desaparecer la
enfermedad al costo mas bajo, es logrando que toda la poblacién use preservativo durante
(aproximadamente) los primeros cinco anos y medio, para luego, aplicar tratamiento a una
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pequena fraccion de los infectados durante medio anio mas. En un caso mas general, si lo que
se pretende es aumentar los beneficios de las entidades gubernamentales, bajo las condiciones
iniciales y los valores de los parametros de la Figura [5-3] lo recomendable es aplicar los
dos controles simultdneamente (en su totalidad) durante el primer afo, y debido a que
el tratamiento resulta més costoso, disminuirlo paulatinamente y continuar con el control
preventivo a toda la poblacion durante los siguientes tres anos, para luego, disminuir los
controles hasta desaparecer la enfermedad del medio.

6.2. Trabajo a Futuro

Se proponen en continuidad a esta linea de investigacion los siguientes dos problemas:
Modelo de propagaciéon y control 6ptimo del VIH-SIDA con retardo en el control

Se propone la formulacién y anéalisis de un problema de control 6ptimo con retardo en el
control para un proceso de propagacion del VIH-SIDA. Este problema se analiza haciendo
uso del Principio del Maximo de Pontryagin que consiste en optimizar el funcional objetivo
planteado, integrado a un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para las variables
de estado del proceso epidémico. Finalmente, se resuelve el problema de contorno mediante
Matlab y se establecen las mejores estrategias de control para el modelo planteado.

Para el planteamiento del modelo se tienen en cuenta las hipotesis, variables y pardmetros del
sistema estudiado en esta investigacion, pero considerando ahora que los controles preventivo
y por tratamiento dependeran del tiempo menos un tiempo de retardo constante en aplicar
los controles. De esta manera, sea:

uy(t — 71): parametro de control dependiente del tiempo menos un tiempo 71 de retardo
constante en la aplicacion de dicho control. Consiste de la fraccion de personas susceptibles
en un tiempo ¢t — 7; que inician el uso de preservativo para evitar el contagio por actividad
sexual.

ug(t — 72): parametro de control dependiente del tiempo menos un tiempo 75 de retardo
constante en la aplicacion de dicho control. Consiste de la fraccion de personas infectadas
en un tiempo t — 75 que pasan a recibir tratamiento.

De esta manera, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales que representa la dinamica de la enfermedad:
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Ccll_:tc = A-— 55%(1 —uy(t —m))x — 50%(1 —uy(t —m))x — px
% = B (L =it —m))w + do—(1 it = 7))x — (u+a)y — ust — 1)y (6-1)
dz
Tl us(t — 1)y — (n+w)z
integrado al funcional de costos:
T
J(X(t),u(t—71)) = {L(X(t),u(t —7))}dt

g T T2
:/ {y—i—z—l—Eu%(t—Tl)—l—?ug(t—Tg)}dt
0

donde X (t) es el vector de las variables (poblaciones), u(t — 7) = (uy(t — 1), us(t — 72)) es
el vector de los controles, T" es un tiempo fijo, 71, 12 son los costos directos y unitarios (en
miles o millones de pesos) de la aplicacion de estos controles y L es una funcion llamada
Lagrangiano.

Modelo SI con redes libres de escala y estructura modular para el VIH-SIDA

Se propone formular y analizar un modelo para la propagacion del VIH-SIDA tipo SI con
redes libres de escala y estructura modular, utilizando la teoria de los sistemas complejos,
en particular las propiedades dinamicas y estructurales de dichas redes.

Se ajusta la fuerza de la infecciéon de propagacion del VIH-SIDA utilizando un modelo SI
con poblacién variable y con la funcion de la fuerza de infecciéon se determina la densidad
relativa de nodos (personas infecciosas) usando una ecuacion de campo medio.
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