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RESUMEN

La importancia de la no linealidad y sus implicaei® en el comportamiento del flujo en el
uso de modelos de transito hidraulico es el tenmzipal de este trabajo; se presenta la aplicaa#n
una metodologia de transito basada en el acopla deda de choque a la ecuacién de la onda
cinemética. En casos en los cuales la pendienteagiel es alta (cuencas de montafia), los esquemas
de solucion suelen no ser estables a la hora dgrife onda de choque dada la discontinuidad
matematica producida por el rompimiento del fred&e onda. En este trabajo se busca un
acercamiento a esta problematica desde el puntistéede la solucidon de las ecuaciones de Saint
Venant en una dimension. Se propone un esquen@uw®ds simple que produzca soluciones Utiles
a las necesidades de la ingenieria.

ABSTRACT

The importance of non linearities in flow routingodels is treated in this study, a
methodology based on the application of the shoakencoupled to the kinematic wave routing is
presented. This approach is considered partigulsuitable in high slope channels i.e. those
associated to mountain streams, where the shocle wagwn as a mathematic discontinuity is
presented. The use of the 1D Saint-Venant equateimplified to the kinematic wave, and the
development of a single numeric scheme of the skaasle is used to define an algorithm useful in
the most of typical flow routing problems in engeneg.
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1 INTRODUCCION.

En Colombia los modelos de transito de permanemtzarg de gran popularidad en
aplicaciones précticas en ingenieria. Paquetdrivaales como el HEC-RAS (HEC, 1997) se usan
para definir la propagacion de hidrégrafas en agaaslas tales como rios, flujo por el terreno, sede
hidricas, entre otros, y adicionalmente deternmimaitura requerida para estructuras de contre$tal
como puentes, diques, vertederos y obras de pi@tec€uando las hidrografas crecen rapidamente,
la no-linealidad tiene mayor importancia y los eeede los esquemas de solucion linealizados
pueden ser mas grandes. Para algunas personaseestoenos son claros, pero para la gente que
utiliza software hidraulico o hidrologico apoyadn Enealizaciones no es asi y se sienten muy
comodos con sus resultados pudiendo tener errcaades y peligrosos pues en algunos aspectos no
estan del lado de la seguridad.

En el caso de transito en canales de alta pend{8ote> 5%), muy comunes en nuestras
cuencas, los modelos de régimen no permanente gendsoluciones inestables por la alta
acumulacion de errores (Singh, 2002b, Tsai, 20@8).estos casos, un esquema de solucion de la
onda cinematica (ecuacion simplificada), que carsidcoherentemente la no linealidad puede ser
adecuado y suficiente para las necesidades dgdaibria.

La aproximacion de la onda cinematica permite arteesultados satisfactorios en cuanto a
la estabilidad de los modelos (normalmente predestan diferencias finitas explicitas); pero al no
tener en cuenta el desarrollo de la onda de ch(®fueck wave) al interior de la solucién, la masa
transportada por el hidrograma se distribuye derdcual uso del modelo numérico y a la malla
numeérica empleada, y por lo tanto es asi como era® del método de la onda cinemética se
observan los efectos de atenuacion del hidrogr&havi, 1988).

El objetivo principal de este trabajo es desamalla modelo numérico que resuelva las
ecuaciones de Saint Venant para condiciones deatidiente, donde la onda cinemética (propuesta
para un sin namero de aplicaciones, no solo a thigrtulico, sino también de la hidrologia, la
acustica, los problemas de transito vehicular,eentros) representa el mejor acercamiento a la
solucion de las ecuaciones completas (Chow, 1988i, P003). Asociado a esto, se propone el
acoplamiento de un modelo simple de onda de ch@@tetham, 1974) para la solucién de la
discontinuidad matemética producida por el rompitaiele la superficie libre de flujo, teoria que se
fundamenta en las ondas no lineales y la solucdasilineas caracteristicas.

2 MARCO TEORICO

En el transito distribuido de crecientes se aplit métodos hidraulicos que tienen la
capacidad de simular un amplio rango de situacigresracteristicas del canal. El desplazamiento
de la onda en régimen no permanente y flujo unidgiomal, se define a partir del uso las
ecuaciones de conservacion de la masa y de camnt@awvimiento propuestas por Barre de Saint —
Venant en 1871 (Cunge, 1980; Chow, 1988). Parahasieplicaciones practicas de transito en
canales de alta pendiente, las variaciones espadalvelocidad a lo ancho del canal y con respecto
a la profundidad pueden ignorarse, de tal maneeaetjyproceso de flujo puede aproximarse a un
flujo en dimensién espacial, en nuestro caso kcdién de flujo. Las ecuaciones de conservacion de
masa y de momentum que gobiernan estos tipos jdesescriben de la siguiente forma:
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Trabajos recientes (Tsai, 2003, Macchione, 2008)usstran que el uso de la ecuacion de la
onda cinematica permite obtener resultados sinsilaretilizar las ecuaciones completas [1,2] en el
caso de canales con pendientes altas. Estos estuelalidan lo presentado por Henderson
(Henderson, 1966) quien argumenta que los printetésminos de la ecuacion [2] son dos 6rdenes
de magnitud menor que la pendiente del lecho dellcg por ende estos términos se pueden ignorar
en el caso de altas pendientes, llevando a lacijpaide las ecuaciones de la onda cinematica. La
onda cinemética es muy util en zonas con alta petelidonde se asume que el flujo es
gradualmente variado (Chow, 1988; Vélez, 1989; I8i2§01; Tsai, 2003). Su aplicabilidad no solo
es en transito de canales, sino también en hideokbg zonas urbanas (alcantarillados, acueductos,
sistemas de riego), flujo por la ladera, rompinvedé presas, entre otros (Whitham, 1955, Singh,
2002). La onda cinematica, sin embargo, no permiteetamcefectos que se trasladan en direccién
aguas arriba del canal, como curvas de remansoryipfanto cualquier atenuacion del pico de la
hidrografa se deberd errores inherentes a la solucimérica de las ecuaciones.
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En algunos casos tipicos de transito de crecieeteda ecuacion de continuidad [3] se
desprecia el caudal later@) ya que la hidrografa de entrada es de varios ésdde magnitud
mayor que el caudal base de la cuenca, aportesffwacion, etc. Adicionalmente, la ecuacion [4]
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También, en rios en rios con una pendiente loisafemente grande y sin efectos aguas arriba el
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comparado codh/dx.

La ecuacion de conservacion [4] se puede expresav@s de una ley de resistencia al flujo
(Manning, Chezy, etc), de la siguiente manera:

Q=a,A" [5]

Donde a; y [% se relacionan con la geometria y la rugosidad flaj@ uniforme (Chow,
1988; Singh, 2002) y proporcionan la no lineali@ada solucién numérica.
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Las constantes para cada secc#ry(;) dependen de la geometria del canal y se obtienen
través de una regresion de tipo exponencial, deadema el radio hidraulico como funcion del area

R=a,A”; n corresponde al coeficiente de resistencia al flujopuesto por Mannings, es la
pendiente del canaf =1 para el sistema internacional de medidas=\149 para el sistema inglés.

Diferenciando [5] respecto al tiempo y reemplazdmdm la ecuacion de conservacion de
masa, ecuacion [3] se tiene:
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la cual es idéntica a la formulacion méas simpleagarsolucion de las ondas no lineales
presentada por Whitham (Whitham, 1974), en el dasg=0:

p+c(p)o, =0 [8]

Obsérvese que si en la ecuaciong8e reemplaza por el area de la seccion transwebal
canalA, la ecuacion [7] presenta la forma de una ecuduiderbdlica con la solucién dada por las
lineas caracteristicas, la cual normalmente seelesypor diferencias finitas implicitas o explisita
(Cunge, 1980, Chow, 1988).

La solucién analitica del conjunto de ecuaciongsy[$7] se puede obtener mediante la
aplicacién de lagcuaciones caracteristicague representan la celeridad o velocidad de tiaon
cinemética(cy), y en este caso proporciona el pardmetro no lmpealvaria a lo largo del canal y que
depende de la geometria del mismo. Las ecuactanasteristicas se presentan a continuacion:
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En la solucion numérica por el método de las cariticas la informacion transportada por
la onda es vélida hasta el momento en el cual sdupca la interseccion de dos o mas lineas
caracteristicas, punto a partir del cual se gemesadiscontinuidad. En el transito en canaledtde a
pendiente, la celeridad de la onda aumenta enaiire@guas abajo, lo que implica una mayor
probabilidad de producirse un choque hidraulicde Es un problema asociado a la no linealidad del
flujo, tiene explicacion desde el punto de vistatemdtico (pendiente infinita, varias soluciones,
discontinuidades como el “bore” y la onda de chyquigsico (transporte de masa y continuidad de
la misma).

Autores como (Whitham, 1974, Borah et al, 1980)izaa la forma de la onda de choque
debida al comportamiento no lineal de flujo. Aqjai,fisica del problema se tiene en cuenta y
permite, a través de esquemas lineales simplepppeo el manejo del frente de onda mediante la
solucion débil (“Weak solution”).

. Q-Q
Q-Q,=U(A-A) O U:ﬁ
Esta ecuacion que cumple con la ecuacion de cadéidude la masa, se conoce como la
condicion deRankine-Hugonigtla cual expresa la velocidad del punto de rongima en funcion
de la velocidad de grupd, o velocidad de la onda de choque.

(11]

El proceso de solucion de la onda cinematica mediainajuste de onda de choque “shock
fitting” (Whitham, 1974; Borah et al., 1980; To2)00) consiste en “trazar” los choques en el plano
caracteristico y determinar el punto exacto enual @os lineas caracteristicas se interceptan,
mediante la solucion simultdnea de las ecuacioarxcteristicas [9] y [10] y la expresion para la
velocidad del choque, ecuacion [11]. Una altewaadie solucion, consiste en restringir los choques
a choques artificiales de pequefias amplitudes de @hoques débiles). Esto significa (observando
la Figura 1) que un posible choque formado poc#aacteristicasscey & (punto P) no debe ser muy
diferente al choque formado por las caracteristigag c,’ (punto B); lo anterior debido a que las
areas de flujo adelante del choque, llevadas pgra’, o las &reas de flujo que viajan atras del
choque, llevadas pon ¢ ¢’ no difieren mucho entre si. Si esto se cumpéepsgede postular, a
partir de la teoria de los choques débiles, queclomjues en los puntos P y B no difieren
significativamente, lo que permitir establecemaotdelo numérico mas eficiente.



Fin del calculo

X

Figura 1.- Solucién por el método de las caracteristicas gosteade la onda de choque. (Adaptado de
Borah et al, 1980).

Para cumplir con lo anterior se tiene que la caadimecesaria y suficiente para que se
produzca el rompimiento (Figura 1) es:

c,>U>c, [12]

Luego la onda de choque, que viaja con velocidadrdpo U, no es més rapida que la
celeridad de la onda aguas arriba, ni menor queeleridad de la onda aguas abajo. Con el
establecimiento de la ecuacion [12], se tieneedtamciones necesarias para el desarrollo del método
de las caracteristicas con ajuste de la onda dpiehpsu solucion numérica.

2.1 Solucién numérica

Para la solucion de la onda cinematica por medidadeecuaciones caracteristicas se
discretiza el canal en tramos donde se consideseckeion constante a lo largo del mismo (cascada
hidrograma que se transita a través de la aplinad® las ecuaciones caracteristicas [9, 10] (en
diferencias finitas) para llevar la onda cinema#ideavés de cada elemento de cascada:

Al =A +glat] [13_a]
. _ i 8
A {(AJ ) +q—'Axi} [13_b]
a,
ijJ:il = Qij + Q|j AX; [13_c]

Ahora las ecuaciones para dibujar las lineas caiatitas, al interior de un elemento de
cascada (Figura 2), considerando caudal lateratante entre dos punt0sa, t.1) y (X, t) son:



Fin del calculo Cuando el caudal lateral es distinto de cero.

o B, = a—f[(qﬂ ati+A ) -(a ) } [14_a]

(Elemento k) |
Hidrografa

de salida.

(Elemento k+1)

q' [laz

j }/2
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Cuando el caudal lateral es cero.

Ax = a,, (A1) At [15_a]
Q X
. 1 \i-
R , at=— (AP [15_a]
Elemento de cascada (k-1) Elemento de cascada (k) 0’2'82

Figura 2.- Esquema utilizado durante el método de las cafatiteis — Ecuaciones necesarias dependiendo
de las condiciones de entrada de flujo lateralapdado de Borah, 1980).

En el procedimiento numérico las ecuaciones [1B3] [y [15] se complementan con la

relacién funcional [5] en forma diferencigl’ = a, (AJ' )ﬁz, para dibujar las lineas al interior de un

elemento de cascada. Para esto se parte de dzidplele un tamafio de paglb coherente (en

nuestro caso que cumpla la condicion de Coumm% 0<C<1), a partir del cual se termina de

Cy
construir la malla numérica en el eje del tiempo.eEcaso en que en un tramo se corten las curvas
caracteristicas se presentaftamte de choqug la solucién anterior deja de ser valida. Fisieate
la celeridad de la onda que viaja aguas arribass®ngue la de inmediatamente aguas abajo, lo que
produce en algun punto en el espacio un frentende,cel cual si no se trata correctamente genera
pérdida de masa (Figura 3). Cuando el rompimientore, se genera en el plaae la intercepcion
de 2 lineas caracteristicas, donde la continuidasl &rea de flujo deja de existir.

t t

Hidrografa
de entrada.
(Elemento k)

Caudal Lateral
(Elemento k)

Posible
l« Zona de
Choque

.
Elemento de cascada (k-1) Elemento de cascada (k)

Figura 3.- Ubicacién del punto de rompimiento (cruce de lineasacteristicas) y representacion en un
esquema numeérico - la informacién llevada pdiabsorbe” a £ (Adaptado de Borah, 1980).



El cambio subito en el &rea de flujo o en la prdfdad se interpreta como la iniciacién de un
choque, el cual al formarse, prosigue con su pregiacidad (velocidad de grupo), expresada por la
ecuacion [11]. La condicidn necesaria, pero ncciirite, para la formacion de una onda de choque
fue presentada en la ecuacion [12] y se relaciondacpendiente de las lineas caracteristicas.

Q.. 2) 5 -[au, )2 > e g a0m [16]

Luego del rompimiento, la onda cinematica deja dscdbir el comportamiento fisico del
flujo y usamos la ecuacion de la onda de choque.implementacién del método del ajuste de la
onda de choque a través del uso de las ecuacioaexteristicas consiste en resolver
simultaneamente las ecuaciones [14] o [15] y laesipn que define la velocidad de grupo.

_dx_ Q°(x)-Q%(xt)
U(X’t)_a_ib(x,:)—ia(x,:)

[17]

donde el superindic®)(significa antes (atras) de la onda de choqu® gespués (adelante)
de la onda (Puntos asociadog gt en la Figura 3).

La metodologia de solucion del ajuste de la ondehdgue a las ecuaciones caracteristicas
consiste en aplicar inicialmente el transito aédsade las lineas caracteristicas. Posteriormente s
evalla en cada paso de tiemfipla condicion de rompimiento [16]. Una vez defmiel At se halla
el correspondientélx a través de las siguientes expresiones (simikdas presentadas en Borah.
1980).

o (Ai?(l)]ﬁzﬂ-(Aﬁl(z)]ﬂzfl‘(‘\j SIEICON si gl #0 [18]

Qij (2) _ Qij (2)

— At
A=A B

siq) = [19]

AT - A

Las ecuaciones anteriores se complementan conukcién [13] para evaluar los valores
antes y después del choque, a través de la relaoiéional [5]. Este procedimiento “explicito” se
repite hasta completar la longitud del elementocaecada, y al igual que en el método de las
caracteristicas, se aplica un algoritmo para engoet tiempo de llegada de la onda de choque al
final de dicho elemento. La condicién propia deque (Area de flujo) se calcula como:

Alx.t)= %[A(l) (x,t)+ A(Z)(x,t)] [20]

El ajuste lineal obedece a la misma condicion dejebls débiles. Aqui no se aplica una
discontinuidad matematica, sino que se asume guisdates de onda tienen longitudes finitas que
son inducidas como rompimiento, tal como el dendeomonoclina (Chow, 1988).

3 APLICACION

Se desea comparar la solucion por el método denda @e choque con otros modelos
comunmente empleados en el transito de avenidasdmée Muskingum, onda dindmica, método
de las caracteristicas y onda cinemética en did&erfinitas). Estos métodos han sido programados
en MATLAB y el codigo es de libre uso. La geoneetorresponde a un canal rectangular de 61 m
de ancho, con una longitud del 4500 m y la rugasid@ Manningn=0.035 Las hidrégrafas de
entrada para los casos de aplicacion se presemtianFégura 4. Los resultados se presentan al final
del tramo, donde inicialmente se transita la hidafeg triangular (Figura 4_a) en un canal de
pendiente 1% y sin caudal latefg@t0).
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Figura 4.- Hidrografas de entrada para los casos de aplicamiocanal. a) Hidrégrafa triangular de lento
crecimiento. b) Hidrégrafa asociada a un cas@dwimiento de presa.

Inicialmente se desea observar el comportamienfosdmodelos con controles aguas abajo,
donde las condiciones de frontera (profundidad) $ido definidas a partir de las corridas de los
modelos cinematicos. El método numérico para lac&n de la onda dinamica (ecuaciones
completas) se programa de acuerdo al esquema gtopa (Fread, 1978, citado por Chow, 1988),
con un valor d®=0.55.
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Figura 5.- Aplicacion de los métodos de onda cinematica eerdlitias finitas (DF-OC), método de las
caracteristicas (MC-OC), onda dinamica dx0.55 (OD), el método de Muskingum y el
método del ajuste de la onda de choque (SHOCK-®@Qa izquierda se presenta la onda
dindmica con control aguas abajo, a la derechasehoncaso con altura constante de 2 m.

La Figura 5 presenta los resultados para pendientierada (1%) y dos tipos de control, en
la Figura 6 se aumenta gradualmente la pendieteadal y se observa el comportamiento de los
diferentes modelos; de nuevo la onda dindmica efralada aguas abajo con un hidrograma de
niveles obtenido por los resultados de los modglmmaticos.
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Figura 6.- Resultados de la aplicacion de las diferentes mtdgths para pendientes del 5% y 10%.



En la Figura 5 se observa como ante un controlguoignado por la onda cinematica, las
ecuaciones completas tienden a los mismos resslt@ado el contrario, al adicionar un control aguas
abajo constante (2 m) el método de la onda dindgceera oscilaciones numéricas al tratar de
ajustarse a la condicion impuesta. En la Figusa 6bserva que a medida que la pendiente del canal
aumenta la simplificacion de la onda cinematicaceavierte en la mejor alternativa para el
modelamiento numérico del flujo, incluso en coralieis de hidrografas de lento crecimiento
(respuesta lenta). En el caso de pendiente 10&fda dinAmica no pudo ser aplicada debido a la
alta difusion numérica. Se observa, ademas, conspllzcion en diferencias finitas de la onda
cinemética presenta la mayor atenuacion numériceleraudal pico, mientras que la solucion
analitica por el método de las caracteristicagustaade manera notoria a la solucion de la onda de
choque.

Un caso mas desfavorable se presenta a continyadghde para el canal de 1% de
pendiente se transita un hidrograma de creciergstirado en la Figura 4_b, y que se asocia a una
hidrografa de rompimiento o climéatica donde la raaseendente de la misma crece en un intervalo
de tiempo corto. Se utiliza el canal de pendielfi® (moderada) con el objetivo de ver la
importancia de los métodos simplificados, con candes iniciales més desfavorables.
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Figura 7.- Resultados de la aplicacién de los métodos de omdanatica para un caso de hidrografa de
rompimiento en un canal prisméatico con una pendidat 1%. x=4500 m y x=8000 m.

Para estas condiciones fue imposible el modelamiewntmérico de la onda dindmica.
Adicionalmente, al comparar los modelos cineméatem®bserva pérdida de masa en el método de
las caracteristicas debido a la interseccion dditess caracteristicas que emergen de la malla
numérica (Figura 3), y que estan asociadas a uwhatguarea de flujo particular. En el método del
ajuste de la onda de choque la discontinuidad nétesnes tratada fisicamente como un choque
débil mejorando notablemente los resultados dekitéd Finalmente, es clara la atenuacion del
caudal pico para el método de la onda cinematicdiferencias finitas, lo que a la hora de definir
niveles puede corroborar a la obtencién de valguesvan por debajo de la seguridad.

Durante la realizacion de este trabajo de invesigase realizaron comparaciones con
paquetes tradicionales (HEC-RAS, FLOWPRO) parablerion de perfiles de flujo en régimen
permanente y no permanente. También se realizemotdas para canales naturales, objetivo
primordial de este trabajo y transitos con la isiglo de flujo lateral. Todos los resultados se
encuentran en (Montoya, 2005) asi como los codigasleados en MATLAB para cada uno de los
modelos.

4 CONCLUSIONES

En casos de transito de crecientes en canales gmémdios esquemas que utilizan la
simplificacién de la onda cinemética son bastatitesiital y como lo reportan (Chow, 1988; Singh,
1996, 20022 y b, Tsai, 2003, Macchione, 2003, etl) modelo del ajuste de la onda de choque,



basado en esta simplificacion, permite para estegscsimular los frentes de ondas manteniendo la
continuidad en la masa y adicionalmente disminugeadatenuacioén en el caudal pico; fenomeno
que en los modelos de diferencias finitas se ateibai difusion numérica y en el método de las
caracteristicas a la pérdida de la masa transitada.

En condiciones de flujo en canales, donde se pgederar un frente de onda, las ecuaciones
de Saint Venant no son validas en las vecindadésdiscontinuidad. En estos casos, un método de
solucion como el de la onda de choque permite ajusis lineas caracteristicas mediante un
algoritmo simple (Borah y Prasad, 1980) basadoadedria de Whitham (Whitham, 1974) y que
para el caso de hidrografas de crecimiento modepadwoite visualizar la formacion del frente de
onda y el retraso en el tiempo de viaje de la misma

La hipétesis principal bajo la cual se apoya elestpa del ajuste de la onda de choque es la
presencia de “choques débiles”. En el caso debbidfas de lento crecimiento los métodos
analizados son muy estables; pero al presentassdidrografa de rompimiento debe refinarse la
malla numérica de tal forma que se cumpla la hg®gue (A-A;)/A; es pequefia. En estos casos
el uso de la onda cinematica en diferencias firsasecomienda, debido a que sus resultados son
similares a los de la onda de choque, siempre iydmia pendiente sea mayor del 10%.

Este trabajo trata de dejar una pregunta abiertzuanto al tema del transito hidraulico no
permanente y el uso de paquetes comerciales pdesa&irollo de perfiles de flujo. En este sentido
solo se ha tratado el problema del aumento derdipate, quedando pendiente el estudio de la
disipacion de energia, de la aparicion de resaithrgwulicos moviles, el tema de la rugosidad, entre
otros.

5 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Borah, D. K., Maitreyee B.(2000). Hydrologic modeling of the Court Creek erahed Contract
report, lllinois Department of Natural Resources.

Borah, D., Prasad. N., Alonso, C(1980). Kinematic wave routing incorporating skditting.
Water Resour. Resl6(3), 529 — 546.

Chow; V.T. (1982). “Open channel hydraulicdVlc Graw Hill Book Companyp. 633.

Chow, V.T., Maidment, D.R., Mays, L.(1988). Applied HydrologyMac Graw Hill, E.U., pp584
Cunge, J.A., Holly, F.M., and Verwey, A.(1980). Practical aspects of computational river
hydraulics.Pitman advanced publishing prograBoston, MA.

Henderson, F.M. (1966)Open channel flowmMacmillan, New York

Hydrologic Engineering Center HEC. (1997). Hydraulic reference manuaHydrologic
Engineering Center. US Army Corps of Engine08 Second Street. Davis, CA.

Macchione, F., Morelli, M. (2003). Practical aspects in comparing shockwap schemes for
dam break problemsJ. Hydraul. Eng129(3), 187-195.

Montoya, J. D. (2005). Transito hidraulico en canales de altednte. Universidad Nacional de
Colombia. Posgrado en Recursos Hidraulicos. Medellin.

Singh, V. P.(1996). Kinematic wave modeling in water resoursesface water hydrologylohn
Wiley, New York.

Singh, V. P.(2001). Kinematic wave modelling in water resosrcehistorical perspectivelidrol.
Processl5, 671-706.

Singh, V. P.(2002). Is hydrology kinematicHidrol. Process16, 667-716.

Toro, E. (2000). Shock - capturing methods for free-surfatmllow flows. Manchester
Metropolitan University, UK John Wiley & Sons, LTDpp 307

Tsai, C. W. (2003). Applicability of kinematic, noninertiané quasi-steady dynamic wave models
for bend-flow simulationd. Hydraul. Eng129 (8), 613-627.

Vélez, J. 1.(1989). Estudio del lahar ocurrido el 13 de noweende 1985 en el rio Chinchina como
consecuencia de la erupcién del volcdn Nevado de Buoiversidad NacionalMedellin. pp 181.
Whitham, G. B. (1974). Linear and non-linear wavagiley-IntersciencelNew York. pp 636



