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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se presenta un procedimiento para estimar factores co-
munes en series temporales que presenten comportamientos no-lineales del
tipo threshold. Dentro del estudio de series de tiempo, los procesos multi-
variados y la no-linealidad presentan desarrollos metodolégicos de especial
interés. En los modelos vectoriales VARM A existen multiples estructuras
con caracterfsticas similares y no existe una solucién simple para la iden-
tificacién de los pardametros. Adicionalmente la proliferaciéon de pardametros
puede ser tan alta como para hacer la estimacién intratable en la préactica.
Un modelo factorial dindmico no solamente reduce la dimensién del sistema,
sino que permite dejar al descubierto componentes comunes al conjunto de
variables que explican las interrelaciones dindmicas existentes entre ellas.

3



El modelo factorial dindmico de Pena y Box (1987) representa las variables
observadas mediante una suma de dos componentes latentes ortogonales:
una, comuin a todas las variables, descrita por un proceso ARMA de di-
mensién reducida y otra, especifica a cada variable particular, que no estd
correlacionada con la componente comiin. Este modelo inicialmente formu-
lado para series estacionarias ha sido generalizado a series no-estacionarias
en Pena y Poncela (2004,2006) y recientemente se han presentado técnicas
para su identificacién en Hu & Chou (2004). Es bien conocido que la clase de
modelos ARIM A no es adecuada para representar variables que presenten
caracteristicas asimétricas, ciclos irregulares o cambios bruscos en diferentes
instantes del tiempo. El objetivo de este trabajo es extender el modelo fac-
torial dindmico para permitir tener en cuenta efectos no-lineales del tipo
umbral. El modelo autorregresivo umbral, T AR, es un modelo no-lineal en
el tiempo y lineal a trozos en el espacio umbral, representado mediante
diferentes procesos autorregresivos que se activan cuando una determina-
da variable sobrepasa un valor umbral. El interés por los modelos T AR en
el caso multivariado es muy reciente. Tsay (1998) es tal vez el primero en
proponer un procedimiento de estimacién y una prueba de no-linealidad
para el caso vectorial. En el estudio de sistemas cointegrados, Hansen & Seo

(2002) proponen un modelo umbral vectorial para analizar la cointegracién



no-lineal.

El modelo que se propone en este trabajo detecta componentes comunes
no-lineales que puedan ser representadas por modelos umbral y que involu-
cren la dindmica propia del sistema. Mediante este tipo de modelos pueden
salir a relucir caracteristicas importantes e interesantes que sean significati-
vas en un régimen y no en el otro. El modelo puede interpretarse o bien como
una extension del modelo de Pena y Box que permite tener en cuenta efectos
no-lineales o bien como una reparametrizacién del modelo TAR vectorial,

que reduce significativamente el niimero de pardmetros.

El trabajo que se presenta a continuacién tiene tres partes: formulacion,
estimacién y aplicacién del modelo. En el capitulo dos de este documento,
se introduce el modelo, se dan restricciones para que el modelo sea identifi-
cable y se estudian algunas de sus caracteristicas propias. En particular, se
muestra que a pesar de tener una ecuacién no-lineal, el modelo pertenece a la
clase de modelos espacio-estado condicionalmente gaussianos, lo cual permite
aplicar las herramientas del filtro de Kalman. En el capitulo tres, se presen-
ta el método de estimacién. La estrategia propuesta consiste en realizar la
estimacién secuencialmente por concentracién de la funcién de verosimil-
tud, combinando el algoritmo EM con un método de bisqueda directa. A

diferencia del modelo factorial dindmico, la funcién de verosimilitud no es



continua en el espacio umbral y el soporte depende de los pardmetros, por
lo que el algoritmo EM no puede aplicarse directamente. Se analiza el efecto
que tiene la no-linealidad sobre las recursiones del algoritmo de suavizacién
y se presentan procedimientos para hallar analiticamente las soluciones en el
paso M del algoritmo. Estos procedimientos disminuyen sustancialmente los
costos computacionales de emplear el método de bisqueda directa. Por tlti-
mo, en el capitulo cuatro, la metodologia propuesta se utiliza para estimar
un modelo para un sistema de caudales de rios colombianos en el cual hay
dos regimenes que se activan mediante la variable del Indice de Oscilacién
del Sur, que estd asociada a los episodios del Fenémeno del Nino y afecta el

sistema hidrolégico.



Capitulo 2

Modelo Factorial Dinamico

Threshold

En este capitulo se propone un modelo que permite poner de manifiesto
factores comunes no-lineales del tipo umbral. Con el fin de motivar y es-
tablecer la notacién necesaria para la formulacién del modelo, se abordaréan
primero por separado los dos temas involucrados: el factorial dindmico por un
lado y el threshold multivariado por el otro. El capitulo tiene cinco secciones:
en la primera se presentan y comparan las diferentes representaciones prop-
uestas en la literatura para el andlisis factorial dindmico, tanto para el caso
estacionario como para el caso no-estacionario. La segunda seccién presenta

el modelo threshold con énfasis en el caso multivariado. En la seccién tres se



introduce el modelo factorial dindmico con efectos threshold, precisando los
supuestos y restricciones. La identificacién del modelo se analiza en la cuarta

seccién. Algunas propiedades adicionales se estudian en la quinta seccion.

2.1. Analisis Factorial Dinamico

El objetivo del andlisis factorial consiste en describir la interdependencia
existente entre un conjunto de variables aleatorias z1, 29, - - - , z; en términos
de unas pocas variables latentes f1,..., f, llamadas factores. Suponiendo
que las variables z se miden en desviaciones a sus medias, el modelo factorial
expresa cada variable como una combinacién lineal de los factores més una

componente de error, u, llamada componente especifica:
T
Z; = E )\ijfj + Ui, 1= 1, cees k.
Jj=1

Sean Z = (21722,'“ 7zk>,7 f = (flf" 7f7')/7u = (uh"' ,Uk), y A= ()\ZJ)
1=1,---  kyj=1,---,r. En forma matricial el modelo factorial se expresa

mediante

Z = A f + u.
(2.1)

(kx1) (kxr) (rx1) (k x 1)

Suponiendo que f y u se distribuyen de forma independiente con

E(f) = 0,E(ff') = Ty, E(u) = 0, E(uu’) = 3,, la estructura de la ma-



triz de covarianza del vector Z, I'y = E(ZZ'), estd dada por

T, = AT;A + 5, (2.2)

Es claro que en el caso en el que las variables de interés sean series tempo-
rales, la representacion (2.1) resulta inapropiada. Cualquier andlisis que se
haga a partir de esta representacion, tendra en cuenta tinica y exclusivamente
relaciones contempordneas. La informacién de las matrices de autocovarian-
za rezagadas ['z(h) = E(Z;_1,Z}) se pierde completamente y la dindmica
propia de los factores comunes no queda reflejada en el modelo.

El andlisis factorial dindmico generaliza el andlisis factorial estédtico para
tener en cuenta el efecto dindmico de las series sobre la estructura de las
varianzas-covarianzas. En lo que sigue Z; y f; seran series de tiempo vectori-
ales estacionarias de dimensiéon k£ x 1 y r x 1 respectivamente,
Z, = (z11, 200,y 2et)s £ = (fre,-- 5 fr)'s t = 1,2,... y las variables
z1,- -+, 2, serdn variables aleatorias temporales medidas en desviaciones a
sus medias.

Representaciones para factores estacionarios

Para tener en cuenta la dindmica en el caso de factores estacionarios, se

han propuesto en la literatura dos alternativas diferentes. La primera, prop-

uesta por Geweke & Singleton (1981), consiste en reemplazar
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Z, = Af; + u; por un modelo con factores a rezagos distribuidos:
Zt = Z Az'ft—z' + uy. (23)
i=0

donde m puede ser infinito. La segunda, propuesta por Pena & Box (1987),
anade una representacion para f; sin alterar la ecuaciéon Z; = Af, + uy,

quedando el modelo definido por:

Zt = Aft + Uy,
» ‘ (2.4)
fp=> ofii+ > 025, 00=1.
i=1 7=0
con¢;,t=1,---,pyb;, j=1,---, ¢ matrices diagonales. Se puede mostrar

que el modelo de Penia & Box (2.4) incluye al modelo (2.3). En efecto, si
Z, = Aofy + Moty + -+ + At + wy, entonces Z; = A*f) + u; para
A* =[N, -+ ,Ap), matriz k x r(m+ 1), y £ = [£.£_,,--- ,£_,.], vector
r(m + 1)—dimensional. En ambas alternativas se asume que
E(f) = 0,E (u;) = 0 para todo ¢, y que{f;} y {u;} son independientes.
Sin embargo, las condiciones impuestas a la sucesién de vectores aleatorios
{u;} difieren. En (2.3), ¥, = F (u;u}) es diagonal pero{u;} puede estar se-
rialmente correlacionado, mientras que en (2.4), u; se asume ruido blanco
pero sus componentes pueden estar contempordneamente correlacionadas,
es decir toda la dindmica proviene de los factores comunes. Las restricciones

>, diagonal o u; ruido blanco se introducen principalmente para facilitar el
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proceso de estimacién, pero no son estrictamente necesarias. Pena & Poncela
(2002) generalizan (2.4) permitiendo que las componentes de u; presenten
comportamientos dindmicos. Hu & Chou (2003) restringen u; en (2.3) de

forma que ¥, = E (u,u}) sea singular y de rango (k —r) :

Zt = Z Aiftfi + GEt.

i=0
con g, ruido blanco (k — r)—dimensional.

Las matrices de covarianza para diferentes rezagos contienen informacién
acerca de la dindmica de las interrelaciones entre las diferentes componentes
del proceso. Sean I'z(h) = E(Zi_4Z;), T'y(h) = FEf_pf]) y
Yu(h) = E(w_pu;) para h = 0,1,2,--- las matrices de covarianza reza-
gadas de Z,f y u respectivamente. En el modelo (2.3), la estructura que

relaciona estas covarianzas estd dada por

Tz(h) =YY ALy(h+j—i)A; + S,(h), h=0,1,2, ...

m

(2

En el modelo (2.4) la expresién para I'z(h) es

Ty(h) = AT ()N + Sy (h), h=0,1,2, ...

y en el caso de ser u; es ruido blanco, se simplifica a

I'z(h) = AT ¢(h)A’ para h # 0.
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Representaciones para variables no estacionarias
La aplicacion del anélisis factorial a series de tiempo no estacionarias ha
sido estudiada por diferentes autores. Molenaar et.al. (1992), generalizando

la representacién (2.3), analizan el modelo

Z, = Z Aifii +uy, (2.5)
i=0
fi = 1 +ay,

donde 74 representa una tendencia lineal del factor. Ferndndez-Macho (1997)
introduce un modelo en el cual los factores se modelan como una caminata

aleatoria con deriva:

Zt = Aft + Uy, (26)
Jo = fioit0+a,
permitiendo tanto tendencias estocdsticas como deterministicas. Pena &
Poncela (2004) estudian la extensién de la representacién (2.4) permitiendo
que los factores sigan un modelo VARIM A(p, d, q):
Zt = Aft + Uy, (27)
CI)(B)ft = @(B)at,

donde |®(B)| = 0 tiene d raices unitarias y las restantes por fuera del circulo

unitario, y los ceros de |©(B)| estén por fuera del circulo unitario asegurando
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invertibilidad.

El andlisis multivariado de series no estacionarias estd estrechamente
relacionado con el tema de cointegracion. En Stock & Watson (1988) se
muestra que las series multivariadas cointegradas deben compartir por lo
menos una tendencia estocdstica comin por lo que los modelos con tenden-
cias comunes (2.5) y (2.6) pueden ser muy convenientes para incorporar las
relaciones de cointegracion. La representacion (2.7) permite que los factores
comunes sean procesos ARIM A generales. Escribano & Pena (1994) estu-
dian y formalizan las relaciones entre cointegracién y modelos con factores
comunes y muestran cémo (2.7) permite descomponer Z en un cierto nimero

de tendencias comunes y otro nimero de factores comunes estacionarios.

Otra linea de trabajo relacionada con el anilisis factorial dindmico se ha
desarrollado para analizar informacién de "grandes"datos de panel. Forni,
Hallin,Lippi & Reichlin (2000,2005) y Stock & Watson (2002) desarrollan
técnicas en las que la componente comiin se estima consistentemente con-
siderando que tanto la dimensién de corte transversal, k, como la longitud
de las series, T, tienden a infinito. Esto difiere del enfoque utilizado en este

trabajo donde el andlisis se realiza con k fijo y T tendiendo a infinito.
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2.2. Threshold Multivariado

Uno de los modelos no-lineales para series de tiempo més difundido es el
modelo autorregresivo umbral, TAR o threshold autoregression, propuesto
inicialmente por Tong & Lim (1980). El modelo T'AR es un modelo no-lineal
en el tiempo pero lineal a trozos en un espacio R llamado espacio umbral.
La particién de este espacio se determina mediante una variable llamada
variable umbral. La formulacién del modelo threshold para el caso multivari-
ado se presenta a continuacién.

Definicién. Una variable aleatoria k-dimensional Z;, medida en desvia-
ciones a sus medias, sigue un modelo vectorial autorregresivo umbral TAR
con c regimenes, érdenes autorregresivos pi, ps, ..., Pe, v variable umbral w;

si

p;
Zo=> 9%, + GV siw,_q€RY, (2.8)
i=1
donde j =1,--- ,c, {R(l), s R(C)} es una particién de R, €, es ruido blan-

co k-dimensional con varianza X, qbl(-j ) v GU) son matrices (k x k), d,entero
positivo, es el rezago de la variable umbral y p; es el orden autorregresi-
vo en el j-ésimo régimen. La variable w;, rezagada d perfodos, es la vari-
able que indica el régimen activo en el instante ¢t. Se asume que w; es una

variable estacionaria con funcién de distribucién continua. Comunmente el
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espacio umbral R es la recta real en cuyo caso la variable umbral es una
variable con valores en los reales y la particién se representa por intervalos,
RU) = (Vj_1,74], con —00 = 7y < 9y < -+ <7, = oo. En (2.8) se asume
que w; estd especificada, pero d y los valores umbral +; forman parte de los

parametros.

Estos modelos pueden interpretarse de forma practica y natural. La serie
es generada por procesos diferentes en diferentes instantes de tiempo, pero a
diferencia de los modelos Markov Switch de Hamilton (1990), el proceso no
cambia de régimen muy a menudo; su cambio es consecuencia de un estado
del sistema que se mantiene hasta que una determinada variable sobrepasa
un valor umbral. Estos regimenes pueden relacionarse con los estados de una
economia o con estados propios de la naturaleza, como el caso que se estudia
en la capitulo cuatro, donde los estados estdn asociados con la presencia o
ausencia del Fenémeno del Nino. Para el caso particular wy_gq = Z;_4 , el

modelo se conoce como SET AR de self-exciting-threshod-autoregression.

A pesar de la simplicidad y facil interpretacién de los modelos TAR, su
teorfa y metodologia no estd tan completa y desarrollada como la de los
modelos ARIM A. El estudio de la estacionariedad en los modelos threshold
no es sencilla. Examinar los parametros autorregresivos en cada régimen no

es suficiente, ya que es posible que un proceso T'AR sea estacionario en unos
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regimenes y no estacionario en otros, pero que se mantenga la propiedad de
estacionariedad. El estudio de la estacionariedad en los modelos no-lineales
suele hacerse pasando por una cadena de Markov y estudiando su ergodici-
dad. La estacionariedad es consecuencia del resultado de que toda cadena
de Markov ergédica es estacionaria. Tong & Lim (1980) dan condiciones su-
ficientes para obtener ergodicidad en el modelo (2.8) y, hasta el momento, se
desconocen las condiciones necesarias y suficientes para obtener estacionar-
iedad en el modelo general (2.8). Sin embargo se han desarrollado algunos
resultados para modelos univariados especificos. Chan et al. (1985) encuen-
tran un conjunto de condiciones necesarias y suficientes para el caso de un
SETAR de orden 1 en todos los regimenes. Este resultado ha sido ampli-
amente utilizado en los modelos de cointegracion umbral (threshold cointe-

gration).

La inferencia estadistica en los modelos threshold ha sido estudiada entre
otros por Chan (1993), Hansen (1997, 2000), Gonzalo & Pitarakis (2002) y
para el caso multivariado, por Tsay (1998). Las aplicaciones de los modelos
threshold en el caso multivariado son muy escasas y en su gran mayorfa se
limitan al caso bivariado. Para dimensiones mayores, los problemas de iden-
tificacion, la proliferaciéon de pardametros y los altos costos computacionales

hacen que el problema sea practicamente inabordable. En tales casos resulta
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muy conveniente aplicar primero técnicas de reduccién de dimensién. Un en-
foque para reducir el nimero de pardmetros en regresion lineal y en procesos
vectoriales autoregresivos es el modelo de rango reducido (Velu et al., 1986,
y Reinsel & Velu, 1998). Li & Chan (1998) generalizan esta idea al proceso
vectorial TAR, introduciendo el modelo RET AR, (REduced-rank Thresh-
old AutoRegressive). Otro enfoque de reduccién de dimensién para procesos
vectoriales ARM A es el modelo factorial dindmico. En este trabajo se gen-
eraliza esta idea al proceso vectorial T AR, introduciendo el modelo factorial
dindmico threshold. Relacionado con el tema esta el método presentado por
Chan, Tong & Stenseth (2004) para explorar similitudes en la dindmica de
un panel de procesos T'AR independientes. Chan et al. introducen unas prue-
bas para detectar si las series de un mismo panel comparten una estructura
comtn utilizando el principio de Wald. En caso de compartir una misma es-
tructura, se reduce el nimero de pardametros aunque la dimensién del panel

sigue siendo el mismo.

2.3. Formulacion del Modelo

El modelo que se propone a continuacién trata simultdneamente el mode-

lo factorial dindmico y el modelo threshold T'AR. Siguiendo con la idea bési-
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ca del anélisis factorial dindmico, se asume que cada componente del vector
s-dimensional Z; se representa como una combinacion lineal de unos pocos
factores latentes, Z; = Af; + u; y la no-linealidad se introduce permitien-
do que los factores sigan un proceso no-lineal del tipo T'AR r-dimensional.
El modelo puede interpretarse como una generalizacién del modelo facto-
rial dindmico de Penia y Box si se considera el modelo ARM A como un
TARM A con un tinico régimen. Por otro lado, el modelo puede verse como
un problema de reduccién de dimensién en el que se pasa de un modelo

T AR k-dimensional a un modelo T'AR r-dimensional.

Definicién: Sea Z, una serie temporal k-dimensional, Z; = (214, 221, * -, 2kt)’
con media cero. Z; se representa mediante un modelo factorial dindmico
threshold con ¢ regimenes de 6rdenes pq,ps,...,p. y variable umbral w; si

parat =12, ...,

Zt = Aft + Uy,
woo | 29
fi=> @J fi i+ T(J)at 81 Wi—q € (%‘—1,7]']7 J=1...,¢
i=1
donde w; es una variable aleatoria unidimensional observable y estacionaria, f;
es un vector aleatorio no-observable de dimensién (r x 1), r < k, con media

cero, u; es ruido blanco k-dimensional con matriz de varianza-covarianza

Y., diagonal y positiva-definida, a; es un ruido blanco r-dimensional con
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matriz de varianza-covarianza la identidad [, y tales que u; sea independi-
ente de f;_;, para h > 0, a, independiente de f; j para h > 1,{w:}, {u;}
y {a;} independientes entre si. Los pardmetros del modelo son los denom-
inados pardmetros umbral, —0o = 75 < 73 < -+ < Yoy < Y = —00, €l
entero positivo d, rezago de la variable umbral, la matriz de carga A, de
dimensién (k x ) que es tal que rango(A) = r y A’A=I,, I, matriz iden-
tidad de orden r, y los pardmetros que determinan la dindmica del factor,
gbgj),T(j) j = 1,...,c , matrices de dimensién (r x r), con TU) diagonal y

positiva definida.

En el modelo (2.9) el vector de observaciones Z es una combinacién lineal
del vector de los factores comunes més el vector aleatorio de ruido. El vector
de los factores sigue un modelo dindmico no-lineal del tipo threshold. El
proceso formulado para los factores permite tener en consideracién autorre-
gresiones con ordenes diferentes en los regimenes. La variable umbral w debe
ser estacionaria y debe tener funcién de distribucién continua. Esta puede ser
una de las componentes estacionarias del vector observado, z;;, j < k, o una
variable exdgena estacionaria que afecte el estado del sistema, o una com-
binacién de las componentes de Z;, combinacién que debe ser estacionaria.
Esta tltima alternativa se escoge para los modelos de cointegraciéon umbral

de Balke & Fomby (1997) que analizan conjuntamente no-estacionariedad y
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no-linealidad del tipo threshold.

2.4. Identificacion

Un modelo es identificable si sus pardmetros pueden determinarse de
manera Unica, es decir si no existen representaciones diferentes que sean
observacionalmente equivalentes. El modelo factorial dindmico threshold
depende de una gran cantidad de pardmetros: los escalares r,c,py, ..., Pe,
d, vy, e, y las matrices A, ¢V ..., (;Séll), e 89 I(Ji), YO, .. T ¥, Sin
imponer restricciones sobre el conjunto de pardmetros, el modelo definido
por el sistema de ecuaciones (2.9) es no-identificable.

A continuacion se analiza el problema de identificacién del modelo, con-
siderando que los pardametros r, ¢, p1, ..., p. estdn dados y no forman parte
del conjunto de pardametros a estimar. Sin embargo vale la pena mencionar
que existen procedimientos y pruebas estadisticas que ayudan a especificar
estos pardmetros.

Asumiendo dados r,c¢, p1, ..., pe, los pardametros del modelo definido por
las ecuaciones (2.9) no son identificables. El problema, al igual que en el
factorial cldsico, surge por ser f no observable ya que para cualquier matriz

(r x r) no singular C, Z; = Af, +u; = AC'Cf; + u,. Siguiendo un
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razonamiento similar al expuesto en Penia & Box (1987), puede mostrarse que
el problema sigue subsistiendo en este modelo. Si f; es un T'AR r-dimensional
con ¢ regimenes de érdenes pq, ..., p. y variable umbral w;, entonces el vector
f = Cf, serd tambien un T'AR r-dimensional para la misma variable umbral,
el mismo nimero de regimenes ¢ y los mismos 6rdenes autorregresivos dentro

de cada régimen. Especificamente f; se expresa como

pj
£ = ¢V, + T Va, siwa€ (0,7 i=1,...,¢
=1

donde ¢/ = C¢P' 1y T*0) = €TV, Dicho de otra forma, para cualquier

matriz C' nosingular, los conjuntos
{A7 ¢§_1)7 R ¢](ji)7 T(1)7 R T(C)7 E'LH d7 717 A ’yc} y

{Ac—l, CoVC L CeYC YW, e S, d,y,, 7} ,

no pueden distinguirse a partir de las observaciones.

Proposicién: Las restricciones A’/A=1I, y T matriz diagonal y positiva
definida para j = 1, ..c, eliminan esta fuente de indeterminacion.

En efecto, si A y A* = AC ! satisfacen la primera restriccién, A’/A=1I,
y (A*)YA* = (C71YC~'=I,, entonces C' serd matriz ortogonal. Adicional-

mente si YWy T*0) = CYU) satisfacen la segunda restriccién, entonces
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C = T*0(TW)~! y por tanto C es diagonal. Puesto que la tinica matriz
ortogonal y diagonal es la matriz identidad, C' = I,..

A continuacién se analizardn algunas de las propiedades del modelo.

2.5. Propiedades del Modelo

Propiedad 1: Estructura de covarianzas. Si f; es estacionario de segundo

orden, Z; también lo es, y puesto que Z; = Af; + u;, y u; es ruido blanco,
Lz(h) = AT¢(h)A" para h =1,2, ...

Por lo tanto, al igual que en el modelo factorial dindmico lineal,

rango(I'z(h)) =r para h = 1,2, ...

Propiedad 2: En el modelo (2.9) Z; puede expresarse como un modelo

de rezagos distribuidos por regimenes:

by
Z, = ZAE])ft—i + 51(5]) St Wy—g € (%‘_17’7]‘]7 J=1--c
=1

donde los espacios nulos de Al(.j) comparten un subespacio comin de di-
mensién (k — r). En efecto, reemplazando la segunda ecuacién de (2.9)

en la primera se obtiene Az(j ) = Aqﬁl(-j ), y por tanto si M es una matriz

()

k x (k —r) cuyas columnas generan el espacio nulo de A’, M'A;”’ = 0 para
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it =1,..,p;, 7 = 1,...,c. Sin embargo las matrices AZ(»]) no necesariamente

j))

tienen rango completo y rango(A;”’) = mngo(qﬁﬁj M.

El ruido asociado al modelo expresado en rezagos distribuidos es
(4

€, ) = AYWa, 4+ u,, y su matriz de covarianza, no necesariamente diago-

nal viene dada por
\Ifgj) = ADWA’ + v, j=1,..c

con DU = YUYV matriz diagonal.

Propiedad 3: El modelo factorial dindmico threshold pertenece a la
clase de los modelos espacio-estado condicionalmente gaussianos.

El modelo espacio-estado lineal gaussiano, tambien conocido como mode-
lo lineal dindmico provee una forma muy conveniente para analizar series de
tiempo. El modelo espacio-estado tiene sus origenes en la teoria de control
(Anderson & Moore, 1979) y su aplicacién a los modelos ARIMA, modelos
econométricos y series de tiempo estructurales se encuentra presentada en
varios textos, tales como Harvey (1989), Shumway & Stoffer (2000) y Durbin
& Koopman (2001).

La representacion espacio-estado para el vector Z; se especifica mediante

dos ecuaciones, una que relaciona el vector Z; con un vector de estados X;, no
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observable, y la otra que describe la evolucién del vector de estados mediante
un proceso markoviano de primer orden. Una descripcién del modelo espacio-

estado viene dada por

Zt = HtXt + U (210)

Xy = BXi+Cvgq, t2>1

donde Z;, de dimensién k, es el vector que se observa, u; es ruido blanco
k-dimensional, u; ~ N (0, R), X;, de dimensién m, es el vector de estados y
v; es ruido blanco r-dimensional, v, ~ N(0, Q). El estado inicial X; es un
vector aleatorio independiente de (uy,vi )’ V¢t > 1y X; ~ N(m, P). Las
matrices Hy, By y C}, de dimensiones (k x m), (m x m) y (m x r) respecti-
vamente, se consideran no aleatorias. El modelo espacio estado lineal puede
generalizarse permitiendo que las matrices del sistema sean estocdsticas y
dependan de informacién pasada. En este caso el proceso (Z;, X;11) deja de
ser gaussiano aunque los ruidos y el estado inicial sean normales. Sin em-
bargo la distribucién condicional sf es gaussiana y en estas circunstancias el
modelo se conoce como modelo condicionalmente gaussiano.

Se muestra a continuacién una forma de pasar del modelo factorial dindmi-
co threshold descrito por las ecuaciones (2.9) a una representacién espacio-

estado (2.10). Sean p = max(ps, ..., p.), 0, la matriz de ceros de dimensién
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(rxr), qbz(j) =0, parai > p;, Ry = (v;_1,7;], j=1,...,¢,y 1;(.) la funcién

indicadora. Las matrices H;, B; y C} se definen de la siguiente forma:

H =H=AS, S =I[L]0,]..[0,], (2.11)
TXTp ——

p bloques rxr

Bt = ZBj]_t('UJt_d € R]),

j=1
Ct = Zlet(wt,d c R]),
j=1
donde
oW
B; = ,j=1..,¢c (212
Ir(p—l)xr(p—l Or(p—l)xr
TG)
C; = Ci=1,..c (2.13)
e Or(pfl)xr

El vector de estados X; es de dimensién (rp X 1) y estd representado por
/ , , !/
Xt = (ft ) ftfla ey ft—p+1> (214)
Definiendo las matrices de esta forma el sistema puede escribirse de la forma
Zt = HXt + Uy
X1 = BX;+ Crag.

donde u; y a; son los mismos ruidos de las ecuaciones del modelo factorial

dindmico threshold.
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Vale la pena meniconar que al igual que la representacién de un modelo
ARMA en forma espacio estado no es unica, la representacién del modelo
factorial dindmico threshold en espacio estado tampoco lo es y que otras
formas del vector de estados pueden dar lugar a ecuaciones generales de la
forma (2.10), pero con vector de estados X; y matrices By, C; diferentes. En
este trabajo se ha escogido esta representacion pues resulta muy conveniente
para la estimacién de la generalizacién de este modelo al modelo con factores

TARMA.



Capitulo 3

Estimacion

En este capitulo se propone una metodologia de estimacién por maxima
verosimiltud mediante un algoritmo que combina el principio del algoritmo
EM con un método de bisqueda directa. La utilizacién del algoritmo EM en
el contexto de factores dindmicos fue propuesta inicialmente por Shumway
& Stoffer (1982) y Watson & Engle (1983) y ha sido utilizada posteriormente
por Wu et.al. (1996), Pena & Poncela (2006) entre otros.

En lo que sigue se supondra un modelo factorial dindmico threshold con

2 regimenes del mismo orden p,
Zt = Aft + w
1+ 03 o+ o+ ODE, + Thay i we_g < 7y

¢§2)ft71 + ¢§2)ft72 + ...+ ¢§;2)ft—p + Toa, siwi_q >y

27
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Sea 1) = {A, <I>(1),<I’(2),T1,T2,Zu,d,fy} el conjunto de pardmetros a esti-
mar. En términos del algoritmo EM, {Z;, wt}t:l,...T es el conjunto de datos
incompletos y {Ztawtaft}t:L._T el conjunto de datos completos. Si LY es
el logaritmo de la funcién de verosimilitud condicional de los datos incom-
pletos y L7 ; la de los datos completos, el algoritmo E'M maximiza LY(y)
maximizando iterativamente la esperanza condicional de L7 , dadas las ob-

servaciones Zq, ..., Zp, w1, ..., wr,
HleE (LY () | Za, ... Zyp,wy, ... wr) - (3.1)

La funcién a maximizar puede evaluarse mediante un algoritmo de suavizacién.
Sin embargo la funcién no es continua y ya no puede garantizarse la esta-
bilidad del algoritmo. En lugar de aplicar el principio del algoritmo EM
sobre la totalidad de pardmetros, se propone resolver el problema original

de forma secuencial resolviendo

’ Lw — ’ ’ Lw ; — ’ L*
mix 7 () maX{ nax 7 (U %)} mix (V)

2
donde ¢, = {A @ ,Tl,Tz,Eu},@/}Q ={d, v}y L*(4,) = maXL 7(U13).
La evaluacién de L*(1,) se lleva a cabo mediante el algoritmo EM y nzlp%XL* (15)
se resuelve por intermedio de un método de bisqueda directa. La buisqueda
se realiza para d € {1, e J} , d una cota para el retardoy v € {7y, -+ , V. },

conjunto formado por los cuantiles muestrales de la variable umbral tales que
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en cada régimen se tengan suficientes observaciones para estimar adecuada-
mente los pardmetros asociados. Siendo asf las cosas, se tendran que realizar
d L veces el procedimiento EM.

A continuacién se precisardn los pasos E y M del algoritmo. Para d y
~ fijos, el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos completos

Ly (1, %,) puede separarse por una funcién indicadora,

T
LY ((Y1;1,) = cte — $log |5,] — %t_zl (Zy — Af) X1 (Z, — Af)
_% > log |11 71y] - % > (ft+1 — w(l)Xt)/ (T, (ft+1 — <P(1)Xt)
tel teli(dy)

—3 2 log|TaTs| =5 3 (f - SO(Q)Xt)/ (T20s) ™" (frrr — 9PX)

tely telz(d,y)
donde I (d,y) ={t € {1,.... T}/ wi_q <}, L(d,y) ={t €{1,..., T}/ wi_q > 7},
X, = (f],f_,, ...,ft’fpﬂ)/ vector rp x 1, y @ = [¢§i)|¢g)|...|gb§f)] matriz
r X rp, parat=1,2.
Nétese que X; coincide con el vector de estados (2.14) de la repre-

sentacion espacio estado que se utiliza en este trabajo.

3.1. Paso E del algoritmo

~ (k)
Sean Zy = (Zp,Zr—1,....21) y wp = (wp,wp_1,...,w1) y sea ;" la

solucién de (3.1) en la k-ésima iteracion. En el paso E del algoritmo ha de
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calcularse

QUi ) = B (LY (h13) | Zr, wr)

~(k
usando ¢§ ) como parametros actuales del modelo. Esto requiere de Ef 2 (f; ‘ZT, wr),
( 41, Wr
Eq:/)(k)(ftftl }ZT,wT) y E'TL(;C)(ftHX; ‘ZT,wT). En general estas cantidades se
1 - - 1 - -

hallan pasando el modelo a una representacién espacio estado

Zt = HXt—i-ut

X.tJrl = BXt + Cat+1.

con el fin de aplicar el algoritmo del filtro de Kalman y un algoritmo de

suavizacion con los cuales se calculan recursivamente.

Xt\T = E<Xt ‘é?ﬂ)
Por = FE |:(Xt - Xt\T)(Xt - XnTj }ﬁ;@] y

Qur = COU(XtJrl;Xt ‘ﬁ,ﬂ)

parat = 1,...T. De acuerdo a la representacién espacio estado utilizada en

este trabajo, f; = S;X; para S’ = [I,|0,]...|0,] , y por tanto

ft\T = E<ft |ﬁ7ﬂ) = S,XmT
B(t8}|Zr.wr) = §' (P + R Kir) S

B(finX; | Zr wr) = S (Qur + KurXiy )
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Validez de las ecuaciones del filtro y de la suavizacién
Las deducciones de las ecuaciones de estos algoritmos se apoyan fuerte-

mente en la normalidad del proceso. Es conocido que si se tiene

Zt = HXt—i-ut

X1 = BX;+Capy.

con (ug,a;) ruido blanco gausiano, independiente de X; para t > 1, y si
Xi ~ N (m, P), entonces (Z;, X;)" es gausiano y valen las recursiones del
algoritmo del filtro y de la suavizacién.

El modelo factorial dindmico definido en este trabajo admite una repre-

sentacién espacio estado

Zt = HXt + Uy (32)
Xt+1 = BtXt + Ctat+1. (33)
donde
By stwy_g <7 Crstw_qg <7y
Bt — , Ct - (34)
By siwy_q >y Cy st wy_q >y

con By, By, Cy y Cy definidas en (2.12) y (2.13).
Si la variable umbral w es una de las componentes de Z, o de forma
més general, si w es funcién de Z, puede mostrarse que si Xg | Zg ~

N (m, P), entonces (Z;, X;) es condicionalmente gausiano, condicionado a
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FZ, la o—élgebra generada por {Z,...,Z,}. Lipster & Shiryayev (1974)
muestran que para procesos condicionalmente gausianos, la solucién al prob-
lema de filtraje y suavizacién puede obtenerse como en el caso gausiano.

Sin embargo, si la variable umbral w no es funcién de Z, como en el caso
de nuestra aplicacién, B; ya no es FZ—medible. B; es F*—medible, donde
F es la o—4&lgebra generada por {wy,...,w1} y w; no forma parte de la
ecuacién de medicién por lo que ya no puede garantizarse la validez de las
recursiones.

Las siguientes proposiciones dan condiciones para que se cumplan dichas
recursiones en el caso en el que la variable umbral no forme parte del vector
Z.

En lo que sigue se utilizard la notacién X L Y | Z, para indicar que dado
Z, X y Y son condicionalmente independientes.

Proposicién: Suponga que se cumplen las ecuaciones (3.2) a (3.4) para
w tal que w ¢ FZ y sean W; = w;_g, X1 = E (Xt | Zy_, .7-?’1’1) ,
y Py, = FE [(Xt — f(m_l)(Xt — Xm-J | Zi ., ftvfl] . Si se cumplen las
condiciones (i) a (v)

(i) el estado inicial, X; condicionado a Wy es independiente de a; y u; para
todot=1,2,...,

(i) X, | Wy~ N (m, P),
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U 0 Eu 0
(iii) (uy, a;)" es ruido blanco gausiano, ~ N :

a; 0 0 -[7“
(iv) W; independiente de a; y u; para todo t = 1,2, ...,

(v) Z; LW, | FY,, paratodo t = 1,2, ...,
entonces valen las ecuaciones del filtro de Kalman,
Xt+1ns = thtmq + Bthtle’F;l <Zt - HXtml) (3.5)

Py = BPy 1B+ CC, — BPy «HF 'HP,, 1B, (t=1,...,n)

donde Ft = HPt‘t_lHl + Eu

Demostracién: Por la independencia de W, y (a;, w;) para todo ¢t =
1,2, ..., (a1, wy) | Y, esnormal y si X; | FV, es normal, al ser las matrices
B; y C; FV —medibles, dada F}V, B;X; + C;a;,1 serd combinacién lineal de
normales y por tanto X;,; | 7}V es normal. Adicionalmente si X; | F}V, es
normal, Z; | F}", es normal y como Z, L W, | F}V,, se tendra entonces que

Zy | F}V es normal. Ahora, puesto que B; y C; son F}¥ —medibles,
Xive = E(Xen | 2o, FY) = BE (X, | Z, 7}") (3.6)

PtJrl't = BtVar(Xt ’é, EW)B{L + thé

Utilizando la ecuacién de medicién (3.2) y el supuesto (v), se tiene que

Xy LW, | F¥  luego B (Xy | 2o, FV) = E (X | Ze, FY)
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Var (Xt | Z4, EW) = Var (Xt | Z4, Ftvfl) .Seal; =Z; — E(Z; | Zy_1, F}V)).

Entonces I; es condicionalmente independiente a Z;_; dado ftvl/l y

EW |7 = E(L|Zoy, 7Y) =0,

Var (I, | 7)) Var (It | Z o, ftV,Vl) _HP,  H'+%,

E(XI,| FY,) = EE (XtI; | zH,ftVKl) — P H y

X Hq Qi Qi Q3
Y/ / T~ N Ho | o] 1 Qo 0O (3.7)
I; 0 Q31 0 Qg3

con 3 = F (XtI; | .7-"75‘1/1) y Q33 = Var (It ] E‘Yl) Por propiedades de

normalidad condicional multivariada se tiene entonces que

E(X |20 7Y = E(X|Ziy 1, FY)

= kK (Xt | Zt—l;ﬁ‘ﬁ) + Q13(933)_11t

Var (X 2o FY) = Var (Xi| Zes 1, )

= VCLT‘ (Xt ’ Zt71,.7:£/1> — 913(933)719/13.

Reemplazando estos resultados en las ecuaciones (3.6), queda probado el

resultado.
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Para hallar los estimadores éptimos utilizando todos lo datos, se aplica un
algoritmo de suavizacién. El algoritmo de suavizacién de intervalo fijo es un
conjunto de recursiones hacia atras que utiliza los resultados generados por
el filtro de Kalman. En la siguiente proposicién se dan condiciones suficientes
para que las recursiones presentadas por de Jong (1989) y Kohn & Ansley
(1989) sean vilidas en este contexto.

Proposicién: Sean tht,l y P,;_1 como en la proposicién anterior, y

seall
Xyr = E(X, |2, FY') y Pur = B [(Xe = Kor)(Xe = Ko | 2, 7Y |

Si se cumplen las condiciones (i) a (iv) y
(V) Zy LWy, Wy, ... Wp | FY,, para todo t = 1,2,..., T,

entonces

Xt\T = Xt\tfl + Pyiri_q, T = H,Ft:llIt + L:ert

Pir = Pu1— Py aNeaPuy, Ny = HF 1 H + LiNL (t=T,T -1,

donde F;, = HP,y \H' +%,, K, = B/Pyy \H/F;'y L, = B, — K;H. El
algoritmo se inicializa con el vector m—dimensional rr = 0 y la matriz
(m xm) Ny =0.

Demostracién: Nétese que (v’) implica que X; L (Wi, Wiiq, ..., Wr)" |

FV,. En la prueba se utilizara el siguiente lema cuya demostracién para

(3.8)

1)
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casos més generales puede encontrarse en Gourieroux y Monfort (1995).

Lema:

X, LW, | 7Y,

Xy L Wy | FY
Xy L (W, Wi, ..., W) | FV, siy solo si 4

X, L Wr | Fry
\

Usando el lema y utilizando el resultado (3.7) aplicado a Xy, Zp_;_1,Ir_;

dado ftvfjfl, se tiene que para cualquier ¢t y para j = 0,1,...(T —t),

E(Xt ZTfja}—szﬂ = E(Xt

ZT*jvfi‘injfl) = E(Xt

Zyp_j_q, 175, :F’_Iv‘vfjfl)

- E(Xt

Zo j 1, Fr )+

B (XX | o) (Var (T | F2p00) I

Sustituyendo iterativamente se tiene que

1

E(X |20, 7)) = E(Xi| Zoy, 7Y) + B (XA | FY) (Var (L] 7)) 'L
+E (X | FYY (Var Ly | F)) 7 T + o (3.9)

1

e+ B (X | ) (Var X | FPLY)) In
que puede expresarse como

Xir = X1 +E (XL | FY) E'L+E X I, | FY) FALia

..+ E(X I | FpLy) Fr'r
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Ahora, E (X.L,, | FV,1) = E(X i, | FY,_1) H donde J, = X, —
X1 y los valores E (X J,., | FY,_y) para h = 1,2, ..., pueden determi-
narse teniendo en cuenta que J;.; = L;J; + Cia; 1 — Ky, para todo ¢ por

lo que

E (Xt'];+h+1 | ]:zevjr/h) =L [Xt(Lt+th+h + Coynainit — KtJrhutJrh)l | fﬁh] :

Como Lyip, Ciip vy Kipp son ftVKh—medibles puede mostrarse que

E (X | YY) = Pual;

E(XuJiys | ) = PuaLiL,

E(XJp | Fy) = PuaLLy,,.Lh_,.

Reemplazando en (3.9) se obtiene

Xir = X+ Py H'F I + Pmt—lL:gH,FtlllftH +

oot Py L, Ly (H'Fp' Iy

que es equivalente a la primera ecuacién de (3.8).
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De forma similar puede probarse que

Py = Puq—E (XX |FV)FE(XI|FY)
= E (XX | Y BB (X | FY)
= Py — Pt|t—1HlFt_1HPt\t—1 - Pt\t—lL;H,FtllflHLtPtnt—l

— .= Py LiL, Ly \H'F HLy_y.. Lt Poy_y

que equivale a la segunda ecuacién de (3.8).

3.2. Paso M del algoritmo

Se precisa a continuaciéon el paso M del algoritmo, resolviendo todo
en funcién de los coeficientes del modelo original A, ®(1), @2, T1, T2, Xy.
La resolucién en forma espacio-estado es computacionalmente ineficiente
pues no tiene en cuenta las estructuras especiales que tienen las matrices
H, By, B(g), Cay, C2) definidas en (2.11), (2.12) y (2.13). Puede mostrarse
por ejemplo que el producto H'F, ' H de dimensién m x m que aparece en
una de las férmulas del algoritmo de suavizacién (3.8), puede representarse

como una matriz por bloques donde el unico bloque diferente de cero es
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A'F;7'A de dimension r x 7.
NF'A 0

H'F'H =
mXm 0 0

Sir=2yp=12, se tendrd que m = 24, y por tanto, en lugar de trabajar
con matrices 24 x 24, se trabajard con matrices 2 x 2.

En la k-ésima iteracién del paso M del algoritmo se maximiza Q(v;; {ﬂl )=
E (LY (45 15) |Zr,wr) con respecto a 1. Sean XE(CT,Pt(ll;) ,t=1,...T, los
resultados de la suavizacion de la k-ésima iteracién del paso paso E del algo-
ritmo E M. De forma andloga a la deduccién de los estimadores del modelo
de regresiéon multivariado, puede mostrarse que la solucién viene dada por
Ay = (i Z:}7 ) (i ff’%)ff’%)'+P(k))l

=1 . =1 ,

<§ (20— Aty (20 - A(k+1>ff.’%)> + AP (k)f\}km)

_1
- T
-1
~(j k) (k) .
9082“) = <Z t(+)1|TX§ : ) <Z t+ 1T t+1|T + W ) ,J=1,2

tel;

(k) - w®Y (k) (k) j () ~
_(ft+1‘T_90(?g+1)Xt ) (ft+1\T (k:+1)X ) k+1)W (k+1)>'

donde P*) = éS’PA?S, Vj(k Z S’th .k) Z S'P t|TS y T es el
nimero de casos en el régimen j.

En efecto, puesto que f't(‘l}) = E(f |ﬁ, wy) = S’X,ST y E(ff] |ﬁ,ﬂ) =
S ( 7+ thTXt‘T ) S para S" = [I,|0,]...|0;] , puede verse que el término

que involucra a A en FE (Lgff(wl; 1y) }ﬁ,@) , es decir
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T
E (Z (Z; — Af) 71 (Zy — AF) ‘ﬁ,@) es igual a

traza (Eul Z (thg - Af't(?Z; - tht(‘];“)IA/ + A(ft?ft? + S'Pf?S)A’)) )

t=1
y por tanto

:_E ZZ T "‘Z 1AZ<mT T +S,Pt(|§“5>

t=1

Igualando a cero este sistema de derivadas parciales, se obtiene el resultado
para ]\(k—i—l)-
Ahora, fijando /~\(k+1),1a parte de £/ (L?ff(@bl; ¥y) | Zr, wr) que involucra

a X, puede escribirse como

T
T 1 ~ ~
3 log \Eu|—§tmza [Eul E ((Zt - A(k+1)ft(|T)> (Zt A(k—&-l)ft(\’;“) + A1) S' Py SA g )]

t=1

y entonces vale el resultado para S,

De forma similar se prueban los resultados para ‘PE}?H) y Tgﬁrl)

3.3. Valores Iniciales

La implementacién del algoritmo EM propuesto requiere la especificacion
de diferentes condiciones iniciales, tanto para los algoritmos EM parciales co-
mo para el algoritmo del filtro de Kalman. La inicializacién de los pardmetros

consta de tres procedimientos:
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)

. N(
Q(LO) y hallar estimadores iniciales de los factores, f1(0)7 . (T .

= Inicializar /1(0), )
= Con d y v fijos, inicializar Cpgég y TE-O) para j = 1, 2.
» Inicializar Xho y P en cada paso E del algoritmo E M.

Par el primer procedimiento se toma /~\(0) = (¢4, ...c;), con ¢; vector propio
asociado al i-ésimo valor propio de I'(1), estimador de la matrix I';(1) =
E (Z;_1Z}) . Con este valor inicial, teniendo en cuenta que E <ft\ Z,, A(O)) =
Cov (£, Z,) (VarZ,) ™" Z, se estiman los factores iniciales mediante.

~

ft(O) - Al(o)(f‘z)_1Zt, t - ]_7 ceey T.

2O serd la diagonal del promedio de los residuos. Dados d y 7, @Egg y T§-U)
para j = 1,2 se hallan por minimos cuadrados en cada régimen, considerando
f'l(o), ...fg?) como la muestra de datos.

En cuanto a la inicializacién del filtro de Kalman, puesto que estamos
asumiendo que los factores son estacionarios, se toma 5(1‘0: 0. Para ini-
cializar Pj,o = P, se obtienen primero P! y P? tales que P’ = @%Pi gbgé)) +

T§O)T§O) para j = 1,2, cuyas soluciones vienen dadas por
(Pj) — 7= (~(j) Q ~(j))

vee P(0) “ %o

donde ® es el producto Kronecker. La matriz inicial P serd la de que tenga

mayor traza.



Capitulo 4

Aplicacién

En este capitulo se estimard un modelo factorial dindmico threshold a
series de caudales de rios colombianos. Esta aplicacién es importante en el
manejo integrado de los recursos hidricos que inciden en el sector eléctrico
del pafs. El estado de la hidrologfa tiene un efecto considerable sobre el costo
de generacion de electricidad y sobre su precio en bolsa. Dentro del sistema
nacional de generacién de energfa, la componente hidroenergética tiene un
peso significativo: el 76 % de la energia eléctrica del pais se genera en plantas
hidraulicas, sistema que se caracteriza principalmente por una generacién
filo del agua, es decir utilizando los caudales naturales, y el restante 24 % de
energfa se genera con plantas térmicas, sistema cuyos costos de generaciéon
son significativamente mayores. Un modelo que analice la dindmica conjunta
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de los caudales de rios que intervienen en el sector eléctrico ayuda a mantener
un mayor control sobre la generacién de energia y sobre los desembalses de
las principales hidroeléctricas del paifs. Tanto los modelos de operacién del
sistema, eléctrico interconectado del pais, como los modelos financieros de
los precios bolsa de energfa deben incluir el régimen hidrometeorolégico y el
nivel de los embalses. Sin embargo la cantidad de variables y sus interacciones

dificulta su inclusion.

La representacion del conjunto de caudales mediante un modelo factorial
dindmico resulta muy apropiada y es relevante para estimar unos pocos
factores comunes y determinar su dindmica. En cuanto a la no-linealidad, se
sabe que el Fenémeno del Nino altera de forma dréstrica el régimen de lluvias
del pais, lo que lleva a pensar que los caudales se rigen por modelos diferentes
dependiendo de las fases del fenémeno. En presencia del Fenémeno del Nino
la disminucién de los caudales en Colombia ha llegado a ser tan severa que
se han tenido que tomar medidas de racionamiento eléctrico de hasta seis y
ocho horas diarias durante 10 meses seguidos. La componente atmosférica
del evento climdtico El Nino estd asociada con El Indice de Oscilaciéon del
Sur, IOS. En esta aplicacién se plantea la hipétesis de que el sistema hidrico
se comporta de manera diferente si la variable IOS supera un determinado

umbral.
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En la primera seccién de este capitulo, se describen las series que estan
involucradas en el modelo. En la seccién 4.2 se identifican y estiman modelos
univariados y en la seccién 4.3 se estudia la no-linealidad de forma univaria-
da. Finalmente la seccién 4.4 analiza las series de forma vectorial, estimando

tanto un modelo factorial lineal como un modelo factorial threshold.

4.1. Descripcion de las series

La informacién considerada en esta aplicacién corresponde al logaritmo
del caudal promedio mensual de un rio, medido en metros ctibicos por se-
gundo. Los datos histéricos disponibles abarcan un periodo de 36 anos y
corresponden al periodo comprendido entre enero de 1955 y diciembre de
1990, para un total de 432 observaciones. Las cinco series consideradas en
el andlisis corresponden a los caudales de los rios Calima, Cauca, Grande,
Ovejas y Prado. La region en la que se encuentran los rios de esta apli-
cacién concentra el 70 % de la capacidad instalada a partir de hidroeléctri-
cas. De acuerdo a las caracteristicas topogréficas de relieve y al entorno de
una regién, en el territorio colombiano se diferencian cinco regiones natu-
rales con comportamientos climdticos propios. El régimen de lluvias de la

regién Andina tiene, a nivel anual, un comportamiento bimodal: maximos



45

en marzo-mayo, en la primera mitad del ano, y octubre-diciembre, en la

segunda, siendo esta iltima mads fuerte que la primera.

La variable umbral que se utiliza en esta aplicacién es el Indice de os-
cilacion al Sur, IOS. Esta es una variable atmosférica que mide las variaciones
mensuales de las anomalias en el campo de la presién atmosférica sobre el
Océano Pacifico Ecuatorial y se calcula como la diferencia estandarizada de
presiones a nivel del mar entre un centro de alta presién ubicado en el Paci-
fico Ecuatorial central (isla de Tahit{) y un centro de baja presién ubicado

en la costa norte de Australia (puerto de Darwin):

(Pdif - Pdifprom)
SDPdif

105 =10 x

donde Fy;¢ es la diferencia de presiones entre Tahiti y Darwin, Py tprom €s el
promedio de Py ¢ para el mes especifico y SDpg;s es la desviacion estdndar de
Pyir para el mes respectivo. La justificaciéon de la inclusién de esta variable
como variable umbral serd discutida en la seccién 4.3. En la figura 4.2 se
aprecia la evolucion de la variable I0S. Las situaciones en las que la presién
de Tahiti es mayor que la de Darwin (valores positivos de IOS), se mantienen
por varios periodos, y lo mismo puede decirse de las situaciones contrarias.

Las dos situaciones se alternan de forma recurrente aunque no periédica.
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iNDICE DE LA OSCILACION DEL SUR
1950-1999

STLANMIITIAIODOREOAGERFTRONNIDAANNETADN 20 ETERANNDY QNN BHFTAN
AHOS (las barras son datos mensuales)

Figura 4.2: I0S de enero de 1950 a diciembre de 1999

4.2. Anadlisis Univariado

En primer lugar se identifican y estiman modelos ARIM A para cada
una de las series individuales. Como se mencioné anteriormente, los anélisis
se hacen sobre el logaritmo del caudal, log ¢;, medida comiinmente utilizada

en los estudios hidrolégicos.

Considerando las variables en logaritmos, se detectaron dos valores ex-
tremos para el rio Calima, valores superiores a tres veces la amplitud inter-
cuartil. Estos corresponden a Feb de 1973 y a Agosto de 1983, perfodos en
los que no se presenta ninguna anomalia en los demds caudales. En la figura
4.4 se presenta el diagrama de caja de los datos. Los valores marcados con

un circulo estdn entre 1.5 y 3 veces la amplitud intercuartil y los marcados
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Figura 4.3: Logaritmo del caudal del rio Calima

CALIM AL

JAN 1960 JUL 1967 JAN 1975 JUL 1982 JAN 190

con una estrella son superiores a 3 veces la amplitud. Con el fin de tener en
cuenta el efecto estacional, se analiza la distribucién de los datos por meses.
En la figura 4.5 se presentan los diagramas de caja de los datos considerando
la distribucién dentro de cada uno de los doce meses. El tinico valor extremo
es el correspondiente a Agosto de 1983. Este se corrigié mediante un proced-
imiento de interpolacién éptima cuyo resultado transformé el valor de -2.3

a 0.65.

Tras analizar las funciones de autocorrelacién simple y parcial de las se-
ries transformadas y sus diferencias, se identificé una transformacién para es-

tabilizar la media, comun a todos los modelos: (1 — B 12) logc; = Vigloge, =



Figura 4.4: Diagrama de caja del conjunto de datos

4
3
2
14
0 CPER 1988
>FEB 1973
-1
-2
SAUG 1983
-3
372
CALIMAL

CALIMAL

Figura 4.5: Diagramas de caja para cada mes
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log ( “ ) y se evidencié un comportamiento estacional muy fuerte.

Ct—12

Rio Modelo

Calima | (1 — ¢,B) (1 — B*)logc; = (1 + 0,2B'?) a;

Cauca | (1 —¢,B) (1 — B?)logc; = (1 + 6,2B'?)a,
Grande | (1 — ¢ B — ¢,B?) (1 — B*?)logc; = (1 + 012B*?) a;
Ovejas | (1 —¢,B) (1 — B*)logc; = (1 + 012B") ay

Prado | (1—¢,B)(1— B%)logc; = (1+ 6012B)a,

La parte estacional se identificé mediante un M A(1);5 para todos los rios y

la parte regular mediante un AR(p) con p = 1 o 2, segtn el rio. Los mod-

elos estimados se validaron analizando los residuos. En el cuadro siguiente

se presentan los resultados de las estimaciones de los pardmetros, asi co-

mo el estadistico () de Lyung y Box para los 24 primeros coeficientes de
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autocorrelacion.

Calima | 0.65 -0.89 | 0.38 | 28.6
Cauca | 0.73 -0.89 | 0.27 | 12.5
Grande | 0.53 | 0.19 | -0.89 | 0.21 | 27.0

Ovejas | 0.64 -0.89 | 0.27 | 29.7

Prado | 0.56 -0.84 | 0.49 | 43.7

Aunque el valor del estadistico QQ para la serie del rio Prado indica que el
modelo no estd bien especificado, se presentan las estimaciones del modelo

que di6 el mejor ajuste.

4.3. No-linealidad

Ejemplos de modelos T'AR para caudales de rios se han presentado entre
otros en Tong & Lim (1980) y Tong (1990). Las variables utilizadas en estos
modelos son el caudal, la temperatura y la precipitacion. Es conocido que
el Fenémeno del Nino incide en el régimen de precipitaciones, ocasionan-
do importantes anomalias positivas y negativas de pluviosidad en diferentes

regiones del planeta. La influencia sobre la hidrologia en Colombia ha sido
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estudiada entre otros en Poveda y Mesa (1996), IDEAM (2002). En términos
generales, el anélisis de la informacién histérica establece que en las regiones
Caribe y Andina, se presenta una reduccién del 40 %, mientras que en las
regiones Amazonia y Pacifica se presenta un aumento de hasta el 60 %. Es-
tas anomalfas alteran la dindmica de las fluctuaciones de los caudales de los
rios. Al ser el IOS uno de los indicadores mas utilizados para cuantificar y
predecir el Fenémeno del Nino, puede pensarse que la trayectoria del caudal
se comporte de manera diferente si este indice se encuentra en determina-
da regién. El planteamiento de la variable IOS como variable umbral sera

contrastado mediante la prueba de linealidad Tsay (1989,1998).

La prueba de no-linealidad para el caso TAR introducida por Tsay se
basa en minimos cuadrados recursivos ajustados a los datos reordenados.
Dadas W,d y p, la variable umbral, su rezago y el orden autorregresivo
respectivamente, las observaciones {Z;,---Zr} se reordenan de acuerdo a
W,_4, reteniendo en cada caso los p rezagos anteriores para no perder la
relaciéon dindmica. Bajo el supuesto de linealidad, el modelo es un VAR,
Zy=AY, +e&, t=1,....,T donde A = (¢y,....,9,) . Yi = (ZI_1,-- . Z/_,)".
Sea w, = Wi_q parat =d+1,...,T , w el i-ésimo menor elemento y #(7)

el indice del tiempo asociado a w;. Al reordenar los datos de acuerdo a w;
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se obtiene

Zyiy = AY ) + vy, =1, (T — d)

Este nuevo orden se utiliza para hallar los residuos predictivos estandariza-
dos mediante un procedimiento recursivo en el que en la iteraciéon m se cal-
culan Em,EmH,/ﬁm 41 donde A\m es el estimador de A hallado por minimos
cuadrados utilizando las primeras m observaciones, €,,,1 es el residuo predic-
tivo, €nt1 = Zi(mi1) — A\th(mH) Y N1 €l residuo predictivo estandarizado,
" ~1
ﬁm+1 =€ms1 X |1+ Ytj(m+1)vmn(m+1)} _%7 Vin = [231 Y;(m‘*‘l)Y:(m—i—l) . La
i=
base de la prueba radica en el hecho de que bajo el supuesto de linealidad
los residuos predictivos no estédn correlacionados con los regresores y de lo
contrario si. Por lo tanto, el siguiente paso consiste en ajustar una regresién

a1; = BYj;)+v;. Se rechazard la hipStesis nula de linealidad si la regresién

es significativa.

4.3.1. Resultados de la prueba de linealidad
Puesto que los modelos lineales identificados son de la forma
(1—¢,B— ¢,B*) (1 —B?)logc; = (1 —B") ay,

la prueba de Tsay se aplicard al vector z,

(1— B®)

(1 _ 0312) 1Og Ct,

Zt =
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que se calcula mediante un algoritmo recursivo. La prueba se aplicé con
variable umbral /OS y para los retardos d = 1,2,..,6. Los resultados de
la prueba se presentan en la siguiente tabla. Los valores corresponden al
estadistico de prueba y entre paréntesis se dan los p-valores asociados. Se

concluye que sf hay evidencia de no-linealidad a nivel univariado con variable

umbral 10S .

10S;_4 | Calima | Cauca | Grande | Ovejas | Prado

10,38 3,51 3,06 4,76 2,36
d=1

(0,00) (0,06) (0,08) (0,02) (0,12)

11,58 3,66 2,59 3,89 2,89
d=2

(0,00) (0,06) (0,10) (0,04) (0,08)

8,22 3,19 2,47 3,80 1,74
d=3

(0,00) (0,07) (0,11) (0,05) (0,18)

9,61 3,35 2,41 3,84 2,94
d=4

(0,00) (0,07) (0,12) (0,05) (0,08)

11,90 3,67 2,63 4,10 3,84
d=5

(0,00) (0,06) (0,10) (0,04) (0,05)

10,29 2,74 2,38 3,02 3,97
d=26

(0,00) | (0,09 | (0,12) | (0,08) | (0,04)
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Las nubes de puntos de z; versus z;_1 para t = 2,..T, junto con los modelos

estimados por regimenes pueden verse en la figura 4.6.

4.4. Analisis Multivariado

En esta seccién se estimara un modelo factorial dindmico threshold con

dos regimenes y variable umbral 7OS.

Zt = Aft —|— Uy (41)
oVt + Tiag siweq <7
ft+1 =
OO, + Toayr siwea >y
donde Z; = (214, 221, -+, 251)'s zie = (1—0B?) 1 (1-B%)logcy,i = 1,...,5, cy
caudal del i—ésimo rfo en le instante t,w; = 1OS;, t = 1,...,328. Se asume

que E(uuy) = X, diagonal y positiva-definida, F(asa}) = I., y para

= 1,2, T, diagonal y nosingular.

4.4.1. Identificacién nimero de factores

Primero ha de especificarse la dimensién de f. Para esto se analizardn
los valores y vectores propios de las matrices de autocovarianza rezagadas
muestrales del vector Z, I'z(h) = (T — k)" Z,_,Z, para diferentes val-

ores de h. Los resultados parecen indicar uno o maximo dos valores propios
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diferentes de cero.

Valores propios

o7

[z(1) | D2(2) | T2(3) | Tz(4) | T2(5)
0.57 | 042 |0.35 |03l |0.27
0.09 |0.03 |0.02 |00l |0.03
0.04 |0.02 |0.00 |0.01 |0.00
0.01 |0.00 |0.00 |0.00 |0.00
0.00 |0.00 |0.00 |0.00 |0.00

Observando los vectores correspondientes a los valores propios para difer-

entes rezagos, se aprecia que el vector asociado al primer valor propio es

bastante estable, el correspondiente al segundo valor propio es menos es-

table y el asociado al tercer valor no es estable. Estos resultados parecen

indicar que hay un factor y posiblemente dos.

Vectores propios asociados

primer valor propio

segundo valor propio

tercer valor propio

h=1
h=2
h=3
h=4
h=5

(.46,.50,.32,.40,.51)
(.46,.52,.36,.40,.46)
(.43,.53,.37,.44,.43)

(.43,.52,.38,.46,.41)

(.39,.53,.39,.46,.42)

’

(.58,.17,.08,.06,-.80)

’

(.83,.00,-.19,-.35,-.38)

’

(.86,-.04,-.14,-.40,-.27)

’

(.86,.00,-.31,-.30,-.26}

’

(.63,.19,.01,-.08,-.74)

(.60,-.23,-.21,-.65,.31)
(.10,-.30,-.02,-.56,.76)
(.13,-.02,-.50,.73,-.42)

(.01,.05,.58,-.77,.24)

(.60,-.18,-.35,-.46,.51)
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Se realizaron dos pruebas a los datos para determinar el nimero de factores.
La primera, cuyos detalles pueden consultarse en Pena y Poncela (2006),
se basa en el hecho de que el nimero de factores comunes, r, es igual al
nimero de correlaciones canénicas diferentes de cero entre 7, ,, y Z; para
cualquier rezago h # 0. La prueba se hace secuencialmente sobre el nimero
de correlaciones iguales a cero. En términos del niimero de factores, se prueba
Hy:r =j,versus H, : r > j para j = 0,1,...,4, y se rechaza si el valor
del test estadistico es mayor que un valor critico. En la siguiente tabla se
muestran los valores del test para h = 2,3, ...,6 y la region de rechazo para
un nivel de significancia a = 0,05. Los resultados de la prueba nos llevan a

concluir que hay dos factores.

Resultados de la prueba de Pena & Poncela

h=2 |h=3|h=4|h=5|h=06 | regién de rechazo

r=201133.96 | 85.98 | 79.81 | 75.32 | 71.89 (37.65, c0)

r=1|4771 |18.80 | 17.95 | 19.12 | 19.04 (26.30, c0)

r=2|1564 |6.67 |659 |8.05 |6.89 (16.90, c0)
r=31660 |1.39 |070 |1.74 |3.33 (9.49, 00)
r=4[28% |0.16 |0.00 |0.10 |0.06 (3.84, c0)

La segunda prueba, propuesta por Hu & Chou (2004), se basa en una ex-

tensién del modelo de componentes escalares, SCM de Tiao & Tsay (1989).
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La pueba es tambien secuencial sobre el niimero de correlaciones canénicas
iguales a cero, pero las correlaciones se hallan entre el presente y no pre-
sente (pasado y futuro) de la serie, y, a diferencia de la prueba anterior, se
hallan correlaciones diferentes en cada paso. Utilizando el mismo nivel de

significancia, los resultados de la prueba indican la presencia de dos factores.

Resultados de la prueba de Hu & Chou

valor del test estadistico | regiéon de rechazo
H,:r=1 42.32 (31.41, c0)
H,:r=2 24.40 (25.00, co)
H,:r=3 12.17 (18.31, o)
H,:r=14 3.68 (11.07, o0)

Con base en los resultados anteriores, se decide estimar un modelo con

dos factores comunes.

4.4.2. Resultados del modelo estimado

En el algoritmo de estimacién deben inicializarse los pardmetros del mod-

elo.

La matriz de carga inicial proviene de los vectores propios asociados a
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los dos primeros valores propios de I'z(1),

0,46 0,50 0,32 0,40 0,51

0,58 0,17 0,08 0,06 —0,80

>

~

Yinic serd la diagonal del promedio de los residuos
1 [<& . - /
Yinic = diag? <; (Zt - Ainicft> (Zt - Ainicft) )

donde f‘t es el estimador 1nicial del factor

i — E <ft| zt,AW-C) = Cov (£,2,) (VarZ,) " Z,

mnic

(f‘Z)_IZt, t= 1, ,T

Fijos d y =, los valores iniciales para ¢ y T, se obtienen por minimos
cuadrados en cada régimen, basados en los valores f,,t =1,..,T. En cuanto
al rezago de la variable umbral, puesto que el Fenémeno del Nino tiene
una duraciéon promedio de doce meses, recorrerd el conjunto de valores
{1,2...,12}. El conjunto de los valores umbral I" se forma a partir de los val-
ores diferentes obsevados de la variable /O.S durante el perfodo analizado.
Este conjunto contiene inicialmente 81 elementos, y se reduce a 50 al elimi-
nar los perecentiles menores que 10 y mayores que 90, quedando conformado
por el conjunto{-2.6, -2.5, ... , 2.3}. De acuerdo a esto, el procedimiento de

estimacién debe ejecutar 60 veces el algoritmo EM.
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El resultado para la matriz de carga del modelo factorial dindmico thresh-

old es

. 0,29 054 034 047 0,52
A=
0,94 -0,06 —-0,06 —0,23 -0,22

La estimacién de la matriz de varianzas de los términos especificos es ¥, =

diag(,016,,006,,032,,040,,201), y el modelo estimado para el factor es

flt 0,70 0,00 f1,t-1 ai

= + si 10S,_, < —2,3
f2t 0,00 0,55 f2,t—1 A2¢
flt 0,78 0,00 fl,t—l a1¢

= _'_ Si IOSt—l 2 _273
f2t 0,00 0,67 f2,t71 A2¢

donde cov(agl)) = diag(,30, ,08),cov(a§2)) = diag(,27,,04) para al) =
(a(ﬁ),ag)), y a§2) = (ag),ag)),. Puesto que los episodios del Fenémeno del

Nino se presentan acompanados de valores negativos del Indice de Oscilacién

al Sur, el regimen uno puede asociarse a una de las fases del fenémeno.

Para analizar la pertinencia de un modelo factorial dindmico threshold

se estima un modelo factorial dindmico lineal.

Z, = Afi +uy,

fi=ofio1 +ay
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El estimador de la matriz de carga para este modelo resulta ser

/
. 0,86 0,37 0,20 0,16 0,21
A=
0,46 —-0,38 —0,27 -0,52 —-0,53

A

Y. = diag(,029,,007,,032,,039,,239) y el modelo para el factor es

Jit 0,78 0,00 fl,t—l a1t
= + (4.2)
f2t 0,00 0,71 f2,t—1 Aot
donde cov(a;) = diag(,27,,03) para a; = (ay, agtj.

Denotando por fy fNT al factor estimado del modelo factorial lineal y

threshod respectivamente, y por AL y AN 3 las matrices de carga estimadas

T S, o
de los correspondientes modelos, Z HZt — ANE fNL H < Z HZt — AL fE
=1 =1

y XT: HftNL — gAbNL ftngz > XT: HftL — éSL ftL_1H2. Es decir el ajuste del mod-
—1 =1

elc: de la serie de caudales tde rios con factores no lineales es mejor que

el ajuste con factores lineales, pero el modelo autoregresivo de los factores

tiene mejor ajuste que el modelo threshold. Combinando los dos ajustes se

comprueba que

T 9 T
| RS AL D
t=1 t=1
T 9 T
> >
t=1 t=1

Podemos concluir por tanto que hay una ganancia relativa del modelo fac-

~ ~ ~ 2
NL _ ¢NL NL
t t—1

2

N o ~L A
Zi— AL ff ft=o¢ fk

torial threshold.
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En esta aplicacion se ha probado la presencia de no-linealidad del tipo
threshold para cinco caudales de la regién andina de Colombia. Se ha es-
timado un modelo multivariado factorial dindmico que tiene en cuenta la
no-linealidad. Concluimos la aplicacién senalando la importancia que parece
tener el fenémeno del Nino en el comportamiento de los caudales de los rios
en la regién andina de Colombia. La recurrencia y la no-periodicidad de este

Fenémeno incide en la no-linelaidad de los caudales.
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