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Introducciéon

En este trabajo se presentan algunos resultados de las topologias de Alexandroff, es
decir, aquellas cuya interseccién de abiertos es abierto. Se hace un estudio de los espacios
de Alexandroff desde tres puntos de vista: Por filtros, cubos y Monoides.

En el capitulo 1 se dan definiciones y teoremas basicos que se utilizan a lo largo del
trabajo.

En el capitulo 2, se hace una construccion de las topologias de Alexandroff via filtros. Se
prueba que las topologias principales y las de Alexandroff sobre un conjunto X, coinciden,
y que ademas estas colecciones son anti-isomorfas a la coleccion de los pre-ordenes sobre
un conjunto X.

En el capitulo 3, se considera un conjunto infinito X. Puesto §(X) (partes de X) se
puede identificar con 2% (e.d., la coleccién de todas las funciones caracteristicas), y si
dotamos a 2% con la topologia producto (llamado el cubo 2%), esto permite dotar a §2(X)
de una topologfa, de tal forma que las colecciones 2% y £(X) resultan ser homeomorfas.
Con esta identificacién, una topologia se puede ver como un subconjunto del cubo 2X y
por ende podemos hablar de topologias abiertas, cerradas, compactas, etc. Dos resultados
importantes en este capitulo, es que las topologias de Alexandroff quedan caracterizadas
como subconjuntos cerrados del cubo 2%, y las colecciones A(X) (la coleccién de las
topologias de Alexandroff sobre X) y Pre(X) (la coleccién de los pre-ordenes sobre X),
son homeomorfas cuando A(X) tiene la topologia de Vietoris y Pre(X) hereda la topologia
del cubo 2X*X

Si (S, +, e) es un monoide y X un conjunto no vacio, una accién de S sobre X es una
funcién * : S x X — X definida como (s,z) — s * x que satisface: Para cada s,t € S
y para todo x € X, s« (t*xx) = (s+t)*xxy exx = x. Para cada = € X el conjunto
Op = {s*x : s € S} es llamado la 6rbita de z. En el capitulo 4, se muestra que la coleccién
de estas orbitas es base para una topologia de Alexandroff sobre X. En particular, cuando
S es el monoide (Hom(X),o0,1x) donde Hom(X) es la coleccién de todas las funciones
de X en X, se establece una correspondencia biunivoca entre C(X) (la coleccién de los
semigrupos saturados ! sobre X) y A(X), ademas se muestra que (C(X), C) es un reticulo
completo y anti-isomorfo a (A(X), Q).

'Sea X # @. Un sub-semigrupo T de Hom(X) es saturado si:
(1) 1x €T, donde 1x(z) = = para todo =z € X.

(i1) Si T acttia sobre X via la funcién evaluacién, y para cada = € X, OF ={f(x): f € T} es la érbita
de = de esta accién, entonces T' = {f € Hom(X) : f(x) € OF vz € X}.

II



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Topologias de Alexandroff

En este seccién se definen conceptos y resultados bésicos que utilizamos a lo largo de
este trabajo.

1.1.1 Definicién. Un espacio topolégico (X,T) es de Alexandroff, si la interseccién
arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

1.1.2 Definicion. Sean X un espacio topolégico y x € X. Una vecindad N, de = es
minimal si dada cualquier otra vecindad V de x, N, C V.

Es evidente en la definicién anterior, que N, es un subconjunto abierto de X. Los
espacios de Alexandroff poseen vecindades minimales para cada punto del espacio y quedan
completamente caracterizados por sus vecindades abiertas minimales como lo establece la
siguiente proposicion.

1.1.3 Proposicién. Un espacio topoldgico X es de Alexandroff si y solo si para todo
x € X existe una vecindad minimal N.

Demostracion. =) Sean x € X y B = {U C X : U es vecindad abierta de z}. Consi-
deremos N, = ({U : U € B}, entonces N, es una vecindad abierta de x por ser X de
Alexandroff, y por la construccién, es vecindad minimal.

<) Sean V' = (,c;U; con U; un subconjunto abierto de X y = € V, entonces z € U;
para todo ¢ € I. Existe N, vecindad minimal de x tal que N, C U; para cada ¢ € I. Por
tanto NV, C V' y V es vecindad de cada uno de sus puntos. En consecuencia V es abierto
y asi X es de Alexandroff. O

Nota. Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Alexandroff, notamos la vecindad minimal
de un punto = de X como N, si se requiere resaltar el papel de la topologia T notaremos
N7. Tenemos que

Ny=(({U:2e€UyUecT}

Ademss, si y € N, entonces N, C N,. O
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Si X es de Alexandroff, para cada x € X, N, es una vecindad minimal compacta,
pues para cada cubrimiento abierto {U;}icr de N, tenemos que existe j € I tal que
x € Uj, luego N, C Uj. Por tanto tenemos que todo espacio de Alexandroff es localmente
compacto. []

Ejemplos

1. Todo espacio topolégico finito es de Alexandroff.
2. Los espacios topolégicos discretos e indiscretos son de Alexandroff.

3. En el estudio de espacios de Alexandroff no son relevantes los espacios 17, si se
considera un axioma de separacién, este debe ser Ty. En efecto, si X es un espacio
topolégico T1, X es de Alexandroff si y solo si X es discreto.

4. Si X y Y son espacios de Alexandroff, X x Y es de Alexandroff. En este caso para

cada (z,y) € X x Y, su vecindad minimal esta dada por Nzy) = Ng X Ny.

1.2. Bases minimales

1.2.1 Definicién. Sean X un conjunto no vacio y B una coleccién de subconjuntos de
X. B, € B es un conjunto minimal conteniendo a x (o mas brevemente, un conjunto
minimal de z), si dado G € B con x € G, se tiene B, C G, es decir, B, estd contenido
en cualquier superconjunto de {z} que pertenece a B.

Note que los conjuntos minimales son tnicos. Decimos que B es una base minimal
de X si para cada x € X, existe B, € B tal que B, es un conjunto minimal de x. La razén
de llamarle asi es por lo siguiente:

1.2.2 Teorema. Si B = {B;}ic; es una base minimal de X, B es base de una topologia
T sobre X. T es de Alexandroff y N, = B, donde B, es un conjunto minimal de x.

Demostracion. 1. Para cada « € X existe B, € B conjunto minimal de z, es decir
X =Uyex B

2. Sean B;,B; € By z € B; N Bj. Por hipétesis existe B, € B conjunto minimal de z
tal que B, C B; y B, C Bj, es decir B, C B; N B;.

De 1 y 2, B es una base de una topologia T sobre X.

Puesto que B C T y para cada x € X existe B, € B vecindad minimal de x, por la
proposicién 1.1.3, X es de Alexandroff. Claramente tenemos que B, = N,. O

Veamos dos aplicaciones del teorema anterior.

Ejemplos

1. Si X es de Alexandroff y B = {N, : z € X} es la coleccién de sus vecindades
minimales, B es una base minimal de X.
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2. En X = R" consideremos la topologia inducida por la métrica euclidiana, sea B la
coleccién de las bolas cerradas de centro en 0. Para cada x € X, B, = B(0, ||z ]||) es
un conjunto minimal de z, por 1.2.2, B es una base minimal de X que genera una
topologia de Alexandroff en R™. Note que este espacio no es T} y tampoco compacto,
aunque si localmente compacto.

1.3. Topologias versus pre-ordenes

Un subconjunto R de X x X es una relacién de preorden sobre X, o simplemente un
preorden sobre X, si R es reflexiva y transitiva:

1. (z,x) € R para todo z € X.
2. Si (z,y) € Ry (y,2) € R implica (z,2) € R, donde x,y,2 € X.

1.3.1 Definicién. Dado un espacio topolégico (X, 7T), definimos la relacién binaria <q
en X como: L
r<gy < z€{y}

Es decir,
r <gy <= y €V, para toda vecindad V, de x.

1.3.2 Proposicién. Sea (X,T) un espacio topoldgico. La relacion <g define un preorden
en X.

Demostracion. Es reflexiva puesto que x € @ Sean ¢ <gyyy <gz, entonces r € @ y
Y€ {2;7}, por tanto m C @ y @ C @ ya que @ es el menor cerrado que contiene a
Ty @ es el menor cerrado que contiene a ¥y, luego @ C @ yasixz € @ Esto muestra
que <q es transitiva. ]

En particular, si (X,7) es de Alexandroff, 1.3.1 es equivalente a:
r<gy < Ny C N, < y€ N,
e.d., el preorden <g4 puede ser descrito en términos de las vecindades minimales.

El preorden <g recibe el nombre de preorden de especializacién (o el preorden
asociado a 7). Los pre-ordenes y las topologias de Alexandroff estdn estrechamente rela-
cionados, pues dada una topologia esta induce un preorden como se definié en 1.3.1, y
reciprocamente, dado un preorden <, este induce una topologia de Alexandroff como lo
muestra la siguiente proposicién.

1.3.3 Proposicién. Sean (X, <) un conjunto preordenado y B = {1 z: = € X} (la
coleccion de filtros principales) donde Tx = {y € X : x < y}. Entonces B es una base
minimal de X ; la topologia generada por B es de Alexandroff y notada T(<).

Demostracion. Veamos que para cada z € X, Tz es un conjunto minimal de x respecto de
la coleccion B . Seany € X conx €Ty y p €1z, entonces y < x y x < p; por la transitividad
de <, y < p, luego p €Ty. Por tanto Tx CTy y asi Tz es un conjunto minimal de z. En
consecuencia B es una base minimal de X. Por 1.2.2, T7(<) es de Alexandroff. O
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Obviamente tenemos que Tz son las vecindades minimales en T(<). Si (X, <) es un
conjunto preordenado, la topologia T(<) se denomina topologia asociada al preorden
<, (o topologia inducida por el preorden <).

Ejemplos

1. Sea < una relacién de equivalencia. La base minimal para T(<) es la coleccién de
las clases de equivalencia, es decir B = {[z] : x € X}

2. Sea el conjunto ordenado (§(X), C) partes de X. Entonces
B={1A: A P(X)} donde TA={FCX:ACF},

es una base para T(C).

Si A=, 19 =§(X). Para A # @, la vecindad minimal de A es el filtro principal
generado por A. En particular para cada = € X, el ultrafiltro T {x} principal es
vecindad minimal del conjunto unitario {z}, y si A =X, 1X = {X}.

1.3.4 Proposicion. Sean T y Ty topologias en X. St Ty C Ta, <g,0<g,.

Demostracion. Veamos que si z £, y entonces z £, y. Si z £, y, existe G € Ty
conteniendo a z tal que y ¢ G; como Ty C To, G € To, por tanto z £, y. As{ <3, 0<s,. O

El reciproco de la proposicién anterior se tiene, si J1 y T2 son topologias de Alexandroff,
como lo veremos posteriormente.

1.4. Reticulos

1.4.1 Definicién. Sea P un conjunto. Un orden parcial (o simplemente orden) sobre P
es un pre-orden < sobre P que es antisimétrica. Un conjunto dotado con una relacién de
orden se llama un conjunto ordenado. Cuando es necesario especificar el orden se nota
(P, <).

Sean (P, <) y (Q,<) conjuntos ordenados; una funcién ¢ : P — @ se dice que es
creciente o que preserva el orden, si x <y en P implica p(z) < ¢(y) en Q. La funcién ¢
es una inmersion de orden si

r< yenP < p(z)<ep(y) enQ.

Un isomorfismo de orden es una inmersion de orden sobreyectiva (y por tanto, biyectiva).
Si existe una inmersién de orden de P sobre @, se dice que P y @ son orden-isomorfos y
se escribe P = ().

Dado un conjunto ordenado P, el dual de P, denotado P?, se obtiene definiendo z < y
en P? siy solo si y < x en P. Se dice que (P, <) es anti-isomorfo a (Q, <) si existe un
isomorfismo de orden ¢ entre Py Q7; es decir, si

z<y enP <= ¢(x)=¢(y) en Q.
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Un elemento z € P es un elemento maximal(minimal) si para cada z € P, z <
z(z < z) implica z = z.

Dado A C P, decimos que = € P es una cota superior para A si a < x para todo
a € A. Dualmente, z € P es una cota inferior para A si x < a para cada a € A. Con
Al—léase superior de A— denotamos el conjunto de todas las cotas superiores de A, y
con Al el conjunto de todas las cotas inferiores de A. El elemento minimo de A’ si existe,
es el supremo de A, denotado por \/ A o supA. De manera dual se define el infimo de
A, denotado A A o infA. En el caso en que A = {x,y} simplemente notamos

xVy:=sup{z,y} y zAy:=inf{z,y}

Si para todo par de elementos z,y existe z Vy y x Ay se dice que (P, <) es un reticulo.
(P, <) es un reticulo completo(o reticulado completo) si para todo subconjunto S de P
existen \/ S =supS y A S =infS. Nétese que en un reticulo completo (P, <) se tiene
infg =supP = maximode P=TT,
sup @ = inf P = minimo de P = .

Un subconjunto S C P es un sub-reticulo de P si S con el orden inducido de P, es
un reticulo.

Si U es una coleccién de subconjuntos de X y consideramos el conjunto ordenado
(U, Q), el siguiente lema nos da condiciones suficientes para que U sea un reticulo completo
y nos ilustra como son exactamente \/ y A.

1.4.2 Lema. Sean X un conjunto y U una familia de subconjuntos de X ordenada por la
inclusion usual C tal que

(@) Nyer Ai €U para cualquier coleccion no vacia {A;}ier CU y

(b) X elU.

Entonces (U, C) es un reticulo completo donde

V{diziel} =({Aeu:|JA c 4},

i€l

N{AiieT} =4,

el

Ejemplo El Reticulo de los pre-6rdenes Pre(X).
Denotamos con Pre(X) la coleccién de todos los pre-6rdenes sobre X. X x X es un
preorden y es el elemento maximo en Pre(X); como la interseccién de pre-érdenes es un
preorden, por el Lema 1.4.2, (Pre(X), Q) es reticulo completo donde

\VARi:iel} =({Re Pre(X): | JR:i C R},

el

NRi:iel} =R,

i€l
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La diagonal,
AX) :={(z,z):x € X}

es el elemento minimo de (Pre(X), C). O

1.5. Continuidad en espacios de Alexandroff

Es natural preguntarse si ser de Alexandroff es un invariante topoldgico, es decir si
h : X — Y es un homeomorfismo y X es de Alexandroff, entonces jh(X) = Y es de
Alexandroff?. En realidad no es necesario que h sea una biyeccion, es suficiente con que h
sea abierta y continua como lo establece la siguiente proposicién.

1.5.1 Teorema. Sean X de Alexandroff, h: X — Y abierta y continua. Entonces h(X)
es de Alevandroff y h(Ny) = Nj(y).-

Demostracion. Sean y € h(X), x € X tal que y = h(z) y N, la vecindad minimal de x.
Como h es abierta h(IN;) es abierto en h(X). Sea y € U donde U es un abierto en h(X),
entonces x € h~'(U) y como h es continua, h~'(U) es abierto en X, en consecuencia
N, C h=}(U), es decir h(N,) C U. Por consiguiente h(N,) es una vecindad minimal de .
Por 1.1.3, h(X) es de Alexandroff y h(N;) = Nj(g).- O

En particular tenemos que si X y Y son homeomorfos y X es de Alexandroff, Y es
de Alexandroff. Es importante anotar que en la proposicién anterior la condicién de ser
abierta no se puede omitir, es decir si h : X — Y es continua y X es de Alexandroff,
entonces no necesariamente h(X) es de Alexandroff, por ejemplo, sean X = Ny Y = Q.
Como Q es enumerable, existe una biyeccion h : N — Q; dotemos a N con la topologia
discreta y a Q con la topologia de subespacio de R, donde R tiene la topologia usual,
entonces h es continua pero h(N) = Q no es de Alexandroff. O

A continuacién veremos que la continuidad entre espacios de Alexandroff, se puede
caracterizar en términos de sus vecindades minimales.

1.5.2 Proposicién. Sean X,Y espacios de Alexandroff. f : X — Y es continua si
y solo si f(Ny) € Ny, donde Ny y Ny son las vecindades minimales de x y f(r)
respectivamente.

Demostracion. =) Sean x € X y Ny(y) la vecindad minimal de f(z). Como f es continua,
f_l(Nf(x)) es un abierto en X conteniendo a z, por tanto N, C f_l(Nf(x)), es decir

<) Sean f(N;) € Ny(py, ¥ € X y U una vecindad de f(z). Por ser Y de Alexandroff,
Ny(z) € U, por consiguiente f(N;) C U y asi f es continua. O

Como las topologias de Alexandroff y los pre-ordenes estan estrechamente relaciona-
dos, las funciones crecientes entre conjuntos preordenados, se caracterizan mediante la
continuidad entre los espacios topoldgicos inducidos por sus pre-ordenes, como lo muestra
el siguiente teorema.

1.5.3 Teorema. Sean (X, <;) y (Y, <2) conjuntos preordenados.
f:(X,<1) — (Y, <2) es creciente si y solo si f:(X,T(<y)) — (Y, T(<L2)) es continua.
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Demostracion. =) Veamos que f(1z) CTf(x). Seay € f(]x), existe a €Tz tal que f(a) =y
y <1 a. Como f es creciente f(x) <9 f(a), es decir y €7f(x). Por tanto f(1z) C1f(z) y
por 1.5.2) f es continua.

<) Si f es continua, por 1.5.2 f(Tx) C1f(x) para cada x € X. Si x < a, a €Tz lo
cual implica que f(a) €7f(z), es decir f(x) < f(a). Por tanto f es creciente. O

Consideremos los conjuntos pre-ordenados (X <1) y (Y, <9) y definamos en X x Y la
relacion < como
(z,y) 2 (a,0) <= z<1a y y<ab

= define un preorden en X X Y y por tanto induce una topologia de Alexandroff T(=)
en X x Y. Para cada (z,y) € X x Y tenemos que 1(z,y) =]xxTy, es decir T(=) coincide
con la topologia producto en X x Y generada por

B={lzxly:z € XyyeY}
Como un caso particular tenemos el siguiente ejemplo:
Ejemplo Sean X # @, el conjunto ordenado (£(X),C) y
frg: (P(X) x P(X),2) — (P(X),9)
definidas respectivamente como
f(A,B)=AUB y g(A,B)=ANB.
f v g son crecientes, luego por 1.5.3 continuas de

(P(X) x (X),7(x)) a (B(X),T(9)).

Ejemplo Sea f:(§£(X),C) — (§(X), C) definida como f(A) = A°. f no es creciente,
en realidad tenemos que si A, B C X,

ACB « [(4)2 f(B).
Como f es una biyeccién, (§(X), C) es anti-isomorfo a si mismo.

f no es continua con respecto a (§2(X),T(C)), pues 1X es abierto en (£(X),T(Q)) y
f7H(1X) = {2} no es un abierto en (£(X),T(C)), ya que las vecindades minimales en
(8(X),T(9)) son filtros principales.



CAPITULO 2

Topologias de Alexandroff, un enfoque por filtros

2.1. Topologias principales

2.1.1 Definicién. Sea (L, <) un reticulo con minimo L y médximo T (no necesariamente
completo). Un elemento a € L, a # L es un infra-elemento si ningiin elemento precede
a a, excepto 1. De manera dual, a es un ultra-elemento si ¢ # T y ningtn elemento es
mayor que a, excepto T.

Ejemplo Sea Top(X) la coleccién de todas las topologias sobre X. Es conocido que
(Top(X), Q) es un reticulo completo. Las topologias de la forma {&, X, G} donde G C X,
G # @, G # X son infra-elementos en T'op(X), o mejor, infra-topologias en Top(X).
Note que estas infra-topologias son de Alexandroff.

Como lo muestra el ejemplo anterior, encontrar infra-topologias es sencillo, pero cuando
se trata de ultra-elementos en (T'op(X), C), es decir ultra-topologias, no es tan facil.
Como un primer intento, construyamos una topologia cercana a §(X) en la que todo
conjunto unitario, excepto uno, sea abierto.

2.1.2 Definicion. Para cada filtro F sobre X y cada elemento fijo p € X definimos la
siguiente topologia sobre X:

G(p, F) :=R(X —{p}) U F.

En esta topologia los conjuntos unitarios {z}, (z € X) son abiertos siempre que x # p.
También son abiertos todos los subconjuntos de X que no contienen al punto p, lo mismo
todos los subconjuntos de X que son elementos de filtro F. Asi pues, las vecindades de
p son los elementos de F a los cuales el punto p pertenece; de modo que si queremos
construir una topologia lo mas grande posible, el filtro F debe ser lo mas grande posible,
o sea un ultra-filtro.

2.1.3 Proposicién. Una topologia de la forma G(a,U), donde a € X yU es un ultrafiltro
sobre X tal que U # U, dondeU, = {F C X : a € F} (es decir el filtro principal generado
por {a}, el cual es un ultrafiltro), es una ultra-topologia.

Demostracion. En efecto, sea T una topologfa sobre X tal que G(a,U) & T; veamos que
T coincide con §(X). Sea A € Tcona € Ay A ¢ U. Por ser U un ultrafiltro, A° € U,
8
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A°U{a} € U, lo cual implica A°U {a} € T. Como la interseccién de abiertos es abierto,
AN (A°U{a}) es abierto y asf {a} € T. Como §(X — {a}) C T, tenemos T = P(X). O

De hecho, todas la ultra-topologias son exactamente de la forma anterior.

2.1.4 Proposicién. SiT es una ultra-topologia sobre X, entonces T es de la forma G(a,U)
para algun ultra-filtro U sobre X con U # U,.

Demostracion. Si T es una ultra-topologia sobre X, existe a € X tal que {a} ¢ T. El
conjunto V(a) de las vecindades del punto a es un filtro distinto de U, pues {a} ¢ V(a),
mientras que {a} € U,. Ademds, para toda V, vecindad de a se cumple que V,N{a}¢ # @,
luego el el conjunto

B ={Van{a}®:V, es vecindad de a}

es base de filtro y, por tanto, el filtro F generado por esta base satisface que {a}® € F.
Existe U ultrafiltro sobre X tal que F C U, de donde {a}® € U y asi {a} ¢ U, es decir
U # Uy; ademds, como V(a) C F entonces V(a) C U. Por otra parte, dado que cualquier
abierto en 7 tiene o no al punto a, entonces

TCPX —{a})UV(a) CP(X —{a}) UU = G(a,U),
y como T es ultra-topologia tenemos T = G(a,U). O

2.1.5 Definicion. Una ultra-topologia generada por un ultrafiltro principal es llamada
una ultra-topologia principal. Es decir, una ultra-topologia es principal si es de la
forma G(z,Uy), con z,y € X, x # y, y Uy es el ultrafiltro principal generado por {y}, e.d.,
U ={FCX:yeF}.

2.1.6 Definicién. Una topologia sobre X es principal si es interseccién de ultra-topologias
principales, es decir, interseccién de topologias de la forma G(x,U,), con z,y € X. Deno-
tamos por II(X) el conjunto de las topologias principales sobre X.

En particular tenemos que cada ultra-topologia principal G(p,U,),p # ¢, es una topo-
logia principal; en este caso cada abierto que contiene a p también contiene a g pues las
unicas vecindades de p estan en U, 6sea que V(p) C V(q). Esto significa que las topologias
principales no pueden ser T;. Tampoco satisfacen los axiomas de separacién T;(i = 2,3, 4)
ya que cuando son 77 automdaticamente se convierten en la discreta.

A continuacién mostraremos que las topologias principales y las de Alexandroff, coin-
ciden.

2.1.7 Lema. Sea la topologia principal T = G(p,Uq) N G(q,U,). Entonces T C G(p,Uy).

Demostracion. Sea G € T, entonces si p ¢ G, G € G(p,U,). Sip € G, ¢ € G y por tanto
G € G(p,U,). Por consiguiente T C G(p,U,). O

2.1.8 Lema. Si T es una topologia principal sobre X, el conjunto
B, = {y € X : TC G(x,Uy))

es abierto para cada x € X, ed., B, € J.
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Demostracion. Sea T una ultra-topologia principal, entonces T es interseccion de topo-
logfas de la forma G(p,U,), con p,q € X.

Si{z} € T, By = {z}, pues de lo contrario existe y € X cony # z tal que T C G(x,U,),
e.d., {x} ¢ T lo cual no es posible.

Sea T C G(p,Uy). Sip ¢ B,, B, es abierto en G(p,U,). Si p € By, T C G(x,Up),
asi T C G(x,U,) NG(p,Uy) y por 2.1.7, T C G(x,U,). Por tanto ¢ € B, y B, es abierto en
g(pauq)'

De lo anterior se deduce que B, es abierto en cada G(p,U,), en consecuencia B, € J. [

2.1.9 Lema. Si T es una topologia en X, T = ({G(z,U) : T C G(z,U)}, donde U es un
ultrafiltro sobre X.

Demostracion. Asumamos que T # §£(X). Claramente

TC({G(,U): T CGla,U)}.
Para la contenencia,
({G(z,U): T CG(a,U)} €T,

tomemos A ¢ Ty veamos que A ¢ ({G(z,U) : T C G(z,U)}. Para ello verifiquemos que
existe al menos un elemento de la coleccién que no contiene a A. Como A ¢ T, existe a € A
que no es punto interior de A. Por tanto, toda vecindad V, de a satisface V, N A¢ # &.
Asfi el conjunto

B ={V,N A°:V, es vecindad de a},

es una base para filtro y por tanto el filtro F = (B) generado por esta base satisface que
A¢ € F. Sea U un ultrafiltro mas fino que F, esto es, F C U. Como U contiene todas las
vecindades de a, T C (X — {a}) JU = G(a,U). Como A° € U, entonces A ¢ U con lo
cual

A¢(WG(x,U): T CGla,U)}.
O

2.1.10 Teorema. Una topologia T sobre X es principal si y solo si T es de Alexandroff.

Demostracion. =) Sea T una topologia principal. Veamos que
B={By:zx€X}donde B, ={y € X : T CG(z,Uy)},
es una base minimal de X y una base para 7.

(1) Sean z,y € X tal que z € B,. Mostremos que B, C B,. En efecto, si p € By,
T C G(z,Uy). Como z € By, T C G(y,Uy) asi,

T CG(y,Uy) NG(z,Up).

Luego T C G(y,Up) (Lema 2.1.7) y por tanto p € By. Por consiguiente, B, C By y B, es
un conjunto minimal de x.
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(7i) Por el Lema 2.1.8, B, es abierto en T, es decir B C 7. Sea G € T tal que z € G,
mostremos que B, C G. Razonemos por contradiccién, e.d., supongamos que existe p € B,
tal que p ¢ G, esto implica que G ¢ G(z,U),), puesto que T C G(z,U,), G ¢ T, lo cual no
puede ser.

De (i) y (i7), B es una base minimal de X y una base para T, luego por 1.2.2, T es de
Alexandroft.

<) Sea T un topologia de Alexandroff donde para cada = € X, N, es su vecindad
minimal. Por el Lema 2.1.9,

T=({G(z.u): T CG(x,U)}

Sea y € N,, entonces T C G(x,U,) ya que cualquier abierto que contiene a x, contiene
a y, por tanto

TC(G(x,Uy) 1y € N, }.

Como xz € Ny y N, € T, N, € U. Sea G € (\{G(x,Uy) : y € N}, entonces z ¢ G
ox €Gysiz ¢ G,G e Gx,U),ysiz e G, N, CG, por ser U ultrafiltro, G € U. En

consecuencia tenemos

N{G(x.t,) : y € No} € Glath)

Asi, para cada x € X y su respectiva vecindad minimal N, existe una topologia principal
Jr = (WG(z,Uy) : y € Ny} tal que J, C G(2,U) y T C Ty, luego

) Je € {G(z,U) : T C G, U)} = T.

zeX

Por ende (), cx Jz = 7, es decir T es principal. ]

2.2. El reticulo A(X)

Sea el conjunto ordenado (A(X), C) donde A(X) es la coleccién de todas las topologias
de Alexandroff sobre X. A(X) tiene como elemento mdximo a §(X) y a {&, X} como
elemento minimo. Si {T;}icr € A(X), entonces (,c; T; € A(X), es decir la interseccién de
topologias de Alexandroff, es de Alexandroff. Por el Lema 1.4.2, (A(X), C) es un reticulo

completo donde
VATiviely =({TeAX): [T €T},
i€l

N{Tiziel} =T

el

En particular tenemos que la coleccién II(X) de las topologias principales sobre X, es
un reticulo completo.

Ahora, si Ag(X) es la coleccién de las topologias de Alexandroff sobre X que son T,
Ap(X) tiene a §(X) como elemento maximo, sin embargo, interseccién de topologias de
Alexandroff T no necesariamente es Ty, por ejemplo, sean X = {0,1} y las topologias
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T ={9,X,{0}} vy T2 = {@, X, {1}}, entonces T1 y T2 son Ty pero T1 N T3 no es Ty, en
consecuencia (Ap(X), <) no es un sub-reticulo de (A(X), Q).

A continuacién mostraremos que el reticulo (A(X),C) de las topologias de Alexan-
droff es anti-isomorfo al reticulo de los pre-érdenes (Pre(X), C). Una forma de hacerlo es
mostrando que (II(X), C) es anti-isomorfo a (Pre(X), Q).

2.2.1 Proposicién. Dada una topologia principal T la relacion Ry C X x X definida por
xRyy siysolosi T CG(x,Uy),

es un preorden sobre X.

El preorden definido en esta proposicion coincide con el preorden definido en 1.3.1.
Ahora, si R es un preorden entonces tenemos que R induce una topologia principal la cual
se define como: Tr = ({G(z,U,) : Ry}, que es por definicién una topologia principal.
Esta topologia coincide con la topologia de 1.3.3, es decir T = T(R) ya que la aplicacién

Y Pre(X) — II(X) definida ¢(R)=T(R)
es una biyeccién.

2.2.2 Teorema. FEl reticulo (II(X),C) de las topologias principales sobre X es anti-
isomorfo al reticulo (Pre(X),C) de los pre-ordenes en X.

Demostracion. Las funciones
n:I(X) — Pre(X) y ¢ :Pre(X) — II(X)

definidas por n(T7) = Ry y ¥(R) = T(R) son mutuamente inversas en el sentido que
n(Y(R)) = R para todo R € Pre(X) y ¥(n(7)) = T para toda T € II(X).

Como xzRgy si y solo si T C G(x,U,) tenemos que, si Ty C Ty entonces (z,y) € Ry,
lo que implica Ty € G(z,Uy,) y asi Ty € To C G(z,U,), con lo cual (z,y) € Ry, luego
Ry, 2 Ry,.

Por otra parte, Ry C Ry implica Tr, 2 Tgr, ya que
ﬂ{g(.’E,Uy) : ley} 2 m{g(f,uy) : SURQy}

Esto comprueba que la correspondencia es un anti-isomorfismo. ]

Por la proposicién anterior tenemos que (A(X), C) es anti-isomorfo a (Pre(X), C). Si
(X,T) es un espacio de Alexandroff Ty, Ry define un orden, de forma inversa, si R es un
orden, J(R) es Ty, asi las funciones

¢: Ag(X) — Pos(X) y p:Pos(X)— Ay(X)

definidas respectivamente como ¢(T) = Ry y u(R) = T(R) son inversas la una de la otra.
Por tanto, el conjunto ordenado (Ay(X),C) de las topologias de Alexandroff que son T,
es anti-isomorfo al conjunto (Pos(X), C) de los érdenes.



CAPITULO 3

Topologias de Alexandroff, un enfoque por cubos

3.1. El Cubo 2%

Sean X un conjunto infinito y 2%X = {0,1}¥ la coleccién de todas las funciones carac-
teristicas. El conjunto §(X) de partes de X se puede identificar con 2X puesto que la
funcién

Y HXZ- — P(X)
€X

1 z€A
A dond =
XA onde XA(.CL‘) {0 x%A ’

es una biyeccién. Ahora bien, dotemos a 2% con la topologia producto, es decir
2% = [I;ex Xi (conocido como el cubo de Cantor, o simplemente el cubo 2%) donde
X; = {0,1} es el espacio topoldgico discreto; si a §(X) lo dotamos de la topologfa final
con respecto a , esto es, U es abierto en §(X) si y solo si ¢! (U) es abierto en 2%, en-
tonces ¢ es un homeomorfismo, ya que por definicién de topologia final es continua, y por
ser inyectiva es abierta. Con esta identificacién, una topologia sobre X se puede ver como
un subconjunto del cubo 2% y por ende podemos hablar de topologias abiertas, cerradas,
compactas, etc.

Con la topologia producto en 2%, tenemos que el cubo 2% es compacto (teorema de
Tychonoff), también es T5 puesto que X; = {0,1} es T para cada i € X, en particular
£(X) es compacto y Ty con la topologia final. En realidad tenemos mucho mas, 2% es es
regular ya que cada X; lo es y en consecuencia §(X) es regular.

Comenzaremos por demostrar un resultado basico que utilizaremos en este capitulo.
En el reticulo (§2(X), C) consideremos el intervalo

[K,F]={Ae®X): KCACF}.

3.1.1 Proposicién. La coleccion B = {[K, F| : K es finito y F cofinito} es base para la
topologia producto definida en 2.

13
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Demostracidn. Mostremos que B es una base para la topologia final T en §(X), esto es:
(1)) BCT
(17) DadoU € Ty A€ U, existe [K,F] € Btal que A€ [K,F|CU

(i) Sea [K, F] € By definamos los conjuntos G; = {1} sii € K, G; ={0}sii € F¢y
G; =1{0,1} sii € F — K. Entonces ¢ '([K, F]) = [[ Gi que es un abierto bésico en 2.
1€X
Por tanto [K,F] € Ty asi B C TJ.

(ii) Sean U € Ty A € U; existe J C X finito tal que

el A) e [[Gice W)
i€EX

donde G; ={1} 0 G; ={0}siie J,y G; ={0,1} sii € X — J. Sean
K={ieJ: Gi={1}} v L={ieJ: G,={0}}.

K y L son finitos y disjuntos y ¢ '([K,F]) = [[;cx Gi donde F = L°. Por tanto
Ae K, FlCU.

Por dltimo tenemos que como ¢ es un homeomorfismo, B se puede ver como una base
para la topologfa producto en 2¥.

O

Los intervalos en la proposicién anterior se pueden escribir como
[K,F]={Ac2¥: KCA& ANF° =g}

donde K es finito, F' es cofinito. Son abiertos-cerrados (e.d., abierto y cerrado a la vez) en
2X puesto que

1, F)* =

U [{l},X]] U [U [@a{k}c]] :

leFe keK

3.2. Conjuntos dirigidos y redes

Un conjunto D es dirigido si existe un preorden > sobre D que satisface: Para cada
1, € D, existel € Dtal quel =ty 1> j.

Si D junto con = es un conjunto dirigido, es frecuente decir que D es dirigido por =.
Note en particular, que todo conjunto totalmente ordenado es un conjunto dirigido.

3.2.1 Definicién. Sea D un conjunto dirigido. Una Red sobre un conjunto X es una
funcién S : D — X. Para cada i € D, la expresién S(i) se denota usualmente por S;, y
la red por {S;}iep.

En particular, toda sucesién en un conjunto X, es una red.
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Si X es un espacio topoldgico, una red {S;}icp en X converge a z, si dada una
vecindad V, de x, existe j € D tal que para todo ¢ = j, .S; € V,. Es usual notar que una
red converge a x como S; — x. También se suele decir que {S;}iep converge a x si \S; esta
eventualmente en cualquier vecindad de =x.

La propiedad establecida en el siguiente lema, es 1til para caracterizar conjuntos ce-
rrados utilizando redes.

3.2.2 Lema. Sea X un espacio topoldgico. FF C X es cerrado si y solo si dada una red
{S;}iep en F que converge a x, entonces x € F.

3.2.3 Proposicién. Sean X un espacio topolégico y A C X. x € A siy solo si existe una
red {S;}iep en A tal que {S;}iep converge a x.

Asi como en espacios métricos existe una caracterizaciéon de la continuidad mediante
sucesiones, en espacios topologicos generales esta caracterizacion se hace mediante redes
como lo pone de manifiesto la siguiente proposicién.

3.2.4 Proposicién. Sean X y Y espacios topoldgicos. f: X — Y es continua si y solo si
dada una red {S;}icp en X tal que {S;}iep converge a x, entonces {f(S;)}icp converge

a f(x).

Para la demostraciéon de 3.2.2, 3.2.3y 3.2.4, véanse [5] y [13].

3.3. Topologias cerradas, compactas y abiertas

Iniciamos esta seccién mostrando que las topologias de Alexandroff, se pueden carac-
terizar como subconjuntos cerrados del cubo 2¥.

3.3.1 Teorema. Sea T una topologia sobre X . Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) T es de Alezandroff.

(ii) T es cerrada en el cubo 2.

Demostracion. (i) = (ii) Sean {A; }iep una red de conjuntos abiertos de T tal que {4;}icp
converge a A (en 2%), x € A y N, la vecindad minimal de z. Veamos que A € T. Es
suficiente mostrar que N, C A.

[{x}, X] es vecindad de A, como {A;};cp converge a A, existe jo € D tal que si i = jo,
A; € [{z}, X], por tanto x € A;. Asi para todo i = jo, N, C A; (pues 4; € 7).

Para establecer la contenencia N, C A, tomemos p ¢ A y mostremos que p ¢ N,. Sean
[K, F] una vecindad de Ay p ¢ A, entonces K C A C {p}¢, e.d., [K,{p}¢] es vecindad de
A. Por la convergencia de {A4;}icp, existe j1 € D tal que si i = j1, A; € [K,{p}°]. Por
tanto para todo ¢ > ji, p ¢ A;. Por ser D dirigido, existe [ € D tal que I = jo y | = j1,
asi para todo i = I, N, C A; y p ¢ A;, es decir p ¢ N, que es lo que queriamos probar.
En consecuencia, N, C Ay A es vecindad de cada uno de sus puntos, es decir A € J. Por
el lema 3.2.2, T es cerrada en 2%,
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(7i) = (i) Sean z € X y ¥(x) la coleccién de vecindades abiertas de z. Definamos en
Y(x) la relacién = como
V=W siysolosi VCW.

Entonces 9(x) es dirigido por . Sean la red
S:9(x) — T definida Wi S, =W
y No =W : W € 9J(z)}. Probemos que {Sy }peg(z) converge a Ny.

Sea [K, F] una vecindad de N, entonces F* C NS C K€ Como F*¢ es finito, existen
Wi, Wa, ..., W, € 9(z) tal que F° C [J;, Wf. Consideremos Wy = (., W; y veamos
que para cada W = Wy, S, € [K,F]. La contenencia K C S, se tiene puesto que
K C N, C W. Para establecer la contenencia S,, C F', tomemos p ¢ F' y mostremos que
p¢ Sy.Sipé¢ F,pe F¢ por tanto p € W, como W§ C W€, p & W es decir p ¢ Sy, que
es lo que se queria mostrar.

De lo anterior se deduce que {Sw}w@g(x) converge a N, y como T es cerrada, por 3.2.2,
N, € T. Es decir que cada x € X tiene una vecindad minimal N, ; por 1.1.3, T es de
Alexandroff. O

Por el teorema anterior, si T es una topologia de Alexandroff sobre X, T es compacta
en 2%, pues 2% es compacto. Ademés A(X) C K(2%) donde K(2%) es la coleccién de
todos los subconjuntos compactos de 2%,

Ejemplo 1 Sea (X, <) un conjunto preordenado. Entonces la topologia (<) inducida
por < es de Alexandroff y en consecuencia es un subconjunto cerrado y por tanto compacto
del cubo 2¥.

Ejemplo 2 Sea X =R y T la topologia usual en X. Entonces T no es de Alexandroff
y por tanto no es un subconjunto cerrado de 2X. Ahora bien, T es un subconjunto cerrado
de 2%, en realidad T = 2%. En efecto, la contenencia T C 2%es obvia. Para la otra
contenencia, sean G C X y [K, F] una vecindad de G con K finito y F cofinito, entonces
F¢ = {y1,92, ..., ym }- Sin pérdida de generalidad podemos suponer y; < y2 < ... < Ym,
entonces F' = («—,y1) U (y1,%2) U (y2,y3) U ... U (Ym—1,Ym) U (Ym, —) y por tanto F € T.
En consecuencia G € T. Asi, la topologfa usual en R, es un subconjunto denso en 2%,

A continuacién probaremos que si T es una topologia en X, la clausura de T (e.d.
T) en 2% es una topologfa en X, la cual es de Alexandroff por el teorema 3.3.1. Antes
probaremos 2 lemas que utilizaremos.

3.3.2 Lema. Sean f,g: 2% x 2% — 2% definidas como:
f(A,B)=AnB, y g(A,B)=AUB.

Consideremos el cubo 2% y 2% x 2% con la topologia producto. f y g son continuas.

Demostracion. Para mostrar la continuidad de f, sea (A, B) € 2% x 2% y [K, F] una
vecindad de AN B, entonces K CANBC F, luego K C Ay K C B. Sean

KCACG y KCBCH

donde G =FUAy H=FUB. Afirmamos que f([K,G| x [K, H]) C [K, F].
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En efecto, sea C € f([K,G] x [K, H]), existe (D, E) € 2% x 2% tal que DNE = C con
KCDCGyKCEFECH, luego

KCDNE=CCGNH=FU(ANB)CFUF=F
es decir K C C C F, asi f([K,G] x [K, H]) C [K, F|. Esto comprueba que f es continua.

Para ver que g es continua, sean (A4, B) € 2% x 2% y [K, F] una vecindad de A U B,
entonces K C AU B C F'. Sean

GCACF y HCBCF

donde G = ANK y H= Bn K. Afirmamos que ¢([G, F] x [H, F]) C [K, F]. En efecto,
sea C € ¢([G, F] x [H, F]), existe (D, E) € 2% x 2% tal que g(D,E) = DUE = C con
GCDCFyHCFECF, asiGUHCCCFUF=Fycomo KCAUB,

KNK=KCKN(AUB)=GUHCCCF,
es decir C € [K, F]. En consecuencia ¢([G, F| x [H, F]|) C [K, F] y asi g es continua. [

3.3.3 Lema. Sea F una coleccion de subconjuntos de X tal que F es un subconjunto
cerrado de 2%, entonces:

(1) Si F es cerrada para intersecciones finitas, F es cerrada para intersecciones arbitra-
T1aS.

(ii) Si F es cerrada para uniones finitas, F es cerrada para uniones arbitrarias.

Demostracion. (i) Sean {A;}ier CF y K ={S CI:S es finito}, K es dirigido por D. La
funcién
B : K — F definida como S — B; = ﬂAi ,
€S
es una red en F. Veamos que {B,}sex converge a [\, A;.

Sea [K, F| una vecindad de (;.; A;, entonces F' C | J;.; Af € K. Como F* es finito,
existe So = {s1,52,...,sn} C I tal que Ay, As,, ..., A5, € Fy FC CJ,_, AS . Veamos que
para todo S D Sy, Bs € [K, F|. La contenencia K C B, se tiene puesto que

Kgﬂ&gﬂm:&
iel €S

Para establecer la contenencia By C F', tomemos p ¢ F' y mostremos que p ¢ B,. Sip ¢ F,
p € F°, por tanto p € (J;_; AS , luego p ¢ A, para algin s, € Sy, es decir p ¢ Byy; como
S D Sp, Bs C Bs,, en consecuencia p ¢ By, que es lo que se queria mostrar.

Lo anterior prueba que {B;}scx converge a (\;c; A;. Por el lema 3.2.2, (;,c; 4; € F,
es decir F es cerrada para intersecciones arbitrarias.

(74) Sean K como en (i) y la red

C: K — F definida como S+ Cy5 = UAZ"
€S
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Veamos que {Cs}sex converge a J;c; Ai. Sea [K,F] una vecindad bésica de J;c; As,
entonces K C (J;c;4i € F. Como K es finito, existe So = {i1,42,...,%m} C I tal que
K C U, A;,. Para todo S D Sp, mostremos que Cs € [K, F]. La contenencia K C Cj se
cumple ya que si S D Sp, K C |J"; Ai, € U,;cq 4i = Cs; la contenencia Cs C F' se tiene

puesto que Cs C J;c; Ai C F.

€S

Lo anterior comprueba que {C}sexc converge a |J;c; Ai, luego J;c; Ai € F (lema
3.2.2), esto es, F es cerrada para uniones arbitrarias.

O

3.3.4 Teorema. Sea T una topologia sobre X. La clausura de T (i.e T) en 2% es una
topologia en X .

Demostracion. Por el Lema 3.3.3, es suficiente mostrar que T es cerrada sobre intersec-
ciones finitas y uniones finitas.

Sean A, B € T, por la proposicién 3.2.3, existen {A;}icp v {Bi}icp redes de abiertos
en T convergiendo a A y B respectivamente. Veamos que la red {(A;, B;)}iep en T x T
converge a (A, B). Sean V, W vecindades de A y B respectivamente; existen k, j € D tal
que para it € D, sii = j, A; € V,ysii=k, B; € W. Como D es dirigido, existe [ € D
tal que [ > j y [ > k; asi para todo i > [ se tiene (A;, B;) € V x W, es decir {(4;, B;) }ieD
converge a (A, B).

Obsérvese que {A; N B;}tiep v {Ai U Bi}iecp son redes en J. Por 3.24 y 3.3.2
{f(4;,Bi)}iep converge a f(A,B) y {9(Ai, Bi)}icp converge a g(A,B), esto es,
{A; N B;}iep converge a AN By {A; UB;}iep converge a AU B. Por tanto por el lema
3.22, ANB,AUB €T, asi T es cerrada para intersecciones finitas y uniones finitas, que
era lo que queriamos mostrar. ]

Por el teorema anterior tenemos que T es la topologia de Alexandroff mas pequeiia
conteniendo a T, es decir cualquier otra topologia de Alexandroff mas fina que T, contiene
a J. Ty T inducen el mismo preorden como lo establece la siguiente proposicién.

3.3.5 Proposicion. Sea T una topologia sobre X, entonces <g=<gz, donde T es la clau-
sura de T en el cubo 2%

Demostracién. Como T C T, por 1.3.4 <5C<g. Para la otra contenencia, si ;{; Y
existe V€ Ttal que z € Vyy ¢ V. [{z}, {y}°] es una vecindad de V; como V € T,
{z}, {y}]NT # @, luego existe G € [{z}, {y}]NT tal que x € Gy y ¢ G. Por tanto
T ~7<\‘I y. Esto muestra que ggyggf.

De lo anterior se deduce <g=<sz. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos el siguiente corolario.

3.3.6 Corolario. Sea T una topologia sobre X. Entonces

(i) T es Ty sii T en el cubo 2% es Tp

(ii) T es Th sii T es un subconjunto denso en 2.
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Demostracién. (i) =) Sean T una topologia Ty y z,y € X tal que x # y; existe U, € T
tal que y ¢ U, o existe V, € T tal que z ¢ V. Puesto que T C 7, en cualquiera de los dos
casos U, € T oV, € J. Lo anterior comprueba que T es 7.

<) Sean T una topologia Ty, =,y € X tal que x # y. Existe U, € T tal que y ¢ Uy o
existe V;, € T tal que x ¢ V. En el caso en que y ¢ Uy, x &5y y por 3.3.5 = &gy, luego
existe W, € T conteniendo a z tal que y ¢ W,. Para el otro caso el argumento es andlogo.
Por lo anterior se tiene T es Tj.

(ii) =) Sean T una topologfa T1, z,y € X tal que z # y. Existen U, V, € T conte-
niendo a x y y respectivamente tal que y ¢ Uy yx¢Vy ComoT C J entonces Uz, Vy, € 7.
Por tanto T es T1. Por 3.3.1, T es de Alexandroff, en consecuencia T = 2X.

<) Sean z,y € X tal que x # y. Como T = 2% entonces T es T}. Existen Uy, Vy € T

tal que y ¢ Uy y © ¢ Vy, esdecir  €gy y y &5 «. Por 3.3.5, 2 L3y y y L7 z, luego
existen Wi, Wy € T conteniendo a x y y respectivamente tal que y ¢ Wy y x ¢ Ws. Lo
anterior prueba que 7T es T7. O

Note que la afirmacién (i7) es una generalizacién del ejemplo 2 de esta seccién, ya que
R con la topologia usual es T y por tanto T7. En general, si (X, d) es un espacio métrico,
la topologfa Ty inducida por la métrica, es un subconjunto denso en el cubo 2%,

A continuacién veremos que las topologfas abiertas en 2%, son de Alexandroff y con-
tienen abiertos finitos.

3.3.7 Teorema. Sea T una topologia sobre X. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes.

(i) T es abierta en 2.

(ii) T es abierta-cerrada en 2.

(iii) @ y X son puntos interiores de T en 2%.
)

Eziste un conjunto finito G tal que G es abierto-cerrado en X y X — G es un
subespacio discreto de X.

(iv

Demostracion. (i) = (iii). Si T es abierta en 2%, T es vecindad de @ y X, por tanto son
puntos interiores de 7.

(iii) = (iv) Sean @ y X puntos interiores de T en 2%; existen K finito y F cofinito tal
que [@,F] C Ty [K,X]CT. Sea G=LULK donde L = F¢. Entonces G, G € T puesto
que LUK € [K,X]y G € [@, F], asi G es T-abierto-cerrado.

Sean T(G¢) la topologia de subespacio de G°y y € G, entonces y € F' 'y y € K¢
{y} C F, por tanto {y} € [0, F] C T. Asi {y} € T y en consecuencia es abierto en T(G°),
es decir X — G es discreto.

(iv) = (i) Sean G,G¢ € T con G finito tal que G° es un subespacio discreto de X,
entonces T(G¢) C T donde T(G®) es la topologia discreta en G°. Para cualquier K C G
con K € T, sea el abierto-cerrado bésico

Vk =|K,F]={Ac2¥ . KCA& AN (G - K)=2}
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donde F' = (G — K)¢. Veamos que
T=J{Vk: KECG&KeT} (1)

Sea A € Vi entonces @ = AN(G—K)=GnN(A—-K). Luego A — K C Gy por tanto
A—KeT. Asi (A—K)UK = A € T. Por consiguiente Vi C T. Para la otra contenencia,
sean A € Ty K =ANG. Claramente K C A,y AN (G — K) =g, por tanto A € Vi y
asi T C Vi. Asi tenemos que (1) se cumple. Puesto que G es finito, 7 es unién finita de
los abiertos-cerrados Vi, por consiguiente T es abierto-cerrado en 2%.

Evidentemente (ii) = (). O

3.4. Convergencia de preordenes y topologias de Alexandroff

La coleccién Pre(X) de todos los pre-érdenes sobre X, se puede considerar como un
subespacio topolégico del cubo 25X %X ya que Pre(X) C 25X*X. Como 2X*X es Ty, Pre(X)
es Ty; ademds, Pre(X) es un subconjunto compacto de 2X*X como lo mostraremos a
continuacién.

3.4.1 Proposicién. La coleccién Pre(X) es un subconjunto compacto de 2X*X.

Demostracion. Puesto que 2X*X

junto cerrado de 2X*X,

es compacto, basta mostrar que Pre(X) es un subcon-

Sea {Rp}nep una red en Pre(X) tal que {R,}nep converge a R. Veamos que
R € Pre(X), es decir mostremos que R es reflexiva y transitiva.

Sean x € X y S un subconjunto de R finito. Si (z,z) ¢ R, S C R C {(z,x)}¢, ed.,
[S, {(x,x)}] es vecindad de R. Por la convergencia de {R,}nep, existe m € D tal que
para todo n = m, R, € [S,{(z,x)}], es decir (z,z) ¢ R,, lo cual no es posible ya que R,
es reflexiva para todo n € D. En consecuencia tenemos que R es reflexiva.

Sean (z,v), (y,2) € R y supongamos que (z,z) ¢ R. Consideremos U = {(z,v), (v, 2)}
y [U,{(z, z)}°], entonces [U, {(z, z) }] es vecindad de R. Existe mo € D tal que para todo
n = mo, Ry € [U,{(z,2)}¢], es decir (z,2) ¢ R, lo cual no puede ser puesto que R, es
transitiva. Por consiguiente, R es transitiva.

De lo anterior se deduce que R € Pre(X) y por el Lema 3.2.2, Pre(X) es cerrado en
2XXX que es lo que querfamos probar. ]

3.4.2 Proposicién. Sean Pre(X) con la topologia heredada del cubo 2X*X y {R,}nep
una red en Pre(X) que converge al preorden R. Entonces, para cada subconjunto A C X
finito, existe m € D tal que si mn = m, se tiene

{(xay) €A% (x,y) € Rn} = {(x,y) €A”: (x,y) € R}v (2>

es decir (A x A)N R, = (A x A) N R para todo n = m.
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Demostracion. Sea A C X finito y consideremos los siguientes subconjuntos finitos de
X x X:

M={(z,y) € A*: (z,y) € R} y N={(z,y) € A*: (z,y) ¢ R} = A\ M
Sea la vecindad béasica en 25¥*X dada por
W=[MN]={SCXxX: MCS & SNN =g}

V = Pre(X) NW es una vecindad bésica en Pre(X). Veamos que V es vecindad de R.
Basta mostrar que R € W. Si (z,y) € M, (z,y) € Ry por tanto M C R. La contenencia
R C N°€ se puede establecer mostrando que si (z,y) ¢ N€, entonces (z,y) ¢ R. Sea
(x,y) ¢ N¢, luego (x,y) € N y por tanto (z,y) ¢ R. Asi R C N¢y en consecuencia V
es vecindad de R. Como {R,,},cp converge a R, existe m € D tal que para todo n = m,
R, eV.

Para probar (2) sea (z,y) € A% tal que (x,y) € Ry; por ser V vecindad de R, para
todo n = m, (x,y) € N€¢ es decir (z,y) ¢ N, luego (z,y) € M y por ende (z,y) € R.
Para la otra contenencia, sea (z,y) € A? tal que (z,y) € R, luego (z,y) € M y como V es
vecindad de R,, para todo n > m, (z,y) € R,. Lo anterior comprueba (2). O

La topologia de Vietoris

Sean X un espacio topoldgico y F(X) la familia de todos los subconjuntos cerrados no
vacios de X. Consideremos la coleccién

n
(U1, U, .., Un) ={F € F(X): FC | JUi & FNU; # @},
i=1

donde U; es un subconjunto abierto de X para¢=1,2,...,n. A continuacién mostraremos
que la coleccién de todos los conjuntos de la forma (Ui, Us,...,U,), es base para una
topologia en F(X). Esta topologia es conocida como topologia de Vietoris en F(X)
(ver [4]).

3.4.3 Proposicion. La coleccion

B = {(U1,Us,...,Uy) : U; es abierto en X},
es base para una topologia en F(X).
Demostracion. (1) F(X) = (X), asi F(X) € B.

(2) Veamos que la interseccién de dos elementos de B, estd en B. Sean
U= (A, .., A,),V=(B1,...Bn), A=, Aiy B= U;”Zl B;. Afirmamos que

UNVY=(ANB,..., A, NB,B1NA,.. ByNA). ()
En efecto, sea F' € U NV, entonces F' C A, FNA; # @, F C By FNBj # @.
Como FNA=FNB=F,FCUL(AnNB)y F CUj (BjnA). Note que
Uizi(4i n.B) = UjL;(B; N A). De otra parte tenemos que

FNn(AANB)=FNA #2 y Fﬂ(BjﬂB):FﬂBj#Q.
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En consecuencia,
UNV C(AiNB,..,A,NB,Bi1NA,.. B,NA).
Sea
Fe(AiNB,.,A,NB,B1NA,...B,NA).
Como JiZ;(4; N B) = UTzl(Bj nA4),

m

FgCJ(AiﬂB)QOAi y FclJBnAa) g@

i=1 i=1 j=1 j=1
También
FNA=FNn(AiNB)#@ y FNB;j=FN(B;NA)#o
Por consiguiente,

(A1NB,...A,NB,B1NA,...,B,NA) CUNV.
Lo anterior comprueba (x). De (1) y (2), B es base para una topologia en F(X). O

Como un caso particular si consideramos el cubo 2% con la topologfa producto, F(2%)
la coleccién de todos los subconjuntos cerrados de 2% y el conjunto

U:={CeF?2¥):CcC O[Kl,F] & CNIK;, Fj) # @ parai=1,..,n} (3)
i=1

donde K; C X es finito, F; C X cofinito, la familia {U/;};c; donde cada U; esta definido
como en (3), es base para una topologia en F(2X) (proposicién 3.4.3). Note que los
elementos de U son colecciones de subconjuntos de X que son cerradas en el cubo 2¥.

También se tiene que A(X) C F(2¥X) C K(2%) donde K(2%) es la coleccién de todos
los subconjuntos compactos de 2X. Como 2% es regular, F(2X) es Ty (ver [4] pag. 121).
En particular tenemos, que A(X) es Ty con la topologia heredada de F(2%).

En el capitulo 2 se mostré que la funcién ¢ : Pre(X) — A(X) definida como <+ T(<)
es un anti-isomorfismo de reticulos completos. A continuaciéon mostraremos, que ¥ es un
homeomorfismo cuando Pre(X) tiene la topologia heredada del cubo 2X*X y A(X) hereda
la topologia de F(2X) (aqui F(2¥) con la topologia de Vietoris).

3.4.4 Teorema. ® : Pre(X) — F(2%) definida como <~ T(<), es inyectiva y conti-
nua. ¥ es un homeomorfismo y A(X) es compacto con la topologia de Vietoris.

Demostracion. Claramente ® es inyectiva y sobre A(X) puesto que v es una biyeccién.
Veamos que que ¢ es continua.

Sean {<,}nep una red en Pre(X) tal que {<,}nep converge al preorden <,
(<) = Ty (L) = T. Veamos que la red de topologias de Alexandroff {T,},ep
converge a la topologia de Alexandroff T, es decir, si U definida como en (3) es una vecin-
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dad baésica de T en IE‘(QX), mostremos que existe [ € D, tal que para todon > [, T, € U.
Debemos considerar 2 casos:

(i) T C UL, |Ki, F;] donde K; C X finito y F; C X cofinito para i = 1,2,...,n. Sea
A= U;,(K;UX \ F;)). Como A es finito, por 3.4.2 existe m € D, tal que para todo
n = m, (2) se cumple. Mostremos que T,, C |J;" [K;, F3].

Sean V € T,, T=VNAy Np = U:CGTN;T. Puesto que Np € T, existe i tal que
K; C Nr C F;. Mostremos que K; CV C F;. Sea y € K; entonces y € Nr; existe x € T
tal que y € N, luego = < 3. Es claro que (x,5) € A2, por (2) para todo n = m, z <, vy,
es decir y € NJ#, como V € T, yz € V, NJ» C V. Asi y € V y por tanto K; C V.
Mostremos ahora la contenencia V' C F;, razonemos por contradiccién; supongamos que
existe p € V tal que p ¢ F;, entonces p € Ff, luego p € A. Por tanto p € T lo cual es
una contradiccién puesto que 7' C Np C F;. En consecuencia, V € [K;, F;] para algin
i=1,2,..,n.

Asi pues, tenemos que T,, C |J;,[K;, F;] para todo n = m.

(7i) Supongamos ahora que T([K;, F;] # @ para algin i = 1,2, ...,n. Existe G € T tal
que K; C G C F;. Sea el conjunto finito A = K; U FY. De nuevo por 3.4.2, existe mg € D
tal que para cada n > my, (2) se tiene. Veamos que T, ([ K, Fi] # @.

Sea V' = [, ek, NI es evidente que V € T,,. Mostremos que V € [K;, F;]. Por la forma
en que estd construido V, se tiene que K; C V. Sea y € V, veamos que y € F;. Siy ¢ F;
entonces y € A; existe x € K; tal que y € NJ» es decir <, y. (z,y) € A% entonces por
(2), z <y, luegoy € NJ, ycomo G € Tyzc G, NJCGCF;, luego y € Fj, lo cual es
una contradiccién. Por tanto V C F; y asi V' € [K;, F}].

Por ende, T,, N[K;, F;] # @ para todo n = my.

Por ser D dirigido, existe [ € D tal que [ = m y [ = my, asi pues, para todo n > [,
Tn CULL K Fi] y Tn N[Ki, Fi] # @, es decir T, € U.

Por tanto, la red de topologias de Alexandroff {T,,},ep, converge a T, y por la propo-
sicion 3.2.4, ® es continua. Puesto que 1 es la funcién obtenida al restringir el conjunto
de llegada de ®, 1 es continua; ya que Pre(X) es compacto y A(X) es Tb, ¢ es un
homeomorfismo. En particular A(X) es compacto con la topologia de Vietoris. O



CAPITULO 4

Topologias de Alexandroff, un enfoque por
Monoides

4.1. Semigrupos y Monoides

4.1.1 Definicién. Un semigrupo es una estructura algebraica (S,+) donde S es un
conjunto no vacio, y + : § x § — § una operacién binaria en S que es asociativa, es
decir:

1. Para todo s,t € S, s+te S

2. Para todo s,t,u € S: (s+t)+u=s+ (t +u)

Si ademads, el semigrupo cumple que s +t =t + s para cada s,t € S, decimos que el
semigrupo S es abeliano.

Un subconjunto 7" de un semigrupo (S, +), es un sub-semigrupo de S, si (T, +) es
un semigrupo.

4.1.2 Proposicién. Si{T;}icr es una coleccion de sub-semigrupos de un semigrupo (S, +)
tal que (N, Ts # D, NierTi es un semigrupo, es decir la interseccion de semigrupos, es un
Semigrupo.

Demostracion. En efecto, si s,t,u € ();c;1; entonces s,t,u € T; para todo i € I, en
consecuencia s +t € T; y (s +t) +u = s + (¢t + u) se cumple en T; para todo i € I. Por

tanto s +t € ;c; Ti v (s +1t) +u =5+ (t +u) se cumple en (), T;. O

Un Monoide es un semigrupo S para el cual existe e € S (llamado elemento neutro)
unico, tal que s + e = e + s = s para todo s € S. Si S es un monoide notamos (S, +, e).

24
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4.2. Accién de semigrupos sobre conjuntos

4.2.1 Definicién. Sea (S,+) un semigrupo y X # @. S actia sobre el conjunto X si
existe una funcion

x:9 x X — X definida como (s,x)— s*uz,

tal que para todo s,t € Sy para todo x € X, s* (t*x) = (s+1¢) . Si (S,+,e) es un
monoide, e x x = x para todo x € X.

Si un semigrupo S actiia sobre un conjunto X, para todo x € X el conjunto
{s*x : s € S} es llamado la 6rbita de x notada O,. Es decir O, es un subconjunto
de X y estd formado por los y € X tal que y = s*x, para algin s € S. Cuando se requiere
resaltar el papel de S notaremos Og . En particular si (S, 4+, e) es un monoide, para todo
reX,r €0,

Para un semigrupo (S, +), la operacién binaria + : S x S — S es una accién de S
sobre S, en este caso para cadat €S, O, =S+t={s+t:s€ S}

A continuacién mostraremos que si (5,4, e) es un monoide actuando sobre X, la co-
leccién de érbitas B(S) = {0, : © € X} (que claramente es una coleccién de subconjuntos
de X)), es base para una topologia de Alexandroff sobre X.

4.2.2 Proposicién. Sea (S,+,e) un monoide actuando sobre un conjunto X . Entonces
B(S) es una base minimal de X .

Demostracién. Sean x,y € X tal que x € O, veamos que O, C Oy. Sea p € O,, entonces
p = s*x para algin s € S; como z € Oy, x = t*y para algin ¢t € S, luego, p = sx (txy) =
(s+t)*y y por tanto p € O,. En consecuencia, O, es un conjunto minimal de z y asi B(.5)
es una base minimal de X. O

Es evidente por la proposicién anterior y el teorema 1.2.2, que B(S) es base de una
topologia de Alexandroff sobre X, donde las vecindades minimales son las érbitas O,.

4.2.3 Definicién. Si (S,+,e) un monoide actuando sobre X, definimos la topologia
sobre X asociada a S notada T(S), como la topologia generada por la coleccién de 6rbitas

B(S).
Ejemplos

1. Sea el monoide (Zs, e, 1) y consideremos Zs actuando sobre si mismo bajo e. Aqui e
esta definida como en la tabla. Obsérvese que Zs no es un grupo bajo e.

e | 0112
00|00
1{0]1]2
2101211

Entonces Oy = {0}, O1 = Z3s y Oy = Zs. Asi T(Z3) = {@,Z3,{0}}. Ademas si
en Zs x Zs3 se pone la topologia producto, e : Z3 x Z3s — Zs es continua, pues
071(@) =J, 071(23) =73 X 73 y 071({0}) = ({O} X Zg) U (Zg X {O})
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2. Sea (S,+,e) un monoide y % : S x X — X la accién idéntica de S sobre X definida
como (s,z) — . Entonces T(5) es la topologia discreta ya que O, = {x} para cada
r € X. Ademés =1 ({z}) = S x {z}, es decir * es continua.

3. Sea X # @. Consideremos §(X), F un filtro sobre X y el monoide S = (£(X),U, &),
donde
U: P(X) x P(X) — £(X) sedefine (4,B)— AUB.

Sea la accién
* : (X)) x F — F definida como (A, F)— Ax F = AUF.

Entonces para cada F' € F, Op = {AUF : A C X} es un filtro. Asi, T(#(X))
es una topologia sobre F y es generada por la coleccién de filtros de la forma
{AUF: AC X} Como (F,C) es ordenado, C induce una topologia T(C) sobre F
donde las vecindades minimales son 1F (i.e., la coleccién de todos los superconjuntos
de F). Es fécil mostrar que para cada F' € F, O =]F, en consecuencia tenemos

que T(8(X)) = T(S).

En particular, si X es infinito y F es el filtro de los complementarios finitos, entonces
para cada F' € F, O es también complementario finito. Ahora, si F es un ultrafiltro,
no necesariamente Op es un ultrafiltro. En efecto, sea X = {0, 1,2} y el ultrafiltro
principal

F =10 ={X,{0},{0,1},{0,2}},
entonces Oy 13 = {X,{0,1}} no es ultrafiltro.

4. Sea el monoide (N,+, 1) donde N es el conjunto de los naturales con el producto usual
(el cual no es un grupo). Definamos el orden < sobre N como:

m=<n < m|n (ie. n=mk paraalgin k€ N).

Entonces la topologia T(=) asociada a este preorden es la generada por la coleccién
de los filtros principales T m = {k-m : k € N}. Ahora consideremos N actuando
sobre si mismo bajo la operacién binaria *, entonces tenemos que para todo m € N,
Oy, =1m, es decir T(N) = T(=<); mas atn, N con esta topologia es Tj.

En general tenemos que si (S5, 4,e) es un monoide, la relacién binaria < sobre S
definida como
st < t=wu-+s paraalgin u € S,

define un preorden en S, y por tanto, induce una topologia de Alexandroff T(=<) sobre S.
Ademss, si S actia sobre si mismo bajo +, T(S) = T(=) como lo establece el siguiente
teorema.

4.2.4 Teorema. Si (S,+,e) un monoide que actia sobre si mismo bajo +, T(S) = T(=X).

Demostracion. Por 1.3.3, B = {Ns:s € S} donde Ng =1s = {t € S: s < t}, es una
base para J(=X), y por 4.2.2, B(S) ={O; : s € S} es una base para J(5). Mostremos que
Os; = N; para todo s € S. Sea t € Ng, entonces s = t. Existe u € S tal que t = u + s, es
decir t € Og. Por tanto Ny C O,. Ahora, sea t € Oy, existe u € S tal que t = u + s, luego
s =ty por tanto t € Ns. En consecuencia Oy C Ny. Por consiguiente O; = Ng. Es decir
que B(S) = By de ahi T(S) = T(=). O
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4.2.5 Teorema. Sea x : S x X — X la accion del monoide conmutativo S sobre el
congunto X. Supongamos que la topologia definida sobre X es T(S) y que S tiene la
topologia T(=X). Si S x X tiene la topologia producto, x es continua.

Demostracion. Como X y S son de Alexandroff, S x X es de Alexandroff, para cada
(s,7) € S X X, N5y =15 x Oy es su vecindad minimal. Sean p = s* x y O, su érbita
respectiva (que es una vecindad minimal de p). Veamos que *(N(,,)) € Op. Sea y €
*(N(s,ce))’ existen t €Tsy z € O, tal que y = t *x z. Dado que t €Ts y z € O,, existen
u,v € S tal que t = u+ sy z = v *x. Utilizando la asociatividad y conmutatividad en S
tenemos

(
=((u+s)+v)*z
=(u+v)*(s*x)
= (u+v)*p
Es decir y € O, y por tanto *(N(, ;) € Op.
Esto muestra la continuidad de . ]

En particular, si (G, 4+, e) es un grupo abeliano (e.d., un monoide conmutativo donde
para todo g € G existe —g € G tal que g + (—g) = e) y si consideramos X = S = G,
G actuando sobre si mismo bajo + , y en G ponemos la topologia T(G), por 4.2.4,
T(=) = T(G), y por 425, +: G x G — G es continua. Sea i : G — G definida
como i(g) = —g; para todo g € G, i(Tg) CTi(g), luego por 1.5.2, i es continua. En
consecuencia, (G, +, e) con la topologia T(G), es un grupo topoldgico.

4.3. Topologias de Alexandroff versus semigrupos saturados

Sean X # @y Hom(X) el conjunto de las funciones de X en X. (Hom(X),o0,1x) es
un monoide donde o es la composicién usual de funciones y 1x(x) = x para todo x € X.
Si S un sub-semigrupo de Hom(X) donde 1x € S y es tal que S actia sobre X via la
funcién evaluacion, esto es, * : S x X — X estd definida como (f,z) — f(z), entonces
la topologia T(S) sobre X es la generada por la coleccién de 6rbitas O, = {f(z): f € S}
para todo x € X.

4.3.1 Definicién. Sea X # @. Un sub-semigrupo 7' de Hom(X) es saturado si:

1. 1x € T, donde 1x(x) = x para todo = € X.

2. Si T actiia sobre X via la funcién evaluacién, y para cada x € X, OF ={f(x): f € T}
es la orbita de x de esta accidén, entonces

T={fecHom(X): f(z) € O vz € X}.

Es decir T'={f € Hom(X) :Vx € X, f(z) = g(z) para alguna g € T'}. Note que si S
es un sub-semigrupo de Hom(X) actuando sobre X,

SC{feHom(X): f(z) e O Vx e X},
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e.d., no necesariamente se tiene la otra contenencia.

Ejemplos

1. Claramente Hom(X) es saturado.

2. Sean X # @y S = {1x}. Consideremos S actuando sobre X y
T={feHom(X): f(z) € 05 Vo e X}.

Como OF = {z} para todo = € X, entonces f = lx, por tanto S =T y asf {1x} es
saturado.

3. Sean X ={0,1} y Hom(X) = {1x, f1, f2, f3} donde

= {(O’O)v (170)}7 fa= {(07 1)7 (17 1)} y f3= {(O’ 1)7 (170)}'

Los posibles sub-semigrupos de Hom/(X) con unidad son: Sy = {1x}, S1 = {1x, fi},
SQ = {1X7f2}, Sg = {lx,fg}, 54 = {1)(,f1,f2} y Hom(X) Es facil ver que Sl y SQ
son saturados; sin embargo S5 y S4 no son saturados. Por ejemplo, para S3 tenemos
que para todo z € X, 053 =Xy

S3 G {f € Hom(X): f(z) € O3, Vz € X} = Hom(X).

Las topologias asociadas a los sub-semigrupos de Hom(X) son: T(Sy) = £(X),
T(51) = {2, X, {0}}, T(52) = {2, X, {1}}, T(S3) = T(54) = T(Hom(X)) = {@, X}.

Obsérvese que en este caso se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los
semigrupos saturados y sus correspondientes topologias. Este hecho no es una casualidad
como lo mostraremos a continuacion.

4.3.2 Proposicién. Sean S,T sub-monoides de Hom(X) actuando sobre X. Si T es
saturado y T(T) = T(S), entonces S CT'.

Demostracion. Sea f € S, entonces f(x) € OF para todo x € X. Puesto que T(T) = T(9),
03 = OT, en consecuencia f € T y asi S C T. O

Asi por la proposicién anterior tenemos que si S 'y T’ son semigrupos saturados gene-
rando la misma topologia, entonces S = T'. Por tanto tenemos que la aplicacién

¢ : C(X) — A(X) definida como ¢(S) = T(S),

donde C(X) es la coleccién de todos los semigrupos saturados de Hom(X), es inyectiva.
Veamos ahora que ¢ es sobre.

4.3.3 Proposicion. Sea T una topologia de Alexandroff sobre un conjunto X donde para
cada x en X, N es su vecindad minimal. Entonces

S(T)={f € Hom(X) : f(z) € NI Yz € X}

es un sub-semigrupo saturado de Hom(X). NJ = O, donde O, = {f(x): f € S(7)}.
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Demostracion. Veamos que S(7T) es un sub-semigrupo de Hom(X). Como = € N para
todox € X, 1x € S(T) y S, # @. Sean f,g € S(7), para todo x € X, g(x) € NJ y
flg(x)) € N;Ex). Puesto que g(x) € NJ, Ng(w) C NIy f(g()) € Ng(x) C NJ. Es decir
foge S(T)y por tanto S(T) es un sub-semigrupo de Hom(X).

Sea S(7) actuando sobre X via la funcién evaluacién. Sip € O,, p = f(x) para alguna
f e S(T), luego p € Ng y por tanto O, C Ng para todo x € X. Veamos ahora que
NJ C O, para todo x € X. Supongamos que existe b € X tal que Nl?' g Oy. Existe
pE NZ;T tal que p ¢ Op. Sea f: X — X definida como:

fl@)=2 st zeX—-{b} v f(x)=p si z=0

Entonces f € S(T) (pues f(b) =p € NJ ysiz #b, f(z) =z € NJ). Por definicién de Oy,
f(b) € Oy, es decir p € Oy lo cual no puede ser. Luego NJ C O, y por tanto NJ = O,.
Asi S(7) es un sub-semigrupo saturado de Hom(X). O

4.3.4 Definicién. Sea T una topologia de Alexandroff sobre X. Definimos el sub-semigrupo
saturado de Hom/(X) asociado a T como S(7T), donde S(7T) fue definido en la proposicién
4.3.3.

Por la proposicién anterior tenemos que si T € A(X), ¢(S(T)) = T, es decir ¢ es sobre
y por tanto una biyeccién. Asi pues, tenemos que las funciones

0:CX) — AX) v A:AX) — C(X)
S

definidas por ¢(S) = T(S) y M(T) = S(7T) son inversas la una de la otra en el sentido que
©(A(T)) = T para todo T € A(X) y A(¢(5)) = S para todo S € C(X).
Ejemplos

1. Sea X # @. (X,7) es discreto si y solo si S(T) = {1x}. Pues O, = N, = {z} para
cada z € X.

2. (X,7) es indiscreto si y solo si S(T) = Hom(X) ya que para todo z € X, O, =
N, =X.

3. Sea (X, <) un conjunto preordenado y T(<) la topologia principal inducida. Para
todo x € X sea f(x) €7 x, entonces tenemos que

ST ={fe€Hom(X):z < f(z),Vx € X}.

4.4. El reticulo C(X)

La coleccién (C(X),C) es un conjunto ordenado que tiene como elemento méximo a
Hom(X) y como elemento minimo a {1x }. En esta secciéon mostraremos que ademds es un
reticulo completo. Para ello necesitamos mostrar que C(X) es cerrada para intersecciones.

4.4.1 Proposicién. Dada una coleccion de semigrupos saturados {T;}icr de Hom(X),
entonces (;c;T; es un sub-semigrupo saturado de Hom(X). Es decir, C(X) es cerrada
para intersecciones.
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Demostracion. Sea S = (,c;T;. Entonces S es un sub-semigrupo de Hom(X) ya que T;
lo es para todo ¢ € I, ademéas 1x € S puesto que 1x € T; para todo ¢ € [I.

Sea T = {f € Hom(X) : f(x) € OF,Vx € X}. Veamos que S = T. La contenencia
S C T es inmediata. Para la otra contenencia, sea f € T, entonces f(x) € OF para todo
x € X. Existe h € S tal que f(x) = h(z) para todo x € X, luego h € T; para todo i € I.
Como T; es saturado para todo i € I, h(x) = f(z) € O para todo z € X y para todo
1 € 1, es decir f € T; para todo ¢ € I. Por tanto f € Sy asi T C S. Luego S =T y por
tanto S es saturado. O

Asi pues, por el Lema 1.4.2 tenemos que (C(X), C) es un reticulo completo donde

VA {Ti-iery={Tecx): T c 1},

i€l
A{ﬂ:ie[}:ﬂﬂ,
el
Mostremos ahora que (C(X), C) es anti-isomorfo a (A(X), C).

4.4.2 Proposicion. El reticulo (C(X), Q) de los semigrupos saturados de Hom(X) es
anti-isomorfo al reticulo (A(X), C) de las topologias de Alexandroff sobre X .

Demostracion. Por una parte tenemos que las funciones
p:C(X)— AX) v N AX)— C(X)

definidas por ¢(S) = T(S) y M(T) = S(7T) son inversas la una de la otra en el sentido que
©(A(T)) = T para todo T € A(X) y A¢(5)) = S para todo S € C(X).

Sean Ty, T € C(X) tal que Ty C T, G € T(T3) y = € G. Entonces G = |J,.o0%2.
Veamos que Ot C OI2. Sea p € OI', entonces p = f(x) para alguna f € Ti. Como

Ty C Ty, p € O2. Esto muestra que OI' C 02, es decir que para todo = € G, O' C G,
en consecuencia G € T(T1) y asi T(T1) 2 T(13).

De otro lado, sean T7, T2 € A(X) tal que T3 C To y f € S(T2), entonces f(x) € Of(%)
para todo xz € X; por 4.3.3, Of(%) = N2 donde N? es la vecindad minimal de = en
T, luego si N! es la vecindad minimal de = en Ty, N} € Ty y asi N2 C N}, es decir
05 ¢ Of((‘m, luego f(z) € 05 para todo z € X, es decir f € S(71) y por tanto
S(T1) 2 S(T2).

Esto comprueba que la correspondencia es un anti-isomorfismo. ]

Los infra-elementos en C(X) son de la forma T = {1, gr} donde gi(z) = k para todo
x € X, es decir g es constante. T es saturado puesto que si f € Hom(X) y es tal que
f(z) € OF = {x, k} para todo = € X, tenemos:

Vee X(f(x)#x = f(x)=k) o VeeX(f(z)#k= f(x)=12)

es decir f € T.
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Los ultra-elementos en C(X) se pueden obtener calculando la imagen directa de la
infra-topologia T = {@, X, A}, esto es

MT)=S8(T)={f e Hom(X): f(z) € NI, Vx € X}

donde
N =X si z€A° o N =4 s z¢cA.

x T
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