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Resumen :

En este trabajo se estudia la teoria de representacin hecha por Urquhart para reticulos
acotados y adicionalmente se establece una co-equivalencia entre la categoria de los espacios
de Urquhart y la categoria de los reticulos acotados. Asi, esta dualidad extiende la de
Priestley al contexto de los reticulos acotados.

Abstract:

In this paper, Urquhart’s representation theory for bounded lattices is studied. Additio-
nally, a coequivalence between Urquhatr’s category of spaces and that of bounded lattices
is established. Thus, this duality extends that of Priestley to arbitrary bounded lattices.

Palabras clave: Reticulo , dualidad, espacio espectral, espacio de Priestley, espacio de
Urquhart.

Keywords: Lattice, duality, spectral space, Urquhart’s space, Priestley’s space.
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Introduccién

El objetivo de este trabajo es estudiar una extension de la conocida dualidad de Priestley
para reticulos distributivos. Empezaremos entonces explicando un poco en qué consis-
te la dualidad de Priestley, su relaciéon con la dualidad de Stone y cudles son las ideas
fundamentales que permiten su generalizacién al contexto de reticulos arbitrarios.

Priestley establece en [I1] una dualidad entre la categoria de los reticulos distributivos aco-
tados y la categoria de los espacios de Stone ordenados, llamados desde entonces espacios
de Priestley.

La dualidad de Priestley tiene como origen la dualidad de Stone. En ambos casos la clave
es el homomorfismo de reticulos

d:D — o(ZP(D)):x—{I€IP(D):xz¢Il},

entre el reticulo distributivo D y el reticulo de las partes del conjunto ZP (D) de los ideales
primos de D. Este homomorfismo es inyectivo y por consiguiente es un isomorfismo entre
D y la imagen de d. La pregunta fundamental es

jcomo recuperamos el reticulo D a partir de la imagen de d?

La idea original de Stone fue dotar a ZP(D) de una topologia y caracterizar topoldgica-
mente los elementos de la imagen de d. Es asi como surge la topologia de la envolvente del
nicleo (hull-kernel topology) que posteriormente recibira el nombre de topologia de Zariski.
En este caso, esta topologia no es otra que la generada por la imagen de la funcién d. El
conjunto ZP (D) dotado con esta topologia se conoce como el espectro primo de D y se nota
spec(D). Stone recupera el reticulo original tomando los subconjuntos abiertos-compactos
de spec(D). Estudiando las propiedades topolégicas de spec(D) se llega a que, cuando D
es acotado, este es un espacio compacto, sobrio y coherente, y que cualquier espacio con
estas propiedades es homeomorfo al espectro primo del reticulo de sus abiertos-compactos.
Los espacios topoldgicos de este tipo se conocen como espacios espectrales, debido al tra-
bajo de Hochster [7], quien caracterizé topolégicamente los espacios topoldgicos que son
homeomorfos a espectros de Zariski de anillos conmutativos con unidad. La dualidad de
Stone es, pues, una co-equivalencia entre la categoria de los reticulos distributivos acotados
y la categoria de los espacios espectrales.

Para algunos, el resultado de Stone tiene el defecto de que los espacios espectrales no son,
en general, espacios de Hausdorff.
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El trabajo de Priestley consiste en modificar el funtor espectro de Stone para que los
espacios topoldgicos considerados resulten ser de Hausdorff. Se dota entonces al conjunto
ZP(D) de una topologia mds fina que la de Zariski, imponiendo la condicién de que los
elementos de la imagen de d sean a la vez abiertos y cerrados. En realidad, este proceso
corresponde a hausdorffizar el espectro primo de D, agregando la menor cantidad posible
de abiertos para que el espacio sea de Hausdorff y no pierda la propiedad de compacidad.
Se obtienen de esta manera espacios de Hausdorff, compactos y totalmente disconexos, que
corresponden exactamente a los espectros primos de los reticulos de Boole y por esto son
llamados en algunos textos espacios de Boole. Sin embargo, desde la publicacién del libro
de Johnstone [8], reciben el nombre de espacios de Stone (no confundir con los espacios
de Stone de [3]).

Una observacién interesante es que este proceso de hausdorffizaciéon puede describirse con-
siderando la funcion

e:D— p(ZPD)):x—{l€IP(D):xel}

y generando la topologia con las imagenes de las funciones d y €. Nétese que, como en los
reticulos distributivos el complemento de un ideal primo es un filtro primo, y viceversa, la
funcién d puede identificarse con la funcién

5:D — o(FP(D)):x+— {F € FP(D):z € F}

del reticulo D en el reticulo de las partes del conjunto FP(D) de los filtros primos de D.
La base del mecanismo de Priestley no es otra cosa que el ensamblaje de las funciones § y
€.

El problema ahora es que hay reticulos distributivos no isomorfos a los que les correspon-
den espacios de Stone homeomorfos y se pierde asi la fidelidad del funtor de Stone. La
idea de Priestley para corregir este defecto consistié en dotar al espacio topoldgico de un
orden compatible de cierta manera con la topologia. Se obtienen asi los espacios de Stone
ordenados o espacios de Priestley. El reticulo original D se recupera a partir de su espacio
de Priestley tomando sus abiertos-cerrados decrecientes (o iniciales). Se establece entonces
una dualidad entre la categoria de los reticulos distributivos acotados y la categoria de los
espacios de Priestley. Esta dualidad coincide con la de Stone para los reticulos de Boole,
pues en este caso la relacién de orden es la trivial.

.Se puede extender la dualidad de Priestley al contexto general de los reticulos acotados
(no necesariamente distributivos)?

La funcién d de Stone ya no sirve pues deja de ser inyectiva en los reticulos que no son
distributivos. Se introduce entonces una nueva nocién: la de ideal casi-primo. Un ideal I es
casi-primo si existe un filtro F' que es maximal entre los filtros disyuntos de I. De manera
dual se define el concepto de filtro casi-primo. Cambiando el conjunto de los filtros primos
por el de los filtros casi-primos se obtiene, para cada reticulo acotado L, una funcién
andloga a la funcién ¢:

w:L— o(FCP(L)):xz— {F € FCP(L): x € F}.

Esta funcién es una inmersién de conjuntos ordenados del reticulo L en el reticulo de las
partes del conjunto FCP(L) de los filtros casi-primos de L. Asi, el reticulo L es isomorfo
a la imagen de u. Es claro que esta imagen no serda un subreticulo de p(FCP(L)) pues
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no puede ser distributivo (a menos que L lo sea). Sin embargo, la funcién u preserva la
estructura de inf-semi-reticulo de L.

De la misma manera se obtiene una funcién andloga a la funcién ¢ :
v:L— o(ZCP(L)):xw— {l €ZICP(L):x € I},

que resulta ser una inmersién de conjuntos ordenados del reticulo L° (dual de L) en el
reticulo de las partes del conjunto ZCP(L) de los ideales casi-primos de L. Esta funcién
tampoco es homomorfismo de reticulos pero preserva la estructura de inf-semi-reticulo de
L°, es decir, permite recuperar la estructura de sup-semi-reticulo de L.

La idea genial de Urquhart en [16] consiste en ensamblar estas dos funciones considerando
el conjunto M(L) de los pares maximales filtro-ideal del reticulo L. Se producen asi dos
funciones

u,v: L — p(M(L))

una isétona y la otra antitona, que permiten recuperar las dos estructuras de semi-reticulo
de L.

Siguiendo las ideas de Priestley, se dota a M(L) de la topologia generada por las imagenes
de u y de v y se observa que este conjunto estd dotado con dos relaciones naturales de pre-
orden. El estudio de las propiedades de este espacio topologico doblemente pre-ordenado,
da lugar a los espacios que hemos llamado espacios de Urquhart. También en este caso
es posible caracterizar la imagen de u (y recuperar asi el reticulo L) escogiendo ciertos
subconjuntos de M(L) que tienen propiedades relacionadas con la topologia y con los
pre-6rdenes y se llaman conjuntos doblemente cerrados estables. Se establece de este modo
una correspondencia entre la clase de los reticulos acotados y la clase de los espacios de
Urquhart. Definiendo apropiadamente los morfismos, cosa que no hace Urquhart, esta
correspondencia resulta ser una co-equivalencia entre la categoria de los reticulos acotados
y la categoria de los espacios de Urquhart. Esta dualidad extiende a la de Priestley, pues
en el caso de los reticulos distributivos las dos relaciones de pre-orden resultan ser una
relaciéon de orden y su reciproca.

Hay que senalar que, contrario a lo que afirman algunos autores [2], aunque la dualidad
de Urquhart funciona perfectamente y extiende a la de Priestley, los espacios de Urquhart
no son, en general, espacios de Hausdorff.

En el presente trabajo se explicard de manera detallada las ideas de Urquhart mostradas
en [16]. Para ello se divide la explicacién en dos capitulos:

En el Capitulo 1 se contextualiza al lector con la teoria de reticulos, se hace una presen-
tacién breve de las representaciones hechas por Stone [I5] y Priestley [11] y por tltimo
se dedica una seccién a los conjuntos pre-ordenados, esto con el fin de brindar las herra-
mientas necesarias para la compresion de la teoria de mayor interés, que se presenta en el
siguiente capitulo.

En el Capitulo 2 se desarrolla de manera detallada la representacion hecha por Urquhart
[16], su equivalencia con la representacién de Priestley en el caso de los reticulos distribu-
tivos y (de manera adicional a lo presentado en [16]) se muestra la co-equivalencia entre la
categoria de los espacios de Urquhart y la categoria de los reticulos cuyos morfismos son
homomorfismos de reticulos con una propiedad adicional.



CAPITULO 1

Teoria previa

Este capitulo tiene como principal objetivo brindar las herramientas que necesita el lec-
tor para comprender la representacién topolégica hecha por Urquhart [16] para reticulos
acotados, la cual serd explicada de manera detallada en el Capitulo 2. Se presentan en-
tonces de manera breve algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de reticulos,
las representaciones topoldgicas hechas por Stone y Priestley para reticulos distributivos
acotados y algunos resultados de interés en conjuntos pre-ordenados.

1.1. Nociones basicas de reticulos

Los conceptos presentados en esta seccién fueron seleccionados con el fin de familiarizar
al lector con algunos conceptos sobre la teoria de reticulos que seran utilizados en lo que
sigue del presente trabajo. Las demostraciones de los teoremas pueden ser consultados en
las referencias [1], [3], o [4].

Definicién 1.1.1. Sean (X, <) un conjunto ordenado yY C X. Se dice que © € X es
una cota superior de Y, si y < x para todo y € Y. De manera dual, x serd una cota
inferior de Y, si x <y para todo y €Y.

La minima de las cotas superiores de Y (si existe) es llamada supremo o extremo su-
perior de Y y se denota sup Y.

La mdzima de las cotas inferiores de Y (si existe) es llamada infimo o extremo inferior
de Y y se denota inf Y.

Definicién 1.1.2. Un semi-reticulo superior (respectivamente inferior) es un conjun-
to ordenado (X, <) en el cual todo sub-conjunto de la forma {x,y} tiene extremo superior
(respectivamente inferior) y serd denotado por x \V y (respectivamente x Ay ).

Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto. El conjunto p(X) ordenado por inclusion es un semi-
reticulo superior, donde V es la union y también es un semi-reticulo inferior, donde A es
la interseccion.

Ejemplo 1.1.2. Un semi-reticulo puede ser representando mediante diagramas de Hasse.
Los siguientes son algunos ejemplos de semi-reticulos.

4
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AVAVAN

Proposicién 1.1.1. Si X es un semi-reticulo superior (respectivamente inferior) entonces
V (respectivamente A) es una operacion binaria idempotente, conmutativa y asociativa.

[ 3]

°
b

Demostracion. Las condiciones de idempotencia y conmutatividad se siguen por definicién.
Para verificar la asociatividad de V considere z,y, z,c € X tales que

(xVy)Vz<ceaxVy<cyz<c
cr<cyy<cyz<c
Sr<cyyVz<c
szV(yVe) <ec
Por lo tanto se puede concluir que (zVy)Vz=zV (yV 2).

De manera dual se verifica la asociatividad para A. ]
De la proposicién anterior tenemos que (X, V) resulta ser un semigrupo conmutativo e

idempotente.

Ademas es posible definir el orden < en términos de V mediante la siguiente equivalencia:
Para cada z,y € X
rly&ScVy=y.

De hecho, en caso de tener un semigrupo conmutativo e idempotente (X, o), es posible
definir el reticulo (X, <) donde el orden < se define en términos de o mediante la equiva-
lencia

r=ysSxoy=y. (1.1)

Esto se verifica en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.2. Sea (X, 0) un conjunto dotado con una operacion binaria. Si se define
= como en la equivalencia (1.1) entonces:

1. = es reflexiva si y solo si o es idempotente.
2. = es antisimétrica si y solo si o es conmutativa.

3. <X es transitiva si y solo si o es asociativa.

Definicion 1.1.3. Un reticulo es un conjunto ordenado que es de manera simultdnea un
semi-reticulo superior y un semi-reticulo inferior.

Definicion 1.1.4. Sea L un reticulo. Si L tiene minimo este elemento se notard 0y si L
tiene mdximo este elemento de notard 1. Un reticulo con 0 y 1 se llama reticulo acotado.

Ejemplo 1.1.3.

1. Del Ejemplo 1.1.1 se deduce que para un conjunto X, (p(X),C) es un reticulo.
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2. Toda cadena es un reticulo.

8. El siguiente conjunto ordenado es un reticulo acotado.

4. Bl primer y el sequndo semi-reticulos del Ejemplo 1.1.2 no son reticulos.

De la Proposicién 1.1.1 se tiene que tanto V como A son operaciones binarias idempotentes,
conmutativas y asociativas. Adicional a estas propiedades los operadores V y A se relacio-
nan en un reticulo mediante las leyes de absorcion que seran descritas a continuacion.

Proposicion 1.1.3. Si L un reticulo y x,y € L entonces las operaciones V y A satisfacen

las siguientes identidades.

1.zV(xAy) ==

2. x ANz Vy) ==
Demostracion. La primera identidad se sigue de lo siguiente:
r<zV(@Ay) <zVze=uz.

v la segunda se tiene por dualidad.

Proposicion 1.1.4. Si L es un reticulo entonces para todo x,y,z € L se tiene:

1.xV(yNnz)<(xVy A(zV=z).

2. AN (yVz)>(xAy)V(zAz).
Demostracion. Como z < (zVy)y x < (zV z) entonces
r<(zVy A(zVz).

Por otro lado
yhz<y<zVy y yANz<z<zVg,

entonces
yANz<(zVy A(xVz).
Asi, de (1.2) y (1.3) se tiene que

zV(ynz)<(zVy)A(zVz).

(1.2)

(1.3)
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La condicién 2 se satisface por dualidad. ]

Definicién 1.1.5. Sea L un reticulo. Se dice que L es distributivo si para todo x,y,z € L

se tiene que

ANyVz)=(xAy)V(xAz)

Proposicion 1.1.5. Si L es un reticulo entonces son equivalentes:

1. an(bVe) =

2. aV(bAc) =

Demostracion.

1) = 2)

(a AD)V (aAc) para todo a,b,c € L

(aVb)A(aVc) para todo a,b,c € L

(avb)AN(aVe)=((avb)ANa)V ((aVDd)Ac)
—a\/((avb)/\c)
=aV((ane)V(bAc))
:( V(aAc)V(bAc)
=aV(bAc).

2) = 1) se satisface por dualidad.

Ejemplo 1.1.4.

Los siguientes son reticulos no distributivos:

=]

0

FiGura 1.1. Reticulo N5.

8|
0

Ficura 1.2. Reticulo Ms5.

Teorema 1.1.1. (Birkhoff) Un reticulo L es distributivo si y solo si L no contiene sub-
reticulos isomorfos a Ms o a Ns.

Definicion 1.1.6. Sea L un reticulo. Un ideal de L es un subconjunto no vacio I de L
que satisface las siguientes condiciones:
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1. Para todo x,y € I, se tiene que x Vy € I.

2. Para todo x € L y todo y € I, si x <y entonces x € I.

De manera dual se tiene la siguiente definicién:

Definicion 1.1.7. Sea L un reticulo. Un filtro de L es un subconjunto no vacio F de L
que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo x,y € F, se tiene que xt ANy € F
2. Para todoxz € L y todoy € F, sty < x entonces x € F.

Observacién 1.1.1. Sea L un reticulo. En adelante Z(L) denotard el conjunto de sus
ideales y F(L) el conjunto de sus filtros.

Definicion 1.1.8. Sea I un ideal de un reticulo L. I es un ideal maximal si

1. I es un ideal propio.
2. Para todo ideal J de L, si I C J entonces I =J o J = L.

Definicion 1.1.9. Sea I un ideal de un reticulo L. Se dird que I es un ideal primo si
satisface las siguientes condiciones:

1. I es un ideal propio de L.

2. Para todo x,y € L, six ANy € I entoncesx €I oy € I.

De manera dual se define un filtro primo.

Observacién 1.1.2. Sea L un reticulo. En adelante TP(L) denotard el conjunto de los
ideales primos de L y FP(L) el conjunto de los filtros primos de L.

Teorema 1.1.2. (Teorema del ideal primo) Sea L un reticulo distributivo. Si I es un
ideal de L, F es un filtro de L y F NI = () entonces existe un ideal primo P de L tal que
ICPyFNP=0.

Definicion 1.1.10. Sean L1 y Lo reticulos. Una funcion f : L1 — Lo es un homo-
morfismo de reticulos si para todo par de elementos x,y € Ly se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. fzVy) = flx) V f(y).
2. flxny) = flz) A fly).
Definicion 1.1.11. Un homomorfismo de reticulos f : Ly — Lo es acotado si:
1. Si Ly tiene 0, entonces Lo tiene 0 y f(0) = 0.
2. Si Ly tiene 1, entonces Lo tiene 1 y f(1) = 1.

Observacién 1.1.3. En las representaciones de Stone y Priestley se notard por D} a la
categoria de los reticulos distributivos acotados en donde sus morfismos son los homomor-
fismos acotados de reticulos.
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1.2. Representacion de Stone

En esta seccién se mostrard la representacién topoldgica hecha por Stone [14] para reticulos
distributivos acotados. Para ello el conjunto de los ideales primos ZP(L) de un reticulo L
serd dotado con la topologia 7 cuya base es la imagen de la funcion

d:L— o(IZP(L)):x—{l€IP(L):x¢I}.
Se mostrard que d resulta ser un isomorfismo del reticulo L en el reticulo conformado por

los conjuntos abiertos-compactos del espacio topolégico (ZP (L), T).

Las demostraciones de los resultados mostrados pueden ser consultadas en [3].

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es coherente si tiene una
base de abiertos-compactos cerrada para intersecciones finitas.

Definicion 1.2.2. Sea X un conjunto. Una coleccion VW de subconjuntos de X se dice bi-

reducible si para todo par de subconjuntos no vacios S y T de W donde (1 AC | B
AeS BeT
existen subconjuntos finitos 8" de S y T’ de T tales que [ AC | B.
AeS’ BeT’

Definicion 1.2.3. Un espacio topoldgico X serd llamado de Balbes-Dwinger si es 1p,
coherente y la coleccion de abiertos-compactos no vacios es bi-reducible.

Observacion 1.2.1. En [3], los espacios que acd son llamados de Balbes-Dwinger reciben
el nombre de espacios de Stone. El nombre de Balbes-Dwinger es adoptado de [1], pues
libros como [8] llaman espacios de Stone a otro tipo de espacios.

Sea L un reticulo. Considere la funcién

d:L— o(IZP(L)):x—{l€IP(L):x¢I}. (1.4)
La imagen de esta funcién resulta ser base para una topologia 7. Al espacio topoldgico
(ZP(L), 7) se le llamara espectro primo de L y en adelante sera denotado spec(L).

Teorema 1.2.1. Si L es un reticulo distributivo entonces spec(L) es un espacio de Balbes-
Duwinger y los abiertos compactos son {0} U{d(a):a € L}.

Definicion 1.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto no vacio A C X es funda-
mental si es abierto-compacto. El conjunto vacio es fundamental en X si toda coleccion
de abiertos-compactos con la propiedad de interseccion finita tiene interseccion no vacia.

En adelante, para un espacio topolégico X la coleccién de sus subconjuntos fundamentales
sera notada por §(X).

Proposicion 1.2.1. Sea L un reticulo distributivo.

1. L tiene 1 si y solo si spec(L) es compacto.

2. L tiene 0 si y solo si () es fundamental en spec(L).
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Sea L un reticulo distributivo. Puesto que todos los abiertos compactos no vacios de spec(L)
son de la forma d(a) con a € L y en caso de que L tenga 0 se tiene que d(0) = (), se tiene
el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Si L es un reticulo distributivo entonces §(spec(L)) = Im d.

Note que si X es un espacio de Balbes-Dwinger, §(X) es un subreticulo de p(X). Resulta
un ejercicio sencillo verificar que {A € §F(X) : = ¢ A} es un ideal primo de §(X), lo que
da lugar a la definicién de la funcién

h:X — spec(F(X)):x—{AeF(X):x ¢ A} (1.5)

h resulta ser un homeomorfismo de espacios topoldgicos y por lo tanto se tiene el siguiente
teorema:

Teorema 1.2.3. Si X es un espacio de Balbes-Dwinger, entonces §(X) es un reticulo
distributivo y spec(F(X)) es homeomorfo a X.

La funcién d es un isomorfismo de reticulos, en caso de ser L un reticulo distributivo. Se
tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 1.2.4. Si L es un reticulo distributivo, entonces §(spec(L)) es isomorfo a L.

De los resultados previos se tienen dos aplicaciones entre la clase de los reticulos distribu-
tivos D y la clase de los espacios de Balbes-Dwinger BD:

spec: D — BD : L — spec(L)

§:BD —D: X+ F(X)

En donde F(spec(L)) = L y spec(F(X)) = X. Lo ideal serfa entonces extender estas
aplicaciones al contexto categérico. A continuacién se describe la representacion topolégica
hecha en [3] para la categoria de los reticulos distributivos acotados 33(1) y la co-equivalencia
que existe con la categoria que tiene como objetos a los espacios de Balbes-Dwinger.

Definicion 1.2.5. Una funcidén entre espacios topolégicos es fuertemente continua si
es continua y envia fundamentales en fundamentales por imagen reciproca.

La categoria que tiene como objetos a los espacios de Balbes-Dwinger y como morfismos
a las funciones fuertemente continuas serda denotada BD.

Definicion 1.2.6. Un espacio topoldgico X se llama espacio espectral si es un espacio
de Balbes-Dwinger compacto, en donde () es fundamental.

Se notara por € a la subcategoria plena de 8% cuyos objetos son los espacios espectrales.

Note entonces que la aplicacién spec se puede restringir a una aplicacién de los objetos
de ’)3(1] en los objetos de €. Del mismo modo, la aplicacién § se puede restringir a una
aplicacién de los objetos de & en los objetos de @%.
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Proposicién 1.2.2. Sea f : L — M un homomorfismo acotado de reticulos distributivos.
La funcion

spec(f) : spec(M) — spec(L) : [ — f*(1)
es fuertemente continua.

Proposicion 1.2.3. Sea g : X — Y una funcion fuertemente continua entre espacios
espectrales. La aplicacion

3(9) : 5(Y) — S(X) : A= g7 (A)

es un homomorfismo acotado.

Se llega entonces a que spec y § son funtores contravariantes entre las categorias 33(1] y €.
Estos funtores determinaran entonces la co-equivalencia deseada.

Sea f : L — M un morfismo en D}. Se notard por dy a la funcién dada en (1.4)
correspondiente a un reticulo L. Demostrando la conmutatividad del siguiente diagrama

L % . §ospec(L)
! Fospec(f)
dr
M § o spec(M)

se verifica que d = (dy) Leopo} €S una transformacién natural del funtor idéntico de D} en
el funtor § o spec.

Del mismo modo, si se considera un morfismo g : X — Y en € y notando hx la funcién
definida en (1.5) correspondiente al espacio espectral X, se tiene que la conmutatividad
del diagrama

X I speco F(X)

g specoF(g)
hy

Y specoF(Y)

demuestra que h = (hx)xcope €s una transformacién natural del funtor idéntico de € en
el funtor speco §.

Concluyendo asi que las categorias € y 33(1] son co-equivalentes.

Observacién 1.2.2. En [1] se muestra que las categorias BD y D son también co-
equivalentes.

1.3. Representacion de Priestley

En esta seccién se presenta la teorfa desarrollada por Priestley en [I1] y [5].
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Del mismo modo que en la representacién de Stone vista en la seccién anterior, considere
el conjunto de los ideales primos ZP(L) de un reticulo distributivo acotado L y sea

d:L— oIP(L)):x—{I €ZP(L):xz¢I}. (1.6)

La distincién con la representacion de Stone estd en dotar al conjunto ZP(L) con la
topologia 7 generada por la sub-base

B:={d(a):a€ L}U{d(a):a€ L}.

Y, del mismo modo que en la representacién de Stone, se verifica que la funcién d resulta
ser un isomorfismo, solo que esta vez sera entre el reticulo L y el reticulo conformado por
los conjuntos abiertos-cerrados decrecientes del espacio topolégico (ZP(L),7) ordenado
por inclusion.

Teorema 1.3.1. Si L es un reticulo distributivo acotado entonces (ZP (L), T) es compacto.

Definicion 1.3.1. Sean X un conjunto ordenado y Y C X.

i) Y es un conjunto decreciente, si para todo y € Y y todo x € X, se tiene que x <y
implica x € Y.

ii) Y es un conjunto creciente, si para todo y € Y y todo x € X, se tiene que y < x
implica x € Y.

El reticulo de los conjuntos crecientes de un conjunto ordenado X sera denotado por C(X)
y el de los conjuntos decrecientes D(X).

Observacién 1.3.1. Este nombre no es estindar, algunos autores (ver por ejemplo [5])
a este tipo de conjuntos los llaman ascendentes, superiores o finales, de manera dual des-
cendentes, inferiores o iniciales.

Definicién 1.3.2. Un espacio topoldgico (X, T) se llama espacio ordenado si estd do-
tado con una relacion de orden < .

Definicién 1.3.3. Se llama a un espacio ordenado (X, 7, <) orden totalmente discone-
xo si dados x,y € X cony £ x , existen conjuntos abiertos-cerrados disjuntos U € C(X)
yW € D(X) tales quey e U yx € W.

Los espacios orden totalmente disconexos que ademés son compactos se conocen como
espacios de Stone ordenados o espacios de Priestley.

Siguiendo la notacién de [11] y [5], al espacio (ZP(L), T) de un reticulo distributivo acotado
L ordenado por inclusién, se le llama espacio dual de L y se notard &(L) = (ZP, 1, Q).

Respecto al espacio dual de un reticulo distributivo L se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 1.3.2. FEl espacio dual de un reticulo distributivo acotado L es orden totalmente
disconexo y por lo tanto, es un espacio de Priestley.

Teorema 1.3.3. Si L es un reticulo distributivo acotado entonces los conjuntos abiertos-
cerrados decrecientes de su espacio dual son exactamente los conjuntos de la forma d(a),
donde a € L.
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Dado un espacio de Priestley X definimos su reticulo dual .#(X) como la clase de todos
sus conjuntos abiertos-cerrados decrecientes ordenados por inclusion. Claramente este es
un reticulo distributivo acotado.

Teorema 1.3.4. Si L es un reticulo distributivo y acotado, entonces L = £ (F(L)).
Si X es un espacio de Priestley, el conjunto
r={BeZ(X):x¢ B}

es un ideal primo de .Z(X) y por lo tanto, da lugar a la definicién de la siguiente funcién:

h:X —2(ZX)):xa—=x (1.7)

que resulta ser un isomorfismo de conjuntos ordenados y un homeomorfismo de espacios
topoldgicos. Asi, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.3.5. Si X es un espacio de Priestley, entonces X = P (L (X)).

Notando P a la clase de los espacios de Priestley y D(l) a la clase de los reticulos distributivos
acotados. Tenemos entonces dos aplicaciones:

Z:P—D}:P— Z(P)

P Dy —P: L P(L)

Para extenderlas al contexto categérico, como se hizo en la representacién de Stone, se defi-
ne entonces la categoria que tiene como objetos los espacios de Priestley y como morfismos
las funciones continuas is6tonas (que respetan orden). Esta categoria se notard .

Proposiciéon 1.3.1. Si f : L — M es un morfismo de @(1) entonces la aplicacion

P(f): P(M) — P(L): I~ f*(I)
es una funcion continua e isétona.

Proposicion 1.3.2. Sig: X — Y es un morfismo de B entonces la aplicacion

L) : ZY) — ZL(X): A~ g"(A)
es un homomorfismo de reticulos acotados.
Por las proposiciones anteriores es posible verificar que .2 y & son funtores contravariantes

entre las categorfas D} y . Serdn estos funtores los que determinen la co-equivalencia
entre las categorias.
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Sea f: L — M un morfismo en D}, notando dy, a la funcién dada en (1.6), la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

L .

ZoP(L)
h Zop(f)

dg
M— 5 Lo P(M)
verifica que d = (dr,) Leobn} €8 Una transformacién natural del funtor idéntico de DJ en el
funtor £ o .

Del mismo modo, si se considera un morfismo g : X — Y en B y notando por hx la
funcioén (1.7), se tiene que la conmutatividad del diagrama

X "X o 2(X)

g PoL(g)
hy

Y P oY)

demuestra que h = (hx)xcopp €s una transformacién natural del funtor idéntico de P al
funtor & o Z.

Se puede concluir entonces que las categorfas B y D} son co-equivalentes.

1.4. Conjuntos pre-ordenados

En esta seccion se presentan algunas definiciones y resultados de interés sobre conjuntos
pre-ordenados, que servirdn como herramienta fundamental para el desarrollo de la teoria
de representacién para reticulos mostrada en el Capitulo 2. El lector notard que algunos
de los conceptos presentados coinciden con los ya conocidos en el contexto de los conjuntos
ordenados, pero nuestro interés se centrard en los conjuntos pre-ordenados.

Definicion 1.4.1. Un pre-orden es una relacion binaria < sobre un conjunto X tal que
para todo x,y,z € X,

i) © < x (Reflezividad),
i) Six <y yy< z entonces v < z (Transitividad).

Observacion 1.4.1. En adelante el concepto de conjunto creciente (decreciente) se
define como en la Definicion 1.5.1, salvo que en este caso la relacion es de pre-orden.

Observacion 1.4.2. Sea X un conjunto pre-ordenado. Note que:

i) Un subconjunto Y de X es creciente si y solo si Y es un subconjunto decreciente.
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ii) Al ordenar los elementos de C(X) (respectivamente los de D (X)) por inclusidn, se
tiene que C(X) (respectivamente D (X)) tiene estructura de reticulo. De hecho, C(X)
y D(X) son subreticulos de p(X).

Definicion 1.4.2. Sean X un conjunto pre-ordenado y Y C X. Se definen

TY={zreX: (FyeY)y<z} y [Y={reX:(TyeY)z<y}

Observaciéon 1.4.3. Note que 1Y es el conjunto creciente mads pequeno que contiene a
Y, por lo tanto Y es un conjunto creciente si y solo si 1Y =Y. De manera dual se tiene
lo anterior para | Y.

Definicién 1.4.3. Sean X un conjunto pre-ordenado y % una familia de subconjuntos de
X. ¥ serd una familia separadora de X si para todo x,y € X, tales que x L y existe
ZeZF talquexecZ yy ¢ Z.

Funciones entre conjuntos pre-ordenados

El objetivo de esta seccién es presentar una conexion de Galois que se produce cada vez que
dotamos a un conjunto con dos relaciones de pre-orden. Las funciones [ y  que constituyen
esta conexiéon de Galois seran de gran utilidad en el Capitulo 2.

Definicion 1.4.4. Sea f: X — Y wuna funcion entre conjuntos pre-ordenados. Se dice
que:

i) f es isétona si para todo x,y € X, se tiene que x <y implica f(z) < f(y).
it) f es antitona si para todo x,y € X, se tiene que x < y implica f(x) > f(y).

iii) f es una inmersion si para todo x,y € X se tiene que
<y e flr) < fy)

i) fes un isomorfismo de conjuntos pre-ordenados si es una inmersion sobreyectiva.
Observacién 1.4.4. Si f: X — Y es una funciéon y B CY, notaremos
ff(B)={ze X : f(x) € B}.
Proposicion 1.4.1. Sean f : X — Y una funcion isétona entre conjuntos pre-ordenados

yW CY. SiW e CY), entonces f*(W) € C(X).

Demostracion. Sea x € f*(W)yy € X tal que x < y, entonces f(z) < f(y)y f(z) € W,
por lo tanto f(y) € W, luego y € f*(W). Se puede concluir entonces que f*(W) €
C(X). O

Definicion 1.4.5. Sea X un conjunto pre-ordenado. Una funcion f : X — X es un
operador de clausura si satisface las siguientes condiciones:

i) f es isdtona.
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ii) Para todo x € X se tiene que © < f(x).

iii) Para todo x € X se tiene que f(f(x)) = f(x).
Sea X un conjunto pre-ordenado. Considere las funciones:
T p(X) — pX): Y 1Y ={reX:(JyeY)y<a},

Lp(X) —pX):Yr—lY={zeX: (FyeY)x <y}
A continuacién se verifican algunas de sus propiedades.

Proposicion 1.4.2. Sea X un conjunto pre-ordenado. Las funciones T y | son operadores
de clausura en p(X).

Demostracion.

i) Sean A y B subconjuntos de X. Suponga que A C B. Si €] A, entonces existe
a € A tal que x < a. Como A C B, existe a € B tal que x < a. Asi, x €] By por lo
tanto | es una funcién is6tona. De manera dual se verifica que 1 es isétona.

Las condiciones ) y i) de la Definicién 1.4.5 se siguen de la Observacion 1.4.3. O
Corolario 1.4.1. Si X es un conjunto pre-ordenado y A, B C X entonces:
i) l(AUB)=lAUlB y 1(AUB)=tAUT"TB.
ii) L (ANB)ClAN|B y 71T(ANnB)CtANTB.
Demostracion.
i)
AClAyBC|B =AUBClAU|B

—l(AUB)CL (L AU B)
=l (AUB)Cl AU/ B.

ACAUByBCAUB= |AC|(AUB)y | BC|l(AUB)
= |AU|BC|(AUB).

ANBCAyANBCB =|(AnB)C|lAy J(ANB)C| B
=] (ANB)Cl AN B.

De manera anéloga se verifican las condiciones para la funcion 1 . O

Otra aplicacion de interés para el desarrollo de la teoria de representacion es la funcién
complemento
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c:p(X) — pX): Y +— Y€
de la cual seran utilizadas las propiedades bésicas conocidas en teoria de conjuntos.

Proposicion 1.4.3. Sean Y y Z subconjuntos de un conjunto pre-ordenado X. La funcion
colip(X) — p(X): Y — [} Y]
satisface las siguiente propiedades:

i) c ol es antitona.
i) col (YUZ)=col (Y)Ncol (2).
i) col (YNZ)Dcol (Y)Ucol (2).

Demostracion. i) Esto se tiene por ser composicién de una funcién isétona con una
funcién antitona.

i)
LYuz)=lYV)ul(Z) e LY U2 =1MFNI2)
Scol(YUZ)=col(Y)Ncol(2).

i)

LY NZ)cl (Nl ()« LY N2 20 WUl (2]
Scol(YNZ)Dcol(Y) Ucol (Z2).

O]

Observacién 1.4.5. Por dualidad se tiene el anterior resultado para la funcion c o 1.

En particular, los conjuntos dotados con dos relaciones de pre-orden tienen un papel fun-
damental en el desarrollo del presente trabajo, por lo tanto se hacen algunas aclaraciones
sobre la notacién que se manejara en adelante.

Sea X un conjunto dotado con dos relaciones de pre-orden (<i,<2). Se notard por J;
(1 =1,2), a la funcién | anteriormente descrita con el pre-orden <; (i = 1,2) y por l y r
a las funciones

l=coli:p(X) — p(X):Y +—[}1 Y],

r=coloyp(X)— p(X):Y — [l2Y]°.

También C;(X)y D;(X) denotaran el reticulo de los conjuntos crecientes y decrecientes
respectivamente con el pre-orden i (i = 1,2).

Lema 1.4.1. Sea X un conjunto dotado con dos relaciones de pre-orden (<i1,<2). Las
funciones Iy r definen una conexion de Galois entre el reticulo de los conjuntos crecientes
de X con el orden <1 y el reticulo de los conjuntos crecientes de X con el orden <o. Esto
es, para todo Y € C1(X) y todo Z € Co(X)
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Y CUZ) e Z Cr(Y).

Demostracion.

YD Z (pues 11 (Z) 2 Z)

(Y) Cl2 (2

L (Y)CZze (pues Zes decreciente)
Ha (V)" 2 2

A Q C O J,Q (Y)

Z Cr(Y).

R 2 2
&

!

Del mismo modo se verifica que Y C [(Z) si Z C r(Y). O

Observacion 1.4.6. Sean f : X — Y y g :Y — X dos funciones entre conjuntos
ordenados. Se dice que (f,g) es una conexion de Galois entre X y Y si para todo x € X y
todo y € Y se tiene que:

< g(y) <y < fz)

Dada la conexion de Galois (f,g), las siguientes son algunas propiedades ttiles en el desa-
rrollo del presente texto:

e fy g son antitonas.
e Para todo x € X se tiene que x < g(f(x)).

g
e Para todo y €Y se tiene que y < f(g(y)).

Se culmina esta seccion prestando atencién a los puntos fijos de la conexion de Galois
anteriormente presentada.

Definicion 1.4.6. Sean X un conjunto con dos relaciones de pre-orden yY C X. Y serd
llamado estable silr(Y) =Y.

Lema 1.4.2. Para Y y Z subconjuntos de un conjunto dotado con dos relaciones de pre-
orden X se tiene:

i) r(Y)C Z¢=r(Y)Cr(Z2).
i) Y Cr(Z2) =Y C Z, siempre que Z sea un conjunto estable y Y € Cy(X).

i) Y CZr(Y)Cr(Z)=Y = Z, siempre que Y sea un conjunto estable y Z € C1(X).

Demostracion.
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cola(Y)Cc(2)

l2(Y)2Z

l2 o l2 (V) 212 (2)

12 (Y) 212 (2) (por ser |2 operador de clausura )
cola(Y)Ccola(2)

r(Y) Cr(Z).

I

i)

Y Ccocols(Z2)

c(Y)2cola(2)

hoceY)2l1 oco |2 (2)

c(Y)D |1 ocols(2) (pues Y € Di(X))
Y C co |1 ocols(2)

Y Clr(Z2)

YCZ (por ser Z estable).

R 2 2

ii1) Se debe verificar que Z C Y.

r(Y)Cr(Z)= colza(Y)Ccola(2)

b2 (Y) 212 (2)

L(Y)2Z (se sigue de 15 (7) D Z)
cols (V) Ce(2)

liecoly(Y)CliocZ)

liocola(Y)Ce(2) (pues Z¢ € Dy(X))
co liocola(Y)2Z

r(Y)2>Z

YDOZ (por ser Y estable).

R



CAPITULO 2

Representacion de Urquhart

En este capitulo se presenta de manera detallada la teoria desarrollada por Urquhart
en [10], se establecerd una co-equivalencia entre la categoria que tiene como objetos los
reticulos acotados y la categoria cuyos objetos son los espacios de Urquhart y se mostrara
que en el caso de los reticulos distributivos acotados, la representacién de Urquhart coincide
con la representacién hecha por Priestley.

2.1. Conceptos Preliminares

A diferencia de las representaciones de Stone y de Priestley, la representacién de Urquhart
no sera desarrollada en el conjunto de los ideales primos de un reticulo sino en un tipo
especial de conjunto que se encarga de ensamblar cierto tipo de ideales y de filtros de
un reticulo (conjunto de los pares maximales). En esta seccién se presenta un teorema
equivalente al teorema del ideal primo en el contexto de reticulos arbitrarios y un par de
funciones (u y v) andlogas a la funcién d en la representacién de Priestley.

En adelante se tendran en cuenta tinicamente los reticulos acotados.

Definicion 2.1.1. Sea L un reticulo tal que 0 # 1 y sean <7 un filtro y /\ un ideal de L.
Se dird que:

e (v7,A) es un par filtro-ideal si <7 y A son disyuntos.

e (7,A) es un par maximal si (7,\) es un par filtro-ideal, 7 es mazimal en la
familia de filtros disyuntos de A y A es maximal en la familia de ideales disyuntos

de v/.

Definicion 2.1.2. Sean L un reticulo y X el conjunto de todos pares mazximales de L. De
manera natural se tienen dos relaciones de pre-orden (<1 y <g2) sobre X como sigue:
Para © = (z1,22) yy = (y1,y2) en X,

e x <1y siry Sy

o x <2y st a2 C yo.

20
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Teorema 2.1.1. Si (y1,y2) es un par filtro-ideal en un reticulo L, entonces existe un par
mazimal (Q, P) de L tal que y1 C Q yy2 C P.

Demostracion. Considere el conjunto
%::{JGI(L):yggJyJﬂgﬂ:@}

ordenado por inclusién. & # (), pues y2 € &/. Si ¢ una cadena en <, entonces |J%,
resulta ser una cota superior de ¥ en 7. Asi, por el Lema de Zorn, existe un elemento
maximal P en 7.

Del mismo modo considere el conjunto
B.={FeF(L):y1 CFyFNnP=10}

Haciendo el mismo razonamiento que se hizo con el anterior conjunto, existe un elemento
maximal ) en Z.
La pareja (@, P) resulta ser entonces un par maximal de L, donde y1 C Q y y2 C P.

Sean L y X como en la Definicién 2.1.2. Considere las siguientes funciones:

u: L — p(X):ar— {(x1,22) : a € 21}

v:L— p(X):ar— {(z1,22) : a € z2}.
Observacién 2.1.1. Para a € L, u(a) € C1(X) yv(a) € Co(X).

Proposicion 2.1.1. Si se ordenan los elementos de Imu y los de I'mv por inclusion,
entonces las funciones
w: (L,\) — (Imu,N)

v:(L,V) — (Imv,N),

son isomorfismos de semi-reticulos.

Demostracion. Se deben verificar las siguiente condiciones:

i) u(a Ab) = u(a) Nu(b).

(x1,22) € u(a) Nu(b) & (x1,22) € u(a) y (x1,z2) € u(b)
Saexyyben
S alAbex
& (z1,22) € u(a A D).



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE URQUHART 22

it) v(a VvV b) = v(a) Nv(b).

(x1,22) € v(a) Nv(b) & (x1,22) € v(a)y (z1,72) € v(b)
Sa€xaybexy
SaVbexy
& (z1,22) € v(a Vb).

i11) w y v son funciones inyectivas.

Para verificar la inyectividad de u considere a,b € L, tales que a # b. Sin pérdida de
generalidad se puede suponer que a £ b, luego [a) N (b] = 0. Por lo tanto existe un par
maximal x = (z1,x2) tal que [a) C z1 y (b] C z2, de donde = € u(a) y = & u(b). Asi,

u(a) # u(b).

De manera andloga se verifica la inyectividad de v. O

Observacion 2.1.2. u es una funcion isétona y v es una funcion antitona.

Se puede concluir que (Imu, C) y (Imv, C°) resultan ser isomorfos, como conjuntos orde-
nados, a (L, <) y por consiguiente, son reticulos.

(Imu, ©)
/ A\
I\
(.
. (|
\ v

(Imv,C)

Por lo tanto, existen dos anti-isomorfismos f y g entre (Imu,C) y (Imv,C), tales que
f=9""9((a)=u(a) y f(u(a)) = v(a).
Note que para a € L, v(a) C u(a)¢, por lo tanto:

U(a) J\{(z1,22) € X tag a1y a g xa}
a)cﬂ{(ajl,xQ)EX agx1yad e}
U{

(x1,29) € X tad a1 yadx}].

Por lo anterior se concluye que v(a)® = u(a) U {(z1,22) € X :a € x1 y a & x2}.

Como v(a)® € D2(X) y u(a) C v(a)¢, entonces |2 u(a) C v(a)c.

Por otro lado, sea y = (y1,y2) € v(a)®, puesto que a & yo, se tiene que [a) Nys = ). Por el
Teorema 2.1.1 existe un par maximal z = (z1, 22), tal que [a) C z1 y y2 C 29. Asi, z € u(a)
y y <2 z, luego v(a)® Cla u(a).

Se concluye que v(a)¢ =]2 u(a) y por lo tanto [} u(a)]® = v(a). Del mismo modo se puede

verificar que [|1 v(a)]® = u(a). Asl, 7|rmu = f ¥ U 1me = g, donde [ y r son las funciones
definidas en el Capitulo 1.
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En lo anterior se verific6 que (Imu,C) y (Imwv,C) son reticulos cuyas estructuras de
inf-semi-reticulo se heredan de p(X). Claramente estos no son sub-reticulos de p(X),
dejando entonces la duda de cémo definir el extremo superior. Para ello se hace la siguiente

observacion:

Observacién 2.1.3. S5t X es el conjunto de todos los pares mazimales en un reticulo L

entonces:

o u(aVb)=Ilv(aVb)=Iv(a)Nov®d))=I(r(u(a)) Nr(u(d))) =lr(u(a) Uu)).
e v(aNb) =ru(and) =r(u(a) Nu(d)) =rl(v(a)) Nl(v(d))) =ri(via) Uv(b)).
Proposicién 2.1.2. En el reticulo (Imu, C) se tiene:

u(a) Au(b) =ula) Nu®d) y ula)Vud)=Ilr(u(a) Uu(d)).

De igual manera, en el reticulo (Imv,C) se tiene:
v(a) Av(b) =v(a)Novd) y v(a) Vo) =ri(via) Uvd)).

Demostracion.

i) u(a) Vu(b) = lr(u(a) Uub)).

Por la Observacion 2.1.3, Ir(u(a) Uu(b)) = u(a V b), luego Ir(u(a) Uu(d)) € Imu.

Suponga que existe ¢ € L tal que u(c) es una cota superior del conjunto {u(a), u(b)},

luego u(a) U u(b) C u(c), por lo tanto Ir(u(a) Uu(b)) C Ir(u(c)) = u(c).

Por el Lema 1.4.1 u(a) Uu(b) C Ir(u(a) Uu(b)), entonces Ir(u(a) Uu(b)) resulta ser

la minima cota superior del conjunto {u(a),u(b)} en I'mu.

Del razonamiento anterior se concluye que u(a) V u(b) = Ir(u(a) Uu(b)).

it) u(a) Au(b) = u(a) Nu(b).

Por la Proposicion 2.1.1 Imu es cerrada para Ny por consiguiente el extremo inferior

de u(a) y u(b) es u(a) Nu(b).

De manera similar se verifica lo correspondiente a Imuv.

Observacion 2.1.4. Sea L un reticulo. De los resultados previos se concluye:
i) La funcion
u: L — (Imu, A, V)
es un isomorfismo de reticulos.
it) La funcion
v:L— (Imv,A,V)

es un anti-isomorfismo de reticulos.
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ii1) Las funciones
l: (Imvu,\,V) — (Imu, A\, V)
r: (Imu,\,V) — (Imv, A\, V)

son anti-isomorfismos de reticulos.

2.2. El espacio dual de un reticulo

En esta seccion se define el espacio dual de un reticulo L y se estudian algunas de sus
propiedades. Estas propiedades nos permitiran definir, en la siguiente seccion, los espacios
de Urquhart.

Definicién 2.2.1. Sean L un reticulo y X el conjunto de todos sus pares mazimales. Si T
es la topologia generada por la sub-base

{u(a)®:a € L} U{v(a)®:a € L},

entonces al arreglo % (L) = (X, 7, <1, <2) se le llama espacio dual de L.

Observacion 2.2.1. Segun la deduccion hecha en la seccion anterior v(a) = r(u(a)),
entonces la topologia T estd generada por la sub-base

{u(a):a € L} U{r(u(a))®:a € L}.

Definicion 2.2.2. Sean X un espacio topoldgico dotado con dos relaciones de pre-orden y
Y C X. Se dice que Y es un conjunto doblemente cerrado si tantoY como r(Y) son
conjuntos cerrados.

Observacion 2.2.2. En el espacio dual de un reticulo L los conjuntos de la forma u(a),
con a € L son doblemente cerrados.

Proposicion 2.2.1. Sea X el conjunto de todos los pares maximales en un reticulo L.
Para x = (x1,22) yy = (y1,y2) en X, siz <1y y x <2 ¥y, entonces r =y.

Demostracién. Six <1y y x <oy, entonces 71 C y1 v 22 C ¥, luego y; Ny = (. Por ser
x1 maximal en los filtros disyuntos a s, se tiene que 1 = y1. Del mismo modo se verifica
que x2 = y2 y por lo tanto se concluye que x = y. O

Teorema 2.2.1. Si L es un reticulo, entonces el espacio % (L) es compacto.

Demostracion. Suponga que existe un cubrimiento F' de X, mediante elementos de la sub-
base de % (L), tal que ninguna sub-familia finita de F' cubra totalmente a X. Se definen
los siguientes conjuntos:

Fy ={a:u(a)’ € F}
Fy ={b:r(u)) e F}.
Para cualesquiera subconjuntos finitos {ai,...,an} C Fy, {b1,...,b,} C Fy, existe z =
(x1,22) € X, tal que:
x & (u(ar) U Uulam)Ur(u(b))U---Ur(u(b,))®)
<z e (u(ar) N Nulam) Nr(ulby)) N---Nr(ulby))).
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Por lo tanto
a1 N Nam€E€x1 y by V---Vb, € xs.
Asi,
al/\~-/\am$b1\/~-\/bn€m2,

de donde, [Fy) N (Fy] = 0. Por el Teorema 2.1.1, existe y = (y1,y2) maximal tal que
[F1) C y1 y (F3] C yo. Para cada a € F1, y € u(a) y para cada b € Fy, y € r(u(b)),
por lo tanto y ¢ |JF lo cual es una contradiccién. Se concluye entonces que % (L) es
compacto. O

Proposicién 2.2.2. Im u e Im v son familias separadoras de % (L) con los pre-ordenes
<1y <9 respectivamente.

Demostracion. Sean x = (x1,x2) v y = (y1,y2) en % (L). Suponga que = €1 y, entonces
x1 Z yi1, por lo tanto existe a € x; tal que a ¢ y;, de donde = € u(a) y y € u(a). Asi, se
concluye que I'mu es una familia separadora de % (L) .

Del mismo modo se verifica que Imuv es una familia separadora de % (L). O

Lema 2.2.1. Si (X,<1,<2) es un espacio compacto dotado con dos relaciones de pre-
orden y F es una familia separadora de X respecto al orden <1, de conjuntos doblemente
cerrados estables, cerrada bajo N\ y V, que contiene a X y a (), entonces F es la familia de
todos los conjuntos doblemente cerrados estables de X.

Demostracion. Sean W un conjunto doblemente cerrado estable en X y z,y € X, tales
quez € Wyyer(W).Comox £ y, existe Z,y € F, tal que x € Zy y y & Zyy. Entonces
r(W) € U{Zg, : y € r(W)}. Por la compacidad de X, existe m € N tal que,

r(W) < 2y, UZg, U.---UZg,
= (Zoyy NV Zgy, N+ N Zgy,, )¢
= (Zoyy N Zgyy N+ N\ Zgy,, )¢

_ 7C
_Zaz7

donde Z, = Zyy, A Zyy, N\ -+ N Zgy,,. De lo anterior, y haciendo uso del Lema 1.4.2,
concluimos que (W) C r(Z,).

Para cada € W, z € Z, y como Z; C r(Z;)¢ W C | H{r(Z,)¢ : € W}. Por la
compacidad de X, para algin n € N,

W Cr(Zy ) UTr(Zyy)U---Ur(Zy, )"
= (r(Zsy) N1(Zzy) NN 1(Zy,))"
=r(Zy UZy, U---UZ, )¢
= (rir(Zyy U Zg, U---UZy )¢
=1r(Zyy NV Zgy V-V Zy,))¢
-2y,

donde Z = Z;, V Zy, V -V Zy, . Por lo tanto, del Lema 1.4.2 se tiene W C Z.
Por otro lado, dado que r(W) C r(Z,) para cada z € W,
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| ﬂ

M(Z2y) N1(Zey) O - -0 1(Z,)
(Zoy U Zyy U+ Zy,)

l(Zmlumuan)
(
(Z

Zypy NN Zy)

);

Del razonamiento anterior y por el Lema 1.4.2, W = Z, de donde W € F. O

\3\3\3%

Como I'mu satisface las condiciones del lema anterior, se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 2.2.3. Sea L un reticulo. Imu = {u(a) : a € L} es la familia de todos los
conjuntos doblemente cerrados estables de % (L).

2.3. Espacios de Urquhart

En esta seccién se definen los espacios de Urquhart, basados en las propiedades del espacio
dual de un reticulo. Se ilustra esta nocién con algunos ejemplos y se verifica que estos
espacios no siempre son espacios de Stone. Finalmente, se exhibe una manera de asociar
un reticulo a cualquier espacio de Urquhart, de manera que el espacio original coincida
con su espacio dual.

Definicion 2.3.1. X es un conjunto doblemente pre-ordenado si estd dotado con
dos relactones de pre-orden <1, <2 tales que, para z,y € X, six <1y y x <2 y entonces

x=y.

Definicién 2.3.2. Un espacio doblemente pre-ordenado es un arreglo (X, 7,<1,<2),
donde X es un conjunto dotado con una topologia T y (X, <1,<2) es un conjunto doble-
mente pre-ordenado.

Definicion 2.3.3. Sea X un espacio doblemente pre-ordenado. Se dice que X es doble-
mente T si:

e {Y C X : Y es doblemente cerrado y estable} es una familia separadora de X con
el orden <7 .

o {r(Y) C X : Y es doblemente cerrado y estable} es una familia separadora de X
con el orden <o .

Proposicion 2.3.1. Todo espacio doblemente Ty es T7.

Demostracion. Sean X un espacio doblemente Ty y x,y € X, tales que x # y. Entonces,

(rgryoxdayy (ygizoyg ).

Por lo tanto se tiene alguno de los siguientes casos:

i) riyyy £
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i) L1y yy Lo
i) x L2y yy <1

w) zoyyy Lo

Serd verificada la condicién de separabilidad para los casos 7) y ¢ii). En caso de tenerse ii)
o0 iv) la demostracién es anéloga.

i) Como z ¥, y, existe un conjunto doblemente cerrado estable Y, tal que z € Y y
y € Y. Por lo tanto y € Y¢ el cual es un conjunto abierto, y x € Y°. Del mismo
modo, puesto que y €1 = existe un conjunto doblemente cerrado estable Z, tal que
yeZyx&Z. Asi, x € Z° que es un conjunto abierto y y & Z¢.

ii1) Dado que x %2 y, existe un conjunto doblemente cerrado estable Y, tal que z € 7(Y)
y y & r(Y), por ser Y doblemente cerrado, r(Y') es cerrado. Por lo tanto 7(Y)¢ es
abierto, y € r(Y)¢y x & r(Y) Por otro lado como y ¥; x, existe un conjunto
doblemente cerrado estable Z, talquey € Zyx & Z. Asi, x € Z°y y & Z°.

O]

Definicion 2.3.4. Un espacio doblemente pre-ordenado X es un espacio de Urquhart
st satisface las siguientes condiciones:

(1) X es un espacio compacto y doblemente Tp.

(2) Para Y, Z subconjuntos de X doblemente cerrados estables, /(Y NZ) ylr(YUZ) son
cerrados en X.

(3) La familia {Y¢: Y es un conjunto doblemente cerrado estable } U {r(Y)¢: Y es un
conjunto doblemente cerrado estable } es una sub-base para la topologia de X.

Observacion 2.3.1. Dado un reticulo L, el espacio dual % (L) es un espacio de Urquhart.

Proposicién 2.3.2. Sea L un reticulo. Si L es finito, entonces % (L) es un espacio dis-
creto.

Demostracion. Esto se tiene pues % (L) es un espacio topoldgico finito y 77. O

Ejemplo 2.3.1. Considere el reticulo de la Figura 2.1.

0

Ficura 2.1. Nj
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El conjunto de las parejas maximales de este reticulo es

X =A{z = ([¢), (¥]), y = (@), (c]), z = ([b), (a])},

por lo tanto su espacio dual es % (L) = (X, 7,<1,<2), donde T es la topologia discreta,
1= {($,$), (yay)7 (Z7 Z)7 (.%', Z)} Yy S2= {(x7$>7 (ya y)7 (Za Z), ($7y)}

Ejemplo 2.3.2. Considere el conjunto X = {a,b,c}, dotado con la topologia discreta y
las siguientes relaciones de pre-orden:

S1= {(aaa)v(bab)’(cac)v(a’c)} Yy 2= {(aaa)a(b7b)v(c’c)’(cva)}

En la siguiente tabla se relacionan los subconjuntos de X con las funciones l y r:

S r(S) | Ir(S)
0 X 0
X 0 X
{a} | {b} |{a,c}
{0} | {a,ct | {b}
{c} | {a,b} | {c}
{a, b} 0 X
{b.c} | {a} | {b,c}
{a,ct | {b} |{fac}

De lo anterior tenemos que la coleccion de los subconjuntos estables de X es:

{0, X, {0}, {c}, {b, c}, {a, c}}.

X resulta ser un espacio de Urquhart si satisface las condiciones (1),(2) y (3) de la ante-
rior definicion.

Verificar la condicion (1) resulta un ejercicio sencillo en el cual solo se debe tener en
cuenta cudles elementos de X no se encuentran relacionados.

La condicion (2) se satisface pues la topologia de X es la discreta.

Para la condicion (3), la familia {Y°: Y es wun conjunto doblemente ce-
rrado estable} U {r(Y)¢: Y es wun conjunto doblemente cerrado estable} es
{X,0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {c,b}}, la cual es claramente una sub-base para la topo-
logia discreta.

Ahora veamos un espacio doblemente ordenado que no es de Urquhart.

Ejemplo 2.3.3. Considere el conjunto X = {a,b,c}, dotado con la topologia discreta y
las siguientes relaciones de pre-orden:

1= {(aaa)’(b7b)v(c7c)v(a7b>} Yy 2= {(a7a)v(b7b)a(c>c)a(bvc)}

Veamos cudles son los subconjuntos estables de X.
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S r(S) | Ir(S)
0 X 0
X 0 X
{a} | {bc}| 0
{or | {a,c} | {0}
{ct | {a} | {bc}
{a,b} | {c} | {a,b}
{b,c} | {a} | {b,c}
{a,c} 0 X

La coleccion de subconjuntos estables de X es : {0, X, {b},{b, c},{a,b}}. Note por ejemplo
que, ¢ €1 b y no existe un conjunto estable Y tal que c € Y y b & Y. Asi, X no es
doblemente Ty y por lo tanto no es un espacio de Urquhart.

Proposicién 2.3.3. La familia de todos los conjuntos doblemente cerrados estables £ (X)
de un espacio de Urquhart X, ordenada por inclusion, es un reticulo, donde Y ANZ =Y NZ
yYVZ=Ilr(YUZ).

Demostracion. Sean Y y Z conjuntos doblemente cerrados estables de X. Se verificara
entonces:

e YNZ=YNZ.
Y N Z es cerrado y por ser X un espacio de Urquhart (Y N Z) también lo es, por lo
tanto Y N Z es doblemente cerrado.
Por otro lado, haciendo uso de la Proposicién 1.4.3 :

r(YNZ)2r(Y)ur(Z2)
I(r(YN2Z)Cl(r(Y)ur(2))
I(r(Y N 2)) Cli(r(Y))Ni(r(2))
Ir(YNnZ)CcYynZz.

Ahora, por el Lema 1.4.1
YNZCl(r(YNnZ2)).

Asi, se concluye que YNZ = I(r(YNZ)) y por lo tanto Y NZ es un conjunto estable.
Entonces, necesariamente Y A Z =Y N Z.

e YVZ=IrYUZ).
Por ser X un espacio de Urquhart, [(r(Y U Z)) es cerrado. Por el Lema 1.4.1 y la
Proposicién 1.4.3, r({(r(Y U Z))) =r(YUZ) =r(Y)Nr(Z), por lo tanto I(r(Y U Z))
es doblemente cerrado.
Por otro lado, I(r(Y U Z)) es estable. En efecto, I(r(I(r(Y U Z)))) =1(r(Y U Z)).
Por el Lema 1.4.1, YUZ C lr(YUZ). Sea @ un conjunto doblemente cerrado estable
en X, tal que YU Z C Q. Por ser [ y r antitonas I(r(Y U Z))) CI(r(Q)) = Q.
De lo anterior se puede concluir que YV Z = I(r(Y U Z)).

0

Definicién 2.3.5. Si X es un espacio de Urquhart, el reticulo £ (X) se llama reticulo
dual de X.
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Ejemplo 2.3.4. Sea X como en el Ejemplo 2.3.2, entonces £(X) es:

{b,c} {a.cl

FI1GUrA 2.2. Reticulo dual.

Observaciéon 2.3.2. De los resultados previos, se puede concluir que L (% (L)) =
(Imu, A\, V) y por lo tanto se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1. Si L es un reticulo, entonces £ (% (L)) = L.

Demostracion. Se sigue de la observacion anterior y del andlisis hecho en la Pagina 22. [

Ejemplo 2.3.5. En este ejemplo, se presenta un espacio de Urquhart que no es de Haus-

dorff.

0

Ficura 2.3. M

Sea L el reticulo de la Figura 2.3. Puesto que todos los ideales y filtros propios de L son
principales y notando por x; con i € N, a los elementos de L distintos de 0 y 1, se tiene
que:

U (L) = A{([zi), (z5]) : 0 # j}-
Entonces, para x € L, tal que x # 0,1 :

u(@) = {([), (z5]) : ([), (z5]) € Z (L)} y rulx) = {([z), (2]) : ([20), (2]) € # (L)}

Por lo tanto,

u(@)® = {([z:), (z5]) € Z (L) s wi # 2}y rul@)® = {([2:), (x5]) € (L) : wj # x}

de donde,
w()® Nru(y)® = {([z), (z5]) : 20 # z y x5 # y}.

Por otro lado, sea B la base generada por la sub-base de % (L). SiY € B, existen I,J C N
finitos, tales que:

Y ={([z:), (w;]) € #(L) s @i # x5 y xj # ap,para s € I y k € J}.
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Sean a = (ay1,az) y b = (b1,b2) puntos distintos de % (L) y vi,vy en B tales que, a € v1 y
b€ vs.
Para cada v;, existen J;, I; (i=1, 2), tales que:

vi = {([ze), (zr]) € (L) : x4 # x5 y xp # xpypara s € I; y k € J;}.

Dado que J; e I; (i=1,2), son conjuntos finitos, existen w y z tales que w ¢ J; U Jo y
z ¢ Iy Uly. Note que ([x2), (zw]) € v1 Nva y por lo tanto se puede concluir que % (L) no
es un espacio de Hausdorff.

Observacion 2.3.3. En algunos textos como en [2], se afirma que todo espacio de Ur-
quhart es de Stone, lo cual es falso. El anterior es un ejemplo de un espacio de Urquhart
que no es un espacio de Stone.

Definicion 2.3.6. Sean X y Y dos espacios doblemente pre-ordenados. Se dice que una
funcion f: X — Y es un orden-homeomorfismo, si es un homeomorfismo de espacios
topoldgicos y ademds un isomorfismo de conjuntos pre-ordenados, respecto a cada pre-
orden.

Teorema 2.3.2. Si X es un espacio de Urquhart, entonces X es orden-homeomorfo a

U (Z(X)).
Demostracion. Considere la funcién,
h: X —%(ZL(X)):z— (hi(z), ha(x))

Donde, hi(z) ={Y € X(X):z €Y} y ho(z) ={Y € ZX(X) :z er(Y)}.

En primer lugar se verifica que (h1(z), ho(x)) es un par maximal.
Es claro que hq(z) N he(z) = 0. Resta entonces verificar lo siguiente:

e hi(x) es un filtro.

Sean Y, Z € hi(z), por lo tanto z € Y N Z, entonces Y N Z € hy(x).
Por otro lado, sean Y € hi(x) y W € Z(X), talesque Y C W, como x € Y, x € W y por
lo tanto W € hy(x).

e hy(z) es un ideal.

Y, Zeh(x)=zerY)yzer(Z)
=zerY)nr(2)
=zer(YUZ)
=zerir(YUZ)
=zer(YVZ)
= YV Z € hy(z).

Ahora, sean Y € ha(x) y W € Z(X) . Si W C Y, entonces r(Y) C (W) y por lo tanto
x € 7(W). Se puede concluir que W € ha(z).
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o h(z) = (hi(z), ha(x)) es un par maximal.

Sea F un filtro que contiene propiamente a hi(x). Entonces (\F C (hi(z)y = € F.
Sea z € [ F, entonces x <; z, en caso contrario, es decir si z €1 z, existe Y € Z(X), tal
que x € Yy z €Y, contradiciendo que z € [ F.

Puesto que = # z, x €2 z, por lo tanto existe Y, € Z(X), tal que z € r(Y,) y z € r(Y>).
Ast, NF CU{r(Y>)¢: z € N F}. Por la compacidad de X, existe m € N tal que,

(F Cr(¥,)u---Ur(Y,,)
= (rz)n---nrYz,))”
=, U---UY;,))°
=r(Y)S,

donde Y =Y, V--- VY,

m ¥ por lo tanto r(Y) C (J{W¢: W € F}. Por la compacidad de
X, existe n € N tal que,

r(Y)CWiuU-- uUw;
r(Y)C (Win---NnW,)°¢
T(Y)ngl/\ AW,

Por el Lema 1.4.2, Wi A--- AW, CY y por lo tanto Y € F.

Por construccién = € r(Y), luego Y € ha(z). Se concluye que hj(x) es maximal en la
familia de los filtros disyuntos de ha(z).

De manera similar se verifica que ha(x) es maximal en la familia de los ideales disyuntos
de hi(x) y por lo tanto h(x) es un par maximal.

e h es sobreyectiva.
Sea (W1, Ws) un par maximal y F' = W, U{r(Z) : Z € Wa}. F tiene la propiedad de
interseccién finita, de no ser asi, existirfan Y € Wy, Z € Wa, tales que Y Nr(Z) = 0 de
donde, Y C r(Z)¢, entonces Y C Z, lo cual es contradictorio. Por lo tanto, F' puede ser
extendido a un ultrafiltro .%. Por la compacidad de X, % tiene un punto adherente x,
entonces Wy C hy(z) y Wa C ha(x), por lo tanto h(z) = (Wi, Wa).

e h es inyectiva.
Sean z,y € X, tales que x # y entonces x £1 y 0 © €2 y por lo tanto h(z) # h(y).

e h es continua.
Esto se sigue del hecho que para Y € Z(X),

W (u()) =Yy h'r(u(Y)) =r).

e h es una inmersion.

Sean z,y € X, tales que x <1 y. Para Y € hi(z), y € Y pues Y es <;-creciente, por lo
tanto hi(x) C hi(y).
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Reciprocamente, si hi(z) C hi(y) y suponemos que = €1 y, entonces existe ¥ € Z(X),
tal que x € Y y y € Y, contradiciendo lo supuesto.

Se concluye que h es una inmersién con respecto a <1 y de manera similar se verifica que
h es una inmersién respecto a <s.

O

2.4. Equivalencia entre las categorias R, y U

Para llevar la teoria de Urquhart al contexto categdrico se define la categoria que tiene
como objetos a los espacios de Urquhart, en donde sus morfismos son cierta clase de
funciones continuas. En esta seccién se demuestra que existe una co-equivalencia entre
la categoria de los espacios de Urquhart y la categoria de los reticulos y los morfismos
casi-propios.

Definicion 2.4.1. Sea f : L — M, un homomorfismo de reticulos acotados. f se di-
rd homomorfimo casi-propio si (f*(x1), f*(x2)) es un par mazimal de L para todo par
maximal (x1,x9) de M.

Ejemplo 2.4.1. Todo isomorfismo de reticulos es un homomorfismo casi-propio. En par-
ticular, dado L un reticulo, el isomorfismo u: L — L (% (L)) es casi-propio.

Se notara, R, a la categoria de los reticulos acotados, donde los morfismos son homomor-
fismos casi-propios de reticulos y U, la categoria de los espacios de Urquhart donde cada
morfismo f es una funcién que satisface las siguientes condiciones:

e f es continua.

e Para cada conjunto doblemente cerrado estable B:
f*(rB) = rf*(B) y f*(irB) = Lf*(rB). (2.1)
Ejemplo 2.4.2. Sea X un espacio de Urquhart, la aplicacion del Teorema 2.3.2
h: X —%(Z(X)):xz— (hi(z), ha2(x))

donde, h1(z) ={Y e Z(X):z €Y} y ho(x) ={Y € Z(X) : 2 € r(Y)} es un morfismo
en la categoria L. En la demostracion del Teorema 2.8.2 se verificé que h es continua.
Resta entonces que se cumple (2.1). Puesto que los conjuntos doblemente cerrados estables
de % (£ (X)) son de la forma u(Y), conY € £(X), por la continuidad de h se tiene que
R*(ru(Y)) =r(Y) = rh*(u(Y)). Del mismo modo h*(lru(Y)) =h*(uw(Y)) =Y =1r(Y) =
Lh* (ru(Y)).

Proposicion 2.4.1. Si f : X — Y es un morfismo de L, entonces f es isétona respecto
a los pre-ordenes <1 y <3 .

Demostracion. Sean x,y € X, tales que x <; y. Suponga que f(z) €1 f(y). Por ser Y un
espacio de Urquhart, existe un conjunto doblemente cerrado estable W tal que f(z) € W
y f(y) & Wluego z € f*(W) yy & f*(W).

Note que por ser W un conjunto doblemente cerrado estable, W = ir(W). Asi, f*(W) =
f*(lr(W)) = 1f*(r(W)) y por lo tanto f*(W) es un conjunto creciente respecto a <j.
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Como z <1 yyx € f*(W) entonces y € f*(W) lo cual es contradictorio.
Se concluye asi que f es isdtona respecto a <; . La demostracion para el pre-orden <s es
similar. O

Considere la aplicacién .Z : 4 — R, donde Z(X) es el reticulo dual de un espacio de
Urquhart X y para un morfismo f de U, Z(f) = f*.

Se verificard, que .Z, se encuentra bien definido y que ademds, resulta ser un funtor
contravariante.

Sean X y Xa, espacios de Urquhart y f un morfismo entre ellos.

X4 Z(Xy)
f 25
Xo Z(X2)

Para verificar que .Z(f) estd bien definido, considere un conjunto Z € Z(Xs).

a) Por ser Z un conjunto cerrado y f una funcién continua, .Z(f)(Z) = f*(Z) es un
conjunto cerrado.

b) Note que, rZ(f)(Z) =rf*(Z) = f*(rZ). Por ser Z un conjunto doblemente cerrado
y f una funcién continua, r.Z(f)(Z) es un conjunto cerrado.

) irZ(f)(Z) =lr(f*(2)) = 1f*(r(2)) = [*(Ir(2)) = [*(Z) = Z(f)(Z). Por lo tanto
Z(f)(Z) es un conjunto estable.

A continuacién, se verifica que Z(f) es un homomorfismo de reticulos.

e Z(f) es un homomorfismo de reticulos.

a)
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e Z(f) es un homomorfismo casi-propio.

Sea (F,I) un par maximal de .Z(X1). Siguiendo la notacién y lo demostrado en el Teorema

2.3.2 anterior, debe existir un = € X7, tal que (F,

1) = (ha(x), ha())-

Z(f)*(h(z)) N Z(f)*(ha(x)) = 0 pues hy(x) N ha(x) = 0.

Ahora, vea que

L(f) ((2)) ={Y € Z(X
={Y ¢ Z(X»
={Y € Z(X»
={Y € Z(X»
= ha(f(x)).

)
)
)
)

Por otro lado,

L () € ha(x)}
1Y) € ha(2)}
rx e f1(Y)}

flz) eY}

: ZL(f)(Y) € ha(x)}
(YY) € ho(x)}
rxer(f1(Y))}

cx e f*(rY)}

: f(z) erY}

Se concluye entonces que (Z(f)*(hi(x)),Z(f)*(h2(x))) es un par maximal y por lo tanto
Z(f) es un homomorfismo casi-propio de reticulos.

Ahora, sean X un espacio de Urquhart y Y € .
por lo tanto Z(1x) = 1 ¢(x)-

Por dltimo, si f : X1 — Xoy g: Xo — X3 so
entonces gof : X7 — X3 es una funcién continua

(X), entonces Z(1x)(Y)

n morfismos entre espacios de Urquhart
e is6tona, ademds como (gof)* = f*og*,
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entonces se satisface (2.1). Asi,
ZL(gof)=(gef) = cg =2L(f)oZL(g).

De lo anterior, se puede concluir que .Z, efectivamente es un funtor contravariante de 44
en Rep.

Ahora considere la aplicacién % : R, — 4l Donde, % (L) es el espacio dual de un
reticulo L y para un homorfismo casi-propio de reticulos h, se tiene que % (h)(z1,x2) =
(h*(z1), h*(x2)). Del mismo modo que en el caso anterior, se verificard que la aplicacién
% es un funtor contravariante.

Considere los reticulos L; y Lo y un morfismo h entre ellos.

%(Ll) Ly
U (h) h
U (L2) Ly

La aplicacién 7% (h) se encuentra bien definida pues h es un homomorfismo casi-propio de
reticulos.

7 (h) es un morfismo en la categoria 4. En efecto,

e 7 (h) es una funcién continua. Para a € Ly,

(1, 22) € (% (h))"(u(a)) < (% (h)) (21, 22) € u(a)
< a € h*(z1)
< h(a) € 21
& (x1,22) € u(h(a)).

Del mismo, modo se verifica que (% (h))*(ru(a)) = ru(h(a)).

e Las funciones [ y r conmutan con (% h)* de acuerdo con la definicién de morfismo
en la categoria il.

Puesto que, cada conjunto doblemente cerrado estable de % (L) es de la forma u(a), donde
ac L:

2)
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(% h)*(lru(a)) = (% h)"(u(a))
= u(h(a))
= Ir(u(h(a)))
=UZh)*(ru(a)).

e 7% (h) es una funcién isétona con los pre-ordenes <; y <a.
Sean z = (z1,22) y ¥y = (y1,y2) en % (L2), entonces:

r<1y=21Cy
= h*(z1) € h* (1)
= (Zh)(z) <1 (Zh)(y).

Del mismo modo se verifica para <s.

Sea L un reticulo y (x1,x2) un par maximal de L. % (11)(z1,22) = (1} (21),1%(x2)) =
(z1,22). Asl, % (1) = 19(1)-

Por otro lado sean f : L1 — Lo y g : Ly — L3 homomorfismos casi-propios
de reticulos. Para un par maximal (z1,z2) de Lz, ((g o f)*(z1),(g o f)*(x2)) =
(f*(g*(z1)), f*(¢*(x2))) que es un par maximal pues f y g son homomorfismos casi-
propios. Ast, % (g o f)(z1,22) = ((9 0 f)*(21),(g 0 f)"(x2)) = (f*(g"(x1)), f*(9"(22))) =
U ()9 (21), 9" (22)) = % (F) (U (9) (21, 22)) = % () 0 U (g)(21,22).

De lo anterior se concluye que % es un funtor contravariante.

Teorema 2.4.1. Las categorias i y R, son co-equivalentes.

Demostracion. Considere dos reticulos L y M. A continuacién se verifica que, para
f: L — M, un homomorfismo casi-propio de reticulos, el diagrama

L (ZLo%)(L)
s (Zo%)(f)
M (Lo %) (M)

es conmutativo. Las funciones uy, y ups se definen del mismo modo que la aplicacién u de
la Seccién 2.1.
Sea a € L, entonces:

(Zou(f)(ura)) = Z(% (f))(uL(a))
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Por otro lado, sean X e Y, dos espacios de Urquhart y g : X — Y un morfismo en 4l.
Considere el siguiente diagrama:

X MU o £)(X)
g (#o2)(g)
Y (U o 2)(Y)

donde las funciones h* y hY, se definen del mismo modo que la aplicacién h en la demos-
traciéon del Teorema 2.3.2.
Sea a € X,

Se encontraron entonces, dos transformaciones naturales:
U={u:ln, — LoU}reom., y H={h" : 1y — % o0 L} xcom.

Puesto que estas transformaciones naturales son isomorfismos, se concluye que las catego-
rias 4 y R, son co-equivalentes. O

2.5. Equivalencia con la representacion de Priestley en re-
ticulos distributivos

Esta seccién, tiene como base la representaciéon de Priestley, que se describié en la Seccién
1.3. Se verificara que efectivamente la representacion de Urquhart resulta ser una extension
de la representacion de Priestley.

Definicion 2.5.1. Sea X un espacio doblemente pre-ordenado. Un punto x en X es llamado
primo si para todo y en X, se tiene que x <1y tmplica y <2 x.

Teorema 2.5.1. Sean L un reticulo y x = (x1,x2) € % (L). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) x es un punto primo.
b) x1 es un filtro primo.

¢) Para todoy € % (L), si x <2y entonces y <1 .
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Demostracion.

a) = b)

b) = ¢)

¢) = a)

Sean a,b € L tales que aVb € x1. Suponga que a € x1 y b & x1, entonces x1 N (a] = ()
y x1 N (b] = 0. Asi, existen y = (y1,y2) y 2 = (21, 22) en % (L) tales que x1 C y,
(a] Cy2, 21 C 21y (b] C 22

Puesto que = <1 y se tiene que y <o = y por lo tanto a € xs.
Del mismo modo como x < z se tiene que z <9 x y por lo tanto b € xs.

De lo anterior a V b € x9, lo cual es una contradiccién. Se concluye entonces que
a € x10b¢€xp, luego x1 es un filtro primo.

Sea © = (z1,x2) tal que 1 es un filtro primo, luego x2 = (z1)¢. Sea y € Z (L), tal
que z <2 y, entonces xo = (x1)¢ C yo, por lo tanto (y2)¢ C x1. Como y; C (y2)°
entonces y; C z1 de donde y <1 .

Sea x <1 y y suponga que y Lo x, entonces existe Z un conjunto doblemente cerrado
estable tal que y € r(Z) y = ¢ r(Z), luego existe w € Z tal que z <y w. Asi,
w <1 ¢ <1 ¥y, por transitividad w <3 y y por ser Z un conjunto creciente y € Z. Lo
anterior es una contradiccion, por lo tanto y <o x.

Teorema 2.5.2. Sea L un reticulo. Son equivalentes:

a) L es distributivo.

b) Todo punto en % (L) es primo.

¢) Para v,y € Z (L), <1y <y <2 x.

Demostracion.

a) = b)

Suponemos que existe un punto z = (z1,x2) € % (L) que no es primo. Por el teorema
anterior 1 no es un filtro primo. Asi, existen s y t en L tales que sVt € x1, s € x1
y t & x1. Ademas, si s € x9 entonces t ¢ 2. Del mismo modo, si t € x4 entonces
s & xo. Por lo tanto existe c€ L tal que c € x1 y ¢ & xa.

Puesto que x es un par maximal [z1 U {c}) Nxzy # 0. Asi, existe y € [z1 U {c}) Nx2,
por lo tanto existe a € z1 tal que a Ac <y y y € x2. Asi, se tiene a A ¢ € x,.

Del mismo modo, 21 N (z2 U {c}] # (. Por lo tanto existen w € z1 N (z2 U {c}] v
b € xq tales que w < bVe Asi, bV e € 2.

Asi,

aN(bVe)exry (bAa)V (aAc) € xg,

de donde
aN(bVe)L(bAa)V(aAc),

lo cual es contradictorio.
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b) = a) Suponemos que L no es distributivo. Entonces existen a,b y ¢ en L, tales que
aN(bVe)L(bAa)V(aAec).

Por lo tanto existe x = (x1,22) tal que a A (bV ) €x1y (bAa)V (aAc) € xa.
Como (bAa)V (aAc) € xg, se tiene que bAa € zo y aAc € xa.

Por otro lado, dado que a A (bV ¢) € x1, entonces a € 1y bV ¢ € x1. ¢ & 1, pues
de lo contrario a A ¢ € x1, lo cual contradice que a A ¢ € xs.

Del razonamiento anterior se tienen los siguientes casos:
e Si b ¢ xy entonces xo no es primo y por lo tanto x1 no es primo.

e Si b€ xg entonces b & x1 y por lo tanto x1 no es primo.

Se llega entonces a una contradiccién.

b) & ¢) Esta equivalencia se tiene por definicién de punto primo y por el teorema anterior.

O]

Observacidn 2.5.1. Observe que si L es distributivo, la condicién c) del teorema anterior
implica que la relacion < es antisimétrica y por lo tanto es de orden.

Proposicién 2.5.1. Si X es un conjunto doblemente pre-ordenado donde <1= (<2)°
entonces las funciones | : Co(X) — C1(X) yr : C1(X) — Co(X) coinciden con el
operador complemento.

Demostracion. Note que para todo subconjunto B de X, si B € C}(X) entonces B €
Dy(X). Asi, (B) = ¢(J2 B) = ¢(B) = B°. Del mismo modo se verifica la condicién para
el operador [. O

De los resultados previos se tiene entonces que el espacio dual de un reticulo distributivo
L se puede identificar con una sola relaciéon de pre-orden <; pues la otra serd su dual.
Ademas, todas sus parejas maximales serdn de la forma (I¢, I), donde € es un filtro primo
de L y por lo tanto I es un ideal primo.

Observacioén 2.5.2. Sea L un reticulo distributivo. Note que para a € L

u(a) ={(I 1) e % (L) :acI%
={(I¢I)e¥(L):a g1}

Por lo tanto u(a) es equivalente al conjunto de la forma d(a) en el contexto de Priestley.
Ademds en % (L), u(a) es creciente con el orden <y por lo tanto es decreciente con el
orden <2 que es el orden por inclusion respecto a los ideales, el cual coincide con el orden
en P (L). Entonces se identificard en adelante % (L) con el orden de inclusion respecto a
los ideales (<2).

Proposicién 2.5.2. Si L es un reticulo distributivo entonces % (L) es orden homeomorfo

a Z(L).
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Demostracion. Considere la aplicacion
G:P(L)— %(L): I+ (I°1)

Es claro que esta es una aplicacién inyectiva y sobreyectiva. Por lo tanto, dado que los
ordenes coinciden, se tiene que es un isomorfismo de conjuntos ordenados. Resta entonces
verificar lo siguiente:

Por la proposicién anterior r(u(a)) = u(a)®. Entonces G(d(a)) = u(a) y G(d(a)¢) = u(a)®,
por lo tanto G es una funcién abierta. Ademés, G*(u(a)) = d(a) y G*(u(a)®)
G es una funcién continua. Asi, G es un orden-homeomorfismo. ]

Proposicién 2.5.3. Sea (X, 7,<) un espacio ordenado. Y es un conjunto doblemente ce-
rrado estable en el espacio doblemente ordenado (X, T,<,<°) si y solo si Y es un conjunto
abierto, cerrado y creciente en el espacio ordenado (X, T,<).

Demostracion. = )En este caso r coincide con el operador complemento. Por ser Y un
conjunto doblemente cerrado Y ¢ es cerrado y por lo tanto Y es un conjunto abierto.
Ahora, por ser Y estable resulta ser creciente con el orden < .

<)Por ser Y abierto, Y¢ es cerrado, luego r(Y') es cerrado.

Puesto que Y es creciente con el orden <, Ir(Y) = (Y¢)¢ =Y. Por lo tanto es estable. [J

Proposicién 2.5.4. El espacio ordenado (X, 7,<) es un espacio de Priestley si y solo si
(X, 7,<,<°) es un espacio de Urquhart.

Demostracion. =) Suponga que (X, 7, <) es un espacio de Priestley entonces es compacto
y orden totalmente disconexo.

A continuacion, se verifican las condiciones 1,2 y 3 en la definicién de espacio de Uruhart.

1. X es compacto por definiciéon. Note que por ser X un espacio de Priestley, la coleccion
de los subconjuntos abiertos cerrados crecientes de X es una familia separadora y
por la proposiciéon anterior se tiene que esto es equivalente a decir que la coleccién
de todos los conjuntos doblemente cerrados estables de X es una familia separadora.
Por dualidad se tiene que los complementos de los conjuntos doblemente cerrados
estables constituyen una familia separadora de X respecto al orden <° .

2. Sean Y y Z conjuntos doblemente cerrados estables, por lo tanto son abiertos y
cerrados crecientes. Asi, r(YNZ) = (YNZ)* =Y°UZ, luego es cerrado. Del mismo
modo, Ir(YUZ) = (Y UZ)?)¢ =Y UZ que es un conjunto cerrado.

3. Esta condicién se sigue de la proposicién anterior y de que la coleccién de todos los
conjuntos abiertos cerrados crecientes y sus complementos son una sub-base para 7.

<) X es compacto. Por ser la coleccién de todos los conjuntos doblemente cerrados estables
una familia separadora con el orden <, sigue de la proposicién anterior que X es orden
totalmente disconexo. O

Observacioén 2.5.3. Las siguientes son consecuencias inmediatas de la anterior proposi-
cLon:
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1. Si (X, <) es un espacio de Priestley entonces el reticulo dual de (X, <) es isomorfo
al reticulo dual de (X, <, <°).

2. Existe una correspondencia biyectiva entre los objetos de la categoria 3 tales que
<1= (£92)? y los objetos de la categoria B.

Proposicién 2.5.5. Sean (X, 7,<) y (Y, 7,<) espacios de Priestley.
f (X, 7<) — (V,7,<)
es un morfismo en P, si y solo si
[ — (V<€)

es un morfismo en i

Demostracion.

<) Por definicién f : (X, 7,<) — (Y, 7,<) es una funcién continua y el ser isétona se
sigue de la Proposicion 2.4.1.

=) Por definicién f : (X, 7,<,<°) — (Y, 7,<,<°) es una funcién continua. Notando
<1=< y <9=<, restaria verificar que para cada conjunto doblemente cerrado estable Y

de X, f*(r(Y)) = rf*(Y) y f*(lr(Y)) = 1Lf*(r(Y)).

Sea Y un conjunto doblemente cerrado estable, entonces es abierto, cerrado y creciente,
por lo tanto:

Del mismo modo se verifica que f*(Ir(Y)) = 1f*(r(Y)). O

Observacién 2.5.4. De los resultados previos, se concluye que la categoria de los espacios
de Priestley y la sub-categoria de los espacios de Urquhart donde los pre-ordenes son uno
dual del otro son categorias isomorfas.



Conclusiones y preguntas

La dualidad entre la categoria de los reticulos distributivos acotados y la categoria de
los espacios de Priestley se extiende a una dualidad entre la categoria de los reticulos
acotados y la categoria de los espacios de Urquhart. Para que las cosas funcionen se deben
escoger cuidadosamente los morfismos en cada una de las categorias. Para el caso de los
reticulos acotados se introducen los homomorfismos casi-propios, que generalizan a los
homomorfismos propios utilizados en la dualidad de Balbes-Dwinger (ver [1]). En el caso
de los espacios de Urquhart se consideran funciones continuas que se comportan bien con
los conjuntos doblemente cerrados estables.

Esta extensién de la dualidad de Priestley no dejard satisfechos, sin embargo, a los que
prefieren trabajar siempre con espacios de Hausdorff. En efecto, como se ilustré por medio
de un ejemplo, los espacios de Urquhart no siempre son espacios de Hausdorff. ;Podra
entonces extenderse la dualidad de Priestley utilizando espacios de Stone?

Por otro lado, si no queremos imponer esta condicion, es natural preguntarse si la duali-
dad de Stone puede extenderse a una categoria cuyos objetos sean los reticulos acotados.
Posiblemente sea necesario trabajar con espacios bi-topolégicos en lugar de espacios topo-
l6gicos doblemente pre-ordenados.

Algunos matematicos se interesan por las construcciones que no requieran el uso de alguna
forma del axioma de eleccién. Es claro que en todos los tipos de representacién de los que
hemos hablado se utiliza el Teorema del ideal primo o el Lema de Zorn para garantizar la
existencia de ciertos filtros e ideales. ;Serd posible introducir una dualidad que no utilice
estas herramientas? Una idea seria trabajar con las parejas filtro-ideal sin exigir que sean
parejas maximales. En este sentido se puede consultar el articulo de Allwein y Hartonas

[2].
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