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Titulo en espanol

Identificacion del coeficiente de elasticidad de Young de un material, por medio de
correlacion digital de imégenes

Title in English

Identification of the Young’s modulus of elasticity of a material, via digital image
correlation

Resumen: Una alternativa para determinar las propiedades mecanicas de un material es
llevando a cabo experimentos basados en técnicas 6pticas y procesamiento de imégenes,
las cuales tienen la ventaja de no destruir el material en estudio y no ser invasivo. En este
trabajo usaremos la Correlacion Digital de Iméagenes (CDI) para obtener sin contacto, las
medidas de desplazamiento y deformacion de un material. Proporcionadas estas medidas,
planteamos un problema de identificacion de pardmetros que es resuelto a través de la
técnica de regularizacion de Tikhonov y el método de la adjunta, lo cual se traduce en
un considerable ahorro de tiempo y memoria de célculo. Con el fin de validar el método
de obtencién del coeficiente de elasticidad, trabajaremos con materiales conocidos como
el aluminio. El trabajo propuesto aqui es de gran interés, ya que algunos materiales no
conocidos (como el bambi) son usados en la industria de la construccion y fabricacion de
muebles, estan actualmente bajo investigacion.

Abstract: An alternative to determine the mechanical properties of a material is
conducting experiments based on optical techniques and processing of images, which have
the advantage to not destroy the material in study and to not being invasive. In this
work we use the correlation on digital images (CDI) to obtain without contact, measures
of displacement and deformation of a material. Provided these measurements, we pose
an identification of parameters problem that is solved via the technique of regularization
of Tikhonov and the adjoint method, which translates into considerable savings of time
and memory of calculation. In order to validate the method of obtaining the elasticity
coefficient, we work with known materials as aluminum. The work proposed here it
is of great interest, since several not well known materials (like bamboo) used in the
construction industry and furniture manufacturing, are currently under research.

Palabras clave: Modulo de Young, Correlacion Digital de Imagenes, Regularizacion de
Tikhonov, Transformada de Laplace, Minimos Cuadrados, Método de la Adjunta

Keywords: Young’s Modulus, Digital Image Correlation, Regularization of Tikhonov,
Laplace transform, Least squares, Adjoint method
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Introduccidén

A menudo, para hallar las propiedades fisicas de materiales, como las mecénicas
(rigidez, ductilidad, dureza, elasticidad, entre otras), se realizan ciertos tipos de experi-
mentos los cuales pueden ser destructivos (ver [6]), y en ocasiones los materiales puestos
a prueba pueden ser muy costosos o dificiles de conseguir como verificar la resistencia de
los automoviles a accidentes de trafico en distintos tipos de circunstancias.

Existen distintos tipos de experimentos que permiten calcular el moédulo de Young,
entre los cuales se encuentran los métodos cuasi-estaticos, dindmicos y de ultrasonido.
Los métodos cuasi-estaticos, se caracterizan por ser destructivos, es decir, sus muestras
suelen ser destruidas después de realizada la prueba; consiste en la aplicacion de una
carga lentamente, mientras se monitorea la deformacion inducida. Los métodos dindmicos
proveen datos tanto cuantitativos (como el médulo de Young) como cualitativos; consiste en
calcular los médulos elasticos a partir de las frecuencias naturales de vibracion del material
a prueba. Los métodos de ultrasonido consisten en emitir ondas ultrasonicas (inaudibles
para los humanos) y captar el eco generado, calculando después la velocidad con la que
viaja la onda de sonido, seguido del modulo de Young. Aunque los métodos dindamicos y
de ultrasonido no son destructivos, se requiere un equipo especializado para su aplicacion,
elevando el costo de los experimentos (vease [3]).

Una alternativa para superar este inconveniente, es la Correlacion Digital de indgenes
(DIC), la cual puede suministrar la informacién de ciertos tipos de deformaciones en
varias etapas del experimento por medio de comparaciéon de imdagenes, tanto antes, como
después de realizada la prueba, ademéas de tener la ventaja de trabajar a niveles de escala
que el ojo humano no puede reconocer con facilidad.

El propodsito de esta tesis es suministrar algoritmos con los cuales se puede hallar
el modulo de Young de un material (sea homogéneo o no). Este problema se enmarca
como un problema inverso, en el sentido que obtenemos los datos de deformacion de un
material desconocido a partir de la correlacion de imagenes del experimento, para luego
encontrar el médulo de elasticidad del material resolviendo un problema de identificacion
de parametros de un ecuacion diferencial con condiciones de frontera determinadas por el
tipo de experimento

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:
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En el Capitulo 1, se desarrollard el modelo de Euler-Bernoulli, tanto su solucién
analitica como su numérica, para una barra que se encuentra empotrada en uno de
sus extremos y en su extremo libre se aplica una determinada carga.

En el Capitulo 2, se presenta el proceso de correlacion digital de imégenes, con el
cual se obtienen los datos de la deflexion realizada por la barra al aplicar la carga.

En el Capitulo 3, se desarrolla un algoritmo basado en el método de minimos cua-
drados que se puede aplicar para materiales cuya morfologia es homogénea, en este
caso, el modulo de Young serd constante.

En el Capitulo 4, se propone un algoritmo de identificacion del médulo de Young para
materiales cuya morfologia no es homogénea empleando el método de regularizacion
de Tikhonov y célculo adjunto.

Finalmente, en el Capitulo 5 se encontraran las conclusiones a las que se llego en la
realizacion de este trabajo.



CAPITULO 1

La Barra de Euler-Bernoulli

La teoria de la barra de Euler-Bernoulli, es una parte de la teoria de la elasticidad
lineal, que proporciona las caracteristicas de la deflexién de una barra sujeta a una carga.
Es aplicable cuando la deformacion de la barra debido a su peso es despreciable, las
dimensiones de la secciéon transversal de la barra son muy pequenas con relaciéon a su
longitud y ademés las deformaciones en la barra no alteran la seccién transversal de la
barra, es decir el espesor de la barra es muy pequeno comparado con el radio de cur-
vatura. Es por tanto, un caso particular de la teoria de la barra de Timoshenko (véase [18]).

Consideremos una viga de longitud L homogénea tal que para cualquier corte
transversal se obtiene secciones uniformes, sin atn ubicar una carga, la curva que une los
centroides de todas las secciones transversales se denomina eje de simetria. Al aplicar una
carga vertical a la viga, la viga sufrird una distorsion y la curva que une a los centroides

genera la curva denominada curva de deflexion o curva eldstica, tal como se puede observar
en la Figura [I=11

Eje de Simetria

Curva de Deflexion k

Ficura 1-1. Curva de Deflexion

Con el fin de determinar la curva de deflexion de la viga sometida a una carga (véase
[21]), se supondra que el eje se simetria coincide con el eje x del plano cartesiano, ademas
a partir de este eje, la media de la curva de deflexion y(z), se mide hacia abajo, siendo este
sentido el positivo del eje y. Teniendo en cuenta la teoria de la elasticidad, el momento de

1
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flexion M (x) de un punto z de la viga, se relaciona con la carga en dicho punto w(x), por

medio de la expresion:
d*M

Por otro lado, el momento de flexion M (z) es proporcional a la curvatura x de la curva de
deflexion,
M(z) = kE(2)I, (1-2)

donde E(z) es el mddulo de Young del material de la viga e I es el Momento de Inercia
de una seccién transversal dada por
1= //deydz.

Asi, el momento de inercia de una barra rectangular se calcula por medio de la formula

ancho - (alto)?
12

I =

2
Teniendo en cuenta que la curvatura esta definida como k = ¢/ {1 + (v )2] .y, dado

3/2
que la deflexion de la viga y(z) crece lentamente, es decir, y' & 0, entonces [1 + (v )2] ~

1, de donde se concluye que k = y”, asi, la expresion (=2 se convierte en M = I E(z)y".
Derivando dos veces con respecto a x,

2M 32 d2y
W Tt <IE<x>w> (1-3)

e igualando con la expresion (I obtenemos finalmente la ecuacion de Euler-Bernoulli

P 15w Y — ww) 0<z<L (1-4)
e ) | = wl2), para T -

Con el objetivo que el problema este bien planteado, es necesario adicionar condiciones
de frontera a (I=4]), las cuales dependen del empotramiento de la viga y de la ubicacion de
la carga. Para este trabajo, se tendrd en cuenta una viga empotrada solo en uno de sus dos
extremos, el otro extremo se encontrard libre, como se aprecia en la Figura Suponga
que el empotramiento se encuentra en x = 0. La carga k, estard ubicada en dos posiciones
distintas: en z = ¢, con ¢ € (0,L) y en x = L.

Las dos situaciones sobre la barra son las siguientes:

Caso 1. Cargaen x = ccon c¢ € (0,L) : La carga w(x) esta definida por:

S =

Las condiciones de frontera para este caso son:

e y(0) =0, dado que este extremo de la viga se encuentra empotrado, no hay
flexion en este punto.
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FiGura 1-2. Montaje del experimento

kena=c kenz=1L

FicurA 1-3. Deflexiones con distintas ubicacién de carga

e 4/(0) =0, pues la curva de deflexion es tangente al eje de simetria, es decir,
al eje x. En otras palabras, la pendiente de la curva es cero en este punto.

e E(L)Iy"(L) =0, porque el momento de flexion es cero.
e (E(L)Iy"(L)) =0, ya que la fuerza cortante.

2
(F(x) = (il—]\a/:[ = % <IE(3:)%>> es Cero.

Caso 2. Carga en ¢ = L : La expresion (I=4) adopta la siguiente forma:

P ALY pn) =0, paa0<az<L (1-6)
dz? \ dx? - bar )

Las condiciones de frontera son:

e y(0) =0, dado que este extremo de la viga se encuentra empotrado, no hay
flexion en este punto.

e /(0) =0, pues la curva de deflexion es tangente al eje de simetria, es decir,
al eje . En otras palabras, la pendiente de la curva es cero en este punto.
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e F(L)Iy"(L) =0, porque el momento de flexion es cero.

e (E(L)Iy"(L)) = —k, ya que la fuerza cortante es —k.

La ecuacion diferencial (I=4]), con sus respectivas condiciones de frontera poseen solucion
unica, esto se puede demostrar utilizando el método de las soluciones inferiores y superiores,
(véase [15]). En las siguientes secciones, se resuelve el problema directo, esto es, dados los
datos del problema (la carga k, y conocido el modulo de Young del material), se resuelve
la ecuacion diferencial ([I=4]), encontrando asi, la curva de deflexion.

1.1. Solucién analitica

A continuacion, se considerara el Modulo de Young E(z) constante, convirtiendo los
problemas de valor en la frontera (I=4)) y (I=6) en ecuaciones lineales con coeficientes
constantes , lo cual permite emplear el método de la transformada de Laplace para hallar
sus soluciones.

Cargaen x =ccon c € (0,L)

Dado que la carga es aplicada en un punto de la barra, la funcion de carga w(z) puede
ser definida por:

k, siz=
wie) =4 " ki — o),
0, siz#c

donde 0(x — ¢) es la funcion Delta de Dirac, dada por:

5(x—c):{0’ six #c

“o00”, sl x=c

Teniendo en cuenta lo anterior y que E es constante, la ecuacion ([I=4]) se convierte en:

d4y
Fl—= = — 1-
7 ké(x — ¢) (1-7)

Para resolver (=) con mayor facilidad, se aplica la transformada de Laplace a ambos lados
de la igualdad,

4
BIL {%} — BL{S(x — o)} (1-8)

con condiciones de frontera y(0) = 0, '(0) = 0, ¥”(0) = A y y"’(0) = B. Desarrollando

@=3),
EI (sY (s) — s°y(0) — 5°y/(0) — sy (0) — y"(0)) = ke~ ",

introduciendo las condiciones de frontera se obtiene
EI (s'Y(s) — sA— B) = ke™**,

despejando Y (s) tenemos la expresion:
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Se aplica la transformada inversa de Laplace en la ecuacion anterior para obtener finalmente

_ k 3 A 2 B 3
Y(s) = oz (@ — Ul — o) + Sa* + Lo, (1-9)

donde la funcion U(x — ¢) es la funcion escaldn unitario definida por
0, siz<c
Uz —c) = _
1, siz>c¢

Para hallar los valores de A y B, se encuentran las derivadas de segundo y tercer orden de
(@) y se evalta en . = L

k k

/i _ v o _ " - _
y'(L) = EI(L )WL —c¢)+ A+ BLy" (L) Elu(L c)+ B

donde, teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema y”(L) =0y 3" (L) = 0,

k
se concluye que A = % y B= “ED reemplazando estos valores en ([2J)), finalmente se
obtiene &

_ o )\3 o .3 2
y(z) = Yo ((z — o)’U(z — ¢) — 2° + 3ca”)

y asi, la curva de deflexion y(x) esta dada por

—— (—a® +3cz?), siz<c
y(x) = § 6F1 (1-10)

6E—I(3C2$_63)’ six >c

Cargaenx =L

Para hallar la solucion de (=€), basta integrar cuatro veces la ecuacion y asi se obtiene
la expresiéon
r)=—|—=2"+—=2"4+Cax+D
o) = g7 (5a°+ 5o+ Co 4 D).
donde aplicando las condiciones de frontera respectivas, se concluye A = —k, B = kL,
C =0y D =0, remplazando se tiene la siguiente expresion para la curva de deflexion

k kL
3 2 (1-11)

1.2. Soluciéon numérica

Para solucionar numéricamente las ecuacion (=], sera necesario usar la discretizacion
de una ecuacion diferencial de segundo orden por medio de Diferencias Finitas Centrales.
Con este fin, se construye una particion de longitud h, y se desarrolla la funciéon de deflexion
y de la serie de Taylor hasta el tercer orden para x + h y x — h, esto es

2 3 4
Yo+ h) = y(a) + hy' () + oy @)+ @)+ D) (112
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2 3 4

(o= h) = y(a) — /(@) + oy @)~ )+ Dy (1-13)

para algunos ¢ € (z,x + h) y n € (x — h,z). Sumando ([[=I2) y ([I=I3) se obtiene

4

" () + 5 ()

y(w +h) +y(o = h) = 2y(@) + 2y (x) + o

de donde finalmente se tiene que

x —2y(x T — 4.
iy = VTR 2D e ) W

para algun & € (xz — h,x+ h) Notando como y; = y(x;), la deflexion de la barra en el punto
xi, se concluye que la aproximacion esta dada por:

Yi+1 — 2Y; + Yi—1
Yl = 2t 2 + O(h?) (1-14)

Para discretizar (I=0]), se tendra en cuenta la formula

d?w
— =0 1-15
donde 2
Y
= F(x)]—2 1-1
w = E()I 5 (1-16)

Aplicando la discretizacion (I=14) en las ecuaciones (I=I5) y (I=I6]) se obtiene

. — Qw; -
o we Z2u e (117)

Yirl — 20i T Yi-1
E; 32
donde F; y y; son el Modulo de Young y la deflexién en el punto z; de la barra respecti-
vamente e I es el Momento de Inercia.

Remplazando ([I-I8)) en ([I-I7) se tiene

wi =1 —0 (1-18)

I
7 (Eit1Yit2 — 2(EBiv1 + E))Yis1 + (Big1 +4E; + Eio1)yi — 2(Ei + Eio1)yi—1 + Ei1yi—2) =0,

Teniendo en cuenta que I tanto como h son constantes, la expresion anterior se puede ver
como

Eit1Yiv2 —2(Eip1 + E)Yiv1 + (Bip1 4B+ Ei 1)y —2(Ei + Ei—1)yi—1 + Ei—1yi—2 = 0, (1-19)
parai=1,...,N.

[1 . |
v ] ! L ] |}
Tr_1 T T o TN TN+1 TN42

FiGURA 1-4. Puntos ficticios y_1, Yn+1 ¥ YN+2
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En cuanto a las condiciones de frontera, consideraremos puntos ficticios, Figura 1=4] y
diferencias centrales para mantener el orden de consistencia del esquema:

e y(0) =0,
Yo =0 (1-20)
e y'(0) =0,
y1—Yy-1
2h 0,
de donde
Yy-1=uy1 (1-21)

o E(x)Iy"(L) =0,
EnI(yns1 —2yn +yn—1)

h? =5
simplificando,
En(yn+1 —2yn +yn-1) =0 (1-22)
e (E(x)Iy"(L)) = —k. Para esta condicion de frontera, se aplica la derivada de segundo
orden

r o Yirl —Yi-1 2
=T T 4 O(h

en la expresion Y; definida por

2y + Yi1
3

Y, :IEin—l -

para obtener la igualdad

pEn+1(ynse — 2ynvar +yn) — Enoa(yy —2yn—1+yn-a) _
2h3 -

donde desarrollando un poco el algebra se obtiene

2kh3

Ent1yn+2—2Ent1yn+1+ (Evy1—Env—1)yn +2En_1yn—1—En—1yn—2 = — (1-23)

Teniendo en cuenta la discretizacion de las condiciones iniciales (I=20), (I=21), (I=22),

(I=23), y la discretizacion ([I=19) de ([I=6)), se obtiene un sistema de N ecuaciones con N
variables:

(B2 +4E1 + 2E0)y1 — 2(E2 + Ev)y2 + Eayz =0
—2(E2+ E1)y1 + (B3 + 4E2 + E1)y2 — 2(E3 + E2)ys + E3ya =0
Ei_1yi—2 —2(Ei + Ei—1)yi—1 + (Bit1 + 4E; + Ei—1)ys — 2(Eiv1 + Ei)Yiv1 + Eix1yive =0
parat=3,...N — 2 (1-24)
En—oyn—3 —2(En—1+ En—2)yn—2 + A4EN—-1 + En—2)yn—1 — 2En_1yn =0
kh®

En_iyn—2 —2ENn—1yn—1 + En—1yn = T



CAPITULO 1. LA BARRA DE EULER-BERNOULLI 8

Asi, la ecuacion (I=6]) se puede ver como el sistema lineal My = b, con M una matriz
pentadiagonal simétrica

M,
M = Mo , (1-25)
M;
donde
M — Es +4F, 4+ 2E) —2(Ey + El) Es
! —2(F2+ E1) FE3+4FEy+2E; —2(E3+ Ej) Es
Ey  —2(E3+ E2) E4+4E3+2E2 —2(E4 + E3) Ey
My = ( ] . . . )
EN_3 —2(EN—2+EN-3) En_1+4EN_2+2EN_3 —2(EN-1+En_2) En-1
M, = <EN—2 —2(EN-1+ EN—2) 4En_1+2ENn_ —QEN—1>
En—1 —2FEN_1 En_1
3
yb;=0parat=0,...,N—1y by =——. Mj representa discretizacion en la frontera del

extremo empotrado, My la discretizacion en el interior de la barra y Ms la discretizacion
en la frontera del extremo voladizo.

Proposicion 1. El sistema My = b tiene solucion, donde M es como se describe en (1=27)

Demostracion. Se demostrard que la matriz M es definida positiva, esto es, que para
cualquier vector no nulo z € RV se tiene que 27 Mz > 0. Sea z = (21,22,...,2x5)"
el producto 2"’ Mz > 0 esta dado por:

Y

N
2TMz = 2E1zf + E> (42% + zg — zlzz) + ZE, (21-2,2 + 4,2,-2,1 + zf — 4z o0zi 1+ 2%2i_22i — 4zi,1zi)
i=3

N

15 2

= 2E12% + Fs (ZZ% + (% + 22) ) + ZEl (Zifz —2zi1+ Zi)2 (1-26)
1=3

>0 (1-27)
Este ultimo se debe a que el modulo de Young E(x) es positivo, asi, M es semidefinida
positiva. Ahora, se vera que es definida positiva. Suponga que existe un vector no nulo

z € RN tal que ([=28) sea igual a cero. Como ([=26]) es suma de términos no negativos, se
tiene que

2F128 =0 (1-28)
15 2 2
By <Zz% n <5 n z2) > (1-29)
Ei(zi—o — 221 + zi)2 =0 parai=3,...N (1-30)

Dado que E; > 0, por ([I=28) se tiene que z; = 0. De ([I=29) se concluye que zo = 0, pues z; =
Oy Ey >0.Seaj€{3,...,N}. Suponga que para i < j se tiene que z; = 0, se demostrara
que z; = 0. Tomando i = j, de ([I=30), se tiene la ecuacion F; (zj_2 — 2zj_1 + zj)2 =0,
como zj_o = zj — 1 =0, y ademds, E; > 0, se concluye que z; = 0. Asi, se ha demostrado
que z = 0, lo cual contradice el hecho de que z sea un vector no nulo. Por lo tanto, M es
una matriz definida positiva, y por lo tanto el sistema lineal My = b tiene solucion. ]



CAPITULO 2

Correlacion Digital de Imagenes (DIC)

Un método 1til para obtener datos de determinados tipos de experimentos es la

Correlacion Digital de Imdgenes (DIC), ya que facilita la obtencién de caracteristicas
de distintos tipos de materiales sin la necesidad de repeticiones experimentales ni de
contacto, ademés de que permite trabajar con una gran diversidad de escalas, las cuales
dependen de la calidad de la resolucion de la cdmara con la cual se toman las fotografias.
La DIC, suministra el campo de desplazamiento entre dos superficies planas por medio de
la comparaciéon de las imagenes del antes y después del experimento.
Una imagen se puede counsiderar como una matriz, donde cada entrada, es un ntmero
positivo que indica la cantidad de brillo, estas entradas se llaman pixeles y su valor
depende de la camara digital con la que fue tomada la imagen. El método DIC, busca
comparar y encontrar el campo de desplazamiento que hay entre los pixeles de las dos
imégenes. Para esto, examina las dos imégenes por medio de pequenas zonas de las
imégenes original y deformada, tal como se puede apreciar en la Figura 2=11

FiGurA 2-1. Comparacién de imagenes

Para hallar el campo de desplazamiento es muy comin utilizar el método de la corre-
lacion cruzada, para el cual se utilizan las imégenes en escalas de grises. Sean f y g el
promedio de escalas en grises de las imégenes original y deformada respectivamente (Véase
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[10]). La funcion de correlacion cruzada esta dada por:
3 [ @) =) o (whw)) 3
: J

(2

\/:UZ [ @iy -T2 3 [g <x;y;> _gr

1j=1

<

C(u,v) =

(2-1)

[y

i=1j=1

donde (z;,y;) y («},y}) son los las coordenadas de un punto de las selecciones de la imagen
original y deformada respectivamente, f(z;,y;) es el valor de gris en la coordenada (x;,y;)
en la imagen original, g(:pé,yé) el valor de gris en la imagen deformada en la coordenada
(xf, y;-), y (u,v) es la coordenada del centro de la region desplazada. Ademas se tiene que
las coordenadas (z},y,) de la imagen deformada se relacionan con las coordenadas (z;,y;)
de la imagen original por medio de

0 0 0 0
x’:x—i-u—i-—udx—i-—udy y y':y+v+—vdaz+—v

Ox oy Ox oy 4y, (2-2)

donde dx y dy son las componentes direccionales x y y de la distancia desde el centro de la
seleccion al punto (x,y) respectivamente. En la Figura los puntos Py @ de la imagen
original se trasladan a los puntos P’ y Q" en la imagen deformada respectivamente. Asi, la
distancia de traslacion del punto P al punto P’, se interpreta como el desplazamiento y la
posicion del punto Q" a través de la ecuacion(2=2)) (Véase [20]).

El coeficiente de correlacion C, es una funcion de los componentes de desplazamientos
Ju Ou Ov  Ov
9z’ dy’ oz Y Oy
determina realizando una busqueda del mejor conjunto de desplazamiento y gradientes de
desplazamiento que maximice el coeficiente de correlacion C'.

u y vy de los gradientes de desplazamiento . El desplazamiento se

dx P

dy

Imagen Deformada

Imagen Original

x

FiGurA 2-2. Distorsiéon de la imagen y ubicacién de los centros de las secciones

En la Figura [2=3 se puede apreciar como funciona la correlacion. Se desea identificar
la cruz seleccionada en la Figura a) en la Figura b). Con este fin, se realiza un
barrido de secciones en la imagen deformada del tamafo indicado en la imagen original,
tomando como centro cada pixel en la imagen deformada. Este es el proceso mas extenso en
los algoritmos, dado que este calculo se realiza para cada pixel en la imagen deformada. El
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valor de C'(u,v) indica la probabilidad de que la seccion en la imagen deformada, Figura
b), corresponda a la seleccion de la imagen sin deformar Figura a). Al buscar
en cada seccion de la imagen deformada, y graficando las coordenadas (u,v,C(u,v)), se
obtiene la Figura[2=3 d), en la cual, el pico, nos indica la coordenada (u,v) de la seccién en
la imagen deformada a la que corresponde la seleccién buscada de la imagen original. En
la Figura c) se observa en rojo el pixel, centro de la seccion de la imagen deformada
a la cual corresponde la imagen buscada.

Ficura 2-3. Identificacién de la cruz



CAPITULO 3

Identificacion del Modulo de Young para un
material homogéneo

En este capitulo, se trabajard un método que permite obtener el Modulo de Young
para un material homogéneo como el aluminio. Antes de considerar imagenes reales del
experimento, se simularé el experimento para el anélisis de su efectividad, a continuacion,
se tomardn imégenes de una viga homogénea de aluminio, para verificar que el método
efectivamente sirve con iméagenes de materiales homogéneos y ganar la confianza suficiente
para trabajar con distintos tipos de materiales.

Retomando la ecuacion de la barra de Euler Bernoulli, empotrada en uno de sus ex-
tremos, libre en el otro y sometido a una carga ubicada en z = ¢ con ¢ € (0, L), se tiene
que

d*y
El— =ké(zx —c¢ 3-1
] (31)

donde las condiciones de frontera son y(0) =0, y'(0) =0, EIy"(L) =0y EIy" (L) =0

A continuacion, se resolverd el problema inverso, es decir, dada la curva de deflexion
(obtenida mediante el proceso de correlacion digital de imdagenes), la carga k, y las
respectivas condiciones de frontera, se ha de determinar el moédulo de Young.

Como se ilustro en el Capitulo 1, al resolver la ecuacion ([B=I]),se obtuvo la solucion:

—x3 +36x2) , stz <c

k
o

y(z) = , . _

6E—I(30:17—c), six >c

_ Ax3 + Ba?, s? r<c 7 (3-2)
Cx+ D, siz>c
donde " " 2, 3,
c c c
A = - B = — = —— D - — == -

6ET’ 9T’ 2T ¥ 6ET (3-3)

12
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La idea fundamental para el caso homogéneo es a partir de la Correlacion Digital de
Imdgenes obtener el campo de desplazamiento entre la imagen sin deformar y la imagen
deformada. Con este fin, la barra que va a ser puesta a experimento, se le realiza un patron
de puntos aleatorios, los cuales pueden aplicarse con un cepillo en forma de salpicadura, y
asi poder realizar la correlacion entre las imagenes sin deformar y deformada. Teniendo en
cuenta que la solucion esta definida a trozos (antes y después de la ubicacion de la carga),
por medio del Método de Minimos Cuadrados se construye una solucién aproximada del
sistema, donde antes de la ubicacion de la carga (x = ¢), se comporta como una funcién
cubica de la forma A23+ Bx? y después de la ubicacion de la carga se trata con una funcion
lineal de la forma Cx + D. Dado que se conoce la carga k, de cada expresion de (B-3) se
puede despejar el Modulo de Young E, asi,

B A2k . Ak
“a2c1 VT TenI

k ck
Ey=——=, FEy=—=, E

-4
6AI’ 2BI’ (3-4)

donde el indice ¢ del término FE;, indica que se obtuvo de la expresion de grado ¢ de la

ecuacion ([B=2).

3.1. Simulacién

Para verificar la efectividad del método, se simulard una barra de aluminio cuyo médulo
de Young es 69 - 10° N/m?2. Puesto que en las imagenes mediremos los desplazamientos en
pixeles es necesario transformar las unidades de longitud a ntmeros de pixeles, y asi se
obtienen los resultados que se aprecian en la Tabla B.1]

SI Pixeles
lem 439 pix
Largo 6,47 cm 2844 pix
Ancho lem 439 pix
Alto 0,40 cm 176 pix
E 69 - 107 N/m? 35,80 N /pix?

I 0,005333333333333 | 199444138,6666667

c 6,04 cm 2655 pix

TaBLA 3-1. Conversion unidades para la simulacion

Aplicando una fuerza de k = 30 IV, se obtiene una ligera curvatura en la barra, la cual
se observa en la Figura B=11

A continuacion, se realiza la Correlacion Digital entre las dos imégenes para hallar el
desplazamiento y; de cada pixel en la posicion x; de la imagen sin deformar. El proceso
de correlacion proporciona el desplazamiento de los pixeles que se observan en las curvas
de defexion experimental en la Figura [3-2 a). Teniendo en cuenta estos desplazamientos
se realiza la aproximacion de los datos de desplazamiento experimentales con la curva de
desplazamiento tedrica dada por (3-2)), por medio de minimos cuadrados (Figura b)),
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k=30N

Ficura 3-1. Deflexion de la barra con una fuerza de k& = 30N

esto es, resolver el sistema

2 37
1 = = =
.......... KRR

= QU

=1 :]. (3-5)

YN

Solucionando el sistema anterior mediante el método de descomposicion QR se obtuvieron

los siguientes resultados

A = —0,000000000272554,
C = 0,011198262646909,

B = 0,000003461896905,
D = —10,762871742465137.

(3-6)

Reemplazando en (3-4)) se obtienen las aproximaciones del Mo6dulo de Young

B3 = 69,7530, By = 43,7408, By = 35,9017 y Fy = 33,0583.

Desplazamiento dado por la correlacién

25}
i OD.-"'
7]
=
2 20F
: r
£ 45}
5 o
E -
o
81 -
o
g5 e
J
0 -on—
0 500 1000 1500 2000 2500
Pixel
a)

Desplazamiento en pixeles

(3-7)

Aproximacion por minimos cuadrados

500

1000 1500

Pixel

b)

2000 2500

FicurA 3-2. Correlacion de las imagenes simuladas
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Recordando que el valor exacto del Modulo de Young es E = 35,80, se observa que el
valor que mejor lo aproxima es el del término lineal F; = 35,9017. Esto se debe a que el
término lineal de la solucién aproximada se acerca paralelamente a la solucion real.
Aunque se obtiene una gran aproximaciéon, en la Figura a), indica que en ciertos
pixeles contiguos se presenta el mismo desplazamiento entre las imagenes sin deformar y
deformada. Esto se debe al detalle de la imagen, que en las imdagenes reales se deberia
a la resolucion de la fotografia, dado que el desplazamiento entre las dos imégenes
es minimo y su desplazamiento es de menos de un pixel. Para corregir este inconve-
niente, se trabaja con el primer pixel de cada escalén que sufra un desplazamiento en
la imagen deformada, ya que presenta un desplazamiento més realista, ademés de re-
ducir de tamano el sistema lineal a resolver ([B=3]), como se puede observar en la Figura[3=3

Seleccion primer pixel por escaldn

25F ﬁ
3 o"’ocp
(1]
=
‘5 20F
2 o
£ 15} =
"
E o
(o]
81 -
o
g s _.-d
0 _'J o L - o
0 500 1000 1500 2000 2500
Pixel

FiGurA 3-3. Seleccion primeros escalones

Posteriormente de la seleccién, se realiza nuevamente una aproximacién por minimos
cuadrados de ([B=2) obteniendo los siguientes valores para los coeficientes (B=3))

A = —0,000000000583506, B = 0,000005177778040,

3-8
C =0,013655462184874, D = —10,656512605042142. (3-8)

los cuales, remplazando en (B=4]), se obtienen las aproximaciones del Modulo de Young
FE3 = 58,9109, Ey = 42,0024, E; = 35,6102 y Ey = 32,7133. (3-9)

donde nuevamente se observa que el valor mas cercano al M6dulo de Young es F1, teniendo
en cuenta que el valor exacto es de 35.80.

Para realizar un anélisis més exhaustivo se repetira la simulacion para diferentes cargas
k que van desde los 10N hasta los 100N y se hallaran los errores relativos con respecto del
Modulo de Young real E. Con la barra simulada con las condiciones dadas anteriormente,
se obtiene la Figura [3-4] donde se aprecia una gran mejora de las aproximaciones del
Modulo de Young pasando de errores de casi 500 % hasta menos del 22 %, en el término
cubico F3. Aunque la mayor mejora se presenta en el término lineal £ pasando de tener
un error del 30 % hasta tener un error de menos del 1 %, dando asi, la certeza de efectividad
del método al momento de calcular el moédulo de Young para un material homogéneo.
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Error E3

Error E
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FiGURA 3-4. Errores relativos de las aproximaciones del Médulo de Young. En azul tomando todos
los puntos de la correlacién, en rojo los primeros pixeles por escalén para cargas de
10 a 100 N
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3.2. Imagenes reales

A continuacion, se usard el método explicado en la seccidén anterior, con iméagenes
reales de un experimento realizado en una barra de aluminio cuyo Mdédulo de Young es
E =69-10° N/m?2, aplicando una fuerza de 2,5 Kilogramo — Fuerza, y asi obtener la
deflexion que se puede observar en la Figura [3=5l

F1GurA 3-5. Deformacion de la barra de aluminio con una carga de 24,5 N

En la tabla ([B2]) se aprecian las unidades en las cuales se obtuvieron de la fotografia y
sus respectivas conversiones a pixeles.

SI Pixeles

lem 184 pix

Largo 6,35 cm 1170 pix

Ancho lem 184 pix

Alto 0,44 cm 81 pix

E 69 - 10 N/m? | 203,8043 N/pix?

I 0,0071 8148762

c 6,05 cm 1114 pix

TAaBLA 3-2. Conversién unidades del experimento real

Teniendo en cuenta que 1 Kilogramo — Fuerza = 9,8N, entonces la carga aplicada en
Newtons es de k = 24,5 N. En la Figura [B=6] se observa el desplazamiento dado por la
correlaciéon y sus aproximaciones con el método de minimos cuadrados tanto con todos los
puntos, como con el primer punto de cada escalén.

Los coeficientes de ([B=2]) para la aproximacion con todos los puntos son:

A = —0,00000000098472294267, B = 0,402097950141082, (3.10)
C' = 0,00000013886972122550, D = —9,632383383935972.

Hallando las aproximaciones del Mo6dulo de Young usando (B-4)),
E3 = 508,8727, Ey = 416,4835, Ey = 134,3406 y Ey = 71,9192. (3-11)

y teniendo en cuenta que el valor real del Médulo de Young es 203.8043, el término lineal
nuevamente es el que mejor aproximacién suministra, con un error relativo de 0.3408, el
cual se puede considerarse muy alto. Por otro lado, tomando el primer punto de cada
escalon y utilizando el método de minimos cuadrados, se tiene que los coeficientes de (B=2))



CAPITULO 3. IDENTIFICACION DEL MODULO DE YOUNG PARA UN MATERIAL HOMOGENEO 18

Desplazamiento dado por la correlacion Comparacion aproximacion por minimos cuadrados
T o v la solucion exacta
“ 7 [
o B6f - - P
o 2 gL
B [}
a 5f - =
c o 5L
[ c
o 4} o ] o
= o4t
24l 5
: — 54
3 R
S 2t [ 82}
3 @
o if N o 1}
[=}
0 i ; i 0 i ; : ;
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Pixel Pixel

F1GurA 3-6. Correlacion y aproximacion por minimos cuadrados con todos los puntos (azul) y
con el primer punto de cada escalon (rojo) y su comparacion con la solucion exacta

(verde).

SOIL:
A = —0,00000000150119336170, B = 0,009090909090909, (3.12)
C' = 0,00000692040487442545, D = —3,654545454545454.

de donde, nuevamente por ([B-4)) se tienen las aproximaciones del Modulo de Young
Es = 333,8002, Fy = 241,9904, F1 = 205,2143 y Ey = 189,5594. (3-13)

Como en la simulacién, se puede observar una mejora notable pues los valores se acercan a
un valor mas exacto del Modulo de Young, llegando el término lineal £ a un error relativo
de 0.0069, un error bastante aceptable.



CAPIiTULO 4

Identificacion del Mo6édulo de Young para un
material no homogéneo

En este capitulo se identificard el Modulo de Young de un material no homogéneo. Para
este caso, el Modulo de Young no es constante, y dependera de la estructura longitudinal
espacial de la barra, es decir, el médulo de Young E se expresara en funcion de la posicion x.
Un ejemplo de un material no homogéneo puede ser el bambi, ya que puede tener diferente
consistencia en este, ya sea por la humedad del material, morfologia del bambi, entre otros.

Como se vio en el Capitulo 1, la ecuacion de la barra de Bernoulli-Euler para la carga
k en x = L y en un material no homogéneo esta dada por

& (E(:n)]d%) =0, (4-1)

dz? dz?

sujeta a las condiciones de frontera y(0) = 0, ¥/(0) = 0, E(z)Iy" (L) =0, (E(z)Iy"(L)) =
—k.

Al discretizar (=], se obtiene el sistema
M(E)y = b, (4-2)

con M(FE) una matriz pentadiagonal simétrica dada por

M,y
M = Mo , (4-3)
Ms
donde
M — Ey +4F1 + 2E) —2(E2 + El) FEs
! ~2(Ey+ Ey) E3+4Ey+2E; —2(F3+ Fy) Ej
Ey  —2(E3+ E2) E4+4E3+2E3 —2(E4 + E3) Ey
e ( . ; . ; )
EN_3 —2(EN—2+EN-3) En_1+4EN_2+2EN_3 —2(EN-1+En_2) En-1

19
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A — [ En-2 —2(En-1 + En—2) 4EN_1+2ENy_2 —2EN_;
3 En_y —2EN_1 En—y

kh3
ybizoparaz'zo,...,N—lbe:T.

La idea fundamental, es buscar los valores de F tal que la solucion (numeérica) de la
ecuacion diferencial ([Z=I]) sea lo més cercana posible a los datos de desplazamiento y, los
cuales son suministrados por la Correlacion Digital de Imdgenes (DIC). Dado que este
problema no se puede realizar de forma directa, se usard el Método de Regularizacion de
Tikhonov (véase [2]), esto es minimizar la expresion

T(E) = S| F(E) - dl%, + aJ(E) (-4)

donde E € Q, con Q el espacio de parametros que contiene a E, F(E) = M(E)™'b es
la solucion de la ecuacion diferencial ([=I]) dependiente de E, d son los datos obtenidos
por la DIC, o es un parametro positivo de regularizaciéon y J(E) es un funcional de

1
regularizacion. El término —||F(F) — d||%2 es el término de minimos cuadrados y aJ(FE)

es conocido con el nombre de término de regularizacion.

Para encontrar este minimo, se hallara la solucion a la ecuacion T'(E) = 0, aplicando
el método de Newton, y asi encontrar el E tal que minimice ([@=). Con este fin, se aplicara
iterativamente la expresion

E" = E" (T"(E™)"'T'(E")  paran=0,1,... y E° dado (4-5)
donde T'(F) es gradiente y T"(F) es la Hessiana.
Aunque el gradiente se puede hallar por medio de diferencias finitas

T(E + re¢;) — T(E)

[gradT(E)]; = para i—1,...,N (4-6)
donde e; es el i-esimo vector unitario de R™. El célculo de (@), requiere N evaluaciones
de F(FE), lo cual implica resolver numéricamente N veces una ecuacion diferencial, lo cual
es muy costoso computacionalmente debido a que en cada iteraciéon de Newton se debe
resolver un sistema de ecuaciones lineales. Por tal razon, dicho cédlculo del gradiente se
realizara utilizando el Método de la Adjunta (véase [19]), como se ilustra a continuacion.

Dado que M(E)M(E)~! = I, derivando con respecto a E a ambos lados, se tiene que

-1
diE (M(EYM(E)™) = M(E)™ d]\jéE) + M(E)indgg) =0,
de donde, p .
@M(E)_l = —M(E)_lﬁ (E)~! (4-7)

Con el fin de calcular el gradiente grs del término de minimos cuadrados de (4=4]),

1
Jrs = SIF(E) - dz,, (4-8)
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dM

— €.
dE
Ahora, sea r(E) = F(FE) — d, entonces el i-esimo término del gradiente se obtiene usando
(@=0) y aplicando adjuntas en un espacio de Hilbert:

o o d
denotemos por e; como el i-esimo el vector unitario, entonces, d_M (E+7ei)|r=0 =
T

d
lgLs]; = = EJLS(E +7€i)|r=0

_ <%F(E + 7€;)|r=0, T(E)>

Lo
dM

= <M(E)—1 <ﬁ€i> M(E)_lb,r(E)>£2
— <<C(11—J\E46,~> M(E)™"b, M*(E)_lr(E)> (4-9)

Lo

Puesto que y = M(E)~!b es la soluciéon de ([@=)) y z la solucion de la ecuacion adjunta
M*(E)z = r(FE), (@=9), se convierte en

lgrs]i = <<%ez> y,z>£2 (4-10)

A diferencia de la aproximacion (=6l se requiere solo un calculo del operador M(E) y
de su adjunta.

Para calcular el producto matricial de la Hessiana de la iteracion de Newton (4-3]) se
aplica una aproximacion diferencias finitas sobre el gradiente g(E), esto es
L 9E+Tv) —g(E)

H(E) ~ = (4-11)

A partir del producto matricial de la Hessiana, se puede construir la matriz Hessiana de
la siguiente forma

[H(E)),; = (H(E)e;, ej) para 1 <4, <N (4-12)

ij
Para calcular el gradiente del término de minimos cuadrados de (@) se requiere calcular

dM d

7=0

Con este fin, se observa que la matriz M ([4=3)) se puede descomponer como

M(E) = Pldiag(E)P (4-14)
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donde P es la matriz triangular

(4-15)

Asi, utilizando ([#=10), (E=I3) y ([@=14), se obtiene el gradiente para el término de minimos

cuadrados de ([@=4)
sl — (MY,
grLs|; = dE i|lY,

<Pszag (e;)Py, z >
= (diag(e;) Py, Pz)
= [Pyl; [Pz];

(4-16)

A continuacion, se hallaran el gradiente y la Hessiana del término de regularizacion de
(@=4). El término de regularizacion esta dado por:

a
hea(B) =5 [ (dx) (17)
N Ti+1
@ dE
= — d 4-1
[ () (19
=0 v
N—1
@ (Eiy1 — Ey)?
~ oy B 2B, (4-19)
i=0
N—1
E..+ — E)?
_ oy B B (4-20)
2 h
=0
& T
= §E LE, (4-21)
donde L es una matriz de tamano N x N dada por:
1 -1
-1 2 -1
=1 A 492
-7 . (122
-1 2 -1
i -1 1
El gradiente y la Hessiana del término de regularizacion han de ser
Greg = @LE (4-23)
Hycqg =aL (4-24)
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Finalmente, el Algoritmo [[lresume el proceso para la identificacion del parametro E(x).

Algoritmo 1 Determinacion del médulo de Young

Entrada: Modulo de Young inicial Ey, Numero méximo de interacciones mazxit, cargas
k1y ks
Salida: El modulo de Young E
1: paran =0,1,...,maxit hacer
2:  Solucionar M(E™)y =b

3:  Resolver M*(E™)z = r(E™)

4:  Hallar el gradiente de T'(E™) usando y B=23]

5. Calcular La Hessiana de T'(E™) por medio de y
6: Determinar B! = E™ + (T"(E™))~'T"(E™)

7: fin para

s B =FE"t!

4.1. Simulacién moédulo constante

Datos Exactos (=) y con ruido (0)

Desplazamiento

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eje x

FiGURA 4-1. Deflexién de la barra fuerzas de 20 y 40 Newtons

Para ver la veracidad del método, se simuld una barra con una unidad de longitud, a la
cual se le aplicaran dos cargas distintas de F} = 20N y F5 = 40 N en el extremo libre de
la barra, se tendrd un modulo de Young E = 3 y momento de inercia I = 1. Se le aplica un
ruido a cada una de las soluciones para simular el error generado al aplicar la correlacion
digital de iméagenes, tal como se puede apreciar en la Figura [{-1}

Aplicando entonces, el método de Newton (=5, para hallar el valor minimo de ([@=4)),
se tendra, la aproximacién que se ilustra en la Figura en la cual se observa un acer-
camiento considerable al moédulo de Young F = 3 y en la Figura [{-3, se observan dos
criterios de parada, la norma del gradiente de T"(FE), y la observacion de que la sucesion
E"™ es de Cauchy, donde se tiene que ambos criterios sirven como guia para la culminaciéon
del algoritmo.
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FiGurA 4-2. Iteraciones de Newton con n=1,4,8 y 12 respectivamente
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10 10
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Iteracion de Newton Iteraccién de Newton

F1GURA 4-3. Criterios de parada del algoritmo

Dado que en la simulacion conocemos el valor real de E, en la Figura[{-4) se aprecia el
error relativo para cada valor E™ de las iteraciones, asi, se observa que el valor aproximado
por el Algoritmo [I] llegan a obtener errores realmente bajos, dando asi, una aproximacion
y una certeza de la eficacia del método.

4.2. Simulacién moédulo no constante

A continuacion, se simulara una barra cuyo médulo de Young esta dado por la expresion

x

Ez)=34+ — 4-25

() =3+ {00 (4-25)

En la Figura [{=5] a), se observa la aproximacion del modulo de Young usando el Al-
goritmo [ (en azul) con valor inicial E° el vector de unos y la gréfica del valor exacto
(en verde), teniendo un acercamiento aceptable. En la Figura [{=53] b), se aprecia el error
relativo de cada valor E™ con respecto al valor del moédulo de Young real E(z), donde
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FiGura 4-4. Error relativo del método

se detalla que éste a medida de que se realizan mas iteraciones el error va disminuyendo
llegando a un error del orden de 1072, En las Figuras[{=3] ¢) y d), se muestran los criterios
de convergencia, usando la norma del gradiente T"(E) y que la sucesion E™ forma es una
sucesion de Cauchy, donde se tiene que cualquiera de los dos criterios nuevamente sirven
para detener el algoritmo.

307 Error retativo de E"
10°
3.06
2305
3 4
> 3,04 10
)
T
2303
g 2
= 302 10 R
3.01
3 . . 10°
0 0.2 04 06 0.8 1 0 5 10 15 20
Ubicacion en la viga Iteracién de Newton
a) b)
Norma del Gradiente Criterio de convergencia ||E”-E”+1||
5 5
10 10
10° 10°
-5
10 107°
10
10 107
15
10
0 5 10 15 20 107°
Iteracién de Newton 0 5 10 15 20
Iteracién de Newton
<)
d)

FI1GURA 4-5. a) Aproximacion del modulo de Young; b) Error relativo del médulo de Young en
cada iteracion; ¢) Norma del gradiente; d) Criterio de convergencia



CAPITULO 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

1. Los métodos vistos en este trabajo, poseen la ventaja de no requerir experimentos
destructivos para su aplicacién, ni equipos especializados para la medicién y célculo
de los datos, ademéas de no necesitar repeticiones experimentales. Otra ventaja del
método se encuentra en la posibilidad de trabajar con distintos tipos de escalas,
siempre y cuando la camara con las que se tomen las fotografias tengan la resolucion
adecuada.

2. La teoria de la barra de Euler-Bernoulli solo es aplicable cuando se presentan peque-
nas deflexiones en la barra y forma parte de la Teoria de la elasticidad de Timoshenko.

3. Para mejores resultados, es recomendable usar una camara con la mayor resolucién
posible para que la deflexién sea més notable. Esto es para reducir el error en la corre-
lacién, pues con una resolucion baja, muchos de los pixeles tendran desplazamientos
menores de un pixel, donde el proceso de correlaciéon no identificard el cambio de
deflexion de un pixel a otro.

4. Para una mayor precision, es conveniente tomar el primer escaléon de cada punto
antes de aplicar el método visto en el Capitulo 3, para asi reducir el error dado por
los desplazamientos de la imagen de menos de un pixel entre niveles de deformacion.

5. El proceso visto en el Capitulo 3 para materiales homogéneos, es altamente efectivo,
en especial, hallando el término FE7, esto se debe que al calcular la aproximaciéon del
término lineal, se calcula la pendiente de la parte lineal de la soluciéon exacta, por lo
tanto, se esta calculando una recta paralela a esta. Ademaéas en el extremo donde se
coloca la carga es donde se presenta una mayor deflexion y los datos se diferencian del
error de medida del método de correlacion, que es de mas o menos un pixel. Por este
motivo, basta seleccionar la region de la barra cercana al extremo no empotrado para
obtener los datos de desplazamiento, para luego con estos datos aplicar el algoritmo
de identificacién de parametros. Por otra parte, esto reduce el tiempo en el proceso
de la correlacion digital.
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6. El algoritmo del Capitulo 4, presenta un acercamiento notable al moédulo de Young,
obteniendo un error relativo del orden de 107!3. Ademas, el método de la adjunta,
es un método cuyo costo computacional y temporal es bastante econémico.

5.2. Recomendaciones

En un futuro, se puede realizar estudios similares para distintos tipos de experimentos,
como por ejemplo distintas formas de empotramiento (sin extremos libres, con apoyos en
el centro de la viga, entre otros), ubicaciones y cantidades de las cargas aplicadas (dos
o mas, haciendo presion tanto en sentido positivo como negativo en el eje coordenado),
entre otros. También se pueden aplicar distintos métodos en la aproximacion de la matriz
Hessiana como por ejemplo la formula Davidon-Fletcher-Powell, el método BFGS entre
otros.
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