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Título en español

Identi�
a
ión del 
oe�
iente de elasti
idad de Young de un material, por medio de


orrela
ión digital de imágenes

Title in English

Identi�
ation of the Young's modulus of elasti
ity of a material, via digital image


orrelation

Resumen: Una alternativa para determinar las propiedades me
áni
as de un material es

llevando a 
abo experimentos basados en té
ni
as ópti
as y pro
esamiento de imágenes,

las 
uales tienen la ventaja de no destruir el material en estudio y no ser invasivo. En este

trabajo usaremos la Correla
ión Digital de Imágenes (CDI) para obtener sin 
onta
to, las

medidas de desplazamiento y deforma
ión de un material. Propor
ionadas estas medidas,

planteamos un problema de identi�
a
ión de parámetros que es resuelto a través de la

té
ni
a de regulariza
ión de Tikhonov y el método de la adjunta, lo 
ual se tradu
e en

un 
onsiderable ahorro de tiempo y memoria de 
ál
ulo. Con el �n de validar el método

de obten
ión del 
oe�
iente de elasti
idad, trabajaremos 
on materiales 
ono
idos 
omo

el aluminio. El trabajo propuesto aquí es de gran interés, ya que algunos materiales no


ono
idos (
omo el bambú) son usados en la industria de la 
onstru

ión y fabri
a
ión de

muebles, están a
tualmente bajo investiga
ión.

Abstra
t: An alternative to determine the me
hani
al properties of a material is


ondu
ting experiments based on opti
al te
hniques and pro
essing of images, whi
h have

the advantage to not destroy the material in study and to not being invasive. In this

work we use the 
orrelation on digital images (CDI) to obtain without 
onta
t, measures

of displa
ement and deformation of a material. Provided these measurements, we pose

an identi�
ation of parameters problem that is solved via the te
hnique of regularization

of Tikhonov and the adjoint method, whi
h translates into 
onsiderable savings of time

and memory of 
al
ulation. In order to validate the method of obtaining the elasti
ity


oe�
ient, we work with known materials as aluminum. The work proposed here it

is of great interest, sin
e several not well known materials (like bamboo) used in the


onstru
tion industry and furniture manufa
turing, are 
urrently under resear
h.

Palabras 
lave: Módulo de Young, Correla
ión Digital de Imágenes, Regulariza
ión de

Tikhonov, Transformada de Lapla
e, Mínimos Cuadrados, Método de la Adjunta

Keywords: Young's Modulus, Digital Image Correlation, Regularization of Tikhonov,

Lapla
e transform, Least squares, Adjoint method
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Introdu

ión

A menudo, para hallar las propiedades físi
as de materiales, 
omo las me
áni
as

(rigidez, du
tilidad, dureza, elasti
idad, entre otras), se realizan 
iertos tipos de experi-

mentos los 
uales pueden ser destru
tivos (ver [6℄), y en o
asiones los materiales puestos

a prueba pueden ser muy 
ostosos o difí
iles de 
onseguir 
omo veri�
ar la resisten
ia de

los automóviles a a

identes de trá�
o en distintos tipos de 
ir
unstan
ias.

Existen distintos tipos de experimentos que permiten 
al
ular el módulo de Young,

entre los 
uales se en
uentran los métodos 
uasi-estáti
os, dinámi
os y de ultrasonido.

Los métodos 
uasi-estáti
os, se 
ara
terizan por ser destru
tivos, es de
ir, sus muestras

suelen ser destruidas después de realizada la prueba; 
onsiste en la apli
a
ión de una


arga lentamente, mientras se monitorea la deforma
ión indu
ida. Los métodos dinámi
os

proveen datos tanto 
uantitativos (
omo el módulo de Young) 
omo 
ualitativos; 
onsiste en


al
ular los módulos elásti
os a partir de las fre
uen
ias naturales de vibra
ión del material

a prueba. Los métodos de ultrasonido 
onsisten en emitir ondas ultrasóni
as (inaudibles

para los humanos) y 
aptar el e
o generado, 
al
ulando después la velo
idad 
on la que

viaja la onda de sonido, seguido del módulo de Young. Aunque los métodos dinámi
os y

de ultrasonido no son destru
tivos, se requiere un equipo espe
ializado para su apli
a
ión,

elevando el 
osto de los experimentos (vease [3℄).

Una alternativa para superar este in
onveniente, es la Correla
ión Digital de Imágenes

(DIC), la 
ual puede suministrar la informa
ión de 
iertos tipos de deforma
iones en

varias etapas del experimento por medio de 
ompara
ión de imágenes, tanto antes, 
omo

después de realizada la prueba, además de tener la ventaja de trabajar a niveles de es
ala

que el ojo humano no puede re
ono
er 
on fa
ilidad.

El propósito de esta tesis es suministrar algoritmos 
on los 
uales se puede hallar

el módulo de Young de un material (sea homogéneo o no). Este problema se enmar
a


omo un problema inverso, en el sentido que obtenemos los datos de deforma
ión de un

material des
ono
ido a partir de la 
orrela
ión de imágenes del experimento, para luego

en
ontrar el módulo de elasti
idad del material resolviendo un problema de identi�
a
ión

de parámetros de un e
ua
ión diferen
ial 
on 
ondi
iones de frontera determinadas por el

tipo de experimento

El trabajo se en
uentra organizado de la siguiente manera:

2



INTRODUCCIÓN 3

• En el Capítulo 1, se desarrollará el modelo de Euler-Bernoulli, tanto su solu
ión

analíti
a 
omo su numéri
a, para una barra que se en
uentra empotrada en uno de

sus extremos y en su extremo libre se apli
a una determinada 
arga.

• En el Capítulo 2, se presenta el pro
eso de 
orrela
ión digital de imágenes, 
on el


ual se obtienen los datos de la de�exión realizada por la barra al apli
ar la 
arga.

• En el Capítulo 3, se desarrolla un algoritmo basado en el método de mínimos 
ua-

drados que se puede apli
ar para materiales 
uya morfología es homogénea, en este


aso, el módulo de Young será 
onstante.

• En el Capítulo 4, se propone un algoritmo de identi�
a
ión del módulo de Young para

materiales 
uya morfología no es homogénea empleando el método de regulariza
ión

de Tikhonov y 
ál
ulo adjunto.

• Finalmente, en el Capítulo 5 se en
ontraran las 
on
lusiones a las que se llego en la

realiza
ión de este trabajo.



CAPÍTULO 1

La Barra de Euler-Bernoulli

La teoría de la barra de Euler-Bernoulli, es una parte de la teoría de la elasti
idad

lineal, que propor
iona las 
ara
terísti
as de la de�exión de una barra sujeta a una 
arga.

Es apli
able 
uando la deforma
ión de la barra debido a su peso es despre
iable, las

dimensiones de la se

ión transversal de la barra son muy pequeñas 
on rela
ión a su

longitud y además las deforma
iones en la barra no alteran la se

ión transversal de la

barra, es de
ir el espesor de la barra es muy pequeño 
omparado 
on el radio de 
ur-

vatura. Es por tanto, un 
aso parti
ular de la teoría de la barra de Timoshenko (véase [18℄).

Consideremos una viga de longitud L homogénea tal que para 
ualquier 
orte

transversal se obtiene se

iones uniformes, sin aún ubi
ar una 
arga, la 
urva que une los


entroides de todas las se

iones transversales se denomina eje de simetría. Al apli
ar una


arga verti
al a la viga, la viga sufrirá una distorsión y la 
urva que une a los 
entroides

genera la 
urva denominada 
urva de de�exión o 
urva elásti
a, tal 
omo se puede observar

en la Figura 1-1.

Figura 1-1. Curva de De�exión

Con el �n de determinar la 
urva de de�exión de la viga sometida a una 
arga (véase

[21℄), se supondrá que el eje se simetría 
oin
ide 
on el eje x del plano 
artesiano, además

a partir de este eje, la media de la 
urva de de�exión y(x), se mide ha
ia abajo, siendo este

sentido el positivo del eje y. Teniendo en 
uenta la teoría de la elasti
idad, el momento de

1



CAPÍTULO 1. LA BARRA DE EULER-BERNOULLI 2

�exión M(x) de un punto x de la viga, se rela
iona 
on la 
arga en di
ho punto ω(x), por
medio de la expresión:

d2M

dx2
= ω(x) (1-1)

Por otro lado, el momento de �exión M(x) es propor
ional a la 
urvatura κ de la 
urva de

de�exión,

M(x) = κE(x)I, (1-2)

donde E(x) es el módulo de Young del material de la viga e I es el Momento de Iner
ia

de una se

ión transversal dada por

I =

∫ ∫

y2dydz.

Así, el momento de iner
ia de una barra re
tangular se 
al
ula por medio de la formula

I =
ancho · (alto)3

12

Teniendo en 
uenta que la 
urvatura está de�nida 
omo κ = y′′/
[

1 + (y′)2
]3/2

, y, dado

que la de�exión de la viga y(x) 
re
e lentamente, es de
ir, y′ ≈ 0, enton
es
[

1 + (y′)2
]3/2

≈
1, de donde se 
on
luye que κ ≈ y′′, así, la expresión (1-2) se 
onvierte en M = IE(x)y′′.
Derivando dos ve
es 
on respe
to a x,

d2M

dx2
=

d2

dx2

(

IE(x)
d2y

dx2

)

(1-3)

e igualando 
on la expresión (1-1) obtenemos �nalmente la e
ua
ión de Euler-Bernoulli

d2

dx2

(

IE(x)
d2y

dx2

)

= ω(x), para 0 < x < L (1-4)

Con el objetivo que el problema este bien planteado, es ne
esario adi
ionar 
ondi
iones

de frontera a (1-4), las 
uales dependen del empotramiento de la viga y de la ubi
a
ión de

la 
arga. Para este trabajo, se tendrá en 
uenta una viga empotrada solo en uno de sus dos

extremos, el otro extremo se en
ontrará libre, 
omo se apre
ia en la Figura 1-2. Suponga

que el empotramiento se en
uentra en x = 0. La 
arga k, estará ubi
ada en dos posi
iones

distintas: en x = c, 
on c ∈ (0, L) y en x = L.

Las dos situa
iones sobre la barra son las siguientes:

Caso 1. Carga en x = c 
on c ∈ (0, L) : La 
arga ω(x) esta de�nida por:

ω(x) =

{

0, si x 6= c

k, si x = c
(1-5)

Las 
ondi
iones de frontera para este 
aso son:

• y(0) = 0, dado que este extremo de la viga se en
uentra empotrado, no hay

�exión en este punto.
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Figura 1-2. Montaje del experimento

Figura 1-3. De�exiones 
on distintas ubi
a
ión de 
arga

• y′(0) = 0, pues la 
urva de de�exión es tangente al eje de simetría, es de
ir,

al eje x. En otras palabras, la pendiente de la 
urva es 
ero en este punto.

• E(L)Iy′′(L) = 0, porque el momento de �exión es 
ero.

• (E(L)Iy′′(L))′ = 0, ya que la fuerza 
ortante.

(

F (x) =
dM

dx
=

d

dx

(

IE(x)
d2y

dx2

))

es 
ero.

Caso 2. Carga en x = L : La expresión (1-4) adopta la siguiente forma:

d2

dx2

(

d2y

dx2
(E(x)I)

)

= 0, para 0 < x < L (1-6)

Las 
ondi
iones de frontera son:

• y(0) = 0, dado que este extremo de la viga se en
uentra empotrado, no hay

�exión en este punto.

• y′(0) = 0, pues la 
urva de de�exión es tangente al eje de simetría, es de
ir,

al eje x. En otras palabras, la pendiente de la 
urva es 
ero en este punto.
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• E(L)Iy′′(L) = 0, porque el momento de �exión es 
ero.

• (E(L)Iy′′(L))′ = −k, ya que la fuerza 
ortante es −k.

La e
ua
ion diferen
ial (1-4), 
on sus respe
tivas 
ondi
iones de frontera poseen solu
ión

úni
a, esto se puede demostrar utilizando el método de las solu
iones inferiores y superiores,

(véase [15℄). En las siguientes se

iones, se resuelve el problema dire
to, esto es, dados los

datos del problema (la 
arga k, y 
ono
ido el módulo de Young del material), se resuelve

la e
ua
ión diferen
ial (1-4), en
ontrando así, la 
urva de de�exión.

1.1. Solu
ión analíti
a

A 
ontinua
ión, se 
onsiderara el Modulo de Young E(x) 
onstante, 
onvirtiendo los

problemas de valor en la frontera (1-4) y (1-6) en e
ua
iones lineales 
on 
oe�
ientes


onstantes , lo 
ual permite emplear el método de la transformada de Lapla
e para hallar

sus solu
iones.

Carga en x = c 
on c ∈ (0, L)

Dado que la 
arga es apli
ada en un punto de la barra, la fun
ión de 
arga ω(x) puede
ser de�nida por:

ω(x) =

{

k, si x = c

0, si x 6= c
= kδ(x − c),

donde δ(x− c) es la fun
ión Delta de Dira
, dada por:

δ(x − c) =

{

0, si x 6= c

“∞”, si x=


Teniendo en 
uenta lo anterior y que E es 
onstante, la e
ua
ión (1-4) se 
onvierte en:

EI
d4y

dx4
= kδ(x− c) (1-7)

Para resolver (1-7) 
on mayor fa
ilidad, se apli
a la transformada de Lapla
e a ambos lados

de la igualdad,

EIL
{

d4y

dx4

}

= kL{δ(x− c)} (1-8)


on 
ondi
iones de frontera y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = A y y′′′(0) = B. Desarrollando

(1-8),

EI
(

s4Y (s)− s3y(0) − s2y′(0)− sy′′(0)− y′′′(0)
)

= ke−cs,

introdu
iendo las 
ondi
iones de frontera se obtiene

EI
(

s4Y (s)− sA−B
)

= ke−cs,

despejando Y (s) tenemos la expresión:

Y (s) =
ke−cs

EIs4
+

A

s3
+

B

s4
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Se apli
a la transformada inversa de Lapla
e en la e
ua
ión anterior para obtener �nalmente

y(s) =
k

6EI
(x− c)3U(x− c) +

A

2
x2 +

B

6
x3, (1-9)

donde la fun
ión U(x− c) es la fun
ión es
alón unitario de�nida por

U(x− c) =

{

0, si x < c

1, si x > c

Para hallar los valores de A y B, se en
uentran las derivadas de segundo y ter
er orden de

(1-9) y se evalúa en x = L

y′′(L) =
k

EI
(L− c)U(L− c) +A+BLy′′′(L) =

k

EI
U(L− c) +B

donde, teniendo en 
uenta las 
ondi
iones ini
iales del problema y′′(L) = 0 y y′′′(L) = 0,

se 
on
luye que A =
ck

EI
y B = − k

EI
, reemplazando estos valores en (1-9), �nalmente se

obtiene

y(x) =
k

6EI

(

(x− c)3U(x− c)− x3 + 3cx2
)

y así, la 
urva de de�exión y(x) esta dada por

y(x) =











k

6EI

(

−x3 + 3cx2
)

, si x < c

k

6EI

(

3c2x− c3
)

, si x ≥ c
(1-10)

Carga en x = L

Para hallar la solu
ión de (1-6), basta integrar 
uatro ve
es la e
ua
ión y así se obtiene

la expresión

y(x) =
1

EI

(

A

6
x3 +

B

2
x2 + Cx+D

)

,

donde apli
ando las 
ondi
iones de frontera respe
tivas, se 
on
luye A = −k, B = kL,
C = 0 y D = 0, remplazando se tiene la siguiente expresión para la 
urva de de�exión

y(x) = − k

6EI
x3 +

kL

2EI
x2 (1-11)

1.2. Solu
ión numéri
a

Para solu
ionar numéri
amente las e
ua
ión (1-6), será ne
esario usar la dis
retiza
ión

de una e
ua
ión diferen
ial de segundo orden por medio de Diferen
ias Finitas Centrales.

Con este �n, se 
onstruye una parti
ión de longitud h, y se desarrolla la fun
ión de de�exión

y de la serie de Taylor hasta el ter
er orden para x+ h y x− h, esto es

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +
h2

2
y′′(x) +

h
3

6
y′′′(x) +

h4

24
yiv(ζ) (1-12)
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y(x− h) = y(x)− hy′(x) +
h2

2
y′′(x)− h

3

6
y′′′(x) +

h4

24
yiv(η) (1-13)

para algunos ζ ∈ (x, x+ h) y η ∈ (x− h, x). Sumando (1-12) y (1-13) se obtiene

y(x+ h) + y(x− h) = 2y(x) + h2y′′(x) +
h4

24
(yiv(ζ) + yiv(η))

de donde �nalmente se tiene que

y′′(x) =
y(x+ h)− 2y(x) + y(x− h)

h2
− h4

24
yiv(ξ)

para algún ξ ∈ (x−h, x+h) Notando 
omo yi = y(xi), la de�exión de la barra en el punto

xi, se 
on
luye que la aproxima
ión esta dada por:

y′′i =
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+O(h2) (1-14)

Para dis
retizar (1-6), se tendrá en 
uenta la formula

d2w

dx2
= 0 (1-15)

donde

w = E(x)I
d2y

dx2
(1-16)

Apli
ando la dis
retiza
ión (1-14) en las e
ua
iones (1-15) y (1-16) se obtiene

w′′
i =

wi+1 − 2wi + wi−1

h2
= 0 (1-17)

y

wi = IEi
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
= 0 (1-18)

donde Ei y yi son el Modulo de Young y la de�exión en el punto xi de la barra respe
ti-

vamente e I es el Momento de Iner
ia.

Remplazando (1-18) en (1-17) se tiene

I

h4
(Ei+1yi+2 − 2(Ei+1 + Ei)yi+1 + (Ei+1 + 4Ei + Ei−1)yi − 2(Ei + Ei−1)yi−1 + Ei−1yi−2) = 0,

Teniendo en 
uenta que I tanto 
omo h son 
onstantes, la expresión anterior se puede ver


omo

Ei+1yi+2 − 2(Ei+1 +Ei)yi+1 + (Ei+1 +4Ei +Ei−1)yi − 2(Ei +Ei−1)yi−1 +Ei−1yi−2 = 0, (1-19)

para i = 1, . . . , N .

Figura 1-4. Puntos �
ti
ios y
−1, yN+1 y yN+2
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En 
uanto a las 
ondi
iones de frontera, 
onsideraremos puntos �
ti
ios, Figura 1-4, y

diferen
ias 
entrales para mantener el orden de 
onsisten
ia del esquema:

• y(0) = 0,
y0 = 0 (1-20)

• y′(0) = 0,
y1 − y−1

2h
= 0,

de donde

y−1 = y1 (1-21)

• E(x)Iy′′(L) = 0,
ENI(yN+1 − 2yN + yN−1)

h2
= 0,

simpli�
ando,

EN (yN+1 − 2yN + yN−1) = 0 (1-22)

• (E(x)Iy′′(L))′ = −k. Para esta 
ondi
ion de frontera, se apli
a la derivada de segundo
orden

y′i =
yi+1 − yi−1

2h
+O(h2)

en la expresión Yi de�nida por

Yi = IEi
yi+1 − 2yi + yi−1

h3

para obtener la igualdad

I
EN+1(yN+2 − 2yN+1 + yN )− EN−1(yN − 2yN−1 + yN−2)

2h3
= −k,

donde desarrollando un po
o el álgebra se obtiene

EN+1yN+2−2EN+1yN+1+(EN+1−EN−1)yN+2EN−1yN−1−EN−1yN−2 = −2kh3

I
(1-23)

Teniendo en 
uenta la dis
retiza
ión de las 
ondi
iones ini
iales (1-20), (1-21), (1-22),

(1-23), y la dis
retiza
ión (1-19) de (1-6), se obtiene un sistema de N e
ua
iones 
on N
variables:

(E2 + 4E1 + 2E0)y1 − 2(E2 +E1)y2 + E2y3 = 0

−2(E2 +E1)y1 + (E3 + 4E2 + E1)y2 − 2(E3 +E2)y3 + E3y4 = 0

Ei−1yi−2 − 2(Ei + Ei−1)yi−1 + (Ei+1 + 4Ei + Ei−1)yi − 2(Ei+1 + Ei)yi+1 + Ei+1yi+2 = 0

para i = 3, . . . N − 2

EN−2yN−3 − 2(EN−1 +EN−2)yN−2 + (4EN−1 +EN−2)yN−1 − 2EN−1yN = 0

EN−1yN−2 − 2EN−1yN−1 + EN−1yN =
kh3

I

(1-24)
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Así, la e
ua
ión (1-6) se puede ver 
omo el sistema lineal My = b, 
on M una matriz

pentadiagonal simétri
a

M =





M1

M2

M3





, (1-25)

donde

M1 =

(

E2 + 4E1 + 2E0 −2(E2 + E1) E2

−2(E2 + E1) E3 + 4E2 + 2E1 −2(E3 + E2) E3

)

M2 =









E2 −2(E3 + E2) E4 + 4E3 + 2E2 −2(E4 + E3) E4

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

EN−3 −2(EN−2 + EN−3) EN−1 + 4EN−2 + 2EN−3 −2(EN−1 + EN−2) EN−1









M3 =

(

EN−2 −2(EN−1 +EN−2) 4EN−1 + 2EN−2 −2EN−1

EN−1 −2EN−1 EN−1

)

y bi = 0 para i = 0, . . . , N − 1 y bN =
kh3

I
. M1 representa dis
retiza
ión en la frontera del

extremo empotrado, M2 la dis
retiza
ión en el interior de la barra y M3 la dis
retiza
ión

en la frontera del extremo voladizo.

Proposi
ión 1. El sistema My = b tiene solu
ión, donde M es 
omo se des
ribe en (1-25)

Demostra
ión. Se demostrará que la matriz M es de�nida positiva, esto es, que para


ualquier ve
tor no nulo z ∈ R
N
, se tiene que zTMz > 0. Sea z = (z1, z2, . . . , zN )T ,

el produ
to zTMz > 0 esta dado por:

z
T
Mz = 2E1z

2
1 + E2

(

4z21 + z
2
2 − z1z2

)

+
N
∑

i=3

Ei

(

z
2
i−2 + 4z2i−1 + z

2
i − 4zi−2zi−1 + 2zi−2zi − 4zi−1zi

)

= 2E1z
2
1 + E2

(

15

4
z
2
1 +

(

z1

2
+ z2

)2
)

+
N
∑

i=3

Ei (zi−2 − 2zi−1 + zi)
2

(1-26)

≥ 0 (1-27)

Este ultimo se debe a que el módulo de Young E(x) es positivo, así, M es semide�nida

positiva. Ahora, se vera que es de�nida positiva. Suponga que existe un ve
tor no nulo

z ∈ R
N
tal que (1-26) sea igual a 
ero. Como (1-26) es suma de términos no negativos, se

tiene que

2E1z
2
1 = 0 (1-28)

E2

(

15

4
z21 +

(z1
2

+ z2

)2
)

(1-29)

Ei (zi−2 − 2zi−1 + zi)
2 = 0 para i = 3, . . . N (1-30)

Dado queE1 > 0, por (1-28) se tiene que z1 = 0. De (1-29) se 
on
luye que z2 = 0, pues z1 =
0 y E2 > 0. Sea j ∈ {3, . . . , N}. Suponga que para i < j se tiene que zi = 0, se demostrara

que zj = 0. Tomando i = j, de (1-30), se tiene la e
ua
ión Ej (zj−2 − 2zj−1 + zj)
2 = 0,


omo zj−2 = zj − 1 = 0, y además, Ej > 0, se 
on
luye que zj = 0. Así, se ha demostrado

que z = 0, lo 
ual 
ontradi
e el he
ho de que z sea un ve
tor no nulo. Por lo tanto, M es

una matriz de�nida positiva, y por lo tanto el sistema lineal My = b tiene solu
ión.



CAPÍTULO 2

Correla
ión Digital de Imágenes (DIC)

Un método útil para obtener datos de determinados tipos de experimentos es la

Correla
ión Digital de Imágenes (DIC), ya que fa
ilita la obten
ión de 
ara
terísti
as

de distintos tipos de materiales sin la ne
esidad de repeti
iones experimentales ni de


onta
to, además de que permite trabajar 
on una gran diversidad de es
alas, las 
uales

dependen de la 
alidad de la resolu
ión de la 
ámara 
on la 
ual se toman las fotografías.

La DIC, suministra el 
ampo de desplazamiento entre dos super�
ies planas por medio de

la 
ompara
ión de las imágenes del antes y después del experimento.

Una imagen se puede 
onsiderar 
omo una matriz, donde 
ada entrada, es un número

positivo que indi
a la 
antidad de brillo, estas entradas se llaman pixeles y su valor

depende de la 
ámara digital 
on la que fue tomada la imagen. El método DIC, bus
a


omparar y en
ontrar el 
ampo de desplazamiento que hay entre los pixeles de las dos

imágenes. Para esto, examina las dos imágenes por medio de pequeñas zonas de las

imágenes original y deformada, tal 
omo se puede apre
iar en la Figura 2-1.

Figura 2-1. Compara
ión de imágenes

Para hallar el 
ampo de desplazamiento es muy 
omún utilizar el método de la 
orre-

la
ión 
ruzada, para el 
ual se utilizan las imágenes en es
alas de grises. Sean f y g el

promedio de es
alas en grises de las imágenes original y deformada respe
tivamente (Véase

9
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[10℄). La fun
ión de 
orrela
ión 
ruzada está dada por:

C(u, v) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

[

f (xi, yj)− f
]

[

g
(

x′i, y
′
j

)

− g
]

√

n
∑

i=1

n
∑

j=1

[

f (xi, yj)− f
]2

√

n
∑

i=1

n
∑

j=1

[

g
(

x′i, y
′
j

)

− g
]2

(2-1)

donde (xi, yi) y (x′i, y
′
i) son los las 
oordenadas de un punto de las sele

iones de la imagen

original y deformada respe
tivamente, f(xi, yj) es el valor de gris en la 
oordenada (xi, yj)
en la imagen original, g(x′i, y

′
j) el valor de gris en la imagen deformada en la 
oordenada

(x′i, y
′
j), y (u, v) es la 
oordenada del 
entro de la región desplazada. Además se tiene que

las 
oordenadas (x′i, y
′
i) de la imagen deformada se rela
ionan 
on las 
oordenadas (xi, yi)

de la imagen original por medio de

x′ = x+ u+
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy y y′ = y + v +

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy, (2-2)

donde dx y dy son las 
omponentes dire

ionales x y y de la distan
ia desde el 
entro de la

sele

ión al punto (x, y) respe
tivamente. En la Figura 2-2 los puntos P y Q de la imagen

original se trasladan a los puntos P ′
y Q′

en la imagen deformada respe
tivamente. Así, la

distan
ia de trasla
ión del punto P al punto P ′
, se interpreta 
omo el desplazamiento y la

posi
ión del punto Q′
a través de la e
ua
ión(2-2) (Véase [20℄).

El 
oe�
iente de 
orrela
ión C, es una fun
ión de los 
omponentes de desplazamientos

u y v y de los gradientes de desplazamiento

∂u

∂x
,

∂u

∂y
,

∂v

∂x
y

∂v

∂y
. El desplazamiento se

determina realizando una búsqueda del mejor 
onjunto de desplazamiento y gradientes de

desplazamiento que maximi
e el 
oe�
iente de 
orrela
ión C.

Figura 2-2. Distorsión de la imagen y ubi
a
ión de los 
entros de las se

iones

En la Figura 2-3, se puede apre
iar 
omo fun
iona la 
orrela
ión. Se desea identi�
ar

la 
ruz sele

ionada en la Figura 2-3 a) en la Figura 2-3 b). Con este �n, se realiza un

barrido de se

iones en la imagen deformada del tamaño indi
ado en la imagen original,

tomando 
omo 
entro 
ada pixel en la imagen deformada. Este es el pro
eso más extenso en

los algoritmos, dado que este 
al
ulo se realiza para 
ada pixel en la imagen deformada. El
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valor de C(u, v) indi
a la probabilidad de que la se

ión en la imagen deformada, Figura

2-3 b), 
orresponda a la sele

ión de la imagen sin deformar Figura 2-3 a). Al bus
ar
en 
ada se

ión de la imagen deformada, y gra�
ando las 
oordenadas (u, v, C(u, v)), se
obtiene la Figura 2-3 d), en la 
ual, el pi
o, nos indi
a la 
oordenada (u, v) de la se

ión en

la imagen deformada a la que 
orresponde la sele

ión bus
ada de la imagen original. En

la Figura 2-3 
) se observa en rojo el pixel, 
entro de la se

ión de la imagen deformada

a la 
ual 
orresponde la imagen bus
ada.

Figura 2-3. Identi�
a
ión de la 
ruz



CAPÍTULO 3

Identi�
a
ión del Modulo de Young para un

material homogéneo

En este 
apítulo, se trabajará un método que permite obtener el Modulo de Young

para un material homogéneo 
omo el aluminio. Antes de 
onsiderar imágenes reales del

experimento, se simulará el experimento para el análisis de su efe
tividad, a 
ontinua
ión,

se tomarán imágenes de una viga homogénea de aluminio, para veri�
ar que el método

efe
tivamente sirve 
on imágenes de materiales homogéneos y ganar la 
on�anza su�
iente

para trabajar 
on distintos tipos de materiales.

Retomando la e
ua
ión de la barra de Euler Bernoulli, empotrada en uno de sus ex-

tremos, libre en el otro y sometido a una 
arga ubi
ada en x = c 
on c ∈ (0, L), se tiene
que

EI
d4y

dx4
= kδ(x − c), (3-1)

donde las 
ondi
iones de frontera son y(0) = 0, y′(0) = 0, EIy′′(L) = 0 y EIy′′′(L) = 0

A 
ontinua
ión, se resolverá el problema inverso, es de
ir, dada la 
urva de de�exión

(obtenida mediante el pro
eso de 
orrela
ión digital de imágenes), la 
arga k, y las

respe
tivas 
ondi
iones de frontera, se ha de determinar el módulo de Young.

Como se ilustro en el Capítulo 1, al resolver la e
ua
ión (3-1),se obtuvo la solu
ión:

y(x) =











k

6EI

(

−x3 + 3cx2
)

, si x < c

k

6EI

(

3c2x− c3
)

, si x ≥ c

=

{

Ax3 +Bx2, si x < c

Cx+D, si x ≥ c
, (3-2)

donde

A = − k

6EI
, B =

ck

2EI
, C =

c2k

2EI
y D = − c3k

6EI
. (3-3)

12
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La idea fundamental para el 
aso homogéneo es a partir de la Correla
ión Digital de

Imágenes obtener el 
ampo de desplazamiento entre la imagen sin deformar y la imagen

deformada. Con este �n, la barra que va a ser puesta a experimento, se le realiza un patrón

de puntos aleatorios, los 
uales pueden apli
arse 
on un 
epillo en forma de salpi
adura, y

así poder realizar la 
orrela
ión entre las imágenes sin deformar y deformada. Teniendo en


uenta que la solu
ión está de�nida a trozos (antes y después de la ubi
a
ión de la 
arga),

por medio del Método de Mínimos Cuadrados se 
onstruye una solu
ión aproximada del

sistema, donde antes de la ubi
a
ión de la 
arga (x = c), se 
omporta 
omo una fun
ión


úbi
a de la forma Ax3+Bx2 y después de la ubi
a
ión de la 
arga se trata 
on una fun
ión

lineal de la forma Cx+D. Dado que se 
ono
e la 
arga k, de 
ada expresión de (3-3) se

puede despejar el Modulo de Young E, así,

E3 = − k

6AI
, E2 =

ck

2BI
, E1 =

c2k

2CI
y E0 = − c3k

6DI
. (3-4)

donde el índi
e i del término Ei, indi
a que se obtuvo de la expresión de grado i de la

e
ua
ión (3-2).

3.1. Simula
ión

Para veri�
ar la efe
tividad del método, se simulará una barra de aluminio 
uyo módulo

de Young es 69 · 109 N/m2
. Puesto que en las imágenes mediremos los desplazamientos en

pixeles es ne
esario transformar las unidades de longitud a números de pixeles, y así se

obtienen los resultados que se apre
ian en la Tabla 3.1

SI Pixeles

1 cm 439 pix

Largo 6,47 cm 2844 pix

An
ho 1 cm 439 pix

Alto 0,40 cm 176 pix

E 69 · 109 N/m2 35,80N/pix2

I 0,005333333333333 199444138,6666667


 6,04 cm 2655 pix

Tabla 3-1. Conversión unidades para la simula
ión

Apli
ando una fuerza de k = 30N , se obtiene una ligera 
urvatura en la barra, la 
ual

se observa en la Figura 3-1.

A 
ontinua
ión, se realiza la Correla
ión Digital entre las dos imágenes para hallar el

desplazamiento yi de 
ada pixel en la posi
ión xi de la imagen sin deformar. El pro
eso

de 
orrela
ión propor
iona el desplazamiento de los pixeles que se observan en las 
urvas

de defexión experimental en la Figura 3-2 a). Teniendo en 
uenta estos desplazamientos

se realiza la aproxima
ión de los datos de desplazamiento experimentales 
on la 
urva de

desplazamiento teóri
a dada por (3-2), por medio de mínimos 
uadrados (Figura 3-2 b)),
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Figura 3-1. De�exión de la barra 
on una fuerza de k = 30N

esto es, resolver el sistema















1 x1 x
2

1 x
3

1

. . . . . . . . . . . . . . . .

1 xi x
2

i x
3

i

. . . . . . . . . . . . . . . .

1 xN x
2

N x
3

N























D
C
B
A









=







y1
.

.

.

yN






. (3-5)

Solu
ionando el sistema anterior mediante el método de des
omposi
ión QR se obtuvieron

los siguientes resultados

A = −0,000000000272554,

C = 0,011198262646909,

B = 0,000003461896905,

D = −10,762871742465137.
(3-6)

Reemplazando en (3-4) se obtienen las aproxima
iones del Módulo de Young

E3 = 69,7530, E2 = 43,7408, E1 = 35,9017 y E0 = 33,0583. (3-7)

Figura 3-2. Correla
ión de las imágenes simuladas
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Re
ordando que el valor exa
to del Módulo de Young es E = 35,80, se observa que el

valor que mejor lo aproxima es el del término lineal E1 = 35,9017. Esto se debe a que el

término lineal de la solu
ión aproximada se a
er
a paralelamente a la solu
ión real.

Aunque se obtiene una gran aproxima
ión, en la Figura 3-2 a), indi
a que en 
iertos

pixeles 
ontiguos se presenta el mismo desplazamiento entre las imágenes sin deformar y

deformada. Esto se debe al detalle de la imagen, que en las imágenes reales se debería

a la resolu
ión de la fotografía, dado que el desplazamiento entre las dos imágenes

es mínimo y su desplazamiento es de menos de un pixel. Para 
orregir este in
onve-

niente, se trabaja 
on el primer pixel de 
ada es
alón que sufra un desplazamiento en

la imagen deformada, ya que presenta un desplazamiento más realista, además de re-

du
ir de tamaño el sistema lineal a resolver (3-5), 
omo se puede observar en la Figura 3-3.

Figura 3-3. Sele

ión primeros es
alones

Posteriormente de la sele

ión, se realiza nuevamente una aproxima
ión por mínimos


uadrados de (3-2) obteniendo los siguientes valores para los 
oe�
ientes (3-3)

A = −0,000000000583506,

C = 0,013655462184874,

B = 0,000005177778040,

D = −10,656512605042142.
(3-8)

los 
uales, remplazando en (3-4), se obtienen las aproxima
iones del Módulo de Young

E3 = 58,9109, E2 = 42,0024, E1 = 35,6102 y E0 = 32,7133. (3-9)

donde nuevamente se observa que el valor más 
er
ano al Módulo de Young es E1, teniendo

en 
uenta que el valor exa
to es de 35.80.

Para realizar un análisis más exhaustivo se repetirá la simula
ión para diferentes 
argas

k que van desde los 10N hasta los 100N y se hallarán los errores relativos 
on respe
to del

Modulo de Young real E. Con la barra simulada 
on las 
ondi
iones dadas anteriormente,

se obtiene la Figura 3-4, donde se apre
ia una gran mejora de las aproxima
iones del

Modulo de Young pasando de errores de 
asi 500% hasta menos del 22%, en el término


úbi
o E3. Aunque la mayor mejora se presenta en el término lineal E1 pasando de tener

un error del 30% hasta tener un error de menos del 1%, dando así, la 
erteza de efe
tividad

del método al momento de 
al
ular el módulo de Young para un material homogéneo.
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Figura 3-4. Errores relativos de las aproxima
iones del Módulo de Young. En azul tomando todos

los puntos de la 
orrela
ión, en rojo los primeros pixeles por es
alón para 
argas de

10 a 100 N
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3.2. Imágenes reales

A 
ontinua
ión, se usará el método expli
ado en la se

ión anterior, 
on imágenes

reales de un experimento realizado en una barra de aluminio 
uyo Módulo de Young es

E = 69 · 109 N/m2
, apli
ando una fuerza de 2, 5Kilogramo − Fuerza, y así obtener la

de�exión que se puede observar en la Figura 3-5.

Figura 3-5. Deforma
ión de la barra de aluminio 
on una 
arga de 24,5N

En la tabla (3.2) se apre
ian las unidades en las 
uales se obtuvieron de la fotografía y

sus respe
tivas 
onversiones a pixeles.

SI Pixeles

1 cm 184 pix

Largo 6,35 cm 1170 pix

An
ho 1 cm 184 pix

Alto 0,44 cm 81 pix

E 69 · 109 N/m2 203,8043N/pix2

I 0,0071 8148762


 6,05 cm 1114 pix

Tabla 3-2. Conversión unidades del experimento real

Teniendo en 
uenta que 1Kilogramo−Fuerza = 9,8N , enton
es la 
arga apli
ada en

Newtons es de k = 24,5N . En la Figura 3-6, se observa el desplazamiento dado por la


orrela
ión y sus aproxima
iones 
on el método de mínimos 
uadrados tanto 
on todos los

puntos, 
omo 
on el primer punto de 
ada es
alón.

Los 
oe�
ientes de (3-2) para la aproxima
ión 
on todos los puntos son:

A = −0,00000000098472294267,

C = 0,00000013886972122550,

B = 0,402097950141082,

D = −9,632383383935972.
(3-10)

Hallando las aproxima
iones del Módulo de Young usando (3-4),

E3 = 508,8727, E2 = 416,4835, E1 = 134,3406 y E0 = 71,9192. (3-11)

y teniendo en 
uenta que el valor real del Módulo de Young es 203.8043, el término lineal

nuevamente es el que mejor aproxima
ión suministra, 
on un error relativo de 0.3408, el


ual se puede 
onsiderarse muy alto. Por otro lado, tomando el primer punto de 
ada

es
alón y utilizando el método de mínimos 
uadrados, se tiene que los 
oe�
ientes de (3-2)
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Figura 3-6. Correla
ión y aproxima
ión por mínimos 
uadrados 
on todos los puntos (azul) y


on el primer punto de 
ada es
alón (rojo) y su 
ompara
ión 
on la solu
ión exa
ta

(verde).

son:

A = −0,00000000150119336170,

C = 0,00000692040487442545,

B = 0,009090909090909,

D = −3,654545454545454.
(3-12)

de donde, nuevamente por (3-4) se tienen las aproxima
iones del Módulo de Young

E3 = 333,8002, E2 = 241,9904, E1 = 205,2143 y E0 = 189,5594. (3-13)

Como en la simula
ión, se puede observar una mejora notable pues los valores se a
er
an a

un valor más exa
to del Módulo de Young, llegando el término lineal E1 a un error relativo

de 0.0069, un error bastante a
eptable.



CAPÍTULO 4

Identi�
a
ión del Módulo de Young para un

material no homogéneo

En este 
apítulo se identi�
ará el Módulo de Young de un material no homogéneo. Para

este 
aso, el Módulo de Young no es 
onstante, y dependerá de la estru
tura longitudinal

espa
ial de la barra, es de
ir, el módulo de Young E se expresara en fun
ión de la posi
ión x.
Un ejemplo de un material no homogéneo puede ser el bambú, ya que puede tener diferente


onsisten
ia en este, ya sea por la humedad del material, morfología del bambú, entre otros.

Como se vio en el Capítulo 1, la e
ua
ión de la barra de Bernoulli-Euler para la 
arga

k en x = L y en un material no homogéneo esta dada por

d2

dx2

(

E(x)I
d2x

dx2

)

= 0, (4-1)

sujeta a las 
ondi
iones de frontera y(0) = 0, y′(0) = 0, E(x)Iy′′(L) = 0, (E(x)Iy′′(L))′ =
−k.

Al dis
retizar (4-1), se obtiene el sistema

M(E)y = b, (4-2)


on M(E) una matriz pentadiagonal simétri
a dada por

M =





M1

M2

M3





, (4-3)

donde

M1 =

(

E2 + 4E1 + 2E0 −2(E2 + E1) E2

−2(E2 + E1) E3 + 4E2 + 2E1 −2(E3 + E2) E3

)

M2 =









E2 −2(E3 + E2) E4 + 4E3 + 2E2 −2(E4 + E3) E4

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

EN−3 −2(EN−2 + EN−3) EN−1 + 4EN−2 + 2EN−3 −2(EN−1 + EN−2) EN−1








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M3 =

(

EN−2 −2(EN−1 +EN−2) 4EN−1 + 2EN−2 −2EN−1

EN−1 −2EN−1 EN−1

)

y bi = 0 para i = 0, . . . , N − 1 y bN =
kh3

I
.

La idea fundamental, es bus
ar los valores de E tal que la solu
ión (numéri
a) de la

e
ua
ion diferen
ial (4-1) sea lo más 
er
ana posible a los datos de desplazamiento y, los

uales son suministrados por la Correla
ión Digital de Imágenes (DIC). Dado que este

problema no se puede realizar de forma dire
ta, se usará el Método de Regulariza
ión de

Tikhonov (véase [2℄), esto es minimizar la expresión

T (E) =
1

2
‖F (E) − d‖2L2

+ αJ(E) (4-4)

donde E ∈ Q, 
on Q el espa
io de parámetros que 
ontiene a E, F (E) = M(E)−1b es

la solu
ión de la e
ua
ión diferen
ial (4-1) dependiente de E, d son los datos obtenidos

por la DIC, α es un parámetro positivo de regulariza
ión y J(E) es un fun
ional de

regulariza
ión. El término

1

2
‖F (E) − d‖2

L2
es el término de mínimos 
uadrados y αJ(E)

es 
ono
ido 
on el nombre de término de regulariza
ión.

Para en
ontrar este mínimo, se hallará la solu
ión a la e
ua
ión T ′(E) = 0, apli
ando
el método de Newton, y así en
ontrar el E tal que minimi
e (4-4). Con este �n, se apli
ará

iterativamente la expresión

En+1 = En + (T ′′(En))−1T ′(En) para n = 0, 1, . . . y E0
dado (4-5)

donde T ′(E) es gradiente y T ′′(E) es la Hessiana.

Aunque el gradiente se puede hallar por medio de diferen
ias �nitas

[gradT (E)]i ≈
T (E + τei)− T (E)

τ
para i=1,. . . ,N (4-6)

donde ei es el i-esimo ve
tor unitario de RN
. El 
ál
ulo de (4-6), requiere N evalua
iones

de F (E), lo 
ual impli
a resolver numéri
amente N ve
es una e
ua
ión diferen
ial, lo 
ual

es muy 
ostoso 
omputa
ionalmente debido a que en 
ada itera
ión de Newton se debe

resolver un sistema de e
ua
iones lineales. Por tal razón, di
ho 
ál
ulo del gradiente se

realizará utilizando el Método de la Adjunta (véase [19℄), 
omo se ilustra a 
ontinua
ión.

Dado que M(E)M(E)−1 = I, derivando 
on respe
to a E a ambos lados, se tiene que

d

dE

(

M(E)M(E)−1
)

= M(E)−1 dM(E)

dE
+M(E)

dM(E)−1

dE
= 0,

de donde,

d

dE
M(E)−1 = −M(E)−1 dM

dE
M(E)−1

(4-7)

Con el �n de 
al
ular el gradiente gLS del término de mínimos 
uadrados de (4-4),

JLS =
1

2
‖F (E) − d‖2L2

, (4-8)
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denotemos por ei 
omo el i-esimo el ve
tor unitario, enton
es,

d

dτ
M(E+τei)|τ=0 =

dM

dE
ei.

Ahora, sea r(E) = F (E)− d, enton
es el i-esimo término del gradiente se obtiene usando

(4-7) y apli
ando adjuntas en un espa
io de Hilbert:

[gLS ]i : =
d

dτ
JLS(E + τei)|τ=0

=

〈

d

dτ
F (E + τei)|τ=0, r(E)

〉

L2

= −
〈

M(E)−1

(

dM

dE
ei

)

M(E)−1b, r(E)

〉

L2

=

〈(

dM

dE
ei

)

M(E)−1b,M∗(E)−1r(E)

〉

L2

(4-9)

Puesto que y = M(E)−1b es la solu
ión de (4-2) y z la solu
ión de la e
ua
ión adjunta

M∗(E)z = r(E), (4-9), se 
onvierte en

[gLS ]i =

〈(

dM

dE
ei

)

y, z

〉

L2

(4-10)

A diferen
ia de la aproxima
ión (4-6) se requiere solo un 
ál
ulo del operador M(E) y
de su adjunta.

Para 
al
ular el produ
to matri
ial de la Hessiana de la itera
ión de Newton (4-5) se

apli
a una aproxima
ión diferen
ias �nitas sobre el gradiente g(E), esto es

H(E)v ≈ g(E + τv)− g(E)

τ
(4-11)

A partir del produ
to matri
ial de la Hessiana, se puede 
onstruir la matriz Hessiana de

la siguiente forma

[H(E)]ij = 〈H(E)ei, ej〉 para 1 ≤ i, j ≤ N (4-12)

Para 
al
ular el gradiente del término de mínimos 
uadrados de (4-4) se requiere 
al
ular

dM

dE
ei :=

d

dτ
M(E + τei)

∣

∣

∣

∣

τ=0

(4-13)

Con este �n, se observa que la matriz M (4-3) se puede des
omponer 
omo

M(E) = P Tdiag(E)P (4-14)
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donde P es la matriz triangular

P =















√
2

−2 1
1 −2 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 −2 1















(4-15)

Así, utilizando (4-10), (4-13) y (4-14), se obtiene el gradiente para el término de mínimos


uadrados de (4-4)

[gLS ]i =

〈(

dM

dE
ei

)

y, z

〉

(4-16)

=
〈

P Tdiag(ei)Py, z
〉

= 〈diag(ei)Py, Pz〉
= [Py]i [Pz]i

A 
ontinua
ión, se hallarán el gradiente y la Hessiana del término de regulariza
ión de

(4-4). El término de regulariza
ión esta dado por:

Jreg(E) =
α

2

∫ L

0

(

dE

dxi

)2

dx (4-17)

=
α

2

N−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

(

dE

dxi

)2

dx (4-18)

≈ α

2

N−1
∑

i=0

(Ei+1 − Ei)
2

h2
h (4-19)

=
α

2

N−1
∑

i=0

(Ei+1 − Ei)
2

h
(4-20)

=
α

2
ETLE, (4-21)

donde L es una matriz de tamaño N ×N dada por:

L =
1

h



















1 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

−1 2 −1
−1 1



















(4-22)

El gradiente y la Hessiana del término de regulariza
ión han de ser

greg = αLE (4-23)

Hreg = αL (4-24)
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Finalmente, el Algoritmo 1 resume el pro
eso para la identi�
a
ión del parámetro E(x).

Algoritmo 1 Determina
ión del módulo de Young

Entrada: Modulo de Young ini
ial E0, Número máximo de intera

iones maxit, 
argas
k1 y k2

Salida: El módulo de Young E
1: para n = 0, 1, ...,maxit ha
er
2: Solu
ionar M(En)y = b
3: Resolver M∗(En)z = r(En)
4: Hallar el gradiente de T (En) usando 4-16 y 4-23

5: Cal
ular La Hessiana de T (En) por medio de 4-12 y 4-24

6: Determinar En+1 = En + (T ′′(En))−1T ′(En)
7: �n para

8: E = En+1

4.1. Simula
ión módulo 
onstante

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−5

−4

−3

−2

−1

0

Eje x

Datos Exactos (−) y con ruido (o) 

D
es

pl
az

am
ie

nt
o

Figura 4-1. De�exión de la barra fuerzas de 20 y 40 Newtons

Para ver la vera
idad del método, se simulá una barra 
on una unidad de longitud, a la


ual se le apli
aran dos 
argas distintas de F1 = 20N y F2 = 40N en el extremo libre de

la barra, se tendrá un módulo de Young E = 3 y momento de iner
ia I = 1. Se le apli
a un
ruido a 
ada una de las solu
iones para simular el error generado al apli
ar la 
orrela
ión

digital de imágenes, tal 
omo se puede apre
iar en la Figura 4-1.

Apli
ando enton
es, el método de Newton (4-5), para hallar el valor mínimo de (4-4),

se tendrá, la aproxima
ión que se ilustra en la Figura 4-2, en la 
ual se observa un a
er-


amiento 
onsiderable al módulo de Young E = 3 y en la Figura 4-3, se observan dos


riterios de parada, la norma del gradiente de T n(E), y la observa
ión de que la su
esión

En
es de Cau
hy, donde se tiene que ambos 
riterios sirven 
omo guía para la 
ulmina
ión

del algoritmo.
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Figura 4-2. Itera
iones de Newton 
on n=1,4,8 y 12 respe
tivamente

Figura 4-3. Criterios de parada del algoritmo

Dado que en la simula
ión 
ono
emos el valor real de E, en la Figura 4-4, se apre
ia el

error relativo para 
ada valor En
de las itera
iones, así, se observa que el valor aproximado

por el Algoritmo 1, llegan a obtener errores realmente bajos, dando así, una aproxima
ión

y una 
erteza de la e�
a
ia del método.

4.2. Simula
ión módulo no 
onstante

A 
ontinua
ión, se simulará una barra 
uyo módulo de Young esta dado por la expresión

E(x) = 3 +
x

1000
(4-25)

En la Figura 4-5 a), se observa la aproxima
ión del módulo de Young usando el Al-

goritmo 1 (en azul) 
on valor ini
ial E0
el ve
tor de unos y la grá�
a del valor exa
to

(en verde), teniendo un a
er
amiento a
eptable. En la Figura 4-5 b), se apre
ia el error

relativo de 
ada valor En

on respe
to al valor del módulo de Young real E(x), donde
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0 5 10 15 20
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

Iteración de Newton

Error relativo de En

Figura 4-4. Error relativo del método

se detalla que éste a medida de que se realizan más itera
iones el error va disminuyendo

llegando a un error del orden de 10−2
. En las Figuras 4-5 
) y d), se muestran los 
riterios

de 
onvergen
ia, usando la norma del gradiente T n(E) y que la su
esión En
forma es una

su
esión de Cau
hy, donde se tiene que 
ualquiera de los dos 
riterios nuevamente sirven

para detener el algoritmo.

Figura 4-5. a) Aproxima
ión del módulo de Young; b) Error relativo del módulo de Young en


ada itera
ión; 
) Norma del gradiente; d) Criterio de 
onvergen
ia



CAPÍTULO 5

Con
lusiones y re
omenda
iones

5.1. Con
lusiones

1. Los métodos vistos en este trabajo, poseen la ventaja de no requerir experimentos

destru
tivos para su apli
a
ión, ni equipos espe
ializados para la medi
ión y 
ál
ulo

de los datos, además de no ne
esitar repeti
iones experimentales. Otra ventaja del

método se en
uentra en la posibilidad de trabajar 
on distintos tipos de es
alas,

siempre y 
uando la 
ámara 
on las que se tomen las fotografías tengan la resolu
ión

ade
uada.

2. La teoría de la barra de Euler-Bernoulli solo es apli
able 
uando se presentan peque-

ñas de�exiones en la barra y forma parte de la Teoría de la elasti
idad de Timoshenko.

3. Para mejores resultados, es re
omendable usar una 
ámara 
on la mayor resolu
ión

posible para que la de�exión sea más notable. Esto es para redu
ir el error en la 
orre-

la
ión, pues 
on una resolu
ión baja, mu
hos de los pixeles tendrán desplazamientos

menores de un pixel, donde el pro
eso de 
orrela
ión no identi�
ará el 
ambio de

de�exión de un pixel a otro.

4. Para una mayor pre
isión, es 
onveniente tomar el primer es
alón de 
ada punto

antes de apli
ar el método visto en el Capítulo 3, para así redu
ir el error dado por

los desplazamientos de la imagen de menos de un pixel entre niveles de deforma
ión.

5. El pro
eso visto en el Capítulo 3 para materiales homogéneos, es altamente efe
tivo,

en espe
ial, hallando el término E1, esto se debe que al 
al
ular la aproxima
ión del

término lineal, se 
al
ula la pendiente de la parte lineal de la solu
ión exa
ta, por lo

tanto, se esta 
al
ulando una re
ta paralela a esta. Además en el extremo donde se


olo
a la 
arga es donde se presenta una mayor de�exión y los datos se diferen
ian del

error de medida del método de 
orrela
ión, que es de mas o menos un pixel. Por este

motivo, basta sele

ionar la región de la barra 
er
ana al extremo no empotrado para

obtener los datos de desplazamiento, para luego 
on estos datos apli
ar el algoritmo

de identi�
a
ión de parámetros. Por otra parte, esto redu
e el tiempo en el pro
eso

de la 
orrela
ión digital.

26
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6. El algoritmo del Capítulo 4, presenta un a
er
amiento notable al módulo de Young,

obteniendo un error relativo del orden de 10−13
. Además, el método de la adjunta,

es un método 
uyo 
osto 
omputa
ional y temporal es bastante e
onómi
o.

5.2. Re
omenda
iones

En un futuro, se puede realizar estudios similares para distintos tipos de experimentos,


omo por ejemplo distintas formas de empotramiento (sin extremos libres, 
on apoyos en

el 
entro de la viga, entre otros), ubi
a
iones y 
antidades de las 
argas apli
adas (dos

o más, ha
iendo presión tanto en sentido positivo 
omo negativo en el eje 
oordenado),

entre otros. También se pueden apli
ar distintos métodos en la aproxima
ión de la matriz

Hessiana 
omo por ejemplo la formula Davidon-Flet
her-Powell, el método BFGS entre

otros.
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