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Resumen

Los modelos de plasticidad tienen la capacidad de representar el comportamiento mecéanico
de materiales como el concreto, debido a que poseen una fundamentaciéon matematica
rigurosa, la cual es complementada con teorias provenientes de la experimentacion, que en
conjunto, le otorgan la posibilidad de predecir la respuesta mecanica de diversos materiales.

Esta tesis consiste en la modificacion, implementaciéon y validacion del modelo
constitutivo de plasticidad de (Hu y Schnobrich 1989) para concreto simple. La
modificacion realizada en esta tesis al modelo constitutivo, consistidé en convertir el
comportamiento elastico no lineal inicial en un comportamiento elastico lineal.
Adicionalmente la formulacién se cambid de un formato explicito de calculo a un formato
implicito iterativo. Para lograr esto, se enmarcd el modelo constitutivo en el método de los
elementos finitos, para garantizar el equilibrio durante los procesos de carga.

La implementacion se realizo en el programa HYPLAS de andlisis no lineal con el
método de los finitos. Este proceso se realizd incluyendo nuevas rutinas de célculo para el
modelo constitutivo.

La validacién se realizo comparando los resultados obtenidos numéricamente del
modelo implementado, con resultados experimentales de (Kupfer, Hilsdorf y Rusch 1969) y
con resultados de otros modelos constitutivos.






Abstract

Plasticity models have the ability to represent the mechanical behavior of materials like
concrete because they have a rigorous mathematical foundation, which is complemented
with theories from experimentation. This aspects together give the possibility to predict the
mechanical response of different materials.

This thesis is the modification, implementation and validation of the constitutive
plasticity model (Hu y Schnobrich 1989) for plain concrete. The modification made in this
thesis to the constitutive model was to make the initial nonlinear elastic behavior in a linear
elastic behavior. Additionally, the formulation was changed from an explicit format to a
implicit iterative format. To accomplish this, the constitutive model was framed in the finite
element method, to ensure equilibrium during the loading processes.

The implementation was done in the program HYPLAS with nonlinear analysis with
the finite method. This process was carried out including new routines for calculating the
constitutive model.

The validation was performed by comparing the results obtained numerically with
experimental results given by (Kupfer, Hilsdorf y Rusch 1969) and comparing with results
from other constitutive models.
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Capitulo 1
Introduccion

Desde el comienzo de la historia de la humanidad, el hombre ha construido estructuras para
resguardarse, extender sus fronteras y dejar un legado sobre la tierra. Es una vasta
experiencia la que se acumula en miles de afios de empirismo, investigacion y desarrollo, lo
cual se traduce hoy en dia en gran conocimiento sobre el comportamiento de los materiales.

El concreto es tan solo un segmento en esa larga linea del tiempo en que el hombre ha
construido usando los recursos del planeta. Sin embargo, éste material es simbolo de un
gran desarrollo en la infraestructura de la humanidad y le ha permitido continuar en su
continuo aprendizaje sobre materiales.

En este trabajo se utiliza una teoria en el marco de la mecanica del medio continuo
desarrollada y mejorada a través de los afios para entender, reproducir y predecir el
comportamiento del concreto. Es la teoria de la plasticidad una de las mas soportadas desde
el punto de vista matematico, la cual representa de forma muy acertada el comportamiento
real de muchos materiales usados en las construcciones.

El avance de la tecnologia computacional ha permitido aprender y avanzar en el analisis
de estructuras con diferentes materiales. La modelacién numérica de los materiales usando
la capacidad de procesamiento que tienen los computadores, constituye una gran
herramienta de andlisis y disefio.

El proceso de modelado se puede resumir en el esquema de la Figura 1-1.

Problema real Formular Modelo
F—————————W Gz
matematico
Probar Resolver
Predicciones acerca Interpretar Conclusiones
—————— e
del mundo real matematicas

Figura 1-1: Proceso de modelacion. (Stewart 1998)



1.1. Justificacion

Los modelos numéricos no sustituyen la experimentacion de los modelos fisicos, sin
embargo para realizar estos ultimos es tutil la modelacién numérica con el fin de pre
dimensionar los ensayos y predecir los resultados.

La modelacion numérica es un instrumento util en el andlisis y evaluacidn de estructuras
existentes. Permite determinar causas de deformaciones, fisuras y/o colapso entre otros y
establece las medidas correctivas. En el caso de construcciones antiguas cuyas formas y
materiales dificultan un analisis convencional, la utilidad de estos modelos se torna mas
notoria.

En la actualidad las pruebas de laboratorio s6lo se pueden llevar a limites que
representen una estabilidad admisible para los equipos de medicion garantizando asi la
conservacion de los mismos, con la modelacion numérica se puede obtener dicho
comportamiento, llevandolo a su colapso usando los parametros medidos
experimentalmente.

Los modelos de plasticidad se basan en teodricas claramente fundamentadas en
desarrollos matematicos consistentes, lo cual hace que funcionen como punto de partida
para la formulacién de nuevos modelos constitutivos, incluso de dafio.

Esta tesis hace parte de una nueva linea de investigacion en andlisis numérico del
comportamiento de materiales convencionales en la construccion civil y cual debera ser
complementada con investigaciones posteriores.

El concreto tiene deformaciones pléasticas muy pequeflas comparadas con las que
presentan materiales ductiles como el acero, pero los modelos de plasticidad representan de
manera adecuada las etapas de carga ineldstica en este material.

Partiendo de lo anterior, resulta muy util una herramienta computacional, para el
analisis numérico no lineal del concreto simple, usando un modelo constitutivo de
plasticidad. Adicionalmente esta herramienta es a codigo abierto, permitiendo en todo
momento saber de qué manera esta realizando los calculos y poder determinar, con criterio,
si el los problemas se estan analizando de forma correcta. Se obtiene entonces una
alternativa a los programas comerciales existentes, los cuales no permiten saber de qué
manera se realizan los procesos.



Contenido 3

1.2.  Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Representar el comportamiento de estructuras de concreto simple mediante el analisis no
lineal con elementos finitos considerando que el material obedece a un modelo constitutivo
de plasticidad determinado.

1.2.2. Objetivos especificos

» Seleccionar los modelos constitutivos de plasticidad que representen adecuadamente
el comportamiento mecanico de elementos estructurales de concreto simple.

* Implementar uno de los modelos constitutivos seleccionados en un programa de
elementos finitos que realice analisis no lineal.

» Representar el comportamiento mecanico del concreto simple en rangos de carga y
deformaciones para los cuales no es posible hacer mediciones mediante ensayos.

1.3. Contenido del documento

El presente documento esta ordenado en 7 capitulos. En el Capitulo 1 se presenta una
introduccion al tema de la plasticidad motivado con el desarrollo de un modelo de
plasticidad unidimensional para armaduras planas.

El segundo capitulo contiene una mirada a la teoria de la Plasticidad, en este capitulo se
hace un breve recorrido por la fenomenologia fisica y teoria matematica de los modelos que
representan los materiales elasto-plasticos.

En el tercer capitulo se encuentra una resefia de algunos modelos constitutivos de
plasticidad formulados para representar el comportamiento del concreto simple. Este
capitulo tiene por objeto el estudio de modelos de plasticidad para concreto con el fin de
seleccionar uno de ellos para ser implementado con elementos finitos.

En el Capitulo 4 se seleccion6 un modelo de los expuestos en el Capitulo 3 y se resume
toda su formulaciéon. El modelo seleccionado corresponde al propuesto por (Hu y
Schnobrich 1989). En el Capitulo 5 se realiza la implementacion de éste modelo en el
programa de andlisis no lineal con elementos finitos HYPLAS. En el Capitulo 5 se
muestran también algunas modificaciones realizadas al modelo por parte del autor de este
trabajo.



En el Capitulo 6 se realiza la validacidon del modelo implementado, se realizan varios
ejemplos para comparar los resultados con datos obtenidos en ensayos de laboratorio
realizados por (Kupfer, Hilsdorf y Rusch 1969). Al final del Capitulo 6 también se realiza
un ejemplo de aplicacion usando el modelo para analizar el comportamiento de una viga en
voladizo con carga puntual en el extremo.

Finalmente en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones y recomendaciones que deja
este trabajo de investigacion en el area de la mecanica computacional.



Capitulo 2
Teoria de la plasticidad

La teoria de la plasticidad provee un marco de trabajo para la descripcion constitutiva en el
continuo de una clase muy importante de materiales. Basicamente la teoria de la plasticidad
concierne a solidos, que luego de estar sometidos a procesos de carga, quedan sujetos a
deformaciones permanentes luego de ser descargados completamente. (de Souza Neto,
Peric y Owen 2008).

Un gran namero de materiales usados y estudiados en la ingenieria cumplen con estas
caracteristicas, tales como el acero, el concreto, rocas, arcillas y suelos entre otros. (de
Souza Neto, Peric y Owen 2008).

En este capitulo se presenta una breve resefia de los aspectos mas destacables y
aplicables a este trabajo.

2.1.  Aspectos fisicos

Materiales, desde un punto de vista cuantitativo, muy diferentes como los metales y los
suelos, comparten algunas caracteristicas de su comportamiento mecanico, las cuales hacen
que sean susceptibles de ser analizados con modelos constitutivos de plasticidad. Las
caracteristicas mencionadas se pueden resumir en el ejemplo mostrado en la Figura 2-1.

En esta figura se muestra el comportamiento de un material ductil, el cual es sometido a
un proceso de carga axial. Inicialmente la carga tiene un valor de cero y luego se va
incrementando hasta llegar al punto 1.

Desde el valor de cero hasta el punto 1 se observa un comportamiento elastico lineal, en
el cual si la carga disminuye, la descarga se realiza por la misma linea hasta llegar
nuevamente a esfuerzo y deformacion cero.

Pero si la carga aumenta por encima del punto 1, se observa un cambio importante en la
curva esfuerzo deformacion. Del punto 1 al 2 la pendiente en la curva esfuerzo —



deformacion, disminuye en forma considerable. Al llegar al punto 2 la carga decrece, la
trayectoria de descarga en la Figura 2-1 b es paralela a la trayectoria desde cero hasta 1,
pero al llegar al punto 3 se observa que ha quedado una deformaciéon permanente.

La deformacion permanente se denomina deformacidn plastica y queda presente en el
material aun quitando por completo la carga.

De esta manera se han identificado dos caracteristicas basicas que poseen los materiales
que pueden ser modelados con la teoria de la plasticidad. El primero de ellos es el limite
elastico, que separa el comportamiento elastico del comportamiento plastico. El segundo es
la deformacion plastica, que es una deformacion permanente que queda en el material si
¢éste ha sufrido un proceso de plastificacion, es decir, el estado de esfuerzos a superado el
limite elastico.

P o

Figura 2-1: Ensayo experimental uniaxial de un material ductil. a) Historia de carga b) Curva esfuerzo —

deformacion.

Si la carga se incrementa nuevamente en un proceso de recarga, nuevamente sera
superado el limite elastico pero no necesariamente con el mismo nivel de esfuerzo en el que
sucedio la primera vez. El punto (4) puede estar mas arriba (o mas abajo) del punto (1)
dependiendo de las propiedades del material en el rango pléstico.

De esta observacion se deduce otra caracteristica presente en los materiales plasticos: el
esfuerzo de fluencia presenta una evolucién a lo largo de los procesos de carga, este
fendmeno se denomina endurecimiento (ablandamiento).

Las tres caracteristicas mencionadas no ocurren uUnicamente en materiales duciles,
también estan presentes en materiales como rocas y concreto.

Los materiales que presentan este tipo de comportamiento independientemente del
tiempo de la aplicacion de la carga, se denominan materiales plasticos o plasticos
independientes del tiempo.
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2.2.  Plasticidad unidimensional

Para representar el comportamiento de un material como el que se analizé en el numeral
anterior, se formula un modelo matematico simplificado de plasticidad unidimensional que
contiene las tres caracteristicas esenciales analizadas.

El modelo matematico describe el comportamiento como se muestran en la Figura 2-2.
Esta grafica esfuerzo — deformacion es basicamente la misma que se observa en el
comportamiento real del material pero se realizan algunos cambios: primero, la linea de
descarga entre los puntos 2 y 3 coincide con la linea de recarga entre los puntos 3 y 4.

También se hace coincidir el punto 2 donde se inicia la descarga, con el punto 4 donde
al recargar se presenta nuevamente la fluencia. En la curva resultante se observa al inicio
una relacidn lineal elastica entre el esfuerzo y la deformacién hasta el punto 1. En un caso
general, el comportamiento en el rango elastico puede ser no lineal, es decir, el médulo de
elasticidad E es variable en un proceso de carga elastica.

Si el esfuerzo contintia incrementandose, se supera el limite elastico en el punto 1 y
comienza un proceso de carga plastica. Del punto 1 en adelante la relacion entre el esfuerzo
y la deformacién ya no es eléstica y puede tener una relacion lineal o no lineal, seglin la
variacion del modulo elasto plastico E°P.

Adicionalmente en el rango plastico, el comportamiento puede presentar
endurecimiento o ablandamiento segun el signo que tenga el modulo elasto plastico E°P.

o
2 i

ey
=

Figura 2-2: Modelo matematico de plasticidad unidimensional.



Si en el rango plastico se realiza una descarga, el comportamiento del material sera
nuevamente eldstico y la trayectoria de descarga tendrd la misma pendiente £ de la curva
elastica. Si se descarga por completo, quedard presente una deformacién permanente o
deformacion plastica &,.

Al realizar un proceso de recarga, en donde el esfuerzo se incrementa nuevamente, la
trayectoria de carga serd la misma de la de la descarga y en el punto 2 se alcanza
nuevamente el esfuerzo de fluencia. Si el esfuerzo continta incrementandose, se presentara
nuevamente un proceso de carga plastica en donde se mantiene la pendiente E°P que se
tenia en el proceso de carga plastica anterior antes de la descarga.

En el caso particular en el cual el rango eldstico y el rango plastico son lineales, se
denomina comportamiento elasto plastico bilineal, Figura 2-3 a). El modelo matematico
también puede tener un rango elastico lineal y posteriormente un rango plastico no lineal,
Figura 2-3 b) o ambos rangos no lineales, Figura 2-3 c).

g g
\'\“"’0\
Lineal “O
S ; Gy serensmenmeng :
Q/& m&
$ $
i & i £
Eldstico Plastico Eléstico Plastico
a) b)
o
No Iin€0|
g
N
&
N
0
&
| €
Elgstico Plastico

c)

Figura 2-3: Relaciones esfuerzo deformacion elasto — plasticas: a) Bilineal b) Elastico lineal y plastico
no lineal ¢) Elastico no lineal y plastico no lineal.
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Para un caso general se tiene la siguiente relacion esfuerzo deformacion para un estado
posterior a la fluencia:

c=E(e—¢) (2-1)
En este punto la deformacion & —¢, es recuperable, lo que permite escribir la
deformacion total como:
E=¢ t+ &
(2-2)
Ee=E— &

Donde ¢ es la deformacion total, &, es la componente eldstica y &, es la componente
pléstica.

2.2.1. Funcidn de fluencia

Existe un dominio elastico el cual esta delimitado por el esfuerzo de fluencia gy, Esto se
puede expresar matematicamente mediante una funcion de fluencia de la forma:

f (o, ay) = |o| — oy (2-3)
El dominio elastico estara definido para el caso unidimensional como:
E, ={o|f(0,0,) <0}
lo| <o,
Adicionalmente se debe tener en cuenta que cualquier esfuerzo que esté dentro del

dominio eléstico o en su contorno, no puede superar el esfuerzo de fluencia corriente. Esto
define el estado admisible plastico:

(o, ay) <0 (2-5)

La deformacidn plastica solo se incrementara en el momento que ocurra un proceso de
carga plastica, en los demas casos permanecera constante.

(2-4)

sif(o,0,) <0 - &, =0 - Carga elastica
si f(o, ay) = 0 - &, = 0 > Descarga elastica (2-6)
si f(a, ay) =0 - &, # 0 > Carga plastica
La evolucion de la deformacion plastica &, estara dada por la regla de flujo plastico:
&, = ¥ signo(o) 2-7)

Donde y es un escalar denominado el multiplicador plastico que satisface las siguientes
condiciones:
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7 >0
7f=0

(2-8)

Lo anterior implica:
f<O0-y=0-¢,=0 (2-9)

El flujo plastico se presentard unicamente cuando el nivel de esfuerzo o sea igual al
esfuerzo de fluencia inicial:

lo|=0,->f=0->7y2>0 (2-10)

2.2.2. Ley de endurecimiento

El esfuerzo de fluencia oy, en un caso general, no es una constante. En el caso particular
cuando es constante, se tienen un modelo de plasticidad perfecta. En cualquier otro caso se
requiere una ley de endurecimiento que defina la evolucion. En términos generales se puede
escribir como:

o, = 0,(5) (2-11)

Donde &, es la deformacion plastica equivalente uniaxial. Para el caso unidimensional se
tiene:

& = te, (2-12)

Con signo positivo para tension y signo negativo para compresion. La evolucidon de este
escalar esta dada por:

& =7 (2-13)

La ley de endurecimiento se representa graficamente como se muestra en la Figura 2-4. En
esta curva se muestra la evolucion del esfuerzo de fluencia para un proceso de carga
plastica. La pendiente de esta curva llamada pendiente de endurecimiento puede también
tener signo negativo, lo cual se denomina ablandamiento.

Esta curva tiene valides una vez se alcanza el primer esfuerzo de fluencia, para esa
primera fluencia g4 = 0,,. Para una fluencia posterior, debida a una recarga, g sera el o, al
final del proceso de carga plastica anterior, el cual es distinto al esfuerzo de fluencia del
material virgen.
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ay (%)

— H

Pendiente de
endurecimiento

€p

Figura 2-4: Curva de endurecimiento. Modelo unidimensional.

Derivando la funcion de fluencia con respecto al seudo tiempo, en la ecuacion (2-3) se
obtiene:

f = signo(o) 6 — Hg, (2-14)
En donde H es la pendiente de endurecimiento definida como:
do
H(s) =—2 -
(&) 2z, (2-15)

Cuando se presenta carga plastica la derivada de la funcidon de fluencia es igual a cero

f =0, con lo que se obtiene:
signo(o) 6 = H§, (2-16)
De la ley elastica se tiene:
6=E(¢-¢) 2-17)

De las expresiones (2-13), (2-16) y (2-7), el incremento del multiplicador plastico durante
un proceso de carga pléstica se puede expresar como: (de Souza Neto, Peric y Owen,
Computational Methods for Plasticity 2008)

_E
" E+4+H

. . . _ . 518
v signo(o)é T |€] (2-18)

2.2.3. Modulo tangente Elasto — Plastico

De forma incremental, la relacion esfuerzo — deformacidn se puede expresar:
0 =E°P¢ (2-19)

Donde E°€P es el mddulo elasto plastico tangente. E€P se puede expresar, usando las
ecuaciones (2-17), (2-7) y (2-18), como:
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., EH
B =577 (2-20)

2.2.4. Efecto Bauschinger

Se observa en muchos metales que al ser sometidos a cargas ciclicas experimentan un
endurecimiento, el cual aumenta el tamafio del dominio elastico, sin embargo, la superficie
de fluencia no aumenta simétricamente y su centro O* cambia de posicién con respecto al
inicial O. Figura 2-5.

Se denomina efecto Bauschinger o endurecimiento cinematico, al desplazamiento del
centro de la superficie de fluencia en la direccion del flujo plastico. Este corrimiento genera
que el esfuerzo de fluencia aumente en el sentido de la deformacion plastica pero
disminuye en el otro sentido.

Superficie de
fluenciainicial

Superficie de
fluencia final

Figura 2-5: Efecto Bauschinger. (Simo y Hughes 1998)

Para representar este fendémeno se introduce una variable interna g la cual define la
nueva posicion del centro de la superficie de fluencia. Esta nueva variable se denomina
back stress.

Al definir la variable g, ésta requiere de una ley de evolucion para lo cual se introduce
el mddulo de endurecimiento cinematico K el cual relaciona el cambio de ¢ con el cambio
de la deformacion plastica €.

En esencia un espécimen sometido a estos ciclos descritos de carga y descarga difiere
de un espécimen virgen en su esfuerzo de fluencia, el cual puede ser mayor o menor
depende de la historia de las cargas y si lo que se aplica es tension o compresion. (Lubliner
1990).

El modelo seleccionado para ser implementado en este trabajo no contempla el efecto
Bauschinger.
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2.2.5. Algoritmo de integracion

El algoritmo de integracion establece el esquema de calculo del modelo constitutivo y
permite la solucion del problema mecéanico. Este esquema tiene varias etapas como se
enuncia a continuacion:

» FEtapa 1:

Sea x € B =[0,L] un punto en un sélido que se comporta de acuerdo a un modelo

constitutivo elasto — plastico. Figura 2-6.

B
C_ L
L
=) x =L

Figura 2-6: Sélido con comportamiento elasto — plastico.

* FEtapa 2:
Se supone que en un punto x del solido, en un instante de tiempo determinado ¢,,, todas
las variables se encuentran determinadas.

{s(x, tn), & (X, ty), &y (x, tn)}
Por lo tanto se puede conocer el esfuerzo. (2-21)
o(x,t) = E (£(x, t) — £, (x, t))
* Etapa3:
Se supone un incremento en la deformacion total Ae(x) el cual controla el estado del

tiempo t, + At =t
El problema consiste en actualizar las variables basicas para el tiempo t, 4 es decir:

{g(x, tn+1)t gp (.X', tn+1)t gp (x' tn+1)} (2-22)

Este esquema de célculo se denomina “de deformacién controlada” pues esta en términos
de un incremento en la deformacion. La deformacion total es entonces una variable
independiente (libre). Para el caso unidimensional se tiene:

Jdu

£ ox

La deformacion y todas las demas variables estan referidas a un punto dentro del sélido, al
usar el método de los elementos finitos como herramienta numérica, estos puntos al interior

del elemento finito se denominan puntos de Gauss.
Esquematicamente este procedimiento se puede representar como muestra la Figura 2-7.

(2-23)
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elx,tn) &t &lxt,)

Ae(x)

Algoritmo de retorno

e(x, tn1) &(tni1) &, tayq)

Figura 2-7: Algoritmo de integracién con endurecimiento isétropo

El algoritmo de retorno es entonces la “caja negra”, dentro del algoritmo de integracion,
que permite obtener las variables en un estado posteriores a un incremento en la
deformacion total. El algoritmo de retorno se puede resumir como sigue:

a) Estado elastico de prueba: Se asume un comportamiento eldstico lineal para
determinar un esfuerzo de prueba que puede o no ser el estado de esfuerzo en el
paso siguiente luego del incremento en la deformacion.

oyt = E(ens1 — £1)

Trial
eP =P

n+l — ©n
Trial - (2‘24)
EPny1 = 85
Trial _ Trial =
n-ﬁa = Gnilla | - O-y(gp)

b) Forma algoritmica de la condicion de carga: en el paso anterior se calcul6 la funcién
de fluencia de prueba, con esto se puede determinar si se esta en rango elastico o en
rango plastico:

Si fIrial < 0 Entonces — Paso elstico

14 — P
gn+1 = é&n
P — gP
gn+1 = &n

o =FE¢
n+1 n+1 (2_25)

Si fIrial > 0 Entonces — Paso plastico

n
Trial —
fn+1 >0(:>fn+1 =0
Trial
Ay = n+1

=it
V=Ft+mn"
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_ ~Trial : Trial
On+1 = Op+1 — EAY Slgn0(0n+1

Trial — Trial ; Trial
En1 = &M+ Ay 51gno(crn+1

g =& + Ay

En las ecuaciones (2-24) y (2-25) se muestra el algoritmo de retorno para el caso de
plasticidad con endurecimiento isotropo, en el caso de endurecimiento cinematico o efecto
Bauschinger, se deben tener en cuenta las variables asociadas, pero el procedimiento es el
mismo. (Simo y Hughes 1998).

2.3. Motivacion: Modelacidon numeérica de armaduras con
material elasto — plastico.

Este proyecto de investigacion busca representar el comportamiento de estructuras de
concreto simple mediante un andlisis no lineal con elementos finitos considerando un
material elasto-plastico. Para lograr este objetivo se propuso inicialmente, primero:
construir un programa de elementos finitos de analisis no lineal, en el cual se implemente
un modelo unidimensional de plasticidad aplicado a armaduras planas, segundo: desarrollar
un modelo bidimensional de plasticidad implementado en elementos finitos y tercero:
incluir un criterio de fallo especial para el concreto simple en el modelo anterior.
(Rodriguez, Herrera y Linero 2009).

La primera etapa se presenta como introduccidn a las dos etapas posteriores de las que
trata esencialmente esta tesis. Esta etapa proporciona una visién general del problema no
lineal simplificada a una sola dimension.

El paso posterior fue extender el trabajo realizado en la primera etapa y llevarlo a un
estado plano de esfuerzos para analizar el comportamiento elasto-plastico del concreto
simple.

El procedimiento no lineal, usado en la primera etapa, consiste en analizar el
comportamiento de la estructura como si fuera lineal en pequefios incrementos de carga o
de desplazamiento. En este caso la fuente de la no linealidad entre las cargas y los
desplazamientos asociados, radica en el comportamiento del material, el cual estd regido
por un modelo constitutivo elasto-plastico bilineal.

En este tipo de problemas se discretiza el pseudo tiempo y el espacio. La discretizacion
en el pseudo tiempo divide la magnitud de las cargas o desplazamientos aplicados en
intervalos o pasos, en cada uno de los cuales de resuelve el problema mecéanico. En cambio
la discretizacion en el espacio divide el dominio del s6lido en una malla de elementos
finitos conectados entre si por medio de nudos.
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Para cada instante o paso de carga el material se encuentra en un estado representado
por los mddulos tangentes y las variables internas que se actualizan en cada paso y guardan
la historia del material.

En cada paso de carga se establece el equilibrio de la estructura mediante un proceso
iterativo de analisis lineal con las propiedades del material en ese momento.

En cada iteracidon se resuelve la estructura con el incremento en la carga correspondiente
al paso, con esto se obtienen los incrementos de los desplazamientos en los nudos y
posteriormente los incrementos en la deformacidn en cada uno de los elementos.

En la primera iteracion para cada elemento finito, las variables internas del material, la
deformacioén y el esfuerzo se inicializan en cero. Al final de cada iteracion todos estos
valores se actualizan siguiendo las expresiones del modelo constitutivo utilizado.

Al aplicar el modelo constitutivo también se obtienen nuevos modulos con los cuales se
ensambla de nuevo la matriz de rigidez de la estructura. Si se trata de un modelo
constitutivo elasto-plastico, como es este caso, los primeros pasos de carga serdn en el
rango eldstico y dichos modulos no cambiardn, por otra parte al seguir aumentando las
cargas, se superard el limite eldstico y el material en algunos elementos iniciard un
comportamiento plastico, ya sea con endurecimiento o ablandamiento. Es en esta zona en
donde la rigidez de la estructura cambia y se pierde la linealidad.

Para determinar la convergencia al final de cada iteracion y saber si se puede proseguir
con el paso de carga siguiente, se compara la norma del vector de los incrementos de los
desplazamientos en los nudos de la estructura con la norma obtenida en la iteracidon
anterior, si se cumple con el criterio se asume que los valores obtenidos en la ultima
iteracion son los correspondientes al paso de carga analizado y se procede con el siguiente,
teniendo presente que se almacenan todas las variables histdricas propias del modelo
constitutivo.

Es importante mencionar que no se estdn contemplando fendmenos propios de las
cerchas como por ejemplo, pandeo de los elementos en compresion, Unicamente se esta
analizando la no linealidad proveniente del comportamiento del material.

En la Figura 2-8 se muestra un ejemplo desarrollado con el modelo bilineal de
plasticidad con endurecimiento implementado en el programa PEFiCA (Linero 2010). Para
implementar este modelo el programa PEFiCA fue modificado para realizar el analisis no
lineal.

En este ejemplo se realizaron las etapas de carga elastica hasta llegar al esfuerzo de
fluencia del material, luego de este punto se aumenta alin més la carga en una etapa de
carga plastica y se evidencia que el material se esta representando por medio de un modelo
de plasticidad con endurecimiento. Al final se obtiene la curva de la carga aplicada vs. el
desplazamiento generado.



Teoria de la plasticidad 17
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Datos del problema: P[KN] 20
P (Carga total aplicada) = 350KN
I; (Longitud del elemento) = 6.00m s
A (4rea de la seccion transversal)=  1.00x10-m?
E (Modulo de elasticidad) = 200x10°kN/m? g |
K (Modulo de endurecimiento) = 50x10kN/m?
oy,  (Esfuerzo de fluencia) = 250x10°kN/m*
Numero de pasos de carga = 8
Tolerancia = 1.00x10* o b )
Numero maximo de iteraciones = 20 0.000 0.005 0010 0.015 0.020 0.025

6[m]
Figura 2-8: Ejemplo de barra con material elasto-plastico sometida a tension.

Para complementar el ejemplo y poder ver las otras etapas de descarga y recarga se
muestra la misma barra pero con otra historia de carga, en la cual, luego de realizar el
mismo proceso de carga mostrado anteriormente, se descarga para mostrar la deformacion
plastica que queda de manera permanente. Posteriormente se realiza una recarga en sentido
contrario (compresion) encontrando de nuevo el esfuerzo de fluencia y de nuevo al perdida
de rigidez. En la Figura 2-9 se resaltan puntos en los que suceden cambios de
comportamiento ya sea porque el material cambia de rango o porque la carga aplicada
externamente cambia de sentido.

Los puntos en blanco son puntos en los cuales el comportamiento de la barra cambia por
cambios de comportamiento en el material, estos puntos son inevitables y no dependen de
la historia de carga.

Por otra parte los puntos sombreados surgen por la manera como se cargd la barra. No
son puntos obligados si no que corresponden a los puntos en los cuales se decide que la
carga cambie de sentido.

Haciendo referencia a la Figura 2-9, el punto 1 corresponde al inicio de la carga
(tensién) aplicada a la barra. Conforme aumenta la carga se llega al punto 2 en el cual el
material llega al esfuerzo de fluencia Entre los puntos 1 y 2 Ocurre un proceso de carga
elastica. A partir de este punto la rigidez de la barra decae y el material entra en el rango
plastico. Del punto 2 al 3 el proceso es de carga plastica. La carga aumenta hasta el punto 3
en el cual cambia de sentido e inicia la descarga elastica. El punto 3 es arbitrario y depende
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unicamente de la historia de carga, en la cual se decidié que en este punto la carga cambiara
de sentido.

La carga ahora en sentido contrario incrementa su magnitud hasta que comienza a
aplicar compresion en la barra hasta que se alcanza de nuevo la fluencia en el punto 4. Del
punto 3 al 4 se presenta una descarga elastica o recarga elastica en el otro sentido.

Al sobrepasar el punto 4 se entra de nuevo en carga plastica hasta el punto 5 en donde
de nuevo la historia de carga dice que la carga cambia de sentido, se descarga hasta el punto
6 y de nuevo la carga cambia de sentido hasta alcanzar de nuevo el esfuerzo de fluencia en
el punto 7. A partir del punto 7 sigue aumentando la carga hasta el punto 8 en donde
finaliza el ejemplo.

Como se menciono anteriormente los puntos que dependen unicamente de la historia de
carga, es decir los que son arbitrarios u opcionales son los puntos en donde la carga cambia
de sentido, los cuales son: 3, 5y 6.

P[kN]

350 T

a[MPa]

350 +

+&[m]

0.04 -0.010

Figura 2-9: Curvas Fuerza — Desplazamiento y Esfuerzo — Deformacion de una barra cargada
axialmente en un proceso de cargas, descargas y recargas.

El caso de la barra resuelta en el ejemplo anterior, es un caso particular de la armadura,
es una armadura de un solo elemento. Ahora se presenta un segundo ejemplo para una
armadura compuesta por 5 barras, Figura 2-10.
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E (Médulo de elasticidad) = 200x10°KN/m?
K (Médulo de endurecimiento) = 50x105KN/m?
Gy (Esfuerzo de fluencia) = 250x103KN/m?
Numero de pasos de carga = 50
Tolerancia = 1.00x10+#
NUDO X Y

1 0.00 0.00

2 3.00 0.00

3 6.00 0.00

4 3.00 3.00

V

Figura 2-10: Ejemplo de cercha con material elasto-plastico

La historia de carga se define como sigue: Inicialmente la carga comienza en cero y se
incrementa gradualmente en intervalos de SOkN en direccion “Y™ negativo hasta llegar a un
valor de 650kN, en este punto se incrementa en el sentido contrario hasta llegar a un valor
de 900kN en direccion “Y” positivo. Finalmente se incrementa en el otro sentido hasta
llegar a un valor de 650kN en el sentido Y positivo.

Antes de mostrar los resultados de la historia de carga descrita, se resolvio la estructura
con una carga unitaria y se calcularon las acciones internas en cada una de las barras.

En la Figura 2-11 se muestran la magnitud de dichas acciones en cada una de las barras
como una fraccién de la mayor. Con base en esto se obtiene una idea de cuales son las
barras mas exigidas al disponer una carga como se muestra.

Teniendo en cuenta esto se determina que al aplicar carga en el nudo dos (2) en
direccion “Y”, la barra que se espera fluya primero serd la barra No. 5 (con fraccion de
1.00), posteriormente las barras No. 3 y 4 (con fracciones de 0.71) y finalmente las barras
No. 1 y 2 (con fracciones de 0.55). Esto debido a que el material asumido tiene el mismo
comportamiento tanto en tension como en compresion.

Figura 2-11: Esfuerzos en las barras como una fraccién del mayor

En la Figura 2-12 se muestra la carga aplicada y el desplazamiento obtenido en el nudo
2, el cual fue el lugar de aplicacion de la carga. El desplazamiento mostrado es en direccion
de la carga aplicada, es decir “Y”".
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P[kN
1,000 [
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400

200

-0.10

-800

Figura 2-12: Curva carga — desplazamiento en el nudo 2 y direccion Y, cercha con material elasto-
plastico.

Analizando la primera parte de la historia de carga, es decir antes de que tenga lugar el
primer cambio de direccion de la carga se tiene:

Los puntos resaltados indican el momento en los que fluyen cada una de las barras,
inicialmente lo hace la barra 5 posteriormente las barras 3 y 4 y finalmente las barras 1 y 2,
resultado que es coherente con el andlisis realizado con la carga unitaria previamente.

Se analiza ahora cada elemento y se presentan en la Figura 2-13 las curvas de esfuerzo
deformaciéon. Se muestran también los eventos en los que entran en fluencia las otras
barras.
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og[MPa] g[MPal]
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-0.003 -0.001
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Figura 2-13: Curvas esfuerzo — deformacion de cada elemento de la cercha con material elasto-plastico

Partiendo de las rutinas existentes del programa PEFiCA se ha logrado complementarlo
con una rutina para efectuar analisis no lineales cuando la no linealidad es causada por el
comportamiento del material.

Se cuenta ahora con una herramienta para implementar distintos modelos constitutivos
ya sea de dafio o de plasticidad o algun otro tipo de comportamiento que esté enmarcado en
el rango de las pequefias deformaciones.

Esta herramienta fue generada para el caso de cerchas planas pero es facilmente
adaptable a otro tipo de elementos cambiando o invocando las sub rutinas de generacion de
las matrices de rigidez y de funciones de forma B ya existentes dentro de PEFiCA.

Desde el punto de vista académico se tiene un buen punto de partida para extender el
tipo de elementos y por ende el tipo de estructuras a las cuales es aplicable la rutina de
calculo no lineal.
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Adicionalmente con la implementacion de la rutina no lineal de andlisis se logra una
herramienta que permite visualizar previamente los resultados de un modelo constitutivo de
manera rapida, simple y lo mas importante, teniendo conocimiento pleno de todos los
calculos y procedimientos internos de la aplicacion puesto que se mantiene la filosofia de
ser un programa a codigo abierto.

Con respecto al modelo particular implementado de plasticidad con endurecimiento
1s6tropo, se obtiene el comportamiento esperado para un material de este tipo.

Las graficas tanto de carga — desplazamiento y de esfuerzo — deformacion evidencian el
tipo de comportamiento en cada una de las etapas. El cddigo implementado en PEFiCA se
muestra en el Anexo B.

2.4.  Elasto plasticidad 3 — D

Para el problema en el medio continuo, las condiciones y definiciones realizadas en la parte
unidimensional se mantienen, pero se extiende a tres dimensiones. En este numeral se
presentard de forma resumida la teoria matematica para la plasticidad en tres dimensiones.
Se mantiene la descomposicion aditiva de la deformacion, de forma que el tensor de
deformacion total es igual a:
E=¢€,+¢g, (2-26)
siendo €, y €, los tensores de deformacion elastico y plastico respectivamente.
La relacion elastica entre el tensor de esfuerzo y de deformacién estard dada de la
forma:
c=C:¢
Por lo tanto (2-27)
o=C(s—¢)
donde C es el tensor constitutivo eldstico de cuarto orden.
La relacion esfuerzo deformacion general estara dada por:

_ow({x},e,.)
9= o€

W es el potencial elastico y es funcion de la posicidn y la deformacion eléstica.
La ley de evolucion del tensor de deformacion plastica €, estd dada en funcion de la

(2-28)

variacidn del potencial plastico G(G, Ep), como sigue:

G
E =y — 2-29
Sp 14 do ( )
Se define la tasa de deformacion plastica equivalente como el escalar de la forma:

&=y (2-30)
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La funcion de fluencia estara dada por:
f(e,8) = F(o) - 0,(5,)
(2-31)
F(o)>0
Donde F es una funcién que depende del estado de esfuerzos y otorga como resultado

un valor escalar positivo.
El dominio elastico y la superficie de fluencia estan definidos de la siguiente forma:

{(6,5)If(0,&,) <0}
K i (2-32)
{(0,8)1f(0,5,) = 0}
El estado de esfuerzos admisibles serd la unién entre el dominio elastico y su contorno:
la superficie de fluencia.
Por otra parte, el tensor constitutivo tangente elasto plastico se puede obtener derivando
la funcion de fluencia en el tiempo, de la forma:

0
f(O'Sp)_— - a]—c

fle, &)= %:6 — HE,

Reemplazando la ecuacidon (2-29), en la relacidon constitutiva elastica (2-27), pero en
términos incrementales, se tiene:

(2-33)

6=C(e—¢)

. —(C-(‘ 66‘)

=M% (2-34)
G

(')'ZCZS'-J—C]/%

Sustituyendo (2-34). en (2-33), se tiene:

oF oF 0G .
f(cep)——(Cs—ya (Ca — Hg,
Ep = ¥ (2-35)
fle,5)=—:Ce- (a—F-«:-a—G+H)
P "\36 90

Siy>0—-yf =0paraf =0 — f = 0y se tiene un estado de carga plastica.
Despejando el multiplicador plastico se tiene:
o
o
VTOF .G
dc " " do

(2-36)
+H
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Reemplazando el valor de y de la ecuacion (2-36) en (2-34), se tiene:

oF . .
%:(C:s oG

oF 06 )% %%
do” " do

6=C¢—

+H
oG  OF

) ) 2-37

((:'66@60"((: ( )

TOF 06 "
do’ ' do

6 = Cran: ¢

6=|C

+H

Donde CT%" es el tensor constitutivo tangente que en general no es simétrico. Si la
funcion G se iguala a la funcion F, se obtiene una regla de flujo asociada. Solo en ese caso

CTa" resulta simétrico.

La funcién F estard definida por el modelo constitutivo seleccionado. En el Capitulo 4
se muestran las funciones F para el modelo implementado.

El algoritmo de integracion se realiza de forma analoga al caso analizado para una sola
dimension. (Simo y Hughes 1998).



Capitulo 3
Plasticidad para el concreto

Los modelos de plasticidad tienen una fundamentacion matematica bastante solida, la cual
se complementa con una amplia informacidén proveniente de ensayos experimentales, para
lograr reproducir de la manera mas adecuada, el comportamiento mecéanico del concreto.

En este capitulo se hace referencia a algunos de los modelos constitutivos de plasticidad
existentes para representar el comportamiento del concreto simple. En esta tesis, uno de
estos modelos ha sido seleccionado e implementado en el método de los elementos finitos.

3.1.  Comportamiento mecanico del concreto

El concreto es un material compuesto, que consiste en agregado grueso, agregado fino y
pasta de cemento. El comportamiento mecanico del concreto es complejo y depende de
muchos factores como la relacion agua — cemento, la relacion cemento — agregado, el
tamafio y forma del agregado y la clase de cemento, entre otras. (Chen y Han 2007)

El comportamiento analizado en este trabajo estd restringido Unicamente a la relacion
esfuerzo — deformacion del concreto comun en promedio. El concreto es un material de
naturaleza fragil y la relacion esfuerzo deformacidn se ve afectada por micro fisuras.

Particularmente el concreto contiene un gran numero de micro fisuras, especialmente en
las interfaces entre el agregado y la pasta. Estas micro fisuras estan presentes incluso antes
de la aplicacion de las cargas externas y son causadas por la segregacion, la retraccion y/o
variaciones de temperatura de la pasta.

Al aplicar las cargas, las micro fisuras se propagan y comienzan a hacerse visibles
conforme se incrementan las cargas. Las micro fisuras iniciales y la propagacion de las
mismas, por parte de la aplicacion de cargas externa, contribuyen al comportamiento no
lineal del concreto.
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Los fenomenos de fractura alteran principalmente el comportamiento del concreto en el
rango de esfuerzos de tensidon. En este rango, el concreto tiene una resistencia mucho menor
que en el rango de compresion, esto debido a que la interface entre el agregado y la pasta de
cemento presenta una baja trasferencia de esfuerzos. La curva esfuerzo deformaciéon del
concreto tiene la forma que muestra la Figura 3-1.
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Figura 3-1: Curvas esfuerzo — deformacion del concreto simple. a) Rango de compresion uniaxial

b) Rango de tension uniaxial. (Peterson 1981).
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En la parte a) de esta figura se presenta una curva tipica esfuerzo deformacion del
concreto sometido a esfuerzos de compresion. Al inicio de un proceso de carga, se observa
que en un rango de esfuerzo menor al 30% del esfuerzo de fluencia gy, se presenta un
comportamiento elastico lineal. En este nivel de esfuerzos las fisuras presentes en el
concreto permanecen sin cambios representativos.

Al aumentar el nivel de esfuerzo, se pierde la linealidad. Para un nivel de esfuerzo entre
el 30% y el 75% del esfuerzo de fluencia, las fisuras aumentan en nimero, longitud y
abertura. (Chen y Han 2007).

Al incrementar ain mas el nivel de esfuerzo, el proceso de fisuracidn continiia pero
ahora en una etapa en la cual se torna inestable. En esta etapa se hace mas evidente el
comportamiento no lineal. Después de superar el esfuerzo de fluencia, se presenta una etapa
de ablandamiento.

En la parte b) de la misma figura, se muestra la curva esfuerzo deformacion pero para el
rango de tensién uniaxial. En este rango, el esfuerzo de fluencia es considerablemente
menor que en el rango de compresion, siendo del orden del 10%.

En el rango de tensidn, al cargar el material, también se observa un comportamiento
inicialmente eléstico lineal y posteriormente una etapa no lineal. EI comportamiento en
tension se puede dividir en dos etapas, la primera, una etapa fuera de la zona de fractura y
la segunda, en la zona de fractura.

En la primera etapa, el material se puede cargar y descargar sin que se presenten fisuras
considerables pero se presentan deformaciones permanentes. Si se supera esta etapa, se
presentaran fisuras que generaran una rapida pérdida de resistencia. (Peterson 1981).

El modelo que se implementa en esta tesis no permite tener en cuenta los procesos de
fractura, es por esto que en el rango de tension, se considera plasticidad perfecta para
representar el comportamiento unicamente en la zona sin fractura de la curva esfuerzo —
deformacion.

3.2. Modelos de plasticidad para el concreto

Los modelos de plasticidad para representar el comportamiento del concreto se enmarcan
en un analisis mecdnico macroscopico. La teoria de la plasticidad clasica fue formulada
inicialmente para metales, en donde el comportamiento es diferente al concreto. Sin
embargo, desde un punto de vista macroscopico, los metales poseen caracteristicas
similares al concreto, especialmente en el rango previo al colapso. (Chen y Han 2007).

Por ejemplo, el concreto exhibe un comportamiento no lineal durante el proceso de
carga y presenta una deformacion irreversible luego de ser retirada la carga. Especialmente
en el rango de compresion triaxial o biaxial, este material presenta un comportamiento de
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naturaleza ductil. Estas caracteristicas pueden ser modeladas mediante la teoria de la
plasticidad. (Chen y Han 2007).

3.2.1. Modelo de Ottosen

Este modelo, formulado por Ottosen, establece que la superficie de fluencia del
concreto en el espacio de los esfuerzos principales es de la forma:

fU)2,0) =al,' + AV + by —1=0 (3-1
Donde:
, 11 01 + () + O3
11 =
Oyc Oyc
r_ J2 _ 1 2 2 2
]2—_—6 [(o1 — 02)° + (01 — 03)° + (07 — 03)°]
Oye  O0yc (3-2)
1
k, cos [§ cos 1(k, cos(39))] para cos(36) =0
1=

1
k, cos [% —3 cos Y(—k, cos(39))] para cos(36) <0

Los cuatro parametros adimensionales a,b,k; y k, son determinados a partir de
ensayos experimentales. Se requieren ensayos uniaxiales para determinar el esfuerzo de
fluencia en compresion y en tension pura. Adicionalmente son necesarios ensayos biaxiales
y triaxiales para determinar el umbral de fluencia correspondiente a estos estados de
esfuerzo. (Chen y Han 2007).

La Ecuacion (3-1) define una superficie compuesta de meridianos curvos con seccion
no circular en los planos desviadores. (Chen y Han 2007). Este modelo tiene la capacidad
de representar otros modelos en casos particulares y dependiendo de los valores que tomen
los parametros.

Si a=b =0y A constante, se obtiene la superficie de fluencia del modelo de Von
Mises. En otro caso si a = 0,b # 0 y A constante, se obtiene la superficie de fluencia del
modelo de Druker — Prager.

Para usar este modelo se requieren 4 parametros que pueden ser medidos en ensayos de
laboratorio. Los parametros obtenidos experimentalmente para reproducir el
comportamiento del concreto son:
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Tabla 3-1: Parametros para el modelo, (Ottosen 1977)

Oyc/ Oyt a b k4 k;,
0.08 1.8076 4.0962 14.4863 0.9914
0.10 1.2759 3.1962 11.7365 0.9801
0.12 0.9218 2.5969 9.9110 0.9647

Los valores de I; y J, representan el primer invariante del estado de esfuerzos y el
segundo invariante del estado de esfuerzos desviador respectivamente.

El angulo 6 especifica el meridiano de la superficie de fluencia dependiendo del rango
en el cual se encuentra el estado de esfuerzos asi:

30°—>  Meridiano de cortante (p) (3-3)

0° -  Meridiano de tension (p;)
o = {
60°—  Meridiano de compresion (p.)

El 4ngulo 6 se representa graficamente en un plano desviador asi:

Figura 3-2: Seccion de la superficie de fluencia en un plano desviador. (Chen y Han 2007)

Este modelo representa el comportamiento del concreto en buena medida y bajo un gran
rango de combinaciones de esfuerzo, sin embargo la funcién A un tanto complicada de
obtener.
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Figura 3-3: Modelo de Ottosen vs. resultados experimentales, (Chen y Han 2007)

En la Figura 3-3 se muestran los meridianos de compresion y tensiéon del modelo
numérico de Ottosen y se comparan con resultados experimentales. En la misma grafica se
estdn mostrando los datos para ensayos en compresion y en tension. El meridiano de
compresion se estd comparando con datos experimentales obtenidos por (Balmer 1949)
mostrados con circulos sin relleno. Tambien se compara el meridiano de compresion y de
tension con datos experimentales obtenidos por (Richart, Brandtzacg y Brown 1928)
mostrados en circulos rellenos y cuadrados respectivamente.

3.2.2. Modelo de Hsieh — Ting — Chen

Este modelo cuenta con la misma funcién de fluencia propuesta por (Ottosen 1977) en
términos de cuatro pardmetros y utiliza un factor 4 mas facil de evaluar. Hsieh y otros
proponen un factor A de la forma:
A(0) = bcos(B) + ¢
|6] < 60°
Al reemplazar la expresion anterior en la funcion de fluencia del modelo de (Ottosen

1977), ecuacion (3-1) y usando las coordenadas de Haing-Westergaard (Chen y Han 2007),
se tiene que la funcién de fluencia es igual a:

f(&p,8)=ap?+(bcos(@)+c)p+dé—1=0

(3-4)

(3-5)
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Donde a, b, c y d son constantes del material (Hsieh, Ting y Chen 1982). La ecuaciéon
(3-5), se puede reescribir de la forma:

Al,+ Bl +Coy +DI; —1=0 (3-6)

La relacién entre los pardmetros a, b,c y d y los pardmetros A, B,C y D de la ecuacion
anterior es:

4 b 2c

a== _ |~
2 3 (3-7)
B b

c_ﬁ d—\/§(D+ﬁ>

A partir de los valores experimentales de A,B,C y D se derivan las magnitudes de
a,b,cyd . Los datos obtenidos experimentalmente se muestran en la Tabla 3-2.

Tabla 3-2: Parametros para el modelo, (Hsieh, Ting y Chen 1982)
A B C D

2.0108 0.9714 9.1412 0.2312

En la Figura 3-4 se compara el modelo de (Hsieh, Ting y Chen 1982) con resultados
experimentales. En la misma grafica se estdn mostrando resultados para ensayos de
compresion y de tension graficados en un plano de esfuerzos octaédricos normalizados.

Toct
&
2.8
Meridiano de compresién §:=60°
20—
g0°
5_
Criterio de falla
0}
Meridiano de tensién
25
y L1 111 ) g Toct
0 -05 -1.0 =-1.5 -2.0 -25 -30 -35 -40 Oy

Figura 3-4: Modelo de Hsieh — Ting — Chen con resultados experimentales, (Chen y Han 2007)
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En la Figura 3-5 se muestra la superficie de fluencia pero vista en un plano desviador,
donde se observa que sus derivadas no son continuas debido a la existencia de vértices.

Esto complica el proceso de convergencia en un andlisis no lineal que use este modelo.
01

Oye

Figura 3-5: Modelo de Hsieh — Ting — Chen en un plano desviador, (Chen y Han 2007)

3.2.3. Modelo de William — Warnke

Este es un modelo constitutivo de cinco pardmetros que resuelve el problema de los vértices
en la superficie de fluencia que presenta el modelo de (Hsieh, Ting y Chen 1982). Este
modelo estad definido por meridianos de tensién y compresion dados por parabolas
cuadraticas para tension y compresion respectivamente, de la forma:

Om = Qg + a1p; + azp;”

(3-8)
Om = by + byp. + bzpcz
Donde:
I
Om = 30,0 (3-9)

pc Y py son componentes de esfuerzo perpendiculares al eje hidrostatico con 6 = 0° y
6 = 60° respectivamente. Los pardmetros ag, a4, a,, by, b; y b, son constantes del material
obtenidas mediante ensayos experimentales. Todos los esfuerzos estdn normalizados al ser
divididos entre o,.. En la Figura 3-6 se muestra el meridiano de compresion y de tension
de la superficie de fluencia en el modelo de (William y Warnke 1975) y los resultados
experimentales obtenidos por Ottosen y Mills.
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Figura 3-6: Modelo de William y Warnke, (Chen y Han 2007)

Para determinar los cinco pardmetros se requieren ensayos de laboratorio como en los
modelos anteriores (Chen y Han 2007). Los valores para estos parametros para un concreto
tipico se muestran en la Tabla 3-3.

Tabla 3-3: Parametros para el modelo de (William y Warnke 1975)
Qo a, a b, by
0.1025 -0.8403 -0.0910 -0.4507 -0.1018
En el modelo de (William y Warnke 1975), la superficie de fluencia vista en un plano

desviador, tiene bordes redondeados que hacen que su derivada sea continua. En la Figura
3-7 se observa esta condicion.



34

Figura 3-7: Modelo de William y Warnke en un plano desviador, (Chen y Han 2007)

3.2.4.  Modelo de Hsuan-Teh Hu y William C. Schnobrich

Este es un modelo de plasticidad no asociada para representar el comportamiento del
concreto en un estado plano de esfuerzos y utiliza los resultados experimentales de (Kupfer,
Hilsdorf y Rusch 1969) para calibrar sus ecuaciones.

En el Capitulo 4 se analiza este modelo en detalle, el cual es implementado en los
capitulos siguientes.

3.2.5. Otros modelos

Existen otros modelos que usan la teoria de la plasticidad para representar el
comportamiento del concreto simple. Entre otros, se encuentran los siguientes modelos que
fueron investigados en este trabajo:

* Modelo constitutivo con plano de rotacién activo y esfuerzo real de (Zubelewicz

1983) y (Bazant 1983).

* Modelo pléstico para el concreto en esfuerzo plano de (Winnicki y Cichon 1993).

* Modelo de (Voyiadjis y Abulebdeh 1993).

* Modelo de plasticidad de (Zaman, Najjar y Faruque 1993).



Capitulo 4
Formulacion del modelo constitutivo

El modelo seleccionado es el formulado por Hsuan-Teh Hu y William C. Schnobrich en
(Hu y Schnobrich 1989) el cual es un modelo de plasticidad no asociada independiente del
tiempo para el concreto simple, en estado plano de esfuerzos.

Este capitulo presenta la formulacion del modelo de plasticidad seleccionado para su
posterior implementacidn con el método de los elementos finitos. También se presentan las
modificaciones realizadas al modelo en esta tesis.

4.1. Preliminares

Los ensayos practicados al concreto demuestran que se presentan deformaciones que son
recuperables y deformaciones que son permanentes. Las deformaciones recuperables se han
representado usando modelos elasticos y las no recuperables por medio de modelos de
plasticidad.

Inicialmente los modelos usados fueron de plasticidad perfecta pero posteriormente se
usaron modelos de plasticidad con endurecimiento — ablandamiento, logrando de esta
manera una representacion mas general y aproximada. (Hu y Schnobrich 1989).

Para explicar el modelo elasto — plastico con endurecimiento — ablandamiento, varios
conceptos deben ser definidos previamente:

* Dominio eléstico. Es el conjunto de todos los estados de esfuerzos para los
cuales el comportamiento del material es eléstico.

» Superficie de fluencia. Es el limite o contorno del dominio elastico.

* Funcidn de fluencia. Es la expresion mediante la cual se define la superficie de
fluencia inicial y las subsecuentes para cada estado de esfuerzo.

* Leyes de endurecimiento — ablandamiento. Definen el tamafio de las superficies
de fluencia subsecuentes en los procesos de carga plastica. El tamafio de la
superficie de fluencia en este modelo serd descrito mediante endurecimiento
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isétropo, despreciando el efecto Bauschinger o endurecimiento cinematico, lo
cual, en un proceso de carga mono tonico del concreto resulta adecuado.

* Reglas de flujo. Determinan la evolucidn de las deformaciones plasticas.

* Curva equivalente uniaxial de esfuerzo — deformacion.

*  Moddulo de endurecimiento — ablandamiento plastico.

* Ecuaciones constitutivas para el concreto.

A continuacion se desarrollara en detalle cada uno de estos conceptos para el modelo
seleccionado.

4.2. Funcidn de fluencia

Las superficies de fluencia inicial y las subsiguientes se deben expresar mediante la misma
ecuacion general. La funcion de fluencia f (o, ) esta compuesta por dos partes, la primera
es funcion escalar F(o) del tensor de esfuerzos ¢ y la segunda es un pardmetro de
endurecimiento — ablandamiento escalar ¢ denominado esfuerzo uniaxial equivalente. La
funcion F(o) recibe el nombre de funciéon de carga y el pardmetro & es un valor de
comparacion. Un estado de esfuerzos o es elastico si:

fl,0) =F(6)—d <0 (4-1)

En el momento en el cual el valor de la funcion F(o) sea igual a &, la fluencia tendra
lugar.

Las componentes del tensor de esfuerzos o en un estado plano de esfuerzos y en
notacion de Voigt, se pueden expresar como una matriz columna de la forma:

{0} ={0x Oy Txy}T (4-2)

El esfuerzo uniaxial equivalente & es funcion de la historia de carga del material y sus
propiedades de endurecimiento — ablandamiento.

En este modelo la funcién de fluencia utilizada es la propuesta por (Hand, Pecknold y
Schnobirch 1972) y modificada por (Hu y Schnobrich 1989). f(a,d) esta definida en tres
rangos diferentes segin el tensor de esfuerzos: Compresidn — compresion (compresion
biaxial), tensidn — compresion y tension — tension (tension biaxial).

La funcién de fluencia se puede representar graficamente en el espacio de los esfuerzos
principales donde se definen los estados de esfuerzos de tension biaxial en el primer
cuadrante, compresion biaxial en el tercer cuadrante y tension — compresion en los
cuadrantes dos y cuatro.

La funcidon de fluencia en los tres rangos es producto de la experimentacion y fue
formulada especificamente para representar el comportamiento del concreto simple.
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En la Figura 4-1 se muestra la superficie de fluencia del modelo implementado y se
compara con la superficie de fluencia obtenida experimentalmente por (Kupfer, Hilsdorf y
Rusch 1969).

[} »——=x [}, =190 kp/cm? (2700 psi)

+ B35 kplem (Us0ps)
14 o——s [Ip=590kp/cm? (8350 psi) [
20! 2; Po

-0.8

-1.0

= Compresion biaxial = f----r--------5------ === T 1
7 7 30 ¥5cm(2in)
' ] (79in)

-1.2

1.4 * &

a) Modelo implementado (Hu y Schnobrich 1989) b) Experimental (Kupfer, Hilsdorf y Rusch 1969)

Figura 4-1: Superficie de fluencia

La superficie de fluencia mostrada en la figura Figura 4-1a) corresponde a la superficie
de fluencia inicial, del material virgen, es decir sin ningin proceso de carga plastica previo.

Una vez se presenten procesos de carga en el rango plastico, la superficie de fluencia se
ve alterada debido a que G se actualiza y en el caso de este modelo, disminuye debido al
ablandamiento (en los rangos de compresion biaxial y tension — compresion, en tension
biaxial no hay alteracion debido a que se considera plasticidad perfecta.). Esto implica que
las superficies de fluencia posteriores a un proceso de carga plastica seran mas reducidas
para los rangos de compresidn biaxial y tension compresion.

Enla b)

Figura 4-2 se muestra la evolucion de la superficie de fluencia, ndtese que la parte de
tension biaxial no sufre alteracion. En la parte a) de esta figura se representa la superficie
de fluencia y su evolucidn en el espacio de los esfuerzos principales. Adicionalmente en la
parte b) se muestra el esfuerzo uniaxial equivalente. El ablandamiento que presentan las
curvas 1 y 2 se manifiesta en la contraccidon que se observa en la superficie de fluencia. La
curva 3 corresponde a un modelo de plasticidad perfecta, por este motivo, la superficie de
fluencia en la parte de tensidn biaxial, no sufre ni expansion ni contraccion.
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0.0
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038
L0 (@ Compresién biaxial
(2) Tensién - compresién
(3) Tensién biaxial
1.2 L J
-0.020 0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005
£
a) b)

Figura 4-2: Evolucion de la superficie de fluencia. a) Representacion en el espacio de los esfuerzos
principales. b) representacion por medio del esfuerzo uniaxial equivalente.

4.2.1. Funcion de fluencia en tension biaxial

El modelo considera que no existe evolucion de la superficie de fluencia en el rango de
tension biaxial, es decir que la relacion esfuerzo deformacion exhibe plasticidad perfecta.

Al no existir evoluciéon de la superficie de fluencia, el valor de comparacion es fijo y
corresponde al esfuerzo maximo en compresion del concreto & = gy

Para g; > 0y 0, > 0, la superficie de fluencia se define como:

f=Cl(3 1+ a) 5(1—0{)

ﬁ. . Toct T > . . O'm> — Oy¢ <0 (4-3)

Donde:

) 02)?
C; =1-0.4019 (—) +0.008913 (—)
01 01
(4-4)
o, > 0, Esfuerzos en la base principal
(Estado plano de esfuerzos).
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1 .
- _ Esfuerzo medio (Estado plano de
Tm 3 (01 +02) esfuerzos).

V2

_ Ve, 2 _ 2
Toct = 3 \/01 010, + 0,

Esfuerzo cortante octaédrico
(Estado plano de esfuerzos).

Relacidn entre el esfuerzo de

_ Oyt fluencia en tension y en
TG c compresion. Se recomienda usar
Y a = 0.09 (Hu y Schnobrich
1989)
4.2.2. Funcion de fluencia en tension — compresion

Para el caso de tension — compresion donde o; > 0y g, < 0, el modelo considera
ablandamiento durante la carga pléstica y la funcién de fluencia en este caso se define

comao:
3 (1+a) 3 (1—-a) _
R e e R R (4-5)
Donde:
( 02 02\? a2\3 . 01
J 1—-0.02886 (J—) — 0.006657 (U—) —0.0002443 (J—) Si —oo < P < —0.103
€= 10 012 o1\3 ' i o (4-6)
' 1+ 6.339 (—1) + 68.82 (—1) +183.8 (—1> si —0.103<—<0
k 02 ) 0, )
4.2.3. Funcién de fluencia en compresion biaxial

Para el caso de compresion biaxial, donde o; < 0y o, <0, el modelo considera
ablandamiento durante la carga pléastica. La funcidén de fluencia en este caso se define
como:

3 26-1 -1
f=GC (ﬁ'(ﬁ)‘%roctﬁ'g(ﬁﬁ_)o—m) -0=<0 (4-7)

Donde:
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01 01\?
C; =1+ 0.05848 (—) —0.05848 (—)
03 03

(4-8)

B = 1.16 (Hu y Schnobrich 1989)

4.3.  Reglas de flyjo

Las componentes del tensor de deformacién total &, pueden expresarse de forma matricial
en notacion de Voigt de la siguiente manera:

{e}={& & &)t (4-9)

La cual se puede descomponer en la parte elastica {€}, y la parte plastica {¢},, al igual
que su incremento diferencial d{e}, y d{e},, de la forma:

{e} = {e}e +{c}p

(4-10)

die} = die}e + die}

Sea la funcion de potencial plastico de la forma:
g(e,6) =G(6)—a =0 (4-11)

El incremento diferencial de la deformacion plastica d{e}, se expresa como:
dg oG

——=dy——

0{o} 0{o}

Donde dy es el incremento diferencial del multiplicador plastico. Esta es una variable

die}, = dy (4-12)

que lleva consigo la historia de carga del material.

El gradiente de la superficie potencial % define la direccion del incremento del vector

de deformacion plastica {e},, y la magnitud es definida por el multiplicador pléstico y.

. d . . .
Debido a que el vector F}gf} en normal a la superficie potencial, el incremento en el

vector de la deformacion plastica es también normal a la funcién de potencial pléstico g.
Esta condicion se denomina Ley de Normalidad.
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Un caso particular de plasticidad resulta cuando g = f, caso que es llamado plasticidad
con regla de flujo asociada. El modelo seleccionado para implementar, posee una regla de
flujo no asociada, por lo tanto g # f.

Una regla se flujo asociada satisface los postulados de (Drucker 1950), (Drucker 1951)
sobre estabilidad local material, sin embargo se ha encontrado que no satisface en gran
medida muchos resultados experimentales, es por eso que se prefiere una regla de flujo no
asociada.

Por otra parte usar una regla de flujo no asociada, viola los postulados mencionados, sin
embargo aunque estos postulados proporcionan suficientes condiciones de estabilidad, se
ha sugerido que no son condiciones estrictamente necesarias. (Mroz 1963).

Adicionalmente el uso de una regla de flujo no asociada permite obtener resultados
numéricos acordes con resultados experimentales.

En este modelo se usan las reglas de flujo asociado y no asociado para formular las
ecuaciones constitutivas para el concreto.

Para la regla de flujo no asociada, se utiliza la funciéon de Von Misses, de la forma:

3 _
g(o,0) = ﬁfoct —a=0 (4-13)
4.4.  Curva uniaxial equivalente esfuerzo — deformacion

Cuando la plastificacion ocurre se requiere un parametro que guie la expansion o
contraccion de la superficie de fluencia en los rangos de compresion biaxial y tension —
compresion. La relacidn tensorial entre las tasas del esfuerzo y deformacion = C: & esta
asociada con la relacidon unidimensional entre el esfuerzo y la deformacién equivalentes
a ().

Esta relacion escalar varia dependiendo de la relacion entre esfuerzos principales de la
forma:

_ E.&

0= - — 2 —.3
g 5 5 (4-14)

1+ R+R: -2 (5)-@R-D(F) +r(F)
Donde:
R = w — i Razén de relacion.
(Re - 1) Rs (4 15)
E.
Ry Razén modular.

T
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Oyc ,
Ro‘ = Razon de esfuerzos.
0,
f
&
R, =— Razon de deformaciones.
Ex
0.
yc ,
Ey=— Moédulo secante.
Es
Deformacion correspondiente a 0, en la curva
& = Q& . ) e
uniaxial equivalente esfuerzo deformacion
Deformacion correspondiente a 0, en un ensayo
& . L ye
de compresion uniaxial.
E c Moédulo de elasticidad inicial.

Maximo esfuerzo y su deformacion
O &f correspondiente en la curva uniaxial equivalente
esfuerzo deformacion.

La variable ¢ se definio para lograr que la curva uniaxial equivalente esfuerzo
deformacion sea unica sin importar la relacion entre los esfuerzos principales 0;/0,. La
variable ¢ se define como:

Para estados de esfuerzos de tension — compresion, es decir g; > 0y g, < 0 se tiene:

si —o0o <& < —0.103:
g2

%)

01

2 0,\3
> + 0.0000134 (0_—) l (4-16)
1

o. o. o
q=-2+ (1 - ) 0.001231 (—2) +0.001469 (
E.&, E.& o1

si: —0.103 < % <0:

2

o o o o1\? g1\’
q==2+ <1 _ e ) 1+ 13.96 (—1> +59.21 (—1) + 69.24 (—1) (4-17)
ECEO ECSO () () 0,

Para el caso de compresion biaxial, es decir 0y < 0y g, < 0:

Oye ( Oyc ) (01) (01)2
= +(1-— 1+1.782|—)+ 0.5936(— -
1 E g E & 02 02 (+19)
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Por otra parte, medir experimentalmente los valores de or y & es bastante complejo,
debido a que la rama descendiente de la curva es fuertemente dependiente del ensayo, por
lo que se propone usar valores para R, y R, indicados en la siguiente tabla:

Variable (Darwin y Pecknold 1974) (Elwi y Murray 1979)
R, 5 4
R, 4 4

Para esta tesis se usaron los valores de R, y R, propuestos por (Elwi y Murray 1979).
El modulo tangente uniaxial se puede obtener al derivar la ecuacién (4-14) con respecto
a la deformacion uniaxial equivalente:

L _do E. [1 +(2R-1) (85)2 —2R (85)3]
=49

d - 1+ G+ R -2 () - k-1 (E) +r ()]

(4-19)

En la Figura 4-3 se muestran graficamente la relacion uniaxial equivalente entre el
esfuerzo y la deformacion, para estados de esfuerzos de compresion biaxial y tension —
compresion.

\
|
\
\
|
£. € €
Figura 4-3: Curva uniaxial equivalente esfuerzo — deformacion para compresién biaxial y tensidn —

compresion.

El modelo considera una primera fase de comportamiento eldstico no lineal y superado
el limite elastico, un comportamiento plastico no lineal. En esta tesis el modelo fue
modificado consistentemente en conservar una relacion lineal del comportamiento eléstico.

Dicha modificacion se explicara en detalle en el Capitulo 5 de implementacion.



En la Figura 4-4 se muestran las curvas uniaxiales esfuerzo — deformacién equivalente,
para los rangos de compresion biaxial y tensidn — compresion, variando la relacidn entre los

esfuerzos principales.

Para los rangos de compresion biaxial y tensidn — compresion, la relacion entre los
esfuerzos principales modifica el comportamiento de estas curvas, para el caso de tension
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biaxial la curva es Unica y representa un comportamiento de plasticidad perfecta.

‘<Q|Q|
(2}

1.20

1.00 -

0.80 o

0.60 44

0.20 +

T e

| £ =0.0022

| E. =20,000,000KN/
®oy/0,=—1/-1

@0/, =-0.75/-1

®0,/0, =—0.50/-1

@a,/0, =—0.25/-1

®ay/a, =0/-1

0.00 ;

0.000

0.010 0.015

5

a) Compresion — compresion

£o = 0.0022
E, =20,000,000kN/

@oy/0,=1/-1
®@u0,/0,=0.05/-1

®a,/0,=0/-1
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Figura 4-4: Curva uniaxial equivalente esfuerzo — deformacion del modelo implementado.

0.020
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Con el fin de conservar la estabilidad numérica del modelo, se considera que el
comportamiento del concreto en tension biaxial después del régimen elastico, es plastico
perfecto. En el Capitulo 3 se indicd que en este rango, el concreto presenta una rapida
reduccion del esfuerzo en la zona de fractura, lo que el modelo representa es el

comportamiento hasta antes de iniciarse la fractura.

4.5.  Modulo de endurecimiento plastico

Una vez construida la curva de esfuerzo — deformacion uniaxial equivalente se requiere
definir un moédulo de endurecimiento plastico H que determine el tamafio de la superficie

de fluencia, de la forma:

Donde:

d¢ = d&, + dg,

dé = dg, + d,

Dividiendo las expresiones anteriores se obtiene una expresion para el modulo de

endurecimiento plastico:

_dg
de,

Incremento de la deformacion equivalente uniaxial
y sus componentes elastica y plastica.

Incremento del esfuerzo equivalente uniaxial y sus

componentes elastica y plastica.

deé _de, dg

dé  do, da,
1 1 1
E, E. H
y = Lk

" E.—E,

(4-20)

(4-21)

(4-22)
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4.6.  Ecuaciones constitutivas para el concreto

Una vez se cuenta con una regla de endurecimiento y una funcidon de fluencia, las
relaciones esfuerzo — deformacion incrementales basadas en las reglas de flujo son
aplicadas a un modelo material. Las ecuaciones constitutivas se pueden obtener a partir del
modulo de endurecimiento plastico.
Al derivar la funcion de fluencia con respecto al tensor de esfuerzos se obtiene:
f(e,0) =0
of of do (4-23)
df = —d{c}T + =————dg, =0
f o{o} to} dgde, P

De la teoria de la elasticidad, el incremento de esfuerzo puede ser relacionado con el
incremento de la deformacidn por medio de la ley generalizada de Hooke:

d{o}" = [Cl.d{e}} = [Cl.(d{e}T — dfe}}) (4-24)
En donde:
1 v 0
E,
cle=7=" * 12, (4-25)
0 O >

En donde v es la relacion de Poisson para el concreto. Substituyendo la ecuacion (4-20)
y (4-24) en la (4-23), se obtiene:

of T T of - _
707 [Cle(dle)” — de}}) + 5 Halg, = 0 (4-26)
Substituyendo la ecuacion (4-12) y g—; = —1 en la ecuacion (4-26) se obtiene:
oF G
- T _ _ = _ i
a03 Cle (d{s} dy - {G}T> Hd&, =0 (4-27)

El trabajo realizado durante la deformacidn plastica se puede escribir como:
dW, = Gd&, = {o}d{e}; (4-28)

Reescribiendo la ecuacion (4-28) y despejando el incremento de la deformacion plastica
equivalente se tiene:

0G
_{oyateyy Do 6 (4-29)

de. dy —
& i g Vs
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De la ecuacion (4-29) se despeja el incremento del multiplicador plastico:

[Cledf{e}"
_ 0{ }
dV‘HG+ OF (o 3G (4-30)
0{c} "¢ 0{0}T

Finalmente al sustituir la ecuacion (4-30) en (4-24) se obtiene la ecuacidon constitutiva
incremental para el concreto simple:

d{o}" = [Clepd{e}! = ([C]. — [C],)d{e}” (4-31)
donde:
G OF
_ [C]e 0{0‘}76{0'} [C]
€y =——3F G (4-32)
"5+ 503 Cle 50077

Por ser un modelo de plasticidad no asociada, la funcidén G es diferente de la funcién F,
lo que genera que el tensor constitutivo elasto plastico escrito en forma matricial, resulte en
una matriz no simétrica, esto a su vez implica que el solucionador usado para resolver el
sistema de ecuaciones a nivel de la estructura, sea no simétrico.

En el modelo implementado se usard un solucionador no simétrico, aunque existe una
manera de simetrizar el tensor, se optd por dejarlo como se expresa en las ecuaciones (4-31)
y (4-32).

En la ecuacion (4-32) se muestra el tensor constitutivo plastico escrito en forma
matricial, estd ademas en funcidn de las derivadas de las funciones G y F' con respecto al
tensor de esfuerzos. Se requiere entonces calcular las derivadas mencionadas para obtener
este tensor y posteriormente obtener el tensor constitutivo elastoplastico.
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A continuacion se muestran las Derivadas de la funciéon F con respecto al tensor de
esfuerzos en la base principal:
* Derivadas de la funcion F para tension biaxial:

oF 1 {[ oy
— =—1|1-0.4019 (—)
do; «a 0y

05\? 1 1
+ 0.008913 <0—2> l [(1 + a) > (0,2 — 0y0, + 0,%)2(20;, — 0,)
1
+ (- a)]

[0.401902
0,2

+2(0.008913) (Z—j) (— %)] 1+ @)orT—ar0, + 02

1

+(1-a)(oy + 02)]}

(4-33)
oF 1 {l 0,
—=—4|1—-0.4019 (—)
60-2 a 01

0,\2 1 1
+0.008913 (0—2) l [(1 +a)5 (0% = 010, + 0,°) 2(= 0y + 20,)
1

+(1—a’)]

1
+ [—0.4019 (—)
01

+ 2(0.008913) (Z—i) (all)] [(1 + a)\Jo,2 — 010, + 0,2

+(1—a)(oy + 0'2)]}
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* Derivadas de la funcion F para tensidn — compresion si —oo < % < —0.103:
2

oF 1 () () 2
—=—1[1+0.02886 (—) — 0.006657 (—)
do; 2a

(2] 0,

0,\3 1 1
— 0.0002443 (0—2) l [(1 +a)5 (0% = 010, + 0,°) 2(20, — 0,)
1
+(1- a)]
O O O-
+ [0.02886 —= +2(0.006657) (—2) (— —22)
04 04 04
05\ 2 o
—3(0.0002443) (—2) (— —Zz)l |+ )2 = 010, + 077
01 01

+(1-a)(oy + 02)]}

(4-34)
oF 1 o, 05\?
— =—1|1+0.02886 (—) —0.006657 (—)
do, 2a 01 01

05\3 1 1
— 0.0002443 <0_2> l [(1 + )3 (01> = 0103 + 0,°) 2(—0 + 20)
1

+ (1 —a)]

1 o5\ 1
+ [—0.02886— — 2(0.006657) (—)—
07 01/ 071

— 3(0.0002443) (Z—j) (Ui)] [(1 + a)\/alz — 0,0, + 0,2

1

+(1-a)(oy + 02)]}



oF

90y

oF
do,

Derivadas de la funcidn F para tension — compresion si —0.103 < ? <0:
2

1 2
=—{I1 6339( )+6883< >
2a ()] 0'2

+ 183. 8 l [(1 + a) (6,2 — 0y0, + 0,%)” 2(201 —0y)

+ (1 —oc)]

l6 339 ( ! ) +2(68.83) (02) (aiz)

+3(183.8) (—1 — l |+ a)orZ = 010, + 07
02 03

+(1-a)(oy + 02)]}

1 2
—=—{l1 6339( )+6883( )
2a op) %)

+1838( )H(1+a) (012 — 010, + 0,%)” 2( o, + 20,)

+(1—a)“ 6339( - )+2(6883)( 2)(—%)

+3(183.8) (0_:)2 (— ;—1)1 (1 + o2 = ara; + 052

2

+(1-a)(oy + 02)]}

50

(4-35)
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* Derivadas de la funcion F para compresion biaxial:

oF _1 1+005848< >
601 B 05

1
- 0. 05848 (012 — 0,0, + 0,2)2(20, — 03)

l l(Zﬁ’ - 1)
voon]

1
[O 05848 ( )
)

— 2(0.05848) ( )] |28 - Do, 7= 10, + 0,2

+ (B —1)(oy + crz)]}

(4-36)
oF _1 1+ 0.05848 ( )
602 ,8 05

1
- 0. 05848 (012 — 010, + 0,2)"2(20, — 07)

l l(Zﬁ - 1)
voon]

07
+ [—0.05848 (—2)

03

+2(0.05848) ( )l (26 - DVaZ =010, + 0,2

+ (B —1)(oy + az>]}
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Finalmente se ordena el vector resultante para cada uno de los casos:

OF

(.
Iaa |
6{0} {G_F} (4-37)
do,
Uo’)

Ahora corresponde calcular las derivadas de la funcién G con respecto al tensor de
esfuerzos en la base principal

* Derivadas de la funcion G para todos los casos:

aG 1 _1
T = 5(012 — 0,0, + 0,%)72(20; — ;)

doy
(4-38)
0G 1 1
— == (01% — 010, + 0,%) 2(—0y + 20,)
60'2 2
Finalmente se ordena el vector resultante con las derivadas de la funcién G:
(0G
aG I 00'1 I
m = {G_G} (4-39)
60_2
o™

Originalmente el modelo planteado esta escrito de forma explicita, lo cual no permite la
verificacion del equilibrio a nivel de la estructura. Al realizar la implementacion de este
modelo en el programa de elementos finitos, se usé la teoria expuesta en la formulacion,
pero en forma implicita y de manera iterativa, para asegurar que el equilibrio se cumpla.

Para efectuar esto, se requiere calcular un vector N, en cual estd en funcion de las
derivadas de la funcion de fluencia pero con respecto al tensor de esfuerzo en una base
cualquiera y no en principales como las calculadas anteriormente. El calculo del vector N se
muestra en detalle en el Capitulo S, por ahora se calculardn las derivadas.

( OF
da,

oF
N = 3, > (4-40)
oF

Kao-ny

Usando la regla de la cadena, los términos del vector N se pueden expresar como:
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( OF do; OF 00, Y
do, 0oy, * do, do,
0F do; OF 0o,
N'=1 doy doy, + do, doy, ( (4-41)
0F 0o, OF 0o,

\001 00y, 00, 00y

Donde:

(4-42)

(ay, ny)

o to, 1 2
01=%+E\/(0x—0y) + 402,

oxto, 1 2
0= —E\/(O'x—O'y) + 40,

Las derivadas de F con respecto al tensor de esfuerzos en la base principal ya se
calcularon anteriormente, a continuacion se muestran las derivadas del tensor en base

principal con respecto al tensor en la base general:
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Z_:i =3 +5 (-0 + 40, O, g
g%i = % B % :(O-x — ay)z + 40,?3,: @) (0y —0y)
2_2; - % - % (0= 0y)" +402, @ (05— 3,)
(OO ) R TS .
:::y =2|(0x—0y)" + 4a,§y]_(%) oy
;;izy =2 [(Ux ~q,) + 40,33,]_(%) Oy

Adicionalmente, no se usara la expresion (4-30) para el célculo del incremento en el
multiplicador plastico dy. En lugar de esto se desarrolla un proceso iterativo que garantiza
que el valor encontrado para dy satisface la condicién f(...,dy, ...) = 0.

La expresion (4-29) para el calculo del incremento en la deformacion plastica
equivalente uniaxial también serd modificada segun (de Souza Neto, Peric y Owen,
Computational Methods for Plasticity 2008).

En el Capitulo 5 de implementacion con elementos finitos se explicard en detalle el
procedimiento y el orden de los calculos asi como la actualizacion de las variables
histdricas del material (Algoritmo de integracion).



