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T́ıtulo en español

SIMULACION DE UN GENERADOR DE IMPULSOS TIPO ROMAN POR
EL METODO DE LATTICE BOLTZMANN

Title in English

SIMULATION OF A PULSE GENERATOR TYPE ROMAN THE MET-
HOD OF LATTICE BOLTZMANN

Resumen: Los modelos de lattice Boltzmann son alternativas novedosas para la simu-
lación de ecuaciones diferenciales que han sido extendidas recientemente a la simulación
de campos electromagnéticos. Estos modelos han probado ser rápidos y eficientes en la
simulación de situaciones electromagnéticas sencillas. Por su parte, los generadores de
impulso son dispositivos eléctricos de mucho interés práctico que se prestan perfecta-
mente para la simulación de campos electromagnéticos en el dominio del tiempo. Esta
trabajo tiene como objetivo utilizar el modelo de lattice Boltzmann de electrodinámica
desarrollado por Mendoza y Muñoz [1] para simular el funcionamiento del generador de
impulsos diseñado y construido por Román y Santamaŕıa, y explorar de esta manera
las potencialidades de este método. Para ello se implementan en lattice Boltzmann
modelos para la fuente de alimentación del generador y su interruptor de plasma, que
se utilizan finalmente para la simulación total del generador con una resolución baja.
La simulación construida con el modelo de lattice Boltzmann reproduce con éxito el
comportamiento cualitativo de las corrientes y los voltajes medidos experimentalmente en
el sistema real, lo que evidencia la capacidad del método para simular este tipo de sistemas.

Abstract: Lattice Boltzmann models are, on one hand, novel alternatives for the simula-
tion of partial differential equations that have been recently extended to the simulation of
electromagnetic fields in media. These models have proven to be fast and accurate in the
reproduction of simple electromagnetic problems. On the other hand, impulse generators
are electrical devices of great practical interest, which are perfectly suitable for the
simulation of electromagnetic fields in time domain. This work uses the lattice Boltzmann
model developed by Mendoza and Muñoz to simulate the impulse generator designed and
developed by Roman and Santamaria, and explores so the potential of the novel method.
For this purpose, models for the voltage supply and the spark gap were built and imple-
mented with lattice Boltzmann, models which were used thereafter in the simulation of the
whole impulse generator at low spatial resolution. The simulation with lattice Boltzmann
successfully reproduces the qualitative form and rise times of the voltage and current
signals that were measured in the experiments. This evidences the capabilities and futu-
re possibilities of the lattice Boltzmann method for the simulation of electronically devices.

Palabras clave: Generador de Impulsos, Simulación, Lattice Boltzmann, Electrodinámi-
ca.

Keywords: Spark-Gap, Simulation, Lattice Boltzmann, Electrodinamic.
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1.2.4. Arco Eléctrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Generador de Impulsos 11
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Índice de figuras

1. Generador de Impulsos tipo Román, contruido por F. Santamaŕıa . . . . . . . IX
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un transformador rápido de corriente (b). Tomado de [41] . . . . . . . . . . . . . 19
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en el lado de carga del “spark” (V2) tomado de [41]. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.5. Microstrip de ĺınea única . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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“spark” (ĺınea roja) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.15. Corrientes en la resistencia de carga (negro), en el “spark” (rojo) y en la
resistencia limitadora (verde) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Introducción

Las simulaciones de fenómenos electromagnéticos han tenido en las últimas décadas un
destacado auge, que ha impulsado el diseño y la creación de mejores dispositivos eléctri-
cos y electrónicos. Las simulaciones permiten verificar el funcionamiento de prototipos y
confirmar el correcto funcionamiento de los elementos antes de que el producto real lle-
gue a las fabricas, lo que reduce desarrollo y mejora la calidad, a la vez que permiten la
exploración de nuevas posibilidades de diseño.

Existen dos tipos de simulaciones en electrodinámica, las que se realizan en el dominio
de la frecuencia y las que se realizan en el dominio del tiempo. Las primeras son más
adecuadas para modelar antenas, y ĺıneas de transmisión, que trabajan al rededor de una
frecuencia fija, el método de los momentos es un ejemplo usual de este tipo de simulacio-
nes. Las segundas son más adecuadas para la simulación de pulsos electrodinámicos, como
las que se generan en dispositivos de conmutación. A medida que los circuitos electrónicos,
se van volviendo más rápidos y pequeños, por una parte, y que los voltajes y las corrientes
de disparo de los conmutadores eléctricos se hacen más grandes y rápidas, por otra, crece
la necesidad de métodos numéricos adecuados para estos sistemas. Estas simulaciones se
desarrollan usando métodos numéricos que resuelven las ecuaciones diferenciales depen-
dientes del tiempo que modelan la propagación de los campos electromagnéticos. Entre
estos métodos sobresalen los llamados métodos de diferencias finitas en el dominio del
tiempo (FDTD) y los elementos finitos (MEF). El primero de ellos, propuesto en 1966 por
Yee [2], que define dos grillas de celdas cubicas, una para los campo eléctricos y otra para
los campo magnéticos, desfasadas entre si por media celda. Como las leyes de Maxwell
permiten calcular la evolución de los campos eléctricos en magnéticos y viceversa, este
esquema permite simular la evolución de los campos electromagnéticos con una precisión
de segundo orden. El segundo método, propuesto en 1956 por Turner [46], implementa
la evoluacion temporal de los campos electromagnéticos representando una solución pa-
ra cada elemento y la solución completa se genera conectando o armando las soluciones
individuales.

En los últimos años ha surgido una alternativa en la simulación de métodos numéricos
llamado lattice-Boltzmann. Este método, propuesto originalmente a finales de los 80 e
inicios de los 90 del siglo pasado para la simulación de fluidos [34], ha sido extendido a
hidrodinámica[8], magnetohidrodinámica [17] y más recientemente a electrodinámica [1].
El método de lattice Boltzmann representa los campos como el efecto colectivo de funciones
de distribución que viajan de celda en celda con cada paso de tiempo, interactuando entre
śı como si fueran part́ıculas de un fluido[47]. En particular, método de lattice Boltzmann
para electrodinámica desarrollado por Muñoz y Mendoza [1] define vectores auxiliares
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INTRODUCCIÓN IX

perpendiculares a la dirección de propagación de las funciones de distribución y las utiliza
para calcular los campos eléctricos y magnéticos. Su método ha probado ser eficiente y
preciso al simular los campos electromagnéticos en sistemas sencillos para los que existe
una solución teórica como por ejemplo los campos producidos por un dipolo oscilante o una
microstrip, pero su efectividad no ha sido establecida para la simulación de dispositivos
reales.

Los generadores de impulso son dispositivos eléctricos de mucho interés práctico que
se prestan perfectamente para la simulación de campos electromagnéticos en el dominio
del tiempo. Un generador de impulsos es básicamente un interruptor de potencia creado
para controlar el flujo de la corriente eléctrica, que se utiliza como elemento de protección.
Los generadores de impulsos de alta tensión están diseñados para realizar descargas en
un tiempo de conmutación ts del orden de 10−10 − 10−8s (dependiendo de los parámetros
de impulsos y su propósito), con valores de tiempo de retardo δtd(10−9 − 10−7s). Uno de
los tipos de generador de impulsos más promisorios es el llamado generador de impulsos
Román, desarrollado y patentado por el profesor Francisco Román que utiliza el efecto
corona para cargarse y tiene como ventaja la producción continua de pulsos rápidos.

En su tesis doctoral Francisco Santamaŕıa Piedrahita [41] construyo y simulo uno de
estos generadores para estudiar la formación del canal de descarga entre los electrodos del
generador (Spark-gap), que se muestra en la figura (1). Su modelo no cuenta por tanto el
electrodo flotante que genera la carga por efecto corona, sino que se conecta directamente
a una fuente de voltaje. La simulación se realiza con el software EMTP-ATP, que modela
el generador de impulsos usando elementos discretos y ĺıneas de transmision.

Figura 1. Generador de impulsos tipo Román, contruido por F. Santamaŕıa

Este trabajo tiene como objetivo utilizar el modelo de lattice Boltzmann de electro-
dinámica desarrollado por Mendoza y Muñoz para simular el funcionamiento del generador
de impulsos diseñado y construido por Román y Santamaŕıa. La meta es determinar si este
modelo es capaz de reproducir las señales experimentales de voltaje y corriente medidas
experimentalmente en el generador. Para ello se construyeron y probaron modelos de la
fuente de voltaje y del “spark gap“, para luego utilizarlas en la simulación del generador
completo. El modelo del generador se construye utilizando los valores de conductividad
reales de los materiales utilizados. Luego, se simulá la propagación de los campos pro-
ducidos por la corriente de disparo del generador. A partir de estos campos se calculan
las señales de voltaje y corriente para ser comparadas con las medidas en el dispositivo
real. Para el desarrollo de los objetivos se organizó el contenido de la siguiente forma.
En el caṕıtulo [1] se hace una breve introducción a los fenómenos f́ısicos que explican
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las descargas eléctricas entre los electrodos. Luego, en el caṕıtulo [2] se describe el ge-
nerador de impulsos tipo Román, aśı como el aparato desarrollado por Santamaŕıa. El
caṕıtulo [3] introduce el modelo de lattice Boltzmann utilizando como ejemplo un lattice
Boltzmann para ondas en 2D. En el caṕıtulo [4] se explica el modelo de Lattice Boltz-
man para electrodinámica (LBE) desarrollado por Mendoza y Muñoz para la simulación
de fenómenos electromagnéticos, y se utiliza para reproducir la propagación de campos
electromagnéticos en sistemas sencillos. En el caṕıtulo [5] implementa modelos para la
fuente de voltaje y el “Spark gap”, y los utiliza finalmente en la simulación del genera-
dor de impulsos construido por Santamaŕıa. Finalmente en el caṕıtulo [6] se resumen las
conclusiones del trabajo y las recomendaciones a futuro. En los apéndices se muestran
las expansiones de Chapmann-Enskog de los modelos de ondas y electrodinámica. Este
trabajo busca ser una herramienta para ser utilizados por otros grupos en el desarrollo de
simulaciones de aparatos eléctricos y electrónicos.



CAPÍTULO 1

Conceptos básicos

1.1. Descarga Eléctrica

Los gases son excelentes aislantes en condiciones de bajas temperaturas y humedad.
Pero, cuando se aplica un voltaje lo suficientemente alto para ionizar el medio gaseoso
entre dos electrodos separados, se puede producir un arco eléctrico o descarga. Durante
una descarga eléctrica en un medio gaseoso se producen un gran número de procesos en
los que no sólo esta implicado el gas, su composición y presión, sino también la geometŕıa
y composición de los electrodos. El gas puede pasar a un estado conductor si se presentan
mecanismos que incrementan el número portadores cargados. El gas, que en condiciones
normales, no conduce la electricidad, empieza a hacerlo debido a la ionización de sus
átomos. La conducción eléctrica a través de este gas ionizado, o plasma, no sigue la ley
de Ohm, sino que se rige por los procesos f́ısicos elementales entre las part́ıculas carga-
das, entre los que se incluyen colisiones elásticas, exitación de las moléculas, ionización y
recombinación, entre otros.

1.1.1. Ionización

La ionización de las moléculas de un gas se da por las colisiones de los electrones con las
moléculas de dicho gas a lo largo del recorrido del electrón en el campo eléctrico aplicado.
La taza de ionización se expresa por medio de un coeficiente de ionización α (1.1) por
unidad de longitud en la dirección de la velocidad de arrastre de los electrones. α depende
de la presión del gas p y el campo eléctrico aplicado E, A y B son constantes que dependen
del tipo de gas utilizado.

α = pAe
−Bp
E , (1.1)

La ionización da lugar a la multiplicación exponencial de una distribución inicial de
electrones, denominada avalancha electrónica.

La ionización se puede producir por varios procesos diferentes: colisión, fotoionización
y procesos secundarios[30].Cuando se produce la ionización por colisión, un electrón libre
choca con los electrones de una molécula de gas neutro y desprende un electrón de la
molécula dejandola ionizada.

1
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En la ionización por colisión, un electrón es acelerado por el campo eléctrico entre los
electrodos, de manera que el trabajo realizado por la fuerza electromagnética se convierte
totalmente en enerǵıa cinética, hasta que choca con una molécula del gas. Si la enerǵıa
que el electrón puede obtener a lo largo de la trayectoria libre media entre colisiones es
mayor que la enerǵıa de ionización del gas W ,∫ ro

0
e ~E(r)d~r ≥W (1.2)

se produce la ionización [21],[30]. EL proceso se puede simbolizar como

A+ e− → A+ + 2e− . (1.3)

Si la enerǵıa no es suficiente para provocar el desprendimiento de un electrón, se da una
excitación del átomo, que puede ser fuente de ionización secundaria, al desprender enerǵıa
en forma de al volver a su estado base.

La ionización por fotoionización se produce cuando la enerǵıa de los fotones absorbi-
dos por el gas excede su enerǵıa de ionización, causando que se desprendan uno o más
electrones. El proceso se puede describir como

A+ hv → e− +A+ . (1.4)

Este proceso puede proporcionar bajo ciertas condiciones los electrones que se requieren
para iniciar una avalancha por ionización.

Los procesos secundarios de ionización corresponden a la creación de electrones por
part́ıculas que aparecieron en el proceso primario de ionización por colisión. Estos procesos
secundarios afectan la amplificación de forma importante si producen emisión electrónica
en el cátodo, cuando los electrones acelerados chocan finalmente con él.

1.1.2. Emisión de electrones en los electrodos

Cuando se les proporciona suficiente enerǵıa para vencer la barrera de potencial entre
el nivel de Fermi del metal y el vaćıo, los electrones abandonan los electrodos. Esta enerǵıa
puede ser suministrada por diferentes medios. Por ejemplo, en la emisión termoiónica el
metal del electrodo alcanza una temperatura muy elevada, lo que provoca que los electrones
se mueven más rápidamente, alcanzando la enerǵıa necesaria para abandonar el metal. En
la emisión fotoeléctrica los electrones saltan de la superficie del electrodo por el impacto
de fotones cuando la enerǵıa de los fotones incidentes es superior a la función de trabajo
del metal. En la emisión por impacto de iones positivos o átomos excitados los electrones
saltan de la superficie del cátodo cuando ésta es bombardeada con iones positivos o átomos
metaestables. En la emisión por efecto de campo, se emiten electrones desde la superficie del
metal al aplicar un campo eléctrico fuerte, por el efecto conocido como Shottky. El campo
eléctrico disminuye la barrera de potencial de la superficie del metal, lo cual aumenta
considerablemente la probabilidad de que los electrones se liberen de esta barrera por el
efecto túnel. Este último proceso es independiente de la temperatura.
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1.2. Mecanismo ruptura de las descagas eléctricas

Las descargas eléctricas pueden dividirse en dos grupos, dependiendo de la presión
del gas en el que ocurren. En las descargas de alta presión, que se llaman aśı cuando la
presión del gas es superior a la atmosférica, el proceso dominante es el de “Streamer”,
que corresponde a un frente de ionización de la descarga, capaz de crear y permitir la
propagación de un canal de alta ionización. En cambio, en las descargas de baja presión,
en las que el gas se encuentra a una presión menor o igual que la presión atmosférica,
el proceso dominante es el de Townsend, que corresponde a una aproximación f́ısica a la
formación de las avalanchas de electrones [31].

1.2.1. Proceso de Townsend

El proceso de Townsend es básicamente el proceso de avalacha producido por la ioni-
zación por colisión. Los electrones libres emanados del electrodo negativo son acelerados
por acción del campo eléctrico, provocando más colisiones y nuevos iones que chocan a
su vez con las moléculas del gas, produciendo una avalancha de electrones libres e iones
positivos (ver figura 1.1). La condición de ionización se expresa en términos del campo
eléctrico ~E y el camino libre medio de ionización λE , que es la distancia media de una
part́ıcula atraviesa entre colisiones bajo la influencia del campo eléctrico ~E [31],

eEλE > Wi = eVi , (1.5)

donde Wi es la enerǵıa de ionización, Vi es el potencial de ionización y e es la carga del
electrón.

Figura 1.1. Representación esquemática de la avalancha de electrones (a) Gap entre los electro-
dos,(b) Avalancha de electrones [21]

.

El número de nuevos electrones que se producen dn en la distancia entre los electrones
dx esta dada por

dn = αn(x)dx , (1.6)

donde α, que depende de la intensidad del campo eléctrico, es el número de electrones
producido por una avalancha a medida que viaja una unidad de distancia en la dirección
del campo, y se conoce como coeficiente de ionización de Townsend. Al integrar el resultado
de la ecuación (1.6) sobre la distancia de separación de los electrodos se encuentra

n = noe
αx , (1.7)
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donde no es la cantidad de electrones primarios generados por el cátodo. Este proceso,
como se ve en la ecuación (1.7), crece de forma exponencial (ver figura 1.2), y es la
llamada Avalancha de electrones , que puede ser expresada en términos de la corriente I
como

I = Ioe
αx (1.8)

Esta avalancha viene acompañada por una luminosidad debida a los fotones emitidos en
los impactos.

Si la temperatura del gas es constante, la variación de enerǵıa del electrón depende sólo
del valor del campo eléctrico y del valor de la presión E/p. En esta situación,α depende
tanto de la densidad del gas (o equivalentemente de su presión) como de la enerǵıa que
gana el electrón entre colisiones [21],

α

p
= f

(
E

p

)
. (1.9)

De aqúı, se puede entender α como la probabilidad de ionización por colisión.

α

p
= Ae−[B/(E/p)] , (1.10)

donde A(T ) = σi
k·T y B(T ) = Vi

σi
k·T son valores constantes que dependen del gas utilizado.

Es necesario tener en cuenta que la teoŕıa de Townsend es válida para valores bajos de
presión y pequeñas distancias entre electrodos.

Figura 1.2. Variación de la corriente en función de la separación entre los electrodos[21]

Para explicar el alejamiento de la relación exponencial (que corresponde a una ĺınea
recta en la figura 1.2), Townsend postuló que un segundo mecanismo deb́ıa estar afectando
a la corriente de la descarga eléctrica. La conclusión a la que llegó fue que electrones nuevos
estaban participando en el proceso de descarga, aparte de los producidos por la ionización
del gas aislante. Consideró que este aporte extra de electrones eran liberados del cátodo por
métodos diferentes, como la fotoionización, la emisión secundaria de electrones del cátodo
por el impacto de fotones, entre otros. El coeficiente de la segunda ionización descrito
por Townsend (γ) incluye a todos los mecanismos que están participando en la ionización
secundaria.
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Si tomamos no como el número de electrones por segundo procedentes del cátodo
debido a la radiación externa, n como el número de electrones por segundo procedentes
de todas las fuentes que llegan al ánodo y n+ como el número de electrones por segundo
procedentes del cátodo por emisión secundaria, entonces se tiene que el número total de
electrones procedentes del cátodo esta dada por

n = (no + n+)eαx . (1.11)

La diferencia entre el número de electrones que llegan al ánodo y el número de los que
abandonan el cátodo, esta dado por [21]

γ(n− (no + n+)) = n+ (1.12)

Despejando n, y eliminando n+ de las ecuaciones (1.11) y (1.12) se encuentra que

n =
noe

αx

1− γ(eαx − 1)
, (1.13)

(como era de esperar por la Ley de Ohm). Esta última expresión se puede escribir en
términos de la corriente, como

I =
Ioe

αx

1− γ(eαx − 1)
, (1.14)

El efecto de los electrones secundarios incrementa la corriente que alcanza al ánodo si el
término γ(eαx − 1) es despreciable frente a la unidad. Además, la ecuación (1.14) da la
posibilidad de que la corriente fluya a través del gas sin necesidad de ser sostenida por
los electrones primarios del cátodo, representados por Io. Usualmente se tiene que γ es
del orden de 10−2. Este coeficiente depende mucho de la naturaleza de la superficie del
cátodo: cuanto menor es la función de trabajo (enerǵıa necesaria para liberar un electrón
de la superficie del cátodo), mayor será la emisión de electrones producida en las mismas
condiciones. Townsend planteó que se puede representar el proceso completo teniendo en
cuenta ambos coeficientes, α y γ.

El valor de γ es pequeño para valores pequeños de E
p , y aumenta al aumentar E

p .
En efecto, al aumentar la enerǵıa que alcanzan los electrones antes de colisionar con las
moléculas del gas, el exceso de enerǵıa por encima de la función de trabajo se emite como
fotones de cada vez mayor enerǵıa, suficiente para liberar electrones de la superficie del
cátodo.

La ecuación (1.14) fija un ĺımite para la corriente. Si γ(eᾱx − 1) > 1, la descarga crece
muy rápidamente, siendo cada vez mayor el número de eelctrones. Por el contrario, si
γ(eᾱx − 1) < 1 , la avalancha no se autosostiene, y se detiene.

1.2.2. Mecanismo de Streamer

A presiones y voltajes altos, el proceso de avalancha es descrito mejor por la teoŕıa
de “streamer” (canales, o filamentos), desarrollada por Raether, Loed y Meek [?], en los
años 30s. La idea fundamental es que, si la carga ionizada es suficientemente abundante,
el campo eléctrico sobre la superficie de la zona ionizada se refuerza a tal punto que es
capaz de generar por śı solo avalanchas a su alrededor. Cuando se ioniza por colisión o
por fotoabsorción, el gas se va separando en electrones e iones, que son empujados en
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direcciones opuestas por el campo eléctrico (Ver Figura 1.3). Esto genera una separación
de carga y una polarización neta que apantalla el campo externo, pero genera una carga
superficial en la región que se ioniza, que se convierte en un plasma conductor. Si el
campo eléctrico producido por esta separación de carga crece hasta ser comparable con
el campo externo, puede producir por śı solo el campo necesario para que la avalancha se
siga propagando. Esto ocurre usualmente en forma de filamentos (canales o “streamers”),
que crecen a partir de la zona de ionización (o “streamer”) original. Los portadores de
carga que se necesitan para iniciar estas nuevas avalanchas se producen por fotoionización,
debida a los destellos de luz que las colisiones generan. El proceso puede crecer hasta que
se obtenga un canal de plasma que conecta los dos electrodos, y que se autosostiene por
la misma corriente que se establece entre ellos (lo que ya constituye una descarga de arco)
[19].

Las condiciones necesarias para la propagación del canal (streamer) son: que existan
suficientes fotones de alta enerǵıa para que se pueda crear la avalancha, que los fotones
deben ser absorbidos para producir electrones suficientes en la punta de la avalancha, y
que el campo eléctrico en la parte posterior de la punta de la avalancha se suficiente para
producir una avalancha secundaria.

La avalancha se convertirá en un “streamer”cuando la ionización generada en el gas
cree un canal conductor capaz de apantallar el campo eléctrico exterior, garantizando por
śı mismo su propagación y la evolución de la descarga. La transición entre la avalancha
y el “streamer”se produce cuando cruza completamente el espacio de separación entre
electrodos.

Figura 1.3. Representación de la distorsión del campo en un gap causada por una distribución
espacial de carga de una avalancha de electrones [21].

Al tratar de identificar las condiciones para que una avalancha de Townsend se trans-
forme en un canal, Raether observó que esto ocurre cuando noe

αxc ≈→ αxc ≈ 18 − 20
donde xc [21] es la longitud media de la trayectoria de la avalancha en la dirección del cam-
po cuando la avalancha alcanza un tamaño cŕıtico de autosostenimiento. En ese momento
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se produce un fuerte aumento en la corriente, las descargas son más rápidas (10−7 m/s
frente a los 10−5 m/s de las Townsend) y los efectos del gas como la fotoionización y la
ionización por iones positivos predominan sobre los procesos secundarios en los electrodos.

Figura 1.4. Representación de la teoŕıa de Streamer, a. Streamer negativo. b. Streamer positivo
[41].

La construcción del canal ocurre de manera diferente, dependiendo del voltaje y de la
separación entre electrodos. Si la distancia de separación entre los electrodos es grande y/o
las tensiones son muy altas, la transición avalancha-“streamer”ocurre cerca del cátodo, y
la cabecera de la zona de plasma o ĺıder está formadas por cargas negativas, por lo que
se denomina negativa o dirigida al ánodo. La avalancha, al no crecer lo suficiente, crea un
pequeño cono de carga, el cual a su vez crea avalanchas secundarias a su alrededor. Si la
separación entre los electrodos es moderada y las tensiones son muy bajas el crecimiento
de los canales comienza en el ánodo y crece hacia el cátodo, por lo que es llamado positivo
(ver Figura1.4).

Con base en observaciones experimentales, Raether desarrolló una expresión emṕırica
para el criterio de ruptura streamer,

αxc = 17.7 + lnxc + ln
Er
E

, (1.15)

donde Er es la intensidad de campo de carga espacial en dirección radial a la cabeza de
avalancha, (ver Figura 1.5), y E es la intensidad del campo aplicado externamente.

1.2.3. Ley de Paschen

La Ley de Paschen establece cuál debe ser la tensión mı́nima a partir de la que se
producirá la ruptura del aire bajo campos eléctricos uniformes. El voltaje al cual ocurre
el stremer depende de la forma y del material de los electrodos, de la presión del gas y de
la distancia de separación entre los electrodos. A presiones bajas, el rompimiento ocurre
a mayores distancias. La dependencia esta dada por

Vd =
Bpd

ln(Apd)− ln(1 + 1
γ )

, (1.16)
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Figura 1.5. Campo de carga espacial (Er) alrededor de la cabeza de avalancha [21].

donde Vd es el voltaje de rompimiento del dieléctrico, p es la presión, d es la distancia, A y B
son constantes que dependen de gas, que en el caso del aire tiene valores de 15cm−1Torr−1

y 365V cm−1Torr−1 respectivamente, y γ corresponde al segundo coeficiente de ionización
de Townsend. La curva encontrada por Paschen (ver Figura 1.6), donde se ve la tensión
de ruptura del aire en función de la presión por la distancia entre los electrodos.

Figura 1.6. Tensión disruptiva en función de la presión y de la distancia entre electrodos (Curva
de Paschen)[21].

La Ley de Paschen representa el grado de eficiencia en la ionización producida por
los electrones que atraviesan el espacio entre los electrodos. Para producir la descarga se
necesita primero que todo que la enerǵıa que se le suministre a los electrones debe permitir
la ionización de los átomos del gas al colisionar con ellos, y que exista un número mı́nimo
de part́ıculas en el aislante gaseoso para que se alcance una masa cŕıtica que autosostenga
la descarga.

1.2.4. Arco Eléctrico

El spark-gap cambia de un estado aislante a conductor si el voltaje a través de los
electrodos se incrementa por encima de la tensión de ruptura. A este fenómeno se le
denomina arco eléctrico.
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La tensión de un arco eléctrico no crece proporcionalmente a la corriente [15], sino que
decrece progresivamente, pues más corriente implica más ionización y un mayor número
de portadores, hasta que la corriente alcanza un valor máximo de entre 1 y 50 A. De
ah́ı en adelante, la tensión vuelve a crecer, pues la temperatura aumenta y el camino libre
medio entre choques disminuye, haciendo menos eficiente la ionización. El arco eléctrico
cuenta con tres caracteŕısticas esenciales: una baja cáıda de potencial en la región catódica,
densidades de corriente grandes (en el rango 102−108A/cm2, dependiendo del modo de la
descarga), y una alta luminosidad en la descarga. Los electrodos en el arco reciben grandes
cantidades de enerǵıa y alcanzan elevadas temperaturas por cortos intervalos de tiempo.

Antes de la ruptura, el “spark-gap” se comporta como un condensador que no carga
completamente. El tiempo total de ruptura se suele dividir en dos partes: el tiempo ĺımite
de subida de la descarga (tc) y el tiempo de conmutación (ts). El tiempo ĺımite de subida
tc corresponde al tiempo transitorio en el que el pulso electromagnético atraviesa el gap.
Lehr y colaboradores [3] sugieren que este tiempo de tránsito depende de la permitividad
eléctrica y permeabilidad magnética, y esta dado como

pd =
ptr√
εµ

, (1.17)

donde (p) corresponde a la presión del gas, (d) es la distancia de entre los electrodos y (tr)
es el tiempo de subida.

Figura 1.7. Esquema de tiempo caracteŕıstico de la resistencia de arco [15]

El tiempo de conmutación (ts) es el tiempo que el “spark” tarda en pasar de un estado
no conductor al conductor, y es descrito como la suma de las tres fases(ver Figura 1.7): tsd,
el tiempo necesario para que la tensión alcance el valor de ruptura; tsf , el tiempo promedio
que se requiere para que un electrón inicie la avalancha, y τR, es el tiempo requerido para
que el canal se caliente. A lo largo de este proceso, la resistencia de arco cambia desde
MΩ a mΩ, por lo que el tiempo de conmutación se conoce también como la fase resistiva
del canal de descarga. Esta fase determina la conductividad dependiendo del tiempo de
descarga del “spark” e influye en el tiempo del pulso de salida.

El tiempo de la fase resistiva τR en gases depende del campo eléctrico en el “spark”, la
presión o densidad del gas y la impedancia del circuito de conducción del canal conductor.
El tiempo de la fase resistiva para un campo eléctrico dado disminuye con la densidad del
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Tabla 1.1. Modelos utilizados para simular la resistencia de arco [28]

gas y es descrito por la ecuación propuesta por [24],

τR =
88

E
4/3
o Z

1/3
o

(
δ

δo
)1/2[ns] , (1.18)

donde δ corresponde a la densidad del gas, y δo a la densidad del aire, Zo es la impedancia
caracteristica del circuito del canal y Eo es le campo electrico a lo largo del canal.

La resistencia de arco del canal es una función de la evolución temporal de procesos
f́ısicos, incluidos los cinéticos de los electrones, y existen infinidad de modelos para descri-
birla, aunque ninguno ha probado ser exitoso en todos los casos. La tabla(1.1),hace una
lista del conjunto de los modelos más conocidos de resistencia de arco [28],

Aunque existen variados modelos para explicar la resistencia de arco, en este trabajo
se utilizará el desarrollado por Kushner[22],

Ra = k ·A
(

p3
o

A2i6

)1/5

, (1.19)

por ser el que mejor reprodujo los resultados experimentales del tubo de descarga que se
va a simular.
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Generador de Impulsos

Un generador de impulsos es un tipo de interruptor de potencia del tipo plasma, dispo-
sitivo cuya función consiste en interrumpir y/o restablecer la conducción de corriente en un
circuito eléctrico o ĺınea de transmisión [18]. Su misión es proteger otros aparatos, equipos
e instalaciones elétricas contra sobretensiones excesivamente elevadas y/o establecer com-
pensaciones de potencia. Estos dispositivos se utilizan, por ejemplo, como interruptores
de centrales eléctricas, donde se necesita manejar pulsos rápidos con corrientes del orden
de kA y voltajes de kV. El generador del tipo plasma utiliza para la operación de cierre
y apertura algún tipo de gas entre los electrodos, debido a que son las únicas sustancias
capaces de pasar de valores de MΩ a mΩ.

Los generadores de impulsos de alta tensión están diseñados para realizar descargas en
un tiempo de conmutación ts del orden de 10−10 − 10−8s (dependiendo de los parámetros
de impulsos y su propósito), con valores de tiempo de retardo δtd(10−9 − 10−7s). En los
interruptores de descarga de gas, estas condiciones se logran alcanzar con el aumento del
campo eléctrico, de la presión del gas, y el número de electrones libres que inician la
avalancha.

2.1. Geometŕıa esquemática del generador de impulsos

Un generador de impulsos rápidos de corriente consta de tres electrodos principales: el
electrodo de alta tensión, el electrodo flotante y un electrodo de tierra (ver Figura 2.1).

Los dos primeros se disponen como si fueran el conductor interno de un cable coaxial,
interrumpido en el sitio donde se generará el arco, mientras que el electrodo de tierra
ocupa el lugar del electrodo externo del cable coaxial. Además el montaje suele contar con
dispositivos de carga, para alimentarlo, y de diagnóstico, para medir la señales de corriente
y de voltaje que permitan monitorear su funcionamiento.

El esquema más detallado del generador se muestra en la figura (ver Figura 2.2). Las
partes partes del generador son: la fuente de alto voltaje (HV ), la ĺınea de formación del
pulso (PFL), el interruptor (spark-gap), la ĺınea de transmisión (TL) y la carga (Load) [?].

La ĺınea de formación de pulsos (PFL) corresponde a una ĺınea de transmisión de
tipo coaxial, pero utilizada para generar pulsos cuadrados. Una ĺınea de transmisión es

11
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Figura 2.1. Diagrama de generador, con la ubicación de sus diferentes elementos. La ĺınea de
formación del pulso (PFL) esta compuesto por una fuente primaria, la unidad de
almacenamiento de enerǵıa, el interruptor y la ĺınea de descarga y carga. Vdces una
fuente de carga DC, Rg es la resistencia de carga, L la longitud de la ĺınea de carga,
d es la distancia entre los electrodos y ZL es la impedancia de carga [?].

Figura 2.2. Representación esquemática del generador de impulsos

un condensador distribuido, que puede ser utilizado para almacenar la enerǵıa en el lugar
de un condensador. La ĺınea se carga lentamente, y la enerǵıa es liberada por medio de
un interruptor. Una de las propiedades de las ĺıneas de transmisión es su capacidad para
producir un pulso de salida de voltaje constante cuando se descargada sobre una carga
resistiva que coincide con la impedancia caracteŕıstica de la ĺınea. En comparación con un
generador de pulso cuadrado basado en la descarga de un condensador, la enerǵıa almace-
nada en el sistema coincide con la enerǵıa suministrada a la carga, porque la transferencia
de enerǵıa es completa [?].

El interruptor, o “Spark-Gap” corresponde a la brecha de separación entre dos elec-
trodos, donde se forma la chispa. Normalmente este espacio está lleno de un gas, y se
diseña para permitir que se produzca la chispa eléctrica cuando la diferencia de voltaje
entre los electrodos exceda el voltaje de disrupción deseado. Su funcionamiento es el de
un interruptor, que se modela en tres momentos: antes, durante y después de la fase de
ruptura (ver Figura 2.3). Antes de llegar al valor de ruptura, el interruptor puede ser
visto como las dos placas de un condensador, separadas por un dieléctrico, que para este
caso es un gas, con ciertas propiedades de ionización. Por tanto mientras se cargan los
electrodos, aparece un campo eléctrico de intensidad ~E en el “spark, que al llegar a cierto
valor de ruptura crea ionización y, con ella, el canal de plasma. En ese momento, la enerǵıa
almacenada en la capacitancia entre los electrodos se disipa rápidamente.

La resistencia del canal, inicialmente con un valor muy alto (del orden de los MΩ),
disminuye hasta valores muy bajos (de algunos Ω), cuando se establece el canal de plas-
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Figura 2.3. Representación esquemática de las fases de conmutación en un interruptor de cierre—
lleno de gas(”Spark-Gap“) [?].

ma. Al aparecer el voltaje disruptivo, el ”spark“ (brecha), puede considerarse como una
resistencia variable en serie con un inductor variable en el canal, el cual representa el
almacenamiento magnético en la corriente de conducción del canal. Después de que ha
establecido su valor más bajo, la resistencia del canal se puede despreciar si se compara
con los valores de carga t́ıpicas en aplicaciones de resistencia del ”gap“.

Figura 2.4. Modelo eléctrico del “spark gap” [29].

En la Figura (2.4) se muestra el modelo eléctrico del interruptor en la transición entre
el estado abierto y la disrupción, que se puede resumir de la siguiente manera. Antes de
disrupción, el modelo de circuito es una capacidad en paralelo con un interruptor ideal
controlado por la tensión. Después de disrupción, el modelo es una resistencia de bajo
valor en serie con un inductor. Un modelo completo debe incluir la variación dinámica de
la inductancia y la resistencia con el tiempo y la corriente.

La ĺınea de transmisión de la resistencia de carga (TL) es la continuación de la ĺınea de
transmisión proveniente de la fuente por el PFL y el S-G. El objetivo de TL es transferir
la señal generada a la carga. La longitud de TL debe ser al menos la mitad de la longitud
total de la señal transmitida (es decir, su duración multiplicada por la velocidad de la luz),
para poder discriminar entre la señal transmitida y la señal reflejada al ser medida por el
sensor de campo electromagnético de tipo capacitivo“D-dot”.

La carga (Load), dependiendo de su aplicación, tendrá diferentes caracteŕısticas
geométricas, mecánicas y eléctricas que influirán en el comportamiento de otras partes
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del generador. En general, cuando el objetivo es emitir pulsos electromagnéticos, la carga
será una antena, mientras que una carga de impedancia constante se utiliza normalmente
si el objetivo es usar las señales emitidas.

2.2. Generador de Impulsos Tipo Román

Un elemento de protección muy interesante es el generador de impulsos Román [40],
diseñado y patentado por el profesor Phd Francisco Román [38],[39], docente de la Uni-
versidad Nacional de Colombia y director del Grupo de Compatibilidad Electromagnética
EMC-UN, quien desde 1996 ha desarrollado con su grupo diferentes modelos de genera-
dores de impulsos de corriente de electrodos flotantes, que logran campos eléctricos muy
altos y tiempos de subida de unos pocos nanosegundos.

Figura 2.5. Esquema del Generador de Impulsos tipo Román [29].

Como se muestra en la figura (2.5), la fuente de alta tensión (HV) está conectada al
electrodo de alta tensión. Un electrodo flotante (FE) [38], con una punta en su superficie
superior, se coloca por debajo del electrodo de alta tensión. El término “electrodo flotante”
se utiliza para describir el hecho de que el electrodo no está unido a un potencial de
referencia, y por lo tanto, puede adquirir cualquier potencial entre el plano de tierra y
la fuente de alta tensión. El sistema compuesto por el electrodo de alta tensión y el FE
recibe el nombre de “tubo de corona”, pues es el efecto corona entre ellos el que carga al
electrodo de alta tensión. El espacio entre ellos se llena usualmente con un gas, como aire,
Argón o CF6. El cátodo del interruptor está conectado a tierra a través de una carga, que
idealmente debe ser una resistencia inductiva muy baja.

Cuando la fuente de alto voltaje está conectada al electrodo HV, se genera una dis-
tribución de campo electrostático entre los terminales del tubo de corona. Debido a la
presencia de la punta en el electrodo flotante, habrá un aumento del campo eléctrico cerca
de ella que modifica la distribución del campo electrostático en el interior del tubo. Antes
de la iniciación de coronas eléctricas, el FE no tiene ninguna carga neta. Después de la
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aparición de coronas eléctricas dentro del tubo de la corona, el FE adquiere una carga
neta de la misma polaridad del electrodo HV , y comenzará a aumentar su potencial con
respecto a tierra. Si el potencial de la FE supera la tensión de ruptura gas, se genera un
canal de plasma (un streamer) que cierra el “spark-gap”, y el FE se descarga a tierra.
Durante la ruptura de la brecha, casi toda la carga eléctrica que se almacenó en la FE se
entrega a la carga en forma de un impulso de corriente rápida. Si el mecanismo de descarga
de corona se mantiene, la ruptura volverá a ocurrir, y se establece un proceso de carga y
descarga continuos. Por lo tanto, el generador de corriente de impulso repetitivo puede ser
construido sobre la base de este mecanismo.

Figura 2.6. Generador de Impulsos tipo Román completo, construido por F. Santamaŕıa como
parte del trabajo de Tesis de Doctorado, Universidad Nacional de Colombia [29]

El primer generador Román (patentado en 1999) fue capaz de producir impulsos de
1.5kA con un tiempo de subida de 10ns [38]. Este generador fue utilizado para probar la
respuesta de dispositivos de protección de baja tensión al ser sometidos a una corriente de
choque similar a la de un rayo. Posteriormente, Mora [29], presento en 2009 un generador
que era capaz de producir con una resistencia 100Ω, con una corriente de impulso de
10A con un tiempo de subida de 600ps. En este trabajo se busca simular el generador de
impulsos tipo Román construido por Francisco Santamaŕıa Piedrahita en 2011, como parte
de su Tesis Doctoral [41]. En su tesis, Santamaŕıa no sólo construyó el dispositivo, sino
que monitoreó experimentalmente la evolución temporal del pulso de descarga mediante
mediciones de corriente y de voltaje.

La ĺınea de formación de pulsos (PFL) del generador de impulsos diseñado por San-
tamaŕıa (Ver Figura 2.7), tiene las siguiente caracteŕısticas: impedancia caracteŕıstica de
100Ω, capacitancia equivalente igual a 12 pF y 0,36 m de longitud. Sobre la base de la
ecuación de Peek[21]:

Ec
δ

= 31.53 +
9.63√
δr

, (2.1)

donde Ec es el campo eléctrico, δ, la densidad relativa del aire y r el radio del conductor, el
voltaje máximo de DC entre los conductores interior y exterior de la ĺınea de transmisión
coaxial es de 40 kV. Los electrodos fueron diseñados siguiendo un perfil de Rogoswki[21].
La distancia real entre electrodos se calculó sobre la base de la relación funcional entre
el desplazamiento y la presión, utilizando elementos finitos. Los parámetros reales del
generador construido por Santamaŕıa se puden ver en la Tabla 2.1.
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Figura 2.7. Diagrama esquemático del diseño del generador de impulsos. Todas las medidas en
mm. [41]

Tabla 2.1. Parámetros reales utilizados en la construcción del generador de impulsos.

Parametro simbolo Valor utilizado

Voltaje D.C. máximo Vm 40kV
Impedancia caracteŕıstica Zo 100Ω
Enerǵıa máxima por pulso Wpp 10mJ
Tiempo de subida tr 130ps
Ancho máximo del pulso FWHM 2.4ns
Radio del conductor interno a 9mm
Radio del conductor externo b 47.75mm
Longitud total lT 1140mm

El comportamiento del generador de impulsos y el efecto de la posición de los sensores
en las mediciones de tensión se obtuvieron con un modelo de ĺınea de transmisión simpli-
ficada implementado en EMTP-ATP1 (ver Figura 2.8). Los electrodos fueron diseñados
a partir del Perfil Rogoswki y fueron simulados los campos eléctricos producirdos entre
los electrodos con el programa COMSOL2. Las simulaciones muestran que los electrodos
diseñados no afectan el campo eléctrico producido (ver Figura 2.9).

Figura 2.8. Modelo EMTPATP de la ĺınea de transmisión del generador de impulsos incluyendo
PFL y secciones TL, el modelo descarga (SG), una resistencia de 100Ω de carga (R)
y la posición de Sensores de tensión (V). [41]

1www.emtp.org
2www.comsol.com
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Figura 2.9. Perf́ıl de Rogowski para dos electrodos, en un corte en el plano xy. Tomado de [41].

El diseño del generador de impulsos se basó en criterios teóricos y emṕıricos y se
apoya en las simulaciones COMSOL. El generador de impulsos fue modelada y simulada
utilizando el programa EMTP-ATP. A partir de este modelo, se evaluaron los efectos de
los sensores de ubicación “D-dot” en las señales de salida. En la Figura (2.10) se muestra
el pulso de corriente simulado con el modelo del generador de impulsos desarrollado en
EMTP-ATP. EN la Figura (2.11), se muestra la simulación de las tensiones en el modelo
del generador de impulsos.

Figura 2.10. Pulso de corriente Simulado en EMTP-ATP para el modelo de generador de impul-
sos.Tomado de [41].

El generador de impulsos fue instrumentado para aproximar las señales de voltaje
y de corriente en el “Spark-Gap”. Para medir el voltaje −como no es posible hacerlo
directamente sobre el “gap”− se instalaron dos sensores tipo capacitivos “D-dot” (ver
Figura 2.12),sobre el coaxial externo, uno justo antes y otro justo después del “gap”,
y se monitorean sus señales con un osciloscopio con un ancho de banda analógico de 6
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Figura 2.11. Simulación de las tensiones para el “spark-gap”, lleno de aire a 774 kPa y d =
450µm.La ĺınea verde discontinua: la tensión de carga antes de la de chispa. Ĺınea
azul: la tensión de carga en el punto de medición. La ĺınea azul de puntos: tensión
de salida después de la de chispa. Ĺınea roja discontinua: la tensión de salida en el
punto de medición.Tomado de [41].

GHz (ver Figura 2.13 (a)). Para monitorear la corriente se utilizó un transformador de
corriente antes de la resistencia de carga (ver Figura 2.13 (b)). Como el objetivo de la tesis
de Santamaŕıa es probar el “spark-gap”, las pruebas no se realizaron generando descargas
por efecto corona, sino conectando directamente el generador a una fuente de voltaje de
50kV.

Figura 2.12. Ubicación de los sensores de tipo sensor capacitivo “D-dot”, en el generador de
impulsos. Tomado de [41]

En cuanto a los resultados en contrados por Santamaŕıa [41], se muestran las señales de
la integral del campo eléctrico (ver Figura 2.14), en la dirección de los sensores “D-dot”,
con los que se determina el voltaje en cada uno de los sensores, medidas a una presión de
774 kPa, con una distancia de separación de los electrodos d = 450µm.

La figura (2.15),se muestra uno de los resultados importantes dado por la medición de
la tensión resistiva y la corriente en en “spark-gap”, del generador de impulsos, cuando
es usando aire a 774 kPa y una distancia entre electrodos de d = 450µm. Las señales en
la figura (2.15) son válidas hasta 2,3 ns después del comienzo de la cáıda de tensión. A
partir de la ecuación (2.2), se calcula la resistencia de arco en el intervalo menor a 2, 5ns



CAPÍTULO 2. GENERADOR DE IMPULSOS 19

(a) (b)

Figura 2.13. Sensores utilizados para la medición del campo eléctrico a través de un sensor ca-
pacitivo (“D-dot”) (a), y la medición de la corriente a través de un transformador
rápido de corriente (b). Tomado de [41]

Figura 2.14. Señales de la Integral del campo eléctrico en el sensor D-Dot. La ĺınea azul: tensión
en el lado de alta tensión del “spark” (V1). La ĺınea negra: Tensión en el lado de
carga del “spark” (V2) tomado de [41].

Figura 2.15. Cáıda de tensión resistiva en el “spark-gap”.Ubicación de los sensores de campo
eléctrico D-dot en el generador de impulsos. Tomado de [41].

que se muestra en la figura 2.16.

Rarc =
VR(t)

i(t)
(2.2)
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Figura 2.16. Resistencia de arco en el gap a partir de la ec. 2.2Tomado de [41]

Se encontró que al tener una resistencia limitadora muy alta es decir una frontera de
alta impedancia, las formas de onda registradas, muestre una alta reflexión en las ondas.
Los resultados mostraron que 2, 3ns después de se generada la chispa en el gap se muestra
una reflexión de onda de retorno desde el ĺımite exterior en la ubicación de resistencia
limitadora.
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Método de Lattice Boltzmann

Los métodos de lattice-Boltzmann (LBM) son una alternativa novedosa para la simu-
lación de fenómenos f́ısicos descritos por ecuaciones diferenciales. A diferencia de métodos
más tradicionales, como los elementos o las diferencias finitas (que discretean directamen-
te las ecuaciones a simular), el método de lattice-Boltzmann supone la existencia de un
fluido hipotético, y simula cómo evolucionan las probabilidades de hallar una molécula del
fluido en cada posición y con cada velocidad espećıfica, usando la ecuación de transporte
de Boltzmann. Las cantidades macroscópicas que se quieren simular, como la densidad, el
campo eléctrico, etc., se calculan a partir de estas probabilidades. Escogiendo con cuidado
la regla de evolución, es posible lograr que el sistema reproduzca en el ĺımite continuo de
celdas infinitamente pequeñas las ecuaciones diferenciales deseadas.

Como casi todos los pasos de la evolución ocurren en el interior de cada celda, el
sistema es altamente paralelizable, e implementado sobre tarjetas gráficas de cómputo
cient́ıfico suele ser alrededor de 100 veces más rápido que los métodos tradicionales im-
plementados sobre procesadores multinúcleo. Además, son muy estables numéricamente
y muy fáciles de implementar, incluso bajo condiciones de frontera complejas. Esto los
ha convertido, desde su surgimiento hace 25 años, en herramientas muy poderosas para
el estudio de fenómenos y procesos en hidrodinámica[8], aerodinámica[48], difusión[47],
ondas[5] y magneto-hidrodinámica[10, 26] y fluidos relativistas[27], pero también a siste-
mas más allá de los fluidos, como la electrodinámica[1] y la mecánica cuántica[43, 44].

3.1. Caracteŕısticas generales

Como todo autómata celular, un modelo de lattice-Boltzmann divide el espacio en
celdas, usualmente cuadradas o cúbicas, y hace transcurrir el tiempo en pasos discretos, o
clics. En cada celda se escoge un conjunto discreto de velocidades ~vi, que permiten trasla-
darse a las celdas vecinas. Los más usados son D2Q9, en dos-dimensiones, y D3Q19 en tres
dimensiones, respectivamente. Asociada con cada velocidad, se definen una o más varia-
bles, llamadas funciones de distribución fi, que en los oŕıgenes del método representaban
la densidad de probabilidad de hallar una molécula del fluido en esa celda y moviéndose
en esa dirección. Las cantidades macroscópicas que se quieren simular, como la densidad,
la velocidad del fluido, la densidad de carga o los campos electromagnéticos, se calculan
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con estas funciones de distribución y con las velocidades a las que están asociadas. Con
cada pulso de reloj, cada celda calcula las cantidades microscópicas y, con ellas, los va-

lores que las funciones de distribución f
(eq)
i debeŕıan tener en equilibrio. La evolución de

las funciones de distribución consiste en hacer decaer exponencialmente cada función de
distribución hacia su valor de equilibrio, con tiempo caracteŕıstico τ ,

fi(~x+ ~vi, t+ 1)− fi(~x, t) = −1

τ
(fi(~x, t)− f eq

i (~x, t)) , (3.1)

que es la ecuación de transporte de Boltzmann en la aproximación BGK (Bhatnagar-Gross-
Krook [33, 6]). Finalmente, las funciones de distribución actualizadas se transportan a las
celdas vecinas, viajando con el vector velocidad al que están asociadas. Esto completa el
paso de evolución.

Figura 3.1. Configuración D2Q9 D3Q19 lattice y sus velocidades

Las ecuaciones diferenciales parciales que cumple el modelo en el ĺımite macroscópico se
hallan por medio de una expansión de Chapman-Enskog[33], que es una expansión en serie
de Taylor de la ecuación de evolución combinada con expansiones perturbativas. Como
resultado se obtiene que el sistema cumple secuencias infinitas de leyes de conservación.
En efecto, el resultado de la expansión para el caso especial en que τ = 1/2 resulta ser la
siguiente expresión en ĺımite continuo:

0 =
∂

∂t
f

(eq)
i (3.2)

Si sumamos esta expresión sobre el ı́ndice i, obtenemos

∂ρ

∂t
+∇ · ~J = 0 y , (3.3)

y si multiplicamos tensiorialmente la Ec. (3.2) por vi, y sumamos, obtenemos

∂ ~J

∂t
+∇ · ~Π(0) = 0 , (3.4)
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donde
ρ =

∑
i

f
(eq)
i , ~J =

∑
i

f
(eq)
i ~vi , Π(0)=

∑
i f

(eq)
i ~vi ⊗ ~vi , (3.5)

Aqúı ⊗ simboliza producto diádico. El arte consiste, entonces, en hallar las funciones de
equilibrio que conviertan las Ec. (3.3,3.4) y similares en las ecuaciones diferenciales que se
desean simular.

Retomando, un paso de simulación del modelo de lattice-Boltzmann se puede resumir
aśı:

• Cálculo de Variables Macroscópicas: Las variables macroscópicas se calculan a
partir de las funciones de distribución usando la Ec. (3.3) o expresiones similares. Si
en una celda espećıfica se desea un valor especial para alguna variable, simplemente
se le asigna el valor deseado.

• Cálculo de las funciones de equilibrio: A partir de las cantidades macroscópicas,
se calculan los valores de equilibrio para cada función fi.

• Colisión: Cada función de distribución fi toma un nuevo valor, de acuerdo con la
ley de evolución BGK (Eq. 3.1).

• Propagación: Las funciones de equilibrio modificadas viajan a las celdas vecinas,
usando cada una el vector velocidad ~vi al que están asociadas.

Luego se repite para el siguiente paso de tiempo. Lo descrito anteriormente, es el
modelo de lattice Boltzmann 2D para la ecuación de onda. En el apendice 5.3 se muestra
la expansión de Chapman-Enskog que satisface la ecuación de onda en el ĺımite continuo.

3.2. Ejemplo: Lattice Boltzmann para Ondas Bidimensiona-
les

Consideremos como ejemplo el modelo de lattice-Boltzmann que reproduce la ecuación
de onda en dos dimensiones,

∂ρ

∂t
= c2∇2ρ , (3.6)

con c la velocidad de las ondas. Si fuésemos capaces de definir funciones de equilibrio f
(eq)
i

tales que el tensor Π(0) fuese diagonal,

Π(0) =

(
c2ρ 0
0 c2ρ

)
, (3.7)

tendŕıamos ∇ · Π(0) = c2∇ρ, que reemplazando en la Ec. (3.4) nos da ∂ ~J
∂t = −c2∇ρ. Si

sacamos divergencia a ambos lados, y utilizamos la Ec. (3.3), obtenemos como resultado
la ecuación de onda (3.6).

La pregunta es, entonces, cómo lograr que el tensor Pi(0) tome la forma diagonal de la
Eq. (3.7). El conjunto de vectores D2Q9 (Ver Figura 3.1) se define de la siguiente manera:

~vi =


(cos((i− 1)π/2), sin((i− 1)π/2)) para 1 ≤ i ≤ 4
(cos((i− 1/2)π/2), sin((i− 1/2)π/2)) para 1 ≤ i ≤ 4
(0, 0) para i = 0

(3.8)



CAPÍTULO 3. MÉTODO DE LATTICE BOLTZMANN 24

Tabla 3.1. Relación de la velocidad fuente

Ux 0 0.1 0.2 0.3 0.5

θ NA NA NA NA 90

Ux 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0

θ 75 67.5 60 52.5 45

Estos vectores, junto con los pesos

wi =


4
9 para i = 0
1
9 para i = 1, 2, 3, 4
1
36 para i = 5, 6, 7, 8

, (3.9)

permiten construir un tensor diagonal,∑
i

wi~vi ⊗ ~vi =

(
1/3 0
0 1/3

)
(3.10)

Por lo tanto, para la función de equilibrio elegimos f
(eq)
i = 3c2ρwi. Al agregar algunos

términos extra para garantizar que se cumplen las dos primeras ecuaciones (3.5), tenemos:

f
(eq)
i =

{
3wi

[
c2ρ+ (~vi · ~J

]
para i > 0

9
4w0ρ

(
1− 5

3c
2
)

para i = 0
, (3.11)

que reproduce la ecuación de onda en el ĺımite macroscópico.

3.3. Aplicación: Simulación del Efecto Doppler por Lattice
Boltzmann

Consideremos el caso del efecto Doppler para una fuente que se mueve emitiendo ondas
sobre una superficie bidimensional. Para la simulación se utilizó una grilla de Lx = 500
por Ly = 200 y una velocidad de propagación de c = 0.5 celdas/click. Para generar una
fuente de periódicas se utiliza una fuente que oscila senoidalmente con periodo T = 20
clics y se mueve con una velocidad Ux entre 0 y 2 celdas/click.

Las figuras 3.2, 3.3 y 3.4 muestran la forma de la onda después de 300 clics para
velocidades de la fuente de Ux = 0, 0.4 y 0.5, respectivamente. Las estelas y los frentes
de onda son exactamente los que se esperan para estos casos: anillos concéntricos para
Ux = 0, una estela de anillos excéntricos para Ux = 0.4 y una onda de choque (el cono de
Mach) para Ux = 0.5 = c.

Cuando la velocidad de la fuente iguala o supera la velocidad de propagación de las
ondas, se forma un cono de Mach. El ángulo que forma este cono con la dirección de
propagación se puede medir directamente de las gráficas, y se encuentra consignado en la
Tabla 3.1. Los resultados cumplen la relación teórica

Sinθ =
vE
Vs

, (3.12)
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Figura 3.2. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=0

Figura 3.3. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=2
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Figura 3.4. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=5

Figura 3.5. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=10, Vista en perpectiva y vista superior

Figura 3.6. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=15
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Figura 3.7. Ondas con una velocidad de la fuente Ux=30 y Ux=40, vista superior

con lo que podemos asegurar que el modelo de lattice-Boltzmann reproduce correctamente
el efecto Doppler que deseábamos simular.



CAPÍTULO 4

Modelo de Lattice Boltzmann para

Electrodinámica

4.1. Leyes de Maxwell para la Electrodinámica

Las fuerzas electromagnéticas gobiernan las interacciones más importantes de nuestra
experiencia diaria. Desde las fuerzas que gobiernan la estructura del átomo, los enlaces
qúımicos y la naturaleza de la luz, hasta toda la tecnoloǵıa eléctrica y electrónica se rige por
fuerzas electromagnéticas. A nivel tecnológico, los campos electromagnéticos se rigen por
el sistema de ecuaciones propuesto por Maxwell en su art́ıculo de 1864 A dynamical theory
of electromagnetic field [12]. Estas ecuaciones se pueden escribir para medios materiales
como

∇ · ~D =
ρc
ε0

, (4.1a)

∇ · ~B = 0 , (4.1b)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (4.1c)

∇× ~H = µ0
~J +

1

c2

∂ ~D

∂t
, (4.1d)

que en su orden se conocen como la ley de Gauss eléctrica, la ley de Gauss magnética,
la ley de Faraday y la ley de Amperé generalizada. De éstas cuatro se puede deducir una
quinta ley: la ley de conservación de la carga,

∇ · ~J =
δρc
δt

= 0 (4.2)

Los vectores de desplazamiento eléctrico, ~D y de inducción magnética, ~B, se relacionan
con el campo eléctrico, ~E, y el campo magnético, ~H, a través de las relaciones

~D = εr ~E y (4.3)

~B = µr ~H , (4.4)

28
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donde ε0 y µ0 (εr y µr) son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del
vaćıo (y sus valores relativos para el medio), respectivamente. Finalmente, cuando estamos
en un medio conductor aparecen corrientes en el material debido a los campo eléctricos en
él. Si el material es lineal e isotrópico, la densidad de corriente ~J y el campo eléctrico se
relaciona por medio de la ley de Ohm,

~J = σ ~E (4.5)

donde σ es la conductividad eléctrica del material.

De esta forma, las ecuaciones de Maxwell y la ley de Ohm son el conjunto de ecuaciones
que nos permiten determinar el comportamiento de los campos electromagnéticos en me-
dios dieléctricos (con una permitividad eléctrica εr), magnéticos (con una permeabilidad
magnética µr) y conductores (con una conductividad σ).

De las cinco leyes de Maxwell, tres se pueden escribir como leyes de conservación: la
ley de conservación de la carga,

∇ · ~J =
δρc
δt

= 0 (4.6)

la ley de Faraday,

∂ ~B

∂t
+ ~∇ · Λ = 0 , (4.7)

y la ley de Ampere,

∂ ~D

∂t
+ ~∇ · Γ + µ0 · ~J = 0 , (4.8)

donde los tensores antisimétricos Λ y Γ se definen como

Λ =

 0 −Ez Ey
Ez 0 −Ex
−Ey Ex 0

 y Γ =

 0 c2Bz −c2By
−c2Bz 0 c2Bx
c2By −c2Bx 0

 . (4.9)

Es interesante que śı las ecuaciones 4.6, 4.7 y 4.8, dadas como leyes de conservación se
cumplen, se puede deducir que:

∂

∂t

(
∇ · ~D − ρc

ε0

)
= 0 , (4.10)

∂

∂t

(
∇ · ~B

)
= 0 . (4.11)

Esto quiere decir que las leyes de Maxwell de Gauss también se siguen cumpliendo si lo
hacen para la condición inicial.

4.2. Modelo de Lattice Boltzmann para Electrodinámica

En 2008, Miller Mendoza propuso como parte de su tesis de M.Sc. en F́ısica un modelo
de lattice-Boltzmann que reproduce las ecuaciones de Maxwell en el ĺımite continuo. El
modelo divide el espacio tridimensional en celdas cúbicas con el conjunto de vectores
velocidad D3Q13 (Fig. 4.1), definidos como el vector nulo ~x0 = (0, 0, 0) y los doce vectores



CAPÍTULO 4. MODELO DE LATTICE BOLTZMANN PARA ELECTRODINÁMICA 30

~vpi ,

~v0
i =
√

2(cos((2i− 1)π/4), sin((2i− 1)π/4), 0) , (4.12a)

~v1
i =
√

2(cos((2i− 1)π/4), 0, sin((2i− 1)π/4)) , (4.12b)

~v2
i =
√

2(0, cos((2i− 1)π/4), sin((2i− 1)π/4)) , (4.12c)

donde p = 0, 1, 2 denota si los vectores se encuentran en un plano perpendicular a los ejes
z, y o x, respectivamente, y el sub́ındice i toma los valores i = 1, 2, 3, 4.

Figura 4.1. Celda D3Q13 para modelar las ecuaciones de Maxwell. Las flechas indican los vectores
velocidad ~vip y los vectores de campo eléctrico ~eij , donde p indica la localización del
plano

Figura 4.2. Relación entre los ı́ndices de los vectores de velocidad, campo eléctrico y magnético

A cada vector velocidad ~vpi se le asocian dos vectores auxiliares de campo eléctrico

~epij y dos vectores auxiliares de campo magnético ~biji
p(j = 0, 1) (ver Figura 4.2), que se

utilizan para calcular los dichos campos. Los vectores eléctricos son perpendiculares ~vpi y se
encuentran en el mismo plano de p. Los vectores magnéticos son también perpendiculares
~vpi , también perpendiculares al plano p, estos vectores deben cumplir~bpi = ~vpi ×~e

p
i . El lattice

se completa con vectores nulos ~e0 = (0, 0, 0) y ~b0 = (0, 0, 0). Teniendo estas condiciones,
se tienen 25 vectores de campo eléctrico, pero sólo 13 de ellos son diferentes; del mismo
modo, existen 16 vectores magnéticos , de los cuales solo 7 son diferentes (ver Figura 4.3).
Estos vectores cumplen las relaciones∑

i,p

vpiα = 0;
∑
i,j,p

epijβ = 0 (4.13)

∑
i,j,p

vpiαe
p
ijβ = 0;

∑
i,j,p

epijαe
p
ijβ = 4δαβ (4.14)

∑
i,j,p

vpiαe
p
ijβe

p
ijγ = 0;

∑
i,j,p

epijαe
p
ijβb

p
ijγ = 4δαβγ (4.15)
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i,j,p

bpijαb
p
ijβ = 8δαβ , (4.16)

donde εαβγ son las componentes del tensor de Levi-Civita, definido de la manera usual:
si dos ı́ndices son iguales, la componente es cero; ε123 = 1, y cualquier intercambio dos
ı́ndices cambia el signo de la componente.

Figura 4.3. Celda cubica D3Q7 para simular el Campo Magnético. Las flechas indican los vectores
de Campo ~bpij .

Los campos electromagnéticos se calculan a partir de las funciones de distribución de
cada celda, que se propagan de una celda a otra con los vectores velocidad ~vpi . Existen

cuatro funciones de distribución asociadas a cada vector velocidad, escritos como f
p(r)
ij (j =

0, 1 y r = 0, 1), además de dos funciones asociadas a los restantes vectores v0, escritas como

f
(r)
0 . Esto hace que existan 4x12 + 2 = 50 funciones de distribución por celda. Los campos

macroscópicos se calculan de la siguiente manera: El campo de desplazamiento eléctrico,
como

~D =
4∑
i=1

2∑
p=0

1∑
j=0

f
p(0)
ij ~epij , (4.17)

el campo de induccion magnética, como

~B =
4∑
i=1

2∑
p=0

1∑
j=0

f
p(1)
ij

~bpij , (4.18)

y la densidad total de carga, como

ρc = f
(0)
0 +

4∑
i=1

2∑
p=0

1∑
j=0

f
p(0)
ij . (4.19)

A partir de ellos, se calculan el campo magnético,

~H =
~B

µr
, (4.20)

el campo eléctrico,

~E =
~D

εr
(4.21)

y la densidad de corriente
~J = σ ~E . (4.22)
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Sin embargo, los últimos dos campos necesitan ser corregidos para obtener los campos
reales. En efecto, la ley de Ampére es una ley de conservación con fuentes (la densidad de
corriente), y los modelos de lattice-Boltzmann reproducen en principio leyes de conserva-
ción sin ellas. Para agregarlas es necesario adicionar lo que se conoce como forzamientos,
que en este caso consisten en modificar los valores de estos campos como

~E′ = ~E − µ0

4εr
~J ′ , ~J ′ = σ ~E′ , (4.23)

que para el caso de un tiempo de relajación τ = 1/2 corresponden a los términos con
precisión de segundo orden propuestos por Zhaoli Guo, Zheng Chuguang y Shi Baochang
[35].

Una vez calculados los campos, el siguiente paso consiste en calcular los valores de
equilibrio de las funciones de distribución. Estos resultan ser

f
p(0)eq
ij (~x, t) =

1

16
~vpi · ~J

′ +
ε

4
~E′ · ~epij +

1

8µ
~B ·~bpij (4.24)

f
p(1)eq
ij (~x, t) =

1

16
~vpi · ~J

′ +
1

4
~E′ · ~epij +

1

8
~B ·~bpij (4.25)

f
p(0)eq
ij (~x, t) = f

p(1)eq
ij (~x, t) = ρc. , (4.26)

donde se hacen expĺıcitos los dos grupos (r = 0, 1) de las funciones de densidad de equilibrio

f
p(r)eq
ij .

El siguiente paso consiste en evolucionar las funciones de distribución siguiendo la regla
de evolución BGK (Eq. 3.1), es decir como un decáımiento exponencial hacia sus valores
de equilibrio,

fi(~x+ ~vi, t+ 1)− fi(~x, t) = −1

τ
(fi(~x, t)− f eq

i (~x, t)) , (4.27)

En este caso, se escoge τ = 1/2. Finalmente, las funciones de distribución viajan a las
celdas vecinas, cada una a la celda indicada por el vector velocidad al que está asociada.

El modelo es capaz de reproducir las ecuaciones

∂ρc
∂t

+ ~∇ · ~J ′ = 0 , (4.28)

~∇× ~E′ = −∂
~B

∂t
y (4.29)

~∇× ~H = µ0
~J ′ +

1

c2

∂ ~D′

∂t
, (4.30)

que, como comentamos en la sección anterior, garantizan, además, el cumplimiento de las
leyes de Gauss, si estas leyes se cumplen para la condición inicial. En estas ecuaciones,
la velocidad de la luz resulta ser c = 1/

√
2 celdas/click. Esto quiere decir que el modelo

cumple automáticamente el criterio de Courant-Fredericks-Levy [32].

Cuál es el principio de funcionamiento de este modelo de lattice-Boltzmann? Para
entender por qué funciona, multipliquemos la Ec. (3.2) por~bpij , y sumemos sobre los ı́ndices
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i, j, y p. Obtenemos

0 =
∂ ~B

∂t
+∇ · Λ ,con Λαβ =

∑
i,j,p

f
p(eq)
ij vpi αb

p
ij α . (4.31)

Si reemplazamos la función de equilibrio Ec. (4.25) en esta expresión, obtenemos

Λαβ =
1

4

∑
γ

Eγ

∑
i,j,p

vpiαe
p
ijγb

p
ijβ

 =
∑
γ

Eγεαγβ , (4.32)

que es exactamente el tensor que deseamos obtener (Ec. 4.9) para que la Ec.4.31 se con-
vierta en la Ley de Faraday,

∂ ~B

∂t
+∇× ~E = 0 . (4.33)

La Ley de Ampére surge de manera similar.

4.3. Aplicaciones desarrolladas del Modelo de Lattice Boltz-
mann para Electrodinámica

El primer paso para simular el tubo de descarga consiste en implementar el modelo
de lattice-Boltzmann descrito en este caṕıtulo. Con el fin de comprobar que el modelo se
hab́ıa implementado correctamente, se reprodujeron dos simulaciones realizadas por M.
Mendoza en su art́ıculo del 2010 [1]: la reproducción del efecto skin y el cálculo de la
impedancia caracteŕıstica de una ĺınea de transmisión microstrip.

4.3.1. Efecto Skin

Cuando una corriente cont́ınua viaja en un conductor, la densidad de corriente es
similar en toda la sección transversal del conductor, pero cuando incide una corriente
alterna, se observa una mayor densidad de corriente en la superficie que en el centro.
Similarmente, cuando una onda electromagnética incide sobre un material conductor, ésta
alcanza a penetrar cierta profundidad, δ, que se define como la distancia que viaja la onda
al pasar un medio conductor antes de ser disipada completamente debido al movimiento
de los electrones libres del material. La amplitud del campo eléctrico tiene un decaimiento
exponencial con la distancia de penetración de la forma [12]

~E = ~E0e
(−αx) , (4.34)

donde α = 1/δ se conoce como el espesor skin. La profundidad de penetración (δ) es un
parámetro que depende tanto de las caracteŕısticas del material como de la onda que lo
atraviesa. Su valor es:

δ =
1√
πfµσ

, (4.35)

donde σ es la conductividad del medio, µ, su permeabilidad magnética y f es la frecuencia
de la onda.
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Figura 4.4. Simulación desarrollada del efecto Skin, para distintos valores de tiempo (click)

Para determinar que el modelo utilizado era funcional, se simuló una onda electro-
magnética que incide en un material conductor.Se realizaron dos simulaciones: La primera
para una microstrip de ĺınea única y la segunda para una microstrip de doble ĺınea. Pa-
ra reproducir el efecto se contruyo un espacio unidimensional de celdas es decir lattice
de 1X1X1000 , con una conductividad cero para z < L/4 y para z > l/4. Para que la
transición sea suave la conductividad utilizada entre las transiciones tomara la forma:

σ = σo[1 + tanh(x− L/4)] (4.36)

La onda plana incidente se genera mediante la imposición de una oscilación armónica del
campo eléctrico en z = 1 y el campo magnético en la misma celda pero con pomponentes
perpendiculares:

~E = [Eosin(ωt), 0, 0] (4.37)

~B = [0, Bosin(ωt), 0] , (4.38)

con un campo eléctrico inicial Eo = 0, 001, ω = π/100, c = 1/
√

2 y σo = 106 en
unidades normalizadas.
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En la Figura (4.4), se muestran los resultados de la simulación en comparación con la
expresion teorica del campo eléctrico para el efecto Skin E = Eoexp(−x/∆), para t = 640,
t = 650 y t = 670. La ĺınea sólida representa el campo eléctrico en función de la posición y
la ĺınea punteada la amplitud del campo eléctrico en función de la posición hallada con las
Ecs.(4.34) y (4.35). En esta figura se puede ver una gran coherencia de los valores tomados
de la simulación con respecto a los que predicen la teoŕıa.

4.3.2. Microstrip

Figura 4.5. Microstrip de ĺınea única

Una microstrip es un tipo de ĺınea de transmisión eléctrica para microondas que se
suele fabricar usando circuitos impresos doble faz. Con ellos se pueden formar antenas,
acopladoras, filtros, divisores, bobinas entre otros. Una microstrip sencilla consta de una
franja metálica, separada de una placa conductora por una capa de dieléctrico, que sirve
de tierra. La microstrip se caracteriza geométricamente por su ancho W y por su longitud
d (ver figura 4.5). La impedancia de este sistema es

Z =
Z0

2π
√

2(1 + εr)
ln

[
1 +

4d

ωeff

(
14 + 8

εr

11

4d

ωeff
+

√(
14 + 8

εr

11

4d

ωeff

)2

+ π2
1 + 1

εr

2

)]
,

(4.39)

donde Z0 =
√
µ0/ε0 es la impedancia del vaćıo, εr es la constante dieléctrica del

material que separa las placas, d es la distancia de separación y ωeff es un ancho efectivo
dado por

ωeff = W + t
1 + 1

εr

2π
ln

[
4e

((
t

d

)2

+

(
1

π

1
W
t + 11

10

)2
)− 1

2
]

. (4.40)

Se desarrollo una matriz 3D de 100X50X50 celdas, se colocaron dos placas metálicas
de conductividad σ, donde las dimensiones de la placa pequeña, fue de d = 20, W = 50,
t = 5 y εr = 1 en unidades normalizadas. Se forzo una señal de campo eléctrico y magnético
de forma similar al utilizado en el efecto Skin (Ec. 4.37, 4.38), en la primera celda. con
un campo eléctrico inicial Eo = 0, 01, ω = π/100, c = 1/

√
2 y σo = 106 en unidades

normalizadas.

Los resultados de la primera simulación después de 450 pasos de tiempo (ver Figuras
4.6, 4.7) y se muestra la componente z del campo eléctrico en el plano xz a y = 25, En
la Figura 4.8, muestra el voltaje V (z, t) de un conductor a otro y la densidad de corriente
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Figura 4.6. Componente z del campo eléctrico en el plano xz ubicado en y = 25

Figura 4.7. Componente en Z del campo eléctrico em el plano xy ubicado en Lx/2 en la microstrip

I(z, t) en el conductor superior. El voltaje V (z, t) y la corriente I(z, t) se encuentran en
fase , como se espera para una onda plana. La impedancia de la ĺınea de transmisión, dada
como Z = V/I, arroja como resultado un valor de Z = 69.15Ω. El valor teórico hallado
con la Ec.(4.39) es de 72.6Ω, lo que arroja un error del 4.7 %. Este valor coincide muy bien
con los reportados por M. Mendoza [1], con los que coincide con una diferencia de solo
1.7 %.
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Figura 4.8. Tensión contra corriente en la microstrip de ĺınea única.

La segunda simulación se realizó en forma similar, pero para una microstrip de doble
ĺınea. La componente z del campo eléctrico en el plano xz (a y = 25) después de 450 pasos
de tiempo (Ver Figura 4.9). En este caso la tensión y la corriente no se encuentran en fase,
sino que se retrasa la corriente en 30 % (ver Figura 4.10), debido a la existencia de una
inductancia entre las dos ĺıneas.

Estas simulaciones preliminares confirman que el modelo de lattice-Boltzmann para
campos electromagnéticos ha sido implementado correctamente. El siguiente paso consiste
en simular con él los fenómenos de carga y de disparo descritos en el Cap.2 y ,finalmente,
el sistema completo del generador de impulsos.
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Figura 4.9. Microstrip de doble ĺınea, en la componente z del campo eléctrico en el plano xz
ubicado en y = 25.

Figura 4.10. Tensión contra corriente en la microstrip de doble ĺınea, la ĺınea negra corresponde
al voltaje (V ) y la ĺınea verde corresponde a la corriente (I) que se propagan.
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Resultados

El modelo de lattice Boltzmann para electrodinámica [1] ha sido apropiado para la
simulación de sistema sencillos, como dipolos oscilantes y ĺıneas de transmisión. El obje-
tivo de este trabajo es aplicarlo a la simulación de un sistema de interés tecnoloógico: el
generador de impulsos tipo Román, que presentó Francisco Santamaŕıa [41], en su trabajo
Doctoral. Para alcanzar este objetivo se requiere modelar algunos dispositivos que no han
sido simulados hasta ahora en la literatura: un condensador cargado, una fuente de vol-
taje constante y un “spark-gap”. Por lo tanto, el primer paso consistirá en simular estos
dispositivos dentro de sistemas sencillos, para luego éncarar la simulación completa del ge-
nerador de impulsos. Para las simualciones desarrolladas se utilizo un PC con procesador
Core2 Duo de 2,5 GHz, con 4GB de memoria RAM y 250 GB de disco duro.

5.1. Simulación de un Condensador de Placas Paralelas

Figura 5.1. Condensador de placas paralelas

Los condensadores son dispositivos de carácter pasivo, capaces de almacenar y entregar
cantidades finitas de enerǵıa. Un condensador consiste de dos superficies conductoras, sobre
las que se puede almacenar la carga, separadas por vaćıo o por una delgada capa aislante
(dieléctrico). La capacitancia del dispositivo depende de la geometŕıa de las placas y del
material que los separa(ver Figura5.1).

39
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El primer objetivo de simulación consistió en reproducir la descarga de un condensador
de capacitancia C a través de una resistencia en serie de valor R(circuito RC). La tensión
de una placa a otra del condensador V como función del tiempo cumple la ecuación
diferencial

C
dV

dt
+
V

R
= 0 , (5.1)

que es en realidad una realización de la ley de conservación de la carga. Su solución predice
un decaimiento exponencial del voltaje,

V (t) = Voe
− t

RC , (5.2)

donde Vo corresponde a la tensión entre las placas del condensador para el t = 0. En este
caso, la corriente circulará en sentido contrario al que circulaba mientras el condensador
se estaba cargando

I(t) = −Vo
R
e−

t
RC , (5.3)

Figura 5.2. Simulación del valor de la conductividad (σ), para un condensador de placas paralelas

Para esta simulación se utilizó un espacio de 40x40x40 celdas con condiciones de fron-
tera libre, en el que se construyeron dos placas metálicas 6 celdas de radio, separadas
por una distancia de 6 celdas, y de conductividad σc = 55X106S/m que simulan un con-
densador de placas paralelas circulares. Además, se construyó una resistencia de 50KΩ
conectada con el condensador (ver Figura 5.2). Todas las superficies metálicas se encuen-
tran rodeadas de dos capas de celdas de conductividad 2/3σc y 1/3σc, con el objetivo de
garantizar un cambio suave en la conductividad y reducir inestabilidades numéricas.

La primera etapa de la simulación consiste en cargar el condensador hasta alcanzar
el valor de voltaje deseado. Simular el condensador cargado requiere de algunos cuidados
especiales. El modelo de lattice-Boltzmann para electrodinámica reproduce las leyes de
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Tabla 5.1. Unidades de lattice normalizadas para la simulación del condensador

Unidades de lattice Valor Unidad

Longitud [L] 4 mm
Tiempo [T] 9,42 ps
Carga eléctrica [q] 5,80 e−

Voltaje [V] 1 V oltio
Corriente [I] 1 Amperio
Resistencia [R] 1 Ω
Conductividad [σ] 250 1/Ωnewm

Campo eléctrico [ ~E] 250 V/newm
Permitividad eléctrica [εo] 1 adimensional

Figura 5.3. Corriente en un condensador al ser descargado, la ĺınea roja corresponde al valor
teórico encontrado, la ĺınea negra la simulación de la corriente en en condensador

Maxwell solamente si la condición inicial cumple las leyes de Gauss para los campos
eléctrico y magnético. Para asegurarlo, partimos de una condición en donde las funciones f
son nulas, aśı como los campos correspondientes, y a partir de ella cargamos suavemente el
condensador hasta el voltaje deseado. Para ello se impuso un campo eléctrico perpendicular
a las placas en todas las celdas del eje de simetŕıa del condensador, desde el centro de una
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Figura 5.4. Voltaje en un condensador al descargar, la ĺınea roja corresponde al valor teórico
encontrado, la ĺınea negra la simulación del voltaje en el condensador

placa hasta el centro de la otra, y se hizo crecer su intensidad como

E = Efinal · (1− e(−t/τ)) , (5.4)

durante 250 pasos con E = 55kV y τ = 10clics, que corresponden a 25.4ps, los valores
normalizados utilizados en la simulación se muestran en la Tabla (5.1). A partir de ese
momento, se quita la imposición del campo eléctrico y se deja correr la simulación durante
5000 pasos de tiempo. La corriente a través de la resistencia (ver Figura 5.3) y el voltaje a
lo largo del condensador (ver Figura 5.4), se monitorean y se compararon los resultados con
la predicción teórica. Para las curvas teóricas se calculó la capacitancia del condensador
en C = 0, 16pF a partir de la expresión

C =
εA

d
. (5.5)

El ajuste con los datos experimentales es excelente, ya que se encuentra un error solo
del 9 %, entre el valor teoŕıco y el promedio del valor simulado. Las señales presentan,
sin embargo, una oscilación que puede atribuirse al hecho de que el espacio de simulación
tiene condiciones de frontera libres, lo que equivale aproximadamente a estar dentro de
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una cavidad resonante. El tiempo de sumulación para cada simulacion de 5000 pasos de
tiempo fue de 3 horas.

5.2. Simulación del “Spark Gap” con Fuente de Voltaje

Figura 5.5. Primer modelo de “spark” para determinación del proceso de disparo, consta de un
fuente, resistencia y un “spark”, a partir de un circuito RC

El siguiente paso consistió en simular la descarga de un “spark-gap” similar al del
generador de pulsos que se quiere simular. Para ello se modificó el circuito anterior, ha-
ciendo un pequeño espacio en el cable que conecta el condensador con la resistencia, como
se muestra en la Figura.5.5, se cambió el valor de la resistencia a 100Ω y el valor de la
conductividad de los metales a σc = 3X106S/m. Adicionalmente, simular un “spark-gap”
en las condiciones de prueba del generador de impulsos requiere la construcción de una
fuente de voltaje. Este cambio se hizo sencillamente manteniendo la imposición del campo
eléctrico entre las placas del condensador, con lo que éste se convierte efectivamente en una
fuente de voltaje. El voltaje del gap se calculó sumando de un electrodo a otro el campo
eléctrico paralelo al camino que une los gaps. La corriente de Gap se calculó sumando la
densidad de corriente a través de la sección transversal del gap.

El “spark-gap” se modeló de la siguiente manera. Cuando el voltaje del gap supera el
voltaje de ruptura, que para este caso se fijó en Vp = 20kV, se activa el disparo. Con ello,
se fija el valor inicial de la corriente del gap en Igap = 10µA. De ah́ı en adelante (mientras
el disparo esté activado), la conductividad en el gap se calcula en todo instante de tiempo
a partir del modelo utilizado para simular la resistencia de arco propuesto por Kushner
[28] :

σgap = 1 +
1

K

I1.2
gap

(AgapP0)0.6
, (5.6)

donde Agap es el área de la sección transversal del gap, P0 es la presión del gas en el
gap y K es una constante arbitraria, que para nuestro caso se fijó en 1. Como resultado,
la corriente comienza a aumentar y el voltaje a disminuir, hasta que llega prácticamente
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Figura 5.6. Tensión vs corriente, en el “spark” inicial.

a cero. Asumimos que el disparo se apaga cuando la corriente del gap alcanza 0.8A,
momento en el cual asumimos que el gas se calienta demasiado y rompe el arco, con lo que
σgap = 0. Los resultados del disparo de la corriente y la tensión en el “spark” se muestran
la Figura.5.6.

Figura 5.7. Grafica el valor de la resistencia de arco medida en el “spark”

Adicionalmente, la Figura.5.7, graf́ıca el valor de la resistencia de arco, calculada como
Rarc = Vgap/Igap (en negro), y la compara con el valor teórico que se obtiene del modelo
de Kuffel (Ec. 5.6) (en rojo). El tiempo para cada simulación de 1500 pasos de tiempo es
de 90 minutos
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5.3. Simulación de Generador de Impulsos tipo Román

Para reproducir el generador de impulsos (ver figura 5.8), se utilizó un arreglo tridi-
mensional de 50X400X50 celdas de tamaño ∆x = 4mm. La construcción de cada uno de
los elementos del generador se desarrolló realizando cambios en el valor de la conducti-
vidad eléctrica σ, como se muestra en el corte axial (ver Figura 5.9), doende se muestra
además la fuente de voltaje desarrollada a partir de un condensador de placas paralelas.
La figura muestra también las condición de suavizado con tres capas en el valor de σ, que
se implementa para reducir las inestabilidades numé ricas. La figura 5.10 muestra, además,
un detalle del corte en el eje xy de la construcción de los electrodos del generador. Además
se muestra los cambios en la conductividad en otros elementos como la fuente (ver Figura
5.11) y el detalle del corte en el eje xz del electrodo (ver Figura5.12) y de la tapa del
cilindro (ver Figura 5.13).

Figura 5.8. Diagrama esquemático del diseño del generador de impulsos. Todas las medidas en
mm [41].

Las dimensiones de la geometŕıa se muestran en la tabla(5.2). La distancia entre los
electrodos es la única que no se pudo realizar con exactitud, debido a que el tamaño del
lattice no logra ser tan pequeño. Aumentar la resolución justo en ese punto es un tema
interesante de trabajo futuro.

La simulación se realizó de la misma manera que en el caso anterior (Eq.5.1). La fuente
se carga exponencialmente por 3500 pasos hacia un valor final de voltaje Vfinal = 50kV
(que corresponde a un campo eléctrico Eo = 12000) con el mismo tiempo caracteŕıstico
τ = 25.4ps (10 clicks). Por su parte, el “spark-gap” se simuló con un voltaje de ruptura
Vp = 40kV y una corriente máxima de 50A. Los resultados de la simulación se muestran
en la figura 5.14. El disparo ocurre a t = 2273 pasos de tiempo, cuando el voltaje de gap
alcanca el valor de ruptura. Las corrientes se graf́ıcan en la Figura(5.15): en la resistencia
de carga (ĺınea negra), en medio del “spark” (ĺınea roja) y en la resistencia limitadora
(ĺınea verde).
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Figura 5.9. Plano de corte en Lx/2 de la geometŕıa del generador de impulsos tipo Román.

Tabla 5.2. Longitudes utilizadas en el desarrollo de la simulación del generador de impulsos

Parametro Longitud real en mm Longitud en celdas

Longitud PFL 360 90
TL 592 148
R. Carga 142 35
Distancia entre D.dot 45 11
Distancia entre electrodos 16 4
Radio del cilindro externo 95 24
Radio del cilindro interno 18 4
Longitud total 1140 284

Figura 5.10. Fuente desarrollada a través placas paralelas, donde se coloca campo eléctrico E en
la dirección perpendicular de las placas

Para corroborar los valores medidos por Santamaŕıa, se realizó la medición del campo
eléctrico en dirección radial en sitios similares a donde se encontraban los medidores de
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Figura 5.11. Detalle de los valores de conductividad del condensador de placas paralelas, utilizado
como fuente para el generador de impulsos

Figura 5.12. Detalle de los valores de conducti-
vidad del electrodos

Figura 5.13. Detalle del corte vertical de la ta-
pa y el cilindro interior del gene-
rador de impulsos

campo eléctrico D− dot en el experimento (celdas 180 y 198). Los resultados se muestran
en la figura (5.16). Las curvas de voltaje reproducen muy bien el comportamiento cuali-
tativo de las curvas experimentales. Las diferencias cuantitativas se pueden justificar en
la diferencia existente entre la distancia de separación de los electrodos en el modelo de
lattice-Boltzmann y en el generador real. Los voltajes y las corrientes en el gap también
reproducen cualitativamente las medidas indirectas realizadas por Santamaŕıa (ver Figura
5.17).

En conclusión, el modelo de lattice-Boltzmann captura el comportamiento cualitativo
del sistema. Las diferencias cuantitativas se pueden deber (muy posiblemente) a la resolu-
ción de la grilla en el “spark-gap”. El tiempo para cada simulación completa hasta llegar
a 3500 pasos ha sido de 14 horas.
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Figura 5.14. Resultados de la tensión en la simulación en la fuente (ĺınea negra) y en el “spark”
(ĺınea roja)

Figura 5.15. Corrientes en la resistencia de carga (negro), en el “spark” (rojo) y en la resistencia
limitadora (verde)
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Figura 5.16. Medición de la tensión en los medidores D-dot, La gráfica superior corresponde a la
simulación desarrollada, la gráfica inferior corresponde a los resultados desarrollados
por Santamaŕıa()

Tabla 5.3. Unidades de lattice normalizadas

Unidades de lattice Valor Unidad

Longitud [L] 4 mm
Tiempo [T] 9,42 ps
Carga eléctrica [q] 5,80 e−

Masa [m] 4,36 me

Voltaje [V] 1 V oltio
Corriente [I] 1 Amperio
Resistencia [R] 1 Ω
Conductividad [σ] 250 1/Ωnewm

Campoe eléctrico [ ~E] 250 V/newm
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Figura 5.17. Comparación entre las gráficas de voltaje y corriente en la simulación y los datos
obtenidos por Santamaŕıa en el generador de impulsos



Conclusiones

Los métodos de lattice Boltzmann son una alternativa novedosa para la simulación
numérica, que han mostrado ser muy exitosos en la simulación de fluidos. Sus carac-
teŕısticas los hacen ideales para ser implementados sobre tarjetas gráficas, donde resultan
ser de 100 a 1000 veces más rápidos que los métodos tradicionales implementados sobre
procesadores multipropositos. Recientemente los métodos de lattice Boltzmann han sido
extendidos a la simulación de campos electromagnéticos en medios materiales, reprodu-
ciendo con éxito sistemas sencillos [1]. El objetivo de este trabajo fue utilizarlos para
simular el funcionamiento del generador de impulsos tipo Román, desarrollado por Fran-
cisco Santamaŕıa, bajo el grupo del profesor Francisco Román para la producción de picos
de corriente de tantos amperios con duración de tantos ns. Para lograr esta simulación
fue necesario construir modelos de una fuente de voltaje y del spark gap utilizando el
método de lattice Boltzmann, lo que se implemento con éxito en sistemas pequeños antes
de encarar la simulación de impulsos completo. La simulación de este generador de im-
pulsos necesito desarrollar modelos para la fuente de voltaje y el disparo del interruptor
de plasma que funcionaron correctamente y que podŕıan ser utilizados en simulaciones
futuras. Para la simulación final del generador de impulsos, se construyo la geometŕıa del
sistema completo, incluyendo la fuente de alimentación, en un arreglo tridimensional de
50X400X50 celdas cubicas que reprodućıan los valores de conductividad del sistema real.
El tamaño de celda fue de 4mm, que aunque fue insuficiente para modelar la separación
entre los electrodos, permitió reproducir con éxito el comportamiento cualitativo de las
corrientes y los voltajes medidos experimentalmente en el sistema real.

La limitación más importante para la reproducción cuantitativa de los resultados, se
encuentra en la resolución. Cada celda, maneja 50 variables de punto flotante, y un sistema
50X400X50 celdas cubicas esta en el ĺımite de la memoria RAM del computador utiliza-
do. La resolución. que se obtiene con este numero de celdas es insuficiente para modelar
la distancia entre electrodos, que es el corazón del proceso de disparo. Esta dificultad se
puede resolver de diferentes maneras. La más sencilla consiste en aumentar la resolución.
en la zona que rodea los electrodos, dividiendo las celdas en unas más pequeñas, que in-
tercambian valores con las grandes a traves del calculo de valores promedio y de calcular
valores promedio por interpolación, siguiendo un procedimental sugerido recientemente
por Chopard [36]. La segunda consiste en aprovechar la geometŕıa ciĺındrica del genera-
dor de impulsos. Para lograr esto se requiere expresar el modelo de lattice Boltzmann
de campos electromagnéticos en coordenadas ciĺındricas, algo que no se ha desarrollado
hasta el momento, pero que permitiŕıa utilizar la misma cantidad de memoria RAM en un
arreglo bidimensional de 3000X350 celdas, lo que incrementaŕıa la resolución. 10 veces,
afortunadamente existen actualmente trabajos muy recientes [25] que construyen mode-
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los de lattice Boltzmann para fluidos en coordenadas ortogonales generalizadas. El reto
consiste entonces, en realizar este trabajo para el caso del campo electromagnético, lo que
constituye a todas luces un tema muy valioso de investigación futura. por otra parte, esta
simulación fue desarrollada en un computador usual, pero la principal ventaja de utilizar
un método de lattice Boltzmann con tarjetas gráficas. Implementarlo requiere reescribir
el modelo en CUDA. Este es también un tema importante para futuros trabajos.

Este trabajo final realiza una de las primeras aplicaciones del método de lattice Bol-
tzmann para un elemento real, los resultados muestran que el método es una alternativa
promisoria para la modelación de dispositivos electromagnéticos.



APÉNDICE

Expansión de Chapman-Enskog para Ondas

Para su solución se inicia haciendo una expansión en serie de Taylor al lado izquierdo
de la ecuación de evolución de Boltzmann, Ec. 3.1, hasta términos de segundo orden en
las coordenadas espaciales y en la coordenada temporal, obteniendo

fi(~x+ ~vi, t+ 1)− fi(~x, t) =

δt

(
∂

∂t
+ ~vi · ~∇

)
fi +

(δ)2

2

(
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∂2fi
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(fi − f eq

i ) ,

(7)

donde los sub́ındices α y β representan las componentes de los vectores. Ahora, hacemos
una expansión en series perturbativas a primer orden en el espacio y a segundo orden de
las funciones de distribucion y en el tiempo, haciendo

fi =
∑
n=0

f
(n)
i εn (8a)

∂

∂xα
=
∑
n=1

εn
∂

∂xαn
(8b)

∂

∂t
=
∑
n=1

εn
∂

∂tn
(8c)

donde el parámetro perturbativo es ε = δx/L con δx la longitud de una celda y L la
longitud caracteŕıstica de la zona de simulación. Entonces, reemplazando la Ec.(8) en la

53
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Ec. (7) y teniendo en cuenta hasta los términos de segundo orden en ε, obtenemos
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Agrupando los los términos a orden cero en ε obtenemos f
(0)
i = f eq

i . A primer orden en ε,
se obtiene:
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A segundo orden en ε, se obtiene:
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Al reemplazar la Ec.(10) en la Ec.(11) y utilizamos el valor de τ = 1
2 , reescribiendo

2∑
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Entonces, para el orden cero en ε en las Ecs. (10) y (12) se obtiene,
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Para obtener las ecuaciones de las cantidades macroscópicas en el ĺımite continuo se
calculan solo con los órdenes cero de las funciones de distribución, y que esas mismas
cantidades calculadas con cualquier otro orden dan cero.

ψ =
∑
i

f eq
i , ~V =

∑
i

f eq
i ~vi . (14a)
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y ∑
i

f
(n)
i = 0 ,

∑
i

f
(n)
i ~vi = 0 , ∀n > 0 . (15a)

Ahora, haciendo la suma sobre el ı́ndice i de las Ecs. (13), se obtiene las relaciones

2∑
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∂t2
= 0 , (16a)
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∂t1
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Usando el parámetro perturvativo ε y multiplicando la Ec.(16a) por su cuadrado (ε2) y la
Ec.(16b) por ε, para luego sumarlas se tiene que:

2∑
α=1

∂~Vα
∂xα
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∂ψ
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= 0 . (17)

Ahora, si se multiplican las Ec.(10) y(12) por el vector ~vi se obtiene
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De aqúı, las ecuaciones macroscópicas que el modelo cumple son:
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∂ψ

∂t
= 0 , (19)
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∂~V

∂t
= 0 . (20)

Sacando divergencia a ambos lados de la Ec.20 obtenemos la ecuación de onda:

∇2(c2ψ) +
∂(∇ · ~V )

∂t
= 0 , (21)

∇2(c2ψ)− ∂2ψ

∂t2
= 0 , (22)
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Expansión de Chapman-Enskog. Electrodinámica

Para hacer la expansión de Chpaman-Enskog comenzaremos por hacer una expansión
en series de Taylor de estas ecuaciones hasta segundo orden en las coordenadas espaciales
y en la coordenada temporal,
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donde α, β = x, y, z denotan las componentes x, y and z.

Luego, vamos a expandir las funciones de distribución y las derivadas espaciales y
temporales en potencias de un pequeño parámetro, epsilon,

G
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∂

∂xα1
+ ... . (27)

donde vamos a suponer que solo el término de orden cero en λ de las funciones de distri-
bución contribuyen a las variables macroscópicas, aśı, para n > 0 tenemos∑

i,j,p

G
p(r)(n)
ij ~epij = 0 , (28a)
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i,j,p

G
p(r)(n)
ij

~bpij = 0 . (28b)

La densidad de corriente media ~J ′ es de orden λ [?], de esta forma, podemos escribir
~J ′ = λ~J ′1. Debido a que Gpeq

ij es ahora función de ~J ′, también necesitamos desarrollar una
expansión de Chapman-Enskog de la función de equilibrio:

G
p(r)eq
ij = G

p(r)(0)eq
ij + λG

p(r)(1)eq
ij + λ2G

p(r)(2)eq
ij . (29)

Aśı, reemplazando estos resultados en las Ecs.(23) y (24), obtenemos para el orden
cero en λ

G
p(r)(0)eq
ij = G

p(r)(0)
ij . (30a)

G
(r)eq
0 = G

(r)(0)
0 . (30b)

Para el primer orden en λ de la función de distribución tenemos

~vpi · ~∇1G
p(r)(0)
ij +

∂G
p(r)(0)
ij

∂t1
=

− 1

τ2
(G

p(r)(1)
ij −Gp(r)(1)eq

ij ) ,

(31a)

∂G
(r)(0)
0

∂t1
= − 1

τ2
(G

(r)(1)
0 −G(r)(1)eq

0 ) , (31b)

y para el segundo orden en λ obtenemos(
1− 1

2τ2

)(
~vpi · ~∇1 +

∂

∂t1

)
G
p(r)(1)
ij

+
∂G

p(r)(0)
ij

∂t2
+

1

2τ2

(
~vpi · ~∇1 +

∂

∂t1

)
G
p(r)(1)eq
ij =

− 1

τ2
(G

p(r)(2)
ij −Gp(r)(2)eq

ij ) ,

(32a)

∂G
(r)(0)
0

∂t2
= − 1

τ2
(G

(r)(2)
0 −G(r)(2)eq

0 ) . (32b)

Los términos de primer y segundo orden para la función de equilibrio de los campos
electromagnéticos se obtienen reemplazando la Ec. (??) en la Ec.(??). De este resultado,
podemos obtener agrupando en potencias de λ

G
p(r)(0)eq
ij (~x, t) =

ε1−r

4
~E · epij +

µr−1

8
~B · bpij , (33a)

G
p(r)(1)eq
ij (~x, t) =

λ

16
~vpi · ~J ′1 −

λµ0λ2τ2

8
~J ′1 · epij , (33b)
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G
p(r)(2)eq
ij (~x, t) = 0 , (33c)

G
(r)(0)eq
0 (~x, t) = ρc , (33d)

G
(r)(1)eq
0 (~x, t) = G

(r)(2)eq
0 (~x, t) = 0 . (33e)

Ahora, estamos listos para determinar las ecuaciones que el modelo satisface en el
ĺımite continuo. Primero, vamos a tomar τ2 = 1/2, λ2 = 1. Si hacemos la suma en las Ecs.
(31a), (31b), (32a) y (32b) sobre i, j y p, obtenemos

∂ρc
∂t1

= 0 , (34)

y

∂ρc
∂t2

+∇ · ~J ′1 = 0 . (35)

Si sumamos estas dos ecuaciones obtenemos la ecuación de continuidad,

∂ρc
∂t

+∇ · ~J ′ = 0 . (36)

Ahora bien, vamos a multiplicar las ecuaciones (31a), (31b), (32a) y (32b) por ~epij y luego
hacemos las sumas sobre los ı́ndices i, j y p. Aśı, para r = 0 obtenemos

∂(ε ~E)

∂t1
− 1

2
~∇×

( ~B
µ

)
= −1

2
µ0
~J ′1 , (37)

y

∂(ε ~E)

∂t2
− µ0

4

∂ ~J ′1
∂t1

= 0 . (38)

Si nosotros sumamos estas dos ecuaciones, y teniendo en cuenta la Ec. (??), llegamos a la
primera ecuación de Maxwell,

∂(ε ~E′)

∂t
− 1

2
~∇×

( ~B
µ

)
= −µ0

1

2
~J ′ . (39)

De forma similar, multiplicando las Ecs. (31a) y (32a) por ~bpij y haciendo las sumas sobre
i, j y p, obtenemos para r = 1

∂ ~B

∂t1
+ ~∇× ~E = 0 , (40)

y

∂ ~B

∂t2
− 1

2
~∇×

(
1

2
µ0
~J ′1

)
= 0 . (41)
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Si sumamos estas dos ecuaciones, obtenemos la segunda ecuación de Maxwell,

∂ ~B

∂t
+ ~∇× ~E′ = 0 . (42)

Las otras dos ecuaciones de Maxwell pueden ser obtenidas de las Ecs.(39) y (42) como se
muestra en [28]. Si aplicamos la divergencia a estas ecuaciones obtenemos

∂(~∇ · ~E′)
∂t

= −1

2
µ0
~∇ · ~J ′ , (43)

∂(~∇ · ~B)

∂t
= 0 . (44)

y debido a la ecuación de continuidad Ec.(36), llegamos a que

∂(~∇ · ~E′)
∂t

=
1

2
µ0
∂ρc
∂t

. (45)

Finalmente, obtenemos

∂(~∇ · ~E′ − 1
2µ0ρc)

∂t
= 0 . (46)

Aśı, si las condiciones iniciales de los campos electromagnéticos satisfacen las ecuaciones
de Maxwell

~∇ · ~B = 0 . (47)

~∇ · ~E′ = 1

2
µ0ρc =

ρc
ε0

. (48)

estas ecuaciones serán reproducidas correctamente para todo tiempo.

Resumiendo, las ecuaciones (39), (42) (47) y (48) determinan la evolución de los cam-
pos electromagnéticos. Estas son las ecuaciones de la electrodinámica, y esto completa la
prueba.
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[41] F. Santamaŕıa, Experimental research work on a sub-millimeter Spark-Gap for sub-
nanosecond gas breakdowne., Propuesta de Tesis Doctoral, Universidad Nacional de
Colombia, 2011.

[42] James D. Sterling and Shiyi Chen, Stability analysis of lattice-boltzmann methods,
Journal of Computacional Physics 123 (1996), 196–206.

[43] S. Succi and R. Benzi, Lattice boltzmann equation for quantum mechanics, Physica D
69 (1993), 327.

[44] S Succi, S Palpacelli, M Mendoza, and HJ Herrmann, Majorana returns: the dirac-
boltzmann connection, Electronic Journal of Theoretical Physics 11 (2014), no. 30,
9–26.

[45] P. A. Sweet, Electromagnetic phenomena in ionized gases, IAU Symposium no. 6,
1958, p. 123.

[46] M. Turner, Stiffness and deflection analysis of complex structures, J. Aeronaut. Sci.
23 (1956), 805–823.

[47] D. Wolf-Gladrow, Lattice-Gas Cellular Automata and Lattice Boltzmann Models.,
Springer, 2005.

[48] Y. An y Y. Chen Y. Wang, Y. Wang, Aerodynamic simulation of high-speed trains
based on the lattice-boltzmann methodt, Science in China Series E-Tech Sci 51 (2008),
773–783.


	Índice general
	Índice de tablas
	Índice de figuras
	Introducción
	Conceptos básicos
	Descarga Eléctrica
	Ionización
	Emisión de electrones en los electrodos

	Mecanismo ruptura de las descagas eléctricas
	Proceso de Townsend
	Mecanismo de Streamer
	Ley de Paschen
	Arco Eléctrico


	Generador de Impulsos
	Geometría esquemática del generador de impulsos
	Generador de Impulsos Tipo Román

	Método de Lattice Boltzmann
	Características generales
	Ejemplo: Lattice Boltzmann para Ondas Bidimensionales
	Aplicación: Simulación del Efecto Doppler por Lattice Boltzmann

	Modelo de Lattice Boltzmann para Electrodinámica
	Leyes de Maxwell para la Electrodinámica
	Modelo de Lattice Boltzmann para Electrodinámica
	Aplicaciones desarrolladas del Modelo de Lattice Boltzmann para Electrodinámica
	Efecto Skin
	Microstrip


	Resultados
	Simulación de un Condensador de Placas Paralelas
	Simulación del ``Spark Gap'' con Fuente de Voltaje
	Simulación de Generador de Impulsos tipo Román

	Conclusiones
	Expansión de Chapman-Enskog para Ondas
	Expansión de Chapman-Enskog. Electrodinámica
	Bibliografía

