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“All models are approximations. Assumptions,

whether implied or clearly stated, are never

exactly true. All models are wrong, but

some models are useful. So the question

you need to ask is not Is the model true? (it

never is) but Is the model good enough for this

particular application?”

George Box, Alberto Luceño y Maŕıa del

Carmen Paniagua-Quiñones
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Resumen

En este trabajo se estima la curva de Engel para alimentos y bebidas no alcohólicas en ho-

gares urbanos colombianos. Para lo anterior, se realizan estimaciones paramétricas y semi-

paramétricas de la curva de Engel usando métodos de regresión basados en distribuciones

como normal, gamma, normal inversa y beta, con diversas funciones de enlace, usando los

datos de la Encuesta Nacional de Presupuestos de los Hogares (2016-2017) y controlando

por caracteŕısticas socio-económicas como el estrato, la región, el nivel educativo del jefe de

hogar, entre otras. Los modelos estimados se comparan mediante criterios de información,

con lo cual se encuentra que el modelo de regresión beta con función de enlace probit y en

el que el gasto total se describe de forma no paramétrica es el que describe de mejor manera

los datos. Este modelo tiene la ventaja de que, al igual que los datos de la variable respuesta,

la distribución considerada para describirla se restringe al intervalo (0,1) y es naturalmente

heteroscedástica.

Palabras clave: Ley de Engel, Gasto de Hogares, Curva de Engel, Modelos Lineales Genera-

lizados, Regresión Beta, máxima verosimilitud penalizada, Modelos Lineales Generalizados

Semi-paramétricos, Regresión Beta Semi-paramétrica.

Abstract

In this work the Engel Curve for food and non-alcoholic beverages for urban homes in Co-

lombia is estimated. To achieve that, parametric and semi-parametric estimations for the

curve are obtained by using regression methods based on normal, gama, inverse-normal and

beta distributions, also considering many link functions. The data are obtained from the

National Survey of Household Budgets (2016-2017), which include socio-economic charac-

teristics such as stratum, region, education level of the head of household, among others.

The fitted models are compared by using information criteria, and the beta regression model

with probit link function, where the total expenditure is described non-parametrically, is

found to be the best to describe the data. This model is appealing as, likewise the data on

the response variable, the distribution used to describe its behavior is restricted to the (0,1)

interval and is naturally heteroscedastic.

Keywords: Engel’s Law, Household expenditure, Engel Curve, Generalized Linear Models,

Beta Regression, Penalized Maximum likelihood, Semi-Parametric Generalized Linear Mo-

dels, Semi-Parametric Beta Regression.
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1. Introducción

[Engel, 1857] propuso la denominada Ley de Engel, la cual expresa que los alimentos repre-

sentan una proporción importante del ingreso que gasta un individuo o familia, destacando

que los hogares con mayor poder adquisitivo gastan una menor proporción de su ingreso en

alimentos que los hogares con menor poder adquisitivo. Sin embargo, dentro de los diferentes

grupos de gasto se encuentran diversos comportamientos de la participación de estos frente al

ingreso, lo cual evidencia la necesidad de estudiar su comportamiento en cada caso particular.

La proporción del total del ingreso destinado al consumo de comidas y bebidas no alcohólicas

(PGAB) es un indicador de la seguridad alimentaria de los hogares y el bienestar asociado

a ellos, pues, ha sido ampliamente documentado que mientras más pobre y vulnerable es un

hogar, mayor es la proporción del ingreso destinado a adquisición de comidas y bebidas [Lele

et al., 2016]. Algunos trabajos como [Mart́ınez and Villezca, 2005], [Morón and Schjtman,

1997] y [Figueroa, 2005] sugieren que un PGAB menor que 0.3 representa un buen nivel de

bienestar de los hogares.

La curva de Engel permite describir la relación existente entre el ingreso de un individuo o

familia y la demanda realizada por determinado bien o conjunto de bienes. De forma emṕıri-

ca, se ha observado que el análisis de la relación del gasto total con el gasto en adquisición

de comidas y bebidas es de mayor interés debido a que los individuos tienden a subestimar

sus ingresos cuando pertenecen a clases sociales altas y a sobrestimarlos cuando pertenecen

a clases sociales bajas, pero con el gasto los individuos suelen a ser más sinceros.

Un aspecto clave al momento de realizar estimaciones de la curva de Engel reside en que la

forma funcional considerada para ella sea lo suficientemente flexible para representar ade-

cuadamente el comportamiento observado en los consumidores, con lo cual, debe permitir

representar bienes de lujo, que son aquellos cuyo consumo aumenta más que proporcional-

mente con el ingreso; bienes necesarios, que son aquellos cuyo consumo aumenta menos que

proporcionalmente con el ingreso; y bienes inferiores, que son aquellos cuyo consumo dis-

minuye cuando el ingreso aumenta. Adicionalmente, la forma funcional considerada para la

curva de Engel debe permitir que un bien sea a la vez un lujo para las personas de bajos

ingresos y una necesidad para las personas de altos ingresos, por lo que suponer que es lineal

no resulta razonable en muchos casos.
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La estimación de la curva de Engel se ha desarrollado de diversas maneras, comenzan-

do por estructuras paramétricas como las usadas en los trabajos de [Working, 1943, Leser,

1963], [Deaton and Muellbauer, 1980b], [Deaton and Muellbauer, 1980a], [Banks et al., 1997]

y [Blundell and Duncan, 1998]; seguidas por estructuras semi logaŕıtmicas y doble logaŕıtmi-

cas propuestas por [Prais and Houthakker, 1971].

Luego se desarrollaron modelos semi paramétricos y no paramétricos como los considerados

por [Bhalotra and Attfield, 1998], [Lyssiotou et al., 2001], [Bundell et al., 2003], [Barrietos,

2006], [Barrietos, 2009]; y recientemente, como en [López and Maŕın, 2017], se aplicaron

modelos lineales generalizados para enfrentar el problema de heteroscedasticidad cuando los

datos se analizan con modelos normales lineales.

De forma usual la literatura reporta que se realizan estimaciones de mı́nimos cuadrados or-

dinarios usando como variable dependiente la proporción del ingreso destinada al consumo

de los bienes de interés y como variables explicativas al gasto total en escala logaŕıtmica y

otras variables que caracterizan los hogares. Sin embargo, por la naturaleza de la variable

dependiente, que se restringe al intervalo (0, 1) y tiende a presentar asimetŕıa, y la violación

del supuesto de homoscedasticidad, un modelo normal lineal puede no ser la mejor opción.

Recientemente se comenzaron a realizar estimaciones no paramétricas o semi-paramétricas

de la curva de Engel, sin embargo, debido a la dificultad que representa estimar una fun-

ción no paramétrica de varias variables (presencia de la maldición de la dimensionalidad)

comúnmente se especifica de forma no paramétrica el gasto total (o ingreso total dependien-

do la variable con la que se quiera trabajar) y se incorporan como variables paramétricas

las caracteŕısticas socio económicas y demográficas del sujeto de estudio, o se trabaja con

sub-muestras con caracteŕısticas de interés para obtener estimaciones no paramétricas de

una sola variable.

Este tipo de estimaciones semi-paramétricas y no paramétricas están siendo utilizadas am-

pliamente debido a que no solo permiten una mayor flexibilidad de las aproximaciones reali-

zadas, sino que también permiten obtener resultados más cercanos al planteamiento original

de Engel que los estrictamente paramétricos. No obstante, estos no son de fácil interpretación

y son computacionalmente complejos cuando se utilizan varias variables.

Con lo anterior, y dada la naturaleza de la variable dependiente, la cual puede tomar cual-

quier valor en el intervalo (0, 1), y la violación al supuesto de homoscedasticidad que repor-

tan varios autores, este trabajo pretende estimar y comparar las estimaciones de la curva

de Engel para alimentos y bebidas no alcohólicas en Colombia usando métodos de regresión

basados en distribuciones como normal, gamma y normal inversa, cuya teoŕıa se enmarca en

los denominados Modelos Lineales Generalizados (MLG), aśı como en la distribución Beta,
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usando los datos de la Encuesta Nacional de Presupuestos de los Hogares (2016-2017) para

hogares urbanos y controlando por caracteŕısticas socio económicas como el estrato social,

nivel educativo del jefe de hogar, región, entre otros.

El trabajo está organizado de la siguiente forma: el caṕıtulo 2 presenta antecedentes de la

estimación de la Curva de Engel en la literatura; el caṕıtulo 3 presenta la teoŕıa asociada a

los Modelos Lineales Generalizados paramétricos y semi-paramétricos; el caṕıtulo 4 presenta

la teoŕıa correspondiente a la Regresión Beta paramétrica y semi-paramétrica; el caṕıtulo

5 describe brevemente los datos, presenta las estimaciones obtenidas aśı como la selección

del modelo y, finalmente, el caṕıtulo 6 presenta las principales conclusiones del documento

y recomendaciones para futuras investigaciones.



2. Curva de Engel

Propuestas por primera vez por [Engel, 1857], las curvas pretend́ıan hallar la relación entre el

ingreso total de los hogares y el consumo de diferentes cestas de bienes y servicios a un nivel

de precios fijo para el caso Bélgica. Dentro de los supuestos del modelo propuesto, Engel

atribuye cualquier variación en el consumo (gasto) a cambios en el ingreso, como resultado

se deriva el hecho estilizado de que la PGAB disminuye a medida que aumenta el gasto (o

Ley de Engel) y que aquellos hogares más pobres tienen un PGAB más alto.

Sin embargo, esta disminución no es lineal ni homogénea, por dos fuentes de variación:

1. Efecto sustitución: Es uno de los efectos causados en la demanda de un bien o

servicio por variaciones en su precio.

2. Efecto Ingreso: Es el efecto causado en la demanda de un bien o servicio por va-

riaciones en el ingreso real. Los sentidos de estas relaciones dan origen a la siguiente

clasificación de bienes:

a. Bien Inferior: Ante un aumento en el ingreso, la demanda de este tipo de bien

se contrae, por ejemplo: Ropa de segunda mano, alimentos de baja calidad, etc.

b. Bien Normal: Un aumento en la renta provocará un aumento en la demanda de

este tipo de bienes, puede tratarse de: ocio, ropa, etc.

c. Bien de lujo: Son aquellos para los cuales, dado un umbral de ingreso, su con-

sumo crece más rápidamente que la renta, por ejemplo: viajes, autos de lujo,

etc. [Pindyck and Rubinfeld, 2013].

Esta anterior clasificación confirma que la Ley de Engel puede no ser constante a través de

los bienes y, que una estimación global del mismo no es adecuada, por lo tanto, estudios pos-

teriores han hablado de la necesidad de incluir variables sociodemográficas y caracteŕısticas

de cada hogar, por ejemplo, [Bierens and Pott-Buter, 1987] quienes para el caso holandés

a través de una regresión no paramétrica hallan la relación entre el gasto per cápita de un

hogar, teniendo en cuenta el tamaño del mismo. Esta clasificación permite controlar las di-

vergencias entre las curvas pues, se espera que, ambos efectos sean más o menos constantes

entre hogares con caracteŕısticas similares.
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2.1. Estimación de las curvas de Engel

La estimación de las Curvas de Engel ha sido un problema constante en la economı́a, puesto

que ante la ausencia de una especificación más profunda de su autor principal debido a las

limitaciones normales de la época, muchos vaćıos han sido subsanados por el criterio de cada

autor con el fin de llegar a una aproximación de las mismas.

Los primeros acercamientos teóricos de las curvas que pretend́ıan corroborar la ley fueron

de carácter paramétrico, dentro de ellas se tiene la propuesta de [Prais and Houthakker,

1971] quienes comparaban bajo tres formas funcionales el cálculo de las curvas, las cuales

mostraban mejor ajuste dependiendo del rango del gasto o del tipo de bien de análisis, los

modelos propuestos fueron:

Doble-Logaŕıtmica

ln(qj) = αj + βjln(G)

Semi-Logaŕıtmica

qj = αj + βjln(G)

Rećıproca

ln(qj) = αj + βjG
−1

Dónde, qj es la cantidad demandada de un bien y G el gasto total. Sin embargo, conforme la

teoŕıa microeconómica fue avanzando se establecieron una serie de axiomas deseables para las

curvas de demanda y cuyo cumplimiento valida los diferentes resultados emṕıricos, éstos son:

i. Aditividad: Indica que las funciones de demanda deben cumplir la restricción presu-

puestaria, esto es:

p′g(p,G) = G

Donde G es el Gasto Total (o Ingreso Nominal, que en economı́a son idénticos) y p es

el vector de precio de los bienes.

ii. Homogeneidad: Las funciones de demanda son homogéneas de grado cero, esto es

p(x,e) y ∀θ > 0 = 1, ..., n se cumple que gt(θp, θG) = gt(G, p)
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iii. Simetŕıa: Sea la matriz

S =

[
∂gt(G, p)

∂p′
+

(
∂gt(G, p)

∂G

)
gt(G, p)

′
]

la misma es simétrica y semi-definida negativa.

Si tales axiomas se cumplen y se verifica emṕıricamente su veracidad entonces se puede decir

que existe una función de utilidad que está generando la función de demanda, esto es, en

otras palabras que el individuo es racional en sus elecciones [Barnett and Serletis, 2008].

Es por tal razón que la estimación paramétrica de las curvas de Engel puede restringir el

modelo de tal forma que no se cumplan dichos axiomas e invalidar sus resultados ya que al

imponer una forma funcional se pueden obtener diferentes curvas de Engel para diferentes

tipos de bienes y, en consecuencia, violar los axiomas cuando se calculan el sistema en su

totalidad [Carugati, 2008].

Este documento seguirá la propuesta de covariable [Leser, 1963] y [Working, 1943] denomi-

nada especificación Working-Leser, quienes proponen el PGAB como una función del gasto

total este último como proxy del ingreso total ya que las personas, en las encuestas de

ingresos y gastos, suelen sub o sobre estimar éste [Barrietos et al., 2011]

PGABi = f(Gi)

donde Gi es el gasto total.

Dentro las formas funcionales propuestas están la de [Lewbel, 1991] y [Hausman et al., 1995],

quiénes proponen un modelo lineal más complejo con polinomios de mayor grado para los

que, sin embargo, a pesar de obtener mejoras en el ajuste se sacrifica de forma significativa

la parsimonia del modelo.

Con el paso del tiempo y con ello, el aumento del acervo de conocimiento y las capacidades

computacionales, fue posible introducir modelos más flexibles y realistas que construyeran

emṕıricamente de este tipo de teoŕıas o leyes clásicas de la economı́a, por ello, la estimación

de modelos para generar aproximaciones de la curva de Engel fueron mudando del terreno

paramétrico al no paramétrico y semiparamétrico, tal es el caso de [Bierens and Pott-Buter,

1991], [Fousekis and Lazaridis, 2001] y [Delgado and Miles, 1997], entre otros.

Para el caso colombiano, se tiene [Barrietos et al., 2011] quienes a través de un ajuste se-

miparamétrico de modelos parcialmente lineales realizan una aproximación a las curvas de

Engel para los servicios de salud en Colombia con los datos de la Encuesta de Calidad



8 2 Curva de Engel

de Vida (ECV) del año 1997, este enfoque se considera apropiado teniendo en cuenta que

existen algunos factores que tienen una relación lineal con los servicios de salud especialmen-

te aquellos que establece la ley colombiana, los resultados validan de forma emṕırica la teoŕıa.

Por otro lado, [Ramı́rez et al., 2005] analizan la dinámica del gasto entre 1997 y 2003 en los

hogares colombianos a partir de la ECV dividiéndolos en 10 categoŕıas que son: Alimentos,

Bebidas y Tabaco, Vestuario y Calzado, Servicios de la Vivienda, Muebles y Enseres, Salud,

Transporte y telecomunicaciones, Recreación y servicios culturales, Educación y, Servicios

Personales y Otros. Para efectos de análisis de elasticidad-ingreso de la demanda, se estima

de forma paramétrica a través de la especificación Working-Leser encontrando que la forma

funcional puede trasgredir o no la teoŕıa dependiendo el tipo de bien que se analice, por otro

lado, se realiza una estimación no paramétrica a través de una regresión suavizada pondera-

da localmente, las estimaciones confirman la no linealidad de las curvas de Engel y además

permiten capturar toda la información derivada de los diferentes tipos de bienes y con ello

lograr el cumplimiento de los axiomas i a iii permitiendo generar conclusiones consistentes.

Finalmente, [Rojas, 2017] realiza una estimación paramétrica mediante la especificación

Working-Leser para analizar las curvas de Engel para alimentos de primera necesidad caso

Antioquia y Valle del Cauca, utilizando como base la Encuesta de Calidad de Vida del año

2014 corroborando la relación negativa entre la PGAB1 y el ingreso per cápita, sin embargo,

esta proxy del ingreso puede ser errónea ya que es constante a través de las personas y puede

generar sesgos en la estimación.

En general, se observa que este terreno aún es muy inexplorado a pesar de su vital impor-

tancia en la formulación de poĺıtica pública, por ejemplo, en cálculos de elasticidades que

permiten generar aproximaciones al bienestar de los hogares y se convierten al sustento en

la toma de decisiones especialmente aquellas que contienen segmentos con comportamientos

heterogéneos como lo son el ingreso y el gasto.

Los modelos utilizados para la estimación de la curva de Engel usan datos de corte transver-

sal para unidades familiares (se recolectan en un momento del tiempo como muestra de una

población en espećıfico) que presentan diversas caracteŕısticas socioeconómicas asociadas.

Diversos estudios como [Gujarati and Porter, 2010] y [Houthekker, 1957] muestran que este

tipo de datos presentan residuos heteroscedásticos, es decir, la varianza de las perturbacio-

nes no es constante a lo largo de las observaciones y esto lleva a la violación de uno de los

principales supuestos de los modelos de regresión lineales usuales.

Con respecto a la curva de Engel, [Gujarati and Porter, 2010] menciona que a medida que

aumentan los ingresos los individuos tienen un mayor número de posibilidades de decidir

1Para el cesto de bienes entendido como de primera necesidad
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cómo disponer de ellos, como consecuencia, aumenta la probabilidad de que la varianza au-

mente a medida que aumenta el ingreso. [Houthekker, 1957] muestra que la varianza de los

residuos de la regresión del consumo de los hogares con el ingreso de estos aumenta a medida

que el ingreso crece, por lo cual, se evidencia que en este tipo de encuestas es usual encontrar

varianzas desiguales en los residuos del modelo.



3. Modelos Lineales Generalizados

Los modelos normales lineales son un caso especial de los Modelos Lineales Generaliza-

dos [Nelder and Wedderburn, 1972], en que los primeros utilizan la linealidad para describir

la relación entre la media de la variable respuesta y las variables exógenas cuando la varia-

ble endógena es continua y es razonable asumir simetŕıa y varianza constante; mientras que

los segundos introducen gran flexibilidad en las componentes aleatoria y sistemática con lo

cual es posible prescindir de los supuestos de simetŕıa, varianza constante, e incluso de la

naturaleza continua de la variable respuesta.

En la componente aleatoria la flexibilidad se refiere a la posibilidad que la distribución que

describe el comportamiento de la variable respuesta pueda ser cualquiera de la familia expo-

nencial de dispersión, la cual incluye a la normal, binomial, poisson, gamma y normal inversa,

mientras que en la componente sistemática se introduce una función que permite relacionar

la media de la variable respuesta con el predictor lineal. Si esta función es la identidad y

se asume que la variable respuesta sigue distribución normal entonces se está en el caso del

modelo normal lineal.

Sean y1, ..., yn realizaciones de n variables aleatorias independientes, denotadas Y1, ..., Yn,

con distribución común perteneciente a la familia exponencial de dispersión con media

µk, parámetro de dispersión φ > 0 y mk > 0 una ponderación conocida, es decir, Yk ∼
FED(µk, φ/mk). Se asume que la media se relaciona con un conjunto de variables explicati-

vas mediante la siguiente expresión

g(µk) = ηk = β1xk1 + ...+ βpxkp = x>k βββ, k = 1, . . . , n,

en que g(.) es la función de enlace, la cual debe ser estrictamente monótona y doblemente

diferenciable, y ηk = x>k βββ se conoce como el predictor lineal, con xk = (xk1, ..., xkp)
> un vec-

tor de variables explicativas que pueden ser continuas y/o discretas, medidas en el individuo

k y βββ = (β1, ..., βp)
> un vector de parámetros a estimar. Aśı, el modelo se puede escribir de

la siguiente manera
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
Yk ∼ FED(µk, φ/mk),

g(µk) = ηk = x>k βββ

Y1, ..., Yn independientes

La componente sistemática en su forma matricial estaŕıa dada por g(µµµ) = ηηη = Xβββ, donde

µµµ = (µ1, ..., µn)>, ηηη = (η1, ..., ηn)> y X = (x1, ...,xn)> es la matriz modelo de rango p, es

decir, se asume que sus columnas son linealmente independientes.

Ahora bien, la variable aleatoria Yk es miembro de la familia exponencial de dispersión si su

función de densidad o función de probabilidad se puede escribir en la siguiente forma

f(yk;µk, φ/mk) = exp

(
mk

φ
(ykθk − b(θk)) + c(yk, φ/mk)

)
para algunas funciones b(·) y c(·) conocidas, con θk = θ(µk), mk > 0 ponderación conocida,

φ > 0 el parámetro de dispersión y µk el valor esperado de Yk.

3.1. Función de enlace

La función de enlace conecta a µk con el predictor lineal. Aśı, la función de enlace conecta

a µk con las variables explicativas mediante el siguiente mecanismo

g(µk) = ηk, k = 1, ..., n.

3.1.1. Función de enlace canónica

Debido al supuesto de independencia,la función de densidad conjunta (función de probabi-

lidad conjunta en el caso discreto) de Y1, Y2, . . . Yk se puede escribir de la siguiente manera:

n∏
k=1

exp

(
mk

φ
(ykθ(µk)− b(θ(µk))) + c(yk, φ/mk)

)

= exp

(
1

φ

{
n∑
k=1

mkykθ(µk)−
n∑
k=1

b(θ(µk)))

}
+

n∑
k=1

c(yk, φ/mk)

)

Si se tiene que θ(µk) = ηk, el modelo es tal que g(µk) = θ(µk) y la función de enlace g(µk) se

llama función de enlace canónica; caso en el cual la función de densidad conjunta (función

de probabilidad conjunta en el caso discreto) de de Y1, Y2, . . . Yk se convierte en:
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exp

(
1

φ

{
p∑
j=1

βj

(
n∑
k=1

mkxkjyk

)
−

n∑
k=1

b(xxx>k βββ)

}
+

n∑
k=1

c(yk, φ/mk)

)

= exp

(
1

φ

{
(XXX>QQQyyy)>βββ −

n∑
k=1

b(xxx>k βββ)

}
+

n∑
k=1

c(yk, φ/mk)

)

Donde QQQ = diag{m1, . . .mn}. Este tipo de función de enlace garantiza que el logaritmo

de la función de verosimilitud de βββ es estrictamente cóncavo, lo cual facilita los cálculos

para la estimación de βββ por máxima verosimilitud, si esta existe. Adicionalmente, si φ es

conocido, de acuerdo con el Teorema de Factorización de Neyman, el vector de estad́ısticas

de dimensión p XXX>QQQyyy = (
∑n

k=1 mkxk1yk, · · ·
∑n

k=1 mkxkpyk)
>

es suficiente para βββ, con lo

cual toda la información relevante sobre βββ disponible en la muestra se puede resumir en el

vector XXX>QQQyyy sin perder información.

3.1.2. Funciones de enlace

Algunas de las funciones de enlace más comunes son las siguientes

Identidad La función de enlace tal que g(µk) = µk se llama la función de enlace

identidad.

Cuando se asume que la variable respuesta sigue distribución normal y el modelo tiene

varianza constante se tiene el modelo normal lineal usual. Esta función de enlace es la

función de enlace canónica de la distribución normal.

Logit La función de enlace logit es la función canónica cuando se asume que Yk sigue

distribución binomial.

log

(
µk

1− µk

)
= ηk, k = 1, ..., n.

Logaritmo natural La función de enlace logaritmo natural es la función canónica

cuando se asume que Yk sigue distribución de Poisson.

log(µk) = ηk, k = 1, ..., n.

Complemento Log-Log La función de enlace complemento log-log no es simétrica

y cercana a la loǵıstica cuando µk es pequeño, pero tiene colas menos pesadas a la

derecha.

log(− log(1− µk)) = ηk, k = 1, ..., n.
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Probit La función de enlace probit consiste en la inversa de la función de distribución

acumulada de la distribución normal estándar.

Φ−1(µk) = ηk, k = 1, ..., n.

3.2. Estimación de parámetros

El método de máxima verosimilitud es ampliamente utilizado en la estimación de los paráme-

tros en los MLG, esto debido a que, bajo condiciones de regularidad, los estimadores son

consistentes, insesgados, eficientes y presentan normalidad asintótica. Esta metodoloǵıa con-

siste en tomar como estimación de los parámetros el valor que maximiza el chance de obtener

con ellos la muestra observada. Sea β̂ββ el estimador de máxima verosimilitud de β y L(βββ) la

función de verosimilitud de βββ, entonces,

β̂ββ = argmax
β∈Ω

L(βββ)

con Ω un subconjunto abierto que representa los posibles valores de βββ. Por el supuesto de

independencia entre Y1, ..., Yn, la verosimilitud de βββ es

L(βββ) =
n∏
k=1

exp

[
mk

φ
(ykθ(µk)− b(θ(µk))) + c(yk, φ/mk)

]
Ahora bien, dado que la función logaritmo natural es monótona creciente se aplica a la

función de verosimilitud obteniendo, por propiedades del logaritmo,

`(βββ) =
n∑
k=1

[
mk

φ
(ykθ(µk)− b(θ(µk))) + c(yk, φ/mk)

]
.

Dado que φ y c(yk, φ/mk) no dependen de βββ, el estimador de máxima verosimilitud de βββ se

puede escribir de la siguiente forma

β̂̂β̂β = argmax
β∈Ω

n∑
k=1

mk (ykθ(µk)− b(θ(µk)))

De forma que β̂̂β̂β no depende de φ. Ahora bien, si la matriz Hessiana de `(βββ) es definida

negativa para todo βββ ∈ Ω, entonces la función `(βββ) es estrictamente cóncava, y la estimación

de máxima verosimilitud de βββ se reduce a la solución al sistema de ecuaciones U(β̂) = 0U(β̂) = 0U(β̂) = 0, si
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es que existe. Aqúı, U(β)U(β)U(β) es un vector columna de dimensión p, llamado vector gradiente,

cuyo j-ésimo elemento es el siguiente

∂`(βββ)

∂βj
= φ−1

n∑
k=1

mk
(yk − µk)

V(µk)g
′(µk)

xkj,

en que V(µk) es conocida como la función de varianza, una función estrictamente positiva

que describe la relación entre la varianza y la media de Yk. Por lo tanto, U(β) se puede

escribir como sigue

U(β) =
1

φ
X>S(y − µ),

en que S = diag{m1/V(µ1)g′(µ1), . . . ,mn/V(µn)g′(µn)}, y = (y1, . . . , yn)> y µ = (µ1, . . . , µn)>.

El sistema de ecuaciones U(β̂) = 0U(β̂) = 0U(β̂) = 0 usualmente no tiene solución cerrada, a excepción del

modelo que supone Yk ∼ Normal(µk, φ) y g(.) es la función identidad; por lo cual, la estima-

ción de βββ se obtiene mediante métodos numéricos tales como Newton-Rapson y Scoring de

Fisher [Nocedal and Wright, 1999].

El algoritmo Newton-Rapson maximiza de forma iterativa aproximaciones cuadráticas de

`(βββ) hasta encontrar β̂̂β̂β mediante una aproximación de `(βββ) basada en series de Taylor de

segundo orden alrededor de βββ[t] dada por

`(βββ) ≈ `∗(βββ) = `(βββ[t]) +UUU>(βββ[t])(βββ − βββ[t])− 1

2
(βββ − βββ[t])>JJJ(βββ[t])(βββ − βββ[t]),

en que J(βββ) = −∇2`(βββ) es la matriz de información observada de Fisher. Si esta matriz

es definida positiva para todo βββ ∈ Ω se tiene que `(βββ) es estrictamente cóncava, J(βββ[t]) es

definida positiva, J−1(βββ[t]) existe y `∗(βββ) es estrictamente cóncava, por lo cual, al derivar

`∗(βββ) e igualar a 0 se obtiene que el único máximo global de `∗(βββ) se denota βββ[t+1] y satisface

0 = U(βββ[t])− J(βββ[t])(βββ[t+1] − βββ[t]). Con lo anterior, βββ[t+1] se puede expresar como sigue

βββ[t+1] = βββ[t] + J−1(βββ[t])U(βββ[t])

Lo anterior permite la ejecución del siguiente algoritmo:

Paso 0. Iniciar en t = 0, fijar ε > 0 (criterio de convergencia) y especificar un valor

inicial para βββ[0]

Paso 1. Estimar βββ[t+1] = βββ[t] + J−1(βββ[t])U(βββ[t])

Paso 2. Estimar δ(t+1) = δ(βββ[t],βββ[t+1])

Paso 3. Actualizar el contador con t = t+ 1

Paso 4. Repetir los pasos 1 a 3 hasta que δ(t) < ε
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Paso 5. β̂̂β̂β = βββ[t]

La convergencia del algoritmo anteriormente descrito se da cuando la diferencia entre βββ[t]

y βββ[t+1] es “pequeña”(menor que un ε seleccionado), con lo cual se llega a que β̂̂β̂β = βββ[t]. El

valor de ε debe ser elegido con cuidado pues un valor “muy grande”de este puede provocar

que el algoritmo finalice sin que β̂̂β̂β = βββ[t], mientras que un valor “muy pequeño”puede llevar

a que el algoritmo no finalice a pesar de que βββ[t] no presente cambios significativos.

Ahora bien, dado que la matriz J(βββ) en general no es definida positiva, se tiene una versión

modificada del algoritmo anteriormente descrito, el cual se denomina algoritmo Scoring de

Fisher, en el cual, J(βββ) se reemplaza por la matriz de información esperada de Fisher K(βββ),

la cual tiene una estructura más simple y es definida positiva para todo βββ ∈ Ω. La matriz

K(β) se puede escribir como sigue

K(β) =
1

φ
X>WX,

en que W = diag{m1/V(µ1)[g′(µ1)]2, . . . ,mn/V(µn)[g′(µn)]2}. El algoritmo a ejecutar es el

siguiente:

Paso 0. Iniciar en t = 0, fijar ε > 0 (criterio de convergencia) y especificar un valor

inicial, β[0].

Paso 1. Calcular βββ[t+1] = βββ[t] + [K(βββ[t])]−1U(βββ[t])

Paso 2. Calcular δ(t+1) = δ(βββ[t],βββ[t+1])

Paso 3. Actualizar el contador con t = t+ 1

Paso 4. Repetir los pasos 1 a 3 hasta que δ(t) < ε

Paso 5. Hacer β̂̂β̂β = βββ[t]

3.3. Modelos Lineales Generalizados Semi-Paramétricos

Esta extensión de los MLGs consiste en la inclusión de componentes no paramétricos en el

predictor lineal, de forma que el modelo se puede escribir de la siguiente forma


Yk ∼ FED(µk, φ/mk),

g(µk) = x>k βββ + h1(ak1) + . . .+ hq(akq)

Y1, ..., Yn independientes
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en que x∗k = (x>k , ak1, . . . , akq)
> es un vector con la información de las variables explicativas

asociadas al k-ésimo individuo, y h1(·), . . . , hq(·) son funciones continuas, suaves y descono-

cidas que se pueden aproximar usando, por ejemplo, splines cúbicos naturales o P -splines.

Este modelo se puede expresar de la siguiente manera
Yk ∼ FED(µk, φ/mk),

g(µk) = x>k βββ + ż>k1τττ 1 + . . .+ ż>kqτττ q

Y1, ..., Yn independientes

en que θ = (β>, τ>1 , . . . , τ
>
q )> es un vector de parámetros que debe ser estimado, y żk1, . . . , żkq

son vectores con la información de variables explicativas (sintéticas) asociadas al k-ésimo

individuo. Matricialmente, la componente sistemática del modelo se puede escribir en la

siguiente forma

g(µ) = Xβββ + Ż1τττ 1 + . . .+ Żqτττ q,

en que X = (x1, . . . ,xn)>, Ż1 = (ż11, . . . , żn1)>, . . . , Żq = (ż1q, . . . , żnq)
>.

La estimación de θ se puede obtener mediante el método de máxima verosimilitud penalizada,

la cual se puede escribir como sigue

θ̂ = argmax `∗(θ),

en que

`∗(θ) = `(θ)− 1

2

q∑
j=1

λj
φ
τττ>j Ṁj τττ j,

donde `(θ) es el logaritmo de la función de verosimilitud de θ, mientras que
1

2

q∑
j=1

λj
φ
τττ>j Ṁjτττ j

es su penalización, en que λj > 0 es un parámetro que permite controlar el grado de “sua-

vidad” de la estimación de la función hj(·).

Para evitar problemas de identificabilidad τττ j (j = 1, . . . , q) se modifica de forma que satisfaga

1>
j
τττ

j
= 0, lo cual se puede hacer escribiendo el modelo en términos de Z

j
y Mj en lugar de

Ż
j

y Ṁj (j = 1, . . . , q), es decir,

Zj = ŻjCj y M
j

= [Cj]
>ṀjCj,

en que Cj se obtiene mediante la descomposición QR de 1j. Aśı, la matriz Cj es tal que

[C
j
]>Cj = Ij y 1>jCj = 0j. Siendo aśı, el vector gradiente y la matriz de información de

Fisher de θ = (β>, τ>1 , . . . , τ
>
q )> son, respectivamente,



3.3 Modelos Lineales Generalizados Semi-Paramétricos 17

U(θ) =
1

φ
X
>
S(y − µ)−Mθ,

y

K(θ) =
1

φ
X
>
WX + M,

en que X = (X,Z1, . . . ,Zq) y M = diag{0, (λ1/φ)M1, . . . , (λq/φ)Mq}. Para un valor fijo de

λ = (λ1, . . . , λq)
> la estimación de θ se puede obtener usando el siguiente algoritmo

Paso 0. Iniciar en t = 0, fijar ε > 0 (criterio de convergencia) y especificar un valor ini-

cial, θ[0]. Este valor inicial puede ser θ[0] = (β̂
>
,0>, . . . ,0>)>, en que β̂ es la estimación

de β en el modelo paramétrico.

Paso 1. Obtener θ[t+1] como θ[t] + [K(θ[t])]−1U(θ[t]), lo cual se puede hacer de forma

más eficiente (ya que no requiere calcular [K(θ[t])]−1) resolviendo las siguientes (q+ 1)

ecuaciones usando el algoritmo backfitting

β[t+1] = (X>W[t]X)−1X>W[t]

(
y[t] −

q∑
j=1

Zjτ
[t+1]
j

)
τ

[t+1]
1 = (Z>1W[t]Z1 + λ1M1)−1Z>1W[t]

(
y[t] −Xβ[t+1] −

∑
j 6=1

Zjτ
[t+1]
j

)
...

τ [t+1]
q = (Z>qW

[t]Zq + λqMq)
−1Z>qW

[t]

(
y[t] −Xβ[t+1] −

∑
j 6=q

Zjτ
[t+1]
j

)
,

en que y = W−1S(y − µ) es una variable respuesta sintética.

Paso 2. Calcular δ(t+1) = δ(θ[t],θ[t+1])

Paso 3. Actualizar el contador con t = t+ 1

Paso 4. Repetir los pasos 1 a 3 hasta que δ(t) < ε

Paso 5. Hacer θ̂ = θ[t]

El valor de λ = (λ1, . . . , λq)
> se puede estimar minimizando AIC = −2`(θ̂) + 2 gle(λ),

BIC = −2`(θ̂) + log(n) gle(λ), o validación cruzada, en que el número de grados de libertad

“gastados” en la estimación de θ se calcula como sigue

gle(λ) = p︸︷︷︸
β

+ 1︸︷︷︸
φ

+

q∑
j=1

traza{(Z>j ŴZj + λjMj)
−1Z>j ŴZj}︸ ︷︷ ︸

hj(·)



4. Regresión Beta

Cuando la variable respuesta se encuentra restringida al intervalo (0,1) no es adecuado reali-

zar el modelo de regresión lineal comúnmente utilizado en las aplicaciones dado que, aunque

la variable sea transformada, adicional a que los parámetros no son de fácil interpretación,

las proporciones suelen ser asimétricas y por lo tanto la inferencia basada en normalidad no

es correcta.

Para corregir lo anterior, [Ferrari and Cribari-Neto, 2004] proponen un modelo que supone

que la variable respuesta es continua en el intervalo (0,1) y sigue una distribución Beta. Esta

es flexible para medir proporciones pues su densidad puede tener diversas formas dependien-

do de los parámetros de la distribución.

La densidad Beta está dada por:

π(y; r, w) =
Γ(r + w)

Γ(r)Γ(w)
yr−1(1− y)w−1, 0 < y < 1

Donde r > 0, w > 0 y Γ(.) es la función gamma. Con media y varianza de y dadas por:

E(y) =
r

r + w

var(y) =
rw

(r + w)2(r + w + 1)

Con el fin de estructurar el modelo de regresión para para la media, los autores plantean

reparametrizar la función de densidad, de forma que µ = r/(r + w) y φ = r + w, aśı las

cosas, la media y la varianza quedan definidas de la siguiente manera:

E(y) = µ

var(y) =
V (µ)

(1 + φ)
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Con V (µ) = µ(1 + µ) la función de varianza, de forma que µ es la media de la variable

respuesta y φ puede ser interpretado como el parámetro de precisión pues, para µ fijo, a

mayor valor de φ menor varianza de y. Con la parametrización la densidad puede ser escrita

como:

f(y;µ, φ) =
Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1− µ)φ)
yµφ−1(1− y)(1−µ)φ−1, 0 < y < 1

Con 0 < V (µ) < 1 y φ > 0. Es interesante notar que las densidades pueden tomar formas

diferentes dependiendo los valores de los dos parámetros, puede ser simétrica si µ = 1/2 o

asimétrica si µ 6= 1/2. Adicionalmente, para µ fija, se tiene que la dispersión de la distribu-

ción decrece a medida que φ crece.

Sean y1, ..., yn variables aleatorias independientes, donde cada yk, k = 1, ..., n, sigue la función

de densidad anteriormente descrita con media µk y parámetro de precisión φ desconocido.

Se asume que la media de yk se puede escribir aśı:

g(µk) = ηk =

p∑
j=1

βjxkj

Con β = β = (β1, ..., βp)
> un vector de parámetros de regresión desconocidos y xk1, ..., xkp

son observaciones de p covariables (p < n) que se asumen fijas y conocidas, y g(.) es una

función de enlace estrictamente monótona y doblemente diferenciable que va del intervalo

(0,1) a R.

Aśı, el modelo se puede escribir de la siguiente forma


Yk ∼ BETA(µk, φ),

g(µk) = ηk = x>k βββ

Y1, ..., Yn independientes

Algunas funciones de enlace de utilidad en este caso son la función logit, g(µ) = log(µ/(1−
µ)); la función probit, g(µ) = Φ−1(µ); la función log-log, g(µ) = − log(− log(1 − µ)); y la

función complemento log-log, g(µ) = log(− log(1− µ)).
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4.1. Estimación de parámetros

Para la estimación de los parámetros se plantea la siguiente función de log-verosimilitid para

n observaciones independientes:

θ̂ = argmax
β ∈Ω

`(θ),

en que Ω es un subconjunto abierto que representa el conjunto de valores posibles de θ, y

`(θ) es el logaritmo de la función de verosimilitud de θ = (β>, φ)> que, debido al supuesto

de independencia entre Y1, . . . , Yn, se puede escribir como sigue

`(θ) =
n∑
k=1

log[Γ(φ)]− log[Γ(µkφ)]− log(Γ[(1−µk)φ]) + (µkφ−1)log(yk) + [(1−µk)φ− 1]log(1−yk)

La función de score se obtiene derivando el logaritmo de la función de verosimilitud de θ,

obteniendo lo siguiente:

U(θ) =

[
Uβ

Uφ

]
,

en que Uβ = φX>T(y∗ − µ∗), T = diag{1/g′(µ1), ..., 1/g′(µn)}, y∗ = (y∗1, ..., y
∗
n)>, µµµ∗ =

(µ∗1, ..., µ
∗
n)>, con y∗k = log[yk/(1− yk)] y µ∗k = ψ(φµk)−ψ(φ(1−µk)). La función de score de

φ está dada por

Uφ =
n∑
k=1

{µk(y∗k − µ∗k) + log(1− yk)− ψ((1− µk)φ) + ψ(φ)}

La matriz de información de Fisher de θ es como sigue

K(θ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
,

en que Kββ = φXXX>WXWXWX, Kβφ = K>φβ = XXX>TcTcTc y Kφφ =
n∑
k=1

ψ
′
(µkφ)µ2

k − ψ
′
((1 − µk)φ)(1 −

µk)
2 − ψ

′
(φ), con WWW = diag{w1, ..., wn}, wk = φ(ψ′(µkφ) + ψ′((1 − µk)φ)) 1

(g′(µk))2
, y ccc =

(c1, ..., cn)>, ck = φ(ψ′(µkφ)µk − ψ′((1− µk)φ)(1− µk)).

Los estimadores de máxima verosimilitud para βββ y φ se obtienen de las ecuaciones U(θ) = 000

y no tiene forma cerrada. Aśı las cosas, deben ser estimados mediante la maximización de la

función de log-verosimilitud a través de métodos numéricos como el método Newton-Rapsom
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y Scoring de Fisher [Nocedal and Wright, 1999].

Estos algoritmos requieren la especificación de un valor inicial para el proceso iterativo, por

lo cual, [Ferrari and Cribari-Neto, 2004] sugieren utilizar como punto inicial el estimador de

mı́nimos cuadrados ordinarios para βββ que se obtiene al realizar una regresión lineal de las

variables endógenas transformadas g(y1), ..., g(yn) en XXX, es decir, (XXX>XXX)−1XXX>zzz, donde zzz =

(g(y1), ..., g(yn))>. En cuanto a un valor inicial para φ, dado que φ = µk(1−µk)/var(yk)−1,

var(g(yk)) ≈ var(g(µk) + (yk − µk)g
′
(µk)) = var(yk)(g

′
(µk))

2

Es decir, var(yk) ≈ var(g(yk))(g
′
(µk))

−2, aśı, se sugiere que el valor inicial para φ sea

φ =
1

n

n∑
k=1

µ̌k(1− µ̌k)
σ̌2
k

− 1

donde, µ̌k se obtiene al aplicar g−1(.) al k-ésimo valor ajustado de la regresión de g(y1), ..., g(yn)

sobreXXX, es decir µ̌k = g−1(x>k (XXX>XXX)−1XXX>zzz) y σ̌2
k = ěT ě

[(n−p)(g′ (µ̌k))2]
, donde ě = zzz−XXX(XXX>XXX)−1XXX>zzz

es el vector de residuos de mı́nimos cuadrados de la regresión que emplea la respuesta trans-

formada.

El algoritmo a ejecutar es el siguiente:

Paso 0. Iniciar en t = 0, fijar ε > 0 (criterio de convergencia) y especificar un valor

inicial, θ[0].

Paso 1. Calcular θ[t+1] = θ[t] + [K(θ[t])]−1U(θ[t])

Paso 2. Calcular δ(t+1) = δ(θ[t],θ[t+1])

Paso 3. Actualizar el contador con t = t+ 1

Paso 4. Repetir los pasos 1 a 3 hasta que δ(t) < ε

Paso 5. Hacer θ̂ = θ[t]

4.2. Regresión Beta Semi-Paramétrica

Ahora bien, de forma similar a lo mostrado en MLGs se puede realizar la inclusión de

componentes no paramétricos en el predictor lineal, de forma que el modelo se puede escribir

de la siguiente forma
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
Yk ∼ BETA(µk, φ),

g(µk) = ηk = x>k βββ + h1(ak1) + . . .+ hq(akq)

Y1, ..., Yn independientes

en que x∗k = (x>k , ak1, . . . , akq)
> es un vector con la información de las variables explicativas

asociadas al k-ésimo individuo, y h1(·), . . . , hq(·) son funciones continuas, suaves y descono-

cidas que se pueden aproximar usando splines cúbicos naturales o P -splines. En este modelo,

g(µ) se puede expresar de la siguiente manera
Yk ∼ BETA(µk, φ),

g(µk) = x>k βββ + ż>k1τττ 1 + . . .+ ż>kqτττ q

Y1, ..., Yn independientes

en que θ = (β>, τ>1 , . . . , τ
>
q , φ)> es un vector de parámetros que debe ser estimado, y

żk1, . . . , żkq son vectores con la información de variables explicativas (sintéticas) asociadas al

k-ésimo individuo. Matricialmente, la componente sistemática del modelo se puede escribir

en la siguiente forma

g(µ) = Xβββ + Ż1τττ 1 + . . .+ Żqτττ q,

en que X = (x1, . . . ,xn)>, Ż1 = (ż11, . . . , żn1)>, . . . , Żq = (ż1q, . . . , żnq)
>.

La estimación de los parámetros se puede obtener mediante el método de máxima verosimi-

litud penalizada, el cual se puede escribir de la siguiente manera:

θ̂ = argmax `∗(θ),

en que

`∗(θ) = `(θ)− 1

2

q∑
j=1

λj τττ
>
j Ṁj τττ j,

donde `(θ) es el logaritmo de la función de verosimilitud de θ, mientras que
1

2

q∑
j=1

λj τττ
>
j Ṁjτττ j

es su penalización, en que λj > 0 es un parámetro que permite controlar el grado de “sua-

vidad” de la estimación de la función hj(·).

Para evitar problemas de identificabilidad τττ j (j = 1, . . . , q) se modifica de forma que satisfaga

1>
j
τττ

j
= 0, lo cual se puede hacer escribiendo el modelo en términos de Z

j
y Mj en lugar de
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Ż
j

y Ṁj (j = 1, . . . , q), es decir,

Zj = ŻjCj y M
j

= [Cj]
>ṀjCj,

en que Cj se obtiene mediante la descomposición QR de 1j. Aśı, la matriz Cj es tal que

[C
j
]>Cj = Ij y 1>jCj = 0j. Siendo aśı, el vector gradiente y la matriz de información de

Fisher de θ = (β>, τ>1 , . . . , τ
>
q , φ)> son, respectivamente,

U(θ) =

[
φX

>
T(y∗ − µ∗)−M (β>, τ>1 , . . . , τ

>
q )>

Uφ

]
y

K(θ) =

[
φX

>
WX + M X

>
Tc

c>TX Kφφ

]
en que X = (X,Z1, . . . ,Zq) y M = diag{0, λ1M1, . . . , λqMq}. Para un valor fijo de λ =

(λ1, . . . , λq)
> la estimación de θ se puede obtener usando el siguiente algoritmo

Paso 0. Iniciar en t = 0, fijar ε > 0 (criterio de convergencia) y especificar un valor

inicial, θ[0]. Este valor inicial puede ser θ[0] = (β̂
>
,0>, . . . ,0>, φ̂)>, en que β̂ y φ̂ son las

estimaciones de β y φ en el modelo paramétrico.

Paso 1. Obtener θ[t+1] como θ[t] + [K(θ[t])]−1U(θ[t])

Paso 2. Calcular δ(t+1) = δ(θ[t],θ[t+1])

Paso 3. Actualizar el contador con t = t+ 1

Paso 4. Repetir los pasos 1 a 3 hasta que δ(t) < ε

Paso 5. Hacer θ̂ = θ[t]

El valor de λ = (λ1, . . . , λq)
> se puede estimar minimizando AIC = −2`(θ̂) + 2 gle(λ),

BIC = −2`(θ̂) + log(n) gle(λ), o validación cruzada.



5. Estimación de la Curva de Engel para

alimentos y bebidas no alcohólicas

La Encuesta Nacional de Presupuestos de los Hogares (ENPH) es un trabajo realizado por

el Departamento Administrativo nacional de Estad́ısticas (DANE) con el fin de indagar por

las fuentes de ingresos y distribución de los gastos de los hogares en Colombia para la cons-

trucción de herramientas de poĺıtica pública nacional y conocer los patrones de consumo de

los habitantes del páıs.

El conocimiento de la distribución del gasto de los hogares es un insumo para la construcción

de una canasta de bienes y servicios representativa y la actualización de las ponderaciones

del Índice de precios al consumidor y la ĺınea de pobreza.

Este estudio se elabora aproximadamente cada 10 años y en la última edición se realizaron

actualizaciones de las modalidades de ingresos y egresos y se agregaron municipios con re-

presentatividad estad́ıstica. Se llevó a cabo en todo el territorio nacional entre julio de 2016

y julio de 2017, entrevistando a 87.201 hogares (urbanos y rurales) en 32 ciudades capitales,

6 intermedias y 130 municipios.

Los resultados de la ENPH se presentan a nivel de individuo y unidad de gasto (hogar); la

base de datos se encuentra divida en gastos diarios, semanales, personales y menos frecuentes

tanto para ubicaciones rurales como urbanas. Adicionalmente, los gastos se muestran por

producto (identificados la nomenclatura para la ENPH basada en la COICOP1), cantidad

adquirida y frecuencia de compra.

Teniendo en cuenta la metodoloǵıa publicada por el [DANE, 2020] se procede a realizar la

mensualización de los gastos y su agrupación a nivel de “división”, para lo cual se multiplica

el gasto en cada producto por el factor de mensualización correspondiente a la frecuencia de

compra asociada. Dado que para algunos hogares la frecuencia de compra no fue reportada

para la totalidad de productos adquiridos, y por considerarse que de eliminar aquellas ob-

servaciones se subestimaŕıa el gasto de los hogares involucrados, se decide imputar este valor

1Clasificación de Consumo Individual por Finalidades. Número de 8 d́ıgitos en el cual, los dos primeros

representan la división, el tercero el grupo, el cuarto la clase, el quinto y el sexto la subclase y los dos

últimos el art́ıculo
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mediante el paquete de R missforest 2 teniendo en cuenta el ingreso total reportado por el

hogar, el estrato y otras variables caracteŕısticas.

Tabla 5-1.: Descripción de la base de datos.

Región Tipo de vivienda Educación del jefe de hogar

Atlántica 19,415 Casa 46,539 Ninguno 2,983

Bogotá 3,865 Apartamento 30,388 Preescolar 53

Central 18,032 Cuarto en inquilinato 1,818 Básica primaria 20,667

Nuevos Departamentos 10,660 Cuarto en otro tipo de estructura 609 Básica secundaria 11,359

Oriental 11,450 Vivienda ind́ıgena 28 Media 23,668

Paćıfica 14,694 Otra vivienda 21 Superior o universitaria 20,655

San Andrés 1,287 NS/NR 18

Etnia del jefe de hogar Propiedad de la vivienda Estrato

Ind́ıgena 2,574 Propia, totalmente pagada 36,241 1 27,725

Gitano 17 Propia, la están pagando 2,075 2 27,992

Raizal San Andrés 348 En arriendo o subarriendo 30,281 3 17,306

Palenquero 55 En usufructo 7,751 4 4,276

Negro, mulato, afro 7,849 Posesión sin t́ıtulo o colectiva 2,358 5 1,430

Ninguno de los anteriores 68,560 Otra 697 6 674

Género del jefe de hogar Ingresos suficientes Se considera pobre?

Hombre 45,902 Más que suficientes 2,094 Si 25,914

Mujer 33,501 Suficientes 21,510 No 53,489

No alcanzan 55,799

Número de cuartos Número de dormitorios Personas por hogar

Mı́nimo 1.0 Mı́nimo 1.0 Mı́nimo 1.0

Promedio 3.5 Promedio 2.1 Promedio 3.4

Máximo 41.0 Máximo 9.0 Máximo 22.0

Hombres por hogar Gasto en alimentos y bebidas no alcohólicas Gasto total

Mı́nimo 0.0 Mı́nimo 300 Mı́nimo 17,425

Promedio 1.6 Promedio 349,052 Promedio 2,826,952

Máximo 12.0 Máximo 8,158,756 Máximo 66,811,124

Edad del jefe de hogar Prop. del gasto destinada a alim y beb NA

Mı́nimo 11.0 Mı́nimo 0.001

Promedio 48.6 Promedio 0.156

Máximo 102.0 Máximo 0.951

Dado que las estimaciones a realizar se hacen para la unidad del gasto, que en este caso es

el hogar, se toman las bases de datos asociadas a los individuos y se agrupan teniendo en

2Este paquete realiza un modelo random forest para cada variable. Posteriormente, este utiliza el modelo

para predecir valores faltantes en la variable con ayuda de los valores observados. Permite utilizar tanto

variables categóricas como continuas.
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cuenta la variable identificadora del hogar al que pertenecen. Aśı las cosas, se arma una base

de datos que contiene el gasto asociado a cada “división” de este, aśı como caracteŕısticas

tales como el estrato, número de dormitorios, el factor de expansión asignado, entre otras,

y algunas propias de los integrantes del mismo, como son el número de hombres, el número

de mujeres, el género del jefe de hogar, el nivel de estudios del mismo, entre otros.

De la base de datos resultante se toman únicamente los hogares urbanos (población objetivo

de este estudio), lo cual arroja un total de 80,224 hogares. Posteriormente, se extraen aque-

llos que tienen estrato válido (en Colombia las viviendas y los predios se clasifican con un

número de 1 a 6) y cuyo factor de expansión no es menor que 1 (125 hogares presentaban

un factor de expansión menor a 1 y luego de revisar la metodoloǵıa de la ENPH se observa

que esta variable no puede ser menor al valor mencionado, razón por la cual se decide quitar

tales hogares), obteniendo una base de datos final de 79,403 hogares urbanos.

La tabla 5-1 muestra un resumen de la base de datos final. Se observa que el 24.5 % de los

hogares de la muestra pertenecen a la región Atlántica, mientras que el 22.7 % a la región

Central, el 18.5 % a la Paćıfica, el 14.4 % a la región Oriental, el 13.4 % a Nuevos Departa-

mentos, el 4.9 % a Bogotá (la cual es tratada como una región independiente) y finalmente,

el 1.6 % pertenece a San Andrés. Adicionalmente, el 58.6 % de lo hogares de la muestra viven

en casas, mientras que el 38.3 % en apartamentos y el restante 3.1 % se dividen entre cuartos,

viviendas ind́ıgenas y otro tipo de viviendas. En cuanto al estrato, los hogares se concentran

en los estratos 1, 2 y 3, con 34.9 %, 35.3 % y 21.8 %, respectivamente. Es interesante resaltar

que el 48.3 % de los hogares reportaron tener vivienda propia, de los cuales el 94.6 % indica

que la vivienda se encuentra totalmente pagada y el 5.4 % se encuentran en proceso de pa-

go; adicionalmente, el 38.1 % de los hogares viven en arriendo y el restante en otro tipo de

propiedad.

El 70.3 % de los hogares incluidos reportan que los ingresos percibidos no alcanzan para

cubrir los gastos básicos, mientras que el 27.1 % considera que son suficientes y el 2.6 %

considera que son más que suficientes. A pesar de esto, solamente el 32.6 % de los hogares

encuestados se considera pobre. Estos hogares reportan que, en promedio, se integra por 3.4

personas divididas en 2.1 dormitorios, con un máximo de 22 personas y un mı́nimo de 1

persona (los hogares unipersonales son el 13 % del total).

Los jefes de hogar son en su mayoŕıa hombres, con un 57.8 %. En cuanto a educación, el

29.8 % de los jefes de hogar reporta tener educación media, mientas que el 26 % reporta

tener solamente básica primaria y el 26 % reporta superior o universitaria. La edad del jefe

de hogar más joven es 11 años y la del más longevo es 102 años, con un promedio de 48.6

años de edad. El 13.7 % de los hogares reportaron que el jefe de hogar pertenece a alguna

minoŕıa étnica.
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En cuanto a sus gastos, el hogar con el gasto total más bajo reporta $17,425 pesos men-

suales mientras que el más alto $66,811,124 pesos con un promedio de gasto por hogar de

$2,826,952. Al revisar el gasto en alimentos y bebidas no alcohólicas se observa que el hogar

que menos gasta en este rubro reportó $300 pesos, el que más gasta $8,158,756 pesos con un

promedio para la muestra de $349,052. Con lo anterior, la mı́nima PGAB se ubica en 0.001

y la máxima en 0.951, con un promedio de 0.156.

5.1. Estimación y selección de modelos

Para estimar la curva de Engel para alimentos y bebidas no alcohólicas en Colombia para

hogares urbanos, se utilizan métodos de regresión basados en distribuciones como normal,

gamma y normal inversa, aśı como en la distribución Beta, usando los datos de la ENPH y

controlando por caracteŕısticas socio económicas.

Tabla 5-2.: Criterios de información para la selección de los modelos utilizados.
MODELOS SEMI-PARAMÉTRICOS MODELOS PARAMÉTRICOS

Distribución / Función

de enlace

AIC BIC Distribución / Función

de enlace

AIC BIC

Beta / Cauchi t -27,361,604 -27,360,727 Beta / Cauchi t -27,192,852 -27,192,092

Beta / Clog-log -27,638,060 -27,637,155 Beta / Clog-log -26,968,857 -26,968,096

Beta / Logaritmo -27,612,921 -27,612,019 Beta / Logaritmo -26,987,858 -26,987,097

Beta / Logit -27,658,082 -27,657,176 Beta / Logit -26,948,842 -26,948,081

Beta / Probit -27,684,916 -27,684,005 Beta / Probit -26,847,222 -26,846,461

Gama / Logaritmo -27,248,500 -27,247,582 Gama / Logaritmo -26,272,456 -26,271,695

Normal / Identidad -25,056,892 -25,055,974 Normal / Identidad -23,680,539 -23,679,778

Normal / Inversa -24,868,058 -24,867,234 Normal / Inversa -24,669,286 -24,668,627

Normal / Logaritmo -25,070,499 -25,069,619 Normal / Logaritmo -24,722,003 -24,721,242

Normal-Inversa / Loga-

ritmo

-15,463,311 -15,462,382 Normal-Inversa / Loga-

ritmo

-15,049,351 -15,048,590

Utilizando el paquete de R GAMLSS se realizan estimaciones de la curva de Engel donde

la variable exógena es la PGAB y las variables endógenas son el gasto total del hogar (en

algunos modelos la relación es paramétrica y se usa en logaritmo natural y en otros no pa-

ramétrica) y variables de control como el estrato, la región, el tipo de vivienda, el número de

dormitorios, la cantidad de personas por hogar, el número de hombres por hogar, si el hogar

considera que tiene ingresos suficientes para cubrir sus necesidades, la educación del jefe de

hogar, la propiedad de la vivienda, el género del jefe de hogar, la etnia del jefe de hogar, la
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edad del jefe de hogar y si el hogar se considera pobre o no, aśı como algunas interacciones

entre las variables.

Para la estimación de los modelos se utilizan las funciones de enlace Cauchi, Complemen-

to Log-Log, Logaritmo Natural, Logit, Probit, Identidad e Inversa con distribuciones Beta,

Gama, Normal y Normal Inversa. Con el fin de realizar comparaciones entre los modelos y

elegir el que describe de forma más adecuada los datos que se tienen se utilizan los criterios

de información tales como el AIC y el BIC, los cuales se muestran en la tabla 5-2.

En general, los modelos en los cuales el gasto se toma de forma paramétrica tienen un BIC

mayor que su versión semi-paramétrica, de forma que se puede concluir que la inclusión del

gasto total como término no paramétrico mejora la estimaciones del modelo haciendo que

este se adecúe de mejor manera a los datos obtenidos.

Entre los modelos semi-paramétricos se observa que aquel que tiene menor BIC es el modelo

que considera que la variable exógena dadas las variables endógenas sigue una distribución

beta y tiene una función de enlace probit, de forma que el modelo queda especificado de la

siguiente manera 
PGABk ∼ BETA(µk, φ),

φ−1(µk) = ηk

PGAB1, ..., PGABn independientes

donde, 3

ηk = β0 + β1pb(GASTO TOTAL) + β2(E2) + β3(E3) + β4(E4) + β5(E5) + β6(E6) + β7(POB2) + β8(BOGOTA)+

β9(CENTRAL) + β10(NUEV OSDEPARTAMENTOS) + β11(ORIENTAL) + β12(PACIFICA) + β13(SANANDRES)+

β14(V IV ) + β15(V IV ) + β16(V IV 4) + β17(V IV 5) + β18(V IV 6) + β19(DORM) + β20(PH) + β21(HH) + β22IS2 + β23IS3+

β24Edu2 + β25Edu3 + β26Edu4 + β27Edu5 + β28Edu6 + β29Edu9 + β30PROP V IV 2 + β31PROP V IV 3 + β32PROP V IV 4+

β33PROP V IV 5 + β34PROP V IV 6 + β35GENERO JHM + β36EDAD JH + β37ETNIA JH2 + β38ETNIA JH3+

β39ETNIA JH4 + β40ETNIA JH5 + β41ETNIA JH6 + β42E2 ∗ POB2 + β43E3 ∗ POB2 + β44E4 ∗ POB2 + β45E5 ∗ POB2+

β46E6 ∗ POB2 + β47E2 ∗DORM + β48E3 ∗DORM + β49E4 ∗DORM + β50E5 ∗DORM + β51E6 ∗DORM + β52E2 ∗ PH+

β53E3 ∗ PH + β54E4 ∗ PH + β55E5 ∗ PH + β56E6 ∗ PH + β57E2 ∗HH + β58E3 ∗HH + β59E4 ∗HH + β60E5 ∗HH+

β61E6 ∗HH + β62E2 ∗ IS2 + β63E3 ∗ IS2 + β64E4 ∗ IS2 + β65E5 ∗ IS2 + β66E6 ∗ IS2 + β67E2 ∗ IS3 + β68E3 ∗ IS3+

β69E4 ∗ IS3 + β70E5 ∗ IS3 + β71E6 ∗ IS3 + β72DORM ∗ PH + β73DORM ∗HH + β74DORM ∗ IS2 + β75DORM ∗ IS3+

β76PH ∗HH + β77PH ∗ IS2 + β78PH ∗ IS3 + β79HH ∗ IS2 + β80HH ∗ IS3

3E representa el estrato, POB si se considera pobre o no, VIVI el tipo de vivienda, DORM el número de

dormitorios, PH el número de personas por hogar, HH el número de hombres por hogar, IS si consideran

que sus ingresos son suficientes, más que suficientes o menos que suficientes para cibrir sus necesidades,

Edu es educación del jefe de hogar, PROP VIV el tipo de propiedad sobre la vivienda, GENERO JH el

género del jefe de hogar, EDAD JH la edad del jefe de hogar y ETNIA JH la etnia a la que pertenece el

jefe de hogar.
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Este modelo seleccionado, donde la respuesta sigue una distribución beta, es naturalmente

heteroscedástico, donde su función de varianza depende de µ de la forma V (µ) = µ(1 + µ),

con lo cual se logra modelar de mejor manera la varianza no constante asociada al tipo de

datos trabajados explicado en la sección 2.1.

La figura 5-1 muestra el efecto estimado del Gasto Total sobre la Proporción de Gasto des-

tinada a Alimentos y Bebidas No Alcohólicas mediante los residuos parciales. Estos residuos

permiten observar la relación entre Y y la variable regresora después de eliminar el efecto

de las otras variables, por lo tanto, el gráfico de residuos parciales muestra la relación neta

entre las variables representadas.

Figura 5-1.: Efecto estimado del Gasto Total sobre la Proporción de Gasto destinada a

Alimentos y Bebidas No Alcohólicas en el modelo beta semi-parametrico con

enlace probit.

Se logra observar que para niveles de gasto pequeños la relación es suave y decreciente,

es decir, podŕıa indicar que para este tipo de hogares el gasto en alimentos y bebidas no

alcohólicas representa un bien inferior, es decir, que al aumentar el ingreso de los hogares

(medido a través del gasto total) la proporción gastada en estos disminuirá más que pro-

porcionalmente. Adicionalmente, se cumple la Ley de Engel, con lo cual se evidencia que al

aumentar los niveles de ingreso disminuye la proporción de este destinado a la compra de

alimentos y bebidas no alcohólicas.

Para hogares con ingresos altos la relación es creciente en algunos tramos y decreciente en

otros, lo cual se puede explicar en que hogares con altos ingresos pueden cambiar sus hábitos

de consumo a adquirir alimentos que se podŕıan considerar de lujo (Foie gras, langosta,
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caviar, entre otros) y en que los hogares con altos ingresos presentan más variablilidad en sus

hábitos de consumo pues gozan del “ingreso discrecional4” y presentan mayores posibilidades

de decisión sobre el destino de su ingreso.

Figura 5-2.: Efecto estimado de las variables exógenas sobre la Proporción de Gasto destina-

da a Alimentos y Bebidas No Alcohólicas en el modelo beta semi-parametrico

con enlace probit.

4Ingreso disponible después de restar los impuestos y los gastos mı́nimos de supervivencia para mantener

un cierto nivel de vida
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La figura 5-2 muestra el efecto estimado de las variables exógenas diferentes al gasto total

sobre la Proporción de Gasto destinada a Alimentos y Bebidas No Alcohólicas mediante los

residuos parciales. Es interesante resaltar la relación observada entre la edad del jefe de ho-

gar y la PGAB es creciente, adicionalmente, un hogar que presenta un jefe de hogar hombre

presenta, en promedio, una menor PGAB que un hogar que tiene como jefe de hogar una

mujer y aquellos hogares que se consideran pobres, en promedio, presentan mayor PGAB

que aquellos que no se consideran en tal condición.

El modelo resultante evidencia interacciones entre algunas de las variables, con lo cual se

puede concluir que el efecto del estrato sobre la PGAB depende de si el hogar se conside-

ra pobre o no, el número de dormitorios, el número de personas por hogar, el número de

hombres por hogar y si considera que sus ingresos son suficientes para cubrir las necesidades

que tienen. De la misma manera, el efecto de considerarse pobre o no depende del estrato,

el efecto del número de dormitorios depende del estrato, el número de personas por hogar,

la cantidad de hombres que tiene el hogar y si considera que cuenta con ingresos suficientes

para cubrir sus necesidades; el efecto del número de personas por hogar depende del estrato,

el número de dormitorios, el número de hombres por hogar y si considera que cuenta con

ingresos suficientes para cubrir sus necesidades; el efecto de ingresos suficientes depende del

estrato, el número de dormitorios, el número de personas por hogar y el número de hombres

por hogar; y, finalmente, el efecto del número de hombres por hogar depende a su vez del

estrato, el número de dormitorios, el número de personas por hogar y si considera que sus

ingresos son o no suficientes para cubrir sus necesidades.

Por otro lado, el efecto del tipo de vivienda, la educación del jefe de hogar, la propiedad de

la vivienda, el género del jefe de hogar, la edad del jefe de hogar y la etnia del jefe de hogar

sobre la PGAB no parece verse mediado por los efectos del resto de variables consideradas

en el estudio.

Es importante recordar que el análisis partió de estimar el sistema de ecuaciones de demanda

denotado de la siguiente manera:


PGABk ∼ BETA(µk, φ),

Φ−1(µk) = ηk = β0 + β1pb(GASTO TOTAL)k +X>k β

PGAB1, ..., PGABk independientes

Donde X contiene las variables control de nuestro modelo, Φ(β0) se interpreta como la

“proporción de demanda comprometida” y GASTO TOTAL representa la restricción pre-

supuestaria que enfrenta cada individuo.
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alcohólicas

Figura 5-3.: Histograma residuos del modelo vs. normal estándar.

La figura 5-3 presenta el gráfico de la densidad de los residuos del modelo frente a la densidad

de una normal estándar. Este evidencia una relación cercana entre ambos, es decir, al parecer

los residuos siguen una distribución normal estándar y por lo tanto el modelo presenta

un buen ajuste. Lo anterior, es confirmado mediante un resumen de los residuos cuantil

presentados en la tabla 5-3, donde se evidencia que la media es cercana a cero y la varianza

cercana a uno; adicionalmente, el coeficiente de simetŕıa cercano a cero y, aunque el coeficiente

de curtosis no es cercano a 3, el coeficiente de correlación de [Filliben, 1975]5 de 0.9925 (donde

1 representa la distribución normal) indican que los residuos del modelo se asemejan bastante

a una normal estándar.

Tabla 5-3.: Resumen de los Residuos Cuantil del modelo seleccionado

Media -0.0086

Varianza 1.1679

Coeficiente de simetŕıa -0.0018

Coeficiente de curtosis 0.3527

Coeficiente de correlación de Filliben 0.9925

5Ver Anexo B



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En este trabajo se realizó la estimación de la curva de Engel para alimentos y bebidas

no alcohólicas en hogares urbanos en Colombia mediante métodos de regresión basados en

distribuciones como normal, gamma, normal inversa y beta con funciones de enlace identi-

dad, logit, probit, logaritmo, complemento log-log, inversa y cauchi-t usando los datos de la

Encuesta Nacional de Presupuestos de los Hogares y controlando por caracteŕısticas socio-

económicas.

Se realizaron 20 modelos distintos donde el término de gasto total (como proxy del ingreso

total) entra en forma paramétrica (logaritmo natural) o no paramétrica usando p-splines y

se realiza la selección del mejor modelo mediante criterios de información, en espećıfico, se

utiliza el BIC. En general, los modelos en los cuales el gasto se toma de forma paramétrica

tienen un BIC mayor que su versión semi-paramétrica, de forma que la inclusión del gas-

to total como término no paramétrico mejora las estimaciones del modelo haciendo que se

adecúe de mejor manera a los datos obtenidos. Se debe tener en cuenta que el BIC premia la

bondad de ajuste del modelo y castiga la inclusión de parámetros, de forma que si bien un

modelo semiparamétrico contiene más parámetros que su versión paramétrica, el hecho de

tener un BIC menor implica que el término efectivamente tiene una relación no paramétrica

con la variable endógena

Las estimaciones realizadas permiten concluir que el modelo que describe de mejor manera

los datos es una regresión beta semi-paramétrica con función de enlace probit. Esta tiene

la ventaja de que la distribución considerada está intŕınsecamente en el intervalo (0,1) y

adicionalmente es naturalmente heteroscedástica.

Finalmente, con la estimación realizada de la curva de Engel, se concluye que para niveles

bajos de gasto la relación entre este y la proporción de gasto destinada a la adquisición de

alimentos y bebidas no alcohólicas es suave y decreciente, es decir, para estos hogares la

canasta de bienes en estudio representa un bien inferior. Para hogares con altos ingresos la

relación es creciente en algunos tramos y decreciente en otros, lo cual se puede explicar en

que hogares con altos ingresos pueden cambiar sus hábitos de consumo a adquirir alimentos

que se podŕıan considerar de lujo dado que tienen disponibilidad de ingreso discrecional.
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6.2. Recomendaciones

En futuros estudios se sugiere ahondar en los efectos de este tipo de modelos de la Curva

de Engel en la teoŕıa microeconómica, respondiendo una pregunta importante como lo es

¿permite el cumplimiento los axiomas deseables para la curva de demanda? Adicionalmente

se sugiere la estimación de este tipo de modelos para otras canastas de bienes sobre los que

se puede obtener información en las encuestas de hogares, aśı como realizar comparaciones

en el tiempo de las estimaciones con el fin de determinar si han existido cambios en el com-

portamiento de consumo de los hogares.



A. Anexo: Splines con Penalizaciones

(P-splines)

Existen dos enfoques en el suavizado de modelos con splines, splines de suavizado (smoot-

hing splines) y splines de regresión (regression splines). El primero de ellos utiliza tantos

parámetros como observaciones, por lo cual su implementación es poco eficiente cuando se

tiene una gran cantidad de datos. El segundo se puede ajustar mediante mı́nimos cuadrados

luego de seleccionar el número de nodos, pero la selección de estos se realiza mediante algo-

ritmos complejos.

Los p-splines realizan una combinación de ambos enfoques, utilizan menos parámetros que

los splines de suavizado pero no tienen una selección de nodos tan compleja como los splines

de regresión. Este tipo de splines son de bajo rango por lo que utilizan una base de tamaño

mucho menos que los splines de suavizado donde el número de nodos usualmente no supera

los 40, por lo que son computacionalmente eficientes cuando se trabaja con gran cantidad de

datos. Al introducir penalizaciones la elección de cantidad y ubicación de nodos es de baja

importancia.

considere el siguiente problema de regresión no paramétrica

yi = f(xi) + ei, i = 1, . . . , n

donde n corresponde a puntos xi ∈ τ = [0, 1] que pueden ser determińısticos o aleatorios,

yi corresponden a observaciones de la variable respuesta y ei son efectos aleatorios. Sea p

un número entero positivo fijo. Se asume que f ∈ Cp(τ), funciones con p-ésima derivada

continua sobre τ .

Los p-splines imponen una penalidad directamente en la q-ésima diferencia consecutiva del

vector de coeficientes θ. En espećıfico, el estimador p-spline es también una función p-spline

f̂P ≡ argmax
s∈S(m,t̄)

[
1

n

n∑
i=1

{yi − s(xi)}2 + λP θ
TDK,qθ

]
Donde DK,q = 4T

K,q4K,q ∈ RK×K , λP es un parámetro de suavizamiento y el conjunto de

funciones spline S(m, t̄) se define sobre nodos igualmente espaciados, por ejemplo, t̄ contiene
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los nodos con ti = i/(K0 + 1), 1−m ≤ i ≤ K. Entonces, el estimador p-spline, que se denota

f̂P (x) toma la siguiente forma

f̂P (x) = NT (x)(NTN/n+ λPDK,q)
−1(NTY/n)

La diferencia de penalización es efectivamente una penalidad de suavizamiento.1

1Para más detalles dirigirse a [Durbán, 2009]



B. Anexo: Coeficiente de correlación de

Filliben

Utiliza el coeficiente de correlación r entre las observaciones ordenadas Xi y los cuantiles

ajustados Mi determinados por las posiciones pi. Este asume que las observaciones podŕıan

haberse extráıdo de la distribución ajustada si el valor es cercano a 1.

El coeficiente de correlación de Filliben viene dado por:

r =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Mi − M̄)√∑n

i=1(Xi − X̄)2
∑n

i=1(Mi − M̄)2

Con X̄ y M̄ la media de Xi y los cuantiles ajustados de Mi, respectivamente, y n el tamaño

de la muestra.

Para Mi Filliben utilizó la estimación de la mediana, tal que Mi = φ−1(mi), donde φ−1(.) es

la inversa de la distribución acumulada de una normal estándar y mi es el valor de la mediana.



C. Anexo: Descripción de las variables

1. REGION: región donde se encuentra el hogar. Atlántica, Bogotá, Central, Nuevos

departamentos, Oriental, Paćıfica, San Andrés.

2. TIPO VIV:

1. Casa.

2. Apartamento.

3. Cuarto en inquilinato.

4. Cuarto en otro tipo de estructura.

5. Vivienda ind́ıgena.

6. Otra vivienda (carpa, vagón, embarcación, cueva, refugio natural, etc.).

3. ESTRATO: Estrato socio económico asociado al recibo de enerǵıa eléctrica del hogar.

4. NUM CUARTOS: Número de cuartos que tiene la vivienda. Incluyendo sala-comedor

¿de cuántos cuartos en total dispone este hogar?

5. DORMITORIOS: Número de cuartos destinados como dormitorios en la vivienda.

6. PROPIEDAD VIV: La vivienda ocupada por este hogar es:

1. Propia, totalmente pagada.

2. Propia, la están pagando.

3. En arriendo o subarriendo.

4. En usufructo.

5. Posesión sin titulo (Ocupante de hecho) ó propiedad colectiva.

6. Otra.

7. INGRESOS SUFICIENTES: Usted considera que los ingresos mensuales de su

hogar:

1. Son más que suficientes para cubrir los gastos básicos del hogar.

2. Son suficientes para cubrir los gastos básicos.
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3. No alcanzan para cubrir los gastos básicos.

8. POBRE: ¿Usted se considera pobre?

1. Si.

2. No.

9. PERS HOGAR: Total de personas en el hogar

10. Hombres HOGAR: Total de hombres en el hogar

11. GENERO JH: Género del jefe de hogar.

1. Hombre.

2. Mujer.

12. ETNIA JH: De acuerdo con su cultura, pueblo, o rasgos f́ısicos, ... es o se reconoce

como:

1. Ind́ıgena.

2. Gitano-Rrom.

3. Raizal del archipiélago de San Andrés y Providencia?

4. Palenquero de San Basilio o descendiente.

5. Negro(a), mulato(a), afrocolombiano(a) o afrodescendiente?

6. Ninguno de los anteriores (mestizo, blanco, etc.).

13. EDAD JH: Cuántos años cumplidos tiene el jefe de hogar.

14. EDUCACION JH: ¿Cuál es el nivel educativo más alto alcanzado?

1. Ninguno.

2. Preescolar.

3. Básica primaria?

4. Básica secundaria.

5. Media.

6. Superior o Universitaria

6. ”No sabe, no informa”.

15. GASTO TOTAL: Gasto total del hogar.

16. Prop Gto AlimyBeb NA: proporción del gasto total destinada a la compra de ali-

mentos y bebidas no alcohólicas.

17. FEX C: factor de expansión asociado al hogar.



D. Anexo: Resumen del modelo

seleccionado

******************************************************************

Family: c("BE", "Beta")

Call: gamlss(formula = Prop_Gto_AlimyBeb_NA ~ pb(GASTO_TOTAL) + ESTRATO * POBRE

+ REGION + TIPO_VIV + ESTRATO * DORMITORIOS + ESTRATO *

PERS_HOGAR + ESTRATO * Hombres_HOGAR + ESTRATO * INGRESOS_SUFICIENTES +

DORMITORIOS * PERS_HOGAR + DORMITORIOS * Hombres_HOGAR +

DORMITORIOS * INGRESOS_SUFICIENTES + PERS_HOGAR * Hombres_HOGAR +

PERS_HOGAR * INGRESOS_SUFICIENTES + PERS_HOGAR * DORMITORIOS +

Hombres_HOGAR * INGRESOS_SUFICIENTES + EDUCACION_JH + PROPIEDAD_VIV +

GENERO_JH + POBRE + EDAD_JH + ETNIA_JH, family = BE(mu.link = "probit"),

data = datos2, weights = FEX_C, method = CG(), control = con1)

Fitting method: CG()

------------------------------------------------------------------

Mu link function: probit

Mu Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -1.275e+00 2.608e-03 -488.767 < 2e-16 ***

pb(GASTO_TOTAL) -4.596e-08 4.720e-11 -973.719 < 2e-16 ***

ESTRATO2 -1.225e-01 2.329e-03 -52.591 < 2e-16 ***

ESTRATO3 -1.390e-01 2.291e-03 -60.679 < 2e-16 ***

ESTRATO4 -8.454e-02 2.978e-03 -28.390 < 2e-16 ***

ESTRATO5 -5.670e-02 4.194e-03 -13.520 < 2e-16 ***

ESTRATO6 9.915e-02 6.678e-03 14.847 < 2e-16 ***

POBRE2 -2.232e-02 3.823e-04 -58.391 < 2e-16 ***

REGION_BOGOTÁ -2.661e-02 3.466e-04 -76.754 < 2e-16 ***

REGION_CENTRAL -2.592e-02 3.107e-04 -83.442 < 2e-16 ***

REGION_NUEVO DEPARTAMENTOS -4.814e-02 1.038e-03 -46.357 < 2e-16 ***

REGION_ORIENTAL 4.048e-02 3.838e-04 105.453 < 2e-16 ***

REGION_PACÍFICA -3.120e-02 3.624e-04 -86.085 < 2e-16 ***

REGION_SAN ANDRÉS -8.685e-02 2.774e-03 -31.306 < 2e-16 ***

TIPO_VIV2 -5.813e-03 2.256e-04 -25.767 < 2e-16 ***

TIPO_VIV3 -1.762e-01 6.891e-04 -255.667 < 2e-16 ***

TIPO_VIV4 -1.606e-01 1.187e-03 -135.347 < 2e-16 ***
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TIPO_VIV5 3.479e-01 6.364e-03 54.663 < 2e-16 ***

TIPO_VIV6 1.144e-01 9.485e-03 12.056 < 2e-16 ***

DORMITORIOS 7.782e-02 9.951e-04 78.205 < 2e-16 ***

PERS_HOGAR 2.115e-01 7.910e-04 267.373 < 2e-16 ***

Hombres_HOGAR -8.170e-02 1.055e-03 -77.417 < 2e-16 ***

INGRESOS_SUFICIENTES2 -8.031e-02 2.394e-03 -33.541 < 2e-16 ***

INGRESOS_SUFICIENTES3 -6.993e-02 2.346e-03 -29.813 < 2e-16 ***

EDUCACION_JH2 1.805e-02 3.400e-03 5.308 1.11e-07 ***

EDUCACION_JH3 2.585e-02 5.308e-04 48.705 < 2e-16 ***

EDUCACION_JH4 7.333e-03 5.721e-04 12.818 < 2e-16 ***

EDUCACION_JH5 2.018e-02 5.616e-04 35.926 < 2e-16 ***

EDUCACION_JH6 4.926e-03 5.953e-04 8.275 < 2e-16 ***

EDUCACION_JH9 4.889e-02 5.198e-03 9.406 < 2e-16 ***

PROPIEDAD_VIV2 -2.129e-02 5.684e-04 -37.457 < 2e-16 ***

PROPIEDAD_VIV3 -2.664e-02 2.578e-04 -103.324 < 2e-16 ***

PROPIEDAD_VIV4 -4.547e-02 3.783e-04 -120.196 < 2e-16 ***

PROPIEDAD_VIV5 -5.199e-02 6.836e-04 -76.057 < 2e-16 ***

PROPIEDAD_VIV6 -5.190e-03 1.040e-03 -4.991 6.01e-07 ***

GENERO_JHM 6.797e-03 2.293e-04 29.640 < 2e-16 ***

EDAD_JH 1.241e-03 8.271e-06 150.071 < 2e-16 ***

ETNIA_JH2 6.857e-02 6.669e-03 10.281 < 2e-16 ***

ETNIA_JH3 -2.681e-01 4.531e-03 -59.174 < 2e-16 ***

ETNIA_JH4 -1.140e-01 4.505e-03 -25.303 < 2e-16 ***

ETNIA_JH5 -7.001e-02 8.524e-04 -82.135 < 2e-16 ***

ETNIA_JH6 -8.837e-02 7.686e-04 -114.982 < 2e-16 ***

ESTRATO2:POBRE2 1.673e-02 5.187e-04 32.248 < 2e-16 ***

ESTRATO3:POBRE2 1.981e-02 6.139e-04 32.268 < 2e-16 ***

ESTRATO4:POBRE2 3.178e-02 1.469e-03 21.632 < 2e-16 ***

ESTRATO5:POBRE2 8.265e-02 2.896e-03 28.543 < 2e-16 ***

ESTRATO6:POBRE2 -1.170e-01 5.406e-03 -21.633 < 2e-16 ***

ESTRATO2:DORMITORIOS -3.679e-03 3.572e-04 -10.301 < 2e-16 ***

ESTRATO3:DORMITORIOS 6.859e-03 3.996e-04 17.166 < 2e-16 ***

ESTRATO4:DORMITORIOS -7.181e-03 7.423e-04 -9.675 < 2e-16 ***

ESTRATO5:DORMITORIOS -2.052e-02 1.162e-03 -17.651 < 2e-16 ***

ESTRATO6:DORMITORIOS -4.109e-02 1.828e-03 -22.486 < 2e-16 ***

ESTRATO2:PERS_HOGAR 2.398e-03 2.363e-04 10.146 < 2e-16 ***

ESTRATO3:PERS_HOGAR 1.470e-02 2.863e-04 51.347 < 2e-16 ***

ESTRATO4:PERS_HOGAR 5.674e-03 6.231e-04 9.106 < 2e-16 ***

ESTRATO5:PERS_HOGAR 2.056e-03 1.057e-03 1.946 0.0517 .

ESTRATO6:PERS_HOGAR 1.931e-03 1.498e-03 1.289 0.1975

ESTRATO2:Hombres_HOGAR -4.707e-03 3.252e-04 -14.472 < 2e-16 ***

ESTRATO3:Hombres_HOGAR -2.157e-02 3.791e-04 -56.899 < 2e-16 ***
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ESTRATO4:Hombres_HOGAR -1.697e-02 7.138e-04 -23.774 < 2e-16 ***

ESTRATO5:Hombres_HOGAR 7.335e-03 1.185e-03 6.192 5.98e-10 ***

ESTRATO6:Hombres_HOGAR -2.931e-03 1.837e-03 -1.595 0.1106

ESTRATO2:INGRESOS_SUFICIENTES2 6.883e-02 2.293e-03 30.019 < 2e-16 ***

ESTRATO3:INGRESOS_SUFICIENTES2 2.598e-02 2.212e-03 11.745 < 2e-16 ***

ESTRATO4:INGRESOS_SUFICIENTES2 2.243e-02 2.522e-03 8.895 < 2e-16 ***

ESTRATO5:INGRESOS_SUFICIENTES2 -2.250e-02 2.897e-03 -7.766 8.20e-15 ***

ESTRATO6:INGRESOS_SUFICIENTES2 6.974e-02 3.437e-03 20.291 < 2e-16 ***

ESTRATO2:INGRESOS_SUFICIENTES3 8.316e-02 2.240e-03 37.130 < 2e-16 ***

ESTRATO3:INGRESOS_SUFICIENTES3 2.305e-02 2.167e-03 10.636 < 2e-16 ***

ESTRATO4:INGRESOS_SUFICIENTES3 -2.842e-02 2.524e-03 -11.257 < 2e-16 ***

ESTRATO5:INGRESOS_SUFICIENTES3 -1.585e-02 3.117e-03 -5.085 3.68e-07 ***

ESTRATO6:INGRESOS_SUFICIENTES3 1.014e-01 4.108e-03 24.674 < 2e-16 ***

DORMITORIOS:PERS_HOGAR -3.771e-02 9.425e-05 -400.086 < 2e-16 ***

DORMITORIOS:Hombres_HOGAR 2.514e-02 1.590e-04 158.095 < 2e-16 ***

DORMITORIOS:INGRESOS_SUFICIENTES2 1.221e-02 9.484e-04 12.876 < 2e-16 ***

DORMITORIOS:INGRESOS_SUFICIENTES3 2.437e-02 9.349e-04 26.061 < 2e-16 ***

PERS_HOGAR:Hombres_HOGAR -9.334e-03 4.649e-05 -200.776 < 2e-16 ***

PERS_HOGAR:INGRESOS_SUFICIENTES2 -8.240e-03 7.702e-04 -10.699 < 2e-16 ***

PERS_HOGAR:INGRESOS_SUFICIENTES3 -3.312e-02 7.529e-04 -43.994 < 2e-16 ***

Hombres_HOGAR:INGRESOS_SUFICIENTES2 4.085e-02 9.863e-04 41.416 < 2e-16 ***

Hombres_HOGAR:INGRESOS_SUFICIENTES3 6.709e-02 9.700e-04 69.166 < 2e-16 ***

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

------------------------------------------------------------------

Sigma link function: logit

Sigma Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -1.2308900 0.0002445 -5035 <2e-16 ***

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

------------------------------------------------------------------

NOTE: Additive smoothing terms exist in the formulas:

i) Std. Error for smoothers are for the linear effect only.

ii) Std. Error for the linear terms may not be reliable.

------------------------------------------------------------------

No. of observations in the fit: 79403

Degrees of Freedom for the fit: 98.1073

Residual Deg. of Freedom: 79304.89

at cycle: 118

Global Deviance: -27685112

AIC: -27684916
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SBC: -27684005
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Tabla D-1.: Parámetros estimados para los modelos paramétricos
Distribución / Función de enlace Normal

/ Iden-

tidad

Normal

/ Loga-

ritmo

Normal

/ In-

versa

Gama /

Logarit-

mo

N-

Inversa

/ Loga-

ritmo

Beta /

Logit

Beta /

Probit

Beta /

Clog-log

Beta /

Cau-

chi

t

Beta /

Logarit-

mo

Intercepto 0.211 -1.501 4.392 -1.775 -1.909 -1.757 -1.047 -1.836 -1.913 -1.912

log(GASTO TOTAL) -8.5E-09 -2.0E-07 1.4E-06 -7.1E-08 -5.2E-08 -1.1E-07 -5.2E-08 -1.1E-07 -3.6E-07 -1.1E-07

ESTRATO2 -0.048 -0.245 1.134 -0.422 -0.627 -0.319 -0.180 -0.292 -0.521 -0.266

ESTRATO3 -0.065 -0.381 2.065 -0.569 -0.688 -0.444 -0.240 -0.413 -0.965 -0.383

ESTRATO4 -0.058 -0.435 2.683 -0.694 -0.892 -0.355 -0.186 -0.333 -0.991 -0.312

ESTRATO5 -0.058 -0.313 5.023 -0.607 -0.542 -0.383 -0.212 -0.359 -1.331 -0.337

ESTRATO6 -0.075 -0.416 8.145 -1.079 -1.104 -0.264 -0.168 -0.238 -0.813 -0.212

POBRE2 -0.019 -0.059 0.148 -0.081 -0.079 -0.085 -0.052 -0.075 -0.080 -0.065

REGIÓN BOGOTA -0.013 -0.084 0.598 -0.092 -0.113 -0.055 -0.031 -0.051 -0.121 -0.048

REGIÓN CENTRAL -0.010 -0.076 0.529 -0.045 -0.030 -0.046 -0.024 -0.044 -0.115 -0.042

REGIÓN NUEVOS DPTOS -0.004 -0.025 0.318 -0.039 -0.064 -0.066 -0.038 -0.060 -0.112 -0.054

REGIÓN ORIENTAL 0.004 0.043 -0.069 0.047 0.052 0.056 0.029 0.051 0.086 0.046

REGIÓN PACÍFICA -0.005 -0.038 0.233 -0.022 -0.016 -0.041 -0.022 -0.038 -0.088 -0.036

REGIÓN SAN ANDRÉS -0.033 -0.152 1.076 -0.215 -0.200 -0.244 -0.136 -0.225 -0.416 -0.206

TIPO VIV2 -0.007 -0.035 0.222 -0.031 -0.029 -0.030 -0.017 -0.027 -0.054 -0.025

TIPO VIV3 -0.016 -0.145 0.985 -0.097 -0.077 -0.252 -0.131 -0.237 -0.557 -0.222

TIPO VIV4 -0.013 -0.055 0.169 -0.163 -0.240 -0.219 -0.123 -0.199 -0.308 -0.180

TIPO VIV5 0.098 0.351 -1.135 0.440 0.475 0.579 0.343 0.496 0.623 0.414

TIPO VIV6 0.073 0.224 -0.658 0.275 0.271 0.376 0.225 0.324 0.337 0.274

DORMITORIOS 0.001 0.093 -0.435 0.027 -0.015 0.085 0.038 0.084 0.263 0.081

PERS HOGAR 0.032 0.154 -0.513 0.274 0.384 0.367 0.204 0.330 0.528 0.295

Hombres HOGAR -0.012 -0.027 -0.115 -0.135 -0.188 -0.176 -0.099 -0.158 -0.227 -0.139

INGRESOS SUFICIENTES2 -0.023 -0.110 0.028 -0.157 -0.182 -0.156 -0.089 -0.140 -0.205 -0.126

INGRESOS SUFICIENTES3 -0.007 -0.032 -0.495 0.006 0.010 -0.019 -0.016 -0.011 0.100 -0.003

EDUCACION JH2 -0.003 -0.044 0.274 -0.004 -0.011 0.013 0.009 0.008 -0.016 0.004

EDUCACION JH3 -0.009 -0.008 0.060 -0.022 -0.026 -0.013 -0.011 -0.010 0.015 -0.008

EDUCACION JH4 -0.021 -0.050 0.243 -0.085 -0.092 -0.073 -0.047 -0.063 -0.062 -0.054

EDUCACION JH5 -0.023 -0.050 0.191 -0.086 -0.082 -0.072 -0.047 -0.062 -0.051 -0.054

EDUCACION JH6 -0.034 -0.093 0.734 -0.202 -0.224 -0.124 -0.079 -0.111 -0.145 -0.098

EDUCACION JH9 -0.026 -0.105 0.505 -0.099 -0.076 0.006 -0.001 0.008 0.063 0.009

PROPIEDAD VIV2 -0.006 -0.020 0.087 -0.055 -0.091 -0.045 -0.026 -0.040 -0.023 -0.035

PROPIEDAD VIV3 -0.001 -0.018 0.075 -0.005 0.001 -0.034 -0.017 -0.030 -0.044 -0.027

PROPIEDAD VIV4 -0.006 -0.061 0.331 -0.023 0.006 -0.071 -0.037 -0.065 -0.129 -0.060

PROPIEDAD VIV5 -0.010 -0.082 0.389 -0.048 -0.030 -0.080 -0.041 -0.073 -0.131 -0.067

PROPIEDAD VIV6 0.007 0.028 -0.191 0.033 0.026 0.022 0.013 0.021 0.056 0.020

GENERO JHM 0.003 -0.009 0.186 0.037 0.072 0.028 0.018 0.023 0.009 0.019

EDAD JH 0.000 0.001 0.002 0.002 0.003 0.002 0.001 0.001 0.002 0.001

ETNIA JH2 -0.007 0.018 0.063 0.114 0.076 0.039 0.073 0.215 0.071

ETNIA JH3 -0.047 -0.420 -0.332 -0.374 -0.418 -0.213 -0.392 -1.115 -0.366

ETNIA JH4 -0.055 -0.257 -0.347 -0.348 -0.268 -0.150 -0.240 -0.305 -0.212

ETNIA JH5 -0.021 -0.073 -0.128 -0.173 -0.128 -0.074 -0.113 -0.135 -0.098

ETNIA JH6 -0.027 -0.122 -0.153 -0.184 -0.160 -0.091 -0.143 -0.203 -0.127

ESTRATO2*POBRE2 0.009 0.033 -0.049 0.024 0.020 0.042 0.024 0.037 0.047 0.032

ESTRATO3*POBRE2 0.015 0.051 -0.040 0.036 0.022 0.063 0.037 0.055 0.057 0.048

ESTRATO4*POBRE2 0.019 0.032 0.698 0.044 0.024 0.108 0.064 0.094 -0.003 0.081

ESTRATO5*POBRE2 0.031 0.137 -1.566 0.180 0.084 0.245 0.135 0.226 0.572 0.208

ESTRATO6*POBRE2 0.026 -0.264 1.768 0.010 -0.003 0.025 0.040 0.009 -0.697 -0.008

ESTRATO2*DORMITORIOS 0.004 0.009 0.004 0.005 0.009 0.006 0.007 0.002 0.005

ESTRATO3*DORMITORIOS 0.007 0.036 0.022 0.012 0.039 0.021 0.034 0.085 0.031

ESTRATO4*DORMITORIOS 0.008 0.045 0.045 0.056 0.026 0.015 0.022 0.092 0.019

ESTRATO5*DORMITORIOS 0.001 -0.033 -0.043 -0.057 0.001 0.002 -0.002 -0.032 -0.005

ESTRATO6*DORMITORIOS 0.001 0.202 0.034 0.034 -0.062 -0.039 -0.050 0.268 -0.037

ESTRATO2*PERS HOGAR -0.002 0.012 -0.125 0.013 0.017 0.006 0.001 0.009 0.040 0.011

ESTRATO3*PERS HOGAR -0.001 0.042 -0.373 0.050 0.056 0.035 0.014 0.038 0.131 0.040

ESTRATO4*PERS HOGAR -0.002 0.072 -0.815 0.059 0.051 0.040 0.012 0.045 0.218 0.048

ESTRATO5*PERS HOGAR 0.004 0.128 -1.103 0.180 0.308 0.064 0.025 0.067 0.318 0.070

ESTRATO6*PERS HOGAR 0.022 0.054 -2.806 0.252 0.222 0.184 0.102 0.169 0.252 0.154

ESTRATO2*Hombres HOGAR 0.001 -0.001 -0.013 -0.002 -0.005 -0.007 -0.003 -0.007 -0.012 -0.007

ESTRATO3*Hombres HOGAR -0.001 -0.024 0.106 -0.030 -0.037 -0.027 -0.013 -0.027 -0.068 -0.027

ESTRATO4*Hombres HOGAR 0.002 -0.027 0.186 -0.005 0.023 -0.016 -0.004 -0.018 -0.092 -0.020

ESTRATO5*Hombres HOGAR 0.008 0.032 -0.216 0.026 -0.098 0.058 0.031 0.052 0.102 0.046

ESTRATO6*Hombres HOGAR 0.008 0.009 -2.637 0.269 0.363 0.008 0.005 0.006 -0.056 0.005

ESTRATO2*INGRESOS SUFICIENTES2 0.017 0.067 -0.098 0.207 0.391 0.137 0.081 0.123 0.172 0.109

ESTRATO3*INGRESOS SUFICIENTES2 0.008 0.018 0.210 0.116 0.221 0.057 0.035 0.048 0.038 0.039

ESTRATO4*INGRESOS SUFICIENTES2 -0.002 0.058 0.037 0.100 0.241 -0.024 -0.015 -0.025 -0.039 -0.027

ESTRATO5*INGRESOS SUFICIENTES2 -0.004 -0.087 0.833 -0.233 -0.444 -0.077 -0.034 -0.079 -0.283 -0.080

ESTRATO6*INGRESOS SUFICIENTES2 0.003 0.229 -1.169 0.140 0.101 0.068 0.029 0.062 0.368 0.057

ESTRATO2*INGRESOS SUFICIENTES3 0.017 0.086 -0.250 0.232 0.421 0.146 0.084 0.132 0.222 0.118

ESTRATO3*INGRESOS SUFICIENTES3 0.004 0.024 -0.026 0.127 0.239 0.016 0.011 0.013 0.060 0.009

ESTRATO4*INGRESOS SUFICIENTES3 -0.022 -0.059 0.814 -0.027 0.073 -0.190 -0.106 -0.179 -0.332 -0.169

ESTRATO5*INGRESOS SUFICIENTES3 -0.017 -0.226 0.971 -0.207 -0.366 -0.193 -0.093 -0.186 -0.404 -0.178

ESTRATO6*INGRESOS SUFICIENTES3 -0.027 0.214 0.611 -0.094 -0.096 -0.093 -0.066 -0.091 0.236 -0.091

DORMITORIOS*PERS HOGAR -0.006 -0.035 0.151 -0.048 -0.056 -0.066 -0.036 -0.060 -0.097 -0.054

DORMITORIOS*Hombres HOGAR 0.003 0.019 -0.092 0.039 0.053 0.045 0.025 0.041 0.059 0.036

DORMITORIOS*INGRESOS SUFICIENTES2 0.007 0.011 -0.277 0.054 0.078 0.046 0.027 0.041 0.052 0.038

DORMITORIOS*INGRESOS SUFICIENTES3 0.004 -0.007 -0.144 0.034 0.070 0.046 0.028 0.041 0.020 0.036

PERS HOGAR*Hombres HOGAR -0.001 -0.006 -0.008 -0.009 -0.013 -0.007 -0.012 -0.024 -0.011

PERS HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES2 0.001 0.034 -0.211 -0.027 -0.082 -0.029 -0.017 -0.025 -0.026 -0.022

PERS HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES3 -0.002 0.003 -0.025 -0.073 -0.146 -0.081 -0.044 -0.075 -0.130 -0.069

Hombres HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES2 0.002 -0.011 0.519 0.036 0.050 0.080 0.043 0.073 0.135 0.067

Hombres HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES3 0.006 0.021 0.325 0.077 0.093 0.129 0.069 0.119 0.226 0.110
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Tabla D-2.: Parámetros estimados para los modelos semi-paramétricos
Distribución / Función de enlace Normal

/ Iden-

tidad

Normal

/ Loga-

ritmo

Normal

/ In-

versa

Gama /

Logarit-

mo

N-

Inversa

/ Loga-

ritmo

Beta /

Logit

Beta /

Probit

Beta /

Clog-log

Beta /

Cau-

chi

t

Beta /

Logarit-

mo

Intercepto 0.139 -1.820 4.267 -2.277 -2.627 -2.149 -1.275 -2.182 -2.344 -2.214

pb(GASTO TOTAL) -1.1E-08 -1.1E-07 1.3E-06 -1.0E-07 -1.0E-07 -9.1E-08 -4.6E-08 -8.6E-08 -2.5E-07 -8.1E-08

ESTRATO2 -0.027 -0.206 1.240 -0.277 -0.403 -0.230 -0.122 -0.214 -0.446 -0.199

ESTRATO3 -0.026 -0.296 2.522 -0.313 -0.318 -0.282 -0.139 -0.271 -0.848 -0.261

ESTRATO4 -0.015 -0.330 3.363 -0.329 -0.276 -0.197 -0.085 -0.198 -0.923 -0.198

ESTRATO5 0.008 -0.252 5.752 -0.160 -0.104 -0.159 -0.057 -0.172 -1.366 -0.185

ESTRATO6 0.026 -0.089 3.953 -0.100 -0.135 0.154 0.099 0.130 -0.532 0.107

POBRE2 -0.009 -0.036 0.115 -0.023 -0.003 -0.038 -0.022 -0.033 -0.045 -0.029

REGIÓN BOGOTA -0.010 -0.089 0.575 -0.053 -0.048 -0.052 -0.027 -0.050 -0.128 -0.048

REGIÓN CENTRAL -0.010 -0.078 0.460 -0.033 -0.008 -0.051 -0.026 -0.048 -0.119 -0.046

REGIÓN NUEVOS DPTOS -0.007 -0.047 0.356 -0.059 -0.086 -0.087 -0.048 -0.080 -0.147 -0.074

REGIÓN ORIENTAL 0.008 0.045 -0.139 0.081 0.096 0.073 0.040 0.065 0.092 0.057

REGIÓN PACÍFICA -0.008 -0.051 0.227 -0.041 -0.044 -0.058 -0.031 -0.054 -0.109 -0.050

REGIÓN SAN ANDRÉS -0.017 -0.126 0.835 -0.131 -0.146 -0.164 -0.087 -0.154 -0.376 -0.145

TIPO VIV2 -0.003 -0.027 0.201 -0.005 0.001 -0.012 -0.006 -0.012 -0.043 -0.012

TIPO VIV3 -0.032 -0.179 0.939 -0.190 -0.206 -0.321 -0.176 -0.296 -0.581 -0.272

TIPO VIV4 -0.027 -0.094 0.208 -0.248 -0.379 -0.282 -0.161 -0.252 -0.345 -0.223

TIPO VIV5 0.103 0.353 -0.767 0.516 0.620 0.589 0.348 0.497 0.630 0.402

TIPO VIV6 0.035 0.113 -0.413 0.072 0.047 0.187 0.114 0.155 0.164 0.125

DORMITORIOS 0.016 0.108 -0.349 0.124 0.082 0.148 0.078 0.138 0.286 0.127

PERS HOGAR 0.035 0.172 -0.620 0.314 0.464 0.378 0.211 0.339 0.545 0.300

Hombres HOGAR -0.007 -0.024 -0.092 -0.129 -0.197 -0.149 -0.082 -0.133 -0.219 -0.118

INGRESOS SUFICIENTES2 -0.018 -0.095 0.417 -0.110 -0.104 -0.141 -0.080 -0.125 -0.163 -0.109

INGRESOS SUFICIENTES3 -0.023 -0.072 0.008 -0.059 -0.050 -0.107 -0.070 -0.085 0.073 -0.063

EDUCACION JH2 0.001 -0.035 0.257 0.028 0.010 0.027 0.018 0.020 -0.004 0.014

EDUCACION JH3 0.004 0.014 0.023 0.057 0.086 0.046 0.026 0.040 0.050 0.035

EDUCACION JH4 -0.001 -0.021 0.263 0.035 0.067 0.012 0.007 0.009 -0.021 0.005

EDUCACION JH5 0.001 -0.010 0.178 0.066 0.123 0.034 0.020 0.029 0.011 0.023

EDUCACION JH6 -0.003 -0.059 0.547 0.018 0.090 0.002 0.005 -0.003 -0.090 -0.008

EDUCACION JH9 -0.008 -0.071 0.458 0.028 0.127 0.087 0.049 0.079 0.115 0.071

PROPIEDAD VIV2 -0.005 -0.014 -0.024 -0.055 -0.109 -0.035 -0.021 -0.030 -0.012 -0.025

PROPIEDAD VIV3 -0.005 -0.016 -0.008 -0.049 -0.081 -0.046 -0.027 -0.040 -0.042 -0.034

PROPIEDAD VIV4 -0.010 -0.066 0.294 -0.060 -0.066 -0.083 -0.045 -0.076 -0.136 -0.068

PROPIEDAD VIV5 -0.014 -0.081 0.329 -0.084 -0.092 -0.093 -0.052 -0.083 -0.127 -0.074

PROPIEDAD VIV6 0.000 0.010 -0.250 -0.021 -0.048 -0.007 -0.005 -0.003 0.042 0.002

GENERO JHM -0.001 -0.015 0.091 0.004 0.024 0.010 0.007 0.008 -0.001 0.006

EDAD JH 0.000 0.001 -0.001 0.003 0.005 0.002 0.001 0.002 0.002 0.002

ETNIA JH2 0.002 0.063 -0.538 0.115 0.173 0.133 0.069 0.126 0.271 0.119

ETNIA JH3 -0.055 -0.454 2.940 -0.313 -0.246 -0.519 -0.268 -0.482 -1.190 -0.444

ETNIA JH4 -0.045 -0.212 0.938 -0.258 -0.307 -0.199 -0.114 -0.175 -0.234 -0.151

ETNIA JH5 -0.018 -0.071 0.133 -0.102 -0.119 -0.122 -0.070 -0.107 -0.133 -0.091

ETNIA JH6 -0.025 -0.122 0.366 -0.133 -0.145 -0.157 -0.088 -0.139 -0.204 -0.122

ESTRATO2*POBRE2 0.006 0.022 -0.021 0.011 0.000 0.029 0.017 0.025 0.029 0.022

ESTRATO3*POBRE2 0.009 0.026 0.032 0.019 0.012 0.032 0.020 0.028 0.021 0.023

ESTRATO4*POBRE2 0.011 -0.007 0.847 0.039 0.047 0.049 0.032 0.040 -0.070 0.032

ESTRATO5*POBRE2 0.012 0.081 -1.455 0.072 0.054 0.160 0.083 0.152 0.497 0.143

ESTRATO6*POBRE2 -0.017 -0.346 4.208 -0.190 -0.056 -0.246 -0.117 -0.239 -0.943 -0.233

ESTRATO2*DORMITORIOS 0.000 -0.001 0.004 -0.013 -0.015 -0.008 -0.004 -0.008 -0.011 -0.008

ESTRATO3*DORMITORIOS 0.002 0.016 -0.154 0.003 0.003 0.014 0.007 0.012 0.059 0.011

ESTRATO4*DORMITORIOS -0.001 0.009 -0.227 -0.013 -0.015 -0.011 -0.007 -0.011 0.046 -0.011

ESTRATO5*DORMITORIOS -0.006 -0.059 0.086 -0.075 -0.096 -0.040 -0.021 -0.039 -0.060 -0.038

ESTRATO6*DORMITORIOS -0.005 0.014 -1.293 -0.045 -0.015 -0.080 -0.041 -0.076 0.059 -0.071

ESTRATO2*PERS HOGAR -0.001 0.010 -0.112 0.022 0.035 0.008 0.002 0.010 0.037 0.011

ESTRATO3*PERS HOGAR -0.001 0.037 -0.336 0.056 0.061 0.036 0.015 0.038 0.129 0.040

ESTRATO4*PERS HOGAR -0.004 0.056 -0.716 0.058 0.050 0.027 0.006 0.033 0.214 0.040

ESTRATO5*PERS HOGAR -0.006 0.079 -1.056 0.077 0.153 0.024 0.002 0.033 0.297 0.041

ESTRATO6*PERS HOGAR -0.006 0.054 -0.713 0.077 0.046 0.026 0.002 0.034 0.223 0.042

ESTRATO2*Hombres HOGAR 0.000 -0.002 0.022 -0.009 -0.021 -0.009 -0.005 -0.009 -0.012 -0.009

ESTRATO3*Hombres HOGAR -0.004 -0.030 0.161 -0.043 -0.050 -0.041 -0.022 -0.040 -0.077 -0.038

ESTRATO4*Hombres HOGAR -0.002 -0.035 0.280 -0.032 -0.016 -0.037 -0.017 -0.037 -0.116 -0.037

ESTRATO5*Hombres HOGAR 0.003 0.015 -0.205 0.038 0.005 0.012 0.007 0.009 0.042 0.007

ESTRATO6*Hombres HOGAR -0.001 -0.034 1.467 -0.037 -0.043 -0.010 -0.003 -0.013 -0.116 -0.015

ESTRATO2*INGRESOS SUFICIENTES2 0.011 0.071 -0.308 0.155 0.288 0.124 0.069 0.111 0.157 0.098

ESTRATO3*INGRESOS SUFICIENTES2 0.004 0.012 -0.046 0.066 0.119 0.043 0.026 0.035 0.024 0.028

ESTRATO4*INGRESOS SUFICIENTES2 0.007 0.048 -0.256 0.079 0.069 0.037 0.022 0.028 -0.011 0.020

ESTRATO5*INGRESOS SUFICIENTES2 -0.001 -0.069 0.623 -0.091 -0.192 -0.057 -0.022 -0.062 -0.301 -0.067

ESTRATO6*INGRESOS SUFICIENTES2 0.011 0.076 -0.653 0.169 0.266 0.124 0.070 0.108 0.282 0.094

ESTRATO2*INGRESOS SUFICIENTES3 0.015 0.105 -0.527 0.196 0.337 0.151 0.083 0.137 0.230 0.123

ESTRATO3*INGRESOS SUFICIENTES3 0.006 0.048 -0.411 0.085 0.117 0.042 0.023 0.035 0.086 0.029

ESTRATO4*INGRESOS SUFICIENTES3 0.001 -0.002 0.211 0.020 -0.007 -0.058 -0.028 -0.060 -0.212 -0.063

ESTRATO5*INGRESOS SUFICIENTES3 0.001 -0.035 -0.096 -0.015 -0.020 -0.040 -0.016 -0.043 -0.124 -0.047

ESTRATO6*INGRESOS SUFICIENTES3 0.020 0.252 -3.898 0.203 0.237 0.195 0.101 0.178 0.621 0.161

DORMITORIOS*PERS HOGAR -0.007 -0.037 0.120 -0.054 -0.068 -0.068 -0.038 -0.061 -0.097 -0.054

DORMITORIOS*Hombres HOGAR 0.004 0.019 -0.062 0.043 0.061 0.045 0.025 0.040 0.058 0.035

DORMITORIOS*INGRESOS SUFICIENTES2 0.001 0.017 -0.219 0.012 0.035 0.023 0.012 0.022 0.055 0.022

DORMITORIOS*INGRESOS SUFICIENTES3 0.002 0.008 -0.089 0.016 0.068 0.042 0.024 0.037 0.031 0.033

PERS HOGAR*Hombres HOGAR -0.002 -0.008 0.042 -0.013 -0.016 -0.017 -0.009 -0.015 -0.026 -0.014

PERS HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES2 0.003 0.027 -0.134 -0.013 -0.055 -0.016 -0.008 -0.015 -0.033 -0.014

PERS HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES3 0.001 0.000 0.029 -0.059 -0.130 -0.064 -0.033 -0.061 -0.133 -0.057

Hombres HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES2 0.002 -0.007 0.142 0.046 0.052 0.076 0.041 0.070 0.135 0.064

Hombres HOGAR*INGRESOS SUFICIENTES3 0.006 0.028 -0.039 0.087 0.107 0.126 0.067 0.116 0.229 0.107
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[Nelder and Wedderburn, 1972] Nelder, J. and Wedderburn, R. (1972). Generalized linear

models. Journal of the Royal Statistical Society, 135(3):370–384.

[Nocedal and Wright, 1999] Nocedal, J. and Wright, S. (1999). Numerical Optimization.

Springer-Verlag.

[Pindyck and Rubinfeld, 2013] Pindyck, R. and Rubinfeld, D. (2013). Microeconomia. Pear-

son Italia.

[Prais and Houthakker, 1971] Prais, S. and Houthakker, H. (1971). The analysis of family

budgets. Cambridge: Cambridge University Press.
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