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Titulo en espanol

Sobre el estudio de un problema de difusién no local y su aproximaciéon a la ecuacion del
calor con condiciones de Neumann

Title in English

On the study of non-local diffusion problem and its approximation to the heat equation
with Neumann boundary

Resumen: Estudiamos un problema de difusion no local y variantes del mismo, desde el
punto de vista de existencia y unicidad de soluciones. En casos particulares, se presenta
un principio de comparaciéon y se estudia el comportamiento asintético de las soluciones
respectivas. De la misma manera, se hace el anélisis de explosion. Se hace el estudio de
los modelos discretos asociados a los modelos més importantes mencionados en la primera
parte.

Abstract: We study a non-local diffusion problem and some variants of them, from the
point of view of existence and uniqueness of solutions. In particular cases, we present a
comparison principle and we study the asymptotic behavior of its respective solutions. In
the same way, we analyze the blow-up. We study the discrete models associated with the
most important models mentioned in the first part.

Palabras clave: Problema no local, Ecuacién del calor, Frontera de Neumann, Explosion,
Problema discreto.

Keywords: Non-local problem, Heat equation, Neumann Boundary, Blow-up, Discrete
problem.
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Introduccion

La descripcién matemética de una gran cantidad de fenémenos que se presentan en
muchas ramas de la ciencias puras como la Fisica, la Quimica, la Biologia y la Ecologia
entre otras, conduce a ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales. Algunos de los
modelos méas importantes que aparecen con frecuencia son los llamados modelos de difusion.
Un ejemplo de estos estos modelos es dada por la ecuacion del calor, ya sea con condiciones
de Dirichlet o de Neumann. En el caso de las condiciones de Neumann, el modelo mas
simple es descrito por la siguiente ecuacion, ver [29],

u(x,t) = Au(zx,t), (x,t) € Qx(0,T),

g—Z(:z:,t) =0, (2,t)€dx(0,T), (1)

u(z,0) = up(z), =€ Q.

En éste tipo de modelos, la difusiéon de la densidad w en el punto z en un tiempo ¢ depende
de u(z,t) tnicamente, razon por la cual son llamados modelos locales.

En los ultimos afios, han aparecido procesos de difusién no-local, descritos por ecuaciones
de la forma

ug(x,t) = /RN J(x —y)u(y,t) —u(z,t)|dy, (z,t)€Qx(0,7T),

u(z,0) = up(z), =€,

(2)

y variantes de la misma, donde .J(x) es en muchos casos, una funcion real definida en RY,
continua, de soporte compacto en la bola unitaria, decreciente, simétrica y con integral
unitaria, es decir IRN J(z)dz = 1. Un ejemplo de funcion de éste tipo es dada por

1
IR EEAS
J(z) = {ke ' st [z] <1

0 si |z| >1,

II1



INTRODUCCION v

siendo k una constante adecuada para que tenga integral unitaria.

Algunos modelos no-locales han sido estudiados recientemente, véase por ejemplo [6],
[7], [8], [24], 23], [39], [41], [40] y el libro [4]. Siguiendo las ideas presentadas en [48], éste
ultimo modelo (2) puede ser interpretado de la siguiente manera: si u(x,t) es la densidad
de una poblaciéon en el punto x en el tiempo ¢t y J(z — y) representa la distribucion de
probabilidad de saltar de la posicién = a la posicién y, entonces la convolucién entre J
definida como

(T xa)(e.t) = [ Ity dy,
es la razén a la cual los individuos estan arrivando a la posiciéon z desde todos los otros
lugares. De la misma manera,

—/ J(y — z)u(x, t)dy = —u(z,t),
RN

es la razon a la cual los individuos estdn dejando la posicién x para viajar a otros lugares.
Asi que, si no se consideran fuentes externas o internas, la densidad u satisface la ecuacion
no local (2). El nombre de no-local, hace referencia a que, caso contrario al modelo (1),
la densidad u en el punto x en el tiempo ¢, depende no sélo de u(z,t), sino que depende
ademés de todos los valores de u en una vecindad de x a través de la convolucion J * u.

Estas ecuaciones con términos no-locales se han utilizado en diversas aplicaciones, por
ejemplo en biologia ([33], [57]), procesamiento de iméagenes ([52]), sistemas de particulas
(|27]), modelos de coagulacion ([49]), modelos anisotropicos para transiciones de fase (]2,
[3]), matematica financiera y teorfa de control éptimo ([26], [56]), etc.

Por otra parte, hay una larga lista de referencias que se dedican a estas ecuaciones
basadas en su puro interés matemético, vease la lista de referencias al final de esta tesis.
Citemos, por ejmeplo, [16], [19], [43], [47], que se dedican al estudio de soluciones de tipo
travelling wave. En cuanto al comportamiento asintético de las soluciones, véase [35], [54], y
para el problema de Neumann, [5|. En [53] se obtienen términos convectivos. Para problemas
anisotropicos nos referimos a [45].

También hay un reciente interés en el estudio de estas ecuaciones en relacién con prob-
lemas de frontera libre y problemas de regularidad, como por ejemplo, en el problema del
obstaculo, el Laplaciano fraccionario, etc. Nos referimos a [11], [30], [31], [32], [34], pero
destacamos que en esta tesis no se aborda esta problematica.

Para ecuaciones no-locales en lattices citamos, [14], [21], [55]. En esta tesis nos restringi-
mos a modelos continuos.

Hay que mencionar que hay una relacién muy fuerte entre estas ecuaciones y la teoria
de la probabilidad. De hecho cuando uno considera un proceso de Levy([25]) el operador
que aperace naturalmente es una potencia fraccionaria del Laplaciano. Esta relacién con la
teoria de probabilidad no sera usada en esta tesis y nos referimos a [9] para mas datos.
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Descripcion del contenido de esta memoria

El principal objetivo de este trabajo, consiste en analizar el problema de difusién no
local con frontera de Neumann descrito por la ecuacién

w (e t) = /Q J(& — y)(uly t) — ulz, )y + /8 Gla=)g(0.0)5,,

donde J : RY — Ry G : RY — R son funciones continuas de soporte compacto en la
bola unitaria (J,G € CO(RN )), no negativas, radialmente simétricas y decrecientes, con la

propiedad
/ J(z)dz =1,
RN

y © C RY un dominio acotado, conexo con frontera suave.

En la referencia [41] se trata un problema anéalogo de la forma

wat) = [ S i)t ) w0y + [ Gty

En este formato, para estudiar problemas con flujos no lineales de la forma g(y,t) =
f(u(y,t)) se hace necesario extender u de 2 a RY \ Q. Es de destacar que en el mode-
lo propuesto en esta tesis dicha extensién no es necesaria.

En el capitulo 1, enunciamos algunos resultados en lo referente a la existencia y unicidad
de soluciones, un principio de comparacion y se estudia lo relacionado con el comportamien-
to asintético de las soluciones de éste problema.

En el capitulo 2, estudiaremos el fenémeno de explosiéon para las soluciones, en el caso
que la funcion g(x,t) que describe la condiciéon de frontera es la funcion

g(z)

g(z,t) = T -t

con @ > 0y g(z) > 0 una funcién suave no trivial.

En el capitulo 3, se analizaré el problema més general

wlat) = ( =ue. ) ~u@ ) + | Gl =gl 0)ds, (2.1) €2x (0.7)

u(z,0) =up(r) =€ .

De igual manera que el caso anterior, se enunciaran los respectivos resultados sobre existen-
cia y unicidad de soluciones, un principio de comparacion y se realizara un estudio del perfil
de las soluciones (analisis de explosion) para el caso particular en el que g(u(z,t)) = uP(x,t).
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Finalmente, en el capitulo 4, consideramos el problema (forma discreta del problema
analizado en el capitulo 1 con Q = [-L, L])

(1) /Ja:— w(y,t) — ulz, ))dy + G + L)g(—L,t) + Gz — L)g(L, 1),
u(z,0) = uo(z),

siendo J,G : R — R funciones no negativas, suaves, simétricas J(z) = J(—z), G(z) =
G(—=z), estrictamente crecientes en [—L, 0] y de soporte compacto en la bola unitaria con
integrales unitarias, es decir
/ J(z)dx = 1.
[7L7L}

Aqui g es una funciéon dada regular. Se presentaran resultados acerca de la existencia y
unicidad de soluciones, veremos ademéas que las soluciones satisfacen un principio de com-
paracion. De la misma manera como en el capitulo 3, se obtendran resultados acerca del
perfil de explosion de las soluciones para un caso particular. Veremos que el problema es
consistente en el sentido que las soluciones del problema discreto convergen a las soluciones
del respectivo problema continuo.

Es de destacar que cuando se consideran los problemas reescalados
€ € 1

ue(']:? 0) = UO(CL‘),
donde

z 1 z 1

R N T N AN S 2
T(2) =g I(C), Gz =11 6(0), ¢ _Q/B(ODJ(Z)Z z,

se tienen resultados de existencia y unicidad idénticos a los contenidos en esta tesis.

Es de esperar que si u es una soluciéon del problema de Neumann clésico

—Au=0 en Qx(0,7),

% =g sobre 90 x (O,T),

u(z,0) = up(z) en 9,
v si u® es solucion del problema reescalado entonces
u® — u,
cuando € — 0.

Este resultado no forma parte de esta memoria y serd objeto de investigaciéon en el
futuro.



CAPITULO 1

Un modelo de difusiéon no local con frontera de
Neumann (I)

1.1. Introduccion

Como lo mencionamos en la Introduccién inicial, los modelos de difusién estédn entre
los méas importantes en la teoria de las ecuaciones diferenciales. Uno de los modelos locales
més sencillos, esta descrito por la ecuacion diferencial parcial,

up = Au, (1.1)

siendo Awu el laplaciano de u. Como puede verse en [48], un analogo a (1.1) es dado por la
ecuacién no local

u = Jxu—u, (1.2)

donde J * u es la convolucién de J con u,
I wule.t) = [ I =yt
En éste modelo (1.2), si u(x,t) representa la densidad en el punto z en el tiempo ¢, si J
tiene integral unitaria y representa la distribucién de probabilidad de saltar de la posicién
y a la posicién z, entonces
J xu(zx,t),
es la razoén con la cual los individuos llegan a la posiciéon x desde todas las demés posiciones
y
—U(.T,t) == J(IL’ - y)U(l',t)dy,
RN

1



CAPITULO 1. UN MODELO DE DIFUSION NO LOCAL CON FRONTERA DE NEUMANN (I) 2

es la razon con la cual los individuos van de la posicién x hacia cualquier otra posicién y. Si
no hay fuentes externas o internas, se obtiene que la densidad u debe satisfacer la ecuacién
(1.2), la cual es llamada ecuacion de difusion no-Local.

Ecuaciones de éste tipo y variantes de ella han sido estudiadas en la ultima década, ver
[24], |23], [28], [39], [41], [40] y el libro reciente [4].

El objetivo principal de éste capitulo es el estudio del problema de difusién no local con
frontera de Neumann en Q x (0,7"), descrito por la ecuacion

wiet) = [ I ) —uw oy + [ 6@ -powds,
u(z,0) = ug(x),

siendo © C RY un dominio acotado, conexo con frontera suave. El nicleo J : RN — R es
una funcién continua no negativa de soporte compacto en la bola unitaria (J € Co(RY)),
simétrica J(z) = J(—z), con integral unitaria, es decir

/RN J(2)dz = 1.

El nicleo G(z) tiene las mismas caracteristicas del nucleo J. El dato inicial ug(z) es no
negativo y g € L% [(0,00); L*(89)]. En el modelo descrito por (1.3), los individuos solo
pueden saltar dentro de €2 (lo que esta reflejado en la primera integral sobre ). El segundo
término en (1.3) tiene en cuenta el flujo de individuos que entran o salen del dominio €2, el
cual depende de g y de su signo. En la literatura sobre éste tipo de modelos, ésta tdltima

condicién es conocida como condiciones de frontera de Neumann.

1.2. Existencia y unicidad de soluciones

Usando el Teorema de punto fijo de Banach, mostraremos existencia y unicidad de
soluciones para la ecuacion (1.3). Para éste fin, seguiremos las ideas expuestas en [41],
teniendo en cuenta que los resultados obtenidos aqui son técnicamente diferentes.

Sea tg > 0 fijo y consideraremos el espacio de Banach definido por el conjunto de
funciones continuas definidas en [0, to] que tienen la norma uniforme respecto de la variable
temporal y la norma de L'(f2) respecto de la variable espacial que notaremos por

By, = O([0, to]; L'(%2)),

dotado con la norma

Il = g o0y = s [ fute0lde
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Intercambiando el papel de u por w y ¢ por s en (1.3), obtenemos la ecuacion

wa(z, 5) = / (& —pwly.s) —wiz )y + [ G —pgly.s)dS,.  (14)
Q o0

Integrando (1.4) de 0 a ¢, se obtiene

w(z, / / z—y)[w(y,s)—w(z,s dyds+/ G(x—y)g(y,s)dSyds. (1.5)

Definicion 1. Sea T': By, — By, el operador definido por

Towo,g(w(z, t)) = wo(x //J:z:— ,8) —w(z, s)|dyds

—|—/ G(x —y)g(y, s)dSyds.
o0

Lema 1. Sea wo(z) € LY(Q), g € L2 [(0,00); L1(0Q)]. El operador Ty, 4 dado por (1.6)
esta bien definido como aplicacion de By, sobre By,.

Demostracion. Sean 0 < t; < to < tg y w € By,. Como J,G € Cp(f), entonces, en
particular J,G € L>(), asi que sea ||J||oc = K1 ¥ ||G||cc = K2. Tenemos las siguientes
estimativas:

Two,g [w(:v, tl)] - Tw(),g [w(:p, t2)]

= [ [Favslwte. )] - TwO,g[w@,éZﬁTéx
:/Q /tt/ Tz — ) w(y, s) — w(z, )] dyds+/t:2 Gla — y)g(y, 5)dS,ds|dz
</ /:2/ J(x — ,8) —w(z, s)|dyds dw+/ /:2 G(x —y)g(y, s)dSyds|dz

1
to 1)
// /ux— Jlw(y,s) — <ms\dydsda:+// / Wllg(y, )ldydsdz
t1

< (ts — 1)1 |9 / w(y, ) — wlz, s)dy + (t2 — t1)Ko|Q) /8 9y, $)|dS,
QO 9

< (t2 — t1) max{ K9], K29|}{2|Hw|\| + ||9|\Loo[(o,t0);L1(aQ)}}-

En las estimativas anteriores, || es la medida de Q. De lo anterior se desprende que el
operador T, 4 es continuo en t € (0,%y]. La continuidad en el caso t = 0, se desprende de
(1.6). En efecto, tenemos que bajo las mismas condiciones del enunciado
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\ To ol 1)] — wo(z)

),
),

< tméx{K1]Q|,K2\Q]}{2]\|w\|] + |9HL°°[(O,t0);L1(8Q)]}~

LY(Q)
T glw(z,t)] — wo(z)]|dx

/ / J(x —y)w(y,s) —w(z,s)|dyds + / G(xr —y)g(y, s)dS,ds|dx
0 JQ 0 JoQ

Obtenemos de esta manera la continuidad en ¢t = 0. Asi que el operador es continuo en
t € [0,to]. De otra parte, de ésta ultima desigualdad se deriva que

| Tw,g[w(@, O] < [lwo(z)|[L1(0) + to méX{KﬂQ\yK2\Q|}{2|H"UH| + HQHLoo[(o,to);Ll(aQ)}},
con lo cual Ty, ¢(w) € By,. Es decir el operador esta bien definido. O

El siguiente resultado es importante en la demostracion del teorema sobre la existencia
y unicidad de la soluciones para el problema (1.3).

Lema 2. Sean wo,ug € L*(Q), g.h € L2 [(0,%); L'(0Q)] y w,z € By,. Entonces existe
una constante C = C(Q, J,G) tal que

|

Demostracion. Tenemos las siguiente estimativa:

!
),

< [ fun(a) = zo(a) o

o
“h

T ol 1)] — TZO,h[zu,t)]H' < o — 2ollziey .

+Cto{l[[w = 2|l + [lg = hll e

loc

[(0,t0); L1 (9] }-

Two,g [w(x7 t)] - TZo,h[z(‘Tﬂ t)]

L)

Two,g[w(x7t)] - Tzoﬁ[z(%t)] dzx

/ / J(@ - ) [(w(y,5) - (1, )) — (w(z, ) — 2(z, 5))|dyds|dz
0 Q

/ Gz — y)lg(y,5) — h(y, 5)]dS,ds
0 JoQ

dz,
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y entonces se obtiene

< |lwo(w) — z0(2)|[ L1 ()

Two,g [w(:z, t)] - Tzo,h[w(xv t)]

L)

o] t [ V= (s 9) — (0, 9)dyasds

# [ [ 196 = ) = =G dydsds

w166 = ullats) ~ hoss) 1S s

finalmente tenemos

Twmg[w(x? t)] - TZoJl[w(x’ t)]

LY(Q)
< Nwo(w) — z0(2)|[ L1 ()

+K1m|<to>{ | Vw9 (0 )
—i—/Q|(w(x,s) —Z(:c,s))|dx}
K[ (1) /8 lota:5) = hly.5)aS,

< |lwo(z) — 20(z)|[L1 () + C(to){|||w —2[l[ + g — hHLoo[(o,to);Ll(aQ)]},

con C' = max{2K,|Q|, K2|Q|}.

O

Como consecuencia de los Lemas anteriores, Lema 1 y Lema 2, podemos enunciar el

siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema 1. Para todo ug € L'(Q), existe una tnica solucion u € C[[0,00); L*(Q)] del

problema (1.8). Mds ain, la masa total en Q satisface

/Qlt(y,t)dy=/Quo(y)dyﬂL/ot/Q - G(x —y)g(y, s)dSydxds.

(1.8)

Demostracion. Si en el Lema 2 escogemos tg suficientemente pequenio, de tal manera que
C(tyo) < 1y hacemos 29 = wo = ug, g = h, vemos que Ty, 4 es una contraccion estricta en
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el espacio de Banach By,, y la existencia y unicidad se sigue del Teorema del punto fijo de
Banach en el intervalo [0, tg]. Para extender la solucion al intervalo [0, 00), podemos tomar
como dato inicial u(x,to) € L1 (Q) y si u € By, es tal que |||ul|| < oo, un argumento similar
al expuesto en los Lemas anteriores, permite extender la soluciéon hasta un intervalo [tg, t1),
con t; > to. Iterando este procedimiento , obtenemos una solucion definida en [0, co).

Finalmente, si u es una soluciéon del problema (1.3), intercambiando w por u en (1.5),
obtenemos

t t
u(x,t)—u0($):/0 /QJ(m—y)[u(y,s)—u(x,s)]dyds+/0 - G(x—y)g(y,s)dSyds. (1.9)

Integrando (1.9) en Q se tiene

/Qu(a:,t)dx—/ﬂuo(x)d:v
:/Q/Ot/QJ(:U—y)u(y,s)dydsdm
- /Q /0 t /Q Tz — y)ulx, s)dydsdz

t
+/ / G(z —y)g(y, s)dS,dsdx.
0 JQJOQ

Usando el Teorema de Fubini en las dos primeras integrales del lado derecho de la ecuaciéon
anterior, haciendo cambio de variable en la segunda integral y usando la simetria de J, las
dos primeras integrales se cancelan, con lo cual, finalmente obtenemos

t
/ u(z,t)dr — / uo(x)dx = / / G(x —y)g(y, s)dSydxds, (1.10)
Q Q 0 JQJOQ
de donde se desprende (1.8). El Teorema queda demostrado. t

Como una consecuencia de los dos ultimos resultados, en especial teniendo en cuenta la
demostracion del Lema 2, podemos decir que las soluciones de (1.3) dependen continuamente
del dato inicial y de la condicién de frontera. Més exactamente tenemos:

Corolario 1. (Dependencia continua) Sean u, w soluciones de (1.3), con datos iniciales
ug, wo y condicion de frontera g y h respectivamente. Entonces, para todo tg > 0, existe
una constante C1 que depende de ty tal que

0<t<to

max ||u(-,t) —v(, )| < Cl{HU('v 0) —v(-,0)|[Lr ) +1lg — hHLoo[(o,to);Ll(aQ)]}-
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Demostracion. En efecto, de (1.5) obtenemos
u(z,t) = up(x / / T — y,8) — u(zx, s)|dyds

+/ G(z —y)g(y, s)dSyds
0 Jon

w(z,t) = wo(x / / x — y,8) —w(z, s)|dyds

+/ G(z —y)h(y, s)dSyds.
0 JoQ2

Argumentando como en el Lema 2, si C'tg < 1, podemos concluir

(1= Cto)ll[ul- 1) —w(:-, ]| < [Juo — wollL1(a) + Ctollg = Pl Lo (0.t0):L1 (992))5

de donde se obtiene el resultado tomando

1
C’lzméx{ Cto }

1-Cty’1—Cty

Ahora podemos usar el mismo razonamiento en [tg, 2tg], etc, para concluir la demostracion
de este corolario. O

El siguiente resultado nos brinda una caracterizacion de la solucion u de (1.3):

Corolario 2. La funcion u es solucion de (1.3) si y solo si

u(x, t) = e~ 4@y, / / A=) J (2 — y)u(y, s)dyds

t
—I-// e_A(””)(t_S)G(:U—y)g(y,s)dSyds,
0 Jon

Ax) = /Q J(z —y)dy.

(1.11)
donde

Demostracion. La ecuacion (1.4) con u en vez de w, toma la forma

us(,5) = / (& —)uly.s) -z, s)dy+ | G y)gy,)dS,.
Q o0
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A(z)s

Multiplicando ambos lados por e y reescribiendo esta tdltima ecuacién, se obtiene

us(z, 5)et @) 4 / A3 J(x — y)u(x, s)dy
Q

— / A3 (2 — yyuly, s)dy + / A — y)g(y, $)dS,,
Q o0

la cual puede escribirse en la forma diferencial

d(u(z, s)er®?®) = /

A2 (x —y)luly, s)dy + / NGz —y)g(y, 5)dS,.
Q

o0

Integrando esta dltima ecuacion de 0 a ¢, obtenemos
¢
w(z, t)et @ —yy(z) = / / A5 J(z — y)[u(z, s)dyds
0 Jo

t
+/ / eA@G(z — y)g(y, s)dS,yds,
0 JoQ
de donde se deriva (1.11). O

Como consecuencia de éste resultado, se puede entonces observar que si ug(z) € C°(Q),
entonces la solucion u € C°([0, ] x Q).

Nota 1. Por las caracteristicas de J, eziste una constante « tal que A(x) > o > 0, para
cada x € Q.

1.3. Un principio de comparacion

Comenzamos esta seccion, dando algunas definiciones preliminares que nos permitiran
enunciar un resultado de comparaciéon para las soluciones del problema (1.3).

Definicion 2. Una funcionu € C([0,T); L*(R)), es una supersolucion de (1.3), si cumple:
» u(x,0) > up(x) y
() > /Q T =) t) e Oy + [ Gla—y)oly0ds,  (112)
Definicion 3. Una funcion u € C([0,T); L'(2)), es una subsolucion de (1.3), si cumple:

= u(z,0) <wup(z) y

w(z,t) < /Q J(x —y)u(y,t) —u(z,t)|dy + - G(z —y)g(y,t)dSy. (1.13)
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El siguiente resultado, nos da una propiedad de positividad de supersoluciones.

Lema 3. Sea ug € C(Q), ug > 0, y u € C(Q x [0,T]), una supersolucion de (1.3) con
g > 0. Entonces u > 0.

Demostracion. Supongamos que u(x,t) es negativa en alguna parte. Consideremos v(z,t) =
u(x,t)+€t, con € > 0 suficientemente pequeno, para que v(z,t) siga siendo todavia negativa
en alguna parte. Sea (xq,ty) un punto donde v alcanza su minimo negativo, asi que tg > 0
y como u es supersoluciéon, g > 0 y G no negativa, entonces

vi(wo,to) = ut(zo,t0) + € > /QJ(»TO —y)[u(y,to) — u(zo, t0)]dy

+ [ G(xzo—y)g(y,t)dSy + € > / J(xo — y)[u(y, to) — u(xo, to)|dy
o0 Q

_ /Q (o — ) [v(y, to) — v(@o, to)]dy > 0,

dado que J es no negativo, y v(y, tg) — v(xo,to) > 0. Esto no puede ocurrir, por lo tanto,
debe ser u > 0. OJ

Enunciamos el siguiente principio de comparaciéon para soluciones de nuestro problema

(1.3):

Corolario 3. (Principio de Comparacion) Sean u,v € C([0,T); L*(R)), soluciones de
(1.3), con datos iniciales ug,vo € L*(), y condicion de Neumann g,h € L>=[(0,T); L*(95)]
respectivamente. Supdngase ug > vg y g > h. Entonces u > v c.t.p.

Demostracion. Sea w(z,t) = u(x,t) — v(z,t). Por lo tanto w(z,0) = u(x,0) — v(z,0) =
ug — vg = wg > 0. Por otra parte tenemos

wi(x,t) = up(x,t) — vy, t)

/ (& —y)u(y.t) —u(z, D)y + | Gz —y)g(y.t)ds,
Q o0

Q o0
= / J(x —y)[w(y,t) —w(z,t)]|dy + / Gz —y)lg(y,t) — h(y,t)]dS,.
Q o0

Por lo tanto, w es una solucion de (1.3) con dato inicial wy > 0 y frontera de Neumann
(g—h) > 0. En particular, w es una supersolucion de (1.3). Notemos que por la dependencia
continua de las soluciones (corolario 1), podemos aproximar los datos iniciales por funciones
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de C(€2) cumpliendo la misma condicién (ug > vg)), asi que podemos asumir wy € C(£2).
Teniendo en cuenta la observacion dada al final del corolario 2, tenemos que u,v € C(Q x
[0,T]), asi que w € C(Q x [0,T]). El Lema 3 garantiza que w > 0 c.t.p, lo cual prueba el
corolario. O

Corolario 4. Sean u,v € C(Q x [0,T]), u una supersolucion de (1.8), con dato inicial
ug € LY(Q), y condicion Neumann g € L¥[(0,T); L*(0Q)] y v una subsolucion de (1.3),
con dato inicial vg € L'(S2), y condicion Neumann h € L*®[(0,T); L*(9S2)]. Supongase
ug > vg y g > h. Entonces u > v c.t.p.

Demostracion. Por hipotesis, u(z,0) > ug, —v(z,0) > —vg. Reemplazando u por v y g por
h en (1.13) se obtiene

) > /Q J(@ — y)luly, t) — ulz, D)dy - /6 Gla = )h(y.0dS,,

Haciendo w = u — v, y procediendo como en el Corolario 3, se demuestra que w es una
supersolucion de (1.3) con condicion de Neumann dada por g — h > 0 y satisface las
condiciones del Lema 3. Asi que w > 0, de donde u > v. ]

Corolario 5. Seau € C(2x[0,T]) una solucién de (1.3) con dato inicial u(z,0) = ug(x) €
L>(Q) y con dato de frontera de Neumann g € L>®[0Q2 x (0,T)]. Entonces

t
u(z,t) < supup(x) +/ sup G(x —y)g(y, s)dS, ds. (1.14)
Q 0 Q JoQ

Demostracion. Definimos

t
v(t) = supug(z) + / sup G(x —y)g(y, s)dS, ds.
Q 0o Q Jon

Por un lado, v(z,0) = sup ug(z) > up(z). Ademas,
w(e.t) = [ I = 9)lel.t) — olatdy +suw [ Glo - yglun)as,
Q Q JoQ
= supn/ Gz —y)g(y, 1)dSy,
o0N

asi que v satisface las condiciones de la definicién 2. Es decir, v es una supersolucién continua
de (1.3). Por el Corolario 4, v > u, con lo cual se cumple (1.14). O

Terminamos ésta seccién enunciando el siguiente corolario, cuya demostracion es con-
secuancia de éste ultimo y por tanto omitiremos su prueba:

Corolario 6. Sea u € C([0,T); L*(Q)) una solucion de (1.3), con dato inicial u(x,0) =
ug € L*®(Q), y con condicion de Neumann g € L*®([0,T]; L*(0Q)). Entonces se cumple

(1.14).



CAPITULO 1. UN MODELO DE DIFUSION NO LOCAL CON FRONTERA DE NEUMANN (I) 11

1.4. Comportamiento asintético de las soluciones

Supongamos en (1.3) que la condicion de Neumann dada determinada por el dato g es
independiente del tiempo g(z,t) = g(x), y consideremos el respectivo problema estacionario
(u(x,t) = u(x)), el cual toma la forma (intercambiando u por ¢)

/ J(& — ) [6(y) — d(x)]dy + / Gz — 1)g(y)dS, = 0. (1.15)
Q o0

El primer resultado que se obtiene respecto de (1.15) es dado por el siguiente lema:

Lema 4. Si la ecuacion (1.15) tiene una solucion ¢(x) entonces se cumple
/ G(x —y)g(y)dSydx = 0. (1.16)
o Joo

Demostracion. Integrando (1.15) respecto en €2 se obtiene

/ / J(z — 1) [B(y) — d())dydz + / Gz — y)g(y)dS,dz = 0.
QJO Q JoN

Separando la primera integral de ésta ultima ecuacién como diferencia de dos integrales,
usando Fubini y la simetria de J se obtiene que ésta primera integral es cero de donde se
deriva (1.16). Esto demuestra el Lema. O

Notemos que (1.15) puede escribirse como
/Q J(z = y)¢(y)dy — d() /Q J(z —y)dy + /m Gz —y)g(y)dS, = 0,

y como hemos supuesto J > 0, entonces podemos dividir por fQ J(x —y)dy para finalmente
escribir (1.15) como

St [T oty - o)+ [ Gl p)g(w)ds, =0.
/J(:v—y)dy @ /J(w—y)dy o0
Q Q
Finalmente, si hacemos
a(x) = !
/ J(r —y)dy
Q

entonces (1.15) toma la forma

T(6)(x) = o(x) - b(a). (1.17)
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siendo

b(z) = a(z) - G(z —y)g(y)dSy, L15)

TwmwzauyéJ@—ywwmy

Sea Li el espacio de funciones de cuadrado integrable con medida de Lebesgue dada

por
dx

dp = ——
H a(z)’
donde (dz) es la correspondiente medida de Lebesgue asociada al espacio L?(RY).

Lema 5. El operador T : LZ — Li definido por

7(6)(x) = alo) | T = oln)ds (119
aplica Li sobre Li.
Demostracion. En efecto, usando Hoélder obtenemos
T@) @) < KB 101132,
con K una constante positiva, de donde se desprende que
1761 < K11l 1913 2.
siendo || la medida de €2 en Lz. O

Lema 6. FEl operador definido por (1.19) es compacto y autoadjunto.

Demostracion. Para el espacio de Hilbert L2 i» sea {en(7)} una base ortonormal, y sea H
el espacio de Hilbert formado por las funmones de dos variables de cuadrado integrable
x,y € ), con el producto interno definido por

_ o )o@ E_ 4y
</fg >—/Q/Qf( y)g( ,y)a(x)a(y),

[, sty 2dx CZ)“O

Entonces, {e;(x)e;(y)} es base para H. En partlcular, si definimos f(x,y) = a(z)J(x — y)
la condicién previa se traduce en

// z |J(z — y)2dz dy < oo,

tal que
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lo cual se cumple por ser J un elemento de L? (]RN ). En este sentido, podemos expresar

a(z)J(z —y) = Z ai,jei(z)e;(y)

4,j=1

o en forma equivalente

a\xr CL 6 de dy —
|, et =y - Y weloles) a@aly) "

3,j=1

dr dy
a(z) a(y)’

Consideremos la sucesion de operadores compactos (de nticleo separable) T, de L2 en
L2 definidos por

cuando n — oo, siendo a;; = / / a(z)J(x —y)ei(x)e;(y)

/ Zawez z)e;(y)b(y)dy.

i,j=1

entonces se obtiene que

- 2 a\xT a; 6 de dy
=Tty < [ [ @0 - Y ae@e ) s

1,j=1

asi que T,, — T cuando n — oo, con lo cual T es compacto por ser limite de operadores
compactos.

Para ver que es autoadjunto, sea

< Tt g>= /Q (T 9)w)a(e) T (1.20)

De otra parte, consideremos el producto interno

< ¢, Tg>

dx
— /Q o@)(To)(a) s

Q
_ /Q ( /Q T — y)é(y)dy)g(x)dz
dx
= [ @@ [ 3= nomanst) .

(1.21)
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De (1.20) y (1.21) se concluye que

(T7¢)(x) = (T9) (),
con lo cual T es autoadjunto. O

Proposicion 1. Si ¢ € ker(I —T), entonces ¢ es constante.

Demostracion. Sea ¢ € ker(I — T'). Entonces se cumple

Veamos entonces que ¢ debe ser constante. Primero veamos que ¢ es continua. Basta ver
que

") = /Q J(x — y)d(y)dy

es continua. Para tal efecto, sea p = g = 2, entonces

r(z+h)—r(z)

=\ [ =yrm-ae- y))qb(y)dy\
< / (@ —y+h) — @ — )| |6w)ldy
Q

D=

Z/Q(IJ(fv—erh)—J(w—y)!%|¢(y)l)(|J($—y+h)—J(w—y)l )dy

1 1
< ([ 1=y 1) = T =l (| [ =+ ) = I =)l o) P d)?).
Por otro lado, la funcién |J(z —y+h) — J(z —y)| |¢(y)|? esta dominada por 2sup |g| |p(y)|?
y tiende a cero cuando h tiende a cero. Por el teorema de la convergencia dominada se
obtiene finalmente que |r(z + h) —r(z)| — 0 cuanto h — 0. Esto demuestra la continuidad
de r(z). Asi que ¢ es continua.

Sea A = maxg ¢(z), y definamos

M = {zx € Q/¢(x) = A}. (1.22)

Asi que M es cerrado y no vacio en . Ademaés, es abierto: En efecto, sea xg € M, por lo
tanto

é(0) = afzo) / J(2o — y)d(y)dy. (1.23)

Q
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Sea d > 0 y consideremos la bola B(zg,d) € Q. Por lo tanto, si y € B(xo,d), ¢(y) <
¢(zp). Si suponemos |¢(y)| < |p(xo)|, y tenemos en cuenta que

a(wo) = ( /Q J(wo - y)dy)l,

|¢(z0)| < [d(x0)l;
lo cual es una contradiccion. Asi que debe tenerse ¢(y) = ¢(x¢) para todo y € B(xg,d),
con lo cual y € M. Asi que B(xg,d) & M y M es abierto. Como €2 es conexo, M abierto y
cerrado, entonces, dado que M € Q, ha de ser M = Q. Con lo cual ¢ es constante.

de (1.23) se desprende

Esto demuestra la proposicién. O

Teorema 2. La ecuacion (1.15) tiene una solucion, si y solo si se cumple (1.16).

Demostracion. Que la condicidn es necesaria es consecuencia del Lema 4.

Por otro lado, por el Lema 6, T es compacto y autoadjunto, as{ que aplicando la alter-
nativa de Fredholm’s, se obtiene que (1.17) y por tanto (1.15) tiene una solucion si y solo
si ¢ € ker(I —T') es ortogonal a b(x), es decir

dx
¢(z)b(z) — = 0.
/Q a(x)

Por la Proposicién 1 se tiene que ¢ es constante, luego se obtiene que
dx
/ b(x)— =0,
Q a(z)

|| 6ta=gtnas,dz~o.
Q JoQ

Esto demuestra la suficiencia en el Teorema. O

o lo que es lo mismo

El resultado mas importante de esta secciéon es dado por el siguiente Teorema:

Teorema 3. Sea u una solucion continua del problema (1.3), con g(z,t) = g(z) satisfacien-
do la condicion de compatibilidad (1.16), y sea ¢ la tinica solucion del respectivo problema
estacionario (1.15) satisfaciendo la condicion

/ng(:c)dx:/ﬂuo(w)d:c.

u(z,t) — o(x), (1.24)

Entonces

uniformemente en €0 cuando t — oo.
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Antes de comenzar con la demostracion del teorema, es necesario considerar la siguiente
proposicion:

Proposicion 2. Sea u(z,t) una solucion de (1.3). Si definimos

@79 (1.25)

entonces

Demostracion. En efecto, teniendo en cuenta (1.3) y simplificando tenemos

0

5 ()
1

=3 /Q /Q J (2 — y)[uly, t) — u(z, t)](—u(z, t))dyda

—% /Q - G(x —y)g(y)u(z, t)dSydx

_ —;/Q/Q/QJ2($—y)[u(y,t) — u(a, £)2dydydz
[ [ ] 3= 06@ = nalutr.t) - ule. 0)dS, dydo
—% /Q /8 o o G*(z — y)g*(y)dS,dS,dx
- —% /Q(ut(x,t))zda:.
Esto finaliza la demostracion. O
Demostracion del teorema:
Demostracion. Sea w(z,t) = u(z,t) — ¢(z). Entonces wy(z, ) = ug(z, t), de donde
w(e.t) = [ I =)iuw.0) ~ulz0ldy+ | Glo—pau)as,
= [ I =) ~ vl ldy + [ T )iot) - o)y

+f G(z —y)g(y)dSy.
o0
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Como ¢ es solucion del problema estacionario, las dos tltimas integrales de la ecuacion
anterior suman cero, entonces se desprenden los siguientes resultados (que ordenaremos
numerandolos):

wi(z, ) = /Q J(@ — y)w(y,t) — wz, t)dy, (1.26)

2. Integrando (1.26) sobre £ obtenemos

{i&/ﬂw(m’t)dm = /Q/QJ(:c—y)[w(y, t) — w(y, z)]|dydx.

/Qw(a:,t) 0.

Este resultado se desprende, si integramos con respecto a t la ecuacién en el numeral
inmediatamente anterior. En efecto, en éste caso obtenemos

/Q w(z, 1) = /Q w(z, 0)dz + /0 t /Q /Q Iz — y)wly, t) — w(y, 2)]dydzds.

Dado que por las hipétesis en el teorema, / w(z,0)dr = 0, y ademaés / / J(x —
Q QJQ

y)[w(y,t) — w(y, z)]dydx = 0, como lo hemos mencionado anteriormente, entonces el

/Q w(z, t)dz = /Q b(x)dz = /Q wo ().

Esto es consecuencia del numeral anterior y de que hemos supuesto w(z,t) = u(z,t)—

¢(x).

resultado se obtiene.

||w||Loo[§X[o,oo)] < uo — Cf)HLOO(Q)-

Esto se obtiene usando el Corolario 5 y (1.16). En efecto, teniendo en cuenta (1.16),
por corolario 5 se tiene que

w(,t) < supwo(x) = sup |ug(z) — P(z)].

De ésta desigualdad se desprende lo mencionado en el presente numeral.
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6. Si A(z) = / J(x — y)dy, entonces
Q

t
w(z,t) = e 4@y (z,0) —l—/ e_A(“”)(t_S)/ J(x — y)w(y, s)dyds.
0 Q

Este resultado se obtiene aplicando los pasos del Corolario 2 a (1.26).

e~ At _ o= At < o=ty A (1) — A(wms)).

Si consideramos la funcién f(z,t) = e *! con t > 0, por el Teorema del Valor Medio se
obtiene que |e~*! —e~#2t| = te~¢|2; — 23|, con € entre 21 y z9. Cambiando z por A(x)
(que es continua), y usando que A(z) > « para todo z € €2 se obtiene la desigualdad.

8. |w(xy,t) — w(xe,t)] < D(|A(z1) — A(z2)| + |w(z1,0) — w(x2,0)]). En efecto, usando
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la expresion para w(z,t) dada en el item 6, tenemos que
‘w(:vl,t) — w(:vg,t)‘

<le= Ay (z1,0) — e~ A2ty (2, 0)'

¢
—i—‘/ eA(:“)(ts)/ J(z1 —y)w(y, s)dyds
0 Q

t
—/ e_A(“)(t_S)/ J(x2 — y)w(y, s)dyds
0 Q

e~ Ay (z1,0) — e~ A@2)ly (29, 0) — e~ A2y (21, 0) + e~ A@2)ly (21, 0)

t
+‘/ e_A(zl)(t_s)/ J(x1 —y)w(y, s)dyds
0 Q
t
= [ [ ey - gy, s)dyds
0 Q
¢
= [t [ ey =ty s)dds

t
+/ eA(m)(ts)/J(xl_y)w(y,S)dyds
0 Q

<

A (e, 0) ~ (e, 2.0)

(=A@ — = AGEDy( o>‘+

¢
—I-‘/ (e~ A=) _ e_A(IZ)(t_S))/ J(z1 — y)w(y, s)dyds
0 Q

t
+‘ [ e [ s =) = s — )ty o)y
0 Q

Si usamos la desigualdad del item inmediatamente anterior, el hecho que lim;_, o, te ™ =
0y que J es uniformemente continua ( para todo € > 0 existe § > 0 tal que |z —x2| < §
entonces |J(z1 —y) — J(z2 — y)| < €), obtenemos que

(w(z1,t) — w(ze, )| < Di]A(z1) — A(22)|
+D2\w(x1, 0) — ’w(l‘Q, 0)| + D3|A(£L‘1) — A($2)| + Dye.

Para adecuadas constantes Dy, Do, D3. Como € es arbitrario, si D = méx{ Dy, Dy, D3}
obtenemos la desigualdad mencionada en el presente item, con D una constante in-
dependiente del tiempo.
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9. Las funciones {w(-,t)}, forman un conjunto secuencialmente compacto en la topologia
de convergencia uniforme. En efecto, el numeral 5 dice que forman un conjunto equia-
cotado, y el numeral 8, dice que son un conjunto equicontinuo. La afirmacién se
desprende del teorema de Arzela—Ascoli.

Por otro lado, si consideramos la sucesiéon divergente t,, entonces la correpondiente
familia {w(-,t,)}, tiene una subsucesion {w(-,¢,,)} la cual converge uniformemente a una
funcion ¢ (z). Considerando el funcional de Lyapunov (Proposicion 2) se obtiene (1.16), con
lo cual 9 (z) es solucion del respectivo problema estacionario (Teorema 2) y por lo tanto
¥ (x) debe ser constante. El numeral 3, implica que la constante debe ser 0. Como esto es
cierto para toda sucesion {t,} divergente, se obtiene que

w(-,t) — 0,

en la topologia de convergencia uniforme. Como hemos tomado w(z,t) = u(x,t) — ¢(x),
esto demuestra (1.24).

El Teorema queda demostrado. ]

Corolario 7. Si en la hipdtesis del Teorema 3, no se tiene la condicion de compatibilidad
(1.16) entonces la solucion continua de (1.3) es no acotada.

Demostracion. Sino se cumple (1.16), entonces usando la ecuacion para la masa total (1.8),
se tiene que para un t suficientemente grande la masa es tan grande como queramos. Siendo
Q) acotado, necesariamente u debe ser no acotado. ]

Teorema 4. Sea ug € L*(Q). Sea u(z,t) la solucion de (1.3) con g(z,t) = g(z) = 0.
Entonces,
llu(-,t)= < uo > [[F2i0) < € |luo— < uo > |72 (1.27)

1
con B una constante estrictamente positiva y < ug >= ‘Q]/ uo(z)dx es el valor promedio
Q

del dato inicial.

Demostracion. Sea

Derivando respecto a t, tenemos

H'(t) = /Q[u(:c,t)— < ug >)ug(z, t)dz.
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Usando (1.3) con g(y) = 0, se obtiene

H(1) = /Q /Q T — y)ule, uly, )dyds — /Q /Q Tz, y)u(z, t)dyda

_ /Q /Q Tz — y)u(z, uly, t)dydz — % /Q /Q J(x — yyu (e, t)dydz

_} xr — ’11,2 x X
2/Q/QJ( y)u(z, t)dyd

1
:_Q/Q/QJ(x—y)(u(y,t)—u(x,t))Qdydm

1 /Q /g (@ = y)(uly,1) - u(w,1))*dyde
2 /Q(u(x,t)— < ug >)2dx

(u(z,t)— < ug >)*dz,

/(u(m,t)— < ug >)*dx
Q

D
< =
=73 ),
donde D > 0 es una constante tal que

/ / (@ — y)(u(y,t) — ulz, t)) dyde
0 JOQ
/(u(x,t) < ug >)da
Q

>D

(esta constante siempre existe [41]). Si el
[ [ 9= tut.t) - ety
QJo
/(u(z,t)— < ug >)*dx
Q

inf

lo denotamos por 3, entonces se obtiene

H'(t) < —BH(t).
Integrando respecto a t obtenemos

H(t) < H(0)e P,

lo que es equivalente a
/ lu(x,t)— < ug > |*dx < eﬁt/ lu(x,0)— < ug > |*dx,
Q Q

es decir, se obtiene (1.27). El Teorema queda demostrado.
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Terminamos éste capitulo con un resultado sobre el decaimiento exponencial de las
soluciones en estado estacionario de (1.3) cuando g(z,t) = g(z) # 0.

Corolario 8. Sea ug € L*(Q), y u(x,t) una solucion de (1.8) con g(z,t) = g(z). Entonces
lu = B2y < €0 — 6122, (1.28)

donde ¢ es la unica solucion del problema estacionario satisfaciendo la condicion del nu-
meral 4 en el Teorema 3 (Tiene el mismo valor promedio del dato inicial), y 3 como en el
Teorema 4.

Demostracion. En este caso, si g = 0, entonces v = u — ¢ es solucion de (1.3). En efecto,
observemos que

ve(x,t) = ug(x,t) — 0

- / J(& — )y, t) — uz, B)dy — / J(x — 9)[bly) — dx))dy
Q

Q
= [ e = (o) = 60) = (ule 1)~ o)y
= [ @ =)o) = o)
Entonces, del Teorema anterior (teniendo en cuenta que < vy >= 0), tenemos

10Ol 2y < ¢ lvoll72(0)-

De ésta ultima ecuacion se deduce (1.28). O



CAPITULO 2

Estudio de la explosién para la ecuacion de difusion
no local (I)

2.1. Introduction

Dentro de las ramas de estudio en el campo de las ecuaciones diferenciales, el de las
soluciones no acotadas es una de las mas importantes a las cuales se dedican muchos inves-
tigadores hoy en dia. En la literatura inglesa, este fenomeno es conocido como Blow-up.

Definicion 4. Se dice que la solucion u(x,t) explota en tiempo finito T', si existe un tiempo
0<T < oo tal que u(x,t) estd definida para todo t € [0,T) pero

sup u(x,t) — 0o
x€Q)

cuandot — T~ .

2.2. Analisis de explosion: caso particular

El principal objetivo de ésta seccion, es el estudio del fenémeno de explosion para las
soluciones del problema

(@) / J@= 1) = ul@,)dy + o0 Glo - y)(Tg(—yT)f)o‘dsy’ (2.1)

u(z,0) = uo(),

23
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el cual es un caso particular del problema estudiado en el primer capitulo, donde asumiremos
g(y) > 0 no trivial, g € L>®(99), up > 0, u € L>®(), a« > 0, y ademés, con el fin de
simplificar calculos, supondremos T < 1.

Recientemente, en [58], los autores estudiaron el fenémeno de explosion para el problema
de difusion no local con término de reacciéon descrito por la ecuaciéon

. 1) = /Q J(& — )y, ) — u(e, £))dy + P (z, 1)

u(z,0) = up(x).

En dicho trabajo, los autores mostraron existencia y unicidad de las soluciones para dicho
modelo y que las soluciones no-negativas y no triviales explotan en tiempo finito si y solo si
p > 1. Adicionalmente encontraron que la razén de explosion de las soluciones viene dada

por
1 1
- | —
(T — )P = 1 u(.,t)||o = (——)P — 1.
lim (T — ) [u(., ) (p_ 7)
El fenbmeno de explosion ha sido estudiado ampliamente en ecuaciones parabdlicas no-
lineales. Por ejemplo, en los trabajos [12], [13], [50], y las respectivas referencias, se puede

encontrar una extensa bibliografia acerca del fenémeno de explosion.

En lo que respecta al problema (2.1), el primer resultado es dado por el siguiente Lema:

Lema 7. Sea u(x,t) una solucion de (2.1). Entonces u explota en el tiempo T si y solo si
a>1.

Demostracion. Consideremos la funcion
M(t):/u(a:,t)dx.
Q
Entonces
@) = [ [ I )iut.t) - e, O)dydo
QJQ

1
GET /Q | Gl = 1)9()dSydz.

Como la primera integral del lado derecho es cero, se obtiene

M) = e [ ] Gl —gtwas, e

Como hemos supuesto G y g positivas, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

c

M'(t) > T—0
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Integrando ésta tltima ecuacion desde 0 hasta ¢, tenemos

t t _ \—oa+l
/ M(t)dr > / = _dr =)™
0 o (T —7)* —a+1

0
Es decir, se obtiene

M(t) - /Qu(a:,O)dac > ((T _1t)a1 - Tj1> .

Por otro lado, dado que u(z,0) > 0, concluimos

__°c
(T —t)o 1’

clz/u(x,())d:c
Q

una constante positiva. De ésta tltima ecuaciéon se obtiene que si o > 1, entonces M(t) es
no acotada cuando ¢ — T, por lo tanto u debe ser no acotada en este caso. Ahora bien, si
a =1 se tiene

M(t) > c1 +

con

M(t) =c1 —cIn(T —t),

de donde se concluye igualmente que M (t) es no acotada si t — T, y por lo tanto u no
puede ser acotada. En resumen, para o > 1, M (t) (y por tanto u) no es acotada cuando
t—T".

Supongamos ahora o < 1, y veamos que existe una constante K tal que

K

2(t) = T—po 1

(2.2)

es una supersolucion de (2.1). En efecto, consideremos el problema de valor inicial dado por

K
(T —t)>’ (2.3)
2(0) = méx, g{uo, 1}.

2/(t) =

Se tiene que

z(t) = 2(0) + K <(T 1t)a1 — T‘31> , (2.4)

a—1
es una supersolucion (acotada para o < 1) de (2.1) sit < T, y K es suficientemente grande
( por ejemplo mayor que ||G|| oo @n)l|g]l Lo (a0)|0S2]). En efecto, bajo éstas consideraciones
se tiene

0 P — /Q J(& — )2y t) — =, 6)dy + Gz — y)g(v)dS,,

(T —t)> — (T —1)* Jaq
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dado que
/ﬂ J(& — ) [, 1) — 2(z, )]dy = 0,

y 2(0) > wug. Por comparacion se desprende que u sigue siendo acotada para t < T. Asi que
para 0 < o < 1, u es acotada.

Ahora bien, si en (2.4) seleccionamos K de tal manera que adicionalmente satisfaga la
condicion

RS

entonces tomando K = R obtenemos que

o —

K

z(t) < Tt

En particular, con éste K (2.2) es una supersolucion acotada de (2.1) y por tanto

K

u(z,t) < T—poT

Esto finaliza la demostracién del lemma. O

En lo que sigue vamos a suponer que el soporte de g es 9€2. Como el soporte de J y G
es la bola unitaria, entonces es importante considerar los siguientes conjuntos:

Qo =Q, By=01,
Bi:{LL‘EQ—U
Q,=Q;1— B;.

j<iBj / d(JZ,Bi_l) < 1},

Es claro que como 2 es acotado, hay un numero finito de tales conjuntos no vacios. En
éste sentido, veremos que como las soluciones de (2.1) explotan para « > 1, entonces éstas
divergen a infinito con una determinada tasa para cada uno de los conjuntos B;. Para lograr
éste objetivo, el siguiente resultado es fundamental:

Lema 8. Sea u una solucion de (2.1). Entonces, eziste una constante K tal que para cada
entero i tal que 1 <1 < q

u(z,t) < en Q;_1, si i+# a,

W’

u(z,t) < —KIn(T —t), en Qi_1, si i=q.
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Demostracion. De la misma manera como argumentamos en el Lema 7, si o > 1, existe

una constante K tal que
()= =i
z _=
(T —t)yo=1’

es una supersolucion de (2.1). En efecto, consideremos el problema de valor inicial dado por

K,
(T —t)>’ (2.5)
2(0) = max 5{uo, 1}.

Z'(t) =

Se tiene que B
K ( 1 1 )
a—1(T—t)e"t  Ta-17

2(t) = 2(0) + (2.6)
es una supersolucion (no acotada cuando t — T7) de (2.1) si K es suficientemente grande
( por ejemplo mayor que ||G|| oo @mn)l|g]l Lo (a0)|0S2]). En efecto, bajo éstas consideraciones
tenemos que

‘ /Q J(x —y)lz(y,t) — 2(z,t)]dy + G(x —y)g(y)dS,

(T =)™ Jan

1
<l _
_‘ T—0 ) G(x —y)g(y)dS,
|G| oo vy [19]| Lo (9021 O2]
- (T —t)~
K
<«
T (T—-t)e

= 2/(t).

Procediendo de la misma manera a como lo hicimos en el Lema 7, si escogemos K en (2.6)
de tal manera que adicionalmente satisfaga la condicién

K,

fa—Dnre1 ="
entonces tomando ~
K
K = —*
a—1
obtenemos en (2.6) que
K,
z(t) <
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En particular, con éste K4
K,

2(t) = ———
( ) (T _ t)a—l
es una supersolucion de (2.1) y por tanto se tiene

K

u(z,t) < T en Q. (2.7)

En el caso o = 1, la soluciéon de (2.5) toma la forma
2(t) = 2(0) — K1 (In(T — t) — In(T)). (2.8)

Nuevamente, si K es suficientemente grande (mayor que ||G| Loo®M)|19]l Lo~ a0)) entonces
(2.8) es supersolucion de (2.1). Notemos ademas que como hemos tomado 7' < 1, entonces
podemos seleccionar K de tal manera que adicionalmente satisfaga la condicion 2(0) +
K1 In(T) < 0, entonces de (2.8) se obtiene z(t) < —Kj In(T — t). Cambiando K; por K;
tenemos que

z(t) = =K1 In(T — 1),

es una supersolucion de (2.1), y por lo tanto, en éste caso (o = 1) se tiene que existe K

tal que
u(z,t) < —K1In((T —t)), en Q. (2.9)

Ahora bien, para x € 1, y teniendo en cuenta que G es de soporte compacto en la bola
unitaria, entonces (2.1) toma la forma

) = /Q J(x — y)fuly. ) — u(x, t))dy, (2.10)

y dado que €2 = 1 U B entonces ésta tltima ecuacién se puede escribir como

u(w,t) = J(x—y)[ (y, 1) — u(z, t)|dy+
(2.11)
/BlJ(az— t)dy — /31J u(x, t)dy,
de donde obtenemos
wlat) < [ e = y)uly. iy + / (e = gy )y (2.12)

Ahora, teniendo en cuenta (2.7), se tiene finalmente que

ut<x,t>§(T_K5a_1< | -y [ J(x—y)dy)ggff;_l. (2.13)
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La anterior desigualdad implica que la solucién del problema de valor inicial

2K,
(T —t)a-1” (2.14)
Z(O) = mé’xxeﬁ{um 1}7

2'(t) =

la cual viene dada por

2(t) = 20 + 281 <(T _1t)a2 - Ta12>, (2.15)

es una supersolucion de (2.1) en €;. Si imponemos sobre K la condicion adicional

2K,

(@ —gyrez =20
entonces de (2.15) se deriva que
Ky
t) <
) < G b
2K, . ) .
con Ky = ~ o Como caso particular, con ésta elecciéon de Ko, tenemos que
Ky
2(t) = Tt (2.16)
es una supersolucion de (2.1) en ©; y por lo tanto
K
U(x,t) S W, en Ql. (217)

Ahora bien, en el caso a = 2, la solucion de (2.14) viene dada por

z(t) = 2(0) — 2K <1n(T —t) — ln(T)). (2.18)

En éste caso, y teniendo en cuenta que T < 1, podemos seleccionar K; de tal manera
que 2K In(T) + 2(0) < 0, con lo cual, de (2.18) se obtiene z(t) < —KsIn(T — t), siendo
Ky = 2K,. Con ésta seleccion de Ky , tenemos como caso particular que

z2(t) = =Ky In(T —t),
es una supersolucion de (2.1) en €, y por lo tanto

u(z,t) < —Koln(T' —t), en .



CAPITULO 2. ESTUDIO DE LA EXPLOSION PARA LA ECUACION DE DIFUSION NO LOCAL (I) 30

Ahora bien, si x € €9, considerando que G es de soporte compacto en la bola unitaria, que
en la segunda integral en (2.1) y € 90 y que = Q9 U By U By, entonces (2.1) toma la
forma

wlwt)= | Jx—y) [u(y, t) — ulz,t)]dy

—i—/B J(x —y)u(y,t)dy — /B J(x —y)u(z, t)dy
+/B J(x —y)u(y,t)dy _/B J(z = y)u(

u(zx, t)dy.
De ésta tltima ecuacién se desprende que

ut(z,t) < /Q J(x — y)u(y, t)dy + /B J(x —y)u(y,t)dy + /B J(z = y)u(y, t)dy.

Teniendo en cuenta (2.17), entonces

ur(x,t) < (T_K;)a2(/ﬂ2 J(xy)dwa/Bl J(xy)dy+/BzJ(xy)dy>

3K,
= (Tt

lo cual indica que la solucion del problema del valor inicial dado por

3K>
Z(t) = i,

(T — )2 (2.19)

Z(O) = méxxeﬁ{um 1}7

la cual es dada por
3Ks 1 1

t) = — 2.20
(1) Z°+a—3((T—t)a—3 Ta—3>’ (2.20)

es una supersolucion de (2.1) en Q9. Si imponemos sobre K3 la condicion adicional

3Ko

(@—gyras =70
entonces de (2.20) se deriva que
K3
t) <
Z( ) — (T _ t)a—?)’
con Sk
Ky = ——2
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Como caso particular, con ésta eleccion de K3, tenemos que

K3

t) = ————= 2.21
A = i (2.21)
es una supersolucion de (2.1) en Q9 y por lo tanto
K3
u(x,t) S W, en QQ. (222)
En el caso oo = 3, la solucion de (2.19) viene dada por
2(t) = 2(0) = 3K (In(T — t) — In(T)). (2.23)

Como antes, podemos tomar Ko de tal manera que z(0) + 3K In(7") < 0, asi que de (2.23)
se tiene z(t) < —K3In(T — t), en donde hemos tomado K3 = 3Ks. En particular, con ésta
eleccion de K3

2(t) = —K3In(T —t), (2.24)

es una supersolucion de (2.1) en Q9 y por lo tanto

u(z,t) < —KsIn(T' —t), en Q. (2.25)

Como 2 es acotado, existe un numero finito de conjuntos B,. Luego, repitiendo el
proceso anterior un numero finito de veces, hallamos en cada paso una constante K; que
cumple la respectiva condicién en cada §2;_;1. Tomando K = méx;<;<[o K; obtenemos la
conclusion del Lema. O

2.3. Conjuntos de Explosiéon

El principal objetivo en ésta seccién, es el de presentar un resultado en donde se car-
acterizan los conjuntos de explosion y el respectivo comportamiento de las soluciones que
explotan. De la primera parte, sabemos que u explota si o > 1.

2.3.1.Caso 1 <a<?2
23.11. 1 <a<?2

Supongamos primero que 1 < a < 2, y consideremos el cambio de variable

vi(z,s) = (T — t)a_lu(x, t),
(2.26)
s=—In(T —t).
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De la segunda parte en (2.26) obtenemos las siguientes expresiones equivalentes que usare-
mos en lo que sigue:
t=T—e %,

(2.27)

6_8

T-—t
asi, la expresion t — T~ serd equivalente a s — oo. De la primera expresion en (2.26)
encontramos que

d

L,

%UI (‘T;: 3)
d dt
= %vl (x, s)£

= {—(a— )T =) u(z,t)} + e {(T — )" up(x, 1) }.

Ahora bien, usando (2.1), de ésta tltima ecuaciéon obtenemos

(v1)s(2,5) = €= /Q J(@ — )1 (9, 5) — 1 (x, 8)]dy

—S8

“S(a— 1)(T —t)* tu(w,t)

Gz —y)g(y)dS, — T3 :

e
T —1t Jon

+

Finalmente, usando la primera expresion en (2.26) y la segunda en (2.27), en la nuevas
variables (2.1) toma la forma

(01)s(8) = e /Q J(@ — )1 (9, 5) — 1 (x, 8)]dy

(2.28)
. G(z —y)g(y)dSy — (a — Nuvi(z, s).
Esta tltima ecuacion puede escribirse como
(v1)s(z,s) + (a = Duvi(z, s) = 65/ J(x —y)[vi(y, s) — vi(z, s)]dy
@ (2.29)

+ | Gz —y)g(y)dS,.
o0

Multiplicando ambos lados de (2.29) por e(®~1* tenemos

d(e(a_l)svl(x, s)) = elo—2)s /Q J(x —y)[v1(y, s) — vi(z, s)|dy

tela—D)s G(z —y)g(y)dS,.
o0
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Integrando de 0 a s, encontramos

ey (1)

0
= / e(o‘_z)r/ J(x —y)vi(y,r) —vi(z,r)]dy dr
0 Q
1 (a=1)r °
+——:e G(z —y)g(y)dSy,
a—1 0 /09

de donde se obtiene

el Vsy) (z,5) — v1(x,0)

= /OS ele=2)r /Q J(x —y)vi(y,r) — vi(z,r)]dy dr

e(afl)s o is

o1 ), (z —y)g(y)dSy
1

a1/ G(z —y)g(y)dSy.

Multiplicando ambos lados de ésta tltima ecuacion por e~ (@—1)s

obtenemos finalmente que

1
vi(z,s) — 1 [ Gl@—y)g(y)ds,
o= a0
= e (@=Dsyy, (x,0) 4+ e_(o‘_l)s/ e(a_Q)T/ J(x —y)[vi(y,r) —vi(x,r)|dydr
0 Q
—(a—1)s 1
—e(aD) G(z —y)g(y)dSy.

a—1 Jan

K
Notemos que por (2.7), para = € ) se tiene u(x,t) < W

y reorganizando términos,

— por lo tanto



CAPITULO 2. ESTUDIO DE LA EXPLOSION PARA LA ECUACION DE DIFUSION NO LOCAL (I) 34

lvi(x, s)| < Ki, y entonces podemos obtener la siguiente acotacion:

1
a—1 Jao

vi(z,8) — Gz —y)g(y)dSy
< e~ @Dy, (1,0) + —— 28, || ||| gy (e~ — €@ D%}
= ) a—2 L>>(RN)
—(a—1)s 1
+em (o7l Eag,HGHLOO(RN)HQHLOO(E)Q) (2.30)
< e (a-Ds 0 L okl =S
se v1(z, )‘i'm QU] oo mye
—(a—1)s 1
+e — |OQUIIG| oo @) ll9l| oo 002 -
a
Ahora bien, tomando

, 1 1
C' = max{vi(z,0), E2K1|QH|JHLOO(RN)7 E\am||G||LOO(RN)||QHLOO(89)}7

se obtiene
1

a—1 a0

G(z — y)g(y)dsS,| < C(e™® 4+ e (@73, (2.31)

vy (z,8) —

De (2.31), considerando la observacion hecha después de (2.27) se deduce

1

a—1 a0

vi(z, s) — G(z —y)g(y)dSy, (2.32)

uniformemente en g (y por tanto en Bj) cuando ¢ — 7'~. Si hacemos

(@) = = [ G@—aas, (233

entonces podemos escribir
(T — ) tu(x, t) — wi, (2.34)

uniformemente en By cuando t — 1.

De otro lado, si x € 1, dado que G es de soporte compacto en la bola unitaria y y € 012,
entonces
G(z —y)g(y)dSy = 0.
oN
Como 1 < o < 2 se tiene que e~* < e~ (*~1s v entonces de (2.31) se deriva que existe una

constante C1 = 2C tal que
oy (z,8)] < Cre~ (@13,
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para & € Qy, es decir |(T — t)* tu(z,t)] < Cre~ (@D de donde

e—(a—l)s
ef(afl)s
Pero de la primera expresion en (2.27) se desprende que W = 1, luego finalmente
se halla que en
u(zx,t) < Ch, (2.35)

es decir u es acotada en €y, y por lo tanto de (2.34) se deduce que u explota en By = Q\ ;.

23.1.2. a=1

Ahora supongamos que « = 1. En éste caso, la ecuacion (2.1) toma la forma

wle.) = [ Ie=n)lut) v 0ldy+ 7 [ Gla—vawis, (230

Integrando (2.36) desde 0 hasta ¢ obtenemos

u(z,t) = u(z,0) + /0 /QJ(:L’ —y)[u(y, s) — u(z, s)|dyds+

(=In(T"— 1) +In(T)) - G(z —y)g(y)dSy.

Dividiendo ésta ultima ecuaciéon por — In(7" — t), la podemos escribir como

u(x,t)
—m - /{m G(z —y)g(y)dS,

- _1:((1:5’_0)0 + —ln(lT ) /0 /QJ(ac —y)[u(y, s) — u(x, s)]dyds (2.37)
In(T")
ST = 1) fo &~ 9)9W)dSy-

Ahora bien, para x € Qp, por (2.9) u(z,t) < —K;In((T — t)), entonces obtenemos la
siguiente estimativa para (2.37)

u(z, ) _ G(z,y)h(y)dS,

‘ (T =) oo =

t
") 2K1\QH|J||L00(RN)/O In(T — r)dr 239
—In(T —t) —In(T —1t)
+IH(T)’89’ |G| oo ey 191 ] oo (062)
—In(T —1t) '
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Si tenemos en cuenta que

/t In((T—r))dr=T(nT—-1)— (T —t)[In(T —t) — 1],
0

y usamos el hecho que
li Lot 0
im ——— =
t—T— — IH(T — t) ’

entonces de (2.38) se obtiene
u(x,t) .
- lIl(T - t) 90

uniformemente en Qg (y por lo tanto en Bj) cuando ¢t — T .

G(2,y)g(y)dSy, (2.39)

De otra parte, si x € 1, como G es de soporte compacto en la bola unitaria y y € 052
entonces (2.1) se convierte en (2.10). Integrando (2.10) de 0 a ¢ se obtiene

w(z, t) = u(x, 0) / / 2 — P uly, s) — u(z, )]dyds. (2.40)

Ahora, para o = 1, sabemos por el Lema 3.2 que si z € g (en particular para = € Q)

entonces u(z,t) < —KpIn(T—t). Usando éste hecho, obtenemos la siguiente acotacion para
(2.40)

t
lu(z, 1)) < u(x, 0) +2K1||J||L00(RN)|Q|/ In(T — r)dr.
0

Si tenemos en cuenta que lim; ,p— (7" — ¢)(In(7 — t)) = 0 entonces podemos concluir que u
es acotado en €27. Luego por (2.39) se obtiene que u explota en By y en éste caso

g — (2.41)

uniformemente en By cuando t — T, donde

w1 = [ G(z,y)g(y)dSy. (2.42)
o0

Hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposicion 3. Sea u una solucion de (2.1), y sea w1 como en (2.33) y wy como en (2.42).
511 < a <2 entonces u explota en Bi. En éste caso, si 1 < a < 2 entonces

(T —t)* Tz, t) — wy, (2.43)
uniformemente By cuandot — T, y si « = 1, entonces
1
_ t 0 2.44

uniformemente en By cuando t — T~ .
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2.3.2. Caso 2 < a <3
2.3.2.1.2<a<3

Como en el caso anterior, supongamos primero que 2 < o < 3. Si € )y, procedemos
exactamente como en el caso 1 < o < 2 con la sustitucion

vi(z,s) = (T — ) tu(z,t)
s=—In(T —1t),

para concluir que u explota en B; con el perfil de explosion dado por (2.34). De otro lado,
si ¢ € )1 entonces consideremos el cambio de variable

vo(x,8) = (T — ) 2u(x, t),

(2.45)
s=—In(T —t).
En éste caso tenemos
d d dt
%UQ(‘Tv 8) - @’UQ(IE, S)%

= {0 - 2)(T — 0 Pule, )} + (T — )2 2uy(a, 1)},

Ahora bien, usando (2.1) y teniendo en cuenta (2.45), de ésta tultima ecuacion obtenemos

(v2)s(2,5) = e /Q J(& - )2y, 5) — va(z, 8)]dy

(o — 1) (T — ) 2u(x, t)

Gz —1)g(y)dS, — T 1 :

e—S

(T —1)? Jo

Teniendo en mente la primera expresion en (2.45) y la segunda en (2.27), obtenemos que
usando las nuevas variables, (2.1) se convierte en

+

(02)s(,5) = e /Q J(& — )2y, 5) — ool 8)]dy

1 (2.46)
+771 J,, 6@~ 9)9)dS, - (a = Dva(a,s).

Como z € Qy, sabemos que G(xz —y)g(y)dS, = 0, y por lo tanto (2.46) se reduce a
o0

(v2)s(x,s) =€ * /Q J(x —y)va(y, s) — va(z, s)]dy — (o — 2)va(x, ). (2.47)
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Ahora, usando el hecho que Q =y U By y que
va(z,8) = (T — t) Ly (2, 8) = e*vy(z, 5), (2.48)
entonces (2.47) puede escribirse como

(v2)s(2, 5) + (o = 2)v2(2, 5)

/ J(x —y)[v2(y, s) — va(z, 5)]dy (2.49)
1951
+/ J(z —y)ui(y,s )dy—vl(x,S)/ J(z —y)dy.
B By
Multiplicando ambos lados de (2.49) por e(®=2)* se obtiene
(va(, )6l %) = @ [ (o = ylualy,) - vala, )y

H (2.50)

1 ela—2)s J(z — y)vi(y, s)dy — e(@ 25 J(x — y)vi(z, s)dy.
B B

Integrando (2.50) desde 0 a s obtenemos

va(z, r)e(o‘_z)r

s _ /s (a—3)r ) J(x —y)[va(y,r) — vao(z, r)|dydr

/ /31 J(x —y)vi(y, r)dydr (2.51)

/ / J(x — y)vy(z,r)dydr.
By

Ahora, si multiplicamos (2.51) por e~(®=2)*_ después de reorganizar términos, de (2.51)
se obtiene

vo(z, 1) — e_(a_Q)s/ e(a_Q)r/ J(x —y)vy(y, r)dydr
0 B (2.52)

< e (@25 (,0) + e~ (@s / el / J(@ = y)lva(y,r) — va(w, r))dydr.
0 931

Por (2.48) sabemos que va(z,s) = e’vi(x,s), y de (2.31) (para x € Q) se tiene |v;| <
Ce* + e~ (@19 entonces

e, s)| < (1+e(@2%).
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Como estamos considerando 2 < a < 3 o en forma equivalente 0 < a@ — 2 < 1 entonces
e~ (@=2)s < 1 asf que finalmente
va(x,s) < 2C.

Usando ésta cota para vy obtenemos la siguiente estimativa para (2.52):

valz, 5) — e~(@Ds / 0= / J(@ — o (y, r)dydr
0 B1

<lem@"Dsy(z,0)

+e(a2 / el / J(x = y)[va(y, ) — va(x, )| dydr
0 951

< e (@234 (2, 0)

O [ e gy~ @D / @3 )
0

= e (™ 2s45(2,0)

(2.53)
1 S
—(a—2)s a—3)r
+4C|Ql|’|J||Loo(RN)6 ( ) <H€( ) 0)
= e~ (@5, (2,0)
4C|1Q ||| || 00
n Q[T ] Loo (mY (e_s B e_(a_2)5>
oa—3
< e Doy, 0)
AC| ][] oo rvye™*
_l’_
a—3
— 06(6—5 + e—(Oé—Q)S),
fone aciou |1
Cs = max{vz(z,0), ! L (RY) }.
a—3
De otro lado, sabemos por (2.31) que la expresion
1
vi(z,s) — G(x —y)g(y)dSy, (2.54)
a—1 o0

se encuentra acotada por C(e™® + ¢~ (*~1%) cuando t — T~ (s — o), y dado que 2 <
o < 3 entonces Ce* + e~ (@=D5) < C(e™% 4 e¢~(@=2)3), Multiplicando (2.54) por J(z — y),



CAPITULO 2. ESTUDIO DE LA EXPLOSION PARA LA ECUACION DE DIFUSION NO LOCAL (I) 40

integrando sobre B; y dividiendo por a—2 y usando la observaciéon inmediatamente anterior,
obtenemos la siguiente estimativa:

G(x —y)g(y)dS, dy

1 1
_ du — —
a2/31 J(@ —y)uly, s)dy — — . J@ —y)—— -

1 1
a—2 a—1 o0

/B J(x — y)on (. 5) - Gl - y)g(y)dsy]dy‘
1

1
= ﬁ20|31|||J‘|L00(RN)(6_5 + e—(a—l)s)

< 07(675 + 67(a72)s),

(2.55)
1
con 07 = E2C|Bl|||J||L‘X’(RN)
De otra parte, podemos notar que
1 S
J(@ = y)ory, s)dy — e @72 / @7 | (@ = yyor(y, r)dydr
a—2/p 0 B
1 —S8
< m’BIMJ”LOO(RN)ch
(2.56)

: - —(a—2)s

1 B 1 )
< E|B1H|JHL°°(RN)206 S+ ﬁ’BlmJHLM(RN)QCG s

= Cge™ %,

1
donde Cg == ﬁ4|B1|H‘]||L°°(RN)C
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Por otra parte, usando (2.55) y (2.56) tenemos

1 1
o [ ey 66 - neas,

(a2 / pla—2)r / J(x — y)oi(y, r)dydr
0 B

<

5 e [ 6 naas,ai— 5 [ - g

oa—2 a—1 Jsa o —

1 S
/ J(x — y)vi(y, s)dy — e~ (@=s / elo=2r / J(z — y)vi(y, r)dydr
a—2 B 0 B

< 07(6_5 + 6—(04—2)5) + Cge™*

< Cyle® + e~ (a=2)s),

(2.57)
con Cy = C7 + Cs. Finalmente, por (2.53), y (2.57) obtenemos la siguiente estimativa

1
J _
a—2 B ('f y)Oé—]. o0

va(x,s) — e(az)s/ 6(0_2)’"/ J(x —y)vr(y, r)dydr
0 By

val, ) — Gz — y)9(y)dS, dy]

<

N (2.58)

S
e—(a—?)s/ e(a—Q)T/ J(x —y)v(y,r)dydr—
0 B
1
a—2 /g,
< Cho(e™ + e~ (@72)9),

J(x —y) G(z —y)g(y)dS, dy‘

a—1 Jan

con C1g = Cs 4+ Cy. De (2.58) se desprende entonces que

G(y — 2)g(2)dS. dy

o —2 a—1 o0

va(x, s) — 1 /BJ(a:—y)

uniformemente en € (y por tanto en By) cuando ¢t — 7'~ . En forma equivalente, si definimos

wlz) = ——— /B Ha—v) | Gly=2)g(2)as. v

a—2a—1

= aiZ/Bl J(x — y)wi(y)dy

(2.59)

donde w; es dado por (2.33) podemos decir que si 2 < a < 3 entonces

(T — ) 2u(x, t) — w(z) (2.60)
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uniformemente en By cuando ¢t — 1.

De otro lado, para x € )y, como y € B; entonces |x —y| > 1 y por tanto, usando que el
soporte de J es la bola unitaria, entonces J(x —y) = 0 asi que we(x) = 0. Como estamos
considerando 2 < a < 3, es decir, 0 < a — 2 < 1, se obtiene de (2.58)

|va(z, 5)| < 2Ch0e™ 72, (2.61)
es decir,
(T — t) @ Du(z,t) < 201025,
de donde
u(x,t) S 2010. (2.62)
Hemos usado el hecho que de (2.27) se desprende que
ef(an)s B
(T —t)*=2

Por lo tanto, u es acotada en 3. De (2.60) se deduce que u explota en Bs.

2322 . a=2

Para el caso a = 2, procedemos realizando el cambio de variable

vi(z,s) = (T — t)u(x, t),

(2.63)
s=—In(T —1t).
t _
Notemos que — = e~ %, asf que
ds
dop _ dvidt  _sdv
ds _ dtds  dt
de donde
(vi(z,5))s = e *[—u(x,t) + (T — t)uy(x, t))]. (2.64)

Usando (2.64), entonces (2.1) toma la forma

(vl)s(:ﬂ’S)=6_5/9J(:B—y)[vl(yvs)—vl(l’,S)]dy+ aQG(w—y)g(y)dSy—vl(w,S)- (2.65)

Hemos usado que vy (z,s) = e *u(z, t). Multiplicando (2.65) por e® y reorganizando térmi-
nos, obtenemos

e*(v1)s(@, 5) + iz, s) = /Q J(@ = y)lvi(y, s) — vi(x, s)ldy + €’ /aQ Gz —y)g(y)dSy,
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o de manera equivalente

d(e*(0r) (2, 5)) = /Q T =)o) = va(o sy + [ Glo—y)a)ds,  (266)

Integrando (2.66) de 0 a s se obtiene

vi(x,r)e

— /OS /Q J(x — )iy, r) — vi(z,r)]dydr + (e* —1) [ G(z —y)g(y)dS,.

o0N

Multiplicando ésta tltima ecuaciéon por e~* llegamos a

vi(z,s) = e *v1(x,0) / / x —y)vi(y,r) —vi(z,r)]dydr

(2.67)
+ [ Glz—y)g(y)dSy —e™* | Gz —y)g(y)dS,,
o0 oN
asi que de (2.67) obtenemos
vi(z,s) — G(x —y)g(y)dSy
(2.68)

< e fvi(x,0) + // x —y)vi(y,r) — vi(z,r)]dydr.

Ahora bien, para el caso o = 2, sabemos por la seccion anterior Lemma (8) que existe
una constante K tal que

<
wz,t) S 7

para x € €. Se desprende entonces que en el caso z € Qo, vi(z,s) = (T — t)u(z,t) < K.
Usando éste hecho, obtenemos la siguiente estimativa para (2.68):

vi(z,s) — /89 Gz —y)g(y)dS,| <

e {01(2.0) + 2K ocgur) [ dr} < (2.69)
e {0n(2,0) + 2K 1] ougam ()} <

e *v1(z,0) + se 2K [Q|[J]| Loomn)-

Si Ca = méx{v1(z,0), 2K |Q|[|J|| Loo(rny}, entonces,

vi(z,s) — G(z —y)g(y)dsS,
o0N

< Cy(se *+e %) (2.70)
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Por lo tanto, para el caso a = 2, de (2.70) concluimos que

(T — t)u(z,t) — G(z —y)g(y)dS, =, (2.71)
o0

uniformemente en Qg (y por tanto en Bj) cuando t — 7.

Por otra parte, si x € 4, se tiene G(xz — y)g(y)dSy, = 0, por tanto, de (2.70)

[2)9]
obtenemos
vi(z,s)| < Co(se™ +e77),
es decir
1
u(z,t) < Ca(se™* +e7 %) =Co(s+1).

- Tt

Hemos usado el hecho que (T —t) = e~*. Por lo tanto, ésta tltima ecuacion no asegura la
acotacion de u en 1. Sin embargo, para o =2 y x € ) tenemos que (2.1) toma la forma

wle,t) = [ =)l 6) - ule. 0)dy
1
+/ J(x —y)uly, t)dy — / J(x —y)u(z,t)dy.
Bl Bl
Integrando ésta tltima ecuaciéon de 0 a ¢ y reorganizando términos obtenemos

u(z,t) — /0 /31 J(x — y)u(y, r)dydr = u(z,0) + I + I, (2.72)

con

L= /0 i =)ty ) — ey

t
I = —/ J(x —y)u(x, r)dydr.
0 /B
Nuevamente por el Lema (8), si x € Q; (o = 2) se tiene u(z,t) < —KyIn(T — t). Entonces
] < 2Kl Tl e |4] (TODT = 1) = (7 = 1n(T = 1) - 1))

se concluye que
I

(T 1)

‘ — 0, (2.73)
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uniformemente en 2; cuando t — 7T'~. En una forma semejante, se tiene
[Ia| < Ka|J]| oo mvy | B1] <T(lnT 1) — (T —t)(In(T —t)—1)
y por tanto
I
In(T" —t)

uniformemente en 2; cuando t — T~. Por lo tanto,

1 t
_ln(T—t)/O /B1 J(@ —y)uly, r)dydr —

o

)

(2.74)

1 !
/31 J(z —y) mG(x—y)g(y)dSydyln(Tt)/o 7

Como

1 t
d 1
—ln(T—t)/O T+

cuando t — T, se concluye finalmente que
1 t
—— J(z —y)uly, r)dydr —
w0, J, 7
[ se=0) [ Gl ewis,i
B oQ

uniformemente en €23 cuando ¢t — T~ Asi que multiplicando (2.72) por —-

(2.75)

1

ﬂ, y usando

(2.73), (2.74) y (2.75) obtenemos

u(x,t)
(T -0 /Bl J(z —y) - G(z — y)g(y)dSydy,

uniformemente en 2; cuando t — T~. En forma equivalente

u(z,t) .
_
(Tt
donde
wp= | J@—y) | Gx—y)g(y)dSydy.
B o0

(2.76)

(2.77)

(2.78)

Por otro lado, es facil ver que u es acotado en §29. En efecto, sea x € 9. Por el Lema

8 existe una constante Ko (caso a = 2) tal que si x € Q) (en particular e
u(x,t) < —KoIn(T — t). Ademas, en este caso

1) = /Q J(& — y)[u(y.t) — uz, B)dy,

n {2y) entonces
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de donde, integrando ésta tltima ecuacion de 0 a t se deriva

t
u(e.t) = u(e,0)+ [ [ I = luty.s) - ulw.s))dyds.
0 JQ
Se obtiene de esta manera
t
u(z,t) < u(z,0) — KQ’QH‘JHLOO(RN)/ In(T" — s)ds.
0

Por lo tanto, usando nuevamente el hecho que lim;_,7— (T — ) In(T — t) = 0, se concluye
que u es acotado en Q. Por (2.76) se obtiene que u explota en Bs.

Se ha demostrado la siguiente proposicién:

Proposicion 4. Sea u una solucion de (2.1). St 2 < a < 3 entonces u explota en By con
el perfil de explosion dado por (2.34) y u explota en By con el perfil de explosion dado por
(2.60). Si a = 2, entonces u explota en By con el perfil de explosion dado por (2.71) y u
explota en By con el perfil (2.77).

Ahora podemos dedicarnos al caso general.

2.33. Casoi<a<i+1
233 1l.i1<a<i+1

El objetivo en ésta seccidn es generalizar los resultados anteriores. Con éste fin, supong-
amos que ¢ > 1 es un entero y que ¢ < o < ¢ + 1. Supongamos ademés que

/ G(x —y)g(y)dSydy # 0
B, JOQ)

y consideremos los siguientes conjuntos, algunos de los cuales ya han sido definidos en las
subsecciones previas:

1

wi(z) = —— - G(z —y)g(y)dsSy,
ws(a) = — [ I =y,
wse) = — [ I = yuals)ay, (2.19
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Entonces tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 5. Sea u(x,t) una solucion de (2.1). Entonces, sii < o < i+ 1 tenemos que

u explota en
UB:
1

con el perfil de explosion dado por
(T — ) u(z, t) — wi(x),

uniformemente en B; cuando t — T~ y donde w;(x) es dado por (2.79).

Demostracion. El caso ¢ = 1,2 ha sido mostrado en las proposiciones (3) y (4). Supongamos
que el resultado es cierto para ¢ — 1 con ¢ > 3, y que se ha usado el cambio de variable

vi_1(z,s) = (T — t)*~ 0 Dy(z, 1),
s=—In(T —t),
y por tanto se ha obtenido la estimativa
l0ie1 — wi—1] < Ci_q(e™* + el@=(=1)s), (2.80)

Ahora consideramos el cambio de variable

(i)(w, 8) = (T = t)*"u(x, 1),
s=—In(T —1t).

Procediendo en forma a como se hizo en los casos anteriores (i = 1,2) si x € ;_1, entonces
(2.1) toma la forma

(vi)s(z,8) =e"*° /Q J(x —y)[vi(y,s) —vi(zx, s)|dy — (o — i)vi(x, s). (2.81)

Usando que Q = Q1 U By y que v;(z,s) = (T —t) " tv;_1(z, 5) = e*v;_1(x, 5) entonces (2.81)
puede escribirse como

(vi)s(x, s) + (a = i)vi(z, s)
J(x = y)[viy, s) — vi(z, s)dy (2.82)

J(x —y)vi—1(y, s)dy — U“(g;,s)/ J(x —y)dy.
By
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Multiplicando ambos lados de (2.82) por e(®~9* se obtiene
o, 9)e %) = oG [ gy, 5) i,y
Q1

/ (@ — y)vioi(y, s)dy (2.83)

1

sl

/ J(x — y)vii(z, s)dy.

1

s}

Integrando (2.83) desde 0 a s obtenemos

vz, r)e(o‘_i)r

= Se(a_(i )r xz—1y)[v T,T r
= [ elemn /QJ]( ) los(y, ) — vilw, r)]dyd

0

+/ e(ai)r/ J(x —y)vi—1(y, r)dydr (2.84)
0 By

—/ e(ai)s/ J(x — y)vi—1(z,r)dydr.
0 B

a—1i)s

Multiplicando ambos lados de (2.84) por e ( y reorganizando términos, obtenemos

vi(x,r) — e~ (a—1)s / elo—r J(x — y)vi—1(y, r)dydr
0 By

! (2.85)
< e—(ozfi)s,ui(:(}7 O) + e*(afi)s / e(a—(i—i-l))?” / ,](x — y) [vz(y, ) (x r)]dydr
0 1

Notemos ahora que como i < a < i+ 1 entonces por (2.80) |v;—1| < 2C;_1e*, y dado
que v; = e®v;_1 se obtiene entonces |v;(x, s)| < 2C;_1. Usando ésta cota para v; tenemos
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entonces

vi(x,s) — e(o‘i)s/ e(a_i)r/ J(x —y)vi—1(y, r)dydr
0 By

<|e~(@=Ds,(x,0)

peete [ eles e [ o gy, r) v, o)ldydr
0 Q1

< e Dou;(x,0) + 4C;1 ||| ]| oo mvye 7% / el gy
0

(2.86)

. . 1 . s

— ,—(a—1i)s,,. . - —(a—1)s (a—(i+1)r
e 0%, 0) A0 0 gy (e )

: AC; 1 [ [[ ]| oo m :

— ,—(a—1i)s,,. (RY) —s _ ,—(a—1)s
e vi(x,0) + o (it 1) (e e )

: AC; 1| ||| || oo mrye ™
< p—(a—i)s,,.
<e vi(x,0) + a—G+1)
— 067;(678 + ef(afi)s)’

fonete ACia ol
o, D] )
Cs; = max{v;(z,0), Y
Ahora bien, usando (2.80) tenemos
S e el - [ G gwiad
xr — Vi— , S — " Xr — Wi —
a—ilp 4 1y Y a—ilp Y ay
1
= - J(x—y)|lvi_1(y,s) —w;_ d
a=ils (@ — y)[vi-1(y, s) 1(y)]dy (2.87)

1 .
S E2Ci—1|BlH‘J"LOO(RN)(Q*S + ef(a*(lfl))s)

< Cri(e™ + e~ (a7s),

con

1
Cri = EQCZ‘—HBHHJHL‘”(RN)‘
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Por otra parte,

1 . s .
| / (@ — y)vio1(y, s)dy — @5 / el / (@ — )iy, r)dydr
B1 0 B1

a—1

1 -5 1 -5 —(a—1i)s
< E|B1||‘J’|L°°(RN)2Ci*16 +E|Bl|‘|J||Lm(RN)2Cifle <16 ( ) )

1 _ 1 _
< E\BHHJHLOO(RN)QC%—W S+E|Bl|\|J\|Lw(RN)20i—1€ ’

= Cgije™*,
(2.88)
donde )
Csi = ———AIB1 ||| ey Cicn
Por (2.87) y (2.88) tenemos
1 . s 4
/ J(x — y)wi—1dy — 6((“)8/ 6(‘“)7"/ J(z — y)vi_1(y, r)dydr
=1 JB 0 By
! / J(x —y)w;—1dy — ! / J(x —y)vi—1(y, s)d
o=/, windy == | y)vi-1(y, s)dy
1
P AR LS (2.89)
—e_(a_i)s/ e(ai)r/ J(x — y)vi—1(y, r)dydr
0 B
< Cri(e™ 4 e7(@70%) 4 Cgie™
< Cgi(e_s + 6—(04—72)3),
con Cy; = Cr; + Cg;. Finalmente, por (2.86), y (2.89) obtenemos la estimacion
@)= o [ I puiad
vi(x, s) — - T — Y)w;_
a—ilp Y 1ay
<o) @00 [ [ ey (. r)dydr
0 B
+ €(ozi)s/ e(a—i)r‘/ J(x—y)?}ifl(yﬂﬂ)dyd?" (290)
0 By
1
- / J(x_y)wi—ldy‘
o —1 B

< croi(e™ + e (@708,
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con C1o; = Cg; + Cy;. Por lo tanto se obtiene que
(T — ) tu(z, t) — wi(z). (2.91)

Por otra parte, para x € ;, (i > 2) y como i < a < i + 1, se obtiene de (2.90)

|vi(z, 5)| < 2C10ie7 @72, (2.92)
con lo cual
—(a—1)s
Es decir, u es acotada en ;. Se deduce que u explota en B; con el perfil de explosion dado
por (2.91). Esto concluye la demostracion de la proposicion. ]
2.3.3.2. a=i

La idea es demostrar una proposicién como la inmediatamente anterior pero teniendo
en cuenta que ahora a es entero (> 1). Consideramos los mismos conjuntos definidos en
(2.79)

Proposicion 6. Sea u(x,t) una solucion de (2.1). Entonces, si o = i tenemos que u explota

en
7

Un

1

con el perfil de explosion dado por
(T — ) u(z, t) — wi(x),

uniformemente en B; cuandot — T~ parai=1,2,3,...,a— 1 y con el perfil de explosion
dado por

T =g t@ ) = (e i), (2.94)

uniformemente en B; cuando t — T~ si i = «, y donde los wi(z) son dados por (2.79)

(tomando el valor a = 1).

Demostracion. El resultado es cierto para o = 1,2, acorde con las proposiciones (3) y (4).
Queremos ver que es valido para a = ¢+ 1 con ¢ > 2. La demostracion sigue los pasos que
se hicieron en el caso @ = 2. Es decir, si x € Bj realizamos el cambio de variable

(v1)(@,5) = (T — t)* tu(z, 1),

s=—In(T —1t),
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y siguiendo los pasos que se hicieron en el caso a = 2 se llega a la conclusion de la proposicién

en éste caso. Para x € By se usa el cambio de variable
(v2)(z,5) = (T — ) ?u(a,1),
s=—1In(T —1t),

y asi sucesivamente. Si x € B;_1 entonces con el cambio de variable
(vim1)(x,5) = (T = t)2u(, 1),
s=—In(T —t),

y siguiendo la técnica usada para el caso a = 2, se obtiene la estimacion

lvi—1(z,8) —wi—1(x)] < Ci_1e”%.
Ahora bien, si z € B;, y consideramos la sustitucion
(vi)s(z,5) = (T = t)u(z, 1),

s=—In(T —1t),

(2.95)

(2.96)

nuevamente siguiendo los pasos que se realizaron para el caso a = 2, se obtiene la estimativa

|vi(z, 8) — wi(x)] < Cy[se™® + €77,

(2.97)

de donde se concluye la primera parte de la proposicion. Notemos ademés que para x € €;

u(z,t) < Cils + 1],

lo que no garantiza que u sea acotado en 2;. Sin embargo, para x € ; (i > 1), (2.1) toma

la forma
wlat) = [ (e = y)n(y.t) — .y
+ [ J@-yulyt)dy — [ J(x—y)u(z,t)dy,
B: B1

de donde integrando de 0 a ¢t obtenemos

t
u(a ) - /0 /B (@ - y)uly, r)dydr = u(z,0) + I} + I,
1

donde
t
. /0 /Q J(@ — )y, r) - ulz, rdydr,

(2.98)

(2.99)



CAPITULO 2. ESTUDIO DE LA EXPLOSION PARA LA ECUACION DE DIFUSION NO LOCAL (I) 53

t
I = —/ / J(x —y)u(x,r)dydr.
0 JBi

Ademas, como x € ;, por el Lema 8(con o =i+ 1) se tiene u(z,t) < —KIn(T —t) en
Q;, luego, usando éste hecho se obtiene

THETT NI (T(lnT S 1) (T - (T — 1) - 1>),
de donde podemos concluir

I
In(T" —t)

‘ -0, (2.100)

uniformemente en §2; cuando t — 7T~ . En forma semejante, se tiene

I
In(T —t)

‘ 0, (2.101)

uniformemente en ; cuando ¢t — T~. Tenemos entonces

1 t
_ln(T—t)/o /Bl J(z — y)uly, r)dydr —
¢

) . (2.102)
IR
1 tq
Como “In(T — 1) /0 T 7ndr — 1 cuando t — T, se concluye finalmente que
1 t
CIn(T —t) /0 /B1 J(@ = y)uly, r)dydr — . J (2 = y)wi(y)dy, (2.103)

uniformemente en €2; cuando ¢t — 1.

1
Multiplicando (2.99) por T 1) usando (2.100), (2.101) y (2.103) obtenemos
(T —
u(x,t)
_ a5 — )w;(y)dy, 2.104
1n<T_t)*/BIJ<"’“ y)wi(y)dy (2.104)

uniformemente en §2; cuando t — T~ (por lo tanto en B;;1). Es decir

S — i1, 2.1
) — i (2.105)
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uniformemente en B;;1 cuando t — T~. Notemos finalmente que para x € €2;11

1) = /Q J(& — )y, t) — ulz, D]dy.

Integrando esta ecuacion respecto de 0 a ¢, se obtiene

u(z,t) = u(z,0) +/0 /QJ(a: —y)[uly,t) — u(z,t)]dyds,

y teniendo en cuenta que por el Lema 8 u(x,t) < —K In(T —t) en €; (y por tanto en €2;41)
entonces

t
w(z,t) < u(z,0) — 1r<,9||J\|Lm(RN)/0 In(T — s)ds.

Por lo tanto, u es acotado en €41, y u explota en B;41, con el comportamiento asintdtico
dado por (2.105). O



CAPITULO 3

Problema de difusién no-local con frontera de
Neumann (IT)

3.1. Introducciéon

En éste capitulo, trataremos con el problema de difusién no local descrito por la ecuacién

up(x,t) = (J xu(x,t)) —u(x,t) + - G(x —y)g(u(y,t))dS, , (x,t) € Qx (0,7),

u(z,0) =up(z) x€.
(3.1)

Como en capitulos anteriores, © es un dominio suave conexo y acotado de RY. El
operador J *x u — u el operador de difusion no local ya usado antes donde J * u(x,t) es la
convoluciéon definida por

(J xu(x,t)) = / J(x —y)u(y,t)dy.

RN

Salvo que se diga lo contrario, a lo largo del presente capitulo siempre asumiremos que la
funcién g satisface las siguientes condiciones:

1. (C1): g : R — [0, 00) una funcion localmente Lipchitz con constante de Lipchitz k.

o
1
2. (C2): g creciente, convexa y tal que / ——ds < 0.

g9(s)

55
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El dato inicial ug(z) € C*(Q) no negativo. De igual manera,
J,G:RY - RV,

funciones de clase C*(), de soporte compacto la bola unitaria By (x) de RY, positivas en
Bj, radialmente simétricas

de integral unitaria

y estrictamente decrecientes.

En el modelo descrito por (3.1), si u(x,t) es considerada como la densidad en un punto
x en un instante ¢, y J(x —y) es considerada como la distribucion de probabilidad de saltar
de la posicién y a la posicién z, entonces J * u es la razén a la cual los individuos estéan
arrivando a la posiciéon x de todos los otros lugares, y

—u(z,t) = — /RN J(y — x)u(x, t)dy,

es la razoén a la cual los individuos estan dejando la posiciéon x para viajar a todos los deméas
lugares. Esta consideracién en ausencia de fuentes externas, conduce a que la densidad u
satisface la ecuaciéon

ug(x,t) = (J xu(z,t)) — u(x,t),

que representa la primera parte de la ecuacion (3.1) (esto refleja el hecho que los individuos
so6lo pueden saltar dentro de €2, ningtn individuo puede saltar del interior de 2 al exterior
de Q y viceversa). En la frontera de 2, se impone la condicion

G(z —y)g(u(y,t))dS, g(s) >0,
15)9)

que representa la cantidad de individuos que entran desde 0f2.

Por una solucién de (3.1), entenderemos una funcion u € C[€2 x [0, tp]] la cual satisface
(3.1) en casi todas partes.

En éste capitulo, primero probaremos existencia y unicidad de soluciones para (3.1) y
probaremos la validez de un principio de comparacién para las soluciones de dicho problema.
Posteriormente, analizaremos el fenémeno de explosién en tiempo finito para las soluciones
de (3.1), y estudiaremos las tasas de explosion para el caso particular en que g(u) = uP.
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3.2. Existencia y unicidad de soluciones

Como en el capitulo 1, utilizaremos el Teorema de punto fijo de Banach para mostrar
existencia y unicidad de soluciones para la ecuacion (3.1). Para tal efecto, tomemos ¢y > 0
fijo, y consideraremos el espacio de Banach

Xto = C([OatO]v C(Q» = C<[07t0] X ﬁ)?
con la norma

wl|l|| = max ||lw(-, ¢t = max max|w(z,t)| = max w(x,t)].
Il = s [ Olloe = iy mix )] = méx ()

Intercambiando el papel de v por w y el de ¢ por s en (3.1), se tiene

ws(x, ) = / J(z —y)wly,s) —w(z,s)ldy + [ Gz —y)g(w(y, s))dSy. (3:2)
Q a0

Integrando (3.2) de 0 a ¢ obtenemos

w(z,t) = wo(z) +/0 /QJ(a:—y)[w(y,s) —w(w,s)]dyds

] (3.3)
+/ Gz —y)g(w(y, s)) dSy ds.
0 JoQ2
Definimos el operador D : X;, — X;, por
¢
Duyglue.) = wole)+ [ [ Ja = plwly.s) - wiw.s)) dyds
0 (3.4)

—i—/ G(x —y)g(w(y, s)) dSy ds.
0 Joo

Con respecto al operador D, tenemos el siguiente Lema:

Lema 9. El operador Dy, 4 dado en (3.4) esta bien definido como aplicacion de Xy, sobre
Xt -

Demostracion. Sea 0 < t; < ta < tg, w € Xy, ||]|oc = K1 ¥ ||G|loc = K2. Tenemos las
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siguientes estimativas:

\Dwo,g[ww, 10)] — Dy gl )]

/: /Q J(z —y)w(y,s) — w(z,s)|dyds

+ / 12 [ Gla gt 9)ds, s

t2
S/t /QU(m—y)Hw(y’s)_w($,8)|dyds
+/t 2 /39 Gz = y)llg(wly, s))ldyds
< (ta — t) K [Qf [[[w(y, s) — w(z, s)[|| + (t2 _tl)K2/ l9(w(y, 5))|dS,,
[2/9]

< (ta— mmax{mmr,Kmmu{muwm +g<|r|wr||>}.

De lo anterior se desprende que el operador D, 4 es continuo en t € (0,tp]. La con-

tinuidad en el caso t = 0, se obtiene como sigue:

]Dwo,g[w@,t)] e

-/ [ I ) ~ e v

+/0 - G(x —y)g(w(y, s))dS,ds

<

(0 max{l,mm,I%K2|aﬂ|}{2|||w||| +g<||\w|\|>}.

Asi que el operador es continuo en t € [0,tg]. Notemos ademés que como funciéon de z, el
operador es continuo. Esto se desprende del hecho que la convolucién en el espacio con la

funcién J es uniformemente continua. De esta manera, D, 4 aplica Xy, sobre Xy,.

O

Teorema 5. Para todo ug € C(Q), existe una tnica solucion u € C[[0,t0); C(Q)] del

problema (3.1). Mds aiun, la masa total en Q satisface

/Qu(yﬂf)dyz/Quo(y)d?ﬂr/;/Q BQG(m’—y)g(U(y,S))dSydwds‘

(3.5)
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Demostracion. Sea

Dy, g(w(z,t)) = wo(x / / T — y,s) —w(x,s)|dyds

+ / [ Gl )gtwir.s)) ds, s

Duy o2, 1)) = wo(a / / 2 — )y, 5) — 2(z, )] dy ds

" / Gl — y)g(=(y.s)) dS, ds,
0 JoQ
entonces

D0, = D01

<| [ [ = wtoto.s) o9 dyas
—l—‘/ot/QJ(m—y)[w(:):,s)—z(x,s)]dyds

_|_‘ / Gz —y)lg(w(y,s)) — g(z(y, s))] dSy ds
0 Jon

< t0C1Hw — ZHOO —l—toCQHw — ZHOO —i—tngHw — ZHoo

(3.6)

< Ctollw — 2||co,

donde C1 = Cy = Ki|Q], C3 = K»|0Q|kgy, siendo kg, la constante de Lipchitz de g, y
C = max{C1, Cs}. De la estimativa anterior se desprende que

H’Dwo,g[w(x,t)] - Dwo,g[z(x,t)]m < Ctol[Jw — =|||-

1
Tomando tg de tal manera que toC < 3 entonces la existencia y unicidad se sigue del

Teorema de punto fijo de Banach.

Finalmente, si u es una soluciéon del problema (3.1), sustituyendo w por u en (3.3),
obtenemos

u(z,t) — uo(x // z —y)uly, s) — ul(z, s)|dy ds

(3.7)
+/ G(x —y)g(u(y, s))dS, ds.
0 JoQ2



CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSION NO-LOCAL CON FRONTERA DE NEUMANN (II) 60

Integrando (3.7) en x se tiene

/Qu(x,t)dx—/guo(x)da:: /Q/Ot/QJ($—y)u(y,s)dydsdm
/Q/Ot/QJ(:cy)u(x,s)dydsdx

—l—/o /Q - G(z —y)g(u(y, s))dSy ds dx.

Usando el Teorema de Fubini, obtenemos

/Q w(z, t)d — /Q uo(z)dz = /0 t /Q | Gl = v)g(uly, 9)ds, duds, (3.8)

de donde se desprende (3.5). El Teorema queda demostrado. t

Como una consecuencia del Teorema anterior tenemos:

Corolario 9. Sean u, w soluciones de (3.1), con datos iniciales ug € C(Q), wy € C(Q
y condicion de frontera g. Entonces, para todo ty > 0, tal que Cty < %, donde C es dado
como en el Teorema anterior, existe una constante C' que depende de tqy tal que

max [Ju(,t) —w(-, )]l < Cllu(-,0) = w(-,0)||c

0<t<tp

Demostracion. En efecto, por hipotesis,

u(z,t) = / /Jw— y,s) —u(z, s)|dy ds
- /8 Gla = )g(uly.5))dS, ds

w(z,t) = wo(x / / x — y,s) —w(x,s)|dyds

+/ G(x —y)g(w(y,s))dSy ds.
0 Joq
Procediendo como en el Teorema 5 tenemos
[u(,t) — w(z,t)] < |[uo(z,0) — wo(x,0)|oc + Ctolu — wl.
Podemos concluir
(1= Cto)lu(-t) —w(-, )] < |lu(-,0) — w(-,0)|[oo

de donde se obtiene el resultado tomando C = 171&0. ]
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Corolario 10. Sea u € X;,. Entonces, u es solucion de (3.1) si y solo si

t
u(z,t) = e~ Ay () —I—/ / e~ A@E=9) J(z — y)u(y, s)dy ds
070 (3.9)

t
n / / e A=) G2 — y)g(uly, 5))dS, ds,
0 Jo

donde

Demostracion. La ecuacion (3.2) con u en vez de w, toma la forma

ua(z, 5) = / (@ —)uly.s) -z, s)dy+ | Gl —y)g(uly. $))dS,.
Q o0

Multiplicando ambos lados por eA(*)s y reescribiendo esta tltima ecuacion, se obtiene

(2, 5)eA@)s 4 / A3 J(x — y)u(z, s)dy
Q
= / AT (@ —y)uly, s)dy + / A5G x —y)g(uly, s))dS,.
Q N

En forma equivalente,

(o)) = [ AT~ ) fuly. )y
+/ eA(m)SG(x —y)g(u(y, s))dSy.
o0
Integrando esta tdltima ecuaciéon de 0 a ¢ se obtiene
t
(e — o) = [ [ AP~ pluty,s)dyds
0 JQ

¢
—i—/ / A@sG(z — y)g(uly, s))dS, ds,
0 Jo2

de donde se deriva (3.9). O
>

Nota 2. Notece que dadas las caracteristicas de J existe una constante o tal que A(x)
a > 0, para cada x € §2.
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Nota 3. (Sobre la ezistencia y unicidad local). Consideremos el problema (3.1), con g

localmente Lipchitz y ug € C(Q)). Entonces existe t1 > 0 tal que existe una unica solucion
u(z,t) € C(2 x [0,t1]).

En efecto, sea
M = HUOHLOO + 7,

conr >0 algin r y g Lipchitz en [—M, M]. Sea g la extension de g a todo R de tal forma
que g siga siendo Lipchitz en R. Consideremos entonces el problema

u(z,t) = (J(z) x u(z,t)) —u(z, t) + /89 Gz —y)g(u(z,t))dS, (z,t) € Q% (0,T),

u(r,0) = up(z) x €.

Por el Teorema 5, existe una tnica solucion u(x,t) € C(Q x [0,t9]) de éste problema
(a(z,0) = up(x)). Ademds
—M <|||a(z, )] < M,

para t € [0,t1], algun t1 < ty. Se tiene ademds

para (z,t) € Qx[0,t1]. Por lo tanto, tomando como u = @ tenemos la solucion local buscada
al problema inicial. La unicidad se obtiene de la unicidad de .

Bajo condiciones de regularidad sobre los niicleos y el dato inicial, se obtienen soluciones
mas regulares. Es decir:

Corolario 11. 1. Siu € C[Q x (0,7)], ug € C¥(Q), con 0 < k < 00, g € L=¥(R), y
J,G € WELRN), entonces u(-,t) € CF(Q x [0,T]).

2. 8i J,G € L®RYN), ug € C®(Q) y g € L®(R), entonces u € L=[Q x (0,T)].

Demostracion. Los resultados son consecuencia del Corolario 10, ecuacion (3.9). t

3.3. Un principio de comparacion

El siguiente resultado es un principio de comparacion para las soluciones de (3.1).

Corolario 12. Sea u,v, soluciones de (3.1), con datos iniciales ug,vo € C1(Q), y dato de
frontera g (creciente) respectivamente. Supongase que ug > vo. Entonces u > v c.t.p.
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Demostracion. Por el Corolario 10 tenemos que

u(z,t) = e~ A@tyg(z) + /t/ e A=) J (1 — y)u(y, s)dy ds
[ e AONG = yygtaty. s, ds,
onN

o(z,t) = e AWy / e 3@ = oty s)ayds

/ /m DGz — y)g(v(y, s))dS, ds.

Sea w(z,t) = u(x,t) — v(z,t). Por lo tanto w(z,0) = u(z,0) — v(z,0) = up — vy =
wo > 0. Si el resultado fuera falso, existen & y ¢ tales que w(&,%) = 0 y w(y,s) > 0 para
(y,s) € Q x [0,%). Entonces

0 = w(i,t) = e~ A @ty (x)

/ / J(& — y)w(y, s)dy ds

—A(&)(t—s) . /
_/0 AQ e G($ y)g (5)(“1(1/7 S))dSy ds
>0,

de donde se obtiene una contradiccion. Luego debe ser w > 0 para todo (z,t) € Q x
[0,0). O

3.4. Analisis de explosiéon con flujo g(u(y,t))

El principal resultado de ésta secciéon es dado por el siguiente Lemma:

Lema 10. Sea u(z,t) una solucion de (3.1) con dato inicial ug tal que

/ updSy > 0.
[2/9)

Entonces u explota en tiempo finito.

Demostracion. Supongamos que u(z,t) es finito para todo ¢. Definimos la funcion M (t)
para t > 0 por

M(t) = /6  ul,1)ds;.
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En particular, se tiene que M (t) esta bien definido y es finito para todo ¢ > 0. Por un lado
tenemos:

v = [ [ et nayas.— | [ 3@yt tayds,

+ / Gz — 1)g((y.1))dS,dS,.
o0 JON

> _/m</gj(x—y)dy>u(x,t)dsx
w [ (] 6t as, )otuts. as,

En la primera desigualdad, hemos usado el hecho que

/BQ /Q J(x = y)uly, t)dy dSy > 0.

Ahora, teniendo en cuenta que

/ J(x —y)dy > —1
Q

y que por las caracteristicas de G, existe ¢ > 0 tal que

G(x —y)dS; > ¢,
o0

entonces, usando la convexidad de g, la desigualdad anterior se transforma en
M'(t) > —/ u(z,t)dSy
o0

te /8 glu(w.0)ds,

c
> —M(1) + ©g(K M(1)),
para alguna constante K > 0. En la taltima desigualdad de la ecuacién anterior, hemos usado
la desigualdad de Jensen. Sin pérdida de generalidad, la desigualdad anterior la podemos
escribir como

M'(t) > =M (t) + cg(M(t)). (3.10)

Ahora bien, como ¢ > 0 es convexa, creciente y satisface la condicion C2, la anterior
desigualdad implica que M(t) — oo en tiempo finito si para algin tiempo to, M(tg) es
suficientemente grande (ug suficientemente grande). Ahora, supongamos que u(x,t) es una
solucion de (3.1) con dato g = 0 y con la condicién inicial 4y = u(x,tg) para algan ty fijo.
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Del capitulo anterior sabemos que @ converge uniformemente en €2 ala solucién estacionaria,
y ésta al valor promedio del dato inicial, asi que tenemos

- 1/~
u(x,t) — — [ tUpdz.
] f

Es claro que u(z,t) es una supersolucion del problema satisfecho por @ si uy > g, luego
existe un t; > 0 tal que para t > tq,

.
w(x,t) > — [ updr = co > 0.
= 507 s

Definamos
m(t) = / u(z, t)dz.
Q
Para t > t1 se obtiene .
m(t) = m(t1) + k(t — t1)g(co).

Procediendo de la misma manera que antes, pero ahora consideramos 4 con dato inicial
Uy = u(x,ty) para ty > t1. Si ug > u(z,t2), entonces podemos concluir que

1) = irm(ia)

Ahora se obtiene
M(t) = / w(z,tydz > 2 )
o0 2]
+C[m(t1) + (b2 — t1)kg(co)],
para t suficientemente grande. Es decir, si ¢ es suficientemente grande, M () es tan grande
como queramos, y por tanto, como ) es acotado, u(x,t) es tan grande como se quiera, lo
cual es una contradiccién.

O

3.4.1. Analisis de explosion con flujo u”(y,t)

Un caso particular del modelo anterior (3.1) es dado al tomar como funcion g la funcion
uP, obteniéndose de ésta manera el modelo siguiente:

J(z,1) / (@ — ) (uly,t) — ule, )y + [ Gle—y)a(y,1)dS,,
o9 (3.11)
u(, 0) = uo(z),

con las mismas hipotesis sobre los niicleos y dato inicial dadas en el modelo (3.1). Consid-
eramos aqui u(y,t) >0,y p > 0.



CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSION NO-LOCAL CON FRONTERA DE NEUMANN (II) 66

Definicion 5. Una funcion v € C' se dice es una supersolucion de (3.11) si se cumple

o, t) > /Q I =) (vl.0) = o(e.0)dy + | Glo =)0 1)as,

v(z,0) > up(x).

El primer resultado asociado a (3.11) es dado por el siguiente Lemma:

Lema 11. Sea u(z,t) una solucion de (3.11). Entonces u explota en tiempo finito si y solo
stp> 1.

Demostracion. Supongamos que para todo t > 0, u es acotada. Sea p > 1, y consideremos
la funcién

M(t) = / u(zx,t)dS,.
o0
Entonces, la explosién se obtiene como caso particular del analisis de la seccién inmediata-
mente anterior con g(u) = uP.
Supongamos ahora p < 1, y sea
C = méx G(x — y)dS,.
zeQ JoQ

Consideremos la funcion
v(x,t) = ky e*2t,

con ki > max, g{uo(x),1}, y k2 > C. Entonces, v es una supersolucion de (3.11). En
efecto, cambiando u por v se obtiene

ve(z,t) = / J(x —1y) (k1 ekt _ Iy e’”t)dy
Q

+ | Gz —y)k? ePk2tds,,
o

de donde se desprende que

kikgef2t > kP ePh2t G(x —y)dS,.
o0

La anterior desigualdad es clara, si observamos que bajo las condiciones sobre ki v ko
y usando que (1 — p) > 0, entonces tenemos

ky Phoek2(1-p)t _ G(z — y)dSy,

> ki Phgek2(1-P)t _ Iy > 0.
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Luego, si u es solucion de (3.11), por comparacion usando el Corolario 12 se tiene
u(x,t) < wv(z,t) =k ! para todo (z,t) € Q x [0, ),

con lo cual, u esta definida y es acotada para p < 1.
Esto demuestra el Lema. O
3.4.2. Sobre la tasa de explosion de las soluciones de (3.11)

Supongamos que u explota en el tiempo T'. Sea

max u(z, t) = u(yo,1).

e
Entonces
u(yo, t) = /Q J(yo — y)[u(y,t) — u(yo, t)]dy + /m Glyo = y)u’(y, t)dS)y (3.12)
< uP(yo, ).

Hemos usado el hecho que [u(y,t) — u(yo,t)] < 0y que / G(yo — y)dy < 1. Definimos la
o0
funcion f(t) = u(yo,t). Entonces, de la desigualdad anterior obtenemos

0
fo(t) =

Integrando de ¢t a T concluimos

T fE
¢ fPE)

Con el cambio de variable w = f(£) se obtiene

¢ < (T —t).

v WP
luego
—p+1 [f(T)
v | <@,
N0
Teniendo en cuenta que u explota en el tiempo T' (es decir f(T') = 00) y que p > 1 entonces
t —p+l
L < (T _ t),

p—1
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es decir » »
u(yo,t) = (p— 1)»=1(T — )71,
por lo tanto

maxu(-,t) > v(t).
€N
Definimos

Entonces, se tiene
V' (t) = vP(t).

Usando el hecho que maxg G(x — y)dS, < 1 se obtiene que
o0N

V(t) =0P(t) > 0"(t) | G(x —y)dSy,
o0

por lo tanto v(t) es una supersolucion de (3.11).

Ahora bien, si existiera to € (0,7) tal que

maxu(-,t) < v(tg),
ndscu(-,t) < v(to)
entonces hay muy cerca de T un T > T tal que

-1

u(z, to) < (p— 1)1 (T —to)i 1.

—1 ~ —1
Si llamamos v(t) = (p — 1)»~1(T —t)»-1, entonces v es una supersolucion de (3.11) para

todo t € [ty,T) y tal que v < v. Entonces como

u(z,t) <v<w,

para todo t € (to, T ), por la eleccion de T, ¥ no explotaria en T, luego esto no puede ocurrir

pues hemos supuesto que u explota en T'. Asi que para todo t € [0,T)

4 ) > ot
glggU(,) v(t),

y entonces
-1 -1
maxu(-,t) > (p— 1)1 (T —t)r-1.
€

Se tiene el siguiente Lemma:

Lema 12. Sea u una solucion de (3.11) que explota en tiempo T. Entonces, existe una

constante Cq tal que

Ll < mél(u(-,t).
(T—t)pf1 €N



CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSION NO-LOCAL CON FRONTERA DE NEUMANN (II) 69

Demostracion. Se ha mostrado que

1 )
(p— 1)1 (T —t)»

Sin embargo, la funcién

1

PN

(p—1)71
alcanza un minimo positivo cuando p = e + 1. Si denotamos éste minimo por C; entonces
tenemos 1

G —7,
(p—1)pT
para todo p > 1. Se concluye que para todo p > 1
Ch 1 [
< — < maxu(-,1).

1 1 1 o
(T—t)rt  (p=1)rH(T—t)r-1 =€
O
El siguiente resultado, nos brinda una desigualdad en sentido contrario a la obtenida en
el Lemma 12. Mas exactamente tenemos

Lema 13. Sea u una solucion de (3.11) que explota en tiempo T. Entonces eriste una

constante Co tal que

C
méxu(-,t) < ——=

€N (T_t)pj‘

Demostracion. Sea
M(t) = / u(z,t)dSg,
o0
luego lim,_,p- M(t) = co. Ademas, procediendo como en Lemma 11 podemos escribir

M'(t) = KMP(b),

para M (to) suficientemente grande y K constante. Entonces, integrando de ¢t a T' tenemos

M(t)
/ W k-,
M(T) WP

de donde, usando que lim;, - M(t) = oo y p > 1 se obtiene

M(t) < ———, (3.13)
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siendo
1

(K(p—1)71)

Ahora bien, sabemos que u es solucion de (3.1) si y solo si

C =

t
u(z, t) = e~ 4@y (x) —I—/ / e~ @) 7 (2 — y)u(y, s)dyds
0 e (3.14)

t
—I-/ / e ADE=) Gz — y)uP(y, 5)dSyds,
0 Joo

donde
Ax) = /Q J(z —y)dy.

1
Para demostrar el Lemma, basta ver que (T — t)»=Tu(x,t) es acotado. Con éste fin, sea
to < T y definamos

m=  mix (T —8) Tu(z,t) = (T — t1)7Tu(z1, t1),
(z,t)€(Q2%[0,t0])

para algin (z1,t1) € Q x [0,¢0]. Multiplicando ambos lados de (3.14) por (T' — t)ﬁ y
tomando el maximo en Q x [0, %] se obtiene

t1
m < Cy —I—/ e_A(xl)(tl_s)/ J(x1 — y)mdyds
0 Q
t1
+(T — tl)P%l / / e AENG=)G (51 — y)uP (21, t1)dSyds
0o Joo
<O+ (1 - e Ay,
t1
+(T — tl)p%l / / e~ ADGE=) Gz — y)uP(y, 5)dS,ds.
0 oN

Como A(z) > a > 0y (t; —s) > 0 entonces e~ @19 < 1 v por lo tanto, de la
desigualdad anterior obtenemos

t1
e Ay < O 4+ (T — tl)ril / G(xz1 —y)uP(y, s)dSyds,
0o Joo
de donde

t1
m < eAl@h <C1 + (T - t)p%l / G(z1 — y)uP(y, s)dSyds>.
0 oN
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Para concluir la prueba, basta ver finalmente que
1 t1
T —ty)r 1 / Gz —y)uP(y, s)dSyds < Ko, (3.15)
o0

para alguna constante Ko, y para todo x € Q. Sea x € 9. Si (3.15) no fuera cierta, entonces
existe una sucesion (zy,t,) con x, € d9, con t, — T tal que

tn
T — tn)ril / G(zp, — y)uP(y, s)dSyds — oo.
0o Jon
Como G > 0y G € L*, lo anterior indica que

tn
T— tn)ril / / uP(y, s)dSyds — oo, (3.16)
0o Joo

cuando t, — T. Por la compacidad de 012, existe xg € 0f2 tal que x,, — x¢. En particular

tn
(T — tn)ﬁ / / uP(y, s)dSyds — oo.
0 6QﬂB(x0,%)

Existe un punto z1 € 92N B(zo, 3) tal que para alguna (%, ) subsucesién de (t,) se cumple

tny
(T — tnk)ﬁ / / uP(y, s)dSyds — oo,
0 9QNB(z1,1)
cuando t, — T. Ahora bien, en particular la ecuacién anterior implica que
I .
(T — ty,, )P 1 / / G(Z —y)uP(y, s)dSyds — oo, (3.17)
0 o0

para todo & € (99 N B(x1, 1)} Aqui hemos usado que G(z —y) < ¢ > 0 para [z —y| < 1
y que u es positiva.

1
De otra parte, multiplicando(3.14) por (T' — t,, )»~T se obtiene

(T = t) 7T u(E, t,)

tn
= (T - tnk)ril (e @)tk (7 / ' / D =9) J (% — y)u(y, s)dyds

tn
/ k/ A(Z) (tny, — S)G( y)uP (y, )dSyds)
o0

tn ~
T — t,,)71 / ' / e~ A@ =) Gz — y)uP (y, s)dS,ds.
0 o0
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Asi que

tng
(T — tnk)P%lu(ic, tn,) > (T — tnk)ﬁ / G(Z —y)uP(y, s)dSyds.
0 o0
En ésta dltima desigualdad hemos usado el hecho que existe ¢ > 0 tal que
¢ < e A@ Mt =s) <1,

Integrando en la frontera, obtenemos

1

(T — 1) 7T M (tg) = (T — 1, )77 / Uty ) S,

o0
tn
> c(T—tnk)pll)/ / “ |G - P (y, 5)dS,dsdS,,
o0 J0O oN

de donde se concluye entonces que M (t,, ) — o0, lo cual contradice (3.13).

Como consecuencia de lo anterior, se cumple que para cualquier x € 052

t
(T — t)7t / / (€, 5)dSeds < K,
0 (()QF‘IB(CC,%)

para alguna constante K. Por la compacidad de 9, existen x1,--- , 2 tales las bolas de
centro xy y radio i cubren 0f). Se concluye entonces que

t
(T — 1) / / WP (@, 8)dSsds < K. (3.18)
0 JoQ

donde K es el méaximo de los Kj, tales que

t
(T—t)pll/ / uP(€, 5)dSeds < K.
0 JoQNB(z,)

Pero de (3.18) y dado que G > 0y G € L, entonces (3.15) es cierto para todo z € Q.

Esto termina la demostracion del Lemma. (Las constantes son independientes del g
escogido previamente para definir m). ]

3.4.3. Sobre los conjuntos de explosion de (3.11)

Finalizamos el presente capitulo, con un Teorema que nos permite identificar los con-
juntos de explosion de de la solucion u de (3.11). Con este fin, usamos los mismos conjuntos
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definidos en el capitulo 2 a saber:
Qo =9Q, By=09Q,
Bi={ze€Q—-U,.;B; / d(z,Bi1) <1},
Q; =Q,_1— B,.

Teorema 6. Sea u una solucion de (3.11) que explota en el tiempo T, y sea i > 2 un
numero entero . Entonces, si p > 2 u explota en By. St % <p< ﬁ entonces u explota

en
k=i
U By.
k=1

Demostracion. Sea u una solucion de (3.11) y sea Cy como en el Lemma 13 tal que

C
e, DI < ——>—.
T —t)r1
En particular se tiene que B
Co
uP(x,t) < 5
(T —t)rT
Consideremos el problema
Cy
al@,t) = [ J@—y)(2(y,t) —2(2,t))dy+ [ Gz —y)———dS),
Q el (T —t)pT (3.19)
u(z,0) = up(z).
Notemos entonces que
Ut(l', t)
= [ @ = vz is+ | 6= .o,
Cy
< | J@=y)(uly,t) —u(z,t))dy+ [ Gz —y)————dS,.
Q o0 (T - t) p—1

Como la condicién inicial de (3.11) es la misma que la de (3.19) entonces se concluye que u
es una subsolucién de (3.19) asi que u(z,t) < z(z,t), siendo z(x,t) la solucion de (3.19). Si
llamamos B(u) el conjunto de explosion de u y B(z) el conjunto de explosion de z, entonces
se tiene que si z € B(u) entonces x € B(z). Asi que

B(u) C B(z).
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Ahora bien, sea C7 como en el Lemma 12 tal que

Ch

—— <|lu(, D).

(T— 1)
En particular se obtiene 3

G <

(T — 1)

Si consideramos el problema
Ci
vz, t) = | J(@—y)(v(y,t) —v(z,t)dy+ | Gz —y)———FdSy,
Q e} (T —t)r—1 (3.20)

u(z,0) = up(z),

puede entonces observarse que

ug(x,t) = / J(z—y)(uly,t) —u(z,t))dy + | Gz —y)u"(y,1)dS,
Q a0

Ci
> / J(x —y)(uly,t) —u(z,t))dy + / G(x —y)————dSy,
Q e} (T —t)r—1
y por lo tanto se obtiene que u es una supersolucion de (3.20) y entonces v(x,t) < u(z,t)
siendo v la solucion de (3.20). Luego, si B(v) es el conjunto de explosion de v entonces se
obtiene
B(v) C B(u).

Ahora bien, si llamamos o = Ll y consideramos el problema estudiado en el capitulo 2

con ¢g(y) = C siendo C una constante, obtenemos

ut(gr,t):/QJ(:c—y)(U(yﬂf)—U(J«“ﬂf))d?ﬂr o TV Tt (3.21)

u(x,0) = ug(z).

De acuerdo a los resultados del capitulo 2, los conjuntos de explosion de (3.21) no dependen
de la constante C, y por lo tanto los conjuntos de explosion B(z) y B(v) son iguales. Se
obtiene entonces que

B(u) = B(z).

Usando los resultados del capitulo 2, obtenemos que si p > 2 entonces 1 < a < 2 y en éste
caso el conjunto de explosion es By. Si p = ;5 entonces a = i y asi el conjunto de explosion
es

k=i
B(u) = | B
k=1
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Finalmente, si % < p < ;%7 entonces i < a <i+ 1y por lo tanto
k=i
= J B«
k=1

Esto finaliza la prueba del Teorema. O

Nota 4. En el caso particular Q@ = [—L, L] entonces las tasas de explosion (Lemas (12-13)
se obtienen de una manera mds sencilla. En efecto, sea p > 1, y notemos que en este caso,
el problema (4.32) toma la forma

(x,t) / J(x —y)(u(y,t) — u(z,t))dy + G(x + L)uP(—L,t) + G(z — L)uP(L, 1),

u(z,0) = uo(x).
(3.2

2)
Es facil observar que dada la simetria de J y G, si el dato inicial es simétrico (ug(x) =
uo(—x) ), entonces la solucion u es simétrica, es decir, para todo t se tiene u(x,t) = u(—x,t).
En efecto, sea w(x,t) = u(—x,t), entonces

wi(z,t) = u(—x,t)
L
_ /_L Tz + )y, t) — w(z, ))dy + G(@ — LYwP(L,t) + Gz + LywP(—L, 1)
L
= /L J(x —y)(w(y,t) —w(z,t)dy + G(x — L)wP(L,t) + G(x + L)wP(—L,1),

es decir, dado que el dato inicial es simétrico entonces w satisface (3.22). Con lo cual la
solucion u es simétrica y por lo tanto u(—L,t) = u(L,t). El problema (3.22) se reduce a

L
wn ) = / I =)o) = . O)dy + (6o + L) + Glo = L) (~L).

u(x,0) = ug(z),
(3.23)

Si suponemos que el dato inicial es estrictamente decreciente en [—L,0], entonces u
es estrictamente decreciente en [—L,0]. En efecto, si no fuera asi, existen ti, x1, xa con
x1 < x2, x1,x2 € (—L,0) tales que u(x1,t1) = u(ze,t1) =0 y u(z1,t) < u(xa,t) para todo
t. Ademds tendriamos

0 < wp(xo,t) — ug(wr,t) < u(wy,t) —u(xe,t) <0,
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de donde
u(xy,t) —u(xg,t) =0,

para todo t. Pero esto no puede ocurrir, pues hemos supuesto que el dato inicial el estric-
tamente decreciente. Entonces debe ser u(wx1,t) > u(xa,t), para todo t y todo x1 < x2. Sea
entonces

max u(x,t) = u(—L,t),

z€[—L,L]
entonces de (3.23) obtenemos
L
w(-L0) = [T =) (aty.) = u(-L Oy + GO+ G2LPLt)
_L .
< CuP(—L,t).
Hemos usado el hecho que u(y,t) — u(—L,t) < 0, y C = G(0) + G(—2L). Definiendo
f(t) =u(—L,t) entonces
!
0 o

(f(@)r ~

Sea T el tiempo de explosion de la solucion u de (3.23). Integrando de t a T obtenemos

0 .
| Gapr=er=o

de donde se desprende que existe una constante C1 tal que

u(-Lty> —S
(T —t)r1
De la misma manera, de (3.24) se tiene
L

u(—L,t) > — J(—L —y)u(—L,t)dy + (G(0) + G(—2L))uP(—L,t)
-L

> —u(—L,t)dy + CouP(—L,1),
con Cy = (G(0) + G(—2L)). Si como antes, hacemos f(t) = u(—L,t) obtenemos

fi(t) = =f () + Caf(1))"-
Como p > 1, y u explota entonces
@
2

f1@) = —(f@®)",
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st tomamos u(—L,0) suficientemente grande. Integrando det aT' y procediendo como antes,

podemos concluir que existe una constante Cq tal que
C

w(~Lt)< —

(T —t)r—1

En definitiva, tenemos el siguiente Teorema sobre las tasas de explosion de las soluciones
de (3.23):

Teorema 7. Se~a u una solucion de (3.23) que explota en el tiempo T. Entonces existen
constantes C1, C tales que
Cl C~'1
1 < Hu('vt)HL‘” < 1
(T —t)r—1 (T —t)rT1

Para el estudio de los conjuntos de explosion se procede de la misma manera que en la
seccion anterior.



CAPITULO 4

Sobre el problema discreto

4.1. Introduccion

En el capitulo I, estudiamos el problema

ut(w,t) = /Q J(x —y)(u(y,t) — u(z,t))dy + - G(x —y)g(y,t)dSy, (1)

u(z,0) = uo(z),

que para el caso particular en que Q = [—L, L] toma la forma

L
gz, t) = / J(z = y)(uly,t) —u(z,1))dy + Gz + L)g(=L,1) + G(x = L)g(L, 1),
—L
u(z,0) = uo(x),

(4.2)
en donde J,G : R — R son funciones no negativas, suaves, simétricas J(z) = J(—=z),
G(z) = G(—=z), crecientes en [—L,0] y de soporte compacto en la bola unitaria con inte-
grales unitarias, es decir | J(z)dx =1, | G(z)dr = 1. Aqui g es una funcion dada regular.

R R
En el presente capitulo, estudiamos el problema discreto asociado a (4.2). Se presentaran

resultados acerca de la existencia y unicidad de soluciones y veremos ademas que las solu-
ciones satisfacen un principio de comparacion. De la misma manera como en el capitulo 3,
se obtendran resultados acerca del perfil de explosiéon de las soluciones para el caso partic-
ular g = uP. Veremos que el problema es consistente en el sentido que las soluciones del
problema discreto convergen a las soluciones del respectivo problema continuo.

78
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4.2. Discretizaciéon de (4.2)

La discretizacion del modelo (4.2) se realizara en la variable espacial x, de tal manera que
la variable temporal ¢ se mantendra continua. Para tal fin, consideramos una descomposiciéon
uniforme del intervalo [—L, L] en 2N partes iguales, para obtener 2N + 1 puntos de la

forma x; = ith, —N < i < N, siendo h = N > (0 el pardmetro de discretizaciéon. En ésta

descomposicién, se observa entonces que L = Nh 'y —L = —Nh. Usando la notacién

u(x, t) = u;(t),

$J+h
/, da:j = h,

J

y usando el hecho que

entonces el modelo discreto asociado a (4.2) toma la forma

j=N

W0 = 3 WA= ) a5(0) ~ w(0) + GOl + N)g-(0) + Glhli = Mg ) (o
=N

0i(0) = uolizs) = (i),

< N, en donde, por simplicidad, se ha puesto g_(t) y g+(t) en vez de

para —N < 1
y g(Nh,t) respectivamente y ug(z;) > 0.

g(—Nh,t)

4.2.1. Existencia y unicidad de soluciones para (4.3)

Teorema 8. Consideremos (ug); > 0. Entonces, erxiste una unica solucion de (4.3) en

C([0,t0);17).

Demostracion. El problema (4.3) determina un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias (U’ = F(U)). La existencia y unicidad de la solucion son consecuencia de la teoria
clasica para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, usando el hecho que con las
condiciones F(U) es Lipchitz. O

Corolario 13. u;, i = —=N,..., N es solucion de (4.3) si y solo si

t J=N

ui(t) = (uo)i+ [ D hJ(h(i— 5))(uj(s) — wi(s))dt
0 j=—N (4.4)

" /O (GUh(i + N))g_(s) + G(h(i — N))g (s))dt.
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Demostracion. El Teorema (8) garantiza la existencia y unicidad de la solucion. Integrando

(4.3) de 0 a t, se obtiene lo afirmado. O
Corolario 14. Sea u; una solucion de (4.3). Entonces la masa total del sistema verifica
N
m(t) = Y uit)
i=—N
N . N (4.5)
= 3% w0+ [ 3 (Glhli+ N))g—(5) + Glh(i = Vg ().
i=—N i=—N

Demostracion. En efecto, de (4.4) obtenemos
N N

D wilt) =Y (uo)i(t)

1=—N 1=—N
N
>
i=—N "0

t N
+/ > (G(h(i+ N))g—(s) + G(h(i — N))gy.(s))dt.
0 i=—N

t I=N

S (Rl — ) (s (s) — wils))dt
=—N

j=

El resultado se desprende, usando la simetria de J y haciendo cambio de indice en la
sumatoria donde aparece el nicleo J junto con u;(s), pues, en éste caso tenemos

S [0S - )ts) - st =o.
O

Otro resultado importante, el cual nos indica la dependencia continua de las soluciones
con respecto al dato inicial es el siguiente:

Corolario 15. Sean u y w soluciones de (4.3), con datos iniciales (ug)i, (wo); respecti-
vamente. Entonces, para tg > 0 existe una constante Cy que depende unicamente de ty tal
que
o2x [[u(,t) —w(, )l < Calluo — wolly (4.6)
Demostracion. En efecto, por el corolario 13 tenemos
t =N

wilt) = (up); + /0 ST BT — ) (uy(s) — wi(s))dt
j=—N

" /0 (G(hi + N))g_(s) + G(h(i — N))gs (5))dL.
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y in
wilt) = (wo)i+ [ 30 RI(hli = )layls) — wils)i
0,y

Después de célculos, se obtiene
(-, t) = w(- D] < [fuo — wollp + Cstol||lu — wlf],

siendo |||ul|] = méxo<i<t, ||u(-,t)|]l’17, de donde, haciendo Cy = ﬁ, obtenemos (4.6).
Aqui, debe tomarse ¢y suficientemente pequeiio tal que Csty < 1. O

El siguiente teorema es util para anélisis posteriores, y es conocido como (Teorema de
comparacion):

Teorema 9. Supongamos que u,v € C[—L, L] son soluciones de (4.3) con datos de frontera
g—,9+ Y G-, g+ respectivamente y datos iniciales ug y vo en C'[—L, L]. Supongamos que
ug < v, §— < g— y g+ < g+. Entonces uy(t) < vg(t) k € {—N,--- ,N}.

Demostracion. Sea tg suficientemente pequeno. Por contradiccion, supongamos que existe
un ¢ < to y un indice 7 tal que w;(t1) = vi(t1) y wi(s) < wvi(s) para s < t; y todo
i={=N,---,N}. Sea w; = u; — v;, luego (wp); = up — vy < 0. Usando el corolario 13, se
tiene que

0 = W; (tl)

t1 N
= (wo)i+ [ D hJ(h(i = j))w;(s) — wi(s)]
0
-N

+G(h(i+ N))(g- —g-) + G(h(i = N))(g+ — 9+)

1 N

< (w0l [ DI - D)l-wi(s)
Uy

< (wo)i + 2to((uo)i + (vo)i)

<0,

para ty suficientemente pequeno, lo cual es una contradicciéon. En la anterior desigualdad,
hemos usado que g_ > g_ y g5+ > g4, que (wp); < 0, que wj(s) < 0, y que —wj(s) =
vi(s) — u;(s) > 0. La contradiccion anterior prueba el Teorema. O
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4.3. Consistencia y convergencia
En ésta seccién, enunciaremos algunos resultados que nos garantizan que las soluciones
del problema discreto (4.3) convergen a las soluciones del problema continuo (4.2).

Definicion 6. Una funcion u es una supersolucion de (4.3) si satisface las siguientes dos
condiciones:

1. uz(O) Z (uo)i,
i(t) = i hJ (h(i = 5))(w;(t) = ui(t)) + G(h(i + N))g-(t) + G(h(i = N))g(t).
j=—N

Definicion 7. Una funcion u es una subsolucion de (4.3) si satisface las siguientes dos
condiciones:

1. ui(0) < (uo)i,

j=N
Z h(i = 5)(w;(t) — ui(t)) + G(h(i + N))g-(t) + G(h(i — N))g+(t).

Como en el capitulo 1, una caracteristica de las supersoluciones, es dado por el siguiente
resultado:

Lema 14. Sea ug € lh, (up)i > 0, y sea u una supersolucion de (4.3), con dato de frontera
g > 0. Entonces, u; > 0.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que u; < 0 algin ¢. Sin pérdida de general-
idad podemos suponer que es el mas negativo de todos los uy, es decir, si u; <0y up, <0
entonces u; < u,. Sea v; = u; + €t, con € > 0 suficientemente pequeno de tal manera que v;
siga siendo adin negativo. Sea ademas %y el punto donde u; alcanza su minimo, entonces

0 > vj(to) = uj(to) + €

j=N

> 3 W (i = ) (u(to) — wilto))
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dado que J,G son positivos y g4, g— son no negativos y v;(to) — vi(to) > 0. Se obtiene
entonces una contradiccion, la cual prueba el Lemma. O

El siguiente resultado, es uno de los mas importantes de la presente seccion:

Lema 15. Sea u(z,t) la solucion continua (mds ezactamente u € C1) de (4.2), y sea (u;(t))
la solucion del problema discreto (4.3). Sea ademds ty > 0. Definamos w;(t) = u(x;,t).
Entonces, existe una constante K > 0 tal que

max |w;(t) —u;(t)| < K h,
t€[0,to]

de donde se obtiene
wi(t) — u;(t),

cuando h — 0.

Demostracion. Como wj(t) = u¢(x;i,t), usando (4.2) obtenemos

L
wl(t) = / = 9)lulo ) — wiOldy + Gla + Lg- + Glas ~ L

zj+h
= Z / J(x; —y)uly,t) —w;i(t)]dy + G(x; + L)g— + G(z; — L)g+
=N

N N
(= X ol - w0+ 2 R aegte) — wilo)]).
j=—N j=—N

Reorganizando los términos en la expresiéon anterior se llega a que
N
wi(t) = Y hJ(h(i = §))[w;(t) = wi(t)] + Glzi + L)g— + Glwi — L)gs
j=—N
N xj+h
(7 = lulnt) — w0y~ e = )y ) - o))
j=—N 7T

Si el primer sumando del tltimo paréntesis lo llamamos F(y) y el segundo F'(x;), se tiene
entonces como una aplicacién del Teorema del valor medio que

F(y) — F(x;)| < méx [F'(&)|h,
|F'(y) — F(x5)] < &Iﬁagful €3]

para § € (xj,x; + h). Podemos entonces decir que existe una constante K tal que

~Kh<F(y) - F(z;) < Kh. (4.7)
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Como consecuencia, encontramos que

ZhJ (i — ) w;(t) — wi(t)] + Gai + L)g- + G(x; — L)gy + Kh.
j=—N

En particular, tenemos

N

((wi(t)) =wi(®)) < Y~ hJ(h(i = ) [(wj(t) = uj(t)) = (wi(t) = us(t))] + Kh
j=—N (4.8)

wZ(O) - ul(O) =0.

Sea z;(t) = w;(t)) — u;(t). Si cambiamos el < por = en (4.8), tenemos la ecuacion

N
)= D hJ(h(i = )lz(t) = (6)] + Kh

(4.9)
z;(0) = 0.
De otra parte, la solucién del problema
Zi(t) = Kh
zi(0) =0,
la cual viene dada por
Zi(t) = Kht,

Es una supersolucion (solucion) de (4.9). En efecto, para éste caso, la sumatoria en (4.9) es
cero y (Z;(t))" = Kh. Por lo tanto, de (4.8) tenemos entonces

wi(t) — uz(t) S Kht S Khto, (4.10)
para algan to > 0 (9 > t).

Ahora bien, si tenemos en cuenta la desigualdad izquierda de (4.7), entonces podemos
decir

N
wi(t) > Y hJ(h(i = §))[w;(t) — wi(t)] + G(zi + L)g- + G(x; — L)gy — K b,
j=—N
por lo tanto,
N
(wi() —wi(®)) = Y hJ(hi = §))[(w;(t) — u;(t) — (wi(t) — wi(t))] — K1k
j+—N

wi(O) — Uy (0) =0.
(4.11)



CAPITULO 4. SOBRE EL PROBLEMA DISCRETO 85

Procediendo como antes, podemos concluir que Z;(t) = —K ht es una subsolucion (solucion)
de
N
(wi(8) = (D) = 37 AI(hi — ) (8) —y(0) — (wi(t) — wi(0))] — K
j+-N

w;i(0) — u;(0) = 0.
Por (4.11) tenemos entonces
wi(t) —u;i(t) > —K1ht > —K1hty, (4.12)
para algun ¢; > 0. Finalmente, de (4.10) y (4.12), podemos decir que existe K > 0 tal que
[wi(t) = ui(t)| < Kh,
con lo cual se obtiene finalmente que
wi(t) — ui(t),

cuando h — 0. Es decir, las soluciones del problema continuo convergen a las soluciones del
problema discreto. O

4.3.1. Soluciones estacionarias

En éste apartado, trataremos sobre la existencia de soluciones estacionarias para el
problema (4.3). En éste sentido, es claro que el respectivo problema estacionario asociado
a (4.3) esta dado descrito por la siguiente ecuacion:

N
0= 'Z hJ(h(i — §))[¢; — ¢i] + G(h(i + N))g— + G(h(i — N))g. (4.13)

El primer resultado asociado al problema (4.13) es dado por el siguiente lemma:

Lema 16. Si el problema (4.13) tiene una solucion, entonces se cumple

N
> (G(h(i+ N))g- + G(h(i— N))gy) =0. (4.14)
i=—N

Demostracion. En efecto, sumando a ambos lados de (4.13) se tiene

O—Z Zhj (i — 5)) ZZhJ (i — 5))¢i

—N j=—N —N j=—N
N

+ Z h(i+ N))g- + G(h(i — N))g4).
—N
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Usando la simetria de J, se obtiene
ZZhJ (i—17)) ZZhJ (1—7))¢pi =0,
—N j=— —N j=—N

obteniendose entonces (4.14). Es decir, (4.14) es una condicién necesaria para la existencia
de soluciones estacionarias para el problema (4.13). O

En el siguiente Teorema, veremos que la condicién es ademés suficiente.

Teorema 10. El problema estacionario descrito por (4.18) tiene una solucion si y solo si

se satisface (4.14).

Demostracion. De acuerdo al Lemma anterior, solo hay que demostrar que la condicién es
suficiente. Supongamos que se cumple (4.14), y escribamos (4.13) como sigue:

N
> hJ(h(i - §)¢ E:hj (i —7))p; = G(h(i + N))g— + G(h(i — N))gy. (4.15)
j=—N j=—N

Después de cancelar adecuadamente, (4.15) toma la forma

N N
S hI(aG— )i~ Y. hJ(h(i—j5))e; L6
=—N (%) j==N (i) (4.16)

= G(h(i + N))g— + G(h(i — N))gs.

Escribiendo las respectivas ecuaciones para —N < i < N, obtenemos un sistema cuadrado
de 2N + 1 ecuaciones, en las funciones ¢;, el cual puede escribirse en forma matricial como

B¢ =1V, (4.17)
siendo
d-N
o= ;
oN
V_N
V= ,

UN
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vi = G(h(i + N))g- + G(h(i — N))gs

—N <1< N, ydonde B es la respectiva matriz de coeficientes la cual resulta ser simétrica,
como consecuencia de la simetria de J.

Consideremos el sistema homogeneo asociado a (4.13)
B¢ =0, (4.18)

donde cada fila i-ésima es dada por
N N
¢i > hJ(h(i—4)) = > hJ(h(i—j))¢; =0,
j=—N j=—N

o en forma equivalente

N

> hJ(h(i =) (6; — ¢i) = 0. (4.19)

j=—N

Notemos que de (4.19) debe tenerse ¢; = ¢; para todo |h(i — j)| < 1. Caso contrario, si 4
es tal que ¢; = Max_pn<j<n ¢;, entonces de (4.19) se tendria

N
0= hJ(h(i—j))(¢; — &) <O,
j=—N

dado que ¢j —¢; < 0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe K # 0 tal que (4.18)
se puede escribir como

K BV =0,

con

de donde se desprende (4.18) tiene soluciones diferentes de cero.N(En particular, esto quiere
decir que el nucleo de B esta compuesto por los multiplos de V). Luego el sistema (4.17)
tiene solucién si y solo si

<V,V >=0,

es decir, si y solo si
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Como ésta ultima es la condicién que hemos supuesto se cumple, entonces el sistema (4.13)
tiene solucion ¢ = (¢p_n, ..., ¢n). Teniendo en cuenta (4.14) y (4.5) entonces debe tenerse

ademéas que
N N

> (w)j= > uolz;) =m
j=

j=—N —-N

y por tanto la soluciéon ¢ debe satisfacer

N
E ¢] =m,
j=-N
o en forma equivalente

N N
S gi= > uo(z)). (4.20)
j N

Jj=—N Jj==

Esto termina la demostracion del Teorema. O

Teorema 11. Sea u una solucion del problema (4.3), con g una funcion satisfaciendo la
condicion de compatibilidad (4.14). Sea ¢ la iunica solucion del respectivo problema esta-
cionario (4.13) satisfaciendo (4.20). Entonces,

ui(t) — éi, (4.21)

uniformemente cuando t — oo.

Demostracion. Sea w;(t) = u;(t) — ¢;, por lo tanto w}(t) = u}(t) — 0. De la condicién de
compatibilidad (4.14) se obtiene en particular G(x; + L)g— + G(z; — L)g+ = 0, dado que
G, g— y g4+ son positivas. Por lo tanto, tenemos que

(4.22)

Se desprende entonces que

5;2 wit) = Y Y hJ(h(i — §))(w;(t) — wi(t)) = 0. (4.23)

=—N i=—N j=—N
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De ésta ultima ecuacién obtenemos

N

> wit) = K,

i=—N

para K una constante. Sin embargo, para t = 0, por la condicién (4.20) debe tenerse K = 0,

y entonces
N

> wi(t) =0, (4.24)

i=—N
de donde, usando nuevamente (4.20) podemos concluir

N

> ui Z i = Z uo (). (4.25)

i=—N i=—N

Por otro lado, usando el corolario (15) obtenemos que en particular existe una constante
C > 0 tal que
wi| < C[|(wo)i — illl; (4.26)

luego, las w;(t) son uniformemente acotadas. Cada w;(t) determina un conjunto equiacota-
do, entonces, si consideramos la familia {w;(t,)}, para (t,) una sucesion creciente, existe
una subsucesion {w;(ty, )} que converge uniformemente a una funcion &; la cual resulta ser
solucion del respectivo problema estacionario. En efecto, si

Z ZhJ (i =) —&) =k #0

—N j=—N

tenemos

Z Z hd (h(i = 5))(w; (tar) = &) = (wiltnr) = &))| -

—N j=—
La parte derecha de ésta tltima igualdad es cero contradiciendo el hecho de que

N

> wi(t) =0.

i=—N

Por lo tanto, debe tenerse k = 0, luego debe ser

Z ZhJ (i—3)(& —&) =0

—N j=—
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Ademés, por (4.20) &; debe ser constante, y por (4.24), la constante debe ser cero. Tenemos
entonces que
w;(t) — 0,

uniformemente cuando ¢ — co. Se obtiene de ésta manera (4.21). t

Finalizamos ésta subseccién con el siguiente corolario:

Corolario 16. Si la condicion de compatibilidad (4.14) no se cumple, entonces, si u es
solucion del problema (4.3) entonces méax; u; — oo cuando t — oo.

Demostracion. Supongamos que

N

> (G(h(i+ N))g- +G(h(i = N))g4) > 0.
i=—N

De (4.5), se desprende entonces que para t suficientemente grande, la masa total del sistema
es tan grande como queramos, de donde se deriva que wu;(t) es no acotada. ]

4.4. Sobre el problema discreto (4.3) con g = u?(z,t) con p > 1

La idea fundamental en la presente seccion, consiste en mostrar que para p > 1, existe
un tiempo de explosion, y determinaremos con que perfil la solucién explota. Tendremos en
cuenta que para que la solucién explote, basta que lo haga en alguna componente u;. Con
este fin, a lo largo de ésta seccidén haremos referencia al problema

j=N
wp(t) = Y hJ (i — 5)) (i (t) — ui(t))
j=—N

+G(h(i + N))uP(—Nh,t) + G(h(i — N))uP(Nh, t), (4.27)

uZ(O) = UO(J:'Z) = UQ(ih),

para —N < i < N, p > 1. Notaremos u?(—Nh,t) por u” \;, uP(Nh,t) por uy;, G(h(i+ N)
por G_n y G(h(i — N) por Gy. De (4.3) tenemos

j=N
Wy (t) = 3 hI(A(N — ) (uj(t) — un(t) + Gy y + Gy,

=—N
j=N
S RI(A(=N = )(u;() — u_n(8) + Gon oy + G .

- (4.28)
j=—N

J
u' (1) =
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Por lo tanto
uly (t) > —Cruy + G(0)uly,,
B (4.29)
u () > —Cru_ny + G(0)u” ,
asi que
uy () +u_n(t) > —Clu_y +un) + G(0)(u” y + ul)
(4.30)
> —C(U_N + UN) + G(O)(U_N + UN)p.

Si hacemos m(t) = u_n + uy, y procedemos como en el capitulo 3, se obtiene entonces
m/(t) > —Cm(t) + G(0)m(t)?, (4.31)

de donde m(t) — oo en tiempo finito, si para algun to, m(tp) es suficientemente grande. Por
lo tanto existe un tiempo de explosion que llamaremos T' donde m explota. En particular
se tiene

m'(t) > Cam(t)?, (4.32)

para alguna constante positiva Cy. Ahora, sea t < T'. Integrando (4.32) de t a T obtenemos
m(T) d
[,
m(t)

de donde usando que T es es tiempo de explosion de m se obtiene entonces

1
& Dt = B

De ésta ultima ecuacién obtenemos

mt) < —>
(T — )7

para una adecuada constante K > 0. En particular obtenemos



CAPITULO 4. SOBRE EL PROBLEMA DISCRETO 92

1
integrando de 0 a t para ¢t < to y usando que la funciéon (T'—¢) =T es acotada para 0 <t < T
entonces existe una constante Ko tal que

de donde
K,

1
! (T —t)rT1
El siguiente Lemma nos proporciona una desigualdad en sentido contrario a la obtenida
anteriormente.

Lema 17. Sea

max u;(t) <

wlt) = —2
(T — )7

(v0)i > (u0)i,

C={G_n+Gn}.

Si
1

(Clp—1))7T

entonces v; es una supersolucion de (4.27).

A=

Demostracion. En efecto, un calculo directo muestra que si
1

(Cp—1))7T

entonces v satisface (4.27). En particular v; es una supersolucion de (4.27). O

A:

Como una consecuencia del Lemma, podemos entonces decir que

A
— 1 2 W
(T —t)r—1
y por lo tanto,
A )
———— > maxu;. (4.33)
(T —t)r1 ’
De (4.33), se concluye que el perfil de las soluciones de (4.27) queda determinado por la
relacion A X
N

Con el perfil de las soluciones de (4.27) concluimos éste trabajo.



Conclusiones

s En este trabajo se han estudiado modelos de difusién no-local analogos al problema
de Neumann para la ecuacién del calor.

Més concretamente se estudian ecuaciones de la forma
wie.t) = [ T )uln.t) = uw.0)y + [ G —)a(w.0)d5,

donde J : RY — Ry G : RY — R son funciones continuas de soporte compacto en
la bola unitaria (J,G € Co(RY)), no negativas, radialmente simétricas y decrecientes,
con la propiedad

J(z)dz =1,
RN

y Q@ C RN un dominio acotado, conexo con frontera suave.

Se demuestran los siguientes resultados:

1. existencia y unicidad de soluciones,
2. validez de un principio de comparacién,

3. comportamiento asintético de las soluciones de éste problema cuando el dato de
borde g no depende del tiempo.

A continuacion se estudia el caso en que la funcion g(z,t) que describe la condicion

de frontera es la funcion
g()
(T —t)>’

con a > 0y g(z) > 0y se demuestran los siguientes resultados:

g(l‘,t) =

1. las soluciones explotan en tiempo finito si y solo si a > 1,

2. se obtienen las tasas de explosion,
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3. se obtienen los conjuntos de explosion.

Luego nos abocamos al estudio de problemas no lineales de la forma

ur(z,t) = (J xu(z, b)) —u(z,t) + o Gz —y)g(u(y,t))dS, (x,t) € Qx (0,T),

u(z,0) =up(r) x€Q,
demostrando

1. existencia y unicidad de soluciones,
2. un principio de comparacion

3. para el caso particular en el que g(u(z,t)) = uP(z,t) se estudia el fenémeno
de explosion (con p > 1) y se realiza un estudio de las tasas y perfiles de las
soluciones (analisis de explosion) .

Finalmente, se ha considerado el problema discretizado en Q = [—L, L]

L
ug(z,t) = /_L J(@ —y)(u(y,t) —u(z,t))dy + G(x + L)g(—L,t) + G(xz — L)g(L, ),

u(z,0) = uo(z),
y se obtienen los siguientes resultados:

1. existencia y unicidad de soluciones,

2. un principio de comparacion,

3. perfiles de explosion de las soluciones para un caso particular de funcién g sobre
la frontera.

4. las soluciones del problema discreto convergen a las soluciones del respectivo
problema, continuo.

En resumen, en esta tesis se aborda un problema actual de difusién no-local que no
habia sido estudiado previamente. El estudio propuesto se basa en establecer que el
problema esté bien planteado y luego estudiar propiedades asintoticas de las soluciones
asi como empezar el estudio de las aproximaciones numéricas de estos problemas.

Las técnicas empleadas en esta tesis son mayormente aquellas del anélisis no-lineal de
ecuaciones diferenciales y sus aproximaciones numéricas.



Trabajo futuro

A continuacion hacemos una breve descripcién de problemas que nos gustaria abordar
en el futuro y que se abren como continuacién natural de esta tesis.

= Estudiar el problema rescalando los nicleos

1
wat) = [ =)0 @)y ¢ [ Gle—a.0ds,,
u(z,0) = up(x),
donde

1z z 11

_ o ta? _ 2 2
J(2) = g 1), Gele) = GC), ' = 2/3(0’1) J(2)22dz,

se tienen resultados de existencia y unicidad idénticos a los contenidos en esta tesis.
Es de esperar que si u es una solucién del problema de Neumann clasico
u—Au=0 en Qx(0,7T),

Z% =g sobre 0f) x (O7T)a

u(z,0) = up(z) en €,

y si u® es solucién del problema reescalado entonces

u® — u,

cuando € — 0. Este resultado no forma parte de esta memoria y serd objeto de
investigacion en el futuro.
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= Abordar el estudio de aproximaciones numéricas de estos problemas en dimensiones
mayores. En este punto esperamos que los resultados obtenidos para una variable
sean facilmente generalizables a més variables, sin embargo en este caso habra que
tener especial cuidado en la convergencia del método al discretizar la integral sobre
la frontera del dominio

G(z —y)g(y,t) dSy.
o0

» Estudiar problemas no-locales (existencia, unicidad, propiedades asintoticas, etc) donde

la parte principal no es lineal. Nos referimos a problemas de la forma

u(x,t) = /QJ(%" = yluly, t) — u(z, )P~ (uly,t) - ul, 1)) dy

+ [ Gz —y)g(y,t)dSy,
o

u(z,0) = up(z).

» Estudiar este tipo de problemas no-locales cuando € no es un dominio en R sino un
espacio de medida general y la probabilidad de salto viene dada por ntcleos simétricos
J(x,y) y G(z,y). Nos referimos a problemas del tipo

wn(at) = /Q T () (uly, ) — u(z, £)) du(y)

+ [ G(z,y)9(y,t)dS,,
o0

u(z,0) = uo(z),

donde €2 es un subconjunto abierto de un espacio topologico (con una medida du) y
0 es su frontera (con otra medida dS).

= Considerar problemas "mixtos", es decir, problemas de la forma
wla,t) = [ T = 9)(ul.t) = ula. ) dy

+ g G(z,y)g(y,t)dS,,
1

u(y,t) = h(y,t)  yeTy,

u(z,0) = uo(),

\

donde
o =T1UTs.
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