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Introduccion

La teoria de homotopia es el estudio de invariantes topologicos de espacios topolégicos y
de funciones continuas que sblo dependen del tipo de homotopia del espacio y de la clase
de homotopia de las funciones.

Definicién .0.1. Dos funciones continuas f,g : X — Y son homotdpicas (f ~ g) si existe
F : X xI — Y continua tal que F(z,0) = f(z) y F(x,1) = g(z) para todo = € X.
Dos espacios topolégicos X y Y tienen el mismo tipo de homotopia si existen f: X — Y
y g : Y — X funciones continuas tales que fg ~idy y gf ~ idx.

Los ejemplos clasicos de tales invariantes son los grupos de homologia singular H;(X) y los
grupos de homotopia m,(X). Como los grupos H;(X) y m,(X) con n > 2, son abelianos
estos pueden ser racionalizados, es decir, dotarlos de estructura de Q-espacios vectoriales
notados respectivamente H;(X; Q) y m,(X) ® Q. A partir de esto nace la idea de la teoria
de homotopia racional. La teoria de homotopia racional tiene sus inicios en los afios 60 con
una, construccién geométrica de Dennis Sullivan [5] donde mostraba que los CW complejos
simplemente conexos y las funciones continuas entre ellos podian ser racionalizados. Esto
quiere decir que construy6 espacios topolégicos Xg y funciones fg : Xg — Ygp tales que
H,(Xq) = H(X;Q) y m(Xq) = mp(X) ® Q. Por lo tanto se puede definir el tipo de
homotopia racional de un CW complejo simplemente conexo X como el tipo de homotopia
de Xg y la clase de homotopia racional de f : X — Y como la clase de homotopia de
fo : Xg — Yo, asi la teorfa de homotopia racional es el estudio de los invariantes topologi-
cos de Xq y las funciones fq.

La teorfa de homotopia racional tiene un gran poder computacional debido a los trabajos
de Daniel Quillen y Dennis Sullivan [23| en donde describen una formulacion explicita
mediante la asignacién de un objeto algebraico a un espacio topolédgico, salvo clases de
isomofismo, que determina su tipo de homotopia racional y ademas de que la clase de
homotopia racional de una funcién continua estd determinada por la clase de homotopia
algebraica de morfismos entre tales objetos.

Motivado en el algebra de De Rham de formas diferenciales de una variedad, Sullivan
construy6 para cada espacio topolégico X un algebra diferencial graduada conmutativa
sobre los racionales, Apy(X), conocida como el dlgebra de formas polinomiales del espacio
X. Sullivan prob6 que Apr(X) es homotodpico al complejo de cocadenas C*(X;Q).

IT



INTRODUCCION II1

Los objetos algebraicos que encontraron Quillen y Sullivan se conocen como modelos
minimales y se definen de la siguiente manera

Definicién .0.2. Un dlgebra de Sullivan es un algebra diferencial graduada conmutativa
de la forma (AV,d) con V. = {V"} ., y tal que V' admite una base z, indexada por
un conjunto bien ordenado tal que d(x4) € A(2g)s<a- Se dice que (AV,d) es minimal si
d(V) C AZ2V.

Definicion .0.3. Un modelo de Sullivan para un algebra diferencial graduada conmutativa
(A, d) es un quasi-isomorfismo [

v : (AV,d) — (A,d)

donde (AV,d) es un algebra de Sullivan. Se dice que el modelo es minimal si (AV,d) es
minimal.

De esta manera el modelo minimal que se le asocia a un espacio topolégico esta dado por
el modelo minimal del &lgebra diferencial graduada Apr(X).

El objetivo principal de este trabajo es describir la estructura diferencial del espacio de
lazos libres LX de una variedad cerrada simplemente conexa X, para esto se describira su
estructura de variedad de Hilbert, se mostrara la equivalencia homotépica entre el espacio
de lazos libres visto como variedad de Hilbert y visto como el espacio de aplicaciones con-
tinuas entre el circulo unitario y la variedad con la topologia compacta-abierta. También se
definira el dual del producto de lazos definido por Chas y Sullivan [3] sobre su cohomologia.

Para describir explicitamente la cohomologia racional del espacio de lazos libres se hara
uso de las herramientas computacionales de los modelos minimales:

Teorema .0.1. Sea X wun espacio simplemente conexo con modelo minimal (AV,d)
entonces el modelo para el espacio de lazos libres LX , estd dado por

(AV ® AsV, 6)

con 0(v) = dv y 0(sv) = —sd(v) donde s es la derivacion definida por s(v) = sv.

Finalmente se calculara explicitamente la cohomologia racional del espacio de lazos libres
de las esferas y de los espacios proyectivos complejos.

! induce un isomorfismo en cohomologia



CAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se introduciran todas las nociones bésicas que se necesitaran para el desa-
rrollo de este trabajo. Este capitulo esta divido en seis secciones organizadas de la siguiente
manera: algebras diferenciales graduadas, homologia y cohomologia singular, fibraciones y
fibrados vectoriales, isomorfismo de Thom, clase de Euler y sucesion de Gysin, espacios de
Banach y de Hilbert y por ultimo variedades de Hilbert y geometria Riemanniana. Cada
una de estas secciones constituye un conjunto de preliminares para los siguientes capitulos.

1.1. Algebras diferenciales graduadas

En esta seccidon se hard una breve introduccion de dlgebras diferenciales graduadas, em-
pezando con deficiones, ejemplos y algunos resultados conocidos. El ejemplo méas impor-
tante de esta seccion serd el de dlgebra conmutativa graduada libre, AV | pues a partir
de este ejemplo se definirdan las nociones de algebra Sullivan y modelos minimales en el
siguiente capitulo.

Definicién 1.1.1. Sea K un anillo conmutativo. Un K-mddulo graduado es una familia de
K-moédulos V' = {V,,},,cz donde los elementos pertenecientes a V;, son llamados elementos
homogeneos de grado n y se notard por |[v| =n, v € V,, al grado del elemento v .

Las notaciones estandar para modulos no-graduados se mantienen en el contexto graduado:

e Un submodulo V' C V es un moédulo graduado {V,}, ., donde V,; C V,, para todo
n € 7.

e El cociente del modulo V' por el submodulo V' es la familia {V,,/V }, s

e La suma directa @V («) es la familia {@V(a)n}
a « nez

e El producto directo [[V («) es la familia {HV(a)n} . El producto directo de V' y

nel
W se notara por V x W.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

e Un moédulo graduado, V', es libre si cada V), es libre. En este caso se tiene que la
unién disjunta de las bases de los V), es una base de V.

e Una aplicacion lineal f:V — W de grado i es una familia de aplicaciones lineales
fj + V; = Wjq; ademds cada aplicacion lineal determina dos submoédulos graduados
Ker(f) € V y Im(f) € W definidos por las familias (Ker(f)), = Ker(f,) y

(Im(f))n = Im(fn—i).
o Hom(V,W) es el modulo graduado definido por la familia {(Hom(V,W))n},cz »

donde (Hom(V,W)),, son todas las aplicaciones lineales de grado n entre V' y W. Si
f:V' =V yg: W — W son aplicaciones lineales entonces

Hom(f,g): Hom(V,W) — Hom(V',W")
b (_1)|f|(|gl+|¢|)g¢f

es una aplicacion lineal.

o Al mddulo dual de V., Hom(V,K), se le notara por V¥, y ff = Hom(f, K) : W# — V*
al dual de la aplicacion lineal f:V — W.

e Sean f, : V, — Z aplicaciones lineales de grado cero. El producto fibrado, (1]),(Va),

acl

es el submoédulo de []V, de los elementos {v,} tales que fo(ve) = f3(vg), o, € 1.

acl

El producto fibrado de V' y W se notara por V x W.
A

e Kl producto tensorial V ® W de un par de modulos graduados es la familia

{(V@W)n = P W@Wj} CSif: V= Viyg: W — W son aplicaciones
neL

i+j=n
lineales de grados p y q respectivamente entonces
fRg: VoW =V oW
(v@w) = (=) f(v) @ g(w)

es una aplicacién lineal de grado p + ¢.

e Una aplicacién p-lineal es una aplicacion ac: V(1) x - -+ x V(p) — W que se extiende
al producto tensorial mediante la aplicacion lineal g : V(1) ® --- ® V(p) — W, es
decir, a(vy,...,vp) =B(11 @ - R up) .

Ademas,

e La suspension de un modulo graduado V' es el médulo graduado sV definido por
(sV)p = Vp—1. Si v € V;,_1 su elemento correspondiente en (sV'),, se notara por sv.

e Notaciones que seran usadas V_,, = V", Vo, = {Vi}, 1 v Vap = {Vi}, < Los
modulos graduados Vg, Vsp, y<k yzk y>k V=k ge definen analogamente. Y se

utilizaran las notaciones V¥ ={V"} _ v Vi ={Vo},-0-
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Definicién 1.1.2. Se dice que una sucesion de aplicaciones lineales

Y A S )

es ezacta si Ker(g) = Im(f). En particular, si f es inyectiva y g es sobreyectiva entonces

0— M TN 2.0 0

es una sucesiéon exacta que se denomina sucesion exacta corta.

Lema 1.1.1 (Lema de los Cinco). Si en el siguiente diagrama conmutativo de mddulos
graduados las filas son exactas

L - M - N - P - Q
ap, lO‘M laN Ap JO‘Q
r M’ N’ P Q'

entonces,

1. St ag, es sobreyectiva y ademds apr y ap son inyectivas entonces an es inyectiva.
2. St apn y ap son sobreyectivas y ag es inyectiva entonces oy es sobreyectiva.

3. St ay, es sobreyectiva, ag es inyectiva y ademds apy y ap son isomorfismos entonces
an es un isomorfismo.

Demostracion. La prueba es inmediata a partir del lema de los cinco para el caso no-
graduado, para la prueba consultar [2]. O

Definicion 1.1.3. Un diferencial en un modulo graduado M = { M}, es una aplicacion
lineal d : M — M de grado —1 tal que d* = 0, al par (M, d) se le denomina complejo. Los
elementos de Ker(d) se conocen como ciclos, los de I'm(d) como fronteras y al cociente de
modulos graduados H(M,d) = Ker(d)/Im(d) como la homologia de M.

Definicién 1.1.4. Un morfismo de complejos ¢ : (M,d) — (N, d) es una aplicacion lineal
¢: M — N de grado cero tal que ¢d = d¢. Este induce una aplicacién lineal

H(¢): H(M) — H(N)
[2] = [6(2)]

Si H(¢) es un isomorfismo se dice que ¢ es un quasi-isomorfismo y se denota ¢ : M SN,
Dos morfismos ¢ y ¢ son homotdpicos (¢ ~ 1) si existe una aplicacion lineal h: M — N
de grado 1 tal que ¢ — ¥ = hd + dh . h se conoce como homotopia de cadenas.

Definicién 1.1.5. Una equivalencia de cadenas ¢ : (M,d) — (N,d) es un morfismo tal
que existe un segundo morfismo v : (N,d) — (M, d) y se tiene que ¢tp ~ idn y o ~ idyy.
Es inmediato que una equivalencia de cadenas es un quasi-isomorfismo.
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Note que si (M,d) y (N,d) son complejos entonces Hom(M, N) y M ® N también lo son,
v los diferenciales se definen por:

d(f) =df — (-1)VIfd, fe Hom(M,N)
dm@n)=dm@n+ (-D™medn, meMmneN (1.1)

Definicion 1.1.6. Un complejo de cocadenas es un complejo (M, d) con M = M™, en este
caso los elementos de Ker(d) se conocen como cociclos, los de Im(d) como cofronteras y
al cociente de modulos graduados H(M,d) = Ker(d)/Im(d) como la cohomologia de M.

Definicién 1.1.7. La suspensiéon de un complejo (M, d) es el complejo s(M,d) = (sM,d)
con diferencial definido por sdz = —dsx.

Lema 1.1.2 (Lema de la serpiente). Dada una sucesion ezacta corta de complejos

00— (M,d) ——~ (N,d) ——~ (Q,d) ——— 0

donde f y g son morfismos entonces existe una sucesion ezxacta larga de homologia

Hi(f) Hi(g) 5}

Hi(Q) —— Hi-a(M) —— -+

H;(M) H;(N)

Demostracion. El morfismo de conexién 0 se define de la siguiente manera: si z € () es un
representante de [z] € H;(Q) por la sobreyectividad de g existe n € N tal que g(n) = z,
y por la exactitud y la inyectividad de f existe un tunico ciclo x € M tal que f(x) = d(n)
y por tanto O se define como 0 [z] := [z]. Para ver que O estd bien definida y para la
demostracion del lema consultar [2]. O

Definiciéon 1.1.8. Un dlgebra graduada es un moédulo graduado, R, con una aplicacién
lineal asociativa de grado cero

R®R—R
TRY+— Y

la cual tiene un elemento neutro 1 € Ry, es decir, para todo x,y, 2z € R se cumple

(a) (zy)z=x(yz),y
(b) lza=x==x1.

Un morfismo ¢ : R — S de algebras graduadas es una aplicaciéon lineal de grado cero tal

que ¢(zy) = ¢(x)o(y) y ¢(1) = 1.

El anillo K puede ser visto como algebra graduada de la siguiente manera K = {K,}
donde
K, — K sin=0
0 sin#0

En este caso un morfismo de algebras graduadas ¢ : R — K se conoce como aumentacion.

nez



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

Definicion 1.1.9. Una derivacidn de grado k es una aplicacién lineal 0 : R — R de grado
k tal que

0(xy) = (x)y + (—1)"1z6(y)

Definiciéon 1.1.10. Sea R un élgebra graduada. Un R-mddulo (a izquierda) es un modulo
graduado M junto con una aplicacién lineal de grado cero

ReM — M

TR m—xm

tal que z(ym) = (zy)m y Im = m para todo x,y € Ry todo m € M. Analogamente se
definen los R-mo6dulos a derecha. Una aplicacion R-lineal f : M — N de grado k es una
aplicacién lineal de grado k tal que

flam) = (=D)VPlef(m), ze RzeM
Estas aplicaciones forman un submodulo Hompg (M, N) del moédulo graduado Hom(M, N).

Definiciéon 1.1.11. El producto tensorial M' @ M de un R-mo6dulo a derecha M’ y un
R

R-médulo a izquierda M es el médulo cociente

M oM

/ —
M%M_ 7

donde I es el modulo generado por los elementos de la forma m'z ® m — m’ ® xm con
m' e M, meMyuzéeR.
Ejemplo 1. Algunos ejemplos de dlgebras graduadas:

e Cambio de dlgebra. Un morfismo ¢ : R — S de algebras graduadas dota a S de una
estructura de R-moédulo a izquierda (derecha) mediante

r-s=¢(x)s 6 s-xz=s¢p(x), x€RseS

Si M es un R-mo6dulo entonces S@M es un S-modulo a izquierda s-(s'@m) = ss’'@m.
R R R

o Mddulos libres. Sea R un élgebra graduada. Un R-moédulo M es libre si M = RQV,
con V un moédulo graduado libre. Una base {v,} de V es una base para el R-m6dulo
libre M. Si ¢ : R — S es un morfismo de algebras graduadas entonces

SOM=S8(ReV)=5aV

es un S-moédulo libre con la misma base.

e Producto tensorial de dlgebras graduadas. Si R, S son &algeras graduadas entonces
R ® S denota el algebra graduada con producto

(z@y)(@ ©y) = ()2’ @ yy (1.2)
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o Algebra tensorial. Para todo modulo graduado libre V', el algebra tensorial TV se
define por
oo
TV:@TQV TV =V®---QV
N———
q=0 q
El producto estd dado por a-b = a ® b. Note que g no es el grado de un elemento
V1 ® - ®ug € TV el grado es ) |v;| y se dice que tiene longitud de palabra q.

Toda aplicacién lineal f : V' — R de grado cero de V', en un algebra graduada R, se
extiende a un Unico morfismo de algebras graduadas

f:TV >R
a®b— f(a)f(b)
Y toda aplicacién lineal g : V' — TV de grado k se extiende a una tinica derivacion
de grado k en TV
g:TV - TV
a®b gla) @b+ (=1)*lg @ g(b)

e Algebras conmutativas graduadas. Un algebra graduada A es conmutativa si

ay = (—1)lellyz, z,ye A

Si % € K lo anterior implica que 22 = 0 para todo elemento homogéneo z de grado

impar. Si A es un algebra conmutativa graduada entonces un A-médulo izquierdo,
M, es autométicamente un A-moédulo derecho

[m||z]

mx = (—1) xm

Si N es otro A-modulo entonces Homa(M,N) y M ® N son A-moédulos mediante
A

(¢f)(m) =a - f(m) = (=) f(zm)

z(m@n) =zmon = (-1)FMnp o zn
A A A

dondex € A, me M ynéeN.

1
2

entonces los elementos v ® w — (—1)"lw @ v (v,w € V') generan un ideal I C TV.
El algebra cociente

o Algebras conmutativas graduadas libres. Si 2 € Ky V es un médulo graduado libre

AV =TV/I

se llama dlgebra conmutativa graduada libre de V. El algebra AV tiene las siguientes
propiedades:

(i) AV es graduada, conmutativa y en particular el cuadrado de un elemento de
grado impar en AV es cero.

(ii) Existe un unico ismorfismo A(VE@ W) = AV ® AW tal que es la identidad en
VyenW.
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(iii) Si V es libre generado por un tunico elemento {v} entonces una base para AV
estd dada por:
{1 v si |v| es impar

1 v 0?2 3 si |v| es par

(iv) Toda aplicacion lineal V' — A de grado cero de V', en un algebra conmutativa
graduada A, se extiende a un tnico morfismo de algebras graduadas AV — A
y ademds toda aplicacién lineal V' — AV de grado k se extiende a una Unica
derivacién de grado k en AV.

(v) Sea AV — A un morfismo de algebras graduadas con 0 y 6" derivaciones en AV
y A respectivamente. Si ¢6(v) = 6'¢(v) para algtin v € V entonces ¢ = 6.
o0
(vi) AV = @Aqv donde AV es el moédulo generado por los elementos
q=0
v A Avg, v; € V; estos elementos tienen grado ) |v;| y longitud de pa-
labra ¢. Los elementos de AZ2V se denominan elementos descomponibles.

Definicién 1.1.12. Un dlgebra diferencial graduada (adg) es un élgebra graduada R junto
con un diferencial en R que es una derivacion. En este caso Ker(d) es un subalgebra de R
y Im(d) es un ideal de Ker(d). EL dlgebra de homologia H(R,d), de un adg (R, d), es el
algebra graduada H(R,d) = Ker(d)/Im(d).

Definicién 1.1.13. Un morfismo de adg f : (R,d) — (S,d) es un morfismo de &lgebras
graduadas tal que fd = df. Este induce un morfismo H(f) : H(R) — H(S) de algebras
graduadas. Una aumentacion es un morfismo € : (R,d) — (K,0).

Definiciéon 1.1.14. Un dlgebra de cadenas es un adg (R,d) con R = Ry; un dlgebra de
cocadenas es un adg (R,d) con R = R, en este caso H(R,d) = Ker(d)/Im(d) es el dlgebra
de cohomologia de R.

Definiciéon 1.1.15. Un mddulo (a izquierda) sobre un adg (R,d) es un R-mo6dulo, M,
junto con un diferencial d tal que

dz-m) =dz-m+ (-D)Plz.dm, zeR meM,
entonces H (M) es un H(R)-modulo mediante
[z] - [m] = [x - m]

Un morfismo de modulos (a izquierda) sobre un adg (R,d), es un morfismo
f:(M,d) — (N,d) de R-modulos graduados tal que df = fd; donde el morfismo in-
ducido H(f) : H(M) — H(N) es un morfismo de H(R)-moédulos.

Ejemplo 2. Algunos ejemplos de adg son:

e Producto tensorial. Si (R,d) y (S,d) son adg entonces (R,d) ® (S,d) es un adg con

el diferencial (1.1)) y el producto (1.2).

o Homp(M,M). Si (M,d) es cualquier (R,d)-médulo entonces Homp(M, M) es un
adg con producto la composicién de aplicaciones.
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e Productos directos. Si (A,d) y (A’,d) son adg entonces el producto directo
(A,d)x (A’ d) es el adg (Ax A’,d) con producto (a,a’)-(b,b’) = (ab,a’'t’) y diferencial
d(a,a’) = (da,da’). El producto directo [[(Aq,d) de una familia de adg se define de

@

manera anéloga.

e Producto fibrado. Si f : (A,d) — (B,d) y f' : (A,d) — (B,d) son morfismos de
adg entonces (A x A’,d) es un sub adg de (A x A’,d) llamado producto fibrado. El
B

producto fibrado de una familia de adg (A4, d) con respecto a los morfismos de adg
fa: (Aa,d) — (B,d) es el sub adg ([]),(Aa,d) de [] (Aqa,d).

acl aecl

Definicién 1.1.16. Una codlgebra graduada C' es un médulo graduado C' con dos aplica-
ciones lineales de grado cero: un coproducto A : C — C' ® C' y una aumentacién € : C' — K
llamada counidad tales que

(a) (A®id)A=(id A)A,y

(b) (i[d®e)A = (e®id)A =idc .
Un morfismo ¢ : C — C' de coélgebras graduadas es una aplicacion lineal de grado cero
tal que (¢ ® P)A = Agye=€¢.

Definicién 1.1.17. Un comddulo graduado (a izquierda) sobre una codlgebra graduada C
es un espacio vectorial graduado, M, junto con una aplicaciéon lineal Ay : M — C @ M
de grado cero tal que

(a) (A®id)Ay = (id®@ Ap)Anr, y
(b) (e®idpr)Ans = idys -
Definicion 1.1.18. Una coalgebra graduada es co-conmutativa si
TA=A

donde 7 : C® C — C ® C es la inwvolucion de Koszul a @ b — (—=1)191lh @ . Una
coaumentacion de una codlgebra graduada es la eleccién de un elemento 1 € Cj tal que
€(1) =1y A(1) = 1 ® 1. De las relaciones anteriores se obtiene la siguiente realcién para
a € Ker(e)

Ala) — (a®1+1®a) € Ker(e) @ Ker(e).

Un elemento, a, en una codlgebra graduada coaumentada se denomina primitivo si a €
Ker(e) y A(a) =a®1+41® a. Los elementos primitivos forman un submodulo de Ker(e)
vy un morfismo de codlgebras graduadas coaumentadas envia elementos primitivos en ele-
mentos primitivos.

Definicion 1.1.19. Una coderivacién de grado k, en una coalgebra graduada C, es una
aplicacién lineal 6 : C' — C de grado k tal que

A= (0®id+id®0)A y ed=0.

Una codlgebra diferencial graduada (cdg) es una codlgebra graduada C' junto con un dife-
rencial que es una coderivacién en C.
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Si C' es una coalgebra graduada entonces Hom(C, K) es un algebra graduada con producto
definido por

(f-9)(c) = (f@g)(Ale)  f,g€ Hom(CK), ceC,

y con elemento neutro la aplicacion € : C — K. Si (C,d) es una cdg entonces
C* = Hom(C,K) es un adg.

Proposicion 1.1.3. S5i K es un campo entonces las aplicaciones

HM)® H(N) - HM ®N) y H(Hom(M,N)) — Hom(H(M), H(N))
[2] ® [w] = [z ® w] [f] = H(f)

son isomorfismos.

En particular, suponga que (C, d) es una cdg sobre un campo K, usando el primer isomor-
fismo de la proposicion anterior H(A) : H(C) — H(C)® H(C) y junto con H (e), se tiene
que H(C) resulta ser una coalgebra graduada. Nuevamente por la proposiciéon anterior el
algebra dual, Hom(H (C),K) resulta ser el dlgebra de homologia del adg Hom(C,K).

Definiciéon 1.1.20. Si K es un campo se dice que un espacio vectorial graduado M = {M;}
es de tipo finito si cada M; es finito dimensional. Si solo un ntamero finito de los M; son no
nulos entonces M es finito dimensional y dim(M) =Y dim(M;).

Cuando M tiene tipo finito su serie de Hilbert es la serie formal

[e.9]

M,(z) = ) (dim(M;))z’

1=—00

Si M es finito dimensional entonces su caracteristica de Euler-Poincaré es el entero xas
definido por

XM = Z )edim(M;) = dim(Mpar) — dim(Mimpar) = My (—1)
Si (M,d) es un complejo entonces

XM = XH(M)

1.2. Homologia y cohomologia singular

En esta seccién se hard una breve revisién de la homologia y la cohomologia singular con
coeficientes sobre un anillo conmutativo R y algunos resultados conocidos.

Definicion 1.2.1. Un n-simplice singular en un espacio topoldgico X es una funcién

continua
o: A" = X |

donden >0y
n
= {Ztlezogtlf ]_,Zti:l}
0

es la envolvente convexa de la base canonica e, ..., e, de R*t!,
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Note que si X C R™"! es un conjunto convexo entonces cualquier sucesiéon z,..., T,
determina un simplice lineal

(xg...xp) : A" =5 X
Z tie; — Z t;,x;
Definicién 1.2.2. Se demonomina la j-cara de A™ a la imagen de
N =(eg...€j...en) : A"TL 5 A

donde ~ significa omitir, n > 1y 0 < j <n.

Note que

N g \n = (€0...€i...€...€n) sii<j
' i = ~ L L
J (€0...€j ... €i41...€n) 810>

Definicién 1.2.3. Para cada n > 0 se define el médulo de las n-cadenas singulares de un
espacio topologico X como el R-moédulo libre C),(X; R) que tiene por base al conjunto de
todos los n-simplices singulares.

De este modo, una n-cadena singular no nula se expresa de manera tnica como
k
v = E a;0; a; € R.
i=0

Definiciéon 1.2.4. La j-cara de un n-simplice o : A" — X es 0U) = g o A7 La frontera
de o se define como la (n — 1)-cadena

n

Opo = Z(—l)ja(j) ,

=0
donde 0, se extiende linealmente a todo Cy,(X; R) para obtener un homomorfismo

Op: Cp(X;R) — Cp1 (X R)
k k

V= Z%’Uz’ = Ony = Zaianai
i=0 i=0

Por convenciéon Cy,(z; R) = 0 para p < 0y 9, = 0 para p < 0. Las cadenas en el kernel de
Oy se denominan n-ciclos y las de la imagen n-fronteras. Es decir,
n — ciclos = Ker0, = Z,(X;R), y
n — fronteras = Imdp+1 = Bp(X; R) .
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Lema 1.2.1. 9,0,41 =0 .

Demostracion.
n+1 ' 4 n+1 '
OnOns10 = 00 (—110) = 8, 3 (~1P (7.0 A7)
=0 §=0
n+1 n ‘
=D (1> (1)l (co AT oA}
j=0 i=0
n+l n o
=> D (D)oo o Ny
=0 i=0
= Z (-1)Mego )\?H oA+ Z (-1)* oo )\?H oA
0<i<j<n+1 0<j<i<n
= Y (DMooXToar+ > (=1)MHoo N oAy
g ' ) i+1 J
0<i<j<n+1 0<j<i<n

Reemplazando ¢ 4 1 por 7, la segunda suma se vuelve la primera con signo contrario y por
tanto 0,0p+10 = 0. O

Definicion 1.2.5. El n-ésimo grupo de homologia singular de un espacio topologico X es
H,(X;R) = Z,(X;R)/Bn(X;R) = Kerdy/Im0Op41

Definiciéon 1.2.6. El modulo de n-cocadenas singulares C™(X; R) se define como el dual
de C,(X; R), es decir, Homg(C,(X; R), R) todas las aplicaciones R-lineales de Cp,(X; R)
en R. El valor de la cocadena c en la cadena ~ se notara por (c,7v) € R.

Definicién 1.2.7. La cofrontera de la cocadena ¢ € C™(X; R) se define como la cocadena
Sne € C"M(X; R) cuyo valor en cada (n + 1)-cadena « esta determinado por la identidad

(Opc, a) + (—=1)" (¢, Op41) = 0.

Las cocadenas en el kernel de d,, se denominan n-cociclos y las de la imagen n-cofronteras.
Es decir,

n — cociclos = Kerd, = Z"(X;R), y
n — cofronteras = Imé,—; = B"(X; R) .
Definicién 1.2.8. El n-ésimo grupo de cohomologia singular de un espacio topolégico X

es
H"(X;R)=Z"(X;R)/B"(X;R) = Kerd,/Imb,_1

Existe una relacién directa entra la homologia y cohomologfa singular bajo ciertas hipotesis:

Teorema 1.2.2. Sea R un dominio de ideales principales. Suponga que H,_1(X;R) es
cero o libre entonces H™"(X; R) es candnicamente isomorfo a Homp(Hp(X; R), R).
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Demostracion. El isomorfismo esta dado por
k:H"(X;R) — Hompr(H,(X;R),R)
z = k(z)(=) = (z,-)
O

Definiciéon 1.2.9. Dos funciones continuas f,g : X — Y son homotopicas (f ~ g) si
existe F': X x [ — Y continua tal que F(z,0) = f(z) y F(x,1) = g(x) para todo =z € X.
Dos espacios topologicos X y Y tienen el mismo tipo de homotopia (X ~ Y') si existen
f: X =Y yg:Y — X funciones continuas tales que fg ~idy v gf ~ idx. En este caso
f se denomina, equivalencia homotdpica.

Los siguientes son resultados conocidos para homologia y cohomologia singular y las prue-
bas pueden ser consultadas en .

Teorema 1.2.3 (Dimension). Sea X = {pt} el espacio topoldgico de un punto entonces

R sin=20

H,(X;R)=H"(X;R) = _
0 sin#0
Teorema 1.2.4 (Homotopia). Si f,g: (X, A) — (Y, B) son homotdpicas entonces

fe=gs: Ho((X,A); R) = H.((Y,B); R)
[f=g":H*((Y,B); R) - H*((X, A); R)

Teorema 1.2.5 (Escisién). Dado un par (X, A) y un abierto U C X tal que U C int(A)
entonces la inclusion k: (X \U, A\ U) — (X, A) induce isomorfismos

kot Ho((X\U, A\ U); R) = H.((X,A); R)

~
~
~
~

k*: H*((X,A);R) =5 H*(X \U, A\ U); R)

Teorema 1.2.6 (Mayer-Vietoris). Si X = int(A) Uint(B) entonces las siguientes suce-
stones

. — H,(ANB; R) — H,(A; R)®H,(B; R) — H,(AUB; R) — H,_1(ANB;R) —» - --

Yy

-ow — H"(AUB; R) — H"(A; R)®H™(B; R) — H"(ANB; R) — H""'(AUB;R) — - --

son exactas.

Definicién 1.2.10. Sean ¢ € C*(X;R) y ¢ € C'(X; R) dos cocadenas de grados k y [
respectivamente, el producto copa ¢ — 1 € C**/(X; R) es la cocadena cuyo valor en un
(k + 1)-simplice singular o : A*! — X esta dado por

(o —¥)(0) = @(ol[vo, . .., ve])¥(o|[vkt1, - - - Vk11])
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Lema 1.2.7. Sean ¢ € C*(X; R) y 1 € CY(X; R) entonces
8 — ) =8 — ¥+ (~1)Fp — v

Demostracion. Sea o : AFT! — X entonces

k+1
(0 —)(0) = Z(—l)iw(ol[vo, s Uiy U )Y (0| [Vk1s - Vk])
b
(=10 — ¥)(0) = > (=D'¢(olfvo, -, ok))(o|[vrs - - B Vkpi1])
i=k

Al sumar las expresiones, el primer termino de la segunda expresion se cancela con el tltimo
termino de la primera expresion vy los terminos restantes son precisamente

§(p —¥)(o) = (¢ — ¥)(00) pues

k+1+4+1

9o =3 (=Viallto, -, G- vpsis]
=0

O

Observaciéon 1. Del lema es claro que el producto copa entre dos cociclos es nue-
vamente un cociclo y el producto copa entre un cociclo y una cofrontera es nuevamente
cofrontera pues ¢ — 09 = +0(p — ) si dp = 0y dp — ¥ = 6(p — ) si Y = 0. De
esta manera el producto copa se puede extender sobre los grupos de cohomologia

H*(X;R) x H/(X;R) — H*"Y(X;R)

Ademaés es asociativo y distributivo pues al nivel de las cocadenas lo es. Si R tiene unidad
entonces el producto copa tiene unidad determinada por la clase 1 € H°(X; R) definida
por el O-cociclo que toma el valor 1 € R en cada O-simplice.

Proposicion 1.2.8. Dada f: X — Y entonces la aplicacion inducida
ffH*(Y;R) - H"(X; R)
satisface
frla—B) = f"(a) — f*(B)
Demostracion. Basta ver que la aplicacion inducida sobre las cocadenas f! cumpla la

condicion:

(file) — FF () (0) = fro(ollvo. - .., vr)) F (] [Virts - -, U))
= o(follvo, - -, k)Y (fo|[vrs1, -, Vka])
= (¢ — ¥)(fo) = fHp — ¥)(0)
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Teorema 1.2.9. Si R es un anillo conmutativo entonces
avﬁ: (_1)klﬂva7

para todo o € H*(X; R) y para todo 8 € H'(X; R).

Demostracion. Para la prueba consultar [@]] O

Observacion 2. De la observacion (1] y el teorema el conjunto

H*(X;R) = P H*(X;R)
k>0

resulta un anillo graduado conmutativo.

Ejemplo 3. El anillo de cohomologia para la esfera n-dimensional sobre Q es
H*(S";Q) = Q[z]/ (22

donde x es el generador de H"(S™; Q). Este ejemplo se puede calcular directamente de la
definicion del producto copa pues los grupos de cohomologia de la esfera, sobre Q, son

Q sik=0,n

0 en otro caso

H*(S™Q) :{

Si se considera al 1 como el generador de H(S™; Q) entonces

1—1=1,
lez=z—1=z,y

rz—ax=0;
y asi se obtiene el isomorfismo deseado.
Ejemplo 4. El anillo de cohomologia para el espacio proyectivo complejo, sobre Q , es
H*(CP™;Q) = Q[x]/ gnt1y

donde z es el generador de H?(CP";Q). Una forma de calcular este ejemplo es usando la
sucesion de Gysin (ver teorema (1.4.4).

Teorema 1.2.10 (Teorema de Kiinneth). Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Si R es
un campo y al menos uno de los anillos H*(X; R), H*(Y; R) tiene tipo finito entonces la
aplicacion

H*(X;R)® H*(Y;R) — H*(X x Y R)
(o, B) = prix(a) — pry-(B)

€s un 1somorfismo.

Demostracion. Para la prueba consultar [@]] O



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15

1.3. Fibraciones y fibrados vectoriales

En esta seccion se hard una breve revision de fibraciones, cofibraciones y haces fibrados.
Todas las deficiones irdn acompanadas de ejemplos y algunos resultados que seran de vital
importancia mas adelante.

Definiciéon 1.3.1. Una funcién continua p : X — Y tiene la propiedad de levantamiento
con respecto al par (Z, A) de espacios topolégicos si para todo diagrama conmutativo de

la forma s
A— X

i{ P
ZT’Y

existe una funcién continua k: Z — X tal que pok =gy koi = f.

Una funcién sobreyectiva p : X — Y es una fibracion si tiene la propiedad de levantamiento
con respecto al par (Z x [0,1], Z x {0}) para todo espacio topolégico Z. En este caso X se
llama espacio total, p la proyeccion, Y la base y cada F, = p~'(y) la fibra en .

Definicion 1.3.2. Una aplicacidn entre fibrados es un diagrama conmutativo de funciones
continuas de la forma

X/4f>X

d

Y —— Y

p

donde p’ y p son fibraciones, que preserva fibras, es decir, para todo 2’ € p~1(y/) se tiene
que p(f(z)) = 9(¥/) -

Ejemplo 5 (Fibracion trivial). Sean Y y F dos espacios topologicos entonces

Dy Y X F =Y
(y,v) =y
es una fibracién llamada fibracidn trivial.

Ejemplo 6 (Productos fibrados y pullbacks). Sean f: A —Y y p: X — Y dos funciones
continuas. Kl producto fibrado se define como

Ax X ={(a,x) € Ax X | f(a) = plx)}

De donde el producto fibrado se puede considerar como el pullback del diagrama conmu-
tativo
A >Y< X 9 X

Py p

A
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donde p, y g son las proyecciones en la primera y segunda componente respectivamente.
Sip: X — Y es una fibracién entonces p, : A x X — A también lo es y es llamada la
Y

fibracion pullback.

Definicion 1.3.3. Sea X un espacio topologico y A C X. Se dice que la inclusiéon
1: A — X esuna cofibracion si para todo espacio topolégico Y, para toda funciéon continua
f:A— Y0y para todo diagrama conmutativo

y P x
Po 7
01 «
Y 7 A

donde po(8) = B(0), existe una funcién continua f:X - YOl tal que foi=fy
poo f = fo

Proposicion 1.3.1. Sea X un espacio topoldgico y A C X. La inclusion i : A — X es
una cofibracion si y sdlo si (X x {0} U A X I) es un retracto de X x I, es decir, existe una

funcidn continua
r: X xI— (Xx{0}UAxI)

tal que la restriccion de r a (X x {0} U A x I) es la identidad.

Demostracion. Para la prueba consultar [5) O

Ejemplo 7. Sea D"*! el disco unitario en R**! y S C D"*! la esfera unitaria. Considere
la funcién 7 : D" x [0,1] — D" x {0} US™ x [0,1] obtenida al proyectar D" x [0, 1]
sobre D"*1 x {0} US" x [0, 1] desde el punto (0,2) € R**1 x R

m\(\O,Z)

__‘/“\/

r(s',t;j\

P

(0,0)

D™+ x [0,1] (s,t)

explicitamente la funcién esta definida por

2 - —
r(s.4) = 577(5,0) si 0<t<2(1—]s|)
ﬁ(s,2|s|+t—2) si 2(1—s])<t<1y]|s|#0

Claramente la funciéon es continua y ademés la restriccion de r a D" x {0} US™ x [0, 1]
es la identidad y por lo tanto por la proposicion [1.3.1] la inclusion i : S” < D"*! es una
cofibracion.
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Proposicion 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Si la inclusion i : A — X es
una cofibracion y B es cualquier espacio topoldgico entonces la aplicacion inducida

p:BYX - BA
es una fibracion.
Demostracion. Para la prueba consultar [14]. O

Definicién 1.3.4. Un haz fibrado (E, X, 7, F') consiste de

e Kspacios topolégicos E, X y F, llamados espacio total, base y fibra respectivamente,
y

e Una funcién continua sobreyectiva, m : E — X , llamada proyeccidn

que cumplen la condicion de trivialidad local, es decir, para todo x € X existe una vecindad
abierta U C X de z tal que m7~1(U) es homeomorfo a U x F. La condicién de trivialidad
local es equivalente a tener el siguiente diagrama conmutativo

H(U) e UxF
| =
U

donde ¢ es un homeomorfismo.

Teorema 1.3.3. Todo haz fibrado sobre un espacio topoldgico paracompacto es una
fibracion.

Demostracion. Para la prueba consultar [5]. O

Uno de los ejemplos més importantes de haces fibrados son los fibrados vectoriales:

Definiciéon 1.3.5. Un fibrado wvectorial real £ es un haz fibrado (FE,X, 7w, F) tal que
F, = n71(x) tiene estructura de espacio vectorial real n-dimensional, para todo = € X y
para algin n = n(z) € N. Ademas la aplicacion

by R" = 7 1(x)
v ¢(z,v)

inducida por una trivializacion local (U, ¢) es un isomorfismo lineal entre el espacio vectorial
R™ y el espacio vectorial 77 1(x).

Observacion 3. La dimensién de los F, es una funcién localmente constante de x pero en
la mayoria de los ejemplos es constante y en este caso £ se denominard R™-fibrado.
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Definicion 1.3.6. Dos fibrados vectoriales £ y 17 sobre el mismo espacio topolégico X son
isomorfos (£ = n) si existe un homeomorfismo

fE() — E(n)

entre los espacios totales que envia cada espacio vectorial F, () isomorficamente en el
espacio vectorial Fy(n) correspondiente.

Definicion 1.3.7. Sean £ y n dos fibrados vectoriales sobre el mismo espacio topoldgico
X. Se dice que £ es un subfibrado de n (£ C n) si E(§) C E(n) y cada fibra F;(§) es un
subespacio vectorial de Fy(n).

Definicién 1.3.8. Una aplicacion de fibrados entre dos fibrados vectoriales n y £ es una
funcién continua

fE(m) = E(§)

que envia fibras de n isomérficamente en fibras de &.

Ejemplo 8 (Fibrado trivial). El espacio total de un fibrado trivial sobre un espacio
topologico X es X x R", donde la proyeccion esta dada por 7(z,v) = z y la estructura de
espacio vectorial, en las fibras, esta dada por

t1(z,v1) + ta(z,v2) = (2, t1v1 + tava)
Claramente la identidad id : X x R” — X x R™ cumple la condicion de trivialidad local.

Ejemplo 9 (Fibrado tangente). El fibrado tangente T, de una variedad suave X tiene
como espacio total
TX ={(z,v) |z e XyveT,X}

La proyeccion estd definida por
T:TX - X
(x,v) = x
v la estructura de espacio vectorial en 77!(x) est4 dada por
ti(x,v1) + to(z,v2) = (z,t101 + tave)

La condicién de trivialidad local es inmediata a partir de las cartas de la variedad X, para
la prueba detallada consultar [[24].

Ejemplo 10 (Fibrado normal). El fibrado normal v, de una variedad suave X C R" tiene
como espacio total
Ew,)={(z,v) |z e X yvlT, X}

La proyeccion esta definida por

7:E(v,) =X
(x,v) —»x

y la estructura de espacio vectorial en 77!(x) esta dada por
ti(x,v1) + ta(z,v2) = (z,t1v1 + tava)

La prueba de la condicion de trivialidad local se puede consultar en [15].
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Ejemplo 11 (El pullback de un fibrado). Sea £ un fibrado vectorial 7 : £ — X y
f + B — X cualquier funcién entre espacios topoldgicos. A partir de & y f se puede
construir un nuevo fibrado f*¢ el pullback de & por medio de f. El espacio total se define
por

ffE:={(bye) |be B,ec Ey f(b) =m(e)}

La proyeccién
ffr: f*E— B
(b,e) —b
La estructura de espacio vectorial en (f*7)~!(z) esta dada por
t1(b,e1) + ta(b,e2) = (b, tie1 + taea)

El pullback de un fibrado vectorial se puede representar por medio del siguiente diagrama

FE—1.g
f*n T
B 7 X

donde f(b, e) = e entonces f envia cada espacio vectorial Fp(f*¢) isomorficamente en el
espacio vectorial Fy()(€). Si (U, ¢) es una trivializacion local de &, considere U* = f~1(U)
v defina

¢* U* xR — (f*n)~HU")
(b,v) = (b, (f(b),v)).

Claramente (U*, ¢*) es una trivializacion local de f*¢ y por tanto f*¢ cumple la condicion
de trivialidad local.

Ejemplo 12 (Producto cartesiano). Sean &1 y & dos fibrados vectoriales, 1 : By — X3
v o : By — Xo, el producto cartesiano & X & es un fibrado vectorial con espacio total
F1 x E5, con proyeccién

7T1X7T22E1><E2*>X1><X2

y fibras

(m1 % m2) (1, 22) = Fyy (61) X Foy (€2)
con la estructura de producto de espacios vectoriales. De la trivialidad local de & y &2 es
inmediato que & X & cumple la condicién de trivialidad local.

Ejemplo 13 (Suma de Whitney). Sean & y & dos fibrados vectoriales sobre el mismo
espacio topolégico X. Sea
A: X 5 XxX
x = (z,1)
la aplicacion diagonal. El fibrado A*(&; x &) sobre X se llama suma de Whitney de &1 y

&2 y se notard por & @ &». Note que cada fibra F, (& @ &2) es canénicamente isomorfa a
Fw(fl) ® Fﬂc(f2>~
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Definicién 1.3.9. Una seccidn de un fibrado vectorial & sobre X es una funcién continua
o: X — E)

tal que mo o = idx. Se dice que la secciéon es nunca cero si o(x) es un vector no nulo en
F,(§) para todo x € X. A las secciones del fibrado tangente de una variedad suave X se
les conoce como campos vectoriales.

Definicion 1.3.10. Una funcién p: V — R definida sobre un espacio vectorial de dimen-
si6n finita V' es una forma cuadrdtica si

-
i
donde todas las I; y I} son funciones lineales. Cada forma cuadrética determina una apli-
cacién bilineal y simétrica
(,):VxV =R

(v, w) = (v,w) = 2 (p(v + w) = p(v) — p(w))

| =

La forma cuadratica p es definida positiva si p(v) = (v,v) > 0 para todo v # 0.

Definiciéon 1.3.11. Un fibrado vectorial 7 : E — X se llama Fuclideo si & posee una
funcién continua
w:BE—R

tal que la restriccion de p en cada fibra es una forma cuadratica y definida positiva. A p
se le denomina métrica Fuclideana. En el caso particular del fibrado tangente 7x de una
variedad suave X a la métrica Euclideana

w:TX -R
se le conoce como métrica Riemanniana y al par (X, p) como variedad Riemanniana.

Proposicion 1.3.4. Todo fibrado vectorial sobre una base paracompacta posee una métrica
FEuclideana.

Demostracion. Para la prueba consultar [10] O

Teorema 1.3.5. Sea n un fibrado Euclideo y & un subfibrado de 7. Sea F,(¢1) el comple-
menteo ortogonal del subespacio vectorial F,(§), es decir,

Fo(6h) = {ve Fa(n) | (v,w) =0Vw € Fy(€)}

Si B(¢Y) C n es la unidn de todos los F(¢4) entonces existe un fibrado vectorial £+ con
espacio total E(&4) y fibras Fy(€1) tal que - C n y ademds € ® £- =,
Al fibrado £+ se le conoce como el complemento ortogonal de €.

Demostracion. Para la prueba consultar [15]. O
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Corolario 1.3.6. Sea X una variedad suave y N una variedad Riemanniona. Para toda
mmersion f 1 X — N, es decir, Df, es inyectiva para todo x € X. Eriste un fibrado

vectorial v, , sobre X, tal que

ffry &1, @ v,
Al fibrado v, se le conoce como el fibrado normal de la inmersion f.
Demostracion. Como N es Riemanniana y f es una inmersién entonces para todo x € X
el espacio tangente Ty, IV se parte como la suma directa de D f(7,X) y su complemento

ortogonal. Entonces el pullback del fibrado tangente de N por medio de f se parte como
la suma de Whitney de un subfibrado isomorfo a 7, y a su complemento ortogonal. O

Lema 1.3.7. El fibrado normal va asociado a la diagonal

A: X X xX

x v (z,7)

de una variedad Riemanniana X es isomorfo al fibrado tangente de X.

Demostracion. Como X es Riemanniana entonces X X X también lo es pues si
(u,v), (W, 0") € T, X x T, X =T, (X x X)
entonces

((u,v), (W', v")) = (u,u") + (v,v")

De donde (u,v) € T, X X T X = Ti, 4)(X x X) es tangente a A(X) siy solosiu=vyes
normal a A(X) si y solo si u+v = 0. Entonces todo vector tangente v € T, X corresponde
univocamente a un vector normal (—v,v) € T(, ;) (X x X). Por lo tanto la correspondencia

(x7v) = ((a:,a;), (_U7U))

es un isomorfismo entre el espacio tangente T'X y el espacio total del fibrado normal
E(vp). O

Teorema 1.3.8 (Teorema de la Vecindad Tubular). Si X es una variedad suave embebida
en M una variedad Riemanniana. Fntonces existe una vecindad abterta de X en M que es
difeomorfa al espacio total del fibrado normal bajo un difeomorfismo que envia todo v € X
a un vector normal nulo de x. Dicha vecindad se conoce como vecindad tubular de X en
M.

Demostracion. Para la prueba consultar [21]. O

Teorema 1.3.9 (Teorema de Embebimiento de Whitney). Toda variedad suave X
n-dimensional puede ser embebida en R*"H1.

Demostracion. Para la prueba consultar [17] O
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1.4. Isomorfismo de Thom, Clase de Euler y sucesiéon de Gysin

En esta seccion se introducira la clase de Thom, el teorema de isomorfismo de Thom, la
clase de Euler y la sucesion de Gysin. Estas nociones seran muy importantes pues a partir
de estas se definird el mapa de Gysin y con este el dual del producto de lazos mas adelante.

Sea & un R™-fibrado con espacio total F, base X y proyecciéon w : F — X, se notard al
conjunto de todos los elementos no nulos en E por Ey, y por Fy al conjunto de elementos
no nulos de una fibra tipica F = 7~ 1(x). Es claro que Fy = Eg N E.

Definicién 1.4.1. Una orientacién para un fibrado £ es una funcién que asigna una ori-
entacion a cada fibra F' de £. Localmente para todo x € X existe (U, ¢) una carta local
que restricta sobre las fibras v — ¢(x,v) preserva la orientacion. Equivalentemente existen
$1,...,8, : U — 7 1(U) tales que s1(z),...,sn(x) determinan la orientacion requerida
en 7 !(x) para todo € U. En términos de cohomologia significa que cada fibra F tiene
asignado un generador predeterminado

up € H"(F, Fy; R)

tal que existe
ue HY(n Y U), 7 (U)g; R)

con la propiedad que la restriccién
ulpp, € H*(F, Fo; R)
esigual a up .

Teorema 1.4.1 (Isomorfismo de Thom). Sea & un R"-fibrado orientado con espacio total
E. Entonces H'(E, Eo; R) = 0 para i < n y existe una unica clase u € H"(E, Ey; R) tal
que u|p p, = up. Ademds para todo k la aplicacion

¢ : H*(E; R) — H*""(E, Eo; R)
Yy—=y—u
es un somorfismo. El isomorfismo de Thom se define como
¢: H*(X; R) — H"™(E, Ey; R)
x = (mFx) —u

A la clase u se le denomina clase de Thom.

Demostracion. Para la prueba consultar [L15]. O

Definicion 1.4.2. Sea £ un R"-fibrado orientado. La clase de Euler de & se define como
la clase
e(§) = (r*)7'j"(u) € H'(X; R)

donde j: F — (E, Ey).
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Proposicion 1.4.2 (Naturalidad). Si f : X — X' es cubierto por una aplicacion
f: E — E' que preserva orientacion entonces e(§) = f*e(&). En particular si & es trivial

e(§) = 0.

Demostracion. Como f : X — X’ es cubierto por una aplicacién f: E — E' entonces esta
induce el siguiente diagrama conmutativo
(FFo)
(E, o) —~ (E', Ey)

j j
E E),
X ; X'
entonces
T (e(€) = 7 fH (@) T W) = (7 F) () T ()
= i) = (' () = ((F. i) (@)
= j"(u)
Entonces e(§) = f*e(¢). O

Proposicién 1.4.3. e(§) = ¢ 1 (u — u)

Demostracion. ¢(e(€)) = 7*((7*)"1j*(u)) — u = j*(u) — v = u — u pues j es la
inclusién. O

Teorema 1.4.4 (Sucesion de Gysin). Para todo R™-fibrado orientado & existe una sucesion
exacta larga en cohomologia con coeficientes en R

Hi (X) —e(©) Hi—i—n (X) u Hi-i—n(EO) 9 Hi+1(X)

donde ¥ : H*"(Ey) — H(E, Ey) es la composicion del homomorfismo de conezion vy el
inverso del isomorfismo de Thom ¢~ : HTY(E, Ey) — H™ 1" (X).

Demostracion. Considere el siguiente diagrama conmutativo con fila superior exacta gra-
cias a la sucesion exacta corta del par (E, Ep)

. HH_n(E, EO) J HH_n(E) , Hi—l—n(EO) ., HH_n—H(E, EO) .

D e

H1<X) -, HH_n(X) L Hi—i—n(EO) Hi—l—l(X)

Como ¢, id y 7* son isomorfismos basta mostrar que el primer diagrama conmuta, es decir,
(7)1 o) = (7)1 (n (@) — w) = (7F) TN (2) — ()
— oo (1)) = o — e(€)
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1.5. Espacios de Banach y de Hilbert

En esta seccion se hard una breve revision de espacios de Banach y de Hilbert, definiciones,
ejemplos y resultados bésicos.

Definicién 1.5.1. Una sucesion (2, )nen en un espacio vectorial normado (E, [-[.) se de-
nomina sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que

|Zp, — x| <€ ¥Yn,m>N

Definiciéon 1.5.2. Un espacio vectorial normado (E, HE) se llama de Banach si toda
sucesion de Cauchy es convergente.

Ejemplo 14. Algunos ejemplos de espacios de Banach:

e R™ es un espacio de Banach con cualquiera de sus normas

n »
lll, = (Z Iﬂfilp> 1<p<oo
i=1

[zl = sup {lzil}
1<i<n

e Todo subespacio cerrado de un espacio de Banach es de Banach.

e Sea K un campo completo. El espacio

o0
lp:{m:(xn)neNCK\ Z\xn\p<oo} con 1<p<oo

n=1

es un espacio de Banach con la norma
1
OO p
[l ]l,, = (Z Ixnlp>
n=1

e Sea K un campo completo. El espacio

[*° = {x = (Zn)neny C K| sup |z,| < oo}
neN

es un espacio de Banach con la norma

%] = sup ||
neN

e Sea K un espacio topolégico compacto. El espacio C(K,R™) de todas las funciones
continuas f : K — R"™ es un espacio de Banach con la norma

1flloe = sup |f ()]
zeK



CAPITULO 1. PRELIMINARES 25

e El espacio vectorial L(E;F) de todas las aplicaciones lineales continuas
A:E—F

entre dos espacios de Banach E y F es un espacio de Banach con la norma

|[A(2)],
|A]l = sup
z€R ‘x’]];

En general el espacio vectorial L(Eq, ..., Ex;F) de todas las aplicaciones multilineales
continuas

A:E; x---xEp —F

es un espacio de Banach con la norma

’A(l’l,...,xk)’F
|A]| = sup | (z1,...,25) EEy x -+ x Ey,
i, o,

Teorema 1.5.1. Todo espacio vectorial normado E posee un completado, es decir, un
espacio de Banach E que contiene a E como subespacio denso.

Demostracion. Para la prueba consultar [13]. O

Definicion 1.5.3. Un espacio vectorial normado E es separable si posee un subconjunto
denso enumerable.

Ejemplo 15. El espacio vectorial Cp°([a,b], R") de todas las funciones diferenciables a
trozos definidas sobre un intervalo cerrado [a, b] se puede dotar con la norma

lelloo = sup [e(z)],
z€[a,b]

y asf el completado de este espacio vectorial normado es (C([a, b], R"™), ||-|| )-

Definicién 1.5.4. Un espacio vectorial con producto interno (E, (-,-)) es un espacio de
Hilbert si es de Banach con la norma

2]l = v/ (2, )

Ejemplo 16. Algunos ejemplos de espacios de Hilbert:

e R™ es un espacio de Hilbert con el producto interno
n
(@,y) =D i
i=1
e C" es un espacio de Hilbert con el producto interno

n
=1
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e El espacio [? es de Hilbert con el producto interno
oo

y> = Z TnYn
n=1

e El espacio de todas las funciones complejas de cuadrado (Lebesgue) integrable en el
intervalo [0, 27] es un espacio de Hilbert con el producto interno

1

o [ st

{f,9) =
Definicién 1.5.5. Una funcion c : [a,b] — R™ es absolutamente continua si para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que, si

k

a<tyg<- - <toyt1 <b y Z\t2z‘+1—t2i|<5
i=0

implican que

k
Z |c(t2ip1) — c(tai)| <€
=0

Ejemplo 17. El espacio C;°([a, b], R") (ejemplo|15]) se puede dotar con el producto interno

(@ By = {0, B + (. B)

donde
d . d

b
@B = [t BN a= @) v A= 50

El completado de este espacio con producto interno es notado por H([a, b], R"). Lebesgue
mostré que una funcién o pertenece al espacio H'([a, b], R") si es absolutamente continua
y & (que existe en casi toda parte) es cuadrado integrable, es decir, (¢, &), < co.

1.6. Variedades de Hilbert y geometria Riemanniana

En esta seccién se introduciré la nocién de variedad de Hilbert y algunos resultados cono-
cidos de geometria Riemanniana. A partir de las definiciones y los resultados mencionados
en esta seccién serd posible dotar de estructura diferencial al espacio de lazos libres de una
variedad cerrada compacta.

Definicién 1.6.1. Sean U C E y U’ C IF dos abiertos de los espacios de Banach E y F. Una
funcion f: U — U’ es diferenciable en p € U si existe una aplicacion lineal D f, € L(E; F),
llamada diferencial, tal que

o(v)

()

f(z) = f(p) = Dfp(x —p) =r(lz —p|) donde lim

|r|—0
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Se dice que f es diferenciable de clase C' si es diferenciable para todo x € U y ademés la
aplicacién
xeUw Df, € L(E;F)

es continua. Por induccion se dice que f es diferenciable de clase C*¥*'si D* f = D(DF1f)
es diferenciable de clase C'.

Definiciéon 1.6.2. Sean U C E y U’ C F dos abiertos en los espacios de Banach E y F.
Una funcién f : U — U’ es diferenciable si es diferenciable de clase C* para todo k; se dice
que f es un difeomorfismo si f es invertible con f y su inversa f~! diferenciables.

Definicién 1.6.3. Sea U C E un abierto en un espacio de Banach E. Para todo z € U se
define el espacio tangente de U en x como

T,U = {(z,v) |v e E}
dotado con la estructura de espacio vectorial proveniente de la aplicacién candnica

pro T, U = E
(x,v) = v

El espacio tangente en U es la coleccidon de espacios tangentes T,,U, x € U, y se notara por
TU. El isomorfismo canénico TU = U x E convierte a TU en un abierto de E X E.

Definicién 1.6.4. Sea f: U C E — V C F una funcién diferenciable, el tangencial de f
se define como la aplicacion

Tf:TU — TV
(z,v) = (f(2), Dfs(v))

Note que para cada z € U la restriccion T, f = Tf|, , es una aplicacién lineal que esta
completamente determinada por el diferencial Df, : E — F.

Definicién 1.6.5. Un espacio topolégico X es metrizable si existe una métrica sobre X
que induce la topologia dada.

Definicién 1.6.6. Un espacio topologico X es una wvariedad topoldgica de Hilbert si es un
espacio 2-contable, metrizable y localmente homeomorfo a un espacio de Hilbert separable
E, es decir, para todo z € X existe un abierto x € U C X y un homeomorfismo

a:U—E

Al par (U, a) se le denomina carta.

Definicién 1.6.7. Sea X una variedad topolégica de Hilbert modelada localmente por E
un espacio de Hilbert separable. Un atlas diferenciable para X es una familia de cartas
U={(Uy, )} tal que

L X=JU, vy
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2. la funcidn de transicion
ao B B(UsNU,) = a(UyNUp)

es un difeomorfismo para cualquier par de cartas (Uy, o) y (Ug, B).

Dos atlas para X son equivalentes si la unién de ellas es nuevamente un atlas para X, una
estructura diferenciable sobre X es una clase de equivalencia de atlas diferenciables.

Definicion 1.6.8. Un espacio topologico X es una variedad de Hilbert si es una variedad
topoldgica de Hilbert y posee una estructura diferenciable.

Ejemplo 18. Algunos ejemplos de variedades de Hilbert;:

e Cualquier espacio de Hilbert separable E es una variedad de Hilbert con atlas (E, idg),
en general cualquier abierto U C E es una variedad de Hilbert con atlas (U, idy).

e Cualquier variedad suave X de dimensién n es una variedad de Hilbert pues R™ es
un espacio de Hilbert.

e Cualquier abierto V de una variedad de Hilbert X es una variedad de Hilbert. De he-
cho si U = {(Us, )} es un atlas diferenciable entonces su resticcion

Ul, = {(Ua nv, O“(U(mV))} es un atlas diferenciable para V.

e Sean X y Y dos variedades de Hilbert entonces X x Y es una variedad de Hilbert.
De hecho si U = {(Un, )} y V = {(Vs,5)} son atlas diferenciables de X y Y
respectivamente entonces U x V = {(Uy X Vg, X )} es un atlas diferenciable de
X xY.

Definiciéon 1.6.9. Sea X una variedad de Hilbert. Sea (V,«) una carta sobre z € X si
a(V) = U C E entonces T, . U se denomina el representante del espacio tangente de X

en x. Los elementos de T, U se notardn por (a(z), Xq(z)) con Xq(,) € E (ver definicién
1.6.3). A X (z) se le denomina la parte principal del vector (a(z), Xo(z))-

Sean (V,a) y (V', ') dos cartas sobre € X si a(V) = U y a(V') = U’ entonces la funcion
de transicién
doalia(VNV) —d (V' NV)

determina el isomorfismo lineal

T, (o a_l) T, U—T,., U’

a(x)

entonces (), Xo(z)) v (o' (), Xor(z)) representan el mismo vector tangente de X en x si

Ta(z) (Oé/ o ail)(a(‘r)v Xa(m)) = (Ozl(l‘), Xo/(x))

Definicion 1.6.10. Un vector tangente de X en x se define por medio de la familia de sus
representantes dados por las cartas sobre x € X y el espacio tangente T, X es el conjunto
de los vectores tangentes de X en z. Si se considera el isomorfismo lineal

Tra: T, X — Ta(x)U

entonces T, X tiene la estructura de un espacio vectorial isomorfo a E. El diferencial de o
en x es la aplicacion Day, = prooT,« determinada por el isomorfismo pra : {a(z)} xE — E.
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Proposicion 1.6.1. El espacio tangente total

TX = U T, X
zeX

de una variedad de Hilbert X es una variedad de Hilbert y ademds la proyeccién

T:TX = X
(z,v) > x
es diferenciable.
Demostracion. Para la prueba consultar [12]. O

Definiciéon 1.6.11. Sea X una variedadad de Hilbert. Un fibrado suave sobre X es un
haz fibrado 7 : E — X donde 7 es diferenciable y la fibra es un espacio de Banach E. Una
representacion local del fibrado m es una terna (U, p, ¢) donde (U, ¢) es una carta de X y
(U, ¢) es una trivializacion local del haz fibrado 7, de esta manera se puede considerar el
siguiente diagrama conmutativo

7 HU) —2~ ¢(U) x E

pri

U

o(U)

©

Si (z,€) € ¢(U) x E es una representacion local de un elemento de E, entonces ¢ se
denomina la parte principal.

Ejemplo 19 (Fibrado trivial). Sea X una variedad de Hilbert y E un espacio de Banach.
El fibrado trivial
T: XXE—=X

es un fibrado suave.

Ejemplo 20 (Fibrado tangente). El fibrado tangente 7, de una variedad de Hilbert X

7:TX - X
(z,v) > x

es un fibrado suave con fibra F x F donde F es el espacio de Hilbert que modela localmente
a X.

Ejemplo 21 (El pullback de un fibrado). Sea 7 : E — X un fibrado suavey f: B — X
una funcién diferenciable entre variedades de Hilbert. El pullback de m por medio de f
definido por

ffrm: f*E— B
(b,e) —b
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es un fibrado suave que se puede representar por el siguiente diagrama conmutativo

FE—1. g
frm i
B——X

~

y ademads f(b,e) = e es diferenciable.

Ejemplo 22. Sea 7 : £ — X un fibrado suave y 7, : TE — E el fibrado tangente
sobre E. Si (U, ¢, ¢) es una representacién local del fibrado 7 entonces (7= 1(U),T'¢, ¢) es
una representacion local para el fibrado 7, , esto se representa por el siguiente diagrama
conmutativo

TrHU) L GU)XExFxE

g pri2

T H(U)

p op(U) x E

Definicién 1.6.12. Sea 7 : £ — X un fibrado suave. Una conexidn es una aplicacién
K:TE—FE
tal que para cada representacion local (U, ¢, ¢) de E existe una aplicacion diferenciable
Ty ¢(U) —» L(F,EE)
tal que la representacion local K, := ¢ o K o T¢p~! de K esta dada por

K, :o(U)xExFXxE—= pU) xE
(@,&,y,m) = (2,1 + Tp(2)(y,€))

Note que K es una aplicacién de fibrados entre los fibrados 7, y 7, es decir, el siguiente
diagrama es conmutativo

TE %+

y ademds K|z, p € L(T¢E; Ex(g)).

Definicion 1.6.13. Sea K una conexion del fibrado suave @ : £ — X. La derivada
covariante de una seccién diferenciable o : X — FE se define por

Vo=KoTo
Note que Vo es una seccion del fibrado

L(r;7): L(TX;E) - X
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Si (U, ¢, ¢) es una representacion local de 7 entonces la parte principal de Vo esté repre-
sentada por

Vo, (z)(=) = Doy(x) + Ly(z)(—, 0p(x))

donde o, (x) : ¢(U) — E es la parte principal de la representacion local de o.

Observacion 4. Si Z(X) y Zg(X) denotan el espacio de secciones de los fibrados 7, y
m: E — X entonces la derivada covariante define la siguiente aplicacién

[1]

(X) X Zg(X) = Zp(X)
(v,0) = Vo(v)

Definicion 1.6.14. Sea p una métrica diferenciable en el fibrado 7 : E — X. Se dice que
una conexiéon K sobre m es compatible con la métrica si para todo abierto U C X se tiene
que

Du(a,n)(v) = u(Vo(v),n) + p(o, Vn(v))

donde v es cualquier seccién en 7, |; o y 1 son secciones en 7|y y Vo = K oTo es la
derivada covariante determinada por

K: T(E‘U) — E‘U

Definicién 1.6.15. Sea K una conexioén sobre el fibrado tangente 7 : T'X — X. Considere
el fibrado
Li(m;7) LA(TX;TX) - X

asociado a 7 con fibra el conjunto de aplicaciones continuas bilineales alternadas, L2 (R"; R").
La torsion de K se define como la seccion T de L2(7;7) cuya parte principal se define lo-
calmente por

Tw(x) = Fs@@«")(u’ v) — F¢(x)(v,u)

Si T = 0 entonces se dice que K es libre de torsion.

Teorema 1.6.2 (Conexion de Levi-Civita). Sobre una variedad Riemanniana (X, g) existe
una unica conexrion libre de torsion compatible con la métrica llamada conexién de Levi-
Civita.

Demostracion. Para la prueba consultar [11]. O



CAPITULO 2

Modelos minimales

En este capitulo se definird la nocién de modelo minimal para adg, se definira modelo
minimal para espacios topologicos a partir de la construccién de Sullivan del algebra de
formas polinomiales, se construirdn los modelos minimales de las esferas y los espacios
proyectivos complejos, el modelo minimal asociado a la diagonal y finalmente se hablara
del modelo minimal relativo asociado a una fibracion, este tltimo sera de vital importacia
pues a partir de este se construird el modelo minimal del espacio de lazos libres de una
variedad simplemente conexa. En este capitulo todas las adg seran consideradas K-adg con
K un campo.

2.1. Algebras de Sullivan

En esta seccion se definird la nocion de dlgebra de Sullivan que permitird definir los modelos
minimales.

Definicion 2.1.1. Un dlgebra de Sullivan es un adg conmutativa de la forma (AV,d) con
V ={V"},5; v tal que V admite una base z, indexada por un conjunto bien ordenado

tal que d(z4) € A(5)p<a- Se dice que (AV,d) es minimal si d(V) C A=2V.

Ejemplo 23. (A(z,y,2),d) con |z| =|y| =2, |2| =3,der =dy =0y dz = 2> — 3% es un
algebra de Sullivan.

Definicién 2.1.2. Un adg conmutativa aumentada es un adg conmutativa (A, d) junto con
una aumentacion ¢ : (4,d) — (K, 0) que induce un isomorfismo H°(¢;K) : H(A,d) — K.
El kernel de € es un ideal notado por A, los indescomponibles de un adg conmutativa
aumentada es el complejo cociente Q(A) = A/(A- A) con el diferencial inducido Q(d).

Cuando A° = K se tiene que (A,d) admite una aumentacién tnica y canédnica, y
Q(A) = A/(AT - A"). Cuando (A, d) = (AV,d) sea un algebra de Sullivan se considerars
la aumentacion e definida por €(V)) = 0 y por tanto se tiene el isomorfismo (Q(V), Q(d)) =
(V,d,), donde dy es la parte lineal del diferencial. Cada morfismo f : (AV,d) — (AW, d)

entre algebras de Sullivan induce un morfimos entre complejos

Q(f) : (Q(AV), Q(d)) = (QAW), Q(d))

32
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Proposicion 2.1.1. Sea f : (AV,d) — (AW,d) un morfismo entre dlgebras de Sullivan
entonces f es un quasi-isomorfismo si y sélo si Q(f) es un quasi-isomorfismo.

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 14.13). O

Corolario 2.1.2. Si f : (AV,d) — (AW,d) es un quasi-isomorfismo entre dlgebras de
Sullivan minimales, entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Como f es un quasi-isomorfismo entonces Q(f) es un quasi-isomorfismo.
Como las algebras son minimales entonces Q(d) = 0, esto significa que la restriccion de
f a los elementos indescomponibles es un isomorfismo de donde se deduce que f es un
isomorfismo. O

2.2. Homotopia entre morfismos de adg conmutativas

En esta secciéon se introduciré el concepto de homotopia entre morfismos de adg conmuta-
tivas. Se notara por (A(t,dt),d) al adg conmutativa generada por dos elementos ¢t y dt, de
grados 0 y 1 respectivamente, con diferencial d(t) = dt y d(dt) = 0. Este adg conmutativa
es aciclica, es decir, HO(A(t,dt),d) = Ky H¥(A(t,dt),d) = 0 para k > 0. Sean

pi : (A(t,dt),d) — (K, 0)

los quasi-isomorfimos definidos por p;(t) = i y p;(dt) = 0. Este adg conmutativa puede
interpretarse como el anédlogo algebraico de las formas diferenciales en el intervalo [0, 1].

Definicién 2.2.1. Dos morfismos de adg conmutativas f,g : (A,d) — (B,d) son ho-
motdpicos (f ~ g) si existe una aplicacion de adg conmutativas

H:(Ad) > (B.d)® (A(t.d), d)
talquepOOH:fyploH:g

Proposicion 2.2.1. Si (A,d) = (AV,d) es un dlgebra de Sullivan entonces la relacion de
homotopia ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto de aplicaciones de (AV,d) en
(B, d). Al conjunto de clases de homotopia entre (AV,d) y (B, d) se notara por [(AV,d), (B, d)].

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 12.7). O

Lema 2.2.2 (Lema de levantamiento). Sean (AV,d) un dlgebra de Sullivan, f : (A,d) —
(B, d) un quasi-isomorfismo entre adg conmutativas y ¢ : (AV,d) — (B,d) un morfismo de
adg conmutativas. Entonces existe un mofismo de adg conmutativas 1 : (AV,d) — (A,d)
tal que f o es homotdpico a ¢.

(4,d)

(AV,d) —— (B,d)
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Lema 2.2.3. Sea (AV,d) un dlgebra de Sullivan, f,g: (AV,d) — (A,d) dos morfismos de
adg conmutativas y h : (A,d) — (B, d) un quasi-isomorfismo. Si hf ~ hg entonces f ~ g.

Los lemas y son casos particulares del siguiente enunciado mas global:

Teorema 2.2.4. Sea (AV,d) un dlgebra de Sullivan y f : (A,d) — (B,d) un quasi-
1somorfismo. Entonces la composicion con [ induce una biyeccion en clases de homotopia

[(AVd), (A, d)] = [(AV,d), (B, d)]
Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 12.9). O

Existe otra manera de definir la relaciéon de homotopia entre morfismos de adg conmutativas
por medio de la exponencial:

Definicion 2.2.2. Sea (AV,d) un élgebra de Sullivan, sean Vy V los espacios vectoriales
definidos por (V)" = V*tl y (V) = V", a partir de estos se construye el dlgebra de
Sullivan (A(V &V & V), D) donde el diferencial esta definido por

D@w)=dv, D@ =% y D@) =0

Asi a partir de la construccion la inclusion i : (AV,d) — (A(V & V & V), D) resulta un
quasi-isomofismo. Sea s una derivacién de grado —1 en el algebra A(V @V @ ‘7) definida
por s(v) =0y s(v) = s(v) = 0. La derivacion = sD + Ds es una derivacion de grado 0
tal que para todo elemento u existe p tal que 8P(u) = 0. Por tanto se puede considerar el
automorfismo ¢? de A(V &V & V) definido por

2 3 n
! =Id+6+ 9— + i +- !

| nl
3! !

Como para todo u existe p tal que #P(u) = 0 entonces e’(u) es una suma finita. Como

6(v) = 6(v) = 0 entonces
~ sd)™ (v
ee(v)——v+v+gl( 2“()

Al automorfismo e’ se le denominara la ezponencial.

Definiciéon 2.2.3. Dos morfismos de adg conmutativas f,g : (AV,d) — (B,d) son ho-
motdpicos a izquierda si existe una aplicacion

H:(AVaVaoV),D)— (B,d)

talque f=Hoiyg=Hoe’

La ventaja de las homotopias a izquierda es la facilidad para construir homotopias. Por
ejemplo si f : (AV,d) — (B, d) es un morfismo de adg conmutativas y si g : V — B es una
aplicacion lineal entonces el morfismo de adg conmutativas F : (A(V @V &V), D) — (B, d)
definido por F(v) = f(v), F(v) = g(v) y F(v) = d(g(v)) es una homotopia a izquierda
entre fy Foel,
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Proposicion 2.2.5. Dos morfismos de adg conmutativas f,g : (AV,d) — (B,d) son ho-
motdpicos a izquierda si y sdlo si son homotépicos.

Demostracion. Considere la proyeccion 7 : (A(V &V @ V), D) — (AV,d) definida por
m(v) = vy 7(0) = 7(¥) = 0 claramente 7 es un quasi-isomorfismo entonces por el lema
los morfismos e y i : (A(V,d) — (A(V®V&V), D) son homotépicos pues moe? = roi.
Por lo tanto todo par de morfismos f,g : (AV,d) — (B,d) homot6picos a izquierda son
homotopicos gracias a la homotopia entre e e i.

Ahora suponga que f,g: (AV,d) — (B,d) son homotoépicos por medio de la homotopia

H: (AV,d) = (B,d) ® (A(t,dt),d)
Sea F' la composicion de f con la inyeccion canonica (B,d) — (B,d) ® (A(t, dt),d)
F o (AV,d) = (B,d) & (A(t,dt), d)

Elideal I = B® AT (t,dt) es un ideal aciclico y Im(H — F) C I. Ademés por el lema
se tiene que F'y H son homotoépicas a izquierda y por lo tanto también lo son f =p; o F
yg=pioH. O

Lema 2.2.6. Sean f y g dos morfismos del dlgebra de Sullivan (AV,d) en un adg conmuta-
tiva (B, d). Suponga que I es un ideal aciclico en B tal que para todov € V, f(v)—g(v) € I,
entonces f y g son homotépicos a izquierda.

Demostracion. Por simplicidad suponga que V! = 0. La homotopia a izquierda de f v g se
construird por induccion en el grado de una base homogénea de V. Suponga que se tiene
definido H(v) y H(7) para todo v € V=" como H(v) = f(v), H®@) € I y g(v) = H(e’(v)).
Sea x € V™t El elemento
[e.@]
(sd)" (x)
g@) = fla) - HQ  ~—+—

n=1

)

n!

es un cociclo bien definido en I, como I es aciclico entonces existe u € I tal que

d(w) = 9(z) — (@)~ 11y L)
n=1

Entonces H se extiende linealmente sobre V1 @ (V)" definiendola como H(z) = f(z) y
H(T) = u y claramente esta extension tiene las propiedades deseadas. O

Proposicion 2.2.7 (Levantamiento de homotopias). Sean f : (AV,d) — (A4,d), h :
(A,d) — (B,d) y g : (AV,d) — (B,d) morfismos de adg conmutativas como en el dia-
grama, con ho f ~ g,

(AV,d) —— (4.d)

(B,d)

Si h es sobreyectiva entonces existe un morfismo f': (AV,d) — (A,d) tal que f ~ 'y
hof'=g
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Demostracion. Sea H : (A(V &V @ ‘7),D) — (B, d) la homotopia entre ho f y g. Para
cada elemento ¥ de la base de V existe un elemento u, € A tal que h(u,) = H(v) pues h
es sobreyectiva. Se define el morfismo K : (A(V &V @ V), D) — (A, d) por K(v) = f(v) y
K () = u, . Este morfismo es una homotopia entre f y f’ definido por f'(v) = K o e?(v),
donde ademas se tiene que ho f' = g. O

Proposicion 2.2.8 (Extension de homotopias). Sea (AV @ AW, D) un dlgebra de Sullivan
con D(V) C AV, sea [ : (AV @ AW,D) — (A,d) un morfismo de adg conmutativas y
sea g : (AV,D) — (A,d) un morfismo de adg conmutativas homotdpico a la restriccion
de [ sobre (AV, D). Entonces g se extiende a un morfismo g : (AV @ AW, D) — (A,d)
homotdpico a f, es decir, como en el siguiente diagrama

(AV,D) —— (AV ® AW, D)

(4,d)

Demostracion. Sea H la homotopia entre la restriccion de f y g, H(v) = f(v) y Hoe? = g,
H se extiende por medio de H(w) = 0 para w € W. Esto genera un nuevo morfismo
Gg=Hoe: (A V@AW, D) — (A, d) que es homotopico a f v se extiende a g. O]

Ejemplo 24. Suponga que la inclusion i : (AV, D) — (AV @ AW, D) tiene un secciéon
homotopica o entonces la identidad en (AV, D) es homotopica a o oi y puede ser levantada
a un morfismo de adg conmutativas o’ : (AV ® AW, D) — (AV, D) que es homoto6pica a o
y donde se puede suponer que o(v) = v para todo v € V.

2.3. Modelos minimales y minimales relativos

En esta seccién se definird el concepto de modelo minimal y modelo minimal relativo.
Ademas se mostrara un forma explicita para construir los modelos minimales asociados a
cierto tipo de adg conmutativas.

Definicion 2.3.1. Un modelo de Sullivan para un adg conmutativa (A, d) es un quasi-
isomorfismo

v (AV,d) — (A,d),

donde (AV,d) es un algebra de Sullivan. Se dice que el modelo es minimal si (AV,d) es
minimal.

Teorema 2.3.1 (Existencia y unicidad de modelos minimales). Sea (A,d) un K-adg tal
que H°(A,d) = K entonces

1. Eziste un modelo minimal ¢ : (AV,d) — (A,d).

2. Si HY(A,d) =0 y H*(A,d) es de tipo finito entonces V también es de tipo finito.
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3. El modelo minimal es dnico en el siguiente sentido: Si v : (AW,d) — (A,d) es otro
modelo minimal entonces eziste un isomorfismo f : (AV,d) — (AW,d) tal que ¢ o f
es homotdpico a .

Demostracion. (1) Sea (A, d) un K-adg tal que H(A,d) = Ky H(A,d) = 0 (para el caso
general consultar ([p], 14.9)). La construccién es por induccion:

Sea @2 : (AVZ20) — (A,d) tal que H%(ps) : V2 — H?(A,d) es un isomorfismo entonces
como H'(A,d) = 0 se tiene que H'(p2) es un isomorfismo y ademas H3(p2) es inyecti-
va pues (AV2)? = 0. Suponga que ¢, : (AVS".d) — (A,d) ya esta construida e induce
isomorfismos en cohomologia en grados < n y H"t1(,) es inyectiva. Sean a; € A" y
bj € (AV=")"*2 cociclos tales que sus clases de cohomologia [a;] y [b;] son bases para
coker(H™" 1 (p,)) v ker(H™*2(¢p,,)) respectivamente, y de esta manera ademés existen ele-
mentos ¢; € A" tales que ¢, (b;) = dc;.

Sea V! el espacio vectorial con base {x;, yj} que esta en correspondencia uno a uno con
los elementos {a;} y {¢;}. Como AV="TE = AV="@ AV entonces ¢, se puede extender
a un morfismo de adg conmutativas ¢,11 : (AV=",d) — (A, d) de la siguiente manera

dr; =0, dy; =bj, nt1(xi) =a;i v ©nt1(yj) = ¢

Por construccion d? = 0y ¢ni1d = dpnp1 en AV y AVS" ademas HS"M(p,41) es
un isomorfismo y H""2(y,11) es inyectiva.

(2) Como V? = H?(A,d) entonces es finito dimensional. Suponga que V* es finito dimen-
sional para i < n entonces AV=" es de tipo finito y en particular ker(H"2(¢,,)) es finito
dimensional, como H"*1(A,d) es finito dimensional entonces por construccién V7! es
finito dimensional.

(8) Consultar ([5], 14.12). O

Ejemplo 25. Sea (A,d) el adg conmutativa (Q[z] /2™,0) con |z| = 2r. Siguiendo el
procedimiento general descrito anteriormente, primero se introduce un generador y de grado
2r con dy =0y ¢(y) = x. Con esto se obtiene una aplicacion g, : (A(y),0) — (A4, d) que
induce en cohomologia una sobreyeccién

Qlyl = Qlz] /2"

Y=

Para volver esta aplicacién inyectiva se introduce un nuevo generador z de grado 2rn — 1
con diferencial dz = y" y ¢(z) = 0. Esto induce una nueva aplicacion

P2rn * (A(y7 Z),d) - (A7 d)

~

Como los grados de y y 2 son par e impar respectivamente entonces A(y, z) = Q [y|®Q [y] -z
como espacios vectoriales. Ademas d(y*z) = y*™" | entonces H*(A(y, 2),d) = Q[y] /y". En
particular @, es un quasi-isomorfismo y por tanto el modelo minimal de (A, d) es el adg
conmutativa (A(y, z),d) con dy =0y dz = y™.

Proposicion 2.3.2. Sea f : (A,d) — (B,d) un morfismo de adg conmutativas y sean
v: (AV,d) = (A,d) y ¢ : (AW, d) — (B,d) sus respectivos modelos de Sullivan. Entonces
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existe un morfismo de adg conmutativas g : (AV,d) — (AW,d) tal que es tinico salvo

homotopia y 1 og~ fo.
f

(A,d) (B,d)

/| k

(AV.d) ——+ (AW, d)

Demostracidn. la existencia de g es consecuencia del lema de levantamiento de homotopias
pues @ es un quasi-isomorfismo, la unicidad salvo homotopia es consecuencia del lema

223 O
Definicién 2.3.2. Si (AV,d) y (AW, d) son minimales, entonces g : (AV,d) — (AW, d) se

denomina el modelo minimal de f.

Definicion 2.3.3. Un adg conmutativa minimal relativa es un morfismo de adg conmuta-
tivas de la forma

i:(A,da) > (AR AV,d)
donde i(a) = a, djg = da, d(V) C (AT @ AV) & A=?V, y ademas V admite una base (zq)
indexada por un conjunto bien ordenado tal que d(zo) € A® (A(zg))s<a-

Teorema 2.3.3 (Version relativa teorema [2.3.1). Sea f: (A,d) — (B,d) un morfismo de
adg conmutativas. Entonces

(A,d) —L—~ (B,d)

(A® AV, d)

es un diagrama conmutativo donde i es un adg conmutativa relativa minimal y g es un
quasi-isomorfismo. Esta propiedad caracteriza (A @ AV, d) salvo isomorfismo.

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 14.3). O

Definicion 2.3.4. Bajo las condiciones del teorema 1 se denomina el modelo relativo
minimal de f.

2.4. Modelos minimales para espacios topolégicos

Para la construccién de modelos minimales y modelos minimales relativos para un espa-
cio topologico X se debe introducir un adg conmutativa denotada por Apr(X;K). La
construcciéon explicita de este adg no es necesaria basta con garantizar su existencia y las
propiedades de los modelos minimales, por esta razén en esta seccién solo se dard una breve
introduccion al dlgebra App (X;K), para la construccion detallada y todas sus propiedades

ver (, 10).
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Para esto recuerde que el n-simplex estandar A™ es la envolvente convexa de la base
canonica eq, ..., e, de Rt

n
= {Ztiei [0<t; < 1,th‘ = 1} ;
0
Y un n-simplice singular en X es una funcién continua
o: A" = X,

Al conjunto de n-simplices singulares en X se le denotara por S, (X). Los Sy, (X) consti-
tuyen un conjunto simplicial con operadores frontera 0; y degeneracién s; definidos por:

( )(t07 )_O-(tO)"'ati—laovtiv"-)tn—l)
sj 1 Sn(X) = Sn+1( )
550)(tor- v tus1) = 0lton oty + i tsn)

Definicion 2.4.1. El K-adg conmutativa simplicial Apy, se define por:

A(to, ... tn,dto, ..., dty)
Ot —1,>dty)
donde los elementos t; son de grado 0, los dt; de grado 1y el diferencial d esta definido por

d(t;) = dt;. Los operadores cara y degeneracion del adg conmutativa simplicial Apy, son
morfismos de K-adg conmutativas definidos por:

(App)n =

0; : (ApL)n — (APL)n—1
tr sik <zt
Oi(ty) =< 0 sik=1
th_1 Sik>1
i (ApL)n = (ApL)n—1

tr sik<j
site) = Qtj+tjy1 sik=j
tk+1 sik > j

Definicién 2.4.2. Fl adg conmutativa App(X;K) se define como

simplicial (S* (X)7 (APL)*)

Por lo tanto una g-forma w es una correspondencia que asigna a cada n-simplice singular
o un elemento w, € (Apr )7 tal que

Apr(X;K) = Hom

Wo,0 = OiWg Y Ws;0 = SjWo

Teorema 2.4.1. H*(Apr(X;K)) = H*(X;K).

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 10.15). O



CAPITULO 2. MODELOS MINIMALES 40

En adelante se considerara K = Q.

Definicién 2.4.3. Sea X un espacio arco-conexo. El modelo minimal de X es el modelo
minimal (AV,d) del adg conmutativa Apr,(X;Q). De esta manera si f : X — Y es una
aplicacion entre espacios arco-conexos, el modelo minimal de Apr(f), notado por My, serd
el modelo minimal de f.

Proposicion 2.4.2. Si X es un espacio simplemente conezo y ademds cada H;(X;Q)
es finito dimensional. Entonces el modelo minimal (AV,d) de X tiene la propiedad que
V =VZ22y cada V' es finito dimensional.

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 12.2). O

Proposicion 2.4.3. Dos aplicaciones homotdpicas f,g : X — Y entre espacios arco-
conezos induce morfismos homotopicos My ~ M. En otras palabras, si (AV,d) y (AW, d)
son los modelos minimales de X y Y entonces existe una aplicacion bien definida

(X, Y] — [(AW,d), (AV,d)]

Demostracion. Por la naturalidad de Apr(X;Q) cada aplicacién continua f : X — YV
entre espacios arco-conexos induce un morfismo de adg conmutativas Apr(f) : Apr(Y) —
App(X) y por tanto por la proposici(’)ntiene un Gnico modelo minimal M : (AW, d) —
(AV,d) salvo homotopia. O

Ejemplo 26 (Esferas). Como el anillo de cohomologia de la esfera S™ (ver ejemplo |3 es
H*(S™Q) = Qlx]/(z2y con  |z] =n

Considere a w el cociclo de grado n en Apr,(S™; Q) que representa al generador de H™(S"; Q)
y considere el morfismo de adg conmutativas

@ (A(x),0) = ApL(S™; Q)

T — w

Cuando n es impar entonces 22 = 0 pues el grado de z es impar y claramente ¢ es un

~

quasi-isomorfimo. Cuando n es par entonces A(x) = Q[z] y por tanto

H*(p) : Qlz] = Qle]/ (42)
2

no es un isomorfismo. Como [w?] € H"(S™; Q) = 0 entonces w? = da para algin
a € Apr(S*;Q). Considere un nuevo generador y de grado 2n — 1 tal que dy = 22 y
defina el morfismo de adg conmutativas

Sb : (A(xay)7d> — APL(San)
Trr—w

Y=o

Como H*(A(w,y),d) = Q[z]/2) entonces ¢ es un quasi-isomorfismo. En resumen el
modelo minimal para S™ es

(A(x),0), dz =0, |z|=n cuando n es impar.
(A(x,y),d), dv =0, dy = 2%, |z| =n, |y =2n —1 cuando n es par.
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Ejemplo 27 (Espacios proyectivos complejos). Como el anillo de cohomologia del espacio
proyectivo complejo CP™ (ver ejemplo {4)) es

H*(CP™;Q) = Q[z]/(zn+1y con  |z|=2

Se pueden considerar en Apr,(CP"; Q) elementos a y 5 de grados 2 y 2n+1 respectivamente
tales que « representa al generador de H?(CP"™;Q) y dB = a™*!. De esta manera defina
el morfismo de adg conmutativas

@ (A(.’I,”y),d) — APL(Snv@)
=

y—p

donde dz = 0, dy = 2™+, |2| = 2y |y| = 2n+1. De esta manera ¢ es un quasi-isomorfismo
y (A(x,y),d) es el modelo minimal de CP™.

Ejemplo 28 (Productos). Sean (AV,d) y (AW,d) los modelos minimales de X y Y
respectivamente. La aplicacién multiplicacién

Apr(X;Q) @ Apr(Y;Q) = Apr(X x Y;Q)

es un quasi-isomorfismo gracias al Teorema de Kiinneth|1.2.10|y por tanto (AV, d)® (AW, d)
es el modelo minimal de X x Y.

Ejemplo 29 (La diagonal A : X — X x X). Sea (AV,d) el modelo minimal de X. Por el
ejemplo 28] se tiene que (AV,d) ® (AV,d) es el modelo minimal de X x X si se considera

w: (AV,d) ® (AV,d) — (AV,d)
a®@b—a-b

entonces el siguiente diagrama es conmutativo

Apr(X x X;Q) Are) Apr(X;Q)

6| Y|

(AV,d) @ (AV, d) (AV, d)

y asi p es el modelo minimal de la diagonal A. Un modelo relativo para la diagonal va a
ser de la forma

(AV,d) ® (AV,d) a

(AV,d)

(AV ® AV @ A(sV), D)

donde (sV)" = V" p(sz) =0y D(sz) = (r®1®1) - (12 ®1) + a, con a, un
elemento descomponible, z € V. Para probar que efectivamente el modelo relativo es de
esta forma la construccion del diferencial D y el morfismo ¢ se realizard por induccion en
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el grado de los generadores. Suponga que D y ¢ estan definidos sobre (sV)<™ entonces la
restriccion de ¢

ont (AVE"@ AVE"®@ A(sV)", D) — (AV=",d)

es un quasi-isomorfismo porque Q(¢y) es un quasi-isomorfismo (ver proposicion . Sea
z € V" El elemento y = (dz®1® 1) — (1 ® dz ® 1) es un cociclo que es enviado a cero
por ¢, entonces existe un elemento descomponible z € (AVS"® AVS"® A(sV)<")"+1 tal
que D(z) = y. El elemento ¢,,(z) es un cociclo y como ¢,, es un quasi-isomorfismo entonces
existen u € AVS"®@ AV=" @ A(sV)<" y a € AV tales que ¢, (2) = ¢n(u) + da. Como ¢,
es sobreyectiva se puede considerar un elemento @ tal que ¢, (a’) = a. Defina

Y=z-u—-D() y Dr)=21®1l)-(1r1l) -2,

esto pues ¢, (z’) = 0 y de esta manera el paso inductivo queda definido.

Sea F — E 5 B una fibracion con B simplemente conexo. Considere el siguiente diagrama

conmutativo Ars()
PL
Apr(B;Q) —— Apn(E;Q) —— Apr(F;Q)

1%

¢

IR

v v
(AV,d) —— (AV @ AW, d) ——~ (AW, 4d)

donde ¢ : (AV,d) = App(B;Q) es el modelo minimal de B, 1 es un quasi-isomorfismo e
i: (AV,d) — (AV ® AW, d) es un modelo minimal relativo. El adg conmutativa (AW, d) es
el cociente (AV @ AW,d)/(AT(V)® AW) y p es la proyeccion al cociente. La aplicacion
es la inducida por la conmutatividad del cuadrado de la izquierda.

Teorema 2.4.4. Sea F — E 5 B una fibracion con B simplemente conexo. St al menos
uno de los espacios graduados H,.(B;Q), H.(F;Q) tiene tipo finito entonces

E : (AVV, 3) — APL(F; Q)

¥ (AV @ AW, d) — Apr(X;Q)
son los modelos minimales de la fibra F y el espacio total E respectivamente.
Demostracion. Para la prueba consultar ([B], 15.5). O

Teorema 2.4.5. Sea f : X — B una funcidon continua entre espacios simplemente conexos
yF — E' % X la fibracion pullback de la fibracion F — E 5B por medio de f. Si

(AV,d) — (AV @ AW,d) — (AW, d)

es un modelo minimal relativo de p y ¢ : (AV,d) — (AZ,d) es un modelo minimal de f.
Entonces
(AZ,d) = (AZ,d) ® (AV ®@ AW,D)— (AW, D)

(AV,d)
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es un modelo minimal relativo de q. Donde (AZ,d) ® (AV @ AW, D) es el pushout del

(AV,d)
diagrama

(AV, d) : (AV @ AW, D)

)

(AZ,d) — (AZ,d) ® (AV @ AW,D)

(AV,d)

y el diferencial D esta definido por D(w) = (¢ ® 1)d(w), donde ¢ @ 1 es la multiplicacion
natural p Q1 : AV QAW — AZ @ AW .

Demostracion. Para la prueba consultar ([5], 15.8). O



CAPITULO 3

Espacio de lazos de una variedad

En este capitulo se describira la estructura diferencial del espacio de lazos libres LX de una
variedad cerrada simplemente conexa X, para esto se describird su estructura de variedad
de Hilbert, se mostrara la equivalencia homotoépica entre el espacio de lazos libres visto
como variedad de Hilbert y visto como el espacio de aplicaciones continuas entre el circulo
unitario y la variedad con la topologia compacta-abierta. También se definira el dual del
producto de lazos definido por Chas y Sullivan 3] sobre su cohomologia.

3.1. Estructura diferencial del espacio de lazos

Definicién 3.1.1. Sean X y Y dos espacios topolégicos y sea C(X,Y) =YX el conjunto
de todas las funciones continuas entre X y Y. Si K C X es compactoy U C Y es abierto,
sea

S(K,U)={f: X =Y | f(K) S U},

los conjuntos
n

S(Ky,...,Ky;Uy,....Up) = (| S(K;,U;) neN
=1

forman un base para una topologia sobre C(X,Y") llamada la topologia compacta-abierta.

Proposicion 3.1.1. Si X es un espacio topoldgico Hausdorff compacto y'Y es un espacio
métrico entonces C(X,Y) es un espacio métrico con la métrica del supremo

d(f,9) = sup dy (f(x), g(x))

Ademds la topologia compacta-abierta y la inducida por esta métrica coinciden.

Demostracion. Para la prueba consultar [22]. O

44
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Proposicion 3.1.2. Seq X unag variedad compacta. Entonces

(po,p1) : X0 5 X x X
¢ > (o, p1)(c) := (c(0),¢(1))

es una fibracion.

Demostracion. Por el ejemplose tiene que i : SY ~ {0,1} < [0, 1] ~ D' es una cofibracion
entonces por la aplicacién inducida

p=(po,p1): XU 5 x101 — x « x
¢ (c(0),¢(1))
es una fibracion. )

Definicion 3.1.2. El espacio de lazos libres, LX, de una variedad compacta X es el
pullback del siguiente diagrama de fibraciones

LX —— xlo]
Po (po,p1)
X T X xX

Bajo esta definicién el espacio de lazos libres se define como el espacio de funciones con-
tinuas entre S' y la variedad X con la topologia compacta-abierta. Ahora se definira una
estructura diferencial sobre el espacio de lazos libres, es decir, se dotara con una estructura
de variedad de Hilbert.

Definicion 3.1.3. Una funcién c: I = [0,1] — X es de clase H' si para toda carta (U, ¢)
de X y ¢ }(U) = I’ la funcién ¢oc € H'(I',R™). A partir de esto se definen los conjuntos

C(I,X):={c:1— X | ces una funciéon continua} ,
C°(I,X) :={c: I — X | ces una funcién diferenciable a trozos} , y
H'Y(1,X):={c:I— X | cesuna funcion de clase H'}

De esta manera se tiene la siguiente sucesion de inclusiones
CS(I,X) € HY(I,X) € O(I,X).

Proposicion 3.1.3. El espacio CgO(I,X) es un subespacio denso del espacio de Banach

Demostracion. Como I es compacto, cualquier curva ¢ € C(I,X) se puede cubrir por
finitas cartas. De esta manera la prueba se reduce al caso real y por el ejemplo [15] se tiene
que Cp°(I',R™) es un subespacio denso del espacio de Banach (C(I',R"), |-|,), con I’ un
intevalo en [. O
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Definicién 3.1.4. Sean 7 : TX — X el fibrado tangente sobre X, ¢ € C;°(I,X) y
c*1 : c*T'X — I el pullback del fibrado tangente 7, por medio de c. Sobre el fibrado c¢*r
se define el conjunto

Co(c*TX) ={o:1— c"TX | o es una secciéon diferenciable a trozos}

Como X es una variedad Riemanniana entonces este fibrado puede ser dotado con una
métrica Riemanniana y asi para 0,1 € C°(c*T'X) se definen la norma

o [lofl = Sgp\a(t)\

y los productos internos

o (0,m)g = [ {o(t),n(t)), dt
o <07 77>1 = <Uv 77>0 + <VU7 V’I’]>0

donde V es la derivada covariante proveniente de la conexion de Levi-Civita (ver Teorema
1.6.2). Las normas provenientes de estos productos internos se notaran respectivamente
por [y ¥ lll;- A los completados con respecto a las normas ||o|| ., |||l ¥ [||l; se les notara
respectivamente por C(c*TX), H(c*TX) y H (¢*T X).

Observacion 5. Note que C(c*TX) es un espacio de Banach y H(¢*TX) y H(¢*TX) son
espacios de Hilbert.

Proposicion 3.1.4. Las inclusiones
HY(*TX) — C(c*"TX) — H(¢*TX)
son continuas. Mds precisamente
1. Sio e C(c*TX) entonces Ho||(2) <|lo|%
2. Sio € H (c*TX) entonces ||UH§O <2|oll}

Demostracion. (1) Sea o € C(c¢*TX) entonces

o2 = / (o(t), o (), dt < / sup |o(t) 2 dt = [lo]|%

(2) Sea o € H'(¢*TX), como o es continua entonces existe t1 tal que |o(t)| < |o(t1)| para
todo t. Por lo tanto

t1 d
ol = lo 0 + [ 1ot de
t

<o) +2 /1 o (D) |Vo (1) dt

<A(o,0)y+ (0,0)y + (Vo,Vo),
<2|ol}
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Observaciéon 6. Como I es paracompacto cualquier fibrado suave
m:E—1

puede ser dotado con una métrica y analégamente como en la definicién se pueden
contruir los completados

C(E), H)(E)y H'(E)
del espacio
C°(E) ={o:1 — E |0 es una seccién diferenciable a trozos}
La proposicién también se cumple para este caso y la prueba es totalmente aniloga.
Proposicion 3.1.5. Sea O un abierto del espacio total del fibrado
7:E—1 (dm(E) < oo)

tal que Oy := O N~ Y(t) C E; sea no vacio para todo t € I. Entonces

HY(0):= {0 € H(E) | o(t) € Oy para todo t € I}
es abierto en H'(E).
Demostracion. Como O es abierto entonces dada o € H'(O) existe ¢, > 0 tal que
B, (o(t)) ={x € O | |z —o(t)] <€} C O para todo t € I. Estos ¢, se pueden reducir a
un conjunto finito pues I es compacto. Sea € = min {¢,, 1/2} (¢ # 0 pues de lo contrario O

no seria abierto en E) entonces por la proposicion se tiene que para toda n € H'(E)
tal que || — ol|; < €, se tiene la desigualdad

2 2 2
n(t) = o < lln = oll% < 2n - ollf < 2¢?
Entonces 7(t) € Oy para todo t € I y por tanto n € H'(O). O

Proposicion 3.1.6. Sean 7 : E — I, O C E como en yp: F— I (dim(F) < o0)
un fibrado sobre I. Si f : O — F es una aplicacion de fibrados diferenciable entonces la
aplicacion inducida

f:HYO)— HY(F)

o foo
es diferenciable.
Demostracion. Para la prueba consultar [[11]. O

Lema 3.1.7. Sea X una variedad compacta. Entonces existe € > 0 tal que la aplicacion
(1,exp) : O = X x X
v (7(v), exp(v))

es un difeomorfismo sobre un abierto de la diagonal de X x X y O ={v e TX | |v| < €}
es una vecindad abierta de la seccion cero del fibrado tangente 7 : T X — X. En particular
explo, . _o.nr,x €5 inyectiva.
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Demostracion. Para la prueba consultar [16]. O

Proposicion 3.1.8. Sean O = O, € TX como en y c € C°(1,X). Entonces la
aplicacion

exp, : H'(0.) — HY(I, X)
o — exp(co)

es inyectiva y
Im(exp,) = {e € H'(I,X) | e(t) € exp(O N Ty X)}

donde O, := c*O C ¢*TX y ¢ es como en el ejemplo[11]
Demostracion. La prueba es inmediata a partir de la definicion y del lema [3.1.7] O
Lema 3.1.9. Sean c,d € C°(1,X) y U(x) = exp,H'(O,). Entonces

exp, ! oexp, : exp, H({U(c) NU(d)) — expyU(c) NU(d))

es un difeomorfismo.

Demostracion. Para cada t € I sean

Ocar =0t N ((exp o 7""0)_1 o (exp o T*d)) (Oat)
U Ocdt 81 Ocqat # ¢ paratodot el
t

Oc,d =

¢ en otro caso

Se tiene que O, 4 es un subconjunto abierto de O, y
HY(O.q) = exp, ' (U(c) NU())
Entonces la aplicacién
fed = (expor*d) o (exporrc): Oug — d*TX
es una aplicacion diferenciable de fibrados y
exp, ! 0 exp, = fea
resulta ser un difeomorfismo por la proposicion [3.1.6] O

Teorema 3.1.10. H'(I,X) es una variedad de Hilbert.
Demostracion. El atlas canonico de H'(I, X) est4 dado por
Ule),exp.t) e € CP(I,X)

que cumple las siguientes propiedades:
(1) Por la proposicion el modelo local de H(I, X) es el espacio de Hilbert separable
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H'(¢*TX) = H'(I,R") y es independiente de ¢ € C5°(I, X) por el lema .
(2) Los conjuntos U(c), c € C3°(I, X), forman un cubrimiento abierto de H"' (I, X') pues son
abiertos por la proposicion y el lema y ademés Cp°(I, X) es denso en HY(I,X)
por la definicion [3.1.4]

(3) El atlas canénico de H'(I,X) es diferenciable gracias al lema [3.1.9] Para ver que
H(I, X) es 2-contable basta mostrar que el atlas canénico posee un subatlas contable.
Para esto se mostrara que para todo natural n > 0 el conjunto

! ".=<c 1 ¢(t), e n
HY(I,X) ._{ € HY(I,X) | /1< (1), é(t)) oyt < 2 }

se puede cubrir por un subconjunto finito del atlas canénico. Sea € > 0 como en el lema
y m = m(e,n) un natural tal que 18n < me?. Entonces para toda e € H*(I, X)" se
tiene que

j=1)/m

j/m 2
dy (e((j — 1)/m), e(j/m))* < (/( EGI dt)

< = [ (e(0), ) dt

m Jr

l 2
<2— < —
- m 9

Entonces e|[(j_1)/m7j/m} cae completamente en una bola de radio €/3. Como X es compacta
existe un conjunto finito P de puntos de X tal que las bolas de radio €/3 centradas en dichos

puntos cubren a X es decir, para toda e € H'(I, X)" existe una sucesién {p1,...,pm} en
P tal que e(j/m) € B./3(p;). Entonces para cada sucesion {p1,...,pn} de m elementos
en P se puede considerar una funcion ¢ € C3°(1, X) € HY(I, X)" con ¢(j/m) = p; y por
tanto e € U(c). Y por lo tanto H(I, X) es 2-contable. O

Teorema 3.1.11. La aplicacidn

p=(po,p1): H'(I,X) = X x X
¢+ (c(0),¢(1))

es una submersion, es decir, Dp. es sobreyectiva para toda ¢ € HY(I,X). Ademds si
N C X x X es una subvariedad de codimension k entonces p~1(N) es una subvariedad de
HY(I,X) de codimension k.

Demostracion. Para la prueba consultar [12]. O

Corolario 3.1.12. El espacio de lazos libres LX de una variedad compacta X es una
variedad de Hilbert.

Demostracion. Sea N = A(X) C X x X entonces
P (N) ={ce HY(I,X) | c(0) = (1)} = H'(S', X)

es una variedad de Hilbert modelada localmente por el subespacio de Hilbert separable
HY(SYHR™). O
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Para la prueba del siguiente teorema se hara uso del siguiente resultado de Palais:

Teorema 3.1.13 (Teorema de Palais). Sean Vi y Vo dos espacios de Banach localmente
converos y f : Vi — Vo una aplicacion lineal y continua de Vi sobre un subespacio denso
de Va. Dado O un abierto en Va sea O = f~1(O) y f = fls- Entonces f:0 =0 esuna
equivalencia homotdpica.

Demostracion. Para la prueba consultar [19] O

Teorema 3.1.14. La inclusion
HY(S', X) — CO(Sh, X)
es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Por el teorema del embebimiento de Whitney [I.3.9] X se puede embeber
en un espacio Euclideano E . Entonces por el teorema de la vecindad tubulafl.3.8| existe N
una, vecindad tubular de X en E y ademés X es un retracto fuerte de deformacion de N
bajo una homotopia diferenciable

hs:N—-N 0<s<1

con hg = idy y h1(N) = X. Entonces hg induce equivalencias homotépicas entre H!(St, N)
y HY(S', X) y entre C(S', N) y C(S', X) por medio de hs, 0 < s < 1, definida por
(hs o ¢)(t) = hs o c(t). Entonces H'(S!, X) es homotopicamente equivalente al abierto
Ul := H(S', N) del espacio de Hilbert H!(S',E) y C(S!, X) es homotépicamente equiva-
lente al abierto U° := C(S!, N) del espacio de Banach localmente convexo C(S!, E) con la
norma del supremo. Por la observacion [f] se tiene que la inclusion H'(S',E) — C(S',E)
es continua y tiene imagen densa. Entonces por el teorema de Palais [3.1.13] se tiene que
U' y UY son homotoépicamente equivalentes y de esta manera la inclusiéon

HY(SY, X) < C(Sh, X)
es una equivalencia homotépica. O

Observacion 7. Como S! es compacto y X es una variedad Riemanniana entonces la
topologia compacta-abierta sobre C(S!, X) coincide con la topologia inducida por la métri-
ca del supremo |3.1.1] asf el espacio de lazos libres con la topologia compacta-abierta es
homotopico al espacio de lazos libres visto como variedad de Hilbert.

3.2. Estructura algebraica de la cohomologia del espacio de
lazos

La homologia de lazos H,.(LX;K) de una variedad cerrada orientable X de dimensién n
es la homologia singular del espacio de lazos libres de X con un desplazamiento de grado,
es decir,

HL(LX;K) = Hpn(LX;K)
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En M. Chas y D. Sullivan definieron un producto sobre las cadenas de LX que dota
con estructura de algebra a H,(LX;K).

A grandes rasgos este producto, llamado producto de lazos, se define de la siguiente manera.
Sean 0 : AP — LX y 7: A — LX dos simplices singulares en LX tales que la aplicacién

AP x AT DX x LX PR X x X
es transversal a la diagonal. Ahora considere el espacio
E={(s,k,z) e AP x ATx X | (pooo)(s) = (pooT)(k)=x}
el cual es el pullback del diagrama

E

X
A

P00 Xpo-T

AP x Al — X x X

Note que la composicion de los lazos o(s) y 7(k) esta definida para (s, k,x) € E, es decir,
existe una aplicacién

x: B —LX
(s,k,x) — o(s) (k)
donde
T(k)(2t —1) si

(o(s) x7(k))(t) = {U(S)(Qt) si 2
)

Como X tiene codimension n en X x X entonces E tiene codimension n en AP x A?. De
esta manera o * 7 define una (p + ¢ — n)-cadena sobre LX. En [3] M. Chas y D. Sullivan
muestran que este procedimiento define una aplicaciéon de cadenas

Cp(LX) ® Cg(LX) = Cpig—n(LX)

que induce un producto asociativo y conmutativo sobre H,(LX;K). En [4] se puede en-
contrar otra forma de construir el producto de lazos a partir de la construcciéon de Thom-
Pontryagin.

Definicion 3.2.1. Sea 7 : E — X un fibrado vectorial Euclideo. Se definen el haz fibrado
disco como el haz fibrado sobre X con espacio total

D(E)=f{veE| v <1}
v el haz fibrado esfera como el haz fibrado sobre X con espacio total
S(E)y={veE| |v=1}

Definiciéon 3.2.2 (Mapa de Gysin). Sean M y N variedades de Hilbert conexas y
f: M — N un embebimiento, entonces por el corolario se tiene que

TN|, = TM & vy
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Si f es de codimensién k entonces el fibrado normal vy es un fibrado vectorial de dimensién
k. Considere los haces fibrados disco y esfera D(vy) y S(vy) asociados al fibrado normal
vy y la clase de Thom uy € H*¥(D(vy), S(vy)). Por el lema la aplicacion exponencial
exp: D C TN — N restringida a vy es un isomorfimo local alrededor de la seccién cero
del fibrado 7, : TN — N. Como f es un embebimiento y N es una variedad Riemanniana
entonces por el teorema de la vecindad tubular existen una vecindad abierta Z de la
seccion cero de vy, un abierto U de f(M) en N y un difeomorfismo 6 : Z — U que identifica
la seccion cero de vy con f(M). Como f tiene codimension finita k entonces Z se puede
identificar con D(vyf) y asf el isomorfismo 6 define un «tubo» D(vy¢) = 6(D(vs)) = Cr v
su frontera S(vy) = §(S(vy)) = 0C. Ademas aplicando el isomorfismo de Thom y
la sucesion de Gysin [1.4.4] todo lo dicho anteriormente se puede resumir en el siguiente
diagrama conmutativo
GONN\F ()

H*(N,N\ f(M)) ~ H*(N)
%JEscisi(’)n J
. ](Cf,dCf) N
H (Cf,@Cf) H (Cf)
id] }»d
. j(D(Uf)aS(Uf)) .
H*(D(vy), S(vy)) ~ H*(D(vy))
H*(w(D)of)(—)vufF %D)Of‘llmn
H* k(M) — - H*(M)

, . | . .
Asi el mapa de Gysin f° asociado a f se define como la composicién

(Bscision) 1

H**(D(vy), 5(vy)) = H*(Cy,0Cy) H*(N, N\ £(M))

H*(W(D)Of)(—)vuf(% {j(NﬁN\f(M))
f!

H*(M) ~ H*(N)
y f{(1) = ef € H*(N) es la clase de Euler del embebimiento f.

Ahora se va a definir el dual del producto de lazos sobre H*(LX;K), para esto considere el
espacio de lazos libres LX con la estructura de variedad de Hilbert descrita anteriormente.
Sea LX x LX el pullback del siguiente diagrama conmutativo

X

LXXLX _t, 1x«xLX

Po Po Xpo

X X xX

de esta manera

LX x LX = {(a, ) € LX x LX | a(0) = 5(0)}
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es la variedad de Hilbert de lazos componibles. Note que ¢ es un embebimiento de codimen-
sion n de variedades de Hilbert pues la diagonal A es un embebimiento de codimension n.

Como LX x LX es el espacio de lazos componibles se puede considerar la aplicacién
X

x: LX X LX — LX
X

(., B) = % 3

pero esta aplicacion no es necesariamente diferenciable en 1/2 o 1, para que la composicion
de lazos resulte diferenciable se puede considerar una biyeccién ¢ : [0,1] — [0, 1] con la
propiedad que su derivada tienda a cero en los extremos {0,1}, con esta ¢ se pueden
reparametrizar los lazos a y 8y asi la composicién resulta una funcion diferenciable. Esta,
nueva composicién de lazos se notard por

Comp: LX x LX — LX
X

Todo lo dicho anteriormente se puede resumir en el siguiente diagrama conmutativo

Comp

LX x LX ~—— LX xLX =% o, x

Po Xpo PO Po (31>

id
X x X = X X X

Como los embebimientos A e i tienen codimension n entonces existen sus respectivos mapas

de Gysin (ver definicion [3.2.2)

A" HY(X) —» HF (X x X)
it H¥(LX x LX) — H*"(LX x LX)
X

entonces el diagrama induce en cohomologia el siguiente diagrama

.|
i

H*(C
HE(LX x LX)~ H*(LX x LX) OO k1 x)

H*(poxpo) H*(po) H*(po) (3.2)

)

S H(X) X

HM(X x X)

De esta manera se define el dual del producto de lazos como la composicién de las aplica-
ciones de la fila superior del diagrama:

i' o H*(Comp) : H*(LX) — H*™(LX x LX)



CAPIiTULO 4

Modelo minimal del espacio de lazos

En este capitulo se construird el modelo minimal asociado al espacio de lazos libres de un
espacio simplemente conexo y por tltimo se construird explicitamente el modelo minimal
del espacio de lazos libres de las esferas y los planos proyectivos complejos y a partir de
este se calcularé la cohomologia de estos espacios.

Teorema 4.0.1. Sea X un espacio simplemente conero con modelo minimal (AV,d)
entonces el modelo para el espacio de lazos libres LX, estd dado por

(AV © AsV, §)
con §(v) = dv y §(sv) = —sd(v) donde s es la derivacion definida por s(v) = sv.

Demostracion. Sea i : X — X1 la aplicacion que asigna a cada punto z € X el camino
constante x. De esta manera se tiene el siguiente diagrama

X — . x0.1]
A (Po,Pl)
X x X

Claramente ¢ es una equivalencia homotopica y hace que el diagrama conmute, esto implica
que (po,p1) v A tengan el mismo modelo minimal relativo.

Sean (AVy,d) y (AVa,d) dos copias de (AV,d). El modelo minimal de A esta dado por la
multiplicacion (ver ejemplo

w: (AVy,d) @ (AVa,d) — (AV,d)
Un modelo relativo para u (ver ejemplo estd dado por el siguiente diagrama conmutativo

I

(AV1,d) ® (AVa,d) (AV,d)

(AV; ® AVy @ AsV, D)
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donde ¢ es un quasi-isomorfismo con ¢(sv) =0y D(sv) — vy 4 v1 es un elemento descom-
ponible en AV} @ AV, ® AsV.

Por el teorema y la descripcion de LX como un pullback (definicion su modelo
minimal estd dado por

(AV,d) ® AVL @ AVa ® AsV, D)

AV ®AVy (
La idea es construir un isomorfismo entre

(AV,d) ® AVi @ AVa @ AsV,D) v (AV ® AsV,6)

AV]@AVy (

Para este fin se dara una construccion mas detallada de (AV; ® AV2 ® AsV, D) en base a la
construccion de la definicion del modelo (A(V @V @ V),D) = (AV® AV @ AV, D)
donde D se define como

D(w)=dv, D@)=v y D({@®)=0
y V = sV. Este modelo tiene una derivaciéon s definida por
s(v)=v y s(@) =s{) =0,

donde 6 = sD + Ds es una derivacion de grado 0 y a partir de ella se define el morfismo
de adg conmutativas

e’ (AV,d) — (AV @ AV @ AV, D)

v%ee(v):v—l-@\—i-i@dz;(m
n=1

Considere el isomorfismo de algebras
b AVI @ AVa @ AsV — AV @ AV @ AV
definido por 9 (v1) = v, ¥(ve) = €?(v) y ¥ (sv) = . Definiendo D en AV} ® AV, ® AsV por

la formula

D=y Dy

la aplicacién v resulta un isomorfismo de adg conmutativas. Este diferencial hereda las
buenas propiedades de D en AVi@AVo®@AsV, esdecir, D = den Vi yen Vo y D(sv)—va+uv;
es un elemento descomponible.

Considere el morfismo de adg conmutativas

q: (AV @AV @ AV, D) — (AV @ AsV, )

por q(v) = v, q(¥) = sv y q(v) = —sd(v) directamente de las deficiones se puede ver que
q(sD + Ds) = 0 y por tanto la composicion

got: (A\Vi ® AV @ AsV, D) = (AV & AsV, )

queda determinada por g o ¥(v1) = v, go¥(ve) = vy qo(sv) = sv. Por lo tanto el
isomorfismo deseado es

(AV,d) ® (AV; ® AV ® AsV, D) "2 (AV @ AsV, 6)
AV @AV,
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En adelante los elementos v € sV se notaran por v.

Ejemplo 30 (Espacio de lazos de las esferas). En el ejemplo [26| se mostro que el modelo
minimal de la esfera S™ esta dado por

(A(2),0), de =0, |z| =n si n es impar.
(A(z,y),d), dv =0, dy = 2%, |x| =n, |yl =2n—1 sin es par.

Entonces por el teorema el modelo minimal de LS™ es

e Sin es impar el modelo minimal de LS™ estd dado por
(A(x) @ A(T), 0)

con
x| =n, |Z|=n-1,

§(z) =dx =0,
() = —sdx =0.

Como n es impar entonces 22 = 0y A(Z) = Q[z] de donde se tiene el isomofismo
(A(z) @ A(@),0) = (Qfz] @ = - Q[z], 0)

Por el teorema v la definicién de modelo minimal se tiene que el anillo de
cohomologia del espacio lazos libres de S™ para n impar es

H*(LS";Q) = Q[z] ® z - Q[7]
e Sin es par el modelo minimal de LS™ estd dado por
(A, y) ® AZ,7),9)

con
x| =n, |y=2n—-1, || =n—-1, [y =2n -2,

En este caso para calcular la cohomologia de LS™ se debe calcular la cohomologia del
complejo (A(x,y) @ A(T,7),0) entonces
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Elemento Diferencial Grado
T 0 n

y z? 2n — 1

T 0 n—1

Yy —2xx 2n —2

zF 0 kn
7" —2kaT ! 2k(n — 1)
yT 2’7 3n—2
oz 0 nk+1)—1
zFy zk+2 n(2+k)—1
yy" oy 2y + 2ky7) 2k+1)(n—-1)+1
Ty 0 (n—1)(2k + 1)
r'yF 2kl T n(2k + i) — 2k
Fyz oF 2z n(k+3) —2
T Y* 0 n(2k+i+1) -2k —1
" x”l@k*l(a@ +2kyT) | n(2k+i+2) — 2k —1
YT " 2’z y" n(2k +3) — 2k — 2
Yz " 2Tk n(2k+i+3)—2k—2

Observe que

1. §(z*+2) = 0 pero §(z*y) = 2*+2 para todo k >0,

2. 6(2T) = 0 pero 6(—17) = a7,

3. 0(x**2%) = 0 pero 6(z*yT) = 2¥+27F para todo k >0,

4. §(zz7*) = 0 pero 5(—my Y =2z 75",

5. 5(3@”2 k) = 0 pero 6(z'yz ) = 2" 2T 5"* para todo i,k > 0,

6. o(x" k+2k‘x’ 1y:zyk D) = 2katlz g 142k M1z 51 = 0, paratodo i, k > 1

pero (2 2yy*) = 2'yF + 2ka’lyz 7* ! para todo i > 2.
Entonces

H(ILS\Q) | Q] Q |Q @ Q
Generador | 1 T T zy" " + 2kyz gt
Grado n—1|n|mn-1)2k+1) | (n—1)2k+1)+1

para todo k > 1 y es cero en los demaés casos.
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Ejemplo 31 (Espacio de lazos de los espacios proyectivos complejos). En el ejemplo [27]se
mostré que el modelo minimal del espacio proyectivo complejo CP™ esta dado por

(A(z,y),d), de =0, dy = 2", |z| =2, |y| =2n+ 1
Entonces por el teorema el modelo minimal de LCP"™ es

(A(z, y) ® AT, 7), )

con
|z =2, ly[=2n+1, 2| =1, [y] =2n,
y
O0(x) =dx =0,
(y) = dy =a""t,
() = —sdz =10,
5(@) = —sdy = —s(z™) = —(n+ 1)2"%.

Para calcular la cohomologia de LCP™ se debe calcular la cohomologia del complejo
(A(z,y) ® A(Z,7),0) entonces

Elemento Diferencial Grado
T 0 2

Y P 2n +1

T 0 1

U —(n+1)z"z 2n
P 0 2k
7r —(n+ Dkamz g ! 2kn
YT "tz 2n + 2
otz 0 2k + 1
.Tky phtn+l 2(n i k) 1
yy" 2" 2y + (n + 1)kyz) 2n(k+1)+1
zy" 0 2kn + 1
T —(n+ 1)k Tz yF! 2(kn + 1)
zFyz ghntlg 2(k+n+1)
T G" 0 2(kn+1i) +1
dlygt | T @y 4+ (n+ DkyE) | 2(n(k+1) +4) +1
yTy" "z yP 2(n(k +1)+1)
Ty Y RS T 2(n(k +1)+i+1)

Observe que

1. §(z**n+1) = 0 pero §(a*y) = 27+ para todo k > 0,

2. §(z"x) = 0 pero 5(_%+1

a7 n

y) ="z,

3. 6(z*+"H17T) = 0 pero §(zFyz) = 2"+ 7F para todo k > 0,



CAPITULO 4. MODELO MINIMAL DEL ESPACIO DE LAZOS 59

4. §(z"TH"*) = 0 pero 5(—m 7Y = anzT gk,
5. 6(z" Tz R) = 0 pero §(a'yzy*) = 2"z H* para todo i,k > 0,

6. 027+ (n+ Dkt lyz g% 1) = —(n+ k2" Mz g 4+ (n4+1)ka" Tz 71 = 0, para
todo i,k > 1 pero §(x* """ lyy*) = 2'gF + (n + 1)k’ lyzy*~! para todo i >n + 1,

Entonces
H(LCP:Q) [ Q[ Q| Q| Q Q
Generador Lz |2 | 2%+ (n+ Dk Tyzgh! ITYF
Grado 1|2 2(kn +1) 2(kn+j) +1

para0<j<n—1,1<1¢<nyparatodo k> 1. Entonces

HY¥(LCP":Q)=Q Vk>0
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