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Resumen

En este trabajo tratamos el buen planteamiento en los espacios de Sobo-
lev H*(R?) del problema de Cauchy asociado a la ecuacién del tipo r-BO
bidimensional

u € C([0,T], H*(R?))
Uy + eH Upe + HYUgy + uu, =0
u(0) = € H*(R?),
donde u(x,y,t) es real si z, y, t € R. También, estableceremos resultados

sobre la continuacion unica, para esta ecuacion.

Palabras clave: Problema de Cauchy, Transformada de Hilbert,
Ecuacién r-BO, Buen planteamiento local.



Abstract

In this work we treat the well-posedness in the Sobolev spaces H*(R?) of the
Cauchy problem associated to the r-BO type equation

u e C([0,T], H*(R?))
up + eH Uy + HYUzy + uugy =0
u(0) = ¢ € H*(R?),
where u(x,y,t) is real if z, y, t € R Also, we establish results over unique

continuation, for this equation.

Keywords: Cauchy problem, Hilbert Transformation, r-BO equa-
tion, Local and well-posedness.
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Introduccion

En este trabajo trataremos con el buen planteamiento tanto local como global
en los espacios de Sobolev H*(R?) de la ecuacién r-BO

g + eH Uge + HYUgy + uuy =0

Especificamente, estudiaremos el buen planteamiento del problema de valor
inicial
u € C([0, 7], H*(R?))
g + eH Uy + HYUyy + uuy =0 (0.1)
u(0) = ¢ € H*(R?),

donde u(z,y,t) es una funcién a valor real con x, y, t € Ry H* y HY en (0.1)
denotan las transformadas de Hilbert en la variable x y y respectivamente y
se definen a través de la transformada de Fourier por

Hef(€,m) = —isgn(€) F(€,m), HYf(E,n) = —isgn(n)f(&,n)
EnelR
donde
0, £=0
sgn(§) = —1, £<0,
1, &> 0.

Con el fin de tratar el buen planteamiento de (0.1) usaremos una ecuacién
integral equivalente y el teorema del punto fijo de Banach en un espacio ade-
cuado, lo que nos permitira obtener el buen planteamiento local en H*(R?),
para s > 1, posteriormente analizaremos el comportamiento de las solucio-
nes en espacios con peso. Recientemente lorio ([11]), Ponce-Fonseca ([7]) han
obtenido resultados interesantes de continuacién tunica para la BO, por tal
razon esperamos obtener resultados similares para esta ecuacion.

VI



La ecuacién en (0.1) es una regularizacion de la ecuacién del tipo Benjamin-
Ono bidimensional (¢ = 0), la cual modela fenomenos fisicos que ocurren
en la teoria de fluidos ([5],[16]) y el problema del buen planteamiento fue
tratado por Milanes en [15]. Introduciremos el término regularizado con el
fin de analizar el comportamiento de las soluciones en ciertos espacios con
peso.



CAPITULO 1

Preliminares

Notacion

En este capitulo se introduciran algunas notaciones basicas, ademas de al-
gunas definiciones y resultados ttiles para el desarrollo del trabajo. Las de-
mostraciones seran omitidas, sin embargo se dard una referencia donde se
puedan encontrar.

e B(X,Y) es el espacio de todos los operadores lineales acotados de un
espacio de Banach X a un espacio de Banach Y.

B(X)=B(X,X) .

C([0,T7],X) es el espacio de Banach de las funciones continuas de [0, 7] en
el espacio de Banach X, dotado de la norma ||ul|x oo = supyg[lu(t)|lx

a=(ag,as,...,qa,) € N" es un multi-indice.
e Si a es un multi-indice y x = (21,29, ...,x,) € R" entonces

a) la| =370 a5 =a1+ag+ -+

o (0 AN B d\™"
0= (5) (o) (@)

1
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o NF=(1- A)%
o [P =LER")=ALP(R") con || [z =] Isp

Definicién 1.1. La transformada de Fourier de una funcién f € L'(R") es
la funcion F f = f definida por

o~

(FHE)=f&)=@2n) " | fla)e“*de

donde x = (x1,%2,...,%,), & = (&1,&2,...,&) ER" y
ToE= mg
j=1

es el producto interno usual en R™.

Definicién 1.2. EI espacio de Schwartz #(R") es el conjunto de todas las
f € P tales que

1 fllap = sup|2°07f(2)| <00 Va,B e N".
reR™
El espacio de Schwartz es también conocido como el espacio de decrecimiento
rapido de las funciones en 2.
Proposicién 1.1. Con la métrica,

69 — 4o
169 — 00|

d(g, ) =Y 277

j=0
el espacio de Schwartz (R™) es un espacio mélrico completo.

Teorema 1.1. La transformada de Fourier . : /(R") — S (R") es un
isomorfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. Véase [11] Teorema 7.42. |

Definicién 1.3. Se define .7’, el espacio de las distribuciones temperadas,
como el dual topoldogico de ..
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Teorema 1.2. Un funcional lineal f en .7 (R™) pertenece a #'(R™) si y solo
st existen constantes C' > 0 y | € N, tal queda

(L) <C Y ellas @ €S (RY).

laf,|B< 1
Demostracion. Véase [11] Teorema 7.7. |

Observacién 1.1. En el caso de /'(R"™), las funciones en LP definen dis-
tribuciones en el sentido usual, es decir, dada una funcion en LP(R™), 1 <
p < 00, la formula

(Ty, ) = Rnf(fc)w(x)d:c Vo € S (R")

define un elemento de .#'(R™). Por supuesto, no todas las distribuciones se
definen de esta forma y la 0., es un ejemplo de ello. Por simplicidad se
escribe Ty = f.

Definicién 1.4. La transformada de Fourier f de una distribucion tempe-

rada f € . es definida por

(f.o) = (£, ), Vype SR,

Teorema 1.3. La transformada de Fourier & : " — '(R") es un iso-
morfismo y un homeomorfismo.

Demostracion. Véase [11] Teorema 7.48. |

Definicién 1.5. Sea s € R. Los espacios de Sobolev (del tipo L?) en R™ son
los siguientes subconjuntos de /' (R™):

H'(R") = {f € #"(R") / (1 + [¢*)**f € I*(R™)}

Teorema 1.4. Sea s € R. Entonces H*(R™) es un espacio de Hilbert con
respecto al producto interno

(Flok= [ (+1ePrFieaede

Ademds se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1. H*(R™) — H"(R™) para todo s > r, donde — denota contenencia
continua y densa.

2. (HS(R”)),, el dual topoldgico de H*(R™), es isométricamente isomorfo
a H*(R™) para todo s € R.

3. fe HY(R"), m € N, si y solo si 3*f € L*(R™) para todos los multi-
indices « tales que |a| < m. En este caso, las normas

o= ([ avierrirore)” o .- (Soneeie)

son equivalentes.

1/2

4. El Lema de Sobolev se cumple, es decir, H*(R") — C«(R") para to-

do s > %, donde Co(R™) denota el conjunto de todas las funciones

continuas que tienden a cero en el infinito.
Demostracion. Véase [11] Teorema 7.75. |

Teorema 1.5. H*(R") es un dlgebra de Banach para todo s > 5. En parti-
cular, existe una constante cs > 0 tal que

£ glls < el fllsllglls VS, g9 € H(R).
Demostracion. Véase [11] Teorema 7.77. |

Definicién 1.6. Sea H un espacio de Hilbert. Un grupo unitario fuertemente
continuo a un pardmetro en H es una aplicaciont € R —— U(t) € B(H) tal
que:

1. U es unitario para todo t € R,
2. U(t+1t)=U@)U(t'), para todo t,t' € R,
5. Mm|U(t)¢ — U(t)¢|lu = 0, para todo t.t' €R, y ¢ € H.
Definicién 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Una Contraccion es una

aplicacion T : X — X tal que: d(T'(z),T(y)) < Ad(x,y) para todo x,y € X
y A€ 0,1]. Si A <1 se dice que T' es una contraccion estricta.
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Teorema 1.6 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio
métrico completo y'T : X — X es una contraccion estricta, entonces T
tiene un unico punto fijo, es decir, existe un unico xy € X tal que T'(xg) = xo.

Teorema 1.7 (Desigualdad de Gronwall). Sea k € L'([a,b]) con k > 0
y f,9 € C([0,T],R) tales que

F0) < ol0) + [ KOs, o<t
entonces
f(t) <g(t) + /t k(s)e[j: k(r)dr]g(s)ds, a<t<b.
En particular si g es constante, se tiene:

1) < gellesonl g <y <y,

Teorema 1.8 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0 yp,q > 1 tales que

1 1
—+ — =1, entonces se cumple

p q
N
ab < @ + —.
p q
Teorema 1.9 (Kato-Ponce). Sean s >0 y 1 < p < oo, entonces LP N L™
es un dlgebra de Banach. Ademds

[falsp < c(IflL>lglsp + |flspllgllz=)-
Demostracion. Ver [12] |

Observacioén 1.2. Dado que ||[A5u™||o =||A%u" " ullo = |u"ulo2, si hacemos
f=u"1tyg=u en el teorema anterior, y lo aplicamos sucesivas veces se
obtiene

A" ullo < ellull = Ao, (1.1)

Definicién 1.8. Una funcidn positiva p € C*(R%*R) es llamada un peso
admisible si cumple las siguientes condiciones:

1. p(x,y) > 1, para todo (z,y) € R?;
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2. 8i|(x,y)| = oo entonces |p(z,y)| — oo
3. |Vp(z,y)| < cp*(x,y), para todo (z,y) € R?

Observacién 1.3. FEs facil ver que las fuciones p definidas por p(x,y) =
1

(1+22+yH)v yp(z,y) = (L+2?1 +y*2)v, conv > 0,7 >0,7r; >0, j=1,2
son pesos admisibles.

En lo que sigue p denotard un peso adimisible y escribiremos H® = H*(R?).
Consideremos
Hé(p") = H* N L*(p"), 5 > 0,0 >0

donde L?(p”) denota el espacio de todas las funciones medibles a valor real
tales que

1
2
1f L2y = < Pz, 9)p" (x, y)d:rdy> < 0
Estos espacios de Hilbert estan provistos con el producto interno

(f) g)HS(p") = (f7 g)s + (f7 g)LZ(pV)

y estos poseen la siguiente propiedad de interpolacién:

Teorema 1.10. Sean s > 0, v > 25,0< j <s,j€Z yx; =v(l— %)
Entonces eziste un numero positivo ¢ tal que para toda f € H*(p")

2
Hs(p¥)"

> /P"j(af,y)lD“f(ﬂf,y)IQdﬂfdy < c[lf]

a€(Z1)?|al=j

Demostracion. Ver [18] Capitulo 3 |
En el caso de p”(x,y) = (1 + 2? 4+ y?)" escribiremos H*(p") = S, con
I o=y = || - ls- De manera similar para p”(z,y) = (1 + 2®™ + y*2)

- a -~
escribiremos H*(p") = Sy re, cON || - |5y = || - 1,72
Las siguientes proposiciones son consecuencia del teorema anterior

Proposicién 1.2. Sean x = (z,y), a, B € (Z%)?, |a| +|8] <k, k € N y
Y € Sk, entonces
Ix" D¢l < c(lal) @l
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Demostracion. Se obtiene como consecuencia del teorema anterior, en efecto
XDl = [ D",y
< [ Do) Pdady
z/p”(%y)!D%(x,y)Fdxdy
< c(laD el

Proposicién 1.3. Sean o € (Z7)?, B € Z*, |a|+ B8 <k, k €Ny p € Sk,
entonces
ly” Dl < e(lal)ll¢llin

Demostracion. Se obtiene como consecuencia del teorema anterior, en efecto
9Dl = [ 1Dl ) Py
< [ a® PN p(o ) Pdady

_ / o (2. 9)| D, y) Pddy

< c(laDllel 1



CAPITULO 2

El Problema Local

En este capitulo consideraremos el buen planteamiento local del problema de
Cauchy asociado a la ecuacién (0.1), en los espacios de Sobolev H*(R?)

Los resultados que se obtienen a continuacién serdn necesarios para crear las

condiciones adecuadas para el buen planteamiento local de la ecuacion. Para
comenzar nétese que la ecuacién en (0.1) es equivalente a

1
u = — (1 +eH%0,) " HYDpyu — 5+ eH™8,) " O,u’. (2.1)
Por comodidad escribiremos
1
A=—(1+4eHd,) "HYOry y f(u) = —5(1 +eH,) 1 0,u? (2.2)

. 52 L
Lema 2.1. Para todo £ € R. St e > 0 entonces ESTE <3

Demostracion. Para todo ¢ € Ry ¢ > 0 tenemos:
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el <1+ elg
2% < (1 +¢l¢))?

1 1
<

(14elg))® — e%¢?
e
(1+el¢))® ~ e

|
Proposicién 2.1. Sie >0, s > 1 yu® € H* (R?) entonces, f (u) € H* (R?)
Demostracion. Sea f (u) = —3 (1+ eH*D,) " O,u?, entonces
17 @ll? = [0+ 2270 ™ 0.0
— /RQ (5—22 (1+&+7)° ‘uA? (5,17,t)‘2d§d77

L+<e)
1 PPN 2
<5 [ Qe+ | (0| dedn
R
1 g2
= 5l
1 2 2
< < Il el
1 2 2

2
1F @Il = 5 lulls lully

Como H?*(R?) es un &lgebra de Banach para ¢ > 0, s > 1, u> € H® y como
probamos || f(u)||* < oo.

Se define la funcién f : H* — H* como f(u) = —3 (1 + eH*d,) " Dpu?, se
observa que para u € H®, f(u) € H®, si s > 1.
]

Proposicién 2.2. La funcion f(u) definida en (2.2) satisface la condicion
de Lipschitz local

Demostracion. Para efectos de la demostracion se tienen en cuenta dos he-
chos importantes
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(1) si s> 1, entonces el Teorema 1.4—(4) implica que
[flloe <WAllp <ellflls,  f e H

(77) Si s > 1, entonces el Teorema 1.5 implica que existe ¢; > 0 constante
tal que
1fglls < el fllsllglls,  Vf.g € H®.

Entonces si u,v € H* y t € [0,7]

[u® = v*[ls = [l = ) (u + )
< sllu = wllsllu + s
< esllu = vlls(llulls + [lv]l)

Sea K = c,, entonces
[u? = 0?5 < esllu—vlls(Jlulls +1vlls).-
Sea
1/2
(Llulls s lo]ls)) "™ = K sup ([lull+]v]ls),
t€[0,T]

por lo tanto,

1 () = f(©)lls =10:(1 + eHda) ™ (w* = v*)]s

1
< —lu® =27,
€

1
< ZLllulls Tolls)lfw = vlls. (2.3)

Nétese que L(-,-) es no decreciente respecto a cada uno de sus argumentos,
teniéndose de (2.3) la condicién de Lipschitz local. [

Proposicién 2.3. Sea A = —(1 + eHd,) ' HY0yy, entonces la aplicacion
t € R+ E(t) = et es un grupo unitario fuertemente continuo a un
pardmetro en H*(R?).
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Demostracion. La aplicacion E(t) también puede expresarse de la siguiente

manera )
ig[n|t

E(t)p = ety = (6_1+E\5|{5)V, peH teR

sea b(&,m) = 1_i§i7|7€|| entonces

~\ V
E(t) = e = ("713) ",
E(t) cumple con las siguientes condiciones:

1. E(t) es unitario para todo t € R

le“ells = [|(&7'2) ||, =llells (2.4)

E(t—i—t/)go _ e(t+t)A/¢
— etA—’_t,ASO
_ et Ay
= E(t)E()e
entonces E(t +t') = E(t)E(t).

3. Dado p > 0 la aplicacién t € [u, 00) — E(t)y es uniformemente continua
con respecto a la norma H°.

HE(t>(P . E(t’)@”? — /2<1 +£2 +n2)s’6tb(fy77) _ et’b(fﬂl)’?‘@‘Zden
R
- / (1+& 7)1 —1P|pPdedn.  (2.5)
R2

Por el teorema del valor medio se tiene
(t—t")b(£,m) _ b(&,m) "no_ €]|n] / 7] '
e —1|l=1b e t—t| = t—t < =t =t
| = e e =] = 2 il — v < D

Entonces

2
|e(t7t/)b(§,n) . 1|2 S 77_2‘t . t/|2.
£
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La ecuacién (2.5) queda

|E@t)e — E(t)e]), < / (1+ € + )|t — 2| dedn

RQ
2
n

< Zlt=tPllell. (2.6)

haciendo t — ¢’ en (2.6) se tiene que ||E(t)p — E(t')¢||s — 0. En particular

I [[E(t)e — E()g] = 0.

t—t!

Por comodidad, el problema de Cauchy dado por la ecuacién (0.1), lo escri-
biremos de la siguiente forma

{ ur = Au+ f(u)
u(

0)=peH. (2.7)

Por el método de variacion de parametros se puede identificar una posible
solucion para s > 1, dada por

u(t) = e + /Ot DA f (u(r))dr, (2.8)

en la cual por (2.2) y (2.4) se tiene que u € C ([0, 7], H*(R?)).

Proposicién 2.4. Sea u € C([0,T], H*(R?)) con s > 1, una solucidn de
(2.7), entonces u satisface (2.8). Reciprocamente, si u € C([0,T], H*(R?))
es una solucion de (2.8), entonces u € C*([0,T], H*"1(R?)) y satisface (2.7)
con derivada

u(t 4+ h) — u(t)

lim
h—0

— Au — f(u) =0 (2.9)

s—1

Demostracion. Si u satisface (2.7), en s — 1 variacién de pardmetros implica
que u satiface (2.8).
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Reciprocamente, sea u tal que satisface (2.8). Derivando a ambos lados con
respecto al tiempo se tiene

Oyu(t) = A"y + 0, /t A f (u(T))dr. (2.10)
0

donde la derivada es tomada en la topologia de s — 1.
Consideremos la integral de el lado derecho de (2.10)

Y R L T A LI
! (t—7)A T P
[ e st }
_ ,{13}) %{/ﬂ |:e(t+hT)A _ e(tT)A:| Flu(r))dr +
/t+h e(ﬁ_h_T)Af(u(T))dT}. (2'11)

Por un lado se tiene el valor principal de una funcién continua, es decir

lim

lim — 0. (2.12)

[ ot - s

s—1

Por otro lado

1 t
lim E/ [e(ﬂ'h_ﬂA—e(t_T)A} fu(r))dr
0

h—0
! 1
= / lim 7 {e(tJrh_T)A — e(t_T)A} fu(r))dr
0

h—0

= /Ot 8te(t_T)Af(u(T))dT
- / A A f(u(r))dr

= A/O A f (u(T))dr. (2.13)

Si de la ecuacién (2.8) despejamos la integral, se obtiene

’ 1 ! t+h—1 t—1 _ t
lfim E/o [e( 14 _ el )Al flu(r))dr = A(u(t) — ey). (2.14)

h—0
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De las ecuaciones (2.11),(2.12) y (2.14), la ecuacién (2.10) queda

Opu(t) = AetAgo + A(u(t) — ) + f(u(r))
Oru(t) = Au(t) + f(u(t)). (2.15)
Haciendo ¢ = 0 en (2.8), se tiene que u(0) = ¢. Se concluye entonces que u

satisface (2.7).
|

2.1. Existencia

Proposicion 2.5. Para T >0 y M > 0 definimos el conjunto
X,(T, M) = {u € C([0,T), H*(R) | [lu(t) - eoll, < M},
dotado de la métrica

dsr(u,0) = sup Ju(t) = v(@)] =[lu(t) = v(#)lsec0-

te[0,T7]
Entonces, (Xs,ds 1), es un espacio métrico completo.

Demostracion. El conjunto X (T, M) es un subconjunto cerrado de C([0, T'], H*(R?))
el cual es completo con la métrica ds r, que es precisamente la inducida por
la norma ||u||s0. Por lo tanto (X, dsr) es un espacio métrico completo. W

Teorema 2.1. La funcion definida por

Fu)(t) = uft) = ey + /0 e=DA f(u(r))dr, (2.16)

es una contraccion y ademds existe al menos una solucion al problema (2.7).

Demostracion. La idea es aplicar el principio de contraccion de Banach a la
funcién definida en (2.16) en el espacio de la proposicién 2.5. Con esto en
mente, sean M > 0, y ¢ € H*(R?), entonces

|Fu)(t) — e, < / 14 () dr

/||f ) odr

<2 / L{lully,0) [u() o por (2.3)
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siu e X (T, M), por (2.4)
Ju(r)lls <llu(r) — el + el < M+l
Luego, si t € [0, 7]
IF()E) — el < ZLlull,,0) O+ ol )t
< SO+ gl )M+ ]l )T
Seaa(M, [lgll) = [ LM+ ollo, )M+ ]l | M. Si 0 < T < a(M, L),

entonces se tiene
IF(u)(t) — €|l < M (2.17)

es decir, F(u)(t) € X,(T, M).
Veamos ahora que F' es una contraccion. Dados u,v € X,
t
[F(u)(t) = F(v)(#)]]s < /O "= DA(f (u) = () sdr
t
< [t = f)ar
1 t
< ZL(llulls ||v||s)/0 [u(7) = v(7)llsdr
1
< LM+ lells, M+ llells) dsir(u,0) T
Sea B(M, ||¢lls) = [2 L(M+|[¢lls, M+ ||l¢|ls)]~*. Si se tienen las opciones

0<T <alM, el <BM, |els) o

0<T <BM, [lells) < alM, el

en cualquier caso se cumple que
1
0 < ZL(M+lells, M+ lell) T < 1.

Si hacemos A = LL(M+ lplls, M+ |lgll) T y T = T(M, |g]ls) = min (o, 8),
se cumple que

d, 7 (F(u)(t), F(v)(t)) < A, (u,v), 0<A<L
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Por lo tanto F' es una contraccién. Aplicando el Teorema del punto fijo de
Banach, existe u € X, tal como lo indica en la ecuacién (2.8), es decir

u(t) = e + /0 DA f (u(T))dr.

Esto garantiza la existencia de soluciones para el problema de Cauchy (2.7).
|

2.2. Dependencia continua

Teorema 2.2. La funcion ¢ — u es continua.

Demostracion. Sea (¢,)%, tal que cada ¢, es una condicién inicial del pro-
blema de Cauchy (2.7) y ademds ¢, . Sea también u,, € C([0,T,,), H*(R2))

la solucién correspondiente a ¢,, donde T, = T(M lonlls)-

Sea Too = T(M, |l¢|ls) tal que 0 < T < Ts. Sabemos que T depende
tanto de o como de 3 y estas a su vez de L( ), la cual es continua, por tanto
T 1o es también, luego, si n — oo, T — T, es decir, existe N € N tal que
0<T<Tn,paratodon2N

Esto indica que u,, € C([0,T], H*(R?)), para todo n > N y ademds por (2.17)
u, € X5(T, M), campliéndose también que

lun (D) |ls < M+ ||lpnlls <M + K, donde K =suplleas, 0<7<T.
neN

ahora, sea 1., la solucién correspondiente a . Entonces se tiene

Jia(®) = O <lipa =l + [ (7)) = Sl
<lien =@l + 2 Ll ) |l = ot

1 t
SH‘PH - 90“5 + - L(M(tn , too), Mty , Uss)) / Hun - UOOHSdT
0

donde

M t) = mie{ supln (O] supll ()]} < M+ K
(0,7 [0,
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por tanto

1 t
lun(t) = use(®)lls <llon = @lls + = LM + K, M + K) / [tn — too|sdT
0

si aplicamos ahora la desigualdad de Gronwall

1
Hun(t> - uoo(t)Hs S“gpn _ ¢||s esL(M"‘K:M-‘rK)t

<|len — ¢l et LIM+K M+K)T
entonces
SUPHun(t) B uoo(t)Hs SHSOn - QDHS e%L(M‘f‘K,M—i—K)T
neN
l{m sup||u, () — uoo (t)||s = 0 (2.18)
n—oo neN
se concluye entonces la dependencia continua. N

2.3. Unicidad

Teorema 2.3. La funcion definida en (2.8) es la inica solucion al problema
(2.7).

Demostracion. Supéngase que u y v son soluciones del problema de Cauchy
(2.7) con condiciones iniciales ¢ y 1) respectivamente, entonces

[ut) = v@)]ls < llo —¥lls + /0 1f(u(r)) = f o)l sdr

1 t
< lle = #lls + 2 L(|lulls, HvHs)/O [u(T) = v(7)||sdr
luego por la desigualdad de Gronwall
Ju(t) = o(®)lls < o — |, ez v, (2.19)

Entonces si ¢ = 1) se tiene que u = v y por tanto la unicidad.
|

Corolario 2.1. Para s > 1, el problema de Cauchy (2.7) estd localmente
bien planteado en H*(R?).

Demostracion: Es consecuencia de los teoremas 2.1, 2.2 y 2.3. |
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2.4. Cantidades Conservadas

Proposicién 2.6. Suponga ¢ € H® con s > 1 y sea uw € C([-T,T], H*) la
correspondiente solucion del problema de Cauchy (0.1) entonces

11+ M0, )ull§ = II1(1 + eH"0)ells

Demostracion. De la ecuacién 0.1 tenemos:

1
(]_ + 67{;”83;)%5 + 'Hyﬁxyu = —563311,2

(14 eH*0p)ugu + (HYOpyu)u = —%&Evfu

/(1 + eH" 0y )ugu + (HYOpyut, u) = —% /&Cuzu

/(1 +eH* 0 )uu =0

J s eoun = [+ clehite,n. OTE . idedn
= 30 [ (U <lél) a6 n. (1 + <) T e
= 500 + e, )ul?

Asi tenemos ]
SO+ 0,3 = 0

por lo tanto

11+ R0 Jullg = [I(L + eH"0:) el

1
11+ 170 )ullg ~ llullg + | D ullg
_

Proposicién 2.7. Suponga ¢ € H® con s > 1 y sea u € C([-T,T], H®) la
correspondiente solucion del problema de Cauchy (0.1) entonces

lu@l[y = [1£1ly
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Demostracion. De la ecuacién (0.1) se tiene que

u=—(1+eH*0,) 0, {Hyé?yu + %u?} (2.20)

Ahora tomemos
! 1 2
I'(u) = HYOpu + U

I'(u) = Dyu + %u2

donde, Dyu = (|n|u)” .

Por lo tanto

I(u) :/—(Dy;u) +%u3

d d [ (Dju+sDjv? 1
lu+00) Jsmo = ol [P 2 50 o

[ )

= ( / (Dju+0D3v)D3v + = (u+ 6v)*0) [s=0

[\

1 1 1
:/D§UD§U+§UQU

— /(Dyu + %uQ)v
= (I'(u),v)



CAPITULO 3

Teoria en espacios de Sobolev con pesos

En este capitulo estudiaremos el problema (0.1) en los espacios de Sobolev
con pesos Sy, = H*(R?) N L2(w?dzdy), donde w,(z,y) = (1+ 22+ y?)2 pues
las normas de estos espacios forman un sistema fundamental de seminormas

para . (R?).

Lema 3.1. Sea F(t,&,n) = &Mt donde b(¢,n) = 12_5‘:”5‘ Entonces,
__ dlnlt
OeF(t,&m) —<1+6|§|)2F(t,€,77) (3.1)
__ (ilnlt)? 2e(ilnlt) sgn(s)
5 _ (int)® ~ 6e(iln[t)* sgn(§)
aEF(t7€777) _<1+€‘€|)6F(t7€777) (1+€|£|)5 F(t7€777)
U Ft.g.) 4t 53
" _ (int)* ~ 12e(ifn[t)* sgn(€)
362 (i[n|t)* 247 (ilnt) sgn(€)
WF@7£>TD - (1 +€’§|)5 F(t7£777) (34>

— 12e(iln|t)*5e — 4e(ilnle)3,

20
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2 6n) = () - P S g
120(i|n|t)** 24083 (i[n|t)* sgn(§)
T e (e 3 F“’f’”(; ;

1204 (i|n|t) 113 3(;
Treje 6 — 24 [£(iln[t)® + 2% (inlt))

— 12e(i|n|t)*6e — 4e(iln|t)d¢
Ademdas, para j > 5 la j-ésima derivada de F(t,&,n) tiene la forma:

OLF (1,6, 1) = — 4e(iln]t)0Y ) + 12(i[n[t)?6V~"
7j—5

—i—Zpk iln|t, e)o"
k=0
J

+ > (ilnlt) e ar(sgn() (L +el¢) TTHE(E ) (3.6)
k=1

donde 0 es la funcion delta de Dirac, pi(i|n|t,e), es un polinomio, ax y by
son constantes que dependen de k

Demostracion. Un célculo directo prueba (3.2)-(3.5). El principio de induc-

cién nos permite obtener (3.6). |
Lema 3.2. Sea F(t,&,n) = &Mt donde b(&,n) = 1Z_f|g||§‘ Entonces,
Fitgn = |1 50g | som(nF(een 1)
) BRIk ict
Flen = | ] Feen 2| 35)
X Rk it ,
F(t,&n) = TS e sgn(n)F'(t,&,n) + 2 {Hé‘!&\ ]%

(3.9)



Capitulo 3. Teoria en espacios de Sobolev con pesos 22

it 4 £ 3
O F(t, &) = L fgm] Ft&m) +2 {1 felﬁl] K
i€t "
’ {1 +e|£|1 X .
TR E 18
ot = || sontnp e 2 [ s,
th "
“2 g .
De donde se deduce las siguientes formulas
) ict ok k ict 2k—2j+1 .
o 72 k ep 22l
agk:JrlF(t’ £1) = L j_im} sgn(n)F(t,&,n) + 2 Z L _'Z_iw} (52371
=1
’ (3.12)

Demostracion. Un célculo directo prueba (3.7)-(3.11). El principio de induc-
cién nos permite obtener (3.12). [

Teorema 3.1. Si E(t) = e para s € R, r € N s > r y para toda ¢ € S,
satisface:

1. Sir=0,1
IE@)¢ls.., < P (®)]dlls.., (3.13)

donde P,(t) es un polinomio de grado r con coeficientes positivos.

2. 851r>2ypeS,,, EeC(0,00);S,), siy sdlo si,
(00)(0,m) =0, j=0,1,2..7—3 y (3.14)
(D0)(£,0)=0, j=0,1,2..7 —3. (3.15)
En este caso, también se tiene una estimacion como la de (5.13)

Para s € R, 7 = 1,2, ..., el espacio S ,.(R?) := H*(R?) N L*(w?dzdy), donde
L*(w2dxdy) = {f € L*(R)|w,f € L*(R)} es un espacio de Banach con la
norma || flls,r = [[flls + [I.f[|z2
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Demostracion. Para efectos de la demostracion se usa la regla de Leibniz y

el Lema 3.1

IE@¢llso =IE@¢lls + 1 E@)ell
=lllls + llllo

Definamos u = E(t)p.
Si r = 1 entonces
Para £ se tiene

Ogti =0¢(F(t,€,1))
=0:F(t, 6,03 + F(t,€,1)0:p

_ it 5 9
= efeet (6@ + F(t.€mde

lzullo =I|Oeullo

P68 + (8610l

1|t ~ >
\||%F(t,g, n@llo + IF(t, €m0

=[t[l[nllo + [|0&&llo
lzullo =<|t|Byello + [l llo
Para 7 se tiene
Oyt =0y (F(t,€,1)P)
:anF(ué-an)@—’_F(t?g?n)aU@

= L fﬁlﬁl} sgn(n)F(t, &)@ + F(t,£,1)0,0

lyullo =[1yullo

I | | s e ne+ Feemo,plo

<l || santmre.e gl + 17 €m0l

I

— 1810 + 119n2llo

4
lyallo < llllo + [lyllo

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Por lo tanto

IE@)¢ellsa <[lulls + [lullo
<lleplls + llull + [lzull + lyu]

4
<llells + llello + [Eldyello + llwgllo + liello + llyelo
<C(Jt], e)llellsa

Sir = 2 tenemos:

R iln|t . ~
020 :aE(LF(t, &M@+ F(t,€n)0:9)

(1+elé])?
__ (ifnlt)? —_ 2e(ilnft) sgn(§) -
—WF@,&U)SO— EPGIE F(t,&,n)P
ra o F( e o + R

lz*ullo =19l
<t*|[n@llo + 2¢[t|[In@llo + 2[¢][IndeBllo + 110 llo
lz*ullo <t*10yello + 2t [10y0ll0 + 2[t 2y ello + [l2* o (3.19)

Si p(£,0) =0; V¢ € R se tiene

62A =0, ( L f;gd sgn(n)F(t,&,n)p + F(t,£,1)0,9)

[ ot 7° . ict _
= {Telﬁd F(t,&§n)o+2 {Telﬂ} 6,P(,0)

v2| ] o F.e o+ Fs o

ly*ullo =l105llo

2t . R
TH@;WHO + ||35%0Ho

t2
<@l +

£
2|

2 t| )
Ig\lw\lo + 7Hys0|!o + lly“ello
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Por lo tanto

IE@)plls2 =llulls + [Jullz
<ulls + [lull + [|z?ul| + Jyul]
<|lells + llellz + 10y ello + 2¢lt]|0y0llo + 2[t][|z0yell0 + [z%¢]lo

t? 2|t] 2
+§Hs0||o + ?Ilywllo + v ello

Si r = 3 entonces
Si ¢(0,m) =0 Vn € R para ¢ se tiene

= oo (ilnlt)? . 2e(ifnt) sgn(§) ~

2|Inlt R —~
ro Mt b e o+ Bt € m)Rp)

(1+¢[¢)
(i) . Ge(ilnlt)* sgn(§) ., 62 (inlt) ~
~Mtepeps’ BEM? Uteens  LBemet gt 6o
3(ilnlt)” ~_ Ge(iln[t) sgn(€) ~
+ B P16+ Pt )0 — 4e(lal0550,0)
lzullo = [|9¢llo

< t3||77393|’0 + 6t2€||77283”0 + 6t52||7795||0 + 3t2|’7728595|’0 + 6te||n0:@llo

+ 3tIn0 Ello + 195 2llo
= t°[|0y¢llo + 6t*l|0llo + 6|0y llo + 3¢ |20y ll0 + Btel|lzDyel0

+ 3t)| 2?0, 0ll0 + [|z%¢llo
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Si @'(£,0) =0 V¢ € R para n se tiene
apu =0, (F(t,£,1)9)

[t ) F(t 542
_[H&Iél] sgn(n)F'(t,&,n)P + {

i€t 1 55
L+ ele] %

W&t .
e

3 [ 1 b e no,5 46

(i€t)

3h;a§]wmmF@am%@+F@gm@¢

1y ullo =[105l|o
A 3t 3t oo N
S;I|<ﬁ||o + 5_2”817@”0 + ;H@?wllo + 1103810
¢ 3t? 3t 5
Sg—llwllo + E—QHWHO + ;Hy ollo + lly ello

Por lo tanto

IE@)pllZ5 = llulls + [ 22
< ulls + lJull + [[2%ul| + [ly*ul
< llells + llllo + 105 ¢llo + 663|020 ]l0 + 6t2[1 Dy ]l0
+ 38|22 ¢lo + 6te||lzdyello + 3tl|2*dyello + 2% ¢llo

t3 32 3t 5
+ 5—3H90||o + 8—2|Iys0||o + ;Hy ollo + lly ello

Procediendo de esta manera y aplicando el principio de induccién se tiene el
resultado requerido. [ |

Proposicién 3.1. Sear; =0,1,2, s> 1,1t >0, >0y ¢ € S5,y 0 donde
Sar0 = H(R?) N L2 (2" dwdy) entonces [|E(t)ells, ,, o < P (1)ll¢]
donde P,,(t) es un polinomio de grado 1 con coeficientes positivos.

~
Ss,rq,0

Demostracion. Se obtiene de manera inmediata a partir de 3.16, 3.17 y 3.109.
|

Proposicién 3.2. Sea vy = 0,1, s > 15, t >0, >0y ¢ € S50, donde
Saor, = HY(R?) N L2(y*>dxdy) entonces |E()¢lls, ., < Po(®)llellao.,
donde P,,(t) es un polinomio de grado o con coeficientes positivos.
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Demostracion. Se obtiene de manera inmediata a partir de 3.16 y 3.18. W

Proposiciéon 3.3. Sean r1 = 0,1,2, 1o = 0,1 s > ri+1ry, t >0, >0
Yo E Ssrm donde S = HS(R?) N L2((1 + 22 + y*2)dzdy) entonces
IE@®)ells.r,r, < B(@)llells

donde P.(t) es un polinomio de grado r con coeficientes positivos.

Ss ;71,72

Demostracion. Se obtiene de manera inmediata a partir de las proposiciones
1.2y 3.2. [ ]

Proposicién 3.4. El operador A = 0,(1 + eH0,)™' € B(Ss1) y ademds
A(u?) € Sy para todo u € ;.

Demostracion.
|0:(1 4+ eHO,)™ uHS 1= |0:(1 + eHO,)™ uH? +1|10.(1 + 57{81)*%\\%%

< lull? +/ 120, (1 + eHO,) 'u2dzdy
R2

+/ Y0, (1 + eHO,)  ulPdzdy
R2

<l + [ 1o (gt [dedn

i&
“f (e )*dﬁdn
< Jlull? + / gl e

A2
+/R?‘1+ |€|a§u{ d£d77+/ }1+ |§| u‘ dfdﬂ

N N 1 N
< ||u||§+/ [ dfdn+—2/ |0 d§d77+—2/ \8nu‘2d§dn
R2 € R2 e R2

1 1
< ully + llullg + S llzulls + Sllyulls
< 4C||ull3,
Como s > 1 se tiene que J,; es un algebra de Banach (vea Iério [L1] pag

360) y por lo tanto si u € g1, se tiene que u® € I,1 y [|Au?(]?; < oco.
[ |



Capitulo 3. Teoria en espacios de Sobolev con pesos 28

Teorema 3.2. Dada ¢ € S, entonces existe una unica u € C([0,00);Fs1)
solucion del problema (0.1) tal que dyu € C([0,00); L*(R?)), siempre que
s>1

Demostracion. Para efectos de la demostracién utilizaremos la Proposicién
1.2 junto con Teorema 3.1 y la Proposicién 3.4.

La unicidad del problema en Sy 1 es una consecuencia de la teorfa en H*(R?).
Para mostrar la existencia consideremos:

— y ]. t -1y
0
(3.20)
Veamos que u € C([0,7);J5,1) definida en(3.20) esta en el espacio métrico
completo X1 = {u € C([0,T);Ss1) | | E(t)p—u(t)|s,, < M} con la métrica

dsr(u,v) = sup [lu(t) —v(t)|s1-
te[0,7

En efecto, a partir de (3.20) se tiene que
t
||F(u)(t) . 6_(1+6H8m)_17{y8‘”y30||s,1 S / ||6_(t_7)(1+6H8m)_1Hy8myaz(1 +5’H8x)_1u2(7)||s,1d7
0
t
<20, [ Clt=ro)u(r)|ar
0
t
<20,0(t,2) [ Ju(IEdr
0
t
< 2C;,C(T, €)L(|IUI|s,170)/ [u(T)||sadr
0

siu € }:571(T, M)
lu(r)lls <llu(r) = el + lle™pllsa < M+ Pu(T) ¢l
Luego, si t € [0, 7]

I (w)() = eollsn < 2C51C (¢, €) L(Jlulls,1, 0)(M + C(t,€) | ollsa) T
< 2C1C(t,€)* L([[ulls,1, 0)(M + [l 1) T
< 2Caaq(T)L(|[ulls.1, 0)(M + [lolls.1)T
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M

Tomando T' <
2C19(T)L(|[wl|s,1, 0) (M + [lls.1)

se obtiene que
[F(u)(t) = epllsn < M

es decir que F(u)(t) € X, 1.
El siguiente paso es ver que F'(u)(t) es una contraccion en X ;.

t
| F(u)(t) — F(v)(t)]]sq < / |~ (=D WHHI)"H D0 g (1 4 eHA,) " (u? — 0?) | 1dr
0
t
< 20,,C(t <) / [a2(r) — v3(7)||s ndr
0

< 20, C(T, 6)/0 ()l + Ml ()lls1) lu(r) = v(7)]ls2d7

t
< ACLC(T, 6)/ (M +C(t,e)llellsa) llu(r) = v(r)[lsadr
0
< 4G, C(T,e) (M + C(T,2)lls0) T sup, [u(t) = v(®)]]sa
tel0,T

1
Si tomamos T < , se obtiene el resultado

= 4C,,0(T,2) (M + C(T,2)||¢lls.1)

deseado.

De lo desarrollado anteriormente se tiene la existencia y unicidad de la solu-
cion en G ;. [ |

El proximo paso es obtener una estimativa apriori para la norma de u en
Cx

~Ss1- 9 9

Para esto debemos obtener estimaciones de 0, ||zul|y y O ||yul|, de la siguiente
manera:
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Para 0, ||zul|} tenemos:
O ||wul? = 8t/ 2*(u(z,y,t))*drdy (3.21)
R2

= 2/ w*u(z,y, tyu(x, y, t)dzdy
RQ

2/ *u(z,y,t) {—(1 + eHO,) " HY Opyu — %833(1 +eHO,) u? | dady
R2
= —2/ ?u(z,y,t)(1 + eH,) " HYOpyudzdy (3.22)

R2

—/ 2 u(z,y,t)0.(1 + eH0,) 'u’drdy
R2

Ahora obtendremos estimativas para cada uno de las integrales del lado de-
recho de (3.21)

/ ?u(1 + eHo,) " HY O udzdy = /
R2

R
= (vu, 2(1+eHdy) " H Duyu)o

< |zully [|#(1 + eHD) " H O,

< O(T)Jull?, (3.23)

zur(1 + eHo,) ' HY Oy udrdy

/ z?u(x,y, )0, (1 + eHO,) 'uPdrdy = / zurd, (1 + eHd,) 'uiddy
R? R?

< |lzullo|| 202 (1 4 eHOL) (o

< Ollulls]0x(1 + 5Hax)_1u2||s,1

< AC|ullsa vl

< ACullspan (T)[ulls

< 4C-ai (T)|Jull3 (3.24)
por lo tanto de (3.23) y (3.24) se tiene

0 llzully < CL(T)Jull2, +4Cean(T) ]2,
< BD)ull?,
< Bu(T) (Jlul? + llull%)
< (T) + Bu(T)Jul?; (3.25)
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donde v1(T), p1(T) son constantes que se obtienen de las cotas para las
normas ||u|l« v de ||ul|s . La desigualdad de Gronwall y (3.25) implican el
resultado.

Para 9, ||lyul|? tenemos:

Oullyull; =0, [ yP(u(e.y.)dody (3.26)

2/}1@? v2u(x,y, t)u(z,y, t)dedy
=2 /R 2 y2u(z,y,t) {—(1 + eHO,) T HYOpyu — %Gx(l + eHO,) P | dady
=-2 /]R2 vu(z,y,t)(1 + eHO,) " HY O udxdy (3.27)

- /R2 v2u(z,y, )0, (1 + eHo,) uldrdy

Ahora obtendremos estimativas para cada uno de las integrales del lado de-
recho de (3.21)

/]R2 v u(l + eHo,) " HY O, udrdy = /]R2 yuy(1 + eHO,) "HY O, udxdy

= (yu , y(1+eHb,) " HYOuyu)q
< Nlyully ly(1 + M)~ HY Oyl
< Oo(T &) ullz, (3.28)

/ v2u(r, y,t)0,(1 + eHO,)  uldrdy = / yuyd, (1 + eHo,) 'udzdy
R2

R2
< Nlyullollydz (1 + eHa.) ™ u?[lo

< Celfulls[|02(1 + ’Ham)ilqus,l

< AC|ulls,1[lu?[]s1

< ACul| spa(T)ulls,y

< 4C.a(T)|ullz, (3.29)

por lo tanto de (3.28) y (3.29) se tiene
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A lyully < Co(T e)llull2; + 4Cas(T)]lul2,
< ﬁQ(T)||U||§,1
BT (Il + w2 )
< 72(T) + Bo(T) |[ulls (3.30)
donde vo(T), Po(T) son constantes que se obtienen de las cotas para las
normas ||ull v de ||ul|s . La desigualdad de Gronwall y (3.30) implican el

resultado.
En conclusién por (3.25) y (3.30) tenemos:

O lullzs = 0 laullg + 0; llyullg (3.31)
< (M(T) + BuT) + 72(T) + Bo(T)) |[ull 72 (3.32)

Teorema 3.3. Sea T' > 0 y supdngase que u € ([0,T] , Fs2) es solucion de
(0.1) entonces u =0 para todo t € [0, T

Demostracion. Dado que u es la solucién de (0.1) se sigue que

t

u(t) _ e(1+57{61)17—[y<91yg0_%/ ef(tff)(1+sHaz)*1Hyazyax(1+€Hax)flu2(7_)d7_
0

(3.33)

para t € [0,T]. Sea v = u?. Entonces tomando la transformada de Fourier a
(3.33) obtenemos

—ilnt 1 [t —e=nielnl i
t — o Ttele] (H — — T+elg| < >A &, d
u(t,§,m) = e 2/06 T+ ¢ u(T,&,m)dr

- Flteme—3 [ =) (= e, (334

1
1+ el¢|

Derivando dos veces con respecto a 1 en el sentido distribucional y la ecuacion
(3.8) se sigue que 02u(t, &, ) tiene la forma
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oyu(t,&,n) = (O, F(t.€, )@ + 20,F(t,§,m)0,@ + F(t.§,n)0,¢

1t S
_5/(@F@_ﬂgn»1jﬂﬂwnam

0

+2877F(t—7',£,77) <1+£|€| (T 5 77))

+ Plt =760 (T o) Jar (3.35)

De donde se obtiene que 872@(25, &, n) tiene la forma

o §
it €)= (e ) F(LEmp + .3

1+ el¢] 1+ el¢|
+1fﬁaF@smwmm@a+Fmam%¢

e ) (gD re- om0
+ 22151 €|€|)F(t = 7€ m)sgn(n)0yD + F(t = 7,€,0)0%0] dr

o 2atE zgt—T
_1—|—8|€| 779057 1+8|f’/ 1—|—E|€| Tfn)d7+f(tf77)

B 20t i€ 2 R
1 —|—5|§|S0(£’O) B (1 +5|§|> /0 [t0(1,&,0) — 70(7,€,0) dT + f(t,€,1)
(3.36)
Pero
/ﬁﬂﬂ@OMT: t&éfﬁo :——/ﬁw iadr (3.37)
0 0

entonces, la ecuacién (3.36) se transforma en

Gt = o 6.0) — o (1) ¢ [ Natmlfar = [ rlutlier]
+ ft6on). (339
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Asf que (3.38) implica que

20 1, e N2 [ . )
v P05 (7 eqg) [t i = [Cetecotier| <o

ya que agﬂ(t, &,m)y f(t, &, n) son funciones integrables para todo ¢ > 0.
Es decir que

20t 1 i€ 2 t ‘ B
1+€|€!¢(§’0)_%<1+5|§]> {t/o HU(T)Hng—/O THU(T)HSdT] —O(, Vt)e [0, 77
3.39

Derivando (3.39) con respecto a t se obtiene

2Z£ R 1 Zg 2 t B
1+g|§|‘p(570)—§<—1+5|§|) [/0 Ilu(T)IISdT}—o, vt €[0,7]. (3.40)

en consecuencia

! 2 i§ -1
| e lar = am(15Eg) a0
si derivamos de nuevo con respecto al tiempo obtenemos
lu()||g =0 vt €[0,T).

Por lo tanto se debe tener que u = 0. [ |
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