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SECCION 9

AXIOMA DEL PRODUCTO CARTESIANO.
9.1 Par ordenado formado por dos objetos.

Sean x, y dos objetos 6 elementos. Sabemos por el axioma de agru-

pacién que podemos garantizar la existencia de un conjunto;

{x, y} = {z/z =x 86 %= y}. Ademds sabemos que este conjunto es igual
al conjunto {y, x} es decir, es indiferente el orden en que se tomen sus

elementos al agruparlos. Se trata ahora de producir un nuevo conjunte en
el cual interese el orden en que aparecen sus elementos, y ademds, este

conjunto dependa de estos elementos.

A este nuevo conjunto se le llama par .ordenado y la definicién se hace de
tal mode que resulte que el par ordenado x, y sea diferente del par or -
denado vy, x

&

Definicién 1.

P (o vl < Y
S - KL = -

Dados dos objetos x, y se llama par ordenado x, y; denotado por (x, y)
al conjunto definido por: .

(x, y) = {[x}-- {= Y}} I__.

al primer elemento x se le designa 'primera coordenada" Yy al segundo,
Yy, se le llama "segunda coordenada'.

Ejemplo: En el plano cartesiano. el par (4, 5) es un punto di.ferente del
punto representado por el par (5, 4). .

Observacién;

) =y Ei{x v}
2) &y #F v, x) &SxFy

Definicidén 2.

-

e | i

5 i

Dos pares ordenados son iguales si y solo si tienen las prnneras compo-
nentes iguales y ademds las segundas coordenadas también 1guales. Es de-
cir;

(a,b) = (c, d) &Pa=cab=d =

Nota: En una construccién mds rigurosa de la teoria de conjuntos esta
propiedad se puede demostrar.

'[_---
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Ejemplo: Se dice que la pareja ((x -1), vy~ 2)) es igual a la pareja.
(0, 0) siysolosi x=1 A y=2.

9.2 Axioma del producto cartesiano.

Sean A, B conjuntos. Existe uniinico conjunto C, cuyocs elementos son pa-
rejas ordenadas tales que: la primera componente de cada pareja pertene -
ce a A yla segunda coordenada pertenece al conjunto B. Esg decir: si

z € C quiere decir que z = (a, b) donde a€ A A b & B. EIl conjunto C
se le llama ''producto cartesiano de A por B'" y se le escribe A x B, :

Entonces: Ax B ={z/z=(x; Y) Axc AAYVE B}
o mis simplemente:

AxB .-.{(:;, V)/x€eAa ye B}
Hg@;: (x, v €E AxBE&Dx EA AYEB

(x, y)¢ AxBe=sx g A 6yé¢B

Ejemplos: Sea A = {o. 1, 2}

B:{S, 6} . =
AxB ={(0,5), (0,6, (1,5, (1,6, 25, @6}

Nétese que A x B tiene m x n elementos, siendo m el nimero de elemen-
tos de A y n el mimero de elementos de B,

EJERCICIOS.,

1) Axfg =¢§

12) A+£f AB#fF AA#B _‘%AxB?’:BxA

3) A=B&yAxB =BxA
49 Ax(BxC)# (AxB)xC, siA#FaBEAFac#(
"Es decir, el producto cartesiano no es asociativo.

5) AUB)xC = AxC)U (B x C)

T

1]




.
g

T

e

- 37 &

) (ANB)xC = (AxC)) (B x C)

77 (A-B)xC =(AxC)-(Bx C)

8) Si ACE ABCE se tiene entonces que:
CExEAxB=(CEAxCEB]U(GEAxB)U(AxCEB}

A manera de ejemplo se demostrard la propiedad enmunciada en el ejerci-
cio 6. Demostraremos que:

(ANB)xC = (AxC)N (B x C)

.dm: i) Veamos que (A MNB)xC C (AxC)MN (B x C)

Sea (x, yJE€ (AN B) xC
=>x& ANB A y&C
=§_KEAA_::6B AYyE C'
=D x€ AA YyEC)a (€ B A y&C)
=px, vVE AxC a (x, y)E Bx C

—=2x yE(AxC) N ®xC)

ﬁ) : Vea.m'oa qu;a (A x C)n (BxC)CANB)xC
Sea (x,y)€@AxC)MBxC)
-_@(x,y)'GAxCA(X,Y)GBxC'
=== (x&@ A ) VéC) -A(chAvcdl
=2 x€AA xeB) A yal =3
=5 x6ANB AyEC '

= (x,y) € (ANB) x C._

Vamos ahora a "ilustrar' por medio de ejemplos unos productos carte-
sianos scbre los que volveremos en adelante con mids detalles:

('3 ="
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a) Sea el conjunto de los nimeros naturales. Consideremos ahora
el conjunto ﬂix
Segin hemos visto, N x N = {(x. y)//xeWN A ve N}
Podemos representar grdficamente dicho conjunto como se ve ense-
guida:
aﬂ . . - - =3
) > _ Como era de esperarse, estamos
4y -+ - . . .en la imposibilidad de represen-
. tar gréficaménﬁ la totalidad del
3p + i . conjunto x IN- . En todo caso
' _ los elementos de [N xN estdn
Z . - s B . representados aqui por 'puntos'.
Nétese ademds que a cada ele -
4 . . - . . mento del conjunto x pode-
mos asignarle un 'punto' en
s, nuestra grafica.
& 1 3 & 4@ 8 ¢
Nota: EIl conjunto N x N puede représentarae por extensién, aun-

b)

que de manera incompleta, asi:

i N
9,00, 10,°1), 18,2)," sssinecsassss. 40, A) 5.5
(1! 0): (ln l)) (1, 2):; R (1, n) TER
(2’ 0) ] 7- (zn l) » (2. z) y sessassnanesn (2, n} s
NxlN = { : . BN : >
fm, Q, (@, ¥}, @, 2), ceciceiceess=(m, n) c.cs.
- il

Consideremos ahora ‘el conjunte sz ; siendo Z como de cos -

tumbre el conjunto de los nimeros enteros.

Tal como vimos: sz ={(x. W/ x6ZaveE

z}
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Tratemos ahora de representar, aunque solo sea en parte, el con-

junto Z x 'Z

- « . . - . 3 . . e . . -
‘ - . - B . h(. . - - - - -
. + ® ’ . P - 5 v . . & o .
. . . . » . & - . . . -
» . . - . » 3 1 ¥ ‘¢ . s -
. . . . é v 2 - . - - e -
» t i L] - ] gl - . v ] . . .'
X g T STETT P S——-
" . * . d . -1 A . a . M
a d . ¢ . . 2 . i ’ . ‘ . _
. . - ;\- '. .s 3 . - . . . . 1

De nuevo, como en el pru'ner caso, los 'puntos" de la figura repre-
sentan el conjunto 2 x & . Podemos también observar que dado
un elemento cualquiera del conjunto L x Z es posible ''dibujar' un

punto en el plano que lo represente.

Tomemos ahora el conjunto de los nimeros reales que denotaremos
por (no se asuste el lector con ésto, pues como ya advertimos, es-
tas propiedades serdn discutidas m'ia adelante con todo rigor]

El conjunto: R R (x, )/xeR a yen} puede tamb1en
representa.rae grahcamen e.

La representacién grifica de R xm puede verse en la figura co-
mo si fuera "todo el plano' y éste es el sentido que tiene,
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AR

IB % [Q _ ‘ Efectivamente, el conjunto

xR "agota' los puntos
del plano, en el sentido que,
si quisiéramos representarlo
como en los ejemplos anterio-
res, tendriamos que semeter-
nos a no dejar puntoo sin "pm-

txey, -7
$y o

IS

4 ; . ? .

. ‘Podemos asi apreciar que,
: compo en los ejemplos anterio-
ree, a cada punto del conjun-
to 'Rx R le podemos "asig-
na.r" un punto del plano. Ademés. como HZ ﬂZ "agota' los puntos del
plano, podemos también pensar que a cada "punto' del plano podemos asig -
nar un elemento del conjunto R x .

\

Esta §ltima idea es de particular importancia en lo que al objeto de este cur-
s0 se refiere y como ya dijimos volveremos con menos premura sobre es-
te aspecto. , . :

Se ha estudiado como se constituyen relaciones a partir de "objetos" que se
designan por letras, ligando éstas por medio de signos relacionales. Hemos
dicha entonces que una relacién es un enunciado bien escrito en la matemdti-
ca, y que dada una relacién =, cuando estamos interesados en la figura -
cién del objeto x, escribimos R{x}. En forma andloga, podemos =scribir
Rix, yi cuando estamos interesados en la figuracidén de los objetos x v vy.

" Ejemplos:

1) x+y =10 o xelNayvelN

2) x£+y2 = 255 xeR a yelR

3) (vy) A x6A A yeEB

4) ";: paralelo a y" xd vy !.LY I & -y(n)

Veamos ahora como podemos formu.la.r el concapto de relacién en el lengua-

je de la teoria de conjuntos:

Sea E un conjunto. sea x€ E, gea ya E ; es decir: x vy son elemen -

tos de E. Sea R una relacién entre los elementos de E.
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Sabemos que el conjunto:

{ever xE/RTx v})
existe y es dnico (axioma de especificacidn).

Denotemos este conjunto por la letra R, Entonces, este conjunto R es un

subconjunto de E x E; es decir, estd formado por parejas oerdenadas (x, y)
para las cuales la primera coordenada x estd ''ligada'" a la segunda coor-
denada y, en la forma que R lo especifique.

Ejemple: Dados: [N ,xelN , yelN

Rix, y}: x+y = 3
Tuiosts cascs R ={(x. e N xN /x+y = 3}_ C NxWM
O séa que: R £{0, 3, G0, 21 0.2} C NN

Toda relacién determina de manera inica al conjunto de aquellas parejas
ordenadas en las cuales la primera coordenada mantiene la relacién R con
la segunda, Es decir, si conocemos la relacidén, conocemes el conjunto; y
8i conecemos el conjunto, sabemos ¢ es la relacién. Por lo anterior,
al conjunto {(x, YYEE x E/Rix, Yl';}l se le denota por R.

En base a lo dicho algunos autores también definen relacién asi:
Definiciéa.

Sea E uwn conjunto. Un subconjunto de E x E es una relacién R, Enton-
ces, cada elemento de R es una pareja ordenada. Esto significa que si
z € R, entonces existen xy y en E tales'que z = (%, y). Ahora bien, si

R es uma relacidn entonces (x, y)€ R. Esto se expresa asii xR y que
se lee: '"x estd en relacién R con y".

EQE= (l) z e R _-ﬁz = (x. Y’ o ’x =4

(2) (x, y)e R@xRV

Ejemple: Dados: R s XGIR » Y6 IR
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También: xCyé&>(x y)e C
(x, y) € C &=>x% + y2 = 25

Es decir: Si el punto (x, y) de R xm- pertenece a la circunferencia de ra-
dio 5 se cumple la relacién x2 + y2 = 25 y siel par (x, y)€& IR,fo
cumple la relacién x2 + y?‘ = 25, (x, y) pertenece a la circunferencia de
radio 5,

Dada una condicién, expresada mediante una relacién RC L xR, un pun-
to satisface la relacién siy solo si el punto pertenece al lugar geométrico
asociado a la condicién dada.
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