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Introduccion

Este trabajo pretende determinar el buen planteamiento local y global de la
ecuacion diferencial:

up = —Hu, — sinu (0.1)

Donde H representa la Transformada de Hilbert.
Mas especificamente estudiaremos el problema de Cauchy asociado a tal

ecuacion, es decir;
uy = —Hu, — sinu
(0.2)
u(0) = ¢ € H*(R)

La ecuacion diferencial parcial (0.2) modela fenémenos que se presentan en
electrodinamica [5].
El problema se aborda analizando inicialmente la parte lineal de la ecuacion
(0.2) y a partir de la solucion de ésta y las propiedades del semigrupo continuo
establecer la parte local del problema

Para el buen planteamiento global de (0.2) usaremos una ecuacion integral

equivalente que junto con estimaciones apriori de la soluciéon hacen que se



tenga el buen planteamiento global en H*(R) para s > %
Finalmente determinaremos la buena colocacion de (0.2) en los espacios de

Sobolev con pesos s .



Capitulo

Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados basicos que pos-

teriormente se utilizaran en éste trabajo.

Definicion 1.1. Si X y Y son espacios de Banach, denotaremos por B(X,Y")

el espacio de todas las transformaciones lineales y acotadas T : X — 'Y

Definicién 1.2. Sea H;, j = 1,2 un Espacio de Hilbert. Un operador
U € B(Hi, Hs) es una isometria si ||Uh||g, = ||h||n, para todo h € H.

Si U es unitario se trata de una isometria en Hs
Definicion 1.3. Sea H un espacio de Hilbert. un grupo unitario fuertemente

continuo en H es una aplicacion t € R — U(t) € B(H) tal que:

U es unitario para todo t € R,

Ult+t)=U{t)U(t') para todo t,t' € R,



limy . [|[U(t)p — U(t')¢||m = 0 para todo t € R,

Definiciéon 1.4. Sea s € R. Los espacios de Sobolev H*(R) son la coleccion

de todas las funciones tales que:

feSR): (1+&)7f € L*(R, d¢)
es decir, f es una funcion medible

IR = [+ erlierds < oo

Teorema 1.5. Sea s € R. Entonces, H*(R) es un espacio de Hilbert con

respecto al producto interno

(fl9)s = / (1+ ) f(©)3(0) de.

Ademas Cumple:

H*(R) — H"(R) para todo s > r, donde < denota, como es usual, contenido

densa y continuamente.

Definicién 1.6. Sea s € R. El espacio de Sobolev H*(T) es el conjunto de
todas las f € P’ tal que:

A2 =27 Y (A +[EP)|F (k) < o0

k=—o0

En otras palabras, una distribucion periodica f € H® si y solo si
(1 + [k[2)*/2f(k))wez € % en donde (* denota el espacio de todas las suce-

siones o = (ag)rez, con
[o@)

lalle = |20 3 (1+[k[*)|akl?

k=—o0

~

esto es f € H*(T) si y solo si (f(k))xez € 02



Definicion 1.7. Sea (A, d) un espacio métrico. Una contraccion en A es una
aplicacion
VA —A

tal que: d(V(x),V(y)) < ad(z,y) para todo x,y € A y algin o € [0, 1]

Si a < 1 decimos que A es una contraccion estricta

Teorema 1.8. Teorema del punto fijo de Banach
Sea N\ un espacio métrico completo y supongamos que W : A — A es una
contraccion estricta A\ tiene un inico punto fijo esto es existe un inico ry € N

tal que V(xy) = .

Definicion 1.9. Desigualdad de Gronwall

Sea f,g € C([a,b],R) y a € L*([a,b]) con a > 0 tal que:
f(z) < g(x) +/ a(s)ds.

para a < x < b. Entonces:

o) < gla) + [ alspel = g(s)as.
para a < x < b. Ademds si g es constante entonces:
fx) < geld e
Definiciéon 1.10. Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg.

Si f € H*R donde k es un entero positivo, entonces existe C' > 0 tal que:

1-0
LT

1103 f1] e < ClO fIIZallf]

donden <m < k,C = C(n,m,p,q,7),0 € [=,1] y

1 1 1
——n=0-—-—m)+(1-0)-
~ =0 —m)+ (1= 0);



Definicion 1.11. Desigualdad de Young
St f,g>0,p,g>1y % + % =1 entonces:

P q
fo< -+ &
P g

Definiciéon 1.12. Desigualdad de Holder
Sean o = (an)nez Yy B = (Bn)nez tales que 3 |anlP < 0oy 3 [Ba]? < oo,

nez nez
con % + % =1 entonces:

Sl < I lanlle 4[> 1Bl

ne”l neZ nez



Capitulo 2

Solucion Lineal de la Ecuacion en

H5R),s >

En este capitulo abordaremos el problema asociado a la parte lineal de la

ecuacion (0.2), es decir, consideramos el problema de valor inicial

uy = —Huy,
u(0) = ¢ € H*(R)
déonde, x € R y H corresponde a la transformada de Hilbert.

Usando la Transformada de Fourier se verifica que la soluciéon de dicha ecua-

cion viene dada por:
u(t) = (eHg) = 7% (2.2)
de esta manera para cada t > 0y cada ¢ € H*(R), definimos el operador

V(t)p = (e”Ip)



Teorema 2.1. La aplicacion t € [0,00) — V(t) € H*(R) es un grupo

fuertemente continuo a un pardmetro.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de:

1.

2.

V(0) = 1 puesto que V(0)p = ¢

V(t+w)p = [eEHIEDg) = [e7tele= k3] = V(#)[V(w) ] para todo t,
w € R, ytoda ¢ € H*(R

(limite por derecha) Sea t > 0 fijo y h > 0 entonces

—+00

e — et gl — (1 et - g

—00

-/ 0 4 2yl e 1)) gp2de

oo

< 4fl¢ll;,

para todo t € R, y toda ¢ € H*(R), Luego por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesgue podemos concluir que:
||[e=tHMHDe gy e=tHO: )12, () cuando h — 0.

Seat > 0 fijo y tomemos h tal que 0 < h < £, estoes;0 < s—h <t—h

luego:

—+00

HeftH8I¢ . ef(tfh)H81¢Hz _ / (1 + 52)S|(6*t\5| _ e*(tfh)|f‘)¢z‘2d€

—00

- / T (e - e g

[e.e]

< Cllell;

Luego el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue nos permite

concluir ||e 1% ¢ — e~ (=M H% 312 0 si h — 0.



De (1),(2)y (3) se concluye que V es un grupo fuertemente continuo a

un parametro.

Ademés
—+o0

IV(5)6]2 = / (1 + €)% g 2de

—00

+o0 R
< / (1+€2)°|g2de

[e.9]

= llglI3

esto es; el semigrupo V es de contraccion

En adelante notaremos a H*(R) como H*. |

Teorema 2.2. u dada por (2.2) es la tunica solucion de (2.1). Es decir,
u € C([0,T),H?®) es la inica que satisface

u(t+h) —u(t) B
Y + Hu, = 0. (2.3)

s—1

lim
h—0

Demostracion. Seat >0, h > 0y definamos el operador Q = ¢(D) = —HO,
esto es; q(§) = —|¢| Entonces:

u(t+h) —u(t)
h

= [Tarer

e}

+oo
:/ (1+€2)s—16—2|§|t

e}

— q(D)u(t)

s—1

e~ 5 _ o-lelts
h

o lélh _

1
el

2
— (—l¢le” )| de
2

|2(€)[de. (2.4)

Aplicando el teorema del valor medio se tiene:

e_|£|h — 1
h

‘§|£I



luego (2.4) es acotado por

+o0 .
t[ e eyiopas = ol

Asi: ,
u(t+ h) —u(t)
=D yopun)| <ol (25)
s—1
La desigualdad (2.5) y }lll’n% + ¢ |‘ = 0 completan la demostracion

puesto que se satisfacen las condiciones del Teorema de la convergencia Dom-
inada de Lebesgue.
Para el limite por la izquierda se procede en forma analoga con t > 0 fijo y

0<h<?i. [



Capitulo

El problema local

En este capitulo abordaremos el buen planteamiento local del problema (0.2),

es decir:

u = —Hu, — sinu
(3.1)
u(0) = p € H*(R)

Antes se demostrara el siguiente resultado el cual utilizaremos posterior-

mente:

Teorema 3.1. sinu satisface la condicion local de Lipschitz, es decir:
[sinu — sinv|| < L([Julls, [[v]ls)llu — vl (3.2)

Con L un polinomio

Demostracion.

1 1
Isinu — sinell, = [[(u = v) = 5 (6 = %) + £ (0 = %) = -,



= [[(u—v) — ;W—UXf+uv+&y+%w_wx¢+“.
+ot) =

1
= o= o)lsI1 = 55 (0 + w4+ %) 4+

> 1
<u—v)lls ) oyl lvlls)
n=0

— (2n+1)!
Donde
Po([[ulls, [0]])s = lJullZ* + NJull2*Holls + - - + o] 12"
y
Ll lolh) = 32 5y i Pl 1),

en particular se tiene que
[Isinulls < L([[uls, 0)[ulls

Veamos ahora que el problema de valor inicial (3.1) es equivalente a la

ecuacion integral

u(t) = V(t)p — /0 V(t — 7)sin(u(r))dr (3.3)

Teorema 3.2. Si s > 1/2 entonces el problema (0.2) es equivalente a la
ecuacion integral (3.3) en el siguiente sentido: si u € C([0,T] : H®) es una
solucion de (0.2) entonces u satisface (3.3). Reciprocamente, siu € C([0,T] :
H?) es una solucion de (3.3) entonces u € C1([0,T] : H¥™') y satisface (0.2)

con derivada dada por

u(t + h) — u(t) B
- =0.

s—1

lim
h—0

+ Hu, + sin(u(t))




Demostracion. Supongamos que u € C([0,T] : H®) es una solucion de

(0.2) en H*"! entonces
V(=t)uy + V(—t)HO,u = —V(—t)sen(u)

luego

E(V(—t)u) = —V(—t)sin(u)
ahora integrando de 0 a t y ya que V(—t) es un operador acotado en H*™!

se tiene:
V(= t)u — V(0)u(0) = /0 V(—r)sin(u(r))dr
V(—thu— = — /0 V(—r)sen(u(r))dr
u(t) = V(t)p — /0 Vit — )sin(u(r))dr
n

Supongamos ahora que v € C([0,T] : H*) es una solucion de (0.2) en H*™!

entonces

u(t + h) —u(t) _o.

s—1

lim

lim + Hu, + sin(u(t))

Demostracion. En efecto:

u(t+h) —u(t)

; — Qu(t) + sin(u(t))

L= (e

s—1



e (55

+Hﬁ/t V(t+h—1)s n(“(T))dTHm(u(t))Hs_l

1) sintutrar - Q- vwg)|

De la ecuacion (2.3) te

) V(h) -1 _
i HW) (M -a) =0

| / ( ) w/ Vet
oo (25 -a)e]
g/o V(£ — 7)sin(u(r) ( (h])l Lo >> l—1dr

M = V(= sin(utr) =Ly,

V(h) —1 .
<o ,1 QLo sinullss




< Clfsin(u)]|s-1
< CL([lulls1, 0l s

< C sup {L(|Julls-1, 0)[Julls—1}

T7€[0,T

Esto implica que M es integrable, luego:

Iim Ot V(t — 7)sin(u(r)) (% —Q> i
_ /Ot lim (V{1 — 7)sin(u(r)) (% - Q) =0

Puesto que 7 |, V(t+ h —7)sin(u(7))dr es el valor medio de una funcion

continua que se reduce a cero conforme h tiende a cero entonces

1 t+h
lim [ / V(t + h— P)sin(u(r))dr + sin(u(®)|| =0  (3.6)
h—o || |h| J, .1
para algun 7 € [t,t + h] |

Teorema 3.3. Sean ¢,¢p € H* y u,v € C([0,T] : H*(R)), s > % dos
soluciones del problema (3.1)que satisfacen u(0) = ¢ y v(0) = b entonces

ut) —v(t)||s < | — || se?MM)t en particular (3.1) tiene al menos una

solucion.

Demostracion. De la ecuacion (3.3) se tiene:

u(t) —v(t) =V(t) (¢ — ) — /0 V(t — 7)(sinu — sinv)dr



Como V(t) es un semigrupo de contraccion entonces:
t
lu®) = v(@®)ls < llo =¥l + / |sinu — sinv||dr
0

t
< !|90—1/1Hs+/ L[lulls, [[oll)llu = vllsdT
0

Escogemos

My = M(u,v) = max{ Sup [ulls, sup lvfls}

T€[0 7€[0,T]

y asi se tiene que
)~ o0l < g = bl + 20 M) [ = lar 3
y por la desigualdad de Gronwall concluimos que:
lu(t) = o(®)]ls < llp — et (3.8)
|

Teorema 3.4. Sea ¢ € H*(R)) entonces existe T > 0 y una unica
u € ([0, T], H®) que satisface la ecuacion integral (3.3) con

t+h) —u(t
o 2R — )
h—0 h

— Qu(t) + sinul|s_1 =0

Demostracion. Sea v > 0 fijo y sea
AT, v, ) ={v e C([0,T], H?) : |lv(t) = V(t)ells <~} (3.9)

y la distancia d(v,w) = sup ||v(t) —w(t)]]s, asi, (A, d) es un espacio métrico
T7€[0,T
completo.

Consideremos la aplicacion

(Av)(t) =V(t)p — /Ot V(t — 7)sinvdr (3.10)



con v € AT, ~, ).
Veamos que Av € A(T,~,¢) para toda v € A(T,7,p) y T > 0.

t
| Av(t) — V(t)ells = | / V(t — 7)sinvdr]
0
t
S/ |V(t — 7)sinv||sdT
Ot
§/ ||sinv||sdT
0
t
< / Lol O)l[o()]lsdr

como

lo(m)lls < llo(m) = VO)ells + VO ells

<+ lells

asi; [[o(T) = V(t)ells < Ly + [lells: 0) (v + [lel)T
Luego Av € A(T,v,¢) para toda v € A(T,7,p) siempre que
0<T <~a(y,llells) con

1
7+ lells; 0y + llell)

a(y, lells) = I

Ahora probemos que existe T' > 0 tal que A es una contraccion en A(T, 7, @)

Demostracion. Sea v,w € A(T,~, ) entonces
t t
I(Av)(t) — (Aw)(t)||s = ||/ V(t — 7)sinvdT — / V(t — 7)sinwdr ||
0 0
t
= || / V(t — 7)(sinv — sinw)dT||s
0

t
g/ |sinv — sinw||sdT
0



/ ([olls, lwlls)llv = wllsdr

< 201+ el + lell) [ 1o = wltr

Ly +llells: v + [lell)Td(v, w)

para todo t € [0, 7]
Asi d(Av, Aw) < L(y + ||¢lls, v + ll¢lls)Td(v, w) < d(v,w) siempre que

1
0<T < = B [lells)
Ly + llells, v + lells)
|
Concluimos que A es una contracciéon en € A(7, 7, ¢) cuando
0<T <T =T ll¢els) =min{yaly,lells), (v, lells)}
|

Teorema 3.5. La solucion obtenida del teorema anterior es unica y depende

continuamente del dato inicial.

Demostracion. La desigualdad de Gronwall y el teorema (3.3)
implican la unicidad como consecuencia de hacer ¢ = ¢ en
lu(t) = v(@)]ls < [l — ]| se MM,

Para demostrar la dependencia continua noétese que segin como se escogio
T en el teorema (3.4) se observa que ésta es una funcion continua de ||¢|s,

lo cual implica que las soluciones u,, se pueden definir en un intervalo de la



forma [0, 7] par n suficientemente grande.

Ya que H?® es un algebra de Banach, para s > % entonces:

t
lun(t) = u(®)lls < e[| ¢n — I, + / e IO | sinu, (1) — sinu(7)|sdr
0

t
< Cullén — Blls + Co / un(7) — u(r) | dr

Por la desigualdad tipo Gronwall se tiene que

[t (t) — u(t)||s < Cilén — @62

Asi:
sup [|u(t) — u(t)|ls < Cillgn — ¢ll™"
te[0,T
Con lo cual se demuestra la dependencia continua. [

Teorema 3.6. El problema de valor inicial (3.1) es localmente bien planteado

en H® para s > %
Demostracion. Se tiene de los teoremas (3.3), (3.4) y (3.5). |

NOTA: De forma anéloga al caso s > % se puede demostrar que el problema
de valor inicial (3.1) es localmente bien planteado en L?, ya que si u es real

tenemos que ||senullo < [Jullp pues |senu| < |ul.



Capitulo I

El problema Global

Lema 4.1. (Lema de regularizacion)

Sea A € [0,00), p € H*(R) entonces
—tHOy 1
e gl < Co(1 + el

donde e~t#%y ¢ B(H*(R), H***(R)) para todo t > 0, s € R, Cy es una

constante que depende solo de A

Demostracion.

o0

el = [+ €0 + e
< (sup(1 + £2) e 21N |||
1
< (14 sup e )2
13

Aiox -
<1+ (7ol

18



1
< Ca(1+ 7)1

Lema 4.2. Sea p € H'(R) y u € C([0,T], H'(R)) la solucion de (3.1) con
u(0) = . Entonces

lullo < [l lloe’

Demostracion. Tenemos que

Op|Jul3 = at/ |u(z,t)|*dx

o0

=0, /_OO w(x, t)u(e, t)de

o0

= /_OO w(z, t)u(x, t) + u(x, t)u(z, t)de

o0

= 2/00 Re(u(z, t)u(x,t))dx

—00

—2Re/ w(z, t)u(x, t)dx

— 00

= 2Re/ (—HOu — sinu)udz

—0o0

= —2Re/ Ho, uudx — 2Re/ usinudx

o0

= —2Re /00 |€|u(€)u(é)dx — 2Re /OO usinudx

[e.9]
o0

— —2Re / (el (e 2da — 2Re / Usinudz

— 00

1
< —2|| Diullg + 2/ulls



Integrando de 0 a t se tiene:

1 1 t
§|Iu(t,x>!|3—§Hu(0>\|§§/0 Ju(7)||3dr

esto es:
t
lull2 < Il + 2 / lu(r)|2dr
0

Aplicando la Desigualdad de Gronwall se tiene:

lullg < llellge™

Lema 4.3. Si 3 < s <1, entonces |lulls; < C(s, ||l¢lls, [l¢llo, T)

Demostracion. Como ||sinullp < ||ul|o, el lema de regularizaciéon (4.1) im-

plica que

t
loss < ="l [ e simu(r)
0

)| sinu||odT

t
1
< 4,05+Cs/ 1+
liells +Cs | 1+ =

t
1
< el + C, / (1+ Ylu(r) lodr

(t—r1)°
t 1 T
< s s 1 77 _N\e d
<llgll + G | (4 =liglloe"dr
Tl—s
< llells + Cs, llos DT + +—)

< C(s, llells, llello, T)



Es decir si % < s < 1 entonces el problema es globalmente bien planteado

Lema 4.4. Si % <s<1y0<68<1 entonces:

[ullors < C(s,0, l¢llors, lello, T)

Demostracion.

t
1 .
liloss < s+ [ (14 G=sp)lsinul i

1
(t—1)°

t
1
< Ielloss +CO. el Il T) | (14 =50
0 (t—7)

t
< Ylolors + / (1+ Ylu()llsdr

< C(S, 97 HQOHO-FS» HQOHO’ T)

De manera analoga se procede cuando % <s<2y0<l<l.

En general, estoesciertosi%<s<nc0nn21y0<9<1 |

Teorema 4.5. El problema (0.2) es globalmente bien planteado en H® , s > 3
Demostracion. Es consecuencia de los lemas 4.2, 4.3 y 4.4 |

Como consecuencia de la nota dada al final del capitulo 3 y del lema 4.2

tenemos:

Teorema 4.6. El problema (0.2) es globalmente bieb planteado en L*.



Capitulo 5

Teoria en Espacios de Sobolev con

pesos

Lema 5.1. Sea F(t,&) = e Y€, Entonces:

OcF(t,&) = —tsgnlF(t,€)
RF(t,€) = —2t6 + 1°F(t,§)
RF(t,&) = —2t8" — t’sgn€F(t,€)
F(t,€) = —2t8" — 2% + t'F(t,€)

Ademds para j > 4 la j — esima derivada de F(t,€) tiene la forma:

OLF (t,€) = 221&2’“ L6172 4 (—1)7 (tsgn&) F(t,€)

donde ¢ es la funcion delta de Dirac

22



Demostracion. Esinmediata apartir de un calculo directo y el principio de
inducciéon
|

Teorema 5.2. F : [0,00) — B(S.5) es un C° semigrupo para s,r € N, s > r

y satisface que:

1. Sir=0,1
IE@6lls., < OuB)6lls., para todo ¢ € S,y Donde 6,(t) es un

polinomio de grado r

2. Sir>2y¢ € S, B € C(0,00);F,) sty solo si (82&)(0) =0
j=0,1,2, 7 —2

Para s € R, r = 1,2,..., el espacio S, := H*R N Ly(R), donde L5(R) =
{f € ’(R)|z"f € L*(R)} es un espacio de Banach con la norma | f||2, =
LAIE + A1 2y

Demostracion. Puesto que

IE@®)SIS,, = IE@ + IE® L

<lolz+ [+ a?yiB@oPds

o0

<ol + K, [ IeE(P @03 P

Si r = 0 entonces:

1E(t)¢]

S0 = IE@SNZ + I1E@)¢lI7;



< o) + / BE()6|dz
< [ll2 + / el

[e.o]

< [ll2 + / Pde
< 617 + 6112

Si r = 1 entonces:

I1E®SIZ., < I6]2+ / 0c(F (¢,€))|2de

—00

< 6l + / OF (1, €)d + F(t, €)0c|2de

e}

<6l + / |~ tsgnEF(t,€)¢ + F(t, €)0cd|de

< lél2 + / (P10 + 0c[)de
< 1612 + 21l + ol

< llolz + (L +*)lIglIZ;

Si r = 2 entonces:

MﬂﬂMQQSHMﬁ+/TI¥GWLO@V%

— 00

— 6l + / (=245 + 2sgne F(£,))¢ + (—tsgn€) F(t, )0 + F(t, €02 de

< ol + 2 / BPde + ¢ / Oc|2de + / 20t

< lIglI: + £*ll2ll6 + tllz¢lls + 261

< ol + (#* +t+ Doz



Siempre y cuando td¢ = té(O) = 0 es decir: &(O) =

Sir = 3 se tiene:

IE@®)SI5,, < ol + (# + 2+t + D¢l

Siempre que t8'¢p = tngS(O) =0y téﬁgqg = taggzg(()) = 0, es decir: ngS(O) =0y
06 (0) =
Procediendo de esta manera y aplicando inducciéon se tiene el resultado re-

querido. [ |
Teorema 5.3. Dada ¢ € S, entonces eziste una unica u € C([0,00), s 1)

tal que Oyu € C([0,00), L?), siempre que s > %

Demostracion. La unicidad se tiene pues 1 C H”.

Veamos que u € C([0,7],351) es una contraccion en el espacio métrico

completo i,y = {f € C([0,T], 1)/ |1 E#)p — f()lls., < 1D]ls.,}-
En efecto:
Como
t
u(t) = e_tHaﬂp —/ e_(t_T)Hamsm(u(T))dT

0
entonces
Ju(t) — e o5, / e~ sin(u(r) ., dr

t
< [l sl + [ e st e
0



t t R
< [ Nl -+ [ g lsima)
Ot Ot R
< [l + [ = r)sgngenMlsinale)| s+
0 0

t
/0 e~ C=70E18, sinu(e) | 2

Notese que como 7 < t, entonces

(¢ = r)sgnéeWlsinu(e) | 2 < (¢ — 7)lle™ D simul

< (= 7)lullo
< (@ —=7)uls
Ademas:
le™ e sinu(€) ||z = e % wsinu 2

< Jjasinull;

o0

= (/ 2| sinu(x, t)|2dz)"/?

[e.e]

<(/ " Plule,t)Pda) 2

o0

= [lu(z, )|z

Por lo tanto

t
lu(t) = e o], , S/O(HUHSJrHUHL;)dT



t
s/mmwT
0
t
ﬁ/MMWw“@mM+W”@wmm
0

< Mt +tCollells + ta(t) el 2

|S,1)
< T(M +h(t)]lells1)

< (M + h(t)]e

<M

Siempre que T < 0 L , asi u es una contraccion

M+h(t)[l¢ls,1)

De lo anterior se tiene la existencia y unicidad de la solucion en Sy .

Nuestro proximo paso es obtener una estimaciéon global para la norma de u

en S .
En efecto:

Julfyy = [ a*(ute.0)ds
Luego

ulull; =00 [ oula 1) ds
:2/ 22uy(z, u(x, t)dx

= / 2 [—sinu — Hug)u(z,t)dx

00 00
= —2/ m2usmud$—2/ $2uHUacd5U

o0 —0o0

o o
= —2/ ruxsinudr — 2/ ruxrHO,udx
o

< 2||zullo||zsinu||o — 2/ rurHO udx

—0o0



< 2||zullj — 2/ ruH (x0,u)dx
< 2||zullf — 2/ ruH (0, (zxu) — w)dz
< 2||zullj — 2/ ru(HO,(zxu) — Hu)dx

[e.9]
o0

< 2H:1:u]|3—2/ qu@x(:cu)d:B+2/ ruHudx

< 2Hu|]%§+2]|:L'u\|0||u||0—2/ cuHO, (vu)dz

—0o0
o0

< 2[|ullZz + lzull + ullg —2/ rut Oy (wu)dx

< 3Hu|]%% +a(T) — 2/ |0y | rude

< 3”“”%5 +ao(T) — 2/ 10,12 (x0) |0, (zu) da:

—0o0

< 3lullZs + a(T) = 2010, (@w)3

2
< 3|lull2s + a(T)
Integrando de 0 a ¢ se tiene:

t
Jult; = 015 < ta(T) +3 [ u(r) Eyar

Luego:

t
Julfsy < 6l + Ta(T) +3 [ u(r) zdr
0

Por la desigualdad tipo Gronwall se tiene:

lull2s < (1113 + Ta(T))e™



De eta manera se obtiene la estimacion global para la norma en S pues

basta con controlar la norma en L? |

Nota:
Si u € C([0,T];[s2) es solucion de (0.2) no se tiene que 4(t,0) = 0, para
todo t € [0,T] puesto que no se puede garantizar que si;zu(t,()) = 0 para

todo ¢ € [0, 7.



Bibliografia

1]

2|

13l

4]

[5]

Yanping Cao, Ziad H Musslimani and Edriss S Titi, "Nonlinear
Schrodinger-Helmholtz equation as numerical reqularizarion of the non-

linear Schrondinger equation”, Nonlinearity, 21 2008, 879898

Javier Duoandikoetxea, Andlisis de Fourier, Ediciones de la Universidad

Autonoma de Madrid, 1991.

Rafael. J. Iorio, Jr., Valéria de Magalhaes Iorio, Fourier Analysis and
Partial Differential Equations, Cambridge studies in avanced mathemat-

ics, 70, (2001).

Gustavo Ponce, Introduccion a las ecuaciones en derivadas parciales de
evolucion Universidad del Valle, Escuela de verano en ecuaciones difer-

enciales, geometria diferencial y analisis numérico, 1993.

Y.Matsuno, Periodic solutions of a resistive model for non local

Josepshon dynamics, Yamaguchi U. Math. (2004), 1-9

30



[6] R. J. Iorio, On the Cauchy problem for the Benjamin-Ono equation
Comm. P.D.E.;11(10), 1031-1081(1986)



