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Resumen

El presente trabajo muestra una estrategia didactica que permite a los estudiantes de grado
undécimo del Gimnasio los Andes (Bogotd) aproximarse al concepto de limite mediante la
geometria de fractales lineales. La secuencia de actividades se enfoca en desarrollar por me-
dio de las estructuras fractales el conjunto de obstaculos epistemoldgicos “horror al infinito”,
caracterizado por Ana Sierpinska, realizando un breve recorrido histérico-epistemolégico del
concepto en mencion. La ingenieria didéctica se fundamenté en el contraste de una prueba
de entrada y otra de salida, tomando como referencia dos grupos: experimental y de con-
trol. La investigacion planteada concluye que los estudiantes confrontaron implicitamente
las ideas de infinito actual y potencial; y asi se logré introducir de manera aproximada algu-
nas nociones de convergencia y continuidad por medio de numerosas expresiones y modelos
matematicos como series, sucesiones y funciones, las cuales contribuyeron satisfactoriamente
a la comprension del concepto de limite.

Palabras clave: concepto de limite, geometria fractal, obstaculos epistemolégicos, “ho-

rror al infinito”.
Abstract

The present paper shows a didactic strategy that allows eleventh grade students of the
Andes School (Bogotd) to approach the concept of limit using the geometry of linear frac-
tals. The sequence of activities focuses on developing, through fractal structures, the set of
epistemological obstacles “horror to infinity”, characterized by Ana Sierpinska, making a
brief historical-epistemological journey of the concept in question. The didactic engineering
was based on the contrast of a pre-test and a post-test, taking as reference two groups:
experimental and control. The proposed research concludes that the students implicitly con-
fronted the ideas of current and potential infinity, and thus it was possible to introduce in
an approximate way some notions of convergence and continuity through numerous expres-
sions and mathematical models such as series, successions and functions, which contributed
satisfactorily to the understanding of the concept of limit.

Keywords: limit concept, fractal geometry, epistemological obstacles, “horror at infi-

nity”
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1. Introduccion

La presente propuesta desarrolla una experiencia en el colegio Gimnasio los Andes, institu-
cién educativa privada ubicada al norte de Bogotd, sobre la calle 209 con 45 (localidad de
Suba). Este planteamiento estd encargado de la elaboracién y andlisis de una secuencia de
actividades que procuran favorecer la comprension del concepto de limite, usando la geo-
metria de fractales lineales, con estudiantes de grado undécimo. La poblacion estudiantil
pertenece a los estratos 4, 5 y 6.

El Gimnasio los Andes bajo su politica, “el colegio para la vida” adopta como modelo pe-
dagogico la ensenanza para la comprension, en una visién de la educacién donde se privilegia
la comprension, realiza una clasificacién del ciclo superior de la educaciéon media en grupos
de profundizacién y fundamentacion en Matematicas. En este contexto se pretende tener
grupos de trabajo mas homogéneos, asi como afianzar y profundizar en los conceptos ma-
tematicos.

No obstante, cuando se trabaja el concepto de limite (en grado undécimo) se presentan
diversas dificultades que tienen su origen en la complejidad del concepto y los obstaculos
epistemoldgicos relacionados con él. Es por ello que se requiere proponer actividades y es-
trategias didacticas que permitan enriquecer y dotar de sentido éste concepto.

El énfasis que usualmente se da en la ensenanza tradicional a las reglas y procedimientos
relacionados con el calculo de limites, deja de lado los aspectos conceptuales, los cuales en
la mayoria de los casos son muy pobres y se quedan cortos a la hora resolver problemas
y aplicar propiedades de un concepto tan abstracto. Esto se evidencia constantemente en
el aula, ya que como lo mencionan [Blazquez and Ortega, 2000], para los estudiantes es un
concepto poco interesante y que olvidan con facilidad.

A lo largo de los ultimos 30 anos, el concepto de limite ha sido objeto de estudio e investi-
gacién, con la intencién de mejorar el proceso ensenanza-aprendizaje, no sélo en el ambito
de la educaciéon media sino en el nivel universitario. Al respecto, Ana Sierpinska citada en
[Blazquez et al., 2008], caracteriza en su investigacion los obstdculos epistemoldgicos que
subyacen de la génesis historica del concepto de limite; y propone diferentes situaciones
didacticas que pueden contribuir a la superacién de dichos obstaculos.



Retomando los planteamientos de Ana Sierpinska sobre los obstaculos epistemologicos que
conciernen la concepto de limite, [Medina, 2001], realiza un estudio minucioso de los mis-
mos en torno al concepto de limite, y caracteriza la evolucion de su concepcién a través de
la historia. Haciendo explicito, entre otros el obstaculo que denomina “horror al infinito”
término acunado por Cantor, el cual se refiere a la no aceptacion del infinito actual; o en
otras palabras la concepcién que tenian los griegos en la llamada época de oro, sobre el
infinito potencial; aquel que crece indefinidamente.

Ahora bien, teniendo en cuenta que el concepto de limite es de suma importancia, especial-
mente porque es considerado base del andlisis [Bldzquez and Ortega, 2000], ya que permite
introducir conceptos como continuidad, derivada e integral, niimero real y deméas objetos
que repercuten directamente en el célculo infinitesimal, se sugiere entonces desarrollar tan
solo una aproximacién al concepto del limite. En el sentido y ambito escolar, teniendo en
consideracién el marco legal propuesto por el MEN, especificamente en los estandares basicos
de competencia en Matematicas y lineamientos curriculares del mismo.

Sin embargo, con el afdn de indagar acerca de estudios similares que se relacionen direc-
tamente con nuestro objeto de estudio, se encontraron dos trabajos bases que abordan el
concepto de limite, desde los fractales:

El primero de ellos, se realizé recientemente por [Camargo and Bustos, 2013]. En dicho tra-
bajo se proponen una serie de actividades que favorecen la comprension del concepto de
limite con estudiantes de grado undécimo, centradas en el fractal arbol pitagérico. Dichas
actividades pretendieron superar el obstaculo geométrico que subyace del concepto de limi-
te, también caracterizado por Ana Sierpinska en su estudio. La propuesta permitié que los
estudiantes llegaran a la nocién de limite a través del tratamiento geométrico y el calculo de
areas del fractal mientras variaban las iteraciones del mismo.

Finalmente, se encontré el estudio de [Soler, 2014], en donde se relaciona de manera in-
teresante la construccion del concepto de limite desde los fractales, desarrollando con los
estudiantes una idea de aproximacion y tendencia a un nimero haciendo uso de estructuras
fractales como: el triangulo de Sierpinski, los cuadrados y la curva de Koch. De esa manera,
encontr6 que es posible introducir de forma intuitiva el concepto de convergencia de una
sucesion por medio del proceso geométrico infinito que permiten los fractales.

Del problema planteado anteriormente surge la siguiente pregunta:

. Qué tipo de estrategia didactica permite a los estudiantes de grado undécimo aproximarse
al concepto de limite por medio de la geometria de fractales lineales?



2. Objetivo general

Desarrollar una secuencia didactica para trabajar con estudiantes de grado undécimo el con-
cepto de limite por medio de la geometria de fractales lineales.

2.1. Objetivos especificos

Identificar los conocimientos previos de los estudiantes respecto al concepto de limite.

Determinar y delimitar los aspectos conceptuales, epistemologicos y didacticos que

fundamentan el concepto de limite.

Construir el conjunto de actividades que conforman la secuencia didactica.

Implementar y evaluar con los estudiantes de grado undécimo las actividades propues-

tas en la secuencia didactica.



3. Marco Teorico

A continuacién, se realizara una descripcion de los aspectos tedricos mas importantes que
se relacionan con el concepto de limite. En primera instancia se abordara, a grosso modo, el
desarrollo y construccién de dicho concepto a lo largo de la historia. Por otra parte, se expone
el aspecto disciplinar inmerso en la investigacién, especificamente sobre cémo es presentado
formalmente el concepto de limite y como es aceptado ante la comunidad matematica; sin
dejar atrés la construccién matemaética y caracterizacion de la geometria de fractales linea-
les. Finalmente, se pone en evidencia el marco didactico, alrededor del concepto de limite
en el contexto escolar, principales dificultades en el proceso de comprension del mismo y
obstéaculos epistemoldgicos.

Por otra parte, cabe resaltar la importancia del uso del software Geogebra en la ilustracién
de gran parte de las imagenes que se presentan, aprovechando la edicion de texto en formato
ETEXy su facil exportacién en formato png. Es por ello, que las ilustraciones que no se
encuentran referenciadas, es porque fueron disenadas por medio del programa tecnolégico en
mencion.

3.1. Marco Histérico-Epismologico

Tomando como reflexién lo planteado por [Guzman, 1993], la historia juega en la ensenanza
de las matematicas el rol de proveer una mirada més humana de la ciencia, comprender que es
creada y elaborada por seres humanos, comunes y corrientes. Por otra parte, el conocimien-
to historico brinda elementos para comprender el desarrollo de un determinado concepto,
asi como también la opcion de identificar las principales dificultades que se dan de manera
inherente y natural.

Es por ello que se toma en consideracién lo expuesto por [Filloy et al., 2003], en cuanto al
concepto de limite se refiere, éste se remonta a la llamada época de oro —siglo VI-II a.C.-,
donde Zenon de Elea, famoso por sus paradojas, inicié a notar inconsistencias en el uso del
infinito y lo complejo que resulta su asimilacién; dado que, se pueden producir contradiccio-
nes, como es el caso de “Aquiles y la tortuga”. Dichas paradojas perduraron sin respuestas
por siglos, pues el mismo Aristételes afirmaba que no era posible que el infinito existiera
como ser actuante; por éstas y muchas otras razones los griegos no concebian ésta idea de
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infinito y de su existencia palpable.

Por su parte, Eudoxo de Cnido y Arquimedes, segiin afirma [Ferrante, 2009], desarrollaron
el conocido método de exhaucion, el cual pretende determinar el calculo de areas de figuras,
volimenes y longitudes de curvas, mediante aproximaciones finitas grandes muy precisas.
Por ejemplo, Arquimedes en su trabajo encontré la cuadratura de la parabola, por medio
de éste método. Cabe resaltar, y como bien lo senala [Kleiner, 2001], los griegos obtuvieron
brillantes resultados para la época, donde se contaba con muy poco simbolismo y se privile-
giaba lo verbal, claro esta que sin carecer de rigor.

Mas tarde, fue Cavalierajo las ideas de Kepler y Galileo en 1635, quien formuld propuestas
interesantes para el cdlculo de volimenes de cuerpos, mediante planos y secciones infinitas,
mejor conocido como método de los invisibles. Cavalieri fue un antecesor del cédlculo inte-
gral, impregnando una idea de infinitésimo pequeno. De hecho afirmé que “una superficie
estaba conformada por lineas sin ancho y que un volumen, un monton de superficies sin
espesor” [Ferrante, 2009]. Otro de los beneficios de el principio de Cavalieri que senala
[Kleiner, 2001] era “si los elementos indivisibles estédn siempre a una razén dada, entonces
las dreas (volumenes) de dos figuras estdn a la misma razén proporcional” y ésto le validd
por ejemplo el hallazgo del area de una elipse, en comparacion a su circunferencia que la
circunscribe.

Consecuentemente, como se puede evidenciar en [Ruiz, 2003], Fermat inici6 sus estudios en
la geometria cartesiana y muy pronto descubrié un método para calcular la pendiente de una
recta tangente a una curva algebraica, denominada como “cantidades infinitamente proxi-
mas”. Cabe resaltar, que segin [Kleiner, 2001] Fermat era capaz de encontrar tangentes a
una curva polinémica, claramente un gran referente del calculo diferencial. De hecho, La-
place consideraba a Fermat como el verdadero descubridor, pues los trabajos de Newton y
Leibnitz se dieron a conocer tiempo después.

Posteriormente, sobre el siglo XVII, de acuerdo a los planteamientos de Knobloch (1999);
citado en Filloy y Hitt (2003), Leibniz establecié la acreditada “ley de continuidad”, donde
intenté extrapolar las propiedades y reglas que se cumplen en el finito al infinito. Encon-
trando procesos infinitos, por ejemplo en el cédlculo de 7. Las ideas de Leibniz motivaron
a Fourier para considerar un gran trabajo de funciones continuas y sucesiones convergentes
y la construccién de series trigonométricas. No obstante, segin afirma [Kleiner, 2001], més
alla de los grandes aportes matematicas que realizé Leibniz, y que realmente favorecié sobre
Newton, fue su notacién y las ventajas algebraicas y operativas pronto cobrarian su relevan-
cia.
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Por su parte, a mediados del siglo XVIII, llegarian los grandes aportes y logros de Euler.
Ya que, como lo indica [Kleiner, 2001], sin el concepto de funcién, el calculo serfa un sacri-
legio. Esta idea fue considerada un punto de quiebre, que gesté lucidez y sentido al célculo
infinitesimal como base de las matematicas que se ocupa de las funciones. El enfoque que
planteado por Euler en cuanto al calculo, fue netamente algebraico, realizando también di-
versos planteamientos por medio de algunas series de potencia.

Asimismo, como lo menciona [Filloy et al., 2003], en 1851 Bolzano publica su libro “Las
paradojas del infinito”, donde esclarece las ideas del infinito actual y su aritmetizacion, re-
futando por ejemplo el axioma de Euclides “El todo es mayor que sus partes” mediante
un subconjunto propio. Y del mismo modo, exponiendo que para que Aquiles alcance a la
tortuga, debemos pensar en otra idea de infinito: y éste es el infinito actual.

Consecuentemente, y como bien lo senala [Kleiner, 2001], fueron las obras de Cauchy, Bol-
zano y Weierstrass que permitieron una evolucién rigurosa para el célculo, pues previamente
se privilegiaba desde un enfoque geométrico por encima del algebraico. En ese orden de ideas,
fue el Aleman Weierstrass, bajo las ideas de Cauchy y D’Alembert, a mediados del siglo XIX,
quien modifica notoriamente la aritmetizacion del andlisis y define de manera formal y con
rigor matematico el concepto de limite que hoy se conoce, donde se incluyen los conocidos
valores ¢ y € [Ferrante, 2009].
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3.2. Marco disciplinar

3.2.1. Definicion de limite

Tal y como se menciona en algunos textos referentes al célculo, como [Spivak, 1992], pode-
mos considerar que h’l)n f(z) = b hace referencia a que las imagenes de la funcion f tienden
hacia b, en la mediga (élue z pueda estar tan proximo de a como queramos, tal y como se
puede ilustar a continuacién:

—- ] - b

Sin embargo, en matematicas hacer f(z) proximo a b implica hacer | f(x) — b| pequefio, y del
mismo modo para z y a. Es decir, que por el momento la definiciéon planteada inicialmente
se puede traducir en que la funcion f tiende a b, para valores de x cercanos a a. Si podemos
hacer |f(z) — b| tan pequeno como queramos haciendo |x — a| suficientemente pequeno, pero

T # a.

Ahora bien, cuando tomamos algunos puntos z préximos a a, éstos pueden estar en un in-
tervalo A; y del mismo modo los valores cercanos a b se encuentran en un intervalo B, tal y
como se muestra a coninuacion:

0 <o, s i o i

T
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Normalmente, los intervalos A y B se suelen definir de la siguiente manera A = (a —d,a+0)
y B=(b—¢e,b+¢), siempre y cuando € > 0y § > 0. Ahora bien, si para cualquier intervalo
B, por pequeno que sea que contenga a b, podemos encontrar un intervalo respectivo A,
alrededor de a, estariamos entonces preservando las condiciones iniciales de hacer f(x) tan
préximo a b como queramos haciendo y que x esté suficientemente cerca de a pero distinto
de él, de la siguiente manera:

u i
b+
h-.'-....\h
e - L
R “{‘: IIIIIIIIIIIIIIII \I\ B fhpmaaas XT\
- s, \ V
I3 13
i i : I ;
b [ b 1 J
i H
L 13
P \-\ . P ,i.;-‘-\ _ :
o—a A a+d =0 1 a+d

(a) (b)

Figura 3-1.: Ilustracion al tomar un valor para ¢ més pequeno

El procedimiento realizado en la Figura 3-1 debe funcionar para cualquier £ por pequeno
que sea. De tal manera que las imagenes de x estan siempre en el intervalo B, las represen-
taciones ilustran qué sucede al tomar un valor para £ mas pequeno.

Es por ello, que cuando nos referimos a que debemos hacer |f(x) — b| tan pequeno como
queremos, significa que |f(z) — b| < € para cualquier € > 0, es decir que se encuentre en el
intervalo B. Y asimismo, para cada nimero ¢ > 0 debe existir otro real positivo 4, tal que
six#ay|r—al <9, entonces |f(z) —b| < e, en otras palabras, es posible establecer una
relacion de dependencia entre los intervalos A y B, conociendo el valor de ¢.

Es asi como llegamos a la definicién que conocemos actualmente:

Definicién 1. Si f es una funcion real, definida al rededor de a, no necesariamente en a,
diremos que:

lim f(z) =0

T—ra

(el limite cuando z tiende a a de f(z) es b), si:
Para todo £ > 0, existe § > 0, tal que si 0 < |z — a| < ¢, entonces |f(x) — b| < ¢
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Ejemplo: A continuacién vamos a probar que: h’rq 23 = 1.
r—r

Siguiendo las ideas de [Duenas and Rubio, 2015], a partir de la definicién planteada, tenemos
que para cada € > 0 existe un § > 0, tal que si 0 < |z — 1| < § entonces |z® — 1] < e. Partien-
do de éste ultimo hecho, la idea es para un valor dado €, encontrar un valor para  pertinente.

|2 — 1] < ¢ implica
lz —1||2* +x+1]<e¢

o — 1| -

<—
|22 + 2 + 1|

Hasta aqui no podemos establecer que 6§ = dado que 0 depende no sélo de € sino

[
|z2+z+1|°
también de z lo cual implica que el valor de ¢ varie en la medida que se modifica a x. Para

resolver esta situacion es necesario acotar la expresion |z? + x + 1J.

Supongamos que 0 < § < 1, entonces tenemos que:

lz—1] <1
-l<r—-1<1
O<zx<?2
0<a?<4

—4<0<2’<4
2% < 4

Asimismo, podemos afirmar que:

lr—1] <1
—-l<z—-1<1
I<z+1<3
—3<l<xr+1<3
|z +1] <3

Finalmente, recordemos que:

2+ x4+ 1] <|2?| +lr+1]<4+3
2+ 4+1] <7
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Por consiguiente, es claro que:

o — 1|2+ o+ 1| < |z — 1|7

En ese sentido queremos que |z — 1|7 < ¢ lo que nos lleva a obtener £ como un valor para

[

9, el cual presenta una condicién inicial 0 < ¢ < 1; asf vamos a tomar ¢ = £, siempre y

cuando £ < 1;6 9 =1,si £ > 1 es decir 6 = min{%, 1}. Con base en lo anterior tenemos los
elementos suficientes para realizar la demostracién respectiva.

Demostracion. Sea ¢ > 0, tomemos § = min{z,1}. Si 0 < |z — 1| < 0 se tiene que
O<|z—-1<1yO0<|z—1] <. Asi

|2 — 1] = |z — 1||]2* + = + 1]
< E\:162~|—33+1]
7
Como |z — 1| < 1 entonces:

|2 + & + 1] < |2 + [ + 1]
l2* 4+ +1]<4+3
22+ +1 <7

Finalmente

]$3—1|<;\x2+x+1]

3 €
-1 < z7
|2° — 1] <¢
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Veamos que, si por ejemplo, € = %,

x, cuando se encuentran en el intervalo A, siempre estan en el intervalo B.

i
14+~
y=1t g /

_ ’ 1 1 ’ . 7
entonces § = min{z5, 1} = 55. Y aqui las imdgenes de
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3.2.2. Fractales

Contexto historico

De acuerdo a como lo establece [Alonso, 1995], el término fractal, proviene del latin fractus,
lo cual significa roto o irregular. La geometria fractal se considera una disciplina bastante
reciente, y surge de manera formal a finales del siglo XIX y mediados del siglo XX. El gran
exponente es el matematico polaco Mandelbrot, que gracias a algunos trabajos realizados
por Cantor, Koch y Sierpinsky en la construccién de algunas figuras geométricas a partir de
iteraciones que parecian copias reducidas de si mismas, logré constituir dicho concepto. Del
mismo modo, de acuerdo a como lo menciona [Soler, 2014] y [Alonso, 1995], Mandelbrot se
planted calcular la longitud de las costas britanicas, de modo, que se encontré con que en
cuanto la escala de medida disminuye, la longitud del litoral costero crece, planteando asi
que las longitudes de medida y costera se relacionaban mediante L(n) = n~% donde n es la
longitud de medida (ver Figura 3-2).

—_— — =
Unit = 200 km, Unit =100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.)

Figura 3-2.: Procedimiento de medida de la costa britdnica, tomada de Soler (2014, p.13)

Ahora bien, para entender, caracterizar y definir el concepto de fractal, segin [Rubiano, 2009,
es necesario de dos nociones basicas: autosimilaridad y dimension, las cuales se esbozaran
a continuacion.

Autosimilaridad

Esta primera nocién es muy intuitiva, y su implicacion requiere que el objeto en mencién
es autosemejante, es decir, que si observamos una parte de la figura, ésta es una copia de
la inicial, no importa a qué escala se examine. Aunque no parezca, dicho fenémeno es muy
tipico de encontrar en nuestro entorno, por ejemplo la hoja de un helecho, las ramificaciones
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de un arbol, los conductos sanguineos o inclusive alveolos pulmonares.

Figura 3-3.: Aqui podemos apreciar como se evidencia la autosimilitud en un Brocoli, to-
mada de http://www.grupoalquerque.es/ferias/2005/fractales/propiedad.htm

SJM%”
f'-._n\n?r?._nf Tas ln,_,_?'_: B P08

a2 m

Figura 3-4.: Autosemejanza en la Curva de Koch, tomada de Rubiano (2009, p.9)

Dimensién fractal

Sin lugar a dudas, el concepto que permitio formalizar la geometria de fractales fue el de
dimension fractal. Para entender éste concepto vamos a empezar con un segmento de recta
de longitud [, si éste se divide en 3 partes iguales, se obtienen 3 segmentos congruentes de
longitud é, del mismo modo, si se repite el proceso mencionada con un cuadrado de la-
do [, tendremos 9 cuadrados congruentes de longitud é y de igual manera, si replicamos el
procedimiento en un cubo de longitud [ seran 27 los cubos obtenidos al trisecar el lado inicial.
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Figura 3-5.: Segmento, cuadrado y cubo, figuras sencillas por practicidad de dimensiones
1,2y3

En ese sentido, tal y como lo sefiala [Rubiano, 2009], existe una relacién entre el nimero
de elementos N y el factor de escala k, el cual se encuentra a una razoén r = %, en nuestro
caso k = 3, pues cada segmento se reduce a su tercera parte. Veamos que para el segmento
N =3 =3! en el cuadrado N = 9 = 32, y finalmente para el cubo N = 27 = 33.

Es entonces evidente que N(k) = k%, donde d es la dimensién del objeto.

Definicién 2. ! Sea N (k) el nimero de partes en que puede ser subdividida cualquier figura,
todas congruentes entre si (por traslaciones o rotaciones) y que sean una copia reducida del
objeto inicial por un factor de escala r = 1/k, entonces la dimensién fractal autosimilar
es el tinico valor d que satiface la ecuacion N (k) = k<.

_ log(N)

= Tog®)

Dimensién Topolégica

Concretamente, una rama de las matematicas que se encarga de estudiar la geometria fractal
es la topologia. Especificamente cuando éstos se pueden generar a partir de un sistema de
funciones iteradas. Por éstas razones, para [Rubiano, 2009], éste concepto es fundamental
para consolidar formalmente una definiciéon matematica de fractal.

Antes de entrar en materia, vamos a definir algunos conceptos basicos concernientes a la
topologia, teniendo en cuenta las ideas presentadas por [Rubiano, 2010]; los cuales servirdn
como insumo para dotar de sentido lo que se conoce como dimension topoldgica.

! Adaptado de [Rubiano, 2009]
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En primera instancia, es necesario tener en cuenta que: dado (X,7) un espacio topoldgico.
Se tiene que los elementos de 7 se llaman abiertos. Y asi mismo, se dice que V' C X es
vecindad de x € X, siexiste U € T talquez € U C V.

De manera similar en [Rubiano, 2010], se establece que: dados A C (X,7) y b € X, se
afirma que b es un punto frontera de A, si para toda V, se tiene V, N A # @ y V, N A°

# @.Y del mismo modo, el conjunto de todos los puntos frontera de A se denota como 0(A).

Ahora bien, para finalizar en [Rubiano, 2009] se define cuando la dimensién topolégica

es 0, luego 1, ..., luego n y a partir de esta iltima cuando es n + 1, etc, es decir, de manera
inductiva.
1. La dimensién del conjunto vacio es 9(0)) = —1.

2. Un espacio topoldgico tiene dimensién cero, dim(X) = 0, si dado cualquier z € V' con
V' abierto en X, existe un conjunto abierto U cuya frontera 0(U) es vacia y satisface
quexz €U CV.

3. Un espacio X tiene dim(X) < n si para cada punto z en X y cada conjunto abierto V'
que contiene a x, existe un conjunto abierto U tal que z € U C V y dim(9(U)) < n—1;
X tiene dim(X) = n si dim(X) < n pero es falso que dim(X) <n — 1.

Teniendo en cuenta lo anteriormente presentado, segiin [Rubiano, 2009]:

Definicién 3. Un fractal es un subconjunto del plano que es autosimilar y cuya dimension
fractal excede a su dimension topoldgica.

Ejemplo 1: veamos que en R? con la topo-

logia usual, podemos establecer el conjunto fi-

nito {a, b, c}. De tal modo, que si suponemos

que la distancia entre los elementos a y b es la

o menor posible d, entonces la frontera de la ve-

b cindad de radio d/2 alrededor de algin punto

o

cualquiera no contendra ningiin otro elemento
posible. Por lo cual, podemos afirmar que:

dim{a,b,c} =0
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Ejemplo 2: el fractal tridngulo de Sierpinski, surgié por el matematico polaco Waclaw Sier-
pinski, como una variaciéon del conjunto de Cantor en dos dimensiones. La construccién se
realiza a partir de un triangulo equilatero de lado [, posterior a la biseccién de sus lados,
obtenemos 4 cuadrados congruentes, finalmente se suprime el tridangulo del centro. El pro-
ceso se repite indefinidamente con cada cuadrado obtenido, tal y como se puede apreciar a

continuacion:
A
rys
: Py Vet
AA b
A.“.‘ A‘elllﬂhﬁ}‘
A ‘ .‘ .‘ ‘ “A .l“ L‘A A‘.ﬁ
A A A A L“ A‘l L‘L A‘.l
AAA LLOGLG 6005
FYYYYTYTYYYYYYYYY

Figura inicial FPrimera iterocion Sequnifa  iferacien Tercera  iferaciin Cuarta iteracion

Este fractal, genera 3 réplicas de triangulo a una escala reducida a su mitad, entonces tenemos
que N =3y k =2, por tanto podemos establecer que posee una dimension fraccionaria
log(3)
log(2)
tar como si el tridngulo Sierpinski ocupard el plano de forma parcial entre un segmento y

autosimilar d = ~ 1,585, segun afirma [Alonso, 1995], éste hecho se puede interpre-

una superficie.

Por otra parte, en relacion a la dimensién topoldgica, vamos a considerar las ideas rela-
cionadas por [Dummit, 2015], en donde se realiza el siguiente razonamiento. La intencién es
evidenciar que cualquier punto tiene pequenas vecindades arbitrarias que se intersectan con
el tridngulo de Sierpinski en un numero finito de puntos; pues ésto, permitira la condicién
que su frontera posea dim(9(U)) < n — 1, en éste caso particular serd dim(9(U)) = 0.

Es por ello, que para cualquier punto x en el tridngulo de Sierpinski, es posible plantear un
pequeno circulo, que contenga dicho punto en su interior, pasando a través de los vértices de
un pequeno triangulo de la construccion iterativa, tal y como se ejemplifica a continuacion.
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Este ciculo representa la frontera de una vecindad de z, y ésta a su vez intersectara el
triangulo de Sierpinski en exactamente 3 puntos; en la cual hace referencia a un conjunto
cuya dimensiéon topoldgica es 0. Dado que éste fractal presenta un comportamiento autosi-
milar, es posible encontrar vecindades arbitrarias como éstos circulos.

En conclusion, obtuvimos que el tridngulo de Sierpinski posee una dimensién fractal au-
tosimiliar de d = 1,585, y su dimensién topoldgica es 1. Lo cual, garantiza segin la
definicién presentada por [Rubiano, 2009], que el tridngulo de Sierpinski es efectivamente un

fractal.
Fractales lineales:

No obstante, cabe aclarar que ésta geometria es bastante amplia y considera diversos as-
pectos tedricos. Uno de ellos, y cémo bien lo indica [Alonso, 1995] son los fractales lineales,
los cuales se caracterizan por mantener una autosimilitud exacta. Y del mismo modo, se
considera un sistema dinamico lineal, el cual se puede determinar por medio de un algoritmo
de repeticion constante, o de manera mas formal, mediante un sistema de funciones iteradas

SFI.

Un SFI representa la forma matricial de la serie de transformaciones afines que requiera el
fractal. En particular, tales como contracciones, reflexiones, rotaciones y traslaciones. En
general una transformacion afin se puede describir del siguiente modo:

()= 0 0)+0)

En donde, los parametros a, b, ¢, d, e, f determinan respectivamente:

a=r-cos(a) b= —s-sen(f)

c=r-sen(a) d = cos(3)

e = desplazamiento en x | f = desplazamiento en y

Tal que:

a = angulo de rotacion en el componente .
£ = angulo de rotaciéon en el componente .
r = escala para el componente x.
s = escala para el componente y.
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Hasta aqui, hemos mencionado que una funcién w; representa una transformacién afin que
requiera el fractal lineal, pero en su mayoria de ocasiones la generacién de un fractal requie-
re de mas de una transformacién afin. Por lo cual, como bien lo senala [Rubiano, 2009] el
conjunto de funciones w = {wl,wQ, W3, .oy wi} representa las transformaciones afines nece-
sarias para la construccién del fractal y es lo que se conoce como un sistema de funciones
iteradas.

Ejemplo: A continuacion vamos a construir el SFI para el fractal la curva de Koch.

Figura 3-6.: Paso de la figura inicial a la iteracion 1 de la curva de Koch

En primera instancia, podemos inferir que el paso a la primera iteracién requiere de 4 trans-
formaciones afines, cada una asociada a la generacion de uno de 4 segmentos nuevos. Por
comodidad podemos ubicar el segmento inicial de longitud [ sobre el eje & con coordenadas
(0,0) y (,0) y asi realizar las transformaciones requeridas.

Inicialmente, es necesario establecer una funcién que permita hallar la tercera parte de [, de
la siguiente manera:

Y

(0,0)
(_. _“) (1,0)
Esto es factible, mediante:
()= 1)-C)
"\y 0 3) \y

Consecuentemente, es necesario realizar una transformacion que permita reducir su escala
a una tercera parte, posterior generar una rotacién de 60°, y finalmente trasladar hacia la
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derecha dicho segmento [/3 unidades, del siguiente modo:

0,0 \
(0,0) (%”) (1,0)

La funcién que permite realizar la transformacién afin mencionada es:

v ()= (iter T ) () < ()

Lo cual, implica que
1 V3 1
o ()= 7)€+ ()
Y % 6 Y 0

Por otra parte, tenemos que para el tercer segmento es necesario reducir la escala del seg-
mento original a su tercera parte, realizar una rotacién del mismo en —60° y finalmente
realizar un desplazamiento de % unidades hacia la derecha, y de \/?gl unidades hacia arriba,

~—

Wil

tal y como se puede apreciar a continuacion:
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Lo esbozado anteriormente es viable mediante la funcion:
x 1. cos(—60°) —1-sen(—60°) x :
_ (3 3 . 2
ws(3) = (FonCom Lomom ) () + (4

Simplificando, tenemos

Finalmente, el tltimo segmento que necesitamos se obtiene simplemente al reducir [ a su
tercera parte, y luego desplazar %l unidades hacia la derecha, de la siguiente forma:

ES

. c I A
© . " O . , D . . : O—

2
l
(0,0) (.— _”) (E“J) (1,0)
3
La funcién w, que permite representar dicha transformacion es:

()= 3)6) )

A manera de conclusion podemos afirmar que el SFI para la curva de Koch es el conjunto
de funciones w = {wl, Wa, W3, w4}, usualmente éste SFI también se puede representar por:

E

B c I A
<& - - —— " T r— T T @—

(0,0) ( ;—"n)
| 3

Figura 3-7.: Unificacién de las funciones wy, wq, w3, wy
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Tabla 3-1.: SFI para la curva de Koch

a b c d e f
s 0 0 3+ 0 0
1 V3 V8 1 1
6 6 6 6 3
1 V3 V3 1 1 3
N A
Rn&' qm,.,
in
” = AJJT-JH }“'? 4:1‘ }"‘5\"_- “‘.{
!_.:“! .} L™ ¢41‘1:,.r' (L:“hi
oY ..r::"
:\J’ Ty
} ey o
5 o
AP g P, 1y
Pt A o \5\' M fur cf'..q"t,:j
% éfi 23 b 2, X
R 4 P T g Lt MM
aF L ¥ Rt LS (7 & PN LS ¥ TaF Tad LAl TS L 7% & P

Figura 3-8.: Representacion del SFI en Geogebra

3.3. Marco didactico

Chevallard, como se cité en [Medina, 2001], designa Transposiciéon Didéctica, al conjunto
de tratamientos que el maestro realiza a un concepto. Desde el saber aceptado por la co-
munidad cientifica, hasta llegar al saber del alumno; afirma que para que el conocimiento
se convierta en un saber escolar, debe pasar por ciertas adaptaciones desde su saber cientifico.

Pero para realizar ésta trasposicién didactica, es necesario realizar una breve revision histérico-
epistemoldgica del concepto de limite. Ya que, como lo menciona GuyBrousseau, citado en
[Blazquez and Ortega, 2000], “el conocimiento se produce cuando se supera un obstaculo“ y
mas aiun cuando éste obstaculo es inherente a su génesis historica del concepto. Este tipo de
dificultades es lo que Brousseau denomina como obstaculos epistemoldgicos.

Es asi como [Sdnchez and Contreras, 1998] tomando las ideas de Cornu, caracterizan las

siguientes concepciones historicas del concepto de limite:

= Concepcion geométrica: estd asociada con situaciones donde interviene el contexto
geométrico, como, por ejemplo, lo realizado por Eudoxo y Arquimedes, en la aproxi-
macién de areas de poligonos en un circulo y el método de exhausion.

= Concepcion numérica: esta ligada al uso de sucesiones y funciones, por ejemplo, Cauchy
y su estudio de dependencia de variables y limite como valor fijo de aproximacion.
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3.3.1. Obstaculos epistemoldgicos del concepto de limite

Concepcién de Sierpinska:

Sierpinska, citado en [Sdnchez and Contreras, 1998] clasifica los obstaculos epistemoldgicos,
en H grupos:

1. “Horror al infinito”.

2. Ligados a la nocién de funcién.
3. Obstaculos geométricos.

4. Obstéaculos logicos.

5. Obstaculos del simbolo.

Especificamente nos ocuparemos del primer obstaculo “horror al infinito”, término acunado
por Cantor, el cual hace referencia a la no aceptacion del infinito actual, en otras palabras
la concepcion que tenian los griegos en la llamada época de oro, sobre el infinito potencial;
aquel que crece indefinidamente.

No obstante, [Gutiérrez, 2005] bajo los planteamientos de Ana Sierpinska relaciona el obstécu-
lo horror al infinito en los siguientes 7 grupos de acuerdo a su desarrollo histérico y los
problemas abordados que dieron origen a los mismos:

Leibniz Wallis 4 .
Euler Método Exhaustive

L7 ] e | ] 11
Obstaculos Métodos infinitesimales
algebraicos de mmie;g\zxﬂdd sigio

Fermat Kepler Cavalien
Cauchy | .4 | | 1.3 | | 1.2 |

'+ Elpaso d limteno

25 una operacion
matematica

—I Haorror al Infinito |—

Figura 3-9.: Obstéaculo espistemolégico horror al infinito asociado a la nocién de limite (Ana
Sierpinska). Tomado de Guitiérrez (2005)
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1.

2.

Método exhaustivo: Uno de los problemas clésicos de la Grecia antigua era el en-
cargado de calcular areas, particularmente la cuadratura del circulo (Cornu, 1983
[Gutiérrez, 2005]). Eudoxo de Cnido y Arquimedes, segun afirma [Ferrante, 2009],
desarrollaron éste método, el cual pretende determinar el calculo de areas de figu-
ras, volumenes y longitudes de curvas, mediante aproximaciones finitas grandes muy
precisas. Por ejemplo, Arquimedes en su trabajo encontré la cuadratura de la parabola,
por medio de éstas ideas. Aqui es importante evidenciar que de acuerdo a la concep-
cion de la época, el limite no era considerado como una operacion, pero si un método
rigoroso para probar ciertas relaciones entre magnitudes, o mejor atin es un método de
demostracion.

Figura 3-10.: Ejemplo método exhaustivo nondgono

Cavalieri: bajo las ideas de Kepler y Galileo en 1635, quien formulé propuestas intere-
santes para el calculo de voliimenes de cuerpos, mediante planos y secciones infinitas,
mejor conocido como método de los invisibles. Cavalieri fue un antecesor del célculo
integral, impregnando una idea de infinitésimo pequeno, de hecho afirmé que “una
superficie estaba conformada por lineas sin ancho y que un volumen, un montdn de su-
perficies sin espesor” [Ferrante, 2009]. Aqui podemos apreciar un ejemplo. No obstante,
cabe resaltar que de acuerdo a lo expuesto por Sierpinska citada en [Gutiérrez, 2005],
se considera el pasar al limite como un razonamiento por inducciéon implicito dentro
de un método heuristico.
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h

Figura 3-11.: Si area A = area B, y drea A’ = area B’, entonces el volumen de la piramide
es igual al volumen del cono

3. Kepler: de acuerdo a lo expuesto por [Medina, 2001], estableci6 los primeros plantea-
mientos de lo infinitamente pequeno, para encontrar areas y superficies que se dan en
el movimiento planetario, asi como también voliimenes y algunas curvas que represen-
taban la trayectoria de dichos movimientos. El concepto de limite en ésta época era
visto como una aprozimacion finita, es decir, su concepcién implicaba evidenciar un
proceso de aproximacién como una operacién que tiende a un resultado, o como bien
se senala "una aprorimacion de un numero finito de cantidades que se aproximan al
limite como la mejor aproximacion”. Asi mismo, como lo senala Sierpinska citada en
[Gutiérrez, 2005], éste obstaculo es muy tipico de encontrar en el aula, y del mismo
modo puede ser una explicacion de por qué algunos estudiantes consideran que el limite
de la sucesién 0,9,0,99,0,999,0,9999, ... es diferente a 1.

4. Fermat: inici6 sus estudios en la geometria cartesiana y muy pronto descubrié un
método para calcular la pendiente de una recta tangente a una curva algebraica, deno-
minada como “cantidades infinitamente proximas”, claramente un gran referente del
calculo diferencial, de hecho Laplace consideraba a Fermat como el verdadero descu-
bridor. Sierpinska, citada en [Gutiérrez, 2005], senala que el paso al limite se supone
como la exploracién de lo que solo conocemos, aproximaciones. Cabe resaltar, que
segtin [Kleiner, 2001] Fermat era capaz de encontrar tangentes a una curva polinémi-
ca, revisemos a continuacién el ejemplo? expuesto:

2Tomado de Kleiner (2001, p. 141)
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Supongamos que queremos encontrar la tangente a la pardbola y = x* en algun punto
(z,27).
Dado que los triangulos son semejantes tenemos que:

x? k

S S+e

En la medida que e se hace mds pequeno k ~ (x + €)?, por tanto:

> (z+e)’

_—

S s+e
st? +ex’® = s(x +e)?
ex® = s(x + e)? — sa?
ex? = s((x + e)* — 2?)

61‘2

(x + €)% — 22
ex?
2xe + €2

1.2

=S

2r +e

Por lo cual, podemos afirmar que la recta tangente posee como pendiente

1‘2

m=——=2r+e€
€T
2x+e
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5. Cauchy: para Sierpinska citada en [Medina, 2001], a él se le otorga el titulo de ser
pionero en formalizar dicho concepto como “objeto matematico”, iniciando por definir
variable, limite e infinitesimal; dado que anteriormente el limite era utilizado como
una “nocién instrumental” inmerso en procedimientos de aproximacién. De modo que,
el limite es concebido como valor fijo al cual se aproximan indefinidamente valores
numeéricos de una variable en tanto como se desee. La definicién de Cauchy del concep-
to de limite fue la siguiente: “Cuando los sucesivos valores que toma una variable se
aprozima indefinidamente a un valor fijo, de manera que termina por diferir de él en
tanto como queramos, este ultimo valor se llama limite de todos los demas” Kitcher,
citado en [Kleiner, 2001]. Sierpinska plantea una pregunta que perduré a través de la
historia en éste obstdculo, y es ;El limite se alcanza?, ;o no?

6. Wallis: Segiin los planteamientos de Siepinska en [Gutiérrez, 2005], establece una preo-
cupacién por analizar los métodos algebraicos al manipular lo finito en lo infinito, con-
servando dichas propiedades. De hecho Wallis introdujo el simbolo que conocemos hoy
por hoy (00). Del mismo modo, Euler operaciones y célculos con ésta insignia consi-
derandolo como cualquier otro niimero; aqui es importante resaltar la importancia de
la aparicién de las primeras aritmetizaciones con el infinito.

7. Leibniz: de acuerdo a los planteamientos de Knobloch citado en [Filloy et al., 2003].
Leibnitz establecio la acreditada “ley de continuidad”, donde intenté extrapolar las
propiedades y reglas que se cumplen en el finito al infinito. Encontrando procesos
infinitos por ejemplo en el cdlculo de 7. Las ideas de Leibnitz motivaron a Fourier
para considerar un gran trabajo de funciones continuas y sucesiones convergentes y
la construccién de series trigonométricas. Lo interesante, segin Sierpinska es notar
la transferencia de las propiedades de los términos de una sucesién convergente a su

limite.

3.3.2. Dificultades en el proceso de aprendizaje del concepto de limite

A continuacién se mencionan las dificultades presentes en el proceso de aprendizaje del con-
cepto de limite, teniendo en cuenta los estudios realizados por [Blazquez and Ortega, 2000]:

1. Relacionan mal los distintos sistemas de representacién funcional.
2. Les cuesta interpretar las desigualdades.

3. Asocian "todas”las graficas con funciones conocidas.

4. No entienden la idea grafica de limite.

5. Errores de céalculo algebraico sencillo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Consideran que son puntos p™ y p.
Definen mal las funciones.

La idea de que una funcién no tenga limite es mas dificil de entender que el propio
concepto.

Confunden limites finitos e infinitos.

Interpretan indeterminaciones como no existencia de limite.

Confunden limite con limite lateral.

No identifican el signo de la funciéon en un entorno con el del limite y reciprocamente.
Creen que si el limite es cero, la funcién toma distintos signos en un entorno.
Interpretacion erréonea de tablas numéricas.

Proponen como limite el valor de la funcién en un punto cercano.

Asocian limite con frontera y lo relacionan con los extremos de la funcion.
Identifican tender en una direccion con moverse en el eje x en esa direccion.
Les cuesta trabajar con entornos y con aproximaciones.

No entienden la dependencia funcional entre las variables.

No encuentran situaciones relacionadas con el concepto.
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En aras de verificar el desarrollo y cumplimientos de los objetivos planteados en la investi-
gacion, la presente propuesta se guiara a partir de la ingenieria didactica; la cual permitira
orientar los aspectos esenciales en cuatro etapas especificas a saber: diseno, planeacién, expe-
rimentacién y validacién, teniendo en cuenta los planteamientos de [Lezama and Farfian, 2001]

y [Artigue, 1995].

FASE OBJETIVOS ESPECIFICOS ESTRATEGIA

Diseno Identificar los conocimientos | Obstéaculo epistemoldgico “horror
previos de los estudiantes | al infinito” Sierpinska citado en
respecto al concepto de limite. | [Medina, 2001].

Determinar y delimitar los | Dificultades en la compren-
aspectos  conceptuales, epis- | sion del concepto de limi-
temologicos y didéacticos que | te en el ambito escolar,
fundamentan el concepto de | [Bldzquez and Ortega, 2000].
limite.

Planeacién Construir el conjunto de activi- | Fractales lineales como copo de
dades que conforman la secuen- | nieve, tridngulo de Sierpinski, es-
cia didactica. ponja de Menger, etc.

Experimentacién | Implementar y evaluar con los | La secuencia de actividades se
estudiantes de grado undécimo | desarrolla a partir del modelo pe-
las actividades propuestas en la | dagdgico, ensenanza para la com-
propuesta didactica. prensiéon EpC.

Validacion Implementar y evaluar con los | Confrontacion entre el andli-
estudiantes de grado undécimo | sis a priori y a posteriori,
las actividades propuestas en la | [Artigue, 1995].
propuesta didactica.

Por otra parte, cabe resaltar algunos aspectos tedricos asociados a la ensenanza para la
comprensién como metodologia, ya que como lo menciona [Stone, 1999] se pueden dar 3
categorias progresivas: 1) etapa exploratoria, 2) etapa de investigaciéon guiada y 3) proyecto
de sintesis, las cuales se pueden caracterizar de la siguiente manera:
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4.1.

Etapa exploratoria: se evidencian los desempenos preliminares, ejercen el poder de
la provocacion, exploran el Tépico Generativo (TG), retoman visiones informales de
los estudiantes, pueden no retomar conceptos basados en la disciplina, sirven para
traer y atraer a los estudiantes al dominio del Tépico Generativo, son generalmente
de final abierto, se pueden abordar en multiples niveles de dificultad, permiten a los
estudiantes visualizar conexiones entre el TG y sus propios intereses y experiencias
previas, permiten al maestro detectar lo que ya saben y lo que quieren aprender,
pueden confrontar comprensiones previas y los enigmas del TG, no son indagacién
estructurada.

Etapa de investigaciéon guiada: generalmente se constituye como el centro de la
unidad, recurren a la indagacién estructurada segin las consideraciones del docente, se
centran en problemas o aspectos propios del TG, son altamente diversas, responden a
las Metas de Comprensiéon (MC) definidas para la unidad de indagacién, requieren el
uso del lenguaje disciplinar, se centran en habilidades basicas como la indagacion rigu-
rosa, registro de datos, sintesis de diferentes fuentes, a través de preguntas especificas,
exigen la reflexion permanente en pequenos grupos y puestas en comtn, ayudan a los
estudiantes a aplicar conceptos y métodos disciplinares, promueven la integracién de
conocimientos y comprensiones mas complejas y especificas (sofisticadas).

Proyecto de sintesis: son las evidencias de la comprension, tareas finales, de cierre
de unidad, completan la unidad curricular, ponen en practica las comprensiones, aun-
que son mas complejas que las anteriores, no son proyectos complejos, demuestran con
claridad el dominio que tienen los estudiantes de las metas de comprensién estableci-
das, invitan a los estudiantes a trabajar de manera mas independiente y a sintetizar
sus comprensiones desarrolladas a través de una o varias unidades, dan la opcion de
demostrar la comprensién de maneras distintas y novedosas, son legitimas evidencias
de comprension.

Descripcion de las actividades

En coherencia con lo anteriormente expuesto y haciendo uso de la historia como recurso

didéctico, las actividades se disenaron con la intencién de ambientar en el aula las diversas

concepciones asociadas al concepto del limite, que tienen que ver con el obstaculo episte-

molégico “horror al infinito”, tal y como se evidencié en la figura 3-10.
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Tabla 4-1.: Secuencia de actividades
ETAPA OBSTACULO CONCEPCION ACTIVIDAD FRACTAL
oo Lo Desarrollar una idea
Geométrica. Heuristica- L . .,
. L. . intuitiva de infinito Triangulo de
Exploratoria | El paso al limite Rigurosa. . , L.
., S . potencial. Método de Sierpinski.
no es una operacién | Método Exhaustivo L,
L. exhaucion, drea.
matematica — -
Geométrica y algebraica. ,
L. . ., | Comparar areas y )
Heuristica de aproximacion , Esponja de
L, . . volimenes, nuevas
Investigacion finita. Cavalieri-Kepler- . . Menger.
) ideas de infinitésimos.
guiada Fermat.
Numérica dindmica “Estar cada vez mas
h o Y , Curva de Koch
. infinitésima. Cauchy cerca de ” Perfmetro
Algebraico — .
. e Representacién grafica,
Aritmética heuristica. . . .
) reflexion infinito potencial.
Wallis R B .
L ) Privilegiar las formulas y Copo de nieve
Algoritmica algebraica. . .,
los algoritmos. Reflexién
Euler. e .
intuicion infinito potencial.
Hacia el principio de
continuidad, ideas
Proyecto Metafisica algebraica .. o Rectificacién
L. P . primarias de infinito
de sintesis infinitesimal. Leibniz . de curvas
actual. Comprobaciones
y algoritmos generales.
4.1.1. Pre-test

El objetivo principal de la prueba de entrada (ver Anexo: Pre-test), es lograr identificar

los conocimientos previos de los estudiantes respecto al concepto de limite, y de ésta manera

caracterizar la concepcion historica presente, asi como también su obstaculo epistemolégico

asociado.

1. La dicotomia (o la carrera): describe una de las famosas paradojas de Zenén de

Elea y se plantea uno de los cuestionamientos que perdudaron por siglos abierto, ;el
limite se alcanza?. Este {tem procura que los estudiantes realicen una representacién
similar a la presentanda y confronten las nociones de infinito potencial, teniendo en
cuenta la premisa propuesta por Zendn.

Salida Meta

Sumas de secuencias: aqui se pone en manifiesto otra de las grandes dificultades, y
es el lograr imaginar que una suma infinita puede ser finita. Del mismo modo en que
se evidencia con constancia en el aula que los estudiantes consideren que la secuencia,
0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, ... es diferente de 1. Aqui se requiere constatar especificamente
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la concepcién numérica dindmica infinitesimal del limite, poniendo en entre dicho el

cuestionamiento de lo que sucedera al realizar la suma de forma indefinida.

Suma Resultado | Representacion

9 9 I —

10 10 1] 09 i
| I?.qP

9 9 99

- _— I

10 + 100 100 i i
| ”I[Jlm

9,09 9 999 | $

10 T 100 " 1000 | 1000 o 1

3. Graficos: la situacién presentada es una adaptacién de uno de los items que expone

[Ortega, 2016], en donde se pretende la elaboracién por parte del estudiante de puntos

en el plano de tendencia hacia valores especificos. Para éstas cuestiones presentadas es

indispensable el concepto de funcion.

a) Segin x se acercaa 4,
Sus l-lllégEl’IES SE acercan
a 3 tanto como se quiera.

£) Segin x se hace mas y mds grande,
sus imdgenes se acercan mas a 1.

b) Segiin x se acerca a 4,

sus imigenes crecen

inde finidamente, superando
cualquier valor por muy
grande que sea.

e
/" d)Segin x se hace inds grande,

stis imagenes crecen indefi —
nidamente, superandeo cual —
quier valar por muy grande
fue sea.

4. Recubrimientos: los planteamientos expuestos, también hacen parte de lo propuesto

por [Ortega, 2016]. La pregunta sugiere recubrir el drea de un cuadrado por medio de

una secuencia de mitades sobrantes, de manera similar a la dicotomia de Zenodn, ésta

vez desde el punto de vista de una serie.
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Figura Fraccién de Area

1 1l

2 H+ =3

3 4+ i+ il=1

4 S+ 3+ 3l + 5l =121

5 S+ 43l + 4+ 5l =21

6 U+l 4 5l + 5l =81
n G+i+i+. +5+.)=1

4.1.2. Actividad 1

El tridngulo de Sierpinski: (ver Anexo: Actividad 1) el propdsito principal de la prime-
ra actividad es activar las nociones de los estudiantes en relacién al infinito potencial (aquel
que crece indefinidamente). De otro modo, se persigue ahondar en las dificultades 18 y 19
(ver contenido 3.3.2.).

1. Iniclamente se plantea que el estudiante por medio del recurso Geogebra, identifique las
principales caracteristicas que intervienen en la construccién geométrica del fractal y
describa el proceso reiterativo inmerso. De manera recursiva se espera que el estudiante
logre reconocer que la construccion se realiza a partir de la unién de los puntos medios
de los lados de la figura inicial.

2. En relacion a la indagacion del area del fractal, se propone por practicidad que se
exprese como fraccion, en la medida que el modelo algebraico requiere de valores irra-
cionales y sus calculos son mas extensos. Asi mismo, la reguridad es mas evidente a la
hora de generalizar el proceso.

Iteracion Inicial 1 2 3 4
Fraccion de | A %A %A gA %A

area

3. Por otra parte, en cuanto al perimetro del fractal, se consideran algunas reflexiones
asociadas a lo infinitamente pequeno, involucrando algunos aspectos algebraicos.

Iteracion Inicial 1 2 3 4
. 9 27 81 243
Perime- 3l §l Il gl ﬁl

tro  figura
sombreada
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4. Por otra parte, la necesidad de encontrar el area y perimetro respectivo para las itera-
ciones 10 y 100 propicia la obtencién de un modelo general para cada caso, generando
asi, las primeras expresiones y planteamientos funcionales.

A(10) = (Z) A A(100) = (%) A
P(10) = (g) 3] P(100) = (g) 31

5. Finalmente, las preguntas sugeridas buscan indagar en los planteamientos de los es-
tudiantes, acerca de la tendencia que se da en el fractal, especificamente para el area
y perimetro asociado. Se espera que los estudiantes planteen la hipotesis de que el
perimetro crece indefinidamente y el area cada vez mas se aproxima a 0.

4.1.3. Actividad 2

La esponja de Menger: (ver Anexo: Actividad 2) la intencién fundamental de los
planteamientos presentados es abarcar las dificultades 4, 17 y 20 (ver contenido 3.3.2.),
teniendo en cuenta el obstaculo el paso al limite no es una operacion matemdtica.

1. Tras un analisis geométrico del fractal presentado, se espera que el estudiante logre
establecer una relacion de dependencia entre el volumen y la iteracién respectiva.

Iteracion Cantidad de cubos | Volumen que queda
Inicial 1 3

1 20 20 (4)° =273

2 400 400 - (£)* = 03

3 8000 8000 - (&) = 80003
n 20" (2)"3

2. En cuanto a la grafica de la funcién Volumen, se espera que el estudiante ubique en el
plano cartesiano la relacién encontrada con anterioridad, tal y como se puede apreciar
en la Figura 4-1.
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‘@, . 160000 ,
e\ BT

V(n) = (5_2) S

Iteracion

Figura 4-1.: Funcion volumen de la esponja de Menger

= Por otra parte, en cuanto a la pregunta formulada, se espera que el estudiante logre
establecer la relacién de tendencia hacia 0, en la medida que crece la iteracion, el
volimen se hace mas y mas pequeno.

= No obstante, en cuanto al cuestionamiento de la longitud total de las aristas, se
supone la conjeturacién de, que a pesar que las aristas se hacen cada vez mas
pequenas, la longitud total crece indefinidamente.

4.1.4. Actividad 3

La curva de Koch: (ver Anexo: Actividad 3) el objetivo primordial de los cuestiona-
mientos expuesto es examinar en las dificultades 5, 7y 9 (ver contenido 3.3.2.), teniendo
en cuenta la idea de lo infinitamente pequeno y los primeros pasos en el obstaculo algebraico.

1. Inicialmente, los estudiantes deberian describir la construccion geométrica del fractal,
reconociendo la divisién de los segmentos en 3 partes iguales, asi como la unificacién de
un segmento nuevo del mismo tamano formando una especie de tridngulo equilatero.

2. Del mismo modo, la tabla expuesta, la cual se encuentra organizada de manera sistémi-
ca, relaciona los elementos necesarios para construir una generalizacién en la longitud
total de la curva de Koch.
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Iteracion Inicial 1 2 3 4
Cantidad de |1 4 16 64 256
segmentos
Longitud del | [ L é % é
segmento

: 1 16 64 256
Longitud total | [ 3! ol 71 = !

3. Finalmente, con respecto a la cantidad de lados, lo realizado permite establecer que
aumenta indefinidamente cada vez, a una razoén proporcional de 4. Asi mismo, su
longitud se reduce a una tercera parte del segmento anterior. Mientras que, la longitud
total de la curva de Koch, se puede encontrar por el producto entre la cantidad de
segmentos y la longitud de cada uno, del siguiente modo.

= Cantidad de lados: 4™, donde n es la iteracion.

= Longitud de un lado: (%)n -1, donde n es la iteracion.

= Longitud total: (%) -1, donde n es la iteracion.

4.1.5. Actividad 4

El copo de nieve: (ver Anexo: Actividad 4) el motivo esencial de las problematicas
expresadas es aportar a las dificultades 4, 9, 18 y 19 (ver contenido 3.3.2.), teniendo en
cuenta la relacion entre los modelos matematicos planteados y el obstaculo algebraico.

1. Los elementos necesarios para encontrar el area del copo de nieve son la altura y la
base del triangulo equildtero nuevo, asi como también, la fracciéon de area de cada uno,
con respecto al triangulo inicial.

2. Sin embargo, se sugiere trabajar por fracciones de drea para cada iteracion por el hecho
de que la altura requiere de niimeros irracionales. Esto facilitard los calculos, tal y como
se puede apreciar a continuacién.

Supongamos que la longitud del triangulo inicial es [, entonces podemos afirmar que:

Tal y como lo pudimos apreciar con anterioridad, la funcién para el area del copo
de nieve estd determinado por una serie geométrica, en donde su obtencién demanda
de un mayor dominio de conceptos matematicos. No obstante, la intencién, es que el
estudiante logre evidenciar que es una funcién de otra indole, a la cual, se le anade un
nuevo elemento que se puede encontrar de manera recursiva. Y el resultado de cada
suma se puede representar de igual modo en el plano cartesiano, encontrando asi la
tendencia hacia %A.
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Iteracion Area

Inicial A:‘/Igl2

1 A+ 3A

2 A+1A+2A

3 A4+ 3A+ 3 A+ 55A

4 A+IA+JA+SA+ 554
1 4 16 64 47T

n A(1+§(1+§+8—1+@+...+9n_1))
1 o= 4" 8

A(1+§;9—n>:5,4

Ared]

3 R e T TR T T e N T T
¥=z A ® 176 4 3448 4 5 T5e5 A
] (40 ) 3 5m 4 " 287 L

T

* lteracidn ©

3. Ahora bien, en cuanto al item exhibido. Se formula el cuestionamiento del radio de la
circunferencia que inscribe al fractal. Los estudiantes deberian reconocer que a pesar
de que las iteraciones transcurran, el radio se mantiene constante, es decir que el fractal
siempre esta acotado por una region circular cuyo radio equivale a r = %h, donde h es
la altura del tridngulo equilatero inicial.

4. Por ultimo, se suscita la premisa que el area del circulo es mayor al area del fractal.
Este planteamiento, sugiere también la confrontacion entre un perimetro finito y otro
infinito, los cuales se encuentran en una regién perceptible.
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4.1.6. Actividad 5, proyecto de sintesis

Competencia robdtica: (ver Anexo: Actividad 5) la finalidad principal de la situacién
problema planteada es lograr aplicar las ideas abordadas en cuanto al concepto de limite,
béasicamente desarrollando uno de los grandes problemas que dieron origen al calculo, desde
la época de la Grecia Antigua. Este es el problema clasico de rectificacién de curvas, es
decir, el poder medir con exactitud la longitud de una linea curva. Aqui también se ahonda
en la concepcién de curva y continuidad que presentaba Leibniz desde los infinitesimales.
Finalmente los interrogantes formulados desean aportar a las dificultades 18, 19 y 20 (ver
contenido 3.3.2.), teniendo en cuenta la articulacion de los obstédculos algebraico y el paso
al limite no es una operacion matemdtica.

1. La primera parte del proyecto de sintesis, consiste en realizar la medicién del contorno
del parque infantil de manera experimental. De modo que, por grupos de trabajo
(maximo 3 estudiantes) propondran las respectivas estrategias a implementar en la
medicién.

En las figuras 4-2 y 4-3 se ilustran 2 ejemplos donde la unidad de medida son 5m y
2m respectivamente.

Por otra parte, se espera que los estudiantes hagan uso de una unidad de medida cada
vez menor, en aras de obtener una medicién més aproximada. De tal manera que en
el limite cuando la unidad de medida tiende a 0, la longitud del contorno del parque
infantil es la medida real de curva que lo describe.

2. Finalmente, los estudiantes realizaran la medicién en un mapa impreso del parque
infantil, tal y como se mostré con anterioridad. La diferencia radica en hacer evidente
la ventaja de los mapas y el uso de las escalas.
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Figura 4-2.: Procedimiento de mediciéon para 5m

4.1.7. Post-test

L=21-5m+2.8m
L =107.8m

La intencién primordial de la prueba de salida (ver Anexo: Post-test), es evidenciar el pro-
greso en torno a los aprendizajes y concepciones de los estudiantes con respecto al concepto
de limite; haciendo el contraste entre los grupos experimental y de control, evaluando asi la
pertinencia de la secuencia de actividades.

1. Para el item establecido, se quiere evidenciar si los estudiantes logran formular las
expresiones algebraicas adecuadas para la longitud de cada cuadrado, teniendo en
cuenta la relacion pitagérica y proporcial que emerge. Del mismo modo, se pretende
dar cuenta de la habilidad de identificar la tendencia y reduccion del segmento hacia

0, tal y como lo podemos apreciar a continuacion.

Lado

h

I3

Medida

1

ofS) [

N =

.4>|§ =

W=

En ese orden de ideas, se plantea encontrar la longitud del segmento del cuadrado 10000.
Con el fin de generar la necesidad de encontrar regularidades y patrones generales, de

la siguiente manera:

1 =
L(n) = (—) Para n impar;

2

1\ ?
2) Para n par



40 4 Marco metodolégico

Figura 4-3.: Procedimiento de mediciéon para 2m

2. Los planteamientos que se proponen hacen parte de una de las preguntas que expone
[Ortega, 2016], en donde se procura evidenciar las ideas que presentan los estudiantes
en relacion a la pregunta jel limite se alcanza?, y cémo ésta concepcién sufrié alguna
modificacién posterior a la aplicacion de la estrategia didactica presentada.

3. El item implementado, también hace parte de las ideas sugeridas por [Ortega, 2016].
En él se esbozan una serie de preguntas que solicitan el analisis recursivo de cambio y
tendencia, poniendo de manifiesto el concepto y confrontacion de infinito potencial y
actual, del siguiente modo:

= ;Qué relacion hay entre la base y la altura?, aqui, se espera que el estudiante
logre identificar en la secuencia presentada que en la medida que la altura del
rectangulo se reduce a la mitad, la base del mismo se duplica con el fin de preservar
la condicién de poseer la misma superficie.

= ;Qué ocurre con la altura y la base si continuamos el proceso indefinidamente?,
los estudiantes estableceran conjeturas que tienen que ver con la reduccion de la
altura, y como ésta se hace cada vez més cercana a cero, asi como la duplicacién
de la base del rectangulo de manera indefinida.

= ;Qué figura se obtiene?, probablemente en los desarrollos mas tipicos para ésta
pregunta, se encuentra la posibilidad de formular como figura resultante una se-
mirecta o rayo; o de otro modo, un rectangulo con una altura muy pequena.

4. Finalmente, se propone el conjunto de Cantor, de tal manera que se presenta la inquie-
tud de lo que sucede al sumar los segmentos que se suprimen dentro de la construccion
geométrica del mismo.
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Iteracién Longitud total que se suprime
Inicial lr=0
1 Ir =3
_ 1,2
_ 1,2, 4
3 lT—§+§+2—7
_ 1,2, 4 8
4 lr=35+5+5+t5
2 3 n
n l—l 1+2+ 2 + 2 +...+ 2
e 3 \3 3) 3
1= 2m
r=3) 5 =1
n=0

Segun y como lo menciona [Rubiano, 2009], el conjunto de Cantor C' esta conformado
por infinitos puntos y su longitud es cero, lo que bien se conoce como una polvareada.
Este hecho de controversia conceptual generaria en los estudiantes cierto tipo de analisis
y reflexién sobre la concepcion propia de infinito.
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En este capitulo se expone el contraste entre los resultados recolectados de los grupos expe-
rimental y de control, tanto en la prueba de entrada como de salida, con el fin de evaluar
la pertinencia e impacto de la secuencia didactica propuesta. Por otra parte, se presenta de
manera descriptiva y categorica el abordaje realizado por los estudiantes del grupo experi-
mental en relacion a las actividades planteadas como estrategia didéactica.

5.1. Pre-test

1. La dicotomia (o la carrera): a continuacion se sistematizan los resultados realizados
por los estudiantes, agrupados por 3 procesos evidenciados, teniendo en cuenta lo desa-
rrollado por los grupos experimental y de control. Del mismo modo, estos procesos se
caracterizaron teniendo en cuenta la concepcion geométrica de limite que se presentaba
en la antigua Grecia y la época clésica.

Tabla 5-1.: Resultados item la dicotomia, pretest

Grupo Grupo de
Experimental | Control
Categoria Descripcién Nimero de Numero de
estudiantes estudiantes
Representa en la recta numérica la situacién
Concepcion propuesta, del mismo modo, considera que
Geométrica 1 | la afirmacion es correcta, pues es posible 14 12
CG1. encontrar la mitad del trayecto restante de
manera indefinida.
.. Representa en la recta numérica la situacion
Concepcion
Geométrica 2 propuesta, no 'o)bstante, e:%tablece que para 9 10
cGa. que la afirmacién de Zendén se cumpla el
recorrido es sobre una semi-recta.
Representa en la recta numérica la situacion
Concepcion propuesta, sin embargo, contempla que la
Geomeétrica 3 | premisa expuesta es incorrecta, pues en algun 6 5
CG3. momento las mitades restantes no delimitarén
un espacio considerable por recorrer.
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= Concepcion geométrica 1: aqui podemos evidenciar un ejemplo que hace parte
de ésta clasificacién. De tal modo, que el grupo de estudiantes que se agruparon
en ésta categoria presentaron procedimientos similares.

» Realiza un diagrama que ilustre la carrera planteada por Zendn.

Trncodp e e———gniQ

» ;Qué opinas de la afirmacién “el corredor no podrd alcanzar la meta”? .
R uol dadnay  pugl Qempre  Oftciia Qeerconad @ &

U Cpioymandal e 0o ymeon povpo ponCh \bﬁge}m

= Concepcién geométrica 2: para dicha asociacion, los estudiantes consideraron
la modificacién de la situacién para se satisfagan las condiciones de la carrera
planteada, de la siguiente manera.

: : 1 i o - T j B o g
« Realiza un dingrama ane Upsire la carrera planteada por Zenon.

S — — — 3
Ul I |
1 Wl O ; b
k L 1 102 o
ol i 2
! fi) - i Ul r
~ A 1} - 1) |
Al . TIoVL )
e {1 ] =

¢ Ol opinas de 1 afirmacion Vel corredor no podra aleanza: la meta™:

e b ok

|I F ':"-"'f_' A it .l-_f-;’;i Ny i | J &y {1y 4 ) T o L ’

= Concepcion geométrica 3: finalmente, el iltimo grupo de estudiantes considero
que la carrera planteada por Zendn, si se podia completar.

« Realiza un diagrama que Husirve la catrera planteada por Zendn.

P—
=)

| |
= |
|

& I R

s j(Qué opinas de la afirmacidn “el corredor no podrd aleanzar la meta”?
Scovveckn, porsUe en  alfun momento fendve que tegar
¥y e miaces halfe I mea ne sen  anpnta s yeu g L
€S Un efPoguio que ecla cdolwrado
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Numero de estudiantes
=
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La dicotomia

CG1. CG2. CG3.

Concepcion geométrica

M Grupo Experimental  ® Grupo de Control

Figura 5-1.: Contraste item dicotomia, grupo experimental y de control

De acuerdo a lo encontrado podemos evidenciar claramente que los resultados son de

cierto modo similares, en la medida que para cada categoria la diferencia entre grupos

fue de 1 o 2 estudiantes, es decir, que inicialmente tenemos que los grupos tanto expe-

rimental y de control son relativamente homogéneos.

2. Sumas de secuencias: para el item formulado se encontraron 4 grupos de respuestas,

en los cuales se refleja la concepcion aritmética de limite, del siguiente modo.

Tabla 5-2.: Resultados item sumas de secuencias Pretest

Grupo Grupo de
Experimental | Control
Categoria Descripcién Nimero de Numero de
estudiantes estudiantes
., Realiza sumas entre fracciones y ubica su resultado
Concepcién L i
. L. en la recta numérica, no obstante, le cuesta realizar
aritmética 1 | . . S . 5 12
Cal inferencias y plantear hipétesis a partir de lo
al.
desarrollado.
Desarrolla sumas entre fracciones y realiza su
., representacion respectiva en la recta numérica.
Concepcién . . .
. Sin embargo, considera que el resultado de realizar
aritmética 2 . . R 16 13
Ca2 el proceso de manera indefinida es infinito pues de
a2. . .
manera secuencial en la fraccién aparece un nuevo
9 en el numerador, y un nuevo 0 en el denominador.
Resuelve sumas entre fracciones plasmando su
Concepcion | resultado en la recta numérica con una escala
aritmética 3 | apropiada, del mismo modo, conjetura que al 4 4
Ca3. realizar dicha suma de forma indefinida su resultado
se acercard a 1, mas no lo alcanzard.
Realiza sumas entre fracciones y representa su
Concepcion | resultado en la recta numérica, haciendo uso de
aritmética 4 | una métrica pertinente. Asimismo, afirma que el 4 0
Cad. resultado serd en algiin momento 1, pues cada vez

se acerca mas a él.
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= Concepcion aritmética 1: el presente ejemplo, muestra la similitud de lo desa-
rrollado por lo estudiantes que hacen parte de ésta categoria, en la cual prevalece
la falta de proponer conclusiones de acuerdo a lo realizado.
2. Sumas de secuencias

Caloile las siguientes sumas y represedte sn resultado en la recta nunérica, usando la
mizing escala:

Suma Resultado _'_Representacié n

8., 8 | ZOI C{g 1 I .
| 38 RN} | THR | | L l.q
I 0 05 b
g~ ’
ALY £ I
I 4 o 5 :acﬂf‘f |R ok A
\J.\L | ___T:;'IL 05 : ]

i Cmdl cree gque es el resnltado de 1o suna st se continda este proceso indefinidamente?
L& r] ]
Expligue v justiligue su respuesta Y

= Concepcion aritmética 2: la siguiente ilustracién representa la produccion de
los estudiantes que hacen parte de dicha categoria, en donde se hace evidente el
poco razonamiento y concepto de fraccién como unidad.
2. Bumas de secuencias

Caleule las siguientes swmas v represente su resnltado en la recta numérica, usando la
misma escala:

[ Suma | Resultado Representacidn

o = = T

[ { ;!
1{D
a0y 1

AR ) = ? : ————=—77
1 " o 10 Th 1 1 =

h i 120y

1}

I S T e e = ==
it 0 T W 10 | e

JCudl eree aqne es el vesnltado de la suma s se conbiniia este proceso ndelinidamente?

Explique v justilique su respuesia | lgjunadn o I mE o ¥ porg
QL0 0 | hWao 3o

= Concepcién aritmética 3: el posterior caso relaciona lo realizado por los estu-
diantes en cuanto a los cuestionamientos propuestos, se puede apreciar la capaci-
dad de plantear hipétesis e inferencias que se asocian a tendencias especificas.
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BECE

JARTIRR

wailtado on e recta numévica. nsando la

[ e v
ST

e —%

Q .O 1
T

D g ol 399 1

."_‘:‘-E!r’-“-ll CTRE e & i

Foamlioque v s

JEERED RS DR 1 RN

4

resnitarde de 1a s 8 ge continga este praceso mdefnidamente?

= Concepcién aritmética 4: finalmente, podemos encontrar la tltima categori-
zacion que hace referencia a la posibilidad de identificar que la suma expuesta
presenta un valor de tendencia y al realizarse de manera infinita sera 1.

2. Sumas de secuencias

Calcule las siguientes sumas y represente su resultado en la recta numérica, usando la

misma escala:

Suma Resultado Representacion

it 0,4 —q
v} O,q fi

0+ 1% 0 | a9 e dﬂi ‘LI;
O .

9 4 9 D (,l q4 {},ﬁ’?ﬂ.

1w+ 1o + T j T
o F

1 Ondl cree que es el resultado de la suma sl se contintia este proceso indefinidamente?

Explique y justifice su respuesta

ny r W santende ey o0 WKL Moy

El grafico presentado en la Figura 5-2. muestra distincién entre las concepciones
geométricas 1 y 4, de los grupos experimental y de control; asi como similitud en las

concepciones geométricas 2 y 3.
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Sumas de secuencias

8
6
4
: s BE B -
0
Cal. Ca2. Ca3.

Cad.

Numero de estudiantes

Concepcion aritmética

M Grupo Experimental  ® Grupo de Control

Figura 5-2.: Contraste item sumas de secuencias, grupo experimental y de control

3. Graficos: para el presente andlisis, se tiene en cuenta la concepcion numérica de limite,
que revela el trabajo realizado por Cauchy, tal y como lo menciona [Medina, 2001],
especificamente en relacién en cuanto al concepto de funciéon como dependencia entre

variables.
Tabla 5-3.: Resultados item Gréficos - Pretest
Grupo Grupo de
Experimental Control
Categoria Descripcién Nimero de Ntimero de
estudiantes estudiantes
Concepcién | Identifica expresiones verbales de dependencia,
Numérica 1 | sin embargo, le cuesta realizar su representacién 7 5
CNI1. grafica respectiva en el plano cartesiano.
Esboza graficamente situaciones variacionales
Concepcién | de dependencia, no obstante, presenta
Numérica 2 | confusiones de las variables dependiente e 16 22
CN2. independiente; especificamente para imagenes
de una funcién en concreto.
Representa en el plano cartesiano funciones
Concepcioén | y relaciones de dependencia, teniendo en
Numeérica 3 | cuenta proximidades cada vez mas cercanas 6 2
CN3. las cuales generan tendencia y regularidades
especificas.

= Concepcion numérica 1: en el siguiente ejemplo es posible considerar que los
estudiantes que hacen parte de ésta categoria poseen falencias en la representacién
de funciones en el plano cartesiano, especialmente al considerar que los elementos
de éste tipo de relaciones son pares ordenados, asi como el concepto propiamente
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dicho; es decir, si es funcién o no, teniendo en cuenta que los valores de entrada
deben poseer una unica asignacion del conjunto de llegada.

— — |y

3. Dibuja funciones que cumplan: |
9 = Segin ¢ ose acerca a4, sus Hndgenss se acercan a 3 tanto como se gquiera.
B w Segiin = se acerca a 4, sus imdgenes erecen indefinidamente, superando cualquier
valor por muy grande gue sen.
Cw Segin o se hace mas grande ¥ mds grande, sus imAgenes se acercan mds a 1,

Dm Sepiin 2 se hace mds grande, sus imédgenes erecen indelinidumente, superando
cualguier valor por muoy grande que sea.

= Concepcién numérica 2: los estudiantes que se clasificaron en esta asociacion,
estiman algunas confusiones entre las variables dependiente e independiente, con-
cretamente intercambiando las coordenadas al reflexionar sobre las imagenes de

algin punto requerido de una funcion.

1
4
2 |

g

.

1
12

AW
—

3 ¥
¥

23 Y ARL]

w

= Concepcion numérica 3: finalmente, tenemos el grupo que evidencia compren-
sion en el concepto de funcién y hace uso de su representacion para mostrar
tendencia de valores préximos y cercanos a relaciones especificas.
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i 9.
[ —C >
i ___ -

3. Dibuja funciones que cumplan:
@ = Segin r se acerca a 4, sus inlfgenes se acercan a 3 tanto como se guiera.

5 = Sepnin T se acerca a 4, sus imdgenes crecen indefinidamente, superando cualgquier
valor por muy grande que sea.

]
n

Semin # se hace mds grande y mds grande, sus imagenes se acercan més a 1,

1) w Segin @ ose hace mas grande, sus imdgenes erecen indefinidamente, superando
cualguier valor por muy grande que sea.

Teniendo en cuenta la Figura 5-3. podemos afirmar que la concepcion numérica 2 y
3 son las menos homogéneas, por una parte en el grupo de control la 2 es conside-
rablemente mayor, y para el grupo experimental la 3 es algo mayor. Por otra parte,
es preocupante el panorama en cuanto al concepto de funcion se refiere y es necesario
retomarlo y afianzarlo para proximas intervenciones.

Graficos

25

20

15

10

Nimero de estudiantes

CNI1. CN2. CN3.

Concepcién numérica

B Grupo Experimental 8 Grupo de Control

Figura 5-3.: Contraste item graficos, grupo experimental y de control

4. Recubrimientos: Finalmente, en relacién al desarrollo de los planteamientos que efec-
tuaron los estudiantes para ésta situacion, se establecieron 4 clasificaciones que tienen
que ver con la concepcion algebraica de limite, enmarcado dentro de lo que menciona
[Medina, 2001], teniendo en cuenta el predominio de la simbologia, férmulas y expre-
siones generales que tenia Leibniz.
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Tabla 5-4.: Resultados item Recubrimientos, Pretest

Grupo Grupo de

Experimental | Control
Categoria Descripcion Niumero de Niumero de

estudiantes estudiantes

.. Presenta inferencias sobre una situaciéon geométrica
Concepcién . .. .

. de regularidad y recursividad, sin embargo, los B
Algebraica 1 . . . . 7 5
CA1L planteamientos aritméticos y algebraicos asociados

’ son erréneos.
Establece regularidades a partir de una situacion
Concepcion | geométrica de variacion y repeticién, formulando
Algebraica 2 | asi conjeturas de tendencia que tienen que ver con 10 11
CA2. el concepto de area, no obstante carece de
justificaciones algebraicas y analiticas.
Plantea patrones algebraicos generales para una
Concepcion | secuencia geométrica en particular, reconociendo
Algebraica 3 | las caracteristicas principales que las componen. 4 8
CA3. Aunque, se le dificulta extraer y generar
conclusiones sobre lo realizado.
Sintetiza regularidades y patrones inmersos en una

., situacion geométrica, haciendo uso de expresiones
Concepcion . i

. algebraicas generales que lo modelan. Asi como -
Algebraica 4 ., . . 8 0
CA4 también, propone hipétesis y planteamientos

: coherentes que tienen que ver con la tendencia de
una superficie por medio de recubrimientos.

= Concepcion algebraica 1: en este apartado podemos encontrar que los estu-

diantes a pesar de reconocer e identificar ciertas regularidades geométricas, pre-

sentan algunas falencias que tienen que ver con la fraccion y del mismo modo,

las conjeturas que realizan son muy pobres y con poco razonamiento analitico y

l6gico.

e Sila snperficie del enadrada inicial es I, jendl es el drea de la fraccidn ravada

que cortesponde & cada elemento de T seenencia”

R aoakl ow A E

= 5i el proceso contimia indefinidamente, ;cual serd el drea de ln parte sombreada?

= Concepcién algebraica 2: por otra parte, se establecio la siguiente relacion que

considera y establece las regularidades requeridas. No obstante, las argumentos

que presentan se caracterizan por ser netamente verbales.



5.1 Pre-test 51

= 8i la superficie del enadrado inicial es 1%, jeudl es el drea de la fraccién ravada
que corresponde a cada elemento de la secnencia?

= 5i cl proceso continila indefinidamente, jeudl sera el drea de Lo parte sonhreada?

= Concepcién algebraica 3: de otro modo, podemos encontrar aqui los estudian-
tes que encontraron adecuadamente la regularidad fraccionaria requerida para
cada representacion de la figura, sin embargo, se les dificulto el planteamiento y

formulacién de hipotesis.

» 51 ln superficie del enadrado inicial es 12, jendl e el dvea de la fraccidn rayada

que corresponde 1 cada elemento de la secuencia?

Lan LG L sev \ | ‘,_._;J o _\)_L i _L/\ LY B
b a5 Ayl 52 2
e \_q_wa - Tp_,_i—

= 5iel procesn continda indefinidamente, jeudl sevd el drea de la parte sombreada?

ll\. ﬁ I\_.‘r:-l_ w0 _l___-'%\. O 0 .;_._\. ey, D “_\"_ ~ A PR N g =
3 A5 SN Q2 (onl) \.-'.,r_\\)\\g\j,\{ CAK 0 Dy Q)

- 5

= Concepcion algebraica 4: finalmente, examinamos el iltimo grupo de estu-
diantes, el cudl se caracteriza por haber encontrado oportunamente la regulari-
dad requerida en cada figura. Y en el mismo sentido, proponer planteamientos

coherentes con la situacién expuesta.

= 5ila snperfivie del enadrado inicial es %, jondl es el drea de la fraccidn rayada
que corresponde a cada elemento de la secuencia?

- 1> §oll L 5
R el et e
L 3 %"“2. X '—.—‘.—"'“

5 2

= 5i el proceso contintia indefinidamente, jcndl serd el drea de la parte sombreada?

g

ofPlor ol & g L
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Recubrimientos
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Figura 5-4.: Contraste item recubrimientos, grupo experimental y de control

Con base en lo anterior, es posible inferir que la categoria algebraica 3, es la que presenta
mayor distincion, atn asi, los puntos porcentuales que influyen, sélo representan 4 estu-
diantes. En otro sentido, podemos establecer que, es necesario fortalecer en ambos grupos la
formulacion de hipétesis, conjeturas y planteamientos, frente a una problematica establecida.

5.2. Actividad 1

El tridngulo de Sierpinski: (ver Anexo: Actividad 1)

1. Descripcion de la construccion del fractal: a grosso modo se detecté que los es-
tudiantes del grupo experimental fueron capaces de reconocer la reguridad geométrica
que describe éste fractal. Sin embargo, se establecieron dos subcategorias esenciales, te-
niendo en cuenta que la descripcion solicitada, se realiza de manera detallada o parcial.

= Descripcion detallada: los estudiantes clasificados en éste nivel realizaron una
descripcion verbal completamente detallada, que evidencia el reconocimiento de
las regularidades geométricas que competen al fractal triangulo de Sierpinski.

1. Deseriba cdmo se construye la sucesién establecida tras analizar cada iteracion, \
EL ﬁwﬂc&\)@ /\ M 5\‘\-'»&5-«&;)4 JV‘M L\ Trb\:wna,!m, (ﬂ‘wﬁiimn'\@@’ Q&IW&D w%m\ )Jé Loy
33 ob st 2t Biodon 80 Yoo e muere. qua  Finealy 50 ) 5y lor e o e
)Jt‘@mkm:-\ 2R ,éullﬁ‘v"}‘—'f"r\ Yy B hsfiq -a,\- .-L‘,\\ A ﬁ-@%

’I-:Ef‘r\. Sy L
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= Descripcion parcial: mientras que los estudiantes que hacen parte de la presente
asociacion, formularon de manera parcial o incompleta descripcién geométrica del
fractal mencionado. Evidenciando asi, falencias y escasez de rigor.

1. Describa cémo se construye la sucesién establecida tras analizar cada iteracion.

s & ” \
COLACA h’“c‘\"'?.fu'-{'j Ney ¢y JE duide e~ dres wacy

feqUeN0s,

Reconocimiento de la construccion
geométrica del fractal

m Descripcion  m Descripcion
detallada parcial

A modo de conclusién, podemos afirmar que los estudiantes deben fortalecer el aspecto
concerniente a la argumentacion y justificacion. Puesto, que el ejercicio de la descrip-
cién solicitada era de cierto modo trivial y sencillo.

2. Area del triAngulo de Sierpinski: dentro de los resultados encontrados para el ha-
llazgo del area del trigangulo de Sierpinski, se evidenciaron las siguientes 3 categorias
a saber.

= Asociacién aritmética-fraccionaria incorrecta: las agrupaciones presentadas
se relacionan con una asociacién aritmética fraccionaria incorrecta para el area

de fractal.
[ Tteracitn - | Inicial 1 2 3 '
Fraccién de 2 A B 1t A
Bk © q R -89 |25¢ |
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= Asociacién aritmética-fraccionaria con ausencia heuristica: aqui se logro
plasmar de manera adecuada la asignacién fraccionaria para cada iteracién del
fractal, sin embargo, se constata ausencia heuristica, en el sentido de describir las
estrategias implementadas en la resolucién de la situacién

Iteracién | Tnicial 1 2 |3 4 B
Fraccion de 4 3 = 77 ,8_4..

dren, o 6 oY TS |

» Asociacién aritmética-fraccionaria metacognitiva: se refleja una relacion
correcta para cada iteracién solicitada, y del mismo modo se puede identificar
que existe una descripcién del proceso realizado en el hallazgo de regularidades y
caracteristicas generales.

e wr g

i [beracidn Tnieial 1 5 3 1
Fraceidn de A 3 = v -

aren

Area triangulo de Sierpinski

64%
B Aritmética- B Aritmética- Aritmética-
fraccionaria fraccionaria fraccionaria
incorrecta con ausencia metacognitiva

heuristica
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Teniendo en cuenta el grafico anterior, el panorama es positivo, teniendo en cuenta que
el 87 % de los estudiantes logré encontrar las regularidades suficientes para determinar
el area del fractal. Aun asi, es necesario continuar fortaleciendo el proceso metecogni-
tivo que se gesta a partir de reflexionar sobre el proceso de resolucién de problemas y
de este modo fortalecer la competencia comunicativa en matematicas.

3. Perimetro del triAngulo de Sierpinski: para el siguiente planteamiento, se tuvieron
en cuenta las mismas clasificaciones anteriormente relacionadas, del siguiente modo.

= Asociacién aritmética-fraccionaria incorrecta: en este fragmento se hace
evidente que los estudiantes manifestaron una relacién aritmética que no corres-
ponde con el perimetro del fractal asociado.

3. Complete la siguiente tabla, e indique qué ideas wtilizd para completar lo informacién

requerida
[teraciom I'micial 1 ] 2 3 4
Yerf i 2 A ) ~ a4
Perime 3l a1 734 914 242
tro  figura S
sombreada

= Asociacién aritmética-fraccionaria con ausencia heuristica: en esta parte
se puede reconocer que los estudiantes identificaron que el perimetro se puede
hallar por medio de sumas de segmentos nuevos, y que éstos a su vez presentan
cierta regularidad. No obstante, la suma quedo6 inconclusa, asi como también la
descripcion de los elementos e ideas utilizadas en la resoluciéon no se hacen de
manera explicita.

3. Complete la siguiente tabla, e indigue gqué ideas utehizd pare completor le informacidn

requerida
[teracidn [ Inicial 1 2 3 4
Perime- 34
tro  figura
sombreada

= Asociacién aritmética-fraccionaria metacognitiva: finalmente, se encontro
la clasificacién en donde los estudiantes encuentran el perimetro de cada iteracion,
como resultados de algunas sumas de fracciones y del mismo modo, describen el
proceso realizado para cada caso, estableciendo finalmente alguna inferencia y
regularidad que es posible a través de un anélisis sobre lo desarrollado.
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3. Complete la giguiente
1

tabla, e indigue gué ideas utilizd para completar

ln informacidn

requerida

Iteracion | Inicial i 2 T3 4

Peume‘ | 3l v- qb 731 ﬁ?l R\ 2z l |

tro  figura - —T -, O f—_

sombreada . - B ) ]
dac - 108 Cl&f---'?"ﬂt?oi’if;ﬂ-ﬁ (a_ Sumedy  Se umﬂo\e,
ol ruveador e matbptee “por 3Ty LY
de/V\D aa \"“O(i@ « 3L

W\UHW T POr ’Z__

Perimetro triangulo de Sierpinski

m Aritmética-
fraccionaria
metacognitiva

I Aritmética-
fraccionaria
con ausencia
heuristica

M Aritmética-
fraccionaria
incorrecta

Teniendo en cuenta el grafico anterior, se puede evidenciar que el panorama es bastan-
te alentador, pues el 83% de los estudiantes logré de una manera u otra referirse al
perimetro de las iteraciones mostradas en el software, del tridngulo de sierpinski. Sin
embargo, es necesario hacer énfasis en el proceso metacognitivo sobre la resoluciéon y
estrategia implementada en la situacion descrita en concreto.

4. Predicciones area y perimetro triangulo de Sierpinski: de acuerdo a lo esta-
blecido en relacion a los resultados presentados por los estudiantes se encontraron
cuatro caracteristicas principales, descritas del siguiente modo: ausencia de conjetura
(en donde los estudiantes no presentaron ningtin procedimiento al respecto), conjetura
incorrecta (donde los planteamientos aritméticos y/o verbales no tienen que ver con
lo esperado), conjetura parcialmente acertada (donde se describe de manera inductiva
el proceso para las primeras iteraciones y de manera verbal el patron de regularidad
inmerso) y conjetura adecuada (en donde se expresa de manera aritmética y algebraica
el area y/o perimetro respectivo).
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Conjetura area del triangulo de Sierpinski Conjetura perimetro del triangulo de
Sierpinski

B Ausencia M Incorrecta M Parcial @ Adecuada m Ausencia ® Incorrecta o Parcial ® Adecuada

(b)

De acuerdo a los diagramas anteriormente presentados, podemos evidenciar que las
predicciones en donde los estudiantes presentaron mayores dificultades, fue en relacién
al perimetro, posiblemente debido a la manera de expresar dicho valor como una serie
geométrica. Por otra parte, se hace evidente en cada uno de los casos que un 23,3 %
(area) y 7% (perimetro) lograron formular los planteamientos para generalizar de cierto
modo las estrategias implementadas en cada uno de los items anteriores, por lo cual,
es necesario tener en cuenta y fortalecer los aspectos que conlleven a la produccién de
inferentes y deducciones matematicas.

. Inferencias y deducciones, area y perimetro tirangulo de Sierpinski: final-

mente, podemos encontrar la agrupacion caracterizada para la formulacién de las ten-
dencias respectivas asociadas al area y perimetro del fractal trabajado; aclarando el
acercamiento intuitivo del area hacia 0 y el crecimiento exponencial del perimetro.

Inferencia tendencia area y perimetro

W Ausencia W Parcial @ Adecuada
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5.3.

1. Cuadrados inscritos: en relacion a los resultados presentados por los estudiantes, se
decidio establecer las siguientes categorias que tienen que ver con la concepcion alge-

Post-test

braica del concepto de limite. Esta informacion recolectada se cruzard con los aportes

sistematizados en el item recubrimientos del pretest, pues ambos ahondan en la

concepcién mencionada.

Tabla 5-5.: Resultados item Cuadrados inscritos, Postest

Grupo Grupo de
Experimental | Control
Categoria Descripcién Nimero de Nimero de
estudiantes estudiantes
.. Presenta inferencias sobre una situacién geométrica
Concepcién . .. .
Algebraica 1 de regularldad y r.e(:ur,s%Vldaud7 sin em.bargo, lo‘s 6 9
CAL plantea/rnlentos aritméticos y algebraicos asociados
son erréneos.
Establece regularidades a partir de una situaciéon
Concepcion | geométrica de variacién y repeticiéon, formulando
Algebraica 2 | asi conjeturas de tendencia que tienen que ver con 10 11
CA2. longitudes de segmentos, no obstante carece de
justificaciones algebraicas y analiticas.
Plantea patrones algebraicos generales para una
Concepcidén | secuencia geométrica en particular, reconociendo
Algebraica 3 | las caracteristicas principales que las componen. 4 7
CA3. Aunque, se le dificulta extraer y generar
conclusiones sobre lo realizado.
Sintetiza regularidades y patrones inmersos en una
.. situacién geométrica, haciendo uso de expresiones
Concepcién ; i
) algebraicas generales que lo modelan. Asi como
Algebraica 4 . o . 9 2
CA4. también, propone hipétesis y planteamientos
coherentes que tienen que ver con la tendencia de
una superficie por medio de recubrimientos.
= Concepcion algebraica 1:
Lado f! i e"g :‘!I;,- J.{_,' [ I!"Tﬁ ]
[ Medida | 4 j03)_ [C09) l(ezs) 024 |
= ; Cuanto crees que mediva aproximadamente fpgp?
) 50
04 —

Z-
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= Concepcion algebraica 2: el siguiente ejemplo muestra como el estudiante en-
contro las primeras longitudes solicitadas, no obstante, las conjeturas e inferencias
planteadas son erréneas, asi como también las justificaciones planteadas carecen

de argumentos solidos.

o Sidy=1enlenln bty by dse &

= Concepcién algebraica 3: aqui podemos apreciar cémo se realiza de manera
adecuada el hallazgo de los planteamientos solicitados, en relacion a las longitudes
de los cuadrados del fractal. Sin embargo, los cuestionamientos formulados en aras
de activar los procesos de generalizacion siguen costando trabajo.

a Sil; = 1 ealenla Doy, g 05

Lado 7 R T Ju

Medida 1 | \os | . 2
e 1
i
= Concepcion algebraica 4:
1. Considere la sigulente Agnra
| 5T 40,5 L
B -
e 2 \/ ' '
In f
2 1 ‘I." IE = I I
L o EPiGHD
) = :
ey e £ 1 \f Iy, {1 1)
w Sily =1 caleula by s, 1y Is: SR y X e 30 oo ”
B aciedd
Lado 1'| Iy - Is {4 Ir-_-’.__ -
MMedida ! \f?—y -.ﬂ_.;_ & ; -

= Chianto erees que medivd aproximadamente {n?

gy
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Cuadrados inscritos

Numero de estudiantes

Concepcidn algebraica

W Grupo Experimental W Grupo de Control

Concepcidn algebraica de limite
12

10

CAL CAZ. CA3. CA4.
==@==Grupo Experimental =@=Grupo de Control =8=Grupo ~—@=Grupo de
Pre-test Pre-test Experimental Control
Post-test Post-test

Figura 5-5.: Contraste concepcion algebraica de limite

En la Figura 5-5 podemos evidenciar el contraste de la prueba de entrada y de salida
en relacién con la concepcién algebraica del concepto de limite. Concretamente, com-
parando los items recubrimientos y cuadrados inscritos. De modo que, a grosso
modo, podemos afirmar que para el grupo experimental mantuvo el comportamiento
encontrado, disminuyendo 4% en CA1l y gandndolos en CA4. No obstante, se refleja
disminucion notoria en el grupo de control, probablemente con el aumento de complej-

dad del {tem final.

2. La planta: en este apartado se sintetizan los procedimientos realizados por los es-
tudiantes en cuanto a la concepcion geométrica del concepto de limite. Todo esto, es
posible mediante la confrontacién de lo que arrojo el item la dicotomia, bajo el plan-
teamiento de si el limite se alcanza o no.
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Tabla 5-6.: Resultados item la planta, post-test

Grupo Grupo de
Experimental | Control

Categoria Descripcion Numero de Numero de
estudiantes estudiantes

Concepcion Expresa inferencias entorno al cuestionamiento

Geomeétrica 1 | planteado, del mismo modo, considera que la 12 13

CGl1. planta no alcanzara a tocar el techo.

.. Describe caracteristicas y establece planteamientos
Concepcion : . ) .,
. de regularidad y recursividad frente a la situacién
Geométrica 2 L. 9 11
CG2 propuesta, asi{ mismo, deduce que la planta se
: acercard infinitamente al techo pero no lo alcanzara.
., Presenta argumentos sobre la situacion y el
Concepcion . ) .
.. . cuestionamiento propuesto, en ese sentido,
Geométrica 3 , , 8 5
contempla que la planta llegard en algiin momento a
CG3.
tocar el techo.
= Concepcion geométrica 1:
o - SRS Pape et ¥ O oy e o oo O
g Moy corca en 4oitc  Pero ny Negarh
Toldiwmante g lemmo

= Concepcién geométrica 2:
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= Concepcion geométrica 3:

ot olenth geria inlnlomenk o 2 acaq duth  Gue ke Liead ¢ @
¥ (& (Gag de . plro &g A7a G Jh w@,mm i ¥}
Yecho g { i, _ . : '
O VL.V O (o badyds at ma i r Iy
Robbeoon g oeadds i aliag lemoale  reregny o 2, ¥ m
[)am L L
. Q .
i LR
La planta

Numero de estudiantes

CG2.

Concepcién geométrica

B Grupo Experimental B Grupo de Control

Concepcién geométrica de limite

16

14 o

o N B o

CG1. G2

=8=_Grupo Experimental =®=Grupo de Control =®=Grupo
Pre-test Pre-test Experimental
Post-test

CG3.

=T=Grupo de
Control
Post-test

Figura 5-6.: Contraste concepcion algebraica de limite

Teniendo en cuenta la Figura 5-6, se puede evidenciar que los comportamientos para
ambos grupos se mantuvo de cierto modo constante, pues los cambios variacionales son
para algunos casos del 5% o 7 %. Sin embargo, es notorio que los estudiantes del grupo
de control, son los que menor cantidad de poblacién presenta en la tltima categoria,
y del mismo modo, al finalizar del desarrollo los estudiantes del grupo experimental
son los presentan mayor aporte a la concepcion final, reconociendo asi que existe algiun

momento donde el limite se alcanza.
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Rectangulos: los planteamientos elaborados por los estudiantes en correspondencia

con las preguntas formuladas de ésta situacién se examinaron y equipararon con el item

graficos, en la medida de la coincidencia con el abordaje de la concepcion numérica

del concepto de limite.

Tabla 5-7.: Resultados item Rectangulos, Post-test

Grupo Grupo de
Experimental | Control
Categoria Descripcién Niimero de Nimero de
estudiantes estudiantes
.. Identifica situaciones de dependencia y regularidad,
Concepcién | . . .
L . sin embargo, las inferencias que presenta son muy
Numérica 1 . 5 8
CN1 generales y carecen de mayor razonamiento y
’ justificacién matematica.
Relaciona caracteristicas presentadas por la
Concepcién | situacion, y del mismo modo, expone deducciones
Numérica 2 | logicas frente a las preguntas propuestas. No 16 19
CNN2. obstante, no se evidencia la recursividad infinita y
andlisis requerido frente a ello.
Propone y plantea argumentos solidos en relacién a
Concepcién | los cuestionamientos variacionales de dependencia,
Numérica 3 | teniendo en cuenta proximidades cada vez maés 8 2
CN3. cercanas las cuales generan tendencia y
regularidades especificas.
» Concepcion numérica 1:
e O relacidn hay entre Ja hase v b otours! 4
e jQue oeurre con la altura v le base st contbmamos of proceso idefimcamente!
e ;Oué figura se obtione?
. s b .
= Concepcién numérica 2:
» ; Qué relacién hay entre la base y la altura? )
5 ; J a baie
La akluro diseeinuye la padad, N l b
avmenia la rdad lombis
= ; (ué neurre con la altura v la base si continnaues el proceso indefinidamente?
Lera ("l"‘\u\f C\Ll"\{,hh \?' S aliura ‘)‘?_fd— My
pequ e na
s Oué figura se oblienc? i - ol
sempee e obl endra un reclanquld, aup gve de)’l)\)e)
de muck®>  pacecerd “na |{nea recia.

= Concepcion numérica 3:
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1 Qué relacion hay entre la base y la altura?

Bropgl (ionatm gt | pms o desdi &l pua fo d4 ts melod  haPun do
i Ges  fl Fokt uwpg A0 S T U 41 @l i‘ul
o JOud ocwrre con la altura v la base st continnaines ol proceso mdefimidamente?
la  allun A (Ve rdyedn 4 pom Gup eita pure fu dtr  n Q
pafireia propurrma o] “fbe hytsre +1 duté [LE S (T T
o [ Qué houra se obiiene? g
o relyngalo ut (ot ue? ] qb allim a4 Wil L AT
] F
a o ome jae 4. s wnthw se  dablira  rensueqleaerfs,
-
Rectangulos

Numero de estudiantes

CN1. CN2. CN3.

Concepcion numérica

W Grupo Experimental  m Grupo de Control

El diagrama anterior muestra diferencia notoria concretamente en la concepcion numéri-
ca 3, mientras que las dos primeras concepciones se encuentran de cierto modo ho-
mogéneas, en ambos grupos de trabajo. Es decir, que de cierta manera se gener6 al
menos algunas reflexiones asociadas al infnito actual, durante la aplicacién de la pro-
puesta didactica, la cual permitié el incremento de ésta ultima concepciéon numérica.

En relacion a la Figura 5-7, se puede evidenciar que la concepcién numérica 1 se
mantuvo sin cambios considerables. Del mismo modo, se puede apreciar que los estu-
diantes del grupo de control presenta mayor frecuencia en la concepciéon numérica 2.
Mientras que la concepcién 3 y tal vez la mas importante, se modificé un poco para
el grupo experimental y a su vez, éste es el que mayor nimero de estudiantes tiene
en la categoria asociada al planteamiento de la gran pregunta el limite se alcanza o no?
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Concepcién numérica de limite

25 -
wi
z
c 20
.o
o
215
4]
]
o
_
Q
E 5 -
=1
z .

0

CN1. CN2. CN3.
== Grupo Experimental =@=Grupo de Control =8=Grupo =@==Grupo de
Pre-test Pre-test Experimental Control
Post-test Post-test

Figura 5-7.: Contraste concepciéon numérica de limite

4. El conjunto de Cantor: finalmente, conforme a lo desarrollado por los estudiantes
de los grupos experimental y de control, se realizé la comparacion respectiva con los
planteamientos formulados en la situacién sumas de secuencias de la prueba de en-
trada. Especificamente bajo la comparacién de los niveles establecidos en la concepcion
aritmética del concepto de limite tal y como se puede apreciar a continuacién.

= Concepcién aritmética 1:

ALz % 3D |
g =y L S, ¢ - )¢
T e Ao M AL o = o 46043

= 124 208 Gien

= Concepcion aritmética 2:

s Determine la longitud total de los segmentos que se suprimen del conjunto.

g |

(R G apro s Mar angant i



66

5 Analisis

Tabla 5-8.: Resultados item conjunto de Cantor, Post-test

Grupo Grupo de
Experimental | Control
Categoria Descripcién Nimero de Nimero de
estudiantes estudiantes
Concepcién | Realiza sumas entre fracciones, no obstante, le
aritmética 1 | cuesta formular inferencias y plantear hipotesis a 2 15
Cal. partir de lo desarrollado.
., Desarrolla sumas entre fracciones. Sin embargo,
Concepcién . .
. considera que el resultado de realizar el proceso
aritmética 2 . . . . 10 9
Ca2 de manera indefinida es infinito pues de forma
: secuencial no se encuentra regularidad alguna.
Resuelve sumas entre fracciones plasmando su
Concepcién | resultado parcial para cada iteracién, del mismo
aritmética 3 | modo, conjetura que al realizar dicha suma de 11 4
Ca3. forma indefinida su resultado se acercara a 1,
mas no lo alcanzara.
.. Realiza sumas entre fracciones, haciendo de
Concepcién L . . .
. procesos aritméticos progresivos. Asimismo, afirma
aritmética 4 , , 6 1
Cad que el resultado serd en algiin momento 1, pues
a4. . .
cada vez se acerca mas a él.
= Concepcion aritmética 3:
= Determine la longitud total de los segmentos que se suprimen del conjunto,
5 . 4 - R
) 1 5 - + \::_ " _if_'t:i A M'N;,Q_m -\ ';'TF-;;‘:‘;_ \ b [,
% 4 73 f.. 4 24 % 3949 S /
£ 2 i p i tlo- = s e
BSuna geva memia peie T ol G2 €57a Qung S0 g

= Concepcién aritmética 4:

£l Wenite

= Determine la longitud total de los segmentos que se suprimen del conjuntc

42 4
Q 27

S€r O_ i

= AC et
"‘ %;T + --‘i'*‘z;a {le\u‘{ado

< »

»
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El conjunto de Cantor

Nimero de estudiantes

Cal. Ca2. Ca3. Ca4.

Concepcidn aritmética

W Grupo Experimental W Grupo de Control

Concepcidn aritmética de limite

§ 16 - . A
5 U . _Za
‘5 10 V4 #»k“’“‘”%%
o g / P _\ oy
° N =
E 4 / —
Z 2 o =
0
Cal. Ca2. Ca3. Cad.
=== Grupo Experimental ==@==Grupo de Control =@=Grupo =@=Grupo de
Pre-test Pre-test Experimental Control
Post-test Post-test

Figura 5-8.: Contraste concepcion aritmética de limite

Ahora bien, teniendo en consideracion la Figura 5-8, se puede ver de manera explicita
las diversas variaciones de las concepciones aritméticas entorno al concepto de limite.
En un primer momento, se puede evidenciar que el para grupo experimental la con-
cepcion 4 sufrié un pequeno incremento, mientras que la concepcién 1 aumento, ésta
modificacién intervino en la concepcion 2, haciendo que disminuyera posterior a la
prueba de salida. Es decir, que por el contrario lo relacionado en relacién al contraste
de las dos pruebas se puede decir que la concepcién aritmética de limite decrecid, con-
servando la mayor parte de su poblacién den las dos primeras, en donde se comenten
errores y planteamientos incorrectos, asi como también la carencia de inferencias y
deducciones que repercuten en la formulaciéon de conjeturas.

Por otra parte, teniendo en cuenta el contraste entre las dos pruebas, se puede afirmar
que el panorama para el grupo experimental es bastante positivo, pues la concepcion 1
se logré minimizar, asi como también el avance relacionado a la concepcién 3 es claro.
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Por lo cual, el progreso de dicha concepcién es notorio, y tal vez se debe a la fuerte
interrelacion con lo desarrollado en las actividades planteadas en la secuencia didactica.



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En primera instancia, es indispensable mencionar que el objetivo principal de la investiga-
cién se cumplié de manera satisfactoria, pues de acuerdo a lo estipulado se logré desarrollar
una secuencia de actividades bien intencionadas para trabajar con los estudiantes de grado
undécimo del gimansio los andes, el concepto de limite, haciendo uso de la geometria de
fractales lineales. Esto se puede evidenciar claramente, en lo expuesto en los capitulos 4 y 5,
asociados a la descripcion de las actividades, objetivos y anélisis respectivo.

Del mismo modo, se manifiesta de manera explicita en el capitulo 5, la caracterizacion y
clasificacién de los conocimientos previos de los estudiantes de los grupos experimiental y de
control en relacién al concepto de limite, y las 4 concepciones bésicas (numérica, aritmética,
geométrica y algebraica) todas las cuales se encuentran inmersas en el conjunto de obstaculos
epistemolégicos horror al infinito y su intima relacién con la construcciéon y gestacion del
concepto de limite a lo largo de la historia. Lo anteriormente mencionado, apunta directa-
mente al cumplimiento del primer objetivo especifico planteado al inicio del trabajo.

En ese orden de ideas, es primordial destacar lo expuesto en el marco tedrico, en la medida
que los recursos histérico-epistemoldgicos del concepto de limite proporcionaron una guia
metodoldgica para desarrollar la secuencia didactica; logrando contrastar las concepciones
histéricas con las diferentes problemaéticas y/o dificultades asociadas a la comprensién del
objeto de referencia. Asi como también, la 6ptima delimitacion de los aspectos conceptuales
y didacticos que permitieron consolidar el diseno de las actividades, pretenciones en cada
una de las preguntas propuestas y categorizacién de los resultados recolecctados.

Consecuentemente, se evidencié que las estructuras fractales y las actividades planteadas
permitieron desarrollar con los estudiantes un proceso geométrico intuitivo, en torno a la
idea de infinito y por ende al concepto de limite; generando asi diversas reflexiones asociadas
a los nuevos tipos de razonamientos surgidos con la resoluciéon de problemas y situaciones
propuestas. Sin dejar atras, el fortalecimiento de las competencias matematicas, tales como:
modelacién, comunicacion, argumentacién y representacion, en la medida de la constante
necesidad de describir las estrategias implementadas, reflexionar sobre ellas, y finalmente la
formulacién de conjeturas, deducciones e inferencias.
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Asimismo, la propuesta planteada logré que los estudiantes confrontaran implicitamente las
ideas de infinito actual y potencial; y asi introducir de manera aproximada nociones de
convergencia y continuidad por medio de numerosas expresiones y modelos matematicos co-
mo series, sucesiones y funciones. Teniendo en cuenta que, la estrategia didactica posibilitd
ambientar en el aula las diferentes concepciones que se dieron a lo largo de la historia en
relacion al concepto de limite, fomentando desde un ambito escolar la vivencia y abordaje
de las principales caracteristicas del obstaculo epistemoldgico “horror al infinito”.

Finalmente, cabe resaltar que la construccion del marco disciplinar de los ejes articuladores
de la estrategia didéctica elaborada (concepto de limite y fractales lineales), permitié a mo-
do personal gran aprendizaje conceptual y matematico. Concretamente, en la formulacién y
construccion formal de los objetos matematicos, asi como la ejemplificacion e interpretacion
de lo que se presentd. Tales como: la demostracion de un limite especifico, la construccion
del SFI para el fractal lineal la curva de Koch, y en tultimas, pero no menos importante el
trabajo desarrollado en cuanto a fractales se referiere, en especial la construccién y contraste
de la dimension fraccionaria autosimiliar y su dimension topoldgica, la cual no puede exceder
ésta primera, de lo contrario no seria considerado fractal.

6.2. Recomendaciones

Una vez aplicadas las actividades, se evidencié que algunas preguntas se pueden reformular
mejorando la redaccion, aclarando algunas convenciones y otros aspectos que permitan una
mejor comprension de las situaciones propuestas, en varios casos variando la idea inicial pro-
puesta. Cabe entonces aclarar, que en los ejercicios en donde se presentan figuras (fractales),
no se puede argumentar simplemente de manera visual o intuitiva, es necesario dar algunas
indicaciones en forma verbal o escrita.

Por ejemplo:

En la actividad 1, los ejercicios pueden direccionarse preguntando solamente en cada caso
por el drea y perimetro de cada uno de los tridangulos que van apareciendo en la nueva ite-
racion.

En la actividad 3, en el ejercicio 2, se puede precisar preguntando por la longitud de cada
uno de los nuevos segmentos que aparecen en la nueva iteracién. De otro modo, es posible
aclarar en concreto qué figura representa la iteracién 1, 2, etc, pues ésto no es evidente hasta
que se realiza el proceso dindamico en el software Geogebra.
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En la actividad 4, es necesario aclarar que el fractal copo de nieve parte de un triangulo
equilatero. Al respecto se deben reformular las preguntas, pues una vez analizadas vemos
que presentan ambigiiedad. En ese mismo sentido, se sugiere también adjuntar una tabla
que organice el area de las iteraciones mostradas en el copo de nieve, viéndolas en términos
de fraccién de area de la figura inicial y del mismo modo anadiendo la nueva area que se
origina con el fin de constituir la serie infinita que conforma dicho fractal, para finalmen-
te esbozar por medio de aproximaciones la grafica que relaciona el drea de la figura formulada.

6.2.1. Recursos descargables

Con el fin de implementar los fractales usados en la secuencia didactica expuesta, a conti-
nuacién se presentan las figuras basicas utilizadas en formato .ggb (geogebra file). Dichos
archivos, se encuentran listos para usar en algin navegador web o para descargar, de tal mo-
do que solo basta con mover el deslizador para que el estudiante logre evidenciar de manera
dinamica lo que sucede con el fractal tras cada iteracion.

Tridangulo de Sierpinski: https://ggbm.at/eyxnurd6
Curva de Koch: https://ggbm.at/bytkmnza

Copo de nieve: https://ggbm.at/yqz2sv2r



A. Anexo: Pre-Test

& Gimnasio Los Andes

[ J sy e s o
Departamento de Matematicas, Grado Undécimo

O Prueba de entrada Meta de comprension 3

GIMNASIO 3 3

LOS ANDES Primer Trimestre

1. La dicotomia (o la carrera)
Un corredor debe recorrer el espacio que media entre el punto de salida y la meta. Para
ello debera en primer lugar alcanzar el punto medio del trayecto, luego la mitad del
trayecto restante, posteriormente la mitad de la que queda... Puesto que nadie puede
completar ese nimero infinito de tareas es necesario concluir que el corredor no puede
alcanzar la meta.

= Realiza un diagrama que ilustre la carrera planteada por Zenon.
= ; Qué opinas de la afirmacién “el corredor no podra alcanzar la meta”?
2. Sumas de secuencias

Calcule las siguientes sumas, y usando la misma escala, represente su resultado en la
recta numérica:

Suma Resultado Representacion

.Cual cree que es el resultado de la suma si se continia este proceso indefinidamente?
Ezxplique y justifique su respuesta
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3. Graficos
Dibuja funciones que cumplan:

Segun x se acerca a 4, sus imagenes se acercan a 3 tanto como se quiera.

Segun x se acerca a 4, sus imagenes crecen indefinidamente, superando cualquier

valor por muy grande que sea.

Segun x se hace més grande y més grande, sus imagenes se acercan mas a 1.

Segiin = se hace mas grande, sus imagenes crecen indefinidamente, superando

cualquier valor por muy grande que sea.

4. Recubrimientos
Observa la siguiente secuencia, de izquierda a derecha comenzando desde la parte

superior:

%

7

&Q\\Q
Q\Qh\t

N

&S

N in
NN

NR

\
A\

#, #

» Si la superficie del cuadrado inicial es [2, jcudl es el 4rea de la fraccién rayada

que corresponde a cada elemento de la secuencia?

= Si el proceso continia indefinidamente, ;cudl sera el area de la parte sombreada?



B. Anexo: Actividad 1

Gimnasio Los Andes
Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
Actividad 1, Meta de comprension 3

.2 Primer Trimestre

El triangulo de Sierpinski. Por medio del recurso tecnolégico Geogebra, utilice el des-
lizador 7, de tal manera que obtenga las siguientes figuras, en la medida que el valor del

deslizador cambia.

A
4
i
““i ‘A‘l A‘l L‘L&.A‘
Fvs FY Y
‘ ‘ ‘ ‘ h‘A .l‘.h L‘L A‘L
AAA A A A A 4 A AL A
“Am“ :A:AAAAAAL“A‘LA‘A

aqura anicial

Primera  iterocion

Sequnda  deradiin Fercera  iteracidn Cuarta iteracion

1. Describa cémo se construye la sucesion establecida tras analizar cada iteracién.

2. (Qué fraccion de area sombreada le corresponde a cada figura? describa paso a paso

la(s) estragia(s) implementadas

Iteracion

Inicial

Fraccién de
area

3. Complete la siguiente tabla, e indique qué ideas utilizo para completar la informacion

requerida
Iteracion Inicial 2 3 4
Perime- 3l

tro  figura
sombreada
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4. Podria encontrar una expresion para el area sombreada y perimetro en las iteraciones

10 y 100. Justifique.

5. ;Qué cree que sucedera con el area y perimetro del fractal conforme el proceso continte
indefinidamente?

Nota importante: Los fractales se caracterizan por ser figuras que no cambian en su forma
segun la escala a la que se observe. Uno de los més conocidos es el triangulo de Sierpinski.



C. Anexo: Actividad 2

& Gimnasio Los Andes

Z Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
O Actividad 2, Meta de comprensién 3

LOS ANDES Primer Trimestre

La esponja de Menger: considere el siguiente fractal

Figura C-1.: Tomado
menger/

1. Teniendo en cuenta las primeras iteraciones de la esponja de menger complete la in-

https://matemelga.wordpress.com/2015/01/09/la-esponja-de-

formacion de la siguiente tabla, sabiendo que la arista del cubo inicial es I:

Iteracién Cantidad de cubos | Volumen que queda
Inicial 1 I3
1

2
3
n
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2. Esboce la grifica que relacione el Volumen en funcién de n (ntimero de iteracion)

¥

= ;Qué puede decir acerca del volumen conforme el valor de la iteracién se hace
cada vez mas grande? explique

= ;Como cree que es la relacion entre la longitud de las aristas y el nimero de
iteraciones de la esponja de menger? jsucedera lo mismo que la funcién Volumen
en cuanto se aumenta el nimero de iteraciones? argumente



D. Anexo: Actividad 3

& Gimnasio Los Andes

Z Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
O Actividad 3, Meta de comprensién 3

LOS ANDES Primer Trimestre

La curva de Koch: Por medio del recurso tecnoldgico Geogebra, utilice el deslizador ¢, de
tal manera que encuentre las primeras iteraciones del fractal, en la medida que el valor del

deslizador cambia.

1. Describa verbalmente cémo se construye de manera geométrica éste fractal.

2. Complete la siguiente informacién teniendo en cuenta que la longitud del segmento

inicial es [:

Iteraciéon Inicial 1 2 3 4
Cantidad de

segmentos

Longitud del

segmento

Longitud total

3. Qué sucede con la cantidad de lados, longitud respectiva de un lado y longitud total
de la curva asociada conforme la iteracion es mayor? Ejemplifique con una iteracion

muy grande.



E. Anexo: Actividad 4

& Gimnasio Los Andes
Z Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
O Actividad 4, Meta de comprensién 3

GIMNASIO . .
LOS ANDES Primer Trimestre

El copo de nieve: Por medio del recurso tecnolégico Geogebra, utilice el deslizador ¢, de tal
manera que obtenga las siguientes figuras, en la medida que el valor del deslizador cambia.

Ff" ‘\1-’\

1. ;Qué valores necesitaria para encontrar el area del fractal en mencién conforme vaya

cambiando de iteraciéon?
2. Proponga la funcién area que depende del niimero de iteraciones.

3. Un estudiante desea inscribir el fractal en una circunferencia, ;cudl debe ser el valor

de r para que ésto suceda?

4. El mismo estudiante afirma que si el fractal se puede inscribir en una circunferen-
cia, ésta dltima tendrd un area mayor. jconsidera usted que la premisa presentada es
afirmativa? argumente su respuesta.



F. Anexo: Actividad 5

& Gimnasio Los Andes
Z Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
O Proyecto de sintesis, Meta de comprensién 3

LOS ANDES Primer Trimestre

Competencia robética. En la proxima IV olimpiada de robética ANDESBOT, se realizara
una competicién alrededor del parque infantil, tomando como pista el contorno de ésta regién.
La carrera la ganara el robot que tome menor cantidad de tiempo en finalizar el recorrido.
A continuaciéon se anexa un diagrama del parque infantil.

(b)

1. Establezca una estrategia que permita encontrar la distancia total que deben recorrer

los robots.

2. Encuentre la longitud total del contorno del parque infantil, haciendo uso del siguiente

mapa.
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we = u




G. Anexo: Post-test

e

& Gimnasio Los Andes

Z Departamento de Matematicas, Grado Undécimo
O Prueba de salida, Meta de comprension 3

S ANDES Primer Trimestre

1. Considere la siguiente figura

Iy b

m Sily =1 calcula ly, 13,14, 15:

Lado [ ly I3 ly ls
Medida

= ;Cuanto crees que medira aproximadamente l1gg00?

2. Una planta crece en una habitacion de 2.5 metros de altura. Las alturas que alcanza
son sucesivamente 2.4 m, 2.49 m, 2.499 m, 2.4999 m, ...
.Llegaria la planta a tocar el techo de la habitacién?
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3. Los siguientes rectangulos tienen todos la misma superficie, pero la altura de cada uno
es la mitad de la altura anterior.

1ty

= ; Qué relacion hay entre la base y la altura?
=, Qué ocurre con la altura y la base si continuamos el proceso indefinidamente?
= ; Qué figura se obtiene?

4. El conjunto de Cantor. Este conjunto se construye a partir del segmento incial que

representa el intervalo [0,1]. Posteriormente se divide en 3 partes iguales y se suprime
la del medio, del mismo modo se repite el procedimiento con cada segmento restante.

= Determine la longitud de los segmentos que se suprimen del conjunto.



H. Anexo: Evidencias

Figura H-2.: Fractal copo de nieve en el software Geogebra
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Figura H-4.

Figura H-5.:

: Drone para toma de fotografias vista superior parque infantil

Drone para toma de fotografias vista superior parque infantil 2
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H Anexo: Evidencias

Figura H-6.: Paque infantil

Figura H-7.: Proyecto de sintesis mediciéon parque infantil
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Figura H-8.: Proyecto de sintesis medicion parque infantil 2

Figura H-9.: Proyecto de sintesis medicién parque infantil por pasos
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