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Resumen

En este trabajo estudiamos las funciones arménicas y las funciones sub-
armonicas en el plano complejo como una introduccién al estudio de la
Teorfa del Potencial en el mismo, puesto que los potenciales en general
tienen comportamientos muy parecidos a los de las funciones subarmoni-

cas y para muchos propdsitos las dos clases de funciones son equivalentes.
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Introduccion

La Teoria del Potencial es un amplio campo del anilisis que se puede
desarrollar en muchos contextos, tales como la teorfa clasica del potencial
en R" y la teorfa pluripotencial en C™. Existe una conexién muy cercana
entre esta teorfa y el andlisis complejo; las técnicas del andlisis complejo,
particularmente los mapeos conformes, se usan para acelerar y simplificar

pruebas de algunos de los resultados de la teoria del potencial.

Por otro lado los teoremas de la teorfa del potencial tienen multiples apli-
caciones en andlisis complejo; en este trabajo los utilizamos para probar
teoremas como el Teorema de Picard, el Principio de Phragmén-Lindelof,
la Desigualdad de Borel-Carathéodory y el Teorema de Montel.

La teoria del potencial tiene aplicaciones en teoria de aproximaciones,
en sistemas dindmicos y en andlisis funcional. Algunos resultados clési-
cos son muy conocidos, como la Interpolacién en los Espacios LY y la
Aproximaciéon Uniforme, mientras que otros, como la Teoria Espectral de
Algebras de Banach y la Dimensién de Hausdorff de los conjuntos de Ju-
lia, son relativamente recientes. En los idltimos tiempos se han hallado

muchas otras aplicaciones interesantes.

El texto Potential Theory in the Complex Plane, de Thomas Ransford
[10] , trata topicos como funciones arménicas y subarmoénicas, el Problema
de Dirichlet, medida arménica, funciones de Green, potenciales y capaci-
dad. Nosotros estudiamos los dos primeros capitulos de este libro los
cuales se refieren a las funciones armonicas y a las subarmonicas, comple-
tamos los detalles de las pruebas y en el primer capitulo resolvimos todos
los Ejercicios propuestos, aunque en algunos debilitamos las hipétesis. En

el capitulo de funciones subarménicas no resolvimos todos los Ejercicios.

En el apéndice A vemos la Definicién de Potencial Complejo, la cual

muestra la relacién entre este potencial y las funciones que estudiamos.



1 Funciones Armonicas

1.1 Funciones Arménicas y Holomorfas

Las funciones arménicas son funciones de clase C? que satisfacen la Ecua-
cién de Laplace. Una funcién de valor complejo es arménica si y sélo si sus
partes real e imaginaria son armoénicas. Las funciones armonicas tienen
muchas propiedades heredadas de las funciones holomorfas; en el plano

complejo existe una conexién directa entre estas dos clases de funciones.
Definicion 1.1.1  Sea U un subconjunto abierto de C.

Una funcion h : U — R es llamada armdnica si h es de clase C?(U) y
Ah=0en U.

Teorema 1.1.2  Sea D un dominio en C.
(a) Si f es holomorfa en D y h = Re f, entonces h es armdnica en D.

(b) Si h es armdnica en D, y si D es simplemente conexo, entonces
h = Re f para alguna funcion f holomorfa en D. Mas ain, f es tnica

excepto por la adicion de una constante.
Prueba:

(a) Sea
f=h+ik (h,k e C* (D)),

entonces por las Ecuaciones de Cauchy-Riemann
hey = ky
hy = —ks.
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Por lo tanto

= hys — Fay
= kyr —kys
= 0.

Similarmente £k = Im f es armdnica.

(b) Si h = Re f para alguna funcién holomorfa f, digamos f = h + ik,

entonces
f' = hg+ik, (1.1)

= hg —ihy. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)

Luego si f existe, f’ estd completamente determinada por h, y f es tnica

excepto por la adicién de una constante.
La ecuacién (1.1) también nos sugiere como construir una tal funcién f.

Definamos
g: D — C por

z  +—— g(2) = hy —ihy.

Entonces g € C! (D) y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann por-

que Ah = 0, entonces

hxm = - hyy

Figura 1



f: D — C por
PR f@%=/g@ﬁﬁ+h&0,

Y

donde v es una trayectoria que une a z, con z.

Como D es simplemente conexo, f estd bien definida.

La funcién f es analitica, f' = g = h, — thy,.

Definamos

Entonces

pero

Si

%::Ref.
he = hy
hy = hy
h = h+a(y).
ﬁy = hy+d(y)
« es constante.
"= hy—ihy
h = h+ a,

Zo

flz) = /g@n&+h@a:h@a

Zo

hizo) + = hi(z)=Ref(z)=h(z)

a=0

h=h

h=Ref.
f' = hy—ih, (h=Ref=ReF)
F' = hy—ih,
/= F

F = f+ec
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Entonces,
ReF =Re f+Rec

pero

ReF =h=h+Rec. (Aqui la constante es imaginaria pura).
Luego Rec=0,0seaquec=1y paray € R. =

Como consecuencia de este teorema obtenemos un resultado usual acerca

de logaritmos holomorfos.

Corolario 1.1.3  Sea f holomorfa y tal que no se anula en un dominio
simplemente conexo D en C. FEntonces existe una funcion holomorfa g
en D tal que f = eY.

Prueba:

Tomemos h = log|f| en D. Puesto que h es localmente la parte real
de una funcién holomorfa, es decir una rama de log f, Ah = 0, por el
Teorema 1.1.2 (a).

Entonces existe H = log |f| + i Arg f. (Arg f es el argumento principal) .
Asi

H=lof (donde [ es una rama del logaritmo) .

Entonces H es holomorfa y h es arménica; por el Teorema 1.1.2 (b), existe

g holomorfa en D tal que h = Reg.

Asi
/

= |se)
= IflJe]
= |fe Res

= ehoeh

= 1.

Entonces

— = e (e™ constante de médulo 1)



Nota: EIl Corolario 1.1.3 y el Teorema 1.1.2 (b) pueden fallar si D no
es simplemente conexo. Por ejemplo, la funcién f(z) = z es holomor-
fa y diferente de cero en el dominio D = C* = C\ {0} pero no existe
una funcién holomorfa ¢ tal que z = €9(*) en este dominio. En efecto,
supongamos que z = e9(?) | entonces

1=e9%)g (2)
de donde ¢’ (z) = L, entonces

0 = /ZH“’/ () d

1
= / —dz
|z|=1 %

= 2mi,
lo cual es falso.
Sin embargo como los discos son simplemente conexos, toda funcién ar-
monica es al menos localmente la parte real de alguna funcién holomorfa.

Corolario 1.1.4 Si h es una funcién arménica en un subconjunto
abierto U de C, entonces h € C* (U).

Corolario 1.1.5 Si f : Uy — Uy es una funcién holomorfa entre
subconjuntos abiertos Uy, Us de C, y si h es armdnica en Us, entonces

ho f es armdnica en Uj.
Prueba:

Sean f analitica y h arménica
v, LUy, SR
Locamente h = Re g, con g analitica. De donde
hof=Re(gof),

que es armonica, por el Teorema 1.1.2. =

O por otra parte:
A(ho f)=Aho f|f].
Sean U una vecindad de infinito, ¢ : U — C conforme y f = py0 cpl_l.

1

Asi, en C, h es arménica en U si ho ™" es arménica en ¢ (U).

Entonces ho (pfl = (h 0o @51) o f es arménica en Uy y por lo tanto ho f

es armonica en Uy, =
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R

=6 00 (

Figura 2

Estos resultados nos permiten extender la nocién de armonicidad a la

esfera de Riemann.

Dada una funcién h definida en una vecindad abierta U de oo, deci-
mos que h es armdnica en U si ho o1 es arménica en ¢ (U), donde
¢ es una funcién conforme de U sobre un subconjunto abierto de C.
No importa cudl funcién ¢ escojamos: si ¢ y ¢, son dos funciones
escogidas, entonces h o <p1_1 = (h o g02_1) o f, donde f=¢y0 gpl_l, ast
por el Corolario 1.1.5, ho ;' es arménica en ¢! (U) si y sélo si
howy! es arménica en p, (U). (Figura 2). =




Teorema 1.1.6 (Propiedad del Valor Medio)

Sea h una funcién arménica en una vecindad abierta del disco A (w,p) .

FEntonces
27

1 .
h(w) == [ h(w+ pe?) db.
- [

Prueba:
Sea h: G — R, G abierto de C tal que A (w, p) C G.

Si G # C entonces G¢ = C\G es cerrado,

A(w,p)NG° =10
-0 :=dist (A (w,p),G%) > 0.
Sea p = p+ 3 entonces A (w,p') C G, luego h es armoénica en A (w, o).

Por lo tanto
(3f e H(A(w,p)) (h=Ref)),
de donde

fw = 5= [ L

271 (z —w)
|z—wl|=p

2 .
1 f (w4 pe?)
= 2—7”/—( P )zpewde
0

1 27rf (w + peie)

_ _ - 10
h(w) = Ref(w)=R 57 P ipe” do
0
1 2m
- 0
= 2W/Ref(w+pe )d@. ]

0

Teorema 1.1.7 (Principio de ldentidad)

Sean h y k funciones armdnicas en un dominio D en C. Si h =k en un

subconjunto abierto no vacio U de D, entonces h =k en todo D.
Prueba:

Sea u = h — k. wu es arménica, puesto que h y k lo son:
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Au = Ugp + Uyy
= hgy — kgo + hyy — kyy  (El laplaciano es un operador lineal)
= Ah— Ak
= 0-0=0.
Entonces (Vz € U) (Au(z) =0).

Sea g =uz —iuy, g€ H(D) A (VzeU)(g9(z) =0)
S.g=0 (en D).
O0=wuz —tuy .. up =0 N uy =0
u:/uxd:n:vl(y) A u:/uydyzvg(x)

u es constante (en D)

u=0 (en D)
h—k=0
h=kenD. m

Nota: Para funciones holomorfas, se cumple una forma maés fuerte del
Principio de Identidad; es decir, si dos funciones holomorfas coinciden en
un conjunto con un punto limite en un dominio D, entonces coinciden en
todo D. Sin embargo, éste no es el caso para las funciones armonicas.
Por ejemplo las funciones h (z) = Rez y k(z) = 0 son arménicas en C y
coinciden en {z € C/Re z = 0} ; sin embargo, son funciones distintas.

Teorema 1.1.8 (Principio del Maximo)
Sea h una funcion armonica en un dominio D en C.
(a) Si h alcanza un mdzximo local en D, entonces h es constante.

(b) Si h puede extenderse continuamente a D y h <0 en 0D, entonces
h<0en D.

( Recordemos que las clausuras y las fronteras las estamos tomando con
respecto a Coo. Si tomanos D y 0D con respecto a C, el Teorema del
Mdazimo no se cumple; por ejemplo: h = Rez y D = {z/Rez >0} no

cumplen el principio del mdzimo en C).



Prueba:

(a) Supongamos que h alcanza un méaximo local en D. Entonces
(FweD)(Fr>0)(Vze A(w,r)) (h(z) <h(w)).
Por el Teorema 1.1.2 (b),
(3f € HA (w,r)))(h=Ref (en A(w,r))).
Entonces
’ef’ =ReS = ¢h

(Vz € A(w,r)) (eh(z) < eh(w)>

‘ef‘ (2) < )ef) (w)

el € H(A(w,r))

. ¢l es constante en A (w,7). (Teorema del Médulo Méximo) .

Asi

Re f o5 constante.

‘ef ‘ es constante entonces e
Re f es constante
h es constante en A (w, 7).

Luego por el Principio de Identidad h es constante en D.

(b) D es compacto (cerrado en compacto) y h : D — R es continua,
entonces

(3w € D) (Vz € D) (h(2) < h(w)).
Existen dos casos

Caso 1: Siw € 0D: como h (w) < 0, entonces
(V2 € D) (h(z) < h(w) <0).

Caso 2: Siw € D : h alcanza un méximo local en D, y por lo tanto h es
constante en D (por (a)), entonces h es constante en D (por continuidad).
Como h <0en dD, entonces h<0en D. m

Ejercicios 1.1

1. Sea h(xz +iy) = e* (zcosy —yseny). Pruebe que h es armonica en
C; y halle una funcién holomorfa f en C tal que h = Re f.

2. Sea h armoénica en A = {z € C: p; < |z| < pa}. Use el hecho de que
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hg—ih, es holomorfa para probar que existen constantes tinicas (a,),,cz

y b, con a,,b € R, tales que

h(z) =Re (Z anz”> + blog|z| (p1 < |z| < pa).
—00

3. Sean h, k funciones arménicas y no constantes en un dominio D. Prue-
be que hk es armoénica si y sélo si h + ick es holomorfa para alguna
constante real c.

4. Pruebe que toda funcién arménica es analitica real, y use esto para

dar otra prueba del Principio de Identidad.

5. Pruebe que las tnicas funciones armonicas en todo Co, son las cons-

tantes.

Ejercicios Resueltos 1.1

1.m Sea h(z+iy) = e® (xcosy — yseny). Pruebe que h es arménica en

C; halle una funcién holomorfa f en C tal que h = Re f.

Prueba:

Veamos que h es arménica en C.

hy

hy

Ah

e’ (zcosy —yseny) + e* (cosy)
h + €® (cosy)

e’ (—xseny — (seny + ycosy))
e’ (—xseny —seny — ycosy)
—e” (rseny + seny + y cosy)
h+ €® (cosy) + €” (cosy)

h + 2¢e” (cosy)

—e” (xcosy + cosy + cosy + y (—seny))
—e” (zcosy +2cosy — yseny)
—e” (rcosy —yseny) — 2e” cosy
—h —2¢e* cosy

Pz + hyy

h 4+ e (cosy) + (—h — 2€e” cos y)
0.

Por lo tanto h es arménica en C. Luego
Ff=u+iwe H(C))(h=Ref=u).

Entonces:

Uy = Uy = hy = h + e” (cosy)
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/(h + e (cosy)) dy

= /e (xcosy —yseny + cosy) dy

e’ (xseny +ycosy —seny + seny) + ¢ ()

e’ (rseny +ycosy) + c(z).

Uy = —uy = —hy = " (xseny +seny + y cosy)
v—/e“ (xseny +seny + ycosy) dx

= seny(ze® —e”) +e"seny + e“ycosy + ¢ (y)
e’ (rseny —seny +seny + ycosy) + ¢ (y)
e’ (xseny +ycosy) +c(y).

ceR.

Por lo tanto
f=h+ie" (xseny +ycosy)+ic. =

2.m Sea h arménica en A = {z € C:p; <|z| < py}. Use el hecho de
que h, — thy es holomorfa para probar que existen constantes unicas
(@n)pez ¥ b, con a,, b € R, tales que

z) = Re (Z anz”> + blog|z| (p1 <z < pa).

Prueba:

Como h es armoénica entonces g = h, — thy es holomorfa en A, por lo
tanto existen b, € Cy

z) = anz”, (z € A)

tales que

=5 / f"“ dg, (p1 < p < py) (Teorema de Laurent).
€l=p

Sea z € A, z = x + iy fija, llamemos 2z, := x, + iy,. Entonces

> : A
/g(z) dz = /anz" dz, donde v el — o

= t = y()=t+uy
v

j(h (ty) — iy (ty) di= Y bn/anz.

Zo - ¥
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Asf

(t +iy)" ] / 1
/h (t,y) dt = Renz bn 7 +Reb_4 o dt.

T, z
n#—1 °
Si @ (t) = h(t,y) entonces ¢’ (t) = hy (t,y) y ast:

x

T

[rettay it = [ a

Zo

T, Zo
= ¢ (@) — ¢ (o)
= h (:I:a y) —h (xo,y)
= h(z) = h(z). (Y = o)
Luego
n+1
h(z)—h(z) = Re Z bn—
n=-—o00
n#—1 n# 1
t— zy -
+Re b_1 o dat . (y=1uo)
Ahora bien,
T B T T
t— iy ¢ . Y
Re bl/mdt = Re bfl /mdt—l/mdt
b b_1
= ReTlln]z] — ReTIH\zOI
—Re [bli (arctan z_ arctan @ﬂ .
Yy Yy
Llamemos
b
a, = —Re Z ! |zo| — Reib_1 (Arg (z) — Arg (2,))
n_yé 1
b_1
b = Re 7
Asi - - -
> ba > a3
oy 77:;0 "m0
donde a,, = bT*l Y entonces
m7#0

oo
= Re ( Z amzm> +bln|z|. (paraz €~y y a, como antes). m

m=—0oQ
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3.m Sean h, k funciones arménicas y no constantes en un dominio D.
Pruebe que hk es armoénica si y sélo si h + ick es holomorfa para
alguna constante real c.

Prueba:

“—=" Sean f = hy —tihy y g = k; —iky. Entonces f y g son
holomorfas en D. Ademds, g # 0 (si no k, = ky = 0, de donde

kE = / ky dr = k(y), luego k seria constante, lo cual es absurdo).

Entonces los ceros de g son aislados en D.

Sea F = L. F es meromorfa en D, pero

’ (hk), = hzk+ hk,
(hk) ., = haok + kphy + hoky + hkyy
(hk)y = hyk + hk,
(hk)yy = hyyk + kyhy + hyky + hky,
o.0=A(hk) = 2 (hgky + hyky) = 0.
Ahora
hy — thy kg + ik,
ky —iky ky + ik,
haky + hyky + i (hyky — hyks)
K2R '
De donde Re F' = 0, entonces Re F' es constante.
Asi: (JceeR)(ImF =c¢), de donde F =ic = 5
L f=icg
hy —ihy = ic(ky — iky) = icky + cky
hy = cky y hy = —ck,

F =

h+ick € H (D). (cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann).
“=" Sean hy =cky y hy= —ck,, entonces (hk), = hky+ hyk
(hk),, = hkyy + hogk + 2h,k,
A (hk) = hAK + kA + 2hgky + 2hyky = 2ckyky — 2ckyky = 0

hk es armoénica. m

4. m Pruebe que toda funcién arménica es andlitica real, y use esto para
dar otra prueba del Principio de Identidad.

Definicién: Una funcion f, con dominio en un subconjunto abierto
U cCC yrango C R, es llamada analitica real si para cada o € U la
funcion f puede ser representada por una serie de potencias convergente

en alguna vecindad de .
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Prueba:

Sean U un subconjunto abierto de C, h : U — R una funcién arméni-
cay a € U. Tomemos un disco abierto A («,r) con centro en « tal que
A (a,r) C U; entonces por el Teorema 1.1.2 (b) existe una funcién holo-
morfa en A (a,7) tal que Re f = h en A.

Como f es holomorfa en A, tiene un desarrollo en series de potencias de

la forma .

9k —
ZaZ£ (z oz)’

esta serie converge para todo z € A.

Sean z =x + 1y, f = h+1ik y a = a + ib, entonces

f) = [la+iy)
20 (o (@ +iy) — (atib)"

8zk k!
_ Z@’ff (z—a)+ (y —b)d)"
N 87:’“ k!

= f@)+ L)@ -a+ -

0% f T—a —b)i)?
+2 (a )[( ) 2!(9 )]

= f@+ L@+ w-ni
82f (l’—a)2—{—Qi(at—a)(y_b)_'_((y_b)i)Z

+ ..

) A .

~ t+ L@+ w-ni+ D @Es
2 @@ piv DL D)

— t@+ L@e-a+ Lwy-ni+ Tz
A we-au-ni- ey
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= h(a)—i—k(a)z’—i—Re(%(a))(x—a)+1m<g—f(a)>(x—a)z
#he(F @) w-ni-m(F@) -
0? z—a)? 0? r—a)?
+Re<ﬁ(a)>( 2!) +Im<8Z£(a)>( 5 ) i
2 2
+Re<%(a)> (m—a)(y—b)z’—lm(%(a))(a:—a)(y—b)
0 —b)? 0? —b)?*
—Re <7‘§(a)> y 51 ) —Im(a—;;(a) y 51 ) i+
[ of 5}
h(@)+Re (3 (0)) (@ —a) —Im (4 (@) (v - b)
= | +Re g—ié(a) (mgf)2—1m<g—z§(a) (x—a)(y—>) | +
_—Re g—i;(a) %—i—
-k(a)i+1m(%£(a))(a:—a)i+Re %g(a))(y—b)i
+1Im (2L (a) %Hf@(%(a) (z —a)(y — b)i
| —Im L)) Bl
Luego
h(z)Z%[Z%[(fﬂ—a)+(y—b)i]k+ZZT[(ﬂﬁ—a)—(y—b)i]k cR
n=0 n=0
donde aO:h(a),ak:%a—’;,é(a) en la primera serieyak:%a—z,é(a) en

la segunda serie.

Esta serie es una serie de potencias de (z —a) y (y — b) la cual es con-
vergente en A, entonces para toda o € U, h puede ser representada por
una serie de potencias convergente en alguna vecindad de «, luego h es

analitica real en U.

Ahora utilicemos este hecho para probar el Principio de Identi-
dad.

Sean h y k funciones arménicas en un dominio D en C, tales que h = k

en un subconjunto abierto no vacio U de D.

Como h y k son arménicas en D entonces tienen desarrollo en series de
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Taylor de la forma
R =S ajz-p) €R y k(=)= bj(z—p/ €R
§=0 §=0
que convergen en un disco D (p,r),r >0y p € D.

Como h (z) =k (z) en D (p,r) entonces a; = b; en D (p,r) por la unicidad
de la serie de potencias. FEntonces existe una sucesién de puntos z1, 2o, ...

en D tal que limz, € D, y
h(zn) =k (zn) paran =1,2,...
luego por Principio de Identidad para funciones analiticas reales
h(z) =k(2) (VzeD). m

5. m Pruebe que las dnicas funciones armoénicas en todo C, son las cons-
tantes.

Prueba:
Sea h:Csp — R armoénica.

La funcién h es continua y Co es compacto, entonces
(Gw € Cx) (Vz € Co) (h(2) < h(w)).

Caso 1:

Si w € C entonces h tiene un médximo local en C.
h es constante en C

h es constante en Cq. (por continuidad) .
Caso 2:

Siw=o00,h (%) es armoénica en D y tiene un méximo local en 0.

() sve0- ().

1
h (—) es constante en D.
z

Si z € D* entonces

h es constante en {z/|z| > 1}. (por continuidad).

Si |z1|,|22] > 1 entonces &=, L € D.

217 22
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(2)-(3)
h(zl)l = h(ZQ) 2

Luego h es constante en E,

h es constante en Co. m

1.2 El Problema de Dirichlet en el Disco

El problema de Dirichlet consiste en hallar una funcién arménica en un
dominio con valores prescritos en la frontera. Una de las ventajas méds
grandes que tienen las funciones arménicas sobre las funciones holomorfas
es que para cualquier dominio por fino que éste sea, existe una solucidn.

Esta es una herramienta que tiene muchas aplicaciones.

Definicion 1.2.1 Sea D un subdominio de C, y sea ¢ : 0D — R
una funcion continua. El Problema de Dirichlet es hallar una funcién
armdnica h en D tal que lim,_,¢ch (2) = ¢ (¢) para todo ¢ € OD.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Unicidad)

Con la notacion de la Definicion 1.2.1, existe a lo mds una solucion al
Problema de Dirichlet.

Prueba:

Supongamos que h; y hs son ambas soluciones. Entonces h; — ho es
armonica en D y se extiende continuamente a D, y es cero en D. Aplican-
do el Principio del Méximo (Teorema 1.1.8 (b)) a £ (h; — hg) , concluimos
que h; — ho =0 y por lo tanto hy = ho. =

Nota: La existencia de la solucién al Problema de Dirichlet no la podemos
probar por ahora. Sin embargo veremos un caso especial, cuando D es
un disco.

Definicion 1.2.3

(a) El KERNEL DE POISSON P : A (0,1)x0A (0,1) — R estd definido
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por:

o 2
<+Z>—1 L <1 =)

C=z) ¢z

(b) SiA=A(w,p) y ¢: A — R esuna funcion Lebesgue-integrable,
entonces su INTEGRAL DE POISSON Pa¢ : A — R estd definida por

P 0= e

2
Pag (2) = %/P (%,ﬁ) & (w + pe*’) o (z€A).
0

Mas explicitamente, st 0 <r <p y 0<t<2m entonces:

27
Ppdp (w+re) = = / o ¢ <w + pew) df
21 | p?—2prcos (0 —t)+r? '
0

(La funcion es integrable si la integral de los valores absolutos es acotada).
Teorema 1.2.4  Con la misma notacion de la Definicion 1.2.3:
(a) Pa¢ es armdnica en A;

(b) Sila funcion ¢ es continua en ¢, € OA, entonces
Zlincl Prg(2) = ¢ (Co) -
En particular, si ¢ es continua en toda 04, entonces h := Pa¢ resuelve

el problema de Dirichlet en A.
Prueba:

(a) Para el caso w =0, p = 1 tenemos A = A(0,1). Entonces para
z €A,

Pag(z): = % /P (z,ew) & (e“’) df
0
2

1 e’ + 2 i0
_ %/Re(ew_z>¢(e ) a0
0

analitica en z
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C+z d¢ ¢ =e?
¢— 24 < (dg = ie'fdh = z’(d&) '

Asi que Pa¢ es la parte real de una funcién holomorfa de z, luego es

1

I¢]=1

arménica en A.
Ahora veamos que Pa¢ (z) es armoénica en cualquier disco.
Sea A = A (w,p).

Sean o : A — R Lebesgue-integrable, v € A, \(z) = w + pz entonces

5= )\(zl)ofw y
_ 1 vV — i0
Pao (v) = 7 < >a<w+pe >d9

1
2T

2
/P w,ew
p
0
2
P(A T (w),e?) (go) (e?)db G)amz:ﬂ € ]ID>
0/ (A1 @) ) (oo () ;
= Pa(oo))(2).
Luego Pao es arménica en A
(Pac) o A(z) = Pa(ooA)(z)
Pao = Pa(coX) oAt
A(Pac) = A(Pa(ooX)o A (A

Para probar la parte (b), probaremos primero un Lema acerca de Kernel

de Poisson.

Lema 1.2.5 EI Kernel de Poisson P satisface:

(B) P(z0>0 (<1, [(=1);

(ii) = ?P (z,€?)do =1 (lz] < 1);

(@49)  supe_¢ |>5 P (2,¢) — 0 cuando z — (,. (¢, =1, §>0).
Prueba:

(i) Se sigue de la Definicién de P (z,().

(19) Expresando la integral dada como una integral de contorno y usando
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la Férmula de Cauchy para Integrales tenemos
2

27 .
1 i0 1 e+ 2
= [ P(=e")d0 = & Re<ew_z>d9

0

el ek
= Re (27rz' /|<|:1 (—=z C)
1 2 1
= Re (2_7FZ /|g|=1 <C—Z _Z> dC)

= Re(2—-1)=1.
(¢66) supe_¢ >0 P (2,¢) — 0 cuando z — (, (¢, =1, 6>0).

0

Sean [(,|=1y §>0.

lim sup P(z,()=0.
00 |G |20

En efecto:

Sea z tal que |z — (,| < 9.

- |Z|2 1— \z|2
P(z,() = s Gl =¢l?
5.0 =5 = TG
I
(=1, |z=¢pl >0
IC=Col 20> |2 =,
|C_z| - |C—CO—(Z—<0)|
> 0= Gl =12 = ¢l
> o — |z_<o|‘
Entonces 9 2
1— |Z| 1- ’Co’
P G lz—C|)? comdozc, 8
‘szﬁ)zé (Z,C) < (6 B |Z _ Co|)2 cuando z—¢,,. 4 ’

Prueba del Teorema 1.2.4 (b)
Caso w=0, p=1.

Sea € > 0. Como
27

6(¢) =57 [0 P (5c”) ab.

0
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entonces
2
% / P (z ew) ¢ (ew) o — ¢ (C,)

0
2

= o= [P () (o) ~ 61¢0)) a0
0
2

< [P ) (o) - o1c)
0

Por la continuidad de ¢ en (,, existe § > 0 tal que si |¢ — (,| < d, entonces

[¢(0) =0 (Gl <

luego
27
% U (2¢) |0 (%) = 6 (¢.)| a0 < % / P (2" edd = e

Puesto que dados 6 > 0, ¢, € 0A, lz’mC sup P(z,{)=0 (z€A),
P00 |(—(, 120

existe &' > 0 tal que si |z — (,| < &', entonces

sup P (z,() <e.

=G, |2
Asi, si |z — (,| < &' entonces
% et (2:¢) |0 () = 6 (¢.)| a0
< o (@) el (=)
27
< [ o= (o ()] +10c) ae
0
2
- (k, =L (o) 10t de) |
0

Caso w#0 ¢ pF#1.

Sea o : OA (w, p) — R continua en v, = w+pe'> € A (w,p); llamemos
u:w+rei9,0§r<p, 0<60<2r.
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Pao(v) = Pa,(coX) oA t(v) (

_ PAU(JO)\)<V;LU>

= Pa (00N <%ei9> .

Perov — v,siysélosir — p y 8 — 0,. Entonces

P, (0o )) (fezﬁ) — (0o ) (ew") cuando v — v,
p

MNz)=w+pz, N (v) = e,
A, =A(0,1)

ya que o o \ es continua en e,

Como lim A7 (v) = Bt = et

lim Pao (v) = lim Pa, (0o ))(2)

V—V, z—eifo
= (0o <€i9°>

= 0 (w + pew")

= o(V,). =
Corolario 1.2.6 (Férmula Integral de Poisson)

Si h es armdnica en una vecindad abierta del disco A (w,p), entonces

parar <p y 0<t<2rm

2
A 2

. 1 p2_7" .
ity __ 0
h(w+re )__27r/p2—2prcos(0—t)+r2h<w+pe )d@.
0

Prueba:
Consideremos el Problema de Dirichlet en A := A (w, p) con ¢ := hga .

Por el Teorema 1.2.4, PAh y h = Pa son soluciones para el problema.
Por el Teorema 1.2.2, h = Pah en A.

De donde
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Nota: Sir=0

Teorema 1.2.7 (Propiedad Reciproca del Valor Medio)

Sea h : U — R una funcidn continua en un subconjunto abierto U de
C. Supongamos que h posee la Propiedad Local del Valor Medio, esto

es, dado w € U, existe p > 0 tal que
27

1 .
h(w):Q—/h<w+rew)dt 0<r<p).
T
0
FEntonces h es armdnica en D.

Prueba:

Es suficiente probar que h es armoénica en cada disco abierto A := A (w, p)
con A C U.

Fijemos un A y definamos K : A — R por

h — Pah
K Ah, en A,
0, en 0A,
luego K es continua en A. Veamos que es continua en 0A.

Sea £ € OA.

Tomemos z, € A tal que z, — &
K (2) = h(zn) — Pah(z) r:o% sizp € A,
0 si z, € 0A
Sean A= {n/z, € A} y B={n/z, € 0A}.

Si B es infinito, sea B = {n1,ns,...} (con n, creciente)
L Um K (z0,) = 0 = K (€).
r—00
Si A es infinito, entonces digamos que
A={ny,ng,...} (con n, creciente) .
Como lim, o2, = & entonces de K (z,,.) = h(zn,) — Pah(zn,) se con-

cluye que lim, oK (z,,) = 0. Luego lim, oK (z,) =0= K (§).
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Como A es compacto existe M = maxK (z).
zZEA

Veamos que K tiene la Propiedad del Valor Medio.

Seaz€ A y p,>0tal que A(z,p,) CA. Como h cumple la propiedad
local del valor medio, existe p, > 0 tal que

2T
1 i0
= — Y < .
h(2) 2W/h<z+7“e >d0 0<r<p,)
0
En particular:
2T
1 0 ,
h(z) =— h(z—i—re >d0 (0<r<p, pp=min{p,, p—|z—wl|}).
2T
0

Como Pah es arménica en una vecindad abierta de Z(z, r), 0<r <p,

con 7 fijo, entonces se satisface:
2

Pah(z) = % /PA <z + rew> do (Propiedad del Valor Medio) .
0
Ast:
K(z) = h(z)— Pah(2)
2
_ 1 0\ i0
= 27T/(h (z—i—re ) Pah <z+re ))d&
0
1 2m
- 10
= 5 K<Z+T€ )d&
0
Definamos:
A ={zcA:K(z)<M}=K"'(~00,M),
B : ={z2€A:K(z) =M},
A : =AUB.

Entonces A es abierto en A.
Veamos que B es abierto.

Tomemos z € B. Como K cumple la propiedad local del valor medio en

A, entonces existe p; > 0 tal que

27
1 .
K(z)—g/K<z+rew)d9 0<r<p).
0
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Sea v € A(z,p;). Entonces
v=2z+re? 0<r<p, 0<6<2m).
Si K (v) < M, por la continuidad de K, existe py > 0 tal que
Ku)<M YueA(v,py) con A(v,py) <A(z,p)-.

Consideremos la circunferencia de centro z y radio r = |v — z|.

Sea {z+re?/0 €[01,05]} la parte de A (z,7) que estd dentro de
A (l/a pZ) .

Sean z + 7€t z +re2 los puntos de corte de |€ — z| =7 y |€ — v| = ps.

Entonces

M = K(

z)
27
= %/K(z+rew) do
buton
= S / K(z—i—reie) de
0,

92 91+27T
1 ) 1 .
= — | K (z + rew) df + — K (z + rew) do
2 2
02

01

02 01+27T
1 1
< —/Md9+— / Mdo
2m 2m
91 92

_ % [(02 — 01) + (61 + 27 — 05)]
_

Lo cual es una contradiccion.

Luego K (v) = M Yv € A(z,p;), por consiguiente A (z,p;) C B, o sea

que B es abierto.
Como A y B son disjuntos y A es conexo, entonces A=A 6 B =A.

Si A= A entonces K (2) <M Vze A;ycomo K (§) =0 para { € A,

entonces M = 0.

Luego
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K(2)<0 VzeA.

Haciendo un razonamiento igual con

Pah — A
J(z) = Ah — h, en A,
0, en OA,
llegamos a que J (2) <0 Vz € A.

Prh=h en A

h es arménicaen A. =

Corolario 1.2.8 &Si (hn),>1 €s una sucesion de funciones armonicas
en D, localmente, uniformemente convergente a una funcién h, entonces

h es también armdnica en D.

Prueba:

Veamos que h cumple la Propiedad Local del Valor Medio.
Sea w € A. Existe p > 0 tal que A (w, p) C D.

Sea r tal que 0 < r < p.

Entonces
2m h, es convergente y cumple la
1 0 . .
hy (w) = oy / hn, (w +re ) de Propiedad del valor Medio en
0 A (w,7).
De donde

n—oo m ) n—oo vergente sobre compactos

lim hy () = — / lim h,, (w + rew) do (h” es uniformemente CO“‘) .
/ .

2

h(w) = /h <w +7“ew> 9.
0
Luego h es arménica. m

Teorema 1.2.9 (Principio de Reflexién)

Sean A = A (0, R),
AT = {z€eA:Tmz>0} y
I = {zeA:Imz=0}.
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Supongamos que f es una funcidn holo-
morfa en AT tal que Re f se extiende
continuamente a AT UI, con Ref =0 AJr

en I. Entonces f se extiende holomorfa- |

mente a todo A.
Prueba: A
Definamos h : A — R por
Re f (2), si z € AT, Figura 3
h(z):=< 0, si zel,
-Re f (Z), si z€e AT,

h es continua en AT,

h es continua en A~ = {Z/z € At} ={z € A:Imz < 0}, puesto que es

composicién de funciones continuas.
Sean z, € I 'y z, € A tal que z, — z,.

Llamemos
A = {n/zeAT},
B = {n/z e A"},
C = {n/z, el}.
Si A o B son infinitos, cada uno define una subsucesion, digamos z,, y

Zm,- Dntonces
h(zn,) = Ref(zn,) e Re f (z,) = 0.

h(zm) = —Ref(Zm) — —Ref(z)=0.
nlz_}n(;loh(zn) =0.

Asf h es continua en todo A.

Veamos que h tiene la Propiedad del Valor Medio en A.

Sea z € A.

(i) Siz € At entonces, existe p > 0 tal que A (z,p) < At.

h ‘ A(zp) = Re f, que cumple la Propiedad Local del Valor Medio.

(i) Siz € A~ entonces Z € A™.
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Por (i), existe p > 0 tal que Vr : 0 <r < p,

2w
1

%/h (z 4 re') dt.
0
(Podemos tomar A (z,p) C A™).

h(z) =

Como zZ € AT, h(Z) =Re f(Z) yZ+re € AT; entonces
h(z+re") =Ref (Z+re").

Luego
1 2w
Re f(z) = Q—/Ref (Z+re) dt.
T
0
1 2
“Ref(z) = %/_Ref(zwe“) dt
0
1 2
h(z) = %/h(z—kre ) dt
0
Sea u = —t + 2mw. Entonces
0
_ 1 (u—2m)
h(z) = 277/ z+re’ )du

= —/ z—l—re

Asi, h cumple la Propiedad del Valor Medio en A™.
(13it1) Sea z € I; entonces h(z) = 0.
Sea p > 0 tal que A (z,p) € A. Tomemos 0 < r < p.

Entonces
i

1 i 1 i 1 i
%/h(z—l—ret)dt = - h(z+ret)dt+%/h(z+ret)dt.
0

0
™ 2

= %/Ref(z—i—re”)dt—i—%/—Ref(E—i—reit)dt.
0 T

Ahora:
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2 27
/Ref (E + re_it) dt = /Ref (z + Te_it) dt
s 71'_27‘—

= /—Ref<z+rei9>d9 (0 =—t)

0
= /— Re f (z + rei(Q*Q”)) du  (u=0+2m)

0
= / Ref z+ e >du

= /Ref 2+ re’ )du
0

2

. o h(z+reit)dt:O:h(z).

0
Entonces por el Teorema 1.2.7, h es armoénica en A.

Como A es simplemente conexo, existe f: A — C analitica tal que
h = Re f.

Ahora f — f es analitica en AT,
Re<f—f> —Ref—Ref=h—h=0,

entonces f — f = c € C es imaginario puro.

Llamemos g = f+ c. Entonces ¢ es analiticaen Ay f —g=0en AT,
luego f=gen A. =

Ejercicios 1.2

1.Sea A = A(0,1); definamos ¢ : 0A — C por ¢ (¢) = (. Pruebe que
no existe una funcién f holomorfa en A tal que lim,_..f (2) = ¢ (¢)
para todo ¢ € OA. [Asi la versién holomorfa del Problema de Dirichlet
en el disco puede no tener solucién].

2. (i) Pruebe que el Kernel de Poisson estd dado por

p (Teit? e*’) _ Zﬂn\em(tf@) (r<1,0<t, 0<2m).

nel
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Use este hecho para dar una prueba alternativa del Lema 1.2.5 (i7) .

(1) Pruebe que si ¢ : 9A(0,1) — R es una funcién integrable,
entonces
Ppo (reit) = Zanrwemt (r<1, 0<t<2m),
nez
donde (an),,c7 es una sucesién acotada de niimeros reales.

(731) Asumamos ahora que ¢ es continua y que ¢, (eit) = Pa¢ (reit) .
Pruebe que ¢, — ¢ uniformemente en A (0,1) cuandor — 1, y de-
duzca que ¢ (e”) puede ser aproximada uniformemente por polinomios

trigonométricos de la forma Z]_V n bne™.

. Sea (hy,),~; una sucesién de funciones arménicas en un dominio D lo-

calmente, uniformemente convergente a una funcién arménica h. Prue-
be que (hn), y (hs), convergen localmente, uniformemente a hy y
hy respectivamente.

. Pruebe que si f es holomorfa en una vecindad de A (0,p), y h = Re f,

entonces
1 i 2
_ _ ? i0
=10 =5 [ (p") 8 (2 <p).
0

5. Pruebe que la extensién holomorfa fde f en el Principio de Reflexién

(Teorema 1.2.9) estd dada por

f(Z)=-1(2) (zea’).

Ejercicios Resueltos 1.2

1.mSea A = A(0,1); definamos ¢ : A — C por ¢ (¢) = . Pruebe que

no existe una funcién f holomorfa en A tal que lim,_.¢f (2) = ¢(¢)
para todo ¢ € OA. [Asi la versién holomorfa del Problema de Dirichlet
en el disco puede no tener solucién.]

Prueba:
Supongamos que existe f holomorfa en A tal que
linf (:) = 6(C) (W €0A).
Entonces h = Re f es arménica en A y satisface
le’_r)ngh (2) = Zli_r)nc Re f =Re ¢ (() (Re ¢ es continua en JA) .
Llamemos ¢ la funcién analitica definida por g (z) = z para toda z € A.
Entonces © = Re g es arménica en A y satisface

lim u (z) = lim Reg(z) = lim Rez = Re( = Re(.

Z—
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Por la unicidad en la solucién al Problema de Dirichlet en A,
u=nheA.

Reg=Re f en A.
Re(g— f) =0en A.
g — f es constante en A.
Existe C imaginario puro tal que g — f = C' en A.
9()=F()+C  (VzeA)
f(z)=2z-0C (Vz € A)
zli—I{l(f (2) = Zlii)ncz -C=(-C.

Pero _
Jim [ (z) = 6(0) =C
De donde 3
(=¢-C (V¢ € 0A).
En particular para ( =1
1 = 1-C,
C=0.
Luego f (2) = z. Y entonces lim, . f(z) = (.
Pero
Jim f(:) =T,

lo cual es una contradiccién. m

2.m (i) Pruebe que el Kernel de Poisson esta dado por

P (reit, ei9> = Zr'”‘em(t_a) (r<i1,0<t, 6<2m).
nez
Use este hecho para dar una prueba alternativa del Lema 1.2.5 (i7) .

(1) Pruebe que si ¢ : 9A(0,1) — R es una funcién integrable,
entonces
Pa¢ (re') = Zanrwemt (r<l1, 0<t<2m),
nez

donde (an),,c7 es una sucesién acotada de nimeros reales.
(i4i) Asumamos ahora que ¢ es continua y que ¢, (€) = Pa¢ (re').

Pruebe que ¢, — ¢ uniformemente en A (0, 1) cuando r — 1, y de-

duzca que ¢ (e’t) puede ser aproximada uniformemente por polinomios

trigonométricos de la forma Z]_V ~ bne™.

Prueba:
()

i0 it
it 0\ _ e’ +re
P <7'e ,€ ) = Re <ei9 o
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Sea z = re't.
Entonces
e + 2 - e? 4 2 1
et — 5 et 1—e Wz

e n
= (ew + z) e ¥ Z (e*wz>
n=0
oo
_ <610 + Z) efié? Z efiné?zn
n=0

oo

_ Z —inf n+ie—z(n+l)0 n+1

= n=0

00
— Z e i(n+1)0 Ll +Ze—z(n+1)0 n+1

n=-—1

— 1 + Z 2e—i(n+1)9zn+1
n=0

[ee)
= 1+ Z 20 ,n
n=1

oo
_ 1+2267in9rneint

n=1

_ 1+227_n in(t— 9
Zr|n|ein(t79) _ 1+Zrnezn(t 0) + Z s mt 0)

neZ n=-—o00

— 1+Z n m(t 0) +Zrne—m(t—0)
n=1

= 1+ Z ™ . 2Re e™(t=0)

n=1

= Re 1—1—227’” n(t= 9] (e + e =2Ree'™).

Prueba alternativa de 1.2.5 (7).

La serie ), rInlem(t=9) es acotada, por el Criterio M de Weirstrass.
Entonces podemos intercambiar la suma con la integral, luego
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2 2
1 it i _ 1 / In|_in(t—6)
2W/P<re,e>d9 = o Zr e df
0 0 nEZ
2
_ 1 Z / JInl in(t-0) g Por la convergencia
27 uniforme.
TLEZO
1 2m
= 2—2/7"”' (cos(n(t—0)) +isen(n(t—0)))do.
T nez 0
= 1. =
(12)
1 2
ity L it i i0
PA¢(T€) = 5 P(re ,e )(b(@ >d9
0
1 2
_ [n| jin(t—0) 10
27T/Zr e (b(e >d9
0 nEZ

neZ

2m
. 1 , ,
= Z aw'”‘emt, para a, = — /e_m9¢ (el9> do,
27
0
por el Teorema de la Convergencia Dominada:

zn: Ikl ik (E=0) <ei6’) < Zn: L ‘¢ (67,0)‘

k=—n =—
< Jo(e))2
k=1
i0
< w. (integrable para 6 € [0, 27])

(191) Sean A :=(0,1)y

F2) = Pad (2) s%z:r(?w, 0<r<1,

o (2) siz = e,
Como Ppa¢ (z) — ¢ (2,) cuando z — 2, € JA, entonces F' es conti-
nua en A, luego F' es uniformemente continua en A.
Dado € > 0, existe § > 0 tal que si z,w € A
|z —w| < 6= |F(z2) — F(w)| <e

Seartalque 1 —0 <r < 1. Site|[0,2n],

[0 (") =6 (") = |F (re”) = F ()| <,
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puesto que ¢, (eit) = Pa¢ (re“) =F (re“) y }reit —etl=1—-r <.

Luego ¢, converge uniformemente a ¢ en A cuandor — 17. =

3.mSea (hy,),,~, una sucesién de funciones arménicas en un dominio D lo-
calmente, uniformemente convergente a una funcién arménica h. Prue-
be que (hy), ¥ (hn)y convergen localmente, uniformemente a h, y
hy respectivamente.

Prueba:

Como h,, es arménica y h,, — h, localmente, uniformemente, entonces
por el Corolario 1.2.8 h es arménica; ademads h,, armonica implica que
(hn), =i (hn), es analitica y h arménica implica que hy —ihy es analiti-
ca.
hn, — hy puntualmente } .
hn, —thn

hn, — hy puntualmente
Analitica.

h(w >—i7 [0* — (& +y?)] h (pe”) d6
S 27r0 p% —2p\/7% +y2 cos (0 — tan~! (L)) + 22 + y2’
donde x = rcost y y =rsent.

Sea
0% — (x2 + y2)

p? — 2p\/x? + y? cos (0 — tan~! (£)) + 22 +y2

o(z,y) =

entonces

hn (z,y) = —/w(ﬂc,y) hn (pe“’) do

hn, (x,y) = —/% (2, 9) hn (pew) do

Asi, para e >0

2T
. (2,) = ha o) < 5= [ low (0] [ = 1) () at
0

2m
< 2i / |pr (x’ y)’ ds, (901 ($, y) €s acotada)
T
0

si [(hn — h) (pe?)| <.
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En forma similar se prueba para h,, u

4. mPruebe que si f es holomorfa en una vecindad de A (0, p), y h = Re f,

entonces

Prueba:

27

1 2z )
- . h( z9)ale .
= / ——h (pe (Il < )
0

Sea h = Re f. Entonces h es arménica en una vecindad de A (0, p).
Por La Férmula Integral de Poisson para funciones armonicas tenemos

que:
h (0 + rett
De donde

Re f (rew)

2m
2
P i0 <
/P 2 —2rpcos (6 —t)+7«2h<pe )d&, (0<r<p)

(z = reit)

Y
VRS
Tl

m@

I
~~_
>
A~
he)

m@

I
~—

QL

)

¥

5=
B Oy Oy O O 5 O~
z
N
DD
SN SN
> >
I+
N N
~
N
)
m@
>
S——
=¥
S

|-

‘22_ + 1) h (pew) do

[1 + Re (peizz— z)} h (pew> do

= [ h(pe) do+ % 7Re <pei§z_ Z) b (pe™) do
0 0

)

>1|'_'
=
o

7 N\

e

Q,

>

IS

¥ =

—_

Sea ¢ = pe'? entonces d¢ = pie?df = iCdf. Ast

o 2
% /Ref (Pew) do + % /Re (peizz_ z) h (pew) do
0 0

2
) [ () )
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_ 1 22 i0
—Re f(0) + %/Re (pew _Z> h (pe™) do,
de donde

Re f (rew) —Re f(0) — Re %/ .22_ h (pew) do | =0.
0

Luego la funcién holomorfa
2

f(2) - £(0) 1/ = b (pe") a0

C2r ) pei? —

es constante. Haciendo z = 0, vemos que esta constante es 0. m

5. m Pruebe que la extensién holomorfa fde f en el Principio de Reflexién

( Teorema 1.2.9) esta dada por

f@=-f(z (zeA’).

Prueba:
Sea
f(z si ze€ ATUI,
gn=4 1o een -
—f(z) si zeA™. 1
Las funciones —f (Z) y ]?(Z) coinci- \\
den en I. En efecto,size€l,Z==zy Qi %
Ref(z)=0 \ < /
. f(z)=ic, conceR \ C,
s f@) =ic=—ic AN
9@ =ie=f(2) = [f(2). —
Veamos que g (z) es analitica en A. Figura 4

Sean z y z + Az puntos arbitrarios de
A~ entonces 7, z+ Az € AT y

Az Az

Luego la derivada
g(z+A4z) —g(2)

9(+A2)—g(z) _ [E+DA)-TE) _ (f(ﬂA_i)—f(z))

g(z) = AIZIEU Az (ZEAi)
[ fEHA) - f(R) o
= (gilo =~ ) (z,z+Az€A )

= —f'(z). (Existe, puesto que f(z) es analitica en Z).
Luego g es analitica en A~. Como g = f en AT, g es analitica en A™.
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Sea C' una trayectoria triangular contenida en A, recorrida en sentido
positivo. Si C no intersecta I, entonces C estd contenido en AT ¢ A™,

entonces
/ g(2)=0
C

Por el Teorema de la Integral de Cauchy.

Si C intersecta I, en dos puntos a, b, dividimos C' en dos trayectorias C
y (% con puntos finales a,b € I. Luego por el Teorema Generalizado
de la Integral de Cauchy, tenemos:

/ Ag(z)dz:/ _g(2)dz=0,
C'1+ab C'2+ba
entonces

0 — /Clg(z)dz+/a7)g(z)dz+/zg(z)dz+A?lg(z)dz

_ ng(z)dz+/zg(z)dz.

0—/Clg(z)dz—i-/@g(z)dz—/Cg(z)dz.

Como g es continua en A, por el Teorema de Morera, g es analitica en

A.

Como fy g coinciden en un conjunto (I) con puntos de acumulacién,
por el Teorema de Identidad para funciones analiticas, f = gen A. =

1.3 Funciones Armodnicas Positivas

En esta seccién estudiaremos la Férmula Integral de Poisson, y a partir
de ella derivaremos algunas desigualdades para funciones arménicas po-
sitivas. Aqui, por positivas entendemos ‘no-negativas’. En este contexto
no se diferenciaran, puesto que por el Teorema, 1.1.8, cualquier funcién ar-
monica que alcanza un valor minimo cero en un dominio es idénticamente

cero en todo el dominio.
Teorema 1.3.1 (Desigualdad de Harnack)

Sea h una funcion armdnica positiva en el disco A (w, p). Entonces para

r<py0<t<2nm,
p—r,
p+r
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Prueba:

Escojamos s tal que r < s < p. Aplicando la Férmula Integral de Poisson

ahenA(w,s),
2w
: 1 s2 — 2 ;
h no= — h ) de
(o +ref) 27T/S2—QSTCOS(9—t)+T2 (W+S€ )
0
L [ (s (s—1)
s+r)(s—r i0
< — (27 (0 —t) <
S o5 G- h<w+se )d9 (cos (0 —1t) <1)
0
1 2
_ b s+r 0
= 5 S_Th<w+se )d9
0
s+r . .
= 3—rh<w)’ (Propiedad de Valor Medio para h).

Tomando lfmite cuando s — p, deducimos que

ity - P+
h(w+re )S—p_rh(w).

La cota inferior se halla en forma similar. =
Corolario 1.3.2 (Teorema de Liouville)

Toda funcion armdnica en C, acotada superior o inferiormente es cons-

tante.
Prueba:

Es suficiente probar que toda funcién arménica positiva en C es constante.
En efecto, supongamos que h es acotada inferiormente, entonces h (z) > a
para algin nimero a. Luego u = h —a > 0 es también armoénica y u es

constante si y sélo si h es constante.

Si h es acotada superiormente, entonces —h es acotada inferiormente y
podemos aplicar nuevamente el argumento anterior. Entonces supon-

gamos que a =0y h > 0.

Dado z € C, tomemos r = |z| y sea p > r. Aplicando la Desigualdad de

Harnack a hen A(0,p), tenemos

p+r
h(z) < p_rh(O).

Tomando limite cuando p — oo, deducimos que h (z) < h(0). Entonces
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h alcanza un mdaximo en 0, y por el Teorema 1.1.8, h es constante. [

La desigualdad de Harnack en discos implica un resultado andlogo
en dominios en general.

Corolario 1.3.3  Sea D un dominio en Co y sean z,w € D. Entonces

existe un numero T tal que, para toda funcién armdnica positiva h en D,
7 h (w) < h(2) < Th(w). (1.2)

Prueba:

Dados z,w € D, escribimos z ~ w si existe un nimero 7 tal que (1.2) se
cumple para toda funcién armoénica positiva h en D. Entonces ~ es una
relacién de equivalencia en D, y por la Desigualdad de Harnack sabemos
que las clases de equivalencia son conjuntos abiertos. Como D es conexo,
s6lo puede haber una de tales clases de equivalencia, y esto prueba el

Corolario. =

Definicion 1.3.4 Sea D un dominio en Co. Dados z,w € D, la
distancia Harnack entre z y w es el nimero mds pequenio Tp (z,w)

tal que, para toda funcién armdnica positiva h en D,
7 (z,w) " hi(w) < h(2) <7p(2,w) h(w). (1.3)
Existe un caso para el cual 7p puede ser computado directamente.

Teorema 1.3.5 Si A=A (w,p), entonces
_ptlz—w|

TAZ, W) = z € A).
Gu) =220 Gen)
Prueba:
De la desigualdad de Harnack se sigue que
p+ |z —wl
TA (z,w) < —8m— z€AN). *
O e Eee G *)

Por otra parte, considerando funciones armdonicas positivas h en A dadas
por

z—w p¢ + (2 —w)
h(z) = P ,C)zRe(—) (=1,
‘pC+(z—w)‘ cptlzmwl (o= (z—w)|2p—|z—w|
pC—(z—w)| = p—lz—wl \|p¢+ (z—w)| <p+|z—w|

IN
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Ahora
Re <%) =h(z) <7A(z,w)h(w) =7a (z,w).
pt(z—w) _ pC+Clz—wl _ ptl|z—wl é“: Z_wD
pC— (2 —w) pC—=Clz—w|l  p—[z—uwl |z —w
p—i—\z—w\ ok
TA(Z,w)Zm- (**)
De (x) y (**) concluimos que
_ptlz—wl
TA(Z’w)_p—|z—w|' (z€eA). =

Podemos estimar 7p para otros dominios D por medio del Principio de
Subordinacién.

Teorema 1.3.6 (Principio de Subordinacion)

Sea f: D1 — D3y una funcion meromorfa entre los dominios D1 y Da

en Co. Entonces

™0, (f(2), f(w)) <7p, (2,w) (2w € D1);

la igualdad se cumple si f es una funcion conforme de Dy sobre Do.
Prueba:

Sean z,w € Di. Dada una funcién arménica positiva h en Do, la funcién

compuesta h o f es una funcién arménica positiva en Dy, asi de (1.3)

70, (2w) " h(f (w)) S h(f (2)) < Tp, (z,0) b (f (w)).
Como esto se cumple para toda h, la desigualdad buscada también se

cumple.

Si f es una funcién conforme que envia Dy sobre Do, podemos aplicar el

mismo argumento a f~! para deducir que la igualdad se cumple. =

Corolario 1.3.7 Si Dy C Dy entonces

D, (z,w) <7p, (z,w)  (z,w € Dy).
Prueba:

Tomemos f : D1 — Dy como la funcién inclusién y apliquemos el Teo-

rema. m
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Propiedades de Continuidad para 7p

Teorema 1.3.8 Si D es un subdominio de Co, entonces logTp es

una semimétrica continua en D.
Prueba:

Para probar que log 7p es una semimeétrica, necesitamos ver que
Tp(z,w) > 1, 7p(z,2)=1 (z,w € D),
Tp(z,w) = 7p(w,z2) (z,w e D),
Tp(z,w) < Tp (z, z') D (z’,w) (z, 2, we D) ,

pero todo lo anterior se sigue de la Definicién de 7p.

Para probar que log 7p es continua, es suficiente probar que
log7p (z,w) — 0 cuando z — w,
puesto que el resultado general se sigue entonces de la desigualdad trian-

gular para log 7p.

Sea w € D, escojamos p > 0 tal que A := A (w,p) C D. Entonces para

z € A tenemos
0 <log7p (z,w) <log7a (z,w) = log <w) ,
p—lz—wl

de donde realmente log7p (z,w) — 0 cuando z — w. =

Puede suceder que log 7p (z,w) = 0 aunque z # w, asi que log 7p no es
completamente una métrica. Por ejemplo puesto que una funcién arméni-
ca positiva en C es constante, log 7¢ (z,w) = 0 para toda z,w € C.

Sin embargo, log 7p es una métrica para muchos dominios D. (Ejercicio
4).

Teorema 1.3.9 (Teorema de Harnack)

Sea (hy),~; una sucesion de funciones armdnicas en un dominio D en

Coo- Supongamos que hy < ho < hg <--- en D.

Entonces h, — oo localmente, uniformemente, o h, — h localmente,

uniformemente, donde h es armdnica en D.
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Prueba:

Fijemos w € D. Dado un subconjunto compacto K de D, la cantidad

Ck :=sup1p (z,w)
zeK
es finita, puesto que 7p es continua. Entonces para todo n > m > 1,

tenemos
ha (w) = I (w) Ck (hn(2) —h1(2)) (2 € K),
hn (2) = hm (2) < Ck (hn (W) = b (w)) (2 € K),

puesto que h, — h1 y hy — hy, son funciones armoénicas positivas en D.

VANV

Ahora si hy, (w) — oo cuando n — oo, se sigue que h, — 00 uni-
formemente en K. Como K puede ser cualquier subconjunto compacto
de D, concluimos que h,, — oo localmente, uniformemente en D. En
el otro caso, si hy, (w) tiende a un limite finito, entonces (hy),,~; es uni-
formemente Cauchy en K. Nuevamente, como K es arbitrario, se sigue
que h,, converge localmente, uniformemente en D a una funcién finita h,

la cual es arménica en D por el Corolario 1.2.8. =

Teorema 1.3.10 Sea (hy),~, una sucesion de funciones armdni-
cas positivas en un dominio D en Cs. FEntonces h, — oo localmente,
uniformemente o existe alguna subsucesion hy,, — h localmente, uni-

formemente, donde h es armdnica en D.
Prueba:

Fijemos w € D. De las desigualdades
7D (2,w) " hy (W) < hy (2) <7D (2,0) by (w) (2 € D, n>1), (14)

se sigue que si h, (w) — o0, entonces también h, — oo localmente,
uniformemente en D, y si h, (w) — 0, entonces también h,, — 0 local-
mente, uniformemente en D. Por lo tanto, reemplazando (h,,) por una
subsucesion si es necesario, podemos reducirlo al caso donde la sucesion
(log hy, (w)),,»; es acotada. Entonces La desigualdad (1.4) implica que
(log hn),>q es localente uniformemente acotada en D, y entonces es su-

ficiente probar que existe una subsucesién (hnj) tal que (log hnj) es

j=>1
localmente, uniformemente convergente en D.

Sea S = {&1,&,,...} un subconjunto denso, contable de D. La sucesién
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(log hy, (€ ))n21 es acotada para cada ¢ € S; asi por un ‘argumento de dia-
gonalidad’ podemos hallar una subsucesién (hnj) tal que (log b, (€ ))j21
es convergente para cada ¢ € S.

Sea (hn],) una subsucesién tal que (log b, (€ 1)) es convergente; existe una

subsucesion de la anterior tal que (log b, (&) es convergente.

Repitiendo este proceso indefinidamente, obtenemos finalmente una sub-

sucesion (hnj) tal que (log b, (€ )) es convergente para cada ¢ € S.

j>1
Mostremos que la subsucesion (log hnj)j>1 es localmente, uniformemente

convergente en D.

Sean K un subconjunto compacto de D, y € > 0. Para cada z € K, sea
V. = {z' € D/logTp (z,z') < e} ,
y sean V,,,...,V, un subcubrimiento finito de K. Como S es denso en

D, para cada | podemos escoger un punto (; € V,, NS. Entonces existe
N; > 1 tal que

|log n, (¢;) — log n, (¢))] < € (nj,ng>Np, 1=1,...,m)
V., ={7 e€D/logrp (z,7') < e}
Por la Definicién de la Distancia de Harnack,
|log i, (2) —log hn, ()| < log7p (2,¢)
< logTp (z,21) +logTp (21,¢;)
2¢ (z€V,),

N

con una desigualdad similar para h,, .

Entonces, si N = méx{Ny,..., Ny},
’log hy, (2) — log hy, (z)} < ’log ha, (2) — log hy, (Cl)’
+ |log n, (¢;) —1og hn, (¢)]
+ [log i, (¢;) — log hn, (2)]
< 2e+ €+ 2
= be (nj,ng >N, z€ K).
Asi (log hn].)j21 es uniformemente Cauchy en K, y entonces es uniforme-

mente convergente alli. m

La siguiente prueba del Teorema de Picard se debe a John Lewis.
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Teorema 1.3.11 (Teorema de Picard)

Si f: C— C es una funcion entera no-constante, entonces C\f (C)

contiene a lo mads un punto.

Para la prueba de este teorema utilizaremos un lema, el cual es en sf

mismo interesante.

Lema 1.3.12 Sea h una funcién armdnica en una vecindad de A (0,2R)
con h(0) = 0. Entonces existe un disco A (w,r) C A(0,2R) tal que
h(w)=0y

My, (w,7) : = sup h= sup h >3\, (0,R),
A(w,r) OA(w,r)

r
Mjy, (w, 5) > 37HMy, (w,r).

El valor exacto de la constante 37! no es significativo aqui, lo importante

es que sea positiva.

Prueba:

Consideremos h no idénticamente 0 (en cuyo caso, el resultado se cumple
trivialmente).
Para z € A (0,2R) definimos 0 (z) = dist (z,0A (0,2R)), y

Z = {z€A(0,2R) /h(z) =0},

_ 5 (2)
U = UA(Z, 4 ),
z2€Z
= suph:suth<z,6(z)>. (v>0).
U 2€Z 4

Escogemos w € Z tal que My (w, @) > %, y tomemos r = 6(2—“]).

Probemos ahora que A (w, r) satisface las condi-

ciones del Lema.

Claramente A (w,r) C A(0,2R) y h(w) = 0.
También My, (w, %) > %; asi para completar la
prueba es suficiente probar que
(a) Myp(0,R) < 3'%,
(b) My, (w,r) < 310, Figura 5
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Prueba de (a) :

Tomemos z € A (0, R) con h(z) > 0. Si z € U, entonces por continuidad
h(z) <. Ahora supongamos que z ¢ U. Entonces existe 2z’ € (z,0)NU
tal que [2,2/) NU = ¢. Se sigue que h > 0 en [z,2').

Ademds, para cada ¢ € [z, 2') tenemos que h > 0 en A (C , %) . En efecto,
supongamos que h < 0, en algtin punto de A (C , %) ; entonces existe ¢’ €
A (C, %) con h (C’) = 0. Pero entonces (' € Z y

R 4R

5(C’)ZMC)—}C’—C\ZR—g=?>4\C’—C\,

esto implica que ¢ € U, lo cual es una contradiccién.
Se sigue de la desigualdad de Harnack que, para cada (,
sup h = sup h (Principio del Maximo)
A(65) 9A(¢A5)
< Q). (h(C+en < FEERQ =30 W).

h(¢) < 3 inf h
9A(¢,15)
= 3 inf h (Principio del Minimo).
A(65)

ol

De donde

sup h <32 inf h.
A(¢R) A(G45)

Puesto que la longitud de [z, 2] es menor que R, podemos cubrirlo por

cinco discos traslapados de radio 1—% con centros en [z, ).

Figura 6

Sean 21, 29, 23, 24, 25 € [2,2').
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Sea z € A (zl, 1—%) , entonces
h(z) < sup h<3% inf h<3%h(w), (wi€A(z1)NA(2))

A(Zl,l—lz) A(zl’l_%)

h(w) < sup h<3% inf h<3%h(wp), (w2€ A(z)NA(2))
A(Zg,l—%) A(zl’l_%)

h(wg) < sup h<3% inf h<3%h(ws), (w3€ A(z3)NA(z))
A(Z3,1—IE) A(ZQ’l_}?J)

h(ws) < sup h<3% inf h<3%h(wy), (wg€A(z)NA(25))
A(Z471—E(3) A(z;;,%)

h(wg)) < sup h<3® inf h<3%h(Z). <z'€A(2‘5,£>> :
A(Zm%) A(“’l%) 10

h(2) h(wi) b (w2) b (w3) b (wa) < 3% (wi) b (w2) b (w3) b (wa) h (2)
h(z) < 310 (7).
Por lo tanto
h(z) < (3%)°h () < 3104,
La dltima desigualdad se cumple porque h < v en U.

Prueba de (b): (Es Similar).

Tomemos z € A (w,r) con h(z) > 0. Si z € U, entonces por continuidad
h(z) <. Ahora supongamos que z ¢ U. Entonces existe 2’ € (z,w)NU
tal que [z,2/)NU = ¢. Se sigue que h > 0 en [z,2'). En efecto, para
cada ¢ € [z,2') tenemos que h > 0 en A (C , %) De lo contrario, existe
(eA (C, %) con h (C’) = 0. Pero entonces (' € Z y

5(¢) 26 w) —|¢ —¢[—lc—ulz2r L —r =T > 4] ~].

5 5
Lo que implica que ¢ € U, y esto es una contradiccién.

De la desigualdad de Harnack, para cada (,

sup h < 32 inf h.
NS AG)
Puesto que la longitud de [z, 2] es menor que r, podemos cubrirlo con

cinco discos traslapados de radio {5 con centros en [z,2'). Por lo tanto

h(z) < (3%)°h () <39,

como en (a) la disigualdad se cumple porque h < v en U. =
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Prueba del Teorema 1.3.11:

Supongamos, por contradiccién, que C\ f (C) contiene al menos dos pun-
tos «, 5. Entonces h :=log|f — a|y k :=log|f — | son ambas funciones

armonicas en C, y satisfacen
[p" = k7]

IN

‘05_6’7
méx (h,k) > log<|a;6|>,

max (h(2),k(2)) > 1og<|0‘—;m>, (Vz € C).
En efecto
If—al <[f =B+ 18 —q
:;:gs1+ﬁj§}srwa—m,suf—mZL
Sea ¢ (z) =log (1 +2) — =
(1) = —— 1= —" 0 (Y&>0).

1 +x 14z
De donde ¢ es decreciente en [0,+00) y ¢ (0) = 0,

px)<0 (Vz>0).

log(1+2) <z (VYx>0) (*)
log ;;:g; <log (14 |a—p]) < |a—p|. (**)

Sea z € C.
(1) Sih(z),k(z) <0,
Rt (2) =0=k" (2).
(15) Sih(z), k(z)>0.
+

bt (2) =kt (2)] = [log|f —a|—log|f — B
If — o
I
'Ogv—m
log|f —a| —log|f — f|

2

= o]
log |f — 8| —log|f — af
Silog|f — 8| <logl|f —«af,

1=k = loglf —al ~log|f - 5
 oglimel
73

< |a—=pgJ]. (Por (xx), yaque [f— 3| >1)
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Silog|f —a| <log|f —fl,

|n" — kY| = log|f — B —log|f —
g =0
|f —al
< |B—al.

(ti1) Sih(z) >0 y k(z) <0, entonces
log|f —a] > 0
log|f —p5] < 0=logl.
f=8 < 1 A |f-al<[f=Bl+[-al<1+]|B—-q
W (2) =k (2)] = llog|f —all <log(1+|8~a]) <|a—p]. (Porx)

(tv) Sih(z) <0 y k(z)>0,el caso es andlogo a (7i1) .

Ahora:
la =8| < Ja—f(2)]+|f(2) B
< 2miéx{|la— f(2)],16 - f(2)]}
tog 221 < o {la— £ ()], 18 - £ (2}
= méx{log|f (2) — a,log|f (z) — 8|}
= max{h(2),k(2)},
en todo C.

Puesto que f es no-constante, asi es h, y por el Teorema 1.3.2, h no
es acotada superior ni inferiormente. FEn particular, existe z, € C con
h(zo) = 0.

Veamos que es suficiente con probar el caso h (0) = 0:

Sean
F(2)=f(z+2),

H = log|F —aqaf,
A
K = log|F —p|
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H(z) =
H(0) =

(z + 20)

h
h(z,) = 0.

Sea, pues, h (0) = 0.

Apliquemos el Lema 1.3.12 a h en cada uno de los discos A (0, 2J +1) para
producir nuevos discos A (wj,7;) € A (0,2771) tales que h (w;) =0y
My, (wj,rj) > 371M, (0,27),
T _
M, (wgw é) > 37H M, (wj,ry) -
Para cada j > 1 tomamos M; = M}, (w;,r;). Puesto que h es no-acotada,

1im M; > 37" 1im M, (0,27) = oo.
J—00

J—0

Definamos dos sucesiones de funciones arménicas (h;) y (k;) en A(0,1)

por
. _ h (wj + rjz) . _ k (’wj + sz)
h; (Z)—Tj y kj (Z)_—Mj (Jz] <1).
Sea z € A(0,1)
(i) Sikj(z) <0,

(ii) Sikj(z)>0

De donde
ki = k:j—h;erh;r
< hj+(hj—kj(

la — B

< 14—
S T

la — B
< 14—
= 13m0,

o — B
< 14— *okx
= T3, 0,2) (%)

Entonces h; y k; tienen las siguientes propiedades:
(@)  h;(0) =0,
) My, (0.4) 2371,
© |nf k| < 52
(

3 1o \a;ﬁ\
d)  max (hj, kj) > g(T)
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Evidentemente h; < 1 para toda j, entonces podemos aplicar el Teorema
1.3.10 a (1 — hj),, para deducir que existe una subsucesic')n de los (hj)
que converge localmente, uniformemente a una funcién h armdénica en
A(0,1). Los (k;) son también uniformemente acotados superiormente,

(de (**x*) tenemos que una cota es 1 + S_%oﬁ\(ﬁ), luego existe una

subsucesion <kj1) de (kj) que converge localmente, uniformemente a una

funcién k en A (0,1). Ambas, Ly k son arménicas (o posiblemente k es

idénticamente —o0), y tienen las siguientes propiedades:

(@) h(0)=0,
(b) M (0,5) =37,
(¢) hT=k"

(d) max (%,E) > 0.
La propiedad (b) implica h (¢) > 0 para algin ( y (c) nos dice que h=ken
una vecindad de ¢. Por el Principio de Identidad (Teorema 1.1.7) tenemos
que h = k en todo A (0,1). De (d) deducimos que h > 0 en A(0,1), y
combinando esto con (a) y con el Principio del Médximo (Teorema 1.1.8),
concluimos que b = 0 en A(0,1). Pero esto es inconsistente con (b)!.
Hemos llegado asi a una contradiccién y por lo tanto hemos probado el

Teorema de Picard. m

Ejercicios 1.3

1. Pruebe que si h es una funcién arménica positiva en A (0, p) entonces
2
[Vh(0)] < ;h(O),
y luego deduzca que

7h(2)] < pﬁ—p‘z‘ghw (2] < p).

2. Pruebe que si f es una funcién holomorfa en A (0, p), la cual satisface
que 0 < |f| < 1, entonces

p—|z
|f ()] < [f (0) 512D (2] < p).
3. Pruebe que si A = A (0,1), entonces
L+ 1Z:zwm
A (2,w) = (z,w e N).
L- lz—zww

4. Sea D un dominio acotado en C de didametro 6.
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(i) Pruebe que

0+ |z —w|
0 — |z —w|
y deduzca que log 7p es una métrica en D que da origen a la topologfa
usual en D.

Tp (z,w) > (z,w € D),

(i) Pruebe que si w € D y ¢ € 9D entonces
7p (2,w) — oo cuando z — (,
y deduzca que el espacio métrico (D,logTp) es completo.

Pruebe también que las conclusiones finales de (i) y (i4) permanecen
validas si D es cualquier dominio en C., conformemente equivalente a
un dominio acotado.

. Sean h una funcién arménica en una vecindad de A (0,p), y 0 < r < p.
Defina
My, (r) := sup h(z).
|z[=r

Pruebe que

2r p—r

Mh(r)§p+rMh(p)+p+rh(0) O<r<p).

Deduzca la siguiente generalizacién del TEOREMA DE LIOUVILLE

(Corolario 1.3.2) :

Si h es armdnica en C y satisface

M,

Jim inf 222 () <0,
p—=o0 P

entonces h es constante.

. Sean f una funcién holomorfa en una vecindad de A (0, p),y 0 < 7 < p.
Defina

My (r) == sup | f ()| y Ay (r) := sup Ref (2).
Pruebe la desigualdad de BOREL-CARATHEODORY:
2r p+r
< = L <r<p).
My () < A () + S r ) 0<r<))

. Sea (hp),,~; una sucesién de funciones arménicas positivas en un do-
minio D. Pruebe que si (hy, (2)),>; converge puntualmente para cada z
en algtin subconjunto abierto no vacio de D, entonces (hy,),,~, converge
localmente, uniformemente en todo D.

. (i) Sean h y k funciones armoénicas en una vecindad de A (0,1) las
cuales satisfacen

R O)],1kO) < A
It -kt <A
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méx (h, k) > =X,
para alguna constante A. Use la técnica del Teorema 1.3.11 para probar
que existe una constante universal ¢, tal que
sup h <coA vy sup k < coA.
A(0.3) A(0.3)
(ii) Deduzca el TEOREMA DE MONTEL:
Si (fn) es una sucesion de funciones holomorfas en un dominio D tal
que fn (D) C C\{0,1} para toda n, entonces f, — oo localmente,

uniformemente o alguna subsucesion f,, — f localmente, uniforme-
mente, donde f es holomorfa en D.

Ejercicios Resueltos 1.3

1. m Pruebe que si h es una funcién armoénica positiva en A (0, p) entonces

2
[Vh (0)] < ;h(O)»
y luego deduzca que

7h(2)] < pi—pwh(z) (2] < ).

Prueba:
Sea VR (0) # 0.

Sea ¥ € R? un vector unitario en la direccién de 7k (0),
1

= V h(0).

[vh (0)]

Puesto que h es diferenciable-FRECHET, por ser armdnica, existe
h(0+t7) — h(0)

17:

Dzh (0) = lim
t—0+ t
= wvh(0).7
[vh (0)]
= ——— =|Ah(0)].
v 14O
Sea 0 <t=r < p. Porla DESIGUALDAD DE HARNACK,
p—-r — p+r
< <
Th(O) <h(rv) < p_rh(o)
p—r — ptr
- < - < _
errh(O) h(0) < h(rv) h(O)_p_rh(O) h (0)
ELR(0)~h(0) BT —h(0)  ZEh(0) ~h(0)

<

r

h(r7) — h(0)

h (0) (%4)

IN

<
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h@(p—r—p=r) _ h(@¥)=h(©) _hO)(+r—p+r)
r(p+7) = r AR
2k (0)r h(r@’) — h(0) _ 2h(0)r
r(p+r) r “rip—r)
_20(0) _ h(rv) — h(0) < 2h(0)
p—r p+r — T ~p—r
'h(m)—h(m‘ _ 2h(0)

|
IN

IN

p—r

)

ast: h(O+r7) —h(0)| _ 2h(0)

r p
2k (0)

lim
r—0+

y por lo tanto

[Vh(0)] <
Ahora, utilicemos el resultado anterior para deducir que

7h(2)] < pi—ﬁwh(z) (I2] < ).

Sean z, en A (0,p), 2o #0 y

Entonces
h(0) = h(z) ¥
v = (% . %)
9 _1(o0 .90
0z 2 \ Ox oy
9 10 .0
7~ 2\9z oy
9.0 _ 0
0z Oz ox
9 9 9
0z 0z oy
De donde
(u) = ou Ou ; ou Ou
V=52 T oz 7z 0z
Sea
o 2 Z+z0
T(z) = s

T (z) = T2 =% (2 + %)
(p* + %o2)?
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2 o2
- T(0) = pp%
Aplicando la regla de la cadena, tenemos
ou _ onoT  OhOT _OhOT |
0z 020z 0z 0z 0z 0z ’
ou _ onoT  OhOT . onoT
Jz 0z 0z 0z 0z 0z 0z’
ou Ou Oh_, Oh=
7 + i %T + %T’
ou Ou Oh Oh=—

e Sas A 3]
0z 0z 8zT GET’

VU = <ahT’+%T, i <%T’— @T»

entonces

asi

ER oz 0z 0z
_ (Oh Ohp (O O
— <8zT’ZazT>+<3§T7 ZaET .
2 _ (00N e (Oh\ 2 WOhOh o (OB
Ivul? = (82 T2+ (55) T +25- =TT+ (o) T
Ohoh,_— (9h\*—2
+28282TT—<8§> T,
sy (2000
vul =T 525 )
p (Oh, Db Ok Dn
V= "oz "9z T 5E) )
»  Ohoh
|V2h| Rt
V() = [T ()] [vh(T(2)7,
vu(z) = |T'(2)||vh(T(2)),
/ p2_’20|2
[vu(0)] = |T'(0)||vh(z)| = —z VR (20)] -
2
(Vh(z)] = ———=vu(0)
1Y _|ZO|
2
p 2
-1 (0 or *
S T r (0)  (por *)
2p
h (2o
poR— (%o)
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2. mPruebe que si f es una funcién holomorfa en A (0, p) , la cual satisface
que 0 < |f] < 1, entonces

£ (2)] < |f (O) 7D (2] < p).
Prueba:

La funcién |f| > 0, la podemos componer con log. Entonces

g = —log|f|
es arménica y positiva, por lo tanto le podemos aplicar la Desigualdad
de Harnack.

Sea z € A(0,p) con |z| =r < p, entonces

P=00) < g(z) <220

0
Py 90

L (FloglfO)) < —log!f(z)léZt:(—log\f(o)])
P T1og|f O)] = log|f ()] = Z tog| £ (0)
=T 1og]f (0)) < logl (2)] < Zlog £ (0)

o555 log| £(0) < |f(2) < ebrrloglf (0)]

p+r

FO= < [fEISIFOF (r<p). =
3. m Pruebe que si A = A (0, 1), entonces

1+ | =2
A (2,w) = Z_Z:) (z,w e AN).
1—-1i=%
Prueba:
Sean zo, w, € A (0,1) y sea
z—w
T(2) := T zw_o‘
o

Apliquemos el Principio de Subordinacion a T en Dy = Dy = A (0,1),
T:D — D, (T (w) =0).

D, (T (20), T (wp)) = D, (20, Wo) -

Zo—Wo
Zo — Wo 1+ 1—z,w,
TA (ZOawo) :TA —70 = )
1 —w,z, 1 _ | Ze—We
1—z,w,

por el Teorema 1.3.5.
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Luego
L+11=6
A (2,0) = ——— (zywe ). =m
1— |2=w
1—zw

4.m Sea D un dominio acotado en C de didmetro 4.

(7) Pruebe que

d+ |z —w|
d— |z —w|
y deduzca que log 7p es una métrica en D que da origen a la topologia
usual en D.

Tp (z,w) > (z,w € D),

(73) Pruebe que si w € Dy ¢ € D entonces
7p (z,w) — oo cuando z — (,
y deduzca que el espacio métrico (D,logTp) es completo.
Pruebe también que las conclusiones finales de (i) y (i4) permanecen

véalidas si D es cualquier dominio en C,, conformemente equivalente a
un dominio acotado.

Prueba:

(4) :

Sean w,, z, € D. Consideremos el disco A = A (w,, d) tal que D C
A (e, 0) .
A (z,w) < Tp(z,w) (Vw,z € D).
En particular
O+ |20 —wo|

= < .
5 - |ZO - 'U]o| TA (207 wo) — TD (ZO’ wO)
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Veamos que log 7p es una métrica en D que da origen a la topologfa
usual en D.

Para probar que log7Tp es una métrica sélo falta que veamos que
log7p (z,w) = 0 siy sélo si z = w; las deméds condiciones se cumplen
por el Teorema 1.3.8.
Sean z,w € D,
Siz=w, 7p(z,w) =1 de donde log 7p = 0.
Ahora supongamos que logTp =0y 2z # w, entonces
0+ |z —w|
7w = ]‘ > —7
o (Hw) =12 s
es decir
d—lz—w| > 6+ |z—w
—lz—w| = [z—wl,
lo cual es una contradiccién. Luego log7p = 0 si y sélo si z = w.
Todo abierto en D bajo la topologia euclidea es abierto en D bajo
log TD-
Sea A abierto en D bajo la topologia euclidea.

Sea z, € A
2o (3p>0)(A(ze,p) CTA N p<d).
[
Sear:logé—f%
d(e"—1)

p: €T+1

Asi,
Ay (zo,7) :={w € D/logTp (w,z,) <r} C A.
En efecto, siw € D y logTp (w, z,) < r, entonces
J —
log Ot |w=z] <log7p (w,z,) <,
0 — |w — z,|

luego
0+ |w — 2| e
0 — |w— 2|
0+ |w— 20| < 0" —€" |w— z,|
0<|w—2z|(1+¢€")<d(e"—1)

0= 2ol < 052
w—z =
o o 11 Ps
o sea que w € A (2o, p)
w e A

Luego A es abierto bajo log7p.

Reciprocamente, sea A abierto en D bajo la métrica log 7p.
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Sea z, € A
2o (3r>0)(Ag(z0,7) CA).

Como
p: D — R

z +— p(z)=logTp (2, 20)
es continua (Teorema 1.3.8) respecto a la métrica euclidea,
B = o Y ((—r,1)) es abierto euclideo en D.
Como ¢ (z,) = log7p (20,20) = 0 € (—7r,7) entonces 2z, € B. Pero
B C Ay(zo,7) (siz € B,d(z,20) =@ (z) € (—r,1) . d(2,20) <T).
Luego z, € B C A.
Luego A es abierto euclideo. m
(79) Supongamos que {2 es simplemente conexo.

Sea w € €. Por el Teorema de RIEMANN,
(3f: Q2 — D conforme) (f (w) =0).

Figura 8

Sea ¢ € 0. Veamos que 7q (w,z) — oo si z — (. Si {z,} es una
sucesion tal que z, € 2, z, = (y
a: = liminf 7q (w, z,) ,
n—oo
mostremos que o = oo.

Tomemos una subsucesion {zy,, } tal que 7o (w, z,,) — . (Usaremos
la misma {z,} para evitar complicaciones en la notacién).

TQ (’U}, zn) — Q,
{f (2,)} es una sucesién en I, que es compacto.
Existen una subsucesion {z,, } vy w, € D tales que

[ (zn,) = wo.
Veamos que w, € 0.
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Siw, €D, seaz, € tal que f(2,) = w,. Entonces z, = f~! (w,) =
limy,—02n, = (. Esto contradice el hecho de que ¢ € 99; por lo tanto
w, € 0.

TQ (w7znk) = 7D (f (w)7f(znk))
= 70(0, f (2n.))

_ Maoocuandok‘—”)o-
1-— ’f (an)‘
De donde
o = OQ.

Sea, ahora, {z,} una sucesién de Cauchy en D con la métrica p, donde
p(zyw)=logTp (z,w). (z,weE D).
Fijemos w € D. Sea A = A (w, )

Vze D, 7p(z,w) > 1A (z,w) = %
Dado € > 0, (3N € Z*1) (Vm,n > N)
p (zn, 2m) < €,
entonces
€ 6+ [2n — zm|

> >
e D (Zn, 2m) > e Pa—

€0 — €z —zm| > I+ |z — 2Zml
€ _
0(ef—1) '
ef+1 e—o0r

dz, = lim z,
n—oo

|zn — 2m| <

2o €D
por lo tanto
Zp — 2, en C.
Supongamos z, € dD, entonces

7p (2n, 2n) — 00 cuando n — 0.

Pero 7p (zn, 2n) < €€ para n > N, luego z, ¢ 9D.
20€D. (n>N)
1 < 7p(2n,20) <7D (2ny2m) TD (Zm, 20) -

Como Tp es continua,

TD (Zny20) — TD (%0y20) = 1.

p(zn,20) = log7p (2zn,20) — 0.

Ahora probemos que si D es cualquier dominio en Cs conformemente

equivalente a un dominio acotado, entonces logTp es una métrica en
D que da origen a la topologia usual en D.

Del Teorema 1.3.8 sabemos que 7p es una semimétrica continua en D.

Sean z,w € D, entonces existe g : D — D; tal que g es conforme y D
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es un dominio acotado.
Veamos que log 7p (z,w) = 0 si y sélo si z = w.
7p (z,w) =7p, (9 (2), 9 (w)) (Principio de Subordinacién) .
Pero D; es un dominio acotado, entonces
log7p, (9(2),9(w)) =0 g(z) =g(w) —— z=w.
Todo abierto en D bajo logTp es abierto en D bajo la métrica usual

doo-
En efecto,
doo (z,w) = |2 = v - (z,weC).
[(1+121) (1+ )|
oo (2,00) = — . (z€C).

(1 + |z]2)5
Ao (20,7) = {w € D/doo (20, w) <T}.
Sea A ={z € D/logTp (20,2) <7}, conz, € D, r € RT.
g(A) ={w e Dy/logTp, (9(2),w) < r} es un abierto en D;j con res-

pecto a logTp, y (por i) por lo tanto, abierto respecto a la métrica
euclidea.

Como g es conforme, es continua, luego A = g~1[g(A)] es abierto
respecto a dy.

Sea, ahora, A un abierto en D respecto a ds, y sea z, € A; luego
g (A) es abierto en D; respecto a la métrica euclidea. Por (i), g (A)
es abierto respecto a log 7p,, luego existe p > 0 tal que

A ={we Di/logTp, (9(%),w) <p} Cg(A).
Pero g~ (A) = {z € D/logTp (20, 2) < p} es abierto en D respecto a
log 7p, y claramente
€9 (A) Cg T [g(A)] = A
Luego A es abierto respecto a log7p. =

.m Sean h una funcién arménica en una vecindad de A (0,p),y 0 <7 <

p. Defina
My, (r) := sup h(z).
|z|=r

Pruebe que

2r p—r

< = - <r<p).
My (r) < == M () + 5h () (0<r<p)

Deduzca la siguiente generalizacion del TEOREMA DE LIOUVILLE

(Corolario 1.3.2) :



1.3 Funciones Arménicas Positivas 61

Si h es armdnica en C y satisface

M,
1 inf 2 () <0,
p—00 p
entonces h es constante.
Prueba:
Sea

u(z) = M&Uﬂ h(z)>0,  (2=re").
La funcién M, (p ) (z) es armonica positiva, entonces

—Tu(0) < ulz) < 250 (0).

p+r p—r
P M () = (O] < M) —h(2)
< EZ (o) - n(0)
h(z) < MMM—Z;:M@Qﬁ—hmﬂ

2r p
= ——h (0
"M () + 0 (0)
de donde 5
r p—r
M, < h (0
(1) < =M (o) + 2 )
Si mp (r) = inf|,—, h(2), la funcién v (z) = h(z) — my (p) es
armonica y positiva. Entonces
p— ptr
< <
Lo <v(x) < 200 (0)
P h (@) —ma(p)] < h(z)=mn(p)
Py P > h P
p—r —r
£ — <
p+rh(0)+mh(0) p+rmh(P) < h(2)
p—r 2r
<
L0 (0)+ = () < ()
2r p—r p—r
<
p+rmh(P) 1 (0) < ma () ~My (p) + =0 (0)

Ahora probemos la generalizacion del Teorema de Liouville.
Seanr >0y p>r.

La funcién h es en particular arménica en A (0, p). Podemos por lo
tanto aplicar la desigualdad anterior:
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2r p—r
M, + h (0
W) < My () + BT h (o)
2 M,
ptr pptr
p—r 2rp My (p)
M — h(0) < —2—
hr) = O (0) < 22
My, (r 228h (0
lim h()ﬁg—’_r ()§1 Mh()
p—00 e p=oo P
0 My, (r) — h(0) <0
2r

De donde

My (r)=h(0). (Vr>0).
En particular, es claro que h(0) = méx {h(z) /z € A(0,1)}. Por el
Principio del Méximo, h es constante en A (0,1); y por el Principio de
Identidad h es constante en C. =

6.m Sean f una funcién holomorfa en una vecindad de A (0,p), y 0 <
r < p. Defina
My (r) := sup | f (2)] y Ay (r) := sup Re f(2).

|z|=r |z|=r
Pruebe la desigualdad de BOREL-CARATHEODORY:

e O/ NCELE

Prueba:

Sea g definida por g (2) := Ay (p) — f (2) . Aplicando el Ejercicio 1.2.4.
tenemos:

92 =9(0) = 5= [ ——Reg (pc") a8 (el <)
d
FO)-f(z) = %7;)3 — (47 (o) = Ref (pe”) ) db,
d
de donde
70 =)< 5 / |ij2' 47 ()~ Re £ (pe”) | ab.
Para |z| = r; |pe? — 2| 2,0—7“,
A (p) — Ref (pew) — sup Ref (2) — Ref (pew) >0, (0€l0,2n))

|z|=p
de donde
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2w
FEI-IFO1 < 176 =701 52 [ 2= (45 () = Ref (pe) ) ao
1T 2 0 1T 2
FE-1FO < 5 [ A s -5 [ ZRe 7 (pe) as
0 0
27
2 2r 1 4
FEI < O =40 - === | 5= [Re f (o) a9
0
Propiedad del
= Ol e o ()
2 2
S A ) F IO+ =17 )
2 2
= 2+ o) (1+52)),
asi cuando |z| =r
7 <= Ar o) gf:|f<o>|,
de donde )
. T p+r
M) = s |f ()] < 5= As (o) + 5L 1P O]

7.m Sea (hy),~; una sucesién de funciones armonicas positivas en un
dominio D. Pruebe que si (hy, (2)),>; converge puntualmente para
cada z en D, entonces (hy,),~, converge localmente, uniformemente en
todo D. B

Prueba:

Supongamos que (hn)n21 no converge localmente, uniformemente a oo.

Por el Teorema 1.3.10, existen una subsucesion (hnj) y una funcién

armonica h tales que h,, converge localmente, uniformemente a h en
D.

Probemos que (hy,),~; converge localmente, uniformemente a h.
Sea K compacto en D.

Sabemos que

(Vz € D) (h (2) = lim hy, (z)) :
n—oQ
Fijemos w € D.
Sean z € Ky M = méx{7p (z,w) /z € K}, entonces:

Sih=0,
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M hy (w) < 75 (2,w) by (w) < by (2)
< 7p(z,w)hy (w) < Mhy, (w).
Luego, dado ¢ >0 (3N € ZT) (Vn > N)
|h (w) — h(w)] < eM ™1,
De donde (Vz € K)
|hn, (2) = h (2)| = hn (2) <7D (2,w) hy, (W) < Mhy, (W) < e.
De donde (hy,),,~; converge uniformemente a 0 = h en K.
Como
(¢ D) (h(2) = Jimh, () 2 0
entonces h > 0 en D; vy, por el Prjincipio del Minimo, si no se cumple
que h = 0, entonces h > 0.

Sea, pues h > 0.

Sea K compacto en D. Entonces existe b > 0 tal que
(Vze K)(h(2) <b).

Sea d =logTp.

Sean € > 0, r =log

K< |J Ba(zr).
zeK
De donde existen z1,...,2; € K tales que

!
K C U B;, donde B; = By (2;,7).
i=1
Definamos J; = {1,...,l} y
M;: =méx {rp (w,z)/we B} (i€l).
Sean M =max{M;/i € I;} y j € J;. Como lim,,_,chy, (2;) = h(z;),
€
(3N € 2) (92 ) (Jhn (23) = h (2))] < 5357
Sea N =méx{N;/i € J;}. Seann>N y ze€ K.
Asi, (Ji € J)) (2 € B;) ; entonces como n > Nj,

[ (21) = (20)| < 57

Tp (2,21) < M;

Asi
Mi_lhn (Zi)

ININ
=
)

—_
S
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M7 'h(z) < Tp(z2)” Yhiz) < h(z)

< 7o (2 2) h(2) < Mih(2) (1.6)
~M;h () < 7p(2,2) ' h(z) < —h(z)

< 7p(z,2)h(z) < M;lh (2) (1.7)

Sumando 1.5 y 1.7 tenemos

M hy () — Mih(z1) < hy(2) — h(2)
< Mihy (z) — M, hi(z)
Mt (ha () = h(20) + B (z) (M7= Mi) <l (2) = h(2)
< M (hy (i) = h(2))

+h (z) (M; — M~ 1)

7

—M |hy, (zi) = h(z:)| =bM < hy(2) —h(z) < M|hy (z) — h (zz)]—l—bM
hn (2) =h(2)] < M|y (2) = h(2)] +0M < M—+§ =
va que (Vj €I;) (Vw € Bj) (d (w, zj) <), entonces

log7p (w, zj) <r =log— <

2b

€

TD('w,Zj)S%
€
< —
Mf—zb
€
M< —.
—2b

Luego (hy),,~; converge a h uniformemente en K. m

8.m (i) Sean h y k funciones arménicas en una vecindad de A (0, 1) las
cuales satisfacen

L (O)], k()] < A
W k| <

max (h, k)
para alguna constante A. Use la técnica del Teorema 1.3.11 para probar
que existe una constante universal ¢, tal que

V
|
>

sup h<coA y sup k <coA.
A03) A03)
(79) Deduzca el TEOREMA DE MONTEL:

Si (fn) es una sucesion de funciones holomorfas en un dominio D tal
que fn (D) C C\{0,1} para toda n, entonces f, tiene una subsuce-
sion que tiende localmente, uniformemente a oo o alguna subsucesion
fn, — f localmente, uniformemente, donde f es holomorfa en D.
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Prueba:
(i) Supongamos por contradiccién,
que no existe dicha constante c,.
Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que sup h = oo.
A(0,3)
Sean
h(z) = h(z)—h(0),
k(z) = k(2)—k(0).
Las funciones h(z) y k(z) son ar-
monicas en una vecindad de A (0, 1)
puesto que h y k lo son.
h(0) = h(0)=h(0)=0,
k(0) = k(0)—k(0)=0.
Entonces por el Lemg 1.3.12 existen discos Aj (wi1,71), Ag(wa,r2)
tales que h(wi) =0, k(w2) =0, Ay (wi,r1) CA(0,1), Ag (w2, 12) C

A0,1)y
sup h <3t sup h< (311) . (311) sup h. (1.8)
A(0,%) A(wi,r) A(ws, L)
sup k<3 sup k< (311) S(31) sup k. (1.9)
A(0,%) A(wz,r2) A(ws,2)
Ahora, si z € A(0,1),
() = (@) = [(h(2) = hO) — (k(2) ~ k(0)]
< 3\ (1.10)
Y

méx (EE) = méx (h(2) — h(0),k(2) — k(0))

AV,
|

N

>

(1.11)

Apliquemos el Lema 1.3.12 a h en cada uno de los discos A (0, 1-— %)

para producir nuevos discos A (wj,r;) tales que h (wj)=0y

sup h > 371 sup h,

A(wj,r;) A(0,1-54)
sup h > 3~ sup h.
Aw;, ) A(w;,r;)
Para cada j > 2 sea M; = sup h. Puesto que h no es acotada en
A(wy,ry)

A (0, %), ya que por suposicién sup h = oo, entonces
A0,3)
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lim M; > 371 lim  sup h = +oo.
j—oo 172 A(0,)
727
Definamos dos sucesiones de funciones armonicas (E) oY <E3> o
J j
en A(0,1) por

Ryl = My o R e <y,

Sea z € A(0,1).

(i) Sik;(2)<0,
- A
kj (2) §0<1+3—. (por 1.10).
M;

(i1) Sikj(z)>0 N

ki (2) = kf (2).

De donde
ki(2) = kf(2) = hi (2) + 0] (2)
7+ 7+ T+
< hf(2)+|hT(2) — kT (2)
< 143\ (1.12)
Entonces ﬁj y Ej tienen las siguientes propiedades:
(@) i (0)=0,
(b)  sup h; >3
A(0.3)

(@ [0 -7 <
(@) max Ry k)

Evidentemente ﬁj < 1 para toda j, entonces podemos aplicar el Teore-
ma 1.3.10 a (1 — hj)j>1 para deducir que existe una subsucesién de los

Y

—2)
Mj °

vV Eg

<hj> que converge localmente, uniformemente a una funcién h armdéni-

caen A(0,1). Los <Ej> son también uniformemente acotados supe-

riormente, (de (1.12) tenemos que una cota es 1+3X), luego existe una

subsucesion <7<;le> de <kj> que converge localmente, uniformemente a

una funcién k en A (0,1). Ambas, h y k son armoénicas (o posible-
mente k es idénticamente —o0), y tienen las siguientes propiedades:
(a) h(0)=0,
(b) sup h >3
A(0,%)

2
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(c) ht=k*

(d) méx (ﬁ%) > 0.
La propiedad (b) implica h (¢) > 0 para algtn ¢ y (c) nos dice que h=Fk
en una vecindad de . Por el Principio de Identidad (Teorema 1.1.7)
tenemos que h = k en todo A(0,1). De (d) deducimos que h > 0
en A(0,1), y combinando esto con (a) y con el Principio del Maximo

(Teorema 1.1.8), concluimos que h=0en A (0,1). Pero esto es in-
consistente con (b)!. Hemos llegado asi a una contradiccién. Luego
existe una ¢, tal que
sup h <coA vy sup k < coA.
A0.3) A0.3)

2 2

(i) Por el Teorema 1.1.2, f,, = hy, + ik, en D, donde h,, y k, son
sucesiones de funciones armonicas conjugadas para todo n.

Definamos
§: = {f holomorfa en D/f [D] C C\{0,1}}.

Fijemos un punto z, = 0 en D, (si 0 ¢ D utilizamos una translacién)
y definamos & y ) por:

&:= {fed/If(0) <1},

9:= {feF/If0)]>1}.
AsiF=6BUH$N.

Sea f, una sucesién de funciones en §.

Veamos que si f, € & existe una subsucesién f,; tal que f,, — f
localmente, uniformemente, donde f es holomorfa en D y quesi f, € H
entonces existe una subsucesiéon que tiende a infinito localmente, uni-
formemente o alguna subsucesién f,, — f localmente, uniforme-
mente, donde f es holomorfa en D.

Sean a cualquier punto en D y « una curva en D de 0 a a.

Sean Ay, A1, ..., A, = D, discos en D con centros 0 = 25,21, ..., 2m =
aen {7} yradios ro, 71, ..., m, tales que z,_1 y z, estanen A, _;NA!,
con Al = A(zp,%) para 1 < n < m. Supongamos también que
A, CDpara0<n<m.

Sea f =h + ik € &. Entonces

_ (L (0)], [k ()] < [f (0)] < 1.

Como A, es compactay f es holomorfa y diferente de cero, entonces | f|
alcanza un maximo en algin punto z € A,. Asih=Ref y k=Imf

son funciones acotadas en A,. Luego existe una constante A, > 0 tal
que

|2 (0)], [k (0)]
| (2) = k" (2)]

Aoy

<
< o
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méx (h, k) (2) > =X, (para z € A,) .
Entonces, por (i), existe una constante ¢, tal que
sup h= sup Ref <coA,
A0z)  a(g)

2
sup k= sup Imf <coh,,
Af0z)  Af0%)

para toda f € &. Luego por el Ejercicio 6) |f (z)] < C, para todo
zen A,y f € &, luego |f (21)] < C,. Aplicando nuevamente (7) y
la desigualdad de BOREL-CARATHEODORY (Ejercicio 6) tenemos que
|f (2)|] < C1, es decir, & es uniformemente acotada por una constante
Cy en A;.  Continuando de esta forma llegamos a que |f| < Cy, en
Ap, para f € . En particular |f| < C, en D,. Dado K compacto en
D, K C,ck Da; luego existen ay,...,a; € K tales que
!

K C | Da..
i=1
Por consiguiente | f| esta acotado por max{Cy, /i =1,...,{} en K.

Sea {¢,,} un subconjunto denso y contable de K.

Sea (f,) cualquier sucesién en &. Existe una constante M; > 0 tal
que
[fu(€)l <M1, (n=12,..).

Extraemos una subsucesién convergente { f,si) (€ 1)} , tal que
fﬁ) (&1) 7f1%) (&4), ... converge.

La sucesién { fél) (52)} es acotada. Extraemos una subsucesion { f7(l2)}
que converge en &; y &5. Continuamos el proceso, hasta construir la

sucesion diagonal { f,(LC) } que converge en &, n=1,2,....

Llamemos
gr =1, 7(11; .
Entonces & es equicontinuo en K. En efecto,

&' ={f/fe&},

es localmente acotada en K, entonces
1@ -1 = |[r©d]< [1r ol (113)

< M|z—7| (M > 0, constante).
Sea € > 0. Escojamos § = 57.

Siz 2 €K, |z—2|<d, entonces por (1.13)
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|f(z)—f(z/)|<e, (Vfe®).

Por lo tanto & es equicontinua en K.
Asi, dado € > 0, existe § > 0 tal que si z,2' € K,
|z — 2| <0 = |gn (2) —gn (#)| < % (n=1,2,...).

La compacidad de K implica que

P
K C UA(@,&) (para &;,...,¢p € K).
j=1
Existe 7, tal que n,m > 7, implica

90 (&) =9m ()] <5 G =1L....P).

Finalmente, sea z € K, existe un j € {1,..., P} tal que z € A (fj,d) :
Sin,m>n,

|gn (Z) —dm <2)| S }gn (Z) —9n (5])‘ + ’gn (fj) —9m (fj)‘

+|gm () = 9m (2)]
< €.
Asi, (gr) es una sucesién uniformemente Cauchy. Podemos concluir que
existe una subsucesién f,,;, — f localmente, uniformemente, donde f
es holomorfa en D.

Ahora consideremos $: = {f € §/|f (z0)| > 1}, (que oo es limite de
una. sucesion de funciones en $) se puede ver tomando las funciones
constantes).

Si f € $ entonces % es holomorfa en D puesto que f nunca se anula.

Adem4s 4 nunca se anula y nunca toma el valor de 1, més ain

’%(zo) < 1. Entonces $: = {%/f Eﬁ} C &. Asi, si (f,) es una
sucesion en ) existe una subsucesién (f,,,) y una funcién f holomorfa

en D tal que una subsucesién fl — f € h localmente, uniforme-

mente, para f €n y por el Teorema de Hurwitz f =0o f nunca se

anula. Si f = 0 entonces f,, (z) — oo localmente, uniformemente
en D. Si f nunca se anula % es holomorfa y entonces f,, (z) — %
localmente, uniformemente en D. m



2 Funciones Subarmodnicas

2.1 Funciones Semicontinuas Superiormente

Las funciones subarmdénicas son semicontinuas superiormente, por lo tanto

le daremos primero una mirada a las funciones semicontinuas.

Definicion 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que una
funcion u: X — [—00,00) es semicontinua superiormente si el con-
gunto {z € X/u(x) < a} es abierto en X para cada o € R. También
v: X — (—00,0] es semicontinua inferiormente si —v es semicon-

tinua supertormente.

Un chequeo directo muestra que u es semicontinua superiormente si y sélo
si
lim sup v (y) < u(x) (x e X).
y—

En particular la funcién u es continua si y sélo si es semicontinua superior

e inferiormente. En efecto

“=" (a,00] y [—o0,) son abiertos en [—00,00]. Entonces como la

funcién u es continua v~ ((a, 00]) y u~!([~00,)) son abiertos en X.
“<«<=" Por definicién, u : X — R.

Sea G abierto en [—o0, 0] .
uw ' (G)=u"t (GNR)
vy GNR es abierto en R. Basta considerar G abierto en R.
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G es una unién disjunta y contable de intervalos abiertos.

(a,+00) = Oo(a+n—1,a+n+1)
n=1
(—o0,b) = fj(b—n—l,b—n—i—l)
n=1
(a,b) = [—00,b)N (a,+o0]
uH((a,b)) = ut([~00,b)) Nut (a,+o0]

Ve Ve
abierto abierto

puesto que u es semicontinua superior e inferiormente.
Luego u es continua. m
Ahora veremos algunos teoremas bdsicos de compacidad.

Teorema 2.1.2  Sea v una funcidn semicontinua superiormente en
un espacto topoldgico X, y sea K un subconjunto compacto de X. En-

tonces u es acotada superiormente en K 1y alcanza un valor mdximo en
K.

Prueba:

Sea
Gp={ze X/u(z)<n}, (n>1)

una coleccién de conjuntos abiertos. Entonces U:o:l Gy, es un cubrimiento
abierto de K el cual admite un subcubrimiento finito. Luego u es acotada
superiormente en K. Sea M = supy u. Entonces la coleccién de conjuntos
abiertos A, = {z € X/u(z) <M -1}, (n>1) no cubre a K, puesto
que esta coleccién no admite un subcubrimiento finito. Asf u(z) = M
para algin z € K. Pues en caso contrario u () < M para toda z € K,

entonces existe n tal que

1

M — =

u(x) < -
z € Gy

De donde {G),/n € N} recubre a K. Llegamos a una contradiccién.

Luego existe z € K tal que u (z) = M para al menos un x € K. =
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Teorema 2.1.3  Sea v una funcion semicontinua superiormente en
un espacio métrico (X,d), y supongamos que u es acotada superiormente
en X. Entonces existe una sucesion de funciones continuas ¢, : X — R

tal que w1 >y >---2>u en X y lim, s, = u.
Prueba:
Supongamos que u Z —oo. (En el otro caso tomamos ¢,, = —n).

Para n > 1, definamos ¢,,: X — R por
@ (x) :=sup (u(y) —nd(z,y)) (v€X).
yeX
Entonces para cada n tenemos

}@n () — ¢, (x')} < nd (w,x') (:L‘,x' € X) ,
Asf ¢,, es continua en X.

Sean z, 2,y € X

d(z,y) < d(2',z)+d(z,y)
u(y) —nd(z,y) < u(y)—nd(,y)+nd(2 z)
sup (u(y) —nd (z,9)) < sup (u(y) —nd («,y) +nd (', ))
yeX yeX
o, () < @, (z’) + nd (a:/,x) .
También
I
puesto que

on () > u(y)—nd(z,y) >u(y) —(n+1)d(z,y)
Pn (.’L‘) Z (pn+1 (.’L‘)

sup (u (y) —nd (z,y)) = u(x) —nd (z,z) = u(z).
yeX

En particular

lim ¢, > u.

n—-—:uoo

Escribiendo A (z, p) para la bola {y € X/d (z,y) < p}, entonces

©p () <méx | sup u,supu—mnp|: =M (p,n) (xeX,p>0),
A(z,p) X

sup  u (y) < sup u(y) — np.
YEA(z,p) yeX
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¢n (z) = sup (u(y) —nd(z,y)).

yeX
Sid(z,y) <p
u(y) —nd(z,y) < u(y)
< sup u(y)
yEA(le)
< M(p,n)
Sid(z,y) = p
—np > —nd (z,y).
u(y) —nd(z,y) < u(y)—np "
< sup (u(y) —np)
yeX
= supu(y) —np ’
yeX
< M(pan) — .
u(y) —nd(z,y) < M(p,n)  (VyeX)
: <M — :
- @ (x) < M (p,n) e yESAu(Ia)?,p) u(y) Figura 10

Asi que
a: = lim @, (z) < sup v (z € X, p>0).

e A(,p)

Entonces, dado € > 0, @ < u(x) + e. Como u es semicontinua superior-

mente, hacemos que p — 07 y entonces lim, o0, () <u(z). =

Ejercicios 2.1

1. Sea S un subconjunto de un espacio topolégico X. Muestre que 1g, la
funcién caracteristica de S, es semicontinua superiormente si y sélo si
S es cerrado en X.

2. Sea v una funcién semicontinua superiormente en un espacio métrico

(X,d).
Para n > 0 defina
F, = {z€ X/u(z)>n},
Y, () = mix (0,1 — ndist (z, F},)) (xeX).

Pruebe que ano 1,, converge localmente, uniformemente a una fun-
cién continua ¢ : X — R tal que ¥ > v en X. Considerando u — 9,
deduzca que el Teorema 2.1.3 permanece véalido sin la asuncién de que
u es acotada superiormente en X.
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3. Sean (X1,d;) y (X2,d2) espacios métricos, y sea f : X3 — Xo una
funcién arbitraria. Dado z € X1, la oscilacién de f en x estd definida
por

wi (@) = lm (sup {da (£ (v),f (¢') /i (2,y) < prda (2.9) <p}).

(i) Muestre que f es continua en x si y sélo si wy (x) = 0.

(1) Pruebe que el conjunto {z/wys (x) < a} es abierto en X; para cada
a > 0, y deduzca que los puntos en los cuales f es continua forman un
subconjunto G5 de Xj.

(731) Suponga también que (Xi,d;) es completo, y que f es el limite
puntual de una sucesién de funciones continuas f, : X1 — X». Pruebe
que el conjunto {z/wys (z) < a} es denso en X; para cada a > 0, y
deduzca que los puntos en los cuales f es continua forman un subcon-
junto denso Gs de X;. (Sugerencia: use el Teorema de Categoria de
Baire).

Concluya que una funcién semicontinua superiormente en un espacio
métrico completo es continua en un conjunto de puntos denso Gy .

Ejercicios Resueltos 2.1

1. m Sea S un subconjunto de un espacio topolégico X. Muestre que 1lg,
la funcién caracteristica de S, es semicontinua superiormente si y sélo
si S es cerrado en X.

Prueba:
1 six €S,
lg(z) = .
0 sixésS.
p — 00 si a < 0;
1;1([—00,04)) = Se si0<a<l,;
X sia > 1.

Asi la funcién 1g es semicontinua superiormente si y sélo si S es
cerradoen X. m

2. m Sea u una funcién semicontinua superiormente en un espacio métrico

(X,d).
Para n > 0 defina
F, = {z€ X/u(z)>n},
Y, () = max (0,1 — ndist (z, F},)) (xeX).

Pruebe que ), -, converge localmente, uniformemente a una fun-
cién continua ¢ : X — R tal que ¢ > u en X. Considerando u — 1,
deduzca que el Teorema 2.1.3 permanece véalido sin la asuncién de que
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u es acotada superiormente en X.
Prueba:
F,={z€ X /u(z) >n} escerrado.
Sean K compactoen X y z € K.
d(z,F,) >d(K,F,): =dist (K, F,)
¥, (r) = mix (0,1 — ndist (z, F},))
< méx (0,1 —ndist (K, F,)) : =M, (M, >0).
Fni1 C Fy.
UK. Foin) > d(KF)
m+1)d(K,Fhy1) > (n+1)d(K,F,) >nd(K,F,)
1—nd(K,F,)>1—(n+1)d(K, Fut1).
Analicemos la convergencia de > > M,.
Supongamos que dist(K, F,) = 0 para cada n.

Por lo tanto, 3z,, € K tal que u (x,) > n. Por ser K compacto, 3z,, —
r € K, cuando j — oo. De esto se deduce que lim, oot (z,) = 00.
Pero lim, oot (z,) < u(z), ya que u es semicontinua superiormente.
Esto es una contradiccién.

Luego (IN) (d(K, Fy) > 0).
Sin >N, nd(K,F,) >nd(K,Fy)— oo cuando n — oc.

Luego AN, > N tal que si n > N,.
nd (K, F,) > 1
y por lo tanto M,, =0 Vn > N,.

En consecuencia
00 N,—1
ZM = Z M, =c (constante) < oo.
n=1 n=1

Por el Criterio-M de WEIERSSTRAS

e.9]
E ¥, () converge uniformemente en K.
n=1

Entonces 1, (x) converge uniformemente en compactos a una cierta
funcién 1 continua, porque las ,, son continuas.

X:UFnUG:FOUG, donde G = {z / u(x) < 0}.
n=0
Si x € G, trivialmente ¢ () > 0 porque ¥, () > 0 Vn y entonces
¥ () = u(z).
Siz € F, Sea N=méx{n / z € F,}, entonces N <u(x) <N+1ly
d(z,F,) = 0, 0<n<N.
l1—nd(z,F,) = 1, 0<n<N
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Y, (x)=1, 0<n<N.
De donde
Y(x)>N+1>u(x).

Ahora consideremos u — .

Sea v =u—1 < 0. Como 7 es continua y u es semicontinua supe-
riormente, entonces v es semicontinua superiormente. Por el Teorema
2.1.3, existen funciones ¢,,: X — R continuas, tales que

Propg > e >0
y
p — V=uU—9
u=1+uv,
luego v + ¢,, — u. Claramente

29 Z SonJrl
¢+<Pn Z¢+(Pn+1. u
3.m Sean (Xi,d1) y (X2,d2) espacios métricos, y sea f: X3 — X5 una

funcién arbitraria. Dado z € X1, la oscilacion de f en x estd definida
por

w (@) = lm, (sup {da (f (), f (v/)) /d1 (z,y) < p,d1 (z,9) < p}).
(i) Muestre que f es continua en x si y sélo si wy (z) = 0.

(i) Pruebe que el conjunto {z/ws(z) < a} es abierto en X; para
cada o > 0, y deduzca que los puntos en los cuales f es continua
forman un subconjunto G5 de Xj.

(791) Suponga también que (X7,d;) es completo y que el conjunto
{z/wy (x) < a} es denso en X; para cada a > 0, y deduzca que los

puntos en los cuales f es continua forman un subconjunto denso G de
Xj.

Prueba:
(1,) “ :77
Sea € > 0,30 > 0 tal que siy € B(z,9), entonces da (f (z), f (y)) <

Wl

Sea p < 4.

Siy,y' € B(x,p), entonces y,y’ € B(x,6). Luego dy (f (y),f(¥)) <
% (Por la Desigualdad Triangular.)

2¢

Losup{dz (f(v), f (V) /.9 € Blap)} < 5 <.
De donde
Wy (x) = plii)no (Sup {d2 (f (y) 7f (y/)) /dl (a?,y) <p, dl (.’L’,y/) < p})
= 0.
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L wy(x) =0.
€
Sea wy () = 0.
Dado € > 0, 36 > 0 tal que si 0 < p < §, entonces

sup {d2 (f (v),f (v/)) /v,y € B(w,p)} <&,
luego si y € B (z,9),
dy (f (z), f (y)) <e.
(i) Sean f:(Xi,d1) — (Xo,d2) y z € Xi.
or@) =l sw (i (70).£ )}

P=0y yeB,(z

B(z,p) ={t e X1/di (t,z) < p}.
Sea
G={recXi/ws(z)<a}.
Veamos que G es abierto.
Sea z € G. Entonces wy () < a.
Para e = a —wy () > 0 existe § > 0 tal que para todo p, si 0 < p < 0,

entonces

sup  da (f(y),f(y)) —wy(z)] <e
v,y €B(z,p)

sup  da (f(y).f(V)) < e
y,y'€B(x,p)
Probemos que B (x, %) CG.
Sea y € B (x, %) . Entonces d; (z,y) < $. Sit e B(y,d1),
dy (t,x) < di(t,y)+di(y,x)

)
< 51+72: =p <0.

Llamemos 61 = % —di (z,y) .

B(y7 51) - B(xapl)
s B(./(2) < sw o d(fs).f () <a
t,2€B(y,01) s,s'€B(x,p,)
wr(y) < a
y € G.

Luego B (w, %) C @G, o sea que G es abierto. Luego los puntos donde
la funcién es continua son los x tales que wy () = 0.

(o/oog (0) =0} = [ {ws (0 < 2.

n=1
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que es un Gjy.
(13i) Como para todo «,
{z:wp(xz) <a} esdensoen X,

entonces Vn € N, G, = {:ﬂ twy(x) < %} es denso en X;. Luego por
el Teorema de Categoria de Baire

{z/ws (z) =0} = (] Gn
n=1

es un subconjunto denso Gs de X;. =

2.2 Funciones Subarmonicas

Una funcién v es subarménica si su Laplaciano satisface que Au > 0. Pero
veremos otras definiciones para funciones subarménicas que no implican

que las funciones sean suaves, lo que las hace mucho més flexibles.

Para definirlas haremos una analogia con las Funciones Convezas en R.
Si ¢ € C?(R), entonces 1 es convexa si y sélo si 1" > 0. Pero existen
funciones convexas que no son suaves como por ejemplo ¥ (t) = |t|, por
lo cual se hace necesario definir las funciones convexas mediante otra
propiedad. Veremos esta definicién en la seccién 2.6. Siguiendo este
modelo, trataremos de definir la subarmonicidad usando una propiedad

que cumplen todas las funciones arménicas en el plano.

Definicion 2.2.1  Sea U un subconjunto abierto de C. Una funcion
u: U — [—00,00) es llamada subarmdénica si es semicontinua supe-
riormente y satisface localmente la desigualdad Submedia, esto es,

dado w € U, existe p > 0 tal que
2
1 it
u(w)gg/u(w—i—re)dt 0<r<p). (2.1)
0

También v : U — (—o0,00] es superarmonica si —v es subarmonica.

Nota:

1. La integral en (2.1) ha sido interpretada como la diferencia de las
correspondientes integrales de u* y de u~. Por el Teorema 2.1.2, u™
es acotada en OA (w, ), por lo tanto su integral es finita. Asf siempre
es posible hacer la diferencia de las dos integrales, aunque la integral
de u~ sea infinita. Veremos més tarde que esto tltimo sélo sucede
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cuando © = —o0 en toda la componente de U que contiene a w.

Segtn nuestra definiciéon © = —oo es una funcién subarmdnica, aunque
algunos autores la excluyen.

2. Puesto que la subarmonicidad es definida via la desigualdad Submedia
local (es decir, p puede depender de w), es una propiedad local. Esto
significa que si (U,) es un cubrimiento abierto de U, entonces u es
subarménica en U si y sélo si es subarménica en cada U,,.

3. Observemos que una funcién es armoénica si y sélo si es subarménica y
superarmoénica. Esto se sigue del Teorema 1.1.6 o del Teorema 1.2.7.

Ahora veremos algunos ejemplos de funciones subarménicas.

Teorema 2.2.2 Si f es holomorfa en un conjunto abierto U en C,
entonces log|f| es subarmdnica en U.

Prueba:

La funcién u := log | f| es semicontinua superiormente, por ser continua.

log | 2|
Figura 11
También se satisface la desigualdad Submedia local en cada w € U para
el cual u (w) > —oo, puesto que cerca a cada uno de estos puntos log | f|
es realmente armonica. En otro caso si u(w) = —oo, entonces (2.1) es

obvia. m

Teorema 2.2.3  Sean u y v funciones subarmdnicas en un conjunto
abierto U en C. FEntonces:
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(a) méx(u,v) es subarmdnica en U,
(b) au+ Pv es subarmdnica en U para todo o, 8 > 0.
Prueba:

(a) Sean A (w,p) CU y 0<r < p. Entonces
1 2 1 2
méx {u (w),v(w)} < mdx o /u (w+ Teit) dt, — /U (w+ reit) dt

™

0
27
< % /méx [u (w+ reit) v (w+ reit)] dt.
0
Asi el méx(u, v) es subarménica.

(b) Se sigue de la Definicién 2.2.1 y de las propiedades de la integral. =

De (a) se sigue que no es necesario que las funciones subarménicas
sean suaves. Tampoco tienen que ser continuas; en el Ejercicio 2
veremos un ejemplo de una funcién subarmdnica que no es continua.

Ejercicios 2.2

1. Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para probar que si h es una
funcién arménica en un conjunto abierto U en C, entonces h? es sub-
armoénica en U.

2. Pruebe que si ( € C 'y r > 0 entonces
o loglel,sir o< I,
" B
o /log [re’ — ¢|dt = (2.2)
0 logr, sior > |¢].
Use esto para probar que la funcién

u(z) = Z 2 "log |z — 27"

n>1

es subarménica en C. Pruebe también que u es discontinua en 0.
Ejercicios Resueltos 2.2
1. m Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para probar que si h es una

funcién arménica en un conjunto abierto U en C, entonces h? es sub-
armoénica en U.
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Prueba:
Sea A = A (w, p) tal que A C U. Entonces si 0 < r < p,

27
h(w) = % /h (w +re™) dt.
0
2 2

/h (w+ reit) dt
0
2 2

1 2 it 1
Zw/h (w+re’) dt 27r/dt

0
1 27
= 3 /h2 (w + Te”) dt.
0

Por lo tanto h? es subarmoénica en U. =

|-

IN

2.m Pruebe que si ( € C y r > 0 entonces

27
1 , 1 i <
—/log’re’t—ddt— Og|<|’ S% — |C|7 (22)
27 ) log 7, si €]

<

ﬂ
V

Use esto para probar que la funcién

u(z) = Z 27" log |z — 27"
n>1
es subarmoénica en C. Pruebe también que u es discontinua en 0.

Prueba:
Si¢=0

2m
1 4
— /log ‘re”’ dt = log|r| = logr.
27
0

Sea r < [(].

Si ¢ =|¢|e*Ae, C = C\ {t¢/t <0}, entonces la funcién z + ¢ no se
anula en C.. Luego existe una rama de log (z 4+ () en C¢.

La funcién Rellog (z + ()] = log |z 4+ (| = u (2) es arménica en C.
Sea v (t) = ¢ + re't,

2 27
ii/b@mﬁ—gwt—li/bgK+rﬂﬁﬁ—bgm.
2 2

0 0

Si u(z) = log |z — €|,

v (t) = ret,
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2w 27
log [(] :u(O):%/u(reit) dt:%/logheit—ddt.
0 0

Ahora sea r > |(|, entonces por el Teorema 2.2.2 log ‘re” — §| es sub-
arménica en C y arménica C\(, asi para v (t) = ret — ¢
2

/log ‘reit — C‘ dt = (2m)n (v, () log ‘reit‘ .
0

27
1 it 2m
%/log‘re —C’dt:%-(l)-logrzlogr
0

Ahora probemos que la funcion

u(z) = 227" log |z —27"|
n>1 L
es subarmdnica en C. o

La funcién tiene singularidades en el
conjunto

1 ' )
S:{Q—n/nEZ+}. .y T

o ——
045 “"--I. 0
44

En subconjuntos compactos de C\ S la

serie es uniformemente convergente, log |z — 27"
Figura 12
log |z - 27"‘ < M, (Vze€ B, Vn).
27 "log|z—27"| < 27"M
Y 27Moglz—27" < Y 27"M.
n>1 n>1
Para cualquier z, # 2%, n=12...y zz#0.
2 2
1 it a1 it -
%/u(zo%—rez)dt = 22 ”%/log|:<ro+rez — 27" dt
0 nzl 0
= 22_” log |20 —27"|
n>1
= u(z),

entonces en estos subconjuntos la funcién es armoénica.
Sea z € B (2_k,5) ,

lim 2 % 1log ‘z — 2_]“’ = —00

z—27k
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Zanlog‘z — 2*”| < M.

nk
s<|z—2<C (VzeB(Tk,é), vn¢k),
log ‘z — 2*’"‘! < logC
27" log ‘z - 2_”{ < 27"logC,
entonces lim,_,9-+ = —00.

Por lo tanto la funcién es subarmoénica en el plano menos el cero.

La ultima serie es convergente por el criterio de la raiz. En efecto,
sean by, by tales que by < |z —27"| <by y b=méax{|logb;|,|logbsl},
entonces
‘2*" log ’z — 2*"H < 27",
" 1
/2 nloglz — 271 < V2 b — 5 <1

n—oo

A qué converge u (z,) cuando z, — 0, 2z, # 27 "7.
Tomemos N € Z* tal que 27V < r.

Analicemos las series
2

Z 27— /log }reit —27"dt = Z 27" logr,
n>N nzN
27 N
22_”i /log }Teit - 2_”{ at = ZQ_n log27".
n=1 27 0 n=1
Sin>N
27" < r
log2™ < logr
o
> 27Mog2™ < Y 27 "logr
n>N n>N
ZZ ”—/log‘re —27 n‘dt
n>N
Sil<n<N
Z 27" log2™" = Z 2” ”—/log‘re *”}dt.
1<n<N 1<n<N
Sumando

27

2T
0) < ;2”% /log }reit — 2*”{ dt < % /u (reit) dt.
nz 0

0



2.2 Funciones Subarménicas 85

Si r # 27%, para todo k.

Cuando 7 es pequenio log|z —27"| es una sucesién de funciones nega-
tivas.

Sea

k
=— Zanlog ’z — 2*"} ,
n=1

entonces

27 2

/lz’m infgg (t)dt = — / u (reit) dt
0 0
2m
L liminf g, (¢)dt = L u (re) dt
27 F 27 '
0

Si 7 # 2% para todo k la convergencia de la serie es uniforme en el
circulo re®.

Si r= 2*1“, para alguin k,

00 27 1
1 [ ,

= —/22nlog’re”—2"‘dt
27r0 ot

00 1 2
S / log [re®t — 27| dt.
2
n=1 0

La ultima igualdad se cumple por el Teorema de la Convergencia Mono-
tona.

Veamos que u (z) es discontinua en cero.
Sea z, = 2% entonces z,, = QL — 0 cuando n — oo,
. 1
u(zn) = E 27" log zn—2—n — —00
n>1

o0
mientras que u(0) = —log2 ) g% es convergente.
n=1

Por lo tanto u es discontinua en 0. n
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2.3 El Principio del Maximo

La importancia del Principio del Maximo en el estudio de las funciones
subarmonicas estd en el hecho de que las propiedades locales implican

conclusiones globales, lo que permite ampliar la Propiedad Submedia.
Teorema 2.3.1 (Principio del Maximo)

Sea u una funcion subarmdnica en un dominio D en C.

(a) St u alcanza un mdximo global en D, entonces u es constante.

(b) Silimsup, . u(z) <0 para todo ¢ € OD, entonces u <0 en D.

En la parte (a), u puede alcanzar un méximo local o un minimo global sin
ser constante en D. Por ejemplo, la funcién subarmodnica no-constante
u (z) := méx (Rez, 0) alcanza ambos en C.

Por el Teorema 1.1.8, sabemos que la parte (b) es valida por la convencién
de que oo € 0D, donde D no es acotado.

Prueba:

(a) Supongamos que u alcanza un valor maximo M en D. Definamos
A: ={z€DJu(z) <M} yB: ={z€ D/u(z)=M}.

El conjunto A es abierto puesto que u es semicontinua superiormente.

El conjunto B es abierto, puesto que si u(w) = M por la desigualdad

submedia local © = M en todo circulo suficientemente pequeno alrededor

de w.

Ay B forman una particion de D, y como D es conexo, A=D o B=D;

por suposiciéon B # ¢, asi B = D.

(b) Extendamos u a 0D definiendo
w(§) :=limsup u(2) (€ €dD).

z—E
Entonces u es semicontinua superiormente en D, el cual es compacto; asi,
por el Teorema 2.1.2, v alcanza un méximo en algin w € D. Siw € 9D,

entonces por suposicién u (w) < 0; asf, u <0 en D.

Por otra parte, si w € D, entonces por la parte (a), u es constante en D,
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por lo tanto en D y otra vez

u<0en D. n

En la parte (b), si u no crece muy rapidamente en infinito es posible
reemplazar 0D por 0D\ {oo} .

Teorema 2.3.2 (Principio de Phragmén-Lindel6f)

Sea u una funcion subarmdnica en un dominio no acotado D en C tal
que
limsup u (z) <0 (£ € 9D\ {o0}).

z—¢&

Suponga también que existe una funcidon v superarmdnica de valores fini-

tos en D, tal que

~—

u(z

liminf v (2) >0 y limsup <0.

zZ—00 z—o00 U (Z)

Entonces u <0 en D.
Prueba:

Supongamos primero que v > 0 en D. Sea ¢ > 0 y tomemos u, = u — €v.
Entonces u, es subarmdénica en D, y limsup,_ ¢ ue (z) < 0 para toda
& € 0D (atn o0).

Si lim sup%é)l <0,

z2—2,

lim sup = lim sup
2=z, U (Z) 00 2 A(2,,6) ¥ (Z)

g
~—

N
N~—

IA
o

< € (Ve >0).
Entonces Vz € B (z,,9),
u(z) < ev(z)
ue <0 si z€ B(c0,0).
Asi por el Teorema 2.3.1 (b), ue <0 en D. Haciendo que € — 0 tenemos

que u < 0en D.

Ahora consideremos una funcién v general. Seann >0 y

Fy: ={z€D/u(z) 2 n} =u™" ([n,+0)).
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Puesto que v es semicontinua inferiormente y liminf, v (z) > 0, en-
tonces v es acotada inferiormente en F,,. Sin pérdida de generalidad, adi-
cionando una constante a v si es necesario, podemos suponer que v > 0

en F.

Sea V: ={z€ D/v(z) >0}. V es un conjunto no acotado. Entonces
para ¢ € OV'\ {oco}, tenemos:
{ limsup,_,- u (2), si ¢ € 9D\ {oo} } <o
u(¢) —mn, si¢eDNoV N
Aplicando un caso especial del Teorema ya probado a uw — 1 en cada

limsup {u (z) —n} <

z—(

componente de V, tenemos que u —n < 0 en V. Como F,, C V, por la
construccién de V entonces u <nen F;, y u <nen D\F,. Luego para
toda z € D, u(z) < n para toda n > 0. Es decir v <7 en D. Tomando

limite cuando n — 0, deducimos que u < 0Oen D. =

Corolario 2.3.3 Sea u una funcién subarménica en un subdominio

propio no acotado D de C tal que

limsup u(z) <0 (¢ € 9D\ {oc}) y limsup u () <0
z—(C 2Z——00 log ’Z’
Entonces u <0 en D.
Prueba:
Tomemos w € 9D y apliquemos el Teorema 2.3.2 con v (z) = log |z — w| .

v (2z) = log |z — w| es arménica en D.

liminfv (2) = +o0.

Z—>00
Ahora,
1
lim sup u(z) lim sup u(z) o8 |7|
—o0 log|z — w| 2—o00 \log|z|log |z — w]
< M limsup u(z) <0. (M=1).
00 lOg 2]

En efecto,

loglsl  __logl

1 —w| >z = )
< Toglr—w] = g (e —[o]) i (F7 w2l =]

Y log|z — w| <log(|z] + |w|), entonces, cuando z — oo
logle]  _ _logle| _ _ loglz|
log (|z[ + [w]) = log|z —w| ™ log (|z] — |w])

1«—
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u(z)

log|z—w]|

Por lo tanto lim sup < 0 y por el Teorema anterioru < OenD. =

Z—00

Corolario 2.3.4 (Teorema de Liouville)

Sea u una funcion subarmdnica en C tal que

lim sup u(z) <
200 10g |2]

Entonces u es constante en C. En particular, toda funcion subarmdnica

en C acotada superiormente es constante.
Prueba:
Si u = —o0, entonces u es constante.

Sea u # —oo. Escojamos w € C con u(w) > —oo, y apliquemos el
Corolario 2.3.3 a u — u (w) en C\ {w}.

Sea u = u — u (w) , entonces

limsup u(z) < wu(w)—u(w)=0.

u(z) —u(w) _ uz) u(w)
log |z| log|z|  loglz|’

Luego u(z) <wu(w) Vze C. Por el Teorema 2.3.1(a) concluimos que u

es constante. m

En algunos dominios de formas particulares no se necesita conocer
mucho acerca del crecimiento de w cerca a infinito. Por ejemplo las
formas clésicas del Principio de Phragmén-Lindelof se estudian en
franjas y sectores.

Teorema 2.3.5  Sea S, la franja {z € C/|Rez| < %}, donde v > 0,
y sea u una funcién subarmdnica en Sy tal que, para algunas constantes

A< y a<y,
u(z +iy) < Ae®¥ (z +iy € S,) .
Si limsup,_,o u(2) < 0 para toda ¢ € 0S,\ {oo}, entonces u <0 en S,.

La funcién u(z): = Re(cos(yz)) = cos(yz)cosh (yy) muestra que el
resultado no es cierto cuando o = 7.
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Prueba:

Escojamos 3 de tal forma que o < 3 < 7, y definamos v : S, — R por
v(z): =Re(cos(Bz)) =cos(Bx)cosh(By) (z=xz+iy€S,).

Entonces v es armonica en S,

liminfv (z) > lim inf cos <§—;T> cosh (By) = oo,

2——00 ly|—00
Y ly|
Ae*l
lim supu 2) < limsup c =0.
z—00 (2) 7yl —o0 cos <g—§> cosh (By)

El resultado se sigue del Teorema 2.3.2. =
Corolario 2.3.6 (Teorema de las Tres-Rectas)

Sea u una funcion subarmdnica en la franja S: = {z/0 < Rez < 1} tal

que para algunas constantes A < oo y a <,

u(z + iy) < Ae®l! (x+iy € S).

Si
Mo, Re( =0,
limsup u (z) < e¢
2—C My, Re( =1,
entonces
u(x+iy) < My (1 —z)+ Mix (x+iy€S).
Prueba:

Definamos u : S — [—00, 00) por
u(z) =u(z) —Re (M, (1 —2)+ M;z) (z€85).
Tomando v = 7, aplicamos el Teorema 2.3.5 (haciendo primero una

traslacién) y obtenemos que u < 0Oen S. m

Teorema 2.3.7 Sea T, el sector {z € C\ {0} /|arg (2)] < %}, don-

1 . .
de v > 3, y sea u una funcion subarmonica en T, tal que para algunas

constantes A,B < oo y «a <7,
u(z) <A+ Blz|* (zeT).
Si ltmsup,__, . u (2) <0 para toda ¢ € 9T\ {00}, entonces u < 0 en T,.

Prueba:

Escojamos  de manera que o < 3 < v, y definamos v : T, — R por
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v(z) =Re (z5> = 77 cos (Bt) (z=re" €Ty).

Entonces v es armoénica en T,

lfm infv (z) > 1im infr® cos (g—ﬂ> = 00,
Y

Z—>00 T—>00
Y A+ Br®
limsupm < lz'msupi = 0.
z—o00 U (Z) r—00 T’B cos (gl)
~

El resultado se sigue del Teorema 2.3.2. =

La funcién u (z) : = Re(2Y) muestra que el teorema no es cierto cuando
a=r.

Corolario 2.3.8 Sea u una funcion subarménica en el semiplano

H :={z/Rez > 0} tal que, para algunas constantes A, B < oo,
u(z) < A+ Blz| (z e H).

Si limsup,_,- u (z) < 0 para todo ¢ € OH\ {oo}, y limsup,_,, @ =L,
entonces

u(z) < L(Rez) (z e H).
Prueba:

Dado L' > L, definamos u: H — [—00, 00) por

u(z) =u(z) — L' (Rez) (z € H).
Entonces aplicando una rotacién y el Teorema 2.3.7, con 7 = 2 en cada
uno de los sectores ¢ < arg(z) <0 y 0 < arg(z) < %, deducimos que
u es acotada superiormente en H. Volvemos a aplicar el Teorema 2.3.7
con v = 1, entonces tenemos que & < 0 en H. Entonces u (z) < L' (Rez),

como esto se cumple para cada L' > L, entonces

u(z) < L(Rez) (z € H). "

Ejercicios 2.3

1. Sea uyq,...,u, una sucesién de funciones subarmoénicas en un dominio
D en C, suponga que su suma u; + - - - + u, alcanza un maximo en D.
Pruebe que cada funcién u; es arménica en D.

2. Sea u una funcién subarménica en A (0, 1) tal que v < 0. Pruebe que
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para cada ¢ € 0 A (0,1),
u(r¢)

lim sup < 0.

r—1-
[Sugerencia: aplique el Principio del Mdazimo a u(z) + clog|z| en el
conjunto {3 < |z| < 1} para una constante adecuada c.]

.Sean A =A(0,1) y f:A — A una funcién holomorfa tal que

f(z) =240 (|1 - z|3> cuando z — 1.
(

(i) Sea¢(2) = (=5 v u(2) = Re(6(2) ~ & (f(2)). Prucbe que
limsup,_,-u () <0 para cada ¢ € 0 A\ {1}, y que u(2) = o(|1 — z|)
cuando z — 1.

(13) Use el Principio del Mdzimo para deducir que u < 0, y entonces
el Ejercicio 2 muestra que u = 0.

(73i) Concluya que f(z) = 2.
De un ejemplo que muestre que la conclusion en (7i7) falla si s6lamente

suponemos que f (z) =z + O (|1 — z|3> cuando z — 1.

. Sea u una funcién subarménica en A (0, 1) tal que

u(z) < —log |Im z| (Jz2| < 1).
Pruebe que
1— 22
u(z) < —log (2] <1).
[Sugerencia: aplique el Principio del Maximo a u(z) + log ’%‘ en

A(0,7), para r < 1, y entonces tome limite cuando r — 1.]

. Sea u una funcién subarmoénica en H := {z/Re z > 0}, suponga que

existen constantes A, B < oo y « > 0 tales que

u(z) <A+ Blz| (z e H),
limsup () < —ald] (¢ € OB\ {och). (2:3)

(i) Aplique el Teorema 2.3.7 a u(z) — A — B(Rez) + a(Imz) en el
sector 0 < arg (z) < & para probar que

u(z) < B(Rez) — a(Imz) (() <arg(z) < g)

(19) Deduzca que u es acotada superiormente en la recta arg (z) = 0,
donde tanf = g

™

(ii7) Aplique el Teorema 2.3.7 en los sectores —5 < arg(z) < 6 y
¢ < arg(z) < § para probar que u es acotada superiormente en H.

(iv) Aplique el Teorema 2.3.7 en H para probar que u < 0 en H.
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(v) pruebe que si M > 0 entonces u: = u + M (Re z) también satis-
face (2.3) (con diferentes constantes), y deduzca que u < —M (Re 2)
en H.

(vi) Concluya que u = —oo en H.

6. Sea f una funcién holomorfa en H := {z/Re z > 0} tal que, para al-
gunas constantes C < ooy v < T,

If(z)) <Cel (zeH).
Supongamos también que f (n) = 0 para cada entero n > 1. Pruebe

que
f(z)
u(z) :=log | —=——F—
(2) &12Csen (7z)
es subarmoénica en H, y que satisface (2.3) con & = 71—+ > 0. Deduzca
que f =0en H.
Ejercicios Resueltos 2.3
1.mSea uy,...,u, una sucesién de funciones subarmonicas en un dominio

D en C, suponga que su suma uj + - - - + u, alcanza un méximo en D.
Pruebe que cada funcién u; es arménica en D.

Prueba:
Sea u =wuq + -+ u,. Entonces u es subarmonica.

Como u alcanza el maximo en D entonces u es constante en D, por lo

tanto v = C.
De donde
—u; es superarmonica
uj:C'—u1—---—ujfl—ujﬂ—---—un . .
parat=1,...,n

Asf u; es una suma de funciones superarménicas y como suma de fun-
ciones superarmonicas es superarmonica entonces u; es superarmonica
y es subarmonica en D, por lo tanto u; es arménica en D. =

2.m Sea u una funcién subarménica en A (0,1) tal que u < 0. Pruebe
que para cada ¢ € 9 A (0,1),
lim supm

r—1- -r

< 0.

Prueba:
limsup u(z) < wu(z) <wu(w)<0,

Z2—20
limsup u(z) < 0.

z—(

Sea 3 < |2| <1,
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limsup (u(z) + clog|z|]) < M —clog2<0 (c>0, M <0),

22,
1
u(z) < —clog|z|=clogm,
u(z)+cloglz|] < 0. (Fig. 13)

Figura 13
Entonces,
u(rg) _  log!
1—r 1—r
1
clog— < 1-—r
r
logr 1
—c1—, — ¢ —Ll =c. (Cuando r— 1_)
De donde
u(z) < —clog|z|.
Sea
C1 = 4 (w) S C,
log2
Asi

u(z)+cilog|z| <0. m

3.mSean A =A(0,1) y f: A — A una funcién holomorfa tal que
fz)=z+o0 <|1 - z|3) cuando z — 1.
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{2y u(z) = Re(é(2) — ¢(f(2)). Prucbe que

limsup,_,. v (2) <0 para cada ¢ € 9 A\ {1}, y que u(z) = o(|1 — 2])

cuando z — 1.

(73) Use el Principio del Mdzimo para deducir que u < 0, y entonces
el Ejercicio 2 muestra que u = 0.

(797)  Concluya que f(z) = z.

Prueba:

(4)

f(z) = z—i—o(\l—z]?’) cuando z — 1
<= f(L_gZ—>O cuando z — 1.
|1 — 2|
Figura 14
05+
04
054
‘ a5 e——
08T = ‘;,J "o
¢(z) = =
142z 1-2 1—|z>+2iImz
b=tz 122 1ok

Sea ¢ € 0A\ {1}.

De donde

lim supu (z) <0
2—(EDA
¢#1

-z 1-% 11— 2|2

limsupRe¢ (z) = 0.

z—(EON
c
¢ (2) estd en el semiplano derecho,
por lo tanto Re¢ (f (2)) >0 .
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En efecto, puesto que Vz € A, Re¢ (f (2)) > 0, entonces

)
limsupRe¢ (f (2)) >0

z—(€0A
C#1

Por lo tanto
(Vze A, —Red(f(2))) <0.

Asi
limsup u (z) —Reg (f (2)) <0
z—éﬁelaA
y
limsup u(z) = limsupRe (¢ (z) — o (f (2)))
z—»éSE)A z—C
= Reg () +lim sup Reo (f (2))
= 0+ limsup — Re¢ (f (2))
z—¢
< 0.

Veamos que u(z) = o (|1 — z|) cuando z — 1.

6(2)— 6 (f (2)) = 2~ LI C)

1—z 1—f(2)
w@® o 1)
T = (i)
|z — £ (2)]
1=z 1= f(2)]
2l -4
1=z 1= f(2)]
Seag(z):%ﬁ (z # 1), entonces
flz)—z = g(z)\l—z\?’ (9(2) — 0 cuando z — 1)
flz) = z+g()1-2
flz)—1 = z—1+g(z)|1—z|3
21— F (@I —2 _2|z—f(2)] |1 — 2|
11—z 1= f(2)] 11—z ’z—l—l—g(z)\l—z\?"
g 20z — f(2)|[1 - 4] (g(z)ll—zl?’—(l—z)’
TP (fe@n - -n-a)  \zle@n 2P| -1z
2|z = f(2)]

= — 0 cuando z — 1.
1= 2P g () 1 -2 =1

(i) Por lo anterior, limsup,_,; u(z) = 0, luego limsup,_,.u(z) < 0
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para cualquier ¢ € 0A. Por el Teorema 2.3.1(b), u < 0 en D. Coside-
remos, entonces, los siguientes casos:

Casol:

Si existe un z, € A tal que u (z,) = 0; entonces por el Teorema 2.3.1(a) ,
u es constante y por lo tanto idénticamente cero.

Caso 2:
u < 0.
Aplicando el Ejercicio 2,
lim supu(ro < 0;
z—1- 1=
pero iani% — 0 y por lo tanto Mzni)sl]:lp ﬁ(le — 0, lo cual es un

absurdo. Por lo tanto u = 0.

(791) Siw = 0, entonces la funcién h(z) = ¢(z) — ¢ (f (2)) es holo-
morfa en A y su parte real es constante, luego h es constante en A,
o sea que ¢(z) = ¢(f(2)) para z € A. Pero ¢ es inyectiva (es una
transformacién de Mobius), luego f (z) = z. "

4.m Sea u una funcién subarmoénica en A (0,1) tal que

u(z) < —log|Im z| (2| < 1).
Pruebe que
u(z) < —log 5 (2| < 1).
Prueba:
Sea A = A(0,1).
Sea, para 0 < r < 1,
P2 52
v (2) = u(2) + log 5 (z € A)
r
Veamos que limsup, . v, (2) <0 para ¢ € 9 A(0,7).
2 _ .2
limsup v, (z) < limsup u(z)+ limsup log U
z—( z—( z—( 2r
P22
< limsup (—log |Im z|) 4 lim sup log ' .
z—( z—(C 2r
Sea ¢ € A9 (0,7), sea ¢ =re', con t € R.
-t
limsup v, (z) < limsup (—log|Im z|) + log
z—( z—( 2r

r2|1— e2t|
= —log|Im (| + log
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= logr —log2 + log ’1 - e%’ — log |rsent|
| |1 _ €2it|
-8 |sent|
= 0,

ya que 1 — €% =1 — cos 2t — isen2t, de donde

}1 — 62“}2 =1—2cost+1=2 (1 —cos?t + seth) = 4sen’t.

}1 - em{ = 2|sent|.
Asi por el Principio del Mdaximo
v (2) <0 Vz e A(0,r),

o0 sea
P2 _ 52
u(z) < log

Tomando limite cuando r — 17, tenemos
lim v, (2) <0.
r—1-

Por lo tanto
1 —

u(z) < —log (2l <1). =

6. m Sea f una funcién holomorfa en H := {z/Re z > 0} tal que, para
algunas constantes C < ooy v < ,

f()l<CePl (zeH).

Suponga también que f (n) = 0 para cada entero n > 1. Pruebe que
f(z)
2Csen (7z)

es subarmoénica en H, y que satisface
u(z) < A+ Bz (z e H),

u(z) :=log

limsupu (z) < —er|(] (€ € OH\ {o0}) .

z—(

con « =7 — v > 0. Deduzca que f =0 en H.

Prueba:

La funcién u es subarmonica en H porque

iz —iTz
e — €

21

o L=l
- 2

|senmz| =

iz ’ 7’L'TI'Z| ’
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e — e
B 2
|e™ — e Y|
- 2
TY _e~TY .
_ ——— si y>0
—TY __eTY .
% S1 y < 0
ery
> 5 S1 Y >0
- -7y
— si y<O0

sen (z)
Figura 15
De donde
&) | o el
2Csenmz | —
luego
f(2)
log | ————| < —
Og'QCsemrz < izl =l

IN

7zl
(Para A=0 y B=x).
Para (¢ € OH\ {oc0}) wu(z) <7v|z| — 7 |Im 2],
limsupu (z) < v[¢| = m[¢| = —a](]. u

z—(

2.4 Criterio para Subarmonicidad

Teorema 2.4.1 Sean U un subconjunto abierto de C, y w:U —
[—00,00) una funcidn semicontinua superiormente. Entonces los siguien-

tes literales son equivalentes:
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(a) La funcion u es subarmdnica en U.
(b) Si A(w,p) CU, entonces parar <p y 0<t<2m

2 9 9
p-—r

, 1 ,
iy « z9>d0'
u(w+ret) < 27r/p2—2prcos(9—t)+r2u<w+pe
0

(¢) Si D es un subdominio relativamente compacto de U, y h es una

funcion armdnica en D que satisface
limsup (u—h)(2) <0 (CeoD),

z—(

entonces u < h en D.
Prueba:

(a) = (¢) : Dados D un subdominio relativamente compacto de U y
h una funcién arménica en D, entonces la funcién u — h es subarmédnica
en D, luego por el Principio del Méximo (Teorema 2.3.1(b)), tenemos que
u<henD.

(c) = (b) : Supongamos que A: = A (w,p) C U. Por el Teorema 2.1.3
existe una sucesién de funciones continuas ¢,, : 0A — R tal que ¢,, | u
en OA. Por el Teorema 1.2.4 cada Integral de poisson Pa¢,, es armonica
en A y lim,_:Pa¢, (2) = ¢, (¢) para cada ¢ € A, entonces

limsup (u — Pagy,) (2) S u () =, () <0 (C€dA).

z—(
De (c) se sigue que u < Pa¢,, en A. Tomando limite cuando n — oo,

por el Teorema de la Convergencia Monétona, tenemos que:

27
; 1 p* —r? ;
it 10
<— ( ) av.
u(wtret) < 27T/p2—2prcos(0—t)+r2u W pe
0

(b) = (a) Por la Definicién de funcién subarménica. m
Corolario 2.4.2 (Desigualdad Submedia Global)

Si u es una funcion subarmdnica en un conjunto abierto U en C, y si

A (w, p) C U, entonces
27

u(w) < %/u <w+pew) do.
0
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Prueba:
Basta que tomemos 7 = 0 en el Teorema 2.4.1(b). m

Corolario 2.4.3 Si f: U, — U, es un mapeo conforme entre sub-
conjuntos abiertos Uy y Us de C, y si u es subarmdnica en Us, entonces

uo f es subarmdnica en Uj.
Prueba:

Como f es conforme y u es subarménica, entonces u o f es semicontinua

superiormente.

Sean w € Uy y A(f (w),p) C Uz. Entonces
27

(wof)(w) = u(f(w) <5 [ u(fw)+pe)as

Luego u o f es subarménica. =

Teorema 2.4.4 Seca U un subconjunto abierto de C, y sea u € C? (U).

Entonces u es subarmdnica en U si y sélo si Au >0 en U.
Prueba:

“«<=" Supongamos ahora que Au > 0 en U y utilicemos el Teorema

2.4.1 para probar que u es subarménica.

Sea D un sudominio relativamente compacto de U, supongamos que h es
una funcién arménica en D tal que limsup, . (u — h) (2) < 0 para toda
¢ € 0D.

Veamos que u < h en D.

Dado € > 0, definamos
o w(z) —h(z)+elz)?, sizeD,
ve(2) { €lz?, si z € OD.
Entonces v, es semicontinua superiormente en D, y por lo tanto alcanza

un méximo alli. Pero v, no puede alcanzar un méaximo local en D porque
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Ave = Au+4e > 0 en D. Por lo tanto el méximo se alcanza en 0D,
entonces u — h < supyp€l|z|* en D. Tomando limite cuando e — 0
tenemos que u < h en D. Por el Teorema 2.4.1 concluimos que u es

subarmonica en U.
“=—=" Sea u subarmoénica en U.

Supongamos que existe algin w € U para el cual Au(w) < 0. Como
u € C?(U), entonces u es continua, luego existe p > 0 tal que Au < 0
en A (w,p), es decir u es superarmonica en A (w, p), por lo tanto u es
arménica alli. En particular Au (w) = 0, lo cual contradice la suposicion.
Por lo tanto Au>0en U. =u

Teorema 2.4.5 (Teorema del Pegamento)

Sea u una funcion subarmdnica en un conjunto abierto U de C, y sea v

una funcion subarmonica en un subconjunto abierto V de U, tales que

limsup v (2) < u(Q) (CeUnoV).

z—(C

Entonces u es subarmdnica en U, donde

~ méx(u, v) en 'V,
u: =
u en U\V.

Prueba:

Como limsup v (2) <u(¢) (C€UNIV), e
entonces u es semicontinua superiormente \ 6

en U. Por el Teorema 2.2.3 (a) u satisface i

la Desigualdad Submedia local en cada w €
V y también en cada w € U\V puesto que

u>uenlU. =

) .. Figura 16
Concluiremos esta seccién con tres teore-

mas acerca de familias infinitas de fun-
ciones subarmonicas, los cuales no se cumplirfan si restringieramos las

funciones subarmodnicas a funciones continuas.

Teorema 2.4.6  Sea (uy),~, una sucesion de funciones subarmonicas

en un conjunto abierto U en C, y suponga que uy > ug > ug > --- en U.
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Entonces u: =lim,,__,,ou, es subarmdnica en U.
Prueba:

Sean a € R y U, ={z/u, (2) < a}. U, es abierto. Entonces
{z/u(z) < a} para cada «a € R es la unién de conjuntos U,, y por lo tanto

es abierto y u es semicontinua superiormente.

Ahora, si A (w, p) C U, entonces para cada n > 1
2

U (W) < % /un (w + pew) do.

0
Sea v, = u1 —uy, >0, v, es creciente. En efecto,

Un+1 = Ul — Unt1
Up+1 < Up

—Up < —Upti

Up — Up < UL — Upt1-

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Monétona

27 2 27
/u1 (w + peie) df— lim [ u, (w + peie) dd= lim [ v, <w + peie) do
0 e 0 o 0
27
= nlingo (u1 — up) (w + pew) do
27 27
= /u1 w + pe'? d9—/u<w+pe>d9
0 0
De donde
u(w) = lim uy, (w)
o 27
<

1 ‘
lim — / Up (w + pew> de
n—o0 27
0

27
1 :
= —/u (w —|—pe”6> de.
2m
0

Por lo tanto u satisface la Desigualdad Submedia. =
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El correspondiente resultado para sucesiones crecientes (u,,) no se cumple,
porque aun un limite finito u puede no ser semicontinuo superiormente.
Por ejemplo, si u, (2) = (2) log|z| en A (0,1), entonces

{0, si0< |z <1,
u(z) = .
—00Q, si z=0.

Los dos resultados siguientes son la generalizacion de las partes (a) y (b)
del Teorema 2.2.3.

Teorema 2.4.7 Sea T un espacio topoldgico compacto, sea U un
subconjunto abierto de C, y sea v : U X T — [—00,00) una funcion tal

que:
(a) v es semicontinua superiormente en U x T}

(b) zr—wv(z,t) es subarmonica en U para cada t € T.
Entonces u(z) : = sup;er v (2,t) es subarmonica en U.
Prueba:

Sean w € U y u(w) < a. Sea o € (u(w),«). Entonces para cada
teT,v(w,t) <a'. Como v es semicontinua superiormente, existen una
vecindad Ny de t y p, > 0 tales que v < o en A (w, p;) x Ny. Como T es
compacto, admite un subcubrimiento finito Ny, ..., Ny, . Entonces u <
en A (w,p'), donde p' = min (p;,,...,p;, ). Luego u < aen A (w,p’).

Esto muestra que u es semicontinua superiormente.

Ahora supongamos que A (w,p) C U. Entonces para cada t € T,

27 o
1 . 1 ‘
v(wt) < _/” (w‘f‘[)@w;t) df < —/u (w—i—peZe) df.
2 27
0 0
Luego u (z) : = sup,cp v (2,t) satisface la Desigualdad Submedia y por lo

tanto es subarmoénica en U. =

Teorema 2.4.8 Sean (Q,u) un Espacio Medible con 11 () < oo, y
U un subconjunto abierto de C, y sea v : U xQ — [—00,00) una funcién

medible tal que:
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(a) v es medible en U x Q;
(b) zvr—wv(z,w) es subarmonica en U para cada w €
(¢)  zvr—sup,eqv (2, w) es localmente acotado superiormente en U.
Entonces u(z) : = [qv(z,w)du(w) es subarmonica en U.
Prueba:

Es suficiente probar que u es subarmonica en cada subdominio relativa-

mente compacto D de U.

Fijemos un tal D. Entonces (c¢) implica que sup,, v (z,w) es acotado su-
periormente en D, asi, restando una constante si es necesario, suponemos

que v < 0en D x Q. Ahora podemos utilizar el Lema de Fatou.
limsup u (wy,) = —liminf (—u(w,))
n—-ao_o

n——ao0

n—aoo

= —liminf [—/ v (Wp, w) dp (w)] .
Q
Si w, — w en D, entonces por el Lema de Fatou

limsup u (wy,) < / lim sup v (wy,, w) dp (w)
Q

n—-—auo0o n—-auoo

/U(w,w)du(w) =u(w).
Q

De aquf se sigue que u es semicontinua superiormente en D.

IN

Si A (w,p) C D, entonces por el Teorema de Fubini
27

% ) u(w+pei9>d9 = /Q(%/O%v<w+pew,w>d9> dp (w)

> [ o) dp ) = utw).
—v > 0, de donde
/ liminf (—v (wp,w)dp (w)) < lim inf/ —v (wp, w) dp (w)
Q Q

n——aoo n——aoo

o limsup u (wy,) = —lz’minf/ —v (Wp,w) dp (w)
Q

n—>00 n—>00

< /le’minf(—v(wn,w)d,u(w))

n——aeo0o

= / lim supv (wy,, w) dp (w) -
Q

n——:uo0

Asi que u satisface la Desigualdad Submedia en D. =



106

Cap.2 Funciones Subarménicas

Ejercicios 2.4

1. Sea wu una funcién semicontinua superiormente en un subconjunto

abierto U de C. Suponga que para cada w € U con u(w) > —oo,

tenemos que

27

, 1 (1 .
lzy{rﬁ%pr—Q %/u(varel)dt—u(w) > 0.
0

Pruebe que u es subarmoénica en U.

[Sugerencia: Sea € > 0, tome ue = u+e |z|2 Repita los pasos principales
previos al Corolario 2.4.2 para probar que u, satisface la Desigualdad
Submedia. Luego tome limite cuando ¢ — 0.]

. (i) Pruebe que si u (z) es subarménica en una vecindad de 0, entonces

U (zk) también es subarmoénica para cada k > 1.

(ii) Pruebe que si f es holomorfa en una vecindad de w y f— f (w)
tiene un cero de orden exactamente k en w, entonces existe una funcién
holomorfa, inyectiva g en una vecindad de w tal que f (z) = g (2)" +
f (w) alli.

(13i) Combine (7) y (i7) para extender el Corolario 2.4.3 a funciones
holomorfas arbitrarias.

. Sea U un subconjunto abierto de C. Pruebe que

u(z) := —logdist(z, 0U)

es subarmoénica en U.

Ejercicios Resueltos 2.4

1. Sea wu una funcién semicontinua superiormente en un subconjunto

abierto U de C. Suponga que para cada w € U con u(w) > —oo,

tenemos que

27

, 1 (1 .
lzy{rﬁ%pr—Q %/u(varel)dt—u(w) > 0.
0

Pruebe que u es subarmoénica en U.
Prueba:
Sea € > 0, y definamos
Ue: =u+elz]?.
La funcién u es semicontinua superiormente y € \2\2 es subarmonica,
luego u, es semicontinua superiormente.
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Sea A = A(w,p) y ¢, : 0A — R una sucesién de funciones
Lebesgue-integrables, tales que ¢,, | ue en OA. Entonces Pa¢,, : A —
R es armonica en A y

Jim Pagy () = 6,(¢) (W € 0A).
Veamos que u, (¢) < lz’mCPAgbn (2) (CeA).

Sean 0 <r < p y 0<1t<2m, entonces:
2w
. 1 p2—r2 .
ity « zO)de‘
e (w+ret) < 27r/p2—2prcos(c9—t)+r2¢” (w+pe
0

2

. 1 p2—r2 ;
., it « 17 19)
Jim (w+re )_nlEIolo_Qw/p2—2prcos(c9—t)+r2¢” <w+pe do,

por el Teorema de la Convergencia Mondétona

2
. 1 p2 —r2 )
iy < — Z") do.
e (wtret) < 277/;)2 —2prcos (0 —t) oz <w+pe
0
Conr=0
1 27
ue (w) < Dy /u6 (w + pei9> de.
T
0
‘. Ue es subarmonica.
Entonces

2

2
>d0

Tomando limite cuando ¢ — 0, tenemos que u es subarmdnica en

U =

1 } .
u(w) + e |w]? < %/<u<w+pew> —i—e‘w—l—pe’@
0

3. m Sea U un subconjunto abierto de C. Pruebe que
u(z) := —logdist(z, oU)

es subarmonica en U.

Prueba:
dist(z,0U) = inf {|z — ¢| Jc € OU}.
flee) = log 1 (cE@U),' f es arménica en U '
zZ—c como funcién de z
h(z) = ! no se anula para z € U.

zZ—C
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Pregunta: slog m = sup.cor f (2,¢)7.

Sea T = 0U.
dist(z,0U) < |z —( (para toda c € 9U)
L < ! (para toda c)
|z—¢c| — dist(z,0U) P '
1 1
= log—— <log——
f(z0) ©8 |z —¢c| — o8 dist(z,0U0)’
de donde )
<log ———.
i 750 = 108 G )
Pero de, € OU tal que
dis(z,0U) = |z —col
1 1
|z —co]  dis(z,0U)
1
o) = 1
Flae) = lor——
= lo !
-8 dis(z,0U)
< sup f(z0)
cedU
de donde )
=log ——.
2 50 =18 g a0y
Luego por el Teorema 2.4.7 u(z) := —logdist(z,0U) es subarmoénica en
u. "

2.5 Integrabilidad

Como las funciones subarménicas son semicontinuas superiormente, auto-

maticamente son acotadas superiormente en conjuntos compactos (Teore-

ma 2.1.2). El hecho de que tampoco pueden ser no-acotadas inferiormente

es menos obvio.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Integrabilidad)

Sea u una funcion subarmdnica en un dominio D en C, con u # —oo en

D. Entonces u es Localmente Integrable en D, es decir [; |u]dA < oo

para cada subconjunto compacto K de D.
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dA denota la medida de Lebesgue dos-dimensional.

Prueba:

Por un argumento simple de compacidad, es suficiente probar que para

cada w € D existe p > 0 tal que
/ lul dA < oo. (2.4)
A(w,p)

Definamos los conjuntos A y B, como:

A: = QweD: |u| dA < 0o para algin p >0 5.
A(w,p)

B: = {wED: lu| dA = o0 paratodop>OconA(w,p)gD}.
A(w,p)

Veamos que A y B son abiertos y que u = —oco en B. El resultado se

sigue de la conexidad de D.
Sea w € A. Escojamos p > 0 tal que (2.4) se cumpla.

Dado w" € A (w, p), tomemos p' = p — |w’ —w|. Entonces A (w',p") C

/ lul dA < 0.
Aw',p")

Por lo tanto A (w, p) C A, lo que prueba que A es abierto.

A (w, p); ast

Ahora sea w € B. Escojamos p > 0 tal que A (w,2p) C D. Puesto que

w € B,
/ lu| dA = .
A(w,p)

Dado w' € A (w, p), tomemos p' = p+ |w' —w|. Entonces A (w',p') D

A (w,p) y u es acotada superiormente en A (w', p'), ast

00 = / lu| dA < / utdA + / u dA = 0.
A(w,p) Aw’,p') Aw,p')

<00 —00

Luego
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Como u satisface la Desigualdad Submedia
2w

u(w')ﬁ%/u(w'jtreit)dt (O§T§p');
0

asf, multiplicando por 277 e integrando desde r = 0 hasta r = p/, tenemos:
w(p’)2u(w') < / udA = —oo.
Aw',p")
Entonces u = —oo en A (w, p) . Esto prueba que B es abierto y u = —oo
en B.

Como D es conexo entonces (2.4) se cumple. m

Del teorema anterior se sigue también que las funciones subarménicas son

integrables en circulos.

Corolario 2.5.2 Sea u una funcion subarmdnica en un dominio D

en C, con u# co. Si A(w,p) C D, entonces

2w
1 4
—/u (w—l—pew) df > —oo.
2T

0

Prueba:
Tomemos A (w, p) C D, fijo.

Puesto que u es acotada superiormente en conjuntos compactos, sustra-

yendo una constante si es necesario, podemos suponer que u < 0 en

A (w,p). Por el Teorema 2.4.1(b),sir <p y 0 <t < 27 entonces

2w
. 1 pz—rz ;
it < 'LG) do
w(wret) < 27r/p2—2prcos(9—t)+r2u(w+pe
0

27
p+ry 1 i0
< —_— .
< <p_T)27r/u(w+pe >d9
0

Si la ultima integral es —oo, entonces u = oo en A (w, p) ; esto contradice

el Teorema 2.5.1. Por lo tanto la integral es finita. m

Otra consecuencia del Teorema 2.5.1 es que las funciones subarmodnicas

sélo pueden ser iguales a —oo en conjuntos relativamente pequenos.

Corolario 2.5.3 Sea u una funcién subarmonica en un dominio D
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en C, con u# oo en D. Entonces
E: ={ze€D/u(z) =—o0}

es un conjunto de medida de Lebesgue cero.
Prueba:

Sea (K,),~; una sucesién de conjuntos compactos tales que

o0
D= U K,
n=1

Para cada n tenemos [ |u|dA < oo, asi E N K, tiene medida cero.

Puesto que E = J,, (£ N K,,) , entonces E también tiene medida cero. m

Por ejemplo si u = log |f| donde f es una funcién holomorfa, entonces E
es el conjunto de ceros de f, que es un conjunto contable. Pero existen

funciones subarmonicas que son iguales a —oo en conjuntos no-contables.

Teorema 2.5.4 Sea K un subconjunto compacto de C sin puntos
aislados, sea (wp), >, una sucesion densa en K, y sea (an),>; una suce-
sion de nmiumeros estrictamente positivos tal que ) a, < oco. Defina
u: C —[—00,00) por
u(z):Zanlog]z—wn| (z€C).
n>1
Entonces:

(a) wu es subarmdnica en C y u Z oc;

(b) w= —o0 en un subconjunto denso no-contable de K;
(¢) w es discontinua casi en todo punto en K.

Prueba:

(a) Sea p la medida finita en N dada por p({n}) =a, (n>1). Defi-
namos
v: CxN — [—00,00)
(z,n) +—— v(z,n)=loglz —wy|.
Entonces

M(N):Zan<oo;

n>1
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luego

/v(z,n)d,u(n) = Zanlog|z —wy|=u(z) (2€C).
N n>1
Como v es continua, devuelve abiertos en abiertos y cualquier abierto de

C x N es medible, luego v es medible.
log |z — wy,| es subarménica por ser la parte real de una funcién holomorfa.

Para n > 1 fijo, tenemos w,, € K (acotado), luego si z varia en C, com-

pacto en C, v (z,n) = log (|z| + |wy|) es acotado uniformemente.

Entonces por el Teorema 2.4.8 u es subarménica en C. También u (z) >
—oo para toda z € C\ K.

Seann € ZT y w, € K.

Dado z € C\K (fijo) dist (2, K): =d > 0, de donde
(Vn € Z%) (|z — wy| > d)
ap log |z — wy| > a,logd

Zanlog |z —wp| > Zanlogd > —00.
n>1 n>1
Entonces u # —oo.

(b) Sea E ={z€ C/u(z) = —o0}. E es un subconjunto denso no con-
table de K, puesto que cada w, € F.
K\FE = U {z€ K/u(z) > —n},
n>1
es una unién contable de conjuntos cerrados, densos en ninguna parte,

entonces es contable, por lo tanto K\ F es magro en K. Si E fuera con-
table, esto implicaria que K fuera magro en si mismo, contradiciendo el

Teorema de Categoria de Baire. Por lo tanto F no es contable.

(c) La funcién u es dicontinua en todo punto de E\E. Puesto que F es
denso en K, y por el Corolario 2.5.3 E tiene medida cero, por lo tanto u

es discontinua casi en todas partes en K. =

Ejercicios 2.5

1. Sea u una funcién subarménica en un dominio D en C, y suponga que
u = —o0 en un segmento de recta L en D.
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(1) Sea A un disco abierto en D tal que L contiene un diametro de
A, que divide a A en Aty A~. Defina v: A — [—00,00) por
u(z), siz e AT,
v(z) =
—00, size ATUL.
Pruebe que v es subarménica en A.
(i7) Pruebe que v = —oo en A, y deduzca que u = —oo en A*.
(#3i) Concluya que u = —oo en D.
2. ; Es posible que una funcién subarménica en un dominio D sea discon-
tinua en todo punto de D?.

[Sugerencia: mire el Ejercicio 2.1.3.]

Ejercicios Resueltos 2.5

1.m Sea u una funcién subarménica en un dominio D en C, y suponga
que 4 = —oo en un segmento de recta L en D.

(1) Sea A un disco abierto en D tal que L contiene un diametro de
A, que divide a A en AT y A~

Figura 17

Defina v : A — [—00, 00) por
u(z), size AT,
v@={ "
—00, size ATUL.
Pruebe que v es subarmoénica en A.
(i7) Pruebe que v = —oo en A, y deduzca que u = —oo en AT,

(73i) Concluya que u = —oo en D.
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Prueba:
(1) Sean u=—ooy v=uwuen A. Entonces
limsup v (z) < u(() (CeANL).
2—C .
= u(Q).
Y= méx{u,v}, en AT
U= —o0, en A—-AT=A"UL.

Por el Teorema del pegamento (Teorema 2.4.5), v es subarménica en
A.

(7i) Siwvno es idénticamente —oo, entonces v es localmente integrable.
Pero esto contradice el Teorema 2.5.3. Por lo tanto v = —c0 y u =
—o00 en AT puesto que u = v en AT,

(#4i) Siwno es idénticamente —oo en D, u es localmente integrable; lo
cual es una contradicciéon. m

En esta seccién examinaremos la relaciéon que existe entre las funciones

subarménicas en C y las funciones convexas en R.

Definicidon 2.6.1 Sea —co < a < b < co. Una funcién v : (a,b) — R

es llamada convexa si cuando t1,ty € (a,b),

YL =Nt +M2) < (1 =N (t) + M (k) (0<A<T).

Las funciones convexas continuas son muy conocidas. También es muy
conocido que dada ¢ € C? (a,b) , entonces v es convexa si y sélo si 1" > 0
en (a,b). Ahora estudiaremos una desigualdad bésica que cumplen las
funciones convexas.

Teorema 2.6.2 (Desigualdad de Jensen)

Sea —o0o <a<b< oo,y sea : (a,b) — R una funcidn convera. Sean
también (2, ) un espacio medible con u(Q) =1 y f:Q — (a,b) una

funcion integrable. Entonces

¢(/Qfdu> S/Q@Z)Ofdu-
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Prueba:

Sea ¢ = / fdu, entonces ¢ € (a,b). Por la convexidad, si a < t; < ¢ <
Q

to < b, entonces

PO < LY )+ (1),
2 — 11 2 — 11
(ta—t1) Y (c) < (t2—c)Y(t1) + (c—t1) P (t2)
Entonces
(t2—t1)Y(c) = (t2 —c)P(t1) < (c—t1)Y(t2)
(ta —t1) 1) (Cc)—_t(lt2 — o) (t) < Wt
De donde .
p 2D
t1€(a,c) c—1l1
Y
(t2—t1) Y (c) = (c—t)Y(t2) < (t2—c)t(t1)
(ta —t1) 0 ((Ct) —_(C —11) 9 (t2) < W(h)
2 —c¢)
De donde
sup P (c) = (t) < inf P (t2) —¢(C)‘
t1€(a,c) c—1t1 t2€(c,b) (tz — C)

Entonces existe una constante M tal que

b))z () +M(t—c) (L€ (ab).

Tomando ¢ = f (w) e integrando con respecto a i, tenemos

Lot @y dnt) = [ b @dntw)+ 31 [ ()= dutw) = (o),
entonces
w(/ﬂfdu>§/g¢ofdﬂ. n

Teorema 2.6.3 Sean —c0c<a<b<oo, u:U — [a, b) una funcidn
subarmdnica en un conjunto abierto U en C, y 1 : (a,b) — R una

funcion convexa creciente. Entonces 1 o u es subarmdnica en U, donde

Y(a): =lim_q0(t).
Prueba:

Escojamos una sucesién (an),>; € (a,b) tal que a, | a y para cada

n tomemos u, = mix (u,ay,), entonces u, es subarménica, por lo tanto
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1 o uy, es semicontinua superiormente en U.

Asi, si A (w, p) C U, entonces
2

Youy(w) < ¥ %/un(w—i—pew)dQ
0

27
1 ‘
< —/¢Oun <w+peze) do,
2
0

La tltima desigualdad se cumple por la Desigualdad de Jensen aplicada

a la medida % en [0,27).

Entonces v o u, es subarménica en U. Puesto que ¢ o u, | 1 o u cuando

n — oo, por el Teorema 2.4.6 1) o u es subarménica en U. =

Corolario 2.6.4 Si u es subarménica en un subconjunto abierto U

de C, entonces expu también es subarmdnica en U.
Prueba:

Sea v (t) = €', entonces 9 es creciente y convexa. Asf 1) ou = €% es

subarmoénica en U. =m

Aplicando el Corolario anterior a u: = alog|f|, donde f es holomorfa y
a > 0, tenemos que |f|* es subarmoénica.

Teorema 2.6.5 Sea u : U — [0,00) una funcién definida en un
conjunto abierto U en C. FEntonces logu es subarmdnica en U si y sdlo

si ulel| es subarmdnica en U para todo polinomio complejo q.
Prueba:

“=" Supongamos que logu es subarmoénica. Entonces logu + Regq
también es subarménica para cada polinomio g. Luego ellegutReq) —

ueR®? = 4 |ed| también es subarménica por el Corolario 2.6.4.

“<=" Reciprocamente supongamos que u |e4| es subarmoénica en U para
todo polinomio complejo g. Tomando ¢ = 0, vemos que u es subarmdnica
y en particular semicontinua superiormente. Entonces logu también es

semicontinua superiormente.
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Veamos que log 4 cumple la Desigualdad Submedia.

Sea A: = A(w,p) un disco con A C U. Escojamos una sucesién de
funciones continuas ¢,, : 0A — R tales que ¢,, | logu en OA. Por el
Ejercicio 1.2.2 sabemos que para cada n > 1 podemos hallar un polinomio

qn tal que
OSReqn—qZ)ng% (en 0A).

Entonces
lz’msgp u(z) ‘e_q”(z) < Qe Real) <1 (CedA).

Puesto que u |[e”

es subarmonica, por el Principio del Maximo tenemos

que ule"%| < 1en A. Entonces
27

1 A
logu(w) < Reg,(w)= 7 /Re qn <w + pe’e) do
0

2w
1 " 1
< — : —.
< QW/qﬁn(w—l—pe >d9+n
0

Tomando limite cuando n — oo y aplicando el Teorema de la Conver-

gencia Monétona, deducimos que
2

1 .
logu (w) < o /logu (w + pe’9> de.
0
Entonces log u cumple la Desigualdad Submedia y por lo tanto es subar-

ménicaen U. =

Teorema 2.6.6 Sea v: A(0,p) — [~00,00) una funcién radial
(esto es v(z) = v(|z|) para toda z). Suponga que v # oo. Entonces
v es subarmonica en A(0,p) si y sdlo si v(r) es una funcion conveza,
creciente de logr (0 <r < p) con lim,__gv () =v(0).

Prueba:

“=" El “si” se sigue de la aplicacién del Teorema 2.6.3 con u(z) =
loglz| y ¥ (t)=v(e').

“<=" Supongamos que v es subarménica en A (0,p). Dados ri,7m2 €

[0, p) con r1 < rg, por el Principio de Méximo aplicado a v en A (0,r2) se
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cumple que

v(r1) < sup v=wv(rg).
8A(07T‘2)

Entonces v es creciente en [0,p) y liminf,__,gv(r) > v(0). En el otro

)-
caso, la semicontinuidad superior implica limsup,__,,v (r) < v (0), luego
lim, v (r) = 0.

Falta probar que v (r) es una funcién convexa de logr.

Notemos primero que por el Corolario 2.5.2 v (r) > —oo para r > 0.
Dados 71,73 € (0,p) con r1 < rg, escojamos constantes «, 3 tales que
a+ Blogr = v (r) para r = ri,r3. Aplicando el Principio del Méximo a
v(z) —a— Blog|z| en {z/r1 < |z| < ra}, tenemos:

v(r) <a+plogr (ri<r<rg).
Entonces si 0 < A <1 y logr = (1—\)(«a)logr: + Alogry, entonces

v(r) < a+plogr
= (I=A)(a+ flogri) + A(a+ flogrs)
= (1=XNov(r)+ v(r),

Asi queda probada la convexidad. m

Definicion 2.6.7 Sea v una funcién subarmdnica en el disco A (0, p),
con u Z oo. Para 0 <r < p, definimos

My (r): = supu(z),
|z|=r
2
Cy(r): = ZL /u (re) dt,
™
0
1
By(r): = — udA.
= JA0,r)

Notemos que por el Teorema 2.5.1 y por el Corolario 2.5.2, M (r), Cy(r)
y By, (r) son todas finitas. También tenemos que Cy, () y By, () cumplen

la relacién .
2
Bu(r) = / Ci (s) ds. (2.5)
0
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Teorema 2.6.8 Con la notacion de la definicion 2.6.7:
(@) My (r),Cyu(r) y By(r) son funciones convexas,crecientes de logr;
() M,(r)>Cy(r)>Bu()2u(0) (0<r<p);
(¢) lim,_ oM, (1) = lim,—0C,, (r) = lim,__o B, (r) = u (0).
Prueba:

(a) Observemos que para 0 < r < p,
M, (r)=v(r) cuando wv(z)= sup u(ze),

tG[O 271']
Cy(r)=wv(r) cuando o( f u (ze') dt
0
2 1
B,(r)=v(r) cuando wv(z)=2 [ [u(zse")sdsdt.
00

En cada caso v es subarménica en A (0,p). En el primer caso por el
Teorema 2.4.7 y en los otros dos por el Teorema 2.4.8. Cada v también

es radial. Luego el resultado se sigue del Teorema 2.6.6.
(b) La primera desigualdad es clara.

De (a) tenemos que Cy, (r) > Cy, (s) > u (0) (r > s). Multiplicando por

25 e mtegrando desde s = 0 hasta s = r, tenemos

/C’u(r)r—;ds > /c s> 2 <0)%ds (2.6)
0

0

52T
%am»ﬂ > %/@@nwzmm

Cy(r) > %/Cu(s)sds > u(0).
0
Combinando (2.5) y (2.6) tenemos que C,, (r) > B, (r) > u (0).

(¢) Por (b), es suficiente probar que limsup,__,q M, (r) < u(0), y esto

es inmediato de la semicontinuidad superior de u. m

Ejercicios 2.6

1.Sea —oc0o < a<b<oo,seah:U — (a,b) una funcién armoénica en un
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conjunto abierto U en C, y sea ¥ : (a,b) — R una funcién convexa
(no necesariamente creciente). Pruebe que ¥, h es subarménica en U.

.Sea u : U — [0,00) una funcién en un conjunto abierto U en C.

Pruebe que logu es subarménica en U si y sélo si u® es subarménica
en U para cada a > 0.

1/87://:

[Sugerencia para el Pruebe que decrece a logwu cuando

al0]

(u"—1)

. Pruebe que si logu y logv son ambas funciones subarmoénicas en U,

entonces log (u + v) también lo es.

. Pruebe que toda funcién convexa en R, acotada superiormente es cons-

tante. Use esto para dar otra prueba del Teorema de LIOUVILLE
(Teorema 2.3.4), que toda funcion subarmdnica en C, acotada supe-
riormente es constante.

. Pruebe que con la notacién de la definicién 2.6.7,

Bu(r)ZC’u(%> 0<r<p).

[ Sugerencia: escriba Cy (1) como w(log r) donde @b es convexa, y
aplique la Desigualdad de Jensen a B, (r) := & [ Cy (s) sds. (2.5) ]

. Pruebe que si log u es una funcién subarmonica en el disco A (0, p) , en-

tonces log M,, (r), log C, (r) y log By, (r) son todas funciones convexas
de log.

[Sugerencia: repita la prueba del Teorema 2.6.8 junto con la del Teo-
rema 2.6.5.]

(1) Sean (aj);5q v (bj);5o mnumeros no negativos, y para k > 0

defina ¢, = Z?:o ajby—;. Use la Desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ
para probar que

> (i) < (2 (2

k=0

(19) Sean f y g funciones holomorfas en A (0,p). Expandiendolas
como series de Taylor, pruebe que para 0 < r < p,

27
1 1 .
— [ 1Pl aa < / 7 e Pt ) | 5= [l )| e
A(0,r) Q 5

2

(13i) Deduzca que si v y v son funciones positivas en A (0, p) tales
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que logu y logwv son funciones subarmonicas, entonces
By (r) < Cy (1) Cy (1) 0<r<p).

[Sugerencia: haga una adaptacién de la idea usada en la prueba del
Teorema 2.6.5]

(7v) De una interpretacién geométrica de la iltima desigualdad en el
caso en el que u = v = |f’|, donde f es un mapeo conforme de A (0, p)
en un dominio D.

8.Sea u : A(0,p) — R una funcién tal que u(z + iy) es convexa en
x para cada y fija, y convexa en y para cada z fija. Pruebe que u es
subarmoénica en A (0, p) . Dé un ejemplo para mostrar que el reciproco
es falso.

Ejercicios Resueltos 2.6

1.mSea —00 < a < b<oo,seah:U — (a,b) una funcién arménica en
un conjunto abierto U en C, y sea ¢ : (a,b) — R una funcién convexa
(no necesariamente creciente). Pruebe que 9,k es subarménica en U.

Prueba:
2m
1 .
h(w) = %/h(wjtre”) dt,
0
1 2
Y (h(w) = o %/h(w—l—re“)dt
0
1 27
< o= / o (b (w+ ret)) dt. (2.7)
T
0
(2.7) se cumple por la DESIGUALDAD DE JENSEN. n

2.mSea u : U — [0,00) una funcién en un conjunto abierto U en C.
Pruebe que logu es subarménica en U si y sélo si u® es subarménica
en U para cada a > 0.

Prueba:
Sea u® = gou, dado g(z) = 2* = exp(alog(z)), entonces u® =
exp (alog (u)),

u®t =1 ealogu_l
= — "8 og 4y — log u.
x !

Es subarmoénica por ser suma de subarménicas. =

3. m Pruebe que si logu y log v son ambas funciones subarménicas en U,
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entonces log (u + v) también lo es.
Prueba:

(u+v)led| =uled] +vlel|,
(Suma de subarmoénicas). =

.m Pruebe que toda funcién convexa en R, acotada superiormente es

constante. Use esto para dar otra prueba del Teorema de Liou-
VILLE (Teorema 2.3.4): toda funcién subarmdnica en C, acotada supe-
riormente es constante.

Prueba:
Sea A € (0,1), entonces
1
Ty zx[xl—(l—)\)xo]
1 =1 =Nz, + \xe

flz1) < (1 =A)f(zo) +Af (z2)
< (1 - )‘) f (*730) +AM (V)‘ € (07 1))
Tomando limite cuando A — 01 obtenemos

f @) < f (o).

(La otra desigualdad se hace en forma semejante).
Luego f es constante.
Prueba del Teorema de Liouville:
u(z) <e,
M (r) =1 (log(r)), 1 convexa y creciente.
w(z):M(et)Sc (t=logr, r € (0,00), t € (—00,00)),
1) es constante.

M (r)=sup u(z) <g,

M es constante. a
M (r) = M (0) = u(0),
u(z) = M(r),
u(z) = wu(0) — Méximo global en z = 0,

por el Teorema 2.3.1 u es constante. m

.m Pruebe que con la notacién de la definicién 2.6.7,

BMT)Z%(%) (0<r<p).

Prueba:
Cy (r) = 9 (logr) , entonces
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2 T
B,(r) = ﬁ/Cu(s)sds
0
2 T
= 2 ¥ (log s) sds,
0
2 | 52
= = w<log\/2_t>dt s:\/Q_t,t:E,dt:Sds
0
2 2
> Y| = / log v2tdt | . (Por la Desigualdad de Jensen) .
,
0
Ahora,
2 1 2
/log\/Q_tdt = 5/(log2+logt)dt
0 0
1 21
_ <—log2> 7 + 2 / (log £) di
2 2
0
1 r?\ 1 =
= <§ 10g2> <?> + 5 t(logt —1)]y
2 2 2 g2
= —log2+ —log— — —
;T8 T
Entonces
2/21 VI = Llog2stiogl -]
N T g8ty Ty
0
1 1
= Elogr2—§
1
= E(logr2—loge)
= 1lo ﬁ
2 ge
= logL
e

Por lo tanto B, (r) > C, (%) 0<r<p). =m
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6. m Pruebe que si logu es una funcién subarmoénica en el disco A (0, p),

entonces log M,, (1), logCy, (r) y log B, (r) son todas funciones con-
vexas de logr.

Prueba:
v(z) = sup u (zeit)
te(0,27]
v (2) ‘e‘I(z) = sup [u (zeit) ’eq(z) ] ,
te(0,27]

U (ze“) }eq(z)’ es subarmoénica por el Teorema 2.6.5. Entonces por el
Teorema 2.6.6 v (2) }eq(z)‘ es convexa y creciente. m

7.m(i) Sean (a;);5¢ ¥ (bj);5o wimeros no negativos, y para k = 0 de-

fina c¢p: = Z?:o a;bi—j. Use la Desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ
para probar que

00 2 00 00
> () < () (T
j=0 j=0

k=0

(&) < () (%)

k
Cr, = Z ajbk,j.

Prueba:

R b
T+k  T+k |\ & 30k

IA
‘H
1~
=
N

d

1+k

N 9 \2 N 2
Z Ck _ Z Ck . CL .
k:01+l<: o Vitk VItk

Tomando limite cuando N — oo, tenemos la desigualdad deseada. m

2.7 Suavidad

Aunque las funciones subarménicas no son necesariamente suaves, siempre

pueden ser aproximadas por otras funciones que si son suaves. Una forma
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estdndar de hacerlo es usando convoluciones.

Definicion 2.7.1 Sea U un subconjunto abierto de C. Para r > 0
definamos
Ur={z€U/dist (2,0U) > r}.
Sea u: U — [—00,00) una funcion localmente integrable, y sea
¢ : C— R una funcion continua con Sop¢ C A (0,7). Entonces su

convolucién es la funcion u * ¢ : U, — R dada por
u*gb:/u(z—w)d)(w)dA(w) (zeU,).
Haciendo un cambio d(i variable, también se puede escribir como
u*qb(z):/u(w)qb(z—w)dA(w) (zeU,).
De aqui vemos que st ¢C€ C™, entonces ux ¢ € C*, ya que bajo el signo

de integral podemos diferenciar arbitrariamente, las veces que queramos.
Teorema 2.7.2 (Teorema de Suavizamiento)

Sea u una funcién subarmdnica en un dominio D en C, con u # co. Sea

X : C — R una funcién que satisface:

X€C®, x=0, x(z)=x(lz]), Sopx CA(0,1), /di:l-
C
Para r > 0 definimos

1 z
w@=5x(2) (€0
Entonces u* x, es una funcion C*°, subarmonica en D, para cada v > 0,

y (uxx,) ]l uen D cuando r | 0.

Por ejemplo una funcién y que satisface las hipétesis anteriores es

1 . 1
X(z) _ Cexp <—m> s S1 |Z| < 3
0, i |2] > 3,

donde C' es una constante escogida de tal forma que [ xdA = 1.

Prueba:

Por el Teorema 2.5.1 u es localmente integrable, entonces u * , también
lo es y ademds es C*° en D,. Entonces para probar que es subarmédnica
en D,, aplicamos el Teorema 2.4.8 con (2, u) = (C,x,dA) y v (z,w) =

u(z —w).
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Ahora fijamos ¢ € D. Para 0 < r < dist (¢,0D) tenemos

uxx, (() = 7/Tu (C — seit) 2y (;) sdsdt.
00

Haciendo las sustituciones 0 = £ y v (2) = u (¢ — 2), nos queda

1
uxx, ()= 27r/0 Cy (ro) x (o) odo.

Por el Teorema 2.6.8 C, (ro) decrece a v (0) cuando r | 0. Entonces por

el Teorema de la Convergencia Monétona u * x,. (¢) decrece a

1
277/0 U(O)X(J)Jda:u(C)/deA:u(C).
Asi (uxx,) luen D. =

Corolario 2.7.3 Sea u una funcién subarménica en un conjunto
abierto U en C, y sea D un subdominio relativamente compacto de U. En-
tonces eziste una sucesion de funciones subarmdnicas (uy),~,; € C* (D)

tal que ug > ug > --->uen D y lim, . ouy, = u.
Prueba:

Siu = —o00 en D, tomamos u, = —n. En otro caso, escojemos r > 0 tal

que D C U,, y luego tomamos u, = u * % n

Teorema 2.7.4 Sea f: U — Uy un mapeo holomorfo entre sub-
conguntos abiertos Uy, Us de C. Si u es subarmdnica en Us, entonces uo f

es subarmonica en Uj.
Prueba:

Sea D; un subdominio relativamente compacto de U;. Es suficiente que

probemos que u o f es subarmoénica en Dy. Sea Do = f (D7), escojamos

una sucesion de funciones subarménicas (uy,),~; € C* (D2) tal que u, | u

en Dy. Por el Teorema 2.4.4 Au,, > 0 en Dy })ara cada n. Entonces
A(un o f) = ((Aup) o f)|f']° en Dy

Entonces A (u, o f) > 0en Dy, y aplicando el Teorema 2.4.4 nuevamente,

deducimos que u, o f es subarmoénica en D;. Tomando limite cuando

n — oo y usando el Teorema 2.4.6, tenemos que wo f es subarménica en
Di. =
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Teorema 2.7.5 (Principio Débil de Identidad)

Suponga que v y v son funciones subarmdnicas en un conjunto abierto

U en C tales que u = v casi en todas partes en U. Entonces u = v en U.
Prueba:

Supongamos primero que v y v son acotadas inferiormente en U. Sea x
como en el Teorema 2.7.2, entonces u * x, = v * X, en U,. Asf tomando

limite cuando r — 0 deducimos que u = v en U.

El caso general se sigue aplicando lo anterior a u,: = max(u,—n) y

Up: = max (v, —n), y tomando limite cuando n — oco. =

Este Principio de Identidad no es tan fuerte como el de las funciones

armoénicas  (Teorema 1.1.7), por ejemplo, u(z): = mix(Rez,0) y
v(z): = 0 coinciden en un subconjunto abierto de C sin ser iguales
en todo C.

Ejercicios 2.7

1. Sean U un subconjunto abierto de C y u: U — [—00, 00) una funcién
Borel-medible la cual es localmente acotada superior e inferiormente,
y satisface la Desigualdad Submedia local (pero no es necesariamente
semicontinua superiormente).

(i) Con x como en el Teorema 2.7.2, pruebe que ux* Yy, es subarmonica
en U, para cada r > 0, y que lim,__ou * x, = u*, donde u* es la
reqularizacion semicontinua superiormente de u, dada por

u* (z) = lim (sup u) (z€U).

r—0\ A(z,r)

(19) Pruebe que si r, s > 0, entonces

(u * Xr) *Xs = (u * Xs) * X (en Ur+s) .
Deduzca que u * x, decrece con r, y que u * X, = u* * ), en U, para
cada r > 0.

(7it) Concluya que u* es subarménica en U, y que u* = u casi en
todas partes en U.

(iv) Considerando u,: = max (u,—n) (n > 1) pruebe que las con-
clusiones en (7i7) permanecen validas si quitamos la condicién de que
u sea localmente acotada inferiormente.

2. Sea u una funcién subarménica en un conjunto abierto U en C, y sea
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v una funcién semicontinua superiormente en U tal que u < v casi en
todas partes. Pruebe que u < v en todas partes.

3. Pruebe que el Principio de Phragmén-Lindelf (Teorema 2.3.2) per-
manece védlido aun si, en vez de asumir que v es finita, sélamente
asumimos que v Z +00.



Teoria del Potencial

La Teorfa del Potencial ha sido muy estudiada en espacios Euclideos
n—dimensionales con n > 3. Existe una diferencia esencial en los poten-
ciales entre el plano complejo y R” para n > 3; el potencial estdandar para
C, es el Potencial Logaritmico de i definido para una medida de soporte

compacto u en C, como la funcién

L, (2): :/log|z—w|1du(w).

L,, estd definida en todo punto del plano, mientras que en dimensiones

maés altas el potencial estdandar es el Potencial Newtoniano.

Los potenciales son una fuente muy importante de ejemplos de funciones
subarmonicas; ellos nos permiten construir funciones subarmonicas con

varias propiedades prescritas.

A pesar de su naturaleza especial aparentemente rara, son ficiles de es-

tudiar.

Los potenciales se comportan algunas veces como funciones subarménicas

arbitrarias y para muchos propdsitos las dos clases son equivalentes.

Terminamos este trabajo con la definicién de Potencial para medidas fini-

tas de soporte compacto.

Defincion A.1.1  Sea ;i una medida de Borel finita con soporte com-

pacto. Su potencial es la funcion p,:C — [—o00,00) definida por

pu<z>=Lopﬂlog|z—w|du<w> (= €0).

La funcién p, (z) es subarménica en C y armonica en C\ (Sop ) .
También
pu (2) = p(C)log |z| + O (\z|_1) (cuando z — 00).




Conceptos

En éste apéndice veremos algunas Definiciones y Teoremas que utilizamos
a través del trabajo y las referencias de los libros donde se hallan las

pruebas.

Definicion B.1.1 Sea f: X — [~o0,00] una funcién cualquiera,

entonces
0 si f <O0;
o= 0 si f >0,
B —f st f <O0.
La funcién ft = méx(f,0) se denomina la parte positiva de f vy
f~ = —min(f,0) se denomina la parte negativa de f.

Notemos que
ffo= 0, fm>0,

f = ftr=r,
fl = ff+f. vy
frfm = o.

Teorema B.1.2 (Teorema de la Funcién Abierta)

Sean D un dominio y f una funcién holomorfa no constante en D, en-

tonces para cualquier conjunto abierto U en D, f(U) es abierto.
Prueba: [3, p. 99].

Teorema B.1.3 (Teorema de la Convergencia Monétona
de Lebesgue)

Sea (fn)n21 una sucesion de funciones medibles en un conjunto X, tales
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que

FEntonces
lim | oy = / <lz’m fn> dp
n—oo X n—oo
Prueba: [2, p. 211].

Lema B.1.4 (Lema de Fatou)

Sea (fn),>1 una sucesion de funciones medibles no negativas. Entonces

/<lzm1nf du<lzm1nf/fndu

Prueba: |7, p. 129].

Teorema B.1.5 (Teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue)

Supongamos que (fn), >, €s una sucesion de funciones medibles en X tales
que

lim f, (x) = f (z) (Vx € X).

n—oo
Si existe una funcion g € L' (1) tal que
|fn (@)] < g (2) (n=1,2,3,...;2€X),
entonces f € L' (),

lim [ |fo— fldu=0
n—oo X

lim fnd,u / fdu.
X

n—oo

Prueba: [11, p. 29].
Teorema B.1.6 (Criterio-M de Weierstrass)

Una serie de funciones de valor real Y 7 fi (x), donde (fy);~, €s una
sucesion definida en un conjunto E, converge uniformemente en E si
|f] < My en E, para algunas constantes My, k = 1,2,... y > oy My

convergente.

Prueba: 2, p. 82].
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Definicion B.1.7 (Sucesiones Uniformemente Cauchy)

Una sucesion de funciones(fy,),~, es llamada una sucesién Uniforme-
mente Cauchy en un conjuna) A si para cada € > 0 existe N € N,
N = N (¢) tal que |fm (2) — fn (2)] < € se cumple para todo z € A siem-
pre que m >n > N. [9, p. 246].

Definicion B.1.8 Sea U un conjunto abierto, no vacio en C. Deci-
mos que un subconjunto S de U es denso en U si U estd contenido en
S, es decir si SNA(z,1) # ¢ para toda z € U 5y todo > 0.

[9, p. 280].
Teorema B.1.9 (Teorema del Mapeo Riemann)

Si U es un conjunto abierto holomorfamente simplemente conero en C
y U # C, entonces U es conformemente equivalente al disco unidad.
[6, p. 199].

Teorema B.1.10 (Teorema de Hurwitz)

Sean D un dominio en C y (fn)n21 una sucesion de funciones holomorfas
en D tal que f, — f. Si f 0, A(zo,R) C D, y f(2) # 0 para
|z — zo| = R entonces existe un entero N tal que para n > N, f y fy

tienen el mismo numero de ceros en A (z,, R) .

Prueba: |3, p. 152].

Definicion B.1.11 (Categoria)

Un Subconjunto S de un espacio métrico X se dice que es

(a) Denso en ninguna parte o diseminado en X si su clausura S

no tiene puntos interiores.

(b) Magro o de primera categoria en X si S es una union de con-

juntos contables cada uno de los cuales es diseminado en X.

(¢) No-Magro o de segunda categoria en X si S no es diseminado
en X.

[11, p. 111]
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Teorema B.1.12 (Teorema de Categoria de Baire)

Si X es un espacio métrico completo, la interseccion de toda coleccion

numerable de subconjuntos abiertos, densos de X es densa en X.

Prueba: [11, p. 110]
Definicion B.1.13 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Sean f y g funciones continuas, de valor real, Riemann integrables en
[c,d], entonces
2 d d

/d f@g@dr| <| [r@ra]-| [s@rd

[9, p. 430].
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