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Resumen

Se introduce el concepto de estrecho, en términos hiperbdlicos, para un subdominio del disco
unidad. Si el dominio es hiperbdlicamente convexo, se caracteriza la existencia de estrechos en
términos euclidianos mediante el concepto de cuasidisco. Se propone una clasificacién de los
estrechos y se exhiben algunos ejemplos.

Ademds, para la clase Kp,(«) de las funciones hiperbélicamente convexas normalizadas, se
obtienen dos cotas inferiores de su constante de Bloch: una justificada analiticamente y otra
mejor basada en informacién grafica y numérica, las cuales apoyan una conjetura acerca del
valor exacto de la constante.
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Introduccion

El presente trabajo estd dividido en dos partes.

En la primera (capitulos 2, 3 y 4) se introduce el concepto de estrecho para un conjunto
abierto y conexo G en la geometria hiperbélica (aunque podria estudiarse en otras geometrias).
Si G es hiperbdlicamente convexo, se caracteriza la existencia de estrechos (definida en términos
hiperbdlicos) mediante el concepto de cuasidisco (usualmente definido en términos euclidianos).
Ademsds, se propone una clasificacién natural de los estrechos y se dan algunas propiedades de
cada uno de los dos casos. Finalmente, se exhiben algunos ejemplos de estrechos de ambas
clases.

En la segunda parte (capitulo 5) se estudia el problema de la constante de Bloch de la clase
Kp(a) de las funciones hiperbélicamente convexas normalizadas. Se obtienen cotas inferiores
para ella: una justificada analiticamente y otra mejor basada en informacién grafica y numeérica,
las cuales apoyan una conjetura acerca del valor exacto de la constante.

En el capitulo 1 se describe brevemente la geometria hiperbdlica, usando el modelo de
Poincaré, esto es, en D := {z € C/|z| < 1}. La métrica hiperbdlica permite definir la
distancia en D), que se preserva bajo Mob(D), o sea la clase de las transformaciones de Mobius
de la forma . a

T(z)=c

1—az’
con a€D y ceT:=0D (llamadas automorfismos de D).

En esta geometria es natural la definicién de convezidad (hiperbdlica) en términos de segmen-
tos de recta (hiperbdlicas) o geodésicas, de manera anédloga al caso euclidiano. Los dominios
h-convexos y las funciones f : D — D h-convexas (analiticas y univalentes, con f(D)
h-convexo) han sido estudiados por L. Cruz, W. Ma, D. Mejia, D. Minda, Ch. Pommerenke,
entre otros (véase especialmente [MaMi94], [MaMi99], [MeP]). Si G es un subdominio propio
de C simplemente conexo, el teorema de Riemann (Riemann mapping theorem) garantiza la
existencia de una funcién h: D —G holomorfa y biyectiva; esta funcién h permite definir
la geometria hiperbdlica en G (independiente de h).

También se enuncia una versién general del lema de Ahlfors basada en las llamadas métricas
ultrahiperbdlicas, estudiadas por Ahlfors en [A].

En el capitulo 2, se introduce el concepto de estrecho; lo que se busca es expresar, en térmi-
nos puramente hiperbdlicos, un tipo de irregularidad comiin en muchos dominios problemé&ticos
o extremales para algunos problemas clédsicos en Teoria Geométrica de Funciones.

Para dominios h-convexos, es particularmente destacable el Teorema 2, que puede enten-
derse como una caracterizacion de la existencia de estrechos en términos euclidianos; pero
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también, como una caracterizacién del concepto de cuasidisco en términos hiperbdlicos. En la
prueba, son esenciales, ademds de la convexidad hiperbélica (que se usa repetidamente), la ley
hiperbdlica del coseno y la ley euclidiana de senos.

De las varias definiciones conocidas de cuasidisco, hemos preferido, por su simpleza, la
definicién 3 (ver [P92]). Otras definiciones equivalentes estan en [L].

En el capitulo 3, se prueba (teorema 3) que los estrechos (si existen en un dominio h-
convexo) deben estar en el infinito (en T). En la demostracién, se usan, de nuevo, la h-
convexidad, la ley hiperbdlica del coseno y la ley euclidiana de senos, ademéds del hecho de que
todo dominio h-convexo es un dominio de Jordan con frontera rectificable, lo cual fue probado
por B. Brown en [Br].

Como corolario de este teorema, se tiene que todo dominio h-convexo hiperbdlicamente
acotado tiene que ser un cuasidisco.

La parte fundamental del capitulo es la clasificacion de los estrechos. El caso regular
es el que mds se acomoda a la idea intuitiva de estrecho. El teorema 4 proporciona una
caracterizacién més simple que la definicién general, para el caso regular.

El teorema 5 afirma que si un dominio h-convexo tiene un estrecho irregular en un punto,
en una vecindad de dicho punto, el dominio no puede estar contenido en un dngulo de Stolz.
En la prueba, son esenciales la h-convexidad, la ley hiperbdlica del coseno y una propiedad
geométrica de los llamados “lentes”. El reciproco del teorema no se cumple, como lo muestra
el ejemplo 3.

En el capitulo 4 se exhiben algunos ejemplos de estrechos regulares e irregulares, em-
pezando por el més simple: la cispide. El ejemplo 4 relaciona el tema de los estrechos con el
del dltimo capitulo.

El problema de la constante de Bloch para las funciones convexas normalizadas se ha resuelto
para los casos euclidiano y esférico.

Si C' es la clase de las funciones f : D —C analiticas y univalentes normalizadas por
f(0)=0 y f'(0)=1 tales que f(D) es euclidianamente convexo, entonces

Ry = sup{de(f(2), (D)) /= € D},

es el radio de Bloch de f (de es la distancia euclidiana) y R. := inf{R;/f € C} esla
constante de Bloch de C. Szeg6 prob6 que R.= % (Véase [9]).

El caso esférico fue resuelto por D. Minda. Dada « € (0,1], sea Kg(a) la clase de las
funciones f: D —Cy analiticas y univalentes normalizadas por f(0) =0 y f'(0) = « tales
que f(D) es esféricamente convexo.

Ry(a) := inf{p;/f € Ki(a)},

donde
Py = sup{ds(f(z), 3f(]D)))/z € D}
es la constante de Bloch de K (o) (ds es la distancia esférica). En [Mi86] se prueba que
Rs(a) = 9F.
En el capitulo 5 se estudia el caso hiperbdlico. Primero se obtiene una férmula para la

densidad de la métrica hiperbdlica de un “lente ~ general (asimétrico), que generaliza el caso
estudiado por D. Minda en [Mi86].
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Mediante este lema y el lema de Ahlfors, se obtienen dos cotas inferiores para la constante
de Bloch de Kp(«), la clase de las funciones f : D — I analiticas y univalentes normalizadas
por f(0)=0 y f'(0)=ae€ (0,1] tales que f(D) es hiperbdlicamente convexo. La primera
cota, bastante buena para valores pequenios de «, se prueba analiticamente. La segunda, aun
mejor, estd justificada por informacion gréfica y numeérica.

Finalmente, se conjetura que el valor exacto de la constante de Bloch de Kp(a) es

1 1 1+ tan(=®

1 )

e
4
0g )
2 71— tan(")
correspondiente a la funcién (extremal) cuyo rango es el lente simétrico. Esta conjetura estd

respaldada por un resultado parcial acerca de la clase de las funciones fuertemente hiperbdlica-

mente convezas, subconjunto propio de Kp(«), estudiadas por L.Cruz y D.Mejia en [CMe].
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Capitulo 1

PRELIMINARES

GEOMETRIA HIPERBOLICA

Al disco unitario D := {z € C|z2| <1} se lo dota con su métrica hiperbdlica definida
como

Ap(z) |dz] ==

La meétrica hiperbdlica permite definir la distancia hiperbolica:
Dados a,b € D,

d(a,b) :=dp(a,b) = inf/ Ap(z) |dz|,
g

donde el infimo se toma sobre todos los caminos rectificables v contenidos en D con extremos
a y b

Puede probarse que este infimo es en realidad un minimo que se satisface cuando v es
la geodésica hiperbélica (o h-geodésica) entre a y b, que es el arco del circulo ortogonal a

T := 9D con extremos en dichos puntos. Ademas,

b 1 1+ a_bb
a— 1—a
d(a,b) = arctanh =-1 .
(a,b) = arctan T 2| = 508 - 1[1_%
—a

La distancia hiperbdlica se preserva bajo automorfismos del disco; esto es, si T €Mob(D),
entonces d(a,b) = d(T(a),T(b)).

Un dominio G en D se denomina hiperbdlicamente convexo (6 h-convexo) sii para cualquier
par de puntos a,b de G, la h-geodésica ab entre a y b estd contenida en G. Todo
dominio h-convexo es simplemente conexo y es un dominio de Jordan. Si G es h-convexo y

a,b € OG (la frontera euclidiana de G), se puede probar que ab C G o ab— {a,b} C G.

Ley (hiperbdlica) del coseno: En un tridngulo hiperbdlico (h-tridngulo) limitado por



geodésicas de longitudes p,q,r, donde 6 es el dngulo formado por dos de ellas, opuesto a la
que tiene longitud 7, se tiene

_ cosh(2p) cosh(2q) — cosh(2r)

0
o8 senh(2p) senh(2q)

Ley (hiperbdlica) del seno: Si, ademds, 7 es el dangulo formado por las geodésicas de

longitudes p y r , entonces
sen7n  senh (2q)
senf  senh (2r)’

Para un estudio detallado de la geometria hiperbdlica, véase [B].

Una funcién f : D — D conforme (analitica e inyectiva) se denomina hiperbélicamente
convexa (h-convexa) sii f(D) es h-convexo.

Si f esh-convexay o,7 € Mob(D), entonces oo for es h-convexa.

Esto permite reducir el estudio de las funciones h-convexas a la clase Kp(a) de las
f:D—D

h-convexas normalizadas por las condiciones f(0) =0 y f/(0) =a, con 0 < a < 1. (Si

a=1, Kp(a) sereduce a la identidad en D).

Generalizacién.

Ademsds del disco unitario I, se utilizan otros modelos para la geometria hiperbdlica.

Sean G un subdominio propio de C simplemente conexoy h: D — G conforme (biyectiva
y analitica). La funcién h permite definir la geometria hiperbdlica en G de la siguiente
manera:

Métrica hiperbdlica:

1
)] (1 1))

Aa(z)

para z € G.
Distancia hiperbdlica: Si a,b € G, dg(a,b) se define como inf f7 AG(z) |dz|, donde el
infimo se toma sobre todos los caminos rectificables v contenidos en G con extremos a y b.

Puede probarse que este nfimo es un minimo, que se cumple si v = h(zw), donde z = h~'(a)



y w = h~Y(b). Esta geodésica ab estd contenida en una h-recta (ortogonal a O0G,donde esto
tenga sentido).

Sean G,Gy regiones propias de C simplemente conexasy p: G — [0,400) semicontinua
superiormente tal que {z € G/p(z) =0} es discreto.

p(z)|dz| se llama una semimétrica conforme en G. Si p es de clase C?, su curvatura

(gaussiana) es
~ Alogp(2)

2 (2)

La métrica hiperbdlica de G tiene curvatura constante de valor —4.

K,(z) = para z € G.

Definicién 1 Se dice que p(z)|dz| es una métrica ultrahiperbolica en G sii dado zy € G
con p(z9) > 0, existen U wecindad de zy y py : U — RT de clase C? tales que
po(z0) = p(20) ¥, para cada z € U, po(z) < p(z) y Ky (z) < —4. Se dice que py es una

métrica soporte de p en 2.

Sea p(z)|dz| una métrica ultrahiperbdlicaen G.Si f: Gy — G es holomorfa no constante

po : Go — [0,400)

estd definida por py(2) = p(f(2))|f'(2)|, entonces py(z)|dz| es una métrica ultrahiperbélica
en Gj.

Version general del lema de Ahlfors: Si p(z)|dz| es una métrica ultrahiperbdlica en
G, entonces p < Ag.

Veéase [Mi83].

Nota 1 En la métrica y en la distancia hiperbdlicas, con frecuencia se trabaja con una normal-
izacion diferente a la utilizada aquit, con lo cual algunas de las expresiones (como por ejemplo
la ley del coseno) cambian ligeramente. Hemos preferido la presente normalizacion para sim-

plificar las férmulas de la seqgunda parte (capitulo 5).

Definicién 2 Sea f: D — D analitica y zg € T.



a) Si existe

c= lim f(z),

z—20,2€EA
donde A es cualquier dngulo de Stolz en zy, se nota f(zp) := ¢ y se llama el limite angular
de f en 2.

b) Si, ademds, existe
e FO - )

2—20,2EA zZ— 20
para cualquier dngulo de Stolz en zy, se nota f(z9) :=d y se llama la derivada angular de

f en z.

Usaremos la siguiente versién del lema de Julia-Wolff (véase [P92]):

Lema 1 de Julia-Wolff: Si f:D — D es analitica, f(0) =0, zo € T y existe f(z9) € T,

entonces existe f'(20) € Coo y 1 < |f' (20)] < 4o00.



Capitulo 2

DOMINIOS CON ESTRECHOS Y UNA
CARACTERIZACION
EUCLIDIANA

En lo que sigue, consideraremos a G como un subdominio de ), J su frontera euclidiana y J’

su frontera hiperbdlica. Obsérvese que J' = J N D. Ademds, para z,w € D, notaremos su

distancia hiperbélica como d(z,w); esto es,

d(z,w) ilog o)’
donde
z—w

Definicién 3 Un cuasidisco G en C es un dominio de Jordan tal que existe una constante
M >0 con la propiedad de que dados a,b € J := 0G, se tiene que diam J(a,b) < M |a — b|,
donde J(a,b) es el arco con menor didmetro euclidiano de J entre a y b y donde

diam J(a,b) denota el didgmetro euclidiano de J(a,b).

Existen miiltiples equivalencias de esta definicién y abundante literatura sobre los cuasidiscos

y las funciones cuasiconformes, relacionadas con ellos. Véase, por ejemplo, [L], [LV] y [P92].

Definicién 4 G tiene estrechos si y solo si existen sucesiones de puntos ay,b, en J', discos

hiperbélicos (h-discos) Dy, de h-centro z, y h-radio m, <1 y h-rectas S, tales que

zn €S, ND, CG,



an Y by estdn en lados diferentes de S, vy

lim 7d(an,zn) = lim mezn)

n—o00 Tn n—oo Tn

=0.

Nota 2 La cota 1 para 1, no es esencial; podria tomarse otra constante positiva. En algunos
casos (ver en el siguiente capitulo la clasificacion de estrechos) puede tomarse r, constante

(por ejemplo igual a 1) e incluso S, fija.
Teorema 1 Si G tiene estrechos, entonces G no es un cuasidisco.

Prueba. Sean ay, b,, Dy, zn, mn, Sn como en la definicién y supongamos que G es un

cuasidisco. Entonces existe M > 1 tal que dados a,b € J, el didmetro euclidiano
diam J(a,b) < M |a —b|.

Como 7, < 1, entonces
d(an, zn)

Tn

d(an, zn) =

rn — 0

cuando n — oo.
Ansdlogamente

lim d(by, z,) =0,

n—oo

luego (por la desigualdad triangular)

lim d(ap,b,) = 0;

n—o0

O Ssea que

—-b
lim «, =0, donde «, = M
Nn—00 |1 — anbn|

y para n grande, o, < ﬁ.
Si w € J(an,by) (el arco de menor didmetro J entre a, y by, , que existe por ser G un

cuasidisco y, por lo tanto, un dominio de Jordan), entonces

1
|lw — ap|, |Jw — by| < diam J(an, by) < M |a, — by| < Z\l—@bnl,



luego

. _ _ 3 _
11 — apw| > |1 — @pby| — |an(by, — w)| > 1 |1 — @by

y
5= \w—jn] §4M’an;bn‘=%0¢n<l-
|1 —apw| = 3|1 — by 3 3
Por consiguiente, w € D y
1 1+8 1
d = —log—— < =log2
(w, an) plog 5 < glog2,

luego

1
J(an,by) C Dy, (an, Elog 2) C D.
Pero a, y b, estdn en lados diferentes de la geodésica S, luego tiene que existir un

Wy, € Sp N J(ap,by)

que cumple lo anterior, o sea que

_ |an, — Wy < 4AM |ay, — by
11— a,w,| = 3|1 —ayby

Yy <2May,, — 0

cuando n — oo. Por lo tanto,

lim d(ay,wy) = 0.
n—oo

De manera andloga puede verse que
lim d(by,,w,) = 0.
n—oo

Como wy, ¢ D,, (de lo contrario w, € S,ND,, CG y wy € J(an,b,) C IG), entonces

rn < d(Wn, 2n) < d(wy, an) + d(an, 2n).



Haciendo c¢:=8M, vemos que la funcién
o:10,1/4M) — R

definida por

0 14+¢t\¢ 142Mt
o = — _——
1—t 1—2Mt

es creciente, ya que si 0 <t < %, entonces

2M c(1+t)ct
<<
(1 —2Mt)? (1 — )t

luego o'(t) > 0. Por consiguiente, o(t) > o(0) = 0. O sea que, para n grande,

<
1—a,

14+2Ma, 1+an,
1-2Mao, —

C
) Y Yo < 2May,

luego

1. 147, 1. 1+2Ma,
d — Clogiidn < Zppg M
(wn,an) = Glog 2" < S log T, =

1 1 n\ ¢
—log < to ) = cd(an,by) < c(d(an, zn) + d(zn,bn)) .

Por lo tanto,

rn < (c+ 1) d(an, zn) + cd(2zn, by)

y (dividiendo por r,)

d(an, zn) n Cd(zn,bn) .

1<(c+1)
Tn Tn

cuando n — oo, lo cual es absurdo. m
Teorema 2 Si G es h-convexo: G tiene estrechos si y solo si G no es un cuasidisco.

Prueba. El teorema 1 da cuenta de una implicacién. Sélo falta ver que si no existe M > 0
tal que dados a,b € J, diamJ(a,b) < M |a — b|, entonces G tiene estrechos. Como los

automorfismos de ) preservan los cuasidiscos, podemos suponer que 0 € G.



Para cada n € Z7, existirdn a,,b, € J tales que
diam J(an, by) > nla, — by . (2.1)

Teniendo en cuenta la compacidad de J y tomando subsucesiones, podemos suponer que
las sucesiones (an)n y (bn)n convergen (euclidianamente) a, digamos, a9 y by en J.

Ademsds, ya que estamos considerando el didmetro euclidiano,
1. 2

lan, — by| < —diam J(ap,b,) < — — 0
n n

cuando n — oo, entonces ag = bg.
Veamos que ag € T, razonando por el absurdo.
Supongamos, por el momento, que ag € . Existen, entonces, a,b € J cercanos a ag y
R € (0,1) tales que
ap € J(a,b) CDgr:={2€C/|z| < R}.

Haciendo

o imin{d(a, a0), d(b, ag)}

podemos considerar que

Qp, by, € J(aa b) N Dh(a(ﬁ T)

(el disco hiperbdlico).
Definamos ¢ :=2d(a,b) y f:D—{a,b} - R por

cosh(2d(a, w)) cosh(2d(b,w)) — cosh ¢

flw) = senh (2d(a, w)) senh (2d(b, w)) 7

y sea

Go := (GNDg) — (Dila;r) UDp(b;7)).

Como Gy es un subconjunto no vacio y compacto de D — {a,b} y f es continua, existe

w' € Gy donde f alcanza su valor mdximo en Gj.



Si en el h-tridngulo aw'b, 6 es el déngulo en w’, entonces (por la ley del coseno) cos =
f(w'). Como w' ¢ T, 0<6 <m, luego —1 < f(w') < 1.

Sean, por ahora, n fijoy z € J(ay,b,) — {an,b,}. Véase la figura 1. Si en el h-tridngulo
azb, ~ es el dangulo en =z, entonces f(z) = cosy < f(w') = cos@, luego ~ > 0. Sea

an € J(a,z) (el caso a, € J(b,z) es andlogo); asi, b, € J(z,b).

figura 1

Si en el h-tridngulo a,zb,, 6 es el d4ngulo en z, entonces (por la convexidad hiperbdlica de
G, el h-tridngulo abz tiene que estar contenido en G, luego en su interior no pueden estar ni
a, ni b,) 0>~ > ¢ Tomando ahora el tridgngulo euclidiano a,zb,, sean 1, p,v’ los dngulos
en ap,z,b, respectivamente. Entonces (ya que 0 € G) ¢ > 6 y (por la ley euclidiana de

Senos)

|z —by|  sentp < 1
lan — bn|  seng ~ sen’

10



luego (aun si ¢ > /2, en cuyo caso |z — by| < |a, — by|)

1

— by < klan — by|, donde k= —.
|2 —bn| < kla |, donde —

Hagamos

C={|-2"|/7,2" € J(an,bn)} -

Por la compacidad de J(an, by,), existen z1, 29 € J(an,b,) tales que
|21 — 22| = max C' = diam J(ay, by,).

Pero

z1 — 22| < |21 — bp| + b — 22| < 2k |an — by,

luego (por (2.1))

nla, — by| < diam J(an, by) < 2k|a, — by,

o sea que n < 2k, lo cual es absurdo, ya que k es independiente de n. Hemos probado que
ag €T.

Como todos los conceptos involucrados son invariantes bajo rotaciones, podemos rotar a G
y considerar ag = 1.

Sea ¢eg € J lejos de ag = 1 (por ejemplo, ey puede ser el punto de J mas alejado de 1);
y sean Ji, Jo los arcos de J entre 1 y eg, con J; por encima de Jo, al menos cerca de 1.

Tomando subsucesiones si es necesario, podemos reducir el problema a los dos siguientes
casos:

Caso 1,si ap,b, € J1 paracada n:

Es fécil ver que debe haber infinitos n’s tales que ay,,b, € D (si todos los a,, excepto
un nudmero finito, estuvieran en T, la convexidad hiperbdlica de G implicarfa que el arco
J(ay ,by) estaria "cerca" de 9D para m grande, y la condicién (2.1) no podria cumplirse);

luego podemos tomar ay,,b, € D y Imay,,Imb, >0 para toda n.

11



Por la h-convexidad de @G, puede probarse que J(an,by,) estd contenido en una regién de

didmetro

<72 = |an| — |ba] + |an — bal) (2.2)

(comparandolo con su perimetro).

Tomemos |an| > |by| (el caso ” <7 es andlogo). Para n grande, |b,| > 3, luego

n
[bn]

= [~ I am) — (an — B0)

11— bnay| = by — |bnl? an| > by — |bn]? an

> |an(1 — ’bn‘z)‘ — |an — byl

13
(1= fbul) (1 Bal) > 55 (1= ]

N |

an(1 = [ou")| >

De (22) y (2.1),
nlan — by| < diam J(an, by) < 7(2 — |an| — |bn] + |an — bnl),

luego

ol ().

N

1
L —[by] > B (2 = lan| = |ba]) >

por consiguiente,
— 31 n 3 /n
1*bnan| > Z§|an*bn| (%*1) *’an*bn| :‘an*bn| |:8 (;*1> 1:| 5

O Ssea que

-1
‘1 — bnan‘ 8t 8

cuando n — oo.

Hemos probado que

1 14d,
lim d(an, by) = lim = log 2

n—00 n—oo 2 1— dn

12



Sean R=leg —1| y S lah-rectaentre 1 y eg. Podemos suponer que

R
|an71|7|bn71|<z

anby € J(1,a1) =: J3 € D (1; R/4)

para cada n.

Hagamos
A:={d(z,w)/z€ J3ND y we JoND}

y consideremos dos subcasos:
a) Si inf A =0: Aqui no usamos (2.1).
Existen sucesiones (a},),, en DNJs y (b,), en DNJy tales que

lim d (ay,,b),) =0.

n—o0

—

La geodésica hiperbdlica a],b], corta a S en un punto z,;y la frontera del disco euclidiano

D.(1;R/4) cortaa S en un punto zo.

Hagamos
1,81 ey €T,
To i=
min {1,d (z0,€e0)}, si eg € D
y
1,si eg €T,
Ty =

min {1,d (zn,€0)}, si ey € D.

Podemos considerar r, > rg para toda n, ya que

lim [a;, = b,[ =0,

luego lim, . al, = lim, o, b, =1 y entonces necesariamente lim, ,o 2z, =1 y

lim d(zp,e0) = +00.
n—oo
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Es claro, entonces, que 1, <1 ysi D, := Dp(2n;m0),

zn € SN D, CG,

ademds, al,,b), estdn en lados diferentes de S,

d(a'n,zn)’ d (b, 2n) < d (ay, by,) 0
T'n T'n To
cuando n — oo, luego
tim ) gy A0z
n—oo Tn n—oo Tn

satisfaciéndose la definicién 4.
b) Si infA > 0:
Tomemos zg € Jo N D(1; R/4).

Para cada n, existe wy, € J (an,b,) (compacto) tal que
|wy, — ap| = max {|w — a,| /w € J(an,by)}.

Sean S, la h-recta por wp,zg y z, el punto de corte de la h-geodésica @1 con S,.
Claramente a,,b, estdn en lados diferentes de S,.

Sea, de nuevo,

d = |an — by
" }1 - bnan‘
vy hagamos
o |an — wh|
T ]
Veremos que
lim 40000

n—oo d (a7’L7 wn)
Si limsup,_ 7, > 0, existen € > 0 y una subsucesién (que notaremos por la propia

(Yn)n) tal que =, > € para cada n. Asi,

1 1 1 1
d(an,wn):Qlogltzn > 510g£:: eg > 0,

n

14



luego (aun si w, € T)

d(ay,by) d (ap,by)
<
d(ap,wy) —

€0
cuando n — oo.

Sea, entonces, lim,_, 7y, = 0. Podemos suponer que =, < 1 para toda n, o sea que
wy, € D. En J (ay,by), existen u,,v, tales que

diam J (an, by) = |un — vy .

Por (2.1) y por la definicién de wy,

nlan — bn| < [un — vp| < |up — anl + |an — vn] < 2a, — wy,

|1 = @nbn| + [bn — an| + |an — wyl,

luego

i< |1_@bn|_’_g

Y~ lan — wnl n

+1

Vo lan — wy| n n n

cuando n — oo, ya que lim, o d, =0 (véase (2.3)).

Como .
14z
~ log T
im =2,
z—0t X
entonces
3 log T
. d(an, bn) . a = dp, 2
hm = hm ﬁ—:fozo
n—0o0 d(a’n7 wn) n—oo ;log 1772 Tn 2

Tn

Tomando subsucesiones, si es necesario, podemos ahora considerar dos posibilidades:
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i) Si d(an,w,) > 3inf A para cada n : Denotemos por m el inf A. Puede tomarse
d(an,bp) < 7.

Hagamos m’ =min{1, 2}, r, =m’ y D, = Dy(2n;ry) para cada n.

Claramente
d(an,zn)7 d(by, zn) < d(an, by) S0
T T - m/
cuando n — oo, luego
tim HOmzn) _ pp, nizn) _
n—oo Tn n—oo Tn

Ademsds, como limy,_,o0 d (ay, 20) = 400, podemos suponer que m < d(an, zp) para toda n,
luego

<m-— d(CLn, bn) < d(any ZO) - d(an7 Zn) < d(zn7 ZO)‘

m
Tngg

También,

—d(an, b)) > 2>,

d(znawn) 2 d(anawn) - d(aﬂnzn) Z % 4

luego (por ser G h-convexo)
Sn N Dy, C 2,20 U Zpwy, € G

(considerando los arcos abiertos).
ii) Si d(an,w,) < ' paracada n: Haciendo 7, := min{l,d(z,,w,)} y tomando también

Aan,b) < % ¥ d(20,a,) > m, vemos que 1, <1 y

d(z0,2n) > d(z0,an) — d(an, zn) > m — d(ay,b,) >

1 % + d(an,bn) > d(an, wy) + d(an, 2n) > d(zn, wp) > Ty,

|
v

luego

Sp N Dy, C Zy20 U Zpwy, € G

(considerando los arcos abiertos), ya que G es h-convexo.

Ademais,
d(ap, zn) d(bp,zn)
1 ’ 1

< d(an,by) — 0
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y si r, = d(zpn,wy,), entonces

rn > d(bp,wy) — d(by, zn) > d(an, wy) — d(an, by) — d(bn, 2n) >

d(an, wn) — d(an, by) — d(bn, an),

luego, considerando subsucesiones si es necesario,

> >
d(by, zn) — d(an,by) — d(an,by)

cuando n — oo, y entonces

lim 20n2n) _

n—oo Tn
andlogamente

tim 20n20) _

n—oo Tn

En cualquiera de estos casos, vemos que G tiene estrechos.
Caso 2,sia, €J; y b, € Jy paracada n:
J1,J2 no pueden cruzar méds de una vez al eje real, debido a la convexidad hiperbdlica de

G. Ademds, por la h-convexidad de G y la condicién (2.1), es facil ver que

diam J(ayp, by) < 2|a, — 1

diam J(ay, by) < 21|b, — 1]

para n grande.
Sean «,, el dngulo entre a, —1 y el eje real (o, = —arg(l —ay)),y B, el dngulo entre
b, —1 y el eje real. Podemos, entonces, considerar dos subcasos:

a) Si,cercaa 1, J; estd por encima del eje real y Jo estd por debajo:
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figura 2

Sean S] la h-recta por a, y 1, C, el semicirculo euclidiano que contiene a S;, con un
extremo en 1, a/, el punto de corte de C,, con T y G, el dominio a la derecha limitado

por S/ y T. Vemos que

1
§diamJ(an,bn) < lap — 1] < diam G, = |a;, — 1| < diam C,,

lan — 1] _ Ima,, - Im(a, — by) < |an — by
sen?q,, senZa, ~ senZa, ~ senZaq,
luego (véase la figura 2)
2 —-b 2
sen 2, < _ 2lan —bn| <2

diam J(an,b,) n

por la condicién (2.1). Por consiguiente,

lim «, = 0.
n—oo
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Asf, para n grande, sena, < 1, 1—|ay| > %la, —1] y |1 —an| < 3, luego

1
1= Jan| = (1+ [an)) (1 = lanl) > 3 lan — 1]

2

. 1 . 2

|an(an — by)| < |ap — by| < —diam J(an, by) < — |a, — 1],
n n

por lo cual

1 2

> (1= fon | = (e = 0] 2 fan 11 (5 - 2):

11— @nby| = ‘(1_|an|2) + @n(an — by) 9

por consiguiente,

—b 2
[2n 7”| < —3—5v — 0 cuando n — oo,

luego lim, o d(ay,b,) = 0.

Tomando S como la h-recta contenida en el eje real (el intervalo (—1,1)), y procediendo
como en el subcaso 1-a, vemos que G satisface la definicién 4.

b) Si, cerca a 1, Jy (y por tanto Jq) estd por encima del eje real (el caso en que ambos
arcos estan por debajo es simétrico):

Podemos considerar |b, — 1| < |b; — 1| para cada n. Sean Sy la h-recta por b y 1, y
Y, = an — B,. Porla h-convexidad de G, b,, estd por debajo de Sy, que llega a 1 tangente
al eje real; luego lim,_,» 3, = 0.

En el tridngulo euclidiano a,1b,, sea 7/, el dngulo en by; v, es el dngulo en 1. Por la

condicién (2.1) tenemos que

nlan, — by < diam J(ay, by) < 2|a, — 1],

al menos para n grande, luego, por la ley euclidiana de senos,

,lan —bnl 2
sen vy, = sen~y., an 1] -

Por consiguiente, lim, o v,, = 0, luego lim, . ay = lim, oo (B, +7,,) = 0.
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Entonces, para n grande, se tiene (como arriba),

1
1f]an|>§|an71|

1 2
1= a2 e =11 (5= 2 ).

luego (como arriba)

lim d(an,by) = 0.

n—oo

Si S eslah-recta entre 1 y eg, como en el subcaso 1-a, se puede ver que G tiene estrechos.

Nota 3 Esta demostracion sugiere una manera natural de clasificar los estrechos.
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Capitulo 3

CLASIFICACION DE ESTRECHOS

Consideraremos G un subdominio de D, J =0.G y J = 0,G.

Si G tiene estrechos v an, bn, Dy, Zn, ™n, Sp son como en la definicién 4 :

Definicién 5 Ezisten (z,,), subsucesion de (zp), y 2o € D tales que limy o 20, = 20
(por la compacidad de D). Para cada limite subsecuencial zy de (zy),, , diremos que G tiene

un estrecho en zy. Notaremos (zn,), como (z),.

Proposicién 1 lim, o ap = limy, oo by = 20 € J y limy o0 d(ap, by) = 0.

Prueba.
d
lim d(ap,z,) = lim Mm =0,
n—0o0 n—oo Tn
luego
lim 1% =l

n—oo |1 —@zn| o

lan — 2y

‘an_ZO|§ ‘1_@2:71""’2%_20‘;

11— @pzy
por tanto, lim, .o a, =20 € J, ya que a, € J' C J, que es cerrado.
Ansglogamente, lim, oo b, = 20 ¥ limy, 00 d(by, 2,) = 0, luego lim, o d(an,b,) =0, ya

que d(ap,by) < d(an, zp) + d(zn,b,). =
Nota 4 En adelante, consideraremos G h-convexo.
Teorema 3 Si G tiene un estrecho en zy, entonces zg € T.

Prueba. Sean (para n € Z") apn,bn, D, 2n, T, Sp como arriba y supongamos que zg € D.
Como G es un dominio de Jordan, existe ¢ :[0,27] — J continua y sobreyectiva tal que

@ esinyectiva en [0,27) y ¢(27) = ©(0). Puede tomarse o(7) = 2. Existe § € (0,3) tal
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quesi t € (mr—4d,m+ ), entonces

1—
ﬂ y 2z € J(d, V),

donde @' = p(r —9§) y bV = @(m +0), luego
1—
lp®)] < lo(t) — ()| + lp(m)| < ——
Asi, (por la continuidad de o) |d/|, )| < R y
20 € J(d,b') CDg:={2€C/|z| < R}.

Hagamos
1

=g min {d(a', 20),d(b, zo)} ,
Go = (DrNG)~ (Dyp(d';7) U Dy(V;7))
y definamos f: D~ {d/, ¥’} — R por

cosh(2d(a’, w)) cosh(2d(b', w)) — cosh(2d(a’, V")) .

fw) = senh(2d(a’,w)) senh(2d(, w))

Como f es continuay Gy es compacto, existe w’ € Gy tal que f(w) < f(w') para cada
w € Go. Ademds, podemos tomar J(an,b,) C Dp(20;7) N J(d',0') para neZ™.
Si en el h-trisngulo a'w't’, 6y es el dngulo en w’, entonces (por la ley del coseno)

cosby = f(w' 0<6y<m (yaque w' € D). Fijemos, por ahora, n € Z" vy
y

z € J(an,bp) ~{an, bp}.

En el h-tridngulo a’zb’, sea v el dngulo en 2. Como 2z € Gy,

£(2) = cosy < f(w') = cos b,
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luego ~ > 6.

Sea ay € J(d/,z) (andlogamente si a, € J(z,V')); luego b, € J(z,b"). Véase la figura 3.
Por la convexidad hiperbdlica de G, a, estd hacia afuera del h-segmento a'z respecto a G
y bn estd hacia afuera de bz respecto a G; luego el dngulo 6 en z del h-tridngulo a,zb,
es > ; por consiguiente 6 > 0y. Sien el e-tridngulo a,zb,, los dngulos son Vi, ¥y W3 en

an, z, by, respectivamente, entonces Wy > 0, y por lo tanto Wy > 6.

figura 3

Por la ley (euclidiana) de senos,

|z —by|  senW 1

lan —by|  senWy ~ sen Uy’

Si We < 3,00 <73, luego 0 <senfy <senWsy y entonces

1 1
~ = Kg,
sen Wy ~ senf
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0 sea que
|z — bn| < Kolan — byl .

Si Wy >7, Wy > Wy, luego |z —by| < |an —by| < Kolan — byl .

Andlogamente se ve que, en cualquier caso, |z — a,| < Ko |a, — by|

Como d(ay,by) < d(an,zn) + d(zp,b,) — 0 cuando n — oo, entonces lim, o o, = 0,

donde
_an = by|

luego «, < ﬁ para n grande. Pero existe w, € S, tal que w, € J(an,b,). Asi,

_ _ _ . 3 _
|1 — @pwy| > |1 — @pby| — |an(bn — wy)| > |1 — @pby| — by, — wy| > I |1 —anbyl,

ya que
1 _
|wy, — by| < Ko |an, — by| < i |1 —@nby|.
Entonces
- K —b 4
n = [an 7wn] < 0 ‘QL nl < -Kpa,, — 0 cuando n — oo.
|1 — Gpwy| |1 — aw,| 3

Sean ¢:=8Ky y o0:[0,2/c) - R definida por

1+t\° 14 2Kot
a(t):<+>—+0

1—t 1 — 2Kt
Si 0<t<2,
2K, _ c(1+t)c!
— C L —
(1—2Kot)2 ="~ (1—¢t)ett”

luego o'(t) > 0. O sea que o es creciente, con lo cual o(t) > o(0) = 0. Por consiguiente,

como ,, < 2Kyay,, entonces

1. 147y, 1. 1+ 2Keom
d = 1 Ll P i i U S
(W, an) 2 1 =2 %1 2K

1 1 n\ <
210g< ta ) = cd(an,bn) < c(d(an, zn) + d(zn, by)).
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Como wy, ¢ Dy,
rp < d(wna Zn) < C(d(ana Zn) + d(zna bn)) + d(ana Zn)§

ny ~n ny ¥n
a (CL z ) Cd(z 0 )

Tn Tn

— 0 cuando n — oo,

1<(c+1)

lo cual es absurdo. Por tanto zp € T. m

De aqui obtenemos
Corolario 1 Si G es h-acotado (J = J') entonces G es un cuasidisco.

Prueba. Supongamos que G no es un cuasidisco.

Por el teorema 2 y la definicién 5, existe zy € D tal que G tiene un estrecho en zy; y
por el teorema 3, |z| = 1.

Por hipétesis, existe R > 0 tal que G C Dy(0; R). Entonces G := adh, G C adh, Dy (0; R) =
adhy, D (0; R). Pero 29 € J C G, lo cual implica que

1, 1+
— = d(20,0) < R;
2 Ogl—‘ZO| (207 )— 9
0 sea que
1 + |z < (2R,
1-— ‘Zo|
por consiguiente,
2R 1
20| £ 55— <1,
T 2R 4]

absurdo. ®m

Observacién: Los estrechos estdn, entonces, en el infinito. En los puntos finitos (en el
interior de D) de OG puede pensarse, en lugar de algo parecido a una cuspide, en el dangulo
minimo que forma la frontera alli. Pero primero debemos precisar este concepto.

Sean G h-convexo, zp € G, a€ G y S =azy, con a € D. Como G es un dominio
de Jordan, J.G puede parametrizarse mediante una funcién ¢ : [—7, 7] — OG sobreyectiva,

continua e inyectiva en (—m, 7] tal que ¢(—7) = ¢(m) y ©(0) = a. Véase la figura 4. Por la
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continuidad, existe un € > 0 tal que

1
o(t) —al < { |20 — ol

para —e<t<e.
Dado t € (—e€,e) — {0}, sea 0(t) el dngulo en a del tridngulo hiperbdlico zpap(t). Por

la convexidad hiperbdlica de G, 6 es decreciente y es <7 en (0,¢). Luego existe
sup{0(t)/t € (0,€)} = 1iI’é1+ 0(t) =: 6.
t—

Anglogamente, @ es creciente y es <7 en (—¢,0). Sea, entonces,

02 :=sup{6(t) /t € (—¢,0)} = lim 6(t).

t—0—

Definicién 6 Definimos, entonces, 0y := 01+ 02 como el angulo de 0G en a.

Veamos que esta definicién es independiente de zg :

Tomemos, ahora, 2z € G, con z{, zo y a no h-colineales. Dado t € (—e¢,€), sea (t) el
angulo en a del h-tridngulo zpap(t). Notemos o el dngulo en a del h-tridngulo zpaz.
Consideremos el caso en que Z/é\a NA # ¢, donde A es el h-tridngulo zpap(e) (el caso en
que A es el h-tridngulo zpap(—¢) es andlogo).

Asi, dada t € (0,¢), es claro que 0(t) = ag + y(t), luego

=i t) = lim 6(t) — ag = 01 — .
1= lim o(t) = lim 6(t) — g =61 —ao

Similarmente, 7y := lim;_,o- v(t) = 02 + ap.

Por lo tanto, 7y 4+ v9 = 01 + 62 = 0p.
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figura 4

Proposicién 2 Si G es un dominio h-convexo que contiene un disco hiperbdlico con centro
en 0 de h-radio v y a € OG es tal que d(a,0) =b, entonces el dngulo 0 de OG en a

es tal que
senh (2r)

0
en — > — /.
"9 = Senh (2b)

Prueba. Sean [ y I’ las h-geodésicas desde a tangentes & Dj,(0;r) en, digamos, ¢ y

" (véase la figura 5). Si g es el dngulo entre 0a y [, entonces (por la ley hiperbélica de

senos)

B sen g senh (2r)
sen — = =

2  send  senh(2b)

Pero (por la h-convexidad de G) el h-tridngulo hiperbédlico Oac estd contenido en G, luego

g < g (por la definiciéon de 6). Asi,

senh (ZT) = sen é < sen Q

senh (2b) 2~ 2
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Ademds, si A es el h-tridngulo acd y G =int <A U Dh(O;r)) , entonces G es un dominio

h-convexo, a € G ysi 0 es el dngulo de OG en a, es claro que 6 = 3, luego

6  senh (2r)
2 senh (2b)

figura 5

Proposicién 3 Si G tiene un estrecho en zy y an, by, son como en la definicion 5 y -,

es el dngulo en zo en el e-tridngulo ay,zoby,, entonces limy, o 7y, = 0.

Prueba. Podemos rotar y considerar zg = 1. Sean «u,,(3, los dngulos en ayn,b, del

e-tridngulo a,1b,. Si |1 —b,| < |1 —a,|, entonces

28



luego (por la ley de senos)

|an — by 2 |an, — by
5 = <———0 d .
sen-y,, 0= a| sen 3, < 0= ab] — 0 cuando n — oo
Pero
|an ;bn| <1
|1 —apb,| 2

para n grande, luego

1
’an—bn‘ <§|1_@bn‘ < ’1_GH|7

osea que v, < f3,, luego v, < 5. Por consiguiente, lim, . 7, = 0.
El caso |1 —a,| < |1 —0b,| es andlogo. ®

Podemos, ahora, clasificar los estrechos.

Nota 5 En lo que sigue de este capitulo, supondremos que G tiene un estrecho en zy. Ademds,
como la definicion de estrecho estd dada en términos puramente hiperbdlicos, (aplicando un
automorfismo si es necesario) no se pierde generalidad si tomamos zp =1 y 0€ G. Porla
convezidad hiperbdlica de G, J = 0.G no puede cortar al eje real en mds de dos puntos, luego
J — R tiene exactamente dos componentes: JT por encima de R y J~ por debajo de R.

Notaremos S :=(—1,1) (la h-recta contenida en el eje real).

Definicién 7 G tiene un estrecho regular en 1 sii existen sucesiones de puntos a, €
JnJ', y b, € J NJ, deh-discos D, con h-centro z, vy h-radio r, <1 y h-rectas S,
tales que z, € S, N D, C G, ayn,b, estin en lados diferentes de Sy, lim, .00zn =1 ¥y

lim 7d(an,zn) = lim 7d(bn,zn)

n—00 Tn n—oo Tn

= 0.

En este caso, como veremos en el siguiente teorema, 7, y S, pueden tomarse fijos.

Teorema 4 (caracterizacion de estrechos requlares) G tiene un estrecho regular en 1 siy

sélo si existen sucesiones de puntos a, € JNJT y b, € JJNJ~, de h-discos D, con
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h-centro z, y h-radio 1 tales que z, € SN D, CG, lim, .oz, =1 y

lim d(ap,z,) = lim d(by,z,) = 0.

n—oo n—oo

Prueba. Una implicacién es clara. Probemos que la definicién implica esta tltima versién.
Sean, entonces an, by, Dy, zn, T, Sp como en la definicién 7. Estamos considerando zg = 1.

Ademads, podemos suponer que

1 1
‘an—1]§1|a1—1| Y |bn_1|§1’b1_1’
para cada m > 1. Llamemos z] el punto de corte de S con anbn y D), .= Dp(z];1).
Asi,
d(an, zn) d(zn, by)

d(an, 2,) < d(an,by) < rn + r, — 0 cuando n — o0;
Tn T'n

luego lim d(an,z,) = 0. Andlogamente, lim d(by,z,,) = 0. Por consiguiente,

n—oo n—oo
!/

12, —an = ol ) g

T L — @A o

tiende a cero, luego (por la proposicién 1)
|z, — 1| < |2, — an| + |an — 1| = 0 cuando n — oo;

o sea que lim, o 2, = 1.

Finalmente, lim, o d(2],0) = 400, luego (por la h-convexidad de Q)
2 eD.NSC0z Uz1CG,

al menos para n grande. m

Definicién 8 G tiene un estrecho irregular en 1 sii G mno tiene un estrecho reqular en

1.

Teorema 5 Supongamos que G tiene un estrecho irreqular en 1. Entonces:
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a) Ewmisten sucesiones de puntos an,b, en J' NJV (o, alternativamente, en J' NJ~),
de h-discos D, con h-centro z, y h-radio r, <1 y h-rectas S, tales que a,,b, estin en

lados diferentes de Sy, z, € S, N D,, C G,

d(by, zn)

=0y lim 2z, =1.
n—oo Tn n—oo Tn n—oo

b) No existen R>0 y 6 € (0,%) tales que |Arg(l —z)| <0 para cada z € GND(1; R).
Prueba. a) Sean ay,by, Dy, 2y, 7, S, como en la definicién.

Sean

At = {nEZJr/an € J*}, A" = {neZ*/an € Jf},

Bt={neZ" /bpecJ} y B ={neZ /bpecJ }.

Como AT UA™ =7Z% = BT UB™, entonces

(AfNnBYU(ATNB)U(A"NB)U(A"NB™) =

[ATn(BTuB7)JuA”™ = Z".

Pero ATNB~ y A~ NBT deben ser finitos (de lo contrario, algunas subsucesiones cumplirfan
la definicién 7), luego ATNBT o A"NB~ es infinito; asf que algunas subsucesiones satisfacen
lo que se quiere demostrar.

b) Supongamos que existen tales R y 0; ysean ay,b, (€ J'NJT), Dy, 2n,7n, Sy como
en a. Sea ag € J*T N D(1; R). Podemos suponer que ay,b, € J(1,a0) C J© para cada n. El
dangulo de Stolz

A={ze€ D(1;R),/|Arg(1 — 2)| < 6}

estd contenido en un “lente” A limitado por dos arcos de circulo entre —1 y 1, simétricos
respecto al eje real, que forman un dngulo, digamos f,, con éste. Sean B, < 3 < § y
q € (senf,1). Como ay,b, estdn en lados diferentes de S, por la conexidad de J(ay,by,),
existe w!, € S, N J(an,by) y puesto que S, N D, C G, entonces w) ¢ D,; o sea que

d(zn,wh) > ry.
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Hagamos

d(an, zn d(by, zn
Qp 1= (T‘ ) y ﬁn:: (T' )a

que pueden tomarse < 1.

Como L, : D — R definida por L,(z) =d(z,,2) (n estd fijo) es continua y
Lp(ay) <1y < Ly(w)),

existe wy € J(an,w)) (que es conexo) tal que d(wp,zn) = Lp(wy) = 7.

En el h-tridngulo a,wnb,, sea ¢, el dnguloen w,. Por la ley del coseno,

cosh(2d(ay,, wy)) cosh(2d(wy,, by,)) — cosh(2d(ay, by,))
senh(2d(ay, wy,)) senh(2d(ws,, by,)) '

CoS ,, = (3.1)

Pero, para x > 0,
2 4 2 4 6

1+£+£<1+£+£+$—+...:coshx.
2 24— 2 4! 6!
Sean
Fi(z) :1+w;+916;—coshw—w <712—:g—§— >
y

I

Es fécil ver que para x pequeno, digamos para 0 <z < e, con € < % (fijo), Fi(x) > 0; por

— senh .

lo tanto,

2 ZL‘4

T
he<1l4+ —4+ —;
coshz < +2+18’

y (para las mismas ) Fy(z) >0 (ya que F5(0) > 0), o sea que

7/
Nt (3.2)

senhz <

Acotemos, ahora, cosp,. Seguin lo anterior (ya que la funcién cosh es creciente en R™),

cosh(2d(ay,, wy))

Vv

cosh [2(d(wn, zn) — d(2zn, an))] = cosh(2(r, — anry)) >

\Y

2
1+ 27“721(1 — ozn)2 + §ri(1 — an)4;
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andlogamente,

27171,(1 - /Bn)4'

cosh(2d(wy, by)) > 14 2r2(1 - 3,)2 + 3

Ademsds, para n grande (tal que 2r,(a, + 5,) <€),

cosh(2d(ay,b,)) < cosh[2(d(an, zn) + d(2n,bn))] = cosh(2(anry, + B,mn)) <

8
< 1+ 27‘%(0571 + ﬁn)2 + §T$L(an + /Bn)4

Asi, teniendo en cuenta que

27“7%(05” + Bn)2 S n(an + ﬁn)

se hace menor que

2401 - B,

(2~ 20) [0 a)? + 720~ B,)7) + 2 y

37’n(1 — an) +

para n grande (ya que ay, 3, — 0), obtenemos
cosh(2d(an, wy)) cosh(2d(wy,, by )) — cosh(2d(an, by)) > 2¢ (T?L(l —ap)? 21— Bn)Q) . (3.3)

Esto nos permitird encontrar una cota superior para ¢, si n es grande.

Consideremos, ahora, el extremo do(# 1) del arco superior C' de la frontera de la regién
AND(1;79), con 1o =lag —1|. Sea c(t), para 0 <t <1, una parametrizacién inyectiva de
dicho arco tal que ¢(0) =1 y ¢(1) = dy. Tomemos, por ahora, t = 0 fijo.

En el h-tridngulo apc(t)dp, sea «(t) el angulo en c(t). Véase la figura 6. Por la ley del
coseno,

cosa(t) =

cosh(2d(ag, c(t))) cosh(2d(c(t), do)) —p _ h(t)
) : ’

senh(2d(ag, c(t))) senh(2d(c(t), d ))
donde p = cosh(2d(ao, dp))-
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figura 6
Como
lim d t)) = lim d(c(t),dp) =
Jim_ d(ao, c(t)) = lim_d(c(t), do) = +oo,
entonces
hm+ h(t) = 1irn+ [coth(2d(ag, c(t))) coth(2d(c(t), do)) — pesch(2d(ao, c(t))) csch(2d(c(t), dp))] =
t—0 t—0
= 1-1-p-0=1,
luego
li t) = 0.
A o)

Sea, ahora, en el h-tridngulo doc(t)1, 5(t) el éngulo en ¢(t), Aplicando a D la transformacién

de Mébius T'(z) = 122, obtenemos un modelo (el semiplano derecho Rez > 0) en el que se
puede visualizar mds claramente lim,_ o+ 5(¢).

Si eg=T(do) y d(t) =T(c(t)), vemos que Lo := T(C) es la semirrecta hacia arriba
desde ep, cuya prolongacién pasa por 0 = T'(—1). Cuando ¢ es pequeno (t — 07), d(t) se
aleja de eg sobre Lg; v Dy :=T (%c(?)) es parte de un circulo (grande) ortogonal al eje
imaginario T'(T), con centro, digamos, en e(t). Ademds, A; := T(c/(tﬁ) es la semirrecta
horizontal (ortogonal a T'(T)) desde d(t) (hacia la derecha); y S(t) es el dngulo entre Ay
y Dy, oseaentre A; y larecta tangente C; a D; en d(t). De la gréfica, es claro que

B(t) > § — By. Vease la figura 7.
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—_—

Volviendo a D, si ~(t) es el angulo entre apc(t) y c(t)1, vemos que

Yt = B(t) = alt) > 5 = By — alt)

para t pequeno.
Para n grande, w, estd cerca de 1. Sea t tal que c(t) es el corte de C

con la

prolongacién de agw,. Entonces ~(t) es menor o igual que el dngulo ¥, entre agw,

—

y wyl, ya que en el h-tridgngulo w,1c(t), se tiene v(t) + 0+ (7 — ¥,) < 7. Pero (por la

convexidad hiperbdlica de G) a, y b, estén fuera del interior del h-tridngulo agwy,1, luego
7r
n = Uy > 7(t) 2 3 = Bo — a(?).

(Este resultado también podria verse por un argumento semejante al anterior, pero tomando
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C como el arco de circulo entre —1 y 1 que pasa por w,, que harfa las veces de c(t); ¥,
corresponderfa a y(t), quees > 7
claramente, v, < B8y, luego ¥, > 5 —~, > § — By — a(t)).

Por consiguiente,
7r T
cos ¢,, < cos (5 — Bo — oz(t)) — COs (5 - 50) = sen f3 (3.4)

cuando n — oo.
Consideremos ahora dos casos:
Caso 1, si limy, oo =0

Para n grande, 2r, <5 y oy, 3, <1, luego 2r,(1+ an), 2r,(1+ 3,) <&; entonces

senh [2(d(an, zn) + d( zn,wy))] =

27
v/sen 3

senh(2d(an, wy,))

IN

senh(2(a,rn + 10)) rn(an +1)

IN

y (andlogamente)

senh(2d(wy, b)) < 2V (B + 1).
sen

!

Asi, por (3.1) y (3.3),

2 [(1 —a)* + (1 - 5,)?]
2
4 (%) (om +1)(B,, + 1)

—senf3 cuando n — 00,

Cos ,, =

con lo cual cos¢,, > sen 3 > sen f3, lo cual es absurdo.
Caso 2, si limsup,,_,,,mm # 0 :
Sin pérdida de generalidad, podemos tomar 7, > § para cada n.

Ahora podemos tomar n suficientemente grande para que d(zy,a,) < %; por consiguiente,

€
T

| ™
| M

d(wp, an) > d(wy, 2n) — d(zn, an) >
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Andlogamente, d(wy,b,) > § para n grande. Ademds, de (3.4),
@, > cos L(senBy) =: o > 0.

Pero existe 7: D — D (que depende de n en realidad) un automorfismo tal que 7(wy,) =0,

7(a,) € RT y Im7(b,) > 0. Sea

e2 —1
To = —
0 ez +1
Asi,
1 14+xz9 €
('rOa ) 9 Ogl-aﬁg 41

luego (ya que 7 preserva la distancia hiperbdlica)

d(T(an)a 0) = d(anvwn) >

d(7(bn),0) > d(x0,0);

oseaque T(ap) y 7(by) estdn fuera del disco euclidiano con centroen 0 yradio xzg. Ademds,

el dangulo entre los segmentos (euclidianos: los mismos hiperbdlicos en este caso) 7(b,)0 y
7(an)0 es igual al dngulo entre l;w\n Y anwp, osea ¢,; luego arg(r(b,)) = ¢, > do; o
sea que 7(b,) estd por encima o sobre el rayo que parte de 0 y pasa por yy = zoe'% . Véase

la figura 8.
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Por consiguiente, 7(b,) debe estar en la clausura de la regién sombreada que se encuentra
por encima del arco de circulo A entre —1 y 1 que pasa por ¥p.
Se sabe que (Véase [Mi86]) para cada z € A, la distancia hiperbdlica de z al intervalo

(=1,1) es constante, luego

d(an,by) = d(7(ay), 7(by)) > >0,

donde § es la distancia hiperbdlica de yg & (—1,1), que es una constante positiva (zg,dy son
independientes de n, luego yo lo es), lo cual contradice el hecho de que lim,,_,o d(an,by,) = 0.
[ ]

En otras palabras, si G tiene un estrecho en zy y G estd contenido en un dngulo de

Stolz en zp, al menos cerca de este punto, entonces el estrecho tiene que ser regular.

El reciproco no se tiene; para probarlo, véase el ejemplo 3 del siguiente capitulo. Sin
embargo, como puede verse en otros ejemplos del mismo capitulo, cuando se tiene un estrecho
regular en zp, lo "usual" es que el dominio esté contenido en un dngulo de Stolz en z, al menos

cerca de este punto. En este caso, es aplicable el siguiente resultado.

Proposicién 4 Sea f: D —G conforme (sobre). Si zo € T y wo:= f(z0) € T son tales que

existen Ro € (0,1) y 6o € (0,5) tales que |arg(wo — w)| < 0o para cada w € GND(wo; Ro),
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entonces existe ['(z9) = co. (Véase la definicion 2).

Prueba. Recordar que f puede extenderse continuamente a ID.

Sean

. AR ;ﬂO) v p(z) =e oW f(ziargzo) — /O para z € D.

R R 1y 1= F(0) f(zeie )

Ast, ©(0) =0, ¢:D— ¢(D) es conforme y

—iargwi f(ZO) - f(O)

T e
ya que si
T(w) = 29
1-f(0O)w

T(D)=D y w; € T. Ademéds, (D) =e ‘a8ui1T(ela820q) C .
Por el lema de Julia-Wolff (véase PRELIMINARES), existe ¢'(1) € C» tal que 1 <

' (1)] < Fo0.
Pero L L
oy - L= fO)w + fO)(w = f(0)) _ 1—[f(O)
T (w) = ——— = — .
(1 - f(O)w) (1 - f(O)w)
Por lo tanto,
¢ (z) = wi T (f(202)) f' (202) 20-
Luego ,
¢ (z) = wi! 120(0)’ 5[ (202) 20,
(1 - F0)f(202)
de donde
o (T
f(w) =25 w TR Pz w
Por lo tanto existe
L (1-F0) 1)
f/(ZO) =Zy w1 2 € Cxp
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tal que
2

(o) = ‘1—mf(20)
o)

Supongamos que f’(zg) # oo. Tenemos entonces que

> 0.

‘1—Wf(zo)‘

5 ‘f’(zo)‘ < 400

luego ¢'(1) #o0 y ¢'(1) #0. Asi c:=¢'(1) € C*.
Sea

A = D(wo, Ro) N ({w € C — {wo},/ |arg(wo — w)| < 6o} U {wo})

A es un sector circular.
Sean o : D — D dada por a(z)=w;'T(z) y B=a(A).

o es una transformacién de Mobius, luego B es un tridngulo curvilineo con un vértice en

a(wp) = wi T (wo) = wy twy = 1

B~ {1} C a(A— {w}) C D.

Por lo tanto existe Ag angulo de Stolz en 1 con B C Ay y existen 6 € (0, g) , Re(0,1)

tales que para todo z € A,
la(z) = 1| < R y Jarg(l — a(z))] < 6.

Pero

c= lim M

z—1,z€A z—1 ’

donde A es cualquier dngulo de Stolz en 1.

En particular, si 7 : (0, R;) — D estd definida por v(t) = 1 —te?!, con 0 < ) < 5 (para
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algin R; € (0,1)), entonces

p(y(t) — (1)
t)—1

i L-e()
o) |

c= lim 5
t—0+ te'v1

t—0+
Pero, para t suficientemente pequenio, f(zo7y(t)) estd cerca de wyg, luego f(z07(t)) € A, con

lo cual

larg[l — a(f(z0v(t)))]| < 6; y entonces

larg(1 —o(y(1))] < 0y

1-— t
argw < 6—-01 <0, luego
teith
1
argc = lim aurgM < 0.

{0+ et

Haciendo lo mismo con 62 en lugar de 61, para —3 <62 < —0, tenemos que

1-— t
argc = lim argM

t—0+ tetd2 >—0=02>0,

lo cual es absurdo. Luego f/(z9) =occ. ®
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Capitulo 4

EJEMPLOS DE ESTRECHOS

Ejemplo 1  El ejemplo mds sencillo de estrecho es cuando G tiene una cuspide en zg; o
sea cuando, cerca de zy, OG estd formada por dos h-rectas que terminan en zy (el resto de

0G puede ser un arco de T).

En zp, el dngulo entre los arcos I'y y 'y es 0, luego es fécil verificar que G no es
un cuasidisco. Como, claramente, G es h-convexo, tiene un estrecho (teorema 2), que debe
estar en zg. Ademds, cerca de zg, G estd contenido en un dngulo de Stolz, luego G tiene un

estrecho regular en zy. Véase la figura 9.

r \ RN
r \
W T Ay
/ M& Y

II. \.

i

f .
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| {5 . k
! l
| __' R

- i

i P - f
Inl o~ I|I
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\ s /

'-._‘.. s [ )
: A
1L'-._ .-"f - r
.\x II.' -._z
. ! .
s II _.-/
o | S
""'-\._\_ . -
— .
figura 9

En este caso, los a, de la definicién de estrechos pueden tomarse sobre I';, de modo que

lim, so0 @ = 20 = 1; b, se tomaria como el punto sobre I's que tiene la misma parte real
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que ay. Las h-rectas S,, pueden tomarse fijas, iguales a (—1,1) (la h-recta horizontal) y r,

puede tomarse constante igual a 1.

Ejemplo 2 Este es un ejemplo de estrecho irreqular: A y A’ son curvas que llegan a =z
tangentes a T. La parte clave de OG es una sucesion de geodésicas hiperbélicas (h-segmentos)

con extremos en A’y tangentes a A. Véase la figura 10.

A y A’ pueden tomarse de modo que el angulo entre dos consecutivos de estos h-segmentos

tienda a 0 a medida que se acercan a zg. Para visualizar esto, cambiemos de modelo via

_1+z
1=z

T(z)

que envia D sobre el semiplano derecho H = {z € C/Rez > 0}.

T

20

figura 10
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Notemos

F:{x+22/x€R+}, I”:{J:Jrz/mE]RJr} y G =T(G).
T T

Hagamos que parte de G’ sea la unién de una sucesién de arcos C, de h-rectas en H
construidos de modo que sus extremos b, y bpi1 esténen IV y C, sea tangente a I' en,
digamos, a,. Véase la figura 11.

Asi,

1 1
bnzﬁn'i_ yan:an_’_ﬁa

B oy,
con ap,fB, € Rt. Ademds, C, es parte de un semicirculo euclidiano (ortogonal al eje

imaginario OH) con centro en, digamos, wu,i y radio 7.

Ln:{x%—ﬁin/xER}

(la recta horizontal por b,), 6, el dngulo entre L, y C,, y =, el angulo entre L, y

Sean

Cp—1. Por la construccién, es claro que cuando n — oo, ay, B, — 0. Como ay,b, € Cp,

entonces
L ! <2
= o
ap By "
luego
1 1 1

7_7<7
ap B By

para n grande, con lo cual

& <20, — 0 cuando n — oo.
an

Pero r, > a, y senf, = f—",
n

luego lim,, .o 0, = 0. Por otra parte, 3,,1 <8, vy

Bny1 B
SeN Vnpy1 = : < Tna
n n

luego lim, o7, = 0. Véase la figura 12.
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— = T

fig 12

Por consiguiente, el dngulo entre C,_; y C,, quees 7, +0,, tiendea 0 cuando n — oo.
Volviendo a D,

vemos que parte de OG estd constituida por una sucesién de arcos

(h-geodésicas) tales que dos consecutivos forman un dngulo arbitrariamente pequeno (por la

conformalidad de 7T'); o sea que G no es un cuasidisco. Como G es h-convexo por

construccion, el teorema 2 nos dice que debe tener al menos un estrecho. Pero el concepto

de estrechos es un concepto local y (por la tangencia de A y A’ con respecto de T) es
claro que, cerca de zy (donde se acumulan dichos arcos) la distancia de G N H', donde

Ht:={2€ C/Imz >0}, a R es "grande", luego G tiene un estrecho irregular en zg.

Ejemplo 3 Para visualizarlo mejor, cambiemos de modelo a H={z € R/"Rez >0} (Via

T(z) = %z .

Definamos, para cada n € Z*, L! como el rayo argz = ¢,, con 0 < ¢, < 5 tal que
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limy,— o0 0, = 0.

Tomemos una h-recta "pequenia" (euclidianamente) R} desde 0 hacia arriba. Cortard
a L} en un punto a} y terminard en un punto €} (en el semieje imaginario positivo IT).
Desde €}, podemos tomar una h-recta R} tangente a L) en un punto ah, que terminard
en un punto €}, € I". Desde €, podemos tomar la h-recta Rj tangente a L} en aj, con

extremo en ef € IT. Asf sucesivamente. Véase la figura 13.

Ly

Ly
R} ’

G

]
a;

e

figura 13

Definimos J;© como 6 R;, (incluyendo los extremos de las h-rectas), J; como la
reflexion de J;~ respecto an:ﬂé, bl, la reflexion de a), respecto a R y G’ como el dominio
limitado por .Jy := J(;" UJy que contiene a RY.

Regresando a D), L, = T}(L!) es la frontera de un "lente" (es un arco de cfrculo que
pasa por —1=T710) y 1=T"!(00)) y forma un déngulo ¢, con S:=(—1,1) (en ambos

extremos). Se sabe que la distancia & S permanece constante para todos los puntos de uno de

46



estos arcos; y como lim, .. ¢, = 0, entonces lim, .o d(an,b,) =0, donde a, = T~ !(a))
y b, = Tfl(b;l). Tomando 2z, como el punto medio hiperbdlico entre a, y b,, vemos
que limy, o d(ap, 2,) = limy, o0 d(by, 2,) = 0, luego se satisface la definicién de estrecho con
rn=1,con a, y b, en lados diferentes de la frontera de G :=T~1(G").

Pero también, por el ejemplo anterior, podemos tomar c¢; € R; := Tfl(R’l) y di € Ry :=
T~Y(R}) tales que d(ci,di) <1, c2 € Ry y dp € Rz :=T 1 (R}) tales que d(cp,dp) < 3,
c3 € R3 y d3 € Ry := T 1(R}) tales que d(cs3,d3) < %, etc. Si w, es el punto medio
hiperbélico entre ¢, y d,, vemos que lim, .o d(cp,wy) = limy, oo d(dp, w,) = 0, luego
también se satisface la definicién de estrecho con los puntos acercdndose por el mismo lado de

la frontera de G. Véase la figura 14.

figura 14

Ejemplo 4 Si en el ejemplo anterior se toman sélamente los arcos “tmpares”, obtenemos un

dominio con un estrecho reqular en 1 tal que al acercarnos a este punto podemos encontrar
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discos hiperbdlicos con h-radio arbitrariamente grande.
Ejemplo 5 Si G tiene infinitos estrechos regulares (por ejemplo ciuspides) que se acumulan

en un punto zo (obviamente en T), entonces G tiene un estrecho en zg :

En el ejemplo de la grafica (véase la figura 15), en una vecindad de zp, G no estd contenido
en ningin dngulo de Stolz y G tiene un estrecho irregular en zg.

|
figura 15
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Capitulo 5

LA CONSTANTE DE BLOCH DE Kj(a)

Constante de Bloch

Sean (E,d) un espacio métrico, S un conjunto de abiertos de F, A€ S y 0<a<1.

El nimero sup {d(z,0A4), x € A} sellama el radio de Bloch de A. Este supremo puede ser
un maximo; en este caso, el radio de Bloch de A es el radio de la mayor bola (en E) contenida
en A.

El nimero inf {radio de Bloch de B/B € S} se llama la constante de Bloch de S.

Si f € Kp(«a), esnatural, entonces, definir el radio de Bloch de f como sup{d(f(z),0f(D)),/z € D},
o sea el radio de Bloch de f(D). (En otros contextos, podrian considerarse las distancias euclid-
ianas en lugar de las hiperbdlicas).

La constante de Bloch de Kp(a) , la clase de las funciones f : I — D analiticas y
univalentes normalizadas por f(0) =0 y f/(0) = o tales que f(D) es hiperbélicamente

convexo, es, por definicidn,
inf {radio de Bloch de f/f € Kj(«)},

o sea la constante de Bloch de {f(D)/f € Kx(«a)}.

Lema 2 Sean ¢ € (0,%], v € [0,7/4] y E := E(p,%) la region limitada por los arcos de
circulo entre —1 y 1, tangentes a Dianp (el arco de arriba) y Diant) (el de abajo). Hagamos

1 1+t 1 1+t
M::flogi—i_ ango’ N::flogi—F any
2 1 —tane 2 1 —tanvy

y v(z) :=dp(z,0F) para cada z € E. Entonces

Ae(2) T COS v

Ap(2)  2(p + 1) cos 7ﬂ(2v(;i:;;m
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donde

_ [2arctan(tanh [M —v(2)|), si Imz> —cot(p —1) + Vese2(p — ) — (Rez)?,
v {Zarctan(tanh |v(2) = N|), si Imz < —cot(p — 1) + /csc2(p — 1) — (Re 2)2,

en el caso @ >1; y para p <P,

_ [2arctan(tanh [M —y(2)[), si Imz > cot(y —¢) — Vese2(Y — o) — (Re 2)2,
v {2arctan(tanh [v(2) = N|), si Imz < cot(y) — ) — \/esc2(Yh — ) — (Re2)2.

Prueba. Sabemos que 7(z) es constante en cada arco circular entre —1 y 1 en D (Véase

[Mi86]). Tomemos a € (—1,1) y hagamos

z—a
T(z) := .
(2) 1—-az
Como T(—1)=—-1y T(1) =1, por ser conforme, T envia cada arco circular entre —1 vy

1 en sf mismo; luego T(D)=D y T(F)=E, con lo cual

por la invarianza de la métrica hiperbdlica bajo funciones conformes. Vemos, pues, que /\g((j))

es constante en cada arco circular entre —1 y 1 (contenido en D), o sea que depende sélo de

v(2).

Notemos
+z

h(z) ::Logi y D= h(]D)):{ze(C/\Imz|<g}.

Obsérvese que el arco de arriba de 9F forma un dngulo de 2¢ con R, luego la funcién i‘fj

envia este arco en el rayo argz = 2¢. Es facil ver, entonces, que

F:=hFE)={2€C/—2¢ <Imz < 2p}.

Ademss,
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Sea, para w € F, vo(w) = ds(w,0F). Si z € E,

V0(1(2)) = dn(wy(h(2), Oh(E)) = dp(2,0E) = 7(2)

por ser h conforme; luego :\\—g depende sélo de .

Se sabe (véase [Mi83]) que la métrica hiperbdlica de una franja horizontal €2 con centro

en ci y ancho km es

1
Aa(z) = —————,
a() 2kcoshn%
entonces, para w € F)
1
Ar(w) =
Imw—(p—
(o + 1)) cos ( 2(«/:4(21)@”)
y
1
A = .
2(w) 2 cos(Im w)

Si z€ E y w=h(z) =u+iv, queremos calcular Imw = v en términos de ~(z).

Consideremos el caso ¢ > 1. (El caso ¢ <1 es andlogo). El circulo
(Im 2 + cot(p — )2 + (Re 2)? = csc3{p — 1)

pasa por —1, 1 y b:= (csc(p — 1) — cot(p —1))i; luego si

Im z > — cot(p — ¥) + \/esc2(¢ — ¥) — (Re 2)2
entonces

2(cscf —cotf) arctan r 0
1 — (csc —cot )2 cot

v > Imh(b) = arctan
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donde 8= —1. Como w=p—1 eslalinea media de F, entonces

Yow) = dy(w,u+ 2ip) = ds(u,u + 2ip) — ds(u, u + iv)
B /299 dt /” dt
~Jo 2cost o 2cost

1
= §log|sect—|—tant|2¢ - ,1 og

1—|—QSen( )003(2)

cos? (§) —sen? (%)
v v
_ llog (cos ¢ + sen )? _7logco s (%) +sen (%)
2 (cos ¢ + sen p)(cos ¢ — sen ) cos (¥) —sen (3)
v
_ M_llogl—i-tan(Q)

2 7 1—tan(§)

Luego
1 + tan(s) _
1 —tan(s)

con p=M —yy(w); o sea que

v e —1
n- —
2 er+1

= tanhp

con lo cual v = 2arctan(tanh p).
Reemplazando arriba, se obtiene la expresiéon deseada.

Si

Imz < —cot(p — 1p) + /esc2(¢ — 1) — (Re 2)2,

el proceso es similar. m

Nota: FEl caso ¢ =1 aparece en la seccion 4 de [Mi86].
5.1 Una cota inferior para la constante de Bloch de K;(«)

Consideremos un dominio h-convexo G y una constante M > 0.

Notemos 1 := 2arctan(tanh M) y, para z € G, v(z) := dp(z,0G); y definamos

7 cos[2 arctan(tanh v(2))]
2 cos wp—2 arctzrqz(tanh ()

o(z) =

])\]]])(Z>
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Supongamos, primero, que (z) < M para cada z € G. Queremos ver que o(z)|dz| es una
meétrica ultrahiperbdlica sobre G.

Es claro que

7 cos|2 arctan(tanh y(z))]
91) sen TArctan(tanh 1)) An(2)
(4

o(z) =

es continua y positiva. Tomemos a € G. Por la compacidad de 9G y la continuidad de
dp(a,-), existe ¢ € G tal que ~v(a) = dp(a,c); vy, por la convexidad hiperbdlica de G, existe
una h-recta ¢ que pasa por c¢ tal que G queda completamente contenido en uno de los
h-semiplanos determinado por ¢ y ~v(a) = dp(a,l). Ademds, podemos considerar ¢ como el

intervalo (—1,1), Ima >0 y Rea=0. Asi,¢c=0y

—log =v(a) < M = = log

1. 1+]ql 1. 1+%
2°°1—|af 2 01 ¢

luego |a| < %

Sea E = E(¢,0) (de acuerdo con la notacién del lema 2). Tomemos z € E cerca de a,
de modo que |z| < %

Es claro que

fYE(z> = d]D)(Z7 8E) = d]D(z7£) > d]]])(z78G) = 7('2)

Sea 7:[0,%) — R definida por

() sen U
T(u) = ——m8 — —.
1+cosu 2
Como
2
/oy (I —cosu)
7 (u) = 2sen 2u

entonces 7 es creciente y 7(u) > 7(0) =0, luego % < cscy — cotyp; o sea que }D)% estd

contenido en el disco con centro en —icotvy y radio cscvy, luego

Imz < — cot ) + /csc2 9 — (Re 2)2,
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y asi, (por el lema 2)

Ap(z)  mcosv
Ap(2) 29 cos W(g;w ’

con

v = 2arctan(tanh |y (z) — 0]).

Pero la funcién
cos[2 arctan(tanh ¢)]

p(t) = m arctan(tanh t)
sen ——— ———

es decreciente para 0 < t < M (el numerador es decreciente y el denominador es creciente),

luego

VS = () < gp () =

Ademds, Ag(a) = o(a), puesto que yg(a) =y(a).

Por consiguiente Ag es una métrica soporte de o en a (para cada a € G), luego o(z)|dz|
es una métrica ultrahiperbdlica sobre G; y por el lema de Ahlfors, o(z) < Ag(z) para z € G.
Consideremos, ahora, la condicién més general ~(z) < M para cada z € G. Tomemos

n € Z* ynotemos M, =M + %, ¢, :=2arctan(tanh M,) y

__ mcos[2arctan(tanh y(z))]
O'n(Z) . an cos 7[1,, —2 arctan(tanh v(z))]

n

)\]D)(Z).

Asi, v(z) < M,, paracada z € G; luego, por lo anterior, 0,(z) < A\g(z) (para cada n). Por
consiguiente, o(z) = lim, 00 0pn(2) < Ag(2).

Consideremos, ahora, a € (0,1) y f € Kp(a) tal que f(D)=G.

Sea M el radio de Bloch de f; es decir, M =sup{y(w),/w e G}. Si ze D y w= f(z),
entonces (ver PRELIMINARES)

1 7 cos|2 arctan(tanh y(w
’ N )\G(w) = O'(’LU) = [ ﬂarcta(n(tanh'y((w))))]
[f'(2)[ (1 = |2[7) 2 sen L

Ap(w) (5.1)
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Como ~y(w) < M, tenemos que

mwcos[2arctan(tanh M)] =«
M) : = = " (M
9(M) 4 arctan(tanh M) 21,Z)p( )
s o(w)
< — w)) =
< gpp0) =
1— Jwl?
Ap(w) | f1(2)] (1= |2])
obteniéndose una cota para la derivada hiperbélica de f :
! _ 2
Dhf(z) = I (2) (1 —1z]%) < 4 arctan(tanh M) .
1—|f(2) 7 cos|2 arctan(tanh M)]
La funcién g:R"™ — R es estrictamente decreciente,
li M) = li M) =0,
Jim g(M) =+co y  lim g(M)
luego existe una dinica M, > 0 tal que
= (M) (53)
o g\Ma)-

luego M, < M. O sea que la solucién de la ecuacién (5.3) es una cota inferior para la
constante de Bloch de Kj,(«).
5.2 Cota mejorada

Dada M > 0, evidencia gréfica indica que la funcién

cos[2 arctan(tanh t)]

p(t) =

m arctan(tanh t)

sen
(4
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es decreciente para 0 <t < M, donde 1 estd redefinida como 1 = arctan(tanh(2M)) (que
es < 2arctan(tanh M), el valor de % en la seccién 5.1).

Mediante un procedimiento andlogo al llevado a cabo en la seccién 5.1, puede probarse
que la nueva o(z) (construida con el nuevo valor de 1) es < Ag(z), teniendo en cuenta que
si y(a) =dp(a,l) < M, entonces h(a) (para la misma h del lema 2) estd por debajo de la
linea media de h(E(%,0)).

De nuevo, si f € Kp(a), f(D)=G y M es el radio de Bloch de f (o de G), entonces
se cumple (5.1).

Apoyéndonos también en evidencias gréficas, confiamos en que la funcién go : RT — R

definida por
7 cos|2 arctan(tanh M
QO(M ) [ ( )]

2 arctan(tanh(2M)) sen %

es estrictamente decreciente, limy; g+ go(M) =400 y limpr .y go(M) = 0; luego

7 arctan(tanh M
_ 17 (2)| (1 — |z|2) 2 arctan(tanh(2M)) sen —arctai(tizh@M)))

1—f(z)* 7 cos|[2 arctan(tanh M)]

D" f(z)

1

a’

y existe una dnica M/, > 0 tal que go(M]}) =
de Bloch de Kp(a).

que es una cota inferior para la constante

La evidencia numérica muestra que M, < M/, o sea que M/ es una mejor cota inferior.

Conjetura 1 Sospechamos que el valor exacto de la constante de Bloch de Kp(«) es el radio

de Bloch R, de la funcion

1
fa(z) = tanh (gLogl t z>

(cuyo rango es el “lente " estudiado por Minda en [Mi86]).
Es claro que

1. 1+tan (%)

Fa = ilog 1 — tan (%)

es una cota superior para la constante de Bloch de Kj(«). La tabla a continuacién muestra

algunos valores de M, M! y R,. Se observa que las cotas son mejores para a pequeno.
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« M, M, R,

0.01 | 7.8533 x 1073 | 7.8543 x 1073 | 7.8543 x 1073
0.1 | 7.7909 x 1072 | 7.8864 x 1072 | 7.8865 x 1072
0.2 0.152 36 0.159 69 0.15973
0.3 0.2201 19 0.244 59 0.244 86
0.4 0.283 69 0.336 08 0.337 14
0.5 0.34013 0.437 62 0.440 69
0.6 0.39118 0.554 77 0.562 09
0.7 0.43755 0.697 95 0.713 39
0.8 0.47993 0.890 98 0.92137
0.9 0.518 90 1.2125 1.271
0.99 0.55145 2.3120 2.4234
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