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Series de Poincaré multivariables de
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Introducción

André Weil, en 1949, formuló una conjetura acerca del número de soluciones de ecuaciones
polinomiales sobre campos finitos; esta conjetura estableció un puente entre las variedades
algebraicas aritméticas sobre campos finitos y la topoloǵıa de variedades algebraicas definida
sobre los números complejos. Esta conjetura surgió al estudiar zeta funciones de algunas
variedades especiales. En las zeta funciones asociadas a curvas algebraicas sobre campos
finitos, existen propiedades, de naturaleza aritmética, codificadas. En el caso del modelo
no singular, la teoŕıa está completa con el teorema de Hasse-Weil, acerca de la hipótesis de
Riemann para curvas, y el teorema de Deligne para variedades de dimensión superior tratadas
en la conjetura de Weil. En 1973, Galkin [Gal] estudió zeta funciones en campos globales
que muestran el número de ideales de normas dadas en el semiplano complejo. Su función
zeta satisface una ecuación funcional únicamente en el caso Gorenstein. Green [Gr], en un
art́ıculo de 1989, obtuvo una nueva zeta función en términos de ideales fraccionarios no nulos,
que satisface la ecuación funcional, pero no está determinada por la curva. Se necesitaba,
entonces, una zeta función, que estuviera únicamente determinada por la curva, que debiera
satisfacer la ecuación funcional y, en el caso Gorenstein, coincidiera con la zeta función de
Galkin. Esto fue posible en 1998 en un art́ıculo publicado por Stöhr [St2], su zeta función
está definida en el semiplano {s ∈ C|<(s) > 0} por la serie de Dirichlet absolutamente
convergente

ζ(O, s) :=
∑
d⊇O

#(d/O)−s, <(s) > 0.

La suma es tomada sobre los ideales fraccionarios positivos del anillo local O de una curva
algebraica completa, geométricamente irreducible X. Stöhr generalizó la serie anterior para
ideales fraccionarios

ζ(a, s) :=
∑
d⊇a

#(d/a)−s, <(s) > 0,

donde a, d son ideales fraccionarios de O. Esta serie, a su vez, se puede ver como una suma
finita de zeta funciones locales parciales

ζ(a, b, s) :=
d∼b∑
d⊇a

#(d/a)−s, <(s) > 0,

que se puede escribir como una serie de potencias Z(a, b, t) en t = q−s.
Este trabajo se centra principalmente en las series de Poincaré estudiadas en [St] y mostraremos
que dichas series se pueden expresar como una integral respecto a la caracteŕıstica de Euler.
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Más especificamente, dado que para cualquier dominio local noetheriano O con campo de
constantes finito Fq, con q elementos y campo de fraciones κ, el anillo de fracciones de la

completación Ô de O es localmente compacto; existe una medida de Haar normalizada µ
tal que µ(O) = 1 y además, en el sitema M formado por los ideales fraccionarios a de O
y por traslaciones z + a con operaciones booleanas de unión e intersección y complementos,
µ(a) = χ(a) para cada ideal fraccionario a de O y χ(a) es la caracteŕıstica de Euler de a.
Mostraremos que la serie multivariable de Poincaré estudiada en [St], respecto de la integral
sobre la caracteŕıstica de Euler, es

P(O, b, t) =
qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

qr~v(g)t~v(g) dχ.

En particular, la función zeta local de Stöhr en términos de la integral sobre la caracteŕıstica
de Euler está dada por

Z(O, b, t) =
tdeg(b)qρ

[Ub : UO](qρ − 1)

∫
b

(qt)~v(g).r dχ,

donde ρ := dimFq(O/p) siendo p el único ideal maximal del anillo local O.
En el Caṕıtulo 1 se presentan las bases para el estudio de los anillos de valuación discreta y
de los dominios de Dedekind, que servirán para el desarrollo de este trabajo. Los anillos de
valuación discreta están ligados al concepto de curva algebraica completa geométricamente
irreducible. Los puntos de dicha curva son anillos de valuación discreta, excepto un número
finito de puntos que son anillos locales. Estos anillos locales, que no son anillos de valuación
discreta, son las singularidades de la curva. Cada singularidad O induce una serie multi-
variable formal de potencias llamada la serie de Poincaré, que es el objeto de estudio en el
Caṕıtulo 2. En dicho caṕıtulo, se definen y se muestran propiedades importantes de la serie
de Poincaré. Stöhr introdujo la serie de Poincaré P(a, b, t) para cualquier par de clases de
O-ideales [a], [b]. Las series Z(a, b, t),P(a, b, tr1 , . . . , trm) están relacionadas aśı:

Z(a, b, t) = tdim(a
∼
O/a)−dim(b

∼
O/b)P(a, b, tr1 , . . . , trm).

Finalmente, en el Caṕıtulo 3 se estudia la relación de la serie de Poincaré con la integral, y
la existencia de una medida que se relaciona con la caracteŕıstica de Euler. Además, estos
resultados se aplicarán a un contexto global sobre la curva algebraica.
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Caṕıtulo 1

Anillos de valuación discreta y
dominios de Dedekind.

La serie de Poincaré se define en términos de ideales fraccionarios sobre un anillo local y
sobre variables inducidas por la clausura algebraica de dicho anillo. La clausura algebraica
es la intersección de anillos de valuación discreta que contienen al anillo local y además es
un dominio de Dedekind, por lo que es muy importante estudiar estas clases de anillos.

1.1 ¿Porqué estudiar anillos de valuación discreta?

Los anillos de valuación son una clase de anillos locales y los anillos de valuación discreta
una clase particular de estos. Se verá que un punto de una curva algebraica es no singular si
y sólo si su dominio local asociado es un anillo de valuación discreta. Además, estos anillos
serán importantes para definir las series multivariables de Poincaré.

A lo largo de esta sección usaremos [D.F].

Definición 1 Sea K un campo algebraicamente cerrado, sea V una variedad en An(K). Se
sabe que I(V ), el ideal asociado a V , es un ideal primo en K[x1, . . . , xn]. Luego, el anillo de
coordenadas

K[V ] ∼=
K[x1, . . . , xn]

I(V )

es un dominio entero y el campo de fracciones de K[V ], denotado por K(V ), es llamado
el campo de funciones racionales de V , a los elementos de K(V ) se les llama funciones
racionales.

Definición 2 Dado r ∈ V , se dice que f ∈ K(V ) está definido en r si existen g, h ∈ K[V ]
tales que

f =
g

h
y h(r) 6= 0.

Se define Or,V := {f ∈ K(V )|f está definido en r}.
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El anillo Or,V es un anillo local que tiene a K(V ) como campo de fracciones y contiene a
K[V ]. Además, su único ideal maximal es

mr,V = {h
g
|h(r) = 0, g(r) 6= 0}.

El anillo Or,V es llamado el anillo local de V en r. Este anillo puede ser usado para definir,
algebraicamente, lo que se conoce como curva suave (en el sentido de la existencia de tan-
gentes). Suponga que V = Z(f) es una hipersuperficie en An(K) definida por los ceros de
un polinomio irreducible f ∈ K[x1, . . . , xn]. Para cada r = (r1, . . . , rn) ∈ V sea

Dr(f)(x1, . . . , xn) :=
n∑
i=1

∂f(r)

∂xi
(xi − ri),

con
∂f(r)

∂xi
la derivada parcial usual. Se sigue que si T := Z(Dr(f)(x1, . . . , xn)), es el conjunto

de ceros de Dr(f), entonces la traslación r + T es tangente a la hipersuperficie V en r. Lo
anterior se extiende a cualquier variedad V en An(K).

Definición 3 Sea V una variedad en An(K). El espacio tangente a V en r ∈ V es la
variedad lineal Tr,V = Z{Dr(f)(x1, . . . , xn)|f ∈ I(V )}

Si I(V ) = (f1, . . . , fm) entonces

Tr,V =
m⋂
i=1

Z(Dr(fi)).

(Ver [D.F] pag. 724).
Obsérvese que Tr,V es un subespacio vectorial de Kn, al ser intersección de espacios
vectoriales.

Definición 4 La dimensión de una variedad V , denotada por dimV , es el grado de
trascendencia de K(V) sobre K.
Una variedad de dimensión 1 es llamada curva, de dimensión 2 una superficie.

Definición 5 Una variedad V es no singular en r ∈ V (o r es un punto no singular de V )
si

dimK(Tr,V ) = dimV.

De manera equivalente, una variedad V es no singular en r si

dimK

(
mr,V

m2
r,V

)
= dimV, (Ver [D.F] Proposición 15.52).

En general, para cada punto r ∈ V , dimV ≤ dimK(Tr,V ) ≤ n. La variedad V es no singular
o suave si no es singular en cada punto. Si V es una curva, entonces V es suave si y sólo si
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K[V ] es enteramente cerrado (Ver [D.F] pag. 726).
Ahora, el resultado trascendental, que responde la pregunta planteada, consiste en lo
siguiente: suponga que r es un punto de una curva af́ın irreducible C sobre un campo alge-
braicamente cerrado K; entonces, C es no singular en r si y sólo si el anillo local Or,C es un
anillo de valuación discreta (Ver [D.F] Proposición 16.2.12).

Estudiemos las singularidades sobre el anillo K[x, y]. Sea Z(f) una variedad irreducible
en A2(K), con f ∈ K[x, y] irreducible. El punto r = (a, b) ∈ Z(f) es simple si fx(r) 6= 0 o
fy(r) 6= 0. En este caso la ĺınea

fx(r)(x− a) + fy(r)(y − b) = 0

es llamada la ĺınea tangente a f en r. El polinomio irreducible f se puede escribir como una
suma de formas (monomios de varias variables)

f = fm + fm+1 + · · ·+ fn, fi es una forma de grado i, fm 6= 0.

Si r = (0, 0) entonces r es un punto simple si mr(f) := m = 1. Si m = 2, r es llamado un
punto doble, si m = 3 punto triple, etc. Como fm es una forma en dos variables, entonces

fm =
∏

Lrii

donde Li son ĺıneas distintas llamadas las ĺıneas tangentes en r = (0, 0) y ri la multiplicidad
de la tangente. Si f tiene m tangentes distintas en r, entonces se dice que r es un punto
múltiple ordinario de f .

Ejemplo 1
La curva f = y2 − x3 − x2 = (y + x)(y − x)− x3, con m(0,0)(f) = 2, tiene dos tangentes, en
r = (0, 0). A saber, las rectas y = −x, y = x. El punto (0, 0) es el único punto singular y es
un nodo.

Ejemplo 2
La curva f = y2 − x3 + x es una curva no singular.
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Ejemplo 3
La curva f = (x2 + y2)2 + 3x2y− y3 = (x2 + y2)2 + y(

√
3x+ y)(

√
3x− y). El punto r = (0, 0)

es el único punto singular, es un punto triple ordinario y tiene las tres ĺıneas tangentes
y = 0, y = −

√
3x, y =

√
3x.

Sea r = (a, b) ∈ Z(f),sea T la traslación T (x, y) = (x + a, y + b), luego T (0, 0) = r. Sea
fT = f(x + a, y + b), se define mr(f) := m(0,0)(fT ). Es decir, fT = Gm + Gm+1 + · · · + Gn,
Gi forma de grado i, Gm 6= 0, y sea m = mr(f). Si Gm =

∏
Lrii , Li = αix+ βiy, las ĺıneas

αi(x− a) + βi(y − b) = 0,

son las ĺıneas tangentes a f en r. Como fx(r) = (fT )x(0, 0) y fy(r) = (fT )y(0, 0), puede
probarse que r es un punto simple de f si y sólo si mr(f) = 1, y aśı las dos definiciones de
ĺınea tangente a un punto simple coinciden.
Sea X una curva algebraica, geométricamente irreducible, definida sobre un campo K y
sea κ el campo de las funciones racionales sobre X. Esto significa que κ es el campo de
funciones en una variable con campo constante K y X es el conjunto de ı́ndices de la colección
{OP}P∈X de K-álgebras locales, propiamente contenidas en κ, con campo de fracciones κ,
que satisfacen:
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1. Para casi todo P ∈ X, OP es un anillo de valuación discreta.

2. Para cada anillo de valuación discreta R de κ|K existe un único P ∈ X tal que
OP ⊆ R.

De acuerdo a la primera condición, el número de puntos singulares es finito, ya que en el
caso de una curva af́ın plana, el anillo local correspondiente a un punto no singular de una
curva es un anillo de valuación discreta (Ver [D.F] Proposición 16.2.12).

1.2 Valuaciones y anillos de valuación

Las bases fundamentales del presente trabajo, por lo realizado en la sección anterior, se
encuentran en esta clase particular de anillos. A lo largo de esta sección usaremos [Gol].

Definición 6 Sea κ un campo que contiene al subdominio O. Se dice que Oes un anillo de
valuación si, para todo x en κ, se tiene que x ∈ O ó x−1 ∈ O.

En particular, κ es el campo de fracciones de O.
Sea p = {x ∈ κ|x−1 /∈ O}. Entonces, p es el único ideal maximal de O, ya que es el conjunto
de las no unidades de O, y este conjunto es un ideal. Luego (O,p) es un anillo local.

Notación: Sea κ un campo o anillo conmutativo unitario (con unidad). Se denota por

κ× el subgrupo de las unidades de κ. Sea v : κ× −→ κ×
O×

el homomorfismo canónico de

subgrupos. El grupo
κ×
O×

es abeliano, por lo que se utilizará el śımbolo aditivo, es decir

v(x.y) = v(x) + v(y) = x+ y, para todo par x, y ∈ κ×.

Se define la siguiente relación en
κ×
O×

: para todo par x, y ∈ κ×,

x ≤ y si y sólo si x−1y ∈ O.

La relación ≤ es una relación de orden total en
κ×
O×

. Se puede extender v a todo κ definiendo

v(0) =∞.

Afirmación 1 El homomorfismo v satisface v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.

Razón: Suponga sin pérdida de generalidad que v(a) = min{v(a), v(b)}. Entonces
v(b) ≥ v(a), luego a−1b ∈ O y aśı a−1(a+ b) = 1 + a−1b ∈ O. Por tanto, v(a+ b) ≥ v(a). �

De lo anterior se sigue que, si O es un anillo de valuación, entonces v : κ× −→ κ
×

O×
convierte

a V =
κ×
O×

en un grupo totalmente ordenado que satisface:
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1. v(a.b) = v(a) + v(b).

2. v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.

Definición 7 Sea κ un campo, G un grupo totalmente ordenado y
v : κ× −→ G una función no trivial tal que:

1. v(a.b) = v(a) + v(b); a, b ∈ κ×.

2. v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}; a, b ∈ κ×.

Entonces a v se le llama una valuación.

Dada una valuación v : κ× −→ G, entonces

Ov := {x ∈ κ×|v(x) ≥ 0} ∪ {0},

es un anillo de valuación. Además, pv := {x ∈ κ×|v(x) > 0} es el único ideal maximal de

Ov . Luego Ov es un anillo local. Por Teorema de isomorfismos,
κ×
O×v

∼= Im(v). De ah́ı que

en adelante tomaremos las valuaciones como homomorfismos sobreyectivos. De este modo,
existe una biyección entre las valuaciones y los anillos de valuación.

Teorema 1 Sea v : κ× −→ G una valuación y a, b, a1, . . . , an elementos en κ×. Entonces

1. Si v(a) > v(b), entonces v(a+ b) = v(b).

2. v(1) = 0.

3. v(−1) = 0.

4. v(−c) = v(c), c ∈ κ×.

5. v(a1 + a2 + · · ·+ an) ≥ min{v(a1), v(a2), . . . , v(an)}.

6. Si min{v(a1), v(a2), . . . , v(an)} se alcanza una sola vez, entonces

v(a1 + · · ·+ an) = min{v(a1), v(a2), . . . , v(an)}.

7. Si a1 + · · ·+ an = 0 entonces min{v(ai)|1 ≤ i ≤ n}, se alcanza por lo menos dos veces.

Demostración:

1. Si v(a) > v(b) entonces b−1a ∈ Ov y a−1b /∈ Ov . Luego b−1a ∈ pv y por consiguiente

1 + b−1a ∈ O×v .

Aśı v(1 + b−1a) = 0 y v(b) + v(1 + b−1a) = v(b).
Como v(b) + v(1 + b−1a) = v(b(1 + b−1a)) = v(a + b), se sigue que v(a + b) = v(b).
Por tanto, v(a+ b) = min{v(a), v(b)}.
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2. v(1) = v(cc−1) = v(c)− v(c) = 0.

3. 0 = v(1) = v(−1) + v(−1) ∈ κ×. Luego, v(−1) = −v(−1). Como G es totalmente
ordenado, se sigue que v(−1) = 0.

4. v(−c) = v(−1c) = v(−1) + v(c) = v(c).

5. Se sigue por inducción.

6. Razonemos por contradicción, podemos suponer que, sin pérdida de generalidad,
v(a1) < v(ai), i = 2, . . . , n y supongamos que v(a1 + · · ·+ an) > v(a1). Luego,

v(a1) = v(a1+· · ·+an−a2−· · ·−an) ≥ min{v(a1+· · ·+an), v(a2), . . . , v(an)} > v(a1).

v(a1) > v(a1). Absurdo.

7. El resultado se sigue pues en caso contrario podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que el mı́nimo se alcanza una sola vez, digamos en v(a1), es decir,
v(a1) < v(ai), i = 2, . . . , n. Luego,

v(a1) = v(−a2 − · · · − an) ≥ min{v(a2), . . . , v(an)} > v(a1).

Aśı, v(a1) > v(a1), lo cual es absurdo. �

Definición 8 Sean K,κ campos tales que K ⊆ κ. Se dice que v : κ× −→ G es una
K−valuación si v es una valuación y para todo x ∈ K×, v(x) = 0.

Notemos que cuando v es una K−valuación, K× ⊆ O×v .

Teorema 2 (Teorema de extensión) Sea R un subanillo de un campo κ, sea p un ideal
primo no nulo de R. Entonces existe un anillo de valuación O de κ con ideal maximal m
tal que R ⊆ O ⊆ κ y m ∩R = p.

Demostración: Consideremos la colección

F := {(A,Q)|A subanillo de κ, Q ideal primo de A, con R ⊆ A ⊆ κ y Q ∩R = p},

la cual está parcialmente ordenada por la inclusión (A1, Q1) ≤ (A2, Q2) si y sólo si A1 ⊆ A2

y Q2 ∩ A1 = Q1. Note que F 6= ∅ ya que (R, p) ∈ F. Por el Lema de Zorn existe un
elemento (O,m) maximal en F . Es decir, R ⊆ O ⊆ κ,m ∩ R = p. Como 0 6= p ⊆ m
entonces m 6= 0. Luego, O no es campo, y aśı O 6= κ. El anillo local Om representa la
localización de O en m . Como O es dominio entero, entonces O se embebe en Om. De
donde O ⊆ Om y mOm ∩ O = m. Luego (O,m) ≤ (Om,mOm). Por la maximalidad de
(O,m) se tiene que O = Om y m = mOm, luego (O,m) es un anillo local. Sea x ∈ κ,
mostraremos que x ∈ O o x−1 ∈ O. En efecto, si m1 ( O[x−1] es un ideal generado por m
entonces (O[x−1],m1) ≥ (O,m). Por la maximalidad de (O,m) se sigue que O = O[x−1] y aśı
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x−1 ∈ O. Ahora, si m no genera a ningún ideal propio de O[x−1] entonces O[x−1] = mO[x−1],
por consiguiente, existen a0, . . . , an ∈ m tales que

1 =
n∑
i=0

aix
−i.

Como m es maximal entonces 1− a0 es unidad en O. Dividiendo por (1− a0)x−n entonces
x satisface un polinomio mónico, con coeficientes en m. Luego x es entero sobre O, de
donde O[x] es un O-módulo finitamente generado. Por el Lema de Nakayama (ver [D.F]),
mO[x] ( O[x], mO[x] es primo y mO[x] ∩ O = m.

De este modo, (O[x],mO[x]) ≥ (O,m). Por la maximalidad de O, se tiene que O[x] = O y
aśı x ∈ O.

Por tanto, O es un anillo de valuación. �

Corolario 1 Suponga que K ⊆ κ son campos y x ∈ κ. Si x es trascendente sobre K, existe
una K−valuación v de κ tal que v(x) > 0. Si x es algebraico sobre K, v(x) = 0 para todas
las K−valuaciones v.

Demostración: Supongamos que x es trascendente sobre K, y denotemos por R := K[x] el
anillo de polinomios en x. Entonces R× = K×. Sea p = (x) el ideal generado por x en R. Por
el Teorema 2, existe un anillo de valuación (O,m) tal que K[x] ⊆ O ⊆ κ, K[x]∩m = (x) ⊆ m
y K× ⊆ O×. Luego, con la correspondiente valuación v de O, se tiene que v(x) > 0 y
v(c) = 0, para todo c ∈ K×. Aśı v es una K−valuación.
Supongamos ahora que x es algebraico sobre K, luego

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0; a0, . . . , an ∈ K.

Sea v una K−valuación de κ. Entonces

v(xn) = nv(x) = v(−
∑
i<n

aix
i) = v(

∑
i<n

aix
i).

Si v(x) 6= 0, entonces min{v(aix
i)|0 ≤ i ≤ n−1} es alcanzado una sola vez. Luego en virtud

del Teorema 1
v(xn) = nv(x) = iv(x) para algún i ∈ {0, . . . , n− 1},

por consiguiente n = i y, de ah́ı, n ≤ n− 1, lo cual es absurdo.
Por tanto v(x) = 0, para todas lasK−valuaciones v . �

Proposición 1 Sea R un subanillo de un campo κ. Si x ∈ R[x−1], entonces x es entero
sobre R.
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Demostración: Como x ∈ R[x−1] existen ri ∈ R, i = 0, . . . , n, tales que

x =
n∑
i=0

rix
−i.

Si se multiplica a ambos lados por xn, entonces se sigue que x es entero sobre R. �

Corolario 2 Sea R un subanillo de un campo κ. Entonces, la clausura entera de R en κ,

denotada por
∼
R, es la intersección de los anillos de valuación que contienen a R.

Demostración: Si x ∈
∼
R, entonces existen r0, . . . , rn−1 ∈ R tales que

r0 + r1x+ · · ·+ xn = 0.

Sea v una valuación de κ no negativa sobre R. Entonces

v(xn) = nv(x) = v(r0 + · · ·+ rn−1x
n−1)

≥ min
0≤i≤n−1

{v(rix
i)} = min

0≤i≤n−1
{v(ri) + iv(x)}

≥ min
0≤i≤n−1

{iv(x)}.

Luego, nv(x) ≥ i0v(x) para algún i0 ∈ {0, . . . n − 1}, y de ah́ı v(x) ≥ 0. Como v es una
valuación de κ no negativa sobre R; entonces x está en la intersección de los anillos de
valuación de κ. Aśı,

∼
R ⊆ O :=

⋂
v∈K(v,R)

Ov ,

donde K(v,R) denota el conjunto de las valuaciones de κ que contienen a R.

Probemos O ⊆
∼
R. En efecto, por la Proposición 1 si x no es entero se sigue que x /∈ R[x−1].

Por consiguiente, el ideal (x−1) de R[x−1] es propio. Aśı, existe un ideal maximal p de R[x−1]
que contiene a (x−1). En particular, x−1 ∈ p. Por el Teorema 2, existe una valuación de κ,
suponga v p, que es positiva en x−1, es decir,v p(x

−1) > 0, y por consiguiente v p(x) < 0.
Observe que v p ∈ K(v,R) y aśı x /∈ O.

Se ha probado que, si x /∈
∼
R, entonces x /∈ O. Por tanto, O ⊆

∼
R. �

Dado un campo κ y un anillo de valuación O, se contempla el caso en el que el grupo

de valores V :=
κ×
O×

es ćıclico infinito y V es identificado con Z. El anillo O es llamado

anillo de valuación discreta, y la correspondiente valuación v se le llama valuación discreta.
Cualquier elemento t en O tal que v(t) = 1, es llamado parámetro local en v (parámetro
uniformizante o parámetro local en p).

Lema 1 Sea O subanillo de un campo κ, sea t ∈ O. Entonces O es un anillo de valuación
discreta de κ con parámetro local t si y sólo si cada elemento x ∈ κ× puede escribirse de la
forma x = uti con i ∈ Z, para alguna unidad u ∈ O.
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Demostración: Si O es un anillo de valuación discreta con parámetro local t, entonces
existe una valuación discreta, suponga v . Sea x ∈ κ y sea i := v(x); entonces

v(x−1ti) = −v(x) + iv(t) = −v(x) + v(x)1 = 0.

Luego, x−1ti = u ∈ O× y aśı x = u−1ti.
Se muestra ahora la condición suficiente. Sea O0 := {uti|i ≥ 0} ⊆ O. Entonces O0 es un

anillo de valuación de κ y es un subanillo maximal, bajo inclusión, de κ. Además,
κ×
O×0

es

un grupo ćıclico infinito (De hecho O×0 = O×). Luego O = O0 es un anillo de valuación
discreta con parámetro local t. �

De lo anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3 Sea O un anillo de valuación discreta de κ. Entonces O es un subanillo
maximal de κ y si t es un parámetro local, cada ideal de O es generado por una potencia de
t.

Demostración: SiO′ es otro subanillo deκ tal queO ( O′, entonces t−1 ∈ O′ y aśıO′ = κ.
Luego, O es subanillo maximal. Sea I ⊆ O ideal. Escogiendo el menor entero positivo i tal
que ti ∈ I, se sigue que I = (ti). �

Sea R un dominio de factorización única (DFU) y sea p ∈ R un elemento primo. Para cada
x ∈ R, x se puede escribir como x = pex0, donde p no divide a x0 y defina v p(x) = e. Se
extiende v p al campo de fracciones de R definiendo

v p(
x

y
) = v p(x)− v p(y).

Observe que Ovp = R(p) (anillo local en p). La valuación v p es llamada la valuación p−ádica
de R.

Lema 2 Sea v una valuación de κ := K(x) y sea K un campo. Si λ 6= p con λ y p
polinomios mónicos irreducibles, entonces v(λ) = 0.

Demostración: El máximo común divisor de λ y p es 1, luego , por el Lema de Bézout (ver
[D.F]), existen π, θ ∈ K[x] tales que 1 = λπ + θp. Luego,

0 = v(1) ≥ min{v(λπ), v(θp)} ≥ min{v(λ), v(p)}.

Como v(p) > 0, entonces v(λ) ≤ 0; y de ah́ı v(λ) = 0. �
A continuación se clasificarán las valuaciones para el campo κ := K(x).

Proposición 2 Sea v una valuación de κ := K(x) y sea K un campo. Entonces, v = vp
para algún polinomio irreducible p ∈ K[x] o v = v∞, donde v∞(f(x)/g(x)) =deg(g)-deg(f)
con f(x), g(x) ∈ K[x] y deg(f) es el grado del polinomio f .
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Demostración: Suponga que v(x) ≥ 0. Entonces para todo p(x) ∈ K[x], v(p(x)) ≥ 0.
Luego K[x] ⊆ Ov . Por ser v sobreyectiva, existe q(x) ∈ K[x] tal que v(q(x)) > 0. Como
K[x] es DFU,

q(x) = a
n∏
i=1

peii ,

con pi polinomio mónico irreducible, ei ≥ 0 entero positivo y a ∈ K.
De donde,

v(q(x)) =
n∑
i=1

eiv(pi) > 0

y aśı existe p ∈ {p1, . . . , pn} tal que v(p) > 0. Por el lema 2 se sigue que para todo
q(x) ∈ K[x], v(q(x)) = eqv(p), eq ≥ 0. Ahora, si r ∈ K(x) entonces r se escribe de manera
única como

r = a
n∏
i=1

peii p
er ,

con pi mónico irreducible, ei, er ∈ Z. Luego v(r) = erv(p).
Se ha probado: para todo r ∈ K(x), v(r) = erv(p) con er ∈ Z. Esto significa que Z es
generado por v(p), pero los únicos elementos que pueden generar a Z son 1 y −1, como
v(p) > 0, entonces v(p) = 1. Luego, para todo r ∈ K(x), v(r) = er = v p(r). Por tanto,
v = v p, definida en el comentario anterior a esta proposición.
Ahora suponga que v(x) < 0. Sea f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ K[x]. Entonces

v(f(x)) ≥ min{iv(x)}, i = 1, . . . , n.

Como v(x) < 0, entonces nv(x) < iv(x), i = 1, . . . , n− 1. Por tanto,

min{iv(x)} = nv(x), i = 1, . . . , n.

Por propiedad 6 Teorema 1, v(f(x)) = nv(x) = deg(f)v(x).

Ahora bien, si h ∈ K×(x), digamos h =
f

g
, con f, g ∈ K[x], g 6= 0; entonces

v(h) = v(f)− v(g) = [deg(f)− deg(g)]v(x).

Luego, como v es sobre esto indica que v(x) genera a Z. Como v(x) < 0, entonces
v(x) = −1, y aśı, v(h) = deg(g)− deg(f), es decir, v = v∞. �

Teorema 3 (De la aproximación débil)
Sea κ un campo, sean v1, . . . , vm valuaciones discretas distintas y sean n1, . . . , nm ∈ Z y
h1, . . . , hm ∈ κ. Entonces existe z ∈ κ tal que

vi(z − hi) > ni, i = 1, . . . ,m.
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Demostración: Sea n lo suficientemente grande tal que

v i(hj) + n > ni, i, j = 1, . . . ,m (1.1)

Paso 1 Existe z ∈ κ tal que v 1(z) > 0, v 2(z) < 0.
Razón: Por el Corolario 3, Ov1 y Ov2 son subdominios maximales de κ. Luego, existen
x ∈ Ov1 − Ov2 y y ∈ Ov2 − Ov1 , de ah́ı v 1(x) ≥ 0, v 2(x) < 0 y v 1(y) < 0, v 2(y) ≥ 0. Aśı,

z =
x

y
satisface las propiedades requeridas.

Paso 2 Existe x ∈ κ tal que v 1(x) > 0, v j(x) < 0, j = 2, . . . ,m.
Razón: Se procede por induccion. Si m = 2, se aplica el Paso 1.
Suponga m > 2. Por hipótesis de inducción, existe y ∈ κ tal que

v 1(y) > 0, v j(y) < 0, j = 2, . . . ,m− 1.

Suponga que vm(y) ≥ 0. Por el Paso 1, existe z ∈ κ tal que

v 1(z) > 0, vm(z) < 0.

Sea x = y+zr, donde r ∈ Z es un entero positivo suficientemente grande tal que si v i(z) < 0,
entonces

rv i(z) < v i(y), i = 2, . . . ,m y v 1(x) ≥ min{v 1(y), rv 1(z)} > 0.

Para cada i = 2, . . . ,m se tiene
i) Si v i(z) < 0, para algún i, entonces v i(x) ≥ min{v i(y), rv i(z)}. Como el mı́nimo se
alcanza una sola vez, entonces

v i(x) = rv i(z) < 0.

ii) Si v i(z) ≥ 0, i = 2, . . . ,m− 1, entonces v i(x) = v i(y) < 0, i = 2, . . . ,m− 1.
Luego, v 1(x) > 0, v j(x) < 0, j = 2, . . . ,m.

Paso 3 Para cada entero positivo N , existe y ∈ κ tal que

v 1(y − 1) ≥ N, v j(y) ≥ N, j = 2, . . . ,m.

Razón: Por el Paso 2, existe x ∈ κ tal que

v 1(x) > 0, v j(x) < 0, j = 2, . . . ,m.

Sea y =
1

1 + xN
. Entonces v 1(y − 1) > 0. Para cada i = 2, . . . ,m se tiene

v i(y) = −v i(1 + xN).

Pero v i(x) < 0, entonces v i(1 + xN) < 0, y de ah́ı, v i(y) > 0, i = 2, . . . ,m.

Paso 4 En el paso anterior, escoja N = n. Luego, para cada i = 1, . . . ,m existe yi ∈ κ tal
que

v i(yi − 1) > n, v j(yi) > n, i 6= j.
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Sea z := h1y1 + · · ·+ hmym. Entonces, por la Fórmula 1.1, se tiene que

v i(z − hi) ≥ min{v i(hj) + v i(yj), v i(hi) + v i(yi − 1)}
> min{v i(hj) + n}
> ni, 1 ≤ i, j ≤ m.

Luego, v i(z−hi) > ni, i = 1, . . . ,m. �

Con las mismas condiciones del Teorema 3, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4 Existe x ∈ κ tal que vi(x− hi) = ni i = 1, . . . ,m.

Demostración: Sean f1, . . . , fm ∈ κ tales que v i(fi) = ni i = 1, . . . ,m. Por el Teorema de
la aproximación débil, existen y, z ∈ κ tales que

v i(y − fi) > ni, v i(z − hi) > ni, i = 1, . . . ,m.

Sea x = y + z. Entonces, x− hi = (y − fi) + (z − hi) + fi. Luego

v i(x− hi) = v i(fi) = ni, i = 1, . . . ,m

�

Corolario 5 Suponga que κ es un campo, V un conjunto finito de valuaciones discretas de
κ y que cada anillo de valuación de κ que contiene a

K(V, 0) := {x ∈ κ|v(x) ≥ 0, para todo v ∈ V }

es discreto. Entonces, K(V, 0) es un DIP e I ⊆ K(V, 0) es un ideal no nulo si y sólo si
I = K(V,m) = {x ∈ κ|v(x) ≥ m(v),∀v ∈ V } para alguna función

m : V → Z no negativa, únicamente determinada por I. Además,
K(V, 0)

K(V,m)
tiene una

K(V, 0)-serie de composición que consiste de exactamente m(v) factores de composición

isomorfos (como K(V,0)-módulos) al campo residual Fv :=
Ov

pv

para cada v ∈ V .

Demostración: De las definiciones, se sigue que K(V, 0) es anillo, K(V,m) es un K(V, 0)-
módulo para todo m y que si m ≥ m′ entonces K(V,m) ⊆ K(V,m′). En particular, K(V,m)
es un ideal de K(V, 0) para m ≥ 0.
Suponga que 0 6= I = K(V,m) y veamos que I es principal. Para cada v ∈ V , defina
m(v) = min{v(x)|x ∈ I}. Por Corolario 4 , existe xm ∈ κ tal que

v(xm) = m(v), para todo v ∈ V.

Además, m(v) ≥ 0 para todo v ∈ V , de aqúı xm ∈ K(V, 0), y x−1m I es un ideal de
K(V, 0), pues si v ∈ V y t ∈ I entonces, v(t) ≥ v(xm) implica que v(x−1m t) ≥ 0. Luego,
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x−1m t ∈ K(V, 0) para todo t ∈ I. De esto, x−1m I ⊆ K(V, 0), y aśı x−1m I es ideal.
Observe que x−1m I no está contenido en el ideal maximal pv de Ov , para todo v ∈ V .

Afirmación: x−1m I = K(V, 0).

Razón: Razonemos por contradicción. Supongamos x−1m I  K(V, 0). Por el Teorema de
extensión, existiŕıa un anillo de valuación Ov ′ conteniendo a K(V, 0) tal que x−1m I ⊆ pv ′ , y
aśı v ′ /∈ V . Además v ′ es discreta. Como consecuencia del Paso 2, en la prueba del Teorema
de la aproximación débil, existe y ∈ K(V, 0) tal que v ′(y) < 0. Pero K(V, 0) ⊆ Ov ′ y aśı
v ′(y) ≥ 0. Luego, v ′(y) < 0 y v ′(y) ≥ 0. Absurdo.
De ah́ı x−1m I = K(V, 0) y aśı I = xmK(V, 0). Por tanto, el ideal I es principal.

Como el mı́nimo es único se sigue que m es única.

En particular, el K(V, 0)-módulo
K(V,m)

K(V,m+ δv )
es irreducible, donde δv es el delta de

Krónecker en V .
Sea t un parámetro local en v . Defina η : K(V,m) −→ Fv por

η(x) = t−m(v)x+ pv .

La función η es homomorfismo y su núcleo es ker(η) = K(V,m+ δv ).
Además η es sobre. En efecto, sea y ∈ Ov . Por el Teorema de aproximación débil, existe
x ∈ κ tal que v ′(x) ≥ m(v ′) para v ′ ∈ V . Si v 6= v ′ y v(x− tm(v)y) ≥ m(v) + 1, entonces
x ∈ K(V,m) y η(x) = y + pv .

Luego, η induce un isomorfismo de K(V, 0)-módulos
K(V,m)

K(V,m+ δv )
∼= Fv . Por un argumento

de inducción, se muestra que
K(V, 0)

K(V,m)
tiene una serie de composición de m(v) factores iso-

morfos al campo Fv para cada v ∈ V. �

Sea K|κ una extensión finita de campos. Por el Teorema de extensión, para cada valuación
discreta de κ existe un anillo de valuación O′ de K conteniendo a Ov cuyo ideal maximal
pv ′ contiene a pv .

Definición 9 Sea K|κ una extensión finita de campos. Si v′ es la valuación asociada de K,

se dice que v′ divide a v y se escribe v′|v. Se denota Γv :=
κ×
O×v

, el grupo de valores de v.

Aśı, existe un homomorfismo inyectivo Γv ↪→ Γv ′ , pues O×v ′ ∩ κ = O×v . Identificamos
Γv ⊆ Γv ′ .

Teorema 4 Suponga que v es una valuación discreta de un campo κ, K|κ es una extensión
finita y v′|v. Entonces:
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1. (Γv′ : Γv) ≤ [K : κ], donde (Γv′ : Γv) es el ı́ndice del grupo Γv en el grupo Γv′, y [K : κ]
es el grado de la extensión del campo K sobre el campo κ.

2. La valuación v′ es discreta y existe un entero e ≥ 0 tal que la restricción de v′ a κ es
v′|κ = e.v

Al ı́ndice e := (Γv ′ : Γv ) se le llama ı́ndice de ramificación. El ı́ndice e es denotado también
como ev ′|v .
Demostración:

1. Sea C = {y1, · · · , yn} un conjunto de elementos de κ× tales que las clases v ′(yi) + Γv

en
Γv ′

Γv
sean diferentes entre si.

Suponga que existen escalares a1, · · · , an ∈ κ no nulos, en la combinación lineal con
elementos de C. Luego,

v ′(
n∑
i=1

aiyi) = min{v ′(ai) + v ′(yi)}, i = 1, · · · , n.

(El mı́nimo se alcanza una sola vez, pues dos clases son diferentes entre si). Entonces,
n∑
i=1

aiyi 6= 0 y aśı C es linealmente independiente sobre κ.

Por tanto, el número de clases laterales es menor o igual a [K : κ].
Luego (Γv ′ : Γv ) ≤ [K : κ].

2. Por el literal anterior e = (Γv ′ : Γv ) es finito. El grupo aditivo Γv ′ es libre de torsión
(pues es totalmente ordenado) luego,

Γv ′
∼= e.Γ′v ⊆ Γv

∼= Z.

(Pues e es el orden del grupo
Γv ′

Γv
y aśı ey ∈ Γv , para todo y ∈ Γv ′ . ) Además,

Γv
∼= Z. Luego, Γv ′ es isomorfo a un subgrupo no nulo de Z. Como Z no contiene,

salvo isomorfismos, subgrupos no triviales entonces Γv ′
∼= Z. Luego, v ′ es discreta. �

Lema 3 Sea O un anillo de valuación discreta con campo de fracciones κ, ideal maximal p
y campo residual F . Sea M un O-módulo libre de torsión con dimκκ⊗OM = n. Entonces

dimF
M

pM
≤ n.

Demostración: Suponga que x1, · · · , xm ∈ M . Si se tiene una relación de dependencia

no trivial
m∑
i=1

aixi = 0, con ai ∈ κ, entonces, eliminando denominadores, se puede suponer

que ai ∈ O y no todos los ai ∈ p. De donde, si x1, · · · , xm son linealmente independientes
módulo pM , entonces x1, · · · , xm son linealmente independientes sobre κ. Luego,

dimF
M

pM
≤ dimκκ⊗M = n

�
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Lema 4 Sea n := [K : κ] el grado de la extensión κ|K, sea Ov un anillo de valuación
discreta de κ y sea R cualquier subanillo de κ que contiene la clausura entera de Ov en K.
Entonces la función φ : κ⊗Ov R −→ K, definida por

φ(x⊗ y) = xy

es un isomorfismo de κ-espacios vectoriales. En particular, si v′|v, entonces el campo
residual Fv′ es una extensión del campo residual Fv de v, de grado a lo sumo n.

Demostración: La función φ es un homomorfismo y es inyectiva. En efecto, sea t un

parámetro local para v . Por el Lema 1 se tiene que si x ∈ ker(φ), entonces x =
n∑
i=0

t−ei ⊗ xi,

con e0 = max{ei|i = 0, · · · , n} y φ(x) =
n∑
i=0

t−eixi = 0. Luego,

te0x =
n∑
i=0

te0−ei ⊗ xi = 1⊗ [
n∑
i=0

te0−eixi] = 0.

Es decir, te0x = 0 y aśı x = 0. Por tanto, φ es inyectiva.

La función φ es sobreyectiva. En efecto, sea y ∈ K. Entonces
n∑
i=0

aiy
i = 0 para ai ∈ κ no

todos cero. Como κ es el campo de fracciones de Ov , eliminando denominadores se puede
asumir sin pérdida de generalidad que ai ∈ Ov ; i = 0, · · · , n. Multiplicando por an−1n , en
ambos miembros de la igualdad, se sigue que any es entero sobre Ov y de ah́ı z := any ∈ R.

Como y =
z

an
=

1

an
z entonces y ∈ κR. Luego, K ⊆ κR y aśı K = κR =Im(φ). Por tanto,

φ es isomorfismo.
Como Ov ′ es enteramente cerrado en K entonces Ov ′ contiene la clausura entera de Ov en
K, en particular, tomando R = Ov ′ se tiene que

dimκ⊗Ov Ov ′ = dimκK = n.

Luego, por el Lema 3, dimF
Ov ′

pv ′
≤ dimF

Ov ′

pOv ′
≤ n.

Por tanto, Fv ′ |Fv es una extensión de campos con [Fv ′ : Fv ] ≤ n. �

Definición 10 Al grado de la extensión del campo residual se le llama grado residual de
v′ sobre v, denotado por f(v′|v), o algunas veces f(p′|p).

Teorema 5 (Desigualdad fundamental)
Sea K|κ una extensión finita, suponga que n = [K : κ], y sea O un anillo de valuación
discreta de κ, con ideal maximal p y campo residual F . Sean {O1, · · · ,Or} anillos de
valuacion distintas de K conteniendo a O y sea R su intersección. Sea pi el ideal maximal
de Oi y ei := e(pi|p), fi := f(pi|p), i = 1, · · · , r. Entonces
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1. El anillo R contiene un parámetro local ti para cada Oi, pi ∩ R = tiR y Oi = R + pi
para cada i = 1, · · · , r.

2.

dimF
R

pR
=

r∑
i=1

eifi ≤ [K : κ].

En particular, existen finitos anillos de valuación, distintos de K, que contienen a O.

Demostración:

1. Sea v i la valuación asociada a Oi para todo i = 1, · · · , r y sea V = {v 1, · · · , v r}.
Observe que K(V, 0) = R y cualquier anillo de valuación de K que contiene a R
también contiene a O. Luego, por Teorema 4, R es un anillo de valuación discreta. Por
Corolario 5, K(V, 0) = R es un DIP y los ideales maximales de R son K(V, δij) = pi∩R
para i = 1 · · · , r; donde δi(v j) := δij. Además,

K(V, δij) = pi ∩R = tiR,

donde ti debe ser un parámetro local en pi. Como R ⊆ Oi, pi ⊆ Oi, entonces R+pi ⊆
Oi para todo i.
Ahora, sea x ∈ Oi. Por el Teorema de la aproximación débil, existe x′ ∈ K tal que
v i(x−x′) ≥ 1, además v j(x

′) ≥ 0 para todo j 6= i. Esto significa que y = x−x′ ∈ pi y
aśı x′ = x−y ∈ Oi y x′ ∈ Oj, para todo j 6= i. Si x′ ∈ R, entonces x = x′+y ∈ R+pi.
Por tanto, x ∈ R + pi y aśı, Oi ⊆ R + pi.
De lo anterior se sigue que Oi = R + pi, i = 1, · · · , r.

2. Sea t un parámetro local para p. Entonces v i(t) = ei (pues v i|κ = ev por Teorema 4)
para todo i = 1 · · · , r.
Debido a que pR = Rt = K(v , e) para alguna única función e : V −→ Z, entonces

por el Corolario 5 se tiene que e(v i) = ei para todo i = 1, · · · , r y además
R

pR
tiene

exactamente ei factores de composición, cada uno isomorfo al campo residual de Oi
para todo i = 1, · · · , r. De ah́ı,

dimF
R

pR
=

r∑
i=1

eifi.

Ahora, como Oi contiene la clausura entera de O en K para todo i = 1, · · · , r, entonces
R contiene la clausura entera de O en K. Por el Lema 4, dimκκ⊗vR = dimκ(K) = n

y aśı, por el Lema 3, dimF
R

pR
≤ n.

Por tanto,

dimF
R

pR
=

r∑
i=1

eifi ≤ n = [K : κ]

�
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Corolario 6 En las condiciones del teorema anterior, sean O1, · · · ,Or los anillos de
valuación discreta que contienen al anillo de valuación discreta O. Entonces, la clausura

entera
∼
OK de O en K, cumple

∼
OK =

r⋂
i=1

Oi = R = K(V, 0).

Demostración: Se sigue del Corolario 2. �

1.3 Dominios de Dedekind e ideales fraccionarios.

Haremos un pequeño estudio para esta clase de dominios, ya que la clausura entera de un
dominio local y los anillos de valuación discreta son dominios de Dedekind. Sus ideales
se descomponen de manera única, salvo orden, como un producto finito de ideales Primos.
Determinaremos, de manera sencilla, los ideales fraccionarios para este tipo de dominios.
Los ideales fraccionarios son necesarios para estudiar las series de Poincaré en el siguiente
caṕıtulo.

A lo largo de esta sección usaremos [D.F].

Definición 11 Sea R un dominio entero con campo de fracciones κ. Un ideal fraccionario
de R es un R−submódulo Q de κ tal que dQ ⊆ R para algún d ∈ R− {0}.

Observe que dQ es un ideal de R. Equivalentemente, Q es un ideal fraccionario de R si
existe un ideal I ⊆ R y un elemento d ∈ R invertible tal que Q = d−1I. De ah́ı se sigue, en
particular, que los ideales fraccionarios contenidos en R son los ideales de R.

Definición 12 Para cada x ∈ κ, el ideal fraccionario Rx = {rx|r ∈ R}, es llamado el
ideal fraccionario principal generado por x.

Dados dos ideales fraccionarios A,B el producto AB es el conjunto de las sumas finitas de
elementos ab, con a ∈ A, b ∈ B. Luego, existen ideales I1, I2 en R y elementos no nulos
d1, d2 ∈ R tales que

A = d−11 I1, B = d−12 I2 y AB = (d1d2)
−1I1I2.

De donde, el producto de ideales fraccionarios es un ideal fraccionario.

Definición 13 Un ideal fraccionario Q se dice invertible si existe un ideal fraccionario A
tal que QA = R.

El ideal fraccionario A es único. En efecto, si B es otro ideal fraccionario tal que QB = R,
entonces QA = QB implica que B = BR = B(QA) = (BQ)A = R(A) = A. Denotamos por
Q−1 el inverso del ideal fraccionario Q.

Teorema 6 Sea R un dominio entero y sea Q un ideal fraccionario de R.
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1. Si Q es un ideal fraccionario principal no nulo, entonces Q es invertible.

2. Si Q 6= {0} entonces (R : Q) = {x ∈ κ|xQ ⊆ R} es un ideal fraccionario de R.
En general (R : Q)Q ⊆ R y (R : Q)Q = R si y sólo si Q es invertible, en este caso
Q−1 = (R : Q).

3. Si Q es un ideal fraccionario invertible de R, entonces Q es finitamente generado.

4. El conjunto de los ideales fraccionarios invertibles forma un grupo abeliano bajo mul-
tiplicación con identidad R. El conjunto de los ideales fraccionarios principales de R
forma un subgrupo.

Para la prueba ver ([D.F] Proposición 16.2.9).

El grupo cociente, formado por el grupo de los ideales fraccionarios invertibles con el sub-
grupo de los ideales fraccionarios principales de R, es llamado el grupo clase de R, y el orden
de este grupo es llamado el número clase de R.
Un hecho fundamental con la teoŕıa de los anillos de valuación discreta es que si R es un
dominio entero local que no es campo, entonces R es un anillo de valuación discreta si y
sólo si todos sus ideales fraccionarios no nulos son invertibles (ver [D.F] Proposición 16.2.11).

Es bien conocido que la dimensión de Krull, de un anillo R, es el supremo de las longitudes
de las cadenas de ideales primos ordenados por inclusión.

Definición 14 Un dominio de Dedekind es un dominio entero Noetheriano, enteramente
cerrado, y dimensión de Krull 1.

Si R es un anillo de valuación discreta, entonces se sabe que es un dominio local de ideales
principales, enteramente cerrado y además los únicos ideales primos son {0} y su ideal
maximal m. En efecto, supongamos m = (t), donde t es un parámetro local. Si p es un ideal
primo no nulo entonces p = (tn), con n ∈ N y por consiguiente, t ∈ p. De esta manera la
dimensión de Krull de R es 1, y aśı, R es un dominio de Dedekind. Más generalmente, todo
dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind (ver [D.F] Proposición 16.3.14).
Uno de los hechos más interesantes de los dominios de Dedekind es que sus ideales fraccio-
narios son invertibles y cada ideal se descompone, de manera única (salvo orden), como un
producto finito de ideales primos. Más espećıficamente, R es un dominio de Dedekind si y
sólo si sus ideales fraccionarios no nulos forman un grupo abeliano bajo producto si y sólo si
cada ideal propio, I ( R, se escribe de mánera única, salvo orden, como producto de ideales
primos

I = p1p2 · · · pn,

o de manera equivalente I = pt11 · · · p
tk
k ; donde p1, . . . , pk son ideales primos distintos y

t1, . . . , tk ∈ N (ver [D.F] Teorema 16.3.15). Por tanto, dados O1,O2, . . . ,Ok anillos de valua-

ción discreta de κ, el anillo T :=
k⋂
i=1

Oi es un dominio semilocal de Dedekind cuyos ideales
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maximales son p1, . . . , pk . Además, aplicando Lema 1 y la discusión anterior , se sigue que
para cualquier ideal fraccionario Q de T , existen enteros n1, . . . , nk tales que

Q = pn1
1 pn2

2 · · · p
nk
k .

Este resultado lo usaremos con frecuencia en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Series de Poincaré

Las series de Poincaré muestran propiedades intŕınsecas de naturaleza aritmética de una
curva, su origen está ligado con la función zeta local. La finalidad del presente trabajo es
expresar esta serie como una integral respecto a la caracteŕıstica de Euler, por lo que es
importante saber de dicha serie y de sus propiedades, esta es la razón de estudio del presente
caṕıtulo.

Sea X una curva algebraica, geométricamente irreducible, definida sobre un campo K y
sea κ el campo de las funciones racionales sobre X. Es bien sabido que el anillo local
correspondiente a un punto no singular de una curva es un anillo de valuación discreta. Por

lo que se vió en Caṕıtulo 1, el número de puntos singulares es finito. Sea
∼
X el conjunto de

anillos de valuación discreta del campo de funciones κ|K, llamado el modelo no singular de
X, y aśı existe un morfismo

π :
∼
X −→ X

el cual, por el Teorema 2, es sobreyectivo.
Para cada P ∈ X los elementos de la fibra π−1(P ) se llaman las ramas de X centradas en P .
De hecho, el número de ramas centradas en P es finito, ya que son los ceros de cada función
racional que se anulan en P . De acuerdo a lo anterior, y por el Corolario 2, si Ov1 , . . . ,Ovm

son las ramas centradas en P , entonces la clausura entera
∼
OP en κ es

∼
OP =

m⋂
i=1

Ov i
.

De aqúı en adelante se denotará O := OP ,
∼
O :=

∼
OP y el campo constante será K = Fq,

el campo finito con q elementos. Además para cualquier subanillo R de κ, diremos que un
ideal fraccionario no cero de R es un R-ideal.

En lo que resta de este caṕıtulo se usará [St].

La clausura entera
∼
O de O en κ es un dominio semilocal de ideales principales, por tanto

es un dominio de Dedekind, cuyos ideales maximales, digamos p1, . . . , pm, se corresponden
biyectivamente con las ramas centradas en la singularidad de la curva. Sean v 1, . . . , vm las
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valuaciones discretas correspondientes. Para cada
∼
O-ideal, suponga pn := pn1

1 · · · pnm
m , donde

n := (n1, . . . , nm) ∈ Zm, se define su multiexponente por v(pn) := n. Para cada función
racional no cero z ∈ κ× se define

v(z) = v(
∼
Oz) := (v 1(z), . . . , vm(z)) ∈ Zm.

Sea t = (t1, . . . , tm) el vector de variables t1, . . . , tm, denote tn = tn1
1 · · · , tnm

m para cada
n = (n1, . . . , nm) ∈ Zm.

Definición 15 La serie de Poincaré asociada al par de clases O-ideales [a], [b], es definida
como la serie formal multivariable de potencias

P(a, b, t) :=
∑

ηn(a, b)tn ∈ Z[[t1, . . . , tm]],

cuyos coeficientes son las cardinalidades

ηn(a, b) := #{O-ideales d que satisfacen d ⊇ a, d ∼ b y d
∼
O = ap−n}

donde ∼ es la relación de equivalencia sobre el conjunto de
∼
O-ideales definida por d ∼ b si

y sólo si existe z ∈ κ× tal que d = z−1b

Más adelante se verá que estas cardinalidades son finitas y que el dominio de convergencia
es el polidisco unitario.

En el caso en que b es
∼
O-ideal tal que b ∼

∼
O, d un

∼
O-ideal con d ∼

∼
O conteniendo a a,

entonces
d = ap−n,n ∈ Nm

y aśı, d
∼
O = d = ap−n,n ∈ Nm. Luego, ηn(a,

∼
O) = 1, por tanto

P(a,
∼
O, t) =

∞∑
n1,...,nm=0

tn =
1

(1− t1) · · · (1− tm)
.

Para cada i = 1, . . . ,m se denota por ri := dimK

( ∼
O
pi

)
. Por el Teorema chino del residuo

(ver [D.F] Teorema 7.6.17),

dim K

( ∼
O
pn

)
= r.n =

m∑
i=1

rini, n ∈ Nm.

En [Mad] se prueba que dim K

( ∼
O
O

)
< ∞. Además, para cada par de

∼
O-ideales a, b si

b ⊇ a,

dim K

(
b

a

)
<∞ (ver [St] Teorema 2.2.2).
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Definición 16 Se define el grado deg(d) de un O-ideal d por las propiedades deg(O) = 0 y

dim K

(
d

a

)
=deg(d)−deg(a), siempre que d ⊇ a.

Es posible relacionar el grado aśı definido con las valuaciones dadas anteriormente:
deg(a)-deg(za) = r.v(z) =

∑m
i=1 riv i(z) para todo z ∈ κ× (ver [St] Lema 2.2). En particular,

si a = O entonces
deg(O)− deg(zO) = r.v(z)

y aśı deg(zO) = −r.v(z).

Ahora se exhibe otra presentación para las series de Poincaré, que necesitaremos para el
caṕıtulo siguiente.

En la Definición 15 se tiene que, si d
∼
O = ap−n, entonces pn

∼
O = a

∼
O(d−1

∼
O).

Es decir,

n + v(
∼
O) = v(a

∼
O)− v(d

∼
O),

de ah́ı que

n = v(a
∼
O)− v(d

∼
O).

Luego,

P(a, b, t) =
d∼b∑
d⊇a

tv(a
∼
O)−v(d

∼
O),

la suma tomada sobre los O-ideales que contienen a a y que son equivalentes a b. Estos
ideales son de laforma z−1b donde z vaŕıa sobre un sistema completo de representantes del
cociente (b : a)− {0} con con la acción del grupo

Ub = {z ∈ κ×|zb = b},

llamado las unidades de b.
Si A es el conjunto de O-ideales que contienen a a y son equivalentes a b, entonces la función

φ : A −→ (b : a)− {0}
Ub

definida por
φ(δ) = φ(z−1b) = {gz|g ∈ Ub} (la órbita de z)

es biyectiva. Luego,

P(a, b, t) =
∑

z∈(b:a)−{0}/Ub

tv(a
∼
O)−v(z−1b

∼
O).

Es decir,

P(a, b, t) =
∑

z∈(b:a)−{0}/Ub

tv(a
∼
O)−v(b

∼
O)+v(z). (2.1)
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En particular, si t = (tr1 , . . . , trm) entonces

tv(a
∼
O)−v(b

∼
O)+v(z) = t(v(a

∼
O)−v(b

∼
O)+v(z)).r

= tr.v(a
∼
O)−r.v(b

∼
O)+r.v(z)

= t−deg(a
∼
O)+deg(b

∼
O)+r.v(z) (por Lema 2.2 de [St])

y aśı

P(a, b, tr1 , tr2 , . . . , trm) =
∑

z∈(b:a)−{0}/Ub

t−deg(a
∼
O)+deg(b

∼
O)+r.v(z) (2.2)

Definición 17 La función zeta local parcial está definida por

Z(a, b, t) :=
d∼b∑
d⊇a

tdimK(d/a)

donde la suma está tomada sobre los ideales fraccionarios d que contienen a a y que son
equivalentes a b y K es el campo de constantes de O.

De la misma forma como en la serie de Poincaré, la función zeta local parcial se puede
expresar como

Z(a, b, t) =
∑

z∈(b:a)−{0}/Ub

tdimK(z−1b/a).

Por (Lema 2.2 de [St]) se tiene que

dim(z−1b/a) = deg(z−1b)− deg(a)

= −(deg(b)− deg(z−1b))− deg(a) + deg(b)

= −r.v(z−1)− deg(a) + deg(b)

= deg(b)− deg(a) + r.v(z)

Luego,

Z(a, b, t) =
∑

z∈(b:a)−{0}/Ub

tdeg(b)−deg(a)+r.v(z).

Ahora bien, por definición

dimK

(
a
∼
O
a

)
− dimK

(
b
∼
O
b

)
+ deg(b

∼
O)− deg(a

∼
O) = deg(b)− deg(a).

Luego,

tdimK(a
∼
O/a)−dimK(b

∼
O/b)tdeg(b

∼
O)−deg(a

∼
O)+r.v(z) = tdeg(b)−deg(a)+r.v(z)

y aśı utilizando la Ecuación (2.2) se sigue que

Z(a, b, t) = tdimK(a
∼
O/a)−dimK(b

∼
O/b)P(a, b, tr1 , . . . , trm).

Esta última ecuación expresa la relación entre la función zeta local y la serie de Poincaré.
Se ha probado entonces el siguiente teorema.
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Teorema 7 La función zeta local parcial se puede expresar en términos de la serie multi-
variable de Poincaré de la siguiente manera:

Z(a, b, t) = tdimK(a
∼
O/a)−dimK(b

∼
O/b)P(a, b, tr1 , . . . , trm)

Ahora se estudiarán los coeficientes ηn(a, b) de la serie de Poincaré, para mostrar que estas
cardinalidades son finitas y que serán menos complicadas de calcular.

Al O-ideal f := (O :
∼
O) se le llama O-ideal conductor y satisface f ⊆ (b :

∼
O) : (b

∼
O) ⊆

∼
O

(ver [St] Lema 3.1). Si b
∼
O =

∼
O entonces b ⊆

∼
O y

(b :
∼
O) :

∼
O ⊆ b.

Luego, f ⊆ b ⊆
∼
O.

Ya que el anillo

∼
O
f

es finito (ver [Gal]), entonces se sigue que el ı́ndice de Ub en U∼
O

, [U∼
O

: Ub],

es finito. Además, [U∼
O

: Ub] = #

( ∼
On

Ub

)
, donde

∼
On = {z ∈

∼
O|v(z) = n}.

Otro hecho importante es que, si b es un O-ideal, entonces existe un O-ideal b′ tal que b′ ∼ b

y b′
∼
O =

∼
O. Basta entonces considerar un representante b′ en la clase [b] tal que b′

∼
O =

∼
O.

Para cada O-ideal b se define

bn := {z ∈ b|v(z) = n},n ∈ Zm.

Teorema 8 Considere la serie de Poincaré P(a, b, t) =
∑
ηn(a, b)tn ∈ Z[[t1, . . . , tm]].

Entonces,

1. 0 ≤ ηn(a, b) ≤ [U∼
O

: Ub].

2. ηn(a, b) =
#(b : a)j/UO

[Ub : UO]
, donde j = n− v(a

∼
O) + v(b

∼
O).

Demostración: Por la Fórmula 2.1 se tiene que, si j = n − v(a
∼
O) + v(b

∼
O), entonces

z ∈ (b : a)− {0}/Ub si y sólo si za ⊆ b y v(z) = j, si y sólo si j ∈ Zm. Es decir,

P(a, b, t) =
∑
j∈Zm

#((b : a)j/Ub)t
v(a
∼
O)−v(b

∼
O)+j

y aśı,
ηn(a, b) = #((b : a)j/Ub).

Ahora bien, por lo anterior, si se escogen a, b tales que a
∼
O =

∼
O = b

∼
O entonces b : a ⊆

∼
O y

aśı,

#

(
(b : a)j
Ub

)
≤ #

( ∼
Oj

Ub

)
= [U∼

O
: Ub] <∞
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lo cual prueba la afirmación 1.
Si se restringe la acción de Ub a UO entonces

#

(
(b : a)j
UO

)
= #

(
(b : a)j
Ub

)
[Ub : UO]

y aśı la afirmación 2 se sigue. �

En el teorema anterior, por la Propiedad 1, se tiene que los coeficientes de Poincaré son
finitos, y la Propiedad 2 muestra otra presentación para dichos coeficientes. Luego,

P(a, b, t) =
∑
j∈Zm

#((b : a)j/UO)

[Ub : UO]
tv(a

∼
O)−v(b

∼
O)+j (2.3)

Por último, sea p := v((b :
∼
O) : b). Entonces 0 ≤ p ≤ v(f), donde ≤ es el orden parcial en

Zm. Si n ≥ p, entonces los coeficientes de Poincaré se estabilizan, en el siguiente sentido

ηn(a, b) = [U∼
O

: Ub]

y p es el menor multíındice con esta propiedad (ver [St] Teorema 3.2).
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Caṕıtulo 3

Series de Poincaré como una integral
sobre la caracteŕıstica de Euler

Este caṕıtulo contiene la parte central de este trabajo, que es expresar la serie de Poincaré
como una integral respecto de la caracteŕıstica de Euler. Para ello se introduce una medida
µ, llamada medida de Haar, garantizada por un teorema importante de topoloǵıa aplicado
a los espacios localmente compactos. Además, se define la caracteŕıstica de Euler χ, que se
relaciona con dicha medida, alcanzando aśı el objetivo final.

Sea κ el campo de fracciones de un anillo local Noetheriano O, el cual, contiene al campo
constante Fq, de q elementos. Sea M el sistema de subconjuntos C de κ obtenido de O-
ideales por traslaciones z + C, z ∈ κ y operaciones booleanas de unión C ∪D, intersección
C ∩D y complemento C −D. Como lo establece [St2], existe una medida de Haar µ̂ sobre

el anillo cociente, localmente compacto de la completación Ô de O, que induce una medida
µ sobre M , tal que para cada C ∈ M se tiene que µ(C) ≥ 0, únicamente determinada por
los tres axiomas:

1. Normalización: µ(O) = 1.

2. Invariable bajo traslaciones: µ(z + C) = µ(C).

3. Aditividad: µ(C ∪D) = µ(C) + µ(D), con C ∩D = ∅.

Por la aditividad se sigue que µ(C ∪D) = µ(C) + µ(D)− µ(C ∩D).
Si a es un ideal de O, entonces

O =
n⋃
i=1

(zi + a)

y aśı, por la aditividad y traslaciones

1 = µ(O) =
n∑
i=1

µ(zi + a) =
n∑
i=1

µ(a) = nµ(a) = #

(
O
a

)
µ(a).
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Luego, µ(a) =
1

#

(
O
a

) = qdeg a.

Más generalmente, para cada O-ideal a se tiene que

µ(a) = qdeg a.

3.1 La caracteŕıstica de Euler

En esta sección definiremos lo que es la caracteŕıstica de Euler y veremos que, para los idea-
les fraccionarios, la caracteŕıstica de Euler y la medida estudiada anteriormente son iguales.
Esta propiedad es la que conectará la integral repecto de la medida de Haar con la integral
respecto de la caracteŕıstica de Euler.

A lo largo de esta sección usaremos [D.M].

Definición 18 El anillo de Grothendieck del conjunto VK, de variedades cuasi proyectivas
X definida sobre un campo perfecto K, es es el anillo K0(VK) de los śımbolos [X] tales que

1. [X1] = [X2] si y sólo si X1 es isomorfo a X2.

2. [X] = [Y ] + [X − Y ] si Y es un cerrado de Zariski en X, para X ∈ VK.

3. [X1 ×K X2] = [X1][X2].

El śımbolo de la ĺınea af́ın [A1
K ] será denotado por L. El anillo K0(VK)L denotará el anillo

de Grothendieck localizado en L. Sea V un espacio vectorial de dimensión d sobre K.
Sea SV v :=

⊕
i≥0 S

iV v el álgebra simétrica del espacio dual V v sobre V . Se sabe que
si {v1, . . . , vd} es una base para SV v, entonces se puede identificar con el anillo de poli-
nomios K[x1, . . . , xd], es decir, SV v ∼−→ K[x1, . . . , xd], donde xi se identifica con vi. Sea
A[V ] =Spec(K[x1, . . . , xd]), entonces los puntos cerrados de A[V ] se pueden identificar con
Kd. Ahora, considere un espacio vectorial V con una filtración V = V0 ⊇ V1 ⊇ V2 ⊇ · · · por

subespacios Vi tales que Wi =
V

Vi
es de dimensión finita di, i ≥ 0. Entonces, se tiene una

sucesión creciente de álgebras simétricas graduadas

SW v
0 ↪→ SW v

1 ↪→ · · ·

tales que SW v
i

∼−→ K[x1, . . . , xdi ]. Sea S =
⋃
i≥0 SWi, entonces S

∼−→ K[x1, x2, . . .]. De
manera semejante, A[V ] =Spec(S). Los puntos K-racionales (cerrados) de A[V ] se pueden
identificar con KN, pues S es isomorfo al anillo de polinomios en infinitas variables. Considere
los morfismos (contracción) λi : A[S] −→ A[Wi] inducidos por la inclusión S(W v

i ) ⊆ S,
entonces, por restricción, los morfismos

λi(K) : A[S](K) −→ A[Wi](K)

env́ıan puntos cerrados de A[S](K) en puntos cerrados de A[Wi](K), donde A[S](K) y
A[Wi](K) denotan los conjuntos de puntos cerrados de A[S] y A[Wi], respectivamente. Las
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indeterminadas x1, . . . , xdi corresponden a funciones lineales xi :
V

Vi
−→ K las cuales inducen

una función lineal φ : V −→ KN definida por φ(v) = (x1(v), x2(v), . . .). Aśı,

kerφ =
∞⋂
i=0

Vi.

Si kerφ = {0}, entonces φ induce un embebimiento

V ↪→ KN.

Obsérvese que la restricción a V de λi, λi|v, es la proyección πi, es decir,

λi|v = πi : V −→ V

Vi
∼= A[Wi](K).

Se tiene entonces el siguiente diagrama

V A[S](K)
∼
= KN A[S]

V

Vi
A[Wi](K) A[Wi]

-

?

πi

-

?

λi(K)

-

?

λi

- -

Con el fin de definir la caracteŕıstica de Euler como una medida, se define lo que es un
conjunto ciĺındrico (la versión, en teoŕıa de la medida, de lo que es un conjunto medible).

Definición 19 Un subconjunto X ⊆ A[S] es ciĺındrico si existe un subconjunto construible
Y ⊆ A[Wi] tal que X = λ−1i (Y ).
La caracteŕıstica de Euler generalizada se define como

χg(X) := [Y ]L−di ∈ K0(VK)L.

La caracteŕıstica de Euler generalizada de X, χg(X), no depende de di y por tanto está bien
definida (Ver [D.M] Definición (2.4)).

Definición 20 Se dice que un subconjunto X ⊆ V es ciĺındrico si existe un subconjunto
ciĺındrico Z de A[S] tal que

X = Z ∩ V.

De la misma forma se define subconjunto ciĺındrico en el espacio proyectivo PV .
De lo anterior se tiene que, X ⊆ V es ciĺındrico si y sólo si existe un subconjunto construible
Y ⊆ A[Wi] tal que

X = λ−1i (Y ) ∩ V = λ−1i (K)(Y ∩ A[Wi](K)) ∩ V = π−1i (Y ∩ A[Wi](K)) = π−1i (Y (K)),

donde Y (K) = Y ∩ A[Wi](K) es el subconjunto de los puntos K-racionales cerrados en
S(W v

i ) del conjunto construible Y .
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Considere K =Fq. Si Y ⊆ A[Wi](K), entonces Y es construible (pues es un conjunto finito
de puntos cerrados) y aśı X ⊆ V es ciĺındrico si X = π−1i (Y ) para Y ⊆ A[Wi](K). En
particular, V es ciĺındrico.
Por otro lado, observe que [Y ] := #(Y ) cumple con los axiomas de anillo de Grothendieck.
Luego,

[A1(K)] = #(K) = #(Fq) = q

Definición 21 Se define la caracteŕıstica de Euler χ, para un subconjunto ciĺındrico X ⊆ V ,
como

χ(X) :=
#(Y )

qdi
.

En particular, χ(V ) =

#

(
V

Vi

)
qdi

= 1. Observe que χ no depende de la escogencia de Y , pues

πi es sobreyectiva.
Estamos interesados en el caso en que V = O es un anillo local Noetheriano y Vi = pi+1, i ≥ 0,
donde p es el único ideal maximal de O, puesto que es el anillo local que estamos estudiando
en las series de Poincaré.
Sea a ⊆ O un ideal. Como a es p−primario, existe i ≥ 0 tal que pi+1 ⊆ a. Luego π−1(

a

pi+1
) =

a. Como
O
pi+1

es un espacio vectorial finitamente generado sobre Fq, entonces todos los

subconjuntos de
O
pi+1

son construibles. En particular
a

pi+1
. Luego, a es ciĺındrico y

χ(a) = #(
a

pi+1
)q−di = qdimFq (a/p

i+1)−dimFq (O/pi+1)

donde di := dimFq(O/pi+1). En particular, χ(pi+1) = q−di .
Ahora se extienden todas estas definiciones a cualquier subconjunto X ⊆ κ.

Definición 22 Sea X ⊆ κ. Se dice que X es ciĺındrico si existe un divisor no cero z ∈ O
tal que zX ⊆ O y zX es ciĺındrico. La caracteŕıstica de Euler de X se define como

χ(X) :=
χ(zX)

χ(zO)
.

Proposición 3 Sea a un O-ideal. Entonces

χ(a) = µ(a).

Demostración: Suponga que a ⊆ O es un ideal. Luego, existe i ≥ 0 tal que pi+1 ⊆ a ⊆ O.
Se sabe, por Teorema de isomorfismo,

O
a

∼−→ O/p
i+1

a/pi+1
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y aśı

dimFq

(
O
a

)
= dimFq

(
O
pi+1

)
− dimFq

(
a

pi+1

)
,

es decir,

− dimFq

(
O
a

)
= dimFq(a/p

i+1)− di, con di = dimFq(O/pi+1)

Luego, χ(a) = #(a/pi+1)q−di = qdimFq (a/p
i+1)−di = q− dimFq (O/a) =

1

#(O/a)
= µ(a).

Ahora, si a es un O-ideal, entonces existe z ∈ O× tal que za ⊆ O. En este caso, Stöhr probó
que µ(za) = µ(zO)µ(a) (ver [St2]). Luego,

µ(a) =
µ(za)

µ(zO)
=

χ(za)

χ(zO)
= χ(a).

Por tanto, µ(a) = χ(a). �

3.2 Integrales con respecto a la caracteŕıstica de Euler.

Para definir la integral con respecto a la caracteŕıstica de Euler, que es una medida sobre los
ideales fraccionarios de acuerdo a Proposición 3, se define lo que es una función ciĺındrica.
En otras palabras, una función ciĺındrica es la versión de función medible en teoŕıa de la
medida, cuyo concepto es importante para definir la integral sobre este tipo de funciones.

Definición 23 Sea PO el espacio proyectivo del anillo local Noetheriano O, sea G un grupo
abeliano contable. Una función ψ : PO −→ G es ciĺındrica si, para cada elemento no nulo
a ∈ G, la preimagen ψ−1(a) ⊆ PO es ciĺındrica.

Definición 24 Sea ψ : PO −→ G una función ciĺındrica. La integral de ψ sobre PO con
respecto a la caracteŕıstica de Euler se define como∫

PO
ψ dχ :=

∑
a∈G−{0}

χ(ψ−1(a)).a,

si esta suma tiene sentido en K0(VK) ⊗Z G, en cuyo caso la función ψ se dice integrable.

Ahora se definen, de manera semejante, funciones ciĺındricas sobre el campo de fracciones
de O.

Definición 25 Sea G un grupo abeliano contable, sea X ⊆ κ, la función ψ : X −→ G es
ciĺındrica si, para cada elemento no nulo a ∈ G, ψ−1(a) ⊆ κ es ciĺındrica. La integral de ψ
sobre X, con respecto a la caracteŕıstica de Euler, se define como∫

X

ψ dχ :=
∑

a∈G−{0}

χ(ψ−1(a))a.
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Dada una función ψ : PO −→ G, sea ψ̃ : O −→ G la función inducida por ψ, con ψ̃(0) = 0.
Ahora bien, si Z ⊆ O−{0} es un cono (es decir, si λ ∈ Fq−{0} y para todo a ∈ Z, λa ∈ Z)
entonces, Z es ciĺındrico si y sólo si PZ es ciĺındrico. En este caso, observe que

#(Z) = (q − 1)#(PZ)

y aśı
χ(Z) = (q − 1)χ(PZ).

Luego, se sigue que la función ψ : PO −→ G es ciĺındrica si y sólo si la función ψ̃ es ciĺındrica.
De donde,

(q − 1)

∫
PO
ψ dχ =

∫
O
ψ̃ dχ (Ver [D.M] Lema 3.3).

Ahora mostraremos la serie multivariable de Poincaré como una integral.

Sea b un O-ideal conteniendo a O. Considere bn := {g ∈ b|~v(g) = n}, donde

~v(g) = ~v(
∼
Og) := (v 1(g), v 2(g), . . . , vm(g)), n = (n1, . . . , nm) ∈ Zm. En el sentido del

producto cartesiano, la función

ψ : bn −→ Q[t1, . . . , tm, t
−1
1 , . . . , t−1m ],

definida por ψ(g) = tn es ciĺındrica. Además, bn es un cono ciĺındrico, pues es un subconjunto
del O-ideal b. Es natural tener la siguiente definición.

Definición 26 Sea b un O-ideal conteniendo a O. Denote t~v(g) := (t
v1(g)
1 , . . . , t

vm(g)
m ).

Entonces, se define ∫
b

t~v(g) dχ :=
∑
n∈Zm

χ(bn)t
~v(g).

Stöhr prueba en [St2] que

µ(bn) =

~1∑
i=~0

(−1)|i|qdeg(b∩p
n+i) =

~1∑
i=~0

(−1)|i|µ(b ∩ pn+i),

donde i := (i1, . . . , im), |i| := i1 + · · ·+ im,~0 := (0, . . . , 0),~1 := (1, . . . , 1).
También prueba que

#(bn/UO) =
qρ

qρ − 1

~1∑
i=~0

(−1)|i|qr.n+deg(b∩pn+i) (Ver [St],Teorema 6.1).

Es decir,

#(bn/UO) =
qρ

qρ − 1

~1∑
i=~0

(−1)|i|µ(b ∩ pn+i)qr.n =
qρ

qρ − 1
µ(bn)q

r.n.
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Como µ y χ coinciden en los O-ideales, entonces

µ(bn) = χ(bn) =
qρ − 1

qρ
q−r.n#(bn/UO).

Por tanto, ∫
b

t~v(g) dχ =
∑
n∈Zm

χ(bn)t
n =

∑
n∈Zm

qρ − 1

qρ
q−r.n#(bn/UO)tn.

De aqúı, ∫
b

qr.~v(g)t~v(g) dχ =

∫
b

(qrt)~v(g) dχ =
qρ − 1

qρ

∑
n∈Zm

#(bn/UO)tn.

Podemos escoger b tal que b
∼
O =

∼
O. Luego ~v(b

∼
O) = ~0. Si en la Ecuación (3.3), se hace

a = O, j = n entonces

P(O, b, t) =
∑
n∈Zm

#(bn/UO)

[Ub : UO]
tn.

De estas dos últimas ecuaciones se sigue que∫
b

qr.~v(g)t~v(g) dχ =
qρ − 1

qρ
[Ub : UO]P(O, b, t).

Por tanto,

P(O, b, t) =
qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

qr.~v(g)t~v(g) dχ.

Se ha probado el resultado central de este trabajo.

Teorema 9 La serie multivariable de Poincaré se expresa en términos de la integral sobre
la caracteŕıstica de Euler.

Más precisamente, si b es un O−ideal conteniendo O y b
∼
O =

∼
O, entonces

P(O, b, t) =
qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

qr.~v(g)t~v(g) dχ.

En particular, si t = (tr1 , . . . , trm), entonces se sigue el siguiente corolario.

Corolario 7 En las condiciones tel teorema anterior,

P(O, b, tr1 , . . . , trm) =
qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ.

Otro importante resultado ocurre cuando se expresa la función Zeta local de Stöhr en
términos de la integral sobre la caracteŕıstica de Euler. Más espećıficamente, si se susti-
tuye a = O, K = Fq en el Teorema 7 y utilizando el Corolario 7 se tiene que,

Z(O, b, t) =
tdimFq (

∼
O/O)−dimFq (

∼
O/b)qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ.

Como dimFq(
∼
O/O)− dimFq(

∼
O/b) =deg(b), entonces

Z(O, b, t) =
tdeg(b)qρ

(qρ − 1)[Ub : UO]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ. (3.1)
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Ejemplo.

Consideremos la curva plana af́ın con campo de constantes Fq dada por el polinomio abso-
lutamente irreducible y2 − cx2 − x3 donde c ∈ Fq. Sea O su anillo local en el origen. Las
ramas centradas en el origen se corresponden biyectivamente a los ideales primos minimales
de la completación

Ô ' Fq[[x, y]]/
(
y2 − cx2 − x3

)
' Fq[[x]][y]/

(
y2 − cx2 − x3

)
y luego a los polinomios irreducibles de Weierstrass, que dividen a y2− cx2−x3 en Fq[[x]][y].

Si c es un cuadrado distinto de cero en Fq, entonces hay exactamente dos ramas centradas
en el origen y

Ô = Fq (1, 1)⊕ (xFq[[x]]× xFq[[x]]) .

Si c no es un cuadrado en Fq, entonces solo hay una rama centrada en el origen, el ideal

maximal de la normalización Õ tiene grado igual a dos y

Ô = Fq ⊕ xFq2 [[x]].

Finalmente, si c = 0 entonces

Ô = Fq ⊕ π2Fq[[π]], donde π := y/x .

Luego,

P (O,O, t) =
1− t1 − t2 + qt1t2
(1− t1) (1− t2)

si c es un cuadrado distinto de cero en Fq,

P (O,O, t) =
1 + qt

1− t
si c no es un cuadrado en Fq y

P (O,O, t) =
1− t+ qt2

1− t
si c = 0.
En cada uno de los tres casos, el grado de singularidad δ = dim(Õ/O) es igual a uno, y solo

hay dos clases de equivalencia de ideales [O] y [Õ].
Por lo anterior y por el Teorema 9 se obtiene,∫

O
qr.~v(g)t~v(g) dχ =

(qρ − 1)

qρ
(1− t1 − t2 + qt1t2)

(1− t1) (1− t2)
si c es un cuadrado distinto de cero en Fq,∫

O
qr.~v(g)t~v(g) dχ =

(qρ − 1)

qρ
(1 + qt)

(1− t)
si c no es un cuadrado en Fq y∫

O
qr.~v(g)t~v(g) dχ =

(qρ − 1)

qρ
(1− t+ qt2)

(1− t)
si c = 0.
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3.3 Zeta funciones globales.

Hasta ahora hemos estudiado propiedades muy locales y espećıficas de una curva algebraica.
La finalidad de la presente sección es aplicar los resultados importantes de la sección anterior
a una curva algebraica en un contexto global. Además, mostraremos el espectro del género
de la curva mediante integrales.

En esta sección usaremos [St2].

Sea X una curva algebraica completa geométricamente irreducible, de género aritmético
g, definida sobre el campo Fq.

Definiciones:

1. Un divisor a de X es un producto formal a :=
∏
P∈X

aP , donde aP es un ideal fraccionario

sobre el anillo local OP para cada P ∈ X ó aP = OP , para casi todos los puntos P ∈ X.
El divisor aP es llamado tallo de X.

2. El grado de un divisor es la suma de los grados de sus tallos.

3. Un divisor a de X, es un divisor de Cartier si sus tallos son ideales fraccionarios
principales.

4. Un divisor a =
∏
P∈X

aP es positivo, y escribimos a ≥ OX :=
∏
P∈X

OP , si cada tallo es

positivo; es decir, aP ⊇ OP para cada P ∈ X.

Los divisores de Cartier forman un grupo abeliano multiplicativo, cuya identidad es OX .
Consideremos la serie de Dirichlet definida en [St2] como

ξ(OX , s) :=
∑
a≥OX

q−sdeg(a),Re(s) > 1,

donde la suma es tomada sobre todos los divisores positivos de X. Esta serie se puede
escribir como una serie de potencias en t = q−s:

Z(OX , t) =
∞∑
n=0

#{divisores positivos de X de grado n}tn,

la cual converge absolutamente en el disco |t| < 1

q
a una función racional

Z(OX , t) =
L(OX , t)

(1− t)(1− qt)
,

donde L(OX , t) es un polinomio de grado 2g en t, que satisface la ecuación funcional global,
o equivalentemente, el polinomio que tiene la propiedad de que el polinomio de Laurent
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t−gL(OX , t) es invariante cuando t se sustituye por
1

qt
.

Por otro lado, usando la fórmula producto de Euler (ver [St2]) para series de potencias
formales, se tiene que

Z(OX , t) =
∏
P∈X

Z(OP , t).

Luego,

L(OX , t)
(1− t)(1− qt)

=
∏
P∈X

Z(OP , t). (3.2)

Ahora bien, de (Sección 1 [St2]) se sabe que

Z(OP , t) =
∑
[b]

Z(OP , b, t),

donde b es un representante de la clase semigrupo de OP . Luego, por la ecuación (3.1) se
sigue que

Z(OP , b, t) =
tdeg(b)qρ

(qρ − 1)[Ub : UOP
]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ,

y aśı, por (3.2), se tiene que

L(OX , t) = (1− t)(1− qt)
∏
P∈X

∑
[b]

tdeg(b)qρ

(qρ − 1)[Ub : UOP
]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ

 .
Al comparar los grados de los polinomios resultantes de esta ecuación, se ha probado el
siguiente teorema, que permite encontrar el género de una curva por medio de la integral
sobre la caracteŕıstica de Euler.

Teorema 10 Sea X una curva algebraica completa geométricamente irreducible sobre Fq,
de género aritmético g. Entonces,

g =
1

2
grado

(1− t)(1− qt)
∏
P∈X

∑
[b]

tdeg(b)qρ

(qρ − 1)[Ub : UOP
]

∫
b

(qt)r.~v(g) dχ

 .
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