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Introduccion

André Weil, en 1949, formulé una conjetura acerca del niimero de soluciones de ecuaciones
polinomiales sobre campos finitos; esta conjetura establecié un puente entre las variedades
algebraicas aritméticas sobre campos finitos y la topologia de variedades algebraicas definida
sobre los nimeros complejos. Esta conjetura surgié al estudiar zeta funciones de algunas
variedades especiales. En las zeta funciones asociadas a curvas algebraicas sobre campos
finitos, existen propiedades, de naturaleza aritmética, codificadas. En el caso del modelo
no singular, la teoria esta completa con el teorema de Hasse-Weil, acerca de la hipotesis de
Riemann para curvas, y el teorema de Deligne para variedades de dimension superior tratadas
en la conjetura de Weil. En 1973, Galkin [Gal] estudié zeta funciones en campos globales
que muestran el nimero de ideales de normas dadas en el semiplano complejo. Su funcién
zeta satisface una ecuacién funcional unicamente en el caso Gorenstein. Green [Gr], en un
articulo de 1989, obtuvo una nueva zeta funcion en términos de ideales fraccionarios no nulos,
que satisface la ecuacién funcional, pero no esta determinada por la curva. Se necesitaba,
entonces, una zeta funcion, que estuviera tinicamente determinada por la curva, que debiera
satisfacer la ecuacién funcional y, en el caso Gorenstein, coincidiera con la zeta funcion de
Galkin. Esto fue posible en 1998 en un articulo publicado por Stohr [St2], su zeta funcién
estd definida en el semiplano {s € C|R(s) > 0} por la serie de Dirichlet absolutamente
convergente
((0,5):=> #(/0)7*, R(s) > 0.
020

La suma es tomada sobre los ideales fraccionarios positivos del anillo local O de una curva
algebraica completa, geométricamente irreducible X. Stohr generalizé la serie anterior para

ideales fraccionarios
o— —S8
C(a,5) =D #(0/a)", R(s) >0,
Da
donde a, 0 son ideales fraccionarios de O. Esta serie, a su vez, se puede ver como una suma
finita de zeta funciones locales parciales

o~b

Cla,bys) = > #(0/a)~", R(s) >0,

0Da

que se puede escribir como una serie de potencias Z(a, b,t) en t = q~°.
Este trabajo se centra principalmente en las series de Poincaré estudiadas en [St] y mostraremos
que dichas series se pueden expresar como una integral respecto a la caracteristica de Euler.
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Mas especificamente, dado que para cualquier dominio local noetheriano @ con campo de
constantes finito I, con ¢ elementos y campo de fraciones K, el anillo de fracciones de la
completacion O de O es localmente compacto; existe una medida de Haar normalizada u
tal que p(O) = 1 y ademas, en el sitema M formado por los ideales fraccionarios a de O
y por traslaciones z 4+ a con operaciones booleanas de unién e interseccién y complementos,
u(a) = x(a) para cada ideal fraccionario a de O y x(a) es la caracteristica de Euler de a.
Mostraremos que la serie multivariable de Poincaré estudiada en [St], respecto de la integral
sobre la caracteristica de Euler, es

P(O,b,1) — ¢ / FTOEO) gy
o (¢ = DUy : Uo] Js

En particular, la funcién zeta local de Stohr en términos de la integral sobre la caracteristica
de Euler esta dada por

Z(0.b tdeg(b)qp Ho)r g
t) = t)o)r

donde p := dimg, (O/p) siendo p el tinico ideal maximal del anillo local O.

En el Capitulo 1 se presentan las bases para el estudio de los anillos de valuacion discreta y
de los dominios de Dedekind, que serviran para el desarrollo de este trabajo. Los anillos de
valuacién discreta estan ligados al concepto de curva algebraica completa geométricamente
irreducible. Los puntos de dicha curva son anillos de valuacion discreta, excepto un niimero
finito de puntos que son anillos locales. Estos anillos locales, que no son anillos de valuacién
discreta, son las singularidades de la curva. Cada singularidad O induce una serie multi-
variable formal de potencias llamada la serie de Poincaré, que es el objeto de estudio en el
Capitulo 2. En dicho capitulo, se definen y se muestran propiedades importantes de la serie
de Poincaré. Stohr introdujo la serie de Poincaré P(a, b, t) para cualquier par de clases de
O-ideales [a], [b]. Las series Z(a,b,t), P(a,b,t"™,...,t"™) estan relacionadas asi:

Z(a,b,t) = tdim(“a/“)*dim“’a/")P(a, b, t™ ... tT™).

Finalmente, en el Capitulo 3 se estudia la relacion de la serie de Poincaré con la integral, y
la existencia de una medida que se relaciona con la caracteristica de Euler. Ademas, estos
resultados se aplicaran a un contexto global sobre la curva algebraica.



Capitulo 1

Anillos de valuacién discreta y
dominios de Dedekind.

La serie de Poincaré se define en términos de ideales fraccionarios sobre un anillo local y
sobre variables inducidas por la clausura algebraica de dicho anillo. La clausura algebraica
es la interseccion de anillos de valuacién discreta que contienen al anillo local y ademaés es
un dominio de Dedekind, por lo que es muy importante estudiar estas clases de anillos.

1.1 ;Porqué estudiar anillos de valuacién discreta?
Los anillos de valuacién son una clase de anillos locales y los anillos de valuacion discreta
una clase particular de estos. Se verda que un punto de una curva algebraica es no singular si

y sélo si su dominio local asociado es un anillo de valuacion discreta. Ademads, estos anillos
seran importantes para definir las series multivariables de Poincaré.

A lo largo de esta seccién usaremos [D.F].

Definicién 1 Sea K un campo algebraicamente cerrado, sea V' una variedad en A™(K). Se

sabe que I(V'), el ideal asociado a V', es un ideal primo en K[z, ..., x,]. Luego, el anillo de
coordenadas K| |
Ti1y.e.y Ty
KV ————
[V] V)

es un dominio entero y el campo de fracciones de K[V], denotado por K(V), es llamado
el campo de funciones racionales de V, a los elementos de K (V') se les llama funciones
racionales.

Definicién 2 Dado r € V, se dice que f € K(V) estd definido en r si existen g,h € K|[V]
tales que

f=35yh)#0.
Se define O,y :={f € K(V)|f estd definido en r}.
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El anillo O,y es un anillo local que tiene a K (V') como campo de fracciones y contiene a
K[V]. Ademds, su tnico ideal maximal es

m,y {grhm — 0,9(r) #0}.

El anillo O,y es llamado el anillo local de V' en r. Este anillo puede ser usado para definir,
algebraicamente, lo que se conoce como curva suave (en el sentido de la existencia de tan-
gentes). Suponga que V = Z(f) es una hipersuperficie en A"(K) definida por los ceros de

un polinomio irreducible f € K[xq,...,x,]. Para cada r = (r1,...,7,) € V sea
" Of(r
D,(fer, ) = 3 T 4y
=1 YT
af(r) . . . o .
con — = la derivada parcial usual. Se sigue quesi T := Z(D,(f)(x1,...,x,)), es el conjunto
i

de ceros de D,(f), entonces la traslacion r + T es tangente a la hipersuperficie V en r. Lo
anterior se extiende a cualquier variedad V' en A"(K).

Definicién 3 Sea V una variedad en A"(K). El espacio tangente a Venr € V es la
variedad lineal T,y = Z{D,(f)(x1,...,xz,)|f € I(V)}

SiI(V)=(fi,..., fm) entonces

(Ver [D.F] pag. 724).
Obsérvese que T,y es un subespacio vectorial de K™, al ser interseccién de espacios
vectoriales.

Definicién 4 La dimension de una variedad V', denotada por dimV', es el grado de
trascendencia de K(V) sobre K.
Una variedad de dimension 1 es llamada curva, de dimension 2 una superficie.

Definicién 5 Una variedad V' es no singular en v € V' (o r es un punto no singular de V')
s1

dimK(Trvv) =dimV.

De manera equivalente, una variedad V' es no singular en r si

2
r,V

dimg (mr,v> = dim V, (Ver [D.F] Proposicién 15.52).

En general, para cada punto r € V, dimV < dimg(7,y) < n. La variedad V' es no singular
o suave si no es singular en cada punto. Si V' es una curva, entonces V' es suave si y s6lo si
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K|[V] es enteramente cerrado (Ver [D.F] pag. 726).

Ahora, el resultado trascendental, que responde la pregunta planteada, consiste en lo
siguiente: suponga que r es un punto de una curva afin irreducible C' sobre un campo alge-
braicamente cerrado K; entonces, C' es no singular en r si y sélo si el anillo local O,.¢ es un
anillo de valuacién discreta (Ver [D.F] Proposicién 16.2.12).

Estudiemos las singularidades sobre el anillo K[z, y]. Sea Z(f) una variedad irreducible
en A%2(K), con f € Klx,y] irreducible. El punto r = (a,b) € Z(f) es simple si f.(r) #0 o
fy(r) # 0. En este caso la linea

fe(r)(@ —a) + fy(r)(y —b) = 0

es llamada la linea tangente a f en r. El polinomio irreducible f se puede escribir como una
suma de formas (monomios de varias variables)

f=fm+ fme1+ -+ fn, fi es una forma de grado i, f,, # 0.

Si r = (0,0) entonces r es un punto simple si m,(f) :=m = 1. Si m = 2, r es llamado un
punto doble, si m = 3 punto triple, etc. Como f,, es una forma en dos variables, entonces

donde L; son lineas distintas llamadas las lineas tangentes en r = (0,0) y r; la multiplicidad
de la tangente. Si f tiene m tangentes distintas en r, entonces se dice que r es un punto
maltiple ordinario de f.

Ejemplo 1
La curva [ =y* —2® — 2% = (y + 2)(y — ) — 2°, con myo)(f) = 2, tiene dos tangentes, en
r = (0,0). A saber, las rectas y = —z,y = z. El punto (0,0) es el inico punto singular y es
un nodo.
NI AN
\_‘.\.
A
Ejemplo 2

La curva f = y? — 2% + x es una curva no singular.



Ejemplo 3
La curva f = (224 ¢?)% + 322y — y® = (2 +v*)* + y(v3z +7) (V32 —3). El punto r = (0,0)
es el tnico punto singular, es un punto triple ordinario y tiene las tres lineas tangentes

y=0,y=—V3z,y =3z

Sea r = (a,b) € Z(f),sea T la traslacién T'(z,y) = (z + a,y + b), luego T(0,0) = r. Sea
fT = f(&? +a,y+ b>7 se define mr(f) = m(0,0)(fT)~ Es decir, fT = Gm + Gm+1 + Gn;
G, forma de grado i, G,, # 0, y sea m = m,.(f). Si G, = [[ L]*, L; = aux + Sy, las lineas

ai(r —a) + Bi(y — b) =0,

son las lineas tangentes a f en r. Como f,(r) = (fr).(0,0) v f,(r) = (fr),(0,0), puede
probarse que r es un punto simple de f si y s6lo si m,.(f) = 1, y asi las dos definiciones de
linea tangente a un punto simple coinciden.

Sea X una curva algebraica, geométricamente irreducible, definida sobre un campo K y
sea K el campo de las funciones racionales sobre X. Esto significa que K es el campo de
funciones en una variable con campo constante K y X es el conjunto de indices de la coleccién
{Op}pex de K-élgebras locales, propiamente contenidas en K, con campo de fracciones K,
que satisfacen:



1. Para casi todo P € X, Op es un anillo de valuacién discreta.

2. Para cada anillo de valuacién discreta R de K|K existe un tunico P € X tal que
Op CR.

De acuerdo a la primera condicion, el nimero de puntos singulares es finito, ya que en el
caso de una curva afin plana, el anillo local correspondiente a un punto no singular de una
curva es un anillo de valuacién discreta (Ver [D.F| Proposicién 16.2.12).

1.2 Valuaciones y anillos de valuacion

Las bases fundamentales del presente trabajo, por lo realizado en la secciéon anterior, se
encuentran en esta clase particular de anillos. A lo largo de esta seccién usaremos [Gol|.

Definicién 6 Sea K un campo que contiene al subdominio O. Se dice que Oes un anillo de
valuacion si, para todo x en K, se tiene quex € O 6 =1 € O.

En particular, K es el campo de fracciones de O.
Seap = {z € K|z~ ¢ O}. Entonces, p es el tinico ideal maximal de O, ya que es el conjunto
de las no unidades de O, y este conjunto es un ideal. Luego (O,p) es un anillo local.

Notacién: Sea K un campo o anillo conmutativo unitario (con unidad). Se denota por
X

R el subgrupo de las unidades de K. Sea v : K — —— el homomorfismo canénico de

OX

es abeliano, por lo que se utilizara el simbolo aditivo, es decir

X
subgrupos. El grupo —

v(z.y) =v(z) + v(y) =T+ 7, para todo par x,y € K*.

X
Se define la siguiente relacién en 0 . para todo par z,y € K*,

< *

T<7ysiysélosizlyecO.

X

La relacién < es una relacién de orden total en Se puede extender v a todo K definiendo

v(0) = oc.

< *

Afirmacién 1 El homomorfismo v satisface v(a + b) > min{v(a), v(b)}.

Razdén: Suponga sin pérdida de generalidad que v(a) = min{wv(a), v(b)}. Entonces
v(b) > v(a), luego a™tb € O yasia l(a+b) =1+a"'b € O. Por tanto, v(a+b) > v(a). O

X
convierte

De lo anterior se sigue que, si O es un anillo de valuacién, entonces v : K> — —

X

aV:OX

en un grupo totalmente ordenado que satisface:



1. v(a.b) = v(a)+ v(b).
2. v(a+b) > min{wv(a),v(b)}.

Definicién 7 Sea K un campo, G un grupo totalmente ordenado y
v: R* — G una funcion no trivial tal que:

1. v(a.b) = v(a) + v(b); a,be K*.
2. v(a +b) > min{v(a), v(b)}; a,b € K*.
Entonces a v se le llama una valuacion.

Dada una valuacion v : K* — G, entonces
O, :={r € K*|v(z) > 0} U{0},

es un anillo de valuacién. Ademas, p, := {z € K*|v(z) > 0} es el tinico ideal maximal de

KX

X

. O’U .

en adelante tomaremos las valuaciones como homomorfismos sobreyectivos. De este modo,
existe una biyeccion entre las valuaciones y los anillos de valuacién.

O,. Luego O, es un anillo local. Por Teorema de isomorfismos,

>~ Im(v). De ahi que

Teorema 1 Sea v: K* — G una valuacion y a,b,ay, ..., a, elementos en K*. Entonces

1. Siv(a) > v(b), entonces v(a + b) = v(b).

2. v(1) = 0.
3. v(—1) = 0.

. v(—c) = v(c), c € KX

5. v(ay +as + -+ ay) > min{v(ar), v(as), . .., v(ay)}.
6.

Si min{v(ay), v(az),...,v(a,)} se alcanza una sola vez, entonces
v(a; + -+ + a,) = min{v(ay), v(ag), ..., v(a,)}.

7. Stay+---+a, =0 entonces min{v(a;)|1 < i <n}, se alcanza por lo menos dos veces.

Demostracién:

1. Si v(a) > v(b) entonces b~ 'a € O, y a™'b ¢ O,. Luego b 'a € p, y por consiguiente
1+b'ac OF.

Asiv(1+b7ta) =0y v(b) +v(l +b'a) = v(b).
Como v(b) +v(l1+bta) =v(b(1+b'a)) = v(a+b), se sigue que v(a+b) = v(b).
Por tanto, v(a + b) = min{v(a), v(b)}.



2. v(1) =v(cc™) = v(c) — v(c) = 0.

3. 0=v(l) =v(—1)+v(—1) € K*. Luego, v(—1) = —v(—1). Como G es totalmente
ordenado, se sigue que v(—1) = 0.

4. v(—c) =v(—1lc) = v(-1) + v(c) = v(c).
5. Se sigue por induccién.

6. Razonemos por contradiccion, podemos suponer que, sin pérdida de generalidad,
v(a;) < v(a;), i =2,...,n y supongamos que v(a; + - -+ a,) > v(a;). Luego,

v(ay) = v(a+- - +a,—ag—---—a,) > min{v(a;+- - -+a,), v(as),...,v(a,)} > v(ay).
v(ay) > v(ap). Absurdo.

7. El resultado se sigue pues en caso contrario podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que el minimo se alcanza una sola vez, digamos en v(ay), es decir,

v(ay) < v(a;),i=2,...,n. Luego,
v(a)) = v(—ag — -+ —ap) > min{v(as),...,v(a,)} > v(ay).
Asi, v(ay) > v(ay), lo cual es absurdo. O

Definicién 8 Sean K, K campos tales que K C K. Se dice que v : K* — G es una
K—vwaluacion si v es una valuacion y para todo x € K>, v(z) = 0.

Notemos que cuando v es una K—valuaciéon, K* C O, .

Teorema 2 (Teorema de extension) Sea R un subanillo de un campo K, sea p un ideal
primo no nulo de R. Entonces existe un anillo de valuacion O de K con ideal maximal m
tal que RCOCK ymnNR=p.

Demostracién: Consideremos la coleccién
5§ :={(A,Q)|A subanillo de K, ideal primo de A, con RCACK yQNR=np},

la cual esté parcialmente ordenada por la inclusion (A;, Q1) < (Az, Q2) siy sblo si A; C A
y Q2N Ay = Q. Note que § # 0 ya que (R,p) € §. Por el Lema de Zorn existe un
elemento (O, m) maximal en § . Es decir, RC O C K,mNR=p. Como 0 #pCm
entonces m # 0. Luego, O no es campo, y asi O # K. El anillo local O,, representa la
localizacién de @ en m . Como O es dominio entero, entonces O se embebe en O,. De
donde O C Op vy mO, N O = m. Luego (O,m) < (O, mO,,). Por la maximalidad de
(O, m) se tiene que O = Op y m = mOy, luego (O, m) es un anillo local. Sea z € K,
mostraremos que z € O o z~! € O. En efecto, si m; C O[z7!] es un ideal generado por m
entonces (O[z71],m;) > (O, m). Por la maximalidad de (O, m) se sigue que O = O[z~!] y asf



x~! € O. Ahora, si m no genera a ningtin ideal propio de O[z~!] entonces O[z~!] = mO[z 7],

por consiguiente, existen ag,...,a, € m tales que
n
1= E a;x "
i=0

Como m es maximal entonces 1 — agy es unidad en O. Dividiendo por (1 — ag)z~" entonces
x satisface un polinomio ménico, con coeficientes en m. Luego = es entero sobre O, de
donde O[z] es un O-mdbdulo finitamente generado. Por el Lema de Nakayama (ver [D.F]),
mO|z] € O[z], mOJ[z] es primo y mO[z] N O = m.

De este modo, (Olz],mO[z]) > (O, m). Por la maximalidad de O, se tiene que O[z] = Oy
asi x € O.

Por tanto, O es un anillo de valuacién. [l

Corolario 1 Suponga que K C K son campos y x € K. St x es trascendente sobre K, existe
una K—valuacion v de K tal que v(x) > 0. Si x es algebraico sobre K, v(x) = 0 para todas
las K—valuaciones v.

Demostracién: Supongamos que x es trascendente sobre K, y denotemos por R := K|x] el
anillo de polinomios en z. Entonces R* = K*. Sea p = (z) el ideal generado por x en R. Por
el Teorema 2, existe un anillo de valuacién (O, m) tal que K[| CO C K, K[z]Mm = (z) Cm
y K* C O*. Luego, con la correspondiente valuaciéon v de O, se tiene que v(z) > 0y
v(c) =0, para todo ¢ € K*. Asi v es una K —valuacién.

Supongamos ahora que x es algebraico sobre K, luego

ay+ax+---+a,x" =0; ag,...,a, € K.

Sea v una K —valuacién de K. Entonces
v(z") =nv(z) = v(= Y az')=v(> aa’).
<n <n

Si v(x) # 0, entonces min{v(a;z")|0 < i < n—1} es alcanzado una sola vez. Luego en virtud
del Teorema 1
v(2") = nv(r) =iv(x) para algin ¢ € {0,...,n — 1},

por consiguiente n =i y, de ahi, n < n — 1, lo cual es absurdo.
Por tanto v(z) = 0, para todas las K —valuaciones v. O

Proposicién 1 Sea R un subanillo de un campo K. Si x € R[z™!], entonces = es entero
sobre R.



Demostracién: Como = € R[z™!] existen r; € R,i = 0,...,n, tales que

n

—i

x:E rx .
i=0

Si se multiplica a ambos lados por ™, entonces se sigue que x es entero sobre R. 0

Corolario 2 Sea R un subanillo de un campo K. Entonces, la clausura entera de R en K,

denotada por R, es la interseccion de los anillos de valuacion que contienen a R.

Demostracion: Si x € R, entonces existen ro,...,r,_1 € R tales que
ro+rx+---+2"=0.
Sea v una valuaciéon de K no negativa sobre R. Entonces

’U(In) = n'v(x) = 'U(ro 4+ .4+ Tn—ll’n_l)

2o o) = i, (000 + 0 @)

Luego, nv(z) > igv(z) para algin ig € {0,...n — 1}, y de ahi v(z) > 0. Como v es una
valuaciéon de K no negativa sobre R; entonces x estd en la interseccién de los anillos de
valuacion de K. Asi,

RCO:= (] O,

veK(v,R)
donde K (v, R) denota el conjunto de las valuaciones de K que contienen a R.

Probemos O C R. En efecto, por la Proposicién 1 si 2 no es entero se sigue que x ¢ Rlx™!].
Por consiguiente, el ideal (x7!) de R[z~!] es propio. Asi, existe un ideal maximal p de R[z™!]
que contiene a (r~!). En particular, 7! € p. Por el Teorema 2, existe una valuacién de K,
suponga vy, que es positiva en x7! es decir,'vp(xfl) > 0, y por consiguiente v,(z) < 0.
Observe que v, € K(v, R) Ri asi x §é 0.

Se ha probado que, si = ¢ R entonces z ¢ O. Por tanto, O C R. O

Dado un campo K y un anillo de valuacién O, se contempla el caso en el que el grupo
X

de valores V' := — es ciclico infinito y V' es identificado con Z. El anillo O es llamado

anillo de valuacion discreta, y la correspondiente valuacion v se le llama valuacion discreta.
Cualquier elemento ¢ en O tal que v(t) = 1, es llamado pardmetro local en v (parametro
uniformizante o pardmetro local en p).

Lema 1 Sea O subanillo de un campo K, seat € O. Entonces O es un anillo de valuacion
discreta de K con pardmetro local t si y solo si cada elemento x € K* puede escribirse de la
forma x = ut® con i € Z, para alguna unidad u € O.
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Demostracion: Si O es un anillo de valuacién discreta con pardametro local ¢, entonces
existe una valuacién discreta, suponga v. Sea x € K y sea i := v(x); entonces

v(z ) = —v(z) +iv(t) = —v(x) + v(z)l = 0.
Luego, 271t = u € OF y asi x = u~ 't

Se muestra ahora la condicién suficiente. Sea Qg := {ut'li > 0} C O. Entonces Qg es un
X

anillo de valuacion de K y es un subanillo maximal, bajo inclusién, de K. Ademas, o es
0

un grupo ciclico infinito (De hecho Of = O*). Luego O = Oy es un anillo de valuacién

discreta con parametro local t. 0

De lo anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3 Sea O un anillo de valuacion discreta de K. FEntonces O es un subanillo
maximal de K y sit es un pardmetro local, cada ideal de O es generado por una potencia de
t.

Demostracién: Si O’ es otro subanillo de K tal que O C (', entoncest=t € O’ yasi O’ = K.
Luego, O es subanillo maximal. Sea I C O ideal. Escogiendo el menor entero positivo ¢ tal
que t* € I, se sigue que I = (t%). O

Sea R un dominio de factorizacién tinica (DFU) y sea p € R un elemento primo. Para cada
xr € R, x se puede escribir como x = p°xg, donde p no divide a z( y defina v,(x) = e. Se
extiende v, al campo de fracciones de R definiendo

fvp<§> — v,(z) — v,(y).

Observe que O,,, = R, (anillo local en p). La valuacién v, es llamada la valuacion p—ddica
de R.

Lema 2 Sea v una valuacion de K := K(x) y sea K un campo. Si A # p con X\ y p
polinomios mdnicos irreducibles, entonces v(\) = 0.

Demostracién: El méximo comun divisor de Ay p es 1, luego , por el Lema de Bézout (ver
[D.F]), existen 7,0 € K[x] tales que 1 = A7 + 0p. Luego,

0=wv(1) > min{v(\7),v(0p)} > min{v(A), v(p)}.

Como v(p) > 0, entonces v(A) < 0; y de ahi v(\) = 0. O
A continuacion se clasificaran las valuaciones para el campo K := K(z).

Proposicién 2 Sea v una valuacion de K := K(z) y sea K un campo. Entonces, v = v,

para algin polinomio irreducible p € K[z] 0 v = vs, donde vso(f(x)/g(x)) =deg(g)-deg(f)
con f(x),g(x) € K[z] y deg(f) es el grado del polinomio f.
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Demostracién: Suponga que v(z) > 0. Entonces para todo p(x) € Klz|, v(p(x)) > 0.
Luego Klz] C O,. Por ser v sobreyectiva, existe ¢(x) € K|xz] tal que v(g(z)) > 0. Como
K{z] es DFU,

n
q(z) =a]]rf,
i=1

con p; polinomio monico irreducible, e; > 0 entero positivo y a € K.
De donde,

n

v(q(x)) = Zeiv(pi) >0

i=1
y asi existe p € {p1,...,p,} tal que v(p) > 0. Por el lema 2 se sigue que para todo
q(z) € Klz],v(q(z)) = e,v(p),e, > 0. Ahora, si r € K(x) entonces r se escribe de manera

Unica como
n
r=a pr"per,
i=1

con p; ménico irreducible, e;, e, € Z. Luego v(r) = e, v(p).

Se ha probado: para todo r € K(x),v(r) = e,v(p) con e, € Z. Esto significa que Z es
generado por v(p), pero los tnicos elementos que pueden generar a Z son 1y —1, como
v(p) > 0, entonces v(p) = 1. Luego, para todo r € K(z),v(r) = e, = v,(r). Por tanto,

v = v,, definida en el comentario anterior a esta proposicién.

Ahora suponga que v(z) < 0. Sea f(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ € K[z|. Entonces

v(f(z)) > min{iv(z)},i=1,...,n.
Como v(x) < 0, entonces nv(z) < iv(x),i = 1,...,n — 1. Por tanto,
min{iv(z)} = nv(z),i =1,...,n.
Por propiedad 6 Teorema 1, v(f(z)) = nv(z) = deg(f)v ().
Ahora bien, si h € K*(x), digamos h = 5 on f,g9 € K[z], g # 0; entonces
v(h) = v(f) — v(g) = [deg(f) — deg(g)]v(z).

Luego, como v es sobre esto indica que v(z) genera a Z. Como v(x) < 0, entonces
v(z) = —1, y asi, v(h) = deg(g) — deg(f), es decir, v = v. O

Teorema 3 (De la aprozimacion débil)
Sea K un campo, sean vy, ..., v, valuaciones discretas distintas y sean ny,..., Ny, € Z y
hi,...,hy € K. Entonces existe z € K tal que

’UZ(Z—hl) >ng;,t=1,...,m.
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Demostraciéon: Sea n lo suficientemente grande tal que
vi(hj))+n>n; i,5=1,...,m (1.1)

Paso 1 Existe z € K tal que v1(z) > 0, v2(2) < 0.
Razén: Por el Corolario 3, O,, v O,, son subdominios maximales de K. Luego, existen
€Oy — Oy yy € Oy, — Oy, de ahi vy(x) > 0,v2(z) <0y v1(y) < 0,va(y) > 0. Asi,

x
z = — satisface las propiedades requeridas.
Y

Paso 2 Existe z € K tal que vy(z) > 0,v;(z) <0, j=2,...,m.
Razén: Se procede por induccion. Si m = 2, se aplica el Paso 1.
Suponga m > 2. Por hipdtesis de induccion, existe y € K tal que

'vl(y) >0,’Uj(y) <0,75=2,....,m-—1.
Suponga que v,,(y) > 0. Por el Paso 1, existe z € K tal que
v1(z) > 0,v,,(2) <O0.

Sea x = y+2", donde r € Z es un entero positivo suficientemente grande tal que si v;(z) < 0,
entonces
rvi(z) < vi(y),i =2,...,my vi(x) > min{v(y),rvi(z)} > 0.

Para cada ¢ = 2,...,m se tiene
i) Si v;(z) < 0, para algin i, entonces v;(x) > min{wv,(y),rv;(2)}. Como el minimo se
alcanza una sola vez, entonces

vi(z) =rv;(z) <O0.

ii) Si wi(2) >0,i=2,...,m— 1, entonces v;(z) = v;(y) < 0,i=2,...,m— 1.
Luego, v1(z) > 0,v;(z) <0, j=2,...,m.

Paso 3 Para cada entero positivo N, existe y € K tal que
vi(y—1)> N,vj(y) > N,j=2,...,m.
Razén: Por el Paso 2, existe x € K tal que

vi(z) > 0,v(x) <0,j =2,...,m.

Sea y = . Entonces v1(y — 1) > 0. Para cada i = 2,...,m se tiene

142N
vi(y) = —v;(1+2™).
Pero v;(z) < 0, entonces v;(1 + V) < 0, y de ahi, v;(y) > 0,i=2,...,m.

Paso 4 En el paso anterior, escoja N = n. Luego, para cada ¢ =1,...,m existe y; € K tal
que
vi(yi — 1) > n,v;(y;) > n,i # j.

12



Sea z := hiy1 + - - - + hyym. Entonces, por la Férmula 1.1, se tiene que

vi(z = hi) = min{wi(h;) +vi(y;), vi(hi) + vi(y: = 1)}
> min{v,(h;) +n}
> n;, 1§Z,j§m

Luego, v;(z—h;) > n;i=1,...,m.

Con las mismas condiciones del Teorema 3, se tiene el siguiente corolario.
Corolario 4 FEziste x € K tal que vi(xr —h;) =n; i=1,...,m.

Demostracién: Sean f,..., f,, € K tales que v;(f;) =n; i =1,...,m. Por el Teorema de
la aproximacion débil, existen y, z € K tales que

vi(y — fi) >ny, vi(z—hy) >ng, i=1,...,m.
Sea x = y + z. Entonces,  — h; = (y — f;) + (z — h;) + fi. Luego
vi(x —h) =vi(f))=n;, i=1,....m
U

Corolario 5 Suponga que K es un campo, V un conjunto finito de valuaciones discretas de
K vy que cada anillo de valuacion de K que contiene a

K(V,0) :={z € K|v(z) > 0, para todo v € V'}

es discreto. Entonces, K(V,0) es un DIP e I C K(V,0) es un ideal no nulo si y sdlo si
I =K(V,m)={x € R|v(x) > m(v),Yv e V} para alguna funcion
K(V,0)

K(V,m)
K(V,0)-serie de composicion que consiste de exactamente m(v) factores de composicion

m : V. — Z no negativa, unicamente determinada por I. Ademds, tiene una

isomorfos (como K(V,0)-médulos) al campo residual F, := — para cada v € V.

Demostracién: De las definiciones, se sigue que K (V,0) es anillo, K(V,m) es un K(V,0)-
modulo para todo m y que si m > m/ entonces K (V,m) C K(V,m'). En particular, K(V,m)
es un ideal de K (V,0) para m > 0.

Suponga que 0 # I = K(V,m) y veamos que [ es principal. Para cada v € V, defina
m(v) = min{v(z)|x € I}. Por Corolario 4 , existe x,, € K tal que

v(z,,) = m(v), para todo v € V.

Ademds, m(v) > 0 para todo v € V, de aqui z,, € K(V,0), y z'T es un ideal de
K(V,0), pues si v € V y t € I entonces, v(t) > v(z,,) implica que v(z't) > 0. Luego,
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x 1t € K(V,0) para todo t € I. De esto, z.'T C K(V,0), y as{ z,' T es ideal.
Observe que z,'I no esté contenido en el ideal maximal p, de O,, para todo v € V.

Afirmacién: z,'I = K(V,0).

Razén: Razonemos por contradicciéon. Supongamos z,'T & K(V,0). Por el Teorema de
extension, existirfa un anillo de valuacién O, conteniendo a K(V,0) tal que z,'T C p,, vy
asi v/ ¢ V. Ademads v’ es discreta. Como consecuencia del Paso 2, en la prueba del Teorema
de la aproximacién débil, existe y € K(V,0) tal que v’'(y) < 0. Pero K(V,0) C O, y asi
v'(y) > 0. Luego, v'(y) <0y v'(y) > 0. Absurdo.

De ahi z,,'T = K(V,0) y asi I = z,,, K(V,0). Por tanto, el ideal I es principal.

Como el minimo es tnico se sigue que m es Unica.

K
En particular, el K(V,0)-mddulo Lm) es irreducible, donde 9, es el delta de
K(V,m+d,)
Krénecker en V.

Sea t un parametro local en v. Defina n : K(V,m) — F, por
n(w) ="z +p,.

La funcién n es homomorfismo y su nucleo es ker(n) = K(V,m + d,).
Ademas 7 es sobre. En efecto, sea y € O,. Por el Teorema de aproximacion débil, existe
r € K tal que v'(z) > m(v') para v' € V. Si v # v' y v(x — t™)y) > m(v) + 1, entonces
r e K(V,m)yn(z)=y+p,.

K(V,m)
K(V,m+ 6,)

Luego, 1 induce un isomorfismo de K (V,0)-mddulos = F,. Por un argumento

K(V,0)
K(V,m)
veV

de induccion, se muestra que tiene una serie de composiciéon de m(wv) factores iso-

morfos al campo F), para cada

Sea KC|K una extension finita de campos. Por el Teorema de extension, para cada valuacién
discreta de K existe un anillo de valuacién O" de K conteniendo a O, cuyo ideal maximal
p,s contiene a p,,.

Definicién 9 Sea K|K una extension finita de campos. Si v es la valuacion asociada de IC,
X

se dice que v divide a v y se escribe v'|v. Se denota T, := el grupo de valores de v.

X 7
v

X

Asi, existe un homomorfismo inyectivo I', < T'y, pues O, N K = O,. Identificamos

r,cry.

Teorema 4 Suponga que v es una valuacion discreta de un campo K, KC|K es una extension
finita y v'|v. Entonces:
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1. (Ty : Ty) <K : K], donde (I'y : T'y) es el indice del grupo Iy, en el grupo Uy, y [K : K]
es el grado de la extension del campo K sobre el campo K.

2. La valuacion v es discreta y existe un entero e > 0 tal que la restriccion de v a K es

V| =ew
Al indice e := (I'y : T'y) se le llama indice de ramificacion. El indice e es denotado también
COIMO Cqyry-
Demostracion:
1. Sea C' ={y1, - ,y,} un conjunto de elementos de K* tales que las clases v'(y;) + I'y

v’ . .
en — sean diferentes entre si.
v
Suponga que existen escalares ay,--- ,a, € K no nulos, en la combinacién lineal con

elementos de C'. Luego,
o'(3 ays) = minfo'(a) + v'(yi)}, i =1, .
i=1

(El minimo se alcanza una sola vez, pues dos clases son diferentes entre si). Entonces,
n

Z a;y; # 0y asi C' es linealmente independiente sobre K.

i=1

Por tanto, el nimero de clases laterales es menor o igual a [K : K.
Luego (T'y : Ty,) < [K : K]

2. Por el literal anterior e = (I'y : [';,) es finito. El grupo aditivo I, es libre de torsién
(pues es totalmente ordenado) luego,

Iy ~el), CT, 27

Ly
(Pues e es el orden del grupo T Y asi ey € I'y, para todo y € 'y, ) Ademds,

I'y 2 Z. Luego, I'y es isomorfo a un subgrupo no nulo de Z. Como Z no contiene,

Y

salvo isomorfismos, subgrupos no triviales entonces I',y = Z. Luego, v’ es discreta. [

Lema 3 Sea O un anillo de valuacion discreta con campo de fracciones K, ideal mazimal p
y campo residual F'. Sea M un O-mddulo libre de torsion con dimyg K ®o M = n. Entonces

Demostracion: Suponga que xy,---,x,, € M. Si se tiene una relacién de dependencia
m
no trivial E a;x; =0, con a; € K, entonces, eliminando denominadores, se puede suponer

=1
que a; € O y no todos los a; € p. De donde, si x1, - ,x,, son linealmente independientes
modulo pM, entonces xq,--- ,x,, son linealmente independientes sobre K. Luego,

M
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Lema 4 Sea n := [K : K] el grado de la extension K|K, sea O, un anillo de valuacion
discreta de K y sea R cualquier subanillo de K que contiene la clausura entera de O, en K.
Entonces la funcion ¢ : K ®p, R — K, definida por

P(r®y) =1y

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. En particular, si v'|v, entonces el campo
residual Fy es una extension del campo residual F,, de v, de grado a lo sumo n.

Demostracién: La funcién ¢ es un homomorfismo y es inyectiva. En efecto, sea ¢ un

n
pardametro local para v. Por el Lema 1 se tiene que si « € ker(¢), entonces x = Z 179 @z,
=0

con g = max{e;i =0,--- ,n}y ¢(x) = Zt‘eixi = 0. Luego,
i=0

teox — zn:teo—ei ® T; = 1 ® [z": teo—eixi] — O
i=0 =0

Es decir, t®xz = 0 y asi x = 0. Por tanto, ¢ es inyectiva.
n
La funcion ¢ es sobreyectiva. En efecto, sea y € K. Entonces Z a;y' = 0 para a; € K no

1=
todos cero. Como K es el campo de fracciones de O, eliminando denominadores se puede

asumir sin pérdida de generalidad que a; € O,; i = 0,--- ,n. Multiplicando por a”~!, en

ambos miembros de la igualdad, se sigue que a,y es entero sobre O, y de ahi z := a,y € R.

1
Como y = £ — 2, entonces y € KR. Luego, K C KRy asi K = KR =Im(¢). Por tanto,
an Gy
¢ es isomorfismo.

Como O, es enteramente cerrado en K entonces O, contiene la clausura entera de O, en
IC, en particular, tomando R = O, se tiene que

dim R ®p, Oy =dimg K =n.

/
v <n

’

S dlmF
v’/ v

Por tanto, Fy/|F, es una extensién de campos con [F, : F,] < n. O

Luego, por el Lema 3, dimpg

Definicién 10 Al grado de la extension del campo residual se le llama grado residual de
v sobre v, denotado por f(v|v), o algunas veces f(p'|p).

Teorema 5 (Desigualdad fundamental)

Sea K|K una extension finita, suponga que n = [K : K], y sea O un anillo de valuacion
discreta de K, con ideal mazimal p y campo residual F. Sean {Oq,---,0,} anillos de
valuacion distintas de IC conteniendo a O y sea R su interseccion. Sea p,; el ideal maximal
de O; ye; :==e(p|p), fi :== f(p;lp),i =1,--- ,r. Entonces
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1. El anillo R contiene un pardmetro local t; para cada O;; p, "NR=1tR y O, = R+ p,

para cada v =1,--- 1.
2. .
_ R
dimp — = Zeifi < [K:R].
L
En particular, existen finitos anillos de valuacion, distintos de IC, que contienen a O.
Demostracion:
1. Sea wv; la valuacién asociada a O; para todo i = 1,--- ,r y sea V = {wvy,--- ,v,}.

Observe que K(V,0) = R y cualquier anillo de valuaciéon de K que contiene a R
también contiene a O. Luego, por Teorema 4, R es un anillo de valuacién discreta. Por
Corolario 5, K(V,0) = R es un DIP y los ideales maximales de R son K (V,d;;) = p;,NR
para i =1---,r; donde §;(v;) := §;;. Ademas,

K(V,é;5) =9, "R =R,

donde ¢; debe ser un parametro local en p,. Como R C O;, p, C O;, entonces R+p, C
O; para todo 1.

Ahora, sea x € ;. Por el Teorema de la aproximacién débil, existe 2’ € K tal que
vi(r —2') > 1, ademas v;(z’) > 0 para todo j # i. Esto significa quey =z —2" €p,;y
asia' =r—y e O;ya' € O, paratodo j #i. Sia’ € R, entonces v = 2'+y € R+p,.
Por tanto, x € R+ p, y asi, O; C R+ p,;.

De lo anterior se sigue que O; = R+p,, i =1,--- 7.

2. Sea t un parametro local para p. Entonces v,(t) = e; (pues v;|x, = ev por Teorema 4)
para todo?z=1---r.
Debido a que pR = Rt = K(v,e) para alguna unica funcién e : V. — Z, entonces

. . . , R .
por el Corolario 5 se tiene que e(v;) = e; para todo i = 1,--- ,r y ademés N7 tiene

exactamente e; factores de composicién, cada uno isomorfo al campo residual de O;
para todoi=1,---,r. De ahi,

R s
1mppR izlef

Ahora, como O; contiene la clausura entera de O en I para todoi =1,--- ,r, entonces
R contiene la clausura entera de O en K. Por el Lema 4, dimg K®, R = dimg (K) =n
R
asi, por el Lema 3, dimp — < n.
y p F N
Por tanto,

R r
T
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Corolario 6 En las condiciones del teorema anterior, sean O1,--- , O, los anillos de
valuacion discreta que contienen al anillo de valuacion discreta O. Entonces, la clausura

entera Ok de O en IC, cumple
Ox = () 0: = R = K(V,0).
i=1

Demostraciéon: Se sigue del Corolario 2. U

1.3 Dominios de Dedekind e ideales fraccionarios.

Haremos un pequeno estudio para esta clase de dominios, ya que la clausura entera de un
dominio local y los anillos de valuacién discreta son dominios de Dedekind. Sus ideales
se descomponen de manera tnica, salvo orden, como un producto finito de ideales Primos.
Determinaremos, de manera sencilla, los ideales fraccionarios para este tipo de dominios.
Los ideales fraccionarios son necesarios para estudiar las series de Poincaré en el siguiente
capitulo.

A lo largo de esta seccién usaremos [D.F].

Definicién 11 Sea R un dominio entero con campo de fracciones K. Un ideal fraccionario
de R es un R—submddulo Q) de K tal que dQQ C R para algin d € R — {0}.

Observe que d(@ es un ideal de R. Equivalentemente, () es un ideal fraccionario de R si
existe un ideal I C R y un elemento d € R invertible tal que Q = d~'I. De ah{ se sigue, en
particular, que los ideales fraccionarios contenidos en R son los ideales de R.

Definicién 12 Para cada © € K, el ideal fraccionario Rz = {rz|r € R}, es llamado el
ideal fraccionario principal generado por x.

Dados dos ideales fraccionarios A, B el producto AB es el conjunto de las sumas finitas de
elementos ab, con a € A,b € B. Luego, existen ideales I1, 5 en R y elementos no nulos
dy,ds € R tales que

A= dl_ljl, B = d2_1_[2 y AB = (dldQ)_l.[lIQ.
De donde, el producto de ideales fraccionarios es un ideal fraccionario.

Definicién 13 Un ideal fraccionario @ se dice invertible si existe un ideal fraccionario A

tal que QA = R.

El ideal fraccionario A es unico. En efecto, si B es otro ideal fraccionario tal que QB = R,
entonces QA = QB implica que B = BR = B(QA) = (BQ)A = R(A) = A. Denotamos por
Q! el inverso del ideal fraccionario Q.

Teorema 6 Sea R un dominio entero y sea QQ un ideal fraccionario de R.
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1. Si Q) es un ideal fraccionario principal no nulo, entonces () es invertible.

2. 81 QQ # {0} entonces (R : Q) = {x € K|zQ) C R} es un ideal fraccionario de R.
En general (R : Q)Q C Ry (R:Q)Q = R siy sdlo si Q es invertible, en este caso

T (R: Q).
3. 51 Q es un ideal fraccionario invertible de R, entonces Q) es finitamente generado.

4. El conjunto de los ideales fraccionarios invertibles forma un grupo abeliano bajo mul-
tiplicacion con identidad R. FEl conjunto de los ideales fraccionarios principales de R
forma un subgrupo.

Para la prueba ver ([D.F] Proposicién 16.2.9).

El grupo cociente, formado por el grupo de los ideales fraccionarios invertibles con el sub-
grupo de los ideales fraccionarios principales de R, es llamado el grupo clase de R, y el orden
de este grupo es llamado el nimero clase de R.

Un hecho fundamental con la teoria de los anillos de valuacién discreta es que si R es un
dominio entero local que no es campo, entonces R es un anillo de valuacién discreta si y
sblo si todos sus ideales fraccionarios no nulos son invertibles (ver [D.F] Proposicién 16.2.11).

Es bien conocido que la dimension de Krull, de un anillo R, es el supremo de las longitudes
de las cadenas de ideales primos ordenados por inclusion.

Definicién 14 Un dominio de Dedekind es un dominio entero Noetheriano, enteramente
cerrado, y dimension de Krull 1.

Si R es un anillo de valuacién discreta, entonces se sabe que es un dominio local de ideales
principales, enteramente cerrado y ademads los tunicos ideales primos son {0} y su ideal
maximal m. En efecto, supongamos m = (¢), donde ¢ es un pardametro local. Si p es un ideal
primo no nulo entonces p = ("), con n € N y por consiguiente, ¢t € p. De esta manera la
dimensiéon de Krull de R es 1, y asi, R es un dominio de Dedekind. Mas generalmente, todo
dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind (ver [D.F] Proposicién 16.3.14).
Uno de los hechos més interesantes de los dominios de Dedekind es que sus ideales fraccio-
narios son invertibles y cada ideal se descompone, de manera unica (salvo orden), como un
producto finito de ideales primos. Mas especificamente, R es un dominio de Dedekind si y
sOlo si sus ideales fraccionarios no nulos forman un grupo abeliano bajo producto si y sélo si
cada ideal propio, I C R, se escribe de ménera tnica, salvo orden, como producto de ideales
primos

I'=pipy--py,

o de manera equivalente I = pi' .- -pfj; donde p,,...,p, son ideales primos distintos y
t1,...,tx € N (ver [D.F] Teorema 16.3.15). Por tanto, dados Oy, O, ..., O anillos de valua-
k

cion discreta de K, el anillo T := ﬂ O; es un dominio semilocal de Dedekind cuyos ideales

i=1
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maximales son pq,...,p, . Ademas, aplicando Lema 1 y la discusion anterior , se sigue que
para cualquier ideal fraccionario (Q de T', existen enteros nq,...,n; tales que

Q = pI'py” - ppt.

Este resultado lo usaremos con frecuencia en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Series de Poincaré

Las series de Poincaré muestran propiedades intrinsecas de naturaleza aritmética de una
curva, su origen esta ligado con la funcion zeta local. La finalidad del presente trabajo es
expresar esta serie como una integral respecto a la caracteristica de Euler, por lo que es
importante saber de dicha serie y de sus propiedades, esta es la razon de estudio del presente
capitulo.

Sea X una curva algebraica, geométricamente irreducible, definida sobre un campo K y
sea K el campo de las funciones racionales sobre X. Es bien sabido que el anillo local
correspondiente a un punto no singular de una curva es un anillo de valuacién discreta. Por

lo que se vi6 en Capitulo 1, el nimero de puntos singulares es finito. Sea X el conjunto de
anillos de valuacién discreta del campo de funciones K| K, llamado el modelo no singular de
X, y asi existe un morfismo

e )N( — X
el cual, por el Teorema 2, es sobreyectivo.
Para cada P € X los elementos de la fibra 771(P) se llaman las ramas de X centradas en P.

De hecho, el nimero de ramas centradas en P es finito, ya que son los ceros de cada funcién
racional que se anulan en P. De acuerdo a lo anterior, y por el Corolario 2, si Oy, ..., O,

son las ramas centradas en P, entonces la clausura entera Op en K es

De aqui en adelante se denotard O := Op, O := Op y el campo constante serd K = [,
el campo finito con ¢ elementos. Ademads para cualquier subanillo R de K, diremos que un
ideal fraccionario no cero de R es un R-ideal.

En lo que resta de este capitulo se usara [St].

La clausura entera O de O en K es un dominio semilocal de ideales principales, por tanto
es un dominio de Dedekind, cuyos ideales maximales, digamos p4,...,Pp,,, se corresponden
biyectivamente con las ramas centradas en la singularidad de la curva. Sean vq,...,v,, las
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valuaciones discretas correspondientes. Para cada O-ideal, suponga p” := p7j* - - - pl, donde
n:= (ny,...,ny,) € Z™, se define su multiexponente por v(p™) := n. Para cada funcién
racional no cero z € K* se define

v(2) = v(02) = (v1(2), ..., vm(2)) € Z™.

Sea t = (t1,...,tn) el vector de variables tq,...,t,,, denote t™ = t*--- '™ para cada
n=(ny,...,ng,) €2Z".

Definicién 15 La serie de Poincaré asociada al par de clases O-ideales [a], [b], es definida
como la serie formal multivariable de potencias

Pa,b,t) =) na(a, b)t" € Z[[tr, ..., 1],

cuyos coeficientes son las cardinalidades
Nn(a, b) := #{O-ideales 0 que satisfacen ® DO a,0 ~ b y 00 = ap™ "}

donde ~ es la relacion de equivalencia sobre el conjunto de O-ideales definida por 0 ~ b si
y sélo si existe z € K* tal que 0 = z71b

Mas adelante se vera que estas cardinalidades son finitas y que el dominio de convergencia
es el polidisco unitario.

En el caso en que b es O-ideal tal que b ~ 0,0 un O-ideal con 0 ~ O conteniendo a a,
entonces
=ap ",neN"

y asi, 00 =0 =ap ™,n € N™. Luego, n,(a,O) = 1, por tanto

o0

~ 1
Pla,0,t) = > tn:(l—tl)---(l—tm)'

N1,y =0
~

@)
Para cadai =1,...,m se denota por r; := dimg <—> . Por el Teorema chino del residuo
i

(ver [D.F] Teorema 7.6.17),
dim g (911) =r.n= Zrmi, neN”,
i=1

En [Mad] se prueba que dim g ( ) < 00. Ademds, para cada par de O-ideales a,b si

4]
bDa,
dim g ( > < oo (ver [St] Teorema 2.2.2).

22



Definicién 16 Se define el grado deg(d) de un O-ideal ® por las propiedades deg(O) =0 y
dim g (g) =deg(0)—deg(a), siempre que 0 2D a.

Es posible relacionar el grado asi definido con las valuaciones dadas anteriormente:
deg(a)-deg(za) =r.v(z) = Y_;", rv;(2) paratodo z € K* (ver [St] Lema 2.2). En particular,
si a = O entonces

deg(O) — deg(z0) =r.v(z)

y asi deg(z0) = —r.v(2).

Ahora se exhibe otra presentacion para las series de Poincaré, que necesitaremos para el
capitulo siguiente.

En la Definicién 15 se tiene que, si 90 = ap™™, entonces p*O = a0 (071 0).
Es decir,

~ ~ ~

n+ v(0) = v(a0) — v(20),

de ahi que
n = v(a0) — v(00)
Luego,
o~b N N
P(Cl, b, t) — Ztv(a(’))fv(DO%
?Da

la suma tomada sobre los O-ideales que contienen a a y que son equivalentes a b. Estos
ideales son de laforma 27'b donde z varfa sobre un sistema completo de representantes del
cociente (b : a) — {0} con con la accién del grupo

Up ={z € K*|zb = b},

llamado las unidades de b.
Si A es el conjunto de O-ideales que contienen a a y son equivalentes a b, entonces la funcién

(ﬁ:A_)(b:a[)]b—{O}

definida por
?(6) = ¢(27'b) = {gz|g € Uy} (la érbita de z)
es biyectiva. Luego,
Plabt)= > £0(a0)—v(=~60)
ze(b:a)—{0}/Us
Es decir,

Plabt)= > 006 (2.1)
z€(b:a)—{0}/Uy
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En particular, si t = (¢",...,¢"™) entonces
£2(00)—v(80)+0(2) _ (v(a0)—v(60)+v(2)).r

— tr.v(a(B) —r.v(b5)+r.v(z)

~ ~

_ 75—deg(a(9)—l—deg(b(’))—&-1".v(z) (pOl“ Lema 2.2 de [StD

y asi

Pla, b, t™ ", ... t") = Z t‘deg(aaHdeg(ba)Mm(z) (2.2)
z€(b:a)—{0}/Up
Definicién 17 La funcion zeta local parcial esta definida por

o~b
Z(a,b,t) = mel/e)
0Da
donde la suma esta tomada sobre los ideales fraccionarios 0 que contienen a a y que son

equivalentes a b y K es el campo de constantes de O.

De la misma forma como en la serie de Poincaré, la funcién zeta local parcial se puede
expresar como

Z(a,bt)= Y pdmeloe)
2€(v:ia)—{0}/ U
Por (Lema 2.2 de [St]) se tiene que
dim(z7'b/a) = deg(z7'b) — deg(a)
= —(deg(b) — deg(27"b)) — deg(a) + deg(b)
= —r.v(z7 ") — deg(a) + deg(b)
= deg(b) — deg(a) + r.v(z)
Luego,
Z(a,b,1) = Z ;deg(b)—deg(a)+r.v(2)
se(b:a)—{0}/Uy
Ahora bien, por definicién

~ ~

dim (?) — dimg (%) deg(bO) — deg(aO) = deg(b) — deg(a).

Luego,
tdimK(a(NO/a)fdimK(b(NO/b)tdeg(ba)fdeg(aa)Jrr.v(z) _ ydeg(b)—deg(a)+r.v(2)

y asi utilizando la Ecuacién (2.2) se sigue que
Z(a,b,t) = $ImK 00/ ~dimic (/)P b 4 grm).

Esta tltima ecuacién expresa la relacién entre la funcion zeta local y la serie de Poincaré.
Se ha probado entonces el siguiente teorema.
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Teorema 7 La funcion zeta local parcial se puede expresar en términos de la serie multi-
variable de Poincaré de la siguiente manera:

Z(a,b,1) = tdimK(a(ND/u)fdimK(b(ND/b)np(a’ b, 1)

Ahora se estudiaran los coeficientes 7, (a, b) de la serie de Poincaré, para mostrar que estas
cardinalidades son finitas y que seran menos complicadas de calcular.

Al O-ideal § := (O : (NO) se le llama O-ideal conductor y satisface f C (b : O) : (bO) C O
(ver [St] Lema 3.1). Si bO = O entonces b C Oy

~

(b:(’)):g)gb.
Luego,beQ(N?.

@
Ya que el anillo — es finito (ver [Gal]), entonces se sigue que el indice de Uy, en Us, [Ug) : U,

~

%), donde (51“ ={z ¢ (5|'v(z) =n}.
b

Otro hecho importante es que, si b es un O-ideal, entonces existe un O-ideal b’ tal que b’ ~ b

es finito. Adems4s, [U~ U] = # (

y b (9 (9 Basta entonces considerar un representante b’ en la clase [b] tal que b’ (9 (’)
Para cada O-ideal b se define

b :={z € blv(z) =n},neZ™.

Teorema 8 Considere la serie de Poincaré P(a,b,t) =Y nu(a,b)t” € Z[[t1, ..., tn]]-
Entonces,

1. 0 < mp(a,b) < [U(~9 : U]

#(b . a),-/U@ . ~ ~

2. nn(a,b) = Uy U] donde j = n— v(aO) + v(bO).

Demostracién: Por la Férmula 2.1 se tiene que, si j = n — v(a@) + v(b(NQ), entonces
€(b:a)—{0}/Uysiysdlosi zaCbyv(z)=],siysdlosijeZ™. Es decir,

Pla,b,t) = Z #((b : a)j/Uh)tv(a(No)—v(b(B)ﬂ

jezm

y asi,

(g, b) = #((b - a);/Us).

Ahora bien, por lo anterior, si se escogen a, b tales que aO = O = bO entonces b: a C O y

, #<(bU:>)<#<;b> (U : Ug] < 00
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lo cual prueba la afirmacién 1.
Si se restringe la accién de U, a Up entonces

#(S5) = (U522 06 vol

y asi la afirmacion 2 se sigue.

[l

En el teorema anterior, por la Propiedad 1, se tiene que los coeficientes de Poincaré son
finitos, y la Propiedad 2 muestra otra presentaciéon para dichos coeficientes. Luego,

Plabt)— 3 #(( b a /Uo)tv(w) v(60)+j (2.3)

jezm

Por 1ltimo, sea p := v((b : O) : b). Entonces 0 < p < v(f), donde < es el orden parcial en
Z™. Sin > p, entonces los coeficientes de Poincaré se estabilizan, en el siguiente sentido

m(a,b) = [Uy : Us]

y p es el menor multiindice con esta propiedad (ver [St] Teorema 3.2).

26



Capitulo 3

Series de Poincaré como una integral
sobre la caracteristica de Euler

Este capitulo contiene la parte central de este trabajo, que es expresar la serie de Poincaré
como una integral respecto de la caracteristica de Euler. Para ello se introduce una medida
1, llamada medida de Haar, garantizada por un teorema importante de topologia aplicado
a los espacios localmente compactos. Ademads, se define la caracteristica de Euler y, que se
relaciona con dicha medida, alcanzando asi el objetivo final.

Sea K el campo de fracciones de un anillo local Noetheriano O, el cual, contiene al campo
constante I, de ¢ elementos. Sea M el sistema de subconjuntos C' de K obtenido de O-
ideales por traslaciones z + C, z € K y operaciones booleanas de unién C' U D, interseccion
C'N Dy complemento C' — D. Como lo establece [St2], existe una medida de Haar /i sobre

el anillo cociente, localmente compacto de la completacion O de O, que induce una medida
w sobre M, tal que para cada C' € M se tiene que p(C) > 0, tinicamente determinada por
los tres axiomas:

1. Normalizacién: u(O) = 1.
2. Invariable bajo traslaciones: p(z + C) = u(C).
3. Aditividad: u(C U D) = u(C) + u(D), con C N D = 0.

Por la aditividad se sigue que p(C'U D) = u(C) + u(D) — p(C N D).
Si a es un ideal de O, entonces

y asi, por la aditividad y traslaciones

L= (0) = Y e+ a) = Y o) = mule) = # (9) ().
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Luego, u(a) = —7N = qles @

Mas generalmente, para cada O-ideal a se tiene que

u(a) — qdeg a

3.1 La caracteristica de Euler

En esta seccién definiremos lo que es la caracteristica de Euler y veremos que, para los idea-
les fraccionarios, la caracteristica de Euler y la medida estudiada anteriormente son iguales.
Esta propiedad es la que conectard la integral repecto de la medida de Haar con la integral
respecto de la caracteristica de Euler.

A lo largo de esta seccién usaremos [D.M].

Definicién 18 FEl anillo de Grothendieck del conjunto Vi, de variedades cuasi proyectivas
X definida sobre un campo perfecto K, es es el anillo Ky(Vi) de los simbolos [X] tales que

1. [X4] = [Xy] siy sdlo si Xy es isomorfo a Xs.
2. [ X]|=[Y]+[X=Y] siY es un cerrado de Zariski en X, para X € V.
3. [Xl XK XQ] = [Xl][XQ]

El simbolo de la linea afin [A}] serd denotado por L. El anillo Ko(Vg )1 denotard el anillo
de Grothendieck localizado en L. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon d sobre K.
Sea SV := @,.,5"V" el dlgebra simétrica del espacio dual V* sobre V. Se sabe que
si {v1,...,v4} es una base para SV, entonces se puede identificar con el anillo de poli-
nomios K|xy,...,x4], es decir, SVV — K[zy,..., 74|, donde z; se identifica con v;. Sea
A[V] =Spec(K[x1,...,xq4]), entonces los puntos cerrados de A[V] se pueden identificar con
K?. Ahora, considere un espacio vectorial V con una filtracién V=V, DV, D V5, D --- por

subespacios V; tales que W; = v es de dimensién finita d;,7 > 0. Entonces, se tiene una

(2
sucesion creciente de algebras simétricas graduadas
SWy — SW{ — -

tales que SWY — Klz1,...,24,]. Sea S = J;5q SWi;, entonces S — Klx1,xa,...]. De
manera semejante, A[V] =Spec(S). Los puntos K-racionales (cerrados) de A[V] se pueden
identificar con KN, pues S es isomorfo al anillo de polinomios en infinitas variables. Considere
los morfismos (contraccién) \; : A[S] — A[W;] inducidos por la inclusién S(W}?) C S,
entonces, por restriccién, los morfismos

Ai(K) = A[SI(K) — AWi](K)

envian puntos cerrados de A[S](K) en puntos cerrados de A[W;](K), donde A[S|(K) y
A[W;](K) denotan los conjuntos de puntos cerrados de A[S] y A[W;], respectivamente. Las
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: : : : 14 :
indeterminadas x4, . .., x4 corresponden a funciones lineales z; : % — K las cuales inducen
i

una funcién lineal ¢ : V. — K" definida por ¢(v) = (z1(v), za(v),...). Asi,
ker ¢ = (| Vi.
i=0

Si ker ¢ = {0}, entonces ¢ induce un embebimiento
Ve KN
Obsérvese que la restriccién a V' de \;, Ai|,, es la proyeccién 7;, es decir,

Se tiene entonces el siguiente diagrama

1% A[S|(K) = KN —— A[S]
ml A (K) Ai

v

v AW(K) AW

Con el fin de definir la caracteristica de Euler como una medida, se define lo que es un
conjunto cilindrico (la versién, en teoria de la medida, de lo que es un conjunto medible).

Definicién 19 Un subconjunto X C A[S] es cilindrico si existe un subconjunto construible
Y C AW, tal que X = M\ H(Y).
La caracteristica de Euler generalizada se define como

Xg(X) = [Y]L_d’ € KO(VK)IL
La caracteristica de Euler generalizada de X, x,(X), no depende de d; y por tanto esta bien
definida (Ver [D.M] Definicién (2.4)).

Definicién 20 Se dice que un subconjunto X C V' es cilindrico si existe un subconjunto
cilindrico Z de A[S] tal que
X=ZnNnV.

De la misma forma se define subconjunto cilindrico en el espacio proyectivo PV
De lo anterior se tiene que, X C V es cilindrico si y sélo si existe un subconjunto construible
Y C A[W;] tal que

X =X1(Y)nV =X E)Y NAW(K)NV =7 (Y N AW|(K)) = 7 (Y(K)),

(2

donde Y(K) = Y N A[W;](K) es el subconjunto de los puntos K-racionales cerrados en
S(W?) del conjunto construible Y.
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Considere K =F,. Si Y C A[W;|(K), entonces Y es construible (pues es un conjunto finito
de puntos cerrados) y asi X C V es cilindrico si X = m; (V) para Y C A[W;](K). En
particular, V' es cilindrico.
Por otro lado, observe que [Y] := #(Y) cumple con los axiomas de anillo de Grothendieck.
Luego,

[ANK)] = #(K) = #(F,) = ¢

Definicién 21 Se define la caracteristica de Fuler x, para un subconjunto cilindrico X C 'V,
como

—— = 1. Observe que x no depende de la escogencia de Y, pues
q (1

En particular, (V) =

m; es sobreyectiva.
Estamos interesados en el caso en que V = O es un anillo local Noetheriano y V; = p**1,i > 0,
donde p es el Unico ideal maximal de O, puesto que es el anillo local que estamos estudiando
en las series de Poincaré.

Sea a C O un ideal. Como a es p—primario, existe i > 0 tal que p*™' C a. Luego 7 }(

pz'+1) -
a. Como F es un espacio vectorial finitamente generado sobre IF,, entonces todos los

. . . a 1. .
subconjuntos de F son construibles. En particular F Luego, a es cilindrico y

X(@) = #(—)g ™ = gm0/ —dime, (/)
prt

donde d; := dimp, (O/p™*'). En particular, y(p"*!) = ¢~ %.
Ahora se extienden todas estas definiciones a cualquier subconjunto X C K.

Definicién 22 Sea X C K. Se dice que X es cilindrico si existe un divisor no cero z € O
tal que 2X C O y zX es cilindrico. La caracteristica de Euler de X se define como

x(2X)
X(X) = :
%) x(z0)
Proposiciéon 3 Sea a un O-ideal. Entonces
x(a) = p(a)

Demostracién: Suponga que a C O es un ideal. Luego, existe i > 0 tal que p*™' Ca C O.
Se sabe, por Teorema de isomorfismo,

O/piJrl

)

©
a

30



y asi

: @ . O . a
dimg, (E) = dimp, (F) — dimp, <F) ,

es decir,
— dimp, (%) = diqu(a/pi+1) —d;,con d; = dimﬂzq((’)/pi“)
, , ; . 1
Luego, x(a) = #(a i+l q_di = qdlqu(a/P t—di _ q—dlqu(O/ﬂ) = — u(a).
go, x(a) = #(a/p"™") Z(07a) p(a)

Ahora, si a es un O-ideal, entonces existe z € O™ tal que za C O. En este caso, Stohr probé
que pu(za) = p(z0)p(a) (ver [St2]). Luego,

Por tanto, u(a) = x(a). O

3.2 Integrales con respecto a la caracteristica de Euler.

Para definir la integral con respecto a la caracteristica de Euler, que es una medida sobre los
ideales fraccionarios de acuerdo a Proposicién 3, se define lo que es una funciéon cilindrica.
En otras palabras, una funcién cilindrica es la versién de funcién medible en teoria de la
medida, cuyo concepto es importante para definir la integral sobre este tipo de funciones.

Definicién 23 Sea PO el espacio proyectivo del anillo local Noetheriano O, sea G un grupo
abeliano contable. Una funcion ¢ : PO — G es cilindrica si, para cada elemento no nulo
a € G, la preimagen ¢~ (a) C PO es cilindrica.

Definicién 24 Sea ¢ : PO — G una funcion cilindrica. La integral de ¢ sobre PO con
respecto a la caracteristica de Fuler se define como

/ Y dy = Z x(¥(a)).a,
PO acG—{0}
si esta suma tiene sentido en Ko(Vi) ®z G, en cuyo caso la funcion v se dice integrable.

Ahora se definen, de manera semejante, funciones cilindricas sobre el campo de fracciones
de O.

Definicién 25 Sea G un grupo abeliano contable, sea X C K, la funcion ¢ : X — G es
cilindrica si, para cada elemento no nulo a € G, ¥~ (a) C K es cilindrica. La integral de v
sobre X, con respecto a la caracteristica de Fuler, se define como



Dada una funcién ¢ : PO — G, sea QZ : O — G la funcién inducida por v, con ?Z(O) =0.
Ahora bien, si Z C O — {0} es un cono (es decir, si A € F, — {0} y para todo a € Z, \a € Z)
entonces, Z es cilindrico si y solo si PZ es cilindrico. En este caso, observe que

#(Z) = (¢ — 1)#(P2)
y asi
xX(Z2) = (g - )x(PZ).

Luego, se sigue que la funcion ¢ : PO — G es cilindrica si y solo si la funcion {/; es cilindrica.
De donde,

(¢q—1) U dy = / ¢ dy (Ver [D.M] Lema 3.3).
PO o

Ahora mostraremos la serie multivariable de Poincaré como una integral.

Sea b un O-ideal conteniendo a O. Considere b, := {g € b|v(g) = n}, donde

v(g) = 'TJ'((NQg) = (v1(9),v2(9), ..., vm(g9)),n = (n1,...,ny) € Z™. En el sentido del
producto cartesiano, la funcion

Vb — Qtr, .yt 0,

definida por 1/(g) = t" es cilindrica. Ademas, b, es un cono cilindrico, pues es un subconjunto
del O-ideal b. Es natural tener la siguiente definicion.

Definicién 26 Sea b un O-ideal conteniendo a O. Denote t*9) .= (t'fl(g), . ,tfnm(g)).

Entonces, se define
/tﬁ(g) dy = Z X(bn)tf’(g).
b

nezm
Stohr prueba en [St2] que
T o
M(bn) _ Z(_1)|i|qdeg(bmpn+l) _ Z(_l)m“(b N pn+i)7
i=0 i=0

donde i:= (i1,...,im), |i| ;=41 + -+ 4m, 0:= (0,...,0),1:=(1,...,1).
También prueba que

1

P 3 n4i
#(b,/Up) = pq : Z(—l)“‘qr‘”deg(m” ™ (Ver [St], Teorema 6.1).
q —

R

i=0

Es decir,

1

p . . P
#(b,/Uo) = qu_ : Z(_l)m'u(b N pﬂ+l)qr.n _ qPQ_ 1u(bu)qr'"-

i=0
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Como g y x coinciden en los O-ideales, entonces

qp —1 —r.n
:u(bn) = X(bn) = 7 q #(bn/UO)
Por tanto,
/fv(g dy = Z X Z q fr.n#(bn/UO)tn
nezm nezm
De aqui,

/qr.ﬁ(g)tﬁ(g) dy = /(qrt)ﬁ(g) dy = n/UO
b b

Podemos escoger b tal que b0 = O. Luego 17([35) = 0. Si en la Ecuacién (3.3), se hace
a = 0,j = n entonces

nezm

P(O, b, t) Z# “/UO

nezm
De estas dos ultimas ecuaciones se sigue que

— = r— ]'
/qr.v(g)tv(g) dX = q qP [Ub : Uo},P(O, b7t>
b

Por tanto,

7 r3(0)(5(0) g
PO = oy 7

Se ha probado el resultado central de este trabajo.

Teorema 9 La serie multivariable de Poincaré se expresa en términos de la integral sobre
la caracteristica de Euler.

Mas precisamente, si b es un O—ideal conteniendo O y bO = O, entonces

q’ %) 47
P(O,b,t) = / g™ D .
©00 = DT el
En particular, si t = (¢™,...,1™), entonces se sigue el siguiente corolario.

Corolario 7 En las condiciones tel teorema anterior,
P(O,b, 7", ) = i /(qt)r~7"'<g> dy.
(g7 = D[Us = Uo]
Otro importante resultado ocurre cuando se expresa la funcién Zeta local de Stohr en

términos de la integral sobre la caracteristica de Euler. Mas especificamente, si se susti-
tuye a = O, K = F, en el Teorema 7 y utilizando el Corolario 7 se tiene que,

6.0 iz, (O/0)~dimz, (O/1) o —
Z(0,6,t) = / gt)""9) dy.
(¢” = D[Us - Uo]  Js

Como diqu(é/O) - diqu((B/b) =deg(b), entonces

Z(0,b,t) = i / (gt)™"@) dy. (3.1)
Y (¢ = DUy : Uo] Jy
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Ejemplo.

Consideremos la curva plana afin con campo de constantes F, dada por el polinomio abso-
lutamente irreducible y? — cz? — 2 donde ¢ € F,. Sea O su anillo local en el origen. Las
ramas centradas en el origen se corresponden biyectivamente a los ideales primos minimales
de la completacién

O = Fylle.yll/ (v — ea® —2®) > Fy[[)|)/ (v — ea® — 2°)
y luego a los polinomios irreducibles de Weierstrass, que dividen a y* — cz? — 2 en F,[[z]][y].
Si ¢ es un cuadrado distinto de cero en I, entonces hay exactamente dos ramas centradas
en el origen y R
O =F, (1,1) @ (aFy[[2]] x 2F,[[2]]) .
Si ¢ no es un cuadrado en F,, entonces solo hay una rama centrada en el origen, el ideal
maximal de la normalizacién O tiene grado igual a dos y

O =F, & aF [[z]].
Finalmente, si ¢ = 0 entonces
O =F,® n°F,[[r]], donde 7 :=y/x.

Luego,
1 —t1 —ta + qtit

(1 —1t1) (1 —tg)

P(O,0,t) =

si ¢ es un cuadrado distinto de cero en [,

1+qt
0,0,t) = ——
P(0,01) 1—t
si ¢ no es un cuadrado en F, y
1—t+qt?
P0.0.0) ="

sic=0.

En cada uno de los tres casos, el grado de Singulfiridad d = dim(O/0O) es igual a uno, y solo
hay dos clases de equivalencia de ideales [O] y [O].

Por lo anterior y por el Teorema 9 se obtiene,

/ qr.a(g)tr;(g) dy = (¢ — 1) (1 — t; — ta + qtits)
o q° (1—=t) (1 —t2)

si ¢ es un cuadrado distinto de cero en [,

/ SO gy - (¢ =1) (1+qt)
o g (1—1)

si ¢ no es un cuadrado en F, y

/ qr.ﬁ(g)tﬁ(g) dX _ (qp - 1) (1 -1+ qt2)
o q° (1—1)

sic=0.
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3.3 Zeta funciones globales.

Hasta ahora hemos estudiado propiedades muy locales y especificas de una curva algebraica.
La finalidad de la presente seccién es aplicar los resultados importantes de la seccién anterior
a una curva algebraica en un contexto global. Ademads, mostraremos el espectro del género
de la curva mediante integrales.

En esta seccién usaremos [St2].

Sea X una curva algebraica completa geométricamente irreducible, de género aritmético
g, definida sobre el campo F,,.

Definiciones:

1. Un divisor a de X es un producto formal a := H ap, donde ap es un ideal fraccionario
Pex
sobre el anillo local Op para cada P € X 6 ap = Op, para casi todos los puntos P € X.

El divisor ap es llamado tallo de X.
2. El grado de un divisor es la suma de los grados de sus tallos.

3. Un divisor a de X, es un divisor de Cartier si sus tallos son ideales fraccionarios
principales.

4. Un divisor a = H ap es positivo, y escribimos a > Ox = H Op, si cada tallo es
Pex Pex
positivo; es decir, ap O Op para cada P € X.

Los divisores de Cartier forman un grupo abeliano multiplicativo, cuya identidad es Ox.
Consideremos la serie de Dirichlet definida en [St2] como

¢(Ox,s) = Z g% Re(s) > 1,
a>0x

donde la suma es tomada sobre todos los divisores positivos de X. Esta serie se puede
escribir como una serie de potencias en t = ¢~ *:

Z(0Ox,t) = Z #{divisores positivos de X de grado n}t",

n=0
. 1 L, .
la cual converge absolutamente en el disco |t| < — a una funcién racional
q

L(Ox, 1)
(1=6)(1 —qt)’

donde L(Ox,t) es un polinomio de grado 2¢g en t, que satisface la ecuacién funcional global,
o equivalentemente, el polinomio que tiene la propiedad de que el polinomio de Laurent

Z(Ox,t) =
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t79L(Ox,t) es invariante cuando t se sustituye por —

Por otro lado, usando la fdrmula producto de Euler (ver [St2]) para series de potencias
formales, se tiene que

Z(0x,t) = ] 2(0p.1)

pPex
Luego,
(OXJ
00— a) =[] z(0r.1). (3.2)
Pex

Ahora bien, de (Seccién 1 [St2]) se sabe que

Z(Op,t) =Y _Z(Op,b,t),
(o]

donde b es un representante de la clase semigrupo de Op. Luego, por la ecuacién (3.1) se
sigue que

Z(On b t1es0)g i) g
) 7t = t o )
Or 00 = =D, Uoy) /b<q *
y asi, por (3.2), se tiene que
tdeg(b)qp .
L(Ox.1) = (1~ 1)(1 ~ qt) [avr i
11 ; (@ — [Tk : Vo, Jo

Al comparar los grados de los polinomios resultantes de esta ecuacién, se ha probado el
siguiente teorema, que permite encontrar el género de una curva por medio de la integral
sobre la caracteristica de Euler.

Teorema 10 Sea X una curva algebraica completa geométricamente irreducible sobre F,
de género aritmético g. Entonces,

tdeg(b)qp

1 .9(g
9=3 grado | (1 —¢)(1 — qt) H Z =Dl To. ]/(qt) @) dy

PeX | [o]
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