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Introduccioén

Las matematicas se consideran una actividad humana. La finalidad de las mateméticas es
matematizar (organizar) el mundo que nos rodea, incluyendo a la propia matematica.
Freudenthal (1991).

La ensefianza de las matematicas se ha preocupado por estudiar y construir diferentes
estrategias para que los estudiantes desarrollen el pensamiento matematico, algunas mas
centradas en la matematica moderna y en procesos de abstraccién sin un antecedente
contextual. Otras, en otro extremo, han abusado de los modelos concretos que se han
estudiado para la ensefianza, en particular, de los nUmeros enteros de las operaciones de

suma y resta, sin construir algoritmos o procesos de abstraccion propios de esta ciencia.

Autores como Freudenthal (1919) pretenden que la matematica tenga presente tanto la
parte contextual como la parte abstracta, de modo que ésta se aprenda ‘haciendo
matematica”, partiendo desde situaciones reales para ir construyendo y ordenado el sentido

comun y construyendo conceptos mateméaticos cada vez mas abstractos y no viceversa.

La situacion anterior la apoya el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) (1998), que frente
a la ensefianza de los numeros plantea que se deben generar estrategias para que los
estudiantes comprendan los nimeros y sus relaciones, que conozcan magnitudes relativas
y el efecto de las operaciones entre ellos y que desarrollen puntos de referencia para

cantidades y medidas.

Cid (2016) ha estudiado los trabajos de autores como Glaeser (1981), Scchubrin (1986) y
Lizcano (1993) para analizar los obstaculos que sea han presentado en la aceptacion del
numero entero en grandes pensadores matematicos. Gallardo (2002) también en su trabajo
plantea que estas mismas dificultades se han evidenciado en los estudiantes que estan
aprendiendo los nimeros enteros (nimero sustractivo). El analisis de los procedimientos
de estos matematicos para desarrollar y comprender las soluciones negativas de
ecuaciones deja claro que han utilizado formas semanticas equivalentes y sintacticas para

aceptar dichas soluciones (nimeros negativos). Asi pues, la presentacion y ensefianza de



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

nameros enteros centrada en formas semanticas y sintacticas puede eliminar estas brechas

de la comprensién de los nimeros enteros y sus multiples relaciones.

Por ello el uso diferentes actividades guiadas, ayuda al estudiante a comprender y a
construir algoritmos de suma y resta de nimeros enteros, empezando desde situaciones
reales, con actividades concretas orientadas para construir la definicién de estos algoritmos
en estudiantes del grado octavo. Otras actividades como las de los vectores ayudan a
comprender la equivalencia semantica de la resta y la diferencia, permitiendo otras
situaciones diferentes a la de sustraer en esta operacion. Estas equivalencias se tratan
desde las estructuras semanticas y sintacticas equivalentes en operaciones y situaciones

gue le permitan al estudiante comprender la suma y diferencia de nUmeros enteros.

La estructura del documento es la siguiente:

e Aspectos generales: En esta seccion encontramos la justificacion, antecedentes y

la motivacion que lleva a la idea de este trabajo.

e Conceptualizacion de la teoria de Hanz Freudenthal: La teoria de la Educacién
Matematica Realista (EMR), la conceptualizacién de nimero entero y su aplicacién

en la educacion tradicional.

e Actividades y analisis: La parte principal del trabajo. En esta se exponen las

actividades implementadas basadas en la teoria EMR y su posterior andlisis.

e Conclusiones y referencias: Abstraccidon de los resultados de la implementacién
de las actividades y una discusién respecto a la educacion tradicional para estas

asignaturas.
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Resumen

Se tiene como objetivo principal mejorar la practica educativa de la comprension de los
nameros enteros, las cantidades relativas y operaciones de suma y resta en este conjunto
numeérico que se evidenciaron en el andlisis de un diagnéstico sobre los recursos
matematicos con los que cuenta el estudiante para resolver situaciones en contextos tanto

matematicos como abstractos que implican dichas operaciones.

En ese sentido se disefié e implementd una propuesta didactica basada en las ideas de
Freudenthal (1981) de la mateméatica realista, disefiando y aplicando actividades de
modelos concretos, asi como de contextos reales, para construir algoritmos y conceptos
mas sistematizados que le permitan al estudiante una mejor comprensién del concepto de

namero entero, pero también una mejor estructuracién del mismo.

Palabras claves: NUmeros enteros, educacion matematica realista, modelos concretos,
problemas aditivos, obstaculos epistemolégicos.

Abstract

Didactics of thinking and numerical systems through the understanding of relative

magnitudes and basic operations in real and concrete contexts

The main objective, in this work, is to improve the educational practice of understanding
integer numbers, relative quantities,as well as addition and subtraction operations in this
numerical set that were noticed in the analysis of a diagnosis on the mathematical resources
available to the student for solving in both mathematical and abstract contexts that imply

such operations.

In this sense, a didactic proposal was designed and implemented based on Freudenthal's
(1981) ideas of realistic mathematics, designing and applying activities of concrete models,

as well as real contexts, to build more systematized algorithms and concepts that allow the
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student a better understanding of the concept of an integer, but also a better structuring of
it.

Keywords: Integer numbers, realistic mathematics education, concrete models, additive

problems, epistemological obstacles.
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ASPECTOS PRELIMINARES

Delimitacion del Tema
Ensefianza de las operaciones de suma y resta para desarrollar el pensamiento
numerico en los estudiantes del grado octavo del colegio VID mediante contextos reales y

concretos.

Planteamiento del Problema
Antecedentes
En este apartado se describen algunas investigaciones que han contribuido al
desarrollo del pensamiento numérico y al sistema numérico de los enteros desde estudios

gue se han realizado tanto a nivel local como internacional.

En este sentido son diversas las investigaciones que han intentado comprender y
cambiar las préacticas tradicionales en la ensefianza de los numeros enteros y las
operaciones bésicas del mismo conjunto. Se realizé un analisis de las investigaciones
estudiadas y se han clasificado en dos categorias: desde las situaciones problema y
estrategias didacticas utilizadas; y desde un andlisis epistemolégico, de como se ha dado
la construccion de los nUmeros enteros, sus operaciones y de algunos estudios que se han
realizado entorno a la aceptacion de estos numeros en la comunidad cientifica de las

matematicas.

De los trabajos que se realizaron desde las situaciones contextualizadas,Mena
(2017) utiliza el aprendizaje basado en problemas para ensefiar los nimeros enteros y las
operaciones por medio de una guia didactica que involucra a los estudiantes del grado
octavo del barrio Doce de Octubre en la ciudad de Medellin; generando ambientes
significativos mediante proyectos de aula, como estrategia did4ctica para la ensefianza de

la matematica en este grado. Esto dado que en la institucion Doce de Octubre

existen grandes dificultades en los procesos generales de la ensefianza, como
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son, el planteamiento y la resolucion de problemas, el razonamiento matematico,
el lenguaje y la comunicacion de las ciencias, la modelacion, laelaboracion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos, en el contexto desde las

situaciones problemas de la vida diaria del estudiante (Mena,2017, p. 26).

El autor genera situaciones potencialmente significativas utilizando el contexto de
su barrio como base para generar situaciones donde el estudiante comprenda el concepto
de numero entero y las diferentes operaciones (suma resta, multiplicacion y division) para
gué después las utilice en otros contextos.

Vilchez (2015) por su parte, en su unidad didactica, trabaja los numeros relativos,
los nimeros enteros, la sumayy la resta, generando problemas de cantidades relativas con
nameros relativos en contextos reales, planteando problemas de orden y de cantidades
relativas con niumeros enteros endichos contextos. En su trabajo, este Gltimo también hace

una reflexién desde una mirada histérica de la construccion de los nUmeros negativos

la evolucion de los niumeros negativos ha sido prolongada y se puede decir que
el concepto de nimero entero, que proporciona la interpretacién formalmente
mas adecuada, es relativamente reciente. Ha planteado importantes problemas
a los matematicos a lo largo de la historia, por lo que no es de extrafiar que los
alumnos de hoy en dia encuentren dificultades y tengan dudas acerca de lo que

es un numero entero y qué sentido darle (Vilchez, 2015, p. 11).

Otros autores se han enfocado en propuestas que contienen herramientas
concretas y virtuales para que el estudiante interactie con ellas. Castafieda (2018)
plantea una propuesta de una cartilla didactica virtual para la ensefianza de la sumay
resta de los niumeros enteros, con la cual se pretende que los estudiantes del grado
séptimo de la Institucién Educativa Benedikta Zur Nieden, de la ciudad de Itagtii, alcancen
un aprendizaje significativo. Con una herramienta virtual, Rua (2013) disefia una
propuesta de ensefianza de la suma de numeros enteros mediada por la plataforma
Moodle donde se evidencian varias actividades como el de “la escalera de vida”y el uso
de fichas que representan unidades negativas y positivas para que el estudiante

comprenda el concepto de la operacion de suma.

Por otra parte, Maz y Rico (2009) muestran la gran diversidad de contextos donde
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se pueden trabajar los numeros enteros realizando un estudio sobre las representaciones
utilizadas para los nUmeros negativos en los libros de texto de mateméaticas que fueron
publicados en Espafia durante los siglos XVIII y XIX. En este analisis se distinguen cuatro
tipos de fendbmenos mas representativos donde se utilizan los nUmeros enteros para la

ensefianza: fisicos, contables, temporales y de las propias matematicas.

Descripcion del Problema
Son diferentes las estrategias y concepciones que se han implementado para la
contribucion del desarrollo del pensamiento matematico y los sistemas de numeracion.
Muchas veces éstas se quedan en la mera enunciacion o intencion, sin generar un efecto
positivo y sin lograr que los estudiantes que estan aprendiendo realmente construyan un
pensamiento numeérico y “‘comprendan los numeros y sus multiples relaciones, que
reconozcan las magnitudes relativas de los nimeros y el efecto de las operaciones entre
ellos y que desarrollen puntos de referencia para cantidades y medidas” (Ministerio de
Educacion Nacional [MEN], 1998).

Tanto las causas como los posibles efectos de estas estrategias y conceptos que
no han permitido un verdadero desarrollo del pensamiento numérico se han categorizado
en este trabajo de la siguiente manera: motivacion del docente hacia el estudiante con el

uso de las herramientas didacticas y la estructuracion del conjunto de los niUmeros enteros.

En el uso de las herramientas que se han implementado para contribuir a que los
nifios tengan la habilidad de utilizar los nimeros en diferentes contextos para comunicar,
interpretar informacion, resolver situaciones problemas o tomar decisiones, y que no han
surtido efecto, aparecen los materiales didacticos mediado por las TIC con herramientas
interactivas que se enfocan en colocar el resultado de las operaciones; juegos didacticos
gue no relacionan sus reglas con el concepto matematico de manera directa; la
metodologia que se utiliza es tradicional. Todo esto es “desde el énfasis tan grande que
se les ha dado a los algoritmos para efectuar calculos, los cuales se tratan a veces de una
forma mecénica sin considerar la comprensién de los conceptos que los fundamentan”
(MEN, 1998).

Lo que genera que el estudiante responda de manera mecanica a un algoritmo

pero que realmente no pueda reconocer los numeros, sus mdultiples relaciones y



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

operaciones.

Desde la estructuracion de los niUmeros y sus operaciones estan los algoritmos
mal enunciados en la ensefianza tradicional, como es el caso de la suma de nameros
enteros con signos diferentes “para sumar numeros enteros con signos diferentes se
restan y al resultado se coloca el simbolo del nimero mayor”, refleja ambigtiedad pues
resulta necesario precisar el “mayor” ;en los enteros o en los naturales?; dificultad al
operar con numeros negativos dado el constante trabajo con los nimeros naturales;
concepto muy arraigado de la suma como aumento y no como adicion; la resta como
sustraccion y no como diferencia. Esta manera de trabajar el pensamiento numérico hace
que el estudiante no comprenda ampliamente el concepto de operacién y las utilice en

pocas situaciones de la vida cotidiana, al respecto el MEN (1998) plantea que:

La mayoria del trabajo dedicado al significado de las operaciones se ha limitado
a resolver problemas “verbales o de enunciados” un poco artificiales y a menudo
los alumnos no saben cuando utilizar una operacién porque les falta conocer
diversas situaciones especificas que dan origen a éstas. Se les suele ensefiar la
adiciébn como “poner juntos o reunir “y la sustracciébn como “quitar”, a pesar de
gue existen muchas otras situaciones que implican operaciones de sumar y de
restar. Es muy importante que los alumnos conozcan y trabajen en la resolucion

de diferentes tipos de problemas verbales (p. 31).

Formulacion de la Pregunta
¢, Qué estrategias didacticas contribuyen a la comprensién de las operaciones de
suma, y resta en el conjunto de los nimeros enteros en el grado octavo del colegio

VID cuando utilizan contextos concretos y reales?
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Justificacion

En el diagnéstico inicial que se realizé con el grado octavo del colegio VID, en la
asignatura de matematicas, se evidencio la dificultad que presentaban la mayoria de los
integrantes al resolver operaciones en el sistema de los niumeros racionales, lo mismo
gue en los nimeros enteros. La principal dificultad que se manifesto fue la confusion en
el célculo de las operaciones de suma, resta y multiplicacion de nimeros enteros. Lo que
hace pensar que en el desarrollo del pensamiento numérico no hubo un aprendizaje
significativo que quedara en la estructura cognoscitiva de los estudiantes y que, en vez de
haberse adquirido un pensamiento de este tipo, en su momento se memaorizaron los
diferentes algoritmos, por lo que en el presente estos no se recuerdan con claridad y se

utilizan indistintamente para la sumay la multiplicacion.

En ese sentido el pensamiento numeérico “se adquiere gradualmente y va
evolucionando en la medida en que los alumnos tienen la oportunidad de pensar en los

nameros y de usarlos en contextos significativos” (MEN,1998)

Por ello se hace ineludible utilizar estrategias en contextos en los que el estudiante
tenga mas relacién con los materiales, las herramientas de trabajo y situaciones que sean

potencialmente significativas para él.
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Objetivos

General

Disefiar una propuesta didactica que contribuya a la comprensién de las operaciones
de suma y resta en el conjunto de los nimeros enteros en el grado octavo del colegio

VID mediante contextos reales y concretos.

Especificos

e Identificar cuales son los recursos matematicos con los que cuenta el estudiante,
cémo los utiliza y cémo los monitorea en la aplicacion de algoritmos mateméaticos
para la suma y resta de nUmeros enteros.

e Implementar una secuencia didactica con actividades con material “concreto” y
contextos reales que le permitan al estudiante comprender la suma y diferencia de
nameros enteros.

e Validar los efectos que genera la aplicaciéon de la secuencia didactica a la
comprension de los numeros y sus operaciones y el desarrollo de estrategias para

utilizarlos.
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Hans Freudenthal — Educacion matematica realista (EMR)

La matemética realista nace como oposicion a la matemética moderna de los afios 70, que
se centraba en la matematica abstracta (estructuras) y a la teoria de conjuntos. En 1970
en el instituto creado por Freudenthal empiezan todas las bases para la corriente de
educacion matemaética realista. No se considera como una teoria general del aprendizaje,
sino como una teoria global que aparece en contraposicién a la ensefianza tradicional
matematica; se trata de pensar la matematica como una “actividad humana”, denominada
por este autor como “matematizacion” y entendida ésta como la actividad de resolver
problemas contextualizados, que hagan parte de la vida real, pero también, de organizarlos

y estructurarlos por medio de las matematicas.

Es decir, matematizar es abordar los temas de la realidad que van a ser organizados de
acuerdo a unos patrones matematicos. Es una combinacion entre matematicas puras y
matematicas aplicadas, sin la necesidad de que sea una traduccién directa de la primera a
la segunda, lo que podria verse como una transposicién didactica que parte desde el

contenido formal a un conocimiento que debe ser aplicado.

En este sentido, la ensefianza de las matematicas no puede convertirse en la ensefianza
de “herramientas matematicas” como productos ya terminados que se aplican a una
situacién. Ensefar las matematicas de este modo, dice Freudenthal (1991), sugeriria que
estamos tomando el camino equivocado, ya que las matematicas deben ser una actividad
humana (Bressan, 2016)

Para Freudenthal (1991, citado por Bressan, 2016), matematizar es un proceso que
involucra
e Reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,
algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axioméaticos;
e Descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos;
e Ejemplificar ideas generales;

e Encarar situaciones problematicas de manera paradigmatica;
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e La irrupcién repentina de nuevos objetos mentales y operaciones;

e Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a
esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas; y

e Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fenébmenos en

cuestion desde diferentes perspectivas (p.30)

Las ideas principales que trata la educacién matematica realista son:

e Partir de los contextos y situaciones reales:
Freudenthal piensa que la mayor parte de la matematica surge como una herramienta con
la que se matematizd el entorno fisico y social y que es por ello que la educacion
matematica debe pensarse en la organizacion y estructura de estas situaciones. En ese
mismo sentido Bressan (2016) concibe que el contexto provee significado concreto y apoyo
para las relaciones y operaciones relevantes de la matematica. Se trata pues de trabajar la
enseflanza matematica basado en situaciones y contextos de la vida cotidiana del
estudiante, de modo que ellos las puedan imaginar y a partir de ahi utilizar el sentido comun
y poner en juego los procedimientos de célculo, las estrategias de resolucion y los modelos
y estructuras matematicos. Cabe resaltar que los contextos pueden ser también desde las
matematicas mismas en tanto tengan significado para los estudiantes presentandolos de
manera interactiva como juegos, desafios y competencias como la blsqueda de patrones,

de regularidades en tablas, construccion de piramides numéricas, entre otros.

e Utilizar modelos:
Para Freudenthal, la matematica no es otra cosa que una forma del sentido comun, solo
que mas organizada. Para transformar el sentido comdn en matemética “pura” o genuina,
este debe ser sistematizado y organizado. De este modo, el sentido comudn deriva en reglas
gue a su vez se van convirtiendo en sentido comuan, pero con un nivel mas alto. Es por eso
gue dicho proceso no es acabado, se va convirtiendo en una reinvencion constante del

sentido comun que va pasando de un nivel de jerarquico a otro méas formal y estructurado.

El autor denomina, a la busqueda de estos contextos y modelos que, de una manera
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natural, dan lugar a la matematizacién, como fenomenologia didactica. Esta consiste en
revisar los diferentes usos de algun contenido u objeto matematico en la realidad, y a partir

de alli construir la didactica de dicho objeto. (Bressan, 2016).

Retomando la transformacion del sentido comldn en matematica, hay dos maneras en las

gue se da este proceso, la matematizacion horizontal y la vertical:

La matematizacion horizontal conduce desde el mundo de la vida al mundo de los
simbolos. En el mundo de la vida se vive, se actla, se sufre; en el otro se crean los
simbolos, se recrean y manipulan, mecanicamente, comprensivamente,

reflexivamente: esto es matematizacion vertical. (Freudenthal, 1991).

Cabe preguntarse cOmo pasa entonces el estudiante del conocimiento informal al formal.
Para responder a esta pregunta es necesario recurrir a los niveles de comprension que se
inscriben en el proceso de reinvencién que se dan de manera horizontal y vertical, estando
en el primero el nivel situacional; en el segundo, el nivel referencial; luego el general y el
formal.

e En nivel situacional es entonces aquel donde el estudiante hace el uso de
conocimientos informales, las situaciones vividas y el sentido comun para
interpretarlas y describirlas con las mateméaticas para descubrir relaciones vy
regularidades con otras.

e El nivel referencial (inicio de la matematizacién vertical) es donde los estudiantes
hacen representaciones mediante esquemas, graficos, mapas que sintetizan la
situacion, es decir se hacen los “modelos de” la situacion dada.

e El nivel general es un nivel que supera al anterior en tanto se da un proceso
reflexivo sobre el mismo: los conceptos, modelos, estrategias y procedimientos
utilizados para superar la situacion contextual y donde los estudiantes se puedan
dar cuentan que pueden ser utilizados en situaciones analogos.

e El nivel formal es en el cual hay un mayor acercamiento y se trabaja con los
procedimientos, convenciones, notaciones y en la solucion de situaciones propias
de la matematicas, como las operaciones, desde un nivel enteramente formal.
(Freudenthal, 1991).
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¢ Reinvencién guiada:
El aula de clase debe ser un ambiente que permita la reinvencion de las ideas de los
estudiantes y herramientas matematicas organizando y sistematizando las situaciones
contextualizadas. Alli, el docente juega un papel muy importante, en el sentido de que es él
quien debe regular sutilmente entre las producciones informales de los estudiantes y las

formales ya institucionalizadas de la matematica como disciplina.

e El aprendizaje de las matematicas es una actividad social:
En la ensefianza de la matematica realista la interaccién social juega un papel importante,
ya que es mediante la interacciéon donde los estudiantes pueden discutir las diferentes
interpretaciones que tienen sobre una situacion, los procedimientos y la argumentacion de

las soluciones que pueden construir de ella.

La EMR en el sentido social, también considera que la matematica debe ser para todos y

no solo para una élite:

Freudenthal destaca que no todos los estudiantes son futuros matematicos: para la
mayoria, toda la matematica que usaran por siempre debiera ser la que usen para
resolver problemas en las situaciones de la vida diaria. Sin embargo, familiarizar a
los estudiantes con un abordaje matematico de este tipo de resolucién de problemas
merece ser de la mas alta prioridad en la educacion matematica. Este objetivo se
puede combinar con el objetivo de tener estudiantes que matematicen situaciones
gue puedan pertenecer a experiencias reales para ellos (Gravemeijer & Terwel,
2000, p.4).

Es por ello por lo que la ensefianza de la matemética debe centrarse en los contextos que
sean imaginables para los estudiantes, donde puedan hacer, tanto del sentido comin como
de la experiencia, un modelo generalizado y estructurado mediante los objetos

matematicos.



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

Obstaculos epistemoldgicos en los nameros enteros: Eva Cid.

Los numeros negativos como los conocemos hoy, han atravesado diferentes
“dificultades” tanto en la comunidad cientifica como en la sociedad en general. Las
diferentes concepciones sobre las mateméticas, en especial la de nimero, han creado
dificultades para la emergencia del nimero negativo en toda su historia. En este sentido,
nos centraremos en este apartado en el estudio realizado por Cid (2016) donde se
plantean los posibles obstaculos que se han presentado en la historia de los niameros
enteros desde la época de Diofanto hasta el siglo XIX tratando de justificar la existencia

de estos.

La autora se refiere a la nocién de obstaculo epistemoldgico que toma de la
epistemologia de las ciencias experimentales de Bachelard (1938) y que es retomada por
Brousseau (1976) para extenderlo al &mbito didactico, entendido este como aquel que “se
puede rastrear en la historia de las matematicas y la comunidad de matematicos en
determinada época y ha tenido que tomar conciencia de él y de su superacion”. Esta
nocion, Glaeser (1981) la menciona por primera vez en los nimeros enteros realizando
una lista provisional de lo que serian los principales obstaculos epistemoldgicos en la
aceptacion de los nimeros negativos y de algunos de los grandes mateméticos que

pasaron por algunos de estos obstaculos:

Incapacidad para manipular cantidades aisladas

Dificultad para dar sentido a cantidades negativas aisladas.
Dificultad para unificar la recta numérica

La ambigliedad de los dos ceros

Estancamiento en la etapa de operaciones concretas

2 e o A

Deseo de un modelo unificador

En la figura 1 se presentan los obstaculos y los autores. Se denota por medio del
signo mas, la superacién del obstéaculo; por el signo menos cuando no se alcanzo; por el
signo de interrogacion aquellos a los que el autor no pudo determinar porque los textos

citados no fueron suficientes para ilustrarlos, o porque la simplificacion del cédigo
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provisionalmente adoptado no permitio la presentacion de matices que dejaran entrever

la superacion del obstéaculo por el matematico.

OBSTACULOS

AUTORES 1 2 3 4 5 6
DIOFANTES :

SIMON STEVIN - S . " : =
RENE DE SCARTES - ? . ?

COLIN MACLAURIN + + : . w2 T
LEONARD EULER - + + ? . =
JEAN DALEMBERT - " 5 ” ; -
LAZARE CARNOT - - : " - -
PIERRE DE LAPLACE - - - ? : ?
AUGUSTIN CAUCHY + + - - - ?
HERMAN HANKEL -~ + + T T T

Figura 1 Obstaculos epistemolégicos (Glaeser, 1981).

A Diofanto se le atribuye el origen de la “regla de signos”, pese a que este autor
no hace referencia a los numeros negativos; Stevin, D’Alembert y Carnot conciben la
existencia de nimeros negativos en la solucion de ecuaciones pero no las aceptan como
cantidades reales; estos dos ultimos junto a Cauchy y Maclaurin concebian tanto los
positivos como los negativos de naturaleza distinta, lo positivo oponiéndose a lo negativo,
neutralizdndose entre si lo cual no facilitaba la unificacion en la recta numérica,
permitiendo dos semirrectas opuestas entre si, funcionando separadamente; el Unico
matematico que considera la ambigledad del cero es Hankel ya que, entre los demas, de
algunos no se puede inferir y los otros tenian dificultad para pasar de un cero absoluto a
un cero de origen elegido arbitrariamente; el obstaculo nidmero 5 es la dificultad de
alejarse de la atribucion de un sentido concreto a los numeros; por ultimo, solo Maclaurin
y Hankel pueden abandonar el deseo de un modelo unificador que justifiqgue tanto la
estructura aditiva como la multiplicativa de los numeros enteros, modelos como la

ganancia-pérdida justifican bien la primera estructura mas no la segunda (Glaeser, 1981).
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A raiz de las investigaciones de Glaeser, surgen también nuevos trabajos como los de
Duroux (1982) y los del mismo Broeusseau (1983).

Duroux se apoya en la definicion de obstaculo epistemoldgico planteada por Broueseau y
de la condicién que exige el obstéculo, la de ser un conocimiento y no una ausencia de

7

él.

En este sentido, considera que la “dificultad de aptitud para manipular cantidades
aisladas” y “la dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas” no deberian
considerarse como obstaculos, ya que estas son un déficit de conocimiento y no un
conocimiento. Se podria pensar entonces, que la “dificultad para unificar la recta real no
puede considerarse un obstaculo por ser un déficit. Sin embargo, ésta, es precisamente,
una concepcion, por considerar los nimeros negativos como objetos de una naturaleza

distinta a la de los positivos

Brouseeau (1983), siguiendo la misma linea de Douroux insiste en que se debe considerar
la diferencia entre un obstaculo y una dificultad y menciona que lo que propone Glaeser

son dificultades:

Muy a menudo, es entre las “dificultades” donde hay que buscar los indicios de los
obstaculos, pero para satisfacer la primera condicién que dice que un obstaculo es
un conocimiento, el investigador debera hacer un esfuerzo para reformular la
“dificultad” que estudia en términos, no de una falta de conocimiento, sino de

conocimiento (Brouseeau, 1983, p.190).

Pero no solo se deben tener en cuenta las dificultades y los errores de los obstaculos.
También es necesario identificar sus éxitos. En el caso de los nimeros enteros, el caracter
relativo de los niumeros positivos y negativos puedo jugar un papel importante en su
aceptacion, y suponer un obstaculo a una concepcién que asuma el signo como algo

intrinseco al propio numero.

Siguiendo con el estudio del camino dificil que han tenido los negativos para su aceptacion
mencionamos a Schubring (1986) quien también realiza un andlisis de textos escritos,
particularmente de alemanes, para explicar la dificultad de la emergencia de los nimeros
negativos recurriendo al termino obstaculo, pero con un tinte diferente a la concepcién de

los autores anteriores. A las principales dificultades las categoriza en tres obstaculos
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diferentes:

¢ Obstaculos internos a las matematicas: Para Schubring, esta categoria sefiala la
dificultad para distinguir entre la cantidad, magnitud y namero.

e Obstaculos epistemoldgicos: estos obstéaculos tienen que ver con la transmisién de
saber cientifico a la sociedad en general definiendo la epistemologia como las
diferentes concepciones sobre las condiciones de existencia de las entidades

matematicas. Entre ellas hace dos clasificaciones:

» Una sustancialista, segun la cual los conceptos se justifican por reduccion
a unos entes a los que se concede una existencia semejante a la del mundo
fisico.

» y otra sistematica, donde la existencia esta justificada por la coherencia del
campo conceptual y los conceptos no deben satisfacer mas que

condiciones internas a las matematicas (Schubring, 1986, p. 23).

e Arquitectura de las matematicas: esta tiene que ver con el grado de importancia
que se le da a las distintas ramas de la mateméticas; si se considera la geometria
con un mayor grado de importancia que el algebra, entonces la cantidad se
convierte en la nocién basica de las matematicas; si por el contrario es el algebra
la disciplina fundamental, entonces sera la cantidad la que pase a un segundo
plano y la geometria pasara a ser un campo de aplicacion de ella, quedando el

numero como nocién basica (Cid, 2006)

Otro de los autores que hace aportes a la epistemologia de las matematicas y en particular
alos nimeros enteros es Lizcano (1993) concluyendo que las representaciones simbdlicas,
formas de razonamiento y técnicas de cada sociedad determinan en gran medida las
matematicas que se pueden considerar creadas en esa sociedad. Estudia tres culturas
diferentes para mostrar como diferentes imaginarios sociales permiten a la cultura china
construir ciertas formas de negatividad que eran completamente impensables en la antigua
Grecia y solo parcialmente asumidas en el periodo alejandrino, cuando la idea del
paradigma aristotélico-euclidiano perdié fuerza. El autor no se expresa en términos de
obstaculos, pero si hace un estudio de algunas de las caracteristicas de la cultura griega

gue impidieron la aceptacion de ciertas formas de negatividad pero que en la cultura china
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se desarrollaron sin problema:

las principales diferencias entre las matrices fundamentales de los imaginarios
griego y chino son: i) Pensar por abstraccién (aphairesis) y determinacién, en
términos de géneros y especies, vs. pensar por analogia, simetria o equivalencias;
i) Asumir principios como el de identidad o no-contradiccion como principios
primeros (tanto del ser como del pensar) vs. una matriz preconceptual que
predispone (la realidad y el pensamiento) segun criterios de alternancia de
contrarios y oposiciones en torno a un hueco (wu) o centro; iii) Suponer un espacio
(v, en particular, un espacio de representacion) que es extension delimitada vs. un
espacio simbdlico marcado por la oposicion, en el que los lugares significan; esto
€s, un espacio extenso vs. un espacio tenso; iv) la negatividad se ve asi obligada a
pensarse, en una tradiciébn en términos de sustraccién (aphairesis) y del posible
sentido de expresiones como ‘nada’, ‘menos que nada’, lado de un cuadrado de
superficie menor que nada’, ‘sustraer una magnitud mayor de una menor’, etc.,
mientras que, desde la otra tradicion, se piensa en términos de opuestos articulados
en torno a un quicio que, rigiendo su enfrentamiento, rige también su anulacién
reciproca (jin). (Lizcano, 1993, p. 266-267)

Formas de negatividad: Aurora Gallardo.

En las diferentes culturas han estado presente diferentes formas de negatividad que de
algin modo también han posibilitado y han dado paso a la aceptacion de los niameros
enteros. Esas formas de negatividad pueden estar presente también en las diferentes
instituciones educativas en los cursos de pensamiento y sistemas numéricos, en particular,
con los numeros negativos. Por ello, Gallardo (1994) realizé un estudio documental que
revel6 una larga serie de formas de negatividad acufiada por Lizcano en el contexto de las
ecuaciones algebraicas. La historia comienza en la antigliedad y termina a fines del siglo
XIX cuando finalmente se resolvio el debate sobre los nUmeros negativos en matematicas.
Uno de los logros clave de este viaje a través de la historia del pensamiento fue la
identificacion de diferentes niveles conceptuales de negatividad incrustados en los
procesos de resoluciébn de problemas que se encuentran en textos matematicos de

diferentes culturas. Estos niveles irreductibles de diversificacion abren un amplio abanico
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de posibilidades, definiendo y enriqueciendo con éxito las categorias de negatividad
inicialmente imprecisas que cre6 Lizcano. Estos niveles se identifican e interpretan a

continuacion:

* Namero sustractivo. Donde la nocion de niumero esta subordinada a la magnitud.
En la resta de dos cantidades a - b, siempre b sera menor que a, donde a, b son
numeros naturales, es decir, el signo menos sélo tiene un caracter binario en el

nivel de la operacién de sustraccion.

* Nimero signado. Es el numero natural al que se le asigna un signo mas o un
signo menos. Surge la dualidad del signo: binario (signo de la operacién de adicién

0 sustraccién) y unario (signo asociado al nimero natural).

* Numero relativo. Se hace presente cuando se puede concebir la idea de opuestos

en situaciones discretas, asi como la idea de simetria en situaciones continuas.

* Nimero aislado. Surge cuando se acepta un nimero negativo como la solucién

de una operacion, un problema o una ecuacién (Gallardo, 2009, p.33)

Gallardo (2009) retoma ese estudio histdrico a la luz de un estudio tedrico sobre la
solucién de problemas aditivos (Bruno y Martindn, 1997) examinando algunos problemas
en las obras de dos matematicos: la obra Ars Magna de Cardano (1545) y la Triparty en

la Science Des Nombres de Chuquet (1484) infiriendo que

“estos autores utilizaron un lenguaje vernaculo para dar una explicacion adicional
gue justificara la negatividad de las soluciones, con oraciones muy similares a las
propuestas en Bruno y Martindn (1997) y definidas por estos investigadores como

formas seméanticas equivalentes” (Gallardo, 2009, p.70)

Este nuevo andlisis se hace paralelo a un analisis empirico que se realizé con estudiantes
de 12 y 13 afios en el que se observaron también los niveles conceptuales de los negativos
en la resolucién de tareas aritmético-algebraicas (Gallardo, 2002). Se termina concluyendo
gue las formas semanticas equivalentes y las equivalencias sintacticas permiten que la
suma y la resta de numeros signados se conciban como una Unica operacién, a su vez,
ponen al descubierto los distintos niveles de negatividad: sustractivo, sighado, relativo y

aislado.
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Asi pues, de los dos estudios mencionados anteriormente, la autora identifica que al igual
gue en los textos historicos, en el presente, los estudiantes extienden su nociéon de nimero
de manera paulatina transitando por los distintos niveles de negatividad y apoyandose
fuertemente en el uso del lenguaje natural para validar sus interpretaciones. De alli, la
importancia de promover la rigueza de contextos pertenecientes a una diversidad de
formas semanticas en el planteamiento del problema, pues este podria contribuir a la

extension de nimeros naturales a la de los enteros.

Clasificacién funcional y semantica de problemas aditivos

De acuerdo con Vergnaud y Durand (1983), los problemas de tipo aditivo son problemas

cuyas soluciones implican solamente sumas y restas.

Los problemas aditivos se pueden clasificar centrandose en la estructura funcional y
semantica entendiendo la primera como el tipo de situaciones numéricas (estados,
comparaciones y variaciones); la segunda como el modo de expresar dichas situaciones
(Bruno,1997 a) apoyada en Nesher (1983); Castro et al (1992) y Fuson (1992). No son
estas las Unicas cuestiones que subyacen en la clasificacion de los problemas aditivos
permitiendo analizar también, tanto el contexto como la posicidon de la incognita en la
situacion problema. Bruno (1994) se centra en los contextos y las estructuras de los
problemas aditivos simples con nimeros negativos donde trata cinco contextos usados
frecuentemente en los libros de texto: deber-tener, temperatura, cronologia, nivel del mar,
carreteras. El autor expone algunos resultados obtenidos de una experiencia que se realizé
con 111 estudiantes del grado séptimo entre los 12-14 afios con material curricular donde
se presentan los nimeros negativos a través de situaciones concretas. Aquel termina
concluyendo que el contexto que permite una mayor comprensiéon de los numeros
negativos es el deber-tener (situaciones con dinero); en una dificultad media estan las
situaciones referidas a situaciones con temperatura y el nivel del mar. EI mas complicado,

resulta ser el cronoldgico.

Las estructuras en el enunciado de problemas aditivos pueden ser ilustrados mediante
los siguientes problemas que corresponden al esquema x+y=z por lo que parecen ser
similares:

a) Si una persona tiene 8 pesetas y debe 11 pesetas. ¢Cual es su situacion
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economica?

b) Una persona nacio en el afio 123 antes de Cristo y vivié 65 afios. ¢En qué afio
murio?

c) Latemperatura en Madrid es de 5 grados centigrados sobre cero, en Paris hay 9
grados centigrados menos que en Madrid. ¢ Cual es la temperatura en Paris?

d) Un avion descendié 600 metros para huir de una tormenta y posteriormente subi6
350 metros. ¢ Cémo cambid la posicion del avion con respecto a la que tenia antes

de estos dos movimientos?

El problema a) se denomina de combinacidon de estados, porque hay un estado total y
dos parciales; el problema b) es de variacién de un estado, porque tenemos un estado
inicial, se produce un cambio o variacidon y se alcanza uno final; el problema c) es de
comparacion de estados, porque hay dos estados y la comparacién de ambos; y, por el
tltimo, el problema d) es un problema de combinacion de variaciones sucesivas,
porque hay dos variaciones o cambios sucesivos Y la variacion total. De las cuestiones
mencionadas anteriormente la incégnita permite obtener varias situaciones aditivas segun

su posicion (Bruno, 2001).

En resumen, podrian clasificarse los siguientes problemas aditivos atendiendo

Unicamente a su estructura y posicién de incégnita como lo muestra la figura 2.

Incégnita I, I, I
Estructura
Cambio (7tv=ef et+i?7=ef e, +v=;"
Cambio 1 Cambio 2 Cambio 3
Combinacion i7+e, =¢e; e;+:?7=e; eqte; =7
Combinacién 1 Combinacién 2 Combinaciéon 3
Comparacién i7+c=e, e1ti?7=e; e1+c=;7
Comparacion 1 Comparacioén 2 Comparaciéon 3
Dos cambios (7tv, = v, vt+i?7=v, v+, =7
Dos cambios 1 Dos cambios 2 Dos cambios 3

Figura 2 Estructuras de problemas aditivos (Bruno, 2004)
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Por otra parte, estas situaciones problemas no son las Unicas que se deben trabajar con
los nUmeros negativos. Es necesario que hagan parte también otros dos aspectos
relativos a los mismos, pues, ademas del contexto (problemas aditivos), estos comparten
una dimensién abstracta, como estructuras bien formadas, donde el simbolismo juega un
papel importante para su comprension y una dimension de recta donde se realizan
representaciones de los nimeros con puntos o con vectores. Pero no basta Gnicamente
con trabajar estas dimensiones por separado, es imperativo que haya una relacion y
comunicacion entre ellas, permitiendo pasar del uso de una representacion a otra (Bruno,

1997) como lo ilustra la figura 3.

recta
contextual | | " | abstracta

Figura 3 Transferencias entre dimensiones (Bruno 1997)

Para comprender un poco mas la transicion de las tres dimensiones podemos remitirnos
a la figura 4. Donde se ilustra con algunas situaciones las seis posibles transiciones entre

ellas.
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transferencia abstracto — recta

Representa en la recta la operacion:
—4+10=6

transferencia recta— abstracto
Dime vna pperacién que pueda ser
representada en la recta de la siguiente

forma
11

b

-5 0 6

transferencia abstracto — contextual
Dime una situacién que pueda ser
resuelta con la siguiente operacién:
—447=3

transferencia contextual — abstracto
Dime una operacién que pueda resolver
la siguiente situacién:

La temperatura en Madrid es de 9 gra-

dos sobre cero. En Paris hay 12 grados
menos que en Madrid. ;Cudl es la
temperatura en Paris?

transferencia recta — contextual
Dime una situacién que pueda ser re-

transferencia contextual — recta
Representa la siguiente situacién en la

recta presentada de la siguiente forma:
Un ascensor estaba en el piso 5 del

sotano y subié 7 pisos. ; Cudl era la -1
posicidn del ascensor después de esta I I l I I | I
subida?

Figura 4 llustracién entre las transferencias (Bruno, 1997)

El estatus de los nameros enteros.

Es en la mateméatica moderna donde se les da el verdadero estatus a los niumeros enteros
cuando Hankel utiliza la idea de Peacock sobre el principio de permanencia de las
operaciones formales, donde postulaba que al hacer cada nueva ampliaciébn numérica, se
deben conservar las leyes formales de uniformidad, asociatividad, conmutatividad y
distributividad; ademas, las definiciones de las operaciones en campos cada vez mas
amplios, conservando las leyes formales, permiten generalizar sin nueva demostracion los
teoremas obtenidos para campos mas restringidos. Hankel en 1867 justifica los nimeros
negativos con el principio de permanencia de las leyes formales, introducido por Peacok
dando un salto de lo concreto a lo formal que permitird justificar los diversos sistemas

numeéricos. La aceptacion de este principio genera un efecto:

La consecuencia légica de conservar las leyes formales al hacer cada nueva
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ampliacibn numérica es que dejaba de ser necesario demostrar para el nuevo
sistema las reglas del calculo aritmético, y que las definiciones de las operaciones
en campos cada vez mas amplios, conservando las leyes formales, permitian
generalizar sin nueva demostracion los teoremas obtenidos para campos mas
restringidos. A partir de aqui, la palabra nimero iba a ser redefinida, asi como sus
dos operaciones fundamentales: adiciébn y multiplicacion. Esto no se hacia

arbitrariamente sino cumpliendo condiciones (Gomez, 1999).

NUmero entero

Definiremos el nimero entero (Negrete, 2021) tal como se presenta en la actualidad desde
la mateméatica moderna, la de las estructuras: supongamos la ecuacion a = b + x tomada
de la pareja ordenada (a, b) del producto N x N con solucion perteneciente a N . Podemos
observar que hay varias parejas (c,d) distintas, de este producto, donde una misma X
resuelve las ecuacionesa = b+ xyc =d + x. Esdecir, losvaloresa = 8,b =3;c =11,d =
6 muestran como la pareja (11,6) es, como solucion de la ecuacion, igual a la pareja (8,3)

y son muchas otras parejas las que tienen la misma solucion.

8=3+5

11=6+5
Buscamos que un nimero entero sea la clase de equivalencia cuyos elementos sean todas
las parejas (c,d) € Nx N, para las que una misma x € N resuelva ¢ = d + x. De ellas se
elegird un representante (a,b) que dara nombre a cada clase, pero mas importante es
distinguir que todo elemento de cada clase refiere a un mismo ndmero entero.
Sean (a,b) € NxN y(c,d) € NxN. a=b+xYyc=d+ x tienen la misma solucién siy
sblosia+d=b+c
La proposicién anterior motiva entonces la siguiente definicion para todas las parejas (a, b),

no solo para aquellas cona = b

Definicion. Sean (a, b)~(c, d) parejas de nameros naturales. Diremos que (a, b)~(c,d) si
ysolosia+d=b+c.
Podemos decir que ~ es una relacioén de equivalencia por que se cumple:

e Lapropiedad reflexiva:
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Para toda (a, b) se cumple que (a,b)~(a, b).

Por propiedad de la suma en los naturales a + b = b + a Por lo tanto (a,b)~(a, b)

e Lapropiedad simétrica:
Para todo (a, b), (c,d). Si (a, b)~(c,d) entonces (c,d)~(a, b).
Si (a,b)~(c,d), entonces a+d=>b+c. Por simetria de la igualdad y por

conmutatividad de la suma tenemos ¢ + b = d + a. Por lo tanto (c,d)~(a, b).

e Lapropiedad transitiva:

Pata todo (a,b),(c,d),(e,f) € NxN de manera que (a,b)~(c,d) A (c,d)~(e,f)
entonces (a, b)~(e, f).

Si (a,b)~(c,d), entoncesa+d=b+c y Si (c,d)~(e,f) entonces c+f =d +
e Sumando ambas ecuaciones se obtiene a+ f+c+d=b+e+c+d porlaley

cancelativa a + f = b + e. Por lo tanto, (a, b)~(e, f).

Es decir, la relacion definida es una relaciéon de equivalencia porque cumple las tres
propiedades, reflexiva, simétrica y transitiva.
Definicién. Un nimero entero es una clase de equivalencia de ~
(a,b) := {(c,d)eENxN:a+d=b+c}
Definicion. la suma en los enteros es la funcion +:Z xZ —» Z tal que;

(a+b¥(c +d=(a+c=b+d) (Negrete, 2021)

Importancia de la enseflanza de los nameros enteros.

La enseflanza de las magnitudes relativas, de los numeros enteros, sus relaciones
y operaciones ha sido objeto de estudio por las dificultades que se evidencian en la falta de
significados construidos por los estudiantes en la basica secundaria. Y es que, en particular,
la dificil aceptacién, tanto de las cantidades negativas como de los nUmeros enteros en la
historia de la matematica, puede ser parte del reflejo de las dificultades para darle

significado a todas aquellas.

Los nimeros naturales no resultan ser suficientes para resolver ecuaciones de tipo x+1=0,
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es por ello entonces, que se hace necesario para la solucion de la ecuacién anteriormente
mencionada, sin que sea la Unica causa, ampliar el conjunto numérico de los nimeros
naturales a uno mas amplio, el de los enteros, que permita la solucién de dichas
ecuaciones. Sin embargo, matematicos como Carnot, D"Alembert encuentran y utilizan
soluciones de dicha ecuacién con cantidades negativas, pero estas no se conciben como
reales, sino como magnitudes aisladas (ficticias). Esta es una muestra de que la aceptacion
de los numeros negativos, en la historia, ha sido “obstaculizada”, sin decir con esto que no
se aceptara 0 se empezara a hablar, por lo menos, en diferentes culturas, de magnitudes

relativas (deber, tener; el bien, el mal; arriba, abajo).

Pero no solo es reconocer la importancia y necesidad de ampliar dicho conjunto sino de
reconocer también la importancia de, como menciona Freudenthal (1991), estructurar y
sistematizar el sentido comun de las operaciones y que ese sentido comuan ya estructurado
derive en reglas que a su vez se vayan convirtiendo en sentido comun para un nuevo
conocimiento, a un nivel mas alto. Por lo que podriamos pensar que las reglas, que se
convirtieron en sentido comun en las operaciones con ndmeros enteros, pueden seguir
estructurandose para nuevos conocimientos y asi, podria abordarse el campo de los
numeros racionales y sus operaciones, que nos ofrecen un espectro mas amplio de

situaciones que podemos resolver.

Comprender los algoritmos de las diferentes operaciones al igual que darles significados,
ademas de relacionarlas, permite que el estudiante se vaya haciendo explicitos procesos
de algoritmos propios de otras situaciones en las mateméaticas mismas o en la vida cotidiana
que pueden ir “negociando con el docente” de manera que este siempre esté como guia.
Pero no es importante solo para formar sus propias estructuras de las operaciones, también
lo es para darle un significado a las cantidades relativas y modelar las operaciones de un
modo concreto que tengan un significado para ellos. Entonces es posible organizar y
estructurar el sentido comun subyacente en el proceso de manipular objetos matematicos

e ir convirtiéndolo en una matematica formal mediante la simbolizacion.

Por otro lado, la enseflanza de las operaciones con numeros enteros también es
indispensable para otras ciencias diferentes a la matematica para la estimacion y el calculo

en diferentes situaciones. Entre ellos el calculo de desplazamientos, velocidades, recorridos
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en fisica; diferencias de temperaturas que utilicen las magnitudes relativas; la utilidad para

manejar finanzas en el campo de la economia; etc.

Por eso, como lo plantea el MEN refiriéndose al pensamiento numérico, en este caso a las
operaciones con numeros enteros:
son indispensables para muchas de las actividades que experimentan las personas
a diario en el sentido que permiten y ayudan a formular y solucionar situaciones de

la vida cotidiana

Una de las practicas que los colombianos viven en la cotidianidad es el manejo del estado
financiero en los hogares que tiene que ver con facturas y recibos donde se evidencian
créditos, débitos, descuentos, saldos, entre otros. Donde es imperativo, para poder realizar
un andlisis del estado de esas facturas, reconocer dichas cantidades signadas (deudas,
ganancias) y operarlas entre si. Ademas de ello, fendmenos como la crisis climética que
azota a todo el mundo hoy en dia, sugieren hacer un reconocimiento en cambios o
diferencias de temperaturas para tener una mejor comprension de las causas, efectos y

discutir posibles mitigaciones del fenémeno.

Desde los lineamientos curriculares se evidencia también la intencidn de volver a trabajar
en las operaciones basicas con algunos conjuntos huméricos, entre ellos los enteros, dado
los resultados estériles que se estaban generando por el énfasis que se le estaba dando a

la matematica moderna, aquella basada en conjuntos.
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Marco legal

En el siguiente normograma se presenta un resumen de las diferentes normas a nivel local,

nacional e internacional que obedecen a la ensefianza de las matematicas y en particular

de las magnitudes relativas y operaciones con nimeros enteros.

Normograma

Norma

Texto de la Norma

Contexto normativo

Conferencia
Mundial
Educacion

sobre la
para
Todos: Satisfaccion
de las Necesidades
Béasicas de
Aprendizaje

(articulo 1)

Articulo 1: Cada persona —nifio, joven
o adulto— debera estar en condiciones
de aprovechar las oportunidades

educativas ofrecidas para satisfacer

sus necesidades béasicas de
aprendizaje.
Estas necesidades confiere a los

miembros de wuna sociedad la
posibilidad vy, a la vez, Ila
responsabilidad de respetar y
enriqguecer su herencia cultural,

linglistica y espiritual comun, de
promover la educacion de los demas,
de defender la causa de la justicia
social, de proteger el medio ambiente
y de ser tolerante con los sistemas
sociales, politicos y religiosos que
difieren de los propios, velando por el
respeto de los valores humanistas y
de

comunmente aceptados, asi como de

los derechos humanos

trabajar por la paz y la solidaridad

Enmarcados en este
propésito  mundial, Ila
propuesta pretende,
brindarles diferentes
herramientas para el
aprendizaje de las
magnitudes relativas y las

operaciones con nuameros
enteros para que participe
plenamente del desarrollo
suyo y de su contexto,
mejore su calidad de vida 'y
gque participe y tome
decisiones fundamentales

en su vida.




APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

internacionales en un mundo

interdependiente.

Ley 115 de febrero 8
de 1994.

Articulo 5: fines de
la educacion

(numerales 5y 9)

La adquisicion y generacion de los
conocimientos cientificos y técnicos
humanisticos,

mas avanzados,

historicos, sociales, geograficos y
estéticos, mediante la apropiacion de
habitos intelectuales adecuados para

el desarrollo del saber.

El desarrollo de la capacidad critica,
reflexiva y analitica que fortalezca el
avance cientifico y tecnoldgico
nacional, orientado con prioridad al
mejoramiento cultural y de la calidad
de la vida de la poblacién, a la
participacion en
de

problemas y al progreso social y

la busqueda de

alternativas solucibn a los

econdémico del pais.

El aprendizaje de las
magnitudes relativas y las
operaciones con numeros
enteros propios de la
mayoria de las ciencias
permitira que el estudiante
pueda conocer y hacer un
analisis critico y reflexivo
de de

fendmenos de su contexto

algunos los
y participe en la busqueda
de alternativas para el
progreso social y

econdémico.

Ley 115 de febrero 8
de 1994.
Articulo 78:

Regulacion del curriculo. EI' MEN
disefiara los lineamientos generales
de los procesos curriculares y, en la
los

educacion formal establecera

En particular se estable el

pensamiento numerico
como uno de los
pensamientos que los
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indicadores de logros para cada

grado de los niveles educativos.

estudiantes deben
desarrollar de acuerdo a
cada una de los sistemas
matematicos (métrico,
numérico, variacional y

demas) que se adquiere

gradualmente y va
evolucionando en la
medida en que los
alumnos tienen la

oportunidad de pensar en
los niumeros y de usarlos

en contextos significativos.

Estandares basicos
en competencias en
matematicas MEN

2006

de

competencias constituyen uno de los

Los estandares béasicos
parametros de lo que todo nifio, nifia
y joven debe saber y saber hacer para
lograr el nivel de calidad esperado a
su paso por el sistema educativo y la
evaluacion externa e interna es el
instrumento por excelencia para
saber qué tan lejos o tan cerca se esta
de alcanzar la calidad establecida con

los estandares.

Especificamente se trata
de que el estudiante sea
de

procedimientos aritméticos

capaz justificar
utilizando las relaciones y
de

operaciones en el conjunto

propiedades las

de los numeros enteros.

Derechos basicos
de aprendizaje V2

2016

El MEN presenta los Derechos
Basicos de Aprendizaje (DBA) como
de

estructurantes que han de aprender

un  conjunto aprendizajes
los estudiantes en cada uno de los
grados de educacion escolar, desde
transicion hasta once, en el area de

matematicas.

El derecho basico que
justica este proyecto es la
comprension y solucion de
problemas que involucran
los nUmeros enteros

en los diferentes contextos

del estudiante.

Tabla 1 Normativa estandares basicos en matematicas.
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Marco espacial

Colegio Vid ubicado en el barrio Cérdoba de la ciudad de Medellin se encuentra estratificado
en los niveles 2 y 3. Es una institucién educativa de caracter formal, mixta, privada, de
jornada diurna, calendario A, catélica, sin &nimo de lucro y con una preocupacion constante
por la formacién espiritual de los estudiantes, en los niveles educativos de prescolar, basica
primara, basica secundaria y media. Cuenta con una poblacion superior a los 900
estudiantes.

Es una obra de la Congregacién Mariana, con un proyecto educativo enmarcado en los
fines de la educacién colombiana y los principios éticos y humanisticos de la Iglesia
Catdlica; inspirada en el deseo de servicio apostdlico, para formar personas en el ser, el

saber, el hacer y la responsabilidad ambiental.

El Colegio como obra de la Organizacion VID-Congregacién Mariana, se articula a las
acciones corporativas que, desde las diferentes Obras de salud, comunicaciones y de
familia trabajan por el bienestar integral de las personas a quienes atiende. Con base en lo
anterior, la Comunidad Educativa se beneficia de los servicios y programas que ofrecen;
ademas de los diversos convenios interinstitucionales por el caracter de institucion
educativa privada. Ademas, tiene un enfoque en la profundizacion de la informatica,
considerando que facilita los procesos de transformaciéon cultural y fortalece aquello que

gueda de la tradicién cultural como patrimonio digno de conservar.

En el 2018 el colegio VID se posicion6 en el primer lugar dentro de los colegios de la comuna
y en su nucleo; en el puesto 25 a nivel local y en el 45 a nivel departamental por lo que este
proyecto pretende seguir mejorando los desempefios de los estudiantes en la asignatura
de matematicas. Ademas de aumentar los resultados en pruebas estandarizadas, se espera
gue los estudiantes del colegio VID, en particular, lleguen a comprender los nimeros
enteros, sus relaciones, operaciones aplicandolas a situaciones de la vida cotidiana,
ademas de generar un cambio en la modalidad de la ensefianza de las matematicas que
se centra en los modelos tradicionales basados en el enunciado de reglas y algoritmos que
Nno se enmarcan en contextos reales que generan significados errados y falencias en la

resolucion de problemas que de su entorno y dentro de las matematicas mismas.
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Disefio metodolégico

Enfoque

Este proyecto se enmarca en la metodologia de investigacion accion con un enfoque
cualitativo interpretativo donde se realiza un estudio profundo y reflexivo sobre la practica
de ensefianza con el fin de mejorar la calidad de la accion, en particular, de la comprension
de los numeros enteros -mediante el disefio e implementacion de una secuencia didactica-
gue vincula dos procesos de forma simultdnea para mejorar las préacticas sociales en un
determinado campo. En este caso, la institucion educativa, tanto el de los avances teéricos
(en la medida que se hace una reflexion critica en torno a los procesos de investigacion),

como el de cambios sociales mediante la accion y la participacion.

Ademas, es una metodologia que se da de forma ciclica, conservando tres procesos
fundamentales que se repiten en el tiempo, detectando, en primera instancia, una situacion
problematica en un campo social; luego formular una o varias estrategias de accién que
permitan dar soluciones a la problematica anteriormente detectada; después de la
implementacién de ese plan de accién, sera analizado y evaluado el alcance para realizar
diagnosticos posteriores (y luego sus otras dos etapas siguientes nuevamente). Esto
permite mejorar cada vez mas la practica profesional (en este caso el de las practicas de
ensefianza) para el autodesarrollo y generar cambios en los significados construidos por
los estudiantes en torno a las magnitudes relativas y las operaciones con nimeros enteros

en este caso.

En este sentido, Elliot (1993, citado por Murillo 2010), entiende la investigacién accién como
una reflexién sobre las acciones humanas y las situaciones vividas por el profesorado que
tiene como objetivo ampliar la comprensién (diagnéstico) de los docentes de sus problemas

practicos.

Asi pues, la investigacion accién permitira a este proyecto hacer un analisis autorreflexivo
evidenciado una probleméatica sobre la ensefianza tradicional de las operaciones con
numeros enteros donde por medio de un plan de accién, que sera implementado, se

evaluard y analizara con el proposito de mejorar dicha préactica de ensefanza.
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Diagnaéstico

Esta es la primera fase que se enmarca dentro de la metodologia investigacién-accion y
gue en este caso en particular se encontrd, en la practica de ensefianza del pensamiento
numérico, poca comprension de los numeros enteros y sus multiples relaciones. El poco
reconocimiento de las magnitudes relativas de los nimeros y el efecto de las operaciones
entre ellos, debido a modelos tradicionales basados en el enunciado de reglas y algoritmos
gue no se enmarcan en contextos reales y significativos, por lo que surge la pregunta que
se ha planteado al inicio y que direccionard la resolucidon del problema encontrado
aplicando las ideas principales que trata la educacion matematica realista de Hans
Freudenthal que parte de contextos y situaciones reales como modelo en la ensefianza de
la matemética; trazando como obijetivo principal el disefiar una propuesta didactica que
contribuya a la comprension de las operaciones de suma y resta; identificando cuales son
los recursos matematicos con los que cuenta el estudiante, cémo los utiliza y cémo los
monitorea en la aplicacion de algoritmos matematicos para la suma y resta de nimeros
enteros; Implementando la secuencia didactica con actividades digitales y concretas
disefiadas desde contextos reales y; por ultimo, validando los efectos que genera la
aplicacion del proyecto de medicacién docente a la comprensién sobre los nimeros y sus

operaciones y el desarrollo de estrategias para utilizarlos.

Plan de accion

El plan de accién se encaminara en la elaboracion de una secuencia didactica, enfocada a
desarrollar el pensamiento numérico (definido en los lineamientos curriculares del MEN)
mediante una serie de actividades que buscara mejorar las practicas de ensefianza, en
particular de la comprensién de los numeros enteros, operaciones, relaciones y el
reconocimiento de las magnitudes relativas y el efecto de las operaciones entre ellas,
establecidas en los Estandares y DBA, pero también de la dotacion significados, con
estudiantes del grado octavo del colegio VID y, que al igual que la estrategia, cuenta con
un proyecto enmarcado en los fines de la educacion planteados en la ley 115 de febrero de

1994, particularmente, los numerales 5y 9.

Se realizaran estrategias virtuales con apoyo de las herramientas, GeoGebra y con material
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concreto mediante el uso del modelo de neutralizacién, basadas en las ideas de la
Educacion Matematica Realista de Freudenthal. Comenzando una valoracion, mediante
una prueba diagnostica de los pre-conceptos o significados que se han construido al iniciar
la implementacion de la estrategia didactica planteada; continuando con el desempefio de
la comprensiéon por medio de las actividades desarrolladas con las herramientas virtuales
(Geogebra) y concretas, que se realizaran con los estudiantes para adquirir la comprension.
Finalmente, se desarrolla una actividad final para dar cuenta del alcance obtenido con la

estrategia.

Todo ello con un enfoque cualitativo interpretativo, realizando un estudio profundo y
reflexivo sobre las practica de ensefianza con el fin de mejorar la calidad de la accion, en

particular, de la comprensién de los numeros enteros,

Accién y observacion

Se realizar4d una prueba diagnéstica para evaluar conocimientos previos, significados
construidos y evaluar si los estudiantes pueden aplicar las operaciones a situaciones de la
vida real; de la intervencion que se hard en el aula se realizaran actividades utilizando el
modelo concreto de neutralizacion y de desplazamientos para comprender la suma vy la
resta de nimeros enteros desde otra perspectiva, asi como el uso y solucion de situaciones

reales estructuradas mediante sus formas semanticas.

Evaluacién

En esta fase se analizara la informacion que se obtendra al aplicar la propuesta enmarcada
en las ideas de Freudenthal respecto a la educacién matematica realista, recolectando la
informacién mediante la realizacién de un diagndstico inicial con un formulario, la aplicaciéon
talleres y actividades escritas que estan en la secuencia didactica donde se analiza y se
realiza el comparativo de los significados construidos antes de aplicar la secuencia y los
gue construyeron después de aplicar esta propuesta para analizar el impacto, o no, de la

propuesta.

Instrumentos de recoleccidn de recoleccién de informaciéon

Para evidenciar los significados que han desarrollado los estudiantes basada en la
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ensefianza tradicional de reglas y de algoritmos para la comprension de los niumeros
enteros, las magnitudes relativas y las operaciones entre ellas, ademas de identificar si los
estudiantes pueden relacionar las operaciones con situaciones de la vida cotidiana se
realizard un diagndstico mediante una actividad que cuenta con un cuestionario de 7
ejercicios de conceptos de nimeros enteros como orden, representacion en la recta

numeérica y operaciones de suma y resta tanto nivel abstracto como contextual.

Posteriormente, en el desarrollo de la secuencia didactica se plantearan actividades
escritas de los modelos de neutralizacion y modelos de desplazamientos donde se
plantean diferentes ejercicios de operaciones con ndameros enteros registrando y
justificando las respuestas de cada uno de los estudiantes utilizando el material concreto y
con cuestionarios sobre situaciones (el termémetro, el ascensor, las latitudes por encima y
por debajo del nivel del mar) que presentaran de forma interactiva, el modelo de
desplazamientos. También, se disefiaran actividades con situaciones aditivas (diversos

contextos donde se evidencian las magnitudes relativas y las operaciones entre ellas).

Poblacion y muestra
La poblacién con la cual se desarrollara esta propuesta son los estudiantes de la jornada
de la mafiana del colegio VID, y la poblacién seran los estudiantes del grado octavo con

una cantidad entre los 30 y 40 estudiantes de edades entre 13 y 14 afios.

Impacto esperado

Se espera por medio de este proyecto mejorar la practica de enseflanza para que los
estudiantes puedan comprender y darles un significado real a las operaciones con nimeros
enteros y magnitudes relativas evitando asi la memorizacion de reglas que a largo plazo se
van olvidando y asi poder hacerlas mas significativas. Ademas, se espera que los
estudiantes del colegio VID puedan desarrollar el pensamiento mateméatico a partir de
clases mas interactivas con las herramientas virtuales y el material concreto utilizado en

esta secuencia didactica.
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Planificacion de actividades

Formular objetivos generales

Formular objetivos

especificos

Identificar metodologias que
permitan el desarrollo del

pensamiento numérico

FASE OBJETIVOS ACTIVIDADES
Fase 1: Identificar problema 1.1. Revisiébn bibliografica sobre
modelos para trabajar las
Diagndstico Formular pregunta

operaciones con nimeros enteros

de manera concreta.

1.2. Revisién bibliografica de los
lineamientos y estandares del
MEN basados en el desarrollo del

pensamiento numeérico

1.3. Revisibn  bibliografica de
obstaculos epistemoldgicos para

comprender los nimeros enteros.

1.4 Revision bibliografica sobre la
teoria de educacibn matematica

realista.

Fase 2: Disefo

Disefiar material y
actividades de ensefianza vy
evaluacion para la
intervencion en el aula desde
un enfoque cualitativo
interpretativo, y a la luz de las
ideas de la Educacion

Matematica Realista

2.1 Disefio y construccion de
actividades para evaluacion de los

preconceptos.

2.2 Disefio y construccion de
actividades evaluativas durante la

implementacion de estrategia.

2.3 Diseflo y construccion de la
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2.4

secuencia didactica.

Diseflo y construcciébn de
actividades didacticas utilizando

las TIC y material concreto.

Aplicar las  actividades

propuestas

3.1.

3.2

3.3

Aplicar actividades propuestas
para la evaluacion de

preconceptos.

Intervencion en el aula de la
estrategia didactica de ensefianza
propuesta basada en modelos de

neutralizacion y desplazamiento.

Aplicar actividades propuestas
evaluativas para la evaluacion
final del proyecto desde un
enfoque cualitativo interpretativo,
y a la luz de las ideas de la

Educacion Matematica Realista

Fase 3:
Intervencién en el
aula.

Fase 4.
Evaluacion

Evaluar el desempefio de la
estrategia didactica o de la

propuesta

4.1.

4.2

Realizacion del analisis de los
resultados obtenidos al
implementar la estrategia
didactica en los estudiantes de

octavo grado del colegio VID.

Valoracibn continua de las

actividades que se haran dentro
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de la propuesta, fundamentada
desde la educacién matematica

realista.

Fase 5:
Conclusiones vy

recomendaciones

Determinar el alcance

acorde con los objetivos

especificos que se
plantearon al inicio de su
trabajo final y la

profundizacion en su practica

5.1

Las conclusiones deben generar
sus respectivas
recomendaciones. Estas deben
ser claras, bien sustentadas y
dar los

justificadas. Deben

lineamientos para la posterior

docente. implementaciéon de las acciones
propuestas.
Tabla 2 Planificacion de Actividades
Actividades Semanas
1(2|13[4]|5|6(7]|8(9 1 (1)1 1 (1|1 1
01122 |3 |4 |56 |7 |8]9]0
11 X | x
1.2 X | X
13 X[ X
14 X[x]x]|x
2.1 X [x [x
2.2 X [x [x
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2.3 X |Ix [X
2.4
3.1 X
3.2 X
3.3 X
4.1
4.2
51

Tabla 3. Cronograma de actividades
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Actividades y analisis

El andlisis que se realiz6 de las actividades que presentaron los estudiantes se dividieron
en dos momentos: en primer lugar, el diagnéstico inicial; posteriormente, las diferentes
actividades utilizando el material concreto y situaciones en contextos reales los cuales estan

en los anexos de este trabajo.

Prueba diagndstica

Con esta actividad se pretende evidenciar cuales son los recursos con los que cuenta el
estudiante para identificar cantidades relativas; aplicacion de operaciones como la sumay
resta tanto en contextos reales como en los propios de las matematicas; qué

procedimientos y algoritmos realizan para resolver dichas situaciones.

Se realiza a la actividad con un total de 33 estudiantes. La prueba contiene 7 ejercicios que
pretenden analizar las respuestas de los estudiantes sobre la nociéon de cantidades
relativas, la traslacion de las diferentes dimensiones de numero entero y sus operaciones
(dimension contextual, dimension de recta y la dimension abstracta): el primero hace
referencia a las cantidades relativas, si reconoce los nimeros negativos en situaciones de
la vida cotidiana como las ubicaciones con respecto al nivel del mar (por encima, por
debajo); el segundo pretende identificar la nocién de relacion de orden en los nimeros
enteros; los siguientes cuatro puntos son problemas aditivos con nimeros enteros en
contextos temporales, de temperatura, de altura a nivel del mar, de ganancias y pérdidas;

los dos puntos finales se centran en la operacién de suma y resta de numeros enteros.

Ejercicio 1.
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1. Si el avion esta ubicado a 600 metros respecto al nivel del mar, qué valor le
asignarias al biho; a la parte mas alta del arbol; a la superficie de la pelota que esta
haciendo contacto con el mar; y, al caballito de mar.

Figura 5. Ejercicio 1 prueba diagnoéstica

Este ejercicio tiene como objetivo analizar si los estudiantes son capaces de reconocer los
nameros negativos y utilizarlos en diferentes situaciones para realizar representaciones de

cantidades relativas de la vida real.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
14 9 10

Tabla 4. Resultados respuestas ejercicio 1 prueba diagndstica

13 estudiantes fueron capaces de identificar y emplear el nimero negativo para describir
“niveles” por encima y por debajo del mar dando valores negativos a los objetos que se
encuentran por debajo del nivel de referencia. Este es el caso de la estudiante 4 que
representa la ubicacion de los objetos que estan sobre el nivel del mar como cantidades

positivas y la del caballo de mar como una cantidad negativa.
RIS = €00 MelvOd
BHIho= 2 00 MmetvOd
i\\l‘og\‘ — 20 MeXTOD
Padora=0 "”‘Qﬁwb t
ccll b =-— 200 mekve?

Figura 6 Respuestas respecto al nivel del mar
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10 de los estudiantes no se atrevieron a realizar una representacion de la situacion; 8 no le
asignan numeros negativos y tampoco hacen explicito que hay objetos por debajo del nivel
del mal, solo representa con el nimero positivo como el estudiante 2 que ubica el 100 como

positivo en la recta, pero lo expresa como nimero negativo.
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Figura 7 Respuestas estudiantes al ejercicio 1

Ejercicio 2.

2. Ordena de mayor a menor las siguientes temperaturas ("C) registradas en una

reconocida ciudad de Europa durante el afo.
-32° 23° -38° -3° 57 27" 15°

Figura 8 Ejercicio 2 prueba diagnostica

Con este ejercicio se pretende que los estudiantes identifiquen la relacion de orden de los
numeros enteros aplicando el concepto en situaciones reales (en el contexto de

temperaturas) donde se menciona el registro de varias temperaturas en determinada ciudad

para ubicarlas de mayor a menor.
Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
19 14 0

Tabla 5 Resultados respuestas ejercicio 2 prueba diagnéstica

Se identificé que 19 de los estudiantes logran ubicar u ordenar de mayor a menor las

diferentes temperaturas, sin embargo, ninguno de ellos utiliza el simbolo “mayor que” o
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“‘menor que” (los ordenan de izquierda a derecha o de arriba hacia abajo), es el caso del

estudiante 4.

@ ;
. 23° 5‘ b
9 rl’bo ~ 32"
o . B jfv ~33
ko 5°

Figura 9 Respuestas temperaturas positivos y negativos

Lo

Los que no lograron responder correctamente, en su mayoria, tiene claro que los positivos
son mayores que los negativos, pero confunde la relacion de orden en los negativos

manifestando que -3 es mayor -2, por ejemplo. Como el estudiante 20 que expresa que -38

es mayor -32.
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Figura 10 Respuestas enteros negativos

Otra pequefia parte, de la que hace parte el estudiante 2, no toma en cuenta el signo para

ordenar las cantidades, ubicando un numero negativo entre dos positivos.
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Figura 11 Respuestas sin ordenar
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Ejercicio 3

3. El matematico Tales de Mileto nacié en el 624 a.C. y vivid 78 afios. jEn qué afio
murié? Representa la situacion en la recta numérica.

Figura 12 Ejercicio 3 prueba diagndstica

Este, es un problema aditivo de los que categoriza (Bruno, 2001) como “variacién de estado”
en un contexto temporal con incégnita en el estado final. Se pretende analizar si el
estudiante es capaz de utilizar la recta numérica como recurso para la solucion de

situaciones reales.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
11 19 3

Tabla 6 Resultados respuestas ejercicio 3 prueba diagnéstica

Entotal 11 de ellos lograron contestar correctamente; la mayoria no utiliza la recta numérica

para apoyarse, sino directamente con la operacién. El estudiante 33 utiliza ambas.
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Figura 13 Respuesta de estudiante que utiliza recta numérica y operacion.

Los estudiantes que no supieron resolver, la mayoria no logran ubicar los numeros
negativos en la recta de manera ordenada y no utiliza signos o alguna referencia que

discrimine a.c. con d.c, como el estudiante 6 que no tiene en cuenta el signo de los nUmeros.
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Figura 14 NUmeros representados en la recta
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Ejercicio 4.

4. Un pez globo que esta a 9 metros bajo el nivel del mar, primero desciende 3 metros
v luego baja 5 metros, ;a qué nivel del mar se encuentra el pez ahora?

Figura 15 Ejercicio 4 prueba diagndstica

Esta es una situacion de una “combinacion de variaciones” con contexto “nivel del mar”

donde se pregunta por el estado final de un pez globo que hace varios descensos.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
18 14 1

Tabla 7 Resultados respuestas ejercicio 4 prueba diagnoéstica

En este punto se registr0 18 respuestas correctas, pocos responden utilizando una
representacion de la situacion con operaciones. De los que no contestaron acertadamente,
hacen la operacién de restas (descenso), sin embargo, el 9 del estado inicial lo toman como
positivo por lo que a muchos les da uno positivo en su respuesta y lo interpretan como tal
(quedd a un metro por encima del nivel del mar).

El estudiante 4 logra representar la situacion con la recta numérica pero no hace una

referencia a alguna operacion que permita obtener el mismo resultado.

1

= 3 =

2 Se ocomd
gl a |3 mehd bﬁdo ;
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Figura 16 Representacion recta numeérica vertical
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El estudiante 19 logra representarlo de manera correcta mediante las operaciones, tomando

los descensos como agregar nUmeros hegativos.

2 [ =7, Ya Yoz AT
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Figura 17 NUmeros negativos

El estudiante 32 aplica la operacion de resta para indicar el descenso, sin embargo, no tiene
en cuenta los signos negativos de la posicion inicial. No concibe el nimero relativo
(Gallardo, 2009)
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Figura 18 Estudiante no concibe el nimero relativo.
Ejercicio 5

5. Una empresa en cada afio realiza dos estados de ganancias y perdidas (julio y
diciembre). La tabla muestra las ganancias o las pérdidas en miles de millones.
¢ Cual es la diferencia entre los resultados entre julio y diciembre en cada afio?
&, Cual es el balance total?

Afio Julio Diciembre
2017 -1 25

2018 9 -18

2019 0 6

2020 -1 -4

Figura 19 Ejercicio 5 prueba diagndstica

Esta es un problema aditivo de “combinacion de estados” con la incognita en el estado final
donde se pretende reconocer si los estudiantes tienen la nocion de equivalencia seméantica
de la diferencia y la resta de dos cantidades (si las consideran como una misma operacion)
Dentro del mismo ejercicio se propone calcular el balance total, la suma de todos los

estados.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
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0 27 6

Tabla 8 Resultados respuestas pregunta 5 prueba diagnéstica

Sdélo unos cuantos estudiantes utilizan la operacién de resta para expresar la diferencia. Sin

embargo, estos estudiantes no tienen un algoritmo claro y correcto que le permita hallar la

diferencia o resta entre dos nimeros enteras, por lo que no pueden encontrar el resultado

como se puede ver en la respuesta del estudiante 32.
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Figura 20 Diferencia entre meses del afio

Una gran cantidad de estudiantes se limita a expresar los diferentes estados en cada afio
describiendo la ganancia o pérdida en cada uno de los estados (estudiante 15). Esto,

provoca a su vez, que la respuesta que dan sobre el balance general sea erronea ya que
se suma cantidades que no son las correctas.
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Figura 21 Respuesta relacionada con ganancias y pérdidas
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Ejercicio 6

6. En una ciudad, un termdmetro marca a las 9 de la mafiana 13°C, a las 2 de |a tarde
ha subido 57, a las 6 de la tarde baja 12° y a las 11 de la noche baja 9° mas jCual

es la temperatura que marcaba el termémetro a las 2 de la tarde, a las 6 v,
finalmente, a las 11 de la noche??

Figura 22 Ejercicio 6 prueba diagndstica
El ejercicio es una sucesién de variaciones en un contexto de temperatura donde hay un
estado inicial y se debe calcular un estado final. Se busca con este ejercicio rastrear si el
estudiante utiliza una dimensién abstracta (representacion simbdlica) y la recta numérica

para conocer las temperaturas finales en cada uno de los momentos.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
17 14 2

Tabla 9 Resultados de las respuestas ejercicio 6 prueba diagnéstica

De los estudiantes que contestaron correctamente pocos resuelven mediante operaciones;
de los que cometieron errores, algunos no tienen en cuenta los signos. Por ejemplo; el

estudiante 24 logra resolver la situacion mediante operaciones.

¢ Teneelaola, :
1 AREE, 134858
fPmiAR -4z &t

91 (QN\CQ é)- ﬁ; »§(

Figura 23 Operaciones para encontrar el valor de la temperatura

Ejercicio 7
7. Realiza las siguientes operaciones, apoyate en la recta numénca. Realiza el grafico.

a) (12) +(-4) =
b) (-9)-(-3)=
c) (-11)+(-8)
d) (-17)-(+6)
e) (-15)+(-3)

Figura 24 Ejercicio 7 prueba diagndstica



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

Este ejercicio pretende reconocer si los estudiantes aplicaban algoritmos y cuando los
aplicaban cuales fueron; si superan los distintos niveles de negatividad que menciona
(Gallardo, 2009)

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
0 24 9

Tabla 10 Resultados de las respuestas ejercicio 7 prueba diagnéstica

Ningun estudiante utiliza un algoritmo que pueda dar solucion de manera correcta a todas
las sumas y restas. La mayoria de los estudiantes resuelven algunas sumas de enteros (la
de signos iguales); sin embargo, se les dificulta realizar la suma de nimeros con distinto
signoy las restas con cualquier entero; la operacion del literal d) es la que ningan estudiante
puede resolver, lo que da a pensar que la resta es una operacion complicada para los
estudiantes. Son muy pocos los que la hacen en la recta y la mayoria se remite aplicar

directamente la operacion. La respuesta del estudiante 19 ilustra lo anterior.

AR
9-(-3)=6 T

W) (B
(cA3)- et

(-15) & (:2)=18

Figura 25 Los estudiantes no utilizan algoritmos para dar soluciones
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Ejercicio 8.

8. Encuentra el valor faltante

a) 24[L]=5
b) s—[L]=2
c) —2+[]=-5
d) 2+[]=5
e) —2-[L]=1
f) [-7=5
9 El+(-3)=5

Figura 26 Ejercicio 8 prueba diagndstica

En este ejercicio se analiza si el estudiante tiene la capacidad y utiliza algan procedimiento
para encontrar los valores de ecuaciones “sencillas” aplicando la suma y resta con nimeros

enteros.

Resultados de las respuestas

Correctas Incorrectas En blanco
1 30 2

Tabla 11 Resultados respuestas ejercicio 8 prueba diagnéstica

Solo un estudiante logra contestar todos los puntos correctamente. La operacion con la
menor cantidad de respuestas acertadas es la ecuacion del literal e, pues implica una resta
entre enteros, algo similar a lo que sucedié en el punto anterior. El estudiante 32 logra

realizar la mayoria, menos la resta de numeros signados

af/=14 3 =5

R Tecian. - A
el aCe e sk
st 25 )
<) il e ]

Figura 27 El estudiante no resuelve el ejercicio con numero signado
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El estudiante 33 es el Gnico que resuelve correctamente todas las operaciones

Figura 28 Respuestas correctas al ejercicio 8

Actividad 1 suma y resta
Con igual signo

Esta actividad se usa como introduccién a las operaciones de suma con nimeros enteros.
Se pretende con ella que el estudiante interactle con las cantidades relativas utilizando el
modelo concreto de neutralizacién para que él vaya construyendo algoritmos (Freudenthal,

1991) para calcular la suma de nimeros enteros.

Aca, el estudiante interactia mediante la guia del docente y se van realizando las
operaciones propuestas utilizando el material concreto de fichas bicolores que se
neutralizan entre si, realizando la suma de operaciones, en primer lugar, con igual signo y,

posteriormente, con diferente signo.
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Ejercicio: completar la tabla

Suma Primer Segundo Representacion | Cudntas fichas quedan en Qué Que Resultado
sumando sumando de la suma con total tipode | tipode
las fichas fichas fichas
se quedan
suman
-3+(-5) -3 -5 ses -8 Rojas Rojo -8
LR X | aeseee sssne L A X RN NN ]
8+7 8 7 sssseses 15 Verdes | Verde 15
(A R NN ( IR R RN N ( IR SRR R RN Y )
A E X R QR
3+5
-7+(-2)
12+7
-11+(-6)
+8+9

Tabla 12 Ejercicio 1 actividad suma

La primera parte es la de completar la tabla utilizando el modelo de fichas para representar

la suma de nimeros enteros de igual signo como se ilustra en los ejemplos de las dos filas

gue estan completamente desarrolladas.

Resultados del ejercicio

Correctas

Incorrectas

En blanco

33

2

0

Tabla 13 Resultados ejercicio 1 actividad suma

Casi la totalidad del grupo logra desarrollar completamente la actividad y de manera

correcta, como el estudiante 16, tanto los procedimientos como en el resultado final de las

operaciones; solo dos estudiantes no expresan el resultado de manera correcta, pues no

manifiestan las cantidades relativas con su respectivo signo.

Respuesta del estudiante que no logré desarrollarlo
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Suma |  Primer Segundo Representacion | Cudntas fichas quedan en Qué | Qué Resultado
sumando sumando de la suma con total tipode | tipode
i las fichas fichas fichas
{ ! se quedan
| suman
3:5) | 3 -5 cee -8 Rojas Rojo -8
I see ecece TR TYYIYIYY
8+7 | 8 7 ecccccee 15 Verdes | Verde 15
s00ccsce |[esccsee BN e eccecsossssseee
345 pos > .-0.0‘9'.°::. ee e g 00 @ 3 \IQ/&S \)Q,(\Q_ F
"7’('2) '—':::-:* e o ‘Z '.o.‘::' ¢ & 00 ®"acao b MOS Qv“:‘ q
8 [ s a7]5° “°2° Birtene ~|as t sa's St o] viAelyere | 49
ET T AT A T H Tl e P i T
T Y 3 P’ dd i P el ™ S - = ST B £

Figura 29 Respuesta actividad color de las fichas (estudiante que no logro realizarlo)

Esta actividad tiene, ademas de la parte concreta, preguntas orientadoras que inducen al
estudiante a construir o definir un proceso para llegar a los resultados de estas operaciones
para que en situaciones posteriores no se manifieste la necesidad de utilizar este modelo
de fichas y que el estudiante tenga un nivel mayor de abstraccién y puedo utilizarlo en
situaciones reales y propias de las matematicas (Freudenthal,1991). A continuacion, se

muestran los resultados de dichas preguntas:

Literal a

La pregunta tiene que ver con la accidn que se debe ejecutar para sumar nimeros del
mismo signo teniendo en cuenta el color de las fichas ya previamente establecidas: el signo
mas para el color verde y negativo para el rojo (pude ser una distribucion diferente).

La mayoria de los estudiantes coincide en que hay que sumar la cantidad de fichas que

representan ambos sumandos como lo enuncia el estudiante 34.

l'ﬁ) Somalas las ficha |  ese setq g Yesoltado ) tanbie
defende  del  igng

Figura 30 Respuestas de los estudiantes actividad color de las fichas

Algunos, como el estudiante 12, mencionan que se suman y se aventuran a decir que se
coloca el signo del mayor aun cuando esto no era lo que se estaba preguntando. Por otra
parte, el signo mayor no aplica en este caso, por lo que se podria pensar que el estudiante
ya tuvo un primer acercamiento al aprendizaje de las operaciones con nimeros enteros y

a los algoritmos que se ensefian de la manera tradicional sin un contexto.
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/4)52 S MNAA o\mbO) S se Ob‘“(*(’\em v O Y@SU/?‘O@)@
n este e le aplica € sivnd de Algdor

Figura 31 Respuestas actividad numeral a

Literal b

El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes se percaten que en la suma de nUmeros
enteros del mismo signo el resultado esta vinculado directamente con el signo de los
sumandos iniciales y de la cantidad total de fichas que hay de los sumandos (son iguales).
Como se esperaba, gran parte de los estudiantes coincide en que el signo (color) de los

sumandos era el mismo que el del resultado como lo muestra el estudiante 21.

B Devende del stgno de los sumandos

Figura 32 Respuesta al literal b

Otros, como el estudiante 26, mencionan que el signo depende del signo de la mayor

cantidad de fichas.

B Ouelin en ol reallods Les Qcbos Ghedangor wais ge
: . -

- -~

Figura 33 Respuesta al literal b

Literal c

El sentido de esta pregunta es hacer notar la dependencia del signo del resultado final (color
de fichas) con el signo de los sumandos.

Pasa algo similar a la anterior, aun continua el arraigo en algunos estudiantes manifestando
gue la dependencia del signo es debido al signo la cantidad que tiene mas fichas; por otra
parte, la mayoria se sitia en el contexto y responde correctamente a la pregunta

respondiendo que la dependencia del signo final es producto del signo de los sumandos
(igual).

El estudiante 21 postula que el signo del resultado depende de los sumandos
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) De que Jgno Son los carfidodes
Figura 34 Respuesta al literal ¢

El estudiante 8 muestra la respuesta no acertada de la dependencia entre los signos

mencionados anteriormente.

<) Degende & ‘o majos canfdod~ o o Yoo

Figura 35 Respuesta al literal ¢

Literal d
Esta pregunta cuenta con nivel mayor de abstraccion, pues pide al estudiante que se
“separe” del modelo concreto de las fichas y que defina un procedimiento para sumar

cantidades con el mismo signo.

Cuando se pide al estudiante que formule un procedimiento para sumar dos numeros
enteros sin la necesidad de utilizar las fichas, la mayoria coincide en que se debe sumar
las cantidades; sin embargo, solo algunos estudiantes terminan construyendo
completamente el algoritmo de la suma de enteros con igual signo; la otra parte lo realiza
parcialmente, pues se les olvida mencionar, en su definicion, la dependencia del signo del
resultado (se le coloca al final el signo en comun) con el signo de los sumandos. Es
importante mencionar que en el proceso de generalizacion se reduce, significativamente, la

cantidad de estudiantes que venian contestando acertadamente.

Por ejemplo, los estudiantes 3,4 y 5 construyeron la definicién de suma de igual signo

N

DHoces wea Sumopovmal des20es ayeos 3%
)
v So\tade <) S'%ng en__ Comun P s AN

Figura 36 Respuesta literal d estudiante 3
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4 7 7 I

; — e = = F \  pumers ik podel roefo'w*"’o’q

-2 +C9= 7 ) panm i el
5 ¥ 20=25

. : c,omun,
y 5o pon= 5’3“0 3 At e bl
g 5 i j vz S feidd

Figura 37 Respuesta literal d estudiante 4

p Sofialas las fieha §  ese Sea el tesoltado y tanbie
detende  del  3igng

Figura 38 Respuesta literal d estudiante 5

Este estudiante (14) define el proceso de manera parcial, pues no menciona algo sobre el

signo del resultado de la operacién.

i L
i e R I,U L
Figura 39 Respuesta literal d estudiante 14

Literal e

En este ejercicio se postulan nuevamente una serie de ejercicios de suma de nameros
enteros con igual signo donde la mayoria de los estudiantes resuelve correctamente todas
las operaciones, pese al declive, que se evidencié en el punto anterior, en la asertividad de
las respuestas. Hay un algoritmo ya introducido en el estudiante, sin embargo, cuando lo

tiene que explicitar se le hace mas complicado.

Estudiante 15 realiza todas las operaciones de forma correcta

) W23« 24 - 57 1T | | ;.-;-125 y (-3) = 2%
=S (2= e 7]
| |

Figura 40 Respuesta literal e estudiante 15

Con signo diferente

B 3= +89 = 199
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Suma Primer Segundo Representacid | Meutralizacion Cuantas fichas Qué tipo de Qué tipo | Resul
sumando sumando n de la suma quedan en total | fichas hay méds | de fichas | tado
(después de la antes de la quedan

neutralizacidn) neutralizacidon

-3+(5) -3 5 sss ffr{ 2 Verde Verde 2
see sesse (Y
I f" .
4+(-7) 4 7 cese T 3 Rojo Rojo 3
sase sssssse

sssenee fjf"-o- eee

-8+(3)
-9+17
T+(-12)
12+{-7)
B8+(-12)

Tabla 14 Respuesta actividad color de las fichas

Resultados del ejercicio

Correctas Incorrectas En blanco
33 2 0

Tabla 15 Resultados ejercicio actividad suma con signo contrario

La segunda parte de la actividad de la manipulacién del material concreto era la suma de
enteros con diferente signo (color). Y al igual que en la suma de enteros de igual signo, aca
la misma cantidad de estudiantes resuelve de manera acertada la actividad con todos sus
procedimientos y sus resultados; asimismo, solo dos estudiantes no logran dar con el

resultado de manera completa, pues no aparecen los signos. Indicio de que no aceptan el
numero relativo.

El estudiante 31 logra realizar todos los procesos de manera correcta con el material
concreto de fichas.
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Suma Primer Segundo Representacid Cuantas fichas Qué tipo de Qué tipo | Resul n
sumando sumando nde la suma quedan en total | fichas hay mds | de fichas | tado
(después de la antes de la quedan
neutralizacién) | neutralizacién
s -3+(5) -3 S5 2 Verde Verde 2
eee eeooe o0
4+(-7) 4 s -3 Rojo Rojo -3
sooe eosccee eoe
BH3) [%e%%-0 [%*D %e" =5 1950 Royo [-5 |
9t17 [eace = fovoreece 13 esesh yerde ¥irde [ B |
7+-12) |2 12 22D o\0 R0 [-5 |
12+(-7) |3 2:*5 veioe verge | 5|
1) )% -1 Y fo30 1039 |- ¢ |

Tabla 16 Respuesta actividad color de las fichas del estudiante 31

Un caso diferente le sucede al estudiante 20, quien no le coloca el signo a las cantidades

gque se establecieron inicialmente como negativas.

Suma Primer Segundo Representacié Cudntas fichas Qué tipo de Qué tipo | Resul
sumando sumando nde la suma quedan en total | fichas hay mds | de fichas | tado
(después de la antes de la quedan
neutralizacién) | neutralizacién
-3+(5) -3 5 eee 2 Verde Verde 2
L X X J o0oe00 L X J
o900
4+(-7) 4 <7 eooo -3 Rojo Rojo -3
(LXK X ] [ E X X X X X J L X X J
\. (A X X X X J
S3) [ 8 "1 **°* % '.Z'.»'N ) 7" feeise © <5 Royas RoyalS [ -5
T il i - i TP PSP A L -y 7 r|eewoses gl \evdRS |Vedes 8
- ~ Sew e oasv|[lobd s ass 13
7+(-12) |= e AL *N3 o LAY -lv>swe § | Rojas RoyosS | 5
[P % RO 2 i < Y seee e & |\evxdes [Verdes B
8+(-12) [L*2* At Tl [ BBl LA T 4 Ilessad 4 | po\AS Roras| 4
Tabla 17 Respuesta actividad color de las fichas del estudiante 20
Literalay b

Estas preguntas se emplean para orientar al estudiante a analizar la dependencia del signo

(color) de las fichas de las que hay mas cantidad en los sumandos y el signo del resultado

final.

Una cantidad significativa (aproximadamente

las dos terceras partes)

responde

correctamente en ambas preguntas; otros no logran percibir la igualdad entre los signos de

las cantidades anteriores; algunos estudiantes no contestan a esta pregunta.

El estudiante 11 es uno de los que determina la igualdad entre los signos de la cantidad
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mayor y los de los resultados.
Q) on ywes R A Sg o

max @idody = e A 3o <
cdo@d e~ Ol e lad

Figura 41 Respuesta literal a del estudiante 11

Por otra parte, se presenta el caso en el que no se puede discernir la relaciéon entre los

signos de las cantidades mayores de fichas y los de los resultados (estudiante 20)

—No  Se Poede  ddeiminar Yo CEI'UQ
m Rabemos  Foe Tipa oS

Figura 42 Respuesta literal a del estudiante 20

Para la pregunta del literal b) algunos estudiantes dicen que depende de la neutralizacion
y no dan muchos detalles de ello, dan una respuesta general. Sin embargo, la mitad de
ellos logra discernir que el signo del resultado depende del color de las fichas de las que

hay méas cantidad como es estudiante 11.

B) Defende de - \q m\cr (Q(\\r@
| r ‘ i = \ , o4k

Figura 43 Respuesta literal b del estudiante 11

Literalc,dy e
La construccion de la definicion de un procedimiento para la suma de niumeros enteros con
diferente signo se pretende evidenciar por medio de estas tres cuestiones sin necesidad de

utilizar el modelo concreto de las fichas.
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En la definicién que construyen los estudiantes para sumar los nimeros con igual signo hay
un procedimiento comun: manifiestan que se deben restar las cantidades de fichas; sin
embargo, sélo la tercera parte (como los estudiantes 35,24 y 7) logra construir un
procedimiento completo y claro mencionando que, ademas del resultado de la resta, se le

debe agregar el signo de las fichas que tiene mas cantidad.

Sc vestan \oS Nabres V' se cAoce € Sno
jf’, ‘ :.;\70 v
Figura 44 Respuesta literal e del estudiante 35

20 ) / - e = Tm = e
=) ReSTara Y dcl dt Resolfodo (o Resla caple los 2 ,9ucdafy e ReSupde I Sefia
el S6ng con Numelo pS Slonke

Figura 45 Respuesta literal e del estudiante 24

(7 2 -
e) ¥estow oS los! g u el Lodudlen ¢_lcglacalmos

£ SIOAT O (/UAC)"%'C( ALY €J SUHOg.-

Figura 46 Respuesta literal e del estudiante 7

El estudiante 31 no se atreve a expresar una definicion de un proceso general, pues lo

contextualiza.

()_- & towo Yener d-u,day dendy \ neSQhVoo Y
@3 Jananciad  jow I3 PeANIvay y Uy Sononim

Figura 47 Respuesta literal e del estudiante 31

Literal f

En este ejercicio se pretende que el estudiante resuelva sumas con nimeros enteros sin
necesidad de utilizar el modelo.

De nuevo, como en los literales a) y b), las dos terceras partes de los estudiantes,

aproximadamente, logra contestar bien todas las operaciones, evidenciando nuevamente
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gue el estudiante tiene un algoritmo interiorizado. Sin embargo, como se evidencié en los

literales c), d) y e), se les dificulta expresar sus procesos, explicitar sus ideas.

Uno de los estudiantes que no responde bien es el 27, quien no resuelve las operaciones.

Se mantiene la nocién de la suma como operacion de agregar y no reconoce equivalencia

semantica.
..2': -,.-;F.;gf = 5«)9
" =1 i ;
- 54 #(#34) ¢ -85 ,
29 +(- g3 = -1 4 i
i
/9 a e U c o j
)+ (~67) 2 Zoo bt o}
¥

Figura 48 Respuesta literal f estudiante 27

Ejemplo de los estudiantes que respondieron bien las operaciones de suma con signos

iguales (23y 7)

RealiZa s SiBoertes ofefoCkeS Sip ERROS
123+3¢=857

2 -5y 4e3DI=8y

3 ~2+CcH==-28

Yy 231892122

Figura 49 Respuesta literal f estudiantes 23
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) 4= +24=

Figura 50 Respuesta literal f estudiante 7

Actividad 2: resta de enteros

Esta actividad se desarrollé con el fin de mostrar la sumay la resta de dos nUmeros enteros

como una operacion equivalente, como una misma operacion. Y que los estudiantes

descubran las forma sintactica equivalente que menciona (Bruno, 2001) a-(-b)=a+b y a-

b=a+(-b). Ademas de construir una definicibn de un procedimiento para la resta de dos

enteros de cualquier signo.

Al igual que en la actividad de la suma con el modelo de neutralizacion, se pretende que en

esta actividad interactie nuevamente con las fichas, esta vez utilizando un procedimiento

clave para la resta de nimeros enteros con este modelo y muestra la equivalencia sintactica

utilizando la ambigtedad del cero (Cid, 2016)
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Resta- Minuendo | Sustraendo | Minuendo con Operacion de Operacion Resultado de la
sustraccion. neutro “guitarle” el equivalente con | nueva
sustraendo el minuendo operacion
3-(-7) |-3 7 -3 -3-(-7) 347 4
e sosneee oo e (T Y] seee
ssessee Fhodsop esseses
ssoseee sssseee
4-5 4 5 4 -4-5 -4+(-5) 9
soee sesee seee seee saee XYY Y
seene ”fif’f (TTT Y]
ssnne ssnee
5-(-4) |-5 4 5 -5-(-4) -5+(4) 1
senee sone (XYY Y] sseee sesee .
[y’ ”ff’ ssee
seee seee
-2-4
(1)
7-(-3)
5-7

Tabla 18 Respuestas actividad 2

En la tabla se analizan dos partes importantes: la primea es la columna de la equivalencia
sintactica de la resta y la suma (la sexta columna de izquierda a derecha); y la otra es la del

resultado de las nuevas operaciones (Ultima columna).

En este modelo de neutralizacién sélo dos estudiantes no lograron resolver la actividad de
suma de signos iguales y de signos diferentes; sin embargo, en esta actividad (resta), tres
no logran obtener el resultado de las operaciones planteadas; pese a esto ultimo, 10
estudiantes seguian colocando la resta como la “nueva” operacion o no cambiaron el signo

del sustraendo y unos pocos no indican ninguna. Hay arraigo en la resta como sustractivo
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y del obstaculo de la ambiguedad del cero (Cid, 2016).

El estudiante 4 es un ejemplo de los que construyen la tabla de forma clara en todos los

procedimientos; ademas que calcula bien el resultado de las operaciones planteadas.

24 |-2 o ~9 w 29 [-2%¥ey) | -6
: LiLd cecest -4
A1) T8 7 s —Q o, ~a-1 Wr(A) |5
| b < -
P Jasee LS o O -32) 3+ =2 10
:': ;;fao»o cs%cce, ..-..::.
5—7 2@ 5 -3 i -~ ‘1
5 . ‘? 50::..... .7.'..1,. >0 @ . a ® l
s ® ° oo ® ’ \
|

Tabla 19 Respuesta actividad 2 del estudiante 4

Ejemplo del proceso de los estudiantes que construyen bien la tabla en la representaciéon

de las fichas en cada columna, pero no las operaciones, no conciben la resta como suma.
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|-2-4 ,. I T T e T \
| S P T DOVPR 7 -6
| . -2-(-4)
i eaaea a8 00809
5—4-(1) L N ] o
e | 4 [T T
l o e _4‘(:1) - 5
e ¢ o L

j eae & % 0o
:7-(_3) 8055000 caasoa :a.a‘a...
7 -z |t F |2 09 .
i 7-3 10
Z e%seoss s .A. L) se® ageae ad
| 5-7 B, jeetd
} 5 ? b.ll...5 {’:{{:’:"5‘? I ’
‘ ssese e 9000 1 ®e ‘

Tabla 20 Respuesta actividad 2 de estudiantes que no conciben la resta como la suma
Literal a

Con esta pregunta se pretende que los estudiantes identifiquen el cero, no como la ausencia

de todo, sino como un cero neutro y de la posibilidad de utilizarlo para sustraer la cantidad

gue me indica la operacién inicial en aquellas situaciones donde no se pude realizar

directamente.

Aproximadamente 30 estudiantes coinciden en que se debe agregar una cantidad de pares

de fichas opuestas entre si, de cantidad igual a las del sustraendo. Ellos han superado el

obstaculo de la ambigliedad del cero, como se puede ver en la respuesta del estudiante 31.

Q) So A9WQa el NGUHO: ©5 anddy €\ NS NG
NUMRYD solo que coft a\gnos difeienies, Paia

Q3 podkt Gancelal el S1gNO Qoe apasee en

\a opelacion ¢ pofer &l Cofidno  Padg
Qs

Literal b

SUMQyr.

Figura 51 Respuesta literal a del estudiante 31
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Con esta pregunta se pretende saber si los estudiantes pueden volver a las operaciones de

la aritmética donde el minuendo es mayor que el sustraendo.

Casilas dos terceras partes de ellos dicen que no se puede restar nimeros sin la necesidad
de agregar la cantidad de las parejas opuestas iguales a la cantidad del sustraendo. Se
hace necesario hacer un mayor énfasis ya que se olvidan procedimientos propios de la
aritmética donde directamente se puede sustraer 3 de 7, por ejemplo. El estudiante 1

menciona lo siguiente:

- 4y P

B No, porgque este depende del s@go

7

"4 B
F | i

del =oustraer

Figura 52 Respuesta literal b del estudiante 1

Por otra parte, el estudiante 31 vuelve a los nUmeros naturales, percatandose que hay

sustracciones gque se pueden hacer directamente.

Do €0 nNeceparno thvande N Se le puede

LY v UN 7(\,0 d‘\g OTYQ
Figura 53 Respuesta literal b del estudiante 31

Literal c

El objetivo en esta cuestion es que el estudiante identifique que la operacion de la resta
tiene una equivalencia sintactica con la suma del minuendo y el opuesto del sustraendo
(Bruno, 1997).

La gran mayoria coincide en que la resta se termina convirtiendo en una suma (como el
estudiante 34), esto pese a que, como se indicé en el resultado de la primera parte de la
tabla, 10 estudiantes no indicaron la operacion en la que se convertia la suma. Es decir,

hay una conviccion por parte del estudiante de la equivalencia mencionada que en algunas
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ocasiones no se logra poner de manifiesto.

c) _|a (esta.  se comitbio  eq na  Sofg.

Figura 54 Respuesta literal ¢ del estudiante 34

Literal d

Como en todas las actividades realizadas con el modelo de neutralizacién, se pretende que

el estudiante proponga un algoritmo claro y funcional de la resta de nimeros enteros sin
necesidad de utilizar dicho modelo.

Las dos terceras partes de los estudiantes logra definir un proceso para restar enteros,

explicitando que se cambia la resta por suma y el sustraendo por el opuesto como lo hace
el estudiante 5.

Figura 55 Respuesta literal d del estudiante 5

La mayoria de los demas estudiantes también construye su definicion del proceso, pero lo
realiza de manera parcial como el estudiante 6.

<,
Figura 56 Respuesta literal d del estudiante 6

Literal e

Se proponen 8 ejercicios de resta de nUmeros enteros sin utilizar el modelo de fichas, esto

con el propdsito de evidenciar si los estudiantes interiorizan su propio constructo del
algoritmo para la resta de enteros.
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20 estudiantes logran calcular el resultado de todos los literales obteniéndose un poco

menos de resultados correctos respectos a los de la suma.

Ejemplo de estudiante (4) que efectu6 todas operaciones de manera correcta a excepcion
de una de ellas.

120 & (-48) -3¢
33y b (2= ¢
630 + 40 = (1O
545 *+ 400= 145
~120 + (-45% 165
B +~23)= - Co
~6%0 4 0=~ 5O
~ %45 + 4002 55
Figura 57 Respuestaltera  del estuciante 4

El estudiante 6 es un claro ejemplo de la ejecucion de la operacién segun la nocién que

tiene de resta. Lo hace de manera parcial, pues en alguno no logra cambiar tanto resta por
suma como el sustraendo por su opuesto.



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

Figura 58 Respuesta literal e del estudiante 6

Actividad 3: representacion en la recta numérica de vectores (flechas)

La representacion de nimeros en la recta numérica y de las operaciones de suma y resta,
permiten que el estudiante tenga una mejor comprension de los nimeros enteros. Con ella
se puede visualizar y ofrecer la otra perspectiva de la operacion de la resta y que muchas
veces pasa a un segundo plano: operacion vista como la diferencia entre dos cantidades.

Por lo general, se tiene la idea de que la resta solo es quitar, sustraer.

1. Representa con flechas la suma a + b de los siguientes vectores (flecha) mostrando
la flecha resultante, ademas especifica la operacion y su resultado.

a)

Figura 59 Ejercicio 1 actividad 3

Con el primer ejercicio se quiere que el estudiante comprenda la representacion de la suma

por medio de este modelo agregando un vector a otro, colocando el vector que se va a
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sumar a continuacion del otro, la cabeza de un vector estard unida a la cola del siguiente
utilizando libremente la movilidad de las flechas. La suma a+b es la flecha que va desde la
cola de a hasta la cabeza de b. Asi, la suma de dos niUmeros enteros quedaria representada

de la siguiente forma.

Se pudo percibir, que la mayoria de los estudiantes se les hace menos complicado
representar las operaciones y los resultados de la suma de dos nimeros enteros con este
modelo. Es un resultado muy similar al de la suma con el modelo de fichas, casi la totalidad
de los estudiantes llegan a resultados correctos de todas las operaciones. Un ejemplo de

ello son las respuestas de los estudiantes 14,18 y 21.

By =h+1=-3
A
L e ]
-He e
[ W WY SN S oo} R
: 5 n R e
- = O
-3
q)1 + (H)=->
&
— =
—1
T_— I 4 -2 4 i + P — -
g e e 5 6 -
"d

Figura 60 Respuestas actividad 3 del estudiante 21
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..L‘ -—
< - |
-9 \
&
-
2SH0QON-64/ {§-3-2-1 0 ) 7 ¥ 2 |
€ =3
1_{{ =
<
. 1>
——4 ot S S S Ay 1 —+—+ T S TR
VYA bhabi2s-u52-10 125945, 382%0 12 J
Figura 61 Respuestas actividad 3 del estudiante 18
1) - b (resuhady)
P a— -4 (o)
R ) , -2 {Q)
< <
5 4 3 4 41 0
i t ¥ 4 -
Alch » e S
£ ; . -
Qe - _('ri': >
S N T T T N S

Figura 62 Respuestas actividad 3 del estudiante 14

2. Realiza la representacion y el calculo de las restas a-b de los ndmeros que aparecen
en cada uno de las imagenes y que se encuentran representados por medio de

flechas.

a)

Figura 63 Ejercicio 2 actividad 3
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Con la resta, ademas que comprenda la representacién de la resta por medio de este
modelo en la recta numérica se quiere mostrar la identidad sintactica entre suma y resta.
Ademas de mostrar la resta como una diferencia y no tanto como su equivalencia semantica

de quitar.

A diferencia del modelo de fichas la resta con este modelo se hace mas comprensible y
genera mejores resultados teniendo un par de estudiantes que no referencian el signo de
las flechas o de los resultados de las operaciones. Los estudiantes vuelven a percibir la
operacién de la resta como una diferencia al explicitar en algunos ejercicios que el resultado

de a-b es el vector que se debe agregar al vector b para llegar a a.

Algunos estudiantes olvidan el concepto de diferencia y confunden la resta “lo que le falta
agregar a b para llegar a a” con la suma “agregar el vector a al vector b”. Un ejemplo de la

ejecucion de la resta como la diferencia es la del estudiante 21.

, -
-4-f2)2
+ — -4
%0\%&*;‘ P < =2
L g ST N TR e
-2 -

Figura 64 Respuestas ejercicio 2 actividad 3 del estudiante 21

3. Representa las siguientes sumas con las flechas graficando en la recta numérica
los dos sumandos y el resultado de la operacion. Ademas, coloca al frente de cada
una, su resultado.

a) 2+3=

b) 3+(-2)=

c) 2+(-3)

d) -2+(-3)

g) -3+2=

fy -2+3=

Figura 65 Ejercicio 3 actividad 3
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El punto 3 pretende reconocer un proceso inverso donde se da la parte abstracta la
operacion y se desea que el estudiante pueda representarlo en la recta numérica, Bruno

(1997), hacer la transicion de una dimensién a otra.

Los estudiantes no presentan dificultad en la representacién de los niameros o en la

transicion de la operacion simbdlica a la operacion concreta en la recta numérica.

4. Representa las siguientes restas con las flechas graficando en la recta numérica el
minuendo el sustraendo y el resultado de la operacion. Ademas, coloca al frente de
cada una, su resultado.

a) 2-(-3)=

b) 3-2=

c) 2-3=

dy -2-3=

e) -3-(-2)=

fy -2(-3)=

Figura 66 Ejercicio 4 actividad 3

Este ejercicio tiene el objetivo de que el estudiante haga la transicién de la dimensién
abstracta a la dimension de recta numérica siguiendo con el concepto la resta como la

diferencia entre cantidades y la relacion de esta con la suma.

Al igual que en la representacion anterior de la resta, los mismos estudiantes siguen
aplicando la suma de vector a con el vector b como la diferencia entre ellos. Sin embargo,

la mayoria ejecuta bien la representacion de los niumeros y de diferencia entre los dos.

Actividad 4: problemas aditivos.

En esta actividad se pretende trabajar la dimensién contextual y su relacion con la
dimension abstracta y de recta resolviendo algunos problemas aditivos de varias
estructuras (variacion, combinacién y comparacién) en varios contextos (temperatura,
temporal, ascensor, deudas y ganancias) y con incognita 3 en su mayoria (Bruno, 2001). El
estudiante al resolver la actividad sabra descifrar que tipo de estructura es, cuales son las
componentes de cada estructura y la posicion de la incognita; ademas sabra expresar

operaciones y representar en la recta numérica las situaciones que se le planteen.
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El primer punto se plantean una serie de situaciones donde se mencionan todos los datos

y no hay un dato que hallar. El estudiante debera indicar el tipo de estructura al cual

. En las siguientes situaciones explicita la estructura (combinacion, comparacion o variacion) completando la tabla. Marca

con una x la estructura correspondiente a lasituacion de cada literal.

Pedro comienza una partida con 6 pesos y termina debiendo 5 pesos. Es decir, perdid 11 pesos.

Un pez globo esta a 15 metros bajo el nivel del mar, otro se encuentra a 5 metros por debajo de él. Por lo que el otro pez
se encuentra a 20 metros por debajo del nivel del mar.

Un coche esta en el kilometro 6 a la izquierda del cero y una moto esta a 11 kildometros a la derecha del coche. Porlo que la
moto esta a 5 kilometros a la derechadel cero.

Elvira estaba buceando a 3 metros bajo el nivel del mar y descendié 4 metros. Al final quedd en 7 metros por debajo del
nivel del mar.

Un edificio tiene 15 plantas mas 5 plantas del sotano. El ascensor del edificio antesde moverse estaba en la planta 8 y
después de moverse, en la planta 3 del sétano.For lo que bajd 11 plantas.

Sandra tiene 545 puntos para reclamar un premio. Si para reclamarlo necesita 600,entonces lo que le falta a ella para poder
obtenerlo son 55.

La temperatura en Londres es de 5 grados por encima de cero a las 8:00 a.m. y a las 10:00 p.m. de 8 grados bajo cero.
Para que la temperatura de la mafiana sea igual a la de |a tarde, debe bajar 13 grados.

Maria tiene 450 pesos en su casa y debe en el banco 35, entonces su situacion econdmica es 415.

Figura 67 Ejercicio 1 actividad 4

Literal Combinacion Comparacion Wariacidn

I @|TMmooO|m| =

Tabla 21 Actividad 4

pertenece cada situacién apoyandose en la tabla.
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:

ﬁiteral Combinacion Comparacién \ Variacion
A \\x
8 X

C ¥ |
!(D I %
E | X
3 : |

; X i Spraill

Figura 68 Respuesta ejercicio 1 actividad 4

Los estudiantes comprenden y en su mayoria clasifica bien las estructuras
correspondientes a cada situacion. Se percibe un error muy frecuente y es el de considerar
la situacion h) como una comparacion ya que al ser una variacion en un contexto de
temperatura se menciona el estado (la temperatura en determinado instante) por encima o
por debajo de cero. Lo que confunde un poco al estudiante. Cabe resaltar que se indagé a
los estudiantes sobre la ensefianza de problemas aditivos aritméticos en grados inferiores

y la respuesta de ellos fue negativa.

Literal ! Combinacién Comparacién | variacién
A ‘i P4

|
8 1 X
c ? Pl
o | ' X
: . .‘ -
F e & | A
g | Vo B
Ht 2 !/\\

Figura 69 Respuesta ejercicio 1 actividad 4 del estudiante 34

2. En las estructuras anteriores sefiala cada componente: para las combinaciones describe quiénes son los estados
parciales y el estado total; para las variaciones quién es el estado inicial, el estado final y la variacion; y, para las
comparaciones, quién es el estado de referencia quién es el estado comparado y cual es la comparacion.
Completa la tabla descifrando la estructura y colocando al frente la descripcion de cada elemento de ella segun
cada situacion.

Figura 70 Ejercicio 2 actividad 4
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En este gjercico se plantean las mismas situaciones que en punto anterior,sin embargo aca
se deben plantear una por una las componentes de cada estructura. En el literal a), un
contexto deudas y ganancias, se identifica tanto la estructura como cada uno de sus

componentes y su respectivo signo (como lo hace el estuiante 21)

21
I
o l . | |
| A Estado 1: : Estado referencia: | Estado inicial: Comenzo 6 e
Estado 2: | Comparacién: | Variacién: y LA
| | Pordio 1 -
Estado total: | Estado comparado: | Estado final: =
| ; | debe 5 9

Figura 71 Respuesta ejercicio 2 actividad 4 del estudiante 21

En la siuacion b, que es de comparacion, es confusa para algunos estudiantes, pues si bien
la identifican como tal, no descifran cual es el estado comparado y con respecto a qué
estado se estd comparando. El estudiante 27 es de las pocos que confunde pero ademas

no especifica los signos.

Estado referencia:

B Estado 1: | Estado inicial-

(4
Estado 2: Comparacion: 824 Variacién:
Estado total: Estado comparado: ; Estado final:

>
£0

Figura 72 Respuesta ejercicio 2 actividad 4 del estudiante 27

La situacion donde mas se presentd confusion fue en la situacion c, pues si bien la
reconocen como una comparacion, al igual que la situacion anterior, se les difculta
reconocer el estado de referencia, la comparacion y el estado comparado como lo hace el

estudiante 32

C | Estado 1: | Estado referencia: - | Estado inicial:
{ ~ |
b
| Estado 2: “ Comparacion: s C) | Variacion:
f Estado total: R Estado comparado: _LL | Estado final:

Figura 73 Respuesta ejercicio 2 actividad 4 del estudiante 32

Estudiante 34 que representa bien las componentes de la estructura de comparacion.
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Figura 74 Respuesta ejercicio 2 actividad 4 del estudiante 34

C Estado 1: Estado referencia: - 6 Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: o 1 1 Variacion:
Estado total: Estado comparado:

Estado final:

En los estados siguientes, en su mayoria variaciones, el estudiante acierta a cada una de

las componentes en diferentes contextos. Parece ser que las variaciones son la estructura

mas simple de comprender.

Punto Combinacion Comparacion Variacion
A Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
B Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
C Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
D Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
E Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
F Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
G Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
H Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:

Tabla 22 Combinacién, comparacion y variacion

3. Resuelve cada una de las siguientes situaciones siguiendo los siguientes pasos utilizando la recta y completando

las tablas para cada uno de los puntos:
* |dentifica la estructura
s |dentifica cada uno de los componentes de la estructura y los valores
s Representa en la recta numérica la suma especificando los valores con cada flecha
* Representa la situacidn con una operacion.
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a) Enuna partida Carlos empieza perdiendo 4 y gana 5 después. iCuanto tiene en total?

b) Carlos tiene 5 pesos en su casa y debe 11 iCudl es su situacion actual?

c} Una gaviota esta a 5 metros por encima del nivel del mar y un pez estd 17 metros por debajo de ella. iA qué
altura se encuentra el pez?

d) Esneider tiene 6 ddlares y Cristidn tiene 12 délares menos gue Esneider. icudntos ddlares tiene Cristian?

e) Latemperatura en Londres en la mafiana era de 5 grados bajo cero, en la tarde subi6 6 grados. icudl fue la
temperatura en la tarde?

f) Andrés debia 17 pesos luego aposto y perdid 5 éCual fue su situacion final?

Figura 75 Ejercicio 3 actividad 4

Este ejercicio son situaciones de incégnita 3 donde se pretende relacionar las tres
dimensiones: contextuales, recta y de abstraccion. Se generan situaciones para
representarlas por medio de una operacidon y se representan por medio de la recta

numeérica.

La mayoria de los estudiantes obtuvo una respuesta acertada como lo ilustra el ejemplo del
estudiante 31.

, “q.
a— - — " Variacién
P n
unto Combinacion } . C?’“RWP'}L, —
A | Estado 1: _ Estadoreferencia: | Estado ,mcna :
| Estado2: ~ Comparacion: | Variacion: .
| Estado total: Estado comparado: Estado final: [
I e - ‘ .
loperacien T F T o
pliecomr 4
TR il i g R
Punto Combinacién T Eé;r;b—aracién _____ Variacién
B | Estado 1: 5 Estado referencia: Estadoinicial: |
“Estado 2:~11 Comparacion: | Variacién: .
Estado total: - (g | Estado comparado: | Estado final: J;
Operacion 5 H-1/) = | —
g Wi T e TR N - T R SHLE- N T SN N SR M A Yoak SRNE Tk DR
-

Figura 76 Respuesta ejercicio 3 actividad 4 del estudiante 31

Las situaciones tipo 2 y 3 fueron las que generaron mucha confusién solo unos pocos

lograron realizar el procedimiento completo, pero con algunos errores.
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Conclusiones

La ensefianza basada en enunciados de algoritmos tradicionales con estudiantes del grado
octavo del colegio Vid ha producido poco desarrollo del pensamiento numérico en la
estructura de los numeros enteros. Ademas de ello, también esta el fuerte arraigo a la
ensefianza de procesos aritméticos en el conjunto de los nimeros naturales: se suele
ensenar la adicién como “poner juntos o reunir “y la sustraccién como “quitar”, a pesar de
gue existen muchas otras situaciones que implican operaciones de sumar y de restar
(MEN,1988). Esto produce que:

e Olviden facilmente los algoritmos de resolucién de las operaciones de suma y resta
dado la descontextualizacion y la falta de aprendizaje significativo

e No representen en situaciones contextuales los ndmeros enteros, en particular
cantidades relativas (representacion de una cantidad respecto a un punto de
referencia) en diferentes contextos como los temporales, niveles del mar,
temperaturas, etc (Gallardo, 2009).

e Se les dificulte utilizar, por ejemplo, la recta numérica para representar cantidades
relativas y operaciones en diferentes contextos y que posibilitan formas semanticas
equivalentes de la resta como diferencia y sustracciéon, permitiendo al estudiante
tener una posibilidad mayor de interpretacion de las situaciones aditivas.

e La concepcion del numero como sustractivo donde la nocion de nuamero se
subordina a la magnitud. En la resta de dos cantidades a — b, siempre b sera menor
gue a, donde a, b son niUmeros naturales, es decir, el signo menos sélo tiene un

caracter binario a nivel de la operacion de sustraccion (Gallardo, 2009)

De la ensefianza de las matematicas desde contextos reales y concretos que van a ser
organizados de acuerdo con unos patrones matematicos, a diferencia de la ensefianza de
herramientas matematicas como productos ya terminados que se aplican, puede concluirse

que:

e Las actividades realizadas con las fichas de colores funcionan muy bien por
analogia, ayudan a representa las operaciones de sumay resta de nimeros enteros

obteniendo resultados muy acertados frente a estas operaciones. Presentando
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mayor dificultad en la resta que en la suma. Esta es producto del obstaculo
epistemoldgico de la ambigtiedad del cero presente también en los estudiantes (Cid,
2016).

¢ La actividad con el modelo de desplazamiento (flechas) ademas de funcionar por
analogia ayuda al estudiante a entender otras equivalencias semanticas vy
sintacticas de la sumay resta de niUmeros negativos como: (c =a—b < a=b+c¢)

e Sibien se mantiene el algoritmo interiorizado, en el modelo de las fichas se le hace
dificil al estudiante explicitar las ideas de este algoritmo, por lo que la falta de
actividades comunicativas donde tenga la oportunidad de debatir sus ideas pudo ser
factor determinante en la apropiacion del algoritmo para hacerlo explicito.

e La transicion de las tres dimensiones (contextual, recta y abstracta) permite que el
estudiante tenga una mayor diversidad en herramientas para resolver situaciones
de la vida cotidiana o desde la matemética permitiendo cualquiera de los sentidos
(Bruno, 2001)

Recomendaciones

Los modelos y las situaciones deben servir como herramientas para introducir los niumeros
enteros y para la construccion de algoritmos propios de estas operaciones y comprender
equivalencias sintacticas y semanticas entre las operaciones de suma-resta. Los modelos

no deben convertirse en la justificacién de los nimeros enteros.

El uso desproporcionado de los modelos concretos sin actividades que guien el
pensamiento del estudiante puede impedir la construccion de conceptos cada vez mas

abstractos, propios también de las matematicas.

Es necesario que en las estructuras se maneje una amplia gama de situaciones y no se
limite a algunas, por lo que se hace necesario contar con el suficiente tiempo para manejar
las diferentes actividades que permitan hacer diferentes transiciones entre las dimensiones

gue menciona Bruno.

La discusion debe ser fundamental en el aula de clase para debatir ideas y organizarlas.



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

Esto es porque se evidenci6 en algunos aspectos que el estudiante tiene algunas nociones

interiorizadas, sin embargo, cuando le toca exponerlas se confunde.
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Anexos
Prueba diagndstica

Nombre:

Grado:
Docente: Carlos Disarly Valencia Alvarez
Objetivo: Identificar cuales son los recursos matematicos con los que cuenta el estudiante,
coémo los utiliza y como los monitorea en la aplicacion de algoritmos matematicas para la
suma y resta de nimeros enteros.
Instruccion: Resuelve cada una de las siguientes situaciones de forma clara y concisa
dejando como evidencia cada uno de los procedimientos que utilizé para llegar a la
respuesta.

1. Si el avion estad ubicado a 600 metros respecto al nivel del mar, qué valor le

asignarias al buho; a la parte més alta del &rbol; a la superficie de la pelota que esta

haciendo contacto con el mar; y, al caballito de mar.

2. Ordena de mayor a menor las siguientes temperaturas (°C) registradas en una
reconocida ciudad de Europa durante el afio.
-32° 23° -38° -3° -5° 27° -15°

3. El matematico Tales de Mileto naci6 en el 624 a.C. y vivié 78 afios. ¢ En qué afio

murio? Representa la situacion en la recta numérica.
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4. Un pez globo que esta a 9 metros bajo el nivel del mar, primero desciende 3 metros

y luego baja 5 metros, ¢a qué nivel del mar se encuentra el pez ahora?

5. Una empresa en cada afio realiza dos estados de ganancias y pérdidas (julio y
diciembre). La tabla muestra las ganancias o las pérdidas en miles de millones.
¢Cual es la diferencia entre los resultados entre julio y diciembre en cada afio?

¢ Cual es el balance total?

Afio Julio Diciembre
2017 -11 25

2018 9 -18

2019 0 6

2020 -1 -4

6. Enuna ciudad, un termémetro marca a las 9 de la manana 13°C, a las 2 de la tarde
ha subido 5°, a las 6 de la tarde baja 12° y a las 11 de la noche baja 9° mas ¢ Cual
es la temperatura que marcaba el termémetro a las 2 de la tarde, a las 6 v,
finalmente, a las 11 de la noche??

7. Realiza las siguientes operaciones, apdyate en la recta numérica. Realiza el grafico.
a) (12)+(-4) =
b) (-9)-(-3)=
c) (-11)+(-8) =
d) (-17)-(+6) =
e) (-15) +(-3) =

8. Encuentra el valor faltante
a) 2+ _|=5
by 5[ |=2
c) —2+[_|=-5
d 2+[ ]=5
e) —2—-[ |=1
iy []-7=5
9 [1+(3)=5



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

Actividad 1: Suma de niumeros enteros con el modelo de neutralizacion

Objetivo: construir un algoritmo de suma de nimeros enteros mediante un modelo
constructivista que parta desde la experimentacién con material concreto para

llegar a construirun proceso general para permitir sumar dos numeros enteros.
Materiales: fichas de colores verde (nUmeros positivos) y rojo (nUmeros negativos).

Instrucciones: Completa las siguientes tablas de suma de numeros enteros;
cuando los sumandostienen igual signo (tabla 1); cuando tienen diferente signo
(tabla 2).

Realiza cada una de las operaciones de la tabla utilizando las fichas de colores para
representar lasdiferentes sumas y calcular el resultado. Ademas, en las diferentes
celdas representa cada titulo de las columnas realizando puntos con colores (verde
0 rojo) que representen las fichas, asi como aparece en los ejemplos de las dos
primeras sumas. Por ultimo, resuelve cada uno los literales que aparecen después

de cada tabla.

Sumas con signo igual.

Primer

Segundo

Representacion

Cuéntas fichas quedan

Qué tipo

Qué tipo

Suma sumando sumando @& la suma con en total defichas defichas Resultado
las fichas se guedan
suman
-3+(-5) -3 -5 -8 Rojas Rojo -8
8+7 8 ZA 15 Verdes Verde 15
3+5
-7+(-2)
12+7
-11+(-6)
+8+9

Tabla 1. Suma de enteros con igual signo.

Resuelve cada uno de los siguientes literales:

a) ¢Qué se hace con la cantidad de fichas de los sumandos para obtener la cantidad de

fichasdel resultado?
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b) ¢Como es el tipo de fichas que quedan en el resultado con respecto al

tipo de fichas de lossumandos?

c) ¢De qué depende el tipo de fichas que me quedan en el resultado?

d) Expresa una forma genera para sumar numeros del mismo signo

e) Realiza las siguientes operaciones sin necesidad de utilizar las fichas

o 23+34
e -54+(-31)
o -23+(-5)
e +33+89
Suma Primer Segundo Representacid | Neutralizacidn | Cudntas fichas Qué tipo de Qué tipo | Resul
sumando sumando n de la suma gquedan en total | fichas hay mas | de fichas | tado
(después de la antes de la quedan
neutralizacion) neutralizacion
-3+(5) -3 5 see fﬁf 2 Verde Verde 2
e ssses PR, f’fﬁ" e
a+(-7) 4 -7 sese | Aih4 3 Rojo Rojo 3
s LLL L L L R, flﬁ,‘"" see
-8+(3)
-O9+17
7+(-12)
12+(-7)
8+(-12)

Tabla 2. Suma de enteros con diferente signo

Resuelve cada uno de los siguientes literales:

a) ¢Como es el tipo de fichas que quedan en el resultado con respecto al tipo de fichas

guetenia mas cantidad antes de la neutralizacién? ¢son iguales, diferentes 0 no se

pueden determinar?

b) ¢De qué depende el tipo de fichas que me quedan en el resultado?

c) ¢Qué se hace con la cantidad de fichas de los sumandos para obtener la cantidad de

fichasdel resultado?

d) ¢Cuantas fichas quedan después de la neutralizacion y qué proceso harias para

encontrarla cantidad de fichas que quedan sin necesidad de utilizar las fichas?

e) Expresa una forma general para sumar nimeros enteros de diferente signo
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f) Realiza las siguientes operaciones sin necesidad de utilizar las fichas
o -23+34
o -54+(+31)
o 29+(-87)
o +133+(-67)
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Actividad 2: Resta de niUmeros enteros con el modelo de neutralizacion

Objetivo: construir un algoritmo de resta de numeros enteros mediante un modelo
constructivista que parta desde la experimentacion con material concreto para llegar a

construir un proceso general para permitir restar dos nimeros enteros.
Materiales: fichas de colores verde (nUmeros positivos) y rojo (nUmeros negativos).

Instrucciones: Completa la siguiente tabla de resta de nimeros enteros; utilizando el

modelo de neutralizacion.

Realiza cada una de las operaciones de la tabla utilizando las fichas de colores para
representar las diferentes restas y calcular el resultado. Ademas, en las diferentes celdas
representa cada titulo de las columnas realizando puntos con colores (verde o rojo) que
representen las fichas, asi como aparece en los ejemplos de las dos primeras sumas. Por

altimo, resuelve cada uno los literales que aparecen después de cada tabla.
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Resta- Minuendo | Sustraendo | Minuendo con Operacion de Operacion Resultado de la
sustraccion. neutro “guitarle” el equivalente con | nueva
sustraendo el minuendo operacion
-3-(-7) |-3 -7 -3 -3-(-7) 347 4
"o e ITITITTRNT Y] Y] "ee s
saeBBRe "ﬁj#f{ﬁ LA R R 20N
(TX T T Y] IXXITY
-4-5 -4 5 -4 -4-5 -4+(-5) -9
seee senee seee seee eeee I XXX RY ]
ITTY ’f_ﬁ”f‘ﬂ seeee
YT T sssee
5-(-4) |-5 -4 -5 -5-(-4) -5+(4) -1
LA LN L LA L} ] LA LR R ] LA LN N LA L L .
seen ?(fff sene
(T XY T XY
-2-4
4-(1)
7-(-3)
5-7

Tabla 1: resta de enteros utilizando modelo neutralizacion

Resuelve cada uno de los siguientes literales:

a)

b)

c)
d)

¢, Qué debes agregar cuando en una operacion no se puede sustraer directamente

un ndmero?

¢ Es necesario agregar fichas (tercera columna) en todas las operaciones? De no

ser asi, ¢.en cudles no y por qué?

¢En qué operacion se termina convirtiendo la resta de la columna 5 a la 6?

De acuerdo a los procesos que acabas de hacer y a los de la actividad 1, ¢ Como

expresaras la resta de dos nimeros convirtiendo la operacién en una suma?
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e) Resuelve las siguientes restas convirtiéndolas primero en una suma y aplicando los

procedimientos para sumar dos enteros como lo hiciste en la actividad 1.

e 12045
e 33-27

e 630-(-40)
e 345-(-400)
o -120-45

o -33-(+27)
e -630-(-40)

o -345-(-400)
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Actividad 3: suma y resta de vectores (flechas)

Objetivo: introducir a los numeros enteros mediante la representacién de nUmeros enteros
y la operacion de suma y resta en la recta numeérica por medio de vectores, flechas (cola-

cabeza).

Vectores equivalentes

Un punto a en la recta numérica se interpreta al mismo tiempo como una flecha de 0 hasta
a, es decir, como una flecha arbitrariamente maévil, un vector. Los nimeros son entendidos,
como flechas con igualdad longitud y direccion. Es recomendable poner el nombre de la

flecha en su cabeza. Ademas, las flechas de adicion deben definirse explicitamente:

> a

Suma de flechas:

Afadir flechas significa ponerlas de cola sobre la cabeza, utilizando libremente la movilidad
de las flechas. La suma a+b es la flecha que va desde la cola de a hasta la cabeza de b.

Asi, la suma de dos nimeros enteros quedaria representada de la siguiente forma:

b «—

> a

—pa+th

Resta de flechas:
El resultado ¢ de la resta de dos vectores a y b (a-b) se puede interpretar como el vector
gue se debe agregar al vector b para obtener el vector a.

c=a—-beoa=b+c
Entonces a - b se obtiene como la flecha que va de la cabeza de b a la de a siempre que
las flechas a, b estén unidas por sus colas. En ese sentido, la resta de dos nimeros enteros

estaria dada por la siguiente representacion (Freudenthal, 1983).

v
QD

v
D
o
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Actividad
1. Representa con flechas la suma a + b de los siguientes vectores (flecha) mostrando

la flecha resultante, ademas especifica la operacién y su resultado.

a)
2
a=-2
b=-4
A i 5 A 0
b)
2
a=4
! b=5
0 1 2 3 4 5
c)
a=4
! b=3
0 1 2 3 4
d)
2
a=-4
b=-2
-4 -3 -2 -1 0
e)
2
a=-4
b=1
I
i) ) 5 = 0 1
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f)

2. Realiza larepresentaciony el calculo de las restas a-b de los nUmeros que aparecen

en cada una de las imagenes y que se encuentran representados por medio de

flechas.
a)
2
a=-2
b=-4
-4 -3 =2 1 0
b)
2
a=4
! b=5
0 1 2 3 4 5
c)
a=4
! b=3
] 1 2 3 4
d)
2
a=-4
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e)

f)

3. Representa las siguientes sumas con las flechas graficando en la recta numérica
los dos sumandos y el resultado de la operacion. Ademas, coloca al frente de cada
una, su resultado.

a) 2+3=

b) 3+(-2) =

c) 2+(-3)=

d) -2+(-3) =

e) -3+2=

fy -2+3=

4. Representa las siguientes restas con las flechas graficando en la recta numérica el
minuendo el sustraendo y el resultado de la operacién. Ademas, coloca al frente de
cada una, su resultado.

a) 2-(-3) =

b) 3-2=

c) 2-3=

d) -2-3=

e) -3-(-2) =

fy -2-(-3)=
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Actividad 4: Problemas aditivos

Objetivo lo que se pretende con esta actividad es reconocer algunos contextos, estructuras
formas seméanticas con los cuales se puede hacer la introduccién, comprension de los
nameros enteros con la operacion de suma, asi como su equivalencia sintactica con la
resta. Ademas de ello, se busca que el estudiante unifique la dimensién contextual,
dimensién tanto de la recta como la abstracta de los numeros enteros utilizando
aprendizajes de experiencias anteriores (de la dimension de recta y la abstracta)

permitiendo transitar de una a otra.

Problemas aditivos:
En problemas aditivos simples podemos encontrar estados (tiene 8 pesetas), variaciones
(vivié 65 afios) y comparaciones (en Paris hay 9 grados menos que en Madrid). Atendiendo
a esos tipos de sentencias, las tres situaciones siguientes pueden clasificarse como
combinacién de estados, variacibn de un estado y comparacion de estados,
respectivamente (Bruno, 2001)
a) Siuna personatiene 8 délaresy debe 11 ddlares. ¢ Cudl es su situacion econémica?
b) Una persona nacio en el afio 50 antes de Cristo y vivié 65 afios. ¢ En qué afio muri6?
¢) Latemperatura en Madrid es de 5 grados sobre cero, en Paris hay 9 grados menos

gue en Madrid. ¢, Cual es la temperatura en Paris?

El problema a) se denomina de combinacién de estados, porque hay dos estados parciales
y un estado total; el problema b) es de variacion de un estado, porque tenemos un estado
inicial, se produce un cambio o variacién y se alcanza un estado final; el problema c) es de
comparacion de estados, porque hay dos estados y la comparacion de ambos. (Bruno,
2001)

1. En las siguientes situaciones explicita la estructura (combinacién, comparacién o
variacién) completando la tabla. Marca con una x la estructura correspondiente a la

situacion de cada literal.

a) Pedro comienza una partida con 6 pesos y termina debiendo 5 pesos. Es decir,

perdio 11 pesos.
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b) Un pez globo est& a 15 metros bajo el nivel del mar, otro se encuentra a 5 metros
por debajo de él. Por lo que el otro pez se encuentra a 20 metros por debajo del
nivel del mar.

¢) Un coche esta en el kilbmetro 6 a la izquierda del cero y una moto esta a 11
kilbmetros a la derecha del coche. Por lo que la moto esta a 5 kilbmetros a la derecha
del cero.

d) Elvira estaba buceando a 3 metros bajo el nivel del mar y descendié 4 metros. Al
final quedo6 en 7 metros por debajo del nivel del mar.

e) Un edificio tiene 15 plantas mas 5 plantas del s6tano. El ascensor del edificio antes
de moverse estaba en la planta 8 y después de moverse, en la planta 3 del sétano.
Por lo que bajo 11 plantas.

f) Sandra tiene 545 puntos para reclamar un premio. Si para reclamarlo necesita 600,
entonces lo que le falta a ella para poder obtenerlo son 55.

g) La temperatura en Londres es de 5 grados por encima de cero a las 8:00 am.y a
las 10:00 p.m. de 8 grados bajo cero. Para que la temperatura de la mafana sea
igual a la de la tarde, debe bajar 13 grados.

h) Maria tiene 450 pesos en su casa y debe en el banco 35, entonces su situacion
econdmica es 415.

Literal Combinacion Comparacion Variacion
A
B
C
D
E
F
G
H
2. En las estructuras anteriores sefiala cada componente: para las combinaciones

describe quiénes son los estados parciales y el estado total; para las variaciones

quién es el estado inicial, el estado final y la variacion; y, para las comparaciones,



APORTE AL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO

quién es el estado de referencia quién es el estado comparado y cual es la

comparacion. Completa la tabla descifrando la estructura y colocando al frente la

descripcién de cada elemento de ella segun cada situacion.

Punto Combinacion Comparacion Variacion
A Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
B Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
C Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
D Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
E Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
F Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
G Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
H Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:

Las situaciones anteriores pueden representarse como la suma de dos nimeros en la recta
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numeérica. Por ejemplo, la situacién de variacién “carlos debe 3 ddlares y pierde 9 luego,
por lo que en este momento debe 12 ddlares” puede representarse en la recta numérica:
siendo el estado inicial (flecha azul) “Carlos debe 3 dodlares”; la variacion (flecha roja), el
cambio que se realizara “perdié 9”; y, por ultimo, el estado final (suma: flecha verde) “debe
12",

Carlos debe 3 dolares

Perdi6 9 —g

— = = = = = = = = = = : ‘
Debe 12 al final
Figura representacion del problema aditivo con vectores.
3. Resuelve cada una de las siguientes situaciones siguiendo los siguientes pasos
utilizando la recta y completando las tablas para cada uno de los puntos:
e |dentifica la estructura
¢ Identifica cada uno de los componentes de la estructura y los valores
e Representa en la recta numérica la suma especificando los valores con cada
flecha
e Representa la situacién con una operacion.

Como aparece en el siguiente ejemplo:

La temperatura en Madrid es tres grados bajo cero. La temperatura en Tokio es 4 grados

menor que en Madrid ¢ cual es la temperatura en Tokio?

Estructura : comparacién E, + C = E.

Estado de referencia: temperatura en Madrid (-3)
Comparacion: la temperatura en Tokio es cuatro grados menor que en Madrid (-4)
Estado comparado: temperatura en Tokio (valor desconocido)

e Fstado de referencia: temperatura en Madrid: -3
La temperatura en tokio es 4 grados menor que en Madrid (-4)

i

-5 ) — -2 2 - o 3 1 5 [ 7 5 a 10 i

1 2
Temperatura en Tokio

-3 + (_4) = Ec
—7=E,

Figura. Ejemplo solucién del ejercicio 3
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En una partida Carlos empieza perdiendo 4 y gana 5 después. ¢ Cuanto tiene en total?

a)
b)

c)

d)

Carlos tiene 5 pesos en su casa y debe 11 ¢ Cudl es su situacion actual?

Una gaviota esta a 5 metros por encima del nivel del mar y un pez esta 17 metros

por debajo de ella. ¢ A qué altura se encuentra el pez?

Esneider tiene 6 doblares y Cristidn tiene 12 ddlares menos que Esneider. ¢ cuantos

dolares tiene Cristian?

La temperatura en Londres en la mafiana era de 5 grados bajo cero, en la tarde

subio6 6 grados. ¢cual fue la temperatura en la tarde?

Utiliza la tabla de cada literal para indicar la estructura, las componentes de cada una

de ellas y la operacién que representa; y, la recta para, la representacion de estas.

Punto Combinacion Comparacion Variacion
A Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacion
Punto Combinacion Comparacion Variacion
B Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operaciéon
Punto Combinacion Comparacion Variacion
C Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
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Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacion
Punto Combinacion Comparacion Variacion
D Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacién
Punto Combinacion Comparacion Variacion
E Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacién

En las situaciones del punto anterior, la incégnita es la componente que se encuentra en el
lado derecho de la igualdad de la estructura a+b=x, (estado total, estado final o estado
comparado) por lo que la categorizamos como incégnita 3. Sin embargo, cuando en los
problemas aditivos la incégnita aparece en el primer sumando (estado parcial 1, estado
inicial o estado de referencia) la categorizamos como incognita 1; o en el segundo sumando
(estado parcial dos, comparacion o variacion) la categorizamos como incégnita 2. Estos dos
ultimos se pueden resolver como una diferencia.

Por ejemplo, las situaciones de estructura “variacion” se puede resolver mediante la
siguiente definiciéon

eq+v=eysiysolosie; —v=¢e cuando la incognita es el estado 1 (e;)
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o]
et tv=eysiysolosie,—e;, =v cuando la incognita es la variacién (v)
Asi pues, la situacién de variacion (e; + v = e, )“Un ascensor desciende 13 niveles y
termina en el sétano 4 ;cual era su posicidn antes de empezar a descender?” se puede
plantear asi:
(?Ttv=¢ey i?=e—v

4. Resuelve cada una de las siguientes situaciones siguiendo los siguientes pasos y

utilizando la recta y completando las tablas para cada uno de los puntos:

e Identifica la estructura

¢ |dentifica valores

e Representa en la recta numérica la resta especificando los valores con cada
flecha

e Represéntala con la operacion.

Como aparece en el siguiente ejemplo:
Un ascensor desciende 13 niveles y termina en el sotano 4 ¢ cual era su posicion antes de

empezar a descender?”

Estructura: variacion e1=e2-v

Estado inicial: posicion inicial del ascensor (valor desconocido)
Variacion: bajo 13 niveles (-13)
Estado final: la posicion final del ascensor es el sotano 4 (-4)

Estado inicial: posicién inical del ascensor (dato desconocido)

Estado final: la posicion final del ascensor es el sotano 4 (-4)
14

: variacion: bajo 13 niveles (-13)
-13 12 11 -0 -8 -8 T -5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

@ >

a) Un ascensor baja 5 niveles y termina en el sé6tano 4 ¢en dénde estaba el
ascensor?

b) Carlos debe 4 pesos y termina teniendo 6 ¢ Cuanto gané o perdi6?
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c) Un ascensor estaba en el piso 3 y luego de un movimiento termina en el
sétano 4 ¢ Cuanto bajo o subi6?

d) Latemperatura en la mafiana en Medellin es de 9 grados por encima de cero
y en la noche de 2 grados por debajo de cero. ¢ Cudl fue la variacion de

temperatura?

Utiliza la tabla de cada literal para indicar la estructura, las componentes de cada una de

ellas y la operacién que representa; y, la recta para, la representacion de las mismas.

Punto Combinacion Comparacion Variacion
A Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacion
Punto Combinacion Comparacion Variacion
B Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:
Operacién
Punto Combinacion Comparacion Variacion
C Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:

Operacion
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Punto Combinacion Comparacion Variacion
D Estado 1: Estado referencia: Estado inicial:
Estado 2: Comparacion: Variacion:
Estado total: Estado comparado: Estado final:

Operacién

-1 -10 -9 -8 -7 —6 -5
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