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Resumen

En este documento proponemos un método Galerkin discontinuo hibridizable (HDG)
para analizar el problema de absorcion y generacion de energia en celdas fotovoltaicas.
Para aproximarnos gradualmente al problema consideramos tres tipos de problemas en
los cuales definimos las ecuaciones de Maxwell en régimen armonico en un dominio no
homogéneo y les adicionamos condiciones de frontera y de propagacion de onda. Para
garantizar que el método HDG propuesto esta bien puesto se introduce una condicion
de no compresibilidad por medio de un multiplicador de Lagrange. Ademaés, para los
dos primeros problemas demostramos que el esquema HDG es localmente conservativo,
consistente y que tiene una tnica solucion. Posteriormente, para el primer problema
verificamos numéricamente los 6rdenes de convergencia tedricos, los cuales fueron 6pti-
mos y los obtuvimos mediante un argumento de dualidad, en el cual usamos operadores
de proyeccion adecuados para deducir estimativos de error en la norma L2. Para el pro-
blema tres que es mas cercano a la realidad, realizamos una formulaciéon completa del
método HDG y mostramos los primeros pasos de lo que seria un andlisis de existencia
y unicidad.

Palabras claves: Galerkin discontinuo hibridizable, ecuaciones de Maxwell en régimen
armonico, celdas fotovoltaicas, estimativos de error.
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Abstract

In this document we propose a hybridizable discontinuous Galerkin (HDG) method for
the time harmonic Maxwell’s equations, which describes absorption and generation of
the energy in photovoltaic cells. In order to gradually approximate the physical problem
we consider three types of problems in which the time harmonic Maxwell’s equations
are defined in an inhomogeneous domain and we add appropriate boundary and wave
propagation conditions. Then, we introduce an incompressibility condition using a La-
grange multiplier to guarantee the well-posedness of the proposed HDG method.
After that, it is proved that the HDG scheme is locally conservative, consistent and
it has a unique solution. Later, for the first problem we numerically verify the theore-
tical optimal convergence rates which were obtained by using a duality argument, in
which we use a set of convenient projector operators to obtain error estimates in the
L2—norm. For the third problem, the one that is closest to reality, we show a complete
HDG formulation and the first steps to an existence and uniqueness analysis.

Keywords: Hybridizable discontinuous Galerkin, time-harmonic Maxwell’s equations,
photovoltaic cells, error estimates.
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Introduccion

Una celda solar de pelicula delgada es un dispositivo electronico que transforma la
energia solar en energia eléctrica. Dicha transformacion ocurre cuando los fotones, que
corresponden a las particulas cuanticas que conforman la luz, tienen la energia suficiente
para desprender los electrones en la superficie irradiada. Ademas, los materiales y las
dimensiones que se emplean en la fabricacion de celdas fotovoltaicas también influyen
en su capacidad para almacenar y generar energia. Los materiales mas usados son el
silicio amorfo, diseleniuro de cobre en indio, arseniuro de galio y teluro de cadmio. Con
respecto a las medidas que se utilizan en su diseno, es conocido que dependen de las
longitudes de onda del espectro solar visible, cuyo rango es [400, 1100] nanémetros.

Debido a que esta fuente de generacion de energia tiene ventajas como la reducciéon de
los costos en la generacion de electricidad e inversiones minimas en su mantenimiento,
existe un gran interés en construir estos dispositivos de forma 6ptima, es decir, se bus-
ca que cada una de sus capas acumule y genere la mayor cantidad de energia solar y
eléctrica, respectivamente.

Para modelar el fenémeno de absorcion y generacion de energia en una celda fotovoltaica
se consideran las ecuaciones de Maxwell en tiempo armonico definidas en dominios con
caracteristicas periddicas, sujetas a condiciones de contorno y de propagacion de onda.
Una descripcion detallada puede consultarse en el primer capitulo de [33].

En la literatura se pueden encontrar métodos clasicos para aproximar la solucion de este
tipo de problemas, como por ejemplo el método riguroso de onda acoplada (RCWA)
(ver [23,29]), el método de elementos finitos (FEM) (ver [|35]), el método exacto modal
(EMM) (ver [22]) y el método de diferencias finitas en el dominio del tiempo (FDTD)
(ver [43]).

El método Galerkin Discontinuo Hibridizable (HDG) es otra alternativa que se ha uti-
lizado en el estudio de las ecuaciones de Maxwell en régimen armoénico, debido a que es
un método tipo Galerkin Discontinuo (DG) localmente conservativo y estable, el cual
permite manejar dominios con geometrias complejas, usar mallas irregulares, considerar
aproximaciones con polinomios de distintos grados en diferentes elementos de la discre-
tizacion del dominio y ademas, reducir el niimero de grados de libertad en comparaciéon
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con otros métodos DG como Galerkin Discontinuo Local (LDG), Galerkin Discontinuo
Compacto (CDG) y el Método de Penalizacion Interior (IPM). Algunos de los trabajos
en los cuales se han verificado sus buenas caracteristicas son [9-11,/17,30,36,44]. En los
articulos citados los problemas estan definidos en dominios homogéneos y la permitivi-
dad eléctrica se define como un nimero real positivo, excepto en el iltimo, en el cual
es un numero complejo.

En este trabajo, nuestro dominio es tridimensional y suponemos que la permitividad
eléctrica es constante a trozos, es decir, su definiciéon no es homogénea en el dominio
porque en una parte su valor es un niimero real positivo y en la otra un niimero complejo
con parte real negativa. Esto introduce dificultades adicionales que no permiten tratar
el problema de la misma manera que se hace en los trabajos existentes y, por lo tanto,
su andlisis de error a priori y su aproximacién numérica son considerados problemas
abiertos. Dotar a la permitividad del modelo con tal caracteristica permite describir
de forma maés real la generacion de energia en una celda, tal como se menciona en la
Seccion 2.2 del Capitulo 2 de [33].

El estudio que presentamos esté dividido en tres partes, las cuales dependen del tipo de
condiciones a las cuales estén sujetas las ecuaciones de Maxwell. Inicialmente conside-
ramos un problema sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet, después adicionamos
condiciones cuasi-periddicas excepto en la parte superior e inferior del dominio, en las
cuales mantenemos las condiciones tipo Dirichlet. En el Gltimo caso, reemplazamos las
condiciones tipo Dirichlet por condiciones de radiacién, con lo cual nos acercamos de
manera significativa al problema real.

Con el objetivo de analizar el método HDG que se propone para cada uno de los
problemas, es necesario garantizar que son problemas bien puestos y por tal razén se
impone una condicion de no compresibilidad al campo eléctrico, al igual que en [6,9,11].

Para los dos primeros problemas mostramos que los esquemas HDG asociados son local-
mente conservativos y consistentes. Ademaés, basandonos en técnicas empleadas para la
ecuacion de Helmholtz [24] y las ecuaciones de Maxwell con nimeros de onda alto [17],
desarrollamos el anélisis de error por medio de un argumento de dualidad y un conjunto
de proyectores con caracteristicas adecuadas. Finalmente, en ambos casos deducimos
estimativos de error con 6rdenes 6ptimos en la norma L2, ver [6].

En el desarrollo de la implementacion numérica del método HDG empleamos rutinas
con estructuras similares a las de [19]. Inicialmente, se determina la estructura de cada
uno de los bloques que constituyen el local solver, la cual depende de los polinomios
de la base y las formulas de cuadratura. En este trabajo empleamos bases de Dubiner,
cuyos elementos son productos de polinomios de Jacobi, ortogonales con respecto a un
conocido producto interno L2, ver por ejemplo |34]. Para hallar las aproximaciones de las
variables definidas en el esqueleto, el cual corresponde al conjunto de las fronteras de los
elementos de la discretizacion del dominio, usamos los bloques convenientes para armar
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el sistema de ecuaciones que se obtiene a partir de las relaciones que satisfacen los flujos
numéricos. Luego hallamos su solucién y la empleamos para obtener las aproximaciones
de las incognitas definidas sobre el volumen.

En el caso del problema con condiciones de radiacion y cuasi-peridédicas presentamos la
técnica perfectly matched layer, PML, la cual empleamos para imponer las condiciones
de radiacion en la parte superior e inferior del dominio fisico. Teniendo en cuenta la
teorfa presentada en la Seccion 13.5.3 de [35] hallamos las ecuaciones del problema que
definimos en las capas absorbentes que le agregamos al dominio inicial. Para plantear
el problema es necesario definir condiciones de frontera, de salto y de interfase para
los campos que satisfacen el sistema de ecuaciones. Posteriormente, proponemos una
formulacion variacional HDG y demostramos una identidad tipo ngrding, al igual que
en los andlisis realizados para los dos primeros problemas. El analisis de error a priori
del esquema HDG para este tltimo caso, se presenta de manera parcial y se convierte en
un trabajo futuro. Es importante resaltar que, hasta el momento, no hemos encontrado
referencias bibliogréaficas en la literatura, en las cuales se presente un anéalisis completo
del problema con condiciones de radiaciéon y cuasi-peridédicas que incluyan permitividad
compleja.

La tesis esta organizada por capitulos de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se des-
cribe el fenémeno electromagnético, se introducen los espacios funcionales, la notacion
que se emplea en el trabajo y una descripcion acerca del método HDG. El dominio
truncado a un periodo y el problema con condiciones tipo Dirichlet se introducen en
el Capitulo 2. Ademaés, se incluye el estudio de existencia de una tnica solucion de
la formulaciéon variacional HDG, via una identidad tipo ngrding. Posteriormente se
presenta el analisis de error y algunos ejemplos numéricos. El analisis del problema
con condiciones tipo Dirichlet y cuasi-periodicas se desarrolla en el Capitulo 3. En el
Capitulo 4 se incluye una descripcion de la técnica PML que utilizamos para imponer
las condiciones de radiacion a las ecuaciones de Maxwell en régimen armoénico sujetas
a condiciones cuasi-periddicas. La implementacion numérica del método HDG para el
problema con condicién tipo Dirichlet se presenta en la primera seccién del Capitulo
5. En su segunda seccion describimos la forma en la cual las rutinas empleadas en la
implementacion numérica del método HDG para el primer problema pueden adaptarse
para implementar el método propuesto para el problema con condiciones Dirichlet y
cuasi-periodicas. En su ultima seccidén presentamos las bases de Dubiner que utilizamos
para realizar los ejemplos numéricos.



Capitulo

PRELIMINARES

1. Descripciéon del problema

La nanociencia y la nanotecnologia son areas de la ciencia que tienen lugar a nivel nano-
métrico, ambiente en el cual los materiales pueden potenciar propiedades no perceptibles
a nivel macroscopico. La nanociencia se dedica al estudio de fenémenos y manipulacion
de materiales a dicha escala, mientras que la nanotecnologia se centra en el diseno, por
medio del control de las propiedades de la materia a nanoescala. Sus aplicaciones son
ampliamente destacadas en areas como la fisica, quimica, biologia molecular, medicina
y farmacéutica, a las cuales provee de herramientas para disenar novedosos materiales
molécula a molécula. La primera referencia asociada a la nanotecnologia se atribuye a
Richard Feynmann, en una conferencia del ano 1959, titulada: There’s plenty of room
at the bottom. En dicha conferencia Feynmann hizo referencia a la manipulacion y el
control de la materia a escalas muy pequenas, pensando en mejorar computadores y
microscopios. Para ampliar la anterior descripcion pueden consultarse [39] v la pagina
web www.nano.gov.

Uno de los componentes en los cuales la nanotecnologia ha aportado grandes avances es
en el diseno de celdas solares, ver por ejemplo [40]. La razon de los diversos estudios de
estos dispositivos se debe a que el fendmeno electromagnético de absorcion y generacion
de energia en una celda solar ocurre a escalas nanométricas, cuando la incidencia de una
onda electromagnética genera ondas SPP (Surface Plasmon Polariton), las cuales son
electrones excitados que se propagan en la interfase entre un dieléctrico con constante
dieléctrica positiva y un metal con corrugaciones periddicas, cuya permitividad relativa
tiene parte real negativa, ver Seccion 2.2 de [33)].

En la bisqueda de aumentar la densidad del agujero de electrones, la capacidad de la
celda para absorber energia solar y densidad de flujo del espectro solar, se han emplea-
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Figura 1.1: Celda solar.

do diversas estructuras en su diseno, entre las que se destacan los paneles solares de
silicio amorfo, paneles solares corrugados y dieléctricos isotropicos multicapas con bases
metalicas.

En el estudio de este fenomeno electromagnético se usan las ecuaciones de Maxwell que
se obtienen después de suponer que los campos satisfacen una dependencia armoénica
del tiempo y a las cuales se les denomina ecuaciones de Maxwell en régimen armoénico,
ver Seccion 1.2 de [35],

VxE=iwpuH, en R3,

1.1
VxH=J—iweeE, enR3 (L1)

donde E := e~ R representa el campo eléctrico, H 1= e~ ™! H el campo magnético,
J := e ™" J la densidad de corriente y las constantes positivas w, g v €y corresponden
a la frecuencia angular, la permeabilidad magnética del vacio y la permitividad eléc-
trica del vacio, respectivamente. Ademas, eye se conoce como la permitividad relativa,
ver [35,/41].

Es importante resaltar que debido a que los valores de la longitud de onda del espectro
solar visible Ay € [400, 1100] nanémetros, entonces el nimero de onda x y la frecuencia
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angular w son acotados, de acuerdo con las siguientes expresiones

2
P R (1.2)

Ao’ \/EOMO.

Es conocido que las ecuaciones de Maxwell modelan la oscilaciéon perpendicular del
campo eléctrico y el campo magnético. Ademas, que las oscilaciones del campo eléctrico,
las cuales son perpendiculares a la direccion de propagacion de la onda, generan el efecto
de polarizacion de la luz, ver [35]. Los estados de polarizacion se denominan estado de
polarizacion transversal eléctrico, TE y estado de polarizacion transversal magnético,
TM. En el estado TE las componentes H,, H, y E, no se anulan, mientras que en
el estado TM las componentes que no se anulan son E,, E, y H,. Las ondas SPP se
generan en el estado de polarizacion TM, ver [33], debido a que para algunas de las ondas
transmitidas y reflejadas que producen las corrugaciones periddicas en la superficie del
metal, se logra obtener la siguiente igualdad

, 2mn
KSPP — R;nc + 7

* L

donde x2FF denota a la componente x del niimero de onda de la onda SPP, " denota
a la componente x del niimero de onda de la onda incidente y n € Z representa a una
onda reflejada o transmitida, ver Figura |1.1

En nuestro caso, definimos en un dominio truncado, que corresponde a un periodo
del dominio que se ilustra en la Figura|l.1, el cual tiene caracteristicas no homogéneas,
ver [31,32,136], puesto que € es un nimero real positivo en la region ocupada por el
material dieléctrico isotropico y un niimero complejo con parte real negativa y parte
imaginaria positiva, en la regién donde se encuentra el material conductor.

Para aproximarnos al modelo real de absorciéon y generacion de energia en una celda
fotovoltaica es necesario considerar condiciones de frontera y de propagacion de onda,
ver [41], las cuales motivan el estudio paulatino de tres tipos de problema. El problema A
se caracteriza por tener solamente condiciones tipo Dirichlet. El Problema B esta sujeto
a condiciones tipo Dirichlet en la parte superior e inferior del dominio y cuasi-periodicas
en el resto. Finalmente, el problema C conserva las condiciones cuasi-periodicas del
Problema B y reemplazamos las condiciones tipo Dirichlet por condiciones de radiacion.

La condicioén tipo Dirichlet que consideramos no corresponde a la de un conductor per-
fecto, puesto que es de la forma u x n = g, donde g es una funcién no nula definida
sobre la frontera del dominio, ver Seccion 1.3 de [35].

Las condiciones cuasi-periodicas son usadas comunmente en la modelacién de problemas
definidos en dominios con caracteristicas periodicas (ver Secciones 3.1 y 3.3 de [26] y
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Seccion 2 de |46]), puesto que las soluciones de dichos problemas son de tipo cuasi-
periddico. Las soluciones de tipo cuasi-periodico satisfacen que, en fronteras paralelas
del dominio, difieren por un factor exponencial complejo.

Para definir las condiciones cuasi-peridédicas es necesario tener en cuenta que el campo
eléctrico del rayo que incide sobre la cara superior de la frontera de la celda tiene la
forma de una onda plana, es decir,

E(z,y, z) = AelostBytrz), (1.3)
donde A denota la polarizacion y satisface que A - («, 5,77) = 0, con

« := Kk sin 6 cos ¢,
[ := ksin#sin ¢,

v = Kcos¥,

para 0 € [0, 7] y ¢ € [0, 27], ver Seccion 1.3 de [35].

Como las condiciones cuasi-peridédicas no las imponemos en la parte inferior, ni en la
parte superior de la celda truncada (0, L) x (0, L) x (0, M) entonces el campo E satisface
que

E(L,y,z) = ¢“"E(0,y, 2),
E(z,L,2) = ¢#"E(x,0, 2),

y por su forma sabemos que las funciones e "“LE(L,y, 2) y e L E(x, L, z) también son
soluciones cuasi-periodicas del problema.

En la literatura, se pueden encontrar diversas formas de imponer condiciones de radia-
cion a las ecuaciones de Maxwell en tiempo armonico, ver por ejemplo [25]. Las mas
modernas y efectivas se denominan aproximaciones locales convergentes y corresponden
a la técnica perfectly matched layer (PML) y la aproximacion por sucesiones de con-
diciones de frontera locales, ver [25]. De las anteriores técnicas la que se sugiere para
problemas tridimensionales es la aproximacion PML, la cual empleamos para plantear
el Problema C. Esta técnica fue introducida por Berenger, ver [34], para truncar domi-
nios no acotados introduciendo fronteras artificiales, las cuales permiten simular capas
absorbentes que rodean al dominio fisico en el cual esta definido el problema. Dichas
capas PML se caracterizan por absorber y no reflejar las ondas electromagnéticas, lo
cual es consecuencia de la funciéon o que puede ser acotada o no acotada y cuya integral
se supone con un valor muy grande, ver por ejemplo Seccién 2 de [3], Seccion 13.5.3
de [35], Seccion 3 de [38]. Ademas, la interfase entre el dominio y la PML se define de
tal forma que no genere reflexiones que se denominan falsas en el interior del dominio
fisico.

Para obtener el planteamiento del problema C agregamos dos PML al dominio fisico,
una en la parte inferior y otra en la parte superior. Después consideramos un sistema
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de coordenadas en el cual la variable z depende de la funciéon o que suponemos no
acotada y con integral no finita en las capas absorbentes, como en la Seccion 3 de [38],
para definir las ecuaciones en dichas capas. Estas ecuaciones contienen la informacion
de unas nuevas variables que representan a los campos de las ecuaciones de Maxwell
en las PML. Ademas, debido a las caracteristicas de la técnica PML es necesario adi-
cionar condiciones adecuadas en las interfases y las fronteras exteriores de las capas
absorbentes.

2. Espacios funcionales

Sean @ C RY un dominio acotado con frontera O Lipschitz continua, s € R, p > 1,
m € Ny supongamos que s = m + o con o € (0,1). El espacio de Sobolev W*P(O) se
define como el espacio de distribuciones u € C3°(O)’ tales que u € W™P?(QO) y

|0°%u(z) — 0%u(y)|
< 00,
/o /o |z — y|Ntop

para el multi-indice « € NV cuyo orden es |a| = ZZN:1 a; = m. Este espacio esta dotado
de la norma

lo" leY 1/p
_ p |0%u(x) — 9u(y)]
e S

laf=m

[

Cuando p = 2y s > 0, H(O) := W*2(0) y H*(00) := W*%(90), ver Seccion 3.2
de [35].

Para s € NU {0},
H*(0) := {w € L*(0) : 9*w € L*(0), Va, |a| < s},

donde
olelw
L1082 - 0o
corresponde a la derivada de w en sentido débil. El espacio de Sobolev H*(O) esta
dotado de la norma

0w =

1/2
2
loll,o =1 D 0wl
lal<s
y la siguiente seminorma
1/2

2
wl,o =1 D 0wl

|al=s



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Caracterizaciones mas detalladas de los espacios de Sobolev pueden consultarse en
[81[16,/35].

En el caso s = 0, los espacios se denotan L2(0) y L?(00), en vez de H°(O) y H°(9O).
Las normas asociadas a cada espacio las denotamos | - ||s.0 para H*(O), [H*(O)] y
|- ls.00 para H*(0O), [H*(0O)]*; cuando s = 0 se omite el subindice s. Las seminormas
de H*(O) y [H*(0)]® las denotamos |- |5 o y para referirnos a productos L? (-) definidos en
los complejos empleamos (-, )y ¥ (-, )g0- Adicionalmente, se introducen los siguientes
espacios

[LAHO)f : V- (ew) € L2(O)},
[LQ(O)]S Vew = O}a
[LAHO)P : V- (ew) = 0},
H(curl; 0) := {w € [L2(O)]* : V x w € [L2(O)]*},

donde n representa el vector normal unitario a 00O.

Para introducir los espacios de trazas y las conocidas identidades de Green en los
espacios H(div; Q) y H(curl; O), definimos los siguientes operadores

7 1 C(0) — L2(00)
© = () = ¢ |so,
T @ [C (5)]3 — [H_I/Q@O)]?’
® = m(p) == ¢ -nloo,
7 (0% (O)] — [HT*(90)?
¢ = 7(p) =9 xnlpo.
donde H™'/2(00) es el espacio dual de H/2(90). Los anteriores operadores se conocen,
en su orden, como operador traza, operador traza normal y operador traza tangencial.
Ademas, de acuerdo con los Teoremas 3.9, 3.24 y 3.29 de [35], las aplicaciones pue-

den extenderse por continuidad y densidad de C* (O) en H'(O) y de [C* (O)]® en
H(div;O) y H(curl; O).

Los espacios de Sobolev H'/2(00) y H™'/2(00), en los cuales estan definidas las trazas
de las funciones de H'(0), H(div; O) y H(curl; O), también pueden definirse teniendo
en cuenta los conjuntos formados por las imagenes de cada operador, asi
HY2(90) := ~(H'(0)),
[H2(00)] i= ya(H(div; 0)),
Y(90) := y(H(curl; 0)),

donde Y(00) C [H~2(00)]’.
Veamos ahora las identidades de Green (secciones 3.5.1 y 3.5.3 de [35]).
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» Para todo u € H(div; O) y ¢ € [H(O)]?, la identidad de Green en H(div; O) es
(0, V) = (V- 1,0) = (1 (), %(9)) g0 -
» Para todo u, ¢ € H(curl; O) la identidad de Green en H(curl; O) corresponde a
(0, V5 0) = (V xu,0) = = (3-(0), %(9) g0 »
donde 7, denota la componente tangencial y v,(u) :=n x (u x n).

En la literatura, ver por ejemplo [6,]14], el espacio usado para estudiar los campos de
las ecuaciones de Maxwell en tiempo armonico corresponde a

Hy(curl; O) N H(div,; O)

y teniendo en cuenta que Hy(curl; O) N H(div.; O) C H(curl; O) entonces el espacio
de trazas lo denotamos como ~;(Ho(curl; O) N H(div; O)).

En este trabajo, A < B se emplea para denotar la existencia de una constante C' > 0
tal que A < C B.

Ademas, en las justificaciones de varios procedimientos utilizamos las siguientes identi-
dades

bxc=—-cxb, (1.4a)
a-(bxc)=(axb)-c=(cxa)-b, (1.4b)
V x (Vp) =0, (1.4c)
V- (Vxa)=0. (1.4d)

3. Método HDG

El método HDG es un método tipo Galerkin discontinuo (DG) (ver [1]), por lo cual
tiene caracteristicas similares a las del método de Galerkin continuo (CG) y a las del
método de volimenes finitos. Sus bases datan de 1965 cuando se hibridiz6 por primera
vez un método numeérico aplicado a las ecuaciones de elasticidad lineal. Veinte anos des-
pués, usando hibridizacién para analizar formulaciones asociadas a los métodos mixtos
Brezzi-Douglas-Marini (BDM) y Raviart-Thomas (RT), fue posible obtener informacion
de la solucion exacta a partir de las variables de la formulacion variacional. Alrededor
del ano 2009 Bernardo Cockburn, Jayadeep Gopalakrishnan y Raytcho Lazarov hacen
uso de estas técnicas para introducir el método HDG, ver [12].
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Los métodos discontinuos se pueden usar para analizar problemas definidos en dominios
no homogéneos, por lo cual en este trabajo se propone un método HDG para realizar
el estudio de los tres problemas. Después de proponer un método HDG, es necesario
mostrar que dicho esquema es consistente y localmente conservativo, ver Secciéon 3.2
de [36]. Se dice que un esquema HDG es consistente si la solucion exacta del problema
satisface la formulacion variacional HDG y cuando se clasifica como localmente conser-
vativo, es porque el salto de los flujos numeéricos es cero, es decir, son univaluados. Para
entender mejor el tltimo concepto definimos las nociones de salto de una funciéon y de
flujo numeérico.

Sean K~, Kt elementos adyacentes de una triangulacion 7;, de un dominio dado con
vectores normales n~ y n™, respectivamente. Si F' es una cara en comun de los elementos,
es decir, 0K N 9K = F, el salto de una funciéon o = (o) g se define como

[e] :=0"-n~ +0" -n",

donde nt = —n~.

Los flujos numéricos representan la aproximacion de la traza de una variable del pro-
blema y corresponden a nuevas variables que se introducen en la formulacién integral
local asociada al problema, para unificar los valores de las funciones sobre las caras
interiores de los elementos, debido a que el método de aproximacién no es continuo.
Dichas variables nos permiten sumar sobre todos los elementos de la triangulacién en la
formulacion integral local, para obtener la formulacion integral sobre toda la triangula-
cién. Ademas, entre los flujos numéricos se proponen relaciones que permiten disminuir
la cantidad de incognitas de la formulacion variacional HDG.

El método HDG se resalta entre los métodos DG debido a que permite reducir una
de sus desventajas, la cual es consecuencia del aumento en la cantidad de grados de
libertad debido a la duplicaciéon de nodos en las fronteras interiores de los elementos. La
reduccion de los grados de libertad que se logra al hibridizar un método DG se consigue
porque el sistema de ecuaciones que se resuelve de manera global tiene como incégnitas
funciones que estan definidas solo sobre las caras de los elementos. Posteriormente, dicha
solucion que corresponde a los flujos numeéricos se utiliza para hallar las aproximaciones
locales de las variables definidas en el volumen.

Para ilustrar el procedimiento que se utiliza para plantear un método HDG vamos a
aplicarlo a un problema eliptico de segundo orden. Sea 2 C R" con n = 2,3, un
dominio poliédrico. Dado f € L*(Q) consideremos el siguiente problema con valores en
la frontera:

Hallar v € H?(Q) tal que

—Au=f, en(,
u =0, sobredfl.
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Definiendo o := Vu, el anterior problema se puede reescribir como:
Hallar (u,c) € H{(Q2) x H(div, ) tales que

oc=Vu, enfl,

V.o=—f en(Q, (1.5)
u =0, sobre 0f).

Sea T, una triangulaciéon de Q formada por triangulos o por tetraedros regulares. Se
definen el conjunto de lados o caras de los elementos 07, := {0K : K € T,} y el esque-
leto &, := £ U &r, donde & representa a los lados o caras interiores de los elementos y
Er los lados o caras de frontera.

Dado K € 7T, tomamos dos funciones de prueba w y z suficientemente suaves definidas

en K. Dadas (uy, 0y,) las aproximaciones de (u, o), testeamos las dos primeras ecuaciones
de la version discreta de (1.5)) y aplicamos la identidad de Green de H(div, §2)

(on, W)k = (Vup, W) = —(up, V- W)k + (up, W - 1) 5,
(f,2) =(V-on2)k = —(00, V2)x +(0n -1, 2) gy -

Después introducimos los flujos numeéricos i, y 0 en el anterior sistema de ecuaciones,
los cuales corresponden a las aproximaciones de la traza de uy, y la traza normal de oy,

(on, W)k = (Vup, W)g = —(up, V- W)k + (Up, W - 1) 5,
(f,2) = (V-on2)k = —(00, V2)x + (0 1, 2) gy -

Luego, dado un parametro de estabilizacion positivo 7 proponemos la siguiente relacion
entre los flujos numéricos

6h-n::ah-n—|—f‘(uh—ﬁh)
e introducimos los siguientes espacios polinomiales de dimensién finita

Wy = {w e [LX(Q)]": w [k € [P(K)]", VK € Tr},
Zn={2€L*(Q) : z |g€ Pr(K),VK € Ty},
Ny :={nel?&):nlrc PuF),VF €&} .

Teniendo en cuenta lo anterior, la formulacion variacional HDG consiste en:
Hallar (o, up, Uy) € Wy, X Zy, x Ny, tales que
(on, W), + (un, V- W) 7, — (i, W - n) 5 =0,
—(on, vz)ﬁ + (0p -, Z>8T,L = (f,2), (1.6)

<&h -1, 7]>a’7'h\8ﬂ = Oa
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para todo (w, z,m) € Wy, x Zj, X Nj.

Para hibridizar el método discontinuo planteado en ((1.6) consideramos el siguiente
sistema lineal que se denomina local solver

(on, W)k + (un, V- W)k = (Up, W - 1) 5

—(on, V2)Kk + (on - 1, Z>6K + (Tup, Z>6K = (f,2)x — (T, Z>8K'

Debido a su estructura la cantidad de grados de libertad que debemos hallar para
resolver el problema (|1.6) se reduce a los asociados a la variable 4y, la cual esta definida
en el esqueleto.

Para obtener los grados de libertad asociados a 4y, resolvemos el sistema de ecuacio-
nes que se obtiene después de usar la relacion entre los flujos numéricos en la tercera
ecuacion de (1.6)).



Capitulo 2

PROBLEMA CON CONDICION TIPO
DIRICHLET

En este capitulo se presenta el analisis del esquema HDG que proponemos para estudiar
las ecuaciones de Maxwell en tiempo armonico (1.1]), sujetas a una condicion de frontera
tipo Dirichlet.

1. Planteamiento del problema

Dados L y M ntmeros positivos, consideremos un dominio correspondiente a un periodo
de la celda solar que ilustramos en la Figura del Capitulo 1, el cual definimos como
Q:=(0,L)x (0, L)x (0, M) C R Dicho dominio es por lo tanto acotado y tiene frontera
poligonal conexa I' := 0. Luego, dado L,, < M, se divide a €2 en dos regiones, (2,
y €4, usando una interfase plana a trozos. La region Q,, := (0, L) x (0,L) x (0, L,,)
estd ocupada por un metal con permitividad relativa ¢,, € C, tal que Re(e,) < 0y
Im(ey,) > 0. La region Q4 := (0,L) x (0,L) X (Ly,, M) la ocupa un dieléctrico con
permitividad relativa e; € RT.

Dados g € 7 (Ho(curl; Q) N H(div,;Q)) y J € H(div’;Q), consideremos el problema
con valores de contorno

VxE=1wpuoH, en €,
VxH=J—iweeE, enQ, (2.1)
Exn=g, sobre T

donde,
€m, en Q..
€:=
€4, en .

11
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M.
. //12 /,/'/ Q..
= -
" 0| .— /_/'
e o
_/ - Re(e.) < 0
Em Im(e,,) >0

Figura 2.1: Dominio con interfase plana.

Debido a que los valores conocidos de la permitividad del vacio ¢ y la permeabilidad

magnética del vacio i, son 8.854 x 1072 Fm ™! y 47 x 10" Hm ™', respectivamente,

se introduce el cambio de variable u := eé/zE yVvi= m,u(l)/QH en , con el fin de

obtener un sistema de primer orden cuya matriz este bien condicionada, ver Seccion 1.2

de [35|. Entonces, teniendo en cuenta que w = W, se obtiene el siguiente sistema
0 0

equivalente a ((2.1)

M A
VX%V:J—%%UIJ—%H,
(72N Ho €0 €o Ho
%%u Xn=g,
de donde,
v—Vxu=0, en €,
V x v — r2eu = inpt?J,  en Q, (2.2)
uxn= 6(1]/2@7 sobre TI'.

Ahora, para garantizar que estd bien puesto se impone la condicion de no compre-
sibilidad del campo eléctrico que se deriva de la segunda ecuacién, lo cual hace necesario
introducir una variable auxiliar p, ver por ejemplo [9,[11], la cual es cero sobre I'. En-
tonces, definiendo f := muéﬂ J, g:= eé/Qg y € como el conjugado de ¢, de resulta
el siguiente problema de primer orden:
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Hallar v, u y p tales que

v—Vxu=0, enf(
Vxv—r?u+eVp==Ff en(,

V:(eu) =0, en (2.3)
uxn=g, sobre I
Pr = 0.

Entonces, después de sustituir la expresiéon de v que se obtiene de la primera ecuacion
de (2.3), v =V X u, en su segunda ecuacion, resulta el siguiente problema de segundo
orden con variables u y p

VxVxu—rleu+eVp=1f, en,

V.-(eu) =0, en(, (2.4)
uxn=g, sobre [
p|F = 0.

Para llevar a cabo el analisis de existencia y unicidad de (2.4)) seguimos las ideas pre-
sentadas en la Seccion 5 de [6].
Primero supongamos g = 0 sobre I' y definamos

X := Ho(curl; Q) N H(div’; Q),

dotado con la norma

1/2
[wlixo = (IV x wlig + [[wllg) "

Luego, consideremos la formulacion variacional asociada a (2.4]):
Hallar (u,p) € Xy x H}(Q) tales que

(Vxu,Vxw)—r*eu,w)=(f,w), (2.5a)
(€Vp,Vq) = (,Vq), (2.5b)

para todo (w,q) € X, x H}(Q).

A continuacion se demuestra que (2.5 tiene una tnica solucion.

Teorema 1. Sea D := VxV x un operador definido en Qy. Si k*e; no es un valor propio
del problema de valores propios Du = Au, entonces tiene una unica solucion
(u,p) € Xo x H{(Q).
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Demostracion. Definamos las formas sesquilineales

a: Xog X Xg — C
(u,w) = a(u,w) = (Vxu,Vxw)—r*(enu,w)q, + K (a1, W)q,,
b: XO X XO — C

(0, w) = b(u, w) := 2k*(equ, W)q,.

Veamos que a(+,-) es una forma sesquilineal acotada y eliptica en X.

s a(u, w)] < [(V xu,V x w) — £ (6,0, W)q,, + £ (€u, W), |
<|(Vxu,V xw)|+ £ |en(u, w)] + &2 |eq(u, w)|
< IV xullg IV x wllg + £ (lem| + €a) [ullg Wl
= (IV x ullg, wllem| + ea)* ullg) - (1V x Wllg , 5(leml + €)' [lwllg)
< (IV x ullg + & (lew| + ea) [ulle) 21V x wlig + &2 (el + €a) [ wllg)'
< " ullx, [Iwllx, »
= la(u,u)| > Re(a(u, u)) = ||V x ullg — &*Re(en) [ullg,, +r’e |ullg,
> |V x ullg + #* min {|Re(en)| , a} [l
> C.|lully, ,

con C* := méx {1, k*(|em| + €4)} y Oy := min {1, x> min {|Re ()|, €4} }-

Ahora, sea A : Xq — X{, el operador inducido por la forma sesquilineal a(-,-), es decir,
Au(v) = (Au,v) = a(u,v), para todo u, v € Xy. Entonces A € L (X, X[) v como
a(-,-) es eliptica se tiene que

C. [}, < la(u, )| = [(Au, )| < [|Aullg, [ully,
de donde,
[Aullx, = C.|ullx, ,

lo cual implica que A es un operador inyectivo con rango, R(A), cerrado (ver Teorema
2.21 de [8]). Luego, de acuerdo con el Teorema 2.19 de |§], el rango del operador adjunto
de A, R(A’), es cerrado y el espacio nulo N(A’) = {0}. Entonces, por las equivalencias
del Teorema 2.20 de [8], se concluye que A es un operador sobreyectivo.

De otro lado, notemos que b(-, ) es una forma sesquilineal acotada, en efecto,

b (u, w)| < 267 [[ullg [Iwllg < C ullg, [Iwllx, -
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Definamos ahora las siguientes aplicaciones
i :Xo — Ho(curl; Q) N H(div,; Q)
K :Ho(curl; Q) N H(div; Q) — [L* (2)]°,
/
R:([L2@)]") = 2 @),
a\ /
HUADIIES
Notemos que 4, i son inclusiones, por lo tanto son continuas, R es la aplicacion de
Riesz y teniendo en cuenta el Teorema 4.7 de [35], se deduce que K es una inyeccion

compacta. Luego, como el operador K : Xy — Xj inducido por la forma sesquilineal
b(-,-) se puede descomponer asi

K::ioR_loIzog,

resulta ser compacto, debido a que es la composiciéon de aplicaciones continuas con un
operador compacto.

Entonces, (2.5a]) se puede reescribir como:
Hallar u € X tal que (A—-K)u= f,

donde f € L (Xg,C). Veamos que A — K es un operador inyectivo. En efecto, sean
uy, uy € X tales que (A — K)u; = (A — K) us. Entonces,

(A—K)(ul—uz):()

y por tanto,
CL(lll —UQ7W) —b(u1 —HQ,W) = 0,

para todo w € Xj. Luego, tomando ¢ = u; — uy y teniendo en cuenta las definiciones
dea(-,-) y b(--), se obtiene lo siguiente

0= a(qﬁ,w) —b(¢7W)
= (VX ¢,V XW)— K (ent, W)a,, + k> (ead, W)a, — 2K> (€40, W)a,

de donde,
(v X ¢7v X W) — K’ (E¢7W) =0,
para todo w € Xj. Entonces, tomando w = ¢ se obtiene

0=(Vx 9,V x0)—r (b, )
= ||V x ¢llg + &% [Re (en)] |05, — 16" Im () |65, — #€a l6llg,
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y tomando parte imaginaria

0=1Im [|IV x ¢llg,, +r*[Re (en)l 16]lg,, — inTm (e) 19115, — *eallllg,]
= —#’Im (e) [|9]

2
Q'rn ?

de donde, ¢ = 0 en 2,,,, puesto que Im (¢,,) > 0. Por lo tanto,

0=(Vx 0,V x0¢)—r (ct,0) = IV x dllg, — ka0, .

lo cual implica que ¢ = 0 en y si y so6lo si k%e¢4 no es un valor propio del problema
D¢ = \¢. En consecuencia, A — K es inyectivo si y solo si x%€4 no es un valor propio de
D¢ = \¢. Luego, por la alternativa de Fredholm se concluye que A — K es biyectivo.
Entonces, existe un tinico u € X, que satisface (2.5a)).

Resta mostrar que (2.5b]) también tiene una tnica soluciéon. Para desarrollar la prueba
se emplea un procedimiento andlogo al usado en el caso (2.5a)). Primero se definen las
formas sesquilineales

a: Hy () x Hf () — C

(p,q) = a(p,q) = (€Vp,Vq) —i(Vp, Vq),
b: H! (Q) x H! (Q) — C

(p,q) = b(p,q) == —i(Vp, Vq),

las cuales son acotadas. En efecto,

= a(p,q)| <€V, V)| +[i(Vp, Va)| < [EVpllg IVdllg + [IVpllg IVallg
< CIVpllg [IVallg
< C”P”l,g ”qul,m

= [b(p @)l <[=i(Vp, V)| <|[Vpllg IValla <Pl llalhq:

donde C := méx {[¢|, 1}.
Ademas, a (-, -) es eliptica por la desigualdad de Poincaré (ver Proposicion 5.35 de [7])

la (p,p)| > [Im [(€Vp, Vp) —i(Vp, Vp)]| = [Im(&) | Vplls, — IVPla)
= |Im(en) | Volla, + I Vol
>C HPH?Q -
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De otra parte, sea K : H} () — H} (Q) el operador inducido por la forma sesquilineal
b(-,-). Veamos que K es un operador compacto. Consideremos las aplicaciones

i Hj (Q) — H' (Q),
K :H'(Q) — L*(Q),
R:[L2(Q)] — L* (),
i [L2(9)] — [H ()],
y la siguiente reescritura para el operador K
K:=ioR 'oKoi.

Notemos que K es un operador compacto, puesto que es la composicion de las funciones
continuas 7, R™!, ¢ y la inyeccion compacta K, ver Teorema 9.11 (Teorema de Rellich)
en [20].

Ahora, veamos que A — K es inyectivo. Sean p;, p, € H(Q) tales que
(A —K)p; = (A — K) p. Entonces,

(A=K)(pr—p2) =0
y por tanto,
a(pl —p2>Q) —b(pl —p2;Q) =0,

para todo ¢ € H}(Q). Luego, tomando ¢ = p; — py y teniendo en cuenta las definiciones
dea(,-)yb(,-), resulta

0=a(p,q) —b(.q) = (€V0,Vq) —i(Vp,Vq) +i(Vep, Vq)
= (eVo,Vq)
= (EnV9,Va)a, + (aV9,Va)a,,

para todo ¢ € H}(Q). Entonces, si ¢ = ¢ en la anterior expresion, se tiene que
: 2 2
(Re (em) —iIm (en)) [V, + €alVEllg, =0,
y su parte imaginaria satisface
Im (en) [IV6]lg,, = 0,
de lo cual V¢ = 0 en €2, puesto que Im (¢,,) > 0. En consecuencia,
0= (a ng, VQ)Qm + (edv¢a VQ)Qd = (EdVQb, VQ)QW

de donde, tomando g = ¢ se obtiene que V¢ = 0 en )y, por que €5 > 0. De lo anterior,
¢ es constante en €, y Q4. Luego, teniendo en cuenta que ¢ es cero en ', por su
definicion, entonces ¢ = 0 en ). De lo anterior, A — K es inyectivo y por la alternativa
de Fredholm se concluye que A — K es biyectivo, lo cual implica que (2.5b) tiene una
tnica solucion. ]
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Ahora veamos que los problemas (2.4) y (2.5) son equivalentes, es decir, existe
p € H} () tal que
V xVxu—rleu=f—eVp,

en el sentido de las dlStl"lbllClOIleS Notemos que del Teorema 1] l existe un nico u € X
el cual es solucion de , entonces definiendo f := f + x2eu, la anterior ecuacion

puede reescribirse como .
Vx(Vxu)+eVp=_f.

Ahora bien, dados w € [C§° (Q)]3 v q € HY(Q) tales que (eVr,Vq) = (eVr,w), para
todo r € H}(Q), entonces v := w — V¢ € X;. En efecto,

» vxnp=wxn,—Vgxn,=0.

n VXxv=VXxw—-VxV¢g=Vxwe [LZ(Q)}S,verm.

» Como (€Vr, Vq) = (€Vr,w) entonces usando la identidad de Green de H(div; ),
teniendo en cuenta (2.5b)) y que V - f = 0, resulta
=(nV-e(w=Vq)) = (V- (ew)) = (V-f,q) = (r,V - (ew)),

para todo r € H}(2). Por lo tanto, tomando r = V- (ew), de lo anterior se obtiene
V:(ew) =0y asi V- (ev) =0.

Notemos entonces que teniendo en cuenta lo anterior y usando identidades de Green,
resulta

(f,v) = (VxV xu+eVp,v)
=(Vxu,Vxv)+{((Vxu),vxn)—(pV:(ev)) + (p,ev n)
=(VxuVxw).

Luego, como
(EVp,w) = —(p, V- (ew)) + (p,ew - m) = 0,
—(f,Vg) = (V-f,9) = (f-m,q) =0,

entonces,
(Vxu,V xw)+ (eVp,w) = (,v) = (F,w),

de donde, por la identidad de Green de H(curl; Q)

(VxVxu+eVpw)=(fw

~—

y por tanto, como w € [C° (Q)]° es arbitrario, entonces

Vxqu—i—EVp:f,
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en [D(Q)]3.

Ahora, sea g # 0 en (2.4). introducimos el espacio
Xg := {w € H(curl; Q) N H(div}; Q) : %(w) =g},

donde 7; es el operador traza tangencial, v, : H(curl; Q) — [H™Y/2(I")]3, el cual no es
sobreyectivo, ver Observacion 3.30 de [35].
Notemos que H(curl; Q) N H(div’; Q) C H(curl; Q) y si

g € v (H(curl; Q) N H(div?; Q)) c [H 2 (D))?,
entonces existe o € H(curl; Q) N H(div?; Q) tal que 7, (¢) = g. Definiendo x := u — ¢,
se tiene que v (x) = % (1) — % (¢) = 0 sobre I' y V - (ex) = 0, lo cual implica que
X € Xo y u:= x + ¢. Luego, teniendo en cuenta lo anterior en (2.5a)), resulta

(Vxx,Vxw)—rex,w) = (f + o, w) — (V x 0,V x W),
para todo (w,q) € X, x H}(Q). Entonces, si definimos f : Xy — C como

;‘(W) = (f + KZep,w) — (V x ¢,V X W),

notemos que V - f = 0 (ver 1.4d)) y la formulacion variacional asociada a (2.4) consiste
en:
Hallar (y,p) € Xo x H}(Q) tales que

(VX X,V xw) —r*(ex,w) = (f W), (2.6)
(eVp,Vq) = (f,Vyg),

para todo (w,q) € X x H}(Q).

La existencia de una tnica solucion de es consecuencia del Teorema [I] y para
demostrar su equivalencia con , se procede como en el caso g = 0. Los argumentos
anteriores garantizan la existencia y unicidad de la solucion del problema con condiciéon
Dirichlet no homogénea, (u,p) € Xy x H(Q).

2. Formulacion HDG

En esta seccion se plantea un esquema HDG para (2.3)), el cual demostramos que es
localmente conservativo y consistente.
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Consideremos las triangulaciones cuasi-uniformes {7,"}is0 v {T%}ns0 de Qv Qg
respectivamente, con la caracteristica de que los elementos estan completamente conte-
nidos en los conjuntos y no tienen elementos comunes. Teniendo en cuenta lo anterior,
se define la triangulacion {75 }r>o de Q como la union de 7, y T,%, la cual, como puede
consultarse en la definicion 4.4.13 de [7], satisface que existen constantes positivas ¢; y
co tales que

min hx > cih, hix < coh,
KeTy,

donde h := méxger, hx. Ademas, se definen 07, := {0K : K € T} y el esqueleto
&y = ErU&r como el conjunto de todas las caras inducidas por 7, donde &r representa,
las caras en la frontera del dominio y &; las caras internas. Teniendo en cuenta lo
anterior, se definen los subespacios de dimension finita Qy, My, V,, y MY, asi

={qel*(Q):q|xePr(K),YV K € Tp},
My, == {p € L?(&): pu|rePW(F),V F €&},
Vii={we [L2(Q)]: wl|xe [P(K)*,V K eT},
Mj = {B e [L*(& )] B lr€ Pu(F),(8-n) [p=0,Y F €&},

donde P, (W) denota el espacio de polinomios de grado menor o igual a k, definidos en
W. Los productos interiores L? en los complejos, definidos en T, 975 y I' corresponden
a los siguientes productos internos quebrados

(" )Th = Z ('v ')K’ <" '>6Th = Z <" '>3K7 <" '>F = Z <'7 '>F'

KeTh KeTh Feér

Ahora, planteamos la formulacion variacional HDG asociada a ([2.3)), mediante la cual
aproximamos v, u'y p con vy, u, v pp. Dado K € Ty, sean w, z y t funciones de prueba

suficientemente suaves definidas en K. Entonces, testeando las tres primeras ecuaciones
de (2.3) y usando identidades de Green, resulta

= (Va, W) = (V xup, w) e = (vi, W) e — (un, V X W) e = (32 (un), 7(W)) o
(f, ) =(VXvp,2z),— (Ii euh,z)K—i-(EVph,z)K

= (i, V X 2) e + (3 (Vi), 1(2)) gic — K7 (€W, 2) o — (01, V - (€2)) ¢ (2.7)

+ (P, €z - 1) oy

= (V- (eup),t) = — (eup, Vi), + (eu} - n,t)

Debido a que el método HDG es discontinuo entonces los valores de vy, u, y pp no
coinciden en las caras interiores de los elementos de 7, por tal razon se introducen
unas nuevas variables, ul, Vi, p, vy e/u\z, que se conocen como flujos numéricos y co-
rresponden a las aproximaciones de - (vy), v-(un), Y0(pr) ¥ Ta(eu))) sobre el esqueleto,
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respectivamente. Entonces de (2.7) resulta

)k <ﬁ2»%(w)>aK =0,
(Vi V % 2) g + (Vi 7e(2)) o — K (€n, 2) 5
—(pn, V- (e )) + (P, €z - n>8K = (f,z), (2'8)
— (eup, Vi), <eu2 ‘n,t)gr = 0.

(Vi W) — (up, V X W

y sumando sobre todo K € Tj, en (2.8), se obtiene

(Vi W)z, = (W, V X W) = (@, 76(W))or, =0,
(v, V X 2)7, + (Vi 1(2))or, — K7 (e, 2),
= (0, V - (e2))7, + (s ez - m)yy, = (£,2) 7,
— (eup, Vi) + (eu! - n,t)yr. = 0.

Notemos que el anterior sistema tiene como incognitas vy, up, pp, Vi, U, Dp, €Uy que se
pueden reducir a vy, up, pp, Ul, pr, por medio de las siguientes relaciones entre los flujos
numeéricos definidos sobre &,

nxv,=nxvh+7(u, —u}), (2.9a)

euy -n = euy -0+ 7, (pn — D), (2.9b)
donde 7 y 7, son pardmetros de estabilizacion positivos que se definiran posteriormente.
Teniendo en cuenta lo anterior, se plantea la siguiente formulacién variacional HDG
para (2.3): Hallar (v, up, pp, Uk, pn) € Vi, X Vi, X Qp X MY x M), tales que

(Vh,W)T (up, V x W)Th @, v:(w))ar, =0, (2.10a)

(th V X Z)T <Vh7 ’Vt( )>37'h (euh, Z)ﬁ
)

— (pn, V - (e2z) T + (Ph, €z - n)s7, = F (2), (2.10b)
—(eup, Vi) + (en} -m, )y =0, (2.10c)
(n < Vy,mer, «r =0, (2.10d)

(euf - n, oz, r =0, (2.10e)

(@, mr = (g, n x n)r, (2.10f)

(D, )1 = 0, (2.10g)

para todo (w,z,t,n,1u) € Vi x V, x Qp x MY x M. Aqui, se introduce el funcional
F: [L2 (7})}3 — C, con el ﬁn de generalizar el anélsis de error y el estimativo de es-

tabilidad. Notemos que en , F(z) := f z) T y 1 10 , son consecuencia

inmediata de la cuarta y qumta ecuacion de , respectlvamente Més atn, para im-
poner la continuidad de la traza tangencial de vy, v la traza normal de euy, se incluyen
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las ecuaciones (2.10d)) y (2.10€)), respectivamente.

A continuacién, usamos procedimientos anédlogos a los presentados en la Seccion 3.2
de [36] para demostrar que (2.10) es localmente conservativa y consistente.

Lema 1. La formulacion HDG es localmente conservativa y consistente.
Demostracion. Primero veamos que (2.10) es localmente conservativa.

Supongamos que in X Vi, Mg, = 0, para todo n € Mj. Luego, como n x v}, € Mj,
tomando n = n X V! se tiene que

0= <n X Qz,mgl = <n X Vi n X 62>€1 = Hn X GZHZ;’

de donde n x vi = 0 en &;. Entonces, teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion (2.9a)
v la definicion de salto dada en la tercera seccion del primer capitulo, resulta

0=[nxv]=[nxv+ru, —)]
= [n x v}] + [r(u}, — G})]

= [0 x Vi + r((uf =) + (uf, — 1))

~++ A~ ~ .
Luego, dado que u}" =1} = u}, de lo anterior

27}, = [n x vj] +7(u} +uj)
y por tanto

A~

1 u’ +ut
) — oy + U

2 Y
de donde, como V! = vi + 7(ul —ul) x n por (2.9a)), entonces

R 1 tt t=
VZ:VZ—l—T(uZ—Z[[nXVZ]]——(uh —guh )> X n

=vi+-(27u}, —[nx V)] - T(lll;f +ub ) x n,

DN | —

lo cual implica que

A 1 -
V=l 4 §(QT u) — [nxvi] -7 +u)))xnt

1 _
:Vh++§(7'uz+ —[nxvi]—7u} ) xn*

1 -
:Vh+—|—§(7'u2+ xnt —[nxvi] xnt —7u), xn') (2.11)
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~t— - 1 - -
Vi =i 5 2ruy — [ vi] - () ) <

. 1 _
=V + 5(7’112 —[nxvi]—7ul)xn"
_ 1 _
=v + §(Tu2 xn —[nxvi]xn —7ul xn). (2.12)
Ahora veamos que ¥V = ¥ . En efecto,

[[HXVZ]]XH+:(H+XVZ+—|—H7XV?;)XIIJF

—n* x (vl xnt)+n" x (v xn')

= (" -n")v; — (0" -vy n") + (0" nM)v, — (0, )nT)
= V}:: - V{?

+ _ - .
puesto que n" - vl =n~ - vl =0y ademas,

ut xnt =nt x (uf xnt) xn" = ((n* 0"yl — (0" -yl )nt) xn*

=u/ xn" — (n"-u))nt xn*

=u xn".
Andlogamente, se obtiene que [nx vi] xn~ =vi —vi yu) xn~ =u, xn". Luego,
sustituyendo lo obtenido en (2.11) y (2.12)) resulta
~ 1 _
V=i 4 5(7’11; xnt —vt +vl —7ru; xn")
Lo t~ + - +
=—(v;, +v;, +7(u) —u,)xn")

2

~t—

_ 1 _ _
ot t — t tt tt —
v, =V, +§(7'uh Xn~ —v, +v, —Tu, xn)

1, - +
e t -+ -
= 5( no vy +7(w, —u) xno).

~+1 A~ . A~ . . ,
Entonces, como v = V! | el flujo V! es conservativo. Mediante un argumento analogo

se demuestra que eu} también es un flujo conservativo y de acuerdo con la definicién
se concluye que (22.10]) es localmente conservativa.
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Para demostrar que el esquema HDG es consistente, notemos que la soluciéon exacta de
. es tal que (u,p) € Xy x HL(Q), lo cual 1mphca que ' =ul, eu” = eu" y p = p
en &,. De lo anterior y ‘@ se tiene que v = v'. Entonces, temendo en cuenta lo
anterior en (2.10a)), (2.10b]), (2.10c) y aplicando las identidades de Green, se obtiene

-Vxuw), +<ut—ﬁt,w><n>8,rh =(v-Vxuw).,

(
F(z) = (va—mequeVp, )h+<if\t—vt,z><n>a,rh
(va—lieu—l—eVp, )h,
(

0= (V- (eu),t); + (eu — 6u”,t>aTh = (V- (eu),t),

para todo (w,z,t) € Vj, x Vi, x Qp. Entonces, lo anterior implica que la solucion exacta
e (2.3) satisface (2.10) y por tanto, el método HDG es consistente. [

A continuacién se presenta el analisis de la existencia de una tnica solucion de (2.10).

2.1. Existencia y unicidad

Inicialmente se deduce una identidad tipo Garding, siguiendo los lineamientos del Lema
4.3 de [15].

Lema 2. Las incdgnitas (vi, p, pp, Us,pn) € Vi X Vi x Qp x Mb x My, de
satisfacen la siguiente identidad tipo Ggermg

IvallZ, + (1772 (= @8) 15, + (1772 (on — Bi) HZTh

| (2.13)
K2 (|Re (€m)| + 1 Im(€,)) HuhHTm = k2ey HuhHTd +F (up) <g,vh>r,
donde F (uy,) representa el conjugado de F (uy,).
Demostracion. Tomando w := vy, z :=u,, y ¢ := pp, en (2.10), resulta
_ Gt _
h
Vi, Vi), — (un, V X i) — (W, vie X m)a7;, = 0, (2.14a)
(Vi, V X up) .+ (Vi up X n)yr, — K2 (eup,up) s
— (pn, V- (eun)) . + (Pn, €un )y = F (W), (2.14Db)
— (6 Uy, Vph)Th <€ uh . n,ph>a7—h = 0 (214C)

Ahora bien, aplicando la identidad de Green en H(curl;7,) al segundo término de
(2.144) y la identidad de Green en H(div;7,) al primer término de (2.14c]), se obtiene

(Vh’vh)'ﬁb - (v X uh7vh>7'h + <u2 — ﬁl;”Vh X n>87'h = O7
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(V- (eun),pn)y, — (€uy, -1, pp)or, + (€uy -1, pp)or, = 0.
Luego, después de sumar las anteriores expresiones con el conjugado de (2.14b)), sim-
plificar y aplicar (1.4a]), resulta la siguiente ecuacion
(Vh, Vi), — (uj, — U}, n x Vz>aTh + (uj,,n x GZ>877L — k* (uy, eup,)
+ (euy - 0, pu)or, — (€uy - 0, py — Ph)or, = F(uy),

de lo cual, sumando y restando (U}, n x QZ)aTh y (eu} - n,pp)s7, se obtiene la siguiente
expresion

IVall7, + (= ), m x (9, = vh) )y + (@hm x V1), — 57 (, ewn)

+ ((eu} — euy) - n, py — Pr)or, + (€u) -0, Dr)or, = F(un),

que de acuerdo con (2.9), (2.10f) y (2.10g)) es equivalente a

HVhH%’h + <u1;z - ﬁ];m T (UZ - ﬁ2)>67’h + <ﬁ1;z7 n x {/\];L>37—h - li2 (uha euh)Th

+ (7 (Ph — Dn), Pn — ﬁh>aTh = F(uh) :

Ademaés, de (2.10d) y (2.101)), resulta

(W, n X Vi) = (gn x (V) X n)),

= <g>vh>r

“t ot _ /=t ot
(U}, x Vh>aTh = (W), n x Vh>a’rh T
y después de sustituirlo en la expresion anterior y usar la definicion de €, se obtiene

~ 2 ~ J—
Ivall2, + (772 (at, =G5 [} + (& ) — k2 2 — w2 [uall

+ |72 (on = By, = F (w).
de lo cual,
vl + || 772 (a = 55) 15 + 5% (IRe (em)] + i Im (e)) [fuan 5
+ 17072 (o — B[, = %€ e + F () — (&, ¥5),..

En el siguiente teorema se demuestra que la solucion de ([2.10)) existe y es unica, usando
la identidad tipo Garding dada en el lema.
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Teorema 2. 5i /<c2e£l\ no es un valor propio del problema de valores propios: Hallar
A ER Y (pn, Yn,on, Uk, 0n) € Vi, X Vi, X Qp X ME x My, tales que

(¢n.8) 7. — (Un, V X 8)7. — (Uh,%(s))or, =0,
(o, V x )y, + (@1, ve(@)or, — £ (emtin, )7
— (o0, V- (€))7, + (O, €q - m)y7, = A(Un, @) 7a
— (€%, V) + (W] -1 7)a7, =0, (2.15)
<n X @L’man\r =0,
(evit -1, Qoo =0,
(h,m)r =0,
(@h, Q)r = 0,

para todo (s,q,7,1m,() € Vi, X Vi, X Q) x M x My, donde

3

n x @ =mn x o + 7P — L),

ey -n = ey -n+7,(0n, — 0p),

entonces tiene solucidn dnica.

Demostracion. Para desarrollar la demostracion se tienen en cuenta las ideas usadas
en la Proposicion 2 de [36]. Si consideramos el sistema homogéneo asociado a ([2.10)),
entonces del Lema 2] se tiene que

~ 2 ;
IvalZ, + 772 (uh = G5) |15, + £ (Re ()] + i Im (e0) [hul 12 (2.16)

+ Hﬂ},m (Pn —ﬁh)HZTh = K€ |’uhH3'hd :

Mediante un procedimiento analogo al desarrollado en la demostraciéon del Lema

aplicado a ({2.15)) se obtiene

lonlly, + | 772t = )

2
2 Re(en)| + i Tm(e) 7

‘8 (2.17)

+ |72 (00 = 30) |5, = Al

Notemos que por la estructura de (2.16) y (2.17) u, = 0 en T4, puesto que en caso
AE

contrario x2ey resulta ser un valor propio de (2.13)), lo cual es una contradiccion. Asi,

de (2.16]) resulta

2 ~ 2 2 . 2
0= th||771 + H7'1/2 (uﬁl — ufl) HaTh + k2 |Re(en)| ||uh||771m + ik Im(e,,) Huthm

+ ||T7i/2 (ph - ﬁh)”zfrh )
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cuya parte real satisface
2 ~ 2 2 ~ 12
Va7, + (|72 (wh, = @) [l + &2 Re(em) [unllzm + (|72 (n = 1) 5, =0
y de donde,
vi=0en Ty u, =1, en 07, , u, =0 en T," y py = pn en 0Ty,

puesto que 7, k* |Re(e,)| v 7, son constantes positivas. En consecuencia, uy = 0 en Ty,
lo cual implica que u}, = 0 y como uj, = u}, entonces U, = 0. Luego, teniendo en cuenta
lo anterior y (2.9a) en (2.10b), se obtiene

0=—(pn, V- (ez))y + (pn,€z-n)y7
y después de aplicar la identidad de Green en H(div;7},), resulta

0= (Vpp,€z) , Vz € V.

Entonces, tomando z := €Vpy,, de lo anterior se obtiene que Vp, = 0; lo cual implica

que py, es una funciéon constante a trozos en 7,. Méas atn, dado que pj, se anula sobre I

y pn = pn, entonces pp = 0 en Q.

Finalmente, (vp,up,pp, 0%, pr) = (0,0,0,0,0) es la solucion del sistema homogéneo

asociado a . Entonces, dado que dicho sistema es lineal, cuadrado y los espacios

Vi, Qn, M}, y My, tienen dimension finita, se concluye que tiene una tnica solucién.
|

3. Estabilidad

El anélisis de estabilidad que desarrollamos en esta seccion sigue los lineamientos dados
en |11]. Los resultados que presentamos tienen como fundamentos la eleccién apropiada
de los proyectores y un argumento de dualidad.

3.1. Proyectores

A continuacion se introducen los proyectores que utilizamos en la deduccion de los es-
timativos de error del esquema HDG (2.10)). Las demostraciones de la buena definicion
y sus cotas pueden consultarse en el Lema 1.58 de [16] y el Apéndice de [13].

Para todo K € T, y k > 1, Pyv denota el proyector ortogonal L? sobre V), mientras
que TIyu € [Px(K)]* y Tlgp € Pi(K) satisfacen
(IIyu,z), = (u,2) 4, Vz e [Pr_1(K)]?,
(HQp7 t)K = (pa t)K’ Vte ]P)k—l(K)7 (218)
(ellyvu-n+7,Ilgp,n) . = (eu-n+7.p,n)p, VnePu(F), YFcOK.
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Sabemos que, dados lw, I,, [, € [0, k] se tiene que si w € [Hw T (771)}3, z € [H- (771)}3
y ¢ € Hlat! (T3), entonces

|Pyw — w7, <A (W11, 7

|Pyw — wl|op, S hiwH/2 Wl t1,75 5

Moq — gl S B! |Q|zq+1,n 5 (2.19)
Moq = gllom, < R4l 17,
Myz —zllog, < A=zl 7

hlq—H

vz —z|l7, <A al,

LT T 7 |9y, 41,7, -

min{r,

Similarmente, se definen los proyectores ortogonales L?, Py : [L? &) — My

Py, : L?(&,) — M,; tales que para [, [, € [0,k] dados, si n € [Hl”*l (Sh)]g y
p € HF1(&,) se tiene lo siguiente

[Pz —nlle, S hlrt 1701, 41,2,

”PI\/I}LILL - ILL‘ gh SJ hlu+1 ’/J/|l,u+1,€h :

3.2. Argumento de dualidad

El estudio que realizamos en esta seccién estd basado en los procedimientos que se
presentan en la Seccion 3 de [24] para la ecuacion de Helmholtz y los que se emplean para
desarrollar el analisis de estabilidad de las ecuaciones de Maxwell en tiempo armoénico
con nimero de onda alto, en la Seccion 3 de [17].

Para iniciar el argumento de dualidad, dado © € [L? (Q)]3 consideramos un problema
auxiliar, el cual consiste en: Hallar (¢, ), p) € H(curl; Q) x Xy x H}(2) tales que

¢»—Vx1p=0, enQ, (2.20a)

V x¢—r*e+eVp=0, en(, (2.20b)
V- (e) =0, en(, (2.20c)

¢ xn=0, sobre I, (2.20d)

. =0, (2.20e)

donde (2.20c)), (2.20d) y (2.20¢]) son consecuencia de la definicion de los espacios de las
incognitas del problema auxiliar (2.20).

En lo sucesivo C representa una constante independiente del tamano de la malla que
puede cambiar de expresion a expresion.
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Observacion 1. Notemos que la formulacion variacional: Hallar (¢, p) € Xo x HA(Q)
tales que

(Vx,V xv)—r*(&),v)=(0,v), Vv e X, (2.21a)

(€Vp,Vq) = (0,Vq), VqeHy(%), (2.21b)

es equivalente a , de acuerdo con el procedimiento que se usd en la Seccion
para mostrar la equivalencia entre cong =0y . Ademds, por el Teorema

el problema tiene una unica solucion ¢ € Xy si y sélo si k*eq no es un valor
propio del operador D := N x Vx. Mds ain, por el Corolario 2.7 de [8] se tiene que

19l x, < C11llg - (2.22)

Ademds, el Teorema también garantiza la existencia de una inica solucion p € H(Q)
del problema (2.210)); la cual, por un argumento similar al anterior, satisface

HP||1,Q < C0]q.

Adicional a lo anterior, por reqularidad eliptica, ver expresion 4.10 del Lema 4.1 de [21],
se tiene que p € H*(Q) y

1Pl 0 < Cll®llg - (2.23)

Observacion 2. Como () es simplemente conezo y la interfase entre (), y Q4 es plana
a trozos, de acuerdo con el Teorema 7.1 de [14], V|o, € [H1(Q,)]°, para todo s € (0,1)
y j € {m,d}. Por lo tanto, existe una constante positiva C' tal que

leatllstr0, + llem¥llsrron < ClOlle. (2.24)

Ademds, dado que ¢ :=V X 1) entonces por lo anterior ¢|q, € [HS(Q]-)]3 y

[9lls0 < ClOllq- (2.25)

La identidad que se demuestra a continuacion es la que nos permite deducir una cota
para euy, y determinar la forma del estimativo de estabilidad que se presenta al final de
esta seccion.

Lema 3. (Dualidad) Si (¢,%,p) € H(curl; Q) x X x H}(Q) es solucion de Yy
(Vhy Upy pry UG, D) € Vi X Vi X Qp x ML X My, es solucion de , entonces
(up,0) 7 = (72 (uj, —u},) , 7'/ (ILp — ¥))or, + £ (cup, yap — ) -
+ F(ITy) + (712 (af, — 1), 7 2(Pyg — ¢) x ),
+ (P — D, (L) — ) - m)ag;, + (7 (P — Pr) , Hgp — '0>87’h
+ (g, Pagg (6"))r. (2.26)
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Demostracion. Notemos que después de testear (2.20b)) con uy, se obtiene
(uh,@)Th = (uh, V x QZ5)771 — (uh, K2E¢)Th + (uh,EVp)Th, (227)

donde (up,V x ¢)r v (un,€Vp); se pueden reescribir de la siguiente forma:

» usando la identidad de Green de H(curl;7,) y la ortogonalidad de Py en la
siguiente expresion, se obtiene

(up, V x ¢)T;L = Z (up, V X @)k

KeTy,
= > [V xup,0), — (uj,, 6 x ), ]
KeTh
= Z [(V x up, Py) e — (uj,, ¢ X n>8K}
KeTy,
= Z [(uh,V X Pyo) e + <U.h7 Pyo —¢) x n>aK]
KeTy,
= (u, V X Pyop) . + (uj,, (Pvg — ¢) X n>8T : (2.28)

» De manera similar, usando la identidad de Green en H(div;7,) v la ortogonalidad
de Ilg, resulta

(up, €Vp), = Z — (V- (ewn),p)y + (eup - n, p)

KeTh
=) = (V- (ewy), Tlgp) e + (eu - m, p)yy
KeTh
= > (e, Vlgp) — (euy - n,Tlgp — p) o
KeTy
= (eun, Vllgp); — {euy -n,gp — p) oy - (2.29)

Asi, teniendo en cuenta (2.28)) y (2.29) en (2.27) y usando (2.10a]), se obtiene

(r, ©)7;, = (un, V X Pyd)y + (uj, (Pvg — ¢) x m) - — (un, 6%€0)
+ (eup, VHQP) — (euy - n,Ilgp — p) oy
= (vn, Pvo) 1 <uhv Py x n>37h + (uy,, (Pvg — ¢) x n>6Th
(e )y + (eun, TTlap)y, + {euf 1. p — T -

de donde, sumando y restando (U}, ¢ x n)aT} , (El\z-n, p)oT,, teniendo en cuenta (|1.4b)),
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(2.10¢), (2.20a) y usando la ortogonalidad de los proyectores, resulta

(W, ©)y, = (Vi ), + (=, (At — 6) x m)y — (06 m),
— K% (eup, 1) 7. + (euy, Vlgp) s + (euy, - n,p —gp) s
(VY )+ (8 (P — ) Xy — ( x ),
— K% (e, 1)y + (euf - n, gp)or, + (e -1, p — Hgp)

- (Vha V x 77Z})’Th + <7_1/2 (uz - ﬁl;l,) 77—_1/2 ( gb ¢ X n>a7~ 611}“ w)Th
— (0 X U, Py (6'))r + ((ew), — eup) -, Tlgp — phar;, + <€Uh : H> r
= (Vha V X I/J)Th + <Tl/2 (uz - ﬁl;L> 77—_1/2 ( ¢ ¢ X n>87' Euh7 w)Th

— (0 x T, Pyt (¢)r + ((euf — eup) -1, Tqp — phor, + (€uf, - 1, Py, p)or;.-

Ahora bien, si en la anterior expresion se tienen en cuenta (2.9b)), (2.10€), (2.10f) y que
pir = 0, se obtiene lo siguiente

(up, @)Th = (v, V X w)Th + <7'1/2 (u’,i — ﬁ%) T2 (Pyo — ¢) x n>a7_h — K2 (euh,z/})n
— (&, (Pae (¢") x m) X m)p + (7, (pn — Pn) , Tqp — p) .
= (v, V x @)+ (72 (wf, = 0) 772 (Pvg — 6) x ) — K7 (ewn, ¥)
+ (g0 X (Pay (¢") X 0))r + (7 (pn — Pn) , Lap — p) o,
= (v, V x @)+ (72 (wf, = 0) 772 (Pyg = 6) x ) — R (ewn, v)
+ (g, Pagt (6"))r + (70 (P — D), Tgp — p)yr - (2.30)

Veamos ahora que iniciando con un procedimiento andlogo al realizado en ((2.28)) y

usando (2.10b)), se tiene que

(Vh7 V X 1/}) (Vh7 V % HW/’ T <Vh7 Hvlb 1/} X n>87'h
= (v}, (Ilyy) — ¢) x n>8Th — (v}, Iy x n>8Th + K2 (euy,, Iye)
+ (pn, V - (eIvY)) 7. — (Dh, €y - m) 5 + F (Ivy))

de lo cual, sumando y restando (v}, x n>8Th, aplicando la identidad de Green en
H(div;7,), usando la ortogonalidad de los proyectores, sumando y restando
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(P — Dh, € - m) 5, usando (2.9a), (2.20d)), (2.20c) y la ecuacion , resulta
(vi, VX ) = (v}, = v}, (v — ¢) x n>8Th — (v}, % n>8Th + 12 (eup, ).

— (Vpn, e lIv) .+ (pn — Dh, € 1Ivp - 1) 5 + F (Ilye))

= <7' (uz — ﬁ%) x n, (IIyy — ) x n>87,h — <n X Vi7¢t>an\r
+ w2 (eup, Ivp) . — (Vpn, ). + F (IvY) + (pr — P, € - m)yp
+ (Pr = Dhy € (v — ) - m) 5

= (7 (u, = W,) x 0, (Iv) —¢) xn), - — (0 x Vi, Py (&))or, 1
+ 7 (euy, va)Th + F (Ive)) + (pn, V - (5¢>)n — (Pn, €9 - n>a7'h
+ (Pn — Dhy €0 - M) gr + (P — Diy € (Ilv) — 1) - m) o

— <Tl/2 (u}, —4}) xn, V2 (T — ) x n>m,h + K2 (euy, yy).,.
+ (Ph = Dhy € (UyY =) -m)yr — (P, € - m) 5 + F (Ilye)) .

Luego, como ey € H(div;Ty), Dp es univaluado y de acuerdo con ({2.10g), pp|. = 0, de
lo anterior se tiene que

(vp, V X w)Th = <7'1/2 (uz — ﬁ%) x n,7/? (Ilyyp — ) x n>87_h + K (euy,, Hvi/i)n
+ F (Iyy)) + (pn — Pr,€ (v — ) - ),
Notemos entonces que sustituyendo lo anterior en , se obtiene
(W, ©)7, = (72 (uj, = @) x m, 72 (Tly) — ¢) x m), + K% (ewp, Thve) — ) 1.
+F (Ty) + (712 (), = 0},) , 772 (Pyg — 6) xm)
+ (on = Pns € (Tvy) —4) - m) o + (g, Pagt (¢°))r
+ (7o (n — Dr) - ap = p)yr,
de donde, teniendo en cuenta que
<7'1/2 (uz — ﬁ%) x n, 72 (Iyy — ) x n>6,rh
= {(r"n x ((w}, —u},) x n), 7"/ (v — w>>a7'h
= (712 (wj, - &}) , /% (Ive) — ¢)>an ’
resulta (2.26)). |

El siguiente lema es una consecuencia directa de la identidad que demostramos en el
lema anterior.

Lema 4. Sean (4,1, p) € H(curl; Q) x Xo x HY(Q) y (v, up, pr, Uh, Dr) € Vi, X Vi, X

Qn X MY x My, soluciones de Y , respectivamente. Si T, T, son de orden
constante y k > 1, entonces existen hg >0 y C > 0, tales que

2 2 - 2
lewnll 7 S NFzqeemyee + 0" lgls (2.31)
para todo h < hg.
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Demostracion. Notemos que del Lema

[(n, ©)7, | < (72 (uf, — ), 72 (vt — ), | + |62 (ewn, TIve) — ¥)
+ [F(Iy)| + (7% (af, — a}), 7 2(Pv — ¢) x n)og |
+ [(Pr — Phy € Ty — ) - m)a7, | + [(70(Pr — Pu), Hop — p)oT,|
+ (g, Pag (¢°))rl, (2.32)

entonces usando la desigualdad de Cauchy Schwarz, las de&gualdades , ,

- y -, teniendo en cuenta que 7F = maxFegh{TF} T = maXpegh{TF }
Te i= MaxXpee, {71} v 7o := mixpee, {(F)7'} y aplicando la desigualdad inversa, ver

Lema 1.46 de |16], se obtienen las siguientes cotas para los términos del lado derecho

de (232

o (T2 (u), - ), 7Y — ¥)ar
< H 2 (uy, — 1},) Hm’h HTW (v — ) ”an

7_* 1/2 hs+1/2 |,¢| 1/2

-
(") s+1,0 HT (w, — Uy, HBTh
(T*)l/Z hoH1/2 ‘WHSH Q ”7'1/2 uh

( *)1/2 hs+1/2 1/2

)lor,

T HT uh_uh HaTh O], -

|2 (eun, Ty — )7, | < [[weun]| . [ITvy) — ]|,

< O el (19410 + 7 lpligrg)

< Ch¥t1g? leunll, (N19llor0+ T ol 0)
<O 1+ 7) lewsly 11O -

o |(pn = Pure (v — ) - m)ar, | < 722 (o0 — B0y |7 2e(Mvp — ) <),
< CE) |72 (on = o) || o, T80 = @l

)
< C’(?*)I/thJrl/z |1/’|s+1 Q ||Tl/2 (= Pn “8771
CEN R0 v 170 on = 50) o,
C(7)/2het1/? H7-1/2 (pn — Dn HaTh 1] -

o |F ()| < Bl o) ITVElL,
<C ||F||1:([L2(7;L)]3,<c) ||7/’||Th <C ||F||1;([L2(7;1)]3,<C) 1]l -
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‘<T1/2 u _uh) ~—1/2 (Pyd — &) x n>afr’
< |72 (s = ) [l 17712 (Prd = 6) xm o,
< HTW (uh - uh) HaTh H771/2 <PV¢ - ¢)Ha7'h
<CF)? he s 950 HTI/Q (uh HaTh
< CF)2 R 16|50 |72 (uf, — W, Haﬂ,
<O he” : HTl/Q (uh - uh)HBTh 1O, -
= [(g Pary (0)r| < Nl || Pag (1)
< llelie 1P lleenreag) 16|
< lgllp 1/l

< Ch 2 gllp 9l
< Ch 2 lgllr 1©lq -

= (70 (Pn — Dn) » lgp — p>87’, < |7 (pn — ﬁh)HaTh [Hop — PH@Th
s 1 2 ~
<Ch /2 ||10Hs+19< / ||T71/2 (ph _ph>Ha7—h

< ChHY2 (7,)'? ||Tf/2 (Pn —ﬁh)HaTh 1©]lq -

. 2
Luego, usando las anteriores cotas en 1} tomando © = |¢|"u, y 7, 7, de orden
constante, se obtiene

H€uh“7’h <C [(hs+1/2(7_*)1/2 e 1/2(/\* 1/2 HT1/2 ul ﬁ;z)HaTh + BTl ||€uh||7‘h
F((F)Y2 RIF2 4 (1)1 petL/2) H71/2 (pn — ﬁh)HBTh +Fl cqrzmyeo
+h 2 |g| ]

ST A ) [P = @) o, R el + BT |72 o = B,
- ||F||£<[Lzm>]3,@ 7 gl
de lo cual,
(1= CR¥) ey, < O [R5+ 12 2o, = ) o,

A 2~ )

_ 2 2
1 g+ IF I e (2.33)
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Notemos que la parte real de ([2.13)) satisface

Ival, + 1772 (ah = 85 [l + 772 (o = B0) 5, + 52 [Re ()] Il

2 Pl " (2.34)
< weq|[upll7a + |F ()| + (&, V)| -

Veamos ahora cotas para |F (u,)] y (g, V})pl,

= = -1
 [F)] <[]l pepmp o) Monlly < Il ey o) llee anll,
-1
< HFHL([H(T,L)]?’,@:) e[ [lewnl7,
1
2 2

< I oy + & el

» Usando (2.9a)) y la desigualdad triangular, se obtiene

‘<g762>r| = ‘<g’vz>r + <g77 (uz - ﬁ%) x n>r‘
< |<gvvz>r‘ + ’<g,7’ (u}; - ﬁz) X n>r‘ :

De donde, por desigualdad de Cauchy-Schwarz y desigualdad de la traza (ver Lema
1.46 de [16]), resulta

= [(g.vi)rl < gl [[Villy < llgllr valls < Cllgllr vallor,

=Clligle Y Ivall

FeoTy,

—1/2
<Cligl Y hi” Ivallk

KeTy,
< Ch|gllp 1vallg,

1
_ 2 2
<Ch™! gl + B HVhHTh .

= g7 (u, —a) xn).| <) gl |7 (uf, — @) x 0|,
< (T*)1/2 lgllr HTW (u}i - ﬁ}tz) H(’)Th

1 ~
< O gl + 5 17 (uh = )55,
De lo anterior se concluye que

~ _ 1 . 1 ~
(g Vel < Ch Vgl + S IIvally, +C7" gl + 5 177 (uh = 85 [,

1 N 1
<O+ 77) Nl + 5 7 (= 80 o, + 5 Il
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Entonces, usando las anteriores cotas en (2.34)), resulta
1 9 1 (12 ~ |2 2
5 [vall7, + 5 |74/ (wj, — uj,) Hm-h + {72 (o —ph)HaTh + &% [Re (€n))| [ [7m

1
2 2 2 — * 2
S 526d HuhHThd + C ”FHC([LQU}L)P,C) + 5 HeuhHTh + C(h ! +7 ) HgHF .

Teniendo en cuenta lo anterior en (2.33)) y que 7 es de orden constante, se obtiene
(1 . Ch2(371/2)(h3 + h2 + 1)) HeuhH% < C(h2(571/2)<h + 1)2 + h2(s+1/2) + 1)

2 _ 2
[HFHL([L?(E)P,(C)_'—}L gl

de donde, tomando s > L y h suficientemente pequefio de tal manera que 1—Ch*=1/2) (31

h? +1) > 3 resulta (2.31)). |

Este lema nos permite establecer el estimativo de estabilidad dado en el siguiente teo-
rema.

Teorema 3. Sea (vy, Uy, pp, Uy, pr) € Vi X Vi X Qp x M x My, solucion de . 91
T y T, son de orden constante entonces existen hg > 0 y C' > 0 independientes de h,
tales que

Vil + 1772 (a), = @) 37, + 1722 (on — Pl + w2 llewn]l,

3 (2.35)
S ”FH%([L?(E)P,C) +h7|gll?,
para todo h < hyg.

Demostracion. El estimativo (2.35) es consecuencia directa de los Lemas [2] y |

Observacion 3. El estimativo implica que para h suficientemente pequeno, el
problema homogéneo asociado a tiene como unica solucion la trivial. Por tanto,
el esquema HDG estd bien puesto.

4. Estimativos de error

La deduccion de los estimativos de error que presentamos en esta parte nos permite
caracterizar la convergencia de nuestro esquema HDG. Dicha deduccién se realiza por
medio de cotas de expresiones que incluyen a los siguientes errores de proyeccion

v . u .__ P .
e} = Pyv — vy, ey = Ilyu —uy, €;, = Ilqp — pn,
eﬁih — Po.u — 0 eﬁ — p _ eVZ = Poavi — (2 36)
ho— Mt R n = LMD — Ph, ho= Lt hs ‘
eu, | )
e, " = Py, (cu-n)—euf -n.

En el siguiente resultado relacionamos los anteriores errores de proyeccion.



4. ESTIMATIVOS DE ERROR 37

Lema 5. Sean (v,u,p) € H(curl Q) x Xg x HY(Q) y (vi, up, pr, 0l, pn) € Vi, x Vj, X
Qn x M x M, soluczones de Y ' respectivamente. Entonces los errores de

’VL
proyeccidn ey, e}, e}, eh , eh, eh y e, " satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

(eza W)Th - (e?f, V x W)Th + <ezh X 1, W><97h =0, (2'373)

St
(er, V xz), + (e,",z x n)o7, — K (cep, )

— (e, V- (€2))7, + (€} ez - m)op, = —#" (Tyu —w, @)y, (237h)
— (eep, Vi) + (e, thom, = 0, (2.37¢)

(n x ey, oz =0, (2.37d)

<92Auzalﬁ>8’r,,,\r =0, (2.37e)

(enr n)r =0, (2.37f)

(eh, e =0, (2.37¢)

para todo (w,z,t,n, 1) € Vi, X Vj, X Q) x M} x My, donde

t ’\t

nxe’"=nx(e) +r(e) —er), (2.37h)
e;uh —e(e})” -n+T7,(el —€b). (2.371)

Demostracion. Primero notemos que sustituyendo las expresiones de vy, uy, y u} que
se obtienen a partir de (2.36) en (2.10a)), resulta

Gt
0=(Av—ey,w), —(Ilvu—e),Vxw), — <PMﬁut —e,", W X n)or,
= (Pyv, W) — (e, w)7, — (I, V x w)7, + (e}, V x W)z, — (P u’, W X n)or,
Gt
+ <ezh,w X 1’l>(97’h7

de donde, después de organizar, usar la ortogonalidad de los proyectores, la identidad
de Green en H(curl;7;) y la consistencia del método HDG, se obtiene

(e}, W)y, — (€. V x W), — (e}, w x n)ar,
= (Pyv, W) — (llyu, V x W) — (Pypu’,w X n)ar,
(v,w)r —(u0,V xw). — (u', w x n>87.h
= (v,w); — (Vxu,w), + (u',wx n>8Th — (u’,w x n>8Th
=0

Y

que corresponde a ([2.37al).
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Del mismo modo, reemplazando las expresiones de vy, uy, pn, v pn en términos de los
proyectores y los errores de proyecciéon en , se obtiene
F(z) = (Pyv — e,V x 2);. + (P v! — e1",2 X n)oy;, — &% (c (Tlyu — €}}) ,2),
— (Tgp — €}, V - (e2)) . + (Pu,p — €}, ez - n)ar,
= (P, V x2); — (€},V x2);. + (n x Py v',2)o7, — (n X )", 2)7,
— K% (e Iyu,z), + K% (cep, z);. — (gp, V- (ez)) ;. + (e}, V - (€z))
+ (P, p, €z - n>8Th — (e’Z, €z - N)or; ,
de lo cual, después de organizar y usar la ortogonalidad de los proyectores
(ey, V x2z); + (n x eZZ7 z)o7,—K" (cej,z) . — (e}, V- (ez)).
+(el ez -n)yr. +F(z) = (Pyv,V x z); + (nx Pszt,z>37—h
— k% (eIlyu, z);. — (Lgp, V- (ez))
+ (P, ps €z - )y
= (v,V xz)p +(vzx n>8n — k% (ellyu,z) .
— (P, V- (e2))7, + (p.ez-m)yy. .

Luego, si en el lado derecho de esta expresion usamos las identidades de Green de
H(curl; 7,) y H(div;7,), la ortogonalidad de los proyectores y la consistencia del mé-
todo HDG, resulta

(Vxv,z), — (v zx n>87_h +(vh,z x n>aTh — K% (ellyu, z) ;. + (Vp,ez),
- <p7 €Z - n>8’7-h + <p7 €Z - n>8’7'h = (V X V7Z>Th - K}2 (6 HVu7 Z)Th + (Evpu Z)Th
= —k* (e (Ilyu — u) ,2)5. + F(z),

por lo tanto,
t

(&, V x 2)y; + (0 x eyt 2oy, — 1 (cef,2), — (€], V - (e2)), + (€] ez~ nar;
= —k*(e (Ilyu — u) JZ) . -
Consideremos ahora (2.10c) y notemos que usando (2.36)), se obtiene
0= —(eup, Vt)r + (eu - n,t)or,
= — (e (Ilvu—e}), Vi) + (Pu, (eu-n) — e;AuZ, tor,

de donde, usando la ortogonalidad de los proyectores, la identidad de Green de H (div, 7y,)
y la consistencia del método HDG, resulta

—(cey, V) + (e, " thar, = — (eIlyu, V). + (P, (eu-n), 1),
= —(eu,Vt). + {(eu-n,t),-

= (V- (eu), )7, ,
= 0.
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De otro lado, notemos que (2.37d)) se obtiene después de reescribir v} a partir de la
definicion dada en (2.36]), sustituir la expresion resultante en (2.10d)), usar la ortogona-
lidad de PM}i y la consistencia del método HDG.

Para obtener 1) basta sustituir la definicion dada en 1) de 6/@; en 1)

aplicar la ortogonalidad de P, y la consistencia del esquema HDG.
Ahora, si U, se sustituye por la expresion que se obtiene a partir de (2.36) en (2.10f),
resulta

ot
<PM,§11t - eZh,mr = (g,n xm)p,
lo cual es equivalente a
t

<P]V[iut777t>F - <ezh X n,n X n)F = <gﬂ77 X n)l“'

Entonces, por la ortogonalidad de Py y la consistencia del método HDG se llega a

37).

Luego, usando la expresion de pj, que se obtiene de (2.36) en (2.10g)), resulta

0= <ﬁha M>F = <P]V[hp - eIZ’ M)Fa

de lo cual, después de usar la ortogonalidad de Py, y p |r= 0, se obtiene (2.37g).
Ahora, veamos la deduccion de (2.37h]) a partir de (2.9a). Notemos que después de usar
las definiciones dadas en (2.36)) y testear con n € M}, se obtiene

t

(n x (P v' — en), mom, = (0 x (Pyv —e})' +7((Tlyu — ef)! — Py u’ + ), n) o
de donde,
(nx (P v' = (Pvv)) = 7((Tlvu)" = Py a'), m)ar,
= (nx (e} — (e})") + T(ep" = (e)), o,
y por la ortogonalidad de los proyectores

(nx (Pye v — (Pyv)') = 7((Ilyu)" — Py u'), n)ar,
= (nx (v! = (Bew)) = 7((ITvu)’ — ut), n)ar, =0,

Entonces,

ot

(n x (e —e)) +7(ey" — (ep)), mar, =0

y tomando n = n X (eZZ —ey) + T(e;:lz — (e}")") se obtiene ([2.37h)).

Finalmente, teniendo en cuenta (2.36) en (2.9b]) y testeando con pu € My, resulta

(Pag, (eu® -m) — e 1)or = (e(Tlyu — )" - n + 7,(Ilgp — € — Py, p + €2), o,
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de lo cual,
(Par, (eu® - m) — ellyu - n — 7, (Hgp — PMhp) 1o,

<e;uh —c(ep)” -n+7,(e) —ep), o

Luego, usando la ortogonalidad de los proyectores y la tercera ecuacion de (2.18)), se
obtiene
(eu™ -n — ellyu-n — 7,(Ilgp — p), a7, =0,

lo cual implica que

(ezuh e(ef)" -n+ Tn( el —el),u =0.

. euy n D
Entonces, después de tomar =€, " —e(e}})" -n+7,(e}, eh) en la anterior expresion,

resulta (2.371)). |

En el siguiente resultado demostramos que los errores de proyeccion (2.36) satisfacen
un estimativo de estabilidad que tiene una estructura anéloga al estimativo ([2.35]).

Teorema 4. Sean (v,u,p) € H(curl;Q) x Xg x HY(Q) y (va, up, pn, Uk, pn) € Vi X
Vi, x Qp x ML x My, soluciones de y (-) respectivamente. Entonces, dados

lu, 1y €10, k] y (w,p) € [H=T1(Q)]> x H»*1(Q), los errores de proyeccion ey, e}, e, eht

y e}, satisfacen

1/2 b ) 1/2 P ‘2 20 auf2
lefli5, + |72 ((e) —eit)|| o+ ||meh = D]+ ek,
u 2 2
< Rty ufy 17+ Pt Pl 1.7 - (2.38)

Demostracion. Notemos que la formulacion ([2.37) tiene la misma estructura de ([2.10)),
donde F : [P, (7;)]® — C, definida como

F(z) := —x* (Ilyu — u,éz); (2.39)
corresponde a F y g = 0. Entonces, del Teorema [3| existen hg > 0 y C' > 0 indepen-
dientes de h, los cuales satisfacen

lexl, + I772((e)" — en) 37, + /(e — el)3r,

2.40
+w?leeql < IR (240

L2(T;)),C)?

para todo h < hy.

Asi, dado z € [Py (73)]%, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (2.19), se obtiene
F(2)] S ITva —ull;, |lz]7

< (Wl + B ol ) Nzl

de donde, HFHg([Lz(Th)]?),C) < Rty + BPTHply 11, Sustituyendo esto en ([2.40
resulta (2.38)). [
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Observacion 4. FEl siguiente procedimiento nos permite obtener un estimativo de es-
tabilidad andlogo al dado en , en el cual se emplea la tercera ecuacion de ,

pero el orden obtenido es sub-optimo.

Sean w :=e}, z := e} yt:= e} en (2.37). Luego, si sumamos el conjugado de ,
con el conjugado de y le adicionamos (2.371), teniendo en cuenta las definicio-
nes de las funciones test, resulta

~t St
e, — (V x e} eh)y, + (mx e}, e, )or, + (e}, V x e})y, + (&, ejl x n)or
—K? (Ee;l,l7 e;Ll)7—h - (ez})w V- (Ee;;))Th + <e€w Eez : n>87'h - (vez})w 662)7’h + <e1;“ ezllh>877I
= —r’ (HVu - u’Ee}l:)Th )

de donde, después de simplificar y usar las identidades de Green de H(curl;Ty,) y
H(div;7,), se tiene que

St St
e 17, — (n x ey, ()" —e")ar, + (n x e, ef)ar, —#° (cef, ef),

euy,

— (e} — eg, el - n)or, + (), e, oy = —k* (ITyu — u,éey)

vt @t 5 @l 4 4
Luego, sumando y restando (n x e,",e,") o7, y (€}, €, "), a lo anterior, se obtiene

ot =t St oqt
leX|[7, + (n x (e —e}), (e})" — e,")am, + (n x €, e, o7, — &° (ce}, el),

ai ap

+(ef, —ef, €)™ — cell )y, + (€], €, o7, =~ (Ilyu — u,eef))

entonces como (nxezz, eg%ﬁ =0y (e?, e;ﬁZ}aTh =0, de acuerdo con (2.37d), (2.37€),
12.571) y (2.37q), se obtiene

St =t
e 2, +n < (e} — e, (@) — el hom, — n? (cef )y,
+ (ef — el e;u}l’ —ee}l -n)pr, = —r° (ITyu — u,éey,) ;. .
Si en la anterior ecuacion se tienen en cuenta las definiciones de ezz Y eiﬁz dadas en
2.56)), notemos que se llega a lo siguiente
ot
lex 15, +n x (Pagv' =¥, — el (ef)' — €} or, — #* (eell,ef),

+ (! — e, Py, (eu-n) — 51\2 ‘n—eel-n)yr, = —k*(Myu — u,éey) ;.

mas aun, usando la ortogonalidad de Puye y P, de lo anterior se obtiene

V1|2 St AV u\t ﬁz
len |l + (v — vy, —ey, ((ep)" —e,") x n)ar,

+ (e’ —el eu-n—eul -n—eel )y — K (eel, en)y. = —k° (Ilyu —u,éej)
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de lo cual,

V(|2 o v u ul
lexll7, + (v = Vi, —ep, ((e) —e,") x n)or, (2.41)

+(e? —el cu-n—eul -n—eel n)yr = k(eel, el — k2 (Iyu — u,eel)7..

A continuacidn, se presenta la deduccion de expresiones equivalentes a v — Vi — e} y
‘N —eu”-n — cel .
€u-n—e€u}-n—ecep-n,

s vV —el =v -V — (Pyv—vp)
=v-—Pyw+v,—V,
=v—Pyv—7(u,—1)) xn
=v— Py —7 () —(ef)') xn+ T(Pygu’ — egﬁ") X n
=t
=v— Pyv+ T(PMiut — (Myu)") x n+7((e})! —€,") x n
=v — Pyw+7(u—1IIu) xn+7(Pyu’ —u') xn
+7((ef) — egz) X n

—_ —_—

» ecu-n—eul-n—cep -n=cu-n—euy -n—e(llyu—u,)-n

:e(u—HVu)-n—{—(euh—e/u\Z)-n

e(u—1Ilyu) -n—17,(pp — Dn)

e(u—Tyu) - n— 7, (Mgp — €}) + 7 (Pas,p — €))
(u—IIyu) -n+7,(e) — eg) + 7o (Pag,p — gp)

€

Entonces, teniendo en cuenta lo anterior, la definicion de los proyectores y

it It
= (V=i — e ((e)) — ") x oy, = (v — Pyv.((e})' —e;") x n)ar,

+{(r (u—Tyu), (e}) —e,"Vor,

a || 2
() — ey

| |
0Tn

D p P u
n (e} —€},eu-n—eul-n—ecep- Ny,
2

/(e —ef)

= (e} — el e(u—Tya) -n+7,(p — gp)ar, + o7
h
2

2(eh — ef)

T
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Luego, sustituyendo las anteriores expresiones en (m, resulta

1

P 2
lex I, +||7/2((en)" — e

2
ra2(eh — ef)|

+

oTh oTh

t

= (Pyv = v, ((e}))" — &) x n)or; + (r(Ilyu —u), (e])" — e, )or

2 - 2
—r (IIyu —u,eey) . + K~ (e, e))r
lo cual 1mplica que,

ot

(12
lex I, + ||~ /2((en)" — e 2/ (eh — ef)

n ‘(‘m
at
+[(r(Tya = w), ()" = e,

+ |&* (ITyu — u,Eex)Th‘ + K2 ”59;;”2@ : (2.42)

‘ 2

+

OTh

< |(Pv = v, (€)' = e}) x m)a,

Veamos ahora las cotas para los tres primeros términos del lado derecho de la anterior
ETPTESION.

=t
uy

< 1P = Vo, |[((e2) — €}) x|

< C<?*)1/2hlv+1/2

=t
o [(Prv = v, () — ept) x o
oTh

(e~ e)

|V|1V+1,Th ‘BTh

3t

o [ — ), (@) = o | < (7)Y T = || () e

< C ()2 Rl

‘87’h
72((ep) — eph)

|u|lu+1,7'h L)Th

o [w? (Myu —u,Ze) | < w7 e (Tyu — )l [lehll,

<C (hlu+1 ufy 17 T 7 hlr ! |P|zp+1:rh> lenll, -

Luego, usando las anteriores cotas en , se obtiene

t |12 2

h
) o

=t
< w*|leejll7;, +C [(T*)1/2h’”“/2|V!zv+1,nHT”Q((e}f)t —e,")llor

3t ~
+ ()T () — e lom, + (72| 2 (ef, — ep)llor )l ul,
+((r) 2R 2 2 e — ) llom, + T el [Pl .7

+ 0 el [l ]

+ || 7% (eh — )

2 1/2 t U
lefli5, + |7 — e[
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Notemos ademds que aplicando la desiqualdad de Young y agrupando de manera con-
veniente, a partir de lo anterior se obtiene lo siguiente
12 1 2
12((eu)t — eh ‘ bl er — e
(e = e, e =),

SFRAUD Y2 | (7 7R 2ty [

F (2D g E)RRH) [y 2 e

letl, + 5 [

de donde, usando con g = 0, resulta

=t 112 1
t Uy

e,) —e +5

((eR) h ) ) OTh

SERET R L (7 AR g 2

+ (T*h2(1p+1/2) + (7/:*)2 h2(1p+1)) ’p|l2p+1,7~h —+ HFHZ([LQ('T}L)]S,(C) . (243)

1/2

73/2 (e} — eh)

letl, + 5 [

De otro lado, teniendo en cuenta que la estructura de es similar a entonces
se define

F(z) = —x*(yu — u,€z),

y por tanto,

HFHL([LZ(T;L)P,(C) = sup

< platt |u‘zu+1,7'h + 7, bt |p‘lp+1,7'h .

Entonces, sustituyendo lo anterior en (2.43), resulta la siguiente expresion después de
stmplificar

eh)t - efiz)

v /el — ef)

2 1 2
o * 2 |

et + 3 [

Ty T

SC PR L (704 R R g 2D

T (rh20H1 4 (7,)2 D) \p|12p+1,7h} :

Ademds, para completar el estimativo anterior agregamos k> HeehHT , el cual puede aco-
tarse aplicando argumentos andlogos a los presentados en la prueba del lema (4} (l) debido
a la similitud entre las estructuras de (2.1( (-) Y ' Veamos entonces la expresion re-
sultante

3t

(el — ep)

2 1 A
R ECET

lefl, + 5 |

2
Rk
o L, et

< C PRIV (74 R B g g2

T (rh20H12 o (7,)2 20D \p!fpﬂ,n} )
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mds atn, suponiendo T, 7., T* y T, de orden constante, resulta

2 a2 Nk 2
lex I, + | r/2(emt —eh|| +||rar2eeh —eD|| -+ lleek 3,
oTh OTh
S h2(lv+1/2) |V|12v+1 - + h2(lu+1/2) |u|12u+1 -
+ h2(lp+1/2) |p‘12p+177_h )

Finalmente, teniendo en cuenta el estimativo (2.38) demostrado en el Teorema[d] enun-
ciamos el siguiente resultado.

Corolario 1. Asumiendo las mismas hipdtesis del Teorema , sil:=min{ly,ly,,},
entonces

IV = vl + lle (w = un) |7 S (Vw17 + [@lrrz + plm) A7 (2.44)

5. Resultados numéricos

. L. 3 ..
Los experimentos numéricos se llevan a cabo en el cubo €2 := [0, 1]°, el cual dividimos en
los subdominios €24 v €2,,,. Las triangulaciones que usamos son cuasi-uniformes y estan

formadas por tetraedros. Mas atun, para cada K € 7}, se tiene que K esta en 25 o0 en
Q.

Para definir los parametros fisicos del problema nos basamos en la seccion de resultados
numéricos de [41], en la cual se toma la longitud de onda del vacio como Ay = 4.5
(450 nm), se supone que €2y estd formada por oxinitruro de silicio, cuya permitividad
eléctrica es ¢ = 2.7124 y 2, se asume que contiene plata evaporada, de la cual se
conoce que la permitividad relativa es €, = —5.8828 4+ ¢0.6650. Los valores de las
permitividades relativas dependen de A al igual que el niimero de onda, el cual resulta
ser £ = 1.3963, de acuerdo a la definicion dada en (1.2)).

Los parametros de estabilizacion 7 y 7, los tomamos como 1 en todos los ejemplos y
los ordenes de convergencia que presentamos en las tablas los calculamos asi

r(w) == log (||w — wh|l7 /lw — whHT;L)
- 10g(h/ﬁ)

donde h y h representan los tamanos de dos mallas consecutivas y w € {u, v, p}.

)

Ejemplo 1:
En esta simulacion Q, := [0,1] x [0,1] x [0,1/2], Q,, := [0,1] x [0,1] x [1/2, 1], tomamos
p(x,y,2) = 0y consideramos el siguiente valor exacto para u(z,y, z) := (0, us(2,y, 2),0)%,

con
uy(z,y,z), if z>0.5

uy(z,y, 2) = .
u,(x,y,2), if z<0.5,
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donde

ug(x,y, z) = exp (—iko\/€a (z — 0.5)) + exp (ikoy/€4 (2 — 0.5)) ,
U (x,y, 2) = exp (—ikoy/€m (2 — 0.5)) + exp (iko\/€m (2 — 0.5)) .

Las funciones f y g quedan determinadas a partir de los valores de u y p.

Los ordenes de convergencia y errores obtenidos en la simulaciéon aparecen en la tabla

2.1

Tabla 2.1: Ordenes de convergencia y errores de la simulaciéon 1

Grado k Orden v Orden u Orden p Nelts |[v —v|l7 |[u— w7, [|p—prll7
- - - 48  1.4117e-01 2.5022e-01 1.9122e-01

1.96 2.41 1.24 384 3.6382e-02 4.7241e-02 8.0744e-02

1 1.82 2.03 2.51 3072 1.0280e-02 1.1567e-02 1.4166e-02
1.87 1.99 2.49 24576 2.8218e-03 2.9133e-03 2.5182e-03

- - - 48 2.1954e-02 2.7236e-02 2.4103e-01

2.68 2.31 2.31 384  3.4161e-03 5.4944e-03 4.8506e-02

2 2.8 2.90 2.89 3072 4.7249e-04 7.3397e-04 6.5483e-03
2.93 3.00 2.97 24576 6.1861e-05 9.1955e-05 8.3516e-04

- - - 48  3.5477e-03 1.2115e-02 1.3306e-01

3.68 3.64 3.63 384 2.7665e-04 9.7457e-04 1.0771e-02

3 3.95 3.83 3.88 3072 1.7914e-05 6.8709e-05 7.2993e-04
4.05 3.94 3.97 24576 1.0826e-06 4.4708e-06 4.6515e-05

Ejemplo 2:

Para realizar esta simulacién solamente modificamos el valor de p del ejemplo 1, en este

caso tomamos p(x,y, z) = sin(27z) sin(27y) sin(27z). En la tabla se presentan los
errores y ordenes de convergencia obtenidos.

Ejemplo 3:

En este ejemplo definimos

Q= [0,1] x [0, 1] x [0,0.5] U ([0.25,0.75] x [0.25,0.75] x [0.5,0.75])

v Q4 := QN Q,,. Teniendo en cuenta el modelamiento de celdas fotovoltaicas, suponemos
f := 0 y que un rayo ilumina la parte superior del dominio, la cual, en nuestro caso
corresponde al plano z = 1. El campo que describe a la onda incidente estd dado
por u(z,y,1) := (0,uz(z,y,1),0)T, con ug(x,y,z) = exp (—i[kex + kyy — K.(z — 1)]),
donde k, = ksinfcos ¢, k, = ksinfsing, K, = kcosh, § = /4y ¢ = 0. El dato g
definido sobre la frontera del dominio lo calculamos teniendo en cuenta u.

En la Figura mostramos la aproximacion de la intensidad del campo eléctrico que
denotamos |uy|.
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Tabla 2.2: Ordenes de convergencia y errores de la simulaciéon 2

Grado k Orden v Orden u Orden p Nelts ||[v —v|l7 |lu— w7, [[p—prll7
- - - 48 9.7455e-02 1.4749e-01 1.8858e-02
1.54 1.89 1.60 384 3.3616e-02 3.9763e-02 6.2176e-03
1 1.73 1.93 1.91 3072 1.0150e-02 1.0404e-02 1.6601e-03
1.85 1.96 1.94 24576 2.8184e-03 2.6685e-03 4.3362¢-04
- - - 48 2.1492e-02 2.3376e-02 3.4517e-03
2.71 2.85 2.95 384  3.2891e-03 3.2332e-03 4.4790e-04
2 2.86 2.94 2.84 3072 4.5457e-04 4.2035e-04 6.2567e-05
2.94 3.00 291 24576 5.9395e-05 5.2433e-05 8.3503e-06
- - - 48  1.5614e-03 2.0326e-03 3.2012e-04
3.53 3.68 3.62 384  1.3546e-04 1.5808e-04 2.6109e-05
3 3.81 3.89 3.79 3072 9.6377e-06 1.0693e-05 1.8916e-06
3.92 3.96 3.90 24576 6.3701e-07 6.8644e-07 1.2705e-07

lul

0.0908

1.4
E] 2

aaiisnae

0.75

0.5

Figura 2.4: Dominio €2, con corrugacion, |u| para k = 1y 24576 elementos.



Capitulo

PROBLEMA CON CONDICIONES
CUASI-PERIODICAS

El esquema HDG que analizamos en este capitulo corresponde a (22.10)) sujeto a condi-

ciones de frontera tipo Dirichlet y condiciones cuasi-periddicas.

Para definir las condiciones de frontera del dominio €2 que consideramos en el Capitulo
2 suponemos que [' :=T Ul UT'3sUT'yUT'g Uy, como se puede observar en la figura

B.3
M
PT !2”'
Lm
ry {2 m
Ed L
Ty 0
te H (em) < €
Re(e,,) <0
,//
Em T //// Im[::’:,,,:} >0
L

Figura 3.3: Dominio con interfase plana y frontera I' := T Ul UT'sUT,UT'g UT'7.

Si imponemos condiciones cuasi-periodicas en I'y U Ty U I'3 U I'y, entonces el campo

48
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eléctrico satisface lo siguiente

u(L,y,z) = e*u(0,y,2),

u(z, L, 2) := ePru(z,0,2),

donde o := ksinfcos¢, f = ksinfsing, k se definio en (1.2) y los angulos 6 y ¢
toman valores en los intervalos [0, 7] y [0, 27], respectivamente.

Ahora bien, dado § € [L*(I'g U T'7)]® consideremos el problema con condiciones de
frontera Dirichlet solo sobre I'g U 'y, el cual consiste en: Hallar v, u y p tales que

v—Vxu=0, en{),
V xv—r?eu+eVp="Ff enQ,
V:(eu) =0, en(Q,

uxn=g, sobre I'gUTly, (3.1)
il
u‘rz e u‘r s
iBL
um e llh,g,
Pr =Y,

5. /25 5 . . . .
donde g := ¢, 8o, ¥ 8 f, € estan definidos como en el capitulo anterior.
Para demostrar que (3.1]) tiene una tnica solucion consideramos el siguiente problema
equivalente

VxVxu—r?eu+eVp=1£f, enQ,
V.-(eu) =0, en(,

uxn=g, sobre 'gUly, (3.2)
oL
U, = e U,
_ 8L
U, = e' Ujr,
P =0,

e introducimos los espacios

Xgp = {W € H(curl; Q) N H(div’; Q) : w x ny o, =0, W |r,= elw |p,w |p,= ePlw |F3} ,

X = {w € H(curl; Q) N H(div; Q) : w x n € [L2 (F)}?’} :

dotados con las normas

1/2

[Wlixgr = (IV x wlig +[[w[g) ",
1/2

IV < wl§ + IV - (ew)]lg + [[wllg) "

Wil :
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Después, tomando g = 0 y usando argumentos analogos a los desarrollados en la demos-
tracion del Teorema , se concluye que la formulacion variacional: Hallar
(u,p) € Xgp x HY(2) tales que
(Vxu,Vxw)—r(cu,w) = (f,w), (3.3a)
(€Vp,Vq) = (£, Vq), (3.3b)
para todo (w,q) € Xgp x Hj(Q) tiene una anica solucion.

Es importante resaltar que por la forma de las condiciones de frontera del problema
(3.2), para justificar la compacidad del operador

K XQP — X&)Pu
inducido por la forma sesquilineal b(u,w) = 22 (eu,w)g, , lo reescribimos como
K ::ioR_loKog, donde
Z ZXQP — 5(
R (LX) — [L2(Q),
i (LY = X,
son aplicaciones continuas y K : X < [L2(€)]? es una inyeccion compacta, de acuerdo

con los argumentos presentados en la Observacion 7.5 de 18] y el Teorema 4.1 de [2).
En el caso g # 0 primero definimos el espacio
Xg = {w € H(curl; Q) NH(Aiv%; Q) : w xny, . = g} . (3.4)
Entonces, si
g € v (H(curl; Q) N H(divY; Q) c [H2 (1)),

existe ¢ € H(curl; Q) N H(div’; Q) tal que v, (¢) = &. Luego, si definimos x := u — ¢
entonces v (x) = Ve (u) — 1 (@) = 0 sobre T UT'r y V- (ex) = 0, lo cual implica que
X € Xgp y u := x + ¢. Teniendo en cuenta lo anterior en (3.3a)) resulta la siguiente
formulacion variacional: Hallar (x,p) € Xgp x H{(Q) tales que

\%

(Vxx,Vxw)—rex,w) = f(w),

Vv
(€Vp,Vq) = (f,Vq),

\%
para todo (w,q) € Xgp x Hj(Q). Aqui, f(w) := (f + r%ep,w) — (V X p, V X w).

Para plantear el esquema HDG de (3.1) consideramos, como en el Capitulo 2, la discre-
tizacion cuasi-uniforme de €, 7, las definiciones de los espacios de aproximacion Vy,
Qn, My, e introducimos el espacio

Map i= { A €M} s Ay, = €A, Ny, = e b (3.5)
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Adicionalmente, debido a las condiciones cuasi-periddicas, el flujo numérico uy, se define
asi

ial =5t

W g (rour)i= Uy, Wy [ryi= €00 oy, @y fryi= 700 |y (3.6)

Aplicandole a (3.1)) un procedimiento similar al que presentamos en el capitulo anterior
para deducir (2.10) a partir de (2.3), obtenemos el esquema HDG: Hallar
(Vi UWp, P, Uy Di) € Vi X Vi X Qp X Mgp x My, tales que

(thw>7'h - (ufw V X W)Th - <ﬁh77t(w)>87'h =0, (37&)
(V}u V % Z)'Th + <v§z7 /yt(z)>a7’h - /{2 (eufu Z)Th
(o V- (@), + (B ez - m)yy, = F(2), (3.7h

— (eup, V)5 + (euf - n,t)a7, =0, (3.7¢

(n x Gg,mm =0, (3.7d

(e -1, ozt =0, (3.7e

(@, Mrpury = (&1 X M)ryury, (3.7f

{Ph, p)p = 0, (3.7g

para todo (w,z,t,n,u) € Vi, x Vi, X Qp X Mgp X My,. Notemos que por medio de
(3.7d), (8.7¢), (3.7f) v (3.7g) imponemos la continuidad de la traza tangencial de Vi,
la continuidad de la traza normal de eu} y las condiciones sobre la frontera para uj,

y Pr.- Aqui, F se define igual que en el Capitulo 2 y los flujos numéricos satisfacen las
siguientes relaciones

)
)
)
)
)
)

n x v +7(ul —uy), sobre &, (IUTlY),

nx vy, = ¢ —el(nx V)., sobre Iy, (3.7h)
—ePH (X V) sobre Ly,
ey -n = ew) -0+ 7,(pn — P), (3.70)

con Ty 7, pardmetros de estabilizacién positivos.

1. Analisis de existencia y unicidad

Para iniciar el analisis de existencia de una tunica solucion de (3.7, primero se deduce
una identidad tipo G&rding, al igual que en el capitulo anterior.
Lema 6. Las incdgnitas (Vu, Up, pr, Un,Dn) € Vi X Vi X Qp X Mgp x My, de
satisfacen la siguiente identidad tipo Gg/,rdmg
2 1/2 ~ (|2 2 - 2
Va7, + 1772 (wh, = @) [l + 52 (1Re (en)] + i I (€m)) [u 70

) - o (3.8)
I n = Bl = wa an -+ F (1) = (&%), -
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Demostracion. Tomando w := vy, z :=uy, y t := pp, en (3.7), resulta

(Vi, Vi) — (Un, V X Vi) — (Qp, Vi, X )y =0, (3.9a)
(Vi V X up) g + <9§l, uy, X n>6Th — k2 (euy, )

— (pn, V- (eup)) . + (Dh, €up - m) 5 = F (W), (3.9b)

— (eup, Vpp) g + (ew} - n, py)or, = 0. (3.9¢)

Ahora bien, aplicando la identidad de Green en H(curl; 7,) al segundo término de (3.9al)
y la identidad de Green en H(div;7},) al primer término de (3.9¢]), se obtiene

(Vh’vh)’Th — (V X llh,Vh)771 + <111;L — flh,Vh X n>87'h = 0,
(V- (eun),pn)y, — (€un n,pp)sr + (€uf - m,pp)or, = 0.

Después de sumar las anteriores expresiones con el conjugado de (3.9b]), simplificar y
aplicar la propiedad (l.4a)) resulta la siguiente ecuacion

t ¢ vt
(Vi Vi), — (W) = Qpy X Vi) o+ (W, m X VDo, (3.10)

— K° (up, 6uh)frh + <€/U\Z "1, pp)oT, — (ewy, 1, pp — ﬁh)afrh =F (u).

Luego, sumando y restando (@i, n x {’\Z>8Th y (eu} - n,pp)ar, a (3.10), se obtiene la
expresion

||Vh||27h + (uj, — up,n x (v}, — v},) >8Th + (0, X 62>8Th — K2 (up, eup)y
+ (euf; — eujy -0, pp — Pa)or, + (euf, -0, Pr)ar, = F (wn)

de donde,

thH% + <u2 —uy, T (uz — ﬁh)>a7'h + <f1h, n x 92>8Th

- ’iQ (uh7 euh)’Th + <T’n(ph - ﬁh)uph - ﬁh>87’h - F (uh) )

de acuerdo con (3.71)), (3.7¢) vy (3 7gi
Ademaés, usando (| . - v , se obtiene que

<uh7 n x Vh>aT <g, n X (GI;L X n)>1"BUFT + <ﬁ27 ny x i"\Z>r1 + <ﬁh’ Ny X vI;L>F2
+ (U}, ny x QZ>F3 + (Up, ny X 9}1>
<g762>r Ul + <ﬁ§wn1 X vZ>F - <€
+ <uh,n3 X Vh>p3 — <e’f8L ul,n3 x et vh>F
— <§ﬁ§z>r3um + <ﬁ§”n1 X vh>Fl — |e’F| <uh,n1 X 62>F1
+ <ﬁ2,1’13 X vi>1"3 — ’€i6L| <ﬁ2,n3 X GZ>1"3

= (& Vi)r o, - (3.12)

(3.11)

ol = [1e7)
Uy, my X V)
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Entonces, sustituyendo (3.12)) en (3.11)) y usando la definicion de ¢, resulta

Ival%, + (1772 (= 84 [ + (& Vidr, o, — £56m Il — w26 [[un
+ |72 (on = By, = F (wa).
de lo cual se obtiene (3.8]). |

El siguiente resultado nos permite garantizar que (3.7) tiene una tnica solucion.

Teorema 5. 5i li2t’€£ no es un valor propio del problema de wvalores propios: Hallar
A€ R y (on, Yn, on, Yn,0n) € Vi, X Vi x Qp X Mgp x My, tales que

(¢n8) 7, = (Wns V X 8)7 = (i, 24(8)) a7, = 0,

(01, V X Q)7 + (B (@) oy, — K (€mtn, @)
—(on, V- (€q)) . + (O, €q - n)
—(€¥n, V1) + <e/w\’,} ‘n,T)

T, — A
0
(mx @y, =0, (3.13)
0
0
0

oTn =

<77/Z)\§m n>FBUFT =
(@n, Qr =

para todo (s,q,r,1,¢) € Vi X Vi, X Qp x Mgp X My, donde

nox gh + (W) — ), sobre €\ (T2 UT),

nx g, =4 —el(n x )i, » sobre Iy,

—ePL(n x @) sobre Ly

|F37
ey -mn = ey -n+1,(0n, — 0p).

Entonces, tiene solucion tnica.

Demostracion. Si consideramos el sistema homogéneo asociado a (3.7)), entonces de
(3.8) se tiene que

- 2 .
Ivall7, + 1772 (uh, = @) |5, + 5 (IRe ()| + i Tm (€)1 l[7 (3.14)

+ Hﬂ%/z (Pn —ﬁh)HZTh = K’eq HuhHQT}? .

De otro lado, notemos que después de analizar (3.13)) mediante un procedimiento analo-
go al desarrollado en la prueba del Lema [f] se obtiene la siguiente expresion

TI/Z(w;L - lzh)H;z + K2 (|Re(€m)| + i Im(em)) ||1/;h||2Thm 515
+ 7l (00 = 50, = Ml

2
lionlly, +
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Notemos que por la forma de (3.14) y (3.15) uj, debe ser cero en T2, porque en caso
(13.13)

contrario k2e; serfa un valor propio de . Entonces,
2 ~ 2 2 —~ 2
Ival + (1772 (al = ) [, + 52 Re(em) | unllZe + 7272 (on = )|
+ k% Im(ep) [[un]|7m = 0,
lo cual implica que la parte real satisface la siguiente ecuaciéon
2 ~ 2 2 —~ 2
IVall, + (1772 (w, = ) |2, + # [Re(en) llanllZe + 7272 (o — )], = O,
a partir de la cual se tiene que
v, =0 en Ty, u), =1y, sobre 8T, , u, =0 en T,” y py = p, sobre 9Ty,

puesto que 7, % |Re(e,)| v o son constantes positivas.
En consecuencia, u, = 0 en 7, y 0 = ul, = @, sobre 97;,. Ademaés, teniendo en cuenta
lo anterior y (3.7h)) en (3.7h)), se obtiene

0=-— (ph7 V- (EZ))Th + <ph7 €Z - n>a7'h s

de donde, después de aplicar la identidad de Green en H(div;7},), resulta

0= (Vpn,€ez)r — (Ph €2 0)yp + (Ph, €2 M)y = (Vpp,€z)y , Vz € V.

Entonces, tomando z := €Vpy,, de lo anterior se obtiene que Vp, = 0; lo cual implica
que p, es una funcioén constante a trozos en 7T,. Mas atn, dado que p, = pn y D se
anula sobre I' entonces p, = 0 en ).

Finalmente, (vy,up, pp, Gn, pr) = (0,0,0,0,0) es la solucion del sistema homogéneo
asociado a . Entonces, dado que dicho sistema es lineal, cuadrado y los espacios
Vi, Qun, Mgp v M, tienen dimension finita, se concluye que (3.7) tiene una tnica
solucion. |

2. Estabilidad

La deduccién del estimativo de estabilidad para el problema con condiciones Dirichlet y
cuasi-periddicas que presentamos en este capitulo es similar a la realizada en la Seccion
del capitulo anterior. Ademés, usamos los proyectores definidos en , Py, y
las cotas dadas en (2.19). Debido a la definicién de las condiciones cuasi-periodicas el
proyector ortogonal L2, Py es reemplazado por Py, : [L2 (&) — Mgp, €l cual para
un [, € [0, k] dado, satisface

| Pagrn — nlle, S hlntt |77‘z,7+1,5h ;

para todo n € [H»(&,)]3.
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2.1. Argumento de dualidad

Para desarrollar el argumento de dualidad consideramos el problema auxiliar ([2.20)), el
cual tiene una unica solucion y satisface (2.22), (2.23), (2.24) y (2.25).

En el siguiente lema establecemos una identidad que hace posible la deduccion del
estimativo de estabilidad del método HDG propuesto para el problema con condiciones
tipo Dirichlet y condiciones cuasi-periodicas.

Lema 7. (Dualidad@QP) Si (6,0, p) € H(curl; Q) x Xy x H) () es solucion de
Y (Vi Upy Dhy Un, Pr) € Vi X Vi X Qp X Mgp X My, es solucion de , entonces

(u, ©) 7, = (72 (wf, — @) , 72 (Mt — ) o 4 K7 (e, TTt) — ).
+ <Tl/2 (u}l - ﬁh) 72 (Pyo — @) X n>6Th + (pn — Dh, € (1L — ) - n>aT,L
+F (ILv) + (&, Prtgp(8))r + (70 (pn = Di) - op — p) o, - (3.16)

Demostracion. Las ideas de la prueba estan basadas en las utilizadas para demostrar
el Lema (3| del Capitulo 2. Inicialmente, se obtiene la siguiente reescritura de (uy, @)Th ,
teniendo en cuenta que el flujo numérico se denota uy y el proyector Py se reemplaza

por PMQP

(Up, ©) = (vi, VX ) + <T1/2 (uf, — ) T Y2 (Pyg — ¢) n>87_h
— <Il X ﬁh, PMQP (¢t)>[‘ — l€2 (euh,dj)n (317)
+ (7 (o — Pn) - gp — p>a7’h )

de donde, usando la definicion (3.6) del flujo numérico Gy, la del espacio Mgp y (3.71),
resulta

(0 Xy, Paig () = (0 X Wy, Pragp(6))1, o, + (1 X Ty, Paag (6,

+ (ng x wy, PMQP(¢t)>1"2 +(ny x Uy, PMQP(¢t)>F3
+ (04 X A, Pargp (691,

= <g, (PMQP(¢t) X n) X n>FBuFT + <I11 X Uy, Pagp (¢t)>r1
— <n1 x et gl etk PNIQP(¢t>>F1 + <n3 X 1y, Pugp (¢t)>1*3
. <n3 « eiBL ﬁz,eiﬁL PMQP(¢t)>r3

= — (&, n x (Pagp(¢') x n)>FBUrT + (ny X 1}, Py, (09)),
— [ (X W), Paag, (69, + (0 X 8y, Pag, (691,
— 1678 (g X Wy, Pragn (@),

= <§, Phigr (¢t)>r .

1
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Ahora bien, sustituyendo lo anterior y la expresion equivalente para (vy,, V X w)Th,

(Vha V x w)’]’h = <7-1/2 (uz - ﬁh) 77_1/2 (va - ¢)>8Th + l{2 (Ellh7 HVw)ﬁ
+ (Pn — Dhr € (v — ) - m)pr + F (Ivy))

en (3.17)), se obtiene ([3.16). |

Del anterior lema se deriva el siguiente resultado.

Lema 8. Sean (4,1, p) € H(curl; Q) x Xo x HY(Q) y (vi, up, pr, Un, Dr) € Vi X V), X

Qn X Mgp x My, soluciones de y (3.7), respectivamente. Si T, 7, son de orden
constante y k > 1, entonces existen hg > 0 y C > 0, tales que

leun|| 7 SIFZweemyec + 7 IENE (3.18)

para todo h < hg.

Demostracion. Notemos que el procedimiento para demostrar (3.18]) es anélogo al desa-
rrollado en el capitulo anterior para el Lema 4. Ademés, es necesario tener en cuenta

(3.16), la definicion del flujo numérico 1w, dada en (3.6) v la definicion del proyector
Py n

3. Estimativos de error

En estd seccion, los errores de proyeccion que utilizamos en la deduccion de los esti-
mativos de error para el esquema (3.7)) coinciden con los definidos en (2.36)), salvo los
siguientes

- St
uap _ t ~ \ t ot
€, = PMqu — Up, €, = PMQPV — Vp. (319)

Veamos el sistema de ecuaciones que nos permite relacionar los errores de proyeccion.

Lema 9. Sean (v,u,p) € H(curl; Q) x Xz x HY(Q) y (v, up, pr, Un, Pr) € Vi, X V), X
Qn x Mgp x My, soluciones de Y 7 respectivamente. Entonces los errores de
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. & 5 vt ar 4 o . 4
proyeccion €}, e, € e), el e, ye, " satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
v u uap _
(ep, W) — (e}, V x w)r + (e," xn,w)yp, =0, (3.20a)

St
(ey, V xz). + (e,",7z x n)yr — K> (c€p, )

— (e}, V- (e2)), + (el ez -m)yy = —r? (yu — u,€z); (3.20Db)
— (eey, Vi) ( ,t)m-h =0, (3.20¢)
(n x ey, )orr =0, (3.20d)
(e, mor,r =0, (3.20¢)
(e m)r =0, (3.20f)
(e}, myr =0, (3.20g)
para todo (W, z,t,n, 1) € Vi X Vi, X Qp X Mgp x My, donde
. nx (e) +7((el)f —e), sobre &~ (TyUTLY),
nxe" =< —e(nx eﬁ) Irys sobre Ty, (3.20h)
—ePl(n x e;:;l) Irs, sobre L.
e = c(e!)" - n+ (el —el). (3.20i)

Demostracion. Notemos que la deduccion de las ecuaciones (3.20a))-(3.20i) es andloga a
la presentada en la demostracion del Lema [5| del capitulo anterior, teniendo en cuenta
la definicion del flujo 0, dada en (3.6) y el proyector Py,.,.

A continuacion presentamos el resultado a partir del cual deducimos los ordenes de
convergencia de las incognitas de (3.7)).

Teorema 6. Sean (v,u,p) € H(curl;Q) x Xz x H{(Q) solucion de y
(Vi W, P, Uy Dn) € Vi X Vi X Qp X Mgp x My, solucion de . Entonces, para
lu,lp € [0,K] y (u,p) € [HBT(Q)]? x H»T(Q), los errores de proyeccion e}, e}, €}, e}"
y €}, satisfacen

1/2 u\t a 2
(e e
h

1/2(eh ei’)

2
2 2
lex I, +]|7 |, lleetll,

(3.21)
u 2 2
S pPet) ’u’lqul,Th + R0t ‘p‘sz,Th :

Demostracion. El estimativo (3.21]) resulta después de usar argumentos anéalogos a los
utilizados en el Teorema [4| del segundo capitulo, teniendo en cuenta las modificaciones

~ =t
.. ., v
en las definiciones de los errores de proyecciéon e, v e,", dadas en (|3.19)). [ |
h hos

Finalmente, las variables v, u, v, y u, de los problemas (3.1) y (3.7) satisfacen un
resultado similar al Corolario [I] enunciado en el segundo capitulo.



Capitulo

PROBLEMA CON CONDICIONES DE
RADIACION

En este capitulo planteamos y analizamos parcialmente un problema en el que las
ecuaciones de Maxwell en régimen armonico estan sujetas a condiciones cuasi-periodicas
y de radiacion, el cual nos permite modelar el problema de absorcién y generaciéon
de energia en una celda fotovoltaica de una forma maés real en comparaciéon con los
problemas A y B estudiados en los Capitulos 2 y 3, respectivamente.

Para plantear el problema C nos basamos en el estudio presentado para la ecuacion
de Helmholtz en [38] y en la seccién 13.5.3 de [35]. En ambas referencias se utiliza
el método de aproximacion perfectly matched layer, PML, para incluir las condicio-
nes de tipo radiacién o transmisién a un problema definido en un dominio periédico
con condiciones cuasi-periodicas. Esta técnica permite modelar el comportamiento de
las ondas reflejadas y trasmitidas en el infinito, en dominios admisibles para estudios
computacionales.

Debido a la forma que adquiere la permitividad relativa en las fronteras artificiales
que se adicionan al dominio inicial cuando se emplea la técnica PML, el analisis de
existencia y unicidad de la formulacion HDG que proponemos en la Seccion 2 de este
capitulo, difiere de manera significativa de lo realizado en los capitulos anteriores, por lo
tanto, no presentamos un andlisis completo de error (se dejara para trabajos futuros) .
Especificamente, la permitividad relativa estd dada en términos de una matriz diagonal,
cuyas entradas dependen de una funcion no acotada y cuya integral suponemos no finita.
Es importante resaltar que la formulacion HDG aca presentada es inédita (hasta donde
conocemos) y, por si misma, constituye un aporte significativo en el area.

28
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1. Planteamiento del problema

Al igual que en el problema B consideramos el dominio 2 := Q,, U ; con frontera
=T ulul3UryuUl'p Ul dado en la Figura [3.3] Luego, para 41,02 > 0 dados
definimos las PML Q4 := (0, L) x (0, L) x (—02,0) y Q4 := (0, L) x (0, L) x (M, M +6,)
conectadas con el dominio €2 por medio de las interfases I'r y I'g, como se ilustra en
la Figura Las PML o dominios absorbentes los denotamos Q% := Q4 U Q4 y sus
fronteras aﬂﬁ y 004, las definimos asi

00 =T UTZ Ul ,UT; Ul Ul ,,

4.1
01 =TpUTL UL, UTY ,UTY, UTT . )

M + &,
A
Q.
M
(2 d
r;
Ty = E |2,
- . {1
- 0 ~ a’
-0
. J//
I'p

Figura 4.1: Dominio Q% := QU Q4

Debido a que el dominio Q4 esta formado por aire entonces la permeabilidad y, = 1
y la permitividad €, = 1. Ademas, consideramos el sistema de coordenadas (Z,7,2) y
dado que las PML se incluyen en la parte superior e inferior del dominio, se tiene que

(z,y, M + (1 +14) [;,0(s)ds), size (M,M+4),
(2,9,2) == (z,9,2), si ze (0,M),
(@, y, —(1+1) [0 o(s)ds), si z € (=05, 0),
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donde o es la siguiente funcién de valor real

o(z): (=02,0) U (M, M +6,) =R

1 .
2 o(z) = § REFR) si 2 € (=02,0),
m, S1 ZG(M,M—|—51).

La funcion o es una parte importante de la técnica PML, ver por ejemplo [5], porque
su definicion permite controlar las ondas que se disipan y las que son reflejadas. Por tal
motivo a estd funcion se le denomina funcién de absorcién y se caracteriza por tener
asintotas verticales. En nuestro caso, sus asintotas verticales son z = —ds vy 2 = M + d;.

Para determinar la forma de las ecuaciones del problema de primer orden en el dominio
04, que se obtiene después de definir u := E y v := HLOV X u en las ecuaciones
de Maxwell (1.1) es necesario realizar el cambio de variable de (Z,9,2) a (x,y,2).
Inicialmente definimos @ := (@, @2, U3), p := p(T,9,2) y
dz dy dz
dy,do,d3) = | —,—,— | =(1,1,(1+1
(o) = () = L1140,

en Q4 para reescribir V x 01, Vp y V - 1 en las variables (z,v,2) usando matrices y
escalares adecuadamente.

Supongamos que V x i1 = AV x B, para

a; O 0 bl 0 0
A= 0 a 0 y B:=| 0 b 0
0 0 as 0 0 by
Notemos que
S da du
by k| G-
U Uo  Us 9y _ %Ly
y
i j k albg%—i;’ — albgdg%
AV xBa=A4| 9, Oy 0, | = G251d3% - aﬂz%
bity bty bsus azhy %2 — agbl%
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Entonces, como bajo nuestro supuesto las anteriores expresiones coinciden, se deben
cumplir las siguientes ecuaciones

a1b3 =1= albgdg,
a2b1d3 =1= CLng,

agbg =1= Clgbl.

De la tercera ecuacion é = a3 = %,

segunda ecuacion se obtiene que -+ = ay = &, de lo cual, b5 = ds. Finalmente, de la
ds b3’ ) ’

es decir, by = by = 1. Sustituyendo b; = 1 en la

primera ecuaciéon se deduce que a; = d—ls. Por lo anterior,

L0 o0 10 0

3

A:zoéo y B=(01 0
0 0 1 0 0 ds

Ahora, supongamos que Vjp = CVjp con

C1 0 0
C = 0 ¢ O
0 0 C3

Entonces, dado que las siguientes expresiones deben ser iguales
Vi = (s, 055, 0:5) ¥ OV = (10:P, €205, cadsd:D)
se concluye que C' = B~

Nos resta reescribir V-u y para ello suponemos V-u = ¢ V- Eu, donde € es una funcion
escalar y

€1 0 0
E = 0 e O
0 0 €3

Luego, como

V-u= 85;@1 + &ﬂb + 65113 y eV-Fu= é(@lajfbl + 62837@2 + 63d365ﬂ3>

entonces las anteriores expresiones coinciden si é£ = B!, lo cual se tiene si £ = A~}

g — L
ye=g.
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Ahora veamos que usando la expresion AV x Bu equivalente a V x u en la ecuacion
v —V x i = 0y definiendo u? := Bu, v4 := BV, obtenemos la siguiente ecuaciéon
en el dominio 4

0=, v—Vxua=v—AV x Bu= B 'v?— AV x u?
de donde
AT' BTV -V xut=0
y tomando p' := A"'B~! resulta
ptvA — vV x ut =0, (4.2)
Para deducir la segunda ecuaciéon en 4 iniciamos con V X v — w6t = 0 y después

de usar de manera adecuada la expresion equivalente para V x v, las definiciones de
las variables u?, v* y que ¢, = 1, resulta

0=V xv—w?qel = AV x v4 — 2B 'ut = V x v — w2 A" ' B 'u?,
de donde, definiendo €4 := A7'B~! se obtiene

V x v — wieetu? = 0. (4.3)

La siguiente ecuacién es la asociada con la condicion de incompresibilidad del campo

eléctrico y para su deduccion partimos de V - (¢,1) = 0. Entonces, como

- 1 1
0=V-(eu)= d—gv (A™Ma) = d—sv (A7 B Mu?),

se obtiene que

V- (*u?) = 0. (4.4)

Para imponer en el sistema de ecuaciones definido en Q4 incluimos la variable
auxiliar p#, al igual que en la primera seccién del Capitulo 2. Entonces, teniendo en
cuenta que Vp = B~'Vp, p = p? v la deduccion de 1) resulta el siguiente sistema
de primer orden

;L(?VA —Vxu?=0, en Q4
V x vA — Wlepetu? + eAVpt =0, en Q4
V- (¢*u?) =0, en Q4 (4.5)

pA |8QA = 07
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ds 0 0

donde ¢ := | 0 & 0 |, ds=(1-i)o(z)y &=L
1
000 L

Sea O := Q U Q4 un dominio acotado con frontera poligonal conexa
M =T Ul urfurfuTy Uy, (4.6)
donde I'ff :=T,UT; UT; ,, paraj=1,--- 4.

Los espacios que consideramos en el anélisis del problema C son H(curl; Qf), H}(QF)
y

Xp = {w" € H(curl; Q%) N H(div:; Q7) : piiw”, "wh e [L2(Q5)P}.

Teniendo en cuenta el planteamiento del problema B dado en (3.1)), las caracterizaciones
de las PML y el sistema (4.5) planteamos el problema C, el cual consiste en: Hallar v,
u, p, v4, u?, p4 tales que

v —V xu =0, en (),
V X v —w?epeu +eVp = f, en €,
V- (eu) =0, en €,
MOAVA —Vxul=0, en Q4
V x v —wletu? +eVpt =0, en Q4
V- (eAuA) =0, en Q4
u |F2 = emLu |F1>
u|p, = elup,, (4.7)
u’ |F;AUF;A = ¢hut ’FjAuF;Aa
u! |I‘ZAUF;A = tut |F;AUF;A,
u—u’t = uy,,, sobre I'r,
u—ut=0, sobre I'g,
ut =0, sobre TF U},
nx (v— VA) =N X Vipe, sobre T'p,
nx (v—v?) =0, sobre I'p,
p=p'=0, sobre I'r UT'p,
p=0, sobre I'E,
donde u;,. denota el campo de la onda que incide sobre T, a := rsin6 cos ¢,

B = ksinfsing y viue := V X W, Las condiciones sobre las interfases 'y v I'p
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se incluyen para describir la relacion entre la onda incidente que llega a I'r, la que viaja
a través del dominio inicial y la que proviene de las PML, la cual se disipa en ambas
interfases.

R 2 el y ult en QF asi

VR v, en () uf u, en () - p, en €
vA, en OA4, u?, en 04, p?, en QA4

R f, en Q, R €, en (), - lo, en §
0, en QA4 €1, en Q4 0 pi, en Q4

entonces el problema (4.7) puede reescribirse de forma equivalente como: Hallar v
u’t, pf* tales que

Si definimos v, u”, p”,

R

Y

pdvi — v x uft =0, en QF, (4.8a)
V x vl — wleeful + efvpt = £E, en QF, (4.8b)
V- (¢fuf) =0, en QF, (4.8¢)

u” Ire = e otuft Irx, (4.8d)

u” rr = ePlul |pr, (4.8e)
u—u?=u,, sobre I'p, (4.8f)
u—ut=0, sobre I'p, (4.8g)

u? =0, sobre T'FUT}, (4.8h)

nx (v—v?) =nx v, sobre T'p, (4.8i)
nx (v—v4 =0, sobre I'p, (4.8))
p=pt=0, sobre I'r UT'p, (4.8k)

p =0, sobre T (4.81)

2. Esquema HDG

En estéd seccion presentamos la deduccion de la formulacion variacional HDG asociada
al problema ({4.8)), basiandonos en la Seccion 3 de [27].

Dada {7T;*},>0 una triangulaciéon cuasi-uniforme de Q4 definimos una triangulacion
para QF como la union de {Tp}rs0 ¥ {7 }r>0, la cual denotamos {7,%},~o. Dicha
triangulacion resulta ser cuasi-uniforme y sus elementos satisfacen que estan completa-
mente contenidos en €2, Q4 y las interfases I'y y I'p estan formadas por caras comunes
entre elementos de {7y, }ns0 ¥ {72 }rs0- Al conjunto de todas las caras inducidas por
{T:E} >0 lo denotamos EfF := Err UEE, donde Epr denota las caras sobre la frontera de
Of y EF representa las caras internas del dominio. Ademas, 9T,% := 0T, U 9T,



2. ESQUEMA HDG 65

Los subespacios de dimension finita que empleamos son

Qi = {d" e L(QF) : ¢" [k € Pi(K), ¥ K € T}'},

M= {u" € L&) : pf [p € Pu(F), ¥V F € &},

Vil = {wl e [LX(QF)] : pgwh, efw' e [L2(QT)]°, w' |k € [Pu(K)]°, V K € T},
M), = {87 € [LX(ED] : 7 |r € [Po(F)P, (8% - m) [r= 0,V F € &},
MSP ={\e MZ,R D AR |F§: AR |r{’~> ATt |r5§: PN |F§}>

donde « := ksinfcos¢p y [ := ksinfsin ¢.

Ahora, dado K € T,F tomamos w't, z® y ¢ funciones de prueba suficientemente suaves
definidas en K, tales que

R w, en (2, R z, en (), e t, en €
w' = z" = =
w4, en Q4 z4, en Q4 t4, en Q4.
Entonces, usando procedimientos analogos a los desarrollados en (2.7)) y (2.8)) en (4.8al),
(4.8b) v (4.8¢), resultan las siguientes ecuaciones después de sumar sobre todo K € T,*

:u(])? (vawR)ThR - (uh , VX WR) TR - <ﬁ§’7t(wR)>8ThR =0,

(VhR’ V X ZR)ThR + Wf’ta %(ZR»aThR — we (ERuiIEv ZR)T}LR

- (th> V . (6RZR))7—R + <}3\h s ERZR n>87_}F = 0’ (49)
(6 uh y VtR> <€R/u.?7n - 1, tR>a7—hR = 0,

donde v, af*, pF y eRul"" son las aproximaciones de 7, (vE), v-(uf), 7% (pF) ¥ yn(eFul?)

sobre £ft. En este caso,

ARt )V en gha ~R . ) Pn, €1 g}u 6@ o 6&”\ en gh’
Vi T ~ALt A A A h A
v, en &, Dy, en &, eAu; ", en EN

y de acuerdo con las ecuaciones (4.8d) a (4.8g)), el flujo 0l se define asi

el Irx, sobre T'E,
R el ft e, sobre 'R, (4.10)
Wl OKNIp£0y K €T,
~Rt
u,’, en otro caso.

Con el objetivo de reducir las variables del sistema (4.9) vamos a definir relaciones
convenientes entre los flujos numeéricos. Las incognitas del sistema de ecuaciones (4.9))
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—_—
R oRt ~ Rn . . . N .
son v, uft pl v," alf pft eu, " v después de introducir las siguientes expresiones

nx vt 4 T(uft —uf), sobre &~ (TRUTE),

n x V,?t =4 —¢f(n x Vh h |FR sobre re, (4.11a)
—fl(n x v Irrs sobre e,
efuf™ n = M 4 7 — BR), (4.11b)

R 1R -
se reducen a v¥ ult pft al pit.

Entonces, la formulacion variacional HDG asociada al problema C (4.8) consiste en:
Hallar (Vh cup piagt, prt) € ViEx VI x QiF x MG p x MY tales que

udt (v,}f,wR)ThR — (), V x WR)ThR —(uy, %(WR)>87;F =0, (4.12a)
(ViE, 7 % 2%) o+ (Tl R)>W ~ WP (Muff, 2"
- (pfav : ( R R))TR + <ph7 R R n>37~hE = FR(Z)’ (412b)
G uh,VtR) + (Rul" n,tR>aThR =0, (4.12¢)
Rt t R\  _
<n XV, >8’th T (nxvi,.n >FT =0, (4.12d)
<€Ru§’” -, MR>87;LR\ (PRurfurfurk) — < Wine 77R> Iy = 0, (4126)
<ﬁgt’n > I'p = <u§nc7nR>FT7 (4'12f)
<u§777R>F;url; =0, (4.12g)
~R R
(i m >FRUFTUFB =0, (4.12h)

para todo (w2t nf 1) € VIx VI x Qff x M p x Mf. Notemos que por medio de
las ecuaciones (]4.12d[) a (]4.12h[) imponemos la continuidad de la traza tangencial de VR’t

la continuidad de la traza normal de eRuh las condiciones sobre las interfases para uf,

/\

eRu ", p y las condiciones sobre la frontera para ulf y p¥. Aqui, F# : [LQ (’TR)] —C
y

FR (Z) L F (Z) = (f>z)7’h> en 77”
0, en TA.

Lema 10. Las incdgnitas (v, ull,pf, aff, pf) € VEx VI x QF x MG p x M de

satisfacen la siguiente identidad tipo Ggermg

Rt =~ : 2
uo ||vi HTR {12 (" = @) |5 + weo (|Re ()] + i I (€m)) [|us 1 7n

~ 2 =
+ H71/2 i — pf) HaThR =F (up,) + w?eoeq Huh||grd —(ul,.,nx Vh >FT (4.13)
+w?e (u,?, eAuf)ThA ,
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donde F (uy,) representa el conjugado de F (uy,).

< — — — A GA A ._ A AL A
Demostracion. Tomando w := vy, z :=uy, t == pp, W =V}, 2" :=u; y t~ :=pj en

(4.12)) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

Ho (Vh’vh)Th — (uh, V X Vh)Th — <l~1h,Vh X n>87-h = 0, (414&)
(vp, V X uh)Th + <3};, uy, X n>8Th — weq (euy, uh)Th

—(pn, V- (Guh))Th + (Pn, euy, - n>6Th =F (un), (4.14b)

— (eun, Vpn) 7 + (eq} - n, pp)or. = 0, (4.14c¢)

i (Vf,vf),ﬁ, — (u,V x V’?)T}LA —(ay, vi x n>87’hf‘ =0, (4.14d)
(vil,V x uf)ThA + <Gft, u;' x n>aTA — we (e'up), uﬁ)ThA

h
= (@, V- (€M03)) o+ (Bhs €uyy m) s =0, (4.14e)
(6 uy,, Vph) + (e u?’n : n>Pi?>a7‘hA = 0. (4.14f)

Luego, aplicando la identidad de Green en H(curl; T,%) al segundo término de (4.14al)
y (4.14d) y 1a identidad de Green en H(div; 7,7?) al primer término de (4.14c|) y (4.141),
se obtienen

po (Vi Vi) g, = (V X Wy, Vi) + (W) = W, vi X m), =0,

(V- (eup) ,ph)Th — (euy - Il,Ph)@f + <€/11\Z -1, pr)ar, = 0,

s (Vf,vf) —(V x ufl‘,vf)TA + <uﬁt — 0, v x n> oA = 0,
(V~ (EA uf) pﬁ) <€A u, -, pj >dTA + (e A -n,pf)aEA =0,

v después de sumar las dos primeras expresiones con el conjugado de (4.14b)) y las dos
ultimas con el conjugado de (4.14€)), simplificar y aplicar la propiedad (1.4a) resultan
las siguientes ecuaciones

Ho (Vh,Vh)ﬁL - <ul;], - ﬁha n X V1;L>877L + <ul;L7 n X Q§L>37'h

— R _ (4.15)
— we (up, euy) . + (eu) -1, prhor, — (euf -1, pp — Prdyr. = F (up),
A ~ A A ~A
,uA (Vfavft‘)TA - <uh7t - uév n X Vh 7t>87’,:4 + <uh ’tv n X Vh 7t>87’hA
2 A AA A A Ay An A A (4.16)
—w eo(uh,e uh)7.hA+<e u;, 'n»ph>a7;;4_< u,’ - ,ph—ph>a7_A:0
h

- ~ A

Ahora, sumando y restando (ay,, n X WJ@T;L? (eul-n, pp)ao7, a (4.15) y (0, n x G}?’t>87—hA7
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—

A —~ .. .
(e, ™ - n,pf)anA a (4.16)), resultan las siguientes expresiones

po Va7 + () — tp,m x (V], = v}) >8T;L + (T, X 62>8Th — we (up, euy)

+((euf — eul) -1, py — Pr)or, + (€U} -1, Pu)or, = F (),

th HTA ulf?t - ﬁll?ﬂ n X ( vt - Vﬁt»aﬁf‘ + <ﬁ1f?> n X (6}?>t>37'h/1 - w260<u}?7 EAuﬁ)ThA
An AL An A A A
+ (et — ") o n,py - ph>a7',j‘ + (etu, " naph>a7',;4 =0,

de donde,
— we (up, €uh)7h + (Tu(Pr — Dn), Pr — ﬁh>,3¢h =F (un),
At~ At~ ~ ~A,
||Vh HTA (w, " —ap, (" - uf»aThA + (03, x v, t>aThA
N (4.18)

- w2€0 (uf,}, 6Auh)ThA + <Tn(p;? - ﬁf?)ap;? - ﬁf>a7—hA =0,

de acuerdo con (4.10)), (4.11a), (4.11b) y (4.12h)). Ademas, usando (4.12d), (4.12f),

4.12g) v la cuasi-periodicidad de ¥, y G se obtiene
g h h

<1~1§’ n x G}Ifﬂt>{“)7'hR = <uznc7 n x Vflf >FT + <ﬁ§7t7 n; x vi]j?t>Ff + <ﬁ§7 ng X i/\ljzi)i)l“?

+ (W g x Vit pe 4 (@ g x Vi) pr
= (uf, e, n X Ve + (W g X V) pr — (@ ny x e
+ (uhR’ , N3 X V,If’t>p?z)z — (ePF ﬁf’t,ng x ePL f’t>FR

= (U}, 1 X Vi, + (U 0y % Gf’tﬁ{? — e @y, my x vy >F1
+ (" mg x U >F§ — [P |(@y mg x v, )1
= (U0 X V), (4.19)

Entonces, sustituyendo (4.19)) y usando la definicién de € y € en la expresion que resulta

después de sumar (4.17) y (4.18), se obtiene
2 ,
Lo thHQTh + H7'1/2 (uz — uh) HaT + w?e (JRe ()| + i Tm (€,,)) Huhngm — wlepey HuhH%

{1 o = Pl + w6t Vil + 1772 (i) = @) e + 117272 (01! = 531 [

—i—(umc, n Xx Vh >FT — (.U €0 (U£, EALI;?)ThA = F(uh) .

Organizando la anterior expresion resulta (4.13). |
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En nuestros trabajos futuros pretendemos garantizar la existencia y unicidad de la so-
lucion de via la identidad tipo G&rding , después de mejorar la forma de
los dos ultimos términos de su lado derecho. Las posibilidades que estamos conside-
rando incluyen andlisis similares a los desarrollados en los Capitulos 2 y 3, es decir,
considerando un problema de valores propios conveniente o mediante un argumento de
dualidad, para el cual seria necesario definir un problema auxiliar adecuado.



Capitulo

IMPLEMENTACION NUMERICA

En este capitulo detallamos los pasos y las herramientas que empleamos en el desarro-
llo de la implementacién del método HDG para las ecuaciones de Maxwell en régimen
armonico sujetas a condiciones de frontera tipo Dirichlet y cuasi-peridédicas. La docu-
mentacion del método HDG en tres dimensiones [19] se usé como guia para estructurar
los programas en MATLAB.

1. Implementaciéon esquema HDG: problema A

Inicialmente se define el local solver, el cual, de acuerdo con el método HDG (12.10)),
para todo K € Ty, corresponde a hallar (uy,, vy, pr) € [Pr(K)]? X [Pe(K)]? x Pr(K) tales
que
(Vi W) — (up, V X W) = <ﬁz,w X n>aK,
(Vvh, V X 2), + <V};,Z X n>6K + <7‘u2 X N,z X n>6K
—#? (Euhaz)K — (pn, V- (GZ))K = — (Dh, €z n>aK + (f, Z)K

+ (T, xn,zxn),

(V- (eup) 7t>K + <Tnph7t>aK = (Tn Dh, t>8K7 (5.1)

para todo (w,z,t) € [Pi(K)]? x [Pr(K)]? x Pi(K), de acuerdo con la definicién de los
espacios Vv Q.

Sea d3 := dim [Py (K)], entonces
Pu(K) = gen{p; : 1 <i < ds}.
Teniendo en cuenta lo anterior se define la base para [P(K)]® de la siguiente manera

[P(K)]* = gen{p; : 1 <i < 3ds},

70
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donde los ; satisfacen

Di
» para 1 <i<ds, @; = 0 |
0
0
» paradz+1<i<2d3, pi = | pi_a |>
0
0
» y para 2ds + 1 <1 < 3ds, p; := 0
Di—2d;

Los polinomios p; son los elementos de la base de Dubiner para P (K), la cual descri-
biremos en la Seccion [3| de este capitulo.

Para determinar la estructura de cada uno de los bloques del local solver em-
pleamos formulas de cuadratura adecuadas y para almacenarlos usamos arreglos. La
reduccion en el uso de ciclos en su construcciéon la conseguimos haciendo uso del pro-
ducto de Kronecker, que corresponde a una funcién de MATLAB.

Ahora bien, usando la base de [P, (K)]* y la de P (K), se definen:

3ds 3ds3 ds
Vh = Z (o), i, Up = Z (Brc); %3 Pn = Z Ak )y -
i=1 j=1 =1

Veamos entonces la forma matricial asociada a cada uno de los términos del local solver.
Es importante notar que las ecuaciones son validas para todo w,z € []P’k(K)}g y
t € Py(K), entonces para determinar la estructura de cada uno de los bloques tomare-
mos las funciones test w, z y t como algin elemento de la base correspondiente.

Bloque asociado a (vj,, W),

Para 5 =1,---,3d3,
3ds

(Vhs )i = Z<O‘K>i/K%‘ 2

=1
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De acuerdo con la estructura de los elementos de la base de [P, (K)]*, se deben considerar
los siguientes casos

msil<i<d;yl<j<dsentonces (MK)]Z = (DisDj) je»
msidy+1<4<2dyydy+1<j<2dentonces (M®) = (Didy, Pjds) e

w 5i2ds+1<i<3dsy2ds;+1<j<3ds entonces (MK)ji := (Di—ads Dj—2ds) jor
» en los otros casos, (MK)J, =0,

de donde resulta la siguiente matriz diagonal por bloques

MK 0 0
AKX =1 o MK 0
0 0 MK

3ds3 x3ds3

Bloque asociado a —k? (euy, z)

Para:=1,---,3ds,

3d3

i (e, 9i) e = —2 S (B /K ;- s
j=1

Nuevamente, teniendo en cuenta la estructura de los elementos de la base de [P (K)]’,

»5i1<i<dsyl<j<dsentonces (MGK)ZJ = (€D}, Pi) s

si d3 +1 S 1 S 2d3 y d3 +1 S] S 2d3 entonces (M€K)Zj = (Epj—dgapi—d3)](7

si2ds+1<1<3d3y 2d3+ 1< 7 < 3ds entonces (MEK) 1= (€pj—2dss Pi—2d3) g »

1j

en los otros casos, (MeK)w =0,

de lo cual se obtiene una matriz diagonal por bloques

ME 0 0
Af=—r*1 0 ME 0

0 0 MK
3d3><3d3
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Bloque asociado a (u;,V X W),

Parai=1,---,3ds,

3ds
(uh,VX%)K—Z(ﬁK)j/ @j -V X p;.
j=1 K
Primero determinemos la estructura de V x ;.
Di
= Si 1 <1 <djentonces p; 1= 0 y por lo tanto
0
i j k 0
VXpi=|0, 0, 0, |= 0.p;
0
» Sidz+ 1 <4< 2d3entonces @; :== | p,_4, y por lo tanto
0
i j k _8Zpi—d3
VXxgi=10, 9, 0,|= 0
0 pi—d3 O aﬁpi—dg
0
» Si 2d3 4+ 1 <1 < 3ds entonces ; := 0 y por lo tanto
Pi—2ds
] k aypi—ng
VXpi=|0, 9, 0. = | —O0zDi—2d;

0 0 pi—2ds 0

73
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Luego, usando lo anterior se obtiene

s paral <i<dsyl<j<ds,

D; 0
(90j7 V X (pi)K = / 0 0.pi =0,
K
0 —8ypi
» paral <i<dsyds+1<j<2ds,
0 0
(05, V X @) = / Pi—as || Opi | = / Pj—as0=pi = (C2)j5
K K
0 —0OyDi
donde CT esta dada por

prlazpl prdgazpl

prlazpdg e prdgaZpdg

L] Para1§2§d3y2d3+1§j§3d3,

0 0
(63, V x 01), = / o || om |=- / pr-2a, Oy = — ()L
K K
Dj—2ds —OyPi

donde CJ se define de forma similar a C7.

L] Parad3+1§z§2d3y1§]§d3,

Dj _azpi*dS
(3, V X i) = / o [-] o = —/ Pi0:piay = = (C2)y;-
K K
0 aa:pi—dg

u Parad3+1§i§2d3yd3+1§j§2d3,

0 —0zPi—d3
(@j?v X SOZ)K = /K Dj—ds : 0 =0.

0 arpifdg
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s Parads+1<i<2dyy2ds+1<j<3ds,

0 _azpi—d;;
(05, V X i) 5 :/ 0 : 0 = / Pj-2as0apias = (Ca)yy
K K
Pj—2ds 8zpi—d3

donde CT se define de forma similar a CT,

u Para2d3+1§z§3d3y1§]§d37

pj OyDi—2ds
(05, V X i) —/ 0 || —Oupic2as | = / PiOypi-2a; = (Cy);; -
K K
0 0

L Para2d3+1§z§3d3yd3+1§j§2d3,

0 aypi—ng
T
(05, V X 9i) = /K Pj—ds || —Owpi—2a, | =— /Kpjdsazpizdg = —(Cy)y; -
0 0

= Para 2d; +1<i<3dyy 2d; +1 < j < 3ds,

0 aypif2d3
(¢4, V x %’)K = /K 0 ) —0rPi—2ds =0.
Dj—2ds 0
De lo anterior,

0 Cor T
BY:=|-ct o cCT
cr oot

3d3><3d3

Bloque asociado a (v},z X n),,

Primero notemos que usando la propiedad del producto mixto (|1.4a)) y la definiciéon de
la componente tangencial, resulta

(v}, 2z x n), . = (n x vz,z>8K = (N X Vi, Z) -
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Entonces,
3ds
(M X Vi, 0)) o = Z(BKL/ (mx )5, j=1,--,3ds.

Ahora consideremos los siguientes casos para determinar la estructura de n x ;.

Di
= Si 1 << dj3entonces p; := 0 y asi
0
i j k 0
nNXe;=|ng, ny n, |= n,P;
Di 0 0 _nypi
0
» Sidz+1 <4< 2d3entonces @; := | p;_4 | v asi
0
i j k _nzpifdg
n X ;=1 n, Ty n, | — 0
O p’i—dg 0 /n'itpi—dg
0
» Si 2d3 4+ 1 <1 < 3d3 entonces p; := 0 y asi
Di—2ds;
i k Ny Pi—2ds
nxy;=1|n, Ty N, = —NgPi—2ds
0 0 Pi—2ds 0

Luego,
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m sil <j<dsyl<i<dsentonces

0 Dj
<Il X ¢i>¢j>al< = / n;p; ’ 0
oK
NyPi 0
m s5il <j<d3yds+1<1i<2d;entonces
—NzPi—ds bj
<n><<pi,<pj>a;<=/ 0 | o :—/
oK oK
NyPi—ds 0
donde
Jore 2101+ fox Pash
PP = : ) :
faKplpdg faKpdgpdg

m Sil1<j<d3y2d3+1<1i<3dsentonces

Ny Pi—2ds3 Y2
(1’1 X 901'790j)81( - / —NgPi—2ds : 0 = /
oK oK
0 0

m Sids+1<7<2d3y1<1<d;3entonces

0 0
<n X 901'790]'>8K :/ nzpPi ) Pj—ds :/
0K oK
—NyD; 0

m Sids+1<75<2d3yd;+1<1i<2d;entonces

7

NzPi—dsPj = _nz<PP>ji7

NyPi—2dsDj = Ny(PP)ji.

NZPiPj—ds = nz(PP)ji-

—NzPi—ds 0
(n X @i, 05) 5 = / 0 | pjas | =0
oK
NePi—ds 0
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Sids+1<j<2d3y2d;+ 1 <1< 3d3 entonces

NyDi—2ds 0
<n X Qi S0j>aK = / —NgzPi—2ds ’ Dj—ds = _/ NgPi—2dsPj—ds
oK oK
0 0
s Si2dz3+1<j5<3d3y1<1i<d;entonces
0 0
(0 X i, 05) o = / n.pi |- 0 = —/ nypiPj—2ds = —Ny(PP)j;.
oK oK
—NyPi Pj—2ds3
m Si2d3+1<j<3d3yds+1<1<2dsentonces
_nzpi—dg O
(n X ‘Piv‘Pj)aK :/ 0 ’ 0 :/ NgPi—dzPj—2ds
oK oK
nwp’ifdg pj*2d3
=n,(PP)j
m Si2ds+1<j<3d3y2d;3+1<1i<3d;entonces
Ny Di—2d; 0
(n x @, €0j>aK = / —NzPi—2d; ’ 0 =0.
oK
0 Pj—2ds
Por lo tanto, la forma del bloque es
0 —n,PP n,PP
Af = | n,PP 0  —n,PP

—ny,PP n,PP 0
3d3><3d3
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: t
Bloque asociado a (Tuj, x n,z X n),,

Notemos que después de aplicar (l.4a) y la definicion de la componente tangencial,
resulta la siguiente expresion

(Tuj, X,z x n>aK = (71 x (uj, x n) ,z>8K
:<Tu;wz>az<
=(tTnx (u, xXn),z),

=(Tu, XN,z X n),,.

Entonces,
3ds
(Tup XM, p; XN,y = Z(OéK)jT/ (p; xm)- (p; xn).
= oK
Luego,
msil <i<dzyl<j<d;3entonces
0 0
<90j X1, p; X n)aK = / —N.Pj ' —N:p;
oK
Ty Pj Ny Pi

[ e

= (nZ +ny)(PP)s;.

» Sids+1<1i<2d3y 1< 5 <d;3entonces

O nzpi—d3
(pj Xm0 X n),p = / —n:p; |- 0
K
nyp_] _nxpifdg

= _/ NyNgPjPi—ds
oK
= —nynx(PP)”
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s Si2d3+1<i<3d3y1l<j<d;entonces

O _nypi—2d3
(pj XM, 0 X M)y, = /K —n:p; |- NwPi—2d;
NyPj 0

= - / N NgPjPi—2ds
0K

» 511 <i<ds;yds+1<j<2dsentonces

NzPj—ds 0
<‘Pj X, @; X n>aK = /K 0 ) —N.p;

—NxPj—ds Ny P

= _/ nﬂ?nypjfdgpi
oK
= —’I’any(PP)U

s Sids+1<i<2d3yds+1<7j<2d;entonces

NzPj—ds NzPi—ds
<<pjxn,<pi><n>aK=/ 0 : 0
K
—NzPj—ds —NxPi—ds

= (ni + ni) Pj—dsPi—ds

m Si2d3+1<1:<3d3yds+1<j<2d;entonces

NzPj—ds —NyPi—2ds
<<Pj X1, p; X n)aK = / 0 ) NeDi—2d,
K
—NgPj—ds 0

fnd —/ nznypj—dgpi—lei
oK
= —n,n,(PP);.
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s Sil1<i<dsy2d;+1<j<3d;entonces

Ty Dj—2ds 0
<S0j X n, p; X n>8K = /K NgPj—2ds —N:Pi
0 NyD;
= —/ NN 2Pj—2d3Pi
oK
m Sids+1<i<2d3y2ds+1<j<3dsentonces
—NyPj—2ds N2Di—ds
(pj XM, X M)y = / NaPj—2d; 0
K
0 —NgPi—ds
= —/ NyN2Pj—2d3Pi—ds
oK
= —nyTLZ(PP)”
m Si2d3+1<i<3d3y2ds;+ 1< 7 < 3d; entonces
—NyPj—2ds —NyDi—2ds
(pj X n,@; x n>aK = / NgPj—2ds N Pi—2d;
oK
0 0
= (7%2, + ni) Dj—2d3Pi—2d;
En este caso el bloque es de la siguiente forma
(ni + nz) PP —nyn,PP —n,n, PP
Af =1 —ngn,PP  (n2+4+n2)PP  —n,n,PP
—ngn.PP  —nn.PP  (n2+n?) PP
3d3><3d3

Bloques asociados a (p,, V- (€2)), ¥ (V- (ewy),t)

81
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Notemos que

ds

(ph,V. (e(pi))K —Z()\K)l/ plv. (e(pi), i=1,--- ’3d3

=1 K

y la estructura de V - (ep;) se puede determinar asi

Di
» Sil<i<dgyl<l<dsentonces p;:=| 0 |,V:(ep;)=0,(ep;)y

0

/ m V- (ep;) = / pLeOup; = €k (Cx)g
K

K

0
» Sids+1<i<2d3y1<1<dsentonces p;:= | pi_q |, V-(epi) =0, (epi_a,)
0

/ nV - (ep;) = / PLEOyPi—ds = €K (Cy)ﬁ.
K K

= Si2d3 +1 < @ < 3d3 vy 1 < [ < d3 entonces ¢; = 0 ,

V- (epi) = 0, (epi-2d;) ¥
/ V- (ep;) = / P1€0.pi—2dy = €K (CZ)Z-
K K

Usando lo anterior, se definen los bloques

OT = —ex [C1,CT.CT], b ¥ Comex | C,
C.

3d3 X d3

los cuales representan a (p,, V - (€z)), v (V - (eu) , 1), respectivamente.
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Bloque asociado a (7, pp, t)

Parai=1,--- ,ds,
d3

(Talrs D)o = (/\K)lTn/ i,
por lo tanto, el bloque es de la forma
[Tnpp]dg Xdsz "

Veamos ahora la forma de los términos que estan al lado derecho del local solver (5.1).
Debido a que tres de ellos incluyen a los flujos numéricos U}, y pp, entonces es necesario
introducir una base apropiada. Para definir dicha base primero consideramos una cara
F C R? del tetraedro de referencia, con vértices

wy == (0,0), wy:=(1,0), w3z :=(0,1),
y definimos la siguiente parametrizacion de las caras de un tetraedro en R?

dr:FCR? > FCR?
(r,t) = @p(r,t) == r(wy —wi) + t(ws — wy) + wy,

donde F esta determinada por sus vértices w;, wq, ws € R3. Matricialmente,

r
(I)F(T,t> :A —|—UJ17
t

con A € R¥*? dada por A := [wy — w; w3 — w].

Luego, definimos la siguiente base para el espacio M} en la cara de referencia F

. D T, D T, D T, 1
Mz (F) = gen 1( ) 5 2( ) PRI d2< ) )
0 0 0
0 0 0
ﬁl(rat) 7 ﬁg(?“,t) o de(rat) 7
donde
D;o®p 0

o
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para todo i = 1,2,- - ds. Aqui, 131 y D; representan funciones de la base de Dubiner
2D en F'y F, respectivamente.

~

D; 0
Notemos que A vA|l _ ,coni=1,2 - dy, son elementos de R? lineal-
0 D;
mente independientes tales que
D; 1\ -~
A 0 n=A 0 Di‘((U)Q—wl)X<’LU3—w1))

= (wy — w1) Di - ((wy — w1) x (w3 —wy)) =0,

0 0\ ~
A ﬁ ‘n=A . Di-((wg—wl)x(wg—wl))

= (w3 — w1) D; - ((wp — w1) x (w3 —w;)) =0,

por lo tanto generan el espacio M} (F). Veamos entonces la base para M (F), con
dimension 2dy = 2 dim [Py (F)]

M) (F) :==gen{nl :s=1,2,...,2d}
D D D
:: gen A 1 7A 2 ) ) d2 Y
0 0 0
0 0 0
A VA LA
Dl D2 Dd2
Teniendo en cuenta lo anterior, definimos
4 2ds
W= Y (ym)n
I=1 i=1
, 0
En lo sucesivo A! := A LAY = A y por componentes
0 1
Al A}
1._ 0._
A= Al |, A% =AY
Aj A3

Es importante resaltar que algunos bloques incluyen productos de variables definidas en
términos de los elementos de la base de Dubiner 2D con variables definidas en términos



1. IMPLEMENTACION ESQUEMA HDG: PROBLEMA A 85

de los elementos de la base de Dubiner 3D; por lo cual, en su construccion se deben tener
en cuenta la numeracion local de las caras de cada tetraedro y su orientacion. De acuerdo
con lo presentado en la Seccion 2.4 de [19], dado un tetraedro K € 7T, con vértices
V1, Vg, U3, Uy, la orientacion de sus cuatro caras queda completamente determinada por
el siguiente orden de los vértices

(
(

FgK — (v1,v3,v4), (5.2)
(

Debido a que al recorrer cada elemento de la triangulaciéon los vértices de sus caras
no necesariamente tienen el orden dado en , entonces antes de construir el bloque
asociado al elemento se deben ordenar. Recordemos que para ordenar los elementos de
una tripla existen seis posibles formas, lo cual justifica las siguientes parametrizaciones
que aparecen en la Seccion 2.5 de [19]

By(5,1) = (s.1),
Es(s,t) = (1, 5),

Es(s,t) = (t,1 —s—1),

Ey(s,t) = (5,1 —s—1), (5.3)
Es(s,t) = (1 —s—t,s),

Eg(s,t) = (1 —s—t,t)

Cada una de las anteriores parametrizaciones las incluimos en una matriz de permuta-
cion que denotamos T.perm usando un nimero de 1 a 6, de acuerdo con el orden dado
en . Dicha matriz tiene tamano 4 x Nelts, donde Nelts corresponde al nimero de
elementos de la malla y 4 es el ntimero de caras de cada elemento. Entonces se define un
ciclo sobre las caras, digamos [ entre 1 y 4 y otro ciclo para j entre 1 y 6. Luego, dado
un valor para [, en el segundo ciclo multiplicamos cada entrada del bloque correspon-
diente por T.perm(l,:) == j, que denota una instruccion en la cual comparamos cada
entrada de la fila de T.perm con el valor de j. Lo que se obtiene después de realizar la
comparacion es un 0 si el orden de los vértices de la cara no coincide y un 1 si el orden
coincide.

Veamos entonces la forma de los bloques restantes del local solver ({.1]).

Bloque asociado a (U}, w x n)
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Usando el teorema de cambio de variable, para j = 1,--- ,3d3 obtenemos lo siguiente

4 2dy
(@ xm)pe =D > ('m)i/F ;' (p; X m)
=1 i= l
141 2d21 R
=33 21RlOm), [ " @ xm),

=1 i=1 h

donde |F}| representa el area de la cara F; del elemento K, para [ =1,--- 4.

Consideremos los siguientes casos,

sil<i<dyyl<j<dsentonces

0
(nf' 05 xn) = / AD; - | —np; | = (—Adne + Agny) / p; D,
F F F;
Ny Dj
msido+1<i<2dyy 1< 5 <d3entonces
0
<nfl,goj X n> = [ ADicgy | —n.p; | = (—An. + Ag”y)/ Pj Di-ds;
F; F, F;
Ny Dj
ms5il<i<dyyds+1<7<2d;entonces
nzpj—dg
<772Fl7g0j X n> = / AlDi . 0 = (A%nz - Aénﬂf) / Dj—ds D,
F F F
_nxpj—dg
msido+1<1<2dyyds;+1<j<2d3 entonces
nzpjfdg
<771Fl,g0j X n> = / AODi—dQ : 0 = (A(l)nz - Agnﬂﬂ) / Pj-ds Di-dy
Fy F F
—NgPj—ds
msil <i<dyy2d3+1<j < 3dsentonces
—NyPj—2ds
<T]fl;90j X n>Fl = /F A'D; - NePj-2ds | = (—Ainy + Azn,) /F Pi-2ds D,
1 l

0
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msido+1<i<2dyy2d3+ 1< 7 < 3d3 entonces

—NyPj—2d;
<77'LFZ7Q03 X n> :/ AODi—dg' n:ppj*ng = (_A(l)ny + Agnx)/ Dj—2d; Di_dQ.
F F Fy
0

Usando la anterior caracterizacion para cada cara del tetraedro se obtiene un sub-bloque
con la siguiente forma

[n x Al n x A0]3x2 ® (DP)ngdQ _ Afl c R3d3x2d27

donde
F

Entonces, el bloque se puede describir asi

Af — [A4Fl A? Af3 Af4] c RSd:’X4(2d2),

. ~
Bloque asociado a (71}, X n,z X 1n),,

Como u}, € M}, entonces u}, - n =0y por tanto

(T84, 2), = (7 (nx (W, xn)),2),, + (70 (T, n) z),,
= (r(nx (W, xn)),z),.
= (TU}, x 0,z x n>8K,
luego,

4 2ds

DI 3 SN AR
=1 i=1 F
4 2do N
~3° S 2R wmi/A i3,
F

=1 i=1

y de acuerdo con los siguientes casos,
u paralgzgdgylgjgdg,

Y2
<771Fl780j> = A'D; - 0 :/pj AiDz’,
£ Fy Fy
0
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parady +1<i<2dyy 1 < j < ds,

pj

(o), = [ 4| o | = [ AtDia,
F F F

l
0

para 1 <i < dy y dz+ 1< j < 2d3s,

0

<771FZ790j> :/AlD,-- Dj—ds
n Jg

0

parads +1<i<2dyyd3+1< 75 <2ds,

0

<77@'Fl790j> :/ AODi—dz' Dj—ds
F; A

para 1 <i<dy y 2d3 + 1 < j < 3ds,

0
<77¢Flu¢7j> = / A'D; - 0 = / Dj—2ds Ail’,Diu
Fl Fl Fl
Pj—2ds
s parado +1<71<2dyy 2d3+ 1< 7 < 3ds,
0
<772Fl7 90j> = / AODifdz : 0 = / Pj—2ds AgDifdy
F F F

Entonces, usando lo anterior resulta el sub-bloque
1 20 F 3d3 % 2d.
[A A}3X2®(7DP)dgxd2 = A ' € R,

donde
(TDP)]'Z‘ I:/ ij DZ‘,
F
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lo cual implica que el bloque es de la forma

A? — [A?l A?z Aé’s A5F4] c R3d3x4(2d2)‘

De otro lado, definamos My, :=gen{D;: 1 < s <dy} y

4 do

ﬁh = Z Z <9Fl)3 D37

=1 s=1

con D, una funcién de la base de Dubiner 2D.

Bloque asociado a (pj, €z - n),,,

Usando la definicion de py, para i =1,--- ,3ds, se tiene que
da
<]/7\h, €P; - n>aK = Z Z (eFl)s D €p; - 1,
I=1 s=1 5
mas aun,

msil <i<d3yl<s<d,entonces

Dgep;-n= [ Dgeping = en, (DP)
2 2

msidg+1<1<2d3y1<s<d,entonces

D,ep; -n = D; epin, = en, (DP)
R o)

msi2d3+1<i<3d3yl<s<dyentonces

D,ep; -n = Dsepin, = en, (DP),, .
£ F

Notemos que lo anterior se puede expresar, en cada cara, asi
Fj 3d; xd
ng ® (€DP)y 4 = Ayl € RIS,

de lo cual,
(AZ)K = AI})‘}L Ag;zl Agﬁ Agﬁ c R3d3><4d2.

89
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Bloque asociado a (7,,ph, t) 55

Primero notemos que parai=1,--- ,d3

4 dy
<Tnﬁh7pi>aK:ZZ(9Fl>5/ T Dy i,

I=1 s=1 B

luego, como por cada cara se tiene un bloque de tamano ds X dy, entonces el bloque
completo es de la forma

o ) Y, F: Fy
(aDP)k := [7,DP™ 7,DP™ 7,DP™ 7,DP }d3><4d2'

Bloque asociado a (f,z),

Dado ¢; en la base del espacio [Py(K)]? y teniendo en cuenta que f := (f1, fo, f3),

entonces parad = 1,--- ,3ds el término (f, ¢;) ;- lo representamos con el siguiente bloque
T
Afc( = |: folph U ’fK flpd37fo2pl7 U ’fK f2pd37fo3pl7 U ’fK fSpd5 i|3d3><1 :
Veamos ahora la forma matricial del local solver (5.1])
AK —BK 0 [Vh]K Af 0 [/\t] 7]
u
BK 4 AK —AK 4 AK (T wle | = | AF —(An)k o
[P
0 O (TnPP)K [ph]K 0 (TnDP)K -
0
+
Af
y notemos que definiendo
AE —BX 0 AE 0
BIGm | BR 4l —aKpAr T |y MMSa= | ar (A |,
0 C (nPP) K 0 (mDP)k

en la anterior ecuacion, resulta lo siguiente

ut 0

B{( [uh]K — MMK [ h]K + 7
~ K
ph]K Af
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de donde,
Vil g 5
K\-1 x| [k o\ —1 0
W), | = (B MM A + (Bf') : (5.4)
[ Af
Pn K f

Para resolver (5.4) hallamos los grados de libertad asociados a 4}, y p, teniendo en
cuenta la continuidad de las trazas tangencial y normal de @, y eu}’. Veamos entonces
la estructura por bloques de la cuarta ecuacion de la formulacién variacional HDG

, la cual, después de usar , corresponde a
0= (nxv, n>67’h\1“ = (nx V2777>aTh\r - <Tu§w77>afrh\r - <Tﬁ§u77>an\r . (55)

para todo n € M%. Ahora bien, por la forma de AX y ALK se tiene que el primer término

de 1) es (Af)T y el segundo término corresponde a (A?)T. Ademés, dado F; € 0K
y tomando 1 = nl*, entonces la estructura del tercer término de (5.5)) es la siguiente

4  2da

~ F
(T ) g =D D (m)ﬂ/ 0l
=1 i=1 B
parai=1,---,2dy y donde nZFl -nft =0, si | # t. Consideremos entonces los siguientes

casos

para 1 <i <dy y 1 <5< dy,

/nfl'nft:/AlDi'Ale:Al'Al/DiDs>
F F F

para 1 <i<dpydy+1< s < 2dy,

[ aftar = [ aopaip—avat [ Db,
Fl Fl Fl

parads +1 <1 <2dyy 1 <5 <dy,

/nfl'nft_/AlDi'AODs_Al'AO/Dz’D37
Fl Fl Fl

parad2+1§i§2d2yd2—|—1§s§2d2,

/nfl-nft:/ AODZ--AODS:AO-AO/ D; D,.
Fl Fl Fl
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Por lo tanto, la estructura del bloque es
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DD 0 0 0
0 TDD* 0 0
(TDD)@K =
0 0 DD 0
0 0 0 TDD*
L - 4(2d2)><4(2d2)
donde, paral=1,--- ,4
Al AL AL AD
DD = | oo | ©(TDD)ggy 0, € REEFEE.
AV AL ACL A

Entonces, la forma matricial de (5.5) en K es

(AN Wil e + (AR) Tunl e — (rD D) [Gnl i = 0- (5.6)

Ahora veamos la estructura por bloques de la quinta ecuacion de la formulacion varia-
cional HDG, después de aplicar (2.37i)

O:<e/1ﬁl-n,u>

para todo p € My,. Teniendo en cuenta la construccion de los bloques (A7), (7, DP)k
v (1DD)g notemos que la forma matricial de (5.7)) es

= (euj - n, N>aﬁ\r + (T, M>a7‘h\r - <Tnﬁhyﬂ>aﬁ\F7 (5.7)

ITpNT

n T o~
(Ap)K [uh]K + (TnDP)ﬁ [ph]K - (TnDD)aK [Ph]aK =0. (5.8)
Ahora bien, uniendo (5.6) y (5.8)), se obtiene
T T Vil ke N
(Af) (Af) 0 (TDD)yg 0 [h] _
T T [uh]K - . =
0 (Ap)K (T DP) 0 (1o DD) o [P &
h]K
(5.9)
de donde, si denotamos
T T
x| (AF) (A7) 0 o | DDy 0O
MC™ = . . y Ag" = :
0 (AZ)K (TnDP) ¢ 0 (7D D) 5y

entonces teniendo en cuenta (5.4)), (5.9) es equivalente a
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[%]aK — MCK (Bf()fl

—MCK (BF) ™ MM" 4 A%K
< > [Prlox AF

y al ensamblar debemos resolver el siguiente sistema

[1},] MO (B 0
= (B1) :

(=MC (By)™" MM + Ag)
(D] Ay

de donde obtenemos los grados de libertad asociados a los flujos @, y Py, en todo el
esqueleto. Antes de usar los flujos numéricos para obtener las aproximaciones de las
variables definidas en el volumen, es necesario tener en cuenta los datos que conocemos
de u x n en la frontera del dominio.

Condicion de frontera:

Para incluir la condiciéon de frontera u x n = g en nuestro esquema numeérico tenemos
en cuenta que el flujo numérico @}, es la aproximacion de la componente tangencial de
uy, sobre &,. Entonces, como @} x n =1II(g), para F € & dado, se tiene que

() p = (T, x (0 x ) o= (@), x m,n x ) = (I1(g) ,n x n)p = (g,n X n)p,
para todo 1 € [P (F)]?, tal que - n = 0.

Ahora bien, sea 1 := n!*. Entonces,

2ds
<a§wn§t>Fl - Z(VFz)z/ T]zFl 77?

i=1 ki

Luego,
s Sil1<i1<dyy1<s<dsentonces

/nfﬂnft:/AlDrAle:AﬁAl D; Dy
F Fy

F

s Sil1<i<dyydy+1<s<2dyentonces

/nfl-nft:/ A'D;- A'D, = A°. A' | D, D,
F, F,

Fy

s Sido+1<17<2dyy1<s<dentonces

[ wftafi = [ a'paop,—avn [ b,
o) )

Fy
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m Sido+1<i<2dyydy+1<5s<2d, entonces

/nfl-nftZ/AUDi-AODszAO-AO D; D,.
Fl Fl

F

Entonces, la estructura del bloque para cada F' € & es la siguiente

Al AN A0 AL
® (DD)gyxa, = A? € R,
AL A0 A0 A o
2x2
Consideremos ahora el lado derecho de la condicion de frontera para n = nl* y

I=1,--- .4
u SllSSSdQ

@mfxnmzwuxmﬁﬂxmﬂz<mﬁwﬂzég_mDs
l

— [ (02 + g + ) D,
F
L] Sld2+1§8§2d2

<g,775t ><n>Fl = <u><n,775t ><n>Fl :<11,775t>Fl :/Flg-AODs

_ / (1A + g2 A + g,A9) D,
R

Usando lo anterior se define el siguiente vector para cada cara de frontera,

[ (1AL + 9245 + g3A3) D _ H, e R2X1

[ (1A% + g2 AY + g3 AY) D

y denotamos por H al bloque cuyas columnas son los Hp, es decir, H € R2®x/érl,

Lo anterior nos permite determinar los valores del flujo numérico en las caras que estan
en &r, a las cuales denominamos dirfaces.

Después usando condensacién estatica imponemos las condiciones de frontera de la
siguiente forma

H (free, free) [y (free)] = G(free) — H (free, dirfaces) [y (dirfaces)],
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donde
-1 ~ [t} 41 0
H:=-MC(B1) MM+4, [yl=| ~ |, G:=MC(B)
[Pn] Ay

y free representa las caras que estéan en &7, en las cuales no conocemos el valor del flujo
numeérico.

Finalmente, los grados de libertad de las variables definidas sobre el volumen los obte-
nemos hallando la solucion de cada uno de los sistemas locales descritos en , en los
cuales usamos los grados de libertad [y]| de manera conveniente, es decir, dependiendo
del elemento.

2. Implementaciéon esquema HDG: problema B

Para implementar el método HDG propuesto para las ecuaciones de Maxwell
sujetas a condiciones tipo Dirichlet y cuasi-periddicas usamos como base las rutinas
desarrolladas para el problema A. Notemos que la estructura del local solver del proble-
ma B es similar a y que las relaciones entre los flujos numéricos dadas en y
(3.71) inicialmente las construimos sobre toda la frontera. Entonces dado que los pro-
blemas analizados en los Capitulos 2 y 3 tienen condiciones de frontera distintas, al
imponerlas aparece la diferencia entre las implementaciones.

Teniendo en cuenta (3.6) definimos una matriz P que nos permita representar que los
grados de libertad asociados al flujo ul, sobre I'y y I'4 coinciden con los grados de libertad
del flujo sobre I'; por un factor e’ y sobre I'; por un factor e’’”, respectivamente. Es
decir,

uy, |g,~r
ﬁh ‘FBUFT ﬁh EpNT
. uy Ir, W, [rpury
Uy N _
~ = uh |F2 = P uh ‘Fl ) (510)
Pn - -
up |F3 Up |F3
uy, |r, i Ph |
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donde
(10 0 0 0]
0L 0 0 0
00 I 0 0
P=100 ¢ 0 0], (5.11)
00 0 I 0
00 0 €P1 0
(00 0 0 1|

para I representando la matriz identidad.

Debido a que las condiciones Dirichlet y cuasi-periddicas las agregamos al sistema por
medio de condensacion estatica entonces es necesario determinar las posiciones de los
grados de libertad. Para representar las posiciones correspondientes a los valores conoci-
dos sobre la frontera, es decir, los datos Dirichlet de u y p usamos nonfree y para denotar
a los valores no conocidos empleamos free. Entonces, teniendo en cuenta y (6.11),
el sistema que resolvemos para hallar el vector de grados de libertad correspondientes
a las incognitas definidas sobre &, es el siguiente

rhsP = rhsP(free) — M P(free,nonfree) « Uhat(nonfree).

donde Uhat representa al vector de grados de libertad asociados a y,, M P := PTMP,
rhs es el lado derecho de nuestro sistema de ecuaciones y rhsP := PTrhs.

3. Bases de Dubiner

Para definir las bases de los espacios polinomiales [Py (+)]? v Px(+) utilizamos elementos
de la base de Dubiner. Los polinomios de la base de Dubiner corresponden a productos
de polinomios de Jacobi P%? los cuales se pueden definir asf

—_1)» d™
(1 a1+ 2P Pea) = SO S a1y

donde n representa el grado del polinomio en la variable x con coeficientes que dependen
de los parametros a > —1y b > —1. Ademaés, los polinomios de Jacobi también pueden
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definirse de forma recursiva, por medio de las siguientes expresiones
a,b _
PO (.Z') - 17

. —b +b
PY(z) = aT + (1 4+ 2 . ) z, (5.12)

2 b+2)!
Pﬁfl(x)=é{[(2n+a+b+1)(a2_b2>+(”+a+ +2) } ab

Gnratro—1°| @
_2(n+a)(n+b)(2n+a+b+2>ngl(x)}.

1
n+1)(n+a+b+1)(2n+a+b) "

donde ¢ ;= 57

Una caracteristica importante de los polinomios de Jacobi es que son ortogonales en
[—1, 1], de acuerdo con la relacion

1
/1(1 = 1) (1 + )" Pyt (a) Pyt (a)de = 56,

donde 0, , representa el delta de Kronecker y

(@b) Qa+b+l IF'n+a+1DI(n+b+1)
T oy atb+1l alTmtatb+l)

Lo anterior puede consultarse en la Seccion 4.3 de [42].

Veamos entonces las definiciones de las bases de Dubiner que utilizamos en la imple-
mentaciéon numérica del método. Los polinomios de la base de Dubiner 2D con grado
n + m son de la forma

~ 1 — "
B, ) = P,?")(nl)P,i"“vO(m)( ) | (5.13)

donde (m1,m2) := (2 (=) — 1, s) define una transformacion del elemento de referencia

K={(A,A) €R*:0< A0 < Ao, A 4+ g < 1}

en el dominio fisico y (r,s) := (2A; — 1,25 — 1).

La ortogonalidad de las funciones de la base con respecto al producto L? se hereda de
los polinomios de Jacobi y como se demuestra en el Apéndice B de [34], se tiene que

7(2n+1,0)
P p — ~(0,0) /™
/I:% anpn/m/dx = n 22n+1 5n,n’6m,m"
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En el caso de la base de Dubiner 3D, los polinomios estan dados por la siguiente
expresion

_ 1 . n 1 . n+m
anq(r, s,t) — PS’O(771)P%nﬂ’o(nz)Pq2n+2m+2’0(773) ( 2772) < 2”3) , (5'14)

donde (11, m2,m3) := (=2 (%z) —1,2 (4£)—1,) define una transformacion del tetraedro

de referencia
K ={(A1, A, A3) €R?:0< A, 0 < M, 0< Ag, A+ Ao + A3 < 1}

en el dominio fisico, para (r,s,t) := (2A; — 1,2X2 — 1,2X3 — 1).

Los polinomios de la base de Dubiner 3D satisfacen la siguiente propiedad de ortogo-
nalidad con respecto al producto L2, de acuerdo con lo demostrado en el Apéndice B
de [34],

(2n+1,0) _ (2n+2m+2,0)

P P — ~(00)Tm a
/I:% anqpn/m/q/dx = Tn 22n+1 22n+2m+2 5"’"/6m’m/6q’q/'

Para ampliar las caracterizaciones anteriores pueden consultarse [28}34}37].

Ahora veamos, para el caso k = 2, la forma de los polinomios D; que utilizamos para
definir las bases de los espacios que usamos en la seccién anterior para construir los
bloques que constituyen el local solver (5.1).

Teniendo en cuenta que los polinomios de grado dos en dos variables tienen seis coefi-
cientes, entonces la dimensiéon de la base de Dubiner en dos dimensiones para k = 2 es
dy = 6. Veamos la forma de cada uno de sus elementos usando (5.12)) y (5.13).

= Sin =0y m =0 entonces

~ 1—s\°
Putros) = ) (1) =1
= Sin =1y m =0 entonces

~mm@:ﬂWmﬁWW(Lﬂ)sz_?
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= Sin=0ym=1 entonces

~ 1-s\" 3 1
Pulris) = B8P ) (F5) =5+ % = 503+

= Sin=1y m=1 entonces

Piy(r,s) = PXO(m) PP° (n2) (1 o) S) = (2 + ;772) (1 5 8)

CGE) ) G (5

1 2
:1(5+8s—|—10r+67“8—|—33 ).

= Sin =0y m=2 entonces

Pos(r, s) = Py () P (1e) (1 5 S) % [(4 + 2,02) (— + "22) - 20}
= L 21+ 155) 34 5) — 20

7 15
(—5 + 235+ 532) .

= Sin =2y m =0 entonces

~ 1-s\° 1 1—s\>
Putr.9) = R ) (152 = 5 mrt —9) (152

Entonces la base es
B2D = {D17' o 7D6}

1 1 1 1 7 15
= {1, 5(3 + s), 5(1 +2r +s), 1(5 + 8s + 10r + 675 + 35%), 9 <—§ + 23s + 552> :

Y(sr o543 +32+32+1
— | 3r s rT+ =+ = .
2 " 2 "2

Veamos ahora la construccion de la base de Dubiner en tres dimensiones para k = 2
usando (5.12) y (5.14), cuya dimension es dz = 10.
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= Paran=0,m=0yqg=0

N L=\ /71— 5O
Pantrs.0) = P ) 15 ) P ) (F52) (F52) =1

» Paran=1,m=0yq=0

Pl t) = P ) B2 P ) (52 (152)
-0 (52) (52)
() () (%)

1
=5 @+ 2 +s+1).

» Paran=0,m=1yq=0

~ 1— 0 /71—
Puars.0) = P ) ) (£ ) (15

(D))

21(2—15%—8).

= Paran=0,m=0yqg=1

_ 1— 0y _ 0
P001(7’75;t) = PS’O(M)P&’O(TD)PE’O(TB) ( 2772) < 2773) =2+t

» Paran=1,m=1yq=0

~ 1— 1—n3\°
Puars.0) = PP ) (£ ) (F52)

(53 () (52)
S () ) (oo () (2 (7))

(842t + 105 + 8 — 2rt 4 6rs + 2ts + 35> — %) .

| =
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= Paran=1,m=0yqg=1

PlOl(Ta S,t) = PP’O(Ul)Pg7O(W2)Pf’O(773) ( 2772) < 2773)

S (52) (152)
S (2 () ) (- ()

(6 + 7t 4 6r + 4rt + 3s + 25t + 2t°) .

DO | —

» Paran=0,m=1yqg=1

Pou(r..1) :P(?’O(m)Pf’O(??z)Pf’O(TB)( 2”2) ( 2”3)

:i(3+n2) (34 2m3) (1 —n3)

_ (1—t);3—|—2t) <2+2<1ii>)

(64t + 3s + 2st — 2t7) .

DO | —

» Paran=2 m=0yq=0

Paoo(r, 5, 1) =P§’°<m>P05’O<”2)P§’O(”3)( 2772) < 2773)

wioo (5
() ) ) () ()

(6 4 121 4 6r° + 65 + 6t + 6rs + 6rt — s* — 25t — t*) .

N

m Paran=0,m=2yq=0

2 2

(369 ()

(27 + 22t — 19¢* + 765 — 16st + 30s?) .

N L=\ /1 — ;)\ 2
Pozo(?“,s,t):Pg’o(m)Pgl’O(nz)Pf’o(ns)( ”2) ( ”3)

gl=&l=
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m Paran=0,m=0yqg=2

Pooz(r, s,t) = Py (m) Py " (n2) Py (3) ( 27]2) ( 2773)

_ 1 ((20+§U3> (2+n3) —36)

(1 + 65¢ + 30t7) .

= 2

Por lo anterior, la base es la siguiente

Bsp :={p1,--- ,p1o}
1 1
= 1,5(2+2r+s+t),1(2—t+s),2+t,

i(8+2t—|—105+8r—2rt+6rs+2t5+352—t2)
%(6+7t+6r+4m‘+3s+23t+2t2),%(6+t+3s+23t—2t2),
i(6+12r+6r2+6s+6t+67“3+67‘t—52—2575—252),

% (27 + 22t — 19¢* 4 765 — 16st+3052),% (1+65t+30t2)}.

Las ventajas que nos proporciona el uso de bases de Dubiner para definir los espacios
de aproximacion que usamos en la implementaciéon numérica del método HDG, estéan
asociadas con el tipo de matrices que conforman los sistemas que se resuelven, las cuales
son matrices bien condicionadas. Ademas, es posible ejecutarlo para diferentes grados
polinomiales sin modificar su estructura cada vez que se cambia el grado, como en el
caso de las bases nodales.

En [45] pueden consultarse comparaciones entre bases nodales y bases de Dubiner.



Conclusiones

En este trabajo inicialmente desarrollamos un anilisis de error de un método HDG
propuesto para una version simplificada del problema de generaciéon de energia en una
celda fotovoltaica. Para corroborar los resultados de convergencia teoéricos realizamos
experimentos numeéricos en un dominio correspondiente a un periodo de una celda no
corrugada y otro en un periodo de una celda con una corrugacion. Aunque el modelo
estudiado no es el que més se aproxima al real porque imponemos una condicién tipo
Dirichlet sobre toda la frontera del dominio, lo catalogamos como una base confiable
debido a que los resultados tedricos y numéricos que obtuvimos fueron 6ptimos.

Para acercarnos un poco al modelo real realizamos un estudio similar al inicial pero
para un problema con condiciones cuasi-periddicas en las fronteras laterales del dominio
truncado y una condicién tipo Dirichlet en la parte superior e inferior. En el anélisis de
este problema se puede observar que la definicion de los flujos numéricos no coincide con
la que usamos en el problema con condiciéon tipo Dirichlet, lo cual genera cambios en las
ecuaciones del esquema HDG, los espacios en los cuales buscamos las aproximaciones de
las variables del problema y la definicién de los proyectores ortogonales. En este caso,
los 6rdenes de convergencia tedricos que presentamos también son 6ptimos.

Consideramos que las rutinas que empleamos para verificar los resultados tedricos que
obtuvimos poseen una buena estructura, pero debido a que almacenamos la informacion
de los bloques en arreglos que aumentan a medida que incrementamos la cantidad
de elementos entonces los tiempos y la memoria que se requieren para obtener los
ordenes de convergencia y los errores, limitan la cantidad de experimentos numeéricos
que podemos realizar, sin embargo, teniendo en cuenta la disminucion inherente en los
grados de libertad que poseen los métodos HDG, pudimos trabajar con mallas mucho
mas pequenas de las que hubiésemos podido utilizar en otros métodos tipo DG.

Finalmente, proponemos un esquema HDG para un problema con condiciones cuasi-
periodicas y de radiacion, el cual es considerado como el mejor modelo para describir la
generacion de energia en celdas fotovoltaicas y resulta totalmente inédito hasta nuestro
conocimiento. Debido a que el analisis de error a priori del esquema HDG en este caso,
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difiere a lo realizado para los casos anteriores, mostramos solo unas etapas del proceso
y lo demas constituira trabajo futuro. No conocemos trabajos culminados que incluyan
estudios de este tipo de problemas,pero somos confidentes en pensar que los 6rdenes de
convergencia resultaran 6éptimos.
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