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en enseñanza de las ciencias exactas y naturales de Universidad Nacional de Co-
lombia, en las cuales tuve la oportunidad de crecer en mi formación académica y
profesional mejorando mi practica docente y de esta manera ampliar mis expectati-
vas a nivel conceptual como didáctico, pensando siempre en la perspectiva de hacer
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Resumen
El presente trabajo de grado aporta a una comprensión inicial de la teoŕıa del Caos
mediante el análisis de aspectos básicos de los Sistemas Dinámicos Discretos, en
particular, el comportamiento de las órbitas producidas por las iteradas de una fun-
ción, su desarrollo esta enfocado en una secuencia de actividades para estudiantes
de primer semestre de Tecnoloǵıa de la Universidad Distrital durante el curso de
Cálculo Diferencial.

Se diseñan y aplican situaciones novedosas que mediante las herramientas del
Cálculo Diferencial proporciona a los estudiantes, como al docente, fortalecer los
procesos de enseñaza-aprendizaje.

Para ello, se realiza una revisión epistemológica retomando aspectos teóricos que
aportan al desarrollo conceptual de los Sistemas Dinámicos Discretos, junto con re-
ferentes disciplinares del Cálculo que justifican el diseño de una serie de actividades
posteriormente aplicadas, analizando de esta manera la aceptación en el logro de
competencias.

Palabras clave:

Análisis gráfico, derivada, iteradas de una función, ĺımite, órbitas,
puntos fijos, sistemas dinámicos.



Abstract
This degree work provides an initial understanding of the theory of Chaos by analy-
zing basics of discrete dynamical systems, in particular, the behavior of the orbits
produced by iterated a function, its development is focused on a sequence activities
for freshmen Technology University District during the course of differential calcu-
lus.

It is designed and applied to new situations using the tools of differential calculus
provides students, as teachers, strengthen the teaching-learning.

For this, a review is done resuming epistemological theoretical aspects that con-
tribute to the conceptual development of discrete dynamical systems, along with
disciplinary concerning the Calculus justifying design and then implemented a se-
ries of activities, thus analyzing acceptance in achieving competences.

Keywords:

Graphical analysis, derived, iterated a function, limit, orbits, fixed
points, dynamical systems.
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Introducción
En este trabajo se pretende mostrar a partir de ejemplos y actividades no ru-

tinarias, como un estudiante de Cálculo Diferencial puede entrar en contacto con
los Sistemas Dinámicos Discretos no lineales y aśı pueda tener una visión distinta y
porque no, más motivante de las aplicaciones de los diferentes temas que se trabajan
en un curso de Cálculo Diferencial.

Los Sistemas Dinámicos Discretos SDD no lineales han sido estudiados por
cient́ıficos de todas las disciplinas durante los últimos 40 años, mostrando rique-
zas insospechadas tanto en la matemática pura como la aplicada.

Cuando en una calculadora introducimos cualquier número positivo y a conti-
nuación oprimimos la tecla de la función ráız cuadrada repetidas veces, a partir de
un instante obtenemos el número 1. Este procedimiento iterativo tan simple resulta
ser un primer ejemplo de un SDD. No presentaremos una definición formal de lo que
es un SDD, sin embargo se puede describir de forma más general la situación ante-
rior. Dada una función de variable real f cuyo rango este contenido en su dominio D
y un valor inicial x0 en D denominado semilla interesa estudiar el comportamiento
que tiene la sucesión de iteradas

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), . . . (I-1)

Lo anterior también lo podemos escribir como

xn+1 = f(xn) (I-2)

Con n = 0, 1, 2,
Dicha sucesión se denomina la órbita de x0.

El SDD asociado a f es el conjunto de todas las órbitas de f . El objetivo pri-
mordial de la teoŕıa de los SDD es entender el comportamiento a largo plazo o el
comportamiento asintótico de un proceso iterativo.

Para el ejemplo anterior f(x) =
√
x y la órbita de 0,5 es:

x0 = 0,5, x1 =
√

0,5, x2 =
√√

0,5, x3 =

√√√
0,5, . . . (A-3)

Nótese que

ĺım
n−→∞

xn = 1 (A-4)



La validación del presente trabajo de grado esta encaminada a estudiantes de
primer semestre de Tecnoloǵıa de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas
sede Tecnológica durante el curso de Cálculo Diferencial, la cual ofrece programas
de pregrado por ciclos, el ciclo profesional acredita t́ıtulo de Tecnólogo a estudiantes
que desarrollen los programas en 6 semestres presenciales, estos son:

Tecnoloǵıa en Construcciones Civiles.

Tecnoloǵıa en Sistematización de Datos.

Tecnoloǵıa en Electricidad.

Tecnoloǵıa en Electrónica.

Tecnoloǵıa Industrial.

Tecnoloǵıa Mecánica.

Cada programa se fundamenta en las ciencias básicas, entre las cuales esta como
pilar la matemática. Los estudiantes inician el semestre con el curso de Cálculo
Diferencial, se espera que el desarrollo de su enseñanza se forme en los estudiantes
las siguientes competencias:1

1. El estudiante interpreta adecuadamente el concepto de función y sus carac-
teŕısticas con el fin de aplicarlos en el modelamiento matemático y generar
capacidad de análisis.

2. El estudiante genera un esquema de pensamiento lógico que le permita juzgar
cuándo una demostración o procedimiento se realiza adecuadamente.

3. El estudiante presenta soluciones alternativas a ejercicios y modelos planteados
o resueltos dentro del desarrollo del curso.

Las anteriores competencias a desarrollar en el estudiante de Tecnoloǵıa, se verán
reflejadas al abordar la secuencia temática durante el semestre, dividida en tres cor-
tes académicos, esta es la propuesta del documento curricular “Syllabus” ofrecido
por la Universidad Distrital sede Tecnológica, su resumen se presenta en la siguiente
tabla2 :

1Gestión Curricular Universidad Distrital sede Tecnológica: programación del contenido, la
asignatura Cálculo Diferencial es área transversal en los diferentes proyectos académicos

2Programación de contenido: ¿El Qué Enseñar?



Tabla No 1: Contenidos Cálculo Diferencial

Los estudiantes de primer semestre de la sede Tecnológica de la Universidad, son
jóvenes entre las edades de 15 - 18 años, bachilleres académicos que han adquirido
una formación de educación básica y media, por tanto, se asume con anterioridad
la presencia de conceptos previos desarrollados en sus instituciones educativas.

Sin embargo la enseñanza - aprendizaje de las matemáticas, espećıficamente pa-
ra estos primeros semestres de educación superior, enfatiza en lo formal y riguroso,
mediante procedimientos meramente algoŕıtmicos y algebraicos, olvidando la pre-
via comprensión de ideas conceptuales, según investigaciones por Artigue (2003), se
menciona que en la enseñanza de las matemáticas se deja a un lado la incorporación
de nuevas propuestas de aprendizaje, que apunten hacia la construcción del conoci-
miento.[10.]

Esta razón, afecta el desempeño de los estudiantes de Cálculo Diferencial, don-
de se privilegia lo cuantitativo dejando prácticamente olvidado lo cualitativo, por
tanto genera grandes ı́ndices de pérdida y deserción por parte de los estudiantes, la
diversidad de conocimientos no muy profundos que han sido adquiridos en la edu-
cación media hace que el curso de Cálculo Diferencial se torne en la repetición y en
el cubrimiento de vaćıos conceptuales, además, es claro que en este nivel educativo
se requiere del estudiante mayor compromiso en la construcción de su conocimiento
en el área de matemáticas que fundamentarán un buen desempeño para futuros
semestres [19] como por ejemplo, aquellos temas relacionados con Ecuaciones en
Diferencia Infinita.



Se teńıa como hipótesis básica una concepción del conocimiento matemático,
según la cual el significado de un enunciado es único y en consecuencia la com-
prensión está en función de la transmisión, sin embargo se sabe que los estudiantes
desarrollan formas de conocimientos que no coinciden necesariamente con el co-
nocimiento escolar oficial, lo cual está en contraposición con la supuesta empat́ıa
transmisión - recepción del conocimiento.3 Moreno (2000).

Las diversas dificultades en el proceso de enseñanza-aprendizaje del Cálculo Di-
ferencial no permiten desarrollar competencias relacionadas para el perfil óptimo del
estudiante de tecnológia, manifestado por la universidad Distrital, estas se refieren
a: la formulación, modelación y construcción de relaciones entre los contenidos a
desarrollar.

La propuesta y aplicación del trabajo de grado parte del interés de demostrar
como las herramientas y conceptos del Cálculo Diferencial, permiten estudiar los
Sistemas Dinámicos Discretos que se obtienen al considerar las iteradas de una fun-
ción en los distintos puntos de su dominio, de esta manera se pretende innovar en la
enseñaza del Cálculo, involucrando nuevas situaciones como herramientas para que
el docente cuente con un desarrollo transformador en su plan de aula.

Las imágenes estáticas del mundo real que nos brinda la educación están en con-
tradicción con los problemas del mundo que son dinámicos... ¿Cómo las acciones
del pasado nos conducen al presente y las decisiones del presente nos conducen al
futuro? Los programas de educación convencional no revelan estas respuestas.
Medin, J. (2007)[8].

Sintetizando, las situaciones reflejadas anteriormente y sustentadas por los apor-
tes de: Artigue (2003), Neira (2010), Zuñiga(2007), Garbin (2005); el curso de Cálcu-
lo Diferencial para primeros semestres se asocia con: [10]

a. Énfasis de la enseñanza formal y rigurosa, privilegiando procesos memoŕısticos.

b. Se deja a un lado la incorporación de nuevas propuestas de aprendizaje.

c. Existencia de grandes ı́ndices de pérdida y deserción.

d. Conocimientos no muy profundos adquiridos en la educación media.

Es aśı que durante el primer semestre, existen dificultades en la profundiza-
ción en el desarrollo de competencias relacionadas con la formulación, modelación y
construcción entre los contenidos del Cálculo diferencial. Por lo cual se presenta la
siguiente pregunta que orientará la investigación, la proposición, aplicación y ana-
liśıs de una secuencia de actividades propias de un proceso de enseñanza-aprendizaje
que contrarreste dichas dificultades:

3Ph.D. Escudero, R.influencia de la tecnoloǵıa en el aprendizaje del Cálculo Diferencial y Es-
tad́ıstica Descriptiva. Investigación y posturas sobre la enseñanza del Cálculo en Colombia, como
referente en el sustento e identificación del problema correspondiente a la propuesta de grado.



Pregunta Orientadora: ¿Qué caracteŕısticas debe tener una secuencia de ac-
tividades didácticas relacionadas con la teoŕıa básica de los Sistemas Dinámicos
Discretos, que permita introducir intuitivamente el concepto de Caos en el curso de
Cálculo Diferencial?

Para responder a la anterior pregunta orientadora de investigación, se establece
los siguientes objetivos

Objetivo General: Proponer una secuencia de actividades didácticas para es-
tudiantes de primer semestre de tecnoloǵıa de la Universidad Distrital, que permita
un primer acercamiento a la teoŕıa y aplicaciones de los Sistemas Dinámico Discre-
tos, aproximándolos intuitivamente a la noción de Caos.

Objetivos Espećıficos:

Diseñar una actividad diagnóstica, que permita indagar en los estudiantes de
Tecnoloǵıa, los conceptos y procedimientos previos en cuanto a la identifica-
ción de elementos en interacción, interpretación gráfica, varianza y secuencias.

Seleccionar aspectos teóricos fundamentales relacionados con los Sistemas Dinámi-
cos Discretos, pertinentes en la profundización del Calculo Diferencial.

Plantear actividades adecuadas para el aula que involucren situaciones didácti-
cas enfocadas hacia el análisis de Sistemas Dinámicos Discretos.

Validar la secuencia de actividades enfocadas hacia un acercamiento inicial de
la teoŕıa del Caos.



1. Referente Epistemológico

A continuación se relata el surgimiento y desarrollo de la teoŕıa de los Sistemas
Dinámicos, destacando los diversos conceptos, procedimientos y aplicaciones produ-
cidas durante las últimas décadas, además de su adaptación en las matemáticas.

Aunque el desarrollo de la Teoŕıa de los Sistemas Dinámicos cuenta hoy en d́ıa
con su inclusión en diversas áreas del saber, enfocado al estudio de problemas no
lineales vistos desde la F́ısica, Qúımica, Economı́a, Bioloǵıa, entre otras, aśı como
también, en la evolución de las mismas matemáticas; el escrito se enfatizará en los
Sistemas Dinámicos Discretos, referentes a las iteradas de una función y su análisis
de tipo geométrico, describiendo gráficamente el comportamiento de órbitas, para
un posterior análisis, estos acompañado por conceptos y herramientas del Cálculo
Diferencial.

De esta manera se incluye los Sistemas Dinámicos en el curso de Cálculo Dife-
rencial, con el fin de proponer situaciones-problemas novedosos, frente a las meto-
doloǵıas tradicionales habitualmente dictadas, teniendo en cuenta como esta nueva
propuesta fortalece los procesos incluidos en la enseñanza del Cálculo Diferencial,
apuntando a una comprensión significativa de profundización de conceptos de forma
cualitativa y cuantitativa, como por ejemplo, la composición de una función con sigo
misma, la interpretación gráfica, nociones de ĺımites estudiando el comportamiento
a largo plazo de órbitas, hasta la aplicación de la derivada para el estudio de los
puntos fijos del sistema determinado.

La teoŕıa de los Sistemas Dinámicos (aśı como también una formalidad del los
conceptos de Cálculo Diferencial) se establece a partir de los trabajos del matemático
y f́ısico inglés Sir Isaac Newton (1642-1727) y el matemático alemán Gottfried
Leibniz (1646-1716) en la mecánica clásica, aunque no se establećıa con dicho
nombre, si se presenta una formalidad en la modelación y descripción de fenómenos
f́ısicos que evolucionan con el tiempo, resumidos en las leyes del movimiento y de la
gravitación universal inspirada a partir de las leyes de Kepler. [18]

La formalidad que propone Newton, se basa mediante el desarrollo del Cálculo
Diferencial para la generalización del movimiento planetario, con ello da explicación
al problema de los dos cuerpos.



El matemático Francés Jules Henri Poincaré (1854-1912) interesado en el
estudio de las órbitas planetarias, propone el énfasis de la predicción cualitativa
ante la cuantitativa, esto con base al estudio del problema de los tres cuerpos, que
poco posibilita la predicción de un estado final mediante una minina variación en
el estado inicial, con ello se revela los inicios de un Sistema Caótico a partir de un
sistema determinista. Los estudios de Henri Poincairé lo profundiza George Birkhoff
(1884-1944) demostrando uno de los teoremas geométricos de Poincaré relativo a
gravitación de los tres cuerpos, llamado hoy en d́ıa como el teorema ergódico.

Mas adelante, se plantea la descripción de sistema según Ludwig Von Bertalanffy
(1976)[14], que siendo Biólogo ve la necesidad de plantear y proponer un principio
matemático a un sistema en general, que permita solucionar problemas que invo-
lucran: organización y orden entre elementos interactuantes sin importar su origen
o naturaleza. Aqúı Bertalanffy incluye el término “Sistema Dinámico” como la
descripción de un comportamiento o suceso que ocurre con dependencia del tiempo,
con la condición de realizar un análisis en la iteradas no periódicas de fenómenos a
partir de una dependencia en su condición inicial (Strogatz, 1994)[6].

Es aśı que se plantea una manera de interpretación del contexto f́ısico, partiendo
del siguiente principio:

“El mundo ya no puede percibirse como una máquina formada por una gran cantidad

de objetos, sino que ha de concebirse como una unidad indivisible y dinámica cuyos ele-

mentos están estrechamente vinculados y pueden comprenderse sólo como modelos de un

proceso cósmico.”Capra (1985). [18]4

Un ejemplo clásico de un Sistema Dinámico Discreto es el propuesto por el
demógrafo y economista inglés Malthus Thomas (1766-1834), sobre el principio
de crecimiento poblacional frente a un contraste de crecimiento alimenticio, don-
de indica que el primero crece en progresión geométrica y el segundo en progresión
aritmética, teniendo la población un crecimiento desproporcionadamente más de-
prisa que los recursos de subsistencia, aśı esto conllevaŕıa al riesgo del futuro de la
especie humana, aunque se cŕıtica esta teoriá por la falta de involucrar variables de
pobreza, efectos de la naturaleza y factores socioeconómicos, etc. no deja de ser un
ejercicio practico de análisis a comportamiento entre elementos.

En la cibernética con Norbert Wiener (1894,1964) como principal precursor,
enfatiza el estudio del equilibrio teniendo en cuenta los patrones de organización y
autorregulación de un sistema que comprende el funcionamiento de máquinas, aqúı el
concepto de retroalimentación en que cada elemento tiene un efecto sobre el siguien-
te y aśı sucesivamente de manera ćıclica retornando al inicio del proceso, se logra
asemejar y transponer dicho proceso en la entrada y salida de expresiones matemáti-
cas dadas y unas condiciones previas para determinar patrones de comportamiento,
tal como lo demuestra el siguiente ejemplo. 5:

4Citado por Torrents, M
5Este proceso de recurrencia será propuesto más adelante en la actividad diagnostico



(Figura 1-1)

(Figura 1-2)

Las dos figuras anteriores: (1-1) y (1-2) representan gráficamente la situación
planteada



En la década de 1960-1970, se plantea el estudio de las propiedades dinámicas (co-
mo también topológicas) de un Sistema Dinámico Discreto llamado la Herradura de
Smale[9] propuesta por el matemático Estadounidense Steve Smale (1930- ) que
ayuda a comprender la dinámica de Caos explicando la componente de imprevisibi-
lidad en un Sistema Dinámico:
La Herradura de Smale ha significado una fuente inagotable de estudios matemáticos
además de ser el primer ejemplo de una transformación caótica que es topológica-
mente conjugada a la función corrimiento en el espacio de dos śımbolos Vargas
(2011)6 .

Más adelante, en la época de los años 1980 a 1990 se presenta un gran desarrollo
y avance en la formalidad de los conceptos de Sistemas Dinámicos, conllevándolos
a la definición de una función caótica, aqúı se desataca como libro principal “An
Introduction to Chaotic Dynamical Systems” cuyo autor, el matemático Estadouni-
dense Robert L. Denavey (1948-)

El texto de Robert L. Denavey se presenta como texto fundamental en el desarro-
llo disciplinar y conceptual del presente trabajo, se tendrá en cuenta las definiciones
que sustentan las temáticas aplicadas en las distintas actividades.

Con el desarrollo y el advenimiento de los sistemas informáticos que prestan una
importante herramienta hacia el progreso de las ciencias, permite a las matemáticas
avanzar hacia la modelización de sistemas, por ejemplo, modelar aquellos sistemas
dinámicos cuyo comportamiento es caótico y de esta manera tener criterios definidos
para describir comportamientos más complejos vinculados a otras ciencias. Con esta
comprensión sobre los sistemas caóticos, la incertidumbre que hace algunas décadas
se presentaba, hoy en d́ıa se cuenta con razonamientos más justificados.

“El caos esconde un orden interno que es posible encontrar, se ha descubierto
la forma de comprender y en cierto modo predecir el comportamiento de Sistemas
Dinámicos complejos empleando ecuaciones matemáticas (Prigogine, 1993).

1.1. Contribución Pedagógica

En un proceso de enseñanza - aprendizaje se profundiza el análisis de Sistemas
Dinámicos Discretos con metodoloǵıas tales como la Sistemodinamica desarrolla-
da por el ingeniero eléctrico Jay Forrester (1970)[7] cuyo propósito es la construcción
de modelos computarizados y bajo una teoŕıa constructivista de aprendizaje, el es-
tudiante tiene la oportunidad de desarrollar sus conceptos potenciando el análisis
cualitativo de los fenómenos.

6Dinámica de la Herradura de Smale. Tesis: Facultad de Ciencias UNAM



La teoŕıa de la Sistemodinámica ayuda a crear estos ambientes, porque requiere
que el alumno se involucre en un análisis cualitativo del problema (orientado por
principios e hipótesis) antes de que pueda trabajar con las ecuaciones y datos numéri-
co. . . La sistemodinámica reta al estudiante a que precise sus ideas, de modo que
estas puedan discutirse con propiedad. Molina J (2007)[8].

Se tiene referencia del desarrollo del cambio de paradigmas del conocimiento con
base al empleo de metodoloǵıas didácticas en el aula para la enseñanza de Sistemas
Dinámicos, contribuyendo a lo que Barry Richmond (2000)[8] identifica como: “des-
trezas de pensamiento constitutivas de la sistemodinámica”, (pensamiento dinámico,
generalista, sistémico, estructural, en bucles, operativo y cient́ıfico) en ellos se con-
fronta diversos procesos de pensamiento con los que se desarrolla comúnmente en
la escuela.



2. Referente Disciplinar

Se presenta a continuación algunos resultados que serán utilizados en el presente
trabajo encaminado a las caracteŕısticas de las órbitas tales como: la presencia de
puntos fijos, divergencia o convergencia, periodicidad, repelencia y atracción a zonas
o puntos fijos, previamente apoyados bajo definiciones y teoremas del Cálculo Dife-
rencial (composición de funciones, ĺımites, punto medio e intermedio, densidad de
los números racionales) que permite aśı su estudio, para culminar con una aproxima-
ción a las nociones intuitivas de Sistema Dinámico Caótico, utilizando la definición
de Caos propuesta por R. Denavey (1989)[4], en su libro “An Introduction to Choa-
tic Dynamical Systems” una de las fuentes primordiales, no solo para el desarrollo
matemático, sino para las ciencias enfocadas en la investigación, verificación y for-
malización de fenómenos naturales como teóricos.

2.1. Definiciones Preliminares

2.1.1. Densidad

Sea S ⊆ R, un punto x ∈ R es un punto Ĺımite de S si existe una sucesión de
puntos xn en S con n ∈ N que converge a x. S es un conjunto cerrado si contiene
todos sus puntos ĺımites.

Ejemplo [4] Sea In =

[
1

n
, 1

]
, donde n ∈ N, entonces:

∞⋃
n=1

[
1

n
, 1

]
= (0,1] (2-1)

No es cerrado, ya que 0 (cero) es un punto ĺımite de S que no esta en S.

2.1.2. Definición

S ⊆ R, S se llamará un conjunto abierto si para cada x en S existe ε > 0 tal
que todos los puntos en el intervalo (x− ε, x+ ε) está contenido en S.

Ahora, para cualquier conjunto S. Se denota clausura de S por S̄. S̄ consiste en
todos los puntos de S junto con todos sus puntos ĺımites

Si S = (0, 1), entonces S̄ es el intervalo cerrado [0, 1].

Claramente, si S es cerrado, entonces S̄ = S.



2.1.3. Definición

Un subconjunto U de S es denso en S si la clausura de U es igual a S, (Ū = S)

2.1.4. Proposición

Sea J ⊆ K ⊆ R, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a. J es denso en K

b. Para todo x ∈ K y para todo ε > 0 existe un y ∈ J tal que |x− y| < ε.

c. Para cualquier intervalo abierto (a, b) ⊆ R con (a, b) 6= ∅ y (a, b)
⋂
K 6= ∅ se

tiene (a, b)
⋂
J 6= ∅.

Ejemplo, cualquier conjunto abierto S es denso en su clausura S̄, un ejemplo
interesante es el conjunto de los racionales Q que es denso en R.

2.1.5. Definición de función

Una función f es un conjunto de pares ordenados (x, y) ninguno de los cuales
tiene el mismo primer elemento[1].

Si f es una función, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como pri-
meros elementos de pares (x, y) de f se llama el dominio de f . El conjunto de los
segundos elementos y se denomina el recorrido de f, o conjunto de valores de f.

2.1.6. Teorema

Dos funciones f y g son iguales si y sólo si

a). f y g tienen el mismo dominio, y

b). f(x)=g(x) para todo x del dominio f

2.1.7. Definición

f es una función uno a uno śı f(x) 6= f(y) siempre que x 6= y y f es sobre si
para todo y en J existe un x ∈ I tal que f(x) = y.

Si f : I −→ J es uno a uno, entonces podemos definir la inversa de f escribiendo
f (−1)(x) por la regla f (−1)(x) = y si solamente f(y) = x.



2.1.8. Definición

Una función f se dice que es creciente en un conjunto S si f(x) ≤ f(y) para
cada par de puntos x e y de S con x < y. Si se verifica la desigualdad estricta
f(x) < f(y) para todo x < y en S se dice que la función es creciente en sentido
estricto en S.
Análogamente, una función se dice decreciente en S si f(x) ≥ f(y) para todo x < y
en S o decreciente en S [1].

2.1.9. Definición

Sea f : N→ R una función que permite asignar a cada número natural un núme-
ro real de la forma f(n) = xn entonces es una Sucesión en R que la denotaremos
por (xn) n ∈ N.

La sucesión (xn) Converge a x ∈ R si (∀ε > 0)(∃k ∈ N) tal que si n > k
entonces | x− xn |< ε.

Ejemplo [5]: La sucesión (xn) =

(
1

n

)
converge a cero.

En efecto, ε > 0 se tiene (
1

ε
> 0) y por la propiedad Arquimediana existe un

kε ∈ N tal que kε >
1

ε
, entonces para cualquier n ∈ N con n > kε se tiene n >

1

ε
.

Es decir, si n > kε entonces | 1

n
− 0 |= 1

n
< ε.

2.1.10. Definición

La sucesión converge al infinito si para cada α ∈ R existe k ∈ N tal que si
n > k entonces xn > α.

2.1.11. Teorema

Sea (an) y (xn), n ∈ N sucesiones de números reales y sea x ∈ R. Si para algún
c > 0 y algún m ∈ N se tiene.
| xn − x |< c | an | para todo n ∈ N tal que n > m, además, si ĺım

n−→∞
(an) = 0,

entonces se deduce que ĺım
n−→∞

(xn) = x.

2.1.12. Definición

Sea (xn) una sucesión de números reales. Se dice que (xn) es Una Sucesión
Creciente si satisface las desigualdades: [5]



x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 < · · · (2-2)

(xn) es Una Sucesión Decreciente si satisface las desigualdades:

x1 > x2 > · · · > xn > xn+1 > · · · (2-3)

(xn) es Una Sucesión No Decreciente si satisface:

x1 ≤ x2 < · · · ≤ xn ≤ xn+1 ≤ · · · (2-4)

(xn) es Una Sucesión No Creciente si satisface:

x1 > x2 > · · · > xn · · ·xn+1 > · · · (2-5)

En cualquiera de los otros casos diremos que (xn) es Una Sucesión Monotona.

2.2. Composición de Funciones

Se denota la composición de dos funciones por (f ◦ g)(x) = f(g(x)) la composi-
ción de f .

Se denota la función fn(x) = (f ◦ f ◦ ... ◦ f)(x)︸ ︷︷ ︸
n−veces

nótese que fn no significa f

elevado a la n− esima potencia, tampoco es la n− esima derivada.

Si f (−1)(x) existe, escribimos

f (−n)(x) =
(
f (−1) ◦ ... ◦ f (−1)) (x). (2-6)

2.2.1. Teorema del Valor Intermedio

Sea f continua en cada punto de un intervalo [a, b]. Si x1 < x2 son dos puntos
cualesquiera de [a, b] tales que f(x1) 6= f(x2), entonces la función f toma todos
los valores comprendidos entre f(x1) y f(x2) por lo menos una vez en el intervalo
(x1, x2).

Demostración: Supóngase f(x1) < f(x2) y sea k un valor cualquiera compren-
dido entre f(x1) y f(x2). Sea g una función definida en [x1, x2] como sigue:

g(x) = f(x)− k, (2-7)

la función g es continua en cada punto de [x1, x2] y se tiene

g(x1) = f(x1)− k < 0, g(x2) = f(x2)− k > 0. (2-8)

Se tiene g(c) = 0 para algún c entre x1 y x2 lo que significa f(c) = k, quedando
aśı demostrado.

El Teorema del Valor Intermedio es un importante criterio para la existencia de
puntos fijos.



2.3. Derivación y Teorema del Valor Medio

2.3.1. Definición

Sea I ⊆ R un intervalo abierto, f : I −→ R y a ∈ I. f es derivable en a si el
ĺımite

ĺım
x−→a

f(x)−f(a)
x−a (2-9)

existe. En este caso tal ĺımite se denota f ′(a) y se lee: la derivada de f en
a. Una función es derivable (o diferenciable) si es derivable en cada punto de su
dominio.

2.3.2. Teorema [1]

Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo común. En cada punto en
que f y g tienen derivadas, también las tiene la suma f + g, la diferencia f − g,
el producto f · g y el cociente f/g (considerando g 6= 0. Las derivadas de estas
funciones están dadas por las siguientes fórmulas:

(i) (f + g)′ = f ′ + g′,

(ii) (f − g)′ = f ′ − g′,

(iii) (f · g)′ = f · g′ + f ′ · g,

(iv)

(
f

g

)
=
g · f ′ − f · g′

g2
en puntos x donde g(x) 6= 0.

2.3.3. Teorema

Si f y g son funciones, entonces (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x).
En particular, si h(x) = fn(x), entonces:

h′(x) = f ′(f (n−1)(x)) · f ′(f (n−2)(x)) · ... · f ′(x). (2-19)

2.3.4. Teorema

Sea f : I −→ I derivable en el intervalo I, entonces:

a. f es creciente en I si y solo si f ′(x) ≥ 0 para todo x en I

b. f es decreciente en I si y solo si f ′(x) ≤ 0 para todo x en I



2.3.5. Definición de Continuidad en un punto:

Una función f se dice continua en c si se verifican las condiciones:

(i) f(c) está definido

(ii) ĺım
x−→c

f(x) existe

(iii) ĺım
x−→c

f(x) = f(c)

Continuidad en un intervalo abierto: Una función f se dice continua en un intervalo
abierto (a, b) si lo es en todos los puntos de ese intervalo.

Teorema Valor Medio: (Teorema fundamental del Cálculo Diferencial)

2.3.6. Teorema de Rolle

Sea f una función continua en todos los puntos del intervalo cerrado [a, b] y
derivable en cada punto del intervalo abierto (a, b). Supongamos también que

f(a) = f(b) (2-11)

Existe entonces por lo menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que f ′(c) = 0

El significado geométrico del teorema de Rolle está representado en la gráfica
No 2. En este teorema se afirma tan sólo que la curva debe tener una tangente
horizontal en algún punto entre a y b. [1].

Figura (2-1): Interpretación geométrica del teorema de Rolle



2.3.7. Teorema del Valor Medio para Derivadas

Si f es una función continua en todo un intervalo cerrado [a, b] que tiene derivada
en cada punto del intervalo abierto (a, b), existe por lo menos un punto c interior a
(a, b) para el que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) (2-12)

Figura (2-2): Teorema del Valor Medio

Demostración [1]: Para aplicar el teorema de Rolle se necesita una función que
tenga valores iguales en los valores extremos a y b. A fin de construirla, se modifica
f en la forma siguiente:

h(x) = f(x)(b− a)− x[f(b)− f(a)]. (2-13)

Entonces h(a) = h(b) = bf(a) − af(b). También, h es continua en [a, b] y tiene
derivada en el intervalo abierto (a, b). Aplicando el teorema de Rolle a h, se encuentra
que h′(c) = 0 para un cierto c de (a, b). pero

h′(x) = f ′(x)(b− a)− [f(b)− f(a)]. (2-14)

Cuando x = c, se obtiene la igualdad.

2.4. Método de Newton - Raphson

Una de las aplicaciones de procesos iterativos es el método de Newton - Raphson
para aproximar los ceros de una función cuando las técnicas algebraicas elementales
como la factorización, la fórmula cuadrática, la división sintética, etc. no se pueden
utilizar.
El método de Newton-Raphson para hallar una aproximación de los ceros de fun-
ciones f se basa en la hipótesis en la cual la gráfica de f y la recta tangente en
(x1, f(x1)) cruzan ambos el eje x en puntos cercanos. Se puede calcular el corte de
la recta tangente con el eje x, se emplea dicho punto como muestra, se realiza una
segunda estimación (siempre y cuando sea posible) para obtener el cero de f .



La ecuación de la recta tangente que pasa por el punto (x1, f(x1)) con pendiente
f ′(x1) es:

y = f ′(x1)(x− x1) + f(x1) (2-15)

Haciendo y = 0 y despejando x, se tiene

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
(2-16)

A partir de esta estimación es posible emplear una segunda, a saber.

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
(2-17)

Generalizando:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(2-18)

2.5. Puntos Fijos

En el estudio del conjunto de valores resultantes en la iteradas de una función,
es importante determinar, cuándo esta es periódica, teniendo en cuenta que si la
órbita es periódica de periodo n, indica que en algún momento ésta retorna a su
valor inicial, es decir que existirá un n tal que fn(x) = x; si existe dicho comporta-
miento la órbita formará un ciclo. [6]

Por esto con frecuencia resulta importante estudiar la solución de ecuaciones de
tipo g(x) = x donde g es una función cuyo rango esta contenido en su dominio. Las
soluciones de estas ecuaciones se denominan los puntos fijos de g.

2.5.1. Teorema

Sea I = [a, b] y sea f : I −→ I continua, entonces f tiene al menos un punto fijo
en I.

Demostración: 7Sea g(x) = f(x)−x. Claramente g(x) es continua en I. Suponga
que f(a) > a y f(b) < b (de lo contrario, a o b serán puntos fijos). Se tiene g(a) > 0
y g(b) < 0, entonces por el Teorema del Valor Intermedio existe un c entre a y b
para el cual g(c) = 0 por lo tanto f(c) = c quedando demostrado. Ver figura (2-3).

7Geométricamente, los puntos fijos de f corresponden a los puntos de corte de la gráfica de f
con la recta y = x.



Figura (2-3) f : I −→ I tiene por lo menos un punto fijo

2.5.2. Teorema

Sea f : I −→ I supongamos que |f ′(x)| < 1 para todo x en I, entonces existe
un único punto fijo en I. Además.

|f(x)− f(y)| < |x− y| para todo x, y ∈ I; x 6= y. (2-19)

Demostración: El teorema 4.4.1 garantiza un punto fijo de f . Supóngase que x
y y son punto fijos, x 6= y por el Teorema del Valor Medio existe un c entre x y y
tal que:

f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
= 1 (2-22)

Sin embargo contradice la suposición que |f ′(c)| < 1 para todo c en I, por tanto
x = y.

Para establecer la segunda afirmación de la proposición; de nuevo se emplea el
Teorema del Valor Medio al afirmar que para algún x, y ∈ I, x 6= y.

| f(y)− f(x) |=| f ′(c) || y − x |<| y − x | (2-20)

Como era requerido.



2.6. Sistema Dinámico Discreto Asociado a una Función

A continuación se presenta las siguientes definiciones que complementan el desa-
rrollo de los conceptos involucrados en un Sistema Dinámico Discreto. [4]

2.6.1. Definición

Sea f una función f : I −→ I, se denomina las iteradas de f a las funciones
en I, que resultan de la repetida composición de f con sigo misma estas se denota
como:

x, f(x), f 2(x), f 3(x), ..., fn(x), ... (2-21)

Donde n ∈ N.

2.6.2. Definición

La órbita o trayectoria de x0 es la sucesión de puntos definidos de la siguiente
manera:

x, f(x), f 2(x), ... con n ∈ N. (2-22)

2.6.3. Definición

Sea f : I −→ I. Se dice que x es un punto periódico de f , o tiene una órbita
periódica bajo f , si existe n tal que si fn(x) = x. Al menor de estos números se
denomina el peŕıodo de x. Si f(x) = x se dice que x es un punto fijo (además de
ser periódico de periodo 1). Al conjunto de todos los puntos periódicos de f se de-
notarán como: Per(f) y el conjunto de puntos fijos por fix(f).

Ejemplo: f(x) = x3 tiene 0, 1,−1 como puntos fijos.

2.7. Iteración Gráfica

Una forma de poder visualizar una órbita de f para una semilla dada x0 es
mediante el retrato de fase[4]. En este caso, podemos imaginar una part́ıcula se
desplaza sobre la recta numérica de tal forma que en el instante de tiempo t = 0 se
encuentra en la posición x0 y en el instante de tiempo t = n + 1 en xn+1 = f(xn),
para t = 0, 1, 2, 3 . . .

Figura (2-4)



Otra forma gráfica que se puede utilizar para analizar el comportamiento de la
órbita de x0 consiste en dibujar simultáneamente la gráfica de f y la recta y = x
en un mismo plano, se parte del valor x0 sobre el eje de las abscisas, entonces,
x1 = f(x0) se obtiene levantando una recta vertical desde el punto x0 hasta la
gráfica f llegando aśı al punto (x0, x1), a partir de este trazamos una recta hori-
zontal, hasta cortar la recta y = x en el punto (x1, x1), la abscisa de este punto es
x1 = f(x0). Repitiendo dicho proceso con f(x0) como punto inicial se visualiza un
recorrido en forma de tejido en telaraña cuyos hilos son horizontales y verticales.[6]

Este procedimiento se ilustra en la Figura (2-5) para f(x) =
√
x y x0 = 10

Figura (2-5)

Con el programa Mathematica desarrollado por cient́ıfico y tecnólogo Ingles Step-
hen Wolfram (1988), en él es posible diseñar y visualizar el gráfico en tejido de te-
laraña, con el fin de vincular herramientas tecnológicas y proporcionar avances en
los estudios y análisis de situaciones en Sistemas Dinámicos Discretos.

Para diseñar una iteración gráfica, previamente se debe introducir la función, el
valor inicial, el número de iteraciones y el rango de valores de x para el desarrollo
gráfico. [17]



gra1 = Plot[{[x],x,{x,xmin,xmax},DisplayFunction->Identily];

ptos = {}

lista = NestList[f,x0,nitera];

PrependTo [ptos,{x0,0}];

For [i=1], i<=nitera, i++,

AppendTo [ptos,{lista[[i]],lista[[i+1]]}];

AppendTo [ptos, {lista[[i+1]], lista[[i+1]]}];];

gra2 = ListPlot [ ptos, Plotloined->True , DisplayFuction -> Identily];

Show [gra1, gra2, DisplayFuction ->$DisplayFuction].

De acuerdo a los códigos incluidos es posible obtener las siguientes gráficas en
iteración.

2.7.1. Definición

Sea p un punto periódico de periodo n, el punto p es hiperbólico si |fn(p)| 6= 1.

Ejemplo: consideremos f(x) = 1
2
(x3 + x) existe pues, tres puntos fijos: x = 0, 1,−1.

Note que f ′(0) = 1
2

y f ′(±1) = 2. Por lo tanto cada punto fijo es hiperbólico.

Para complemento del estudio de los Sistemas Dinámicos Discretos, se analiza
las caracteŕısticas y propiedades que tiene los puntos fijos de una determinada fun-
ción y con ello el comportamiento de las órbitas, de las cuales es posible que sucedan
tres factores planteadas en las siguientes definiciones:[3]



2.7.2. Definición

Un punto fijo x0 de una función f se llama Atractor si existe un intervalo alrede-
dor de x0, con la propiedad de que cualquier otro x1 que pertenezca a este intervalo
tenga una órbita en éste y tienda a x0 bajo iteración de f .

2.7.3. Definición

Un punto fijo x0 de una función f se llama Repulsor si existe un intervalo alre-
dedor de x0 con la propiedad de que cualquier otro x1 en este intervalo (excepto x0)
tenga una órbita que salga del intervalo bajo iteración de f .

Un punto fijo que no es no atractor ni repulsor se llama neutro.

Es importante realizar un trabajo previo con los estudiantes para identificar las
caracteŕısticas de puntos repulsores, atractores y neutros que cumple los puntos fijos
mediante la elaboración de tablas o el análisis gráfico en tejido en telaraña. Poste-
riormente, la aplicación de la derivada a un punto fijo.

2.7.4. Definición

Sea p un punto periódico de periodo n con | (fn)′(p) |< 1 el punto p es llamado
un punto periódico atractor o un sumidero. [4]
Se pueden distinguir tres tipos de puntos fijos atractores aquellos que.

f ′(p) = 0, 0 < f ′(p) < 1 , −1 < f ′(p) < 0 (2-23)

El comportamiento esta ilustrado en las Figuras: (2-6), (2-7), (2-8).



Figura(2-6): a.

Figura (2-7): b.



Figura (2-8): c.
Los diferentes puntos atractores: a. 0 < f ′(p) < 1 b. f ′(p) = 0 c. −1 < f ′(p) < 0.

Respectivamente.

Igualmente un punto fijo es repulsor o fuente como se presenta en la siguiente
definición

2.7.5. Definición

Un punto fijo p con |f ′(p)| > 1 es llamado repulsor o fuente, si existe un
intervalo abierto U de p tal que si x ∈ U, x 6= p, y un k > 0 tal que fk(x) /∈ U . Ver
Figuras: (2-9), (2-10)



Figura (2-9): Puntos fijo repulsor.

Figura (2-10): Puntos fijo repulsor.



Estos conceptos ayudaran a indicar el comportamiento caótico de un Sistema
Dinámico, sin embargo, predominará la identificación de sensibilidad a condiciones
iniciales como aproximación a la comprensión de situaciones que presenten dinámi-
cas caóticas.

2.8. Ejemplo de un Sistema Dinámico Discreto:
Funciones Loǵısticas

Se consideran los distintos estados de valores xn inmerso en un Sistema Dinámi-
co Discreto en funciones loǵısticas [3] que es de la forma:

xn+1 = kxn(1− xn) (2-24)

Su representación gráfica es una parábola definida en el intervalo [0, 1] pasando por
cero cuando x = 0 y x = 1 con un valor máximo en x = 1/2. Se elige un valor inicial
(semilla) x0 interpretando que para x1 = f(x0), x2 = f(x1), x3 = f(x2), aśı su-
cesivamente, se visualiza su comportamiento en una gráfica de tejido en telaraña
reflejando los valores xn+1 correspondientes a xn mediante trayectorias horizontales
y verticales.

Este proceso iterativo muestra El Diagrama de Fase de Tiempo ubicado en
la parte inferior de la parábola, para este caso la secuencia de valores xn convergen
a un solo punto en la intersección de la curva con la recta y = x satisfaciendo:

xn+1 = xn y xn+1 = f(xn) (2-25)

Figura(2-11): Fases de tiempo dinámicos de un valor inicial x0



El estado del proceso iterativo repercute en un estado final constante hacia un Pun-
to fijo de la órbita anteriormente definida.

Se incluye este tipo de funciones xn+1 = kxn(1 − xn) con la particularidad que
existe un intervalo para ciertos valores k donde las órbitas tenderán a un punto fijo
atractor, otros valores k donde existirá un punto fijo repulsor de la órbita y finalmen-
te valores k donde la función loǵıstica es caotica; esta dependencia del parámetro k
será aplicada en las actividades correspondientes a crecimientos poblacionales.

2.9. Transitividad Topológica

Se quiere resaltar en el significado de Transitividad Topológica la siguiente
idea:[14] Dadas dos zonas cualesquiera del espacio donde esta definida la función,
existe un punto en la primera zona cuya órbita visita, en algún momento, la segun-
da. Aśı, una función transitiva, aseguraŕıa la existencia de puntos cuya órbita viaja
de una parte arbitraria del espacio a otra parte igualmente arbitraria del mismo.

2.9.1. Definición

Sea f : J −→ J Se dice que f es topológicamente transitiva en J si para cual-
quier pareja de subconjuntos abiertos A y B distinto de vaćıo existen a ∈ A y n ≥ 1
tales que fn(a) ∈ B.

2.10. Caos

Finalmente se logra conducir las teoŕıas y conceptos hacia una aproximación a un
Sistema Dinámico que no es posible predecir su comportamiento en futuros estados,
aunque se conozca su estado inicial y los resultados de sus previas iteraciones estas
se ven afectadas y son sensibles para posteriores estados. El estudiante de Tecnoloǵıa
considerará que las aproximaciones muchas veces de manera caprichosa pueden oca-
sionar otros resultados no esperados, o de manera contraria, los resultados finales
a ciertos modelos pueden ser interpretados como ciertos o verdaderos siendo quizás
erróneos, pues durante el proceso, los margenes de error son menospreciables y las
aproximaciones ocurren de una forma natural.

Se pensará también, que tomando una medida lo mas cercana posible a una
original ocasiona resultados igualmente parecidos, sin embargo con lo estudiando
se puede afirmar que las órbitas quizás tendrán comportamientos diversos hacia un
estado n− esimo.

Existe diversas definiciones posibles que describen un comportamiento Caótico,
que van desde la teoŕıa de la medida, nociones de aleatoriedad y teoŕıa topológica.
Se adopta la siguiente definición: [4]



2.10.1. Definición (Efecto Mariposa)

f : J −→ J tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales si existe δ > 0 tal
que, para cualquier x ∈ J y alguna vecindad N de x existe y ∈ N y n ≥ 0 tal que:

|fn(x)− fn(y)| > δ. (2-26)

2.10.2. Definición

Sea V una función f : V −→ V se dice que es Caótica si sobre V :

i. f tiene dependencia suceptible a condiciones iniciales.

ii. f es topológicamente transitiva.

ii. El conjunto de puntos periódicos es denso en V .

El comportamiento Caótico tiene tres componentes: Imprevisibilidad, indescompo-
nibilidad y un elemento de regularidad

2.10.3. Definición

f : J −→ J es expansiva si existe u > 0 tal que para algún x, y ∈ J, x 6= y existe
n tal que.

|fn(x)− fn(y)| > u. (2-27)

Ejemplo: la función cuadrática f(x) = 4x(1−x) es Caótica en el intervalo I = [0, 1].

2.11. Función Tienda de Campaña (Propiedades Básicas)

Como actividad final y de profundización, se propone estudiar la dinámica de
las órbitas de una función especial llamada la Función Tienda de Campaña [13],
definida en el intervalo [0, 1], mostrando que el conjunto de los puntos con órbitas
periódicas es numerable y denso en el intervalo [0, 1]; en ella se contemplará la
presencia de un Sistema Caótico, donde se observa la sensibilidad bajo condiciones
iniciales dados dos valores (semillas) cercanos (tanto como se quiera)determinando
el comportamiento tan distinto en sus iteradas.

2.11.1. Un ejemplo de una función Caótica

Sea T : I = [0, 1], I ⊂ R, sea T : I −→ I, con la siguiente regla de corresponden-
cia:



2.11.2. Proposición

La función T es sensible a las condiciones iniciales en I = [0, 1]

Demostración: [13] Sean ε =
1

3
, x ∈ I, y δ > 0. Existe n ∈ N tal que.

T n(x− δ, x+ δ) = I. (2-29)

Entonces existe c ∈ (x− δ, x+ δ) tal que.

T n(c) = 0 (2-30)

y existe d ∈ (x− δ, x+ δ) tal que

T n(c) = 1 (2-31)

Por lo anterior se tiene

| T n(c)− T n(x) |> 1

3
ó | T n(d)− T n(x) |> 1

3
(2-32)

pues de lo contrario se tendŕıa que

| T n(c)− T n(x) |≤ 1

3
y | T n(d)− T n(x) |≤ 1

3
(2-33)

y de esta forma

| T n(c)− T n(x) | + | T n(d)− T n(x) |≥| T n(d)− T n(c) | (2-34)

por lo que puede concluirse que

1 =| T n(d)− T n(c) |≤ 2

3
(2-35)

lo cual es una contradicción.
Para finalizar se toma a y = c ó y = d, dependiendo de cuál sea la distancia mayor

a
1

3
, con lo que se tiene que

| x− y |< δ y | fn(x)− fn(y) |> 1

3
(2-36)

Lo que prueba la afirmación.

2.11.3. Definición

La función T , es topológicamente transitiva en en intervalo I.

Demostración: Se toman dos intervalos abiertos cualquiera, diferente de vaćıo
y contenidos en I. Sean (a, b) con a < b y (c, d) con c < d en tales intervalos existe
un n ∈ N tal que T n[(a, b)] = I, luego T n[(a, b)] ∩ (c, d) 6= ∅.

2.11.4. Teorema

El conjunto de los puntos periódicos de T forma un conjunto denso en I = [0, 1]



3. Marco Metodológico

A continuación se describe como se logrará el alcance de los objetivos espećıficos que
responden a la elaboración de la propuesta de grado, además cuales son las etapas,
técnicas, actividades, materiales y referentes teóricos en su desarrollo.

Como metodoloǵıa de investigación se adoptará: la metodoloǵıa de Proyecto
Factible, cuya caracteŕıstica principal es el diseño de proyectos, modelos operati-
vos o formulación de lineamientos basado en la solución de un problema de tipo
práctico, para esta ocasión la contribución de profundizar en estudiantes de primer
semestre de Tecnoloǵıa, es en el apoyo a la enseñanza y comprensión del Cálculo
Diferencial mediante actividades y situaciones novedosas de los Sistemas Dinámicos
Discretos.

Se presentan las siguientes fases donde cada una de ellas pretende responder a
los objetivos espećıficos

3.1. Fase No. 1

Diseño una actividad diagóstica, que permita indagar en los estudian-
tes de Tecnoloǵıa, los conceptos y procedimientos previos en cuanto a la
identificación de elementos en iteracción, interpretación gráfica, varianza
y secuencias.

En esta primera Fase de desarrollo se toma como población 34 estudiantes de
primer semestre de tecnoloǵıa en Electrónica de la Universidad Distrital Francisco
José de Caldas.

El instrumento es una gúıa la cual plantea tres situaciones de recurrencia de
valores, junto con la formulación de preguntas pertinentes que respondan al logro
del primer objetivo, identificando en el estudiante su capacidad de análisis bajo pro-
cesos de iteración, secuencias y representación gráfica.

Basados en la formulación de la secuencia de actividades propuesta por el docu-
mento Syllabus, como referente curricular y de lineamientos en la enseñanza del
Cálculo Diferencial, los estudiantes profundizaran sus conceptos en:



Operaciones con números reales.

Relaciones y funciones

Álgebra y gráfica de funciones.

La actividad diagnostico será aplicada en clase a modo individual, luego se plan-
teará la respectiva plenaria de las respuesta formuladas por los estudiantes, la parti-
cipación del docente esta basada en primera instancia a modo de escucha y receptor
de la información suministrada.



3.1.1. Actividad Diagnostico

Objetivo: Revisar los conceptos que tienen los estudiantes de Tecnoloǵıa
en cuanto a situaciones que impliquen: recurrencia, iteracción, interpre-
tación gráfica, varianza y secuencias numéricas.

1. Se construye una máquina cuya entrada es un número natural y la salida es el
cuadrado de la suma de las cifras del número natural. Si la salida se introduce
nuevamente en la máquina y se repite el proceso aśı sucesivamente 2015 veces,
entonces:

a. El valor final de dicho proceso es:

b. Describa el proceso que empleó para hallar dicho valor:

2. Dos comerciantes Árabes Salam y Mustafa que albergan cada uno una gran
riqueza, en una ocasión Salam le propuso a Mustafa que le donaŕıa una suma
de $100,000 diarios durante 31 d́ıas, a cambio Mustafa pagará $1 en el primer
d́ıa al llevarse $100,000, en el segundo d́ıa $2 por otros $100,000, en el tercer
d́ıa $4 y aśı sucesivamente el doble de la cantidad anterior por cada d́ıa que
Mustafa reclame los $100,000 a Salam, también por 31 d́ıas.
Mustafa al ver la rid́ıcula cantidad que teńıa que pagar en comparación con
lo recibido, aceptó el trato de inmediato.

a. Al final de los 31 d́ıas, se puede concluir:

b. Describa el proceso de pago que realiza cada personaje:

3. En una tarde de sosiego un estudiante toma la calculadora y oprime la ráız
cuadrada de 10 seguido de la tecla igual, esto repetidamente observando la
particularidad de los resultados.

Con ayuda de la calculadora realice dicho proceso y completa la tabla, no
solo con la tecla de la ráız cuadrada, sino con las demás operaciones que se
muestran a continuación, recuerde que el resultado obtenido nuevamente se
repite en la operación, aśı sucesivamente. (El valor inicial será el número 10).

√
x cos(x) 10− x

...
...

...



a. Describa el comportamiento de los distintos valores obtenidos en cada ope-
ración:

¿De que forma varián los resultados?

¿Existe alguna tendencia notable?

b. Si incluye como valor inicial cualquier x ¿el comportamiento de los resulta-
dos cambia, se mantiene igual? ¿Cómo explicaŕıa dicho comportamiento?.

c. Proponga una gráfica en el plano cartesiano que escriba pertinentemente
el comportamiento de las secuencias de los valores.



3.2. Fase No. 2

Selección de conceptos teóricos fundamentales, relacionados con los
Sistemas Dinámicos Discretos, pertinentes en la profundización del Cálcu-
lo Diferencial.

Los aspectos conceptuales y teóricos corresponden al surgimiento del estudio de
los Sistemas Dinámicos en las diferentes ciencias, el porqué de su inclusión en la
matemática y cómo influye en la enseñanza del Cálculo Diferencial. Tales compo-
nentes corresponden a:

Interpretación de funciones en su comportamiento gráfico

Caracteŕısticas de elementos iniciales de la teoŕıa de los Sistemas Dinámicos

Sensibilidad de un sistema dadas las condiciones iniciales en el estudio de sus
valores iterados (órbitas) alrededor de un punto fijo.

En este apartado se presentan las teoŕıas epistemológicas y disciplinares de autores
principales como:[5,14,16,18]

Javier Aracil (1986) Ingeniero de Industrial Español y licenciado en la uni-
versidad politécnica de Madrid. Sus desempeño en la actualidad está enmar-
cado en la aplicación de la teoŕıa cualitativa de Sistemas Dinámicos al diseño
de controladores y al análisis de problemas locales y globales en sistemas de
control no lineales

Henry Poncairé (1854- 1912) Matemático, f́ısico y cient́ıfico teórico Francés,
su influencia se basa a partir del estudio del problema de los tres cuerpos y co-
mo esto conlleva a la idea de la presencia de un Sistema Caótico, su relevancia
está en la importancia de la predicción cualitativa ante la cuantitativa en la
predicción de un estado final mediante una minina variación en el estado inicial

Edward Lorenz (1917-2008) Matemático y meteorólogo Estadounidense
considerado como uno de los grandes pioneros en el desarrollo conceptual de
la teoŕıa de los Sistemas Caóticos. Aunque el presente trabajo no pretende
profundizar en estas teoŕıas, si se quiere enfatizar la proyección de los Siste-
mas Dinámicos discretos hacia una aproximación de su significado.

Steve Smale (1930- ) Matemático Estadounidense influyente en la inclusión
y profundización de estudios de Sistemas Dinámicos Discretos mediante la ob-
servación de elementos en constante iteración



Blanchard, P. Denavey, R. Hall, G. (1999). Su influencia es la construc-
ción disciplinar de los conceptos fundamentales para el desarrollo del presente
trabajo. Iniciando con la composición de una función cuyo recorrido es el
mismo dominio, hasta la definición de los componentes necesarios para la pre-
sencia de un sistema caótico.

Se cuenta con el documento Syllabus de la asignatura Cálculo Diferencial como
referente curricular.

3.3. Fase No. 3: Esquema de Secuencia de Actividades

Propuesta y desarrollo de una serie de actividades que involucren
situaciones didácticas enfocadas hacia el análisis de Sistemas Dinámicos
Discretos.

La planeación de las diferentes actividades, cuentan con la identificación de des-
trezas de pensamiento que constituyen a la comprensión de situaciones no- lineales
que permitan contrastar procesos de razonamiento.[12]

Se cuenta con el diseño de nueve actividades, cuyas situaciones -problemas se
enfocan en la aplicación de Sistemas Dinámicos Discretos tales como: el compor-
tamiento financiero de la tasa de interés compuesto, crecimiento y decrecimiento
poblacional, estados de una párticula dentro de un intervalo, Sistemas Dinámicos
Caoticos.

Inicialmente las activiades están basadas en identificar situaciones donde los pun-
tos fijos son atractores y repulsores considerando primero funciones lineales de la
forma f(x) = mx con x0 = 0 punto fijo, aqúı las situaciones didácticas promoverán
un análisis tabular y gráfico en tejido de telaraña. Para | m |< 1 se tendrá x0 la
atracción de todas las órbitas, si −1 < m < 0 las órbitas saltarán alrededor de cero
conforme tienden al punto fijo.

Mientras | m |< 1 todas las órbitas tienden a alejarse de cero; el origen es un
punto fijo repulsor donde las órbitas saltan de lado a lado conforme salen del origen
cuando m < −1. Ver Figuras (4-1), (4-2), (4-3) y (4-4).

Posteriormente, se proponen situaciones cuando f es una función no lineal, por
ejemplo de la forma cuadrática f(x) = kx(1− x) aqúı, si f tiene un punto fijo x0 y
| f ′(x0) |< 1 entonces se visualizará que la gráfica de f es tangente a la ĺınea recta
cuya pendiente es menor que 1. El análisis gráfico muestra que las órbitas cercanas
deben ser atráıdas a x0. Entonces, un punto fijo cercano x0 es atractor para toda f
donde | f ′(x0) |< 1.

También se presentarán actividades donde se identifica | f ′(x0) |> 1 las órbitas
cercanas son repelidas de x0 igual que el caso lineal. Por tanto, si | f ′(x0) |> 1 en el
punto fijo , entonces x0 es un punto repulsor. Ver figura (4-5) y (4-6).[3]



Las actividades están clasificadas como se muestra en la siguiente tabla (3-1):



Tabla (3-1): Secuencia de Actividades.



3.3.1. Secuencia de Actividades

Actividad de Apertura

La Dinámica en Papel

Objetivo

Visualizar situaciones dinámicas mediante construcciones en hojas de papel para
estimular la creatividad, la orientación espacial y consolidar el significado de itera-
ción.

Construcciones:

El triángulo de Sierpinski

Escalera fractal

El conjunto de Cantor.

Materiales:

Papel o cartulina

Tijeras, lápiz



Triángulo de Sierpinski

Finalmente se despliega la hoja visualizando la construcción del Triangúlo de Sierpinski
requerida8

8El docente puede acompañar la actividad con la inclusión de un v́ıdeo ilustrativo con el fin de
facilitar la construcción, se recomienda: https://www.youtube.com/watch?v=iXVlXtsb2QA



Figura 3-1:blog.divermates.es

1. ¿Cuantos procesos repetitivos realizó para construir el triángulo de Sierpinski?

2. Se presentan los siguientes fractales ya elaborados:

ESCALERA FRACTAL CONJUNTO DE CANTOR

Figura 3-2:blog.divermates.es

2.1 Formule una serie de instrucciones paso a paso que permita la construcción de la
escalera fractal y el conjunto de Cantor.



Actividad No. 1

Modelo Financiero

Objetivo

Mostrar un ejemplo donde el estudiante observe en forma natural la eficacia de la
recurrencia para modelar una situación problema relacionado con las finanzas

Palabras claves: Composición, comportamiento, formula, inversión, lucro, rentabi-
lidad.

Contexto

Analice la siguiente situación:

Un inversionista deposita en una cuenta un capital de $5000 que paga el 4 %
de interés mensual .

a. Halle los saldos de las cuentas durante:

1 mes.

2 meses.

3 meses.

5 meses.

10 meses.

25 meses.

.

b. Establezca una fórmula matemática que le permita calcular el saldo para n meses.

c. Ahora, Si el inversionista después del primer mes deposita una suma de $1000 (cada
mes) en la cuenta ¿Cómo vaŕıa los saldos?

d. Analice su respuesta hallando los saldos de la cuenta para los meses del punto anterior,
escribiendo una nueva fórmula matemática de acuerdo a dicho comportamiento.



Actividad No. 2

Análisis Gráfico:“ La Telaraña”

Objetivo

Representar gráficamente las iteraciones de la función y = f(x)

Palabras claves: Iteración, semilla, plano cartesiano, rectas, tejido telaraña.

Contexto

Si en la actividad anterior xn representa el saldo después de n meses de haber hecho
el deposito, entonces se tiene que:

xn = 1,04(xn−1) + 1000 para n = 0, 1, 2, 3, . . .

Nótese xn = f(x(n−1)) es el saldo monetario para n = 1, 2, 3, . . . años y x(n−1) es el saldo
monetario del año anterior donde f(x) = 1, 04x+ 1000.

Una manera de visualizar el comportamiento recurrente de la actividad anterior se puede
obtener de la siguiente manera:

x0 representa el valor inicial que el inversionista deposita en la cuenta, a este valor
inicial x0 lo llamaremos semilla.

Con base a la recta y = f(x) = 1, 04x+1000 que representa la función ĺıneal estándar
a iterar, se ubica f(x0) correspondiente al saldo obtenido en el primer mes, este es
de f(x0) = $2040.

A partir del punto (x0, f(x0) nos dirigimos de manera horizontal a la recta diagonal
y = x, aqúı se puede observar que el punto que toca a la recta y = x corresponde a
valor f(x0).

Para el siguiente mes, se cuenta como saldo inicial el valor f(x0) se ubica f(f(x0))
correspondiente a $3121,6.

A partir de los valores f(xn) el recorrido continua de manera horizontal tocando la
recta diagonal y = x desde alĺı localizamos f(xn+1), de esta manera se construye
una representción gráfica denominada Tejido en telaraña..



1. Continuando con el proceso de tejido, determine los valores para los meses 4, 5, 6

2. Complete la siguiente tabla que especifica la recurrencia de los valores de los saldos,
representada en la gráfica anterior.

Meses xn = 1, 04(xn−1) + 1000 Saldos

0 x0 = 1000 1000

1 x1 = f(1000) 2040

2 x2 = f(2040) 3121, 6

3 x2 = f(3121, 6) 4246, 464

4

5

6

7

8

9

a. Describa el comportamiento de la gráfica cuando se incluye como valor inicial x0 =
1500.

b. Elija una semilla x0 como valor inicial y aplique 10 iteraciones, hallando los distintos
saldos. Realice el proceso en una tabla y represente el proceso recurrente en una la
gráfica de tejido.

c. Proponga una situación dentro de un contexto cuya relación xn = xn+1 se represente
gráficamente y tabularmente para las siguientes rectas de la forma y = f(x) = kx+c
donde k es el valor del interés para un xsaldo y c un valor constante.

f(x) = 0, 5x− 1500

f(x) = −0, 5x+ 1500

¿Qué ocurre con las nuevas recurrencias? ¿De qué depende el comportamiento de
los nuevos saldos?



Actividad No. 3

Puntos Fijos

Objetivo

Identificar el comportamiento de la órbita alrededor de un punto fijo, mediante la
representación gráfica.
Palabras claves: Análisis gráfico, intersección, iteración, secuencia.

Contexto

En el punto d) de la actividad anterior se proponen rectas de la forma y = kx + c
donde se intercepten en un punto con la recta y = x,

Situación No. 1:

Analicemos el comportamiento de las iteraciones de la recta y =
1

2
presentando una nueva

situación como la vida-media del Estroncio 90, a partir del siguiente contexto:

“El estroncio es un elemento natural que se encuentra en rocas, el suelo, polvo, carbón
y petróleo. El estroncio natural no es radioactivo y se le llama estroncio estable.

Los compuestos de estroncio se usan en la fabricación de cerámicas y productos de vi-
drio, fuegos artificiales, pigmentos para pinturas, luces fluorescentes y medicamentos.

El estroncio puede existir también en forma de varios isótopos radioactivos, el más común
es el 90Sr que se forma en reactores nucleares o durante la detonación de armas nucleares.
El estroncio radioactivo genera part́ıculas beta a medida que decae. Una de las propiedades
radioactivas del estroncio es la vida-media, que es el tiempo que toma la mitad del isótopo
en emitir su radiación y transformarse en otra sustancia. Se asume que la vida-media del
90Sr es 25 años.”9

1. Analice y responda las siguientes preguntas de acuerdo a la situación
planteada:
La vida del Estroncio 90 es de 25 años, lo que significa que la mitad de cualquier cantidad
dada de Estroncio 90 se desintegrará en 25 años.

9Nota tomada del articulo: Agency for Toxic Substances and Disease Registry ATSDR.



a. Modele gráficamente la situación anteriormente descrita que determina la vida-
media del Estroncio 90.

b. Si una muestra de Estroncio 90 tiene una masa de 200 mg, determine la masa
restante después de 100 años. Registre los datos en la siguiente tabla junto con los
puntos (xn, f(xn) manifestados en la gráfica.

Años 0 25 50 75 100

Masa resultante 200 mg

c. ¿Qué ocurre con los resultados de la tabla anterior?

d. Para cualquier cantidad inicial de miligramos de masa que pueda tener el elemento
Estroncio 90 ¿ Tiende a desintegrarse a medida que pasan los años?, ¿Si o no y por
que? Realice dos ejemplos con masas diferentes.

e. Plantee una expresión matemática que determine la masa del Estroncio 90 para t
años si su masa inicial es de 200 mg.

f. Si una muestra del Estroncio 90 tiene una masa de 24 mg y luego de t años su masa
resultante es de 7,92 mg ¿Cuantos años ha transcurrido?

Situación No. 2

Se plantea la función asociada al sistema de la forma: xn+1 = −1

2
xn + 50

Donde xn+1 el dato siguiente a partir de xn.

2. Analice y responda las siguientes preguntas de acuerdo a la situación
planteada:

a. Escriba en los recuadros los resultados de acuerdo a la dinámica entre

xn+1 = −1

2
xn + 50, tomando como semilla x0 = 60



b. Identifique el punto de intersección p entre la recta f(x) = −1

2
x + 50 con la recta

diagonal y = x, al igualar sus términos algebraicos.

c. Complete la siguiente tabla identificando los valores correspondientes al recorrido
en forma de telaraña representado en la gráfica a continuación.

x0 f(x0) = x1 f(x1) = x2 f(x2) = x3 f(x3) = x4 f(x4) = x5 f(x5) = x6
60◦C

c. Realice una tabla aplicando 10 iteraciones siguiendo el proceso entre el congelador
y el cuerpo, por ejemplo si el cuerpo ingresa al congelador con una temperatura
inicial x0 igual a 5◦C. Represente gráficamente en el plano las distintas temperaturas
resultantes realizando el recorrido en forma de telaraña.

d. ¿Qué ocurre con los resultados de la tabla anterior?

e. ¿Afecta la localización del punto inicial x0 el comportamiento de la iteración para
las dos situaciones anteriormente planteadas?



Actividad No.4

Comportamiento Poblacional 1

Objetivo:

Realizar iteradas de una función mediante la aplicación de situaciones sencillas e in-
teresantes a partir de la función cuadrática.
Palabras claves: Crecimiento poblacional, función cuadrática, órbitas, población.

Contexto

El crecimiento poblacional implica el comportamiento, tamaño, evolución y propaga-
ción de individuos de distintas ı́ndoles como: conjuntos de personas, animales, productos,
virus, etc. Susceptibles a limitaciones de diversos tipos tales como alimento, espacio f́ısico
y ambiente.

Para la siguiente situación considere a x como el número de tornillos (en millones)y
y = f(x) el número de tornillos que se produce para el próximo año.

Ahora se plantea la siguiente relación en términos de x, y la función definida como:
f(x) = 3x(1 − x) Que describe la dinámica de crecimiento (o decrecimiento) llamada
órbitas dada por la gráfica.

a. Si en 1984 se producen 100,000 (x =
0, 1millones) de tornillos, ¿Cuántos
habrá para 1985?

b. Si existe 200,000 tornillos (x =
0, 2millones) ¿Cuántos habrá en los
próximos 3 años?

c. Determine una aproximación para la
cantidad de tornillos dentro de 100
años.

d. Responda a las preguntas anteriores
si se toma una cantidad de tornillos
arbitraria mayor a 0,5 millones de tor-
nillos



Actividad No.5

Comportamiento Poblacional 2

Objetivo

Determinar el comportamiento de órbitas alrededor de puntos fijos (intersección entre
ĺıneas).
Palabras claves: atracción, equilibrio, puntos fijos, repulsión.

Contexto

1. Para esta ocasión, se identifica la producción de tornillos que ofrece otra máquina,
en esta se detecta que el nivel de crecimiento está dado por:f(x) = 0, 8x(1− x) tal
como lo muestra la gráfica.

a. Partiendo de una valor inicial x0 com-
prendido 0 < x0 < 1. Determine a lar-
go plazo la cantidad de tornillos pro-
ducidos.

b. ¿Qué se puede concluir sobre el fun-
cionamiento de la máquina?

2. Realice los ı́tems anteriores para una nueva máquina de producción que presenta el
siguiente comportamiento:f(x) = 2, 5x(1− x).

¿Existe un momento de estabilidad de producción de tornillos? si es aśı indique en
que momento.

La localización de un punto de intersección entre las gráficas, en que repercute en
el comportamiento de la iteración? ¿En qué caso? ¿Cómo?

3. Elabore un ejemplo donde se observe que las órbitas se acerque, y otro ejemplo
donde las órbitas se aleje del punto de intersección entre la ĺınea y = x y la parábola
y = kx(1− x).



Actividad No.6

La Derivada Como Indicio De Atracción De Órbitas

Objetivo

Aplicar la derivada de la función en un punto fijo para identificar la atracción o repul-
sión de las órbitas a su alrededor.
Palabras claves: convergencia, derivada en un punto, divergencia punto fijo.

Contexto

Se retoma la situación del taller diagnóstico, en la que estudiante en un d́ıa de sosiego,
toma la calculadora y “juega” a oprimir una gran cantidad de veces una tecla; para esta
ocasión será la tecla ráız cubica y observa la tendencia de los diversos valores alĺı obtenidos.

Establezca una relación entre el com-
portamiento de las órbitas y el punto
fijo p de la función f(x0) = 3

√
(x0) y

la recta y = x

Sin importar el valor inicial incluido
x0 ¿la sucesión de valores tienden a un
único valor? Para esta pregunta selec-
cione valores x0 < p y x0 > p.

Ahora el estudiante “juega” a iterar los valores, esta vez con la tecla cubica x3 de la
calculadora.

Halle los puntos fijos p y responda los dos ı́tems anteriores.

Preguntas:

a. ¿Qué similitud y diferencias existen entre el hallazgo de los puntos y el comporta-
miento de las órbitas que iteran alrededor de dichos puntos fijos?

b. Indique la veracidad de las siguientes afirmaciones sobre la convergencia o divergen-
cia de las órbitas alrededor de los puntos fijos.

Si p un punto fijo llamado Atractor o un sumidero entonces, |f ′(p)| < 1

Si p un punto fijo llamado Repulsor o fuente entonces, |f ′(x)| > 1.



Ejercicios de Intensificacón:

Para cada una de las funciones dadas, encuentre los puntos fijos con la recta y = x e
identifique si es repulsor, atractor o neutro según el comportamiento de sus órbitas para
una semilla x0
1. f(x) = x2 − 2x 2. f(x) = 3x(1− x) 3.f(x) = x3 − 2x

4. f(x) =
π

2
senx 5. f(x) = x2 − 3 6. f(x) = senx

7. f(x) = x5. 8.f(x) = 1/x 9.f(x) = −2x2 + 5



Actividad No.7

Objetivo

Establecer la cantidad de periodos que presenta una órbita según parámetros estable-
cidos previamente para luego identificar recorridos Sistemas Dinámicos de forma aleatoria.
Palabras claves: convergencia, divergencia, regularidad, órbita periódica, orden.

Situación No. 1

Las células de cierto organismo crecen mediante un proceso de división, en que cada
célula se divide en dos cada año, y cada una de ellas se divide para el año siguiente.

a. Establezca la función en términos de x que rige dicho comportamiento.

b. Aplique las iteraciones de para determinar la cantidad de células a partir de una
cantidad inicial x0 que este alrededor del punto fijo con la recta y = x.

c. Determine con la aplicación de la derivada f ′(p) la caracteŕıstica del punto fijo si es
atractor, repulsor o neutro.

Situación No. 2: Método de Newton- Raphson
10 Uno de los procesos básicos en Cálculo es el hallazgo de los ceros de una función,

(ráıces) determinando los valores de x para que f(x) = 0. Sin embargo el despeje de x
puede ser tediosa e imposible para muchas funciones matemáticas. El método de Newton-
Raphson permite realizar hallar dicho valor mediante la iteración de:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

Ejercicio: Aplique las iteraciones necesarias del método de Newton - Raphson para apro-
ximar un cero a la función f(x) : ex − 3x− 1. Tomando como x1 = 3 el valor inicial.

Situación No. 3

Las funciones que se han establecido en las actividades anteriores corresponden a un
sistema dinámico de la forma y = kx(1− x).

10Es importante realizar un trabajo previo acerca de la demostración del método de Newton -
Raphson, identificar sus criterios de aplicación, como también la realización de ejemplos y ejerccios,
comprobando, aśı un empleo mas de procesos iterativos



Las órbitas para un valor inicial x0 convergen a órbitas periódicas de distinto orden
periódico. Encuentra el orden y la órbita en los siguientes casos (con ayuda de la calcula-
dora)

Tendencia de las órbitas Número periodos

k = 3, 3

k = 3, 6

k = 3, 7

Situación No. 4

Ahora, para la función y = 4x(1 − x). Determine el comportamiento de las órbitas a
largo plazo para tres (o más) valores iniciales, ¿Qué ocurre con los valores obtenidos? ¿Es
dependencia de los valores xo previamente escogidos.



Actividad No.8

“La Part́ıcula Saltarina”

Objetivo

Presentar el comportamiento caótico a partir de un Sistema Dinámico Discreto.

Contexto:

Introducción Una part́ıcula salta sobre la recta numérica de la siguiente manera, si su
posición en el instante de tiempo t = n siendo n = 0, 1, 2, 3 . . . es xn, entonces la posición
xn+1 en el instante de tiempo t = n+ 1 viene dada por:

xn+1 = S(xn) = 10xn − [10xn]

Donde [x] representa la parte entera de x del mayor entero menor o igual y la función
asociada como S(x) = 10x− [10x].

Ejercicio: Demostrar que si 0 ≤ x0 ≤ 1, entonces, 0 ≤ xn ≤ 1 para todo t = n ∈ N,
es decir, si en el instante de tiempo t = 0 la part́ıcula se encuentra en un punto sobre el
intervalo [0, 1], entonces va a permanecer en ese intervalo para t = 0, 1, 2, 3, . . ..

Solución: Se utilizará inducción matemática, teniendo en cuenta que si x0 ∈ [0, 1] enton-
ces x0 es de la forma:

x0 = 0, a1a2a3a4 . . . Siendo a1a2a3a4 . . . la parte decimal de x0.

Para t = 1 se tiene

S(x0) = x1 = 10x0 − [10x0] = 10 · (0, a1a2a3a4 . . .)− a1 = 0, a2a3a4 . . .

De modo

S(x0) = x1 = 0, a2a3a4 . . .

De esta manera, la posición de la part́ıcula x1 ∈ [0, 1] en el instante t = 1.

Posteriormente, para el estado de tiempo t = n − 1 la part́ıcula esta en la posición xn−1
determinado por:



S(xn−2) = xn−1 = 0, anan+1an+2 . . .

De esta manera, la posición de la part́ıcula xn−1 ∈ [0, 1].

Finalmente, la posición de la part́ıcula xn en el instante de tiempo t = n esta deter-
minada por:

S(xn−1) = xn = 10xn−1 − [10xn−1] = 10 · (0, anan+1an+2 . . .)− an = 0, an+1an+3an+4 . . .

Demostrando que la posición de la part́ıcula xn para el instante de tiempo t = n se en-
cuentra en un punto sobre el intervalo [0, 1] y

Parte No. 1

1. Complete la siguiente tabla:

x0 S(x0) S(S(x0)) S(S(S(x0))) S4(x0) S5(x0)

0,232323

0,25

1/3

0, 123



a. Para cada posición inicial de la part́ıcula de la tabla anterior, indique mediante un
diagrama de fase, su ubicación para cada instante de tiempo t = 0, 1, 2, 3 . . . dentro
del intervalo [0, 1]

b. ¿Qué condiciones debe satisfacer x0 para que la part́ıcula saltarina permanezca en
esa posición para todo t = 0, 1, 2, 3 . . .? Plantee un ejemplo.

c. Diga si siguientes órbitas que corresponden a las distintas posiciones iniciales de
una part́ıcula saltarina corresponden a periodos de ciclo de orden 1, ciclo de orden
2, ciclo de orden 3 y ciclo de orden 4:

Posición x0 Periodo:

1/4

1/12

1/100

4/15

0,1456

0,12345

1/5

Parte No. 2: Dependencia sensitiva de S con respecto a condiciones iniciales

2. Suponga que la part́ıcula saltarina esta en la posición inicial x0 = 1/9
¿Qué sucederá con las futuras posiciones de la part́ıcula saltarina si su posición ini-
cial ha sufrido un pequeño cambio en milésimas de unidades? ¿las posiciones futuras
de la part́ıcula serán similares, iguales o totalmente diferentes?

Para ello, considere que la part́ıcula saltaria ha sufrido los siguientes cambios en
su posición inicial y0, donde se supone que son valores relativamente próximos a
x0 = 1/9.

y0 S(y0) S(S(y0)) S(S(S(y0))) S4(y0) S5(y0)

0, 12

0, 112

0, 11112

0, 111112

a. De acuerdo a los valores de la tabla anterior,la part́ıcula saltarina ha iniciado a saltar
desde la posición y0 = 0, 11112. ¿Para que instante de tiempo t = n la part́ıcula
llega a un punto y permanece alĺı?

b. Verifique por medio de una gráfica de fase de tiempo, los saltos de la part́ıcula dadas
a partir de la posición inicial x0 que es 1/9 y los saltos de la part́ıcula si a comenzado
a saltar desde las posiciones iniciales yi de la tabla anterior.

c. Dada la part́ıcula saltarina cuya posición inicial x0 es
1

4
represente para los distintos

saltos en la gráfica de tejido de telaraña originadas por la dinámica de la función
S?



PARTE No 3: Densidad

1. Sea la part́ıcula saltarina cuya posición inicial x0 es
3

4
, y la misma part́ıcula saltarina

con otra posición inicial y0 =
1

3
cuyas partes decimales son clasificadas como exactas y

periódicas; si la part́ıcula comienza a saltar de acuerdo a la dinámica de la función S,
responda a las siguientes preguntas:

a. La part́ıcula cuya posicón inicial x0 ha sido
3

4
¿Qué posiciones tendrá la part́ıcula

para los estado de tiempo t = 1, t = 2, t = 3, t = 4, t = 5:

b. Ahora, la part́ıcula ha comenzado a saltar desde la posición inicial y0 que es
1

3
¿Qué posiciones tendrá la part́ıcula para los estado de tiempo t = 1, t = 2, t = 3,
t = 4, t = 5:

c. Śı la part́ıcula cuya posición inicial es z0 = 1√
2

ha comenzado a saltar ¿Cuantos

estados de tiempo t = n son necesarios para que la part́ıcula permanezca en un
único punto o śı sus saltos tendrán una periodicidad?

Los saltos de la part́ıcula de posición inicial x0 = 3/8 originada por la dinámica
de la función S se puede visualizar mediante el siguiente diagrama de fase:

Iteración Posición de la part́ıcula Valor

x0 x0 0,375

S(x0) x1 0, 75

S(x1) x2 0, 5

S(x2) x3 0

d. Realice el diagrama de fase de las diferentes ubicaciones de las part́ıculas saltarinas
planteadas en el parte 1 y 2 de la actividad. Describa su comportamiento, tenden-
cias y periodicidad.



2. De acuerdo a la dinámica de la función S, considere la part́ıcula saltarina cuya posición

inicial x0 es
2

7
determine sus siguientes posiciones de acuerdo a la representación gráfica

en tejido de telaraña mostrada a continuación. Conteste las siguientes preguntas como
FALSO o VERDADERO según el caso.

a. Los saltos de la part́ıcula cuya posición inicial x0 es
2

7
sobrepasan el intervalo [0, 1]:

b. La part́ıcula regresará a su posición inicial luego de 7 iteraciones:

c. En algún momento la part́ıcula cuya posición inicial x0 es
2

7
se puede encontrar

entre el intervalo [0, 1; 0, 9]:

d. En algún momento la part́ıcula cuya posición inicial x0 es
2

7
se puede encontrar

entre el intervalo [0, 1; 0, 5]:

3. Ahora considere una part́ıcula cuya posición inicial x0 ubicada en el intervalo [0, 1]. Al
aplicarse la función S e iniciar los saltos de dicha part́ıcula, responda FALSO o VERDA-
DERO según corresponda:

a. La posición de la part́ıcula permanece en el intervalo [0, 1] para cualquier instante
de tiempo t = 0, 1, 2, 3 . . .:



b. Si la part́ıcula tiene una posición inicial x0 cuya parte decimal es exacta, su órbita
tenderá a ser periódica:

c. Para una part́ıcula saltarina cuya posición inicial x0 es
1

16
es posible que en alguno

de sus saltos visite al intervalo (0, 5; 0, 6) contenido en [0, 1]:

d. Para una part́ıcula saltarina cuya posición inicial x0 es
3

16
es posible que en alguno

de sus saltos visite al intervalo (0, 2; 0, 3) contenido en [0, 1]:

4. Tenga en cuenta la part́ıcula cuya posición inicial es x0 es un valor numérico cuyo
desarrollo decimal comienza con 0,0123456789; luego los próximos 200 términos consisten
en todos los posibles bloques de dos d́ıgitos, posteriormente, los 3000 términos en bloques
de tres, de la siguiente manera:

x0 = 0, 0123 . . . 9︸ ︷︷ ︸
bloque1

00 01 02 03 . . . 10 11 12 . . . 99︸ ︷︷ ︸
bloques2

000 001 . . . 456 . . . 999 . . .︸ ︷︷ ︸
bloque3

a. ¿Cuantas iteraciones en la función S que define los saltos de la part́ıcula se tienen
que aplicar para aproximarse al número x = 0, 7 encontrándose a una distancia de
0, 1 unidades?

b. En algún momento la part́ıcula se puede aproximar a cualquier valor x ∈ [0, 1] con
una aproximación de 1/10n unidades. Determine cuantas iteraciones son necesarias
para aproximar la part́ıcula a los siguientes valores x:

33/100

333/1000

1/3 con una distancia de 0,01 unidades

1/12 con una distancia de 0,001 unidades.



Actividad No.9

La Función Tienda de Campaña

Objetivo

Comprender el Sistema Dinámico que genera la función T , describiendo la densidad
en I a partir de sucesiones de puntos con órbitas periódicas. Determinar la sensibilidad
de las iteraciones a partir de condiciones iniciales.

Contexto

La siguiente función presenta grandes particularidades en la secuencialidad de las órbi-
tas para valor inicial x0. Descubra la recurrencia de las iteraciones, conteste de manera
clara y descriptiva el planteamiento de las preguntas que le permitirán establecer conclu-
siones sobre la apropiación de los Sistemas Dinámicos Discretos.

1. La función Tienda de Campaña es continua en el intervalo [0, 1] definida como:

T : [0, 1] −→ [0, 1]

T (x) =


2x si x <

1

2

2− 2x si x >
1

2

a. Grafique la función Tienda T junto con la recta y = x y encuentre los puntos de
intersección.

b. Al iterar las siguientes semillas en la función T mediante la recta y = x, describa
que periodo n tiene sus órbitas.

a) x0 =
1

4
b) x0 =

1

2
c) x0 =

3

4

c. Complete la siguiente tabla según las semillas x0 indicadas y encuentre sus órbitas
en cada caso:



¿Afecta la secuencialidad de las órbitas, son similares, a partir de qué periodo sus
comportamientos son distintos?

2. La función Tienda T presenta las siguientes transformaciones al ser iterada con sigo
misma.

a. Escriba una expresión algebraica en términos de x que permite obtener las gráficas
T 2, T 3

b. Para cada gráfica, halle los puntos fijos p con la recta y = x

c. Halle los periodos de las órbitas para cada una de las siguientes semillas, mediante
procesos iterativos en las gráficas T 2, T 3.

a) x0 =
1

5
b) x0 =

2

7
c) x0 =

3

11
d) x0 =

1

10
e)

x0 =
p

2n

d. Determine las caracteŕıstica tiene el punto fijo p, como:

Punto fijo p atractor.

Punto fijo p repulsor

Punto fijo p neutro
Mediante la aplicación de la definición: |(fn)′(p)| < 1 y |(fn)′(p)| > 1



ACTIVIDAD FINAL

Juguemos Triqui

Objetivo

Diseñar una actividad que resalta la competencia en la resolución de ejercicios y pro-
blemas atribuidos a identificar la comprensión de situaciones en Sistemas Dinámicos Dis-
cretos.

Procedimiento

Se presenta el diseño de un tablero conocido como triqui compuesto por 9 espacios,
ubicando en cada uno de ellos un ejercicio o problema aplicando conceptos referentes a
Sistemas Dinámicos Discreto.
Los estudiantes competirán de a parejas (o en par de equipos) aplicando la solución de
los ejercicios, eligiéndolos al azar de tal manera que los ejercicios resueltos formen una
ĺınea recta ya sea diagonal, horizontal o vertical. Ganará aquel estudiante o equipo que
complete el triqui.
Para brindar una mejor competencia, se puede establecer tiempos ĺımites al desarrollo del
ejercicio elegido.

A continuación se muestra el diseño del juego:

ESTUDIANTE EQUIPO A × ACIERTOS
ESTUDIANTE EQUIPO B © ACIERTOS

Situación A: Se tiene la función Loǵıstica xn+1 = kxn(1 − xn) y dada la semilla
x0 = 1/4 Halle el punto fijo mediante las trayectorias de sus órbitas para la función
Loǵıstica con parámetros k = 2 y k = 3.

Situación B: Dada la máquina cuya salida es el cuadrado de la suma de los d́ıgitos
de un número natural que previamente se ha introducido, si al valor de la salida
nuevamente se introduce en la máquina y se repite este proceso hasta 2000 veces,
halle el valor resultante si se ha introducido a la máquina el número 4.

Situación C: Determine la convergencia de las órbitas en la función Tienda dadas
las semillas x0 = 1/8 y 3/25. Plantee un diagrama de fase de tiempo.

Situación D: Aplique el concepto de la derivada para indicar si el punto fijo es
atractor o repulsor de la función y =

√
x y la recta y = x y represente gráficamente

las órbitas de la semilla x0 = 2, 25 mediante el diagrama en tejido.



Situación E: Aplique el concepto de la derivada para indicar si el punto fijo es
atractor o repulsor de la función x3 y la recta y = x y represente gráficamente las
órbitas de la semilla x0 = 1, 25 mediante el diagrama en tejido.

Situación F: Aplicar el método de Newton-Raphson para estimar la intersección
entre las gráficas.

Situación G: Aplicar la Dinámica de la función S

Situación H: Identificar las caracteŕısticas del punto fijo mediante el uso de la
derivada

Situación I: Determinar la función Tienda al ser iterada con sigo misma en el
orden de T 4.



4. Sistematización y Análisis de Resultados de

una Muestra de la Secuencia de Actividades

Figura (4-1): Concretización y organización de contenidos a evaluar

4.1. Fase No. 4

En esta fase final y luego de la aplicación de las actividades en el aula de clase, se
contará con su respectivo análisis a las respuestas que el estudiante haya formulado, dicho
análisis está basado a partir del contraste de destreza de razonamientos a nivel concep-
tual y procedimental, también se determina como el estudiante profundiza los diferentes
conceptos de Cálculo Diferencial para interpretar los Sistemas Dinámicos aśı como su apli-
cación, por ejemplo, como se emplea la derivada para determinar si los puntos fijos son
atractores, repulsores o neutros.

Finalmente la propuesta de actividades culmina con la incorporación de situaciones
cuyas órbitas no son predecibles y los resultados en su iteración es aleatoria, con ello se
pretende incluir una aproximación a la noción de Sistemas Caóticos, donde más adelan-
te, en cursos posteriores, los estudiante de Tecnoloǵıa profundizarán en la aplicación de
ecuaciones en diferencia infinita.

En consecuencia, se presenta cada uno de los análisis de acuerdo a los resultados
propuestos por los estudiantes a las actividades planteadas, según su correspondiente per-
tinencia a su presentación y desarrollo, con ello se responde a cada una de las cuatro fases
según el marco metodológico sugerido. Además se cuenta con las evidencias correspon-
dientes a procesos realizados por los estudiantes.



ACTIVIDAD DIAGNOSTICO

Curso: Tecnoloǵıa en Electrónica
Lugar: Universidad Distrital Francisco José de Caldas, sede Tecnológica.
Número de estudiantes: 34
Temáticas: Recurrencia, iteración, secuencias, periodicidad.
Tiempo de aplicación: 2 horas de clase (120 min)

Materiales:
Instrumento gúıa, formulando las situaciones problemas cada uno con preguntas
tipo abiertas.

Hojas cuadriculadas, donde los estudiantes redactan sus argumentos.

Calculadora cient́ıfica.

Rol del Profesor: Brindar a cada estudiante una gúıa escrita tipo diagnostico; para
obtener resultados propios de la actividad, se espera la no influencia del docente en las
respuestas de los estudiantes, por tanto, su participación debe ser pasiva garantizando la
libre opinión del estudiante frente a las situaciones planteadas.

Luego de la recolección de las respuestas se procede a su respectiva sistematización y
análisis de resultados, proponiendo al grupo el afianzamiento y validación de las distintas
temáticas en actividades posteriores.

Rol del estudiante: Desarrollo de la gúıa diagnostico es de manera individual, brin-
dando en sus respuestas la interpretación de las situaciones planteadas en la actividad
según sus concepciones, experiencias y aprendizajes, además recalcar la profundidad, cla-
ridad y buen argumento a preguntas tipo abiertas.

Para la actividad diagnostico se ha estipulado como objetivo fundamental: Proponer
situaciones en contexto que brinden un análisis de los conceptos que tienen
los estudiantes en cuanto a recurrencias, iteracciones, interpretación gráfica,
varianzas de secuencias numéricas.

Para ello se propuso tres situaciones que dan cuenta del desarrollo por parte del estu-
diante, a partir de las siguientes intenciones:

Situación No.1: “Maquina funcional”
El hallazgo de un valor numérico final, bajo procesos de recurrencia e iteración de entradas
y salidas de cifras numéricas según la orden de una máquina que cumple con la cualidad
de una función: “el cuadrado de las cifras del número natural”.

El estudiante tiene la oportunidad de ingresar un valor numérico arbitrario y analizar
su comportamiento luego de n secuencias y aśı deducir su resultado final, además, es de
esperar que el estudiante proponga otro tipo de recurrencias, frente a otros valores iniciales.

Situación No.2: “El trato de Salam y Mustafa”
Contrastar dos tipos de secuencias numéricas, donde el estudiante manifiesta sus dife-
rencias mediante: los resultados hallados para un determinado tiempo, la identificación
de



una secuencia tipo ĺıneal frente a una tipo exponencial y la ventaja o/y desventaja del
trato pactado según lo planteado en la situación.

Situación No.3: “Secuencia en la Calculadora”
Observar los distintos resultados al iterar un valor numérico especifico en tres tipos de
operaciones como la raiz cuadrada (

√
x), coseno (cosx) y 10− x. El estudiante identifica

las diferencias entre la secuencialidad de los valores al ser iterados cierta cantidad de veces.
Además el estudiante explica con mayor seguridad las caracteŕısticas de las operaciones
como tal, al incluir nuevos valores numéricos.

En el análisis de la actividad diagnostico, se ha sistematizado en tipos de respuestas
brindadas por los estudiantes agrupando los razonamientos y procesos en común bajo tres
categoŕıas, puntualizando en: [7]

Pensamiento Dinámico vs Pensamiento Estático. Determinar procesos co-
gelados en un punto del tiempo (estados), o un tiempo indeterminado como una
sucesión de estados en equilibrio; frente a la naturaleza de las distintas relaciones
entre los valores numéricos, indicando los diversos estados dado el valor previamente
incluido.

Pensamiento Sistémico vs Pensamiento Individualista. Hallar en detalle el
funcionamiento del sistema y que tipo de valores numéricos son los que producen
ciertos tipos de comportamientos ya sean convergentes, ćıclicos o divergentes.

Pensamiento Operativo vs Pensamiento Pasivo. Establecer las relaciones exis-
tentes entre los valores numéricos que conforman la secuencialidad, la descripción de
procesos para hallar un resultado final y el predominio de operaciones matemáticas
en el comportamiento de las secuencias numéricas.

RESULTADOS:

Planteamiento Situación No 1:
Suponemos que se construye una máquina cuya entrada es un número natural y la

salida es el cuadrado de la suma de las cifras del número natural. Si la salida se introduce
nuevamente en la máquina y se repite el proceso aśı sucesivamente 2015 veces, entonces:

a. El valor final de dicho proceso es:

b. Describa el proceso que empleó para hallar dicho valor:

Los estudiante desarrollarón los items empleando los siguientes razonamientos resumidos
en la siguiente tabla con su respectiva cantidad.



Respuestas No. Estudiantes Porcentaje

Resultado espećıfico a un valor inicial espećıfico 7 20,5 %

Tres posibles resultados:
{81,169,256} (las más comunes) 8 23,5 %

Posible valor final dependiendo si el valor
inicial es par, impar, múltiplo de 10, etc. 14 41,2 %

Planteamiento de generalidad o
patrón matemático 5 14,7 %

Tabla (4-1): Sistematización Prueba Diagnostico Situación No. 1

Análisis : Los estudiantes en un 20,5 % responden a este proceso con una cantidad
espećıfica ya sea cero (0) o uno (1) y para otro valores numéricos los estudiantes argu-
mentan que posiblemente el resultado de las 2015 iteraciones es diferente, sin embargo no
entran en detalle, quizás pensando en la divergencia de las próximas iteraciones.

Aqúı se puede considerar la búsqueda de equilibrar la sucesión de las cifras y facilitar el
proceso, pues la misma situación ofrece dicha libertad, bajo este proceso de razonamiento
predomina el Pensamiento Estático frente al Dinámico.

Para un 64,7 % de los estudiantes se observa un análisis más profundo al incluir
otras cifras numéricas y deducir el proceso final en las 2015 iteraciones, además describen
ciertos grupos de resultados finales con dependencia de aquel valor numérico que ha sido
previamente incluido en la máquina. Algunas deducciones son:

Para algunos valores pares, se obtendrá entradas y salidas entre 169 y 256 si dichas
entradas son, 2,4,16

El valor final es 1, śı en algún punto del proceso las cifras suman 10, las entradas
para este resultado serán 19,28,37,...,91.

Śı el valor inicial es múltiplo de tres el resultado final será 81 (Ver Figura A-1)

El proceso de razonamiento que el estudiante manifiesta es este tipo de conclusiones,
se puede ubicar en un Pensamiento Dinámico y Operativo[8], debido a las carac-
teŕısticas de sus deducciones

Finalmente un 14,7 % de los estudiantes proponen algún tipo de generalidad simboli-
zando el proceso que genera la máquina para los valores de entrada y salida, sin embargo
sus conclusiones no son muy claras y no se obtiene una respuesta concreta; pensando
quizás en el tipo de situación que lleva a procesos de secuencialidad, la idea de hallar una
fórmula matemática pareciese que fuera el camino de conclusión.(Ver Figura A-2)

Planteamiento Situación No 2:
Dos comerciantes Árabes Salam y Mustafa que albergan cada uno una gran riqueza, en
una ocasión Salam le propuso a Mustafa que le donaŕıa una suma de $100,000 diarios
durante 31 d́ıas, a cambio Mustafa pagará $1 en el primer d́ıa al llevarse $100,000, en el
segundo d́ıa $2 por otros $100,000, en el tercer d́ıa $4 y aśı sucesivamente el doble de la
cantidad anterior por cada d́ıa que Mustafa reclame los $100,000 a Salam, también por 31
d́ıas.
Mustafa al ver la rid́ıcula cantidad que teńıa que pagar en comparación con lo recibido,
aceptó el trato de inmediato.



a. Al final de los 31 d́ıas, se puede concluir:

b. Describa el proceso de pago que realiza cada personaje:

El desarrollo de los estudiantes frente a esta situación se resume en la siguiente tabla:

Respuestas No. Estudiantes Porcentaje

Proceso recurrente
listado numérico 24 70,5 %

Busqueda de Generalidad en
secuencia Ĺıneal y Exponencial 10 29,5 %

Tabla (4-2): Sistematización Prueba Diagnostico Situación No. 2

Análisis: Para esta situación los estudiantes, en su totalidad, manifestarón la perdida
de dinero de Mustafá frente a la propuesta de Salam, que iniciando con valores numéricos
diferentes, se obtiene cantidades distintas según la secuencia.

De esta manera el 70,5 % de los estudiantes plantearon un listado de las distintas can-
tidades para cada d́ıa, sobre todo para el comportamiento de cobro para Salam, debido a
la dificultad para hallar un valor para el dia n+ 1 sin contar con la cifra del d́ıa anterior
n. (Ver Figura A-3)

Un 29,5 % de los estudiantes, manifestarón el comportamiento matemático del cobro
que tiene cada personaje, mediante la aplicación de un patrón numérico. Aqúı se puede
catalogar el razonamiento de este grupo de estudiantes como un Pensamiento Dı́nami-
co[8] debido a la caracteŕıstica de la recurrencia de los datos bajo operaciones matemáticas
distintas.

Planteamiento Situación No 3:
En una tarde de sosiego un estudiante toma la calculadora y oprime la ráız cuadrada de 10
seguido de la tecla igual, esto repetidamente observando la particularidad de los resultados.

Con ayuda de la calculadora realice dicho proceso y completa la tabla, no solo con la
tecla de la ráız cuadrada, sino con las demás operaciones que se muestran a continuación,
recuerde que el resultado obtenido nuevamente se repite en la operación, aśı sucesivamente.
(El valor inicial será el número 10).

a. Describa el comportamiento de los distintos valores obtenidos en cada operación:

¿De que forma varián los resultados?

¿Existe alguna tendencia notable?

b. Si incluye como valor inicial cualquier x ¿el comportamiento de los resultados cambia,
se mantiene igual? ¿Cómo explicaŕıa dicho comportamiento?.

c. Proponga una gráfica en el plano cartesiano que escriba pertinentemente el comporta-
miento de las secuencias de los valores.

Para la solución de este punto es necesario que el estudiante complete la tabla propuesta
en la actividad y sus análisis a las respuestas se evidencian en la observación de los dife-
rentes datos iterados según las operaciones indicadas.
Las respuestas se resumen en la siguiente tabla:



Respuestas No. Estudiantes Porcentaje

La secuencia cambia para diferentes
valores iniciales a iterar 22 64,7 %

La secuencia permanece igual
independiente del valor inicial 12 35,3 %

Tabla (4-3): Sistematización Prueba Diagnostico Situación No. 3

Un 80 % de los estudiantes del curso lograrón los resultados esperados en la iteración
de las cifras en cada una de las operaciones matemáticas al incluir como valor inicial el
número 10. Con esta situación se encontrarón dos grupos de respuestas: (Ver Figura A-5)

El 64,7 % de los estudiantes afirmaron comportamientos descendentes, cercanos, a un
valor que consideran muchos de ellos como original, para este grupo existió dificultades
en la secuencia de 10− x al esperar una secuencia ćıclica de periodo dos se obtuvo otros
resultados quizás por la falta de claridad en la operación a iterar, por ejemplo:(Ver Figura
A-6)

Para el 35,3 % de los estudiantes, aplicarón otros valores iniciales diferentes a 10 y
se determina en sus conclusiones que dichas secuencias apuntan o convergen a un valor
especifico como en el caso de la ráız cuadrado y la función coseno, además identifican de
forma cualitativa la variabilidad entre los diferentes valores recurrentes, identificando que
una secuencia es más rápida que otra en su variación.

Algunas representaciones gráficas propuestas por los estudiantes con relación a los da-
tos numéricos presentados a continuación

Figura 4-3: Evidencias gráficas

Los estudiantes manifestarón que exist́ıan algunas irregularidades en la representación
gráfica, en una primera ocasión causo algún tipo de dudas e incorformidad sobre el com-
portamiento de la gráfica, debido a que por ejemplo, es natural que la representación en
el



plano de
√
x describe una curva, algo distinto a lo presentado en la actividad; aún más

con la gráfica del término 10− x pensando como función ĺıneal de pendiente negativa.

La discusión ha quedado abierta para las próximas sesiones, donde se incluirá un análi-
sis gráfrico, por ejemplo, de la función

√
x con la recta diagonal y = x cuyas iteraciones

para cualquier valor inicial x0 convergen a 1, tal como se visualiza en la figura 4-3:

Figura 4-4: Iterada de x0 en f(x) =
√
x

ACTIVIDADES DE INICIO

Temáticas: Composición de una función , recurrencia, interés monetario, rentabilidad,
gráfica.
Tiempo de aplicación: Dos sesiones (4 horas clase)

Materiales:
Dos instrumentos gúıas planteando como situación fundamental el comportamiento
de interés monetario y la recurrencia de sus valores para tiempos posteriores.

Calculadora

Material para representación gráfica: Reglas, lápices, colores.

Rol del profesor: Proponer situaciones en contexto donde se visualice las iteradas de
valores numéricos y provocar en los estudiantes al análisis de dichas recurrencias en su
desarrollo, mediante la formulación de preguntas y posturas que motiven la participación
y la paulatina formalidad de los conceptos.

Rol del estudiante: Desarrollar las situaciones propuestas explicando y argumentan-
do de manera amplia la solución de las diferentes preguntas que sustentan la actividad.
Se cuenta con su participación en las diferentes plenarias presentadas en clase, aśı como
también, el ejercicio juicioso de profundizar en los conceptos propuestos.



Para las dos actividades de Inicio se ha propuesto como objetivos primordiales: Ana-
lizar comportamientos de valores numéricos a partir de una situación concreta
como lo es el interés monetario, además de introducir dicha recurencia de ma-
nera gráfica al realizar trazos de segmentos horizontales y verticales (tejido en
telaraña).

La intención que se tiene con estas actividades de inicio en el desarrollo por parte de
los estudiantes es la siguiente:

MOMENTO No.1: “Modelo Financiero”

Garantizar la comprensión de problema visto en contexto y como situación fundamen-
tal, está permitirá incluir conceptos básicos e introductorios de la téoria de los Sistemas
Dinámicos Discretos.[2]

De esta manera se espera en los estudiantes (de acuerdo a la formulación del los
items a), b) y c)) la elaboración de una tabla hallando las cantidades monetarias en cada
tiempo, aplicando reiteradamente la función: xn = 1, 04(xn−1) describiendo, no solo, el
comportamiento creciente de los valores al transcurrir los años, también la oportunidad
de recurrir a una expresión matemática que permita hallar la cantidad monetaria para un
año determinado n, sin embargo, lo destacable en la actividad es precisamente analizar el
comportamiento numérico periodo tras periodo.

Posteriormente, se plantea una variación en el comportamiento financiero manifestado
en el problema (siguiendo los items d) y e)), aqúı es de esperar que el estudiante interprete
adecuadamente dicha variación que consiste en adicionar $1000 para cada periodo y como
está influye en la sucesión numérica, donde se discutirá las notables (o no) diferencias
entre las dos recurrencias.

MOMENTO No.2: Análisis gráfico“Tejido de Telaraña”
Luego de la visualización numérica consignadas en las tablas, determinando en cada uno
de los estados el crecimiento de los valores para el caso del comportamiento del modelo
financiero propuesto en clase, se procede ahora a visualizar dicho comportamiento de for-
ma gráfica en el plano, para ello se traza la recta que describe el monto monetario para
el periodo n correspondiente a la función xn = 1, 04(xn−1)+1000 y la recta diagonal y = x.

Inicialmente se traza caminos horizontales y verticales entre las rectas, que corresponde
a los puntos cuyas parejas ordenadas son: (x; f(x)) , (f(x); f(f(x))),. . . ,(fn(x); fn+1(x)).
Con dicho trazado se observa los valores monetario para cada tiempo , también se procede
al proceso de iteración de tipo gráfico denominado “Tejido en Telaraña que en posteriores
actividades ayudará a identificar puntos de intersección de la recta y = x con curvas,
siendo estos puntos especiales que definen el comportamiento de una órbita dentro de un
Sistema Dı́namico.

Es aśı que se espera en los estudiantes la continuación del trazado (rectas horizontales
y verticales) identificando los valores hallados en el proceso previo de iteración, interpre-
tando este proceso como una gran alternativa de análisis, por ejemplo, en la influencia de
redondear u obviar cifras decimales presentadas en las iteraciones y la tendencia de las
secuencias numéricas al involucrar otro valor inicial x0.



RESULTADOS:
Planteamiento de la situación:
Un inversionista deposita en una cuenta un capital de $5000 que paga el 4 % de interés
anual. Halle los saldos de las cuentas durante: 1 año, 2 años 3 años, 5 años, 10 años, 25
años.

Los procesos y resultados que aplicarón de los estudiantes se resume en la siguiente
tabla:

Respuestas No. Estudiantes Porcentaje

Empleo de la función xn = 1, 04(xn−1) 25 73,5 %

Incremento del valor del interés
año tras año 9 26,5 %

Tabla (4-4): Sistematización actividades de inicio.

El 73,5 % de los estudiantes realizarón lo esperado, con el hallazgo del capital mas
su interés generado para el siguiente periodo n+ 1 teniendo como referencia el capital de
periodo presente n. De este procedimiento el 22 % de los estudiantes (16 alumnos) mani-
festarón la necesidad de redondear las cifras decimales u obviarlas, según su concepto en
precisar aśı los cálculos sin que sea tedioso en el reemplazo de la expresión matemática
que indica el próximo capital. Para este momento no se intervino en la conveniencia o no
de manipular las cifras decimales, simplemente se cuestiono si dicho proceso es necesario
constatando la seguridad del estudiante.

Un 26,5 % Aplicarón el proceso reiterativo únicamente incrementando el interés a la
ganancia, para ese suceso fue importante aclarar , que el procedimiento en el hallazgo de
capital para cualquier periodo es semejante al proceso del interés compuesto y este era
necesario en su desarrollo para la actividad. Dicho proceso se consolidó de acuerdo a la
siguiente noción:

El comportamiento del interés compuesto manifiesta un proceso iterativo representado
en la acumulación de intereses que se han generado en un peŕıodo determinado por un
capital inicial durante n periodos de imposición a partir de la siguiente secuencia:[2]
CFk es el Capital final, Ci Capital inicial, r El interés generado, n El tiempo o periodo.

CF1 = Ci(1 + r) (4-1)
CF2 = CF1(1 + r) = Ci(1 + r)(1 + r) = Ci(1 + r)2 (4-2)
CF3 = CF2(1 + r) = Ci(1 + r)2(1 + r) = Ci(1 + r)3 (4-3)

CF = Ci(1 + r)n (4-4)

(4-1) Capitalizando para un primer periodo.

(4-2) Capitalizando para un segundo periodo.

(4-3) Capitalizando para un tercer periodo.

(4-4) Capitalizando para un n− esimo periodo.



Con la intervención frente al desarrollo de la actividad, los estudiantes en su totalidad
comprenden la siguiente fase, que consiste en plantear la misma recurrencia adicionando
un valor de $1000 al capital a partir del segundo periodo, con ello se pretende consolidar
el proceso de iteradas, aunque no se formalizaba aún la composición reiterativa de la mis-
ma función, además surge en los estudiantes la necesidad de generalizar el proceso para
indicar de manera inmediata el capital para un periodo CFk sin la presencia del capital
anterior CFk−1. Sin embargo el objetivo es precisamente visualizar la secuencia de las
órbitas contribuyendo al desarrollo del Pensamiento Operativo frente al Pasivo.[8]

“Se plantea como alterar ese comportamiento operando sobre la estructura y paráme-
tros del sistema. Por eso al simular el sistema se generan escenarios alternativos y se
estudia la sensibilidad del sistema a cambios. . . Pensar operativamente conlleva hacerse la
pregunta: ¿Qué hubiese sucedido si .....?”11

Lo ocurrido en clase se puede evidenciar en los procesos desarrollados por los estu-
diantes vistos en la Figura A-7.

Planteando una variación a la actividad, se propone obtener los diferentes valores al
sumar 1000 a cada capital monetario. Se obtiene proceso visto en la Figura A-8.

Para las siguientes sesiones se incluirá, de manera progresiva, algunos términos propios
del lenguaje de los Sistemas Dinámicos, tales como: órbitas a los diferentes valores itera-
dos, Tejido en telaraña al desplazamiento horizontal y vertical en la iteración gráfica de
la curva con la recta diagonal y = x, Puntos fijos a la coordenada de intersección gráfica e
iteración de una función como la composición en śı misma; ello debido a la intensión que
los estudiantes determinarón en las actividades de Inicio, enfocados más hacia el hallazgo
de una expresión matemática que describiese los diferentes capitales a nivel contable, que
en śı el estudio de la secuencia numérica iterada.

ACTIVIDADES DE REESTRUCTURACIÓN

Temáticas: Procesos de Iteración, órbitas, puntos fijos, aplicación de la derivada en
caracterizar puntos fijos.
Tiempo de Aplicación: Tres a cuatro sesiones de clase.
Materiales:

Gúıas describiendo situaciones fundamentales

Hojas cuadriculadas

Instrumentos de gráfica de funciones

Calculadora

11Modelado de Sistemas Dinámicos y Educación en Ciencias e Ingenieŕıa. Medin J. Destrezas
del pensamiento Sistemodinámico.2007.



Rol del Profesor: Presentar a la clase situaciones alternas susceptibles al desarrollo de
procesos dinámicos y análisis de órbitas, estos corresponden al comportamiento poblacio-
nal, a partir de su tamaño, evolución y propagación de los individuos. Para el éxito de
resultados esperados, el docente no solo promoverá el desarrollo de los diferentes items,
además, motivará a la discisión, propuestas de ideas y consolidación de conceptos median-
te la formulación de preguntas y variaciones a las mismas situaciones presentadas.

Rol del Estudiante: Participar en la solución de la actividad argumentado sus cons-
trucciones e incluyendo en su exposición verbal-escrita términos propios de los Sistemas
Dinámicos, con el fin de obtener una formalidad progresiva de los conceptos. La presen-
tación de las gráficas y su cuidado en la elaboración se ha de tener en cuenta para el
buen comportamiento de las órbitas que finalmente identificarán las caracteŕısticas de los
puntos fijos.

Para las cuatro actividades de reestructuración se plantea como objetivo primordial:
Identificar gráfica y tabularmente el comportamiento de órbitas alrededor de
puntos fijos para luego caracterizar dichos puntos mediante la aplicación del
concepto de derivación.

Las actividades de restrucuración se dividen en los siguientes momentos, en las cuales
se manifiesta las siguientes intenciones:

MOMENTO No.1: “Puntos Fijos” De acuerdo al planteamiento de la actividad
del comportamiento financiero, en su análsis gráfico las rectas no se interceptaban en el
cuadrante positivo del plano, por el contrario las órbitas en su iteración tend́ıan hacia
una divergencia, Para esta ocasión se propone la visualización de las órbitas alrededor
del punto de intersección entre rectas y con ello determinar la convergencia y divergencia
de los valores numéricos iterados, además dicho proceso manifestará la solución de una
ecuación de la forma f(x) = x.

El planteamiento de la actividad conlleva al estudiante a describir varios comporta-
mientos de las órbitas entre recta diagonal y = x y rectas de la forma kx+ b con | k |< 1
y | k |> 1, obteniendo gráficos como:



Figura 4-5: Si | k |< 1 todas la órbitas convergen al punto fijo 0

Figura 4-6: Si | k |> 1 la órbita de todo punto distinto de cero converge

La actividad motiva al estudiante a incluir rectas variando el valor de la pendiente
k y el corte en la ordenada b trazando los caminos y observando el comportamiento de
las órbitas, sin embargo, se resalta aquellos comportamientos donde las rectas se crucen,
ya sea para k, b > 0; k, b < 0 precisamente para identificar atracción (convergencia) o
repulsión (divergencia) de dichas órbitas con relación al punto fijo.



Figura 4-7 :Para 0 < k < 1 yb > 0 todas las órbitas convergen al punto fijo
(intersección)

Figura 4-8 : Para k < 0 y b > 0 las órbitas divergen al punto fijo (intersección)

MOMENTO No.2: “Comportamiento Poblacional”
Para este momento se incluye la iteración de las órbitas para funciones cuadráticas de

la forma kx(1− x) validas para el comportamiento poblacional (función Loǵıstica) junto
con la recta diagonal y = x.

Un primer ejercicio12 consiste en hallar la poblacion de tornillos para el tercer año a
partir de un valor inicial (semilla) x0 = 0, 2. Es de esperar que el estudiante halle los valo-
res f(0, 2), f(f(0, 2)), f(f(f(0, 2))) ubicándolos en el plano por medio del desplazamiento
horizontal y vertical (tejido) que describe el comportamiento de las órbitas, obteniendo
algo similar a la Figura 4-9:

12Situación planteada en contexto, x0 = 0, 2 corresponde a 200.000 tornillos. Ver Actividad de
reestructuración No 2.



Figura 4-9 :Iteración de la forma f3(x0) donde x0 = 0,2

Posteriormente, se incentiva al estudiante a incluir otros valores iniciales y repetir el pro-
ceso iterativo para n años. Con ello se logran conclusiones de comportamientos a largo
plazo y su influencia según valores iniciales.

Para finalizar el desarrollo de este momento, además de variar el periodo de años a
determinar y los valores iniciales a iterar, también se varia el termino k de la función
kx(1− x) para 0 < k < 4. De esta manera surgen nuevas conclusiones a comportamientos
como se representa en la Figura 4-10:

Figura 4-10 : Iteración gráfica fn(x0)

Estas sesiones son cruciales en la consolidación de conceptos y elementos teóricos para in-
terpretar y justificar procesos enfocados a Sistemas Dinámicos a partir de la iteración de
valores en una función. El estudiante en estas instancias logrará dar algunas definiciones
cualitativas de puntos fijos y sus caracteŕısticas, también interpretar que el proceso itera-
tivo de la función fn(x0) como una composición en śı misma cuyo recorrido corresponde
al dominio I → I y aplicar una noción no formal del concepto de Ĺımite, al visualizar las
tendencias de las órbitas.

Lo anterior permite incluir el concepto de derivación para describir formalmente pro-
piedades de los puntos fijos, cuya intensión se presenta a continuación:

MOMENTO No. 3: “Aplicación de la Derivada” Para este momento se propone
conllevar a los estudiantes progresivamente a las definiciones:



Si p un punto fijo llamado Atractor o un sumidero entonces, |f ′(p)| < 1

Si p un punto fijo llamado Repulsor o fuente entonces, |f ′(x)| > 1.

Con ello su comprobación mediante la aplicación de nuevas situaciones o inclusión de
variantes a las actividades ya presentadas y desarrolladas.

RESULTADOS:
Los estudiantes manifiestan los siguientes procesos evidenciado en las Figuras (A-9) y
(A-10)

ACTIVIDADES DE PROFUNDIZACIÓN

Temáticas: Órbitas periódicas, Ceros de una función por iteración, función Tienda y su
Sistema Dinámico
Tiempo de Aplicación: Dos a Tres sesiones de clase.
Materiales:

Gúıas describiendo situaciones fundamentales

Hojas cuadriculadas

Instrumentos de geometŕıa

Calculadora, Hoja de Cálculo Excel.

Rol del Profesor: Para estas actividades finales, se pretende consolidar y validar con
mayor formalidad los conceptos planteados durante el desarrollo de la secuencia de ac-
tividades, además de la identificación en el avance de las destrezas de pensamiento al
visualizar y comprobar el contraste de procesos y razonamientos de situaciones que ofre-
cen un análisis dinámico frente a las enseñazas de la educación tradicional.
El desempeño del Docente es continuar generando espacios donde se promueva la in-
terpretación de nuevas situaciones, por parte del estudiante, y garantizar la discusión y
justificación de procedimientos y cálculos matemáticos.

Rol del Estudiante : Avanzar en la apropiación de conceptos para aplicarlos en
distintas situaciones propuestas, se cuenta en estas instancias con un desarrollo justifica-
do, formal, argumentativo y propositivo acerca de las temáticas propias de los Sistemas
Dinámicos Discretos, con base a aplicaciones del Cálculo Diferencial.

En las actividades de Profundización se presenta como objetivo principal: Identificar
la periodicidad de órbitas numéricas a partir de su comportamiento y aśı su
sensibilidad en las funciones asociadas a condiciones iniciales.

Se propone al estudiante analizar situaciones que generen iteraciones entre valores
numéricos incluidos en funciones, también se propone un ejemplo particular de una función
Loǵıstica Caótica de la forma f(x) = 4x(1− x). en la cual se requiere que el



estudiante compare el comportamiento de órbitas a valores iniciales x0 y x1 aparentemente
cercanos. Obteniendo gráficas en serie de tiempo, tal como la siguiente:

Figura 4-11: Series de tiempo para las órbitas de x0 = 0, 123 y x1 = 0, 124

Observando en las órbitas una similitud de comportamiento para n iteraciones, posterior-
mente, se identifica la separación y aśı el cambio a iteraciones siguientes. Tan solo un
cambio en el milésimo valor de x0 da lugar a comportamientos diferentes de las órbitas
en el futuro.

Las dos actividades de profundización, conllevan a los estudiantes a la inducción de Sis-
temas Dinámicos Caóticos intensificando los siguientes procesos e intensiones:

1. Representar gráficamente la función T identificando la relación, T : [0, 1]→ [0, 1].

2. Identificar regularidades en el comportamiento de órbitas, dados valores iniciales
x0.

3. Analizar las iteraciones de la funciones T, T 2, T 3 con su representación algebraica y
gráfica, estableciendo la siguiente regularidad:

n Tn No de Tiendas Puntos fijos de Tn

1 T 20 = 1 21 = 2

2 t2 21 = 2 22 = 4

3 t3 22 = 4 23 = 8

4 t4 23 = 8 24 = 16
...

...
...

...

k tk 2k−1 2k

Tabla (4-5): Iteraciones de la función T



Figuras:

Figura 4-12:Iteración y puntos fijos de la función T

Tabla (4-6): números periódicos de periodo 2n para puntos fijos T 2n

De esta manera se pretende relacionar las propiedades que manifiesta la función Tien-
da T logrando una aproximación a describir cualitativamente el comportamiento de un
Sistema Caótico, pues, esta función manifiesta los criterios básicos para dicho concepto,
por tanto el estudiante comprobará que T da lugar a un Sistema Dinámico Caótico en
I = [0, 1], si cumple lo siguiente: [13]

1. El conjunto de sus puntos periódicos es denso en I.

2. T tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en I.

3. T es topológicamente transitiva en I.



En el caso de la actividad de la part́ıcula saltarina se quiere determinar la interpre-
tación que manifiesta el estudiante cuando una órbita x, f(x), f2(x), f3(x)... = fn(x) la
define como las distintas posiciones a las que ha saltado la part́ıcula en el interior del
intervalo [0, 1], estas posiciones son: x0, x1, x2, x3, . . . influenciada por la dinámica de la
función S que se da mediante el producto de 10 por la posición inicial x0 restándole su
parte entera [10x] manteniendo solo la parte decimal del resultado, es decir, para la próxi-
ma posición x1 dada por x1 = 10x0 − [10x0], la part́ıcula se encontrará ubicada en el
intervalo [0, 1] en el estado de tiempo t = 1. Para un segundo estado de tiempo t = 2,
es decir, S(S(x0)) = S(x1) la part́ıcula se hallará en la posición x2, aśı sucesivamente,
determinando que la part́ıcula salta en el interior del intervalo [0, 1] a partir del estado
de tiempo t = 1. En una sección de la actividad de la part́ıcula saltarina se planteó las

posiciones de una part́ıcula cuya posición inicial x0 es
1

16
.

t Iteración Posición

0 x0 0, 0625

1 S(x0) = x1 0, 625

2 S(x1) = x2 0, 25

3 S(x2) = x3 0, 5

4 S(x3) = x4 0

Tabla (4-6): Posiciones de la part́ıcula saltarina

Figura 4-13: Tejido en telaraña de particula saltarina cuya posición inicial es
1

16



5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

El trabajo de grado enfatizado en una aproximación conceptual de la teoŕıa de Caos
desde el curso de Cálculo Diferencial, contó con la inclusión de situaciones de Sistemas
Diámicos Discretos basado en la iterada de una función de la forma f(xn) = xn+1, dichas
situaciones fueron propuestas en el diseño de una secuencia de actividades para su poste-
rior aplicación, analizando resultados que han permitido mejorar el proceso de enseñanza -
aprendizaje del Calculo Diferencial, brindando al docente nuevas herramientas didácticas
y a los estudiantes mejorar su comprensión.

Se consideró de aspectos epistemológicos fundamentales que sustentan el desarrollo
teórico de los Sistemas Dinámicos conllevando aśı, a un significado inicial de un Sistema
Caótico, comenzando su estudio de como predecir un fenómeno a un estado final a partir
una minina variación de su estado inicial (Poncairé) y con ello profundizar en el análisis
de las iteradas no periódicas desde una dependencia en su condición inicial (Strogatz).

La perspectiva histórica y la evolución teórica de los Sistemas Dinámicos ha permitido
la oportunidad de incluir una serie de situaciones en diferentes contextos (construcción de
fractales, taza de interés compuesto, comportamientos poblacionales, entradas y salidas
de valores numéricos, vida de elementos qúımicos, estados de posición de una part́ıcula,
etc.) mostrando aśı la gran variedad de aplicaciones como herramienta pedagógica para
el docente, proponiendo, de esta manera la posibilidad de construir nuevas actividades
significativas que potencialicen el conocimiento matemático en los estudiantes.

El diseño de esta variedad de actividades (tanto la aplicación de aquellas fundamen-
tales) han sido posibles no solo desde la perspectiva epistemológica, también se ha tenido
en cuenta las referencias disciplinares, un texto en particular ha sido An Introduction
to Chaotic Dynamical Systems (Denavey) como una de las herramientas que permite
la postulación de aspectos conceptuales propios de los Sistemas Dinámicos Discretos que
acompañado desde un marco metodológico13 ha proporcionado el alcance de competencias
de aprendizaje descritas en:

Modelamiento matemático de situaciones problemas para la producción de análisis
a nivel cualitativo y cuantitativo.

Desarrollo de pensamiento lógico en la consecución de procedimientos y cálculos
matemáticos determinando la eficacia en el análisis y solución de un problema.

13Metodológia de Proyecto Factible, basado en el diseño de proyectos a partir de la solución de
problemas tipo prácticos.



Soluciones alternativas basados en el estudio de las distintas representaciones (ta-
bular, gráfica en telaraña, diagrama de fase.) de un Sistema Dinámico Discreto con
el apoyo de las herramientas del Cálculo Diferencial.

Finalmente, se manifiesta a modo de satisfacción y orgullo el alcance de esta eta-
pa profesional hacia la adquisición de titulo de maestŕıa contribuido en la construcción
del presente trabajo de grado que reúne una serie de aprendizajes a nivel disciplinar y
pedagógico, que no solo fortalecen los proceso de aprendizaje de los estudiantes en las ma-
temáticas, sino también afianza los procesos de su enseñaza para el docente, permitiendo
una constante reflexión hacia la búsqueda de nuevas alternativas didácticas replanteando
y aportando, quizás, a los estándares curriculares de la educación básica, media y superior.

5.2. Recomendaciones

Como sugerencias y observaciones pertinentes para el diseño, aplicación y análisis de
resultados que permiten fortalecer o emprender nuevas investigaciones encaminadas hacia
la enseñanza de los Sistemas Dinámicos desde diferentes enfoques de la matemática (en
este caso desde las herramientas del Cálculo Diferencial), se distinguen las siguientes:

Profundizar en el estudio de referentes disciplinares haciendo una construcción y
secuencialidad lógica de definiciones y teoremas que son base para aplicación de
conceptos.

Aunque se ha empleado en la serie de actividades el manejo de la calculadora y
paquetes de cálculo como Excel, se considera importante la inclusión de herramien-
tas tecnológicas que permitan el modelamiento gráfico, uno de ellos es el software
Mathematica que por medio de unas indicaciones permite visualizar la gráfica en
tejido de telaraña, donde los hilos representan los distintos comportamientos de las
órbitas14

Tener la posibilidad de diseñar un trabajo de grado de este mismo enfoque ma-
temático referenciando modelos pedagógicos que permitan el diseño de actividades,
la recopilación de datos, el análisis de resultados, el estudio de casos y la estipulación
de niveles de aprendizaje; debido a la escases de teoŕıas didácticas de construcción
y asimilación de conceptos matemáticos en la educación superior.

Teniendo en cuenta que en esta ocasión se propuso la comprensión de los Sistemas
Dinámicos Discretos desde el punto de vista de las iteradas de una función con
sigo misma y el análisis del comportamiento de órbitas, se invita a profundizar en
otras perspectivas que ofrece los Sistemas Dinámicos, permitiendo al estudiante la
oportunidad de adentrarse paulatinamente a un tema de las matemáticas que se
desarrolla en futuros semestres aun nivel mas avanzado y quizás complejo, sien-
do posible tratar conceptos de los SDD a un nivel introductorio sin que implique
disminuir el nivel académico, si no por el contrario, profundizar en los aprendizajes.

14Ejemplo propuesto en la página 22.



A. Anexo: Evidencias, Muestra de Secuencia de

Actividades

Desarrollo por parte de los estudiantes

Figura A-1: Evidencias Situación No.1a

Figura A-2: Evidencias Situación No.1b



Figura A-3: Evidencias Situación No.2

Figura A-4: Evidencias Situación No.2



Figura A-5: Evidencias Situación No.3

Figura A-6 Evidencias Situación No.3



Figura A-7: Evidencias Situación No.1

El procedimiento de la figura izquierda corresponde a un comportamiento de interés sim-
ple, mientras lo indicado en la actividad es el hallazgo del capital bajo la aplicación de
un interés compuesto que permite el estudio de las tendencias de las órbitas y su análisis
gráfico con la recta y = x.

Figura A-8: Evidencias Situación No.2



Figura A-9: Evidencias Act. Restructuración No 1

Figura A-10: Evidencias Act. Restructuración No 2
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[5]. GÓMEZ, N. Introducción al Caos a partir de los Sistemas Dinámicos Discre-
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[15]. RAMÍREZ, C. ARANANY, L. Teoŕıa de sistemas, Universidad Nacional de
Colombia, 2002.
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