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Resumen A%

Resumen

El presente trabajo de grado aporta a una comprension inicial de la teorfa del Caos
mediante el andlisis de aspectos basicos de los Sistemas Dinamicos Discretos, en
particular, el comportamiento de las 6rbitas producidas por las iteradas de una fun-
cion, su desarrollo esta enfocado en una secuencia de actividades para estudiantes
de primer semestre de Tecnologia de la Universidad Distrital durante el curso de
Calculo Diferencial.

Se disenan y aplican situaciones novedosas que mediante las herramientas del
Calculo Diferencial proporciona a los estudiantes, como al docente, fortalecer los
procesos de ensenaza-aprendizaje.

Para ello, se realiza una revision epistemoldgica retomando aspectos tedricos que
aportan al desarrollo conceptual de los Sistemas Dindmicos Discretos, junto con re-
ferentes disciplinares del Calculo que justifican el diseno de una serie de actividades
posteriormente aplicadas, analizando de esta manera la aceptacion en el logro de
competencias.

Palabras clave:

Analisis grafico, derivada, iteradas de una funcién, limite, orbitas,
puntos fijos, sistemas dinamicos.
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Abstract

This degree work provides an initial understanding of the theory of Chaos by analy-
zing basics of discrete dynamical systems, in particular, the behavior of the orbits
produced by iterated a function, its development is focused on a sequence activities
for freshmen Technology University District during the course of differential calcu-
lus.

It is designed and applied to new situations using the tools of differential calculus
provides students, as teachers, strengthen the teaching-learning.

For this, a review is done resuming epistemological theoretical aspects that con-
tribute to the conceptual development of discrete dynamical systems, along with
disciplinary concerning the Calculus justifying design and then implemented a se-
ries of activities, thus analyzing acceptance in achieving competences.

Keywords:

Graphical analysis, derived, iterated a function, limit, orbits, fixed
points, dynamical systems.
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Introduccion

En este trabajo se pretende mostrar a partir de ejemplos y actividades no ru-
tinarias, como un estudiante de Calculo Diferencial puede entrar en contacto con
los Sistemas Dinamicos Discretos no lineales y asi pueda tener una visién distinta y
porque no, mas motivante de las aplicaciones de los diferentes temas que se trabajan
en un curso de Célculo Diferencial.

Los Sistemas Dindmicos Discretos SDD no lineales han sido estudiados por
cientificos de todas las disciplinas durante los ultimos 40 anos, mostrando rique-
zas insospechadas tanto en la matematica pura como la aplicada.

Cuando en una calculadora introducimos cualquier ntimero positivo y a conti-
nuacién oprimimos la tecla de la funcién raiz cuadrada repetidas veces, a partir de
un instante obtenemos el nimero 1. Este procedimiento iterativo tan simple resulta
ser un primer ejemplo de un SDD. No presentaremos una definiciéon formal de lo que
es un SDD, sin embargo se puede describir de forma mas general la situacién ante-
rior. Dada una funcion de variable real f cuyo rango este contenido en su dominio D
y un valor inicial 2y en D denominado semilla interesa estudiar el comportamiento
que tiene la sucesion de iteradas

o, f(20), f(f(20)), F(f(f(20))), - (I-1)
Lo anterior también lo podemos escribir como
Tpt1 = f(xn) (I_Q)

Conn=0,1,2,
Dicha sucesién se denomina la 6rbita de xg.

El SDD asociado a f es el conjunto de todas las 6rbitas de f. El objetivo pri-
mordial de la teoria de los SDD es entender el comportamiento a largo plazo o el
comportamiento asintotico de un proceso iterativo.

Para el ejemplo anterior f(z) = y/x y la 6rbita de 0,5 es:

To = 0,5, T = 0,5, Tog = 1/ \/0,5, T3 = 0,

o

(A-3)

Notese que
lim z, =1 (A-4)

n—aoo
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La validacion del presente trabajo de grado esta encaminada a estudiantes de
primer semestre de Tecnologia de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas
sede Tecnolégica durante el curso de Célculo Diferencial, la cual ofrece programas
de pregrado por ciclos, el ciclo profesional acredita titulo de Tecnélogo a estudiantes
que desarrollen los programas en 6 semestres presenciales, estos son:

= Tecnologia en Construcciones Civiles.

Tecnologia en Sistematizaciéon de Datos.

Tecnologia en Electricidad.

Tecnologia en Electrénica.

Tecnologia Industrial.

Tecnologia Mecéanica.

Cada programa se fundamenta en las ciencias basicas, entre las cuales esta como
pilar la matematica. Los estudiantes inician el semestre con el curso de Calculo
Diferencial, se espera que el desarrollo de su ensenanza se forme en los estudiantes
las siguientes competencias:!

1. El estudiante interpreta adecuadamente el concepto de funcion y sus carac-
teristicas con el fin de aplicarlos en el modelamiento matematico y generar
capacidad de analisis.

2. El estudiante genera un esquema de pensamiento logico que le permita juzgar
cuando una demostraciéon o procedimiento se realiza adecuadamente.

3. El estudiante presenta soluciones alternativas a ejercicios y modelos planteados
o resueltos dentro del desarrollo del curso.

Las anteriores competencias a desarrollar en el estudiante de Tecnologia, se veran
reflejadas al abordar la secuencia tematica durante el semestre, dividida en tres cor-
tes académicos, esta es la propuesta del documento curricular “Syllabus” ofrecido
por la Universidad Distrital sede Tecnolégica, su resumen se presenta en la siguiente
tabla? :

!Gestién Curricular Universidad Distrital sede Tecnolégica: programacién del contenido, la
asignatura Calculo Diferencial es area transversal en los diferentes proyectos académicos
2Programacién de contenido: ;El Qué Ensefiar?
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PROGRAMA HNTETICO 27 Derivada de funcién exponencisl y logaritmica
CAPITULO 1 Realesy Funciones
28 Regla de la cadena
1.1 Los numeros reales, Intervalos
29 Diferenciacion implicita y derivada de potencias fraccionarias.
12 Coordenadas en el plano, distancia Y =
CAPITULD 3 Aplicaciones de la Derivada
1.3 Ecuacion de la circunferencia y la recta. 31 Veincidad y otras razones ds cambio
14 Relaciones y Funcian 332 Valores extremas de una funcién
1.5 Aigebra y grifica de funciones, 33 Trazado de curvas. Criterios de la primera derivada
1.6 Funciones trigonomedricas. 34 Trazado de curvas, Criterios de la segunda derivada
17 Logaritmos nafurales. Funcién: Exponencial y Logaritmica. 35 Asintotas y Simetria
CAPITULO 2 Limites y Derivadas 36  Méximosy Minimos
4 - = a7 Problemas de miximos y minimos
24 Limites (definicion, propiedades, limites laterales) c i
38 Ejercicios de oplimizacién
22 Funciones continuas.
39 Razones de cambio relacionadas,
2.3 Pendiente y Derivada.
310 Ejercicios sobre razones de cambio
24 Derivada de funciones polinémicas]
3N Teorema de Rolle. Teorema del Valor Medio
25 Derivada de pofencias, productos y coclentes.
P B ! 312 Formas indeterminadas. Regla de LHapna.‘
2, erivada de funciones frigonamér
B Derhreda deAmclonps higonomskicas 313 Antidesivadas e integrales inmediatas.

Tabla No 1: Contenidos Célculo Diferencial

Los estudiantes de primer semestre de la sede Tecnolégica de la Universidad, son
jovenes entre las edades de 15 - 18 anos, bachilleres académicos que han adquirido
una formacién de educacién bésica y media, por tanto, se asume con anterioridad
la presencia de conceptos previos desarrollados en sus instituciones educativas.

Sin embargo la ensenanza - aprendizaje de las matematicas, especificamente pa-
ra estos primeros semestres de educacién superior, enfatiza en lo formal y riguroso,
mediante procedimientos meramente algoritmicos y algebraicos, olvidando la pre-
via comprension de ideas conceptuales, segun investigaciones por Artigue (2003), se
menciona que en la ensenanza de las matematicas se deja a un lado la incorporacién
de nuevas propuestas de aprendizaje, que apunten hacia la construccion del conoci-
miento.[10.]

Esta razon, afecta el desempeno de los estudiantes de Célculo Diferencial, don-
de se privilegia lo cuantitativo dejando practicamente olvidado lo cualitativo, por
tanto genera grandes indices de pérdida y desercién por parte de los estudiantes, la
diversidad de conocimientos no muy profundos que han sido adquiridos en la edu-
cacion media hace que el curso de Calculo Diferencial se torne en la repeticién y en
el cubrimiento de vacios conceptuales, ademas, es claro que en este nivel educativo
se requiere del estudiante mayor compromiso en la construccién de su conocimiento
en el drea de matematicas que fundamentaran un buen desempeno para futuros
semestres [19] como por ejemplo, aquellos temas relacionados con Ecuaciones en
Diferencia Infinita.
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Se tenia como hipotesis bdsica una concepcion del conocimiento matemdtico,
sequn la cual el significado de un enunciado es unico y en consecuencia la com-
prension estd en funcion de la transmision, sin embargo se sabe que los estudiantes
desarrollan formas de conocimientos que mo coinciden necesariamente con el co-
nocimiento escolar oficial, lo cual estd en contraposicion con la supuesta empatia
transmision - recepcion del conocimiento. Moreno (2000).

Las diversas dificultades en el proceso de ensenanza-aprendizaje del Calculo Di-
ferencial no permiten desarrollar competencias relacionadas para el perfil 6ptimo del
estudiante de tecnoldgia, manifestado por la universidad Distrital, estas se refieren
a: la formulacién, modelaciéon y construccion de relaciones entre los contenidos a
desarrollar.

La propuesta y aplicacién del trabajo de grado parte del interés de demostrar
como las herramientas y conceptos del Célculo Diferencial, permiten estudiar los
Sistemas Dinamicos Discretos que se obtienen al considerar las iteradas de una fun-
cion en los distintos puntos de su dominio, de esta manera se pretende innovar en la
ensenaza del Calculo, involucrando nuevas situaciones como herramientas para que
el docente cuente con un desarrollo transformador en su plan de aula.

Las imdgenes estaticas del mundo real que nos brinda la educacion estdn en con-
tradiccion con los problemas del mundo que son dindmicos... ;Como las acciones
del pasado nos conducen al presente y las decisiones del presente nos conducen al
futuro? Los programas de educacion convencional no revelan estas respuestas.

Medin, J. (2007)[8].

Sintetizando, las situaciones reflejadas anteriormente y sustentadas por los apor-
tes de: Artigue (2003), Neira (2010), Zuniga(2007), Garbin (2005); el curso de Célcu-
lo Diferencial para primeros semestres se asocia con: [10]

a. Enfasis de la ensefianza formal y rigurosa, privilegiando procesos memoristicos.
b. Se deja a un lado la incorporacién de nuevas propuestas de aprendizaje.

c. Existencia de grandes indices de pérdida y desercion.

d. Conocimientos no muy profundos adquiridos en la educacién media.

Es asi que durante el primer semestre, existen dificultades en la profundiza-
cion en el desarrollo de competencias relacionadas con la formulacién, modelaciéon y
construccién entre los contenidos del Calculo diferencial. Por lo cual se presenta la
siguiente pregunta que orientara la investigacion, la proposicién, aplicacién y ana-
lisis de una secuencia de actividades propias de un proceso de ensenanza-aprendizaje
que contrarreste dichas dificultades:

3Ph.D. Escudero, R.influencia de la tecnologia en el aprendizaje del Cdlculo Diferencial y Es-
tadistica Descriptiva. Investigacion y posturas sobre la ensenanza del Célculo en Colombia, como
referente en el sustento e identificacién del problema correspondiente a la propuesta de grado.
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Pregunta Orientadora: ;Qué caracteristicas debe tener una secuencia de ac-
tividades didacticas relacionadas con la teoria bésica de los Sistemas Dinamicos
Discretos, que permita introducir intuitivamente el concepto de Caos en el curso de
Calculo Diferencial?

Para responder a la anterior pregunta orientadora de investigacion, se establece
los siguientes objetivos

Objetivo General: Proponer una secuencia de actividades didacticas para es-
tudiantes de primer semestre de tecnologia de la Universidad Distrital, que permita
un primer acercamiento a la teoria y aplicaciones de los Sistemas Dindamico Discre-
tos, aproximandolos intuitivamente a la nocién de Caos.

Objetivos Especificos:

= Disenar una actividad diagnéstica, que permita indagar en los estudiantes de
Tecnologia, los conceptos y procedimientos previos en cuanto a la identifica-
cién de elementos en interaccion, interpretacion grafica, varianza y secuencias.

= Seleccionar aspectos tedricos fundamentales relacionados con los Sistemas Dinami-
cos Discretos, pertinentes en la profundizacién del Calculo Diferencial.

= Plantear actividades adecuadas para el aula que involucren situaciones didacti-
cas enfocadas hacia el analisis de Sistemas Dindmicos Discretos.

s Validar la secuencia de actividades enfocadas hacia un acercamiento inicial de
la teoria del Caos.



1. Referente Epistemoldgico

A continuacién se relata el surgimiento y desarrollo de la teoria de los Sistemas
Dinamicos, destacando los diversos conceptos, procedimientos y aplicaciones produ-
cidas durante las ultimas décadas, ademéds de su adaptacion en las matematicas.

Aunque el desarrollo de la Teoria de los Sistemas Dindmicos cuenta hoy en dia
con su inclusién en diversas areas del saber, enfocado al estudio de problemas no
lineales vistos desde la Fisica, Quimica, Economia, Biologia, entre otras, asi como
también, en la evolucién de las mismas matematicas; el escrito se enfatizara en los
Sistemas Dinamicos Discretos, referentes a las iteradas de una funcién y su andlisis
de tipo geométrico, describiendo graficamente el comportamiento de érbitas, para
un posterior analisis, estos acompanado por conceptos y herramientas del Calculo
Diferencial.

De esta manera se incluye los Sistemas Dinamicos en el curso de Calculo Dife-
rencial, con el fin de proponer situaciones-problemas novedosos, frente a las meto-
dologias tradicionales habitualmente dictadas, teniendo en cuenta como esta nueva
propuesta fortalece los procesos incluidos en la ensenanza del Calculo Diferencial,
apuntando a una comprension significativa de profundizacién de conceptos de forma
cualitativa y cuantitativa, como por ejemplo, la composicién de una funcién con sigo
misma, la interpretacién gréafica, nociones de limites estudiando el comportamiento
a largo plazo de drbitas, hasta la aplicaciéon de la derivada para el estudio de los
puntos fijos del sistema determinado.

La teoria de los Sistemas Dindmicos (asi como también una formalidad del los
conceptos de Célculo Diferencial) se establece a partir de los trabajos del matemético
y fisico inglés Sir Isaac Newton (1642-1727) y el matemadtico aleman Gottfried
Leibniz (1646-1716) en la mecénica cldsica, aunque no se establecia con dicho
nombre, si se presenta una formalidad en la modelacién y descripcién de fenémenos
fisicos que evolucionan con el tiempo, resumidos en las leyes del movimiento y de la
gravitacién universal inspirada a partir de las leyes de Kepler. [18]

La formalidad que propone Newton, se basa mediante el desarrollo del Calculo
Diferencial para la generalizaciéon del movimiento planetario, con ello da explicacion
al problema de los dos cuerpos.
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El matemaético Francés Jules Henri Poincaré (1854-1912) interesado en el
estudio de las orbitas planetarias, propone el énfasis de la prediccién cualitativa
ante la cuantitativa, esto con base al estudio del problema de los tres cuerpos, que
poco posibilita la prediccion de un estado final mediante una minina variacion en
el estado inicial, con ello se revela los inicios de un Sistema Cadtico a partir de un
sistema determinista. Los estudios de Henri Poincairé lo profundiza George Birkhoff
(1884-1944) demostrando uno de los teoremas geométricos de Poincaré relativo a
gravitacién de los tres cuerpos, llamado hoy en dia como el teorema ergédico.

Mas adelante, se plantea la descripciéon de sistema segtin Ludwig Von Bertalanffy
(1976)[14], que siendo Bidlogo ve la necesidad de plantear y proponer un principio
matematico a un sistema en general, que permita solucionar problemas que invo-
lucran: organizacién y orden entre elementos interactuantes sin importar su origen
o naturaleza. Aqui Bertalanffy incluye el término “Sistema Dinadmico” como la
descripcion de un comportamiento o suceso que ocurre con dependencia del tiempo,
con la condicién de realizar un analisis en la iteradas no periddicas de fenémenos a
partir de una dependencia en su condicién inicial (Strogatz, 1994)[6].

Es asi que se plantea una manera de interpretacién del contexto fisico, partiendo
del siguiente principio:

“El mundo ya no puede percibirse como una mdquina formada por una gran cantidad
de objetos, sino que ha de concebirse como una unidad indivisible y dindmica cuyos ele-
mentos estan estrechamente vinculados y pueden comprenderse sélo como modelos de un
proceso cosmico.”Capra (1985). [18]4

Un ejemplo clasico de un Sistema Dindmico Discreto es el propuesto por el
demégrafo y economista inglés Malthus Thomas (1766-1834), sobre el principio
de crecimiento poblacional frente a un contraste de crecimiento alimenticio, don-
de indica que el primero crece en progresion geométrica y el segundo en progresion
aritmética, teniendo la poblaciéon un crecimiento desproporcionadamente mas de-
prisa que los recursos de subsistencia, asi esto conllevaria al riesgo del futuro de la
especie humana, aunque se critica esta teorid por la falta de involucrar variables de
pobreza, efectos de la naturaleza y factores socioeconémicos, etc. no deja de ser un
ejercicio practico de andlisis a comportamiento entre elementos.

En la cibernética con Norbert Wiener (1894,1964) como principal precursor,
enfatiza el estudio del equilibrio teniendo en cuenta los patrones de organizacién y
autorregulacién de un sistema que comprende el funcionamiento de maquinas, aqui el
concepto de retroalimentacion en que cada elemento tiene un efecto sobre el siguien-
te y asi sucesivamente de manera ciclica retornando al inicio del proceso, se logra
asemejar y transponer dicho proceso en la entrada y salida de expresiones mateméti-
cas dadas y unas condiciones previas para determinar patrones de comportamiento,
tal como lo demuestra el siguiente ejemplo. °:

4Citado por Torrents, M
5Este proceso de recurrencia serd propuesto mas adelante en la actividad diagnostico
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(Figura 1-1)

(Figura 1-2)

Las dos figuras anteriores: (1-1) y (1-2) representan graficamente la situacién
planteada
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En la década de 1960-1970, se plantea el estudio de las propiedades dindmicas (co-
mo también topolégicas) de un Sistema Dindmico Discreto llamado la Herradura de
Smale[9] propuesta por el matemdtico Estadounidense Steve Smale (1930- ) que
ayuda a comprender la dinamica de Caos explicando la componente de imprevisibi-
lidad en un Sistema Dindmico:

La Herradura de Smale ha significado una fuente inagotable de estudios matemdticos
ademds de ser el primer ejemplo de una transformacion cadtica que es topologica-

mente conjugada a la funcion corrimiento en el espacio de dos simbolos Vargas
(2011)8 .

Mas adelante, en la época de los anos 1980 a 1990 se presenta un gran desarrollo
y avance en la formalidad de los conceptos de Sistemas Dinamicos, conllevandolos
a la definicion de una funcién cadtica, aqui se desataca como libro principal “An
Introduction to Chaotic Dynamical Systems” cuyo autor, el matematico Estadouni-
dense Robert L. Denavey (1948-)

El texto de Robert L. Denavey se presenta como texto fundamental en el desarro-
llo disciplinar y conceptual del presente trabajo, se tendréd en cuenta las definiciones
que sustentan las temaéaticas aplicadas en las distintas actividades.

Con el desarrollo y el advenimiento de los sistemas informaticos que prestan una
importante herramienta hacia el progreso de las ciencias, permite a las matematicas
avanzar hacia la modelizacién de sistemas, por ejemplo, modelar aquellos sistemas
dindmicos cuyo comportamiento es cadtico y de esta manera tener criterios definidos
para describir comportamientos mas complejos vinculados a otras ciencias. Con esta
comprension sobre los sistemas cadticos, la incertidumbre que hace algunas décadas
se presentaba, hoy en dia se cuenta con razonamientos més justificados.

“El caos esconde un orden interno que es posible encontrar, se ha descubierto
la forma de comprender y en cierto modo predecir el comportamiento de Sistemas
Dinamicos complejos empleando ecuaciones matemdticas (Prigogine, 1993).

1.1. Contribucién Pedagogica

En un proceso de ensenanza - aprendizaje se profundiza el andlisis de Sistemas
Dindmicos Discretos con metodologias tales como la Sistemodinamica desarrolla-
da por el ingeniero eléctrico Jay Forrester (1970)[7] cuyo propésito es la construccién
de modelos computarizados y bajo una teoria constructivista de aprendizaje, el es-
tudiante tiene la oportunidad de desarrollar sus conceptos potenciando el analisis
cualitativo de los fendémenos.

6Dindmica de la Herradura de Smale. Tesis: Facultad de Ciencias UNAM
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La teoria de la Sistemodindmica ayuda a crear estos ambientes, porque requiere
que el alumno se involucre en un anédlisis cualitativo del problema (orientado por
principios e hipdtesis) antes de que pueda trabajar con las ecuaciones y datos numéri-
co...La sistemodinamica reta al estudiante a que precise sus ideas, de modo que
estas puedan discutirse con propiedad. Molina J (2007)]8].

Se tiene referencia del desarrollo del cambio de paradigmas del conocimiento con
base al empleo de metodologias didacticas en el aula para la ensenanza de Sistemas
Dindmicos, contribuyendo a lo que Barry Richmond (2000)[8] identifica como: “des-
trezas de pensamiento constitutivas de la sistemodindmica”, (pensamiento dindmico,
generalista, sistémico, estructural, en bucles, operativo y cientifico) en ellos se con-
fronta diversos procesos de pensamiento con los que se desarrolla comtinmente en
la escuela.



2. Referente Disciplinar

Se presenta a continuacién algunos resultados que seran utilizados en el presente
trabajo encaminado a las caracteristicas de las orbitas tales como: la presencia de
puntos fijos, divergencia o convergencia, periodicidad, repelencia y atraccién a zonas
o puntos fijos, previamente apoyados bajo definiciones y teoremas del Calculo Dife-
rencial (composicién de funciones, limites, punto medio e intermedio, densidad de
los niimeros racionales) que permite asi su estudio, para culminar con una aproxima-
cién a las nociones intuitivas de Sistema Dinamico Cadtico, utilizando la definicion
de Caos propuesta por R. Denavey (1989)[4], en su libro “An Introduction to Choa-
tic Dynamical Systems” una de las fuentes primordiales, no solo para el desarrollo
matematico, sino para las ciencias enfocadas en la investigacién, verificaciéon y for-
malizacién de fenémenos naturales como teéricos.

2.1. Definiciones Preliminares

2.1.1. Densidad

Sea S C R, un punto x € R es un punto Limite de S si existe una sucesion de
puntos x,, en S con n € N que converge a z. S es un conjunto cerrado si contiene
todos sus puntos limites.

1
Ejemplo [4] Sea I, = [—, 1] , donde n € N, entonces:
n

D [% 1} = (0,1] (2-1)

n=1
No es cerrado, ya que 0 (cero) es un punto limite de S que no esta en S.

2.1.2. Definicion

S C R, S se llamard un conjunto abierto si para cada x en S existe € > 0 tal
que todos los puntos en el intervalo (z — €,z + €) esté contenido en S.

Ahora, para cualquier conjunto S. Se denota clausura de S por S. S consiste en
todos los puntos de S junto con todos sus puntos limites

Si S = (0,1), entonces S es el intervalo cerrado [0, 1].

Claramente, si S es cerrado, entonces S = S.
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2.1.3. Definicion

Un subconjunto U de S es denso en S si la clausura de U es igual a S, (U = S)

2.1.4. Proposicion
Sea J C K C R, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a. J es denso en K
b. Para todo z € K y para todo € > 0 existe un y € J tal que |z — y| < e.
c. Para cualquier intervalo abierto (a,b) C R con (a,b) # @y (a,b)( VK # @ se
tiene (a,b)(J # 9.

Ejemplo, cualquier conjunto abierto S es denso en su clausura S, un ejemplo
interesante es el conjunto de los racionales Q que es denso en R.

2.1.5. Definicion de funcion

Una funcion f es un conjunto de pares ordenados (x,y) ninguno de los cuales
tiene el mismo primer elemento[l1].

Si f es una funcion, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como pri-
meros elementos de pares (x,y) de f se llama el dominio de f. El conjunto de los
segundos elementos y se denomina el recorrido de f, o conjunto de wvalores de f.
2.1.6. Teorema

Dos funciones f y g son iguales si y solo si

a). fy g tienen el mismo dominio, y

b). f(z)=g(x) para todo x del dominio f

2.1.7. Definicion

f es una funcién uno a uno si f(x) # f(y) siempre que z # y y f es sobre si
para todo y en J existe un x € I tal que f(x) = y.

Si f:I — J es uno a uno, entonces podemos definir la inversa de f escribiendo
fED(x) por la regla f(~1(x) = y si solamente f(y) = x.
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2.1.8. Definicion

Una funcién f se dice que es creciente en un conjunto S si f(x) < f(y) para
cada par de puntos x e y de S con x < y. Si se verifica la desigualdad estricta
f(z) < f(y) para todo x < y en S se dice que la funcién es creciente en sentido
estricto en S.

Andlogamente, una funcién se dice decreciente en S si f(z) > f(y) para todo x < y
en S o decreciente en S [1].

2.1.9. Definicion

Sea f : N — R una funciéon que permite asignar a cada niimero natural un ntime-
ro real de la forma f(n) = x, entonces es una Sucesién en R que la denotaremos
por (x,) n € N.

La sucesién (z,) Converge a x € R si (Ve > 0)(Fk € N) tal que si n > k
entonces | x — z,, |< €.

1
Ejemplo [5]: La sucesién (z,,) = (—) converge a Cero.
n

1
En efecto, € > 0 se tiene (— > 0) y por la propiedad Arquimediana existe un
€

1 . .
k. € N tal que k. > —, entonces para cualquier n € N con n > k. se tiene n > —.
€ €
L 1
Es decir, si n > k. entonces | — — 0 |= — < e.
n n

2.1.10. Definicion

La sucesion converge al infinito si para cada a € R existe £ € N tal que si
n > k entonces x,, > «.

2.1.11. Teorema

Sea (a,) y (z,),n € N sucesiones de nimeros reales y sea x € R. Si para algin
c> 0y algin m € N se tiene.

| x, —x |< ¢ | a, | para todo n € N tal que n > m, ademds, si lim (a,) = 0,
n—-ao0

entonces se deduce que lim (z,) = .
n—aoo
2.1.12. Definicién

Sea (z,,) una sucesién de nimeros reales. Se dice que (x,) es Una Sucesién
Creciente si satisface las desigualdades: [5]
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T < Ty <o < Ty < Tpyy < - - (2-2)
(z,,) es Una Sucesién Decreciente si satisface las desigualdades:

Ty >Tg> > Ty > Tpyp > -0 (2-3)
(x,) es Una Sucesiéon No Decreciente si satisface:

T <xo < <xp<Tpy <o (2-4)
(x,) es Una Sucesiéon No Creciente si satisface:

Ty = Lo > 2Ty Tpgg = - (2_5)

En cualquiera de los otros casos diremos que (z,) es Una Sucesién Monotona.

2.2. Composicién de Funciones

Se denota la composicién de dos funciones por (f o g)(z) = f(g(x)) la composi-
cién de f.

Se denota la funcién f"(z) = (fo fo..o f)(x) nétese que f™ no significa f

n—uveces

elevado a la n — estma potencia, tampoco es la n — estma derivada.

Si f(=V(x) existe, escribimos

fE(z) = (f(_l) 0..0 f(_l)) (x). (2-6)

2.2.1. Teorema del Valor Intermedio

Sea f continua en cada punto de un intervalo [a,b]. Si 7 < x5 son dos puntos
cualesquiera de [a,b] tales que f(x1) # f(x2), entonces la funcién f toma todos
los valores comprendidos entre f(z1) y f(x2) por lo menos una vez en el intervalo
(l’l, IL‘Q) .

Demostracién: Supéngase f(z1) < f(z2) y sea k un valor cualquiera compren-
dido entre f(zq) y f(z2). Sea g una funcién definida en [z, 23] como sigue:

g9(z) = f(z) — k, (2-7)
la funcién g es continua en cada punto de [z, 25| y se tiene
g(x1) = f(x1) =k <0, g(w2) = f(x2) — k> 0. (2-8)

Se tiene g(c) = 0 para algtin c entre x; y x2 lo que significa f(c¢) = k, quedando
asi demostrado.

El Teorema del Valor Intermedio es un importante criterio para la existencia de
puntos fijos.
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2.3. Derivacién y Teorema del Valor Medio
2.3.1. Definicién

Sea I C R un intervalo abierto, f: I — Ry a € I. f es derivable en a si el
limite

f(@)~f(a) (2-9)

lim

r—a

existe. En este caso tal limite se denota f’(a) y se lee: la derivada de f en

a. Una funcién es derivable (o diferenciable) si es derivable en cada punto de su
dominio.

2.3.2. Teorema [1]

Sean f y ¢ dos funciones definidas en un intervalo comun. En cada punto en
que f y g tienen derivadas, también las tiene la suma f + ¢, la diferencia f — g,
el producto f - g y el cociente f/g (considerando g # 0. Las derivadas de estas
funciones estan dadas por las siguientes férmulas:

i) (f+9)=f+7,
(i) (f—9) =1 -4,
(ili) (f-9)=f-9+f9,
(iv) g) = W en puntos 2 donde g(z) # 0.

2.3.3. Teorema

Si f y g son funciones, entonces (f o g)'(x) = f'(g(x)) - ¢'(z).
En particular, si h(x) = f"(x), entonces:

W(z) = f(f" V(@) f(fr () ... f(x). (2-19)

2.3.4. Teorema

Sea f : I — I derivable en el intervalo I, entonces:
a. f es creciente en [ siy solo si f'(z) > 0 para todo x en [

b. f es decreciente en [ siy solo si f'(x) < 0 para todo = en I
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2.3.5. Definicion de Continuidad en un punto:

Una funcién f se dice continua en c si se verifican las condiciones:
(i) f(c) esta definido

(ii) xlinc f(z) existe

(iii) lim f(x) = f(c)

Tr—C

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcién f se dice continua en un intervalo
abierto (a, b) si lo es en todos los puntos de ese intervalo.

Teorema Valor Medio: (Teorema fundamental del Calculo Diferencial)

2.3.6. Teorema de Rolle

Sea f una funcién continua en todos los puntos del intervalo cerrado [a,b] y
derivable en cada punto del intervalo abierto (a,b). Supongamos también que

fla) = f(b) (2-11)
Existe entonces por lo menos un punto ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f’(c) =0
El significado geométrico del teorema de Rolle estd representado en la grafica

No 2. En este teorema se afirma tan sélo que la curva debe tener una tangente
horizontal en algin punto entre a y b. [1].

f(a)/

f'{c)=0

f(b)

Figura (2-1): Interpretacion geométrica del teorema de Rolle
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2.3.7. Teorema del Valor Medio para Derivadas

Si f es una funcién continua en todo un intervalo cerrado [a, b] que tiene derivada
en cada punto del intervalo abierto (a,b), existe por lo menos un punto ¢ interior a
(a,b) para el que

f(0) = fa) = f'(c)(b—a) (2-12)

1] P ——. . A ——

(a) (b)

Figura (2-2): Teorema del Valor Medio

Demostracién [1]: Para aplicar el teorema de Rolle se necesita una funcién que
tenga valores iguales en los valores extremos a y b. A fin de construirla, se modifica
f en la forma siguiente:

W) = f(x)(b—a) — z[f(0) — f(a)]. (2-13)

Entonces h(a) = h(b) = bf(a) — af(b). También, h es continua en [a,b] y tiene
derivada en el intervalo abierto (a, b). Aplicando el teorema de Rolle a h, se encuentra
que h'(c) = 0 para un cierto ¢ de (a, b). pero

W(x) = f'(x)(b—a) = [f(b) = fla)]. (2-14)

Cuando = = ¢, se obtiene la igualdad.

2.4. Método de Newton - Raphson

Una de las aplicaciones de procesos iterativos es el método de Newton - Raphson

para aproximar los ceros de una funcién cuando las técnicas algebraicas elementales
como la factorizacion, la férmula cuadratica, la division sintética, etc. no se pueden
utilizar.
El método de Newton-Raphson para hallar una aproximacion de los ceros de fun-
ciones f se basa en la hipdtesis en la cual la grafica de f y la recta tangente en
(x1, f(z1)) cruzan ambos el eje x en puntos cercanos. Se puede calcular el corte de
la recta tangente con el eje x, se emplea dicho punto como muestra, se realiza una
segunda estimacién (siempre y cuando sea posible) para obtener el cero de f.
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La ecuacién de la recta tangente que pasa por el punto (z1, f(x1)) con pendiente

f'(xy) es:

y = f'(v1)(x — 1) + f(21) (2-15)

Haciendo y = 0 y despejando x, se tiene

f(xo)

=20 — 2-16
e f'(o) ( )
A partir de esta estimacion es posible emplear una segunda, a saber.
f(z1)
= — 2 2-17
=11 @) (2-17)
Generalizando:
f(xn)
il = Tp — 2-18
et T T ) (218)

2.5. Puntos Fijos

En el estudio del conjunto de valores resultantes en la iteradas de una funcién,
es importante determinar, cuando esta es periddica, teniendo en cuenta que si la
orbita es periddica de periodo n, indica que en algiin momento ésta retorna a su
valor inicial, es decir que existird un n tal que f"(z) = x; si existe dicho comporta-
miento la érbita formara un ciclo. [6]

Por esto con frecuencia resulta importante estudiar la solucién de ecuaciones de
tipo g(z) = = donde ¢ es una funcién cuyo rango esta contenido en su dominio. Las
soluciones de estas ecuaciones se denominan los puntos fijos de g.

2.5.1. Teorema

Sea I = [a,b] y sea f: I — I continua, entonces f tiene al menos un punto fijo
en [.

Demostracién: "Sea g(x) = f(x)—xz. Claramente g(z) es continua en I. Suponga
que f(a) > ay f(b) < b (de lo contrario, a o b serdn puntos fijos). Se tiene g(a) > 0
y g(b) < 0, entonces por el Teorema del Valor Intermedio existe un ¢ entre a y b
para el cual g(c) = 0 por lo tanto f(c) = ¢ quedando demostrado. Ver figura (2-3).

"Geométricamente, los puntos fijos de f corresponden a los puntos de corte de la gréfica de f
con la recta y = x.
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N

a c b x

Figura (2-3) f : I — I tiene por lo menos un punto fijo

2.5.2. Teorema

Sea f : 1 — I supongamos que |f'(x)| < 1 para todo z en I, entonces existe
un unico punto fijo en I. Ademas.

[f(x) = f(y)] < |z —y| para todo x,y € I; = # y. (2-19)

Demostracion: FEl teorema 4.4.1 garantiza un punto fijo de f. Supdéngase que x
y y son punto fijos, x # y por el Teorema del Valor Medio existe un ¢ entre x y y
tal que:

plo = =1 (222)

Sin embargo contradice la suposicién que |f’(c)| < 1 para todo ¢ en I, por tanto
T =y.

Para establecer la segunda afirmacion de la proposicion; de nuevo se emplea el
Teorema del Valor Medio al afirmar que para algin x,y € I, x # y.

| ) = f@) =] ) [y —x[<|y -] (2-20)

Como era requerido.
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2.6. Sistema Dinamico Discreto Asociado a una Funcion

A continuacion se presenta las siguientes definiciones que complementan el desa-
rrollo de los conceptos involucrados en un Sistema Dindmico Discreto. [4]
2.6.1. Definicién

Sea f una funcién f : I — I, se denomina las iteradas de f a las funciones
en I, que resultan de la repetida composicién de f con sigo misma estas se denota
como:

z, f(x), f2(x), f3(2), ..., ["(2), ... (2-21)
Donde n € N.

2.6.2. Definicion

La orbita o trayectoria de x( es la sucesion de puntos definidos de la siguiente
manera:

z, f(x), f*(x),... con n € N. (2-22)

2.6.3. Definicion

Sea f: I — I. Se dice que x es un punto periédico de f, o tiene una orbita
periddica bajo f, si existe n tal que si f"(x) = x. Al menor de estos nimeros se
denomina el periodo de z. Si f(z) = x se dice que x es un punto fijo (ademds de
ser periddico de periodo 1). Al conjunto de todos los puntos periddicos de f se de-
notardn como: Per(f) y el conjunto de puntos fijos por fiz(f).

Ejemplo: f(x) = 23 tiene 0,1,—1 como puntos fijos.

2.7. Iteracién Grafica

Una forma de poder visualizar una orbita de f para una semilla dada x( es
mediante el retrato de fase[4]. En este caso, podemos imaginar una particula se
desplaza sobre la recta numérica de tal forma que en el instante de tiempo t = 0 se
encuentra en la posicién xq y en el instante de tiempo t =n + 1 en z,11 = f(x,),
parat=0,1,2,3...

tn
to

Xo X1 X2 X3 e¢¢ Xpn
Figura (2-4)
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Otra forma grafica que se puede utilizar para analizar el comportamiento de la
orbita de zy consiste en dibujar simultaneamente la grafica de f y la recta y =
en un mismo plano, se parte del valor zy sobre el eje de las abscisas, entonces,
r1 = f(xg) se obtiene levantando una recta vertical desde el punto z, hasta la
grafica f llegando asi al punto (zg, 1), a partir de este trazamos una recta hori-
zontal, hasta cortar la recta y = x en el punto (x, 1), la abscisa de este punto es
x1 = f(x). Repitiendo dicho proceso con f(z) como punto inicial se visualiza un
recorrido en forma de tejido en telarana cuyos hilos son horizontales y verticales.[6]

Este procedimiento se ilustra en la Figura (2-5) para f(z) = \/z y 2o = 10

y=f(x)=2[x
(xo,f(xc))

Z\ f(xo)g

et e =

X0 = 0,5 X0 =2

Figura (2-5)

Con el programa Mathematica desarrollado por cientifico y tecnélogo Ingles Step-
hen Wolfram (1988), en él es posible disenar y visualizar el gréfico en tejido de te-
larana, con el fin de vincular herramientas tecnoldgicas y proporcionar avances en
los estudios y analisis de situaciones en Sistemas Dindmicos Discretos.

Para diseniar una iteracion grafica, previamente se debe introducir la funcion, el
valor inicial, el nimero de iteraciones y el rango de valores de x para el desarrollo
grafico. [17]
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gral = Plot[{[x],x,{x,xmin,xmax},DisplayFunction->Identily];

ptos = {}

lista = NestList[f,xO,nitera];

PrependTo [ptos,{x0,0}];

For [i=1], i<=nitera, i++,

AppendTo [ptos,{listal[i]],listal[[i+1]]1}];

AppendTo [ptos, {listal[[i+1]], listal[[i+1]]1}];];

gra2 = ListPlot [ ptos, Plotloined->True , DisplayFuction -> Identily];
Show [gral, gra2, DisplayFuction ->$DisplayFuction].

De acuerdo a los cddigos incluidos es posible obtener las siguientes graficas en
iteracion.

0.6

0.4

0.2

08 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0.4 0.6 0.8 1

2.7.1. Definicion

Sea p un punto periddico de periodo n, el punto p es hiperbdlico si |f"(p)| # 1.

Ejemplo: consideremos f(x) = %(x?’ + x) existe pues, tres puntos fijos: x = 0,1, —1.
Note que f'(0) = 3 y f'(£1) = 2. Por lo tanto cada punto fijo es hiperbdlico.

Para complemento del estudio de los Sistemas Dindmicos Discretos, se analiza
las caracteristicas y propiedades que tiene los puntos fijos de una determinada fun-
cion y con ello el comportamiento de las érbitas, de las cuales es posible que sucedan
tres factores planteadas en las siguientes definiciones:|3]
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2.7.2. Definicion

Un punto fijo x¢ de una funcion f se llama Atractor si existe un intervalo alrede-
dor de zq, con la propiedad de que cualquier otro x; que pertenezca a este intervalo
tenga una orbita en éste y tienda a xg bajo iteracion de f.

2.7.3. Definicion

Un punto fijo g de una funcién f se llama Repulsor si existe un intervalo alre-
dedor de zy con la propiedad de que cualquier otro z; en este intervalo (excepto xg)
tenga una érbita que salga del intervalo bajo iteracién de f.

Un punto fijo que no es no atractor ni repulsor se llama neutro.

Es importante realizar un trabajo previo con los estudiantes para identificar las
caracteristicas de puntos repulsores, atractores y neutros que cumple los puntos fijos
mediante la elaboracién de tablas o el andlisis grafico en tejido en telarana. Poste-
riormente, la aplicacién de la derivada a un punto fijo.

2.7.4. Definicion

Sea p un punto periédico de periodo n con | (f™)(p) |< 1 el punto p es llamado
un punto periddico atractor o un sumidero. [4]
Se pueden distinguir tres tipos de puntos fijos atractores aquellos que.

f'(p) =0, 0<f(p)<1, —1< f'(p) <0 (2-23)

El comportamiento esta ilustrado en las Figuras: (2-6), (2-7), (2-8).
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o X1 Xzxs d2 di do

Figura(2-6): a.

Xo X1 X2 X= p do

Figura (2-7): b.
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X1 X3 Xz Xo

Figura (2-8): c.
Los diferentes puntos atractores: a. 0 < f'(p) <1 b. f'(p) =0¢. =1 < f'(p) <O0.
Respectivamente.

[gualmente un punto fijo es repulsor o fuente como se presenta en la siguiente
definicién
2.7.5. Definicién

Un punto fijo p con |f'(p)] > 1 es llamado repulsor o fuente, si existe un
intervalo abierto U de p tal que si € U,z # p, y un k > 0 tal que f*(z) ¢ U. Ver
Figuras: (2-9), (2-10)
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Xz ¥z Xa¥p dodl 3o dz=

Figura (2-9): Puntos fijo repulsor.
f(xz)

f(xz)

y

— >y
P

e i Xo X1 Xz

Figura (2-10): Puntos fijo repulsor.
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Estos conceptos ayudaran a indicar el comportamiento cadtico de un Sistema
Dindmico, sin embargo, predominara la identificacion de sensibilidad a condiciones
iniciales como aproximacién a la comprension de situaciones que presenten dinami-
cas cadticas.

2.8. Ejemplo de un Sistema Dinamico Discreto:
Funciones Logisticas

Se consideran los distintos estados de valores z,, inmerso en un Sistema Dindmi-
co Discreto en funciones logisticas [3] que es de la forma:

Tpi1 = kx, (1 — ) (2-24)

Su representacion gréfica es una pardbola definida en el intervalo [0, 1] pasando por
cero cuando x = 0y = 1 con un valor maximo en x = 1/2. Se elige un valor inicial
(semilla) zq interpretando que para z1 = f(xg), xo = f(x1), 3 = f(x2), asi su-
cesivamente, se visualiza su comportamiento en una grafica de tejido en telarana
reflejando los valores x,.1 correspondientes a x,, mediante trayectorias horizontales
y verticales.

Este proceso iterativo muestra El Diagrama de Fase de Tiempo ubicado en
la parte inferior de la parabola, para este caso la secuencia de valores z,, convergen
a un solo punto en la interseccion de la curva con la recta y = z satisfaciendo:

Tp+1 = Tp y Tn41 = f(mn) (2_25)

Xn+l

Diagrama fase de tiempo

Xn

Figura(2-11): Fases de tiempo dindmicos de un valor inicial x
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El estado del proceso iterativo repercute en un estado final constante hacia un Pun-
to fijo de la 6rbita anteriormente definida.

Se incluye este tipo de funciones x, 1 = kx,(1 — z,,) con la particularidad que
existe un intervalo para ciertos valores k donde las 6rbitas tenderan a un punto fijo
atractor, otros valores k& donde existira un punto fijo repulsor de la 6rbita y finalmen-
te valores k£ donde la funcion logistica es caotica; esta dependencia del parametro k
sera aplicada en las actividades correspondientes a crecimientos poblacionales.

2.9. Transitividad Topolégica

Se quiere resaltar en el significado de Transitividad Topolégica la siguiente
idea:[14] Dadas dos zonas cualesquiera del espacio donde esta definida la funcién,
existe un punto en la primera zona cuya érbita visita, en algiin momento, la segun-
da. Asi, una funcién transitiva, aseguraria la existencia de puntos cuya orbita viaja
de una parte arbitraria del espacio a otra parte igualmente arbitraria del mismo.

2.9.1. Definicion

Sea f:J — J Se dice que f es topolégicamente transitiva en J si para cual-
quier pareja de subconjuntos abiertos A y B distinto de vacio existena € Ay n > 1
tales que f™(a) € B.

2.10. Caos

Finalmente se logra conducir las teorias y conceptos hacia una aproximacion a un
Sistema Dinamico que no es posible predecir su comportamiento en futuros estados,
aunque se conozca su estado inicial y los resultados de sus previas iteraciones estas
se ven afectadas y son sensibles para posteriores estados. El estudiante de Tecnologia
consideraréd que las aproximaciones muchas veces de manera caprichosa pueden oca-
sionar otros resultados no esperados, o de manera contraria, los resultados finales
a ciertos modelos pueden ser interpretados como ciertos o verdaderos siendo quizas
erréneos, pues durante el proceso, los margenes de error son menospreciables y las
aproximaciones ocurren de una forma natural.

Se pensara también, que tomando una medida lo mas cercana posible a una
original ocasiona resultados igualmente parecidos, sin embargo con lo estudiando
se puede afirmar que las orbitas quizas tendran comportamientos diversos hacia un
estado n — estmo.

Existe diversas definiciones posibles que describen un comportamiento Cadtico,
que van desde la teoria de la medida, nociones de aleatoriedad y teoria topoldgica.
Se adopta la siguiente definicion: [4]
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2.10.1. Definicién (Efecto Mariposa)

f+J — J tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales si existe § > 0 tal
que, para cualquier z € J y alguna vecindad N de x existe y € Ny n > 0 tal que:

(@) = fr(y)] > 6. (2-26)

2.10.2. Definicion

Sea V una funcion f: V — V se dice que es Cadtica si sobre V:

1. f tiene dependencia suceptible a condiciones iniciales.
#1. f es topoldgicamente transitiva.

2. El conjunto de puntos periédicos es denso en V.

El comportamiento Cadtico tiene tres componentes: Imprevisibilidad, indescompo-
nibilidad y un elemento de regularidad

2.10.3. Definicion

f:J — J es expansiva si existe u > 0 tal que para algin z,y € J, x # y existe
n tal que.

/(@) = f"(y)] > w. (2-27)

Ejemplo: la funcion cuadrdtica f(x) = 4x(1—x) es Cadtica en el intervalo I = [0, 1].

2.11. Funcién Tienda de Campana (Propiedades Basicas)

Como actividad final y de profundizacion, se propone estudiar la dindmica de
las érbitas de una funcién especial llamada la Funcién Tienda de Campana [13],
definida en el intervalo [0, 1], mostrando que el conjunto de los puntos con érbitas
periddicas es numerable y denso en el intervalo [0,1]; en ella se contemplard la
presencia de un Sistema Cadtico, donde se observa la sensibilidad bajo condiciones
iniciales dados dos valores (semillas) cercanos (tanto como se quiera)determinando
el comportamiento tan distinto en sus iteradas.

2.11.1. Un ejemplo de una funcién Cadtica

SeaT :I=10,1],I CR,seaT : I — I, con la siguiente regla de corresponden-
cia:
T(x)
A

1

e

BI] -

Figura(2-12)

T(z) = (2-28)
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2.11.2. Proposiciéon
La funcién T es sensible a las condiciones iniciales en I = [0, 1]
1
Demostracién: [13] Sean ¢ = 3’ x€l,yd>0. Existe n € N tal que.
T"(x —6,x+6) = 1. (2-29)

Entonces existe ¢ € (z — d,x + 0) tal que.

T"(c) =0 (2-30)
y existe d € (x — d,z + 0) tal que
T"(c) =1 (2-31)
Por lo anterior se tiene
T -T'@) >3 6 T -T@) >y (232)
pues de lo contrario se tendria que
T -TH @) | Yy T T S5 (239)
y de esta forma
| T"(c) = T™(x) | + [ T™(d) = T"(2) [2| T"(d) = T"(c) | (2-34)
por lo que puede concluirse que
L= T ) - T |< (2-35)

lo cual es una contradiccion.
Para finalizar se toma a y = ¢ 6 y = d, dependiendo de cudl sea la distancia mayor

a 3 con lo que se tiene que

=y |< oy | )~ F() > (2:360)

Lo que prueba la afirmacion.

2.11.3. Definicion

La funcién T, es topolégicamente transitiva en en intervalo I.

Demostracion: Se toman dos intervalos abiertos cualquiera, diferente de vacio
y contenidos en I. Sean (a,b) con a < by (¢,d) con ¢ < d en tales intervalos existe
un n € N tal que T"[(a, b)] = I, luego T"[(a,b)] N (¢, d) # 0.

2.11.4. Teorema

El conjunto de los puntos periddicos de 7" forma un conjunto denso en I = [0, 1]



3. Marco Metodolégico

A continuacion se describe como se lograra el alcance de los objetivos especificos que
responden a la elaboracion de la propuesta de grado, ademés cuales son las etapas,
técnicas, actividades, materiales y referentes tedricos en su desarrollo.

Como metodologia de investigacién se adoptara: la metodologia de Proyecto
Factible, cuya caracteristica principal es el diseno de proyectos, modelos operati-
vos o formulacién de lineamientos basado en la soluciéon de un problema de tipo
practico, para esta ocasion la contribucién de profundizar en estudiantes de primer
semestre de Tecnologia, es en el apoyo a la ensenanza y comprensiéon del Céalculo
Diferencial mediante actividades y situaciones novedosas de los Sistemas Dinamicos
Discretos.

Se presentan las siguientes fases donde cada una de ellas pretende responder a
los objetivos especificos

3.1. Fase No. 1

Diseno una actividad diagostica, que permita indagar en los estudian-
tes de Tecnologia, los conceptos y procedimientos previos en cuanto a la
identificacién de elementos en iteraccion, interpretaciéon grafica, varianza
y secuencias.

En esta primera Fase de desarrollo se toma como poblaciéon 34 estudiantes de
primer semestre de tecnologia en Electrénica de la Universidad Distrital Francisco
José de Caldas.

El instrumento es una guia la cual plantea tres situaciones de recurrencia de
valores, junto con la formulacion de preguntas pertinentes que respondan al logro
del primer objetivo, identificando en el estudiante su capacidad de analisis bajo pro-
cesos de iteracion, secuencias y representacién grafica.

Basados en la formulacion de la secuencia de actividades propuesta por el docu-
mento Syllabus, como referente curricular y de lineamientos en la ensenanza del
Calculo Diferencial, los estudiantes profundizaran sus conceptos en:
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= Operaciones con nimeros reales.
= Relaciones y funciones

] Algebra y grafica de funciones.

La actividad diagnostico sera aplicada en clase a modo individual, luego se plan-
teard la respectiva plenaria de las respuesta formuladas por los estudiantes, la parti-
cipacién del docente esta basada en primera instancia a modo de escucha y receptor
de la informacién suministrada.
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Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Facultad de Tecnologia
Tecnologia en Electrénica

AL Calculo Diferencial.

UNI IDAD DISTRIT,
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

3.1.1. Actividad Diagnostico

Objetivo: Revisar los conceptos que tienen los estudiantes de Tecnologia
en cuanto a situaciones que impliquen: recurrencia, iteraccion, interpre-
tacién grafica, varianza y secuencias numeéricas.

1. Se construye una maquina cuya entrada es un nimero natural y la salida es el
cuadrado de la suma de las cifras del niimero natural. Si la salida se introduce
nuevamente en la maquina y se repite el proceso asi sucesivamente 2015 veces,
entonces:

a. El valor final de dicho proceso es:

b. Describa el proceso que emple6 para hallar dicho valor:

2. Dos comerciantes Arabes Salam y Mustafa que albergan cada uno una gran
riqueza, en una ocasion Salam le propuso a Mustafa que le donaria una suma
de $100,000 diarios durante 31 dias, a cambio Mustafa pagara $1 en el primer
dia al llevarse $100,000, en el segundo dia $2 por otros $100,000, en el tercer
dia $4 y asi sucesivamente el doble de la cantidad anterior por cada dia que
Mustafa reclame los $100,000 a Salam, también por 31 dias.

Mustafa al ver la ridicula cantidad que tenia que pagar en comparaciéon con
lo recibido, acepté el trato de inmediato.

a. Al final de los 31 dias, se puede concluir:

b. Describa el proceso de pago que realiza cada personaje:

3. En una tarde de sosiego un estudiante toma la calculadora y oprime la raiz
cuadrada de 10 seguido de la tecla igual, esto repetidamente observando la
particularidad de los resultados.

Con ayuda de la calculadora realice dicho proceso y completa la tabla, no
solo con la tecla de la raiz cuadrada, sino con las demas operaciones que se
muestran a continuacion, recuerde que el resultado obtenido nuevamente se
repite en la operacion, asi sucesivamente. (El valor inicial sera el nimero 10).

V| cos(x) | 10 — x
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a. Describa el comportamiento de los distintos valores obtenidos en cada ope-
racion:
= ;De que forma varian los resultados?
= ; Existe alguna tendencia notable?
b. Si incluye como valor inicial cualquier x jel comportamiento de los resulta-

dos cambia, se mantiene igual? ; Como explicaria dicho comportamiento?.

c. Proponga una grafica en el plano cartesiano que escriba pertinentemente
el comportamiento de las secuencias de los valores.
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3.2. Fase No. 2

Seleccion de conceptos tedricos fundamentales, relacionados con los
Sistemas Dinamicos Discretos, pertinentes en la profundizacion del Calcu-
lo Diferencial.

Los aspectos conceptuales y tedricos corresponden al surgimiento del estudio de
los Sistemas Dindmicos en las diferentes ciencias, el porqué de su inclusién en la
matematica y como influye en la ensenanza del Célculo Diferencial. Tales compo-
nentes corresponden a:

= Interpretacion de funciones en su comportamiento gréafico
» Caracteristicas de elementos iniciales de la teoria de los Sistemas Dindmicos

» Sensibilidad de un sistema dadas las condiciones iniciales en el estudio de sus
valores iterados (6rbitas) alrededor de un punto fijo.

En este apartado se presentan las teorias epistemologicas y disciplinares de autores
principales como:[5,14,16,18]

» Javier Aracil (1986) Ingeniero de Industrial Espanol y licenciado en la uni-
versidad politécnica de Madrid. Sus desempeno en la actualidad estd enmar-
cado en la aplicacién de la teoria cualitativa de Sistemas Dinamicos al diseno
de controladores y al analisis de problemas locales y globales en sistemas de
control no lineales

» Henry Poncairé (1854- 1912) Matemaético, fisico y cientifico tedrico Francés,
su influencia se basa a partir del estudio del problema de los tres cuerpos y co-
mo esto conlleva a la idea de la presencia de un Sistema Cadtico, su relevancia
esta en la importancia de la prediccion cualitativa ante la cuantitativa en la
prediccion de un estado final mediante una minina variacién en el estado inicial

» Edward Lorenz (1917-2008) Matemético y meteorélogo Estadounidense
considerado como uno de los grandes pioneros en el desarrollo conceptual de
la teoria de los Sistemas Cadticos. Aunque el presente trabajo no pretende
profundizar en estas teorias, si se quiere enfatizar la proyeccién de los Siste-
mas Dinamicos discretos hacia una aproximacion de su significado.

» Steve Smale (1930- ) Matematico Estadounidense influyente en la inclusién
y profundizacién de estudios de Sistemas Dindamicos Discretos mediante la ob-
servacion de elementos en constante iteracion
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» Blanchard, P. Denavey, R. Hall, G. (1999). Su influencia es la construc-
cién disciplinar de los conceptos fundamentales para el desarrollo del presente
trabajo. Iniciando con la composicién de una funcién cuyo recorrido es el
mismo dominio, hasta la definicién de los componentes necesarios para la pre-
sencia de un sistema cadtico.

= Se cuenta con el documento Syllabus de la asignatura Calculo Diferencial como
referente curricular.

3.3. Fase No. 3: Esquema de Secuencia de Actividades

Propuesta y desarrollo de una serie de actividades que involucren
situaciones didacticas enfocadas hacia el analisis de Sistemas Dinamicos
Discretos.

La planeacién de las diferentes actividades, cuentan con la identificacién de des-
trezas de pensamiento que constituyen a la comprension de situaciones no- lineales
que permitan contrastar procesos de razonamiento.|[12]

Se cuenta con el diseno de nueve actividades, cuyas situaciones -problemas se
enfocan en la aplicacion de Sistemas Dindamicos Discretos tales como: el compor-
tamiento financiero de la tasa de interés compuesto, crecimiento y decrecimiento
poblacional, estados de una péarticula dentro de un intervalo, Sistemas Dinamicos
Caoticos.

Inicialmente las activiades estan basadas en identificar situaciones donde los pun-
tos fijos son atractores y repulsores considerando primero funciones lineales de la
forma f(x) = mx con xy = 0 punto fijo, aqui las situaciones diddcticas promoveran
un andlisis tabular y grafico en tejido de telarana. Para | m |< 1 se tendra z( la
atraccion de todas las orbitas, si —1 < m < 0 las érbitas saltardn alrededor de cero
conforme tienden al punto fijo.

Mientras | m |< 1 todas las dérbitas tienden a alejarse de cero; el origen es un
punto fijo repulsor donde las érbitas saltan de lado a lado conforme salen del origen
cuando m < —1. Ver Figuras (4-1), (4-2), (4-3) y (4-4).

Posteriormente, se proponen situaciones cuando f es una funcién no lineal, por
ejemplo de la forma cuadratica f(z) = kx(1 — x) aqui, si f tiene un punto fijo g y
| f'(z0) |< 1 entonces se visualizara que la gréfica de f es tangente a la linea recta
cuya pendiente es menor que 1. El andlisis grafico muestra que las érbitas cercanas
deben ser atraidas a xy. Entonces, un punto fijo cercano xq es atractor para toda f
donde | f'(xg) |< 1.

También se presentardn actividades donde se identifica | f'(zo) |> 1 las érbitas
cercanas son repelidas de x igual que el caso lineal. Por tanto, si | f'(zo) |> 1 en el
punto fijo , entonces x es un punto repulsor. Ver figura (4-5) y (4-6).[3]
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Las actividades estén clasificadas como se muestra en la siguiente tabla (3-1):

/

ACTIVIDAD DIAGNOSTICO

¥v" Funcidn de entrada y salida

\

W
Determinar procesos v Secuencia numeérica tipo lineal y expenencial
Rerabives #| v Iteracion numeérica aplicado en una funcion
ACTIVIDAD DE APERTURA

Consolidar el significado de iteracidn
en un proceso de construccion

La Dinamica en Papel

I

v Triangulo de Sierpinski
v’ Escalera fractal
v Conjunto de Cantor

i

Modelo Financiero

ACTIVIDADES DE INICIO

.

L

Interpretacion de problemas y

Iteracion de la forma
CF = C[_(]. e T‘:}n

Analisis Grafico

Iteracién grafica en “tejido de

solucién s
Modelo Financiero
Comportamiento de orbitas alrededor
de un punto
Comportamiento
ACTIVIDADES DE —T Bihilacinnal
REESTRUCTURACION
Funcidn logistica de la forma
J, l f(x) =kx(1—x)
Argumentacicn, contraste y
discusion
Aplicacion de la
> Derivacién

v Criterios para determinar puntos
fijos: atractores y repulsores.
¥ Método de Newton-Raphsan
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La Particula Saltarina \

ACTIVIDADES DE
PROFUNDIZACION

J"

Consolidacion y validacion

Posicidn de x,en [0,1] en intantes de
tiempot=nconn=0,123..

Funcion Tienda de
Campafia

Sistema Dinamice Cadtico, susceptible
a condiciones iniciales.

ivd

ACTIVIDAD DE CIERRE

Juguemos Triqui

7
“

Desarrollo de competencias alrededor
3 | de soluciones en Sistemas Dinamicos
Discretos

L/

Tabla (3-1): Secuencia de Actividades.
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3.3.1. Secuencia de Actividades

Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Facultad de Tecnologia
Tecnologia en Electrénica

UNIVERSIDAD DISTRITAL Calculo Diferencial.
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

Actividad de Apertura

La Dinamica en Papel

Objetivo

Visualizar situaciones dinamicas mediante construcciones en hojas de papel para
estimular la creatividad, la orientacién espacial y consolidar el significado de itera-
cion.

Construcciones:
= El tridngulo de Sierpinski Materiales:
= Escalera fractal = Papel o cartulina

= El conjunto de Cantor. » Tijeras, lapiz
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Triangulo de Sierpinski

Se toma una hoja tamanio
carta para inidar con la
cons truccidn del fractal

* Dobla hada arriba una de las partes cortadas.

» Dicho doblesse pliega quedando como espede
de escalera.

» Muevamente se marcalos segmentos de lamitad
de los dobleces y se recorta

</ ¢

Se doblala hoja por la mitad

Se traza un segmento desde la mitad
del borde doblado

Se recorta el segmento trazado

6@

Serepite el proceso de los pasos anteriores,
5e doblalos nuevos recortes realizando el pliegue
hada el interior

Se marca vy se recorta los segmentos trazados
hasta la mitad de los dobleces,

Finalmente se despliega la hoja visualizando la construccién del Triangilo de Sierpinski

requerida®

8El docente puede acompanar la actividad con la inclusién de un video ilustrativo con el fin de
facilitar la construccién, se recomienda: https://www.youtube.com/watch?v=iXVI1Xtsb2QA
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Figura 3-1:blog.divermates.es

1. jCuantos procesos repetitivos realizé para construir el tridngulo de Sierpinski?

2. Se presentan los siguientes fractales ya elaborados:

ESCALERA FRACTAL

CONJUNTO DE CANTOR

Figura 3-2:blog.divermates.es

2.1 Formule una serie de instrucciones paso a paso que permita la construccién de la
escalera fractal y el conjunto de Cantor.
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Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Facultad de Tecnologia
Tecnologia en Electrénica
Calculo Diferencial.

UNIVERSIDAD | ITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

Actividad No. 1

Modelo Financiero
Objetivo

Mostrar un ejemplo donde el estudiante observe en forma natural la eficacia de la
recurrencia para modelar una situacién problema relacionado con las finanzas

Palabras claves: Composicién, comportamiento, formula, inversién, lucro, rentabi-

lidad.

Contexto

Analice la siguiente situacién:

Un inversionista deposita en una cuenta un capital de $5000 que paga el 4%
de interés mensual.

a. Halle los saldos de las cuentas durante:

1 mes.

2 meses.

3 meses.

5 meses.

10 meses.

25 meses.

b. Establezca una férmula matemaética que le permita calcular el saldo para n meses.

c. Ahora, Si el inversionista después del primer mes deposita una suma de $1000 (cada
mes) en la cuenta ;Cémo varia los saldos?

d. Analice su respuesta hallando los saldos de la cuenta para los meses del punto anterior,
escribiendo una nueva féormula matemaética de acuerdo a dicho comportamiento.
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Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Facultad de Tecnologia
Tecnologia en Electronica
Céleculo Diferencial.

UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

Actividad No. 2
Analisis Grafico:“ La Telarana”

Objetivo

Representar graficamente las iteraciones de la funcién y = f(z)

Palabras claves: Iteracion, semilla, plano cartesiano, rectas, tejido telarana.

Contexto

Si en la actividad anterior x, representa el saldo después de n meses de haber hecho

el deposito, entonces se tiene que:

xy = 1,04(xp—1) + 1000 paran = 0,1,2,3,...

Nétese x,, = f(z(,—1)) es el saldo monetario para n = 1,2,3,... afos y x(,_1) es el saldo

monetario del ano anterior donde f(z) = 1,04z + 1000.

Una manera de visualizar el comportamiento recurrente de la actividad anterior se puede

obtener de la siguiente manera:

= 1 representa el valor inicial que el inversionista deposita en la cuenta, a este valor

inicial zg lo llamaremos semilla.

» Con base alarectay = f(z) = 1,042+1000 que representa la funcién lineal estandar
a iterar, se ubica f(zp) correspondiente al saldo obtenido en el primer mes, este es

de f(zg) = $2040.

» A partir del punto (zg, f(z¢) nos dirigimos de manera horizontal a la recta diagonal
y = x, aqui se puede observar que el punto que toca a la recta y = x corresponde a

valor f(xo).

» Para el siguiente mes, se cuenta como saldo inicial el valor f(zg) se ubica f(f(xo))

correspondiente a $3121.,6.

= A partir de los valores f(xy) el recorrido continua de manera horizontal tocando la
recta diagonal y = x desde alli localizamos f(x,11), de esta manera se construye

una representciéon grafica denominada Tejido en telarana..
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" y = 1,04x+1000
i i
S????/-|-———>
6000
4°. Mes

$4246.464 ';"" ol et
3“_ es
$3121,6 i o

4000

3000 S 20

| Xo=$1000
ﬂﬁ 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Capital monetario

v

1. Continuando con el proceso de tejido, determine los valores para los meses 4,5, 6

2. Complete la siguiente tabla que especifica la recurrencia de los valores de los saldos,
representada en la grafica anterior.

Meses | x, = 1,04(z,—1) + 1000 | Saldos
0 xo = 1000 1000
1 21 = £(1000) 2040
2 x9 = £(2040) 3121,6
3 72 = f(3121,6) 4246, 464
4
5
6
7
8
9

a. Describa el comportamiento de la grafica cuando se incluye como valor inicial zg =
1500.

b. Elija una semilla 2y como valor inicial y aplique 10 iteraciones, hallando los distintos
saldos. Realice el proceso en una tabla y represente el proceso recurrente en una la
grafica de tejido.

c. Proponga una situacién dentro de un contexto cuya relacién x,, = 11 se represente
graficamente y tabularmente para las siguientes rectas de la forma y = f(z) = kz+c
donde k es el valor del interés para un xsaldo y ¢ un valor constante.

= f(z)=0,5z— 1500

= f(x) = —0,5z + 1500

., Qué ocurre con las nuevas recurrencias? ;jDe qué depende el comportamiento de
los nuevos saldos?
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Actividad No. 3

Puntos Fijos

Objetivo

Identificar el comportamiento de la 6rbita alrededor de un punto fijo, mediante la
representacion grafica.
Palabras claves: Analisis grafico, interseccion, iteracion, secuencia.

Contexto

En el punto d) de la actividad anterior se proponen rectas de la forma y = kx + ¢
donde se intercepten en un punto con la recta y = x,

Situacién No. 1: 1
Analicemos el comportamiento de las iteraciones de la recta y = 3 presentando una nueva

situacion como la vida-media del Estroncio 90, a partir del siguiente contexto:

“Fl estroncio es un elemento natural que se encuentra en rocas, el suelo, polvo, carbon
y petrdleo. El estroncio natural no es radioactivo y se le llama estroncio estable.

Los compuestos de estroncio se usan en la fabricacion de ceramicas y productos de vi-
drio, fuegos artificiales, pigmentos para pinturas, luces fluorescentes y medicamentos.

El estroncio puede existir también en forma de varios isétopos radioactivos, el mds comin
es el 90Sr que se forma en reactores nucleares o durante la detonacion de armas nucleares.
El estroncio radioactivo genera particulas beta a medida que decae. Una de las propiedades
radioactivas del estroncio es la vida-media, que es el tiempo que toma la mitad del isétopo
en emitir su radiacion y transformarse en otra sustancia. Se asume que la vida-media del
90Sr es 25 anos.”

1. Analice y responda las siguientes preguntas de acuerdo a la situacion
planteada:
La vida del Estroncio 90 es de 25 anos, lo que significa que la mitad de cualquier cantidad
dada de Estroncio 90 se desintegrara en 25 anos.

9Nota tomada del articulo: Agency for Toxic Substances and Disease Registry ATSDR.
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a. Modele graficamente la situacién anteriormente descrita que determina la vida-

media del Estroncio 90.

b. Si una muestra de Estroncio 90 tiene una masa de 200 mg, determine la masa

A

300
250
200
150

100

restante después de 100 anos. Registre los datos en la siguiente tabla junto con los
puntos (z,, f(z,) manifestados en la grafica.

Anos 0 25| 50 | 75 | 100
Masa resultante | 200 mg

miligramos

y=(1/2)X

f(x1) =777 i
f(x2)=2222 (x2) X0=200 mg

50 100 150 200 350 > miligramos

. .. Qué ocurre con los resultados de la tabla anterior?

. Para cualquier cantidad inicial de miligramos de masa que pueda tener el elemento

Estroncio 90 ; Tiende a desintegrarse a medida que pasan los anos?, ;Si o no y por
que? Realice dos ejemplos con masas diferentes.

. Plantee una expresiéon mateméatica que determine la masa del Estroncio 90 para ¢

anos si su masa inicial es de 200 mg.

Si una muestra del Estroncio 90 tiene una masa de 24 mg y luego de ¢ anos su masa
resultante es de 7,92 mg ; Cuantos anos ha transcurrido?

Situacion No. 2

1
Se plantea la funcién asociada al sistema de la forma: x,11 = —§acn + 50
Donde x4 el dato siguiente a partir de x,.

2. Analice y responda las siguientes preguntas de acuerdo a la situacién
planteada:

Escriba en los recuadros los resultados de acuerdo a la dindmica entre

Tptl = —§xn + 50, tomando como semilla zg = 60
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N X0
60 |
f(x1) = x2
f(xs) = xa ) fidoss
gges L] R
f(xo)=x1 / ﬁ
Ij i > Xn

b. Identifique el punto de interseccién p entre la recta f(x) =

diagonal y = z, al igualar sus términos algebraicos.

o

1
——x + 50 con la recta

2

c¢. Complete la siguiente tabla identificando los valores correspondientes al recorrido
en forma de telararia representado en la grafica a continuacién.

J\"C

70

60

f(x)=-(1/2)x + 50

f(xc)=x1

y=x

v

10

30

GRADOS CENTIGRADOS

|
1
60

Lo

f(zo) =21

f(x1) = 22

f(z2) =3

flz3) =24

f(zs5) = 76

60°C

c. Realice una tabla aplicando 10 iteraciones siguiendo el proceso entre el congelador
y el cuerpo, por ejemplo si el cuerpo ingresa al congelador con una temperatura
inicial ¢ igual a 5°C. Represente graficamente en el plano las distintas temperaturas
resultantes realizando el recorrido en forma de telarana.

d. ;Qué ocurre con los resultados de la tabla anterior?

e. [ Afecta la localizacién del punto inicial xg el comportamiento de la iteracién para
las dos situaciones anteriormente planteadas?
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Actividad No.4
Comportamiento Poblacional 1

Objetivo:

Realizar iteradas de una funcién mediante la aplicaciéon de situaciones sencillas e in-
teresantes a partir de la funcién cuadratica.
Palabras claves: Crecimiento poblacional, funcién cuadrética, érbitas, poblacién.

Contexto

El crecimiento poblacional implica el comportamiento, tamano, evoluciéon y propaga-
cion de individuos de distintas indoles como: conjuntos de personas, animales, productos,
virus, etc. Susceptibles a limitaciones de diversos tipos tales como alimento, espacio fisico
y ambiente.

Para la siguiente situacién considere a x como el nimero de tornillos (en millones)y
y = f(z) el nimero de tornillos que se produce para el préximo ano.

Ahora se plantea la siguiente relacion en términos de z,y la funcién definida como:
f(z) = 3x2(1 — x) Que describe la dindmica de crecimiento (o decrecimiento) llamada
orbitas dada por la grafica.

1—- a. Sien 1984 se producen 100,000 (z =
0, lmillones) de tornillos, ;Cudntos
fix)=3x(1-x) habra para 19857

b. Si existe 200,000 tornillos (z =
0,2millones) ;Cuantos habra en los
i préximos 3 anos?

c. Determine una aproximacién para la
cantidad de tornillos dentro de 100
anos.

| [ [ .
¥ 05 1 d. Responda a las preguntas anteriores

si se toma una cantidad de tornillos
arbitraria mayor a 0,5 millones de tor-

Millon de tornillos )
nillos
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Actividad No.5

Comportamiento Poblacional 2

Objetivo

Determinar el comportamiento de érbitas alrededor de puntos fijos (interseccién entre
lineas).
Palabras claves: atracciéon, equilibrio, puntos fijos, repulsion.

Contexto

1. Para esta ocasién, se identifica la produccién de tornillos que ofrece otra méaquina,
en esta se detecta que el nivel de crecimiento estd dado por:f(z) = 0,8z(1 — z) tal
como lo muestra la grafica.

a. Partiendo de una valor inicial g com-

1.0
2 =x prendido 0 < xg < 1. Determine a lar-

e go plazo la cantidad de tornillos pro-
] ducidos.

0.5 b. ;Qué se puede concluir sobre el fun-
N cionamiento de la maquina?

0,25 F(x)=038x(1-x)

0.0 ] LN O O O O L L L L L LI |
0.0 0.25 0s 0.75 10

Millones de Tornillos

2. Realice los items anteriores para una nueva méaquina de produccién que presenta el
siguiente comportamiento: f(z) = 2,5z(1 — x).

= ; Existe un momento de estabilidad de produccién de tornillos? si es asi indique en
que momento.

= La localizacién de un punto de interseccién entre las gréficas, en que repercute en
el comportamiento de la iteracion? ;En qué caso? ;Cémo?

3. Elabore un ejemplo donde se observe que las orbitas se acerque, y otro ejemplo
donde las orbitas se aleje del punto de interseccién entre la linea y = x y la pardbola
y = kx(l —z).
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Actividad No.6
La Derivada Como Indicio De Atraccién De Orbitas

Objetivo

Aplicar la derivada de la funcién en un punto fijo para identificar la atraccién o repul-
sién de las érbitas a su alrededor.
Palabras claves: convergencia, derivada en un punto, divergencia punto fijo.

Contexto

Se retoma la situacién del taller diagnéstico, en la que estudiante en un dia de sosiego,
toma la calculadora y “uega” a oprimir una gran cantidad de veces una tecla; para esta
ocasion sera la tecla raiz cubica y observa la tendencia de los diversos valores alli obtenidos.

= Establezca una relacién entre el com-
portamiento de las érbitas y el punto
fijo p de la funcién f(xp) = Wl’o) y
la recta y = x

= Sin importar el valor inicial incluido
x¢ {la sucesion de valores tienden a un
unico valor? Para esta pregunta selec-
cione valores xg < py xg > p.

Ahora el estudiante “juega” a iterar los valores, esta vez con la tecla cubica 23 de la
calculadora.

= Halle los puntos fijos p y responda los dos items anteriores.

Preguntas:

a. ;Qué similitud y diferencias existen entre el hallazgo de los puntos y el comporta-
miento de las orbitas que iteran alrededor de dichos puntos fijos?

b. Indique la veracidad de las siguientes afirmaciones sobre la convergencia o divergen-
cia de las érbitas alrededor de los puntos fijos.

» Si p un punto fijo llamado Atractor o un sumidero entonces, |f'(p)| < 1

= Si p un punto fijo llamado Repulsor o fuente entonces, |f'(z)| > 1.
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Ejercicios de Intensificacén:

Para cada una de las funciones dadas, encuentre los puntos fijos con la recta y = x e
identifique si es repulsor, atractor o neutro segiin el comportamiento de sus orbitas para
una semilla g

1. f(x):%Q—Qm 2. f(x) =3z(1 —x) 3.f(x) =23 — 22
4. f(x) = 5 5enT 5 f(x) =22 -3 6. f(x) = senx
7. f(z) = 2°. 8.f(x)=1/x 9.f(x)
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Actividad No.7

Objetivo

Establecer la cantidad de periodos que presenta una érbita segin parametros estable-
cidos previamente para luego identificar recorridos Sistemas Dindamicos de forma aleatoria.
Palabras claves: convergencia, divergencia, regularidad, érbita periddica, orden.

Situacion No. 1

Las células de cierto organismo crecen mediante un proceso de divisién, en que cada
célula se divide en dos cada ano, y cada una de ellas se divide para el ano siguiente.

a. Hstablezca la funcién en términos de x que rige dicho comportamiento.

b. Aplique las iteraciones de para determinar la cantidad de células a partir de una
cantidad inicial g que este alrededor del punto fijo con la recta y = x.

c¢. Determine con la aplicacién de la derivada f/(p) la caracteristica del punto fijo si es
atractor, repulsor o neutro.

Situacion No. 2: Método de Newton- Raphson

10 Uno de los procesos bésicos en Calculo es el hallazgo de los ceros de una funcién,
(raices) determinando los valores de x para que f(x) = 0. Sin embargo el despeje de x
puede ser tediosa e imposible para muchas funciones matematicas. El método de Newton-
Raphson permite realizar hallar dicho valor mediante la iteracion de:

Tn+1 = Tn — f/(l‘ )
n

Ejercicio: Aplique las iteraciones necesarias del método de Newton - Raphson para apro-
ximar un cero a la funcién f(z) : e* — 3z — 1. Tomando como z; = 3 el valor inicial.

Situacion No. 3

Las funciones que se han establecido en las actividades anteriores corresponden a un
sistema dindmico de la forma y = kx(1 — x).

10Es importante realizar un trabajo previo acerca de la demostracién del método de Newton -
Raphson, identificar sus criterios de aplicacién, como también la realizacién de ejemplos y ejerccios,
comprobando, asi un empleo mas de procesos iterativos



Marco Metodoldgico 53

Las érbitas para un valor inicial xg convergen a érbitas periddicas de distinto orden
periddico. Encuentra el orden y la érbita en los siguientes casos (con ayuda de la calcula-
dora)

Tendencia de las 6rbitas | Numero periodos
k=3,3
k=3,6
k=37

Situacién No. 4

Ahora, para la funcién y = 4z(1 — x). Determine el comportamiento de las 6rbitas a
largo plazo para tres (o més) valores iniciales, ;Qué ocurre con los valores obtenidos? ;Es
dependencia de los valores x, previamente escogidos.
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Actividad No.8
“La Particula Saltarina”

Objetivo

Presentar el comportamiento caético a partir de un Sistema Dindmico Discreto.

Contexto:

Introduccién Una particula salta sobre la recta numérica de la siguiente manera, si su
posicién en el instante de tiempo ¢t = n siendo n =0,1,2,3... es z,, entonces la posiciéon
ZTn+1 en el instante de tiempo ¢ = n + 1 viene dada por:

Tpt1 = S(xy) = 10z, — [10x,]

Donde [z] representa la parte entera de = del mayor entero menor o igual y la funcién
asociada como S(z) = 10x — [10x].

Ejercicio: Demostrar que si 0 < zg < 1, entonces, 0 < x, < 1 para todot =n € N,
es decir, si en el instante de tiempo ¢t = 0 la particula se encuentra en un punto sobre el
intervalo [0, 1], entonces va a permanecer en ese intervalo para t =0,1,2,3,....

Solucién: Se utilizard induccién matemética, teniendo en cuenta que si zy € [0, 1] enton-
ces xg es de la forma:

xg = 0,a1a0a304 . .. Siendo ajasagay . .. la parte decimal de xg.
Para t =1 se tiene
S(zo) = x1 = 10z¢ — [10x0] = 10 - (0, ara2a3ay ...) — a1 = 0,azasay4 . . .
De modo
S(xg) = x1 = 0,a2a3a4 . ..

De esta manera, la posicién de la particula z; € [0, 1] en el instante ¢ = 1.

Posteriormente, para el estado de tiempo ¢ = n — 1 la particula esta en la posicion x,_1
determinado por:
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S(xn—Q) =Tp-1=0,an0n410n42 - ..

De esta manera, la posicién de la particula z,_1 € [0, 1].

Finalmente, la posiciéon de la particula z, en el instante de tiempo t = n esta deter-

minada por:

S(xp-1) =y, = 10x—1 — [102,—1] = 10 - (0, anant1an42...) — ap = 0,an110n+30n+4 - - .

Demostrando que la posicién de la particula x, para el instante de tiempo ¢ = n se en-
cuentra en un punto sobre el intervalo [0, 1]

Parte No. 1

1. Complete la siguiente tabla:

Zo

S(wo)

S(5(20))

5%(xo)

5% (o)

0,232323

0,25

1/3

0,123
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a. Para cada posicién inicial de la particula de la tabla anterior, indique mediante un
diagrama de fase, su ubicacién para cada instante de tiempo t =0,1,2,3... dentro
del intervalo [0, 1]

b. ;Qué condiciones debe satisfacer xy para que la particula saltarina permanezca en
esa posicion para todo t =0,1,2,3...7 Plantee un ejemplo.

c. Diga si siguientes érbitas que corresponden a las distintas posiciones iniciales de
una particula saltarina corresponden a periodos de ciclo de orden 1, ciclo de orden
2, ciclo de orden 3 y ciclo de orden 4:

Posicién xg | Periodo:
1/4
1/12
1/100
4/15
0,1456
0,12345
1/5

Parte No. 2: Dependencia sensitiva de S con respecto a condiciones iniciales

2. Suponga que la particula saltarina esta en la posicién inicial g = 1/9
., Qué sucedera con las futuras posiciones de la particula saltarina si su posicion ini-
cial ha sufrido un pequernio cambio en milésimas de unidades? ;las posiciones futuras
de la particula serdn similares, iguales o totalmente diferentes?

Para ello, considere que la particula saltaria ha sufrido los siguientes cambios en
su posicién inicial g, donde se supone que son valores relativamente préximos a
o = 1/9

yo_ | S(o) | S(S(wo)) | S(S(S(w0))) 5% (yo) | 5°(wo)
0,12
0,11§
0,1111§
0111112

a. De acuerdo a los valores de la tabla anterior,la particula saltarina ha iniciado a saltar
desde la posicién yg = 0,11112. ;Para que instante de tiempo ¢t = n la particula
llega a un punto y permanece alli?

b. Verifique por medio de una grafica de fase de tiempo, los saltos de la particula dadas
a partir de la posicidn inicial o que es 1/9 y los saltos de la particula si a comenzado
a saltar desde las posiciones iniciales y; de la tabla anterior.

c. Dada la particula saltarina cuya posicién inicial xg es — represente para los distintos

saltos en la grafica de tejido de telarana originadas por la dindmica de la funcién
S?
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PARTE No 3: Densidad

1. Sea la particula saltarina cuya posicién inicial xg es vk y la misma particula saltarina

con otra posicién inicial yg = 3 cuyas partes decimales son clasificadas como exactas y

periddicas; si la particula comienza a saltar de acuerdo a la dindmica de la funcién S,
responda a las siguientes preguntas:

a. La particula cuya posicon inicial xg ha sido — ;Qué posiciones tendra la particula

para los estado de tiempot=1,t=2,t=3,t=4,t=5:

b. Ahora, la particula ha comenzado a saltar desde la posicién inicial yy que es 3

., Qué posiciones tendra la particula para los estado de tiempo t = 1, ¢t = 2, t = 3,

t=4,t=>5:

c. Si la particula cuya posicién inicial es zg = % ha comenzado a saltar ;Cuantos

estados de tiempo ¢ = n son necesarios para que la particula permanezca en un

Unico punto o si sus saltos tendran una periodicidad?

Los saltos de la particula de posicién inicial g = 3/8 originada por la dindmica
de la funcién S se puede visualizar mediante el siguiente diagrama de fase:

Iteracién | Posicion de la particula | Valor
i) To 0,375
S(l’o) Il O, 75
S(.rl) T2 0, 5
S(.TUQ) I3 0

Estado de tiempo tg

X3
] 1

Estado de tiempo t1

Estado de tiempo t3

d. Realice el diagrama de fase de las diferentes ubicaciones de las particulas saltarinas
planteadas en el parte 1 y 2 de la actividad. Describa su comportamiento, tenden-

cias y periodicidad.
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2. De acuerdo a la dindmica de la funcién S, considere la particula saltarina cuya posicion

inicial zg es - determine sus siguientes posiciones de acuerdo a la representacion grafica

en tejido de telarana mostrada a continuacion. Conteste las siguientes preguntas como
FALSO o VERDADERO segin el caso.

S(x) A
1 T
0.l X6 :
X1

(x) = 10x = [10x]

I!I . qu
iaE

i_‘i
I
I
'/
I
|

|
|
|
|
|
0,4 ]
WIRIRIE il
AT
I

Lt f

o1 o002 03 o4 o005 o007 08 09 1
Xo

E—
'—u—______
e
[ —

el

2
a. Los saltos de la particula cuya posicién inicial zq es - sobrepasan el intervalo [0, 1]:

b. La particula regresara a su posicion inicial luego de 7 iteraciones:

c. En algiin momento la particula cuya posicion inicial zg es - se puede encontrar

entre el intervalo [0,1;0,9]:

d. En algin momento la particula cuya posiciéon inicial xg es - se puede encontrar

entre el intervalo [0, 1; 0, 5]:

3. Ahora considere una particula cuya posicién inicial xy ubicada en el intervalo [0, 1]. Al
aplicarse la funcién S e iniciar los saltos de dicha particula, responda FALSO o VERDA-
DERO segtn corresponda:

a. La posicién de la particula permanece en el intervalo [0, 1] para cualquier instante
de tiempo t =0,1,2,3...:




4.

Marco Metodoldgico 59

Si la particula tiene una posicién inicial xy cuya parte decimal es exacta, su érbita
tendera a ser periddica:

. Para una particula saltarina cuya posicién inicial zg es 16 es posible que en alguno

de sus saltos visite al intervalo (0,5;0,6) contenido en [0, 1]:

. Para una particula saltarina cuya posicién inicial xg es 6 es posible que en alguno

de sus saltos visite al intervalo (0,2;0,3) contenido en [0, 1]:

Tenga en cuenta la particula cuya posicion inicial es xg es un valor numérico cuyo

desarrollo decimal comienza con 0,0123456789; luego los proximos 200 términos consisten
en todos los posibles bloques de dos digitos, posteriormente, los 3000 términos en bloques
de tres, de la siguiente manera:

9 =0,0123...9 00 01 02 03...10 11 12...99 000 001...456...999...

bloquel bloques2 bloque3

,Cuantas iteraciones en la funcién S que define los saltos de la particula se tienen
que aplicar para aproximarse al nimero x = 0,7 encontrandose a una distancia de
0, 1 unidades?

. En algin momento la particula se puede aproximar a cualquier valor x € [0, 1] con

una aproximacién de 1/10™ unidades. Determine cuantas iteraciones son necesarias
para aproximar la particula a los siguientes valores z:

33/100
333/1000
1/3 con una distancia de 0,01 unidades

1/12 con una distancia de 0,001 unidades.
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UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

Facultad de Tecnologia

Tecnologia en Electrénica
Célculo Diferencial.

Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Objetivo

Actividad No.9

La Funcién Tienda de Campana

Comprender el Sistema Dindmico que genera la funcién T, describiendo la densidad
en I a partir de sucesiones de puntos con Orbitas periddicas. Determinar la sensibilidad
de las iteraciones a partir de condiciones iniciales.

Contexto

La siguiente funcién presenta grandes particularidades en la secuencialidad de las 6rbi-
tas para valor inicial xg. Descubra la recurrencia de las iteraciones, conteste de manera
clara y descriptiva el planteamiento de las preguntas que le permitiran establecer conclu-

siones sobre la apropiacion de los Sistemas Dindmicos Discretos.

1. La funcién Tienda de Campana es continua en el intervalo [0, 1] definida como:

T:00,1] — [0,1]

T(z)

2x

2 -2z

st

St

T <

x 2

N | — DN | =

a. Grafique la funcién Tienda T junto con la recta y = x y encuentre los puntos de

interseccion.

b. Al iterar las siguientes semillas en la funcién T mediante la recta y = x, describa

que periodo n tiene sus orbitas.

a) o =

1

4

b) xro =

1

2

C) o =

3

4

c. Complete la siguiente tabla segiin las semillas xg indicadas y encuentre sus érbitas
en cada caso:

% T % ) & : % Punto fijo | Orden
u orbita
2/3
2/5
8/9
2/15
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= ;Afecta la secuencialidad de las érbitas, son similares, a partir de qué periodo sus
comportamientos son distintos?

. La funcién Tienda T presenta las siguientes transformaciones al ser iterada con sigo
misma.

T2 (x) = T(T(x)) T3 () = T(T(T(x)))

05 0.5

o
e

. Escriba una expresién algebraica en términos de x que permite obtener las graficas
2,73
)

. Para cada gréafica, halle los puntos fijos p con la recta y = x

. Halle los periodos de las 6rbitas para cada una de las siguientes semillas, mediante
procesos iterativos en las graficas T2, T°.

1 2 3 1
a)x():g b)xoz? c)xozﬁ d)xozﬁ e)
p

.%'0:27

. Determine las caracteristica tiene el punto fijo p, como:
Punto fijo p atractor.
Punto fijo p repulsor

Punto fijo p neutro
Mediante la aplicacién de la definicién: |(f™)'(p)| <1y |(f/™) (p)| > 1
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Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Facultad de Tecnologia
Tecnologia en Electrénica
Célculo Diferencial.

UN DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS

ACTIVIDAD FINAL

Juguemos Triqui

Objetivo

Disenar una actividad que resalta la competencia en la resolucién de ejercicios y pro-
blemas atribuidos a identificar la comprensién de situaciones en Sistemas Dindmicos Dis-
cretos.

Procedimiento

Se presenta el disefio de un tablero conocido como triqui compuesto por 9 espacios,
ubicando en cada uno de ellos un ejercicio o problema aplicando conceptos referentes a
Sistemas Dindmicos Discreto.

Los estudiantes competirdan de a parejas (o en par de equipos) aplicando la solucién de
los ejercicios, eligiéndolos al azar de tal manera que los ejercicios resueltos formen una
linea recta ya sea diagonal, horizontal o vertical. Ganara aquel estudiante o equipo que
complete el triqui.

Para brindar una mejor competencia, se puede establecer tiempos limites al desarrollo del
ejercicio elegido.

A continuacién se muestra el disefio del juego:

ESTUDIANTE EQUIPO A x ACIERTOS
ESTUDIANTE EQUIPO B O ACIERTOS

Situacién A: Se tiene la funcién Logistica z,41 = kz,(1 — ) y dada la semilla
xo = 1/4 Halle el punto fijo mediante las trayectorias de sus 6rbitas para la funcién
Logistica con pardametros k =2y k = 3.

Situacion B: Dada la maquina cuya salida es el cuadrado de la suma de los digitos
de un numero natural que previamente se ha introducido, si al valor de la salida
nuevamente se introduce en la maquina y se repite este proceso hasta 2000 veces,
halle el valor resultante si se ha introducido a la maquina el nimero 4.

Situacién C: Determine la convergencia de las érbitas en la funcién Tienda dadas
las semillas xp = 1/8 y 3/25. Plantee un diagrama de fase de tiempo.

Situacién D: Aplique el concepto de la derivada para indicar si el punto fijo es
atractor o repulsor de la funcién y = \/x y la recta y = x y represente graficamente
las érbitas de la semilla zg = 2, 25 mediante el diagrama en tejido.
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Situacién E: Aplique el concepto de la derivada para indicar si el punto fijo es
atractor o repulsor de la funcién z3 y la recta y = 2 y represente graficamente las
orbitas de la semilla g = 1,25 mediante el diagrama en tejido.

Situacién F: Aplicar el método de Newton-Raphson para estimar la interseccién
entre las graficas.

Situacién G: Aplicar la Dinamica de la funcion S

Situacion H: Identificar las caracteristicas del punto fijo mediante el uso de la
derivada

Situacién I: Determinar la funciéon Tienda al ser iterada con sigo misma en el

orden de T*.

MAQUINA ITERACION FUNCION TIENDA
Entrada x
F
L]
T salida fAx
SITUACIOMN A SITUACION B SITUACION C

Estimar Los Puntos De

ORBITAS Interseccion De Las
Graficas
¥y = tanx
y=2x
- Aplicando El Metodo
: e Hewiun-ﬂanﬁmuf
SITUACTOMN D SITUACION E SITUACIOM F
) Aplique la derivada para
DADA LA FUNCION: indicar si el punto de Halle Ila expresion
interseccion de la recta algebraica en términos
5(x) = 10x—[10x] F=x de x de la funcidn T*
en el intervalox £[0,1) ¥ halle los puntos fijos.
Es punto fijo atractor,
Determine el pericdo gue repulsor o neutro con las ,
describe de la particula siguientes funciones: S
g o Flx)=3x(1—x) inyd
¥ para cuantas iteraciones se * flx)=x-2x ATV
. . s flxl=-2x*+5 I T |
aproxima al nimero: s | v
x =3/1000 . X 1

SITUACIOM G SITUACION H SITUACION I



4. Sistematizaciéon y Analisis de Resultados de
una Muestra de la Secuencia de Actividades

CONCEPTOS

¥ Composicion de funciones PROCEDIMIENTOS:

:: Oxhiitas = ¥ Ewvaluarla funcion reiteradamente

- zu n.t,us gl";) y ¥ Registrarlos valores numéricos

o it‘)ﬂor_l b ‘l?f_l_llte ¥  Plantear el modelo grafico

v D B e ¥ Realizar el trazado de caminos

& e ¥ Aplicacion dela derivacion

Sirkitas perlatics ¥  Relacionar o proponer nuevas
¥ Aproximacion Sistemas Cadticos.
HECHOS

NESTRETAS ¥ Solucion de actividades
¥ Flaboracion de tablas. ¥ Transferencia de conceptos.
¥ Representacién grafica ¥ Contraste de pensamientos.
v Trazado de orbitas v Progresion de Sistemas Dinamicos
¥ Aplicacion de propiedades Discretos al Cadtico
v

Apropiacién de conceptos

Figura (4-1): Concretizacién y organizacién de contenidos a evaluar

4.1. Fase No. 4

En esta fase final y luego de la aplicaciéon de las actividades en el aula de clase, se
contara con su respectivo analisis a las respuestas que el estudiante haya formulado, dicho
andlisis estd basado a partir del contraste de destreza de razonamientos a nivel concep-
tual y procedimental, también se determina como el estudiante profundiza los diferentes
conceptos de Calculo Diferencial para interpretar los Sistemas Dindmicos asi como su apli-
cacién, por ejemplo, como se emplea la derivada para determinar si los puntos fijos son
atractores, repulsores o neutros.

Finalmente la propuesta de actividades culmina con la incorporacion de situaciones
cuyas 6rbitas no son predecibles y los resultados en su iteracién es aleatoria, con ello se
pretende incluir una aproximacion a la nocién de Sistemas Cadticos, donde méas adelan-
te, en cursos posteriores, los estudiante de Tecnologia profundizaran en la aplicacién de
ecuaciones en diferencia infinita.

En consecuencia, se presenta cada uno de los analisis de acuerdo a los resultados
propuestos por los estudiantes a las actividades planteadas, segtin su correspondiente per-
tinencia a su presentacion y desarrollo, con ello se responde a cada una de las cuatro fases
segun el marco metodolégico sugerido. Ademaés se cuenta con las evidencias correspon-
dientes a procesos realizados por los estudiantes.
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ACTIVIDAD DIAGNOSTICO

Curso: Tecnologia en Electrénica

Lugar: Universidad Distrital Francisco José de Caldas, sede Tecnolégica.
Numero de estudiantes: 34

Tematicas: Recurrencia, iteracion, secuencias, periodicidad.

Tiempo de aplicacién: 2 horas de clase (120 min)

Materiales:
= Instrumento guia, formulando las situaciones problemas cada uno con preguntas
tipo abiertas.

= Hojas cuadriculadas, donde los estudiantes redactan sus argumentos.
= Calculadora cientifica.

Rol del Profesor: Brindar a cada estudiante una guia escrita tipo diagnostico; para
obtener resultados propios de la actividad, se espera la no influencia del docente en las
respuestas de los estudiantes, por tanto, su participacién debe ser pasiva garantizando la
libre opinién del estudiante frente a las situaciones planteadas.

Luego de la recoleccion de las respuestas se procede a su respectiva sistematizacion y
analisis de resultados, proponiendo al grupo el afianzamiento y validacion de las distintas
tematicas en actividades posteriores.

Rol del estudiante: Desarrollo de la guia diagnostico es de manera individual, brin-
dando en sus respuestas la interpretacion de las situaciones planteadas en la actividad
segln sus concepciones, experiencias y aprendizajes, ademds recalcar la profundidad, cla-
ridad y buen argumento a preguntas tipo abiertas.

Para la actividad diagnostico se ha estipulado como objetivo fundamental: Proponer
situaciones en contexto que brinden un andlisis de los conceptos que tienen
los estudiantes en cuanto a recurrencias, iteracciones, interpretacion grafica,
varianzas de secuencias numéricas.

Para ello se propuso tres situaciones que dan cuenta del desarrollo por parte del estu-
diante, a partir de las siguientes intenciones:

Situacién No.1l: “Maquina funcional”

El hallazgo de un valor numérico final, bajo procesos de recurrencia e iteracién de entradas
b}

y salidas de cifras numeéricas segun la orden de una mdquina que cumple con la cualidad

de una funcién: “el cuadrado de las cifras del nimero natural”.

El estudiante tiene la oportunidad de ingresar un valor numérico arbitrario y analizar
su comportamiento luego de n secuencias y asi deducir su resultado final, ademas, es de
esperar que el estudiante proponga otro tipo de recurrencias, frente a otros valores iniciales.

Situacién No.2: “El trato de Salam y Mustafa”
Contrastar dos tipos de secuencias numéricas, donde el estudiante manifiesta sus dife-

rencias mediante: los resultados hallados para un determinado tiempo, la identificacién
de
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una secuencia tipo lineal frente a una tipo exponencial y la ventaja o/y desventaja del
trato pactado segin lo planteado en la situacion.

Situacién No.3: “Secuencia en la Calculadora”

Observar los distintos resultados al iterar un valor numérico especifico en tres tipos de
operaciones como la raiz cuadrada (y/x), coseno (cosz) y 10 — z. El estudiante identifica
las diferencias entre la secuencialidad de los valores al ser iterados cierta cantidad de veces.
Ademss el estudiante explica con mayor seguridad las caracteristicas de las operaciones
como tal, al incluir nuevos valores numéricos.

En el andlisis de la actividad diagnostico, se ha sistematizado en tipos de respuestas
brindadas por los estudiantes agrupando los razonamientos y procesos en comun bajo tres
categorias, puntualizando en: [7]

= Pensamiento Dinamico vs Pensamiento Estatico. Determinar procesos co-
gelados en un punto del tiempo (estados), o un tiempo indeterminado como una
sucesion de estados en equilibrio; frente a la naturaleza de las distintas relaciones
entre los valores numeéricos, indicando los diversos estados dado el valor previamente
incluido.

= Pensamiento Sistémico vs Pensamiento Individualista. Hallar en detalle el
funcionamiento del sistema y que tipo de valores numéricos son los que producen
ciertos tipos de comportamientos ya sean convergentes, ciclicos o divergentes.

= Pensamiento Operativo vs Pensamiento Pasivo. Establecer las relaciones exis-
tentes entre los valores numéricos que conforman la secuencialidad, la descripcién de
procesos para hallar un resultado final y el predominio de operaciones matematicas
en el comportamiento de las secuencias numéricas.

RESULTADOS:

Planteamiento Situaciéon No 1:

Suponemos que se construye una mdquina cuya entrada es un numero natural y la
salida es el cuadrado de la suma de las cifras del nimero natural. Si la salida se introduce
nuevamente en la mdquina y se repite el proceso asi sucesivamente 2015 veces, entonces:

a. FEl valor final de dicho proceso es:

b. Describa el proceso que empled para hallar dicho valor:

Los estudiante desarrollarén los items empleando los siguientes razonamientos resumidos
en la siguiente tabla con su respectiva cantidad.
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Respuestas No. Estudiantes | Porcentaje
Resultado especifico a un valor inicial especifico 7 20,5 %
Tres posibles resultados:
{81,169,256} (las més comunes) 8 | 235% |
Posible valor final dependiendo si el valor
inicial es par, impar, multiplo de 10, etc. 14 ‘ 41,2 % ‘
Planteamiento de generalidad o
patrén mateméatico 5 ‘ 14,7% ‘

Tabla (4-1): Sistematizacion Prueba Diagnostico Situacion No. 1

Andlisis : Los estudiantes en un 20,5 % responden a este proceso con una cantidad
especifica ya sea cero (0) o uno (1) y para otro valores numeéricos los estudiantes argu-
mentan que posiblemente el resultado de las 2015 iteraciones es diferente, sin embargo no
entran en detalle, quizas pensando en la divergencia de las préximas iteraciones.

Aqui se puede considerar la bisqueda de equilibrar la sucesion de las cifras y facilitar el
proceso, pues la misma situacién ofrece dicha libertad, bajo este proceso de razonamiento
predomina el Pensamiento Estatico frente al Dindmico.

Para un 64,7 % de los estudiantes se observa un andlisis mds profundo al incluir
otras cifras numeéricas y deducir el proceso final en las 2015 iteraciones, ademas describen
ciertos grupos de resultados finales con dependencia de aquel valor numérico que ha sido
previamente incluido en la maquina. Algunas deducciones son:

= Para algunos valores pares, se obtendrd entradas y salidas entre 169 y 256 si dichas
entradas son, 2,4,16

= FEl valor final es 1, si en algin punto del proceso las cifras suman 10, las entradas
para este resultado serdn 19,28,37,...,91.

» Si el valor inicial es maltiplo de tres el resultado final serd 81 (Ver Figura A-1)

El proceso de razonamiento que el estudiante manifiesta es este tipo de conclusiones,
se puede ubicar en un Pensamiento Dindmico y Operativo[8], debido a las carac-
teristicas de sus deducciones

Finalmente un 14,7 % de los estudiantes proponen algtin tipo de generalidad simboli-
zando el proceso que genera la maquina para los valores de entrada y salida, sin embargo
sus conclusiones no son muy claras y no se obtiene una respuesta concreta; pensando
quizés en el tipo de situacién que lleva a procesos de secuencialidad, la idea de hallar una
formula matematica pareciese que fuera el camino de conclusiéon.(Ver Figura A-2)

Planteamiento Situacién No 2:

Dos comerciantes Arabes Salam y Mustafa que albergan cada uno una gran riqueza, en
una ocasion Salam le propuso a Mustafa que le donaria una suma de $100,000 diarios
durante 31 dias, a cambio Mustafa pagard $1 en el primer dia al llevarse $100,000, en el
sequndo dia $2 por otros $100,000, en el tercer dia $4 y asi sucesivamente el doble de la
cantidad anterior por cada dia que Mustafa reclame los $100,000 a Salam, también por 31
dias.

Mustafa al ver la ridicula cantidad que tenia que pagar en comparacién con lo recibido,
acepto el trato de inmediato.
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a. Al final de los 31 dias, se puede concluir:

b. Describa el proceso de pago que realiza cada personaje:

El desarrollo de los estudiantes frente a esta situacion se resume en la siguiente tabla:

Respuestas No. Estudiantes ‘ Porcentaje ‘
Proceso recurrente
listado numérico 24 ‘ 70,5 % ‘
Busqueda de Generalidad en
secuencia Lineal y Exponencial 10 ‘ 29,5 % ‘

Tabla (4-2): Sistematizacién Prueba Diagnostico Situacién No. 2

Analisis: Para esta situacién los estudiantes, en su totalidad, manifestarén la perdida
de dinero de Mustafa frente a la propuesta de Salam, que iniciando con valores numéricos
diferentes, se obtiene cantidades distintas segin la secuencia.

De esta manera el 70,5 % de los estudiantes plantearon un listado de las distintas can-
tidades para cada dia, sobre todo para el comportamiento de cobro para Salam, debido a
la dificultad para hallar un valor para el dia n 4 1 sin contar con la cifra del dia anterior
n. (Ver Figura A-3)

Un 29,5 % de los estudiantes, manifestarén el comportamiento matematico del cobro
que tiene cada personaje, mediante la aplicacién de un patrén numérico. Aqui se puede
catalogar el razonamiento de este grupo de estudiantes como un Pensamiento Dinami-
co[8] debido a la caracteristica de la recurrencia de los datos bajo operaciones matemaéticas
distintas.

Planteamiento Situacién No 3:
En una tarde de sosiego un estudiante toma la calculadora y oprime la raiz cuadrada de 10
sequido de la tecla igual, esto repetidamente observando la particularidad de los resultados.

Con ayuda de la calculadora realice dicho proceso y completa la tabla, no solo con la
tecla de la raiz cuadrada, sino con las demds operaciones que se muestran a continuacion,
recuerde que el resultado obtenido nuevamente se repite en la operacion, asi sucesivamente.
(El valor inicial serd el numero 10).

a. Describa el comportamiento de los distintos valores obtenidos en cada operacion:

= ;De que forma varidn los resultados?

= ;FExiste alguna tendencia notable?

b. Siincluye como valor inicial cualquier x sel comportamiento de los resultados cambia,
se mantiene igual? ;Cémo explicaria dicho comportamiento?.

c. Proponga una grdfica en el plano cartesiano que escriba pertinentemente el comporta-
miento de las secuencias de los valores.

Para la solucion de este punto es necesario que el estudiante complete la tabla propuesta
en la actividad y sus andlisis a las respuestas se evidencian en la observacién de los dife-
rentes datos iterados segin las operaciones indicadas.

Las respuestas se resumen en la siguiente tabla:
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Respuestas No. Estudiantes ‘ Porcentaje ‘
La secuencia cambia para diferentes
valores iniciales a iterar 22 ‘ 64,7 % ‘
La secuencia permanece igual
independiente del valor inicial 12 ‘ 35,3% ‘

Tabla (4-3): Sistematizaciéon Prueba Diagnostico Situacién No. 3

Un 80 % de los estudiantes del curso lograrén los resultados esperados en la iteracién
de las cifras en cada una de las operaciones matematicas al incluir como valor inicial el
ntmero 10. Con esta situacién se encontrarén dos grupos de respuestas: (Ver Figura A-5)

El 64,7 % de los estudiantes afirmaron comportamientos descendentes, cercanos, a un
valor que consideran muchos de ellos como original, para este grupo existio dificultades
en la secuencia de 10 — x al esperar una secuencia ciclica de periodo dos se obtuvo otros
resultados quizds por la falta de claridad en la operacién a iterar, por ejemplo:(Ver Figura
A-6)

Para el 35,3 % de los estudiantes, aplicarén otros valores iniciales diferentes a 10 y
se determina en sus conclusiones que dichas secuencias apuntan o convergen a un valor
especifico como en el caso de la raiz cuadrado y la funcién coseno, ademads identifican de
forma cualitativa la variabilidad entre los diferentes valores recurrentes, identificando que
una secuencia es mds rapida que otra en Su variacion.

Algunas representaciones graficas propuestas por los estudiantes con relacién a los da-
tos numeéricos presentados a continuacién

/= NN TN N

S e s S B S s e e o 0%

\

MO—"’X \

Figura 4-3: Fvidencias grdficas

Los estudiantes manifestarén que existian algunas irregularidades en la representacion
grafica, en una primera ocasion causo algun tipo de dudas e incorformidad sobre el com-
portamiento de la grafica, debido a que por ejemplo, es natural que la representacién en
el
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plano de /z describe una curva, algo distinto a lo presentado en la actividad; ain maés
con la grafica del término 10 — x pensando como funcién lineal de pendiente negativa.

La discusién ha quedado abierta para las préximas sesiones, donde se incluira un anali-
sis gréfrico, por ejemplo, de la funcién /z con la recta diagonal y = = cuyas iteraciones
para cualquier valor inicial xy convergen a 1, tal como se visualiza en la figura 4-3:

X

~
]

[ e

X0

Figura 4-4: Iterada de =g en f(z) = /&

ACTIVIDADES DE INICIO

Tematicas: Composicion de una funcién , recurrencia, interés monetario, rentabilidad,
grafica.
Tiempo de aplicacién: Dos sesiones (4 horas clase)

Materiales:
= Dos instrumentos guias planteando como situacién fundamental el comportamiento
de interés monetario y la recurrencia de sus valores para tiempos posteriores.

= Calculadora
= Material para representacion grafica: Reglas, lapices, colores.

Rol del profesor: Proponer situaciones en contexto donde se visualice las iteradas de
valores numéricos y provocar en los estudiantes al andlisis de dichas recurrencias en su
desarrollo, mediante la formulaciéon de preguntas y posturas que motiven la participacion
y la paulatina formalidad de los conceptos.

Rol del estudiante: Desarrollar las situaciones propuestas explicando y argumentan-
do de manera amplia la solucién de las diferentes preguntas que sustentan la actividad.
Se cuenta con su participacién en las diferentes plenarias presentadas en clase, asi como
también, el ejercicio juicioso de profundizar en los conceptos propuestos.
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Para las dos actividades de Inicio se ha propuesto como objetivos primordiales: Ana-
lizar comportamientos de valores numéricos a partir de una situaciéon concreta
como lo es el interés monetario, ademas de introducir dicha recurencia de ma-
nera grafica al realizar trazos de segmentos horizontales y verticales (tejido en
telarana).

La intencién que se tiene con estas actividades de inicio en el desarrollo por parte de
los estudiantes es la siguiente:

MOMENTO No.1: “Modelo Financiero”

Garantizar la comprension de problema visto en contexto y como situacion fundamen-
tal, estd permitira incluir conceptos basicos e introductorios de la téoria de los Sistemas
Dindmicos Discretos.[2]

De esta manera se espera en los estudiantes (de acuerdo a la formulacién del los
items a), b) y ¢)) la elaboracién de una tabla hallando las cantidades monetarias en cada
tiempo, aplicando reiteradamente la funcién: x,, = 1,04(x,—1) describiendo, no solo, el
comportamiento creciente de los valores al transcurrir los anos, también la oportunidad
de recurrir a una expresion matematica que permita hallar la cantidad monetaria para un
ano determinado n, sin embargo, lo destacable en la actividad es precisamente analizar el
comportamiento numérico periodo tras periodo.

Posteriormente, se plantea una variacién en el comportamiento financiero manifestado
en el problema (siguiendo los items d) y €)), aqui es de esperar que el estudiante interprete
adecuadamente dicha variacién que consiste en adicionar $1000 para cada periodo y como
estd influye en la sucesién numérica, donde se discutird las notables (o no) diferencias
entre las dos recurrencias.

MOMENTO No.2: Analisis grafico “Tejido de Telarana”

Luego de la visualizacién numérica consignadas en las tablas, determinando en cada uno
de los estados el crecimiento de los valores para el caso del comportamiento del modelo
financiero propuesto en clase, se procede ahora a visualizar dicho comportamiento de for-
ma grafica en el plano, para ello se traza la recta que describe el monto monetario para
el periodo n correspondiente a la funcién x,, = 1,04(z,—1)+1000 y la recta diagonal y = z.

Inicialmente se traza caminos horizontales y verticales entre las rectas, que corresponde
a los puntos cuyas parejas ordenadas son: (z; f(z)) , (f(z); f(f(2))),...,(f*(x); [P (x)).
Con dicho trazado se observa los valores monetario para cada tiempo , también se procede
al proceso de iteracion de tipo grafico denominado “Tejido en Telarana que en posteriores
actividades ayudara a identificar puntos de interseccién de la recta y = x con curvas,
siendo estos puntos especiales que definen el comportamiento de una 6rbita dentro de un
Sistema Dinamico.

Es asi que se espera en los estudiantes la continuacién del trazado (rectas horizontales
y verticales) identificando los valores hallados en el proceso previo de iteracién, interpre-
tando este proceso como una gran alternativa de andlisis, por ejemplo, en la influencia de
redondear u obviar cifras decimales presentadas en las iteraciones y la tendencia de las
secuencias numéricas al involucrar otro valor inicial xg.
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RESULTADOS:
Planteamiento de la situacién:
Un inversionista deposita en una cuenta un capital de $5000 que paga el 4% de interés
anual. Halle los saldos de las cuentas durante: 1 ano, 2 anos 3 anos, 5 anos, 10 anos, 25
anos.

Los procesos y resultados que aplicarén de los estudiantes se resume en la siguiente
tabla:

Respuestas No. Estudiantes | Porcentaje
Empleo de la funcién x,, = 1,04(x,—_1) 25 73,5 %
Incremento del valor del interés
ano tras ano 9 26,5 % ‘

Tabla (4-4): Sistematizacién actividades de inicio.

El 73,5 % de los estudiantes realizarén lo esperado, con el hallazgo del capital mas
su interés generado para el siguiente periodo n + 1 teniendo como referencia el capital de
periodo presente n. De este procedimiento el 22 % de los estudiantes (16 alumnos) mani-
festarén la necesidad de redondear las cifras decimales u obviarlas, segin su concepto en
precisar asi los célculos sin que sea tedioso en el reemplazo de la expresién matematica
que indica el proximo capital. Para este momento no se intervino en la conveniencia o no
de manipular las cifras decimales, simplemente se cuestiono si dicho proceso es necesario
constatando la seguridad del estudiante.

Un 26,5 % Aplicarén el proceso reiterativo iinicamente incrementando el interés a la
ganancia, para ese suceso fue importante aclarar , que el procedimiento en el hallazgo de
capital para cualquier periodo es semejante al proceso del interés compuesto y este era
necesario en su desarrollo para la actividad. Dicho proceso se consolidé de acuerdo a la
siguiente nocion:

El comportamiento del interés compuesto manifiesta un proceso iterativo representado
en la acumulacién de intereses que se han generado en un periodo determinado por un
capital inicial durante n periodos de imposicién a partir de la siguiente secuencia:[2]

Cry es el Capital final, C; Capital inicial,  El interés generado, n El tiempo o periodo.

Cr1 = Ci(1+7) (4-1)
Cpo = CF1(1+7°) (1—|—T)(1 7") (1+7") (4—2)
Crs = Cro(1+7) = Ci(1 +2(1+ 1) = Ci(1 + 1) (43)
Cr=Cil1+7)" (1-4)

(4-1) Capitalizando para un primer periodo.
(4-2) Capitalizando para un segundo periodo.
(4-3) Capitalizando para un tercer periodo.
(4-4)

4-4) Capitalizando para un n — esimo periodo.



Sistematizacion y Analisis de Resultados 73

Con la intervencion frente al desarrollo de la actividad, los estudiantes en su totalidad
comprenden la siguiente fase, que consiste en plantear la misma recurrencia adicionando
un valor de $1000 al capital a partir del segundo periodo, con ello se pretende consolidar
el proceso de iteradas, aunque no se formalizaba atin la composicién reiterativa de la mis-
ma funcién, ademds surge en los estudiantes la necesidad de generalizar el proceso para
indicar de manera inmediata el capital para un periodo C'Fj, sin la presencia del capital
anterior C'F;_1. Sin embargo el objetivo es precisamente visualizar la secuencia de las
érbitas contribuyendo al desarrollo del Pensamiento Operativo frente al Pasivo.[§]

“Se plantea como alterar ese comportamiento operando sobre la estructura y pardme-
tros del sistema. Por eso al simular el sistema se generan escenarios alternativos y se
estudia la sensibilidad del sistema a cambios. .. Pensar operativamente conlleva hacerse la
pregunta: ;Qué hubiese sucedido si ..... 9711

Lo ocurrido en clase se puede evidenciar en los procesos desarrollados por los estu-
diantes vistos en la Figura A-7.

Planteando una variacién a la actividad, se propone obtener los diferentes valores al
sumar 1000 a cada capital monetario. Se obtiene proceso visto en la Figura A-8.

Para las siguientes sesiones se incluird, de manera progresiva, algunos términos propios
del lenguaje de los Sistemas Dindmicos, tales como: érbitas a los diferentes valores itera-
dos, Tejido en telarana al desplazamiento horizontal y vertical en la iteracién grafica de
la curva con la recta diagonal y = x, Puntos fijos a la coordenada de interseccién grafica e
iteracién de una funciéon como la composicién en si misma; ello debido a la intensién que
los estudiantes determinarén en las actividades de Inicio, enfocados maés hacia el hallazgo
de una expresiéon matematica que describiese los diferentes capitales a nivel contable, que
en si el estudio de la secuencia numeérica iterada.

ACTIVIDADES DE REESTRUCTURACION

Tematicas: Procesos de Iteracion, orbitas, puntos fijos, aplicacién de la derivada en
caracterizar puntos fijos.

Tiempo de Aplicacion: Tres a cuatro sesiones de clase.

Materiales:

s Guias describiendo situaciones fundamentales
» Hojas cuadriculadas
s Instrumentos de gréafica de funciones

= Calculadora

HModelado de Sistemas Dinamicos y Educacién en Ciencias e Ingenierfa. Medin J. Destrezas
del pensamiento Sistemodindmico.2007.
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Rol del Profesor: Presentar a la clase situaciones alternas susceptibles al desarrollo de
procesos dindmicos y andlisis de érbitas, estos corresponden al comportamiento poblacio-
nal, a partir de su tamafo, evoluciéon y propagacién de los individuos. Para el éxito de
resultados esperados, el docente no solo promoverd el desarrollo de los diferentes items,
ademads, motivara a la discisién, propuestas de ideas y consolidacién de conceptos median-
te la formulacién de preguntas y variaciones a las mismas situaciones presentadas.

Rol del Estudiante: Participar en la solucién de la actividad argumentado sus cons-
trucciones e incluyendo en su exposicién verbal-escrita términos propios de los Sistemas
Dindmicos, con el fin de obtener una formalidad progresiva de los conceptos. La presen-
tacion de las graficas y su cuidado en la elaboracion se ha de tener en cuenta para el
buen comportamiento de las érbitas que finalmente identificardan las caracteristicas de los
puntos fijos.

Para las cuatro actividades de reestructuracién se plantea como objetivo primordial:
Identificar grafica y tabularmente el comportamiento de 6rbitas alrededor de
puntos fijos para luego caracterizar dichos puntos mediante la aplicacion del
concepto de derivacién.

Las actividades de restrucuracién se dividen en los siguientes momentos, en las cuales
se manifiesta las siguientes intenciones:

MOMENTO No.1: “Puntos Fijos” De acuerdo al planteamiento de la actividad
del comportamiento financiero, en su andlsis grafico las rectas no se interceptaban en el
cuadrante positivo del plano, por el contrario las érbitas en su iteracién tendian hacia
una divergencia, Para esta ocasién se propone la visualizacién de las orbitas alrededor
del punto de interseccion entre rectas y con ello determinar la convergencia y divergencia
de los valores numéricos iterados, ademds dicho proceso manifestara la soluciéon de una
ecuacion de la forma f(z) = x.

FEl planteamiento de la actividad conlleva al estudiante a describir varios comporta-
mientos de las érbitas entre recta diagonal y = = y rectas de la forma kz + b con | k |< 1
y | k |> 1, obteniendo gréficos como:
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Figura 4-6: Si | k |> 1 la drbita de todo punto distinto de cero converge

La actividad motiva al estudiante a incluir rectas variando el valor de la pendiente
k y el corte en la ordenada b trazando los caminos y observando el comportamiento de
las 6rbitas, sin embargo, se resalta aquellos comportamientos donde las rectas se crucen,
ya sea para k,b > 0; k,b < 0 precisamente para identificar atraccién (convergencia) o
repulsion (divergencia) de dichas 6rbitas con relacién al punto fijo.
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Figura 4-7 :Para 0 < £ < 1 yb > 0 todas las 6rbitas convergen al punto fijo
(interseccién)

y=kx+b
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Figura 4-8 : Para k < 0y b > 0 las 6rbitas divergen al punto fijo (interseccién)

MOMENTO No.2: “Comportamiento Poblacional”

Para este momento se incluye la iteracién de las 6rbitas para funciones cuadraticas de

la forma kxz(1 — ) validas para el comportamiento poblacional (funcién Logistica) junto
con la recta diagonal y = x.
Un primer ejercicio!? consiste en hallar la poblacion de tornillos para el tercer afio a
partir de un valor inicial (semilla) 2o = 0, 2. Es de esperar que el estudiante halle los valo-
res f(0,2), f(f(0,2)), f(f(f(0,2))) ubicdndolos en el plano por medio del desplazamiento
horizontal y vertical (tejido) que describe el comportamiento de las érbitas, obteniendo
algo similar a la Figura 4-9:

12Gjtuacién planteada en contexto, xg = 0,2 corresponde a 200.000 tornillos. Ver Actividad de
reestructuracién No 2.
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Figura 4-9 :Iteracién de la forma f3(x) donde x¢ = 0,2

Posteriormente, se incentiva al estudiante a incluir otros valores iniciales y repetir el pro-
ceso iterativo para n anos. Con ello se logran conclusiones de comportamientos a largo
plazo y su influencia segin valores iniciales.

Para finalizar el desarrollo de este momento, ademas de variar el periodo de anos a
determinar y los valores iniciales a iterar, también se varia el termino k£ de la funcién
kx(1 —x) para 0 < k < 4. De esta manera surgen nuevas conclusiones a comportamientos
como se representa en la Figura 4-10:

Flo.6 /-

| 0.2 0.4 0.6 ¥o 0.8 Millones de Tornillos

1-0.1 f(x)=0,8x%{1-x)
Figura 4-10 : Iteracién gréfica f™(zg)

Estas sesiones son cruciales en la consolidacion de conceptos y elementos tedricos para in-
terpretar y justificar procesos enfocados a Sistemas Dindmicos a partir de la iteracién de
valores en una funcién. El estudiante en estas instancias lograra dar algunas definiciones
cualitativas de puntos fijos y sus caracteristicas, también interpretar que el proceso itera-
tivo de la funcién f,(z¢) como una composicién en si misma cuyo recorrido corresponde
al dominio I — I y aplicar una nocién no formal del concepto de Limite, al visualizar las
tendencias de las orbitas.

Lo anterior permite incluir el concepto de derivacién para describir formalmente pro-
piedades de los puntos fijos, cuya intension se presenta a continuacién:

MOMENTO No. 3: “Aplicaciéon de la Derivada” Para este momento se propone
conllevar a los estudiantes progresivamente a las definiciones:
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= Si p un punto fijo llamado Atractor o un sumidero entonces, |f'(p)| < 1
» Si p un punto fijo llamado Repulsor o fuente entonces, |f’'(x)| > 1.

Con ello su comprobacion mediante la aplicaciéon de nuevas situaciones o inclusién de
variantes a las actividades ya presentadas y desarrolladas.

RESULTADOS:
Los estudiantes manifiestan los siguientes procesos evidenciado en las Figuras (A-9) y
(A-10)

ACTIVIDADES DE PROFUNDIZACION

Tematicas: Orbitas periddicas, Ceros de una funcién por iteracién, funcién Tienda y su
Sistema Dindmico

Tiempo de Aplicacién: Dos a Tres sesiones de clase.

Materiales:

= Guias describiendo situaciones fundamentales
» Hojas cuadriculadas
= Instrumentos de geometria

= Calculadora, Hoja de Calculo Excel.

Rol del Profesor: Para estas actividades finales, se pretende consolidar y validar con
mayor formalidad los conceptos planteados durante el desarrollo de la secuencia de ac-
tividades, ademas de la identificacién en el avance de las destrezas de pensamiento al
visualizar y comprobar el contraste de procesos y razonamientos de situaciones que ofre-
cen un analisis dindmico frente a las ensenazas de la educacion tradicional.

El desempeno del Docente es continuar generando espacios donde se promueva la in-
terpretacion de nuevas situaciones, por parte del estudiante, y garantizar la discusion y
justificacién de procedimientos y cdlculos matematicos.

Rol del Estudiante : Avanzar en la apropiacién de conceptos para aplicarlos en
distintas situaciones propuestas, se cuenta en estas instancias con un desarrollo justifica-
do, formal, argumentativo y propositivo acerca de las tematicas propias de los Sistemas
Dinamicos Discretos, con base a aplicaciones del Célculo Diferencial.

En las actividades de Profundizacion se presenta como objetivo principal: Identificar
la periodicidad de é6rbitas numéricas a partir de su comportamiento y asi su
sensibilidad en las funciones asociadas a condiciones iniciales.

Se propone al estudiante analizar situaciones que generen iteraciones entre valores
numéricos incluidos en funciones, también se propone un ejemplo particular de una funcién
Logistica Cadtica de la forma f(x) = 4z(1 — x). en la cual se requiere que el
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estudiante compare el comportamiento de érbitas a valores iniciales xg y x1 aparentemente
cercanos. Obteniendo gréaficas en serie de tiempo, tal como la siguiente:

Valores iniciales
0,123 0,124
0,431484 0,434456
098122223 0,9828369
0,07370066| 0,0674741
0,27307548| 0,25168537
0,79402105| 0,75335938
0,65420648( 0,74323608
0,90488145| 0,76334481
0,34428405| 0,72259804
0.20301018| 0.80180045
0.35033119| 0.63566595 0
0,91039699| 0926379
0,32629725| 0,27280381
0,87930942 | 0,79352756
0,42449747| 065536625

iteraciones

=+0,123
~=-0,124

1 2 3 4 5 [ 7 a 9 10 11 12 13 14 15
Numero de iteradones

Sle e ]m |~ e v s (vl |-

[
=]

[
w

s
=

Figura 4-11: Series de tiempo para las érbitas de g = 0,123 y 1 = 0,124

Observando en las érbitas una similitud de comportamiento para n iteraciones, posterior-
mente, se identifica la separacién y asi el cambio a iteraciones siguientes. Tan solo un
cambio en el milésimo valor de xy da lugar a comportamientos diferentes de las drbitas
en el futuro.

Las dos actividades de profundizacién, conllevan a los estudiantes a la induccién de Sis-
temas Dindmicos Cadticos intensificando los siguientes procesos e intensiones:

1. Representar graficamente la funcién 7' identificando la relacién, T': [0,1] — [0, 1].

2. Identificar regularidades en el comportamiento de érbitas, dados valores iniciales
Zo-

3. Analizar las iteraciones de la funciones 7,72, T con su representacién algebraica y
grafica, estableciendo la siguiente regularidad:

n | T" | No de Tiendas | Puntos fijos de T
1| 7T 20 =1 2l =29
2| ¢2 ) 22 — 4
3] ¢ 22 =4 23 =8
4| 4 23 =8 21 =16

Tabla (4-5): Iteraciones de la funcién T
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Figuras:
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£ ina Zip-untos fijos. T.con2? puntos fijos.
T.,con 23 puntos fijos. T,con 24]:mntns fijos.
Figura 4-12:1teracion y puntos fijos de la funcion T
n
Potencia | . | # puntos | puntos: 2| g Lo distin.
iteradaT?" | fijos  de | periodicos  de
2" - ta de periodo 2"
b T
2 T 2 2% =2 2
2! T 2% 2% 2% =2 1
22 ™ 2% 2 -=12 |3
2 T® 3= 9% 2% =240 |30
2k 2 92" g2t _ gat- kz‘-’“ - 987!y ok

Tabla (4-6): niimeros periédicos de periodo 2" para puntos fijos 72"

De esta manera se pretende relacionar las propiedades que manifiesta la funcién Tien-
da T logrando una aproximacion a describir cualitativamente el comportamiento de un
Sistema Cadtico, pues, esta funciéon manifiesta los criterios basicos para dicho concepto,
por tanto el estudiante comprobarda que T da lugar a un Sistema Dindmico Cadtico en
I = [0,1], si cumple lo siguiente: [13]

1. El conjunto de sus puntos periédicos es denso en I.
2. T tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en I.

3. T es topologicamente transitiva en I.
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En el caso de la actividad de la particula saltarina se quiere determinar la interpre-
tacién que manifiesta el estudiante cuando una érbita z, f(z), f2(x), f3(z)... = f*(2) la
define como las distintas posiciones a las que ha saltado la particula en el interior del
intervalo [0, 1], estas posiciones son: xg, z1, Z2, T3, ... influenciada por la dindmica de la
funcién S que se da mediante el producto de 10 por la posicién inicial xy restandole su
parte entera [10x] manteniendo solo la parte decimal del resultado, es decir, para la préxi-
ma posicién z; dada por z1 = 10z¢ — [10z0], la particula se encontrard ubicada en el
intervalo [0, 1] en el estado de tiempo ¢t = 1. Para un segundo estado de tiempo ¢ = 2,
es decir, S(S(xg)) = S(z1) la particula se hallard en la posicién x, asi sucesivamente,
determinando que la particula salta en el interior del intervalo [0, 1] a partir del estado
de tiempo ¢ = 1. En una seccion de la actividad de la particula saltarina se planted las

posiciones de una particula cuya posicién inicial xq es %
t | Iteracion | Posicién
0 o 0,0625
1| S(xo) =21 ] 0,625
2| S(xy) =29 0,25
3| S(z2) =x3 0,5
4| S(z3) = x4 0

Tabla (4-6): Posiciones de la particula saltarina

Dinamica de la particula saltarina cuya posicion

inicial x; es 1/16.
s(x),

1 = = - - - = - -

0,9
0,8

0.7

X1 — — - —t -

0.6 5{x) = 10x - [10x]
0,5
0,4

0.3

r

0,2

0,1

— s *K
D Xog,1 0,2 0,3 04 0.5 0.6 0,7 0,8 0.9 1

(] r ] ]

1
Figura 4-13: Tejido en telarana de particula saltarina cuya posicion inicial es 16



5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

El trabajo de grado enfatizado en una aproximacién conceptual de la teoria de Caos
desde el curso de Célculo Diferencial, conté con la inclusiéon de situaciones de Sistemas
Didmicos Discretos basado en la iterada de una funcién de la forma f(x,) = x,41, dichas
situaciones fueron propuestas en el disefio de una secuencia de actividades para su poste-
rior aplicacién, analizando resultados que han permitido mejorar el proceso de ensenanza -
aprendizaje del Calculo Diferencial, brindando al docente nuevas herramientas didécticas
y a los estudiantes mejorar su comprension.

Se consideré de aspectos epistemologicos fundamentales que sustentan el desarrollo
tedrico de los Sistemas Dindmicos conllevando asi, a un significado inicial de un Sistema
Cadtico, comenzando su estudio de como predecir un fenémeno a un estado final a partir
una minina variacién de su estado inicial (Poncairé) y con ello profundizar en el andlisis
de las iteradas no periédicas desde una dependencia en su condicién inicial (Strogatz).

La perspectiva histérica y la evolucion tedrica de los Sistemas Dindmicos ha permitido
la oportunidad de incluir una serie de situaciones en diferentes contextos (construccién de
fractales, taza de interés compuesto, comportamientos poblacionales, entradas y salidas
de valores numéricos, vida de elementos quimicos, estados de posicién de una particula,
etc.) mostrando asi la gran variedad de aplicaciones como herramienta pedagégica para
el docente, proponiendo, de esta manera la posibilidad de construir nuevas actividades
significativas que potencialicen el conocimiento matematico en los estudiantes.

El disefio de esta variedad de actividades (tanto la aplicacién de aquellas fundamen-
tales) han sido posibles no solo desde la perspectiva epistemoldgica, también se ha tenido
en cuenta las referencias disciplinares, un texto en particular ha sido An Introduction
to Chaotic Dynamical Systems (Denavey) como una de las herramientas que permite
la postulacion de aspectos conceptuales propios de los Sistemas Dindamicos Discretos que
acompanado desde un marco metodolégico'® ha proporcionado el alcance de competencias
de aprendizaje descritas en:

= Modelamiento matemaético de situaciones problemas para la produccion de anélisis
a nivel cualitativo y cuantitativo.

= Desarrollo de pensamiento logico en la consecucién de procedimientos y cédlculos
matematicos determinando la eficacia en el andlisis y solucién de un problema.

3Metodolégia de Proyecto Factible, basado en el disenio de proyectos a partir de la solucién de
problemas tipo practicos.
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» Soluciones alternativas basados en el estudio de las distintas representaciones (ta-
bular, grafica en telarana, diagrama de fase.) de un Sistema Dindmico Discreto con
el apoyo de las herramientas del Calculo Diferencial.

Finalmente, se manifiesta a modo de satisfaccion y orgullo el alcance de esta eta-
pa profesional hacia la adquisicién de titulo de maestria contribuido en la construccién
del presente trabajo de grado que retine una serie de aprendizajes a nivel disciplinar y
pedagogico, que no solo fortalecen los proceso de aprendizaje de los estudiantes en las ma-
tematicas, sino también afianza los procesos de su ensenaza para el docente, permitiendo
una constante reflexién hacia la busqueda de nuevas alternativas didacticas replanteando
y aportando, quizas, a los estandares curriculares de la educacién bésica, media y superior.

5.2. Recomendaciones

Como sugerencias y observaciones pertinentes para el diseno, aplicaciéon y analisis de
resultados que permiten fortalecer o emprender nuevas investigaciones encaminadas hacia
la ensenanza de los Sistemas Dindmicos desde diferentes enfoques de la matemaética (en
este caso desde las herramientas del Calculo Diferencial), se distinguen las siguientes:

» Profundizar en el estudio de referentes disciplinares haciendo una construccién y
secuencialidad légica de definiciones y teoremas que son base para aplicacién de
conceptos.

= Aunque se ha empleado en la serie de actividades el manejo de la calculadora y
paquetes de calculo como Excel, se considera importante la inclusién de herramien-
tas tecnoldgicas que permitan el modelamiento gréfico, uno de ellos es el software
Mathematica que por medio de unas indicaciones permite visualizar la grafica en
tejido de telarana, donde los hilos representan los distintos comportamientos de las
6rbitas!

» Tener la posibilidad de disenar un trabajo de grado de este mismo enfoque ma-
tematico referenciando modelos pedagdgicos que permitan el diseno de actividades,
la recopilacion de datos, el anélisis de resultados, el estudio de casos y la estipulacion
de niveles de aprendizaje; debido a la escases de teorias didacticas de construccion
y asimilaciéon de conceptos matematicos en la educacion superior.

= Teniendo en cuenta que en esta ocasion se propuso la comprensién de los Sistemas
Dinamicos Discretos desde el punto de vista de las iteradas de una funciéon con
sigo misma y el andlisis del comportamiento de érbitas, se invita a profundizar en
otras perspectivas que ofrece los Sistemas Dindmicos, permitiendo al estudiante la
oportunidad de adentrarse paulatinamente a un tema de las matemdticas que se
desarrolla en futuros semestres aun nivel mas avanzado y quizads complejo, sien-
do posible tratar conceptos de los SDD a un nivel introductorio sin que implique
disminuir el nivel académico, si no por el contrario, profundizar en los aprendizajes.

M Ejemplo propuesto en la pagina 22.
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Figura A-7: Evidencias Situacion No.1

El procedimiento de la figura izquierda corresponde a un comportamiento de interés sim-
ple, mientras lo indicado en la actividad es el hallazgo del capital bajo la aplicacién de
un interés compuesto que permite el estudio de las tendencias de las érbitas y su andlisis
grafico con la recta y = x.
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