
CAPITULO III 

SOLUCIONES ESPECIALES DE LA ECUACION 

DE SEGUNDO ORDEN 


17. ECUACION EN LA CUAL FALTA LA DERIVADA DE PRIMER ORDEN 

Y UNA DE LAS VARIABLES EN FORMA EXPLICITA. Para ambos tipos de 

dy 
ecuaciones se hace - = p y se deriva con respecto a la variable 

dx 

presente, obtenit3ndose, 

d2y dp 
-=­

d2y dp dy dp 
6, -=--=p­

dx2 dy dx dy 

segun que falte .la variable dependiente 0 la variable independiente, 
respectivamente. En cualquiera d~ los casos se tendra, mediante la 
substituci6n respectiva, una ecuaci6n de primer orden y de variables 
separables, como se demuestra a continuaci6n. 

d2y dp 
Sea - = F(x) y por Jo~:tanto,· - = F(x) 

dx2 dx 

dy 
.p = - = C' + J F (x) .dx 

dx 

y. finalmente,· 

y ~ C + C/x + J J F(x)dx dx 'l., 
(63) 
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soluciori quepodemos expresar tambit~n en funcion de integrales sen­
eiIlas, aplicando el sistema de' integracion por partes. 

U = f F(x) da: du = F(x) clx 

dv = dx 'v = x 

va10res que reemplazados en la ecuacion (63) nos dan; 

y = G +G'x + x f F(x)dx - f xF(x) dx (64). ' , 

En cambio, cuando sea x la variabl~ ausente, se tendril: 

d2y dp 
- = F(y) y por 10 tanto, ,p - = F(y) 
dx2 

, ;' integrando,
i p~I 

- = Gil + f F (y) dy
J 2
! p~ = G' + 2 f F(y) dyI 

dyf 
p = - = y'G :f.--2-'fF(y) dy

' dx 
t 
I 

I 
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J , Ejemplo 19 

- ' sen x =­
dx2 dx 

dy 
1J = - = G' - cos x 

dx 

y = G + G'x - sen x 

F~jemplo 29 

i Curva elastica. Se liamacurvaelastica dE;: una viga a la curva 
, que adopta el eje centroidal de una viga cargada en cualquiE:r forma, 
siempre que el esfuerzo unitario, en el punto mas esforzado de ella, 
no exceda del limite proporcional del material. En otras palabras, es 
Ia curva que adoptan las fibras neutras de una viga. 

En resistencia,de materiales se demuestra que el ra 
tura, en un punto cualquiera de lacurva elastica, vale 

EI 
r=­

M 

formula en la cual E es el modulo de elasticidad del material, I el 
momento de inercia de Ia seccion con respecto al eje determinado por 
las fibras neutras en el puntoque se considera, y M el momento de 
las fuerzas externas que obran sobre la viga, con respe~to al plano 
de la seccion. 

-@--

Plano de- las 

(,bl-oS" nevtl'"Qs 

Sea una viga OA de longitud L, fija por una extremidad ycar­
gada con un peso W sobre el extremo libre. 

Como se demuestra en el calculo, 

(2) 


Si la deflexi6n en la viga es muy pequena, como ocurre en las 
estructuras corrientes, el valor de la primera derivada, en cualquier 
punto de la Cllrva ,OBA, es tan pequeno que el numerador de (2) es 



En resistencia<de materialesse demuestra que el ra 
tura, en un punto eualquiera de laeurva ehistica, vale 

EI 
T=­

M 

f6rmula en la eual E es el m6dulo de elasticidad del material, I el 
momento de inercia de la seeei6n con respecto al eje determinado por 
las fibras neutras en el punto que se eonsidera, y M el mom en to de 
las fuerz~s externas que obra~ sobre la viga, con respe~to al plano 
de la seeei6n. . 

Plano d~ looS 
f,bl't:lS n e v i,.as 

Sea una viga OA de longitud L, fija por una extremidad y car­
gada con un peso W sobre el extremo libre. 

Como se demuestra en el ealeulo, 

3/2 (2)

(dy ) 2 

T= 1 + d~r1-___--.--:'---'__--' 

Si la deflexi6n en la viga es muy pequeiia, como oeurre en las 
estructuras eorrientes, el valor de la primeraderivada, en cualquier 
punto de la curva ,OBA, es tan pequeiio que el numerador de (2) es 
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practicamente igual a la unidad pudierido por consiguiente tomarse 
, como valor del radio de'curvatura, : '.' 

(3) 

Igual~ndo esta ultima ecuaci6n con la ecuaci6n (1) se tendra: 

d2y M 
-=-	 (4) 

EI 

Para el ejemplo ilustrado en la figura M = W (L-x) 

d2y W (L-x) dp 
-= =- " (5) 
dx2 EI dx 

dy 

p...:.-.-'-' 
 (6) 

. dx 

W('X2 X3
) 	 . 

Y = 	 - L - - - + C'x + C (7) 
EI . 2 6", . 

La ecuaci6n (7) es la s~luci6n general de la (5) pero sf s~·to­
rna como eje de las X a la horizontal que pasa por,O, podemos de­
terminar que ambas constantes C' y C son nulas, puesto que, en tal 

dy 

caso, para x = 0, y = °y ademas - = ° . 


dx 

, 

La maxima deflexi6n de la viga, como es evidente tendra lugar 
en su extremidad y valdrii, 

, " . ',W (L3 . £3) _',WL3,
d=- --- - ­

EI 26'·' 3EI 

Ejemplo 39 

d2y 
-=a2y 

dX3 


dp 

p_=a2y 


dy 


-=-- + C' 
2 2 

k2 

haciendo C' = - y reemplazando, 

2 


dy 

P-:- -,- = ya2y2+k:! = a yy2+k2/a:!
dx 

S 
dy 

x = C + 1/a 

yy2+(k/a)2 

x = C' + (1/a) Ln (ay + Ya2y!!.+1c!!.) - (1/a)Ln a 

Pero siendo (1/a)Lna, una constante, podemos refundirla con 
C , obteniendo finalmente, . 

Puede expresarie a y en funci6n de x procediendo como 10 hi­
cimos en el ejempl0 1 de las ecuaciones tratadas en el articulo 12, ar­
tificio que repetiremos por ser de comun ocurrencia. 

enx O 
- = ay + Ya2Y!!.+k!!. 

1 , . aY~ya2y2+k21/e""-0 = e-ax+c = _____________ 

aY+ya2y2+k2 

sumando las dos ecuaciones anteriores 
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Ejemplo 39 

d2y 
_ = a2y' 
d:r.3 

dp 
p _ = a2y 

dy 

-=- C' 
2 2 

k2 
haciendo C' = - y reemplazando, 

2 

dy 
p = - ya2y2+k~ --:- a yy2+k2/a~ 

dx 

x ~ C l/a S dy 

Vy2+{k/a)2 

x = C' + (l/a) Ln (ay + va2y~+k2) - (l/a)Ln a 

Pero siendo {l/a)Ln a, una constante, podemos refundirla con 
C , obteniendo finalmente, .. .. 

Puede expresarse a y en funcion de x procediendo como 10 hi­
cimos en el eJempJo 1 de las ecuaciones tratadas en el articulo 12, ar­
tificio que repetiremos por ser de comun ocurrencia. 

enx 
-

C = ay + Ya2y2+k:J. 

1 • aY-:-ya2y::+k2 
1/enx- C = e-nx+c = -----­

aY+ya2y::+k2 

sumando las dos' ecuaciones anteriores 

enx- C ~ k2 e-nx+c = 2ay 
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Ejemplo 4. Determinacion del 
o periodo de oscilacion dE: un pendu­

10 matematico. 

Sea A una posicion de la lenteja 
de un pendulo simple de longitud 
L. La fuerza que tiende a restituir­
10 a I&. posicion dE: equilibrio B, 
vale, 

P = rng sen 0 

Segun las leyes del movimiento 
de Newton, 

a=F/m 
y ademas, como se VE: en el calculo, • 

. a' d2s/dt2 
por consiguiente, 

dZs/dt'.l = - g sen e (1) 

la raz6n del signo es que la velocidad decrece cuando el espacio au­
mente y viceversa. 

Como s = L0, d2s/dt2 = L .d20/dt2 valor que substituido en 
(1) 	nos da, 

. d20/dt2 = - (g/L) sen 0 (2) 

Si la a~pIitud de la oscilaci6n es tan pequefia que podamos to­
mar el arco en lugar del seno, la ecuaci6n (2) se nos convierte en, 

(3) 

d0/dt=p dp/dt = (dp/d0) (d0/dt) = p (dp/d02 . 

2p dp = - (2ge /L) de 


p2 = 02 _ g02/L 


P = de/dt = yc~2;L 	 (4) 

dt = de/y02- (Vu/ L - 0)2 

dt=de/oy1 - (VuIL 0/0)2 

integrando obtenemos como solucion general de la ecuaci6n (3) 

t = c' + yL/gSen-l (0/c)ygiL 	 (5) 

Como en (4) d0/dt=w,y esta es cero en el instante de soltar­
10, es decir, cuando @=-a se tendra: 

0=Y02 	 g;"'l.TL 
C = a yg/L" 

valor que sUbstituido en (5) nos da, 

t = c' + YL/g Sen-l 0/a 

Tomando como posicion en el instante t = 0, a la posici6n in­
dicada por B, en la figura, tendremos que t=O para 0=0 y por 10 
tanto C'=O con 10 cllal la ecuaci6n anterior se nos reduce a, 

<t = YL/g 	sen-l 0/a 

Finalmente, si hacemos 0=a, obtendremos el tiempo requerido 
para media oscilaci6n simple 

t = YL/g sen-1 1 = (1r/2)YL/g 

y para la oscilaci6n completa 

T = 2t = 1r yL/fi 
18. ECUACION DEL ENESIMQ ORDEN QUE CARECE DE LA VARIABLE 

DEPENDIENTE Y DE DERIVADAS DE ORDEN DISTINTO AL ENESIMO. Aunque 
esta~ ecuaciones sean de orden mayor del segundo, pueden. resolverse 
aplicando sucesivamente el artificio que empleamos en las ecuaciones 
del tipo anterior. 

Sea, dny/dxn = F(x) 	 (66) 

1Haciendo 	d"-1/dxn
- = p, derivando con respecto a x se obtiene, 

dny/dxn = dp/dx = F(x) 

- 1p = dn-1y/dxn = C1 + J F(x) dx 

analogamente, 
dn- 2y/dxn- 2 = p dn-1y/dx"- t 

= dp/dx = C1 + J F(x) dx 

p=dn-2y/dx"-2=C2+ Clx +J J F(x) (dxP 

Procediendo de manera identica obtendriamos, 


y = Cn + Cn- l X +Cn-z x2/21. .. ... 


+ Cl xn/n! + J J ... J F(x) (dx)n 	 (67) 
n integrales 
~ 

http:g;"'l.TL
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Como en (4) d0ldt= w,y esta es cero en el instante de soltar­
. 10, es decir, cuando 0 = - a se tendra: 

0=yc2 y;.qr 

() = a YYIL 


valor que substitufdo en (5) nos da, 

t = C' + yLly sen-l 0/a 

Tomando como posicion en el instante t = 0, a la posici6n in­
dicada por B, en la figura, tendremos que t=O para' 0=0 y por 10 
tanto C'=O con 10 ellal Ia ecuaci6n anterior se nos reduce a, 

t yLly sen-1 0/a 

Finalmente, si hacemos 0=a, obtendremos el tiempo requerido 
para media oscilacion simple 

t = yLlY sen-l 1 ( 7r /2)YLly 

y para Ia oscilaci6n completa 

T = 2t = VLTii7r 

18. ECUACION DEL ENESIMO ORDEN QUE CARECE DE LA VARIABLE 

DEPENDIENTE Y DE DERIVADAS DE ORDEN DISTINTO AL ENESIMO. Aunque 
esta~ ecuaciones sean de orden mayor del segundo, pueden. resolverse 
aplicando sucesivamente el artificio que empleamos en las ecuaciones 
del tipo anterior. 

F(x) (66)Sea, 

1Haciendo du- 1I dxn- = p, derivando eon respecto a x se obtiene, 

dny/dxn = dpldx = F (x) 

. p dn- 1y/dxn- 1 . Cl + f F(x) dx 

analogamente, 
dn 2 - 21//dxn- = 1> 

dp/dx C1 + f F(x) dx 

- 21> = dn- 2yldxn = C2 + Cl X + f f F(x) (dx):! 

Procediendo de manera identica obtendriamos, 


11 = Cn + Cn- l X + Cn-:J x2/2!. ..•.. 


+ C1 xn/n! + f f ... f F(x) (dx)n (67) 
,n integrales 
~ 



EJERCICIOS . 

1. d2yjdx2 = eX 

2. d2yjdx2 + eY = 0 

3. d2sjdt2 = - w2s 
4. d2sjdt.2 + k2js2 = 0 
5. d2y/dx2 = cos Y 
6. d2yjdx2 = cos X + sen x 
7. d4yjdx4 = x 5 - 3x + eX 

8., d4y/dx4 ~ x eX 


19. ECUACIONES QUE CARECEN DE AMBAS VARIABLES. Las eeua­
eiones de Ia forma, 

d2yjdx2 = F (dyjdx) (68) 

se resuelven mediante el mismo artifieio a saber dyjdx=p, con 10 
eual quedan reducidas a Ia eeuaei6n de variables separables 

dpjdx=F(p) 

euya soIuei6n es, 

x = C1 + f dpjF(p) (69) 

y=fpdx=C2 +fp"dpjF(p) (70) 

Por eliminaei6n de p entre las eeuaeiones (69) y' (70) se obtE~n': 
drS. Ia relaci6n entre las dos variables. ' ." 

Ejemplo 1. 
d2yjdx2 - (dyjdx)2 -1 = 0 

d2yjdx2 = 1 + (dyjdx)2 

dpjdx= 1 + p2 

X + C1 = tan-1 p (1) 

y . Spd.= Spdp/(1+p') 

= C2 + (lj2) Ln (l+p2) 

y=LnCa+Lny1+p2 =LnCay1 +p2 (2) 

De (1) p = tan (x+C1 ) 
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De (2) eY = G:fV1 + 1)2" . 


= GaYl + tan2 (x+CJ = G3 Sec (x+G1 ) 


Ejemplo 2. Ecuacion de la 
curva que adopta un cable de­
bido a su propiu peso, curva 
que recibe el nombre de Ga­
tenaria 

Sea un cable, suspendido de 
los puntos A y B y cuyo peso 
por unidad de longitud es de 
w. Considerando un elemento 
del cable de longitud. /:::'s, 
comprendido entre los pun­
tos P y Q, tal elemento estara 
en equilibrio bajo la, accion de tres fuerzas a saber: su peso w /:::'s, la 
accion de la parte ~A que llamaremos T, y la accion de la parte QB 
que llamaremos T+/:::'T. 

Aplicando las condiciones de equilibrio para un sistema de fuer­
zas concurrentes, obtenemos:· 

~ Fy = 0 (1) T sen 0 = (T + /:::,T) sen (0+/:::'0) - w /:::, s 

~Fx=O (2);TcOS0-: (T + /:::,T) cos (0+/:::'0) =To 

Dividiendo una ecuacion por la otra, 

w /:::,s 
tan0=tan (0+/:::'0) .;....... ---~----- (3) 

y. 

De la ecuacion (2) se observa que la componente horizontal de 
la tension en cualquier punto del cable es constante y sera igual por 

•10 tanto a la tension en el punto G; llamamos To a esta tension. He­
cha ·esta substitucion· en la ecuacion (3) nos queda entonces, 

tan 0 = tan (0+/:::'0) - w/:::,s/To 

w/:::'s/To = tan (0+ /:::,0) - tan 0 
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tan (0+l10) - tan 0 
lim. = sec20 = (w/To) (ds/d0) (4) 

l10 

l10-0 

pero, sec20 = 1 + tan20-;= 1 + (dy/dx)2 (5) 

y ademas, d8/d0= (ds/dx) (dx/d0) = (dx/d0)Yl+(dy/dx)~ (6) 
tambit~n 0 = tan-1 (dy/dx) ecuaci6n que derivada con respecto a x 
nos da: 

d0/dx = (d2y/dx2) /[1+ (dy/dx)2] (7) 

reemplazando este ultimo valor en la ecuaci6n (6) tendremos 

ds/d0=:[I+ (dy/dx)2)8i2/ (d2 y/dx2) (8) 

Valor que podriamos haber escrito dlrectamente puesto que 
ds/d0 nos define el radio de curvatura en un punto cualquiera de 
una curva. Reemplazando finalmente los valores (5) y (8) en la ecua­
ci6n (4), obtenemos, 

d2y/dx2= (w/To), yl+ (dy/dxP 

como ecuaci6n diferencial de la curva adoptada por e~ cable, cuya so­
luci6n es la siguiente: 

dy/dx=p 

dphJl+p2 = ('lv/To) dx 

Ln (p + Yl+p!.l ) = 1Vx/To) + C 

p + Yl+p2 = e(Wx/ To+C) (9) 

p - y 1 +pll - e-(-x/To-l-Cl . (10) 

p = dU/dx = 1/2 [e(wx/To+C) e-(W'/'l'o+O)] 

(11)y 

, Las constantes C y C1 pueden deterrninarse si se conocen las po­
siciones de los puntos A y B en que se fija el cable. 

-~-..--- ­ .-------...-------~-... 

Restando la ecuacion (10) de la (9) se obtendria a ds/dx y seria 
posible entonces cacularla longitud del cable sin deducir previamen­
te la ecuaci6n ( 11) . 

EJERCICIOS 

1. d2y/dx~ - 4 dyIdx 0 

2. d2y/dx2 + 2 dy/dx + 2 = 0 

20. ECUACIONES CON DERIVADA DE PRIMER ORDEN PERO CARENTES 
DE UNA DE LAS VARIABLES EN FORMA EXPLICITA. Comprende este grupo 
las ecuaciones de una de las formas 

d
2
y/dx2 F(x, dy/dx) 6 d2Yldx2 = F(y, dy/dx) 

Empleando el mismo artifieio dy/dx = p y derivando con res­
pecto a la variable presente, se obtiene, en general, una ecuaci6n dife- • 
rencial de primer orden perteneciente a alguno de los tipos ya es­
tudiados. 

Ejemplo 1 Q Una zorra parte de cierto punto y corre hacia el.nor­
te 300 yds., e'n donde es alcanzada por un perro que parti6 de un pun­
to situado a 100 yds., al este del punto de partida de la zona y que 
durante toda la carrera corri6 directamente hacia ella. l Que camino 
recorri6 el perro si ambos partieron en el mismo instante y cada uno 
hizo su reeorrido eon velocidad uniforme? 

La eeuaci6n de la tangente en y 

un punto cualquiera P(x,y) de 
 ela trayeetoria .seguida por el pe­

rro es, 


Y-y=!' (x) (X-x) 

en la eual, si se hace X-O, nos 
da la longitud de su intercepto 
sobre el eje vertical, (fig. 9.) 

OE= Y=y-x!' (x) 

ecuaci6n de la eual se obtiene 
por diferenciaci6n 
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Restando la ecuaci6n (10) de la (9) se obtendria a ds/dx y seria 
posible entonces cacular la longitud del cable sin dedudr previamen­
te la ecuaci6n (11). 

EJERCICIOS 

1. d2y/dx2 _4 dy/dx = 0 

2. d2y/dx2 + 2 dy/dx + 2 = 0 

20. ECUACIONES CON DERIVADA DE PRIMER ORDEN PERO CARENTES 
DE UNA DE LAS VARIABLES EN FORMA EXPLICITA. Comprende este grupo 
las ecuaciones de una de las formas 

Empleando el mismo artificio dy/dx = p y derivando con res­
pecto a la variable presente, se obtiene; en general, una ecuaci6n dife­
rendal de primer orden perteneciente a alguno de los tipos ya es­
tudiados. 

Ejemplo 1 Q Una zorra parte de cierto punta y corre hacia el nor- . 
te 300 yds., eOn donde es alcanzada por un perro que parti6 de un pun­
to situado a 100 yds., al este del punto de partida de la zorra y que 
durante toda la carrera corri6 directamente hacia ella. ;, Que camino 
recorri6 el perro si ambos partieron en el mismo instante y cada uno 
hizo su recorrido con veloCidad uniforme? 

La ecuaci6n de la tangente en 
un punta cualquiera P(x,Y) de 
la trayectoriaseguida por el pe­
rro es, 

Y -y =1' (x) (X-x) 

en la cual, si se hace X 0, nos 
da la longitud de su intercepto 
sobre el eje vertical, (fig. 9.) 

OE=Y=y-xl' (x) 

ecuaci6n de la cual se obtiene 
por diferenciaci6n 

y 

e 
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EE'=dY= [[,(X) -xl" (X) -f'(x)]dx 

-xl" (X) dx 

resultado que se debe multiplicar por (-1) porque, como puede apre­

ciarse en la figura, para que Y vade de cero a b, Ia X debe decrecer 

desde a hasta cero, 10 que implica que los incrementos dy y dx sean 

de signo contrario. Se tiene entonces, 


dY x 1" (x) dx (1) 

dY sera el espacio recorrido por la zorra durante el tiempo requeri· 

do por el perro para pasar de la posici6n P a Ia P' describiendo un 

camino de longitud 


(2) • 

Como ambos movimientos se realizan con velocidades numericas 

eonstantes, los desplazamientos dY y ds deberan sel:' entre S1 como la 

reladon m de sus veloCidades. 


dY=mds (3) 

la substituci6n de (1) y (2) en (3) nos da la ecuaci6n diferencial del 
movimiento ejeeutado por el perro 

x,,(x) = m y1+ (dy/dx) 2 (4) 

Simples consideraciones nos hacen comprender que para que el 
perro de alcance a la zorra en un purito B del eje de'las Y, m debe ser 
menor que la unidad y que si m es igual 0 mayor que la unidad, el eje 
vertical seria aS1mptota de la' eurva. 

Haciendo f' (x)-p, se ~endra que 1" (x) = dp/dx valores que 
substituidos en (4) daran: 

m = x (dp/dx) /Y1+p2 
m(dx/x) = dp/y1+p2 

ecuaci6n diferencial euya soluci6n 'evidentemente es, 

Lnxm + L11,C=L11, Cxm=L11, (p + y1+p2 ). 
Cxm p + y1+p2 (5) 

el valor de C puede dedudrse observando que para 

x +a, a=100yds., .p=dy/dx=O 

C= l!(+a)IIl 

valor que substituido en (5) da la eeuaci6n, 

(x/a)m . p + Y1+p2(6) 
(x/a)-m=1!(p+y1+p2) -(P-Yl+p2-) (7) 

sumadas estas dos iiltimas eeuaciones dan, 

(x/a)m+ (x/a)-IIl=2y1+p2 = 2 Y1+ (dy/dx)2 = 2 ds/dx 

. S ~. (1/2) Sf (xla)m + (xla)~] dx 

s = a/ (1-m2) = as2/ (s2_b2) 


s -:.. 354,14 yds. 


yaque m= bls (b=300yds.) 


. Restando la ecuacion (7) de la (6) podemos dedueir la ecua­
cl6n de la trayectoria seguida por el perro; efectivamente, 

(x/a)m - (x/a)-Ill 2p = 2 dy/dx 

S~Y S~(Xla)m- (xla)-m] dx(1/2) 

:.y= (1/2) [xm
-

1/am(m+1) amx1-m/(m._l) _ 2am/(m:!-1)] 

Ejemplo.2. 

d2y/dx2 -:- 2 dy/dx = 2 x-3 

dp/dx-2p . =2x-3 

ecuacion lineal, euya solud6n es: 

p-:..dY(dx=C1 e2" x + 1 


y= Cl, e2x _x2/2 + x + C2 


Ejemplo 3. 


y d2y/dx2 + (dy/dx)2 1 


d2y/dx2 p dp/dy :'. py dp/dy + p2 = 1 


separando las variables, . 

2p dp/ (p2_1) + 2 dy/y = 0 
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valor que substituido en (5) da la ecuacion, 

(x/a)m . p + Y1+p2 (6) 

(x/a)-m= l/(p + Y1+p~ )=- (P-Y1+p~-) (7) 

sumadas estas dos ultimas ecuaciones dan, 

(x/a)m+ (x/a)-m=2Y1+p2 2 Y1+ (dyldx)2 = 2 dB/dx 

S~. (1/2) S5 (x/a)" + (x/a)-mj <h: 

s = a/ (1-m2) = as2/ (s2_b2) 


s .---:. 354,14 yds. 


ya que m = bls (b = 300 yds.) 


Restando la ecuacion (7) de la (6) podemos deducir la ecua­
cion de la trayectoria seguida por el perro; efectivamente, 

(x/a)m - (xla)~m = 2p = 2 dy/dx 

Jdy , (1/2) S[(x/a)m- (x/a)-m] dx 
,onJ

:.y= (1/2) [xm- l /am(m+1) + amxl-m/(m_1) -2am/(m!!-1)] 

Ejemplo,2. 


d2y/dx2 ~ 2 dy/dx = 2 x-3 


dp/dx-2p . =2x-3 


ecuacion lineal, cuya solucion es: 

e2xp -.:.. dy/dx = Cl - x + 1 
2xy = C" e - x2/2 + x + C2 

Ejemplo 3. 


y d2y/d'x2 + (dy/dx)2 = 1 


d2y/dx2 = p dp/dy :', py dp/dy + p2 = 1 


separando las variables, . 

2p dp/ (p2_1) + 2 dYly = 0 
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(p2_1) V:! C]:. p=dy/dx=yy2+C~/y 

dx = y dY/Y1I2 +C1 X = C'2 y!P+C1 

Ejemplo 4. 

d2y/dx2 - dy/dx - 2y 0 

dy/dx p, d2y/dx2 = (dp/dy) (dy/dx) = p dp/dy 

valor que substituido en Ia ecuacion (1) Ia transforma en Ia ecua­
cion homogenea. 

p dp/dy - p - 2y = 0 

efectuandoel cambio de variables p vy, propio de este tipo de 
ecuaciones, se convierte finalmente en la ecuaci6n de variables se­
parables, 

(v2-v-2) dy + vy dv 0 

2 dy/y + 2v dV/(V2_V-2) =0 (1) 

. integrando por fracciones parciales se obtiene la solucion, 

(V_2)4/3 (v+1)2/3 = C'/y2 

(v-B)2 (v+1) = C/y3 

(p-2y)2 (p+y) = C 	 (2) 

De' dy = p dx y y p/v, obtenemos por division, 

dy/y v dx 

valor que substituido en Ia ecuacion (1) la transforma en, 
dx + dv/ (v2-v-2) 0 

cuya soluci6n es: 

3x=Lnk (v+l)/(v-2) 

e3x k (v+1)/(v-2) =k (p+y)/(p-2y) (3) 

Por eliminaci6n de p entre las ecuaciones (2) y (3) obtenemos 
como primitiva de Ia ecuacion diferencial propuesta, 

y=Ce2
% + C1e-x 

La ecuacion p dp/dy -p- 2y 0 ha podido tratarse tambil~n 
como uno de los cas os especiales estudiados en el parrafo 14, llegan­
dose poreste metodo a Ia ecuaci6n (1), obteniendose por consiguien­
te una solucion tan' Iaboriosa como Ia anterior. EI metodo mas rapido 
para la soluci6n de la ecuaci6n propuesta es el aplicable a las ecuacio­
nes diferenciales lineales, con coeficientes constantes, que estudiare­
mos en el proximo capitulo. 

EJERCICIOS 

2. 	 d2y/dx2 + dy/dx = 0 

3. 	 Cuando un cuerpo cae en el aire, su aceleracion y velocidad 
satisfacen muy aproximadamente Ia ecuaci6n, 

u g_kv2 

en Ia cual Ie es una constante y g el valor de la aceleracion 
de Ia gravedad. Hallese el espacio recorrido en funcion del 
tiempo, suponiendo que ,el m6vil parte del reposo. 

4. 	 Hallese la velocidad con Ia eual cae a Ia tierra un meteoro 
que parti6 del reposo desde una distancia indefinidamente 
grande y que se mueve hacia la tierra con una aceleracion 
inversamente'"proporcional al cuadrado de su distancia al· 
centro de Ia tierra. Radio de Ia tierra 6.370 kmts. 

5. 	 Un cuerpo cayendo por un hueco a traves de Ia tierra se 

moveria con una aceleraci6n proporcional a su distancia al 

centro. Si el cuerpo parte del reposo, ;, que tiempo tadaria 

en llegar al centro, habiendo sido soltado en un punta 'de 

Ia superficie? 


6. 	 Una cinta de acero templado (resorte plano), fijado por 
uno de sus extremos, lleva un peso en la extremidad libre 
el cual se levanta a una distancia b y se deja caer. Su ace­
Ieracion esta dada por la f6rmula del movimiento arm6nico, 

U=-le28 

en la cual k es una constante y 8 el desplazamiento del.m6­
viI, en un instante cualquiera, medido desde'la posicion de 
equilibrio. Hallese a 8 en funcion del tiempo. 
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La ecuacion pdp/dy - p - 2y = 0 ha podido tratarse tambien 
como uno de los casos especiales estudiados en el parrafo 14, llegan­
dose por este metodo a la ecuacion (1), obteniendose por consiguien­
te una solucion tan·laboriosa como la anterior. El metodo mas rapido 
para la solucion de la ecuacion propuesta es el aplicable a las ecuacio­
nes diferenciales lineales, eon coeficientes constantes, que estudiare­
mos en el proximo capitulo. 

EJERCICIOS 

1. 	 (l+x2 ) d2iI/dx2 + (dy/dx)2 1 = 0 

2. 	 d2y/dx2 + dy/dx = 0 

3. 	 Cuando un cuerpo cae en el aire, su aceleracion y velocidad 
satisfacen muy aproximadamente la ecuacion, 

a g_kv2 

en la cual k es una con stante y g el valor· de la aceleracion 
de la gravedad. Hallese el espacio recorrido en funcion del 
tiempo, suponiendo que el movil parte del reposo. 

4. 	 Hallese la velocidad eon la cual eae a la tierra un mete oro 
que partio del reposo des de unadistaricia indefinidamente 
grande y que se mueve hacia la tierra con una aceleracion 
inversamente'proporcional al cuadrado de su distancia al 
centro de la tierra. Radio de la tierra 6.370 kmts. 

5. 	 Un cuerpo cayendo por un hueco a traves de la tierra se 
move:fla con una aceleracion proporcional a su distancia al 
centro. Si el cuerpo parte del reposo, l. que tiempo tadaria 
en llegar al centro, habiendo sido soltado en un punta 'de 
la superficie? . 

6. 	 Una cinta de acero tempI ado (resorte plano), fijado por 
uno de sus extremos, lleva un peso en la extremidad Iibre 
el cual se levanta a una distancia b y se deja caer. Su ace­
leracion esta dada por la formula del movimiento armonico, 

a=-k2s 

en la cual k es una constante y s el desplazamiento del.mo­
viI, en un in stante cualquiera, medido desde la posicion de 
equilibrio. Hallese as en funcion del tiempo. 
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7. 	 Se coloca un cable de 18 pies de longitud sobreun rodillo fi­
jo y de tal manera que una de lascuerdas quede 2 pies mas 
larga que la otra y luego se suelta.Si la aceleracion es pro­
porcional a la longitud entre los dos cabos de ·la cuerda, ha­
llese el tiempo que tarda en caer. 

'Nota: Demuestrese que la aceleraci6n es proporcionaJ a la 
diferencia de longitudes entre los dos ramales'de la cuerda. 

8. 	 Se desea descargar un condensador de capacidad C y que 
tiene una carga Q, a traves de un circuito de inductancia 
L y de resistencia despreciable. Hallese la carga enel con­
densador t segundos' despues de haber cerrado. el circuito. 
Segun la flsica, la ecuacion diferencial es, en este caso, 

V -Ldi/dt = 0 

yademas, V = Q/C e i - dQ/dt el signo negativo ya 
que i va a sel' una fun cion decreciente con el tiempo. 

9. 	 Resuelvase el pr6blema anterior suponiendo que la resisten­
cia del circuito no es despreciable y que vale R. 

10. 	 Se lanza un cuerpo hacia abajo de un plano con una veloci­
dad de v metros por segundo. EI Angulo de inclinacion del 
·plano es 0 y el coeficiente de friccion vale f. Hallese el espa­
eio reeorrido en t segundos. 

11. 	 Laseeuaeiones. de un movimiento son: 

d2y/dt2 - g, d2x/dt2 0 

Hallese la ecuacion'general de las trayeetorias que satisfacen 
a las anteriores ecuaeiones parametricas. 

CAPITULO IV 

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE ORDEN n. 

21. OPERADORES Y SUS PROPIEDADES. Inieiemos el estudio de las 
eeuaciones diferenciales de un orden cualquiera, con la interpretacion 
de algunos simbolos de gran praeticidad en su solueion, llamados ope­
radore8. 

Sea la ecuaci6n, 

dlly/dxn + aldn-ly/dxn-l + lL:ldn-2y/dxn- 2+ . .... . 

+ an-1dy/dx + anY = f(x) 
.1 

Empleando el simbolo Dy.en lugar de dy/dx, D2y en substituci6n 
de d2y/dx2 y, en general, Dny en lugar de dny/dxn, la ecuacion anterior 
tomara la forma, . 

f(x) 

Como en la expresion anterior figura unicamente la funeion va­
riable (y) yalgunas ° todassus derivadas con respecto a!(x), hasta 
laJde orden n, podremos para mayor simplicidad darle la forma, 

(Dn +a1Dn-l a2Dn-2 + ...... an-1D + an),Y, f(x) 
, 	 . .. . 

A· toda expresion de la forma deja que nos aparece dentro del 
parentesis dellado izquierdo se Ie da ehlOmbre de operador diferencial 

I lineal d~ grado n~ y como es obvio, no nos indica una expresi6n alge­
. 	 briea por la cual se multipliea a (y), sino una serie de operaciones 

que deben ,efectuarse sobre la funei6n (y). Asi, por ejemplo: 

(D:l-2D+5)Lnx =::! DllLnx-2DLnx+5Lnx 

d2 (Lnx) / dx2-2d (Lnx) / dx+5Lnx 

_1/x2_2/x+5Lnx 
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