UNIVERSIDAD

NACIONAL

DE COLOMBIA

Disefio y aplicacion de una estrategia
con elementos matematicos para la
ensefanza del concepto de limite
usando el metodo exhaustivo en la
cuadratura del circulo

Wilmer David Sanchez Cortez

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Posgrados de Ingenieria y Administracion
Maestria En Ensefianza De Las Ciencias Exactas Y Naturales
Palmira, Colombia
2020



Diseno y aplicacidon de una estrategia
con elementos matematicos para la
ensefanza del concepto de limite
usando el método exhaustivo en la
cuadratura del circulo

Wilmer David Sanchez Cortez

Informe final presentado como requisito para optar al titulo de:
Magister en Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales

Director:
Doctor: Jairo Andrés Delgado Ospina

Linea de investigacion:
Educacion Matematica

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Posgrados de Ingenieria y Administracion
Maestria En Ensefianza De Las Ciencias Exactas Y Naturales
Palmira, Colombia
2020



Agradecimientos y dedicatoria

A Dios, por darme la oportunidad de culminar esta etapa de mi vida.

A mi familia, por el apoyo incondicional en este lindo proceso para lograr esta
meta.

A mi director por su acompafamiento y dedicacion.

A la Universidad Nacional de Colombia, Facultad de Ingenieria - Sede Palmira



Declaracion de obra original

Yo declaro lo siguiente:

He leido el Acuerdo 035 de 2003 del Consejo Académico de la Universidad Nacional.
«Reglamento sobre propiedad intelectual» y la Normatividad Nacional relacionada al
respeto de los derechos de autor. Esta disertacion representa mi trabajo original, excepto
donde he reconocido las ideas, las palabras, o materiales de otros autores.

Cuando se han presentado ideas o palabras de otros autores en esta disertacién, he
realizado su respectivo reconocimiento aplicando correctamente los esquemas de citas y
referencias bibliograficas en el estilo requerido.

He obtenido el permiso del autor o editor para incluir cualquier material con derechos de
autor (por ejemplo, tablas, figuras, instrumentos de encuesta o grandes porciones de
texto).

Por ultimo, he sometido esta disertacion a la herramienta de integridad académica, definida
por la universidad.

Nombre: Wilmer David Sanchez Cortez

Fecha 24/08/2020



Resumen

Disefio y aplicacién de una estrategia con elementos matematicos para la
ensefianza del concepto de limite usando el método exhaustivo en la cuadratura

del circulo

El siguiente trabajo surge a partir de la observacion y la deteccion de las dificultades
que presentan los estudiantes de los niveles de educacién media para la asimilacion y
comprension del concepto de Limite, puesto que, la forma tradicional de ensefianza es
abstracta y para los educandos es complicado su comprension. Por lo anterior, nace una
necesidad de buscar algunos elementos matematicos para la ensefianza del concepto de
Limite de una funcién en un punto, que permita a los estudiantes una apropiacion
significativa de dicho concepto. Por ello, se disefia una estrategia mediada por el método
exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo como herramienta geométrica que propicie
un aprendizaje significativo, donde los estudiantes son participes de la construccién de los

conocimientos implicados en ella.

Este informe final responde al disefio, experimentacién y evaluacién de una estrategia
gue proporciona algunos elementos matematicos que involucra el uso del método
exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo en el grado décimo de educaciéon media.
La realizacion de este trabajo se enfoca en una perspectiva experimental basado en un
diagnostico, disefio, aplicacion, observacion y evaluacion del aprendizaje a través del
analisis de las pruebas a priori y a posteriori como instrumento para la determinacion de

la pertinencia de la estrategia para la ensefianza del concepto de Limite.

Al finalizar la implementacion de la estrategia, se puede evidenciar que el uso del
método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo como alternativa metodolégica
para la ensefianza del concepto de limite, logra favorecer el proceso de aprendizaje,
puesto que, permite al estudiante visualizar por medio de la geometria conceptos tedéricos

abstractos como el de Limites.

La investigacion que corresponde a este informe es de tipo cualitativa, que concierne a

la resolucion de problemas mediante un proceso ciclico que va desde una fase



preparatoria con etapa reflexiva y de disefio, pasando por un trabajo de campo, obtencién

y analisis de datos hasta la elaboracién del presente informe.

Este informe no pretende entrar en la discusién sobre las metodologias y formas de
ensefianza de parte del docente, puesto que, se considera una posible herramienta de uso

estratégico y metodoldgico en referencia a quien pretenda hacer parte de este.

Palabras clave: limite de funciones, método exhaustivo, cuadratura del circulo,

ensefianza en matemaéticas.



Abstract

Design and application of a strategy with math elements for the teaching of limit

concept using exhaustive method in the circuit of the circle

The following work arises from the observation and detection of the difficulties presented
by students of the secondary education levels for the assimilation and understanding of the
concept of limit, since the traditional way of teaching is abstract and for learners, it is
complicated to understand. Therefore, a need arises to search for some mathematical
elements for teaching the concept of limit of a function at a point, which allows students a
significant appropriation of said concept. For this reason, a strategy is designed using the
exhaustive method applied to squaring the circle as a geometric tool that fosters meaningful
learning, where students are participants in the construction of the knowledge involved in
it.

This final report responds to the design, experimentation, and evaluation of a strategy
that provides some mathematical elements that involve the usage of the exhaustive method
applied to squaring the circle in the tenth grade of secondary education. The realization of
this work focuses on an experimental perspective based on a diagnosis, design,
application, observation and evaluation of learning through the analysis of pre and
posttests as an instrument for determining the relevance of the teaching strategy of the limit

concept.

At the end of the implementation of the strategy, it can be evidenced that the use of the
exhaustive method applied in squaring the circle as a methodological alternative for
teaching the concept of limit, manages to favor the learning process, since it allows the

student to visualize through of geometry abstract theoretical concepts such as limits.

The investigation that corresponds to this report is of a qualitative type, which
corresponds to the resolution of problems through a cyclical process that goes from a
preparatory phase with a reflective and design stage, through field work, data collection

and analysis to the preparation of this report.



This report does not intend to enter the discussion on teaching methodologies, since it
is considered a possible tool for strategic and methodological use in reference to whoever
intends to be part of it.

Key words:

Limit of functions, exhaustive method, squaring the circle, mathematics teaching.



Contenido IX

Contenido
Pag.
RESUMIBIN .. \%
IS = W0 L= o U =T Xl
1L (o Yo TV L] o3 T Y o [ RSP URR 1
AN o] (=T ot =To 1= o1 (= EERRR 3
2. Presentacion del problema ... 7
2.1  Planteamiento del problema .........ccccccviiiiiiiii 7
2.1.1 Problema de iNVESHGACION ........cocuiiiiiiiiiiie ettt 8
2.1.2 Poblacion a quien va dirfigida ..........ccccoveeeiiee i 8
p N V1 11 Tr= o] o | RPN 9
T V= T o o T =T T o] o SRS 11
3.1 Sobre Euclides y Arquimedes de SiraCusSa .........cccuvveeiieeeeiiciiiiiieeeee e eeiiveeee e 13
3.2  Sobre el método exhaustivo y la cuadratura del circulo. ........ccccceeveeeiiiiciiieennnn. 14
3.3 Sobre la ensefianza y el aprendizaje de matematicas...........ccccceveeeeeeeiecvvveneennn. 20
O O | =3 A7 0 1= 23
R CT=T =T - | TP PP SPPPRPPPPRPN 23
4.2 ESPECITICOS ..veeiiiiiiiie ettt et e e e e e e e e nnraeaeeans 23
T |V =1 (o T Fo ] o Yo | - TSSO 25
6. ResUItadoS Y ANALISIS ...uiiiiiiiiiii e 29
6.1  ANANSIS 08 TAOS ...t 29
6.1.1 Analisis Prueba DIiagnOSHICA. ..........ueiiuiiiiiiieiiiie et 29
6.1.2 ANAlISIS de la SrateQia .....vvveeeieeeii it 36
6.1.3 Andlisis de la prueba final ... 47
6.1.4 ANALISIS fINAL......ooiiiiiiii e 56
A O Yt Tod 18 K= o] o == USRS 58
A. Anexo: Prueba diagnOStiCa........cccciiiiiiiie i 61
o N =y o Il =t ] = =T o |- SRR 65
C. ANEX0: Prueba FiNal........cccoiiiiiiiiiie ettt e e e e s eeeeeas 84

R (1 = T = (TR 89



Titulo de la tesis o trabajo de investigacién




Contenido Xl
Lista de figuras

Péag.
Figura 1. FIgura NO reCtliNEa R .........uiiiiiiiiiie et 16
Figura 2. MEtod0o XNAUSTIVO .......ccoiueiiiiiiieiiiie ettt 16
Figura 3. Método exhaustivo aplicado al CirCUlO ...........c.coviiiiiiiiiiieee e 18
Figura 4. Cuadratura del CIrCUIO .........coiuiiiiiiie e 19
Figura 5. Ejercicio 1 - Prueba diagnOStiCa.........ccuuereeiiiiieeeiiiiieeeeiieee e s sieeeeesseaeeeeesnnaeeeeans 30
Figura 6. Ejercicio 1 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante ...........cccccceeeeeeeiiinnnnee, 30
Figura 7. Ejercicio 2 - Prueba diagnOstiCa.............ccccuvvieiiii it 31
Figura 8. Ejercicio 2 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante ...........cccccceeeeeeeiiinnnnee, 31
Figura 9. Ejercicio 3 - Prueba diagnOstiCa.............occvvvieiieiii i 32
Figura 10. Ejercicio 3 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante .............cccccceevveennnen. 32
Figura 11. Ejercicio 4 - Prueba diagnOStiCa. ..........uveiiiiriieiiiiiiee e 33
Figura 12. Ejercicio 4 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante .............cccccceeveveennnen. 33
Figura 13. Ejercicio 5 - Prueba diagnOStiCa............ccueiiiiiiiiiie e 34
Figura 14. Ejercicio 5 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante .............cc.ccceevceeennnen. 34
Figura 15. Ejercicio 6- Prueba diagnOstiCa............ccccuviieiiii i 35
Figura 16. Ejercicio 6 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante ...........cccccceeeeeiiennnee, 35
Figura 17. Ejercicio 6 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante ...........cccccceeeeiienneee, 36
Figura 18. SesiOn 1. Area de CIICUIOS ........c.cccveeiueieeiieieeeees e eeeee et e st sesne e 37
Figura 19. Sesion 1. Area de reCtANGUIOS ...........c.cvevevieieeeeee et 37
Figura 20. Sesion 1. Area de triANQUIOS ...........c.coveuereeieuieeeieeecieeeie e, 37
Figura 21. Sesion 2. Construccion de 0Ctagono reguIar...........cccoveeeieienieeeiiieenee e 38
Figura 22. Sesion 2. Construccion de hexagono regular............ccccceeieieieeeniieenieeenee. 38
Figura 23. Sesion 3. Area de pentagono reQUIAT ..............cceeeeeeveveveeeeeeeeeeee e, 39
Figura 24. Sesién 3. Area de pentagono reQUIAT .............cccveoveeeeeeieeeeee s 39
Figura 25. Sesion 3. Ejercicio propuesto, area de octagono regular...........ccccccceeeevennnnee. 39
Figura 26. Sesion 3. Ejercicio propuesto, area de octagono regular...........c.ccccceeeevennnne. 39
Figura 27. Sesion 5. Andlisis funcidn cuadratiCa ..........cccceeeeveiciiiiieiie e 40
Figura 28. Sesion 5. Rango de funcion cuadratiCa ..........c..cccoeccvvveieiiee e 40
Figura 29. Sesion 5. Ejercicios propuestos, funcion cuadratica.............ccccvvveveeeeeriicnnnee, 41
Figura 30. Sesion 5. Ejercicios propuestos, funcion cuadratica ...........cccoeeeeevieeeiieeennnen. 41
Figura 31. Sesion 6. Area de poligono regular dado su angulo central ........................... 42
Figura 32. Sesion 6. Area de poligono regular dado su angulo central ........................... 42
Figura 33. Sesion 6. Area de poligono regular dado su angulo central ........................... 43
Figura 34. Sesién 6. Area de poligono regular dado su angulo central .............c..ccco....... 43


file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984648
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984649
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984650
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984651
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984652
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984653
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984654
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984655
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984657
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984658
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984659
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984660
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984661
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984662
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984663
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984664
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984665
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984666
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984667
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984668
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984669
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984670
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984671
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984672
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984673
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984674
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984675
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984676
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984677
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984678
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984679
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984680
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984681

Xl Titulo de la tesis o trabajo de investigacién
Figura 35. Sesion 7. Representacion gréafica de area de poligono regular de 12 lados .. 44
Figura 36. Sesion 7. Representacion grafica de area de poligono regular de 4 y 5 lados
............................................................................................................................................. 44
Figura 37. Sesion 7. Representacion grafica de area de poligono regular de 6 y 8 lados
............................................................................................................................................. 44
Figura 38. Poligono regular de 100 lados inscritos en una circunferencia unitaria.......... 45
Figura 39. Sesion 8. Ejercicios propuestos, limite de funciones ..........ccccccvveeeeiiiniinnnne, 46
Figura 40. Sesion 8. Ejercicios propuestos, limite de funciones ..........cccccccveveveeeiiinnnee, 46
Figura 41. Sesion 8. Ejercicios propuestos, limite de funciones ............cccccvveveveeeiiinnee, 47
Figura 42. Ejercicio 1 - Prueba final ..........cuooiiiiiiii e 47
Figura 43. Ejercicio 1 - Prueba final. Respuesta estudiante............cccocvveeeiiiieeeiiniiieenens 48
Figura 44. Ejercicio 2 - Prueba final ..........cooiiiiiiiiiii e 48
Figura 45. Ejercicio 2 - Prueba final. Respuesta estudiante.............ccocvveeeiiiieee e 49
Figura 46. Ejercicio 3 - Prueba final ... 49
Figura 47. Ejercicio 3 - Prueba final. Respuesta estudiante.............ccoccveeeiiiieeeincieeeens 50
Figura 48. Ejercicio 4 - Prueba final ... 51
Figura 49. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante...........c.cccccoeecvvveeeeeeeennicnnee, 51
Figura 50. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante...........c.cccccoeecvvveereeeeeeiicnnnee, 52
Figura 51. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante...........cccccccoevcvvveereeeee i, 52
Figura 52. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante............cccocvveeeiiiiieeeiniineenns 53
Figura 53. Ejercicio 5 - Prueba final ..........c.ooiiiiiiii e 54
Figura 54. Ejercicio 5 - Prueba final. Respuesta estudiante............ccccocvveeeiiieeeeiniiieeeens 55
Figura 55. Ejercicio 6 - Prueba final ..........cc.ooiiiiiiiiii e 55
Figura 56. Ejercicio 6 - Prueba final. Respuesta estudiante.............cccccccccininnnnnnnnnnnnnnnnn. 56
Figura 57. Comparativo prueba diagnéstica y final............cccoooeiiiiieiiiiicciiee e, 57


file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984682
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984683
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984683
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984684
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984684
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984685
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984686
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984687
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984688
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984689
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984690
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984691
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984693
file:///C:/Users/DAVID%20SANCHEZ/Documents/DavidSanchez/Unal/Requisitos%20Grado/1143860509.2020-.docx%23_Toc48984694

Introduccién

Como se ha planteado, la idea de limite de una funcion es fundamental para el
entendimiento de las matematicas modernas, esta idea es introducida en la escolaridad de
los jovenes en el grado 10° de bachillerato, sin embargo, aparece de una forma abstracta,
quiza distante y dificil de entender. Por supuesto, es de esperarse ya que como hemos
visto ha sido un concepto que tiene sus raices en el razonamiento de Arquimedes, pasando
por otros matematicos célebres como Cauchy, Wallis y Wierstrass, quienes entre otros
ayudaron a madurar y rigorizar este concepto. Por tanto, la intencién de este trabajo es
utilizar de forma didactica y pedagdgica el método exhaustivo que Arquimedes desarrollé
para el problema de la cuadratura del circulo, utilizando la geometria como herramienta
para acercar a los estudiantes al entendimiento de la definicidn anterior y a su vez ayudar
en el entendimiento del posiblemente nimero irracional trascendente mas famoso, el
namero \pi construyendo una aproximacion para este y haciendo hincapié en la

imposibilidad de tenerlo de forma acabada.

La intencién de este trabajo nace dentro del aula de clase, al detectar las dificultades
gue presentan los estudiantes de los grados de educacién media cuando se enfrentan a
estos conceptos abstractos, teniendo como referente a la corriente de aprendizaje
cognoscitivista, que sitla al docente como una conexion entre el estudiante y el saber, y
al educando como sujeto activo y reflexivo en su proceso de aprendizaje; se propone
disefiar una estrategia para facilitar el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto

de Limite.

El desarrollo de este informe resefia el disefio y aplicacién de una estrategia didactica
para la ensefianza del concepto de limite en un punto, el primer capitulo data los
antecedentes del problema, donde se registran rastreos histéricos y epistemoldgicos
alrededor del método exhaustivo en los tiempos de Arquimedes de Siracusa, asi mismo,

la determinacion del concepto de area presente en los Elementos de Euclides, y la relacion



2 Introducciéon

entre lo analitico y geométrico en investigaciones doctorales de probleméticas similares en

educacién superior.

En el segundo capitulo, se presenta la contextualizacién de la poblacion en la cual se
hizo la intervencién didactica, la problemética encontrada y la justificacion del problema de

investigacion abordado.

El tercer capitulo describe el marco teérico basado en el trabajo del profesor Luis
Recalde (2018) para realizar el recorrido histérico para la construccién del concepto de
limite, asi mismo, se estudia a los matematicos Euclides y Arquimedes alrededor de sus
avances sobre el método exhaustivo y la cuadratura del circulo, ademas, se estudi6 la
teoria del aprendizaje significativo propuesto por David Ausubel (1993) y los trabajos de
Medina & Salvador (2009), Bolivar L. & Rojas V. (2014) alrededor de las teorias de

ensefianza y aprendizaje en matematicas.

En el cuarto capitulo se presentan los objetivos propuestos para el trabajo realizado. En
el capitulo cinco se establece la metodologia de investigacion para llevar a cabo el trabajo
realizado, donde se establece una investigacion cualitativa por la naturaleza del proyecto,
los procesos metodoldgicos de la estrategia didactica disefiada en cada una de sus fases
y los parametros tenidos en cuenta para su desarrollo.

En el sexto capitulo se realiza el analisis de los resultados obtenidos en cada una de
las fases de la estrategia disefiada, donde se determina el impacto generado por el disefio
y finalmente se dan las conclusiones resultantes del presente informe.términos de otras

lenguas que aparezcan dentro del texto se escriben en cursiva.



1. Antecedentes

Historicamente el aprendizaje de los objetos matematicos ha representado una
dificultad para la comprension en los estudiantes, para quienes posteriormente tiende a

ser el &rea con mayor dificultad en los grados superiores.

Asimismo, actualmente son las clases magistrales convencionales las que predominan
para la ensefianza de los objetos mateméaticos, donde el educando asume un rol de
pasividad frente al docente quien es el que transmite el conocimiento. Debido a esto, una
interrogante que se plantea entre los docentes de matematicas es el porqué de la falta de
interés de los estudiantes en adquirir de forma significativa los conocimientos de
matematicas. Por ello se hace necesario implementar estrategias innovadoras que

permitan un aprendizaje de los conceptos del area de matematicas.

Duque & Maca (2011) realizan un estudio histérico — epistemolégico del concepto de
area presente en los Elementos de Euclides, con fines de identificar algunos
inconvenientes en el contexto escolar respecto al procedimiento didactico de la medida de
superficies de figuras rectilineas, de manera que identifican que estos calculos en la
escuela se limita Unicamente a la aplicacion de formulas y a la sustitucion de valores
numeéricos, minimizando el manejo de la medida a la aritmética de patrones de medida,
dejando de lado aquellas figuras no rectilineas

donde no es posible determinar su area por medio de una formula.

Por tal motivo, los autores proponen realizar un estudio histérico — epistemoldgico sobre
la concepcidn de cuadratura de poligonos que dé razén de los progresos que ha permitido
a través del tiempo en términos de técnicas e instrumentos que se han especializado para
realizar mediciones cada vez mas aproximadas, como el caso de las técnicas

desarrolladas para la cuadratura de algunas figuras no rectilineas (el empleo del método
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exhaustivo para la cuadratura del circulo) con la intencion de rescatar el origen y el
afianzamiento de cuadratura, puesto que, permite dar cuenta de la complejidad, los

multiples factores que incidieron en su construccion histérica.

Los autores concluyen y hacen reflexion en su trabajo sobre la importancia de abordar
los conceptos matematicos desde su génesis, de esta manera se presentan situaciones
de problemas en el aula (Morales, 1998), permitiendo una comprension y una adquisicion

del objeto matematico significativamente.

Por otro lado, Bobadilla (2012) plantea la estrecha relacion entre lo geométrico y lo
analitico para la comprensién de un concepto matematico, desde el analisis de la tesis
doctoral “Intégrale, longueur, aire”, del matematico francés Henri Lebesgue. La autora
argumenta que para la construccién de una teoria es necesario determinar las partes que
la constituyen y la manera cémo se articulan, por tal motivo, el estudio de una teoria
matematica requiere de un proceso historico propio en donde se combinan mdultiples

aspectos.

Para este trabajo, se toma en consideracién la relacién histérica — epistemoldgica
necesaria para la construccién de conceptos matematicos, puesto que “el hecho histérico
de caracter cientifico es una idea que se asume como tal, pero requiere de una explicacion

epistemoldgica que permita ubicarlo en un sistema de pensamiento”. (Bobadilla, 2012,
p.7).

El texto de Lebesgue argumenta que el nicleo de un proceso analitico esta en la parte
geométrica, donde explica la relacién de la medida y la integracion (relacién que para este
trabajo es desde la medida y el limite), justificando que el problema de la integracion no se
puede abordar Unicamente desde la parte analitica, sino que se debe abordar métodos
geométricos para lograr una acertada construccién del concepto de integral. (Bobadilla,
2012, p.7). El matemético francés le da un papel de suma importancia a la geometria para

el proceso de desarrollo de las matematicas y para la ensefianza de la misma.

Para Lebesgue el punto de partida de las matematicas corresponde al

mundo fenomenoldgico, al cual se refiere como lo concreto. Las teorias
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matematicas se construyen mediante la interaccién de las observaciones
gue parten de la realidad fisica y los procesos légicos. Para estudiar la
realidad se requiere de multiples observaciones, que inicialmente son

esquematizados geométricamente. (Bobadilla, 2012, p.200)

Adicionalmente, teniendo como referencia al experimento de ensefianza de Aranda y
Callejo (2011) para la construccion del concepto de integral definida en donde plantean
una secuencia siguiendo el proceso histérico, iniciando con el uso del método exhaustivo
para la determinacion del area de un circulo con poligonos inscritos y circunscritos,
introduciendo asi la idea de limite graficamente desde la geometria; después de establecer
una formula general para el area de estos poligonos, se calcula el limite de forma analitica;
continuamente, trabajan el calculo del area bajo una gréfica en funciones lineales o
cuadraticas. Finalmente, plantean un método general para determinar areas de funciones
cualesquiera, definen la integral como un limite; posteriormente, estudian las propiedades

y abordan el teorema fundamental del calculo para concluir con la regla de Barrow.

Teniendo como antecedentes para este informe final, los trabajo arriba mencionados,
reflejan un gran aporte en los procesos de ensefianza del concepto de limites desde una
metodologia innovadora aplicando la geometria como herramienta pedagdgica, problema

gue es abordado en el presente documento






2. Presentacion del problema

2.1 Planteamiento del problema

Al pertenecer a una sociedad rodeada de muchos factores distractores de aprendizaje,
es necesario que en el &mbito escolar se evidencie el uso de recursos didacticos para
motivar e interesar al estudiante por adquirir nuevos saberes, por consiguiente, es de
mucha importancia presentar estrategias para la clase que fortalezcan y desarrollen la
mayor cantidad de habilidades que ayuden al desarrollo cognitivo y personal del sujeto. El
docente cuenta con el deber de utilizar y apropiarse de diversas herramientas didacticas
que permitan conseguir un aprendizaje significativo!; ain mas en el area de geometria,
gue ha sido olvidada por los curriculos en las instituciones en cuanto a su intensidad
horaria. Precisamente en el estudio del circulo, como objeto matematico que se ensefia
desde la basica primaria, este informe intenta mostrar que el uso de estrategias como
recurso de aprendizaje se haga posible la construccion adecuada del concepto del limite
mediado por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo, la connotacién
histérica, la representacion y la aplicacién que esto tienen en el contexto. Basado en los
planteamientos de los lineamientos curriculares (1998) y los estandares bésicos de
competencia (2006) del Ministerio de Educacion Nacional (MEN), que propone para el

grado 10° los siguientes indicadores de competencias:

e Reconozco la densidad e incompletitud de los nimeros racionales a través de
métodos numéricos, geomeétricos y algebraicos.

e Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos
matematicos y otras ciencias.

e Reconozco y describo curvas y/o lugares geométricos.

1 Ausubel, D (1993). Teoria del aprendizaje significativo.
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e Justifico resultados obtenidos mediante procesos de aproximacion sucesiva,

rangos de variacion y limites en situaciones de medicion.

2.1.1 Problema de investigacion

Desde la experiencia en el aula del docente investigador, se evidencia que la
introduccion a los estudios del céalculo se torna un poco frustrante para los estudiantes de
educacién media, debido a que, se presentan conceptos nuevos de forma abstracta que
dificulta su entendimiento, por tal motivo, es importante crear estrategias metodolégicas
gue faciliten a los estudiantes la comprension de dichos conceptos. Este trabajo intenta
contrastar los resultados del disefio y aplicacién de una estrategia didactica empleando

una metodologia diferente, por ello, pretende responder el siguiente interrogante:

¢De qué manera se puede identificar los conocimientos previos y a partir de ellos
introducir el concepto de limite mediado por el método exhaustivo aplicado a la cuadratura

del circulo, en los estudiantes de grado décimo?

2.1.2 Poblacion a quien va dirigida

El colegio donde se aplica la estrategia es una institucion educativa del sector privado
gue ofrece educacién mixta en los niveles de preescolar, educacion basica y media
vocacional, el centro educativo se encuentra ubicado en el sur de la ciudad de Santiago
de Cali. La institucién pretende fortalecer la estructura académica con base en un curriculo
sélido e innovador que permita ofrecer calidad en los procesos de ensefianza teniendo en
cuenta el desarrollo espiritual, experiencias significativas y el desarrollo académico con

dominio de dos lenguas.

El proyecto se aplicara en los estudiantes de grado décimo, grupo conformado por 30
estudiantes, entre 16 y 18 afios de edad. El grupo esta conformado en un aproximado de

60% mujeres y el 40% hombres.
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2.2 Justificacion

Este trabajo es producto de la experiencia docente, donde diariamente se viven
desafios en el interior y exterior de las aulas, por ello, muchos de los conflictos que se
muestran en el proceso de ensefianza relacionados con las matematicas surjan de un
conjunto de situaciones anteriores, donde se hace dificil, modificar los paradigmas que los

estudiantes tienen desde sus primeros afos en la etapa escolar.

En la institucién, se ha percibido algunas dificultades en la interpretacion de conceptos
previos al limites de funciones y la resolucién de situaciones que las involucren, tales como,
operaciones entre conjuntos de numeros reales, el concepto de funcion y sus propiedades
en diferentes representaciones, por tal motivo, se da la necesidad de estudiar acerca de
los inconvenientes que surgen en el proceso de ensefianza y aprendizaje en matematicas,
y dependiendo de los descubrimientos, ofrecer argumentos soélidos, que argumente el
porqué, al momento de retomar los conceptos y procedimientos no se encuentra buena
contribucién ni retroalimentacion con respecto a los presaberes y el desarrollo de
situaciones problemas, creando dificultades en los educandos como lo indica el
desempefio académico en el &rea de matematicas. Estudios como el de (Medina A. 2001)
y (Barrantes & Blanco 2004) evidencian la complejidad para resolver situaciones
problemas que involucran la geometria, en especial cuando se proponen en diversos
contextos y estos estudios sefialan que la apropiacion de los fundamentos conceptuales

en los estudiantes es insuficiente para lograr alcanzar los objetivos propuestos.

El proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria presenta algunas dificultades
particulares en su desarrollo formal, estas provienen a partir de las concepciones del
docente y el estudiante en el salén de clases, de acuerdo con Barrantes y Blanco (2004)
los docentes, debido a sus experiencias de formacion, planifica los encuentros académicos
y hace uso de los mismos recursos que experimenté en su momento como estudiante, en
muchas ocasiones, sus experiencias personales no le permiten llevar a cabalidad una
experiencia de aprendizaje que guie al estudiante al descubrimiento de la geometria como
generadora de conocimiento.

Por otro lado, el concepto de limite es considerado entre las nociones de mayor
dificultad para la comprension de los estudiantes, (Medina A. 2001), de manera que es

trascendental en los estudios del célculo, puesto que es un concepto requisito para abordar
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otros temas avanzados como la continuidad, derivadas, integrales, entre otros. Por ello, es
necesario innovar en los modos de ensefianza de tal forma que logre un aprendizaje

significativo en los educandos.

Diversas investigaciones y estudios (Medina A. 2001) y (Barrantes & Blanco 2004)
exponen las dificultades del aprendizaje en los estudiantes de la teoria de limites
originadas en los procesos de abstraccion, andlisis y demostraciones, por tal motivo, es
pertinente acudir a diferentes estrategias metodolégicas para representar y abordar

efectivamente las situaciones que involucren la resolucién de limites de funciones.

Es necesario tener presente, que el circulo y la circunferencia se abordan desde los
grados inferiores y posteriormente se profundizan segun el nivel escolar en que se avanza.
Como respuesta a lo expuesto, se pretende estructurar y disefiar una estrategia que
proporciona algunos elementos matematicos que permita una asimilacion del concepto de
limite mediante la relacion del circulo y el método exhaustivo; de manera que se
enriguezcan constantemente los procesos donde se aborden el circulo y la teoria del limite,
todo ello con el fin de ayudar a fortalecer y mejorar el desempefio de los estudiantes en el
area de matematicas. Asi mismo, suministrar al educando una guia que le de autonomia

en el acto de realizar el andlisis para dar solucién a limites de funciones en un punto..



3. Marco Teorico

Para lograr el desarrollo del disefio de la estrategia sobre la ensefianza del concepto de
limite mediado por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo se ha tenido
en cuenta principalmente en la aproximacién tedrica con algunos referentes de la
educacién matemética que contribuyen elementos pedagdgicos y disciplinares que dan

aportes teoricos al informe final.

Dado a que este trabajo se constituye en una propuesta que busca crear una estrategia
metodoldgica para la ensefianza del concepto de limite mediado por el método exhaustivo
aplicado a la cuadratura del circulo, es pertinente hacer un barrido histérico alrededor de
la construccién de este concepto. Para ello haremos una revision bibliografica, basada

principalmente en (Recalde C, 2018).

El problema de la cuadratura del circulo data del periodo Helénico de la matematica
Griega, esto es alrededor de 500 a. C — 30 a. C. El problema de la cuadratura del circulo
consiste en dado un circulo, encontrar un cuadrado de area equivalente, puntualmente el

problema que intentaban resolver los Matematicos griegos es el siguiente:

“Utilizando solamente la regla 'y el compas, determinar el lado de un cuadrado de area

equivalente al area de un circulo de radio dado’.

Segun registros histéricos y bibliograficos antiguos, el primer matematico que intento
resolver este problema fue Anaxdgoras de Clezomone (499 — 428 a. C.), también
Hipdcrates de Quios (470 — 410 a. C) dedic6 grandes esfuerzos sin lograr alcanzar el éxito.
Posiblemente es Hipdcrates quien con la cuadratura de curvas no rectilineas como las

Lunulas motiva a resolver el problema, pues Hipdcrates demostré que estas figuras
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curvilineas podian cuadrarse, lo cual posiblemente cre6 una falsa expectativa entre los

matematicos de la antigliedad, llevandolos a pensar que podria cuadrarse el circulo.

Otros matematicos griegos no pertenecientes a la Escuela de Platén intentaron resolver
el problema ignorando la restriccion del uso exclusivo de la regla y el compas, tal es el
caso de Dindstrato (siglo IV a.C). Dinéstrato utilizando la Cuadratriz de Hipias demuestra
gue la circunferencia se puede rectificar y por consiguiente es posible resolver la
cuadratura del circulo, aunque sin la restriccion de la regla y el compas. Pese a no
conseguir el éxito, la constancia y determinacion de estos matematicos antiguos en
abordar el problema tuvo como resultado una revolucién del pensamiento matemaético,
logrando de esta forma importantes avances en la matematica Griega y sembrando

semillas para la matematica moderna.

A la soluciéon del problema de la cuadratura del circulo también se sumaron las
contribuciones de Antifon (siglo V a.C) y Brisén (siglo 1V a.C), la solucién aproximada de
Antifon sugirié a Arquimedes de Siracusa (187-212 a.C) su significativo descubrimiento,

la determinacion de la medida de la circunferencia y del area del circulo a partir de .

Arguimedes, con su evidente iluminacién descarta la posibilidad de construir la solucién
con regla y compas, y se fundamenta en que la longitud de la circunferencia esta acotada
entre las longitudes de los poligonos regulares inscritos y circunscritos, pensando en que
las longitudes de estos poligonos son cotas inferior y superior respectivamente. En este
procedimiento marca el inicio del método que hoy se llama paso al limite. En consecuencia,
podemos afirmar que Arquimedes es uno de los principales matematicos de la era, puesto
qgue en la actualidad la mayoria de los conceptos de la rama conocida como Analisis
Matematico se encuentra soportada en el concepto de limite, conceptos como derivadas,
integrales, ecuaciones diferenciales, series, sucesiones entre otros. Sin embargo, tuvieron
gue pasar casi 19 siglos para demostrarse que en efecto el problema es irresoluble
utilizando Unicamente regla y compas, pues en 1882 el matematico aleman Ferdinand
Lindemann prob6 que m es un nimero trascendente, es decir el nUmero m no es solucién
de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes racionales, demostrando a su vez que es

imposible cuadrar el circulo usando regla'y compas.
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De regreso al importante concepto de limite, el matematico inglés John Wallis (1616-
1703) es a quien los registros histdricos atribuyen su primera definicion, mas adelante fue
el matematico francés Louis Cauchy (1789-1857) quien en su texto Cours d’analyse
algébrique da una definicibn mejorada a la dada por Wallis y dejando asi los cimientos
necesarios para que el matematico aleman Karl Wierstrass (1815- 1897) escriba la hoy
conocida definicion épsilon-delta €6.

Definicién: Sea f una funcién real. La notacion lim f(x) = L significa que para cada
x—a

€ >oexiste § >0talque |f(x) —L| <esiempreque 0 < |x — ¢| < §yx € Dom(f).

En esta definicion Wierstrass logra escribir de forma rigurosa el concepto intuitivo de
“estar tan cerca como se desee”, pues afirma que, en caso de existir el limite de la funcién,
los valores que esta alcanza estaran tan cerca como se deseen al valor del limite, siempre

gue los valores en el dominio estén suficientemente préximos al punto en cuestion.

3.1 Sobre Euclides y Arquimedes de Siracusa

La “antigliedad griega” es un periodo de mas de cinco siglos que se caracteriza por los
grandes aportes de muchos pensadores. En este espacio temporal se reconocen tres

periodos principales:

1. Los presocraticos. Personajes destacados: Tales de Mileto (640 — 550 a. C.),
Pitagoras de Samos (569 — 500 a. C.), Anaxagoras de Clazomene (500 —428 a. C.),
Zendn de Elea (495 — 435 a. C.), Demacrito de Abdera (460 — 370 a. C.).

2. La escuela de Atenas. Comprende la época de Platon (429 — 348 a. C.), Eudoxo
(408 — 355 a. C.), Aristoteles (384 — 322 a. C.).

3. La escuela de Alejandria. Epoca de mayor desarrollo matematico. Se destacan:
Euclides (330 — 275 a. C.), Arquimedes de Siracusa (287 — 212 a. C), Apolonio (262
—190 a. C.), Diofanto (236 — 152 a. C.)

El grupo de pensadores griegos mas antiguos lo conforman los presocraticos, en la
parte continental de la Grecia antigua se desarroll6 la escuela de Atenas y la escuela de
Alejandria ocupsé parte del continente africano, principalmente la ciudad fundada por

Alejandro Magno, y algunas islas del mediterraneo.
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Cada uno de estos pensadores aporté en la construccion de lo que denominamos la
matematica griega antigua, sin embargo, este trabajo se centrard en Euclides y

Arquimedes.

El principal aporte de Euclides reside en su labor de sistematizacion de todo el
desarrollo matematico de la época en su libro Los Elementos, estableciendo una serie de
definiciones, axiomas y postulados. Arquimedes de Siracusa es considerado por la
mayoria de los historiadores de las matematicas como uno de los mas grandes
matematicos de todos los tiempos. Arquimedes pudo aplicar el método exhaustivo, dio una
aproximacion muy precisa para & y demostré que podia aproximar raices cuadradas con

gran precision, entre otras cosas.

3.2 Sobre el método exhaustivo y la cuadratura del
circulo.

En el siglo 1ll a. C, Euclides en su Libro Xl desarrolla algunos aspectos relativos a la
cuadratura del circulo a través del llamado método exhaustivo. Arquimedes visualizé en el
método exhaustivo la herramienta tedrica para establecer la cuadratura de varias figuras
planas no rectilineas. Con este fin, desarrollé algunas técnicas por medio de las cuales

pudo obtener unos limites particulares.

Puede decirse que, con Arquimedes, la ciencia griega alcanzé su maximo desarrollo.
De manera que con Euclides la matematica antigua consiguié encontrar la forma de
aceptar los enunciados a partir de una axiomatica, fue Arquimedes quien, ademas de
complementarla y perfeccionarla, consiguié una mayor flexibilidad al incorporar procesos
heuristicos.

En palabras de Recalde (2008)

Se puede decir que con Arquimedes se da un punto de partida en el
desarrollo del calculo moderno en el sentido de que en ellos se puede
visualizar una primera respuesta general a problemas relacionados con el
computo de la medida de magnitudes. Al respecto encontramos una enorme

diferencia con Euclides y la tradicion griega clasica de la escuela ateniense,
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los cuales reivindicaban el cultivo de unas matematicas puras, desdefiando
los calculos y aproximaciones. El caso de la cuadratura del circulo, lugar
comun de los dos matematicos, es un ejemplo esclarecedor. Ambos
abordan el problema de la relacién entre el area de los circulos y los

cuadrados de sus didmetros. (p.93)

Euclides plantea:

Proposicion Xll.2 (Elementos). Los circulos son entre si como los cuadrados de

sus diametros.

Arguimedes enuncia la relacién de la siguiente manera:

Proposicion 2 (Medida del circulo). La razén de un circulo al cuadrado de su

diametro es aproximadamente la de 11 a 14.

El enunciado de Euclides no hace alusion ni al valor ni a la naturaleza de la relacion. El
interés de Arquimedes, en cambio, recae en el calculo de la constante de proporcionalidad,

constante que en nuestros dias conocemos como el nimero irracional .

Los siguientes principios son de consideracion para este trabajo.

Proposicion X.1 (Elementos de Euclides). “Dadas dos magnitudes desiguales, si
dé la mayor se resta una magnitud mayor que su mitad y de lo que queda, otra
magnitud mayor que su mitad, y se repite continuamente este proceso, quedara una

maghnitud menor que la menor de las magnitudes dadas”.

Principio de Eudoxo. “Dadas dos lineas, dos superficies o dos sélidos
desiguales, si el exceso de una de estas figuras sobre la otra se afiade a si mismo
un cierto nUmero de veces, se puede superar una u otra de las figuras que se

comparan entre si”.

El método exhaustivo
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En este apartado usaremos la linea argumentativa que el autor Recalde desarrolla en
Lecturas de historias de las mateméticas. La esencia matemética de este método consiste
en la sucesion de las siguientes operaciones, las cuales se matizan con la siguiente figura

no rectilinea suponiendo que se va a “cuadrar’.

Se entiende cuadrar como la determinacion de un area de una figura rectilinea

congruente al &rea de una figura no rectilinea.

Figura 1. Figura no rectilinea R

Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemadticas”, p.101.

Para el caso en consideracion se toma como base la siguiente figura.

Figura 2. Método exhaustivo

Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemdticas”, p.101.
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1. Se inscribe (circunscribe) una sucesion de figuras rectilineas Ao, A1, ..., An, ... que
crecen mondtonamente. En este caso: A1 = ABC, A, = ADBECEF, ..., etc.
2. Las figuras se escogen de tal suerte que la sucesién
R-AL,R-As ..., R—An, ...

Cumpla con las hipétesis de la Proposicién X.1 de Los Elementos.

3. Con ayuda de consideraciones teoricas, se presume el “limite” en la sucesion de las

figuras inscritas, el cual se designa por A.
Se demuestra por contradiccion que el “limite A”, es igual a la region R:

1. Se supone R > A, de locual R — A >0, y, por lo tanto, por el principio de Eudoxo,
existe n tal que R — An < R — A; esto significa que A, > A, lo cual es imposible.

2. Se supone R< A, delocual A—R >0, Yy, por lo tanto, dado que la sucesién Ay, tiene
por limite A, se tiene que existe n tal que A — An < A —R, y de aqui se deduce que A, > R,

lo cual es imposible.

Demostracion tomada de (Recalde C, 2018).

Cuadratura del circulo

Arquimedes en su texto Medida del circulo presenta tres proposiciones donde da a
conocer sus avances en la resolucion del problema de la cuadratura del circulo. En la
primera de ellas demuestra que todo circulo es equivalente a un triangulo rectangulo cuyos
catetos corresponden al radio y a la longitud de la circunferencia, es decir, que la
cuadratura del circulo es posible siempre y cuando se pueda determinar su diametro y su

radio. De esta proposicion se deduce de forma directa la férmula para el area del triangulo

1 p p .
> Ir y la férmula del area del circulo nr?

Para llegar a esta demostracion, Arquimedes se apoya en la proposicion XIl.2 de los

Elementos, Euclides demuestra que un circulo se puede agotar por medio de poligonos



18 Disefio y aplicacién de una estrategia con elementos matematicos para la ensefianza del

concepto de limite usando el método exhaustivo en la cuadratura del circulo

inscritos; esto es, dado un circulo € y una magnitud superficial €, existe una sucesion de

poligonos Pn inscritos en C, tal que C - Pn < ¢, para algun namero n. (Figura 3)

Figura 3. Método exhaustivo aplicado al circulo

Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemdticas”, p.103.

Demostracién. Se toma una sucesion de poligonos inscritos en la circunferencia C.
Po = Cuadrado AEFH
P, = Octadgono ABEKFGHI

Pn = poligono regular 2"*2 lados inscritos en C

De maneraque M0 = C- PO,M1 = C- P1; M2 = C- P2,..,Mn = C - Pn.
Como
Mo—My=C —Po— (C — Py)
=P1—Po

= 4(triangulos EKF)

= 2(rectangulos ECDF)

> 2(sector EKF)

=% (C —Py)
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=1/2|\/|0

Se puede afirmar que M; < ¥ Mo, demostrando que el circulo se puede agotar por

poligonos inscritos.
Demostracion tomada de (Recalde C, 2018)

Medida del circulo. Proposicién 1: Un circulo es equivalente a un tridngulo rectangulo
cuyos catetos son iguales al radio y a la circunferencia del circulo.
En la demostracion, Arquimedes emplea la reduccién al absurdo, utilizando poligonos

inscritos y circunscritos. (Figura 4)

Figura 4. Cuadratura del circulo

Ln

Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemdticas”, p.104.

Demostracion. Esta demostracion se hace por contradiccion.

Arquimedes supone que C > T,esdecir, C- T > 0,donde T es el triangulo ABD. Por
la proposicion Xll.2 de los Elementos, existe Pn, un poligono inscrito en la circunferencia,

tal que:
C-Pn < C-T,porlotanto, Pn > T

Si se considera [ como la longitud de la circunferencia, se tiene que:
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Pn = n (tridngulo que tiene de base Sny altura h)
= triangulo que tiene de base nSn y altura h
= triangulo de lado |l y altura Rn,

Puesto que nSn < Iy h < Rn. Por lo tanto, Pn < T, lo que contradice el resultado
anterior.

En segunda instancia, Arquimedes supone que C < T,delocual, T- € > 0. Usando

XIl.2 de los Elementos, para el caso del poligono circunscrito, existe un Qn, poligono
circunscrito, tal que,

Qn-C < T-C,delocual@Qn < T.

Por consiguiente,
Qn = n (tridngulo de base Ln y altura Rn)
= tridngulo de base nLny altura Rn

> Triangulo de lado | y altura Rn,
Puesto que nLn > [, significa que Qn > T, lo cual contradice el resultado anterior.

Por lo tanto, se demuestra que la circunferencia C tiene la misma area que el triangulo
T.(C = T).

Demostracion tomada de (Recalde C, 2018)

3.3 Sobre la ensefianza y el aprendizaje de matematicas

La corriente de aprendizaje cognitivista propone al docente como la conexion entre el
estudiante y el saber, donde el educando adquiere un compromiso consigo mismo para la
creacion de su aprendizaje y busca estrategias para lograr los conocimientos, sin embargo,
el docente cumple con un rol muy importante en el proceso de ensefianza, pues es el
encargado de generar un interés en los educandos de alcanzar aquellos conocimientos,

como lo mencionan Medina & Salvador (2009), “no tiene mayor impacto los estimulos
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externos a la ensefianza, si no es influyente la personalidad del docente como protagonista

de la accion de ensefar”. (p.325).

Por otra parte, el aprendizaje se considera como el proceso donde el estudiante
consigue, modifica o complementa nociones, habilidades, conceptos o comportamientos
debido a una réplica de la experiencia vivida en los diferentes entornos, a las instrucciones
recibidas, a la observacion o interaccion con el medio ambiente. Esto es el resultado de
una persona que responde de forma asertiva y coherente a la exigencia expresada segun
la necesidad presentada. Bolivar L. & Rojas V. (2014) afirman que: “El aprendizaje humano
es un fendbmeno complejo. En cada persona se llevan a cabo multiples procesos
cognoscitivos al momento de aprehender un nuevo conocimiento. Se trata de técnicas,

inventivas, iniciativas intelectuales que enriquecen los esquemas mentales” (p. 2).

Entonces, es conveniente inferir que el proceso de aprendizaje es el cambio de
conducta que puede suceder a nivel psicomotor o intelectual, que colaboran al desarrollo
de las destrezas y habilidades y producen un crecimiento a través de las experiencias, sin
pasar por alto que “cada persona aprende con su propio estilo, utilizan distintas estrategias,
aprende a diferentes velocidades e incluso con mayor o menor eficacia. Aungue tengan
las mismas motivaciones, el mismo nivel de instruccion, la misma edad o estén estudiando

el mismo tema” (Cazau, 2004, p.1).

La ensefianza y el aprendizaje en matematicas es un proceso que relaciona tres
elementos como lo propone la teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau: el
estudiante, el profesor y un medio didactico; de tal manera, el medido did4ctico establece
el espacio donde actian los estudiantes y docentes; y el profesor es el encargado de

facilitar el medio en donde el estudiante construye su conocimiento. (Chavarria, 2006, p.2).

También, es de importancia la planeacién de situaciones de contexto que posibilite al
educando mediante diferentes recursos didacticos que obtenga los saberes. Brousseau,

en 1982 lo define como una situacién didactica (citado por Chavarria, 2006)

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o explicitamente entre un
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende

eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo
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(representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos

se apropien de un saber constituido o en vias de constitucién.

Los estudiantes construyen sus saberes dependiendo de sus habilidades, capacidades
y ritmos de aprendizaje, mientras que el docente cumpliendo un rol de facilitador en el
proceso de ensefianza y aprendizaje debe fijarse como propdsito invariable que el
estudiante logre un aprendizaje significativo, por ende, los encuentros académicos
preparados por el educador debe tener en cuenta la heterogeneidad del aula, es decir, los
diferentes estilos de aprendizaje de cada estudiante, la pertinencia de las actividades para
que los conocimientos lleguen a cada uno de ellos, como lo dice Bolivar L. y Rojas V.
(2005), en una situacion interactian factores interiores y exteriores que influyen en el
proceso de aprendizaje de estudiante tales como el ambiente inmediato, el estimulo
emocional, las necesidades sociol6gicas, fisicas y sicolégicas que estimulan la forma de

aprender de la persona. (p.3)
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4. Objetivos

4.1 General

Disefar, implementar y evaluar una estrategia para la ensefianza del concepto de limite
usando el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo para los estudiantes de

grado décimo.

4.2 Especificos

Identificar los preconceptos de los estudiantes de grado décimo, a partir de una prueba
diagnéstica basada en las competencias del MEN.

Introducir el concepto de limite de una funcion en un punto usando el método exhaustivo
como herramienta geométrica.

Analizar los resultados obtenidos en la prueba final al implementar la estrategia para la
ensefianza del concepto de limite usando el método exhaustivo aplicado en la cuadratura
del circulo.
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5. Metodologia

Debido a que es el docente el principal indagador en el aula de clase, se hace necesario
su participacion dentro del proceso de investigacion sobre las situaciones problematicas
gue se presentan diariamente, por este motivo, este trabajo adopta un tipo de investigacion
cualitativa, que corresponde a la resolucion de problemas mediante un proceso ciclico que
va desde una fase preparatoria con etapa reflexiva y de disefio, pasando por un trabajo de
campo, obtencion y analisis de datos hasta la elaboracién del presente informe. Rodriguez,
Gil & Garcia (1999).

El proyecto se aplicod en los estudiantes de grado décimo, grupo conformado por 30
estudiantes, entre 16 y 18 afios de edad. El grupo esta conformado en un aproximado de
60% mujeres y el 40% hombres. Los estudiantes objeto de este proyecto forman parte de
un sector socio — cultural medio y medio — alto en la ciudad de Santiago de Cali. Son
estudiantes, en la mayoria, pertenecientes a familias de empresas medianas ubicadas en

el sur de la ciudad, sin embargo, también tiene estudiantes del centro, oeste y norte.

Se realiz6 el disefio y la aplicacién de una prueba diagnéstica a los estudiantes, con el
propésito de obtener informacion sobre las nociones bésicas con que cuentan acerca de
area de poligonos y el concepto de funcion. El disefio de la prueba diagndéstica se realizé

teniendo en cuenta los estandares basicos de competencias. (Anexo A)

Las actividades propuestas en el diagndstico obedecen a las competencias estipuladas
en los estandares basicos propuestos por el MEN (2006). Asi:
1. Generalizo procedimientos de célculo validos para encontrar el &rea de regiones
planas y el volumen de sélidos. (Pensamiento métrico y sistema de medidas — 8° y
9°).
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2. Uso argumentos geomeétricos para resolver y formular problemas en contextos
matematicos y en otras ciencias. (Pensamiento espacial y sistemas geométricos —
10°y 11°).

3. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
gréaficas de funciones polinbmicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 10°y 11°).

4. Analizo en representaciones graficas cartesianas los comportamientos de cambio
de funciones especificas pertenecientes a familias de funciones polinébmicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas. (Pensamiento variacional y sistemas
algebraicos y analiticos — 8° y 9°).

5. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
gréficas de funciones polinbmicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 10° y 11°).

6. ldentifico la relacion entre los cambios en los parametros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las gréficas que las
representan. (Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 8° y
9°).

A partir de ello, se disefid y aplicé una estrategia con el objetivo que los estudiantes
construyan significativamente el concepto de limite de una funcion por medio del método
exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo, teniendo en cuenta los presaberes y la

consolidacién de ellos para alcanzar los objetivos cognitivos. (Anexo B)

Esta estrategia se configur6 en cinco capitulos, realizando una adaptacién del modelo
de ensefianza de Van Hiele para lograr la conceptualizacién de Limite usando la

geometria:

Nivel 1 — reconocimiento: en este nivel, el estudiante reconoce y visualiza los elementos
basicos de geometria como la base del aprendizaje del concepto de limite, en la estrategia
disefiada, corresponde a los dos primeros capitulos. En el primer capitulo se realiza un
repaso de geometria basica, en donde se abordan los temas de determinacion de areas

de circulos y poligonos regulares; en el segundo capitulo se hace un repaso del teorema
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de Pitagoras y la Ley de Cosenos, nociones tedricas necesarias para el desarrollo del

concepto de limite usando la geometria.

Nivel 2 — andlisis: en este nivel, el estudiante realiza un reconocimiento y analisis del
concepto de funcion, pero aun no crea relacion con los conceptos geométricos. En el tercer
capitulo se aborda el concepto de funcion, donde se estudian las caracteristicas de las

funciones lineales, cuadraticas, el domino y rango de funciones con restricciones.

Nivel 3 — deduccion informal: en este nivel, el estudiante crea una idea intuitiva del
concepto de limite por medio del método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo.
En el cuarto capitulo se define el Limite de forma heuristica y geométrica, respondiendo a
la incognita ¢ Qué es \pi?, mediante el método exhaustivo desarrollado por Arquimedes de

Siracusa aplicado a la cuadratura del circulo.

Nivel 4 — deduccién formal: en este momento, se formaliza el concepto de limite de una
funcion. En el quinto capitulo, se aborda el concepto de limite de una funcién dando la

definicion formal. Ademas, se propone una sesion de ejercicios.

Debido a lo anterior, se recolectd informacién para analizar y contrastar con los objetivos
planteados en el proyecto a través de una prueba final que tiene relacion a los estandares

basicos de competencias consignados en la prueba diagnéstica.

Se disefd y aplicoé una prueba final con la finalidad de analizar los resultados obtenidos
en la comprension del concepto de limite de los dos grupos y establecer la pertinencia de
la estrategia aqui desarrollada. (Anexo C).

Las actividades propuestas en la prueba final se relacionan con las competencias

establecidas en los estandares basicos propuestos por el MEN (2006). Asi:

1. Generalizo procedimientos de calculo validos para encontrar el area de regiones
planas y el volumen de sélidos. (Pensamiento métrico y sistema de medidas — 8° y
9°).

2. Analizo en representaciones gréaficas cartesianas los comportamientos de cambio

de funciones especificas pertenecientes a familias de funciones polinébmicas,
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racionales, exponenciales y logaritmicas. (Pensamiento variacional y sistemas
algebraicos y analiticos — 8° y 9°).

3. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las
graficas de funciones polinébmicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 10°y 11°).

4. Identifico la relacion entre los cambios en los parametros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las
representan. (Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 8° y
9°).

5. Justifico resultados obtenidos mediante procesos de aproximacion sucesiva,
rangos de variacion y limites en situaciones de medicidon. (Pensamiento métrico y
sistema de medidas — 10° y 11°).

6. Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos. (Pensamiento

variacional y sistemas algebraicos y analiticos — 10°y 11°).

De esta forma el trabajo se consolida porque se estudian los avances que se evidencian
durante el desarrollo de la practica en el proceso de la ensefianza del concepto de limite
mediado por el método exhaustivo aplicado a la cuadratura del circulo en los estudiantes

de grado décimo.
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6.Resultados y Analisis

6.1 Analisis de datos

A continuacion, se presentan los datos recogidos en la implementacion de la estrategia
disefiada y desarrollada para la ensefianza del concepto de limites de funciones mediada

por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo.

Inicialmente se disefi¢ y aplicé una prueba diagnéstica que fue determinante para la
programacion de la estrategia, de tal manera que, los aprendizajes fueran pertinentes y
coherentes con los conocimientos previos de los estudiantes y respondieran a las
necesidades académicas para abordar la conceptualizacién de limite de funciones, puesto
qgue, permitid identificar los presaberes con respecto a los conceptos de poligonos y
funciones, a continuacion, se desarrolla una estrategia para la ensefianza del concepto de
limite por medio del método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo, finalmente,
se aplicd una prueba final para comprobar la apropiacion del concepto de limite y

evidenciar el impacto de la estrategia.

6.1.1 Analisis Prueba Diagndstica

Andlisis mateméatico Prueba diagnostica

Ejercicio 1
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Figura 5. Ejercicio 1 - Prueba diagnostica

1. Determine el area de las siguientes figuras geometricas:

O
\\90‘

B.66|cm

7 oocm

4 cm

Nota. Ejercicio propuesto para la determinacion de area de figuras geométricas.

El estudiante responde:

Figura 6. Ejercicio 1 - Prueba diagnostica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 1 de la prueba diagndstica.
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El estudiante reconoce y opera correctamente las formulas de geometria para
determinar areas de circulos y poligonos regulares, sin embargo, es necesario que se les
proporcione dichas ecuaciones, siendo este el Unico método para dar respuesta al
ejercicio. Esto nos informa que, el estudiante cuenta con algunas bases para relacionar y
resolver operaciones algebraicas.

Ejercicio 2.

Figura 7. Ejercicio 2 - Prueba diagnostica

2. Determine si cada una de las siguientes graficas representan una funcidn. Justifica
tu respuesta.

R

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion grafica de funciones.

El estudiante responde:

Figura 8. Ejercicio 2 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 2 de la prueba diagndstica.



32 Disefio y aplicacion de una estrategia con elementos mateméticos para la ensefianza del

concepto de limite usando el método exhaustivo en la cuadratura del circulo

El estudiante relaciona la recta como una funcién lineal, sin embargo, no precisa el
proposito del plano cartesiano, ocasionando una construccién errénea del concepto de
funcién. Este nos indica, que el estudiante no tiene presenta las propiedades que definen
una funcién como la correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto no vacio
A, uno y solo un elemento de un conjunto B.”

Ejercicio 3.

Figura 9. Ejercicio 3 - Prueba diagnéstica

3. Considere las siguientes correspondencias definidas mediante diagramas sagitales.
A continuacion, indique si cada una de ellas es una funcidn, en caso de no serlo
justifique por qué no lo es

a. |1 2 b1 — 2 C. |1 73
2 4 2 b 22— 6
3 6 3 = 6 3 19
3 8 3 I ¥ e

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion de relaciones que corresponden a funciones.

El estudiante responde:

Figura 10. Ejercicio 3 - Prueba diagnostica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 3 de la prueba diagndstica.

El estudiante no diferencia una correspondencia funcional o no, lo que nos permite
confirmar el analisis del punto anterior. El estudiante tiene presente las propiedades de
una funcion.

Ejercicio 4:
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Figura 11. Ejercicio 4 - Prueba diagnostica

4. A continuacion, se muestra la grafica de una funcidn y =f(x)

TN

Con base en la grafica, establezca:

a) Dominio.

b) Rango.

c) Flm)

d} F{—2)

e) Interceptos con el eje x

) Interceptos con el eje ¥
) Intervalos donde F es:

I) Creciente.
I1) Decreciente.
III) Constante.
h) Intervalos donde:
1) fix) = 2
1) fix) < 0O
)] fix) > 0O

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion de las propiedades de una funcidn.

El estudiante responde:

Figura 12. Ejercicio 4 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4 de la prueba diagndstica.
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El estudiante identifica en una gréafica de una funcién el dominoy el rango, sin embargo,

no hace uso de notaciones matematicas correctas para dar respuesta al ejercicio.

El estudiante no tiene claro la evaluacion de la funcién en un punto dado, no identifica

los intervalos de la funcién con una caracteristica en particular.
Ejercicio 5.

Figura 13. Ejercicio 5 - Prueba diagnéstica

5. Indigue el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x)=2x% —9x+7|
b) f(x) =+x—16

o) fx)=3Vx—-16

d) flx) =2

xi-1

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion de las propiedades de una funcion.

El estudiante responde:

Figura 14. Ejercicio 5 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 5 de la prueba diagnéstica.

El estudiante no responde el ejercicio, evidenciando que no cuenta con los conceptos
necesarios para determinar el dominio de una funcién a partir de su ecuacion.
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Ejercicio 6:

Figura 15. Ejercicio 6- Prueba diagnostica

6. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuales son crecientes,
decrecientes o constantes.

a)y=8
b) y=22x—-19
c) y=2x?—12x + 24

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion de las propiedades de una funcién.

El estudiante responde:

Figura 16. Ejercicio 6 - Prueba diagndstica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba diagndstica.
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Figura 17. Ejercicio 6 - Prueba diagnéstica. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba diagndstica.

El estudiante grafica correctamente las funciones lineales por medio de la tabulacién de
puntos correspondientes a los incisos a y b, sin embargo, pretende graficar la funcion del
inciso ¢ de la misma forma, evidenciando el no reconocimiento de las propiedades de las

funciones cuadraticas y la falta de habilidades para resolver este tipo de ejercicios.

6.1.2 Andlisis de la estrategia

La estrategia se aplicé en 8 jornadas académicas de 1 hora y 40 minutos, los encuentros
académicos se programaron una vez por semana, con un tiempo total de 10 semanas

empezando con la prueba diagnéstica y terminando con la prueba final.

La estrategia esta dividida en cinco capitulos (1. Repaso geometria, 2. Repaso Teorema
de Pitagoras, 3. Funciones, 4. Limites, 5. Concepto de Limites), los cuales estan
estructurados secuencialmente de forma que el aprendizaje se desarrolle, partiendo desde
un reconocimiento hasta la deducciéon formal del concepto, teniendo en cuenta las
inquietudes, y dando espacios para la profundizacion de los contenidos trabajados en cada

sesion.
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Sesion 1: Area de circulos, rectangulos y triangulos.

Se realizé un repaso muy puntual sobre la determinacién de areas de circunferencias,
rectangulos y triAngulos. Se record6 algunas definiciones y se designd algunos ejercicios

de afianzamiento de trabajo individual.

Figura 18. Sesion 1. Area de circulos Figura 19. Sesion 1. Area de rectangulos

Figura 20. Sesion 1. Area de triangulos

Nota. Sesion 1 de la estrategia, determinacidon de areas de figuras geométricas.
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Sesion 2: Construccién de poligonos regulares con el transportador.

Se socializé satisfactoriamente las orientaciones para construir un poligono regular por
medio del transportador. Se evidencia una comprension de parte de los estudiantes y una
participacién activa de ellos, se realizd algunos ejemplos y se asigné ejercicios de

afianzamiento.

Figura 22. Sesion 2. Construccion de Figura 21. Sesion 2. Construccion de
hexagono regular octagono regular

Nota. Sesion 2 de la estrategia, construccidn de poligonos regulares.

Sesion 3: Area de poligonos regulares

En esta sesién, se retoma la construccién de los poligonos regulares visto en la sesién
anterior y se determina una secuencia detallada para la determinacion de las areas

partiendo de una deconstruccion del poligno, asi:
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Figura 24. Sesion 3. Area de pentagono Figura 23. Sesion 3. Area de pentagono
regular regular

Nota. Sesion 3 de la estrategia, determinacion de areas de poligonos regulares.

En la actividad propuesta para los estudiantes se puede evidenciar una posible

comprension, puesto que, respondieron correctamente a las proposiciones dadas. Asi,

Figura 26. Sesion 3. Ejercicio propuesto, Figura 25. Sesion 3. Ejercicio propuesto,
area de octagono regular area de octagono regular

Nota. Sesion 3 de la estrategia, determinacién de areas de poligonos regulares.
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Sesion 4: Teorema de Pitdgoras y Ley de Cosenos

Teniendo en cuenta que estos conceptos han sido ensefiados en el grado décimo en
semanas anteriores, se realizé un repaso muy puntual del Teorema de Pitdgoras y la Ley
de Cosenos, con el objetivo de garantizar las competencias necesarias para abordar la
estrategia de ensefianza del concepto de limite.

Sesion 5: Funcién lineal y cuadratica.

En esta sesion, se realizd un repaso de las definiciones y propiedades de las funciones
lineales y cuadréticas, incluyendo un andlisis para determinar los dominios, rangos y
realizar una grafica.

Para el analisis y su grafica de las funciones cuadratica, se decide denotar la funcion
en su forma candnica a partir de la forma polinémica, asi:

fx)=ax?+bx+c=alx—h)?+k

Figura 28. Sesion 5. Rango de funcién Figura 27. Sesion 5. Andlisis funcién
cuadratica cuadratica
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Figura 30. Sesion 5. Ejercicios Figura 29. Sesion 5. Ejercicios
propuestos, funciéon cuadratica propuestos, funciéon cuadratica

Nota. Sesion 5 de la estrategia, determinacion de propiedades de las funciones cuadraticas.

En la actividad asignada para desarrollar en casa, se propusieron tres funciones
cuadraticas donde debian determinar el dominio y el rango, el estudiante realiza los analisis
correspondientes para determinar el punto vértice de cada pardbola y a partir del vértice,

establece el rango de la funcién.

Sesién 6: ;Qué es TT?
Para iniciar esta sesién y acercarnos al concepto de limite, se planteé el interrogante

“eQué es T?

En primera instancia, se dertemina el &rea de un circulo de radio 1.

De esta manera, a partir de los conceptos estudiados y repasados en las sesiones
anteriores, como la construccién y area de poligonos regulares, teorema de Pitagoras, ley
de cosenos con las orientaciones del docente se realiza la deduccion de la forma para

determinar &reas de poligonos regulares inscritos en una circunferencia unitaria.
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A, = g « sin(360°/n) A

Figura 32. Sesion 6. Area de poligono Figura 31. Sesion 6. Area de poligono regular
regular dado su angulo central dado su angulo central
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Figura 34. Sesion 6. Area de poligono Figura 33. Sesioén 6. Area de poligono
regular dado su angulo central regular dado su angulo central

Nota. Sesion 6 de la estrategia, determinacion de areas de poligonos regulares dado su dangulo
central.

Sesion 7: Area de poligonos regulares a partir de su angulo centra

Teniendo la forma algebraica de determinar areas de poligonos regulares inscritos en
circunferencias unitarias, en esta sesion se grafic6 y determin6é el area de algunos
poligonos, con el fin de contrastar geométricamente el area del poligono y el circulo

unitario
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Figura 36. Sesion 7. Representacion grafica Figura 37. Sesion 7. Representacion
de &rea de poligono regular de 4 y 5 lados gréfica de area de poligono regular de
6 v 8 lados

Figura 35. Sesion 7. Representacion
gréfica de area de poligono regular de
12 lados

Nota. Sesion 7 de la estrategia, con la ecuacidén determinada en la sesidn anterior, se establece el
area de poligonos regulares inscritos en una circunferencia unitaria.
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Poligono regular de 100 lados inscrito en una circunferencia unitaria

Sin = 100 Figura 38. Poligono regular de 100 lados

0 inscritos en una circunferencia unitaria
* sin(360°/100)

p=

2
» ~ 3,139525976 /

Se concluy6 que entre mas lados tiene el
poligono, més se acerca al valor del area del circulo, pero no existe un numero de lados

exacto que ocupe el mismo espacio de la circunferencia.

Sin = 5x10°
5x10°

* sin(360°/5x10°)

AP
A, ~ 3,141592654

Note que si n = 5x10° = 500.000 las aproximaciones de nuestro método dan

exactamente la aproximacion que da una calculadora cientifica convencional al nimero 7.

Para nuestro caso, 4,(n) = g* sin(360°/n) con la cual hemos notado que a medida

gue se aumenta los lados del poligono regular, el area del mismo se aproxima al area del
circulo que los inscribe, es decir que el valor de las areas cada vez se acerca mas al valor

de m, entonces matematicamente estamos haciendo el limite:

n
lim A,(n) = lim = *sin(360°/n) =n
n—oo n—oo 2
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Sesion 8: Concepto de Limite

Después del acercamiento y de generar una idea intuitiva del concepto de limite por
medio de la geometria, en esta sesion se formaliza el concepto de limite de funciones en
un punto, se proponen ejercicios para resolver de forma analitica. Se socializ6 algunos
ejemplos (Anexo B, inciso 5) donde se aprecia comprension en los estudiantes.

Los estudiantes resolvieron satisfactoriamente los ejercicios propuestos, evidenciando
una apropiacion del concepto estudiado

Figura 40. Sesion 8. Ejercicios Figura 39. Sesion 8. Ejercicios
propuestos, limite de funciones propuestos, limite de funciones
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Figura 41. Sesion 8. Ejercicios
propuestos, limite de funciones

Nota. Sesion 8 de la estrategia, determinacion de limites en funciones.

6.1.3 Anélisis de la prueba final
Ejercicio 1

Figura 42. Ejercicio 1 - Prueba final

1. Determine el area de las siguientes figuras geométricas:

4 em

Nota. Ejercicio propuesto para la determinacidn de area de poligonos regulares.
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El estudiante responde:

Figura 43. Ejercicio 1 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 1 de la prueba final.

El estudiante determina satisfactoriamente el area de un poligono regular conociendo
la medida del lado del poligono y su apotema. Esto nos informa, que el estudiante no
presenta dificultades para relacionar y operar expresiones algebraicas para resolver una

situacion especifica.

Ejercicio 2:
Figura 44. Ejercicio 2 - Prueba final

2. A continuacién, se muestra la grafica de una funddn ¥ = f(x)

Con base en la grafica, establezca:

a) Dominio.

b} Rango.

ol £

d) f(-2)

e} Interceptos con el eje x
f) Interceptos con el eje y

g) Intervalos donde f es:
IV}  Creciente.
vy Decreciente.
VI)}  Constante.

h) Intervalos donde:

V) fx) = 2
V) f(x) <0
Vi) f(x) =0

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacién de las propiedades de una funcidn.
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El estudiante responde

Figura 45. Ejercicio 2 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 2 de la prueba final.

El estudiante hace una correcta interpretaciéon de la funcion dada en la gréfica,
determina el domino, rango, los intervalos crecientes, decreciente y constantes. El
estudiante responde acertadamente las proposiciones dadas usando una notacion
matematica adecuada.

Ejercicio 3:

Figura 46. Ejercicio 3 - Prueba final

3. Indique el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x) =3x*— Zx +8
b) f(x) =vx—2

) 1o Ve

d) fx) ===

Nota. Ejercicio propuesto para la identificacion de las propiedades de una funcidn.
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El estudiante responde:

Figura 47. Ejercicio 3 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 3 de la prueba final.

El estudiante responde correctamente a los ejercicios planteados, establece las
relaciones pertinentes (desigualdades) en cada caso para determinar las restricciones de
las funciones. Aunque los incisos a y ¢ estan correctos, el estudiante no realizdé ninguna
justificacion imposibilitando un analisis de ellos, sin embargo, los incisos b y d nos permite

inferir que el estudiante comprende el concepto de dominio de una funcion.
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Ejercicio 4:
Figura 48. Ejercicio 4 - Prueba final

4. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuales son crecientes,
decrecientes o constantes.

a) y=>5

b) y=1bx —4

c) y=2x*—8x+9
d) y=—x>+8x—15

Nota. Ejercicio propuesto para la graficaciéon y andlisis de funciones constantes, lineales y
cuadraticas.

El estudiante responde:

Figura 49. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso a de la prueba final.

El estudiante grafica una funcién constante correctamente, no se evidencia
operaciones ni tabulaciones para su gréfica, esto nos da a entender, que el educando
comprende a cabalidad la definicion de una funcién constante.



52 Disefio y aplicacion de una estrategia con elementos mateméticos para la ensefianza del

concepto de limite usando el método exhaustivo en la cuadratura del circulo

Figura 50. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso b de la prueba final.

El estudiante hace uso de la tabulacion de puntos para graficar una funcion lineal,

Figura 51. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante
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Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso c de la prueba final.

El estudiante realiza un bosquejo muy acertado de una funcion cuadrética, hace uso de
los recursos cognitivos brindados en la estrategia didactica para establecer el vértice de la
pardbola y una aproximacién de la curva de la misma, de igual forma, determina los

intercepto con el eje horizontal acudiendo a la discriminante de la funcion.

Figura 52. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso c de la prueba final.

El estudiante grafica un bosquejo con una proximidad bastante acertada de la funcion
cuadrdética, establece el punto vértice de la pardbola y los intercepto con el eje horizontal
por medio de la factorizacién de la funcion.
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Ejercicio 5

Figura 53. Ejercicio 5 - Prueba final

5. Observe la grafica de la siguiente funcion f(x), luego, calcula los limites:

a) lim £ ()
b) Jclirn“i‘(x)
c) iizrzf(a«:)
d) lirllzf(x)
) lim £
f) iilgf(x)

Nota. Ejercicio propuesto para la determinacién gréfica de limites

El estudiante responde:
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Figura 54. Ejercicio 5 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 5 de la prueba final.

El estudiante responde correctamente las proposiciones del ejercicio, demuestra
comprension sobre los limites laterales y sobra la existencia o no del limite en un punto a

partir de una grafica de funcién a trozos.
Ejercicio 6

Figura 55. Ejercicio 6 - Prueba final

indican:
2x +1 Six << —2
flx) = xil si—2=x<
xZ +6x — 32 six =3
a) lim_f(x)

b) lim f(x)
c) ]iin2+ fix)

d) lilgl_'_ f(x)

6. De acuerdo con la siguiente funcion analiza los limites laterales que se

Nota. Ejercicio propuesto para la determinacion grafica de limites

El estudiante responde
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Figura 56. Ejercicio 6 - Prueba final. Respuesta estudiante

Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba final.
El estudiante responde correctamente las proposiciones del ejercicio, demuestra

comprension sobre los limites laterales y sobra la existencia o no del limite en un punto a

partir de una funcién a trozos expresada algebraicamente.

6.1.4 Andlisis final

En la Tabla 1 se agrupan los estudiantes del Grupo experimental segun el rendimiento
en las pruebas diagndstica y final, de la siguiente forma:

Tabla 1. Comparacion grupo experimental

GRUPO EXPERIMENTAL
Calificacion P. Diagndstica P. Final

[0,1) 7 0
(1,2) 9 2
(2,3) 8 10
(3,4) 6 15
(4, 5] 0 3
Perdieron 24 12
Ganaron 6 18
Total 30 30

Nota. Elaboracién propia.
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Se puede concluir que 24 estudiantes en la prueba diagndstica reprobaron, tan solo 6
de ellos alcanz6 una calificacion satisfactoria. En la prueba final, el nimero de estudiantes
con calificaciones de aprobacion aumentd significativamente, 18 estudiantes obtuvieron
una calificacion por encima de 3.0, frente a 12 estudiantes reprobados. Se puede
evidenciar que, en las agrupaciones de calificaciones negativas, el nUmero de estudiantes

disminuy0 y en las calificaciones satisfactorias aumento.

En la Figura 57 se puede apreciar que el 50% de los estudiantes en la prueba final
obtuvieron calificaciones por encima de 3.6, con una nota méxima de 4.8 y un coeficiente
de variacion de 24.1%, lo que indica poca variacion entre las calificaciones de los
estudiantes; comparada con la prueba diagndstica que la nota maxima fue de 3.9 y que el
50% de los estudiantes estan por debajo de 1.8, efectuando un coeficiente de variacion de

50.7%, demostrando una heterogeneidad entre las notas obtenidas por los estudiantes.

Figura 57. Comparativo prueba diagnéstica y final

M Prueba Diagnostica M Prueba Final

Nota. Elaboracién propia.

La implementacidn de la estrategia permite evidenciar la apropiacion de los conceptos
trabajados en ella, puesto que las calificaciones mejoraron notablemente en la prueba
final comparada con la prueba diagndstica.
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7.Conclusiones

Es pertinente determinar los conocimientos previos de los estudiantes como punto de
partida para el disefio de las estrategias metodoldgicas y didacticas para la ensefianza
dentro y fuera del aula, esto permite identificar las necesidades y dificultades en los
educandos y asi pretender lograr que alcancen un aprendizaje significativo. En el
diagnostico realizado, se evidencia que el grupo presenta algunas debilidades en los ejes
conceptuales requeridos para abordar la estrategia, tales como, la determinacién de areas
de poligonos regulares, la definicion y caracteristicas de funciones de primer y segundo
grado, por este motivo, se decide programar las verificaciones conceptuales pertinentes

como inicio de la estrategia, con la finalidad de garantizar el dominio conceptual requerido.

Para el disefio de la estrategia, se realizé bajo una adaptacion de los niveles de
ensefianza de Van Hiele, nivel 1 — se hizo un reconocimiento y visualizacion de los
elementos basicos de geometria como la base del aprendizaje del concepto de limite, en
este momento, los estudiantes obtuvieron elementos para la determinacion de areas de
poligonos regulares de n lados; nivel 2 — el estudiante logra analizar satisfactoriamente
una funcién de primer o segundo grado, determinando sus caracteristicas, tales como,
dominio, rango, si es creciente, decreciente o constante y dibuja un bosquejo de la misma;
nivel 3 — después de deducir geométricamente las areas de poligonos regulares inscritos
en una circunferencia unitaria, el estudiante concluye que no existe un poligono con
suficientes lados que ocupe el mismo espacio de la circunferencia, generando una
deduccion informal del concepto de limite; nivel 4 — se aplica el concepto de limite en
funciones, los estudiantes realizan analisis de limites laterales y formalizan el concepto

estudiado.

Después del analisis matematico de la estrategia, se puede inferir que, el disefio como

agente mediador probo su eficacia, los estudiantes lograron conceptualizar el limite de una
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funcién en un punto usando el método exhaustivo como herramienta geométrica, ademas
que, lograron una apropiacion de otros conceptos tratados como el de funcién y sus
propiedades en diferentes representaciones, la determinacion de areas de poligonos,

teorema de Pitagoras y ley de cosenos.

Disefiar una estrategia de ensefianza partiendo del recorrido histérico del concepto,
permite reunir y fortalecer pensamientos criticos a través de actividades para que el
estudiante adquiera conocimientos matematicos y se apropie de ellos. Para este caso, los
estudiantes pueden tener un mejor entendimiento del concepto del limite, el problema de

la cuadratura del circulo y de todo el desarrollo histérico alrededor de estos.

El concepto de limite es considerado entre las nociones de mayor dificultad para la
comprension de los estudiantes, de manera que es trascendental en los estudios del
célculo, puesto que es un concepto requisito para abordar otros temas avanzados como la
continuidad, derivadas, integrales, entre otros. Por ello, este trabajo pretende aportar una

estrategia innovadora que facilite el aprendizaje del concepto de limite.

Al finalizar la implementacion de la estrategia, se puede evidenciar que el uso del
método exhaustivo aplicado en la cuadratura del circulo como alternativa metodoldgica
para la ensefianza del concepto de limite, logra favorecer el proceso de aprendizaje en los
estudiantes de educacion media, debido a que, permite al estudiante visualizar y manipular

por medio de la geometria conceptos teoricos abstractos como el de Limites.

El presente informe resefia una posible herramienta de uso estratégico y metodoldgico
y algunos elementos matematicos para la ensefianza del concepto de limite, sin embargo,
puede presentar resultados diferente dependiendo de la metodologia de ensefianza que

se utilice.






A. Anexo: Prueba diagnéstica

1. Determine el area de las siguientes figuras geométricas:

7cm

4 cm

O
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2. Determine si cada una de las siguientes graficas representan una funcion.
Justifica tu respuesta.
a. i b. '
d.
C.
4 5/
) -10 -5 0 5 10 15
in 2 0 2 4 _w\
3. Considere las siguientes correspondencias definidas mediante diagramas
sagitales. A continuacion, indique si cada una de ellas es una funcion, en
caso de no serlo justifique por qué no lo es
1 2 b.| 1 2 C.|1 » 3
.y
\
2 4 2 >4 > | |6
3 6 3 6 3 9
/"
\‘k /
4 8 4 8 4




Anexo A: Prueba diagnéstica

4. A continuacion, se muestra la grafica de una funcién y =f(x)

1 2 3 1

Con base en la grafica, establezca:

a) Dominio.
b) Rango.
c) f(0)
d) f(=2)
e) Interceptos con el eje x
f) Interceptos con el eje y
g) Intervalos donde f es:
I) Creciente.
II) Decreciente.
III) Constante.
h) Intervalos donde:
1) fx) =2
1) f(x) <0
) f(x) >0

5. Indique el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x) =2x2—9x+7
b) f(x) =Vx—16

c) f(x) =Vx—16

d) f(x) ===

x2-1
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6. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuales son crecientes,
decrecientes o constantes.

a) y=28
b) y =22x - 19
C) y = 2x% —12x + 24



B. Anexo: Estrategia

ESTRATEGIA

1. Repaso geometria.

Circulo y circunferencia

Perimetro de circunferencia > P = 2nr KJ

Area del circulo > A, = nr?

Circunferencia unitaria: Es aquella que la medida de

su radio es la unidad (1) y su centro es el origen en un sistema de coordenadas.

Triangulo
bxh

Area de triangulos > Ay =

Poligonos regulares

Construccion de poligonos regulares con transportador.
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\/\/

S~ —

. 1E3
Area de poligonos regulares de n lados dado su apotemay lado > Ap = n * Ta

2. Repaso Teorema de Pitagoras.

c? = a® + b? b
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Repaso ley de cosenos > a? = b? + ¢? — 2bc - cos 0

3. Funciones. a

“Una funcidn es una relacién o correspondencia que asigna a cada elemento de un
conjunto no vacio A, uno y solo un elemento de un conjunto B.”

f:A-2>B

Se lee “la funcion f del conjunto A en el conjunto B“y su ecuacion es y = f(x)

Dominio y rango de funciones con restricciones

El dominio de una funcion es el conjunto de elementos para los cuales la funcion
esta definida.

Sea f: A 2 B, se tiene que A (conjunto de partida) es el dominio y se simboliza:

Domf =A

El rango de una funcién f: A 2 B es el conjunto formado por todos los elementos
del conjunto de llegada que son la imagen de al menos un elemento del dominio,
es decir, Ran f = {ye B: y = f(x) para algun x €A}

Ejemplo 1:
Calcular el dominio de la funcion f(x) = vx — 1

e Domino: la funcion se indetermina cuando la cantidad subradical toma
valores negativos, ya que la raiz cuadrada no esta definida para valores
negativos, entonces, se debe cumplir que:

x—1=20

Por tanto, se tiene que x > 1
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Luego, los valores que puede tomar x deben ser mayores o iguales a 1, entonces,
el dominio es:

Dom f(x) = [1,)

En la gréfica se observa que la funcién esta definida para valores mayores o igual
a 1 en las abscisas.

Ejemplo 2:
Calcular el dominio y rango de la funcion y = f(x) = szZ

e Domino: la funcién se indetermina cuando el denominador es igual a cero,
puesto que la division entre cero no esta, entonces se debe cumplir que:

x—2+%0

Por lo tanto, se tiene que x # 2.

Luego, los valores que puede tomar x deben ser diferente de 2, entonces el dominio
es:

Dom f =R — {2}

e Rango: el rango se determina expresando a x como funcién de y. Esta
funcién que determina a x como funcién de y se denomina funcién inversa
y se denota como f 1,
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y= %"‘ 2> fHx) = E + 2 es la funcion inversa de f(x) = xZTZ

Esta funcion satisface f o f~'(x) =x VX ERFAf~ o f(x) =x Vx €Dy

2
x—f(y)_;+2

Como y es el denominador de la fraccion, este no puede ser cero, porgue la division

entre cero no esta definida para el conjunto de nimeros reales, entonces, el rango
de la funcién es:

Ran f = R — {0}




70 Disefio y aplicacién de una estrategia con elementos matematicos para la enseflanza
del concepto de limite usando el método exhaustivo en la cuadratura del circulo

Repaso de funciones lineales y cuadraticas = Analisis y graficacion.

Una funcidn lineal es una funcion de variable real de la forma y = f(x) = mx +
b, donde m # 0y b son la pendiente de la recta y el punto donde se corta la funcién
con el eje vertical respectivamente.

Las principales caracteristicas de una funcién lineal son:

e Eldominioy el rango es el conjunto de los nUmeros reales.

e La grafica de una funcion lineal es una recta en el plano cartesiano.
e Es una funcion biyectiva.

e Lainversa de una funcion lineal también es una funcion lineal.

o —b
e El corte con el eje x se encuentra en x = —.
e Es creciente sim > 0y decreciente sim < 0.

b Y

Una funcién cuadratica es una funcion de variable real cuya expresion algebraica
es f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales 'y a # 0.

Las principales caracteristicas de una funcion cuadrética son:

e El dominio son todos los nimeros reales.
e Elrango dependera del signo de a, donde

=ax*+bx+c= (2+bx+c>— <+b>2+c b”
f(x) =ax x+c=al|x " a—a x a 7 1a?
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b\° b?
_“(’“’E) T

B ( +b)2 4ac — b?
f) =alx a 4a

f(xX)=(x—-h)?+k

V = (h, k) = Vértice

. b k_4ac—b2
T 2a’ T 4a
12
Sia>09Rango=[4aC D ,+00)
12
Sia<0 9Rango:(—oo,4azab]

e Laecuacion canbnicaes y = (x — h)? + k.

e La grafica es simétrica respecto a la recta vertical x = h.

e La funcién cuadrética no es inyectiva.

e Los cortes con el eje X, dependen de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0, ecuacion
gue puede no tener solucién, tener una Unica solucion o tener dos soluciones
distintas en el conjunto de numeros Reales, dependen del valor del
discriminante.

Discriminante A= b? — 4ac

e Si A< 0 No hay solucién, luego no ha cortado con X.
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e Si A= 0 Hay una unica solucién, un solo corte con
X.

e Si A> 0 Hay dos soluciones, dos cortes con X.
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La representacion gréfica de una funcion cuadratica es una parébola, la cual abre
hacia arriba si a > 0 y abre hacia abajo si a < 0, 0 mas formalmente es convexa si
a > 0yconcavasia < 0.

Eje de simetria

x=h

a>0 a<0
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4. Limites

Comenzaremos por un entendimiento geométrico sobre el concepto de limite.

Area de circunferencia unitaria.

A, = mr?
Ac = m(1)?
A =m

,Qué es T?

En virtud del sencillo calculo anterior podemos afirmar que Geométricamente 1T es
el area de una circunferencia unidad o equivalentemente, es el cociente entre la
longitud de cualquier circunferencia y su diametro. Para responder a esta pregunta
de manera analitica haremos uso del método exhaustivo el cual se usara para
entender geométricamente el concepto de limite y dar una aproximacion tan cerca

como se desee del numero Tt.
Area de poligonos regulares dado su angulo central.

El angulo central de un poligono regular de n lados mide 360°/n

Si en un triangulo arbitrario, conocemos dos lados de un triangulo y el angulo
formado por ellos, usamos la ley de cosenos para obtener el lado restante.

1? = b?+c? —2bc-cosB
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En un poligono regular se forman triangulos isésceles, como r = 1 entonces, b =c¢
= 1y escribimos 8 = 6,, es el angulo central de un poligono de n lados, entonces,
por deduccion de la ley de cosenos:

12=1%2+1%2-2(1)(1) - cos b, 1

12?=2—2"cosé,

12 =2(1-cos@,)

l= ,/2(1- cos@,)

Mas aun, en este mismo caso podemos determinar la altura a por medio del
teorema de Pitagoras como:

12
= [1——
¢ 4

2(1 —cosb,)
a= [1- 2

1
a= 1—5(1—c056n)

a= 1—§+Ec039n
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B 1+1 9
a= |5+5costy,

1
a= 5(1 + cos0,)

Luego, si tenemos un poligono regular de nlados inscrito en una
circunferencia unitaria, el area sera:

[*xa

A,(n) = * N

V2(1 — cos6y) * \/% (1 + cos8,)

A, > * N
ﬁ*,/l—cos@n*\g*w/1+cos€n
A, = *n
2
n
Ay = E\/l — c0s?0,
n -
A, = > * sin 6,
n
Ay = 7" sin(360°/n)

En la siguiente secuencia de poligonos regulares inscritos en una
circunferencia, el area de los poligonos regulares de n lados se acerca tanto
como se desee al area de la circunferencia a la cual estan inscritos, esto es,
entre mayor sea n, el area del poligono se aproxima con mayor precision al area
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del circulo. De esta forma, estaremos encontrando una aproximacion del
namero m, pues como se indico al inicio, este niumero es el area de una

circunferencia unidad.

Sin = 3:
3 .
A, = > *sin (360°/3)

Ap ~ 1,299

4
Ap = 5* sin (360°/4)

‘z
<
o
o
: &

8 6| o+ <z o 02 0+ 08 o8
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Sin = 5:
5 .
Ap =§* sin(360°/5)

A, ~ 2,37764

6
Ay = * sin(360°/6)

A, = 2,598076

8 .
Ap = >* sin(360°/8)

A, =~ 2,828427125

12 08 06 04 02 0

02

R

02 04 06 0.8 12
4
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Sin = 12

12 ]
A, = - * sin(360°/12)

Sin = 30
30 )
A, = - * sin(360°/30)

A, =~ 3,118675362

Sin = 100

A

0
p = * sin(360°/100)

Ay, = 3,139525976

Sin = 5x10°

5x10° . .
A, = > * sin(360°/5x10°)

A, ~ 3,141592654

0.5
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Note que sin = 5x 10° = 500.000 las aproximaciones de nuestro método dan
exactamente la aproximacion que da una calculadora cientifica convencional al
ndmero 7.

Encontrar el limite de una funcién A, significa hallar el valor al cual se aproxima
Ap(x) cuando x tiende a tomar un valor determinado.

Para nuestro caso, A,(n) = g*sin(360°/n) con la cual hemos notado que a

medida que se aumenta los lados del poligono regular, el area del mismo se
aproxima al area del circulo que los inscribe, es decir que el valor de las areas cada
vez se acerca mas al valor de m, entonces matematicamente estamos haciendo el
limite:

n
lim A4,(n) = lim o sin(360°/n) =n
n—>oo

n—->oo

5. Concepto de Limite.

La funcion f(x) tiende hacia el limite L cuando x tiende hacia a, si es posible hacer
gue f(x) se aproxime tanto al como se quiera, siempre y cuando x este lo
suficientemente cerca de a, sin tomar el valor de a, esto se expresa como:

lim f(x) = L

Y se lee: limite cuando x tiende hacia a de f(x) es igual a L. Formalmente en
matematicas lo anterior se escribe como: lim f(x) = L, significa que para todo € >
x—-a

0, existe § > 0, tal que, si 0 < |x —a| < §, entonces, |f(x) — L| < &.

Ejemplo 1:

Z—1
Sea f(x) = % Note que Domf = R — {1}. ¢ Qué pasa cuando x toma valores

cercanos a 1? Es decir, hagamos el limite
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Para determinar el limite de esta funcion, analizaremos graficamente las
imagenes de x bajo la funcion f cercanas
mayores y menores que el numero a = 1. Note

quesix # 1 /

x2—1 (x—-1D(x+1 |
=( )( )=x+1 /
x—1 x—1

Es decir, la grafica de f es basicamente la 08
grafica de la funcion lineal x + 1, solamente que 5]
f no esta definida en x = 1. 04

En la grafica se puede observar que, aunque f(x) no esta definida parax = 1, su
limite existe y es igual a 2.

Entonces, graficamente podemos concluir que

}Ci_l}}f(x) = 2.

Si tomamos valores particulares cercanos a 1, menores y mayores, podemos notar
lo anterior.

x 0,8 0,9 0,99 0,999
f(x) 1,8 1,9 1,99 1,999
x 1,2 1,1 1,01 1,001
£(x) 2,2 2,1 2,01 2,001
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Por lo cual, concluimos que numéricamente, a medida que x se acerca mas a 1 el
valor de f también se acerca mas a 2.

Limites laterales

Para hallar el limite de una funcidén f(x), se realizan aproximaciones con valores
cercanos a x tales que x > a, y con valores cercanos a x tales que x < a. Por tanto,
los limites laterales se definen segin como se realicen las aproximaciones, que
pueden ser por la derecha o por la izquierda.

) lim+f(x) = )lci_r)lglf(x) =L, es decir, el limite de f cuando x se acerca por la
xX—a
x>a

derecha significa que x > a y esigual a L
o lim f(x) = lim f(x) =L, es decir, el limite de f cuando x se acerca por la
xX—=a
x<a

izquierda significa que x < ayesigualal
La existencia o no del limite de una funcion depende de los limites laterales. Es
decir, si los limites laterales existen y son iguales, el limite de la funcion existe y es
igual a los limites laterales.

limf(x) =L & lim f(x) =Ly lim f(x) =L
x-a x—at x-a~

Ejemplo 2:
&
En la grafica se puede observar que: Y f{?‘j
lim, f(x) = L, en cambio, lim f(x) = M. L i L
x—at x-a~
- 3 | My
El limite de la funcidbn no existe porque los /_,
limites laterales no son iguales.
Entonces, lim f(x) no existe. /
xX—a -
I|I d X

Ejemplo 3:
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_(x—=2 six<1
Seaf(x)—{z_x six>1

lim fG) = im fG) = limx ~ 2= 1
x<1 x<1

lim () = Ym () = YIm2 —x = 1
x>1 x>1

Luego el limite no existe en a = 1, esto es lirri f (%) no existe.
X—

Note que f estd definida en a=1,f(1) = —1, pero esto no interviene en la

existencia del limite.

Note que los ejemplos 1y 3, la funcion no tiene por qué estar definida para que el

limite exista en el punto. En el caso del ejemplo 1 f no esta definida en a = 1, pero

lirrlz f(x) = 2, mientras que con la funcion del ejemplo 3, f estaba definida en a =
X—

1, pero lirr% f (x) no existe.
X—
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1. Determine el area de las siguientes figuras geométricas:

4 cm

2. A continuacion, se muestra la grafica de una funcion y = f(x)

3 -3 2 1 1 2 3 4

Con base en la grafica, establezca:

a) Dominio.
b) Rango.
c) f(0)

d) f(=2)
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e) Interceptos con el eje x
f) Interceptos con el eje y
g) Intervalos donde f es:

IV)  Creciente.

V) Decreciente.

VI) Constante.
h) Intervalos donde:

V) f(x) = 2

V)  f(x) <0

V) f(x) >0

1. Indique el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x) =3x3—2x+8
b) f(x) =+vx —25

c) f(x) = Vx —25

d) f(x) ==

X

2. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuales son crecientes,
decrecientes o constantes.

a) y=5

b) y =15x — 4

c) y=2x>—8x+9
d) y=—x?+8x—15
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3. Observe la gréfica de la siguiente funcién f(x), luego, calcula
los limites:

a) lim f(x)
b) lim, f(Cx)
¢) lim fCx)

d) lim f(x)
e) lim f(Cx)

f) lim f (x)

4. De acuerdo con la siguiente funcion analiza los limites laterales
gue se indican:

2x+1 Six < —2
(x) = i | —2<x<3
fx) = p— Si <x

x% + 6x — 32 six>3

a) lim_f(x)
b) lim £ (x)
c) lim f(x)
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d) lim f(x)
e) lim f(x)
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