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un fluido vascular newtoniano

Juan Sebastián Quimbayo Gómez
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Resumen

Flujo de nanopart́ıculas magnéticas en un fluido
vascular newtoniano

El transporte dirigido de medicamentos unidos a part��culas, cuyas trayectorias son afectadas

por campos magn�eticos externos al torrente sangu��neo, como alternativa a los m�etodos tradi-

cionales de tratamiento de enfermedades, es un campo de investigaci�on en el cual se utilizan

diferentes elementos te�oricos, anal��ticos y computacionales. Con la �nalidad de describir y

obtener informaci�on sobre el comportamiento din�amico y cin�etico de las part��culas al igual

que los efectos de la fuerza magn�etica sobre ellas. Por ello, este trabajo busca describir y es-

tablecer cu�ales son los elementos te�oricos m�as relevantes para estudiar la evoluci�on din�amica

de estas part��culas cuando se encuentran inmersas en un 
uido vascular newtoniano cuyas

trayectorias son afectadas por un campo magn�etico permanente. Bajo estas condiciones, se

realizaron una serie de simulaciones con ayuda del software especializado en elementos �nitos

COMSOL Multiphysics, en el cual se establecieron las condiciones iniciales de tres mode-

los que contienen el espacio de trabajo denominado \mundo", el canal por donde el 
uido y

las part��culas se desplazaron y el im�an permanente encargado de generar el campo magn�etico.

Como resultado de las simulaciones, se obtuvieron datos de la fuerza magn�etica promedio

que act�ua sobre las part��culas y, as�� mismo, datos de su e�ciencia de captura. Los resultados

obtenidos en los tres modelos geom�etricos dise~nados en el software, mostraron que la e�cien-

cia de la captura de part��culas y la fuerza magn�etica promedio, dependen de factores como la

magnetizaci�on y la forma geom�etrica del im�an, el di�ametro del canal por el cual las part��culas

se desplazan, al igual que el material, la susceptibilidad magn�etica, la permeabilidad relativa

y di�ametro de la part��cula.

Este trabajo sobre la trayectoria de part��culas magn�eticas dentro de 
uidos vasculares newto-

nianos, permiti�o conocer y establecer los procesos, par�ametros y condiciones a seguir durante

una simulaci�on con elementos �nitos y la forma en que este m�etodo de simulaci�on permite

acoplar en tres modelos geom�etricos distintos, la teor��a magnetost�atica y la mec�anica de


uidos en un solo entorno computacional.

Palabras clave: Part́ıculas magnéticas, fluido vascular newtoniano, fuerza magnética, elementos

finitos, trayectoria de part́ıculas.
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Abstract

Flow of magnetic nanoparticles in a newtonian
vascular fluid

The directed transport of drugs bound to particles, whose trajectories are affected by magnetic

fields external to the bloodstream, as an alternative to traditional methods of treating diseases, is a

field of research in which different theoretical, analytical and computational elements are used. In

order to describe and obtain information on the dynamic and kinetic behavior of particles as well as

the effects of the magnetic force on them. Therefore, this work seeks to describe and establish which

are the most relevant theoretical elements to study the dynamic evolution of these particles when

they are immersed in a Newtonian vascular fluid whose trajectories are affected by a permanent

magnetic field. Under these conditions, a series of simulations were carried out with the help of the

specialized finite element software COMSOL Multiphysics, in which the initial conditions of three

models were established that contain the workspace called ”world”, the channel through which the

fluid and the particles moved and the permanent magnet in charge of generating the magnetic field.

As a result of the simulations, data on the average magnetic force acting on the particles and,

likewise, data on their capture efficiency were obtained. The results obtained in the three geometric

models designed in the software showed that the efficiency of particle capture and the average mag-

netic force depend on factors such as the magnetization and the geometric shape of the magnet,

the diameter of the channel through which the particles they move, like the material, the magnetic

susceptibility, the relative permeability and diameter of the particle.

This work on the trajectory of magnetic particles within Newtonian vascular fluids, allowed to

know and establish the processes, parameters and conditions to be followed during a simulation

with finite elements and the way in which this simulation method allows coupling in three different

geometric models, the magnetostatic theory and fluid mechanics in a single computational environ-

ment.

Keywords: Magnetic Particles, Newtonian Vascular Fluid, Magnetic Force, Finite Elements, Par-

ticle Trayectories.



Contenido

Agradecimientos VII

Resumen IX

Lista de s��mbolos XVIII

1. Introducci�on 1
1.1. Objetivo General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1. Introducci�on

La orientaci�on de f�armacos magn�eticos o MDT (Magnetic Drug Targeting, por sus siglas en ingl�es),
es una rama de investigaci�on en la cual, diversos autores y grupos acad�emicos han abordado desde
diferentes perspectivas, apoy�andose de distintos elementos te�oricos propios de la f��sica y el c�alculo,
para transportar f�armacos mediante el torrente sangu��neo a diferentes puntos del cuerpo humano.
En particular, tumores malignos para ser tratados como forma alternativa a la quimioterapia. Al-
gunas de las aplicaciones directas de este m�etodo son el transporte dirigido de medicamentos o de
radiois�otopos, aplicaci�on de hipertermia para combatir tumores malignos, contraste en estudios de
resonancia magn�etica y en el desarrollo de agentes teran�osticos [13, 14]. Estas aplicaciones depen-
den de factores como el material y las propiedades magn�eticas de las part��culas, sus dimensiones y
el tipo de recubrimiento que debe ser estable y biocompatible [15].

Para poder observar estos procesos de transporte a lo largo del torrente sangu��neo y as��, establecer
los fundamentos te�oricos m�as relevantes para conocer su din�amica y distribuci�on, se utilizaron los
conceptos propios de la hidrodin�amica, magnetost�atica y de materiales magn�eticos. Los cuales fue-
ron acoplados a trav�es de un simulador especializado en elementos �nitos permitiendo desarrollar
un modelo f��sico matem�atico para describir las trayectorias de nanopart��culas magn�eticas (porta-
doras de f�armacos) por el 
ujo sangu��neo, con la �nalidad de llevar el medicamento a cualquier
punto de inter�es.

Por esta raz�on, el presente trabajo busca describir y simular las trayectorias de nanopart��culas
magn�eticas en un 
uido vascular newtoniano apoy�andose de los conceptos propios de la din�amica,
la hidrodin�amica y la magnetost�atica, para de�nir los par�ametros f��sicos que puedan representar
de manera precisa el comportamiento y la trayectoria de dichas part��culas.

Teniendo en cuenta esto, en el cap��tulo correspondiente al marco te�orico se realiza un resumen
t�ecnico de los aspectos m�as relevantes para describir el 
ujo de nanopart��culas, partiendo de la
sangre y sus generalidades, la hidrodin�amica, los materiales magn�eticos, la magnetost�atica y los
fundamentos te�oricos de la magnetoforesis. Luego en la secci�on concerniente a la simulaci�on, se pre-
senta una descripci�on del software especializado COMSOL Multiphysics y la metodolog��a utilizada
para poder obtener la simulaci�on de nanopart��culas magn�eticas en un 
uido vascular newtoniano
en tres etapas diferentes. Finalmente en los cap��tulos correspondientes a resultados, discusi�on y
conclusiones se muestran los hallazgos obtenidos y as�� mismo se hace un an�alisis en torno a ellos
resaltando los elementos sobresalientes durante el desarrollo de la simulaci�on.
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1.1. Objetivo General

Estudiar el comportamiento de nanopart��culas magn�eticas sumergidas dentro de un 
uido vascular
newtoniano, descrito de manera directa mediante variables din�amicas como la fuerza de magneti-
zaci�on y la fuerza de arrastre.

1.2. Objetivos Espec���cos

Seleccionar e implementar un modelo f��sico-matem�atico basado en la teor��a newtoniana y
lagrangiana para el estudio de las trayectorias y la evoluci�on temporal de nanopart��culas.

Cuanti�car las variables din�amicas consideradas en el estudio del movimiento de las nano-
part��culas mediante simulaciones.

Simular y caracterizar a partir de un software especializado en elementos �nitos las condi-
ciones de contorno del medio de transporte para reducir las variables matem�aticas y generar
un modelo que describa las trayectorias de las nanopar��culas dentro del 
uido vascular new-
toniano.
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En este cap��tulo se presentan algunos de los resultados obtenidos por diferentes investigadores,
respecto al 
ujo de part��culas magn�eticas inmersas en un 
uido afectados por un campo magn�etico
externo, los cuales fueron simulados mediante elementos �nitos en simuladores como COMSOL,
ANSYS FLUENT y OpenFoam. Paralelamente, se muestran las principales caracter��sticas f��sicas de
la sangre y sus componentes estructurales. En la secci�on 2.3.1 se describe la din�amica asociada a los

uidos newtonianos y su estudio a trav�es de las ecuaciones de Navier-Stokes. De manera an�aloga,
en los apartados 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4, se resumen los aspectos m�as relevantes de los materiales
magn�eticos, la teor��a magnetost�atica y del estudio din�amico de part��culas magn�eticas dentro de

uidos denominado como magnetoforesis. En las secci�on 2.3.5 se presenta la formulaci�on din�amica
para las part��culas magn�eticas, en donde se muestra la fuerza de arrastre y la fuerza magnetofor�etica
para part��culas esf�ericas. En �ultimo lugar, el apartado 2.4 expone una s��ntesis del m�etodo de los
elementos �nitos con el objetivo de sentar las bases te�oricas asociadas a esta t�ecnica num�erica para
solucionar ecuaciones diferenciales totales o en derivadas parciales.

2.1. Revisi�on bibliogr�a�ca

Actualmente el problema de describir las trayectorias de nanopart��culas magn�eticas en 
uidos ar-
teriales, est�a enfocado a la orientaci�on de f�armacos magn�eticos el cual ha sido descrito como: \uno
de los m�etodos prometedores para la focalizaci�on efectiva y la entrega de medicamentos a un ob-
jetivo espec���co con la ayuda de un campo magn�etico local"[1]. Es por esto que el problema se
ha abordado desde diferentes perspectivas al considerar variables din�amicas, tales como el 
ujo de
part��culas en un capilar con dimensiones bien de�nidas, su comportamiento bajo la acci�on de un
campo mag�etico permanente o variable (fuerzas magn�eticas), fuerza de empuje y fuerza de arrastre.

En el modelo bidimensional que se muestra en la �gura2-1 se puede observar el esquema de un
vaso sang��neo en el cual su eje central es paralelo al eje horizontalz y su eje transversal es paralelo
al eje vertical x. En este vaso se han introducido unas part��culas deFe3O4 en una geometr��a bien
de�nida con velocidad inicial vz = 0. Sin embargo, estas son arrastradas por el 
uido dentro del
vaso y dirigidas hacia la parte inferior del vaso por el campo magn�etico producido por el im�an
cil��ndrico, el cual se encuentra separado del eje axial del vaso a una distanciad. En este modelo, el
comportamiento de las nanopart��culas es gobernado principalmente por la distancia de separaci�on
entre el vaso sangu��neo y el im�an.
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Figura 2-1 .: Diagrama esquem�atico de las nanopart��culas magn�eticas que transportan un
vaso sangu��neo. El im�an cil��ndrico se coloca fuera del vaso para aplicar el campo
magn�etico. Adaptado de [1].

Sharmaet al, pertenecientes al departamento de matem�aticas del Instituto Indio de Tecnolog��a [1],
desarrollaron un modelo matem�atico que permite predecir el transporte y captura de nanopart��cu-
las dentro de un 
uido sangu��neo bajo la in
uencia de un campo magn�etico externo permanente.
Este modelo se plante�o a partir de la formulaci�on newtoniana en el cual las nanopart��culas son
sometidas a los efectos de la fuerza magn�etica, arrastre y de empuje. Los resultados obtenidos por
los autores muestran que el transporte y la captura de las nanopart��culas tiene una fuerte relaci�on
principalmente con el campo magn�etico externo, su cercan��a al vaso sang��neo y al 
uido. La �gura
2-2 muestra los resultados y la posici�on �nal de las part��culas al interior del vaso sang��neo en
funci�on de la distancia de separaci�on d, los cuales fueron validados mediante el software COMSOL.

Figura 2-2 .: Trayectorias simuladas de nanopart��culas magn�eticas a diferentes distancias
desde el centro del im�an hasta el centro del capilar: (a)d = 2;5, d = 3;5,
d = 4;5 y d = 5;5 cm. Tomado de [1].
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Por otro lado, Kayal et al, asociados a la Escuela de Ciencia e Ingenier��a de Materiales de la Uni-
versidad de Singapore [2], analizaron la importancia que tiene la administraci�on de nanopart��culas
portadoras magn�eticas, dirigidas mediante campos magn�eticos y su efectividad al maximizar la
concentraci�on de f�armacos, en puntos espec���cos del cuerpo frente a los tratamientos tradicionales
como la quimioterapia y radioterapia. En este trabajo los autores emplean un tubo cil��ndrico con
un di�ametro interno de 1 mm, el cual imita a un vaso sangu��neo, y dentro de �este se inyecta una
soluci�on l��quida de sal fosfato y cloruro a base de agua deNa y K con iones deFe2+ y Fe3+ ,
con la �nalidad de determinar la e�ciencia de su deposici�on en un punto de inter�es en funci�on del
campo magn�etico, el cual es generado por un im�an permanente de neodimio. La �gura2-3 muestra
la con�guraci�on usada por los autores.

(a) (b)

Figura 2-3 .: (a) Esquema de un experimento in vitro para la focalizaci�on magn�etica de
f�armacos: A: vaso de entrada, B: placa vibratoria, C: bomba, D: jeringa, E: tubo
de silicona, F: im�an permanente, H: vaso de salida, G: regi�on de la focalizaci�on.
(b) El canal rectangular 2-D que imita el tubo cil��ndrico experimental con el
marco de referencia y las variables utilizadas para el an�alisis num�erico. Tomado
de [2].

En este trabajo los autores emplearon las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuaci�on de continui-
dad para describir el movimiento de las nanopart��culas dentro del canal. Estas ecuaciones incluyen
par�ametros tales como la velocidad, presi�on, viscosidad, energ��a cin�etica y las fuerzas externas apli-
cadas por el campo magn�etico externo. Finalmente, los resultados experimentales fueron validados
gracias al software ANSYS FLUENT.

Por su parte, Haverkort et al, [10] investigaron computacionalmente el tratamiento con part��cu-
las magn�eticas y su aplicaci�on en arterias humanas espec���cas (arterias coronarias y car�otidas) al
simular el movimiento de part��culas en un canal cil��ndrico y un tubo curvo con la �nalidad de en-
contrar sus per�les de velocidad y los posibles estados de dichas part��culas. La evoluci�on temporal
y espacial del sistema es descrito mediante las ecuaciones de Navier-Stokes para un 
uido incom-
presible (r� ~uf = 0) y en donde las fuerzas viscosas est�an dadas en t�erminos del n�umero de Reynolds.
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Grande [13] realiz�o una descripci�on general de las nanopart��culas y su uso en la industria y en la
biomedicina. En este art��culo el autor describe aspectos b�asicos de la f��sica de las nanopart��culas y
como estas part��culas de tama~nos cercanos a 1nm, mani�estan propiedades magn�eticas que deben
ser tenidas en cuenta durante su manipulaci�on. Los aspectos mas relevantes presentados por el
autor son:

No existe simetr��a local sobre las super�cies de las nanopart��culas y eso afecta su interacci�on
magn�etica ocasionando as�� una anisotrop��a magn�etica.

El espectro energ�etico de las nanopart��culas se ve afectado a esa escala, ya que no se comporta
de manera similar a una escala mayor en donde el espaciado entre niveles es menor.

Por otro lado, el autor resalt�o las ventajas de las nanopart��culas magn�eticas y su enorme inter�es en
el campo de la biomedicina al focalizar su uso para transportar mol�eculas como �acidos nucleicos,
amin�oacidos, azucares o ADN enlazadas a los �atomos de las super�cies de las nanopart��culas y
viajar a trav�es del organismo [13]. Para lograr esto se debe garantizar que los m�etodos de fabrica-
ci�on y caracterizaci�on sean adecuados. En cuanto a los m�etodos de fabricaci�on, estos pueden ser
f��sicos como la nanolitograf��a y la pulverizaci�on cat�odica. Sin embargo, el m�etodo qu��mico de Brust
es el m�as resaltado, ya que este ha permitido la obtenci�on de part��culas de oro recubiertas con
�atomos de azufre, las cuales presentan propiedades ferromagn�eticas. En cuanto a la caracterizaci�on
de las nanopart��culas, la t�ecnica com�unmente utilizada en cualquier estudio es la microscop��a de
transmisi�on y de alta resoluci�on. Estas t�ecnicas permiten conocer el tama~no y la dispersi�on de las
nanopart��culas y la estructura de los �atomos que se aglomeran formando nanopart��culas, en su
orden de corto y largo alcance. Sin embargo, para clasi�car nanopart��culas magn�eticas utilizadas
en aplicaciones biom�edicas es necesario realizar la caracterizaci�on de sus propiedades y su respuesta
a campos magn�eticos mediante el m�etodo de magnetometr��a SQUID, el cual permite obtener las
curvas de imanaci�on y la dependencia t�ermica del material.

Algunas de las propiedades biom�edicas incluyen:

Transporte de drogas terap�euticas o de radiois�otopos.

Separadores magn�eticos de c�elulas marcadas.

Catabolismo de tumores v��a hipertermia.

Contraste en aplicaciones de resonancia magn�etica.

De igual manera, algunas de las di�cultades que se pueden encontrar en el transporte de drogas
por portadores magn�eticos son:

Posibilidad de embolia debido a la acumulaci�on de portadores magn�eticos.

Toxicidad de los portadores magn�eticos.
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2.2. Sobre la sangre y sus generalidades

La sangre es una sustancia no transparente de color rojo con un volumen que var��a individualmente
entre los l��mites de 4.5 a 6 litros, lo que constituye el 7 % a 8 % del peso total del cuerpo [3]. En
distintos estados del organismo, el volumen de sangre circulante puede cambiarse a expensas de
la sangre depositada. As��, durante el trabajo muscular, la sangre se lanza del dep�osito al cauce
vascular y durante este proceso puede cumplir las siguientes funciones:

Entregar nutrientes y ox��geno de forma directa o indirecta a las c�elulas.

Transportar desechos y di�oxido de carbono.

Transportar hormonas y otras sustancias reguladoras hacia las c�elulas y tejidos.

Regulaci�on de la home�ostasis y participaci�on en la coagulaci�on y termorregulaci�on.

Transporte de agentes humorales y c�elulas del sistema inmunol�ogico que protegen al cuerpo de
agentes pat�ogenos, prote��nas extra~nas y c�elulas transformadas (es decir, c�elulas cancerosas).

En un cuerpo sano, la sangre mantiene valores relativamente constantes en su viscosidad, as�� como
su peso espec���co, presi�on osm�otica y reacci�on activa (pH). En cuanto a la viscosidad de la sangre,
esta es aproximadamente de 3;5 � 10� 3 Pa � s, posee una densidad comprendida entre 1050kg=m3

y 1060kg=m3 y una presi�on osm�otica la cual se mantiene entre 280mOsm y 300 mOsm1 (la cual
depende de la cantidad total de mol�eculas e iones diluidos) [16]. La reacci�on activa de la sangre
depende de la concentraci�on de iones de hidr�ogeno, la cual puede ser caracterizada a trav�es del ��ndice
de hidrogeno pH. En el hombre, el pH de la sangre se encuentra entre 7;39 y 7;41 [16]. Gracias
a la sangre, las c�elulas de todo el cuerpo humano reciben del medio interno todas las sustancias
necesarias para s�� mismas, y evacuan a la sangre los productos resultantes de su metab�olismo. Es as��
como las c�elulas mantienen sus niveles de concentraci�on del agua, sustancias minerales, la presi�on
osm�otica y el pH.

2.2.1. Funciones de la sangre en el cuerpo humano

La funci�on principal de la sangre consiste en transportar distintas sustancias entre los diferentes
�organos presentes en el cuerpo humano. Es decir, la sangre, puede transportar sustancias nutritivas
y ox��geno al igual que llevar los productos residuales resultado de los diferentes procesos metab�oli-
cos de las c�elulas. Las principales sustancias nutritivas transportadas por la sangre son obtenidas
en gran medida del intestino delgado al igual que de los pulmones, los cuales entregan a la sangre
el ox��geno necesario para los diferentes procesos energ�eticos dentro del cuerpo humano. De igual
manera, la sangre tiene la capacidad de transportar los desechos y productos residuales de la c�elulas
a los diferentes �organos de �ltraci�on y eliminaci�on.

La sangre, adem�as de transportar nutrientes, ox��geno y productos residuales hacia y fuera de las
c�elulas, es capaz de entregar a los �organos hormonas y otras sustancias �siol�ogicamente activas

1Las unidad utilizada para la presi�on osm�otica es el osmol (osm), y es igual a 1 mol de part��culas de soluto.
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que in
uyen sobre las funciones de todo el cuerpo humano. As�� mismo, es capaz de transferir calor
a los diferentes �organos internos y externos del cuerpo, disipar el exceso de calor hacia el medio
ambiente, dando as�� un papel fundamental a la sangre en el mantenimiento de la constancia de
la temperatura corporal. Tambi�en, una de las funciones m�as importantes esta relacionada con la
defensa y el sistema inmunol�ogico, la cual se mani�esta con la presencia de bacterias que penetraron
en el organismo y las toxinas desprendidas por ellas. Esta funci�on de la sangre est�a relacionada con
las c�elulas encargadas de la defensa (leucocitos) y de los anticuerpos.

2.2.2. Elementos constitutivos de la sangre

La sangre est�a constituida principalmente de c�elulas, sus derivados y un 
uido rico en prote��nas
llamado plasma.[3]. El plasma constituye entre el 55 % y el 60 %, los dem�as elementos, constituyen
el 45 % o 40 % de todo el volumen de la sangre. Estos elementos constitutivos restantes son los
eritrocitos, los leucocitos y los trombocitos.

Figura 2-4 .: Forma estructural de un eritrocito. En esta �gura se pueden apreciar las di-
mensiones promedio asociadas al di�ametro, espesor interno y externo.Tomado
de [3].

En un cuerpo sano, la sangre contiene entre 4;5 � 106 a 5;5 � 106 eritrocitos en cada mm3. Es-
tas c�elulas no poseen n�ucleo alguno y estructuralmente poseen una forma de disco bic�oncavo con
di�ametros comprendidos entre los 7�m y 8 �m , y espesores entre 0;8 �m y 2;6 �m . La �gura
2-4 representa la forma estructural de un eritrocito. Su citoplasma se encuentra compuesto por
una sustancia proteica pigmentaria, la cual le da a la sangre su color caracter��stico rojizo conocida
como hemoglobina. Esta es una prote��na constituida principalmente de hierro y se especializa pri-
mordialmente en el transporte de ox��geno y di�oxido de carbono.

Otro de los elementos constitutivos de la sangre son los leucocitos o gl�obulos blancos, los cuales
se caracterizan principalmente por ser parte del sistema inmunol�ogico. La sangre contiene entre
6 � 103 y 8 � 103 en cadamm3. Estas c�elulas est�an dotadas de movilidad activa y debido a esto,
su forma es variable, con lo cual se puede establecer que los leucocitos entre ellos no son id�enticos
f��sicamente. Debido a su naturaleza estructural, es posible establecer que los leucocitos se dividen
en dos grupos: granulosos y no granulosos. Esta divisi�on se ve principalmente por la presencia de
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gr�anulos espec���cos prominentes en el citoplasma [3]. En la �gura2-5 se pueden ver las estructuras
de los leucocitos granulosos, los cuales se clasi�can como neutr�o�los, eosin�o�los y bas�o�los. Estas
c�elulas poseen un di�ametro comprendido entre los 9�m y los 12�m y el n�ucleo de estos leucocitos
est�a compuesto principalmente por segmentos, unidos entre s�� por contacto.

(a)

(b)

(c)

Figura 2-5 .: (a) Los neutr�o�los presentan variaciones de tama~no y morfolog��a nuclear que
se asocian con la edad de la c�elula. (b) Los eosin�o�los representan de mane-
ra similar diferentes etapas de madurez. (c) Las c�elulas que se muestran son
bas�o�los y tambi�en representan diferentes etapas de maduraci�on. Tomado de
[3].

Por otro lado, los leucocitos agranulosos o agranulocitos no contienen granulaciones en su citoplas-
ma y en ellos se distinguen dos formas de estas c�elulas, los linfocitos y los monocitos tal y como se
ve en la �gura 2-6. Los linfocitos tienen tama~nos comprendidos entre los 4;5 �m y los 20�m , y se
subdividen en tama~nos menores, medios y mayores. As�� mismo, sus n�ucleos son redondeados y su
citoplasma se encuentra situado alrededor del n�ucleo en forma anular. Cabe se~nalar que, los monoci-
tos son c�elulas m�as grandes y cuyo n�ucleo tiene forma alargada o en algunos casos de forma ovalada.
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(a)

(b)

Figura 2-6 .: (a) Los linfocitos que se muestran aqu�� var��an en tama~no, pero cada uno re-
presenta una c�elula madura. Los linfocitos generalmente se describen como
peque~nos, medianos y grandes. (b) Los gl�obulos blancos en estos paneles son
monocitos maduros. Su tama~no var��a aproximadamente de 13 a 20�m . Tomado
de [3].

Los trombocitos o plaquetas sangu��neas son elementos constitutivos de la sangre en forma de disco
y cuyo di�ametro oscila entre los 2�m y 3 �m [3]. Los trombocitos se originan en la m�edula �osea a
partir de un conjunto de c�elulas denominadas megacariocitos, las cuales se encuentran en la m�edula
�osea. Los megacariocitos dan origen a las plaquetas a trav�es de su citoplasma cuando de este se
desprenden peque~nos fragmentos y estos son expulsados hacia el sistema circulatorio[17]. Entre el
50 % y 60 % de estos fragmentos son arrojados hacia el torrente sangu��neo. La concentraci�on en
sangre de trombocitos no es constante llegando a encontrarse cantidades que oscilan entre 150000
y 300000 pormm3 de sangre.

Vistas a trav�es de un microscopio �optico, las plaquetas se encuentran entre los elementos constitu-
tivos de la sangre m�as peque~nos y en los cuales se pueden encontrar �nas microgranulaciones. En
la �gura 2-6 las 
echas se~nalan plaquetas cerca a los linfocitos y los monocitos. Cuando estas son
observadas a trav�es de un microscopio electr�onico se puede apreciar con m�as detalle su membrana
celular, diferentes tipos de gr�anulos y mitocondrias. En la �gura 2-7(a) se puede observar la forma
estructural de una plaqueta, mientras que en (b) se pueden observar sus diferentes organelos.

En el interior de la plaqueta se pueden encontrar organelos bien de�nidos tales como mitocondrias,
ret��culo endoplasm�atico, lisosomas y gr�anulos � . Estos �ultimos son los m�as abundantes y son los
encargados de liberar una serie de prote��nas cuando la plaqueta es estimulada. La funci�on principal
de los trombocitos es la participaci�on en la coagulaci�on de la sangre cuando se presentan lesiones
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(a) (b)

Figura 2-7 .: Plaqueta y su estructura. En (a) se puede observar la microfotograf��a de una
plaqueta obtenida a trav�es de un microscopio electr�onico, mientras que en (b)
se muestran las diferentes estructura de una plaqueta. Tomado de [4].

vasculares a trav�es de la segregaci�on de sustancias las cuales se encargan de producir co�agulos
sangu��neos que \taponan" los lugares en donde se encuentre la lesi�on en un proceso conocido como
hemostasia. Al mismo tiempo, si en el sistema vascular se producen rupturas de los vasos, �suras
o grietas, se desencadenar�an los mismos mec�anismos que en el proceso de hemostasia, generando
una masa s�olida en el lugar de la �sura en un proceso conocido como trombosis [4].

2.3. Elementos te�oricos para el 
ujo de nanopart��culas
magn�eticas

La descripci�on din�amica y energ�etica del comportamiento de nanopart��culas dentro del 
ujo san-
gu��neo es considerada como uno de los problemas que \Han generado una gran cantidad de inves-
tigaciones y aplicaciones desde los fundamentos de la f��sica del funcionamiento del cuerpo humano.
Dicho lo anterior, las nanopart��culas magn�eticas son de gran importancia en el contexto de la
entrega dirigida de f�armacos, porque el movimiento de estas puede controlarse mediante un cam-
po magn�etico externo"[2]. Usando el modelo propuesto por Haverkort, Kenjeres y Kleijn [10], las
trayectorias dentro del torrente sangu��neo pueden ser calculadas a trav�es de la siguiente ecuaci�on:

NX

i =1

mi
d2r i (t)

dt2 = ~FD + ~Fm (2-1)

Donde r i (t) describe la trayectoria de las part��culas de masami , ~FD es la fuerza de arrastre y ~Fm
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es la fuerza magn�etica. La ecuaci�on (2-1) describe la trayectoria de las nanopart��culas magn�eticas
en t�erminos de las variables din�amicas. Sin embargo, en el marco Lagrangiano de referencia, la
ecuaci�on de movimiento de una nanopart��cula se obtiene mediante la expresi�on:

~F =
dvi (t)

dt
(2-2)

Siendovi (t) la velocidad de las part��culas y ~F es el t�ermino de aceleraci�on con una unidad de fuerza
por unidad de masa. Este modelo puede ser extendido al incluir variables tales como la fuerza de
empuje, la fuerza Browniana, la fuerza de elevaci�on y la fuerza de Magnus [18]. Por esta raz�on
el conocimiento de estas variables f��sicas permitir�a describir la trayectoria de las nanopart��culas
de manera m�as precisa y por supuesto, el modelo f��sico-matem�atico podr��a describir con mayor
precisi�on el comportamiento din�amico de dichas par��culas dentro de un 
uido vascular. En efecto,
el movimiento de part��culas en diferentes 
uidos es un problema que puede ser abordado desde la
mec�anica cl�asica de Newton, la cual describe la evoluci�on temporal de diferentes variables din�amicas.
As�� mismo, la perspectiva matem�atica que brinda la formulaci�on de Euler - Lagrange permite
establecer las ecuaciones que de�nen las variaciones energ�eticas de un sistema en t�erminos de
su posici�on, velocidad y el tiempo. En ese orden de ideas, es posible describir la trayectoria de
part��culas sumergidas dentro de un 
uido a partir de caracter��sticas tales como la densidad, masa,
dimensiones, entre otras.

2.3.1. Propiedades y descripci�on din�amica de un 
uido newtoniano

Para empezar la descripci�on del movimiento y las trayectorias de las nanopart��culas dentro de
un 
uido vascular newtoniano, es importante establecer las caracter��sticas de dicho 
uido y para
ello es fundamental conocer las propiedades de un 
uido newtoniano y como puede ser descrito
en t�erminos de estas. Desde la mec�anica de 
uidos se establece que un 
uido real es un medio
material continuo caracterizado por ser deformable, compresible y que su 
ujo se puede determinar
mediante la velocidad, densidad y viscosidad. A partir de esto, es posible hacer una distinci�on entre

uidos gaseosos y 
uidos l��quidos, siendo estos �ultimos en la mayor��a de los casos incompresible y
con viscosidad dependiente de factores como los esfuerzos de corte, velocidad de desplazamiento,
la temperatura y las propiedades intr��nsecas del 
uido. A su vez, la condici�on de incompresibilidad
se presenta en un 
uido cuando no existe una variaci�on en la densidad� en el tiempo, mientras
que la viscosidad es la propiedad de los 
uidos que se mani�esta como una \resistencia al 
ujo del

uido en tuber��as y canales y est�a relacionada con la oposici�on de un 
uido a las deformaciones
tangenciales"[19]. De este modo, la viscosidad de un 
uido puede ser estudiada mediante la ley
de viscosidad de Newton, la cual establece que el movimiento de un 
uido puede ser analizado a
trav�es del movimiento relativo de capas �nas, que requieren de un esfuerzo cortante para provocar
un deslizamiento entre capas tal y como se puede apreciar en la �gura2-8.
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Figura 2-8 .: Modelo del movimiento de un 
uido por capas (a) Capas de un 
uido en reposo.
(b) Movimiento relativo entre capas de un 
uido ocasionado por un esfuerzo
cortante � el cual puede ser medido mediante la variaci�on angular de
 .

El esfuerzo cortante� se puede relacionar a trav�es de una medida de variaci�on angular
 que se
presenta en el movimiento relativo entre las capas del 
uido lo cual permite establecer la siguiente
relaci�on de proporcionalidad

� /
d

dt

(2-3)

Sin embargo se puede establecer una relaci�on directa entre la variaci�on de
 y la velocidad de
deformaci�on del 
uido. De acuerdo con la �gura 2-8 el movimiento entre capas es unidireccional
dando lugar a un per�l de velocidades que puede ser descrito mediante una funci�onux (y); y en
consecuencia se puede inferir qued
=dt = @ux (y)=@y. Con base en esto, se puede a�rmar que el
esfuerzo cortante es responsable del movimiento unidireccional de un 
uido y puede escribirse como:

� = �
@ux (y)

@y
(2-4)

En donde el coe�ciente de proporcionalidad� es la viscosidad din�amica del 
uido. Acorde con
lo establecido anteriormente, el movimiento ordenado de un 
uido a trav�es del movimiento entre
capas se denomina como laminar y este se produce cuando el \
ujo tiene un movimiento ordenado,
en el que las part��culas del 
uido se mueven en l��neas paralelas"[19] y los esfuerzos cortantes son
tangentes a la direcci�on del movimiento, de manera que un 
uido newtoniano es todo 
uido que
se caracteriza principalmente por tener un 
ujo ordenado entre capas paralelas y obedecer la rela-
ci�on (2-4) en la cual @ux (y)=@ycorresponde a la velocidad de deformaci�on en direcci�on paralela al
movimiento y las viscosidad din�amica es constante en condiciones donde no existan variaciones de
temperatura. Dicho lo anterior, las variaciones de los esfuerzos cortantes en funci�on de la velocidad
de deformaci�on sigue el comportamiento expuesto en la �gura2-9
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Figura 2-9 .: Variaci�on del esfuerzo cortante� en funci�on de la velocidad de deformaci�on de

uidos newtonianos y no newtonianos. Para el caso de los 
uidos newtonianos
se puede observar un comportamiento lineal y cuya pendiente corresponde a
la viscosidad din�amica� . Tomado de [5].

Por lo tanto, el movimiento de un 
uido newtoniano puede ser descrito mediante las ecuaciones
de Navier-Stokes, ya que estas permiten describir el comportamiento de un 
uido real con 
ujo
laminar o turbulento. El movimiento de un 
uido newtoniano puede considerarse como laminar y
en consecuencia el movimiento de las part��culas que lo constituyen puede considerarse estable dando
la posibilidad de ser estudiado mediante un modelo de capas que permita describir la evoluci�on
din�amica del 
uido y as�� mismo conocer su campo de velocidades.

~a = �
1
�

r P + ~G + � r 2~u +
1
3

� r (r � ~u) (2-5)

Donde � representa la viscosidad cin�etica del 
uido (que se obtiene del cociente� = �=� ); el �ultimo
t�ermino de la ecuaci�on (2-5) representa la velocidad de deformaci�on del 
uido. Es interesante resaltar
que si el 
uido es incompresible, como es el caso de los l��quidos, su velocidad de deformaci�on tiende
a ser nula y en consecuencia la ecuaci�on (2-5) se escribe como:

~a = �
1
�

r P + ~G + � r 2~u (2-6)

La deducci�on de estas ecuaciones pueden ser estudiadas en el anexo A. De igual manera si conside-
ramos un 
uido no viscoso (� = 0), la ecuaci�on (2-6) se convierte en la ecuaci�on de Euler (A-1). Y
si el 
uido est�a en reposo (~a = 0 ; ~u = 0) es posible obtener la ecuaci�on fundamental de la est�atica
de los 
uidos. Dicho esto, es importante resaltar que las ecuaciones de Navier-Stokes son un con-
junto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, las cuales bajo unas condiciones iniciales
dadas para un 
uido y unas condiciones de contorno que dependen de la naturaleza del 
uido y la
simetr��a del problema a resolver, se pueden solucionar de forma anal��tica y as�� mismo las soluciones
concuerdan con muchas de las evidencias experimentales como es el caso de 
ujo de un 
uido entre
placas paralelas o dentro de una tuber��a.
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2.3.2. Materiales magn�eticos y sus caracter��sticas

Para explicar el comportamiento y las trayectorias de las nanopart��culas magn�eticas dentro del

uido newtoniano y bajo la in
uencia de campos magn�eticos permanentes externos al l��quido, se
describir�an diferentes elementos te�oricos del magnetismo permanente. La columna vertebral del
magnetismo es el dipolo magn�etico \el cual se puede considerar como un par de polos magn�eticos
estrechamente espaciados de manera equivalente como un peque~no bucle de corriente"[6]. El dipolo
magn�etico se puede analizar mediante el momento dipolar magn�etico~m y este a su vez brinda infor-
maci�on sobre el fen�omeno de magnetizaci�on ~M de un material que se someta a un campo magn�etico
externo ~H . Es decir, la magnetizaci�on se puede interpretar como una medida del momento dipolar
magn�etico neto sobre un volumen especi�co y por lo tanto se puede de�nir como:

~M = l��m
� V ! 0

1
� V

X

i

~mi (2-7)

Donde
P

i ~mi es la suma vectorial de todos los momentos dipolares magn�eticos contenidos en el
volumen � V [6]. Por otro lado, es importante resaltar la relaci�on existente entre la densidad de

ujo magn�etico ~B , la intensidad de campo magn�etico ~H y la magnetizaci�on de un material a trav�es
de la siguiente expresi�on:

~B = � 0( ~H + ~M ) (2-8)

En donde � 0 es la permeabilidad magn�etica del vac��o. En la ecuaci�on (2-8) el t�ermino de mag-
netizaci�on propio de cada material depende tambi�en de la intensidad de campo magn�etico~H . En
particular para materiales lineales, homog�eneos e isotr�opicos,~B y ~M son proporcionales a~H y
pueden expresarse mediante las siguientes relaciones lineales [6]:

~B = � m ~H

~M = � m ~H
(2-9)

Siendo � m y � m la permeabilidad y susceptibilidad magn�etica del material respectivamente. Sin
embargo, no todos los materiales poseen las propiedades anteriormente dichas, lo que conlleva a
que las relaciones de (2-9) tengan que ser modi�cadas para materiales no lineales, inhomog�eneos
y anis�otropos. Con respecto a las propiedades anteriormente mencionadas, cabe se~nalar que existe
una clasi�caci�on de materiales magn�eticos y que sus caracter��sticas cuando son sometidos a campos
externos ~H es distinta debido al comportamiento de sus momentos dipolares magn�eticos, lo que
conlleva a la siguiente clasi�caci�on de materiales magn�eticos:

Diamagn�eticos.

Paramagn�eticos.

Ferromagn�eticos.

Antiferromagn�eticos.

Ferrimagn�eticos.
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Los materiales diamagn�eticos se caracterizan por no tener un momento dipolar magn�etico neto
en todo el volumen que lo contiene y por tal raz�on, cuando estos materiales se someten a un
campo magn�etico externo, se genera una magnetizaci�on interna dentro del volumen la cual se
opone al campo magn�etico. Por otra parte, los materiales paramagn�eticos cuando son expuestos
a campos magn�eticos externos, en su interior, los momentos magn�eticos netos tienden a alinearse
con el campo magn�etico. Sin embargo, su alineaci�on es d�ebil y tiende a desaparecer con aumentos
en la temperatura del material debido a efectos de agitaci�on t�ermica. En cambio los materiales
ferromagn�eticos se caracterizan por tener momentos dipolares magn�eticos con un gran acoplamiento
entre sus vecinos, los cuales se alinean con el campo magn�etico externo. En estos materiales, los
momentos dipolares magn�eticos se acoplan de tal manera que dan origen a regiones macrosc�opicas
conocidas como dominios y estos a su vez, se alinean de forma instant�anea con el campo magn�etico
externo. En contraste, los materiales antiferromagn�eticos poseen momentos dipolares magn�eticos
iguales que se oponen entre s��, ocasionando que no existan momentos netos en el volumen y en los
ferrimagn�eticos sus momentos son desiguales y se oponen entre s��, con la diferencia de que existe
un momento magn�etico dipolar neto.

Figura 2-10 .: Comportamiento de los momentos dipolares magn�eticos de diferentes mate-

riales cuando son sometidos a un campo magn�etico horizontal externo~H . los
puntos representan los momentos dipolares magn�eticos y los vectores repre-
sentan su direcci�on en funci�on de~H . Adaptado de [6].

La �gura 2-10 es una representaci�on gr�a�ca del comportamiento de los materiales magn�eticos ante-
riormente descritos cuando son sometidos a un campo magn�etico externo~H . En cada uno de estos,
la densidad de 
ujo magn�etico ~B cambia de acuerdo al comportamiento de sus momentos dipolares
magn�eticos, siendo los materiales diamagn�eticos menos susceptibles a ser magnetizados en contras-
te con los ferromagn�eticos que presentan alta susceptibilidad magn�etica cuando son sometidos a
campos magn�eticos externos. En cuanto a los materiales ferromagn�eticos, estos materiales est�an
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formados por �atomos con un momento magn�etico neto, el cual presenta un fuerte acoplamiento con
sus vecinos ocasionando que el orden magn�etico se extienda por todo el material, lo que conlleva a la
orientaci�on cooperativa de una gran cantidad de momentos at�omicos. Para comprender el proceso
de magnetizaci�on en los materiales ferromagn�eticos, es necesario partir del momento magn�etico~m
de un solo �atomo el cual se alinear�a en la misma direcci�on del campo magn�etico aplicado~Ha. En el
proceso de alineaci�on de~m con ~Ha, cada momento adquiere una energ��a magnetost�atica dada por

E = � � 0 ~m � ~Ha

E = � � 0j ~mjj ~Haj cos (� )
(2-10)

En donde � es el �angulo formado entre ~m y ~Ha. As�� mismo, es posible hallar una relaci�on entre
los momentos magn�eticos de los �atomos del material y la temperatura a la que este es sometido
mediante la estad��stica de Boltzmann, para describir la probabilidad de que un momento magn�etico
tenga una energ��a E a una temperatura T [6].

P(E) = exp
�

�
E

kB T

�
(2-11)

En donde kB es la constante de Boltzmann. La ecuaci�on (2-11) permite hallar la probabilidad
de que un momento magn�etico ~m tenga una energ��a de magnetizaci�on en funci�on de la energ��a
magnetost�atica debida al campo ~Ha y la agitaci�on t�ermica de las part��culas ocasionada por el
aumento o disminuci�on de la temperatura T en el material. Al extender esta probabilidad a todos los
momentos magn�eticos y junto con las deducciones presentes en el anexo B, es posible demostrar que
la magnetizaci�on M de un material se puede expresar a trav�es de la siguiente ecuaci�on matem�atica:

M = N j ~mj
�

coth(
 ) �
1



�

M = N j ~mjL (
 )
(2-12)

El t�ermino que multiplica a N j ~mj es \el modelo matem�atico m�as elaborado de magnetizaci�on y se
expresa mediante la funci�on de Langevin"L (
 ) [6, 20]. Considerando que el material se somete a
temperaturas bajasT y a campos magn�eticos altos ~Ha. En la �gura 2-11 se puede observar como
M se acerca a su valor m�aximo de saturaci�onN j ~mj y en consecuencia, cuando
 >> 1 se puede
inferir que los momentos dipolares magn�eticos est�an perfectamente alineados con el campo~Ha.

Por otra parte, si 
 << 1, la funci�on de Lavengin se puede representar como una serie in�nita de
potencias como sigue a continuaci�on [6]:

L (
 ) =


3

�

 2

45
+ � � � (2-13)

Y para valores muy peque~nos de
 , solamente se tendr��a en cuenta el primer termino de la expansi�on
en serie de potencias deL (
 ), con lo cual la ecuaci�on (2-12) se expresar��a como:

M =
� 0N (j ~mj)2j ~Haj

3kB T
(2-14)
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Figura 2-11 .: Magnetizaci�on de un material bajo condiciones de temperaturas bajas y cam-

pos ~Ha altos. Se puede apreciar que a medida que
 aumenta, el material
alcanza su saturaci�on m�aximaNm.

Debido al fuerte acople entre los diferentes momentos dipolares magn�eticos de los �atomos y los
dominios magn�eticos presentes en los materiales ferromagn�eticos, esto conlleva a una orientaci�on
cooperativa de los momentos y dominios magn�eticos. Por lo tanto es necesario incorporar la idea
de un campo magn�etico molecular ~Hm el cual es proporcional a ~M [6]

~Hm = � ~M (2-15)

Siendo� una constante de campo. Al sustituir (2-15) en la ecuaci�on (2-14), se obtiene la siguiente
expresi�on:

M =
� 0N (j ~mj)2� j ~M j

3kB T
(2-16)

Como se puede observar en la ecuaci�on (2-16), la magnetizaci�onM no se puede establecer en
funci�on de la temperatura T, en cambio para los materiales ferromagn�eticos, se utilizan \m�etodos
gr�a�cos o autoconsistentes para determinarM en funci�on de una temperatura T dada"[6]. Es decir,
debido al campo molecular ocasionado por~Hm , los materiales ferromagn�eticos alcanzan un nivel
de saturaci�on con M = N j ~mj. En contraste, su magnetizaci�on disminuye cuando la temperatura
del material aumenta, ocasionando que la agitaci�on desacople los momentos y dominios magn�eticos
y en consecuencia la magnetizaci�on cae dr�asticamente. Por lo tanto, a medida queM disminuye,
la temperatura T se acerca a la temperatura de CurieTC [6]:

TC =
� 0N� (j ~mj)2

3kB
(2-17)
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En efecto, cuando un material ferromagn�etico es sometido a un campo magn�etico externo~Ha, el
campo molecular ~Hm tiende a aumentar, de forma que ~Hm + ~Ha = ~Ha + � ~M y en resumen, la
magnetizaci�on del material puede expresarse como:

M = N j ~mjL

 
� 0m( ~Ha + � ~M )

kB T

!

(2-18)

Dicho lo anterior, el campo externo ~Ha no altera la magnetizaci�on local de los dominios magn�eticos,
pero si \altera la magnetizaci�on global de un material al alterar la orientaci�on y estructura de los
dominios individuales"[6].

2.3.3. Magnetost�atica y campos magn�eticos

El campo magn�etico aplicado ~Ha puede ser generado por un im�an permanente, un conjunto de
imanes permanentes juntos o incluso electroimanes, y teniendo en cuenta la con�guraci�on de los
imanes o la del electroim�an, el campo~Ha puede ser estudiado a trav�es de un conjunto de ecuaciones
conocidas como las ecuaciones de Maxwell, las cuales son capaces de describir el comportamiento
de los campos electromagn�eticos y cuando estas se desacoplan matem�aticamente, son capaces de
describir los campos el�ectricos y magn�eticos de forma independiente. Las ecuaciones de Maxwell
se pueden expresar en forma diferencial o en forma integral, siendo esta �ultima presentaci�on la
m�as utilizada debido a que su estructura matem�atica permite calcular campos de forma directa
mediante relaciones constitutivas como las ecuaciones (2-8 - 2-9) y condiciones de frontera dadas
por la con�guraci�on de la geometr��a a estudiar. De manera que las ecuaciones de Maxwell en forma
diferencial son las siguientes:

r � ~H = ~J +
@~D
@t

r � ~B = 0

r � ~E = �
@~B
@t

r � ~D = � e

(2-19)

Siendo ~H la intensidad de campo magn�etico, ~D la densidad de 
ujo el�ectrico, ~B la densidad de

ujo magn�etico, ~E la intensidad de campo el�ectrico y las fuentes de campos~J y � e como densidad
de corriente de desplazamiento y densidad de carga el�ectrica respectivamente. Como se puede ver,
las ecuaciones de Maxwell no proporcionan un conjunto completo de ecuaciones para campos, ya
que cada t�ermino vectorial en las ecuaciones tiene como m��nimo tres componentes espaciales y en
consecuencia es necesario utilizar relaciones constitutivas independientes, por ejemplo las ecuaciones
(2-8 - 2-9) para el campo magn�etico. Paralelamente, las ecuaciones de Maxwell en forma integral
se de�nen como:
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I

C

~H � d~l =
Z

S

 

~J +
@~D
@t

!

� d~s

I

S

~B � d~s= 0

I

C

~E � d~l = �
Z

S

@~B
@t

� d~s
I

S

~D � d~s=
Z

V
� edV

(2-20)

La primera ecuaci�on establece que un campo magn�etico circula sobre una super�cie debido a la
existencia de una corriente de desplazamiento o la velocidad de variaci�on de la densidad de 
ujo
el�ectrico. La segunda ecuaci�on se conoce como la ley de Gauss para el campo magn�etico y \establece
que el 
ujo de campo magn�etico sobre una super�cie cerradaS es igual a cero y en consecuencia
no existen fuentes de campo magn�etico con excepci�on de las corrientes"[21]. La tercera ecuaci�on es
la ley de inducci�on de Faraday que establece que \la fuerza electromotriz inducida en un circuito
cerrado estacionario es igual a la variaci�on negativa del 
ujo magn�etico en el circuito"[6]. La �ultima
ecuaci�on es conocida como la ley de Gauss para el campo el�ectrico y establece que el 
ujo el�ectrico
sobre una super�cie cerradaS, es igual a la densidad de carga el�ectrica� , contenida en un volumen
V , delimitado por S.

Dicho lo anterior, es posible desacoplar las ecuaciones (2-19) para el campo el�ectrico y campo
magn�etico al establecer una condici�on restrictiva en la cual los campos sean est�aticos; lo cual
implica que no se contemplen variaciones temporales. De modo que los t�erminos dependientes del
tiempo en las ecuaciones de Maxwell sean nulos, es decir:

@~D
@t

=
@~B
@t

= 0 (2-21)

Luego, es posible desacoplar las ecuaciones para la magnetost�atica y la electrost�atica as��:

r � ~H = ~J

r � ~B = 0

)

Magnetost�atica (2-22)

r � ~E = 0

r � ~D = � e

)

Electrost�atica (2-23)

Hecha esta salvedad, el conjunto de ecuaciones para la magnetost�atica tambi�en se pueden expresar
en forma integral como:

I

C

~H � d~l =
Z

S

~J � d~s
I

S

~B � d~s= 0
(2-24)

En donde la intensidad de campo magn�etico ~H y la densidad de 
ujo magn�etico ~B se pueden
relacionar a trav�es de la ecuaci�on (2-8).
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Las ecuaciones magnetost�aticas pueden solucionarse directamente, sin embargo el m�etodo m�as
usado para hallar los campos es a trav�es del concepto de potencial vectorial magn�etico~A, cuya
deducci�on se puede encontrar en el anexo C y se re
eja en la siguiente ecuaci�on:

~A(~x) =
� 0

4�

Z

V

~J (~x0)
j~x � ~x0j

dV0 (2-25)

Una vez calculado~A, la densidad de 
ujo magn�etico ~B se puede calcular mediante la relaci�on (C-1),
lo cual da como resultado:

~B (~x) =
� 0

4�

Z

V

~J (~x0) � (~x � ~x0)
j~x � ~x0j3

dV0 (2-26)

De manera que la intensidad de campo~H se puede obtener de la relaci�on constitutiva ~H = ~B=� 0.
Conviene subrayar que la ecuaci�on de Poisson para~A (C-4), puede ser modi�cada de acuerdo a la
con�guraci�on o geometr��a del sistema f��sico, ya sea para calcular campos magn�eticos permanentes
o variables y en consecuencia en las ecuaciones (2-25 - 2-26) se re
ejar�an dichas modi�caciones en
su estructura matem�atica.

2.3.4. Fundamentos f��sicos de la magnetoforesis

El comportamiento din�amico de part��culas magn�eticas inmersas en un 
uido, las cuales pueden ser
afectadas por campos magn�eticos externos, se pueden describir mediante el fen�omeno denominado
magnetoforesis. De acuerdo con esto, es posible clasi�car la magnetoforesis como positiva o nega-
tiva, siendo \la magnetoforesis positiva aquella en la que part��culas magn�eticas migran dentro de
un 
uido diamagn�etico, mientras que la negativa es la migraci�on de part��culas diamagn�eticas en
un 
uido magn�etico"[12]. Otros factores relevantes en el estudio din�amico de las part��culas son las
caracter��sticas f��sicas del 
uido tales como la densidad� , la viscosidad din�amica � , la permeabilidad
y susceptibilidad magn�etica del 
uido. Por otra parte, En la tabla 2-1 se muestran otros m�etodos
para manipular part��culas inmersas en un 
uido. No obstante, la magnetoforesis es una t�ecnica con
la cual se pueden manipular las part��culas magn�eticas inmersas dentro de un 
uido sin tener un
contacto directo con el mismo, por lo tanto \esta t�ecnica no afecta las propiedades de la soluci�on
de muestra, como el valor de pH, la concentraci�on de iones, la carga super�cial o la temperatura"[12].



22 2 Marco Te�orico

Tabla 2-1 .: M�etodos alternativos para manipular part��culas magn�eticas inmersas en 
uidos.
Adaptado de [12].

T�ecnica de
manipulaci�on

Medio F��sico de
Manipulaci�on

Desventajas de la
t�ecnica

El�ectroforesis

Se requiere de un campo
el�ectrico en contacto directo
con el 
uido a trav�es de
electrodos.

Puede producir calentamiento por
efecto Joule o electrolisis.

Termoforesis
Se requiere de un gradiente
de temperatura a lo largo
de la muestra.

Variaciones importantes de
temperatura que pueden afectar
las propiedades magn�eticas de
la muestra.

Dielectroforesis
Utiliza un campo el�ectrico
externo al 
uido para afectar
la trayectoria de part��culas.

El campo el�ectrico alternante
puede afectar a las c�elulas y
cambiar su funci�on metab�olica.

Atrapamiento
�optico

Utiliza energ��a fot�onica para
mover part��culas.

La con�guraci�on puede ser
compleja y cara y el calor
generado por el sistema puede
afectar las funciones de las
part��culas biol�ogicas e incluso
matarlas.

Ac�utoforesis

Utiliza campos de presi�on
o transmisi�on ac�ustica inducida
por una onda de super�cie
para manipular part��culas.

Un campo ac�ustico intenso
puede generar calor y en
consecuencia afecta a part��culas
biol�ogicas como las c�elulas.

Por tanto, para lograr una descripci�on precisa del comportamiento de las part��culas y del 
uido
expuestos a un campo magn�etico externo, se deben tener en cuenta las propiedades magn�eticas del
material de las part��culas y as�� mismo del 
uido; porque la in
uencia del campo magn�etico externo
sobre estos elementos ser�a diferente para materiales diamagn�eticos, paramagn�eticos o ferromagn�eti-
cos y en consecuencia esto de�nir�a si la magnetoforesis es positiva o negativa.

Para comprender mejor el efecto de magnetoforesis, es necesario partir del concepto de energ��a
potencial de una part��cula magn�etica sometida a un campo magn�etico externo ~Ha. Dicha energ��a
es equivalente a la energ��a magnetost�atica dada por la ecuaci�on (2-10) y \es una medida de la can-
tidad de energ��a mec�anica almacenada en el sistema que est�a disponible para realizar un trabajo
�util, como la rotaci�on y un desplazamiento espacial de la part��cula contra las fuerzas de reacci�on del
medio viscoso"[7]. Dicha energ��a depende principalmente del material magn�etico de la part��cula y
de su magnetizaci�on. Por ejemplo, los materiales superparamagn�eticos se magnetizan r�apidamente
en comparaci�on a los paramagn�eticos y esto se debe a que \la susceptibilidad magn�etica del volu-
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men de part��culas � es independiente del campo magn�etico aplicado, a diferencia de las part��culas
superparamagn�eticas y ferromagn�eticas, donde� es funci�on del campo aplicado"[7]. Dicho lo ante-
rior, la magnetizaci�on de estos materiales magn�eticos cuando son sometidos a un campo magn�etico
~H se puede examinar en la �gura2-12.

(a) (b)

Figura 2-12 .: Magnetizaci�on M y susceptibilidad magn�etica � . (a) part��culas superpara-
magn�eticas (magnetita) y en (b) compuesto altamente paramagn�etico (cloru-
ro de gadolinio utilizado como componente activo del reactivo de contraste de
resonancia magn�etica nuclear) en funci�on del campo aplicado~H . Adaptado
de [7].

Por otra parte, la fuerza magn�etica que act�ua sobre una part��cula magn�etica, depende de su energ��a
magnetost�atica y por lo tanto se puede de�nir como el gradiente negativo de dicha energ��a:

~Fm = �r E (2-27)

Es importante resaltar que la fuerza magn�etica que act�ua sobre una part��cula depende del material
magn�etico del cual est�a compuesto, de manera que la energ��a magnetost�atica varia dependiendo
del material. La energ��a magnetost�atica para materiales paramagn�eticos se puede de�nir como:

E = �
1
2

j ~mjj ~B j (2-28)

Siendo ~m el momento dipolar magn�etico y ~B la densidad de 
ujo magn�etico. De acuerdo a la
ecuaci�on (2-7), el momento dipolar magn�etico para una part��cula con volumen V se puede escribir
como ~m = V ~M y a partir de la relaciones constitutivas (2-9), la energ��a magnetost�atica para
part��culas paramagn�eticas se puede expresar como:

E = � �V
j ~B j2

2� 0
(2-29)

A su vez, la energ��a magnetost�atica en part��culas superparamagn�eticas con un momento dipolar
magn�etico permanente ~m e independiente del campo aplicado~H , se puede obtener a trav�es de la
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ecuaci�on (2-10). Esto es posible ya que estas part��culas alcanzan su magnetizaci�on de saturaci�on
instant�aneamente, cuando son sometidas a campos por encima de 0;01 T tal y como se evidencia
en la �gura 2-12. De modo que al reemplazar la ecuaci�on (2-29) y la ecuaci�on (2-10) en (2-27) y
usando las relaciones constitutivas (2-9), se pueden obtener las expresiones de fuerza magn�etica en
part��culas paramagn�eticas y superparamagn�eticas respectivamente como:

~Fm =
�V
2� 0

rj ~B j2
�

Fuerza magn�etica paramagn�etica (2-30)

~Fm =
�V
� 0

~B rj ~B j
�

Fuerza magn�etica superparamagn�etica (2-31)

En donde la ecuaci�on (2-31) se aplica para part��culas superparamagn�eticas con dipolos magn�eticos
polarizados linealmente. Sin embargo, cuando estas part��culas se encuentran por debajo del punto
de magnetizaci�on de saturaci�on, la magnetizaci�on \ es una funci�on no lineal del campo aplicado, que
por lo general es una funci�on complicada de la posici�on deH = H (r )"[7]. As�� la fuerza magn�etica
para estas part��culas se puede expresar como:

~Fm =
� (H )V

2� 0
rj ~B j2 (2-32)

En donde � (H ) es la dependencia funcional de la susceptibilidad magn�etica con respecto al campo
aplicado ~H .

2.3.5. Formulaci�on din�amica

Los efectos asociados al campo de velocidad de un 
uido newtoniano y un conjunto de part��culas
inmersas en este, cuyas trayectorias serian afectadas por un campo magn�etico externo~Ha, puede
ser calculado al integrar la ecuaci�on diferencial (2-1)

NX

i =1

mi
d2r i (t)

dt2 = ~FD + ~Fm

En consecuencia, para poder elegir de forma correcta las expresiones matem�aticas para la fuerza
de arrastre ~FD y la fuerza magn�etica ~Fm , se tuvieron que considerar las caracter��sticas de las
part��culas, del 
uido y del campo magn�etico ~Ha. Con respecto a la fuerza de arrastre~FD y el
modelo que mejor se ajuste a la con�guraci�on y caracter��sticas de la simulaci�on, fue necesario
considerar algunos par�ametros del 
uido como su viscosidad din�amica� y su velocidad, los cuales
pueden acoplarse con algunas de las caracter��sticas f��sicas y geom�etricas de las part��culas, a trav�es
del n�umero de Reynolds relativo a las part��culas. Dicho lo anterior, este n�umero ser�a el que permitir�a
establecer el mejor modelo matem�atico para la fuerza de arrastre. El n�umero de Reynolds relativo
para cada part��cula [10, 18] se de�ne como:

Rep =
� pj~uf � ~upjdp

�
(2-33)
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Siendo � p, ~up, dp la densidad, velocidad y di�ametro de las part��culas mientras que~uf y � son los
par�ametros asociados a la velocidad y a la viscosidad din�amica del 
uido respectivamente. Teniendo
en cuenta queRep depende de los t�erminos anteriormente mencionados, se pudo establecer, a partir
de las condiciones iniciales, que su valor es mucho menor que 1 para part��culas con di�ametros
comprendidos entre los 400nm y los 4 �m . Por lo tanto, \la resistencia de Stokes proporciona una
muy buena aproximaci�on en la mayor��a de las situaciones"[11]. As�� la fuerza de arrastre se da como:

~FD =
1
� p

mp(~uf � ~up) (2-34)

En donde mp es la masa de las part��culas y el t�ermino � p representa el tiempo de respuesta de las
part��culas [10, 18, 11, 22, 23] dado por:

� p =
dpRep

18j~uf � ~upj
(2-35)

A su vez, la fuerza magn�etica superparamagn�etica~Fm que act�ua sobre cada part��cula ser�a la fuerza
magnetofor�etica [7, 12, 18, 24, 25, 26, 27],que para las part��culas de la simulaci�on ser�a:

~Fm =
� pVp

� 0

~B rj ~B j (2-36)

Siendo � p y Vp la susceptibilidad magn�etica y el volumen de las part��culas respectivamente. Para
poder obtener una expresi�on mas general de la fuerza magnetofor�etica que act�ua sobre las part��cu-
las, es necesario determinar la magnetizaci�on~M de las misma cuando est�an inmersas dentro de
un 
uido y se someten a un campo magn�etico externo ~Ha. Por lo tanto, consideraremos que las
part��culas tendr�an una geometr��a esf�erica y su consistencia ser�a de un material isotr�opico lineal.
La �gura 2-13 representa la situaci�on.

Figura 2-13 .: Magnetizaci�on de una esfera inmersa en un 
uido. Se indica el vector de cam-

po magn�etico aplicado ~Ha, el per�l de velocidad del 
uido ~uf y la direcci�on
de magnetizaci�on de la part��cula dentro de la esfera~M .
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Para poder determinar la magnetizaci�on de la esfera es necesario considerar su permeabilidad
relativa � r;p y susceptibilidad magn�etica � m , al igual que el campo magn�etico interno ~H in que se
crea dentro de la esfera y que se puede describir a trav�es de la siguiente ecuaci�on:

~H in = ~Ha + ~Hd (2-37)

Donde ~Hd es el campo de desmagnetizaci�on dentro de la esfera [6] el cual se opone al campo de
magnetizaci�on. Por lo tanto para una esfera ser��a:

~Hd = �
1
3

~M (2-38)

As�� la ecuaci�on (2-37) se puede reescribir como:

~H in = ~Ha �
1
3

~M (2-39)

Y a partir de la ecuaci�on (2-39) y de la relaci�on constitutiva para la magnetizaci�on (2-9), se puede
demostrar que el campo magn�etico interno de la esfera~H in es:

~H in =
~Ha

(1 + � m =3)
(2-40)

Adem�as, la susceptibilidad magn�etica se puede escribir en t�erminos de la permeabilidad relativa de
las part��culas � r;p y la permeabilidad relativa del 
uido � r;f como:

� m =
� r;p

� r;f
� 1 (2-41)

Con esta expresi�on, la ecuaci�on (2-40) y la relaci�on constitutiva para la magnetizaci�on de la esfera
dada por la ecuaci�on (2-9), se puede demostrar que la magnetizaci�on de dicha esfera es:

~M p =
3(� r;p � � r;f )
� r;p + 2 � r;f

~Ha (2-42)

Por otro lado, es importante mencionar la relaci�on existente entre la densidad del 
ujo magn�etico
~Ba y la intensidad del campo magn�etico ~Ha de�nida como ~Ba = � 0 ~Ha y la relaci�on entre la
magnetizaci�on de la part��cula ~M p y el campo ~Ha, que al ser reemplazadas en la ecuaci�on (2-36)
permiten obtener una expresi�on para la fuerza magnetofor�etica ~Fm la cual esta dada por:

~Fm = 3Vp

�
� r;p � � r;f

� r;p + 2 � r;f

�
~Harj ~Baj (2-43)

Siendo Vp = 4
3 �r 3

p. Reescribiendo el t�ermino (� r;p � � r;f )=(� r;p + 2 � r;f ) como K y teniendo en
cuenta que ~Ba = � 0� r;f ~Ha [26], se puede demostrar que la fuerza magnetofor�etica que act�ua en
cada part��cula inmersa en el 
uido es:

~Fm = 2 �r 3
p� 0� r;f K rj ~H j2 (2-44)

En donde rp es el radio de la part��cula y el t�ermino K que relaciona la permeabilidad magn�eti-
ca relativa de las part��culas con la permeabilidad relativa del 
uido se conoce como el \factor de
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Clausius-Mossotti, cuyo rango de valores es� 0;5 � K � 1;0 y proporciona informaci�on sobre la
naturaleza de la fuerza magnetofor�etica"[11]. Es decir, este factor permite determinar la magnitud
de la fuerza magnetofor�etica y su direcci�on en funci�on de la permeabilidad relativa de las part��culas
y del 
uido. De tal manera que si \la permeabilidad relativa del 
uido es mayor que la de las
part��culas, la magnetoforesis es negativa", caso contrario, ser�a positiva [12, 28].

2.4. M�etodo de los elementos �nitos

El m�etodo de los elementos �nitos es una t�ecnica de soluci�on num�erica enfocada principalmente a
la soluci�on de ecuaciones diferenciales ordinarias u ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Est�e m�etodo permite modelar las ecuaciones diferenciales de un sistema f��sico como expansiones
polin�omicas y en consecuencia, se puede discretizar el dominio de una estructura en subdominios no
intersectantes, denominados como elementos �nitos, que se separan de otros elementos a trav�es de
una serie de puntos llamados nodos, los cuales sirven de referencia y se pueden considerar sistemas
de coordenadas locales. Estas subdivisiones forman una estructura conocida como malla que puede
estar constituida por tri�angulos o cuadril�ateros en un espacio de dos dimensiones, o de tetraedros
y hexaedros en tres dimensiones. A modo de ejemplo, la �gura2-14 muestra la estructura para un
generador magn�etico en 2 dimensiones y la malla generada por los elementos �nitos.

(a) (b) (c)

Figura 2-14 .: (a) Estructura de un generador magn�etico en 2 dimensiones cuyo centro con-
siste en una aleaci�on de acero carbono y el cual se encuentra rodeado por
varios bloques de un im�an permanente de samario y cobalto [8]. En (b) se
puede observar la discretizaci�on del dominio total a trav�es de elementos �nitos
y en (c) se muestran los subdominios generados para el modelo del generador.

A partir de estas divisiones, el m�etodo da a cada subdominio un conjunto de funciones las cua-
les \suelen ser polinomios que pueden ser expansiones lineales o de orden superior basadas en las
ubicaciones geom�etricas de los nodos" [29]. Posteriormente las funciones que gobiernan cada sub-
dominio \se integran sobre cada elemento �nito y las contribuciones se suman en todo el dominio
del problema" [29]. Este m�etodo es bastante �util para estudiar sistemas m�as complejos y elaborados
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como aquellos en donde se desee examinar el comportamiento de una estructura sometida a ten-
siones y esfuerzos mec�anicos, sistemas que involucren transferencia de calor, e incluso aquellos que
poseen procesos difusivos y convectivos relacionados con el 
ujo de 
uidos. Estos �ultimos pueden
ser estudiados a trav�es de las ecuaciones Navier { Stokes (2-5) y cuya soluci�on a trav�es del m�etodo
de elementos �nitos depende de la naturaleza del 
uido, es decir, si su comportamiento el laminar,
turbulento, compresible o incompresible.

La soluci�on aproximada para las ecuaciones de Navier-Stokes se puede obtener a trav�es del m�etodo
de elementos �nitos de penalizaci�on o tambi�en a trav�es del m�etodo de proyecci�on de igual orden. El
primer m�etodo consiste en reescribir la presi�on del 
uido como un termino proporcional a la veloci-
dad y a un par�ametro de \penalizaci�on"; lo cual permite \eliminar impl��citamente la presi�on como
inc�ognita en la formulaci�on, reduciendo as�� el n�umero de grados de discretizaci�on de libertad"[30].
Por el contrario, el m�etodo de proyecci�on de igual orden es utilizado para solucionar ecuaciones
dependientes del tiempo. As�� por ejemplo, cuando se desea conocer la evoluci�on temporal del campo
de velocidades de un 
uido, el m�etodo busca reescribir los componentes de velocidad en funci�on
del campo de presi�on del 
uido a trav�es de la ecuaci�on de Poisson para la presi�on y a trav�es de un
par�ametro temporal. En contraste, la desventaja con este m�etodo \es que el intervalo de tiempo
puede volverse extremadamente peque~no para satisfacer la estabilidad y los c�alculos se vuelven
prohibitivamente largos"[29].

En este punto se han dado a conocer los elementos te�oricos m�as relevantes para poder simular
el movimiento de part��culas magn�eticas dentro de un 
uido newtoniano y de acuerdo a las des-
cripciones hechas, se puede inferir que es necesario acoplar en un solo sistema las ecuaciones de
Navier-Stokes para un 
uido newtoniano, las ecuaciones magnetost�aticas y los t�erminos asociados
a la fuerza magnetofor�etica que involucran el tipo de material magn�etico a utilizar.
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Para lograr acoplar las ecuaciones de Navier-Stokes, la fuerza magnetofor�etica y los t�erminos mag-
netost�aticos en un solo sistema, fue necesario investigar sobre los diferentes tipos de simulaciones y
c�alculos num�ericos hechos en este campo de investigaci�on, encontrando que el m�etodo m�as utilizado
es el de elementos �nitos por su capacidad de discretizar un espacio o geometr��a continua mediante
tri�angulos y cuadril�ateros, si es en dos dimensiones o tetraedros y cubos para tres dimensiones. Es
por esta raz�on que para lograr simular la trayectorias y el comportamiento de part��culas magn�eticas
inmersas dentro de un 
uido newtoniano se opt�o por utilizar el software COMSOL Multiphysics1,
ya que este cuenta con un amplio abanico de herramientas computacionales especializadas en el
manejo y optimizaci�on de elementos �nitos y paralelamente es una plataforma ampliamente utili-
zada en este campo de investigaci�on.

Dicho lo anterior, en el presente cap��tulo se realizar�a una breve descripci�on sobre COMSOL Mul-
tiphysics y los m�odulos especializados para 
uidos incompresibles con movimiento laminar, campos
magn�eticos permanentes y 
ujo de part��culas. Paralelamente, en la secci�on 3.2.1 se expondr�an las
etapas y par�ametros f��sicos de la simulaci�on los cuales se implementar�an en los modelos presentados
en las secciones 3.2.2 y 3.2.3.

3.1. COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics es un software multiplataforma orientado a la soluci�on de fen�omenos que
involucren leyes y conceptos f��sicos o qu��micos a trav�es elementos �nitos. Este software cuenta con
un gran n�umero de librer��as enfocadas a dar soluci�on a diferentes con�guraciones en las cuales se in-
volucren 
uidos, campos electromagn�eticos, ac�ustica, electroqu��mica, transferencia de calor, �optica,
plasma, entre otros. Adicionalmente COMSOL permite modelar diferentes geometr��as y estructu-
ras con ayuda del m�odulo de geometr��a, y que junto con el m�odulo de malla puede caracterizar
cualquier estructura en dos dimensiones a trav�es de tri�angulos y cuadrados o mediante tetraedros
y cubos si la estructura es en tres dimensiones.

Este software ofrece diferentes alternativas de simulaci�on entre las cuales se encuentran los esta-
dos estacionarios para sistemas, cuyas variaciones no dependen del tiempo, por ejemplo el campo
magn�etico generado por un im�an permanente o el per�l de velocidad de un 
uido con r�egimen
laminar dentro de un tubo. Por otra parte, COMSOL tambi�en puede simular sistemas dependien-
tes del tiempo como es el caso del movimiento de part��culas, el movimiento de un 
uido viscoso
o campos electromagn�eticos. A su vez los estados anteriormente mencionados, se pueden acoplar

1https://www.comsol.com/
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mediante el modulo Multiphysics para simular sistemas compuestos con fen�omenos estacionarios y
dependientes del tiempo.

COMSOL es bastante vers�atil ya que es capaz de simular y acoplar modelos y estructuras complejas,
en las cuales se involucren diferentes efectos f��sicos. As�� mismo, es capaz de adquirir datos de la
simulaci�on los cuales pueden ser llevados a otras plataformas o herramientas computacionales como
MATLAB o Phyton para ser tratados y analizados.

3.1.1. M�odulos de simulaci�on

Para poder caracterizar el 
ujo de las nanopart��culas magn�eticas dentro de un 
uido newtoniano,
fue necesario implementar e integrar los m�odulos que involucren los efectos presentes en un 
uido
newtoniano, y los asociados a los campos magn�eticos permanentes. En COMSOL el m�odulo para
simular 
uidos con r�egimen laminar se utiliza para calcular campos de velocidad y presi�on, debido a
que el software da soluci�on a las ecuaciones de Navier-Stokes (2-6) para la conservaci�on del momento
y la ecuaci�on de conservaci�on de la masar � ~u = 0 [31]. Por otro lado, el m�odulo AC/DC cuenta
con una librer��a para campos magn�eticos libres de corrientes externas y se utiliza para calcular
campos magnetost�aticos de imanes permanentes y otras fuentes magn�eticas libres de corrientes.
Este m�odulo es capaz de solucionar la ecuaci�on de Gauss para el campo magn�etico (C-1) a trav�es
del potencial escalar magn�etico como variable dependiente.

3.2. Ejecuci�on de la simulaci�on

COMSOL requiere que el usuario de�na los m�odulos necesarios para poder simular el entorno
deseado en funci�on de las condiciones f��sicas de inter�es. Es por esta raz�on que los siguientes m�odulos
fueron los implementados para simular el 
ujo de las nanopart��culas magn�eticas:

Computational Fluid Dynamics (CFD).

AC/DC.

Particle Tracing.

Multiphysics.

El m�odulo CFD fue el encargado de simular el movimiento del 
uido a trav�es del canal por el
cual se trasladaron las part��culas. Paralelamente la simulaci�on brind�o informaci�on sobre el per�l de
velocidad y presi�on del 
uido. El m�odulo AC/DC simul�o el campo magn�etico producido por un im�an
permanente en funci�on de su geometr��a y direcci�on de magnetizaci�on ~M y por consiguiente, se pudo
obtener informaci�on sobre la densidad del 
ujo magn�etico ~B y la intensidad del campo magn�etico
~H . En cuanto al m�odulo Particle Tracing, este acopl�o las soluciones obtenidas en los m�odulos de
CFD y AC/DC a trav�es del m�odulo de Multiphysics y as�� permiti�o obtener los resultados necesarios,
para conocer el comportamiento din�amico de las part��culas en funci�on de la fuerza de arrastre~FD y
la fuerza magnetofor�etica ~Fm . Luego de articular los m�odulos anteriormente mencionados, se opt�o
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por realizar la simulaci�on en tres etapas diferentes con el prop�osito de modi�car par�ametros tales
como la geometr��a del im�an y su campo de magnetizaci�on, la densidad y di�ametro de las part��culas,
al igual que la forma del canal.

3.2.1. Etapas de simulaci�on

La simulaci�on se realiz�o en tres etapas en las cuales se utiliz�o una geometr��a circular que se de-
nomin�o como \mundo" con un radio de 50 mm y una permeabilidad relativa igual a la unidad.
Esta geometr��a tiene como principal objetivo contener todos los elementos de la simulaci�on al igual
que permitir la interacci�on entre el campo magn�etico con el 
uido y las part��culas. Hecha esta
salvedad, la simulaci�on en sus primeras dos etapas utiliz�o el mismo modelo del vaso sangu��neo,
sin embargo, se modi�caron los par�ametros asociados a las part��culas magn�eticas, la geometr��a
del im�an y el campo de magnetizaci�on. En la etapa I se mantuvo constante el di�ametro de las
part��culas mientras que en la etapa II se modi�c�o el di�ametro de estas tal y como lo realizaron
Kayal et al [2], Haverkort et al [10], Larimi et al [18], Thosaphonet al [11], Kenjere�s [23], quienes
trabajaron con di�ametros comprendidos entre los 5nm y hasta los 6 �m . De igual modo, en la
etapa I se consideraron dos materiales diferentes, mientras que en la etapa II se utiliz�o �unicamente
un material. La elecci�on de estos se basa principalmente en su comportamiento magn�etico ante
la presencia de campos magn�eticos externos. En cuanto la magnetizaci�on del im�an, se utiliz�o co-
mo campo inicial de 1� 106 A=m, el cual se modi�c�o hasta el valor �nal de 2;5� 106 A=m [2, 22, 23].

En la etapa �nal se utilizaron los mismos par�ametros de la etapa II, excepto por el modelo del vaso
sangu��neo, ya que para esta �ultima etapa se realiz�o un modelo de la arteria hep�atica com�un (AHC)
basado en los estudios de J. Arias Fern�andez en su art��culo \Vasos extrahep�aticos dependientes de
la arteria hep�atica. Identi�caci�on y manejo"[9]. All�� el autor expone un conjunto de arteriograf��as
de la AHC, de las cuales se utiliz�o una de ellas para modelar y simular la trayectoria de part��culas
magn�eticas dentro de esta arteria y as�� poder conocer como podr��a ser una radioembolizaci�on, la
cual \consiste en la introducci�on selectiva de part��culas embolizantes cargadas de un emisor de
radiaci�on (beta)"[9].

En �ultimo lugar, los valores correspondientes a la densidad y viscosidad din�amica del 
uido utiliza-
dos en las tres etapas de la simulaci�on corresponden con los reportados en la secci�on 2.2; es decir,
los mismos de la sangre de 1060kg=m3 y 3;5 � 10� 3 Pa � s respectivamente [1, 16, 10, 11, 22, 32];
La Tabla 3-1 muestra los valores utilizados en cada una de las etapas anteriormente mencionadas.
Los resultados alcanzados en las etapas de la simulaci�on se analizaron principalmente por el valor
de e�ciencia de captura para las part��culas a trav�es de la siguiente expresi�on [10, 11, 23, 28]:

" =
�

pi � ps

pi

�
� 100 % (3-1)

Siendopi y ps el n�umero de part��culas que ingresan y que salen del vaso sangu��neo respectivamente.
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Tabla 3-1 .: Par�ametros de la simulaci�on durante la Etapa I, II y III.

Etapa I II III
Di�ametro de part��culas

magn�eticas.
4 �m 0;4 �m hasta 4�m

Material de part��culas
magn�eticas.

Magnetita (Fe3O4)
Hierro - carbon

Magnetita (Fe3O4)

Densidad de part��culas
magn�eticas.

[5200; 6450]kg=m3 5200kg=m3

Susceptibilidad magn�etica
de nanopart��cula � m .

3

N�umero de part��culas por
lanzamiento.

20

Alto (h) y largo (l) del
vaso sangu��neo.

h = 6 mm, l = 50 mm
Arteria hep�atica

com�un
Geometr��a del im�an. Circular - Cuadrado Cuadrado Cuadrado

Magnetizaci�on del im�an.
1;0 � 106 A=m hasta

2;5 � 106 A=m
1;0 � 106 A=m y 2;5 � 106 A=m

Densidad del 
uido � 1060kg=m3

Viscosidad din�amica de

uido �

3;5 � 10� 3 Pa � s

Permeabilidad relativa

uido � r;f

1

3.2.2. Modelos de referencia para las etapas I y II

Con la �nalidad de poder conocer y establecer las condiciones apropiadas para simular y estudiar
las trayectorias de las part��culas inmersas en un 
uido, se dise~naron dos modelos de referencia en
donde se consideraron tres elementos: el vaso sangu��neo por el cual 
uir�an las part��culas magn�eti-
cas, el im�an permanente, el cual generar�a el campo magn�etico y el \mundo"que ser�a el espacio de
trabajo y que contendr�a al vaso sangu��neo, el im�an y a las part��culas magn�eticas.

En la primera etapa se utilizaron dos imanes diferentes tal y como se muestra en la �gura3-1,
con la �nalidad de identi�car los efectos del campo magn�etico producido por imanes con distintas
geometr��as sobre las part��culas, y as�� obtener un valor de e�ciencia de captura en funci�on del
n�umero de part��culas que entran y salen del canal. En la segunda etapa, se simularon los efectos de
la fuerza magnetofor�etica sobre part��culas magn�eticas de diferentes di�ametros, con el �n de obtener
informaci�on sobre su comportamiento bajo la in
uencia del campo magn�etico generado por el im�an
con mayor e�ciencia de captura que en la primera etapa.
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(a) (b)

Figura 3-1 .: Geometr��as de referencia en las cuales est�a el vaso sangu��neo representado por
el rect�angulo, el im�an y el mundo que los contiene. en (a) la geometr��a del
im�an es circular, mientras que en (b) el im�an es cuadrado.

En el m�odulo Particle Tracing , se pueden especi�car propiedades de las part��culas como su di�ametro
dp, densidad� p, cargaq y las fuerzas que estas experimentan. Tambi�en el m�odulo permite establecer
el punto de entrada y de salida al igual que el n�umero de part��culas que se quieren manipular por
lanzamiento. La �gura 3-2 muestra la con�guraci�on utilizada en la geometr��a de referencia. All�� se
puede observar el mundo representado por la super�cie gris, el vaso sangu��neo representado por un
rect�angulo dentro del mundo y el im�an representado por un cuadrado.

Figura 3-2 .: Geometr��a de referencia. Las 
echas indican la entrada y salida de las part��culas
magn�eticas. As�� mismo el rect�angulo representa el vaso sangu��neo por el cual las
part��culas 
uir�an y el cuadrado encima del vaso representa al im�an permanente
encargado de generar el campo magn�etico aplicado~Ha.

Una vez determinada la geometr��a del sistema, se de�nieron los puntos de entrada y salida de las
part��culas, al igual que el n�umero de part��culas por lanzamiento. Es posible obtener la interacci�on
de las part��culas con el 
uido y el campo magn�etico aplicado ~Ha al especi�car las fuerzas que
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act�uan sobre las part��culas magn�eticas, es decir, la fuerza de arrastre de Stokes (2-34) y la fuerza
magnetofor�etica (2-44) ya que en ellas se pueden establecer par�ametros tales como la velocidad
promedio del 
uido, densidad del 
uido, viscosidad din�amica, al igual que la magnetizaci�on ~M del
im�an, la permeabilidad relativa del 
uido y de las part��culas.

3.2.3. Modelo de la arter��a hep�atica com�un (AHC) para la etapa III

En la tercera etapa se represent�o una secci�on de la arteria hep�atica com�un (AHC) con el prop�osito
de estudiar la trayectoria de las part��culas magn�eticas con di�ametros variables, sometidas a dos
intensidades de campo magn�etico diferentes. La �gura3-3 muestra en (b) la secci�on de la arteria
hep�atica utilizada en la simulaci�on, la cual se model�o a partir de la arteriograf��a de la imagen
(a). Dicha secci�on fue considerada por no tener grandes curvaturas y di�ametros similares al de los
modelos de la �gura 3-1.

(a) (b)

Figura 3-3 .: En (a) se puede ver la arteriograf��a de una secci�on de la arteria hep�atica com�un
tomado de [9]. El cuadro muestra la secci�on de la arteria que fue considerada
en la simulaci�on. En (b) se puede observar el modelo realizado para una secci�on
de la arteria hep�atica com�un.

Al igual que en los modelos de referencia presentados en la secci�on anterior, aqu�� se utiliz�o el m�odulo
Particle Tracing para el modelo de la AHC y en la �gura 3-4 se muestran los puntos de ingreso
y salida de las part��culas magn�eticas. All�� es posible observar que el ingreso de las part��culas se
realiz�o desde la parte inferior, debido a que esta ser��a la ruta que seguir��a el 
ujo sangu��neo dentro
de la arter��a. Tambi�en se puede observar que la arteria cuenta con una bifurcaci�on lo cual puede
cambiar la trayectoria de las part��culas alej�andolas del campo magn�etico producido por el im�an.
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Figura 3-4 .: Modelo de la arteria hep�atica com�un en COMSOL. La 
echa inferior indica la
entrada de part��culas mientras que las 
echas superiores muestran la salida de
las part��culas magn�eticas. As�� mismo, el cuadrado al lado izquierdo de la arte-
ria representa al im�an permanente encargado de generar el campo magn�etico
aplicado ~Ha.

La representaci�on geom�etrica de las �guras 3-1 y 3-3 se basan en la de�nici�on de modelos en dos
dimensiones, el marco de referencia y su posici�on espacial, as�� como su relaci�on l�ogica con los dem�as
modelos, de modo que un elemento puede estar contenido en otro elemento. La estructura mayor
que conforma la geometr��a de la simulaci�on es el \mundo", el cual contiene al vaso sangu��neo y al
im�an permanente. Paralelamente, este espacio permiti�o que el campo magn�etico producido por el
im�an, interactuara con el 
uido y con las part��culas inmersas. El mundo cuenta con una geometr��a
circular con un radio de 50mm y una permeabilidad relativa de 1 [22].

En s��ntesis, en el cap��tulo se han presentado los par�ametros que fueron acoplados a los diferentes
modelos de simulaci�on, mostrados en las secciones 3.2.2 y 3.2.3 a trav�es de los m�odulos descritos
en la secci�on 3.1.1 y con los par�ametros f��sicos asociados a las part��culas magn�eticas, el 
uido y
el im�an de la tabla 3-1. De este modo, las etapas de la simulaci�on descritas en el apartado 3.2.1,
permitieron evaluar los par�ametros f��sicos y las trayectorias de las part��culas magn�eticas, con la
�nalidad de estimar las condiciones adecuadas, y as�� conocer el comportamiento y la evoluci�on
din�amica de las part��culas. El 
ujograma que se presenta en la �gura 3-5 resume las etapas de la
simulaci�on descritas en la secci�on 3.2.1, al igual que las diferentes rutas que se deben seguir para
poder obtener cualquiera de estas en COMSOL.
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Figura 3-5 .: Flujograma de simulaci�on en COMSOL Multiphysics.

En el siguiente cap��tulo se dar�an a conocer los resultados obtenidos en la discretizaci�on de los mo-
delos de las �guras3-1 y 3-3 a trav�es de los elementos �nitos que ofrece COMSOL. paralelamente,
Se expondr�an los resultados obtenidos en las tres etapas de simulaci�on y la comparaci�on de los
valores obtenidos de la fuerza magnetofor�etica y la e�ciencia de captura de part��culas magn�eticas.



4. Resultados y discusi�on

De acuerdo con la metodolog��a de simulaci�on expuesta en el cap��tulo anterior, los resultados obteni-
dos en este trabajo correspondientes a la discretizaci�on de los modelos y las etapas de simulaci�on se
presentan en diferentes secciones. La primera de ellas se muestra en la secci�on 4.1, la cual exhibe el
mallado a trav�es de elementos �nitos de los modelos presentados en los apartados 3.2.2 y 3.2.3 y los
resultados obtenidos de la discretizaci�on del mundo, el im�an y el canal. En la secci�on 4.2, presenta
los efectos de la fuerza magnetofor�etica sobre part��culas magn�eticas esf�ericas de distintas densidades
y di�ametro constante, en funci�on de la geometr��a del im�an permanente y su magnetizaci�on ~M ; con
la �nalidad de poder establecer una e�ciencia de captura de part��culas, en funci�on de la geometr��a
del im�an. En las secciones 4.3 y 4.4, se utiliz�o el im�an permanente con mayor e�ciencia de captura y
dos valores de magnetizaci�on diferentes, para estudiar los efectos de la fuerza magnetofor�etica sobre
nanopart��culas magn�eticas de tama~no variable y densidad constante, para determinar la e�ciencia
de captura en funci�on de su di�ametro. Sin embargo, el modelo utilizado en la segunda etapa es la
geometr��a de referencia de la �gura 3-2 mientras que en la tercera etapa se utiliz�o el modelo para
la AHC de la �gura 3-4.

La simulaci�on del sistema en sus tres etapas se realiz�o en una estaci�on de trabajo con las siguientes
caracter��sticas de hardware: Procesador: Intel R
 CoreT M i5-8250U CPU @ 1;60 GHz 1;80 GHz
(4 n�ucleos), Memoria RAM: 4;0 GB , Memoria Gr�a�ca: Intel(R) UHD Graphics 620 2GB.

4.1. Discretizaci�on de los modelos de referencia y la AHC

Luego de haber establecido los par�ametros iniciales para cada una de las etapas de simulaci�on, se
especi�caron las dimensiones de los elementos geom�etricos presentes en cada uno de los modelos,
con el �n de que la herramienta de mallado de COMSOL generara la malla de los modelos de
forma autom�atica, para cada objeto de la geometr��a de referencia y tambi�en para el modelo de
la AHC, con el �n de implementar el m�etodo de elementos �nitos para simular y obtener datos e
informaci�on del sistema. As�� mismo, el software fue capaz de establecer el tipo de elementos que
mejor se adaptan a las dimensiones de la simulaci�on, adem�as de ajustar las dimensiones de cada
uno de los elementos de la malla para que se acoplen a las condiciones iniciales de la simulaci�on.
La tabla 4-1 muestra la estad��stica de los ajustes hechos por el software para el mallado generado
en los modelos de la las �gura4-1.

Los modelos de referencia y el de la AHC al ser en dos dimensiones, fueron discretizados a trav�es de
tri�angulos y cuadril�ateros "los cuales est�an caracterizados principalmente por sus bordes de malla
que corresponden a sus aristas, mientras que sus esquinas se denominan v�ertices de malla"[31].
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(a) (b)

(c)

Figura 4-1 .: Mallado generado por COMSOL en el que se puede observar el mundo, el vaso
y los imanes. En (a) im�an de geometr��a circular mientras que en (b) un im�an
con geometr��a cuadrada y en (c) Mallado generado para el modelo de la arteria
hep�atica com�un, para el mundo y el im�an cuadrado. los recuadros se~nalados
en el modelo muestran el mallado en las bifurcaciones del canal.

Sin embargo la estad��stica entregada por el software muestra que existe una mayor prevalencia de
elementos triangulares que de cuadril�ateros, ya que los modelos de referencia (a) y (c) de la �gura
4-1 tuvieron un total de 27070 y 26288 tri�angulos respectivamente, mientras que en el modelo de
la AHC un total de 37100 tri�angulos. Esto se debe a que en los bordes de la geometr��a del canal, el
software utiliza una malla de capa l��mite, "la cual en geometr��as de 2 dimensiones est�a constituida
principalmente por cuadril�ateros en capas a lo largo de los l��mites"[31].

En la tabla 4-1 se muestran los resultados estad��sticos obtenidos por la herramienta de mallado
para cada una de las geometr��as utilizadas en la simulaci�on. El n�umero de elementos indica la
cantidad total de tri�angulos y cuadril�ateros utilizados en cada una de las con�guraciones. La calidad
m��nima y media de elemento son medidas adimensionales normalizadas, que indican la calidad de los
elementos de la malla, "siendo 0;0 un elemento degenerado y 1;0 el n�umero m�as alto que indica una
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calidad de elemento de malla m�as alta"[31]. La relaci�on de �area de elemento muestra el cociente
entre el elemento m�as grande y el m�as peque~no contenidos en el mallado y el �area de la malla
indica la super�cie total utilizada por cada una de las geometr��as implementadas en las etapas de
la simulaci�on.

Tabla 4-1 .: Resultados estad��sticos del mallado para las geometr��as de referencia con im�an
circular e im�an cuadrado de las modelos de referencia y el modelo de la AHC
presentes en la �gura4-1.

Im�an Circular Im�an cuadrado AHC
V�ertices de

malla
13988 13595 19717

N�umero de
tri�angulos

27070 26288 37100

N�umero de
cuadril�ateros

294 292 1008

N�umero total
de elementos

27364 26580 38108

Calidad m��nima
del elemento

0;1789 0;1803 0;1595

Calidad media
del elemento

0;8873 0;8948 0;8957

Relaci�on de �area
de elemento

0;0855 0;0867 0;0041

�Area de la
Malla

7853mm2 7853mm2 7853mm2

Los resultados estad��sticos alcanzados en el proceso de discretizaci�on son comparables con los ob-
tenidos por Larimi et al [18], Nidal et al [22] y Shojaeeet al [27]. En particular, en la cantidad
de elementos de malla, ya que estos dependen principalmente del modelo, sus dimensiones, carac-
ter��sticas geom�etricas y dimensiones de trabajo. El diagrama de barras4-2 presenta la cantidad de
elementos de malla utilizados en la geometr��as con im�an circular, cuadrado y el de la AHC respecto
a los reportados por los autores anteriormente mencionados.

Dicho lo anterior, el valor m�as alto obtenido en este trabajo corresponde al del modelo de la AHC,
ya que a diferencia de los modelos de referencia, esta cuenta con una geometr��a m�as compleja lo
cual implica una mayor cantidad de elementos de malla, en particular, en las regiones con curvas y
esquinas pronunciadas, debido a que en estos puntos la densidad de elementos es mayor. Por otro
lado, Nidal et al [22] y Shojaeeet al [27] obtuvieron una mayor cantidad de elementos de malla
debido a que Nidal et al. utiliz�o principalmente cuadril�ateros en las secciones m�as importantes
del sistema, mientras que Shojaee et al. model�o un conjunto de microvasos a partir de un m�etodo
adaptativo, ocasionando as�� una mayor cantidad de elementos en los microvasos que en el im�an y
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su alrededor. Sin embargo, la calidad media de elemento alcanzada fue de 0.7246, mientras que el
valor obtenido para el modelo de la AHC fue de 0.8957, lo que implica una mayor con�anza en los
resultados obtenidos.

Figura 4-2 .: Cantidad de elementos de malla de los modelos de la �gura4-1 respecto a
otros trabajos.

4.2. Etapa I - Simulaci�on y estudio de los efectos de la
fuerza magnetofor�etica en part��culas con di�ametro
constante

En esta etapa de la simulaci�on se consideraron los siguientes par�ametros iniciales:

Di�ametro de part��culas magn�eticas: dp = 4 �m

Densidad de part��cula: � p = 5200 kg
m3 y 6450 kg

m3

Susceptibilidad magn�etica de las part��culas: � m = 3

N�umero de part��culas por lanzamiento: 20

Densidad del 
uido: � B = 1060 kg
m3

Viscosidad din�amica del 
uido: � = 3 ;5 � 10� 3 Pa � s

Permeabilidad relativa del 
uido: � r;f = 1

Velocidad de entrada normal del 
uido: ~u0 = 0 ;01 m
s

Magnetizaci�on del im�an: ~M = 1 � 106 A
m hasta 2;5 � 106 A

m
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Durante la simulaci�on se identi�c�o que COMSOL simul�o primero el campo magn�etico y la densidad
de 
ujo magn�etico producido por el im�an permanente, luego el 
uido en r�egimen laminar, su per�l
de velocidad, y por �ultimo las trayectorias de las part��culas magn�eticas y su interacci�on con el 
uido
a trav�es de la fuerza de arrastre ~FD y el campo magn�etico ~Ha a trav�es de la fuerza magnetofor�etica
~Fm .

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-3 .: Los vectores representan la densidad de 
ujo magn�etico~Ba y las lineas el poten-

cial magn�etico escalarVm . En (a) y (b) se puede observar~Ba y Vm para el im�an
cuadrado y circular, respectivamente, con una magnetizaci�on de 1� 106 A=m,
mientras que en (c) y (d) se pueden contemplar para una magnetizaci�on de
2;5 � 106 A=m.

En la �gura 4-3 (a - c) y (b - d) se puede observar gr�a�camente la densidad de 
ujo magn�etico
~Ba producido por un im�an circular y cuadrado respectivamente, los cuales fueron con�gurados de
manera que su magnetizaci�on sea transversal a las trayectorias de las part��culas magn�eticas. A su
vez, se puede ver que la densidad de 
ujo magn�etico representado por vectores se propagan por el
mundo y por el rect�angulo que representa al vaso sangu��neo por el cual las part��culas magn�eticas
se trasladaron. Otro rasgo importante a resaltar es que la densidad de 
ujo magn�etico depende de
la geometr��a del im�an, encontr�andose valores m�as altos para el im�an cuadrado que para el circular.
Por otro lado, el 
uido simulado a partir de los par�ametros iniciales anteriormente mencionados
para esta etapa, sigue un r�egimen laminar con la �nalidad de garantizar las condiciones ideales de
un 
uido newtoniano, tal y como se muestra en la �gura 4-4.
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(a) (b)

Figura 4-4 .: Per�l de velocidad del 
uido dentro del canal que representa el vaso sangu��neo.
En (a) se puede observar la con�guraci�on del canal con el im�an circular, mien-
tras que en (b) se puede ver el mismo canal pero con el im�an cuadrado.

Los vectores dentro del canal representan el per�l de velocidades del 
uido y la escala de color en
ambas im�agenes simbolizan los valores de velocidad que adquiere el 
uido dentro del canal, siendo
0 m=s el valor m��nimo, que se encuentra en las paredes del canal y que obedecen la condici�on de no
deslizamiento; adem�as de 14� 10� 3 m=s el valor m�aximo que se encuentra en el centro del canal.
Un hallazgo interesante encontrado al simular el mismo 
uido pero con diferentes intensidades de
campo magn�etico, es que el 
uido tiende a dirigirse hacia el gradiente de dicho campo magn�etico,
sin embargo, el per�l de velocidades no se afecta de forma dr�astica, y el 
uido tiende a mantener
su r�egimen laminar tal y como se ve en la �gura 4-5.

(a) (b)

Figura 4-5 .: Per�l de velocidad del 
uido dentro del canal bajo una magnetizaci�on de 2;5�
106 A=m. En (a) la geometr��a es circular mientras en (b) es cuadrada.

En la �gura anterior se puede apreciar como el 
uido es afectado por el aumento de la intensidad
del campo magn�etico aplicado. Esto se debe a que la fuerza magnetofor�etica al ser proporcional a
las propiedades magn�eticas de los materiales y del campo magn�etico aplicado, tambi�en afecta al
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uido debido a que este cuenta con una permeabilidad relativa equivalente a la unidad (� r;f = 1)
[11, 22, 28], y cuyos efectos se pueden relacionar con la permeabilidad relativa de las part��culas
magn�eticas gracias al factor de Clausius-MossottiK . Estos resultados muestran que pese a la afec-
taci�on del 
uido, la magnetoforesis sigue siendo positiva y por lo tanto, el 
uido mantiene su curso
dentro del canal. Paralelamente se puede apreciar que el im�an cuadrado tiene un mayor efecto sobre
el 
uido que el im�an circular debido a los cambios en su valor m�aximo de velocidad.

En cuanto al comportamiento de las part��culas magn�eticas, se encontr�o que la geometr��a del im�an
in
uye en la captura y su direccionamiento tanto para part��culas con una densidad de 5200kg=m3

como para 6450kg=m3. Por lo tanto, estos efectos de la geometr��a del im�an juegan un papel fun-
damental sobre la fuerza magnetofor�etica que act�ua sobre cada part��cula.

(a) (b)

Figura 4-6 .: En (a) y (b) se muestran los efectos de la fuerza magnetofor�etica sobre part��cu-
las magn�eticas que son sometidas a diferentes valores de magnetizaci�on.

En la �gura 4-6 los ejes verticales representan la fuerza magnetofor�etica promedio que act�ua sobre
las part��culas en el tiempo y los ejes horizontales simbolizan los valores de magnetizaci�on~M para
cada im�an. En la �gura se puede apreciar que para part��culas con diferentes densidades, el im�an
cuadrado tiene un mayor efecto que el im�an circular; y debido a esto la e�ciencia de captura y
direccionamiento de las part��culas ser�a mayor con un im�an cuadrado, lo que implica valores m�as
peque~nos de magnetizaci�on para lograrlo. Acorde con estos resultados, es posible obtener un valor
de e�ciencia de captura para las part��culas a trav�es de la ecuaci�on 3-1. De esta manera, se pueden
resumir los efectos del im�an circular y cuadrado sobre las part��culas magn�eticas al adquirir los va-
lores de e�ciencia de captura" , a partir de los resultados obtenidos de la simulaci�on en la primera
etapa. La �gura 4-7 muestra las trayectorias de las part��culas magn�eticas al ser sometidas a los
campos magn�eticos producidos por el im�an circular e im�an cuadrado.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-7 .: Trayectorias de las part��culas magn�eticas. En (a) y (b) los imanes cuentan con
una magnetizaci�on de 1� 106 A=m, mientras que en (c) y (d) cuentan con una
magnetizaci�on de 2;5 � 106 A=m.

La �gura 4-8 al igual que la �gura 4-6 muestran que el im�an cuadrado tiene mayor efecto sobre las
part��culas magn�eticas que el im�an circular. Sin embargo, en la �gura 4-8 se puede evidenciar que
el im�an cuadrado tiene el mismo efecto sobre part��culas de dos densidades diferentes logrando una
e�ciencia de captura m�axima cuando el im�an cuenta con una magnetizaci�on de 2;5 � 106 A=m.

Figura 4-8 .: E�ciencia de captura en funci�on de la geometr��a del im�an y la densidad de la
part��cula.
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4.3. Etapa II - Simulaci�on y estudio de los efectos de la
fuerza magnetofor�etica en part��culas con di�ametro
variable

En la segunda etapa de la simulaci�on se consideraron los siguientes par�ametros iniciales:

Di�ametro de part��culas magn�eticas: dp = 0 ;4 �m hasta 4�m

Densidad de part��cula: � p = 5200 kg
m3

Susceptibilidad magn�etica de las part��culas: � m = 3

N�umero de part��culas por lanzamiento: 20

Densidad del 
uido: � B = 1060 kg
m3

Viscosidad din�amica del 
uido: � = 3 ;5 � 10� 3 Pa � s

Permeabilidad relativa del 
uido: � r;f = 1

Velocidad de entrada normal del 
uido: ~u0 = 0 ;01 m
s

Magnetizaci�on del im�an: ~M = 1 � 106 A
m y 2;5 � 106 A

m

La geometr��a utilizada en esta segunda etapa fue aquella en que la con�guraci�on contaba con un
im�an de geometr��a cuadrada, debido a que los resultados obtenidos en la primera etapa, mostraron
que un im�an con esta geometr��a tiene una mayor e�ciencia de captura para part��culas con di�ame-
tros de 4 �m . As�� mismo, se consider�o una densidad para el material de las part��culas magn�eticas
de � p = 5200 kg=m3 (correspondiente a la magnetita (Fe3O4)) ya que su e�ciencia de captura no
di�ere frente a part��culas con densidad de 6450kg=m3 tal y como lo sugieren los resultados de la
�gura 4-8. Los par�ametros relacionados con la densidad y viscosidad din�amica del 
uido permane-
cen invariantes y as�� mismo, se consideraron dos valores de magnetizaci�on para estudiar los efectos
de la fuerza magnetofor�etica sobre part��culas con diferentes di�ametros.

Como se evidenci�o en la primera etapa de la simulaci�on, a medida que la magnetizaci�on del im�an
aumenta y por consiguiente el campo magn�etico tambi�en lo hace, la fuerza magnetofor�etica~Fm

que act�ua sobre las part��culas crece y en consecuencia tambi�en lo hace la e�ciencia de captura" .
Sin embargo, en esta segunda etapa se encontr�o que la variaci�on del di�ametro de las part��culas
tambi�en juega un papel fundamental en la captura y direccionamiento de estas, debido a que la
fuerza magnetofor�etica ~Fm es proporcional al cubo del radio de las part��culas. Lo que indica que la
e�ciencia de captura no solamente est�a en funci�on de la intensidad del campo magn�etico~Ha y la
susceptibilidad magn�etica de las part��culas � m , sino que tambi�en depende del radio de las part��cu-
las magn�eticas y por consiguiente de su volumen. La �gura4-9 muestra el comportamiento de la
fuerza magnetofor�etica promedio en funci�on de la variaci�on del di�ametro de la part��cula magn�etica
consideradas en esta etapa.
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Figura 4-9 .: Fuerza magnetofor�etica sobre part��culas con diferentes di�ametros y dos campos
de magnetizaci�on diferente. los puntos rojos corresponden a 2;5 � 106 A=m,
mientras que los tri�angulos azules representan a 1� 106 A=m.

Dado este comportamiento y la dependencia de~Fm con el volumen de las part��culas magn�eticas, la
e�ciencia de captura tambi�en es afectada por dicha dependencia. Por lo tanto al combinar la mag-
netizaci�on del im�an ~M y el di�ametro de las part��culas dp, es posible obtener e�ciencias de captura" .

Figura 4-10 .: E�ciencia de captura de part��culas magn�eticas con diferentes di�ametros y dos
campos de magnetizaci�on diferente. los puntos rojos corresponden a 2;5 �
106 A=m, mientras que los tri�angulos azules representan a 1� 106 A=m.

En la �gura 4-10 se presenta la e�ciencia de captura y a su vez, estos resultados muestran la
dependencia de la fuerza magnetofor�etica con la magnetizaci�on del im�an ~M y el di�ametro de las
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