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"La Matemát ica es una ciencia inúti l . Entiendo por el lo 

que no puede s e r v i r d i r ec tamen te p a r a la explotación de 

nues t ros semejan tes , ni p a r a su ex te rminac ión" , 

G.H. Hardy 

S E C C I Ó N 1 

INTRODUCCIÓN DE LAS RELACIONES. 

1 .1 . No vamos a in ic iar la exposición con la definición de "conjunto". Ta l 
intento resu l ta s i e m p r e fallido, pues suele d e c i r s e que el conjunto es 
una colección de e lementos y que el e lemento es un m i e m b r o del con­
junto. En es ta forma se desp laza el p rob lema sin r e s o l v e r s e . E s 
exactamente lo que o c u r r e en la geomet r í a e lementa l con las ideas de 
punto y r e c t a . "Punto" , dice el manual , es el. lugar de in te r secc ión 
de dos r e c t a s no p a r a l e l a s ; "Rec ta" , por o t ro lado, es una sucesión 
indefinida de puntos en la m i s m a d i recc ión . Podemos conocer un con­
junto, sabiendo que" cosas se puede hace r con él . Nos i n t e r e san las 
p rop iedades , y e s t a s no caben en dos renglone,<3, a n:ianera de def in i ­
ción. Mantengamos, m i e n t r a s tanto , la idea intuitiva de conjunto, 
veamos que r aminos nos ab re por un lado y cua les nos c i e r r a por el 
o t ro . As i , i r e m o s c r i t i cando la idea c o r r i e n t e , s i empre que la expo­
sición lo exija. 

1. 2. P a r a iniciar la cons t rucc ión de la t e o r í a de Conjuntos se e s t a b l e c e r á n 
los signos de dicha t e o r í a , a sabe r : 

a) L a s l e t r a s . E l l a s son l as mayúscu la s y minúscu las de l alfabeto. 
b) Los signos r e l ac ióna l e s . Se u t i l i za rán los signos: e , =: 
c) Los signos lógicos . E l los son; iW . o ' , A . 3 

E s t o s signos adquieren significado a t r a v é s del d e s a r r o l l o de la t eo r í a 
aunque como se v e r a , va r io s de el los nos son farh i l ia res . 

Sabemos bien que las pa l ab ras del lenguaje c o r r i e n t e son agrupaciones 
de l e t r a s ; en la t eo r í a de Conjuntos se t endrán agrupaciones de los s ig ­
nos mencionados , agrupaciones que s i han sido cons t ru idas c o r r e c t a -
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mente , s e r án l l amadas re lac iones de la t e o r í a , y aún m á s , la t e o r í a 
de Conjuntos podría deci r cuando e s t a s r e l a c i o n e s son c i e r t a s y cuan­
do son fa l sas . Las l e t r a s van a r e p r e s e n t a r los objetos de la t e o r í a y 
las re lac iones r e p r e s e n t a r á n las a f i rmac iones que pueden h a c e r s e so­
b re los objetos, entendiendo por objeto los conjuntos sobre los que la 
Matemática t r aba ja . 

Las re lac iones de la t eo r í a de Conjuntos se contruyen a p a r t i r de una 
"re lación p r imi t iva" , l lamada re l ac ión de P e r t e n e n c i a . 

La Relación de Per tenenc ia ; E s t á r e l ac ión se cons t ruye con el signo 
^ y dos l e t r a s , de la siguiente mane ra : "x £ A", y se lee "x p e r t e ­
nece al conjunto A", ó, "x es un e lemento de A" , ó m á s s implemente • • 
"x e s un A". 

La l e t r a minúscula de la izquierda denota " e l emen to" y la mayúscu la 
de la derecha designa "Conjunto". E l signo e e s un signo re lac iona l 
que liga las dos l e t r a s , además e es la l e t r a "eps i lon" del alfabeto 
griego con la cual se s imbol iza un ive r sa lmen te la pe r t enenc ia . 

Ahora bien, a p e s a r de la dis t inción que se hace en t re e lemento y con­
junto, se encon t ra rá con alguna frecuencia objetos que funcionan 
como elementos en una re lac ión y como conjuntos en o t r a . Asi', un 
plano puede c o n s i d e r a r s e como conjunto de r e c t a s , pe ro una de e s t a s , 
a su vez, puede e x p r e s a r s e como conjunto de puntos . 

Se i lus t r a la r e lac ión de per tenencia con el e jemplo s iguiente: 
Cor r i en temente se hacen a f i rmaciones come es ta : "21 cs un múlt iplo 
de 7". E s decir se af i rma que el objeto r e p r e s e n t a d o con el s ímbolo 
21 es un eleinento del conjunto formado por todos los objetos (nílmeros) 
que cumplen la propiedad de s e r múl t iplos de 7; s i dicho conjunto se r e ­
p r e s e n t a con la l e t r a M, entonces se t iene que la r e l ac ión 21 £ M, e s 
una re lac ión c i e r t a . E n cambio la r e l ac ión 22 £ M e s una r e l ac ión 
fa lsa . 

1.3. Construcción de Re lac iones : 
A .par t i r de la r e lac ión de pe r tenenc ia y mediante el u so de los signps 
lógicos se cons t ru i rán l as s iguientes r e l a c i o n e s : 

i) Dada la r e l ac ión "x € A", se cons t ruye una r e l ac ión nueva y di­
ferente , anteponiendo a aquel la e l signo no, A es ta nueva r e l ac ión 

se l l ama La negación de x £ A. E s d e c i r , la negación de x € A, es 
no (x e A) que en adelante se e s c r i b i r á a s í : "x ^ A" y se l e e r á "x 
no e s un e lemento de A " ó "x no e s un A" . 

i 



E s c l a r o que si x e A es una re lac ión c i e r t a , x ¿ A es una re lac ión 
falsa y v iceversa . 
Nota: No (x ^ A) es x e. A. 

ii) Dadas las re lac iones x e A, x e B. Se cons t ruye , mediante el 
uso del s ímbolo ó (la o del lenguaje fami l ia r ) , una nueva re lac ión 

as i : ' "x e A ó X € B " que se lee "x es un A o x es un B " y se l lama 
la disyunción de x € A y x g . B . 

La disyunción de dos re lac iones es c i e r t a cuando por lo menos una de 
l as re lac iones que la conforman es c i e r t a y e s falsa cuando cada una 
de las re lac iones que la conforman es falsa. 
Nota: a) La re lac ión x £ A ó x ^ A s i empre es c i e r t a , 

b) ¿Cuál es la negación d e x C A ó x g B ? 

iii) Dadas dos re lac iones x <£ A, x £ B. Mediante e l uso del signo 
A (en el lenguaje famil iar es la "y" y el signo A se usa por r a z o ­

nes p r ác t i c a s ) , se const ruye una nueva re lac ión a s í : "x € A A x £ B " 
que se lee "x es un A y x es un B " y se l lama la conjunción de x € A 
y X € B . 

La conjunción de dos r e l ac iones (x e A A x € B) es c i e r t a cuando l a s 
dos r e l ac iones son c i e r t a s y es falsa cuando por lo menos una de las 
dos r e l ac iones cs falsa . 
Nota: a) La re lac ión x € A A X ^ A s i e m p r e es fa lsa , 

b) ¿Cuál es la negación d e x g A A x C B ? 

iv) En la Gcornctria se ha demos t r ado el siguiente t e o r e m a : 
Si oC , jfl , "¿̂  son ángulos i n t e r i o r e s de un triángialo P , entonces 

OC + /(3 + íT» - 180°. Es d e c i r , que p a r a que oC +y3 + ?^ = 180° es 
condición suficiente que tü, , f̂  , 1^ sean ángulos i n t e r i o r e s de un t r i á n ­
gulo, dec imos suficiente y no n e c e s a r i o ya que cC> , (2> , ^ pueden su­
m a r 180° sin que Oi , Q > 7^ sean los ángulos i n t e r i o r e s de un t r i á n ­
gulo P . 

Si l l amamos H la proposic ión: oC , (3 , r son los ángulos i n t e r i o r e s 
de un t r iángulo P y l l a m a m o s T la proposic ión: cC + ^ + o = 180°, 
Se t iene que la r e l ac ión enunciada se puede e s c r i b i r as i ' "Si H enton­
ces T" , de la cua l ' s e ha dicho que es un t e o r e m a ó que es una re lac ión 
c i e r t a . 

A la proposición H se le l l ama h ipótes is y a la propos ic ión T se le l l a ­
ma t e s i s . Con es ta designación se puede a f i rmar que s i la Hipótesis 
es c i e r t a y la T e s i s es c i e r t a , la r e lac ión " s i H entonces T " es c i e r t a . 

Ahora bien, dadas x € A y x G B s e const ruye una nueva re lac ión 
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'Si X €" A entonces x €. B " . La re lac ión a s í e s c r i t a se i laina 
re lac ión de impl icación en t re x € A y x fi. B y se s imbol iza 
"x € A ^ = ^ X C B " , además se lee "Si x e A entonces x € B " 
6 "x € A implica x € B" ó "x e A e s condición suficiente para 
X € B " . Es t a re lac ión es c i e r t a cuando x e A es c ie r ta y cuando 
x £ B es c i e r t a . 

La re lac ión de implicación 6s , como t end remos oportunidad de cons­
t a t a r l o , e lemento fundamental de la demos t r ac ión en Matemát i cas . 

Puede p regun ta r se aún, ¿ la re lac ión de impl icación e s c i e r t a en el 
caso de que l as r e l ac iones que la in tegran sean f a l s a s? O también , 
¿ la re lac ión de implicación es c ier ta cuando la Hipótes is es fa lsa? Y 
m á s aun, ¿la re lac ión de implicación es falsa cuando la Hipótes is cs 
c i e r t a y la Tes i s es fa lsa? 

Desde un punto de vis ta int"uitivo es difícil decidir sobre es ta cuest ión. 
Sin embargo , se ha optado por hace r la siguiente definición de la r e l a ­
ción de implicación p a r a responder a e s t a s p r e g u n t a s . 

Sean R, S dos re lac iones cualquiera , a la r e l ac ión no R ó S se le e s ­
cr ibe R • > S y se le l lama re lac ión de impl icación en t re R y S, Y 
se lee: "R implica S" ó "Si R entonces S". 

La re lac ión R "••••" > S es c i e r t a cuando: 

a) R es falsa 
b) S t's ci*?rta 
c) R es falsa y S c i e r t a 

La re lac ión R ^ S es falsa cuando R es c i e r t a y S falsa. 
Nota: ¿Cuál es la negación de x e A y x £ B ? 

v) En la t eo r í a de los números se ha d e m o s t r a d o que: 
X e s p a r y-st + 1 es i m p a r (x es un n ú m e r o entero) es una r e l a ­

ción c i e r t a , además se t iene que x + 1 e s impar = r ^ x es par es t a m ­
bién una re lac ión c i e r t a . Luego se a f i rma que: "x es pa r , es equiva­
lente a, X + 1 es i m p a r " ó que "x es pa r s i y solo s i x + 1 es i m p a r " 
ó "x es par es condición suficiente y n e c e s a r i a p a r a x + 1 es i m p a r " . 

Ahora , dadas x e A, x é. B, se const ruye la siguiente re lac ión: 
"x C A es equivalente a x € B " . A e s t a r e l ac ión se le denomina r e ­
lación de equivalencia lógica en t re x g A y x g B que se s imbol iza 
asií "x e A ^ s X e B " y se lee "x es un A e s equivalente a x £ B " 
ó "x es un A si y solo s i x e s un 3 " ó "x es un A, es condición su f i ­
c iente y n e c e s a r i a p a r a x es un B " . 
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P a r a saber cuando una re lac ión de equivalencia lógica es c i e r t a y cuan­
do es falsa se define es t a r e lac ión , conno podrfa sospecharse en t é r m i ­
nos de re lac iones an tes definidas, de la siguiente m a n e r a : 

Sean R, S re lac iones , A la r e lac ión R ^ = ^ S /\ S '"" ^R se le l l a ­
ma re lac ión de equivalencia lógica y se le denota R < > S leyéndose­
le "R e s equivalente a S". • 

La re lac ión R ^ • •->S es c i e r t a cuando: 

a) R es c i e r t a y S e s c i e r t a 
b) R es falsa y S falsa 

La re lac ión R <• -•— > S es falsa cuando una de l a s r e l ac iones que la 
componen es c i e r t a y la o t ra es fa l sa . 
Nota: ¿Cuál es la negación de x €̂  A < —> x e B ? 

vi) Exis ten c ie r to tipo de r e l ac iones que no e s t á n d e t e r m i n a d a s , d e s ­
de el punto de v i s ta de su verdad o falsedad. Sea por e jemplo la 

siguiente re lac ión ^n los números e n t e r o s : 
"y > 5" ta l proposic ión es v e r d a d e r a o falsa dependiendo del valor o 
los va lo r e s p a r t i c u l a r e s que tome ^ , a s i : 

Si y = 9, "9 > 5 " e s c i e r t a 
Si y = - 5 , - 5 ^ 5 es falso 

Es t a indeterminación se b o r r a anteponiéndole a la proposic ión y > 5 
l as p a r t í c u l a s : ' 

"exis te algún y en tero t a l que . . . . 
" p a r a todo y en te ro . . _ . . , 

Se forman las s iguientes r e l ac iones : 

"exis te algún y entero^tal que y ^ 5" 
" p a r a todo y en t e ro , y > 5" 

E l lec tor puede definir c l a r amen te el t é r m i n o de verdad de cada una 
de las p ropos ic iones . 

Las dos pa r t í cu la s menc ionadas se l l aman cuant i f icadores y los signos 
que l as denotan son: 

" 3 " p a r a "exis te a lgún" 

" y " p a r a "pa ra todo" que significa lo m i s m o que "pa ra cua lqu ie r " . 
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El sentido de los cuant i f icadores , al igual que el de la implicación se 
i rá aprehendiendo a medida que avanza la exposición. No sobra , sin 
embargo , t r a e r un ejemplo: En la geomet r í a anal í t ica se estudian l as 
re lac iones en t re figuras p lanas . Cons ide remos un c í rculo del t ipo 
3jZ 4- yZ = r^ donde y es un valor de te rminado , y la r ec t a y = ax + b . 
Represen temos gráf icamente l a s dos s i tuac iones : 

i) Que la r e c t a sea secante del 
cfrculo. En ta l caso podemos 
afirnnar vál idamente: 
"Existe algún punto de la r ec t a 
y = ax + b que pe r tenece al 
cfrculo x*̂  + y 2 _ 

:í=a>c + V> 

ii) Que la r e c t a sea tangente al 
; cfrculo. Af i rmamos entonces : 
o •50ÍSV Existe algún punto de la r e c t a 

y = ax + b que pe r tenece al 
cfrculo x^ + y2 = r^ . En una 
forma m á s adecuada d i r e m o s : 
"Existe un único punto de la 
r ec t a y = ax + b que p e r t e n e ­
ce al c í rculo x^ + w^ = r ' ' 

E s c l a r o que tanto en es te caso como en el an t e r io r h a b r í a m o s fo rma­
do proposic iones fa lsas de haber usado el cuantificador "para todo" . 
La ut i l ización de é s t e es válida en el caso s iguiente: Cons ide remos _ 
los puntos i n t e r i o r e s de los dos cfrculos x^ + y^ = r^ y x^ + y^ = (X) 
Tcdes puntos i n t e r i o r e s quedan expresados mediante l a s s iguientes 
expres iones : 

' -a 

x2 + y2 < x2 + y2 ^ / ^ ^ ' 
(^^ 

Podemos entonces e s c r i b i r : " P a r a to­
do punto (x, y) del plano tal que 
"x. + y^ < ( r /2) se cumple que 
x2 + y2 ^ No cabe duda de la 
verdad de es ta proposic ión . Intente 
e l l ec tor identif icar en la p r o p o s i ­
ción una impl icación. 
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Queda por de sc r ib i r un ú l t imo caso : aquel r e p r e s e n t a d o gráf icamente 
asf: 

¿Cuántos puntos de la r ec t a pe r t e r 
necen a l cfrculo? Ninguno' Es ta 
idea queda co r r ec t amen te e x p r e s a ­
da as í : '"No existe algún punto de 
la rec ta y = ax + b que pe r t enezca 

y2 = J.2 a l cfrculo x^ + 
La idea de "ningun(o)" se expresa 
pues nnediante la negación de 
"Exis te algún". Convenimos i n ­
tui t ivamente en t"al equivalencia . 

y=QXL+b 

Las re lac iones xie la teorfa de conjuntos son pues de l as fo rmas ante­
r i o rmen te expues tas . Eventualnnente y p a r a e jempl i f icar , u t i l i z a r e ­
mos (ya lo hennos hecho) r e l ac iones que incluyen t é r m i n o s aún no de­
finidos, como la suma de e n t e r o s , l a s l l amadas ecuac iones , e t c . ; t a l 
s i tuación es inevitable en una exposición conno la p r e s e n t e . 

r4X'3 i. 

1.4. Contención. 

Definición. Cons ide remos ahora una r e l ac ión in te resan te que surge 
uti l izando cuest iones ya v i s t a s . Se t r a t a de la r e lac ión " P a r a todo x, 
s i X S A entonces x € B " . Si e s t a re lac ión es c i e r t a , dec imos que 
"A es subconjunto de B " o que "A es tá incluido en B" y e s c r i b i r e m o s 
" A C B " 

» . 

A C B es el nombre que le damos a la r e l ac ión "pa ra todo x, s i 
X £ A entonces x € B " . La introducción del sínnbolo a h o r r a e s c r i ­
t u r a . Tal es el sentido fundamental de la definición en M a t e m á t i c a s . 
De aquf en adelante , pues , en t ende remos como re l ac iones equivalen­
t e s las dos expres iones antes enunciadas , Gráficarnente se r e p r e s e n ­
t a la contención en t re dos conjuntos A y B asf: 

En es te caso , A C B e s c i e r t o . 

Como ejemplo de contención c o n s i d e r e ­
mos la re lac ión const ru ida a t r á s en t re 
los conjuntos de puntos i n t e r i o r e s o los 
c í rcu los con que i l u s t r amos el cuantifi­
cador "pa ra todo" . 
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Observac iones . » ^ - i , . • 

1) ¿Q^é es necesa r io d e m o s t r a r p a r a saber que dados dos conjuntos 
A y B, A C B es c i e r to? 

Que cualquier e lemento que se tome de A pe r t enece nece sa r i amen te a 
B , Subrayamos la palabra "cua lqu ie r" pues no s e r á c o r r e c t o t omar 
un elemento de te rminado de A y p robar que pe r t enece a B. Lo dicho 
se i lus t ra gráficannente as í : 

En es te caso A C B e s falso; sin 
embargo , algunos e lementos de A 
per tenecen a B , en par t i cu la r e l 
elennento a. 

E s por eso por lo que para d e m o s t r a r A C B es c i e r to , t o m a r e m o s 
un elemento indeterminado de A, que r e p r e s e n t a r e m o s usualmente con 
txrta. de las ú l t imas l e t r a s del alfabeto, x , y, e tc , , y se prueba _que_ 
per tenece a B, 

2) ¿Cómo probamos que A C B e s falso? De acuerdo a la def in i ­
ción de la contención, bas t a m o s t r a r que exis te algún e lemento de 

A que no per tenece a B . 

. • P rop iedades de la Contención. ~ • -.-

• , „ ) . • ., - . 

„, ... D e m o s t r a r e m o s dos propiedades de la contención de conjuntos: 

- 1. Si A es un conjunto entonces A C A. 
Demost rac ión; P r o b a r que A C A e s , según la observación a n ­
t e r i o r , d e m o s t r a r que cualquiera que sea x, si x €. A entonces 

" X € A, Es dec i r , teniendo como hipótes is que x & A debemos 
concluir que x £ A ( tes is ) . La t e s i s la e s t a m o s af i rmando en la 
h ipó tes i s , por lo tanto es v e r d a d e r a . Luego, cualquiera que sea 
A, A C A. 

Si A, B, D son conjuntos y si se cumple que A C. B y B C D 
entonces A C D 
Demos t rac ión : Sea x un e lemento cua lqu ie ra de A, entonces " 
X € B, puesto que A C B por h ipó tes i s . P e r o a d e m á s , s i 
X e B entonces x £. D, puesto que B C D por h ipó tes i s . P o d e ­
mos pues concluir que s i x € A entonces x e D y como x es un 
e lemento cua lquiera , dec imos que " p a r a todo x, si x ^ A enton­
ces X € D" o lo que es lo mismo., (equivalente), A C D. 

, 

c, 

* 

• 

•fe- -

: ; - ; r t ,% 
' •-• i 0 %T, 

- '- j r 

2. 

l i . 



Esta ú l t ima demos t rac ión la podemos r e p r e s e n t a r gráf icamente me­
diante los l lamados "Diagramas de Venn" asf: 

Aunque gráf icamente " s e v e " que si 
A C B A B C D entonces A C D, no 
const i tuye una demos t rac ión p r e s e n ­
t a r s implemente el gráfico. El d i a ­
g rama es un auxi l ia r , en algunos ca­
sos val ioso, pa ra efectuar una demos­
t rac ión ; pero en ningún caso la sus t i ­
tuye. Ya ve remos pos t e r i o rmen te có­
mo existen re lac iones que no son sus ­
ceptibles de r e p r e s e n t a r gráficannente. 

1.5. Igualdad de Conjuntos. 

Definición. Otra re lac ión fundannental de la teorfa de conjuntos es la 
igualdad. Se define asf: "Si A, B son conjuntos y se cumple que 
A C . B A B C A entonces se dice que A e s igual a B y se e sc r ibe 

"A = B " . 
Si la re lac ión: no (A = B) e s c i e r t a , se e s c r i b e A ^ B, 

Observac iones , 

1) Si A y B son conjunto, pa ra p robar que A = B bas ta entonces 
prcfbar los dos hechos s iguientes : 

i) A C B y 
ii) B C A. 
E l es t i lo de t raba jo s e r á en es te caso t o m a r un e lemento cualquiera x 
(no determinado) del conjunto A, (x £ A) y mos t r a r , que n e c e s a r i a ­
mente ese e lemento es tá en el conjunto B (x £ B), con lo cual queda 
hecha la p r i m e r a pa r t e de la demos t rac ión . La segunda par te de la 
demos t rac ión es el p roceso inverso , ó sea , t o m a r un e lemento a r b i ­
t r a r i o del conjunto B y m o s t r a r que n e c e s a r i a m e n t e dicho e lemento 
es tá en el conjunto A. 

2) ¿Qué se debe p roba r p a r a concluir que A ^^ B ? 
Bas t a r á entonces pa ra e s t a prueba m o s t r a r un e lemento de uno 

de los conjuntos que no pe r t enezca al o t ro conjunto. 


