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"La Matemadtica es una ciencia indtil. Entiendo por ello
que no puede servir directamente para la explotacién de

nuestros semejantes, ni para su exterminacién'.

G.H. Hardy

- -

"SECCION 1°

INTRODUCCION DE LAS RELACIONES.

1.1.

l.z.

No vamos a iniciar ]a exposicién con la definicién de "conjunto'. Tal
intento resulta siempre fallido, pues suele decirse que el conjunto es
una coleccidén de elementos y que el elemento es un miembro del con-
junto, En esta forma se desplaza el problema sin resolverse. Es
exactamente lo que ocurre en la geometria elemental con las ideas de
punto y recta. "Punto'", dice el manual, es el lugar de interseccién
de dos rectas no paralelas; "Recta", por otro lado, es una sucesion
indefinida de puntos en la misma direccién, Podemos conocer un con-:
junto, sabiendo qué cosas se puede hacer con él. Nos interesan las
propiedades, y €stas no caben en dos renglones, a manera de defini -
cién, Mantengamos, mientras tanto, la idea intuitiva de conjunto,
veamos qué caminos nos ahre por un lado y cuales nos cierra por el
otro. Asi, iremos criticando la idea corriente, siempre que la expo-
sicién lo exija.

Para iniciar la construccién de la teoria de Conjuntos se establecerdn
los signos de dicha teoria, a saber: '

a) Las letras. Ellas son las mayisculas y mindsculas del alfabeto.
b) Los signos relacionales. Se utilizarin los signos:€ ,=
c) Los signos 1égicos. Ellos son: ”o, o'., 4)3

Estos signos adquieren significado a través del desarrollo de la teoria
aungue como se vefrd, varios de ellos nos son farniliares.

Sabemos bien que las palabras del lenguaje corriente son agrupaciones
de letras; en la teoria de Conjuntos se tendrian agrupaciones de los sig-
nos mencionados, agrupaciones que si han sido construidas correcta -




mente, serin llamadas relaciones de la teoria, y atin mds, la teoria
de Conjuntos podria decir cuando estas relaciones son ciertas y cuan-
do son falsas. Las letras van a representar los objetos de la teoria y
las relaciones representardn las afirmacicnes que pueden hacerse so-
bre los objetos, entendierdo por objeto los conjuntos sobre les que la
Matemadtica trabaja.

Las relaciones de la teoria de Conjuntos se contruyen a partir de una
"relacién primitiva', llamada relacién de Pertenencia.

La Relacién de Pertenencia: Estd relacién se construye con el signo
€ y dos letras, de la siguiente manera: '"x € A", y se lee '"x perte-

nece al conjunto A", 6, "x es un elemento de A", 6 mds simplemente
llx es un AH. v .

La letra mimiscula de la izquierda denota "elemento" y la maydscula
de la derecha designa "Conjunto'. EI signo € es un signo relacional
que liga las dos letras, ademds € es la letra "epsilon' del alfabeto

griego con la cual se simboliza universalmente la pertenencia.

Ahora bien, a pesar de la distincién que se hace entre elemento y con-
junto, se encontrard con alguna frecuencia objetos . que funcionan
como elementos en una relacién y como conjuntos en otra. Asi, un
plano puede considerarse como conjunto de rectas, pero una de estas,
a su vez, puede expresarse como conjunto de puntos.

Se ilustra la relacidén de pertenencia con el ejemplo siguiente:
Corrientemente se hacen afirmaciones come ésta: "21 cs un mdltiplo
de 7". Es decir se afirma que el objeto representado con el simbolo
21 es un elemento del conjunto formado por todos los objetos (niimercs)
que cumplen la propiedad de ser multiplos de7; si dicho conjunto se re-
presenta con la letra M, entonces se tiene que la relacién 21 € M, es
una relacién cierta. En cambio la relacién 22 € M es una relacién

falsa.

‘

Construccién de Relaciones: -
A partir de la relacion de perienencia y mediante el uso de los signps
légicos se construirdn las siguientes relaciones:

i) Dada la relacién "x € A", se conetruye una relacidén nueva y di-

ferente, anteponiendo a aquella el signo no. A esta nueva relacién
se llama La negacién de x € A. Es decir, la negaciénde x € A, es
no (x € A) que en adelante se escribird asi: "x ¢. A" y se leerd "x
no es un elemento de A" & "x no es un A", .




Es claro que si x € A es una relacidn cierta, x % A es una relacién
falsa y viceversa,
Nota: No(x ¢ A) es x € A,

ii) Dadas las relaciones x € A, x € B. Se construye, mediante el

uso del simbolo & (la o del lenguaje familiar), una nueva relacién
‘asfi""x € A 6 x€ B" que se lee "x es un A o x es un B" y se llama
la disyuncién de x€ A y x&€ B.

La disyuncién de dos relaciones es cierta cuando por lo menos una de
las relaciones que la conforman es cierta y es falsa cuando cada una
de las relaciones que la conforman es falsa.
Nota: a) La relacién x € A 6 x é A siempre es cierta.

b) ¢Cudl es la negaciénde x € A 6 x€ B?

iii) Dadas dos relaciones x € A, x € B. Mediante el uso del signo
A (en el lenguaje familiar es la '"'y" y el signo A se usa por razo-

nes prdcticas), se construye una nueva relacién asi: "x € A A x € B"

que se lee '"x es un A y x es un B" y se llama la conjuncién de x € A

yx€ B.

La conjuncién de dos relaciones (x € A A x € B) es cierta cuando las
dos relaciones son ciertas y es falsa cuando por lo menos una de las
dos relaciones egs falsa.
Nota: a) La relacién x € A A x ¢ A siempre es falsa,

b) ¢Cudl es la negacidnde x € A A X € B?

iv} En la Geometiria se ha demostrado el siguiente teorema:

Si ot , p 7" son dngulos interiores de un tridngulo P, entonces
K+ B +% = 180° Es decir, que paraque ol +/3 + 77 = 180° e
condicién suficiente que &L , /B3, Y sean dngulos interiores de un tridn-
gulo, decimos suficiente y no necesario ya que ¢& , 3, ) pueden su-
mar 180° sin que ¢f , ﬁ 7? sean los dngulos interiores de un tridn-

guloP ie

Si llamamos H la proposicién: & , 8, I’ son los dngulos interiores
‘de un trifngulo P y llamamos T la proposicién: & + @ + ¥ = 1800,
Se tiene que la relacién enunciada se puede escribir asi "Si H enton-
ces T", de la cual'se ha dicho que es un teorema & que es una relacién
cierta.

A la proposicién H se le llama hipdtesis y a la proposicién T se le lla-
ma tesis. Con esta designacidn se puede afirmar que si la Hipdtesis
es cierta y la Tesis es cierta, la relacién "'si H entonces T" es cierta.

Ahora bien, dadas x € A y x € B se construye una nueva relacién
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asi: "Si x € A entonces x € B". La relacién asi escrita se llama
relacién de implicacién entre x € A y x € B y se simboliza

"x € A => x € B", ademds se lee "Si x € A entonces x € B"
6 "x € A implica x € B" 6 "x € A es condicién suficiente para
x € B", Esta relacidén es cierta cuando x € A es cierta y cuando
x € B es cierta.

La relacidén de implicacién es, como iendremos oportunidad de cons
tatarlo, elemento fundamental de la demostracién er Matemadticas.

Puede preguntarse aln, jla relacién de implicacién es cierta en el
caso de que las relaciones que la integran sean falsas? O también,
¢la relacién de implicacién es cierta cuando la Hipétesis es falsa? Y
mds aun, ;la relacién de implicacién es falsa cuando la Hipétesis es
cierta y la Tesis es falsa?

Desde un punto de vista intuitivo es dificil decidir sobre esta cuestién.
Sin embargo, se ha optado por hacer la siguiente definicién de la rela-
cién de implicacién para responder a estas preguntas.

Sean R, S dos relaciones cualquiera, a la relacién no R 6 5 se le es-
cribe R ===)5 y se le llama relacién de implicacidn entre RyS. Y
se lee: "R implica S" & "Si R entonces S'".

La relacién R== S es cierta cuando:

a) R es fdalsa
b) S es cierta
c) R es falsa y S cierta

La relacién R => S es falsa cuando R es cierta y S falsa.
Nota: jCudl es la negaciénde x € A =) x€ B?

v) En la teoria de los nimeros se ha demostrado que:

X es par ==3x + 1 es impar (x es un nimero entero) es una rela-
cién cierta, ademds se ticne que x + 1 es impar —=%$ x es par es tam-
bién una relacién cierta. Luego se afirma que: ''x es par, es equiva-
lente a, x + 1 es impar" 6 que "x es par siy solo si x+ 1 es impar"
6 '"x es par es condicién suficiente y necesaria para x + 1 es impar".

Ahora, dadas x € A, x € B, se construyé la siguiente relacién:

"x € A es equivalente a x € B'. A esta relacién se le denomina re-
lacién de equivalencia légica entre x € A y x € B que se simboliza
asi: "x € A &3 x € B" y se lee "x es ua A es equivalente a x € B"
6 "xesun A siysolosixesunB" § "xesun A, es condicién sufi-
ciente y necesaria para x es un B",




Para saber cuandc una relacién de equivalencia 1égica es cierta y cuan-
do es falsa se define esta relacién, como podria sospecharse en térmi-
- nos de relaciones antes definidas, de la siguiente manera:

Sean R, S relaciones. A la relacién R==S A S =R se le lla-
ma relacién de equivalencia 16gica y se le denota R &3S leyéndose-
le "R es equivalente a 8", 3

La relacién Ré&===)§ es cierta cuando:

a) R es cierta y S es cierta
b) R es falsa y S falsa

La relacion Ré&=> S es falsa cuando una de las rela.cmnes que la
componen eg cierta y la otra es falsa.
Nota: ;Cudl es la negaciénde x € A &>»x e B ?

vi) Existen cierto tipo de relaciones que no estdn determinadas, des-
de el punto de vista de su verdad o falsedad. Sea por eJemplo la

siguiente relacién en los nimeros enteros:

"'y » 5'" tal proposicién es verfladera o falsa dependiendo del valor o

los valores particulares que tome y , asi:

Siy=9, "9) 5" escierta
S5i y =<5, -5) 5 es falso

Esta indeterminacién se borra anteponiéndole a2 la proposicién y » 5
las particulas:”

existe algin y entero tal que ....
Ypara todo y entero .... . '

Se forman las siguientes relaciones:

"existe algin y entero,tal que’ y. > 5"
Ypara todo y entero, y » 5"

El lector puede definir clara.mente el término de verdad de cada una
de las proposiciones. :

lL.as dos particulas mencmnadas se llaman cuantificadores y los signos
que las denotan son: :

‘1 3 " para "existe algdn" .
" Y " para 'para todo" que significa lo mismo que "para cualquier''.




El sentido de los cuantificadores, al igual que el de la implicacidn se
ird aprehendiendo a medida que avanza la exposicidn.
embargo, traer un ejemplo: En la geometria analitica se estudian las
Consideremos un circulo del tipo

x2 4 yz = ;.2 donde y es un valor determinado, y la recta y = ax + b. .
Representemos grdficamente las dos situaciones: ;

relaciones entre figuras planas.

i) Que la recta sea secante del
circulo, En tal caso podemos
afirmar vdlidamente:

"Existe algin punto de la recta
y = ax + b que pertenece al
circulo x% + y2 = r2

ii) Que la recta sea tangente al
circulo. Afirmameces entonces:
Existe algin punto de la »ecta
y = ax + b que pertenece al
circulo x% + y2 = r2. Enuna
forma mds adecuada diremos:
"Existe un Gnico punto de la
recta y = ax + b que pertene-

ce al circulo x2 4 yz = ypl

expresiones:
xz-l-yz < rl y xZ-I-Yz( (%)Z

Podemos entonces escribir: "Para to-
do punto (x, y) del plano tal que

x% + y2 € (r/2)% se cumple que

x2 4 yz s r%, No cabe duda de la
verdad de esta proposicidn. - Intente
el lector identificar en la proposi-
cién una implicacion.
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No sobra, sin

A

1.
>(Tj=0r.+\: l

tep

"Y-ax +

.S

Es claro que tanto en este caso como er el anterior habriamos forma-
do proposiciones falsas de haber usado el cuantificador "para todo.
La utilizacién de éste es vilida en el caso siguiente:
los puntos interiores de los dos circulos x2 + yz = r2 y x% + yz = (%)
Tales puntos interiores quedan expresados mediante las siguientes

-

i
~

Consideremos ’ 2

_
S

M s e oy
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Queda por describir un dltimo caso: aquel representado graficamente
-
asi:

¢ Cuédntos puntos de la recta perte- AY/
>
X

necen al circulo? Ninguno' Esta J=aox +b
idea queda correctamente expresa- ,)/ '
da asi: "No existe algin punto de

la recta y = ax + b que pertenezca

al circulo x% 4 y% = r2,

La idea de '"mingun(o)" se expresa

pues mediante la negacién de

"Existe algin'. Convenimos in-
tuitivamente en tal equivalencia.

Las relaciones de la teoria de conjuntos son pues de las formas ante-
riormente expuestas. Eventualmente y para ejemplificar, utilizatre -

mos (ya lo hemos hecho) relaciones que incluyen términos atin no de-
finidos, como la suma de entercs, las llamadas ecuaciones, etc.; tal

situacién es inevitable en una exposicién como la presente.

Contencién.

Definicién., Consideremos ahora una relacién interesante que surge

utilizando cuestiones ya vistas., Se trata de la relacién "Para todo x,
gi X € A entonces x € B'", 8Siesta relacidén es cierta, decimos que

"A es sﬁbconjunto de B" o que "A estd incluido en B" y escribiremos
"AC B" .

A € B es el nombre que le damios a la relacién "para todo x, si

x € A entonces x € B'". La introduccién del simbolo ahorra escri-
tura. Tal es el sentido fundamental de la definicién en Matematicas.
De aqui en adelante, pues, entenderemos como relaciones equivalen-
tes las dos expresiones antes enunciadas., Graéficamente se represen-
ta la contencién entre dos conjuntos A y B asi:

En este caso, A C B es cierto.

Como ejemplo de contencién considere-
mos la relacién construida atrds entre

los conjuntos de puntos interiores o los
circulos con que ilustramos el cuantifi-
cador "para todo".

£




Observaciones.

1) ¢Qué es necesario demostrar para saber que dados dos conjuntos
AyB, AC B es cierto?

Que cualquier elemento que se tome de A pertenece necesariamente a

B. Subrayamos la palabra '"cualquier' pues no serd correcto tomar

un elemento determinado de A y probar que pertenece a B. Lo dicho

se ilustra grdficamente asi:
En este caso A C B es falso; sin
embargo, algunos elementos de A
pertenecen a B,en partmular el

. elemento a. . :

Es por eso por lo que para demostrar A € B es cierto, tomaremos
un elemento indeterminado de A, que representaremos usualmente con
una de las ultimas letras del alfabeto, x, y, etc., Y se prueba que_
pertenece a B.
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2) ;Cémo probamos que A € B es falso? De acuerdo a la defini-
cién de la contencién, basta mostrar que existe algin elemento de
A que no pertenece a B, -

' Propiedades de la Contencién.
Demostraremos dos propiedades de la contencién de conjuntos:

1. Si A es un conjunto entonces A C A,
Demostracidén: Probar que A C A es, segin la observacién an -
terior, demostrar que cualquiera que sea x, si x € A entonces
x € A. Es decir, teniendo como hipétesis que x € A debemos
concluir que x € A (tesis). La tesis la estamos afirmando en la
hipétesis, por lo tanto es verdadera. Luego, cualquiera que sea
A, AC A,

> DL

2, Si A, B, D son conjuntos y si se cumple que A C B y BCD
f entonces AC D :

Demostracién: Sea x un elemento cualquiera de A, entonces

x € B, puesto que A € B por hipétesis. Pero ademds, si

x € B entonces x € D, puesto que B € D por hipétesis. Pode-
mos pues concluir que si x € A entonces x € D y como x es un
elemento cualquiera, decimos que 'para todox, si x € A enton-
ces x € D" o lo que es lo mismo. (equivalente), A < D.

—
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Esta dltima demostracién la podemos representar graficamente me-
diante los llamados 'Diagramas de Venn" asi:

Aunque grdficamente .''se ve" que si

AC BABC D entonces A C D, no
constituye una demostracién presen-
tar simplemente el grédfico. EI dia-

grama es un auxiliar, en algunos ca-
sos valioso, para efectuar una demos-
tracién; pero en ningin caso la susti-

tuye. Ya veremos posteriormente co-
mo existen relaciones que no son sus-
ceptibles de representar graficamente.

Igualdad de Conjuntos.

Definicién. Otra relacién fundamental de la teoria de conjuntos es la
igualdad. Se define asi: "Si A, B son conjuntos y se cumple que

A CB AB C A entonces se dice que A es iguala B y se escribe
"A = B".

Si la relacién: no(A = B) es cierta, se escribe A # B,

Observaciones,

1) 8i A y B son conjunto, para probar que A = B basta entonces
probar los dos hechos siguientes:

i) ACB y

ii) B C A. Sk

El estilo de trabajo serd en este caso tomar un elemento cualquiera x

(no determinado) del conjunto A, (x € A) y mostrar que necesaria -

mente ese elemento estd en el conjunto B (x € B), con lo cual queda

hecha la primera parte de la demostracién. La segunda parte de la

demostracién es el proceso inverso, 6 sea, tomar un elemento arbi-

trario del conjunto B y mostrar que necesariamente d1cho elemento

estd en el conjunto A,

2) 3Qué se debe probar para concluir que A # B ?
Bastard entonces para esta prueba mostrar un elemento de uno
de los conjuntos que no pertenezca al otro conjunto.

—




