Analisis realizado por JESUS HOSMANDER HIDALGO RENGIFO

CARACTERIZACION LIBRO Il LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES
(ALGEBRA GEOMETRICA)

1. DEFINICIONES
1.1. Definicién 1.

De todo paralelogramo rectangular se dice que estd comprendido por las dos rectas que
comprenden el angulo recto.
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A "
b & H N ¢

En toda area de paralelogramo se Ilama gnomon a uno cualquiera de los paralelogramos situados
en torno a su diagonal junto con los dos complementos.

1.2. Definicioén 2.
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2. PROPOSICIONES LIBRO Il
2.1. Proposicion 1.
Si hay dos rectas y una de ellas se corta en un niamero cualquiera de segmentos, el rectangulo

comprendido por las dos rectas es igual a los rectangulos comprendidos por la recta no cortada y
cada uno de los segmentos
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2.1.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicién 1.

Para resolver la ecuacion (c+d +e)x =b?, mediante la aplicacion de la proposicion 1, equivale a
lo siguiente: sobre la recta BC, se determina un segmento BC = (c +d +e), se construye el
rectangulo BCHG de area (c+d +e)x. Que es igual al area de un cuadrado de lado b , es
decir: (c+d +e)x =b?.

Completando ahora la figura con los rectangulos BDKG de &rea cx , DELK de area dx ,y
con ECHL de area ex , se deduce; que del uso de la proposicién uno, el rectangulo BCHG de
area (c+d +e)x es igual a los rectdngulos BDKG de area cx, DELK de area dx ,y ECHL de
area ex.

En nuestra notacion se tiene:

(c+d +e)x=cx+dx+ex
b? = cx +dx +ex
(c+d+e)x=b
b2
X=—"
c+d+e

Que permite solucionar la ecuacion: (c+d +e)x =b? .
Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion (2+3+4)-x =27, se realiza el siguiente procedimiento utilizando
la proposicién 1:

Dibujese un rectangulo de area 27,
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Y que un lado del rectangulo sea igual a x y el otro lado (2+3+4), asi:

2 3 4
e ——————————

Luego, se construye el area correspondiente a cada area de acuerdo al segmento, asi:
2

X 2%

Como el “todo es igual a la suma de sus partes” se tiene:

(2+3+4)-x=27

(2+3+4)- x=2-x+3-X+4-X
271 =2-X+3-X+4-X

3=X

2.2. Proposicién 2.

Si se corta al azar una linea recta, el rectangulo comprendido por la recta entera y cada uno de los
segmentos, es igual al cuadrado de la recta entera.

A C’
Vi

o F £

2.2.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacién de la proposicion 2.

Para resolver la ecuacion a-x+b-x=Db? laaplicacion de la proposicion 2, equivale a lo
siguiente: sobre la recta AB se determina un segmento AB = X, y Se construye por una parte un
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rectangulo ADFC de area a-x y de otra el rectangulo CFEB de area b-x, se obtiene un nuevo
cuadrado ADEB de area a-x+b-x, que es igual al area de un cuadrado de lado b .

Se deduce del uso de la proporcion 2 que los rectangulos ADFC mas CFEB es igual al cuadrado
ADEB, de area x>.

En nuestra notacion se tiene:
a-Xx+b-x=x?

b2:X2
X==b

Que permite solucionar la ecuacion a-x+b-x=d? .
Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion 5-x+3- x =64, se realiza el siguiente procedimiento, utilizando la
proposicion 2.

Se construye un rectangulo de area 64, donde se podria utilizar 8x8, 16x4, 32x2, como lados; asi:

16
+ | e

Se prolonga el lado 4, con los segmentos de longitud 5y 3; asi:
16

4
5|
3|

En el &lgebra de Euclides significa la construccion de la figura al trazar la diagonal, que:

La solucion de la ecuacion es el segmento x =8.



Analisis realizado por JESUS HOSMANDER HIDALGO RENGIFO

2.2.2. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 2.

Para resolver la ecuacion a-x = b?, la aplicacion de la proposicion 2 equivale a lo siguiente:
sobre larecta AB se determina un segmento AB = X, y Se construye por una parte el rectangulo

ADFC de area a- x, que es igual al area de un cuadrado de lado b, es decir a-x =b?.

Completando la figura con otro rectangulo CFEB de area (x—a)- X, se deduce de la proposicion
2, que los rectangulos ADFC de area a-x y CFEB de area (x—a)-x, es igual al cuadrado

ADEBde éarea x°.

En nuestra notacion se tiene:
a-x+(x-a) x=x?
b? +(x-a) x = x?
b?+x?—a-x=Xx?
a-x=b’

bZ
T a

X

Que permite solucionar la ecuacion a-x=d?.
Ejemplo:
Para solucionar la ecuacion 6-x = 24, se realiza el siguiente procedimiento.

Se construye un rectangulo de area 24, donde podria utilizarse 8x3, 6x4, 24x1, ... como lados se

tengan, asi:
A

Se agrega un segmento de longitud 6 en cualquier lado, asi:
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En el &lgebra de Euclides significa la construccion de la figura de la derecha al trazar la diagonal,
que:

Q
La solucion de la ecuacion es el segmento PQ = 4.

2.3. Proposicién 3.

Si se corta al azar una linea recta, el rectangulo comprendido por la recta entera y cada uno de los
segmentos, es igual al rectangulo comprendido por los segmentos y el cuadrado del segmento
primero.

A C

F E

D

2.3.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicién 3.

Para resolver la ecuacion a-x+x* =b?, la aplicacion de la proposicion 3 equivale a lo
siguiente, sobre la recta AB, se construye un rectangulo AFDC de area a- x, y de otra parte se

construye un cuadrado CDEB de lado x, se obtiene a- x + x*, que es igual al area de cuadrado
delado b.

Para encontrar el valor de x, se divide el rectangulo de area a- x en dos rectangulos iguales de

areas (gj - X, ubicandolos de manera adyacente a x°; completando la figura con otro cuadrado
de lado (gj se deduce el valor de x.

Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion 4-x + x* =192 , se realiza el siguiente procedimiento utilizando la
proposicion 3:
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Constriyase un rectangulo de area 4-x y un cuadrado de area x°.

Dividase el rectangulo 4-x, en dos partes de area 2-x y ubiquese de manera adyacente, asi:
2

Para encontrar el valor de x, se agrega un cuadrado de lado 2.

2

De esta manera el area total del cuadrado es 192 +4 =196 . Y la longitud del lado esta dada por:
X+2=14;es decir: x=12.

2.4. Proposicion 4.

Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la recta entera es igual a los cuadrados de los
segmentos y dos veces el rectangulo comprendido por los segmentos.

A C’
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2.4.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 4.

Para resolver la ecuacion (x + a)2 =b?, la aplicacion de la proposicion 4 equivale a lo siguiente:
sobre la recta ABse determina un segmento AB = (x + a), y se construye un cuadrado ADEB

de lado (x +a), que es igual al area de un cuadrado de lado b . Es decir (x+a)* =b?.

Completando la figura con otro cuadrado de lado x, HDFG y con los rectdngulos de area a- x
, AHGC y GFEK ademas del cuadrado de lado a, CGKB , se deduce del uso de la proposicion

4, que el cuadrado ADEB de area (x + a)z, es equivalente a la suma del cuadrado de lado x,

HDFG vy los rectangulos de area a-x; AHGC y GFEK afiadido con el cuadrado de lado a,
CGKB.

En nuestra notacion se tiene:
(x+af =x*+2-a-x+a’
b?=x*+2-a-x+b?
b? =(x+a)
x=b-a

Que permite solucionar la ecuacion dada (x +a)* =b? .
Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion (x+2)” =64, se realiza el siguiente procedimiento utilizando la
proposicion 4

Para solucionar la ecuacion aplicando la proposicion 4 se construye un segmento x, y otro
segmento a=2. Asi:

(x+2)

Construyase un cuadrado de lado (x+ 2) que es igual al area de un cuadrado de lado b que en
este caso es b® = 64. (x+2)=b

2
{(x + 2} 64




Analisis realizado por JESUS HOSMANDER HIDALGO RENGIFO

Completando la proposicion se tiene, que b* es igual a un cuadrado de lado x, mas dos
rectangulos de area a- x =2- x, afiadidos a un cuadrado de lado a = 2, asi:

X 2

2x X

H 2

2 2 2
64 = b =x +2-(2-x) + 2

2x

De esta manera el cuadrado de lado b es:

Por consiguiente:
64 =b* = x> +2-(2-x)+2°
64 = x> +2-(2-x)+2°

64 = (x+2)°
8-2=x
6 =X

2.4.2. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposiciéon 4.

Para resolver la ecuacion de segundo grado x* +a-x =b?. La aplicacion de la proposicion 4
equivale a lo siguiente: sobre la recta AC se determina un segmento AC = X ; y se construye,

por una parte un rectangulo de area x- (%) AHGC vy el cuadrado de lado x, HDFG, ademas

de otra parte un segmento CB =a; luego AB= (x + a) y se construye el rectangulo de area
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GFEK , se obtiene x* +2-x- (gj que es igual al area de un cuadrado de lado b . Es decir:
x> +a-x=Db’
Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado a, CGKB , se deduce del uso de la

2
proposicion 4 que el cuadrado ADEB de area (x + %J que es igual a la suma del cuadrado de

lado x, HDFG maés los rectdngulos, AHGC y GFEK de érea x(gj; afiadidos al cuadrado
de lado a, CGKB.

En nuestra notacion se tiene:

“ex (G 3)

(5] 5

Que permite solucionar la ecuacion dada x*+a-x=b’.
Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion x* +12 - x = 364 ; se realiza el siguiente procedimiento utilizando la
proposicion 4.

Para la ecuacion, se dibuja un cuadrado de lado x y un rectangulo de area 12 - x, se obtiene un
rectangulo de lado (x+12) y area 364 unidades, de la siguiente manera:

—12

x2 12x
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Siguiendo el recorrido de la proposicion, se divide el rectangulo de area 12 - x, en dos
rectangulos de area 6-x, asi: L6

o
-
]

Complétese el cuadrado agregando un cuadrado de lado 6;
6

F e

Luego, el area total del cuadrado es: 364 +36 =400 Y la longitud del lado esta dada por
X+6=20

Por lo tanto: x=14
2.5. Proposicion 5.
Si se corta una linea recta en segmentos iguales y desiguales, el rectangulo comprendido por los

segmentos desiguales de la recta entera junto con el cuadrado de la recta que esta entre los
puntos de seccion, es igual al cuadrado de la mitad.

A

F

2.5.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 5.

De igual manera, para resolver la ecuacion de segundo grado a-x—x* =b?, la aplicacion de la
proposicion anterior equivale a lo siguiente: sobre la linea recta AB, se determina un segmento
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AB = a y se construye un rectangulo AKMB de area a- x . Fijando en este un cuadrado de lado
x, DHMB, se obtiene un nuevo rectangulo AKHD de area a-x— x*, que es igual al area de un
cuadrado de lado b. es decir a-x—x* =b?.

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado (%) CEFB , se deduce, del uso de la

2
Proposicion 5 que el cuadrado CEFB de area [%) excede del rectingulo AKHD de area

a-x—x?,enel cuadrado LEGH de lado (%j —X.

En nuestra notacion se tiene:

Que permite solucionar la ecuacion dada a-x—x* =b?.
Ejemplo:

Para solucionar la ecuacion 20 - x — x* = 84 : se realiza el siguiente procedimiento utilizando la
proposicion 5.

A manera de ejemplo en que consiste el método: 20

Dibujese el rectangulo de area 20 - x.
20x X
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Fijese en éste un cuadrado de lado x, se obtiene el rectangulo de &rea 20 - x — x*

(20x- x*)=84=b? x?

Trécese un segmento que divida en dos partes iguales al rectangulo de area 20 - x; es decir la
mediatriz, se obtiene dos segmentos de 10 unidades.

10 10

Se construye el cuadrado de lado 10 unidades, que esta compuesto por dos rectangulos de igual
area (10— x)-x y dos cuadrados, uno de area x* y el otro de area (10 — x)°, asf:

{10-x)x

. (10-x)%

Stmese el 4rea del cuadrado (10 — x)° con 84; que es el area del rectangulo b?, se obtiene el 4rea
del cuadrado de lado 10.
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280-x — x ) + {18 - =) = 1@

|

Lo cual equivale a: 84 + (10 — x)* =100

Donde: (10-x)* =16

. 10-x=4
En consecuencia;
X=6

Por consiguiente:

20-x—x* =84

(20 x—x?)+ (10— x)* =102
84 + (10 — x)* =100

(10— x)* =16

10-x=4

X=6

2.5.2. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 5.

Para resolver ecuaciones de la forma x* +c¢ = a- x, utilizando la proposicién 5; A manera de
ejemplo, se explicara en que consiste el método.

Ejemplo:
Resolver la ecuacion x* +48 =16 - x, utilizando la proposicion 5 se tiene:

Dibujese un cuadrado de lado x y un rectangulo de area 48 unidades cuadradas, de tal manera
que uno de los lados sea x, como se observa en la figura:

El rectangulo compuesto por x* + 48 tiene como area 16 - x, como se ve en la ecuacion original;
por lo tanto, el otro lado del rectangulo tiene como longitud 16 unidades:
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Trécese un segmento que divida en dos partes iguales al rectangulo de area 16 - x ; es decir, la
mediatriz del segmento cuya longitud es 16 unidades. Se obtienen dos casos, que x sea mas
pequefio o igual a 8 (la mitad del segmento de 16 unidades) o que x sea mayor que 8.

En el primer caso, para encontrar el valor de x, se completa un cuadrado de lado 8 que incluya al
cuadrado de lado x, asi:

a (8-x)°

3

Este cuadrado estd compuesto por dos rectangulos de igual &rea a y por dos cuadrados, uno de
area x’ y el otro de area (8— x)°, al sumar las &reas de este Gltimo con 48 que es el area del
rectangulo c, se obtiene el &rea del cuadrado de lado 8, de tal manera que:

x*+a=48-a
(x2+a)+a:48
(8—x)* +48 =87
X=4

2.6. Proposicion 6.
Si se divide en dos partes iguales una linea recta y se le afiade, en linea recta, otra recta; el

rectangulo comprendido por la recta entera con la recta afiadida y la recta afiadida junto con el
cuadrado de la mitad es igual al cuadrado de la recta compuesta por la mitad y la recta afadida.

o B
A / 0
] ()
K AT it
F
E & F

2.6.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 6.

Es decir que, para resolver la ecuacion de segundo grado ax+ x> =b?, la aplicacion de la
proposicion anterior equivale a lo siguiente: sobre la linea recta AB, se determina un segmento
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AB = a y se construye, por una parte, rectangulo AKHB de area a-x, y de otra, por la
prolongacion del segmento AB el rectangulo AKMD de area a- x + x*, que exceda al
rectangulo anterior en un cuadrado de area x°, y que es igual al area de un cuadrado de lado b,

es decir, ax+ x* =b?. Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado (%} LEGH vy

con el rectangulo de la dos x y (%j HGFM .

En nuestra notacion se tiene:

(3 -G
ax+ X’ +|=| =| =—+x
2 2

Que permite solucionar la ecuacion ax+ x* =b”.
Ejemplo:
Para solucionar la ecuacion 18- x + x* = 63, se realiza el siguiente procedimiento:

Dibujese, un rectangulo de area 18- x,

18

18x% X

De otra parte, se agrega el cuadrado de lado x;

18

X 18x X
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Se obtiene 18- x + x* =63,

Complétese la figura con un cuadrado de lado 9; y con el rectangulo de &rea9- x;
18

X 18x X

9x

{O+x)
Se obtiene la ecuacion 18- x + x* +9? = (9+ x)*; que equivale a la ecuacion: 63+81=(9+x)’.

Donde:

144 = (9+x)°
12=9+x
3=X

2.7. Proposicion 7.

Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la recta entera y el de uno de los segmentos
tomados conjuntamente son iguales a dos veces el rectangulo comprendido por la recta entera y
el segmento conocido mas el cuadrado del segmento restante.

A C

B

i

D M

2.7.1. Ecuaciones que se pueden resolver mediante la aplicacion de la proposicion 7.

Para resolver ecuaciones de segundo grado x> +a-x =b?, la aplicacion de la proposicion 7

. - . a
equivale a lo siguiente; sobre la recta AB se determina un segmento AB = [x + Ej Yy se



Analisis realizado por JESUS HOSMANDER HIDALGO RENGIFO

construye, por una parte de la recta, el cuadrado BFGC de lado x, y el rectingulo HENG de

area x(%), y de otra, por el segmento CA=(%] , el rectingulo CGHA de area x(%) se

obtiene x* +2- x-@j que es igual al area de un cuadrado de lado b . Es decir: x* +a-x=hb?.

Completando ahora la figura con dos cuadrados de lado (%} , GNDH ; se deduce del uso de la

proposicion 7 que los rectangulos CNDA y FEDH de areas (x +gj -Xx mas el cuadrado BFGC

2
de lado x, es igual al cuadrado BEDA de area (x+%) , afiadido a GNDH de lado (%]

En nuestra notacion se tiene:

w2 (2o (2] (2] 4[]

Que resuelve la ecuacion x* +a-x=b”.
Ejemplo:

Para resolver la ecuacion x* +14 - x =51, se realiza el siguiente procedimiento utilizando la
proposicion 7.

Dibujese un cuadrado de lado x, y un rectangulo de area 14 - x.
14

x‘ le 14x

Se obtiene x? +14-x =51
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Se cambia la figura por otra equivalente en area, de esta manera, se divide el rectangulo de area
14 - x en dos rectangulos de area 7- x, y se los ubica adyacentemente, asi:

x + 14-x = 51

Complétese la figura con dos cuadrados de lado 7,

Es decir: 51+2-49 = (x +7)* +49.
“Si se resta cantidades iguales de otras iguales, los residuos seran iguales”

De esta manera: 100 = (x +7)
10 =x+7
3=X



