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Resumen

Una causa de estado de fuera de control en la primera etapa de imple-
mentacién de un sistema de control estadistico multivariado, usando la carta
T? de Hotelling con n observaciones histéricas individuales, consiste en la
presencia de & outliers multivariados ubicados arbitrariamente en dicho con-
junto de datos. La carta 7 basada en los estimadores insesgados usuales
del vector de medias y de la matriz de varianzas covarianzas carece de ro-
bustez ante la presencia de este tipo de observaciones. En este trabajo se
pretende utilizar procedimientos desarrollados en deteccién de outliers mul-
tivariados y estimacidn robusta con el fin de subsanar esta deficiencia de la
carta T?. El procedimiento propuesto consiste en el uso de estimaciones ro-
bustas del vector de medias y de la matriz de varianzas covarianzas en la
construccién del estadistico T2. Se prueba con estimadores MVE (Elipsoide
de Minimo Volumen), estimadores S biponderados y estimadores Stahel -
Donoho y mediante simulacién se comparan estos procedimientos frente a
diversos niveles de contaminacién con outliers provenientes de tres modelos
contaminantes (Contaminacién desviando la media, contaminacién simétrica
y contaminacién cruzada); el desempefio es establecido con base en cuatro
medidas obtenidas como promedio de las simulaciones y para la compara-
cién se recurre a graficos de las curvas de respuesta de cada medida, en cada
nivel y modelo de cotaminacién. Los resultados sefialan que los procedimien- .
tos basados en estimadores S y MVE son consistentemente los mejores para
la deteccién de outliers provenientes de perturbaciones en el vector de me-
dias y/o la matriz de varianzas covarianzas, y en particular el procedimiento
basado en estimadores S resulta ser el mejor.
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INTRODUCCION

Una de las situaciones de “fuera de control” en un proceso multivariado con-
siste de la presencia de N ouliers dispersos aleatoriamente entre el conjunto
de n observaciones empleadas en la primera etapa de implementacién de
un sistema de control de calidad multivariado. La herramienta de control
usualmente utilizada, conocida como carta T2, carece de robustez frente a
la presencia de outliers multivariados (Sullivan y Woodall (1996), Vargas
(2000)). Si bien a nivel univariado existen soluciones que robustifican las
correspondientes cartas, su generalizacién al caso multivariado no resulta de
ningin modo directa.

En este trabajo especificamente se pretende utilizar procedimientos previos
desarrollados en el campo de deteccién de outliers multivariados y estimacién
robusta, con el fin de robustificar la carta 7%. Con este fin se recurre a la
ilustracién empirica via simulacién, utilizando como metodologia bésica la
sustitucién de la etimacién del vector de medias y de la matriz de varianzas
covarianzas usuales, por estimadores robustos (Vargas (2000)), y la medicién
del efecto de tales sustituciones sobre la carta, en cuanto a la deteccién y
generacién de sefiales.

Se espera aportar al campo, definiendo un procedimiento de construccién
de la carta T? para la primera etapa en la implementacién del sistema de
control, que constituya una buena solucién al problema de carencia de ro-
bustez antes citado, y que a la vez sirva a los propdsitos de deteccién de
condiciones de fuera de control en esta etapa.

En el capftulo 1 se presenta més ampliamente el problema de robustez en el
Ambito del control multivariado, con el fin de senalar la importancia y las
razones por las cuales las investigaciones en este sentido resultan pertinentes.



En el capftulo 2 se revisan algunos conceptos bésicos en el campo de de-
teccién de outliers y estimacién robusta y se definen los procedimientos de
estimacién sobre los cudles se centra el presente trabajo para la robusti-
ficacién de la carta T2, que bésicamente son: Estimadores S, estimadores
MVE y estimadores Stahel - Donoho.

En el capitulo 3 se exponen los escenarios de simulacién considerados, los
que bédsicamente se resumen en tres tipos de contaminacién: Desviacién de
la media (contaminacién con desviacién de la media), inflacién de la matriz
de varianzas covarianzas (Contaminacién simétrica), y aplicacién conjunta de
una desviacién en la media e inflacién de la matriz de varianzas covarianzas
(contaminacién cruzada); asi mismo se presentan los algoritmos especificos
con los cuales se obtienen las estimaciones robustas, las medidas utilizadas
para comparar los efectos sobre la carta T2 obtenida con los procedimientos
robustos considerados, y el esquema general seguido en las simulaciones.

En el capitulo 4 se hace una evaluacién de los diferentes procedimientos
empleados para la construccién de la carta T2, con cada una de las medidas
de comparacion, y en cada uno de los escenarios simulados, mediante com-
paraciones graficas, con las que se determina cual o cuales procedimientos
robustos conducen a los mejores resultados respecto al objetivo perseguido.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones y recomendacioes y las ventajas
y desventajas de los métodos considerados.

Finalmente en los apéndices aparecen los programas R y SPLUS emplea-
dos en las simulaciones y las secuencias de graficos de algunas de las medidas
evaluadas en el capitulo 4.
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Capitulo 1

El PROBLEMA DE
ROBUSTEZ EN CONTROL
DE CALIDAD
MULTIVARIADO

El control de calidad multivariado consiste en el monitoreo simultdneo de
dos o més caracteristicas de calidad, y para este fin suele emplearse la carta
T? de Hotelling, construida bajo la presuncién de normalidad multivariada.
La idea basica del control es establecer un limite que determine el rango de
variacion natural del proceso, es decir, aquél que es debido a un sistema de
causas incontrolables y puramente aleatorias; fuera de este limite, se supone
que las causas de variacién que estian operando son asignables a algin factor
susceptible de control, por lo que deben ser identificadas, controladas y/o
suprimidas. El limite al cual se ha hecho referencia es conocido como UCL
o limite de control superior.

En un proceso de control multivariado, una senal de fuera de control es
producida por la carta cuando cualquier observacién del estadistico T2 ex-
cede el UCL, esta situacién puede ser debida a cambios en las condiciones
del proceso (en el vector de medias, y/o en la estructura de varianzas covar-
ianzas), o tratarse de una falsa alarma donde la causa de dicha observacién
obedece a la variabilidad puramente aleatoria. Sin embargo, vale aclarar que
para el control en si mismo, los responsables del sistema no reaccionaran
unicamente cuando ocurre una sefial y de forma inmediata; si bien lo ide-
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al es que en esta carta como en cualquiera de las cartas univariadas, las
observaciones del estadistico exhiban un comportamiento aleatorio carente
de patrones, en ciertas situaciones industriales, la carta puede presentar pa-
trones que son caracteristicos del proceso estable, por ello, reglas aplicadas a
nivel univariado como las reglas de corrida no se aplican tan enfaticamente
(Mason y Young {2002)); mas bien, para evitar sobrecontrol suele realizarse
un examen del comportamiento en el tiempo de los patrones exhibidos por
el estadistico bajo condiciones estables del proceso, asi que cualquier patrén
o tendencia alejados de lo que se considera “normal” para un proceso partic-
ular puede ser estudiado para anticipar cualquier senal de fuera de control.
Las técnicas especificas para el estudio de sefiales en una carta 72 pueden
verse en detalle en Mason y Young (2002).

Alt y Smith (1988) definen un proceso de dos fases para el establecimien-
to del sistema de control: fase I y fase II de control. La fase I es desar-
rollada en dos etapas denominadas etapa 1 y etapa 2; en la primera los
pardmetros del proceso i y 2 son estimados a partir de datos histdricos.
Suponiendo que se disponen de n observaciones individuales x; del proceso p
variado, tipicamente se grafica el estadistico T2 = (x; — X)TS1(x; — X) el
cual se distribuye como g”—';—luin/z,(n,p_l)/z (Tracy, Young y Mason, 1992),
donde Byjs,(n-p-1)/2 representa la distribucién beta con pardmetros p/2 y
n-p-1)/2, X =15 %y S =250 (- X)(x — X)T son los
respectivos estimadores muestrales usuales insesgados de los pardmetros de-
sconocidos pg y X que definen al proceso bajo control. Si algun valor del
estadistico supera el UCL = ﬁﬁ—;l—}%Ba,p,:g,(n_p_l) /2, se investiga su causa, y si
se halla y es posible eliminarla o controlarla, entonces se desecha la obser-
vacién correspondiente y se reestiman pg, 3o y el UCL; se procede de esta
forma hasta que ningun valor del estadistico supere el UCL. En la etapa 2
se toman las estimaciones halladas en la etapa 1 y con ellas se verifica con
nuevas observaciones si el proceso continda en control. Finalmente, en la fase
11, los estimadores finales de la fase I son usados como pardmetros definitivos
para verificar el estado de control del proceso.

Como lo sefialan Sullivan y Woodall (1996), otra de las posibles situaciones
del estado de fuera de control de un proceso, consiste en la presencia de N
outliers dispersos aleatoriamente entre las n observaciones; la carta usual
usada en la etapa 1, carece de robustez ante la presencia de dichos outliers,



Carta T2 alpha=0.05p=2
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Figura 1.1: Una carta T2 tipica. En ésta se observa un punto arriba del
UCL, indicando que el proceso estuvo fuera de control en ¢ = 16



precisamente por estar basada en los estadisticos muestrales X y S. Esta
carencia de robustez basicamente se traduce en la insensibilidad del proce-
dimiento ante la presencia de outliers, que le inhibe para producir cualquier
sefial mientras mayor sea el niimero de este tipo de observaciones, por un
fenémeno conocido como enmascaramiento. Crossier (1988), asi como Ryan,
Sullivan y otros (2000) sefialan la importancia y la necesidad de que los esque-
mas de control multivariados cuenten con caracteristicas de robustez frente
a la presencia de outliers y que a la vez sean sensibles a desviaciones en el
vector de medias y en general respecto al modelo supuesto para el proceso.

El riesgo de no solucionar este problema es establecer estimaciones y un
UCL que no de cuenta del verdadero rango de variacién inherente del proce-
so, y posiblemente afectar desfavorablemente la potencia del procedimiento
para la deteccién de otros tipos de desviaciones en el proceso, asi como la
tasa de falsas alarmas generadas.

A nivel univariado existen trabajos precedentes en esta direccién, por ejemp-
lo, Langenberg e Iglewicz (1986), Rocke (1992) y Abu-Shawiesh y Abdullah
(1999). Sin embargo la generalizacién de cualquiera de estos métodos al caso
multivariado no resulta directa.

Una solucién en el dmbito multivariado fue planteada por Atkinson y Muli-
ra (citados en Sullivan y Woodall, 1996), es un método grafico denominado
“stalactite chart” que consiste en seleccionar un pequeno subconjunto de los
datos que se espera esté libre de outliers; con estos se estiman el vector de
medias y la matriz de covarianzas, que son usados para seleccionar un sub-
conjunto ligeramente mas grande, el cual también se espera esté libre de
outliers. Se procede asi en cada paso, hasta que el subconjunto final incluya
a todas las observaciones. Es posible que en un paso dado una observacién
especifica no pueda ser retenida para el siguiente. El stalactite chart es un
arreglo que muestra el estado de sefializacién de cada observacién en cada
paso, de este modo se espera que los outliers sean sefializados en cada fase
hasta llegar a una en que el subcojunto de observaciones llegue a ser tan
grande que deben incluirse a los outliers.

Sullivan y Woodall (1996), sefialan que a pesar que el anterior procedimiento

puede ser bueno para detectar visualmente un patrén consistente de outliers
requiere destreza para la interpretacién de los resultados gréaficos. Ellos pro-
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pusieron una modifiacién consistente en la identificacién por simulacién de
un umbral numérico para la generacién de una senal de fuera de control, para
lo cual consideran el méximo de la distancia de Mahalanobis para el paso en
el cual todas las observaciones a excepcion de los outliers son incluidos en el
subconjunto. Sin embargo este método es perjudicado por la ocurrencia de
desviaciones escalonadas en el vector de medias ubicado cerca de la mitad de
los datos.

Otra alternativa a este problema fue explorada por Vargas (2000) mediante el
uso de estimadores robustos del vector de medias y de la matriz de varianzas
covarianzas; especificamente realizé estudios de simulacién para comparar el
desempefio de la carta T2 construida con base en estimadores MVE (Elip-
soide de Volumen Minimo), estimadores MCD (Covarianza de Minimo De-
terminante), y un estimador tipo recortado aplicado sobre las distancias de
Mahalanobis; el comportamiento de la carta con base en estos estimadores,
frente a contaminaciones arbitrarias en las cuales los outliers fueron gener-
ados de una Na(u + 6,1;). Con sus simulaciones llega a la conclusién que
la carta T2 construida en la etapa 1 con base en los estimadores MVE es la
mejor solucién, para el caso p = 2.

En este trabajo se pretenden probar otras alternativas de estimacién robus-
ta y verificar si mejoran o no los resultados obtenidos por Vargas (2000) en
cuanto a la robustez frente a enmascaramiento de la carta T2, durante la eta-
pa 1 de la fase I de control. Bésicamente se explorardn los estimadores Stahel
- Donoho, los estimadores S, y se comparardn con los estimadores MVE, y
obviamente con los estimadores muestrales usuales, ante a la presencia de out-
liers que provienen de contaminacién con desviaciones en el vector de medias,
contaminacién con inflacién de la matriz de varianzas covarianzas {contami-
nacién simétrica) y de contaminaciones que desvian e inflan simultdneamente
el vector de medias y la matriz de varianzas covarianzas respectivamente.



Capitulo 2

CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo se presentan los conceptos basicos aplicables en esta investi-
gacion, asi como los métodos de estimacién robusta considerados posterior-
mente en las simulaciones, sin pretender llevar a cabo un tratamiento riguroso
de dichos tépicos, los cuales han sido extensamente tratados y definidos en
la literatura referente a estimacién robusta y deteccion de outliers; para un
estudio més detallado ver por ejemplo, Hampel, Ronchetti, Rousseeuw y Sta-
hel (1986), Rousseeuw y Leroy (1987), Barnett y Lewis (1998).

En la presentacién del problema de robustez de la carta T2 realizada en
el capitulo 1, sobresalen tres términos que resultan fundamentales: outliers,
enmascaramiento y robustez. En relacion a los outliers en la literatura es-
tadistica aparecen también otros dos términos conocidos como observaciones
extremas y contaminantes, los cudles, como se verd ma adelante, no son nece-
sariamente sinénimos de los primeros.

Respecto al concepto de robustez, es necesario aclarar que éste no puede
definirse de manera unica, diversos puntos de vista han sido desarrollados
dependiendo del objetivo o situacién para la cual se requiere que un pro-
cedimiento resulte robusto; un compendio de tales puntos de vista puede
consultarse en Portnoy y He (2000). Entre esos puntos de vista aparece
la “robustez a enmascaramiento”, a la cual se halla asociada otro concepto
conocido como “punto de ruptura”, sobre el cual también se comenta més
adelante.

Finalmente, a través de las definiciones de los llamados “métodos de esti-



macién robusta”’, se vera que sus objetivos en términos generales, consiste
en ponderar las observaciones de una muestra, de forma que las estimaciones
de los parametros de interés del modelo de distribucién considerado como
el principal para una poblacién dada, den cuenta lo mejor posible de ésta
dltima | y que a la vez resulten estables ante la presencia de outliers de dis-
tinta naturaleza. los métodos que especificamente son abordados han sido
seleccionados con base en las recomendaciones y resultados presentados por
diversos estadisticos en sus investigaciones sobre deteccién de outliers y es-
timacién robusta en el Ambito multivariado. Por ejemplo, Maronna y Yohai
(1995), Becker y Gather (1999), Woodruff y Rocke (1994), Rocke Y Woodruff
(1996), Kosinski (1999), en estos se renombran bésicamente estimadores ro-
bustos como el MVE, el MCD, los estimadores M y S, y los Stahel - Donoho.

A continuacién se presentan algunas caracterizaciones de los términos antes
senialados como fundamentales y los métodos de estimacién citados.

2.1 Observaciones Extremas, Contaminantes
y Outliers

A nivel multivariado hablar de observaciones extremas resulta méas complejo
que a nivel univariado. En este ultimo caso se tiene una séla direccién definida
por la variable de interés, a lo largo de la cual es posible determinar cudles
son las observaciones mas alejadas (la méds pequenas y las mds grandes).
Barnett y Lewis (1998, p. 8) caracterizan este tipo de observaciones de la
siguiente manera:

“Suponiendo una muestra aleatoria de tamafo n, zy, =y, ...,
x, de una distribucién F, en la muestra ordenada que corresponde
a T(1), T(2)s - - - » T(n), €l primer y dltimo valor son los extremos de
la muestra.

Por ende, cuando se tratan de identificar observaciones extremas en el ca-
so multivariado, serfa necesario definir previamente direcciones, y sendlar en
cada una los extremos respectivos, de este modo una observaciéon puede so-
bresalir en ciertas direcciones en tanto que en otras no sera revelada como
un extremo. Debe tenerse en claro que las observaciones extremas siempre
son senaladas como tales respecto al modelo de distribucién postulado para
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la poblacién de interés (Barnett y Lewis (1998)).

Respecto a las observaciones contaminantes Barnett y Lewis (1998) estable-
cen que para identificarlas es necesario postular primero un modelo de dis-
tribuciéon F de base, frente al cual las observaciones contaminantes en una
muestra corresponden a aquellas que provienen de un distribucién G di-
ferente. Tales contaminantes pueden resultar observaciones extremas pero
no necesariamente.

Ahora bien, las observaciones extremas y las observaciones contaminantes
pueden ser outliers aunque no necesariamente. Por ejemplo en el caso uni-
variado, es posible tener una observacién que sea extrema en la distribu-
cién supuesta pero que obedece a dicho modelo, en este caso dicha obser-
vacion no es un outlier ni un contaminante; por el contrario, una observacién
erréneamente registrada con un valor muy grande o muy pequeno constituye
un outlier y es un extremo en la muestra més no constituye un contaminante
por su naturaleza misma. Si en este Ultimo caso el origen de dicho outlier
yace en que pertenece a otro modelo diferente al modelo de base, tendriamos
un outlier que es un contaminante. Debe tenerse en cuenta que en el ca-
so univariado los outliers son siempre extremos en la muestra. Frente a la
diferenciacién entre outliers y contaminantes, Barnett y Lewis (1998, p. 9)
dicen lo siguiente:

“... los outliers pueden o no ser contaminantes, y los contami-
nantes pueden o no ser outliers. Por supuesto, no tenemos forma de
conocer si una observacién es ¢ no un contaminante. Todo lo que
puede hacerse es concentrar la atencién sobre los outliers como la
posible manifestacién de contaminacién”.

. Cémo se pueden caracterizar los outliers multivariados?, diversas caracteri-
zaciones pueden hallarse en la literatura estadistica, ver por ejemplo Barnett
y Lewis (1998), Becker y Gather (1999), Rousseeuw y Van Zomeren (1990),
Gnanadesikan (1977), Rousseeuw y Leroy (1987), entre otros; dentro de esta
variedad predomina el concepto de outliers como observaciones alejadas del
conjunto principal de datos, no sélo por la magnitud de sus distancias de
Mahalanobis al centro de dicha masa principal, sino también porque pueden
seguir un patrén diferente al de la mayoria de las observaciones debido a que

“son miembros de una poblacién diferente del modelo principal
introducidos dentro de la muestra” (Rousseeuw y Leroy (1987)).
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r para cualquier vector y € R? es:

r(y, Xa) = maxr(y,a Xn) (2.11)
donde: T (aTX,)
a'y — pla” Ayq
= 2.12
Tl(yza: Xn) O'(aTXn) ( 1 )
donde el méximo es sobre todo a € S, = {a € R’ :|| a |= 1} (Maronna y

Yohay (1995)).

S, representa el conjunto de todos los vectores unitarios. Note, y de acuerdo
a la definicién dada en la seccién 5.5¢ de Hampel, Ronchetti, Rousseeuw y
Stahel (1986), que p(a¥X,) y o(aTX,) correponden a los estimadores de
localizacién y escala de la distribucién de la proyeccién aTX,,.

Definicion: Estimador Stahel - Donoho de localizacién y varianza
Covarianza

Sea Xy = {x1,...,Xy} un conjunto de n puntos de datos en RP, r la me-
dida de “lejania” y w una funcién peso que aplica de Rt — R™, contin-
ua, estrictamente positiva y decreciente y tal que r’w(r) es acotada. En-
tonces el estimador de Stahel - Donoho de localizacién y varianza covarianza
(£(X,), C(X,)) es:

t=t(Xa) = -—————2:":‘ (2.13)
n i - . _ T
C=C(X,) = Ei:lwz(xiv_lgfxx t) (2.14)

Donde w; = w(ry).

El valor de 7(y,X,) es affine invariante (Maronna y Yohai (1995) ), es de-
cir, 7(y,Xn) = r(Ay + b, AX,, + b) para cualquier matriz A no singular
y cualquier vector b € RP, por tanto, el estimador de Stahel-Donoho es
affine equivariante (Hampel, Ronchetti, Rousseeuw y Stahel (1986)). Si uy
¢ corresponden respectivamente a la media y desviacién estdndar, entonces
r(y, Xn) = (y—%)TC~!(y —%), siendo X y C la media y matriz de covarianza
muestral.
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Stahel demostré que este estimador tiene un “punto de ruptura” de 0.5 en
modelos multivariados continuos si z y ¢ univariados usados en el calculo de
r tienen a su vez un punto de ruptura de 0.5; por su parte Donoho determind
el “punto de ruptura en muestras finitas” cuando p y o corresponden a la
mediana y la desviacién mediana absoluta (MAD). En este caso la funcién
71 toma la siguiente forma de w;:

= laTx; — med;(aTx;)|

= 2.1
med|aTxy, — med;(aTx;)| (2.15)

Donoho (Rousseeuw y Leroy (1987, p. 257)) sugiri6 esta definicién basado
en que la distancia de mahalanobis cldsica puede escribirse como:

i,sn) = | IN .
X Ha!laji SD(aTxy,...,aTx,)

y como en el caso univariado la mediana y el MAD son empleados como
estimadores robustos, entonces Donoho realizé una generalizacion al caso
multivariado resultando ;. Donoho también demostré que el punto de rup-
tura del estimador de localizacién obtenido con la medida r de la “lejania”
de x; definido por w; tiende a 0.5 cuando n — oo, asumiendo que X, estd en
“posicién general”, es decir, que menos de p puntos de X,, yacen en cualquier
espacio (p — 1) affine dimensional.

En el calculo de la medida de “lejania” Maronna y Yohay (1995), utilizan
un MAD modificado, con base en lo sugerido por Tayler (1994); esta modifi-
cacién consiste en calcular a ¢ como el promedio de las desviaciones absolutas
ki ésima y ko ésima m4s pequefias, con:

ky=p—1+|(n+1)/2] (2.17)
ky=p—1+|(n+2)/2 (2.18)

el cual es dividido por ®~((1 + k1 /n)/2) para hacerlo aproximadamente in-
sesgado a la normal.

Este estimador estd relacionado con el principio de projection pursuit; las
soluciones précticas para la obtencidén de este estimador parecen computa-
cionalmente muy costosas; Stahel propuso un algoritmo basado en remuestreo
para generar las direcciones a de proyeccién de los datos, pero el nlimero de
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direcciones a considerar puede crecer exponencialmente con la dimensién de
los datos (Pefia y Prieto, 2001); otro método es la proyeccién de lineas a
través de pares de puntos, otra seria través de proyecciones sobre lineas or-
togonales a hiperplanos a través de p puntos, este dltimo método es affine
equivariante en tanto que el primero no (Rousseeuw y Leroy (1987, p. 288)).
Existen trabajos mas recientes que sugieren que métodos heuristicos como
los algoritmos genéticos pueden facilitar la estimacién de este estimador en
alta dimensién (Maronna y Yohai (1995)); Pefia y Prieto (2001) sugieren
un procedimiento en el cual las direcciones de proyeccién son elegidas con
base en los valores de los coeficientes de kurtosis de las observaciones proyec-
tadas. La poca popularidad de este estimador parece yacer en sus dificultades
computacionales lo cual no significa que no pueda ser competitivo o mejor
que el popular estimador robusto MVE (ver mds adelante este estimador) o
cualquier otro estimador robusto, pues algunos autores sefialan con sus sim-
ulaciones muy buenos resultados con los estimadores Stahel - Doncho en la
deteccién de outliers (ver por ejemplo, Becker y Gather, (1999), Maronna y
Yohai (1995)).

Estimadores M

Estos estimadores fueron definidos por Huber en 1964 en la estimacién de un
pardmetro de localizacién en una dimensién; posteriormente, Huber prueba
en un contexto general la consistencia y la normalidad asintética bajo condi-
ciones relativamente débiles (Lopuhad, (1989)). En 1976, Maronna define
los estimadores M para localizacién y covarianza multivariadas. Esta defini-
cidn fue extendida por Huber en 1981, definiendo los estimadores M de la
siguiente manera:

Definicion:

Sea X, = {X1,...,Xn} un conjunto de n puntos enR?; los estimadores M de
localizacién y covarianza multivariada son el par (t, C) tales que:

%ivl(di)(m ~t)=0 (2.19)

- i {va(d2) (3 — t)(x; — t)7 — v3(d;)C} = 0 (2.20)
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donde:
d? = (x; —t)TCH{x; — t) (2.21)

¥ v1, U2 ¥ v3 son funciones de valor real en [0, 0o)

Huber propuso tomar a vs(y) = 1y v(y) = ¥(y)/y para i = 1,2 con
Yi(y) = Yuly, k) = min{y, maz{y, —k}} es la funcién conocida como fun-
cion psi de Huber, la cual es la derivada de una funcién simétrica p(y), que es
cuadrdtica en la mitad y crece més lentamente que y? a medida que y — oc:

1.2
pu(y, k) { _%kz +k |y >k,

La existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones dadas fueron
demostradas para vz = 1 (Maronna( 1986) y Huber (1981); citados por Lop-
uhad (1989)), e igualmente la consistencia y normalidad asintGtica de los
estimadores M (Maronna (1976), citado por Lopuhad, (1989)).

Maronna. (1976) y posteriormente Huber(1981) (citados por Lopuhad (1989))
mostraron que el “punto de ruptura” para los estimadores M hallados medi-
ante la solucién del par de ecuaciones dadas, es a lo sumo 1/(p + 1), dado
que se asume monotonicidad constante de v, y v3, por lo que desde el punto
de vista del “punto de ruptura”, estos estimadores son més sensibles a out-
liers en altas dimensiones debido al “punto de ruptura” del estimador M de
la matriz de covarianza (Lopuhad, (1989)). Lopuhad, (1992) propone algu-
nas mejoras para alcanzar mayor eficiencia asintética y un “alto punto de
ruptura” en alta dimensién.

Estimadores S

Rousseeuw y Yohai (1984) (citados por Rousseeuw y Leroy (1987)) introdu-
jeron en el campo de regresién la clase de estimadores S, los cuales poseen
“alto punto de ruptura” y son affine equivariantes. Una generalizacién de
estos estimadores para localizacién multivariada y covarianza es como sigue
(Rousseeuw y Leroy, (1987, p.263), Lopuhad (1989)):
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Leroy, 1987 p.258).

Una justificacién intuitiva de este método, como lo expresa Pefia (2002),
consiste en la idea de que los puntos atipicos estardn en los extremos de la
distribucién, por lo que se puede buscar una zona de alta concentracién de
puntos que presumiblemente serdn puntos buenos, y con los cuales se deter-
mine el centro de los datos y la matriz de covarianzas. Para hallar esta zona
de alta densidad de puntos se exige que el elipsoide que cubra al menos el
50% de los datos tenga volumen minimo.

En cuanto al cdlculo de este estimador, se tiene que en muchos casos no
es factible considerar todas las “mitades” de los datos para calcular el volu-
men del elipsoide més pequeno alrededor de ellos; asi que algoritmos para el
calculo aproximado han sido propuestos. El primero de ellos es conocido co-
mo el algoritmo de remuestreo (Rousseeuw y Leroy, 1987 p. 259; Rousseeuw
y van Zomeren, 1990), la idea bésica es buscar un nimero pequeiio de pun-
tos “buenos” (es decir, que no contenga outliers) en vez de & puntos malos
en donde k = 1,2,3,.... Se comienza extrayendo una submuestra de p + 1
observaciones diferentes, indexada por j = {i1,...,%,41}, se calcula la corre-
spondiente media aritmética y la matriz de covarianza:

1
ti—— ) X (2.28)
Tp+1 g
1 T
Ci= = 3 (i — t)(xi — t) (2.29)
D
con C; invertible y x;,,...,X;,,, estdn en posicién general. El elipsoide

correspondiente es inflado o deflactado de modo que contenga exactamente
h puntos, lo cual equivale a calcular:

mi = {(x — t;)"C( — t;) }rn (2.30)
= medi,..»{(x: — t;)TC(x; — t;)} (2.31)

donde m; es el factor de magnificacién derecho; por tanto, el volumen del
elipsoide resultante correspondiente a mfiCj es proporcional a:

(det(m3Cy))/2 = (m; P(det ;)" (2.32)
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Lo anterior es repetido para muchos J, y luego se retiene sélo aquel para el
cual (2.32) tiene el valor més pequefio. Con éste subconjunto se calcula:

t = t (2.33)
C = @,mids,)"C (2.31)

La determinacién del nimero de submuestras J a considerar depende de un
argumento probabilistico, dado que se desea confiar en que se hallaran sufi-
cientes submuestras que consistan de p + 1 puntos buenos. La probabilidad
de que al menos una de m submuestras consista exclusivamente de puntos
“buenos”, cuando la muestra original contiene una fraccién € de outliers, es
aproximidamente: 1—(1—{1—¢)?*!)™. Cuando se fija que dicha probabilidad
exceda un valor fijo dado k, es posible obtener el nimero m de replicaciones
para valores dados de p y €. Rousseeuw y Leroy (1987, p. 198) presenta los
valores sugeridos para k = 0.95.

El segundo algoritmo propuesto es denominado Algoritmo de Proyeccion de-

scrito a continuacién (Rousseeuw y van Zomeren, 1990): Para cada punto x;

se calcula:

V% — L(vTxq,...,vTx,))
S(vTxyq,...,vTxy,)

U; = max (2.35)
siendo L y S los estimadores MVE en una dimensién (para p = 1 el elip-
soide de volumen minimo se reduce a la mitad mds corta) que se calcu-
lan asi: para cualquier conjunto de nimeros 1 < y2 < ... < y, se de-
termina la mitad mds corta tomando la mds pequefia de las diferencias
Yh = Yl Yht1 — Y2y - -« » Un — Yn—nt1- Ol la diferencia méds pequeiia corresponde
a Yj — Yj—h+1 entonces L es el punto medio de la correspondiente mitad,
Ly, ¥n) = (U + ¥5-n1)/2 ¥ Sy, 9n) = c(n)(y; — ¥j-re1) donde
¢(n) es un factor de correccidn que depende del tamafio muestral. Sinembar-
go no todas las posibles direcciones v pueden ser intentadas y es necesario
por tanto hacer una seleccién: todos los v de la forma x;— M, [ =1,...,n
y M = (medianaj=, n{Xj1},...,medianai_  .{x;p}). En el algoritmo se
actualiza un arreglo (%;)i<1,.n en tanto que ! varia de 1 a n.

El algoritmo de remuestreo es affine equivariante pero no invariante ante
permutacion, pues el reordenamiendo de las observaciones cambia las sub-
muestras aleatorias. En cambio, el algoritmo de proyeccién es invariante ante
permutaciones pero no es affine equivariante.
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Otros procedimientos basados en algoritmos genéticos se encuentran actual-
mente implementados en el paquete SPLUS (ver seccién 3.2.2).

Estimador MCD (Covarianza de Minimo Determinante)

Consiste en una generalizacién del estimador LTS (Least Trimmed Squares) al
caso multivariado. El estimador de localizacién es definido como la media de
los [n/2] +1 puntos para los cudles su correspondiente elipsoide de tolerancia
clasica tiene el volumen minimo o equivalentemente, aquellos para los cuales
la matriz de covarianza tiene el determinante mas pequeiio; el correpondiente
estimador de covarianza es la matriz de covarianza del subcojnunto de puntos
multiplicada por una constante para obtener consistencia en el caso normal
multivariada. Este estimador es asintéticamente normal con factor norma de
n!/2, Este estimador es affine equivariante y tiene el mismo punto de ruptura
que el MVE.
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Parte 11
SIMULACIONES
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Capitulo 3

ALGORITMOS Y
SIMULACIONES

La metodologia propuesta para la construccién de la carta T2 robusta en la
etapa 1 de la fase I de control, consiste en:

1. Definir las condiciones de proceso: namero de variables, distribucién
de base y tamafio de muestras (ver seccién 3.1)

2. Dada una muestra aleatoria de n observaciones individuales del pro-
ceso, el estadistico 72 de la carta se obtiene mediante la sustitucién
de los estimaciones usuales insesgadas del vector de medias y de la
matriz de varianzas covarianzas por las estimaciones correspondientes
al procedimiento de estimacién robusto considerado; para el caso, las
estimaciones derivadas de los estimadores S, MVE, y Stahel - Dono-
ho (ver seccién 3.2 algoritmos especificos). Con esto tendriamos un
T2 = (% — i) "B (%3 — pi), donde g1, y 71 son las correspondientes
estimaciones robustas del vector de medias y la matriz de covarianza.

3. Los correspondientes UCL s son determinados mediante simulacién fi-
jando una tasa de falsa alarma total de 0.05 (ver seccién 3.3). Notar
que esta es una tasa total dado que los correspondientes Tf,,- son com-
parados simultdneamente con el UCL, y no uno a uno, pues en la etapa
1 de la fase I de control se toman n observaciones histéricas del proceso.

Para probar la robustez de los tres procedimientos robustos se definen tres
métodos de contaminacién, los cuales se describen en la seccién 3.4, con los
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cudles se aborda tres de las posibles desviaciones del proceso: sélo desvia-
ciones de la media, sélo perturbacién de la estructura de varianzas covari-
anzas, desviaciones en medias y perturbacién de las varianzas covarianzas.
Para determinar el desempefio de los tres procedimientos, se definen cuatro
medidas, las cuales se describen en la seccién 3.5, y que se calculan como un
promedio en 1000 simulaciones en cada uno de los escenarios de simulacién.

Para el anélisis de resultados se recurre a la construccién de graficos de las
medidas de comparacién para los procedimientos robustos en cada escenario
de simulacién. Los algorimos y simuaciones han sido implementadas en el
paquete R 1.3.1 (para los procedimientos S, Estahel - Donoho y el usual) y
SPLUS 6 (procedimiento MVE).

3.1 Condiciones de Proceso

Se consideran las siguientes condiciones:
e Vigilancia simultdnea de p = 2 caracteristicas de calidad

e Proceso Normal bivariado; dadas las propiedades de invarianza del es-
tadistico T2, se considerar4 sin pérdida de generalidad que los pardmetros
de proceso bajo control son X =1,y g =0

e Se observan n = 30 subgrupos de tamafio 1 observaciones individuales

3.2 Obtencién del Estadistico 72

se utilizan cinco procedimientos de estimacién, los cuales se distinguirdn
mediante la siguiente notacién:

e USUAL: Carta T2 obtenida mediante estimadores usuales.

e SDE: Carta T? obtenida mediante estimadores Stahel - Donoho sin
coreccion.

¢ SDEC: Carta T? obtenida mediante estimadores Stahel - Donoho con
correccion.

e MVE: Carta T? obtenida mediante estimadores MVE.
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escalada, son comparadas con el percentil 97.5% de una ji cuadrado ng dan-
do un peso de uno (1) a las observaciones con distancias menores y cero (0)
en caso contrario. Las estimaciones finales MVE son la media y la matriz de
varianzas covarianzas reescalada de los puntos con peso de uno (1)”.

3.2.3 Procedimiento SDE

Se aplicd el SDE con funcién de peso tipo “Huber” dada por la expresién:
wp(l) = I(r <¢)+(c/r)!I{(r > c) (3.1)

donde la constante de escala c se tomé igual a /x2(8), con =095y g =2,
pues de acuerdo a Maronna y Yohai (1995}, el estimador SDE con esta dos
caracteristicas es capaz de retener una alta eficiencia para datos multivaria-
dos, y es capaz de detectar patrones dificiles de outliers multivariados.

Como la dificultad practica con este estimador yace en el célculo de r, la
medida de “lejania”, se siguié una sugerencia descrita en Maronna y Yohai
(1995), que dice lo siguiente:

“Para p = 2 uno puede tomar un grid suficientemente fino en
S, = {a € RP || a ||= 1}; los experimentos numéricos mues-
tran que 50 puntos equiespaciados en S, N {z; > 0} donde z;
es la primera coordenada de x, resultan suficientes para todos los
propdsitos practicos. .."

Stahel propuso una versién aproximada de r de la siguiente forma (Maronna
y Yohay (1995):

“Defina ¥ como r pero donde el mdximo es tomado para a en
un conjunto finito A, definido por cada submuestra X de tamaiio p
en X; si a es la direccién de magnitud uno (1) ortogonal al hiper-
plano que contiene a X, entonces A es el conjunto de todos los a
asi definidos.”

Para el caso donde en |a definicién de 7 se toma a iz como la mediana
y a o como el MAD modificado dividido por @ 1((1+ k1 /n)/2) para
hacerlo aproximadamente insesgado en la normal, los experimentos
numéricos muestran que para p = 2 no hay practicamente diferencia
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dada por:

d?/2 —d*/(2¢%) +d%/(6¢*), 0<d<c;
)= { Gfe ~ /D TR/, <

be(d; c) = p'(d) = { g,(l — (d/e)?)?, gi (cig c;

wy(d; ¢) = (d)/d = { & — (d/c)*)?, gi f <c

En la figura 3.1 Pueden observarse estas funciones. Las constantes c y by
son- ajustadas para alcanzar un punto de ruptura de 0.5, que de acuerdo a
Rousseeuw y Leroy (p. 142, 1987) para p = 2 corresponden a 1.547 y 0.1995
respectivamente, con by = (1/2)p(c).

La anterior definicién de un estimador S permite aplicar un esquema iterativo
para aproximar su cdlculo. Woodruff y Rocke (1994) proponen un método,
basado en la definicién del estimador S como el minimo global de la funcién
de criterio. Al respecto dicen:

“Este minimo global debe ser una de las raices de las condiciones
de primer orden que son resueltas en el algoritmo, pero pueden ser
otras raices. Una peculiaridad de la busqueda del minimo global es
que no hay algoritmo conocido, eficiente o no, que garantice hallarlo.
Tampoco existe prueba que pueda decidir si el minimo global ha sido
hallado. . . Asi el estimador S tedrico no puede usarse en la prdctica
porque no puede obtenerse. Se debe trabajar con algoritmos que
hallen una o mas raices de las ecuaciones de estimacién S y elegir
aquella con el valor de criterio mas bajo.”

El algoritmo propuesto por Woodruff y Rocke (1994) es como sigue:

e Esquema de Iteracion para Estimadores S
1. Al comienzo, se tiene la matriz de entrada X,,x, y los valores iniciales

para el vector de localizacién t° y la matriz de forma C°. Ajustar la
iteracién j = 0 y el criterio de parada Not.Converge=TRUE
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Figura 3.1: Gréficos de la funcién biponderada para los estimadores S. La
funcién p biponderada es tal que su funcién de peso w asigna menores pesos a
valores de la distarfcia escalada de Mahalanobis de las observaciones, cercanas
(pero menores) al umbral ¢, el peso desciende proporcional al cuadrado de
las distancias cuadradas.
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2. Mientras (Not.Converge=TRUE), haga:

@) j=j+1
(b) Calcule las distancias de mahalanobis
d9 = [(x; — tU-DT(CU-D) Y (x; — tU-D)|1/2

(c) Calcule k) como la solucién de n=1)2 p(d(-j) JkW) = by

U) con las distancias ajustadas d) = d/k®

(e) Caleule t9 = ¥ w(d)z;/ 3> w(d?)

(6) Caleale 0O = p S(df?)(m: — £9) (& ~19)7/ So(dl?)

(g) Sity C no han cambiado mucho, entonces Not .Converge=FALSE

(d) Reemplace los d;

3. Retorne tV) y ¢

Finalmente, para obtener los estimadores definitivos, se realiza una repon-
deracién, calculando las distancias de mahalanobis d? con ¢ y C¥) resul-
tantes en el esquema anterior, las cuales se comparan con (1 + 15/(n —
0))2x3 gsmed{d?}/x? s (Maronna y Yohai, (1995)), a los valores menores o
iguales se les asigna un peso w de 1, en caso contrario el peso es cero; los
estimadores finales son calculados como:

_ln

T(X) = (z wz) > i (3.2)

WITL

C(X) = (Zw,-—1) Zw, —T(X)(x; — T(X)T (3.3)

En experimentos de simulacién desarrollados por Woodruff y Rocke (1994),
se llega a la conclusién que en algoritmos para estimacién en dos etapas, el
MCD constituye un buen comienzo para obtener las estimaciones de entrada
en el esquema de iteracién en la bisqueda aproximada de los estimadores S.
Por ello se tomé como t° y CP los correspondientes estimadores MCD, estos
son obtenidos usando la funcién cov.mcd del programa R.

3.3 Calculo de UCL’s

El algoritmo, que es el mismo utilizado por Sullivan and Woodall(1996), apli-
cado con cada uno de los cinco procedimientos, es el siguiente: Para cada
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muestra de tamafio 30 de una Ny(0,L;), se obtiene la distancia (cuadrada)
maxima de Mahalanobis. Al replicar 5000 veces este procedimiento se obtiene
un vector de 5000 valores (méximos). Se calcula entonces el UCL como el
percentil 95 de este vector. De esta forma, se obtiene empiricamente el valor
critico correspondiente, tal que la probabilidad de falsa alarma (es decir de
almenos un punto arriba del UCL) es de 0.05. Si bien para el procedimiento
USUAL se conoce la distribucidén teérica de las distancias de Mahalanobis,
en los demés métodos que constituyen aproximaciones a los estimadores cor-
respondientes, no se conoce en muestras finitas su distribucién exacta, por
ello el UCL puede calcularse por este método; y para mantener una misma
metodologfa, lo anterior también se realizé con el procedimiento USUAL.

La idea bdésica del algoritmo es determinar la extensién en la cual los efectos
puramente aleatorios pueden causar valores extremos. Por ejemplo, en el ca-
so univariado con cartas de control para la respuesta media bajo el supuesto
de normalidad, se fijan limites en Z &+ 30, fijando la extensién para el rango
de valores en los que cualquier variablidad es consecuencia del sistema de
causas puramente aleatorias, bajo el modelo normal definido para las medias
del proceso, cubriendo el 99.73%. Para nuestro caso, la extensién para la
cual se fija el rango de variacién explicado por causas aleatorias es aproxi-
madamente el 95%.

Siguiendo el procedimiento descrito se obtuvieron los siguientes UCL’s:

USUAL | SDE SDEC MVE SE
10.51234 | 17.18058 | 57.46631 | 24.93355 | 20.24410

3.4 Escenarios de Simulacién

Tres tipos de contaminacién fueron probadas, y en cada escenario posible se
realizaron 1000 simulaciones. Los escenarios fueron como sigue:

42





























































































































































































































































































































































































