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Resumen

Este escrito busca extender la teoŕıa del monopolio en un contexto dinámico y
vincular los hallazgos con el bienestar de los consumidores, eficiencia económica y
poder de mercado. Para ello se presenta una medida de bienestar de los consumidores
en términos intertemporales, aśı como la forma en que se relaciona dicha medida
con la eficiencia y el poder de mercado. Finalmente, se presentan las decisiones del
monopolio y se evalúa su efecto en términos de bienestar y competencia.

Palabras clave: monopolio, sistemas dinámicos, variación equivalente, exceden-
te del consumidor, ı́ndice de Lerner.
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Abstract

This paper seeks to extend the theory of monopoly in a dynamic context and link
the findings with the welfare of consumers, economic efficiency and market power.
To this end, a measure of consumer welfare is presented in intertemporal terms, as
well as the way in which this measure is related to efficiency and market power.
Finally, the decisions of the monopoly and its effect is evaluated in terms of welfare
and competition are presented.

Keywords: monopoly, dynamics systems, equivalent variation, consumer sur-
plus, Lerner index.
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3.1. Teoŕıa del monopolio dinámico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2. Análisis de equilibrio en el monopolio dinámico . . . . . . . . . . . . 22
3.3. Impacto en el bienestar intertemporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4. Comentarios finales 35
Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

v
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Caṕıtulo 1

Introducción

Usualmente, cuando se habla en teoŕıa de un monopolio suele hacerse referencia
a condiciones clásicas como que el ingreso marginal se iguala al costo marginal a
efectos de maximizar beneficios y que de alĺı se deriva que el margen de ganancia se
iguala al inverso de la elasticidad de la demanda o que el monopolio sólo fija precios
y cantidades en la zona elástica de la curva de demanda. Ambas conclusiones llevan a
entender en teoŕıa de la forma en que un monopolio toma sus decisiones. Aunado a lo
anterior, en ese escenario se llevan a cabo análisis de bienestar de los consumidores,
eficiencia económica y poder de mercado.

Sin embargo, alĺı se asume que las decisiones se toman en un único instante
de tiempo, es decir, se desconoce el carácter intertemporal de las decisiones de los
monopolistas al momento de determinar su producción y fijación de precios. En
consecuencia, se desconoce el factor tiempo en la eficiencia económica, bienestar de
los consumidores y poder de mercado, lo cual limita las herramientas teóricas para
entender un monopolio en ausencia de economı́as de escala.

Impĺıcitamente, en el escenario estático se asume que la oferta se iguala a la
demanda en todo instante, es decir, que el monopolista produce exactamente lo
que se demanda. Luego una forma de introducir la dinámica en la decisión del
monopolista es suponer que los precios cambian de acuerdo a un ajuste entre la
oferta y la demanda1.

La motivación detrás de este trabajo está en expandir el entendimiento sobre las
decisiones de un monopolio, toda vez que la teoŕıa vigente puede excluir situaciones
que son de sumo interés para agencias gubernamentales de regulación o, por otro
lado, agencias de competencia económica. Por ejemplo, la teoŕıa de monopolio puede
estar presente en las actuaciones de tipo sancionatorio

Aśı, para extender el análisis en términos de bienestar de los consumidores,
eficiencia económica y poder de mercado de un monopolista en un sistema dinámico,
este escrito se divide en cuatro caṕıtulos. El primer caṕıtulo es esta introducción y
motivación al problema; el segundo es la presentación de una medida de bienestar
de los consumidores intertemporal y la forma en que se relaciona con la eficiencia
y el poder de mercado, el tercer caṕıtulo es una teoŕıa dinámica del monopolio
en términos de bienestar y competencia y, por último, un caṕıtulo de comentarios

1Este es un ajuste de precios al estilo del tanteo walrasiano en el que se tiene en cuenta la
brecha entre la demanda y la oferta.
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finales.



Caṕıtulo 2

Bienestar y Competencia en
Equilibrio Parcial

En este caṕıtulo se presenta un breve resumen de las caracteŕısticas del bienestar
económico en un mercado en equilibrio parcial y, además, una extensión en térmi-
nos intertemporales a dicha teoŕıa. Aśı las cosas, se compilan las hipótesis sobre las
preferencias de los consumidores para que se pueda asumir la existencia de una fun-
ción de demanda agregada decreciente, un análisis de equilibrio parcial consistente
y, además, que la variación en el excedente del consumidor marshalliano (Dupuit,
1844; Marshall, 1890), aśı como su agregación, sean medidas adecuadas del bienestar
económico para los individuos en estos escenarios de competencia.

Finalmente, se presenta una conexión de la idea de bienestar económico, medido
a partir del excedente del consumidor, con la pérdida irrecuperable de eficiencia y el
poder de mercado de las firmas. Lo anterior con el fin de enlazar esta discusión de
forma introductoria y sugestiva con temas de competencia y regulación económica
en torno al bienestar económico en sistemas dinámicos en equilibrio parcial.

Para llevar a cabo el objetivo, este caṕıtulo se divide en las siguientes secciones:
(i) Condiciones en las preferencias, (ii) Excedente del consumidor como medida de
bienestar económico y (iii) Vı́nculos entre la pérdida irrecuperable de eficiencia,
margen de ganancia y bienestar económico.

2.1. Condiciones sobre las preferencias

La relevancia teórica del análisis en equilibrio parcial se deriva de la posibilidad
de aislar el comportamiento de una industria o grupo de industrias del resto de la
economı́a, pues en ese escenario es posible llevar a cabo análisis de estática compa-
rativa para entender el impacto de fenómenos externos sobre el mercado analizado.
En otras palabras, cuando se logra que los movimientos en precios o cantidades que
tienen lugar en dicha industria no sean afectados por el resto de la economı́a, en-
tonces se puede llevar a cabo un análisis de equilibrio en un mercado espećıfico, es
decir, un análisis consistente de equilibrio parcial.

Para lo anterior, suele requerirse que las preferencias y decisiones de los agentes
que intervienen en determinada industria se puedan representar a partir de funciones
de demanda y oferta agregadas y, además, las consecuencias de sus decisiones en el
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4 Caṕıtulo 2. Bienestar y Competencia en Equilibrio Parcial

mercado espećıfico no sean afectadas por el resto de la economı́a.

En ese sentido, se deben enunciar bajo cuáles hipótesis está permitido agregar
las demandas de los consumidores para obtener una función de demanda agregada
decreciente y, alĺı, considerar un análisis de una industria particular que está ais-
lada del resto de la economı́a. En consecuencia, en lo que sigue de esta sección, se
presentan los supuestos sobre las preferencias de los consumidores que garantizan la
idoneidad del equilibrio parcial.

En general, las preferencias de un consumidor1 sobre un espacio de mercanćıas
de dimensión finita, n−dimensional, se pueden representar como una función de
utilidad continua bajo las condiciones de completitud, transitividad y continuidad
de las preferencias (Debreu, 1954, 1959). Aśı, el objetivo de ese individuo2, equivale
a maximizar su función de utilidad sujeto a que el valor a precios de mercado de sus
demandas sea menor o igual que su ingreso. Esto es,

Maximizar U(q)
sujeto a p · q ≤ I

Donde U : Rn
+ → R es la función de utilidad, p = (p1, . . . , pn), pi > 0 es el

precio por unidad de la mercanćıa i−ésima, q = (q1, . . . , qn), qi es la demanda por la
mercanćıa i−ésima e I > 0 es el ingreso del individuo. La compacidad del conjunto
que genera la restricción sobre el presupuesto y la continuidad U garantizan la
existencia de soluciones a este problema, es decir, demandas por cada una de las
mercanćıas que maximizan la utilidad del individuo3. Estas demandas, conocidas
como demandas marshallianas, están determinadas por el vector de precios y el
ingreso, (p, I).

Adicionalmente, como el problema de maximización de utilidad tiene solución,
el máximo define una función que se conoce como función de utilidad indirecta4,
V , una función que asigna a cada vector (p, I) el valor máximo de utilidad para el
individuo. En otros términos, en presencia de los precios p y el nivel de ingreso I,
V (p, I) es el valor de utilidad más alto que puede obtener el individuo a ese nivel de
precios e ingreso.

1Las preferencias de los individuos usualmente son entendidas como una relación binaria sobre
el espacio de mercanćıas. Alĺı, las mercanćıas se entienden en el sentido Arrow-Debreu, es decir,
un bien o servicio que está completamente determinado f́ısica, temporal y espacialmente, lo cual
permite que las mercanćıas sean completamente distinguibles entre śı (Debreu, 1959).

2El objetivo de un individuo racional es elegir la mejor combinación de mercanćıas, de acuer-
do con sus preferencias, entre las combinaciones que puede adquirir a los precios e ingreso que
restringen su decisión.

3La continuidad de una función sobre un conjunto compacto en un espacio métrico implica que
la imagen de la función también es un conjunto compacto (Rosenlicht, 1968). En el caso particular
en el que la imagen es un conjunto de los números reales, entonces la compacidad del conjunto se
traduce en alcanza máximo y mı́nimo. Esto último se conoce como el Teorema de Weierstrass.

4La función de utilidad indirecta es el valor máximo de la utilidad a los precios p e ingreso I. Alĺı,
una función de utilidad simplemente representa de manera numérica el ordenamiento derivado de
las preferencias de los individuos sobre el conjunto de mercanćıas. Por lo tanto, existen múltiples
representaciones de unas mismas preferencias, puesto que cualquier transformación creciente de
una función de utilidad es a su vez una función de utilidad. Aqúı aparece cierta inconsistencia en
el análisis de bienestar basado en la utilidad indirecta, debido a que el valor máximo que alcanza
la función depende de la función de utilidad maximizada (Hayashi, 2017).
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Ahora, bajo la condiciones de no-saciabilidad local de las preferencias se garantiza
que el valor de demandas marshallianas sea igual que el presupuesto5 y, además,
bajo la condición de convexidad estricta se logra que la demanda por el bien i, q∗i ,
sea una función que depende del vector de precios y el presupuesto, (p, I). En otras
palabras, q∗i = di(p, I) es un función bien definida (Lozano, 2012)6.

En resumen, se puede representar las preferencias de un individuo mediante una
función de utilidad y, además, se sabe que, para el individuo, elegir el mejor elemento
restringido a lo que puede adquirir el individuo en condiciones de mercado coincide
con el problema de maximización de utilidad. Por las propiedades ya expuestas,
aquel problema siempre tiene solución, donde los argumentos maximizadores (de-
mandas marshallianas) y el máximo (función de utilidad indirecta) son funciones
bien definidas que dependen de los precios y el ingreso, (p, I).

En efecto, sólo resta presentar las condiciones para que las demandas marshallia-
nas sean decrecientes en el precio propio y, por otro lado, estén aislados los impactos
de los movimientos en los otros mercados sobre el mercado que es objeto de estudio
en equilibrio parcial.

Siguiendo a Vives (1987) se enuncian las condiciones sobre las funciones de uti-
lidad7.

Condición 1 (Regularidad). Sea U : Rn
++ → R una función continuamente di-

ferenciable con gradiente estrictamente positivo, ∇U(q) � 0, y hessiano definido
negativo, HU(q) para todo q � 0.

Condición 2 (Uniformidad de Inada). Existen funciones positivas decrecientes que
acotan la utilidad marginal de cualquier bien que depende solamente de la cantidad
del bien considerado.

Condición 3 (Curvatura). Los valores absolutos de los valores propios de HU(q)

están acotados superiormente y lejos de cero, siempre y cuando el consumo de cada
bien se encuentre en un subconjunto compacto y acotado lejos de cero.

Bajo estas condiciones se garantiza que la participación en el gasto total de
cualquier mercanćıa es pequeña y, además, que los efectos ingreso son desprecia-
bles mientras n sea lo suficientemente grande (Vives, 1987, 2001). En lo que sigue
se muestra que esto es suficiente para garantizar que las demandas marshallianas
di(p, I) son funciones decrecientes en pi para i : 1, . . . , n.

En el problema dual del consumidor (minimización del gasto), un individuo ra-
cional busca minimizar el gasto, definido como el valor de las demandas, cuando
tiene un nivel de utilidad fijo que desea mantener (Hicks, 1939b). Esto coincide con

5Alĺı, si el valor de las demandas se iguala al presupuesto se conoce como condición de ago-
tamiento del presupuesto. Esta condición se da intuitivamente bajo no-saciabilidad local porque,
usando un argumento de reducción al absurdo, si existieran unas demandas que maximizan la uti-
lidad, pero su valor a precios de mercado no agota el presupuesto, entonces, bajo no-saciabilidad
local, debe existir una combinación de mercanćıas lo suficientemente cercana que sea preferida
estrictamente y cuyo valor no supere el presupuesto, lo cual es una contradicción.

6En adelante, se omite el uso del supráındice ∗ para distinguir las demandas de un proceso
de maximización de utilidad, debido a que se asume que todas las elecciones de los individuos se
generan a partir de un proceso de elección racional.

7Se debe resaltar que las condiciones no se establecen sobre la relación binaria, es decir, las
preferencias de los consumidores, sino sobre la función de utilidad.
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Minimizar p · q
sujeto a U(q) ≥ u

Para algún nivel de utilidad u fijo. Las caracteŕısticas de la función objetivo y las
mismas condiciones sobre la función de utilidad en la restricción generan que este
problema, bajo cierta modificación para acotarlo, tenga solución. Los argumentos
minimizadores del problema, conocidos como demandas hicksianas, son funciones,
hi(p, u), para todo i = 1, . . . , n, que dependen del vector de precios y el nivel de
utilidad. De igual manera, el mı́nimo define una función que se conoce como función
de gasto, e(p, u), que asigna el mı́nimo nivel de gasto a los precios p para alcanzar
el nivel de utilidad u.

En este contexto, toda demanda marshalliana evaluada en la función de gasto
es una demanda hicksiana, es decir, di(p, e(p, u)) = hi(p, u). Esto último, en diferen-
ciabilidad de las demandas, implica que siempre se mantiene la siguiente ecuación,
conocida como ecuación de Slutsky (Slutsky, 1915; Allen, 1936),

∂di
∂pj

=
∂hi
∂pj
− qj

∂di
∂I

Para todo i, j : 1, . . . , n. Con esta ecuación se garantiza que, en el caso particular
en el que i = j, si la participación en el gasto total de cualquier bien es pequeña
y, además, los efectos ingreso son despreciables, entonces las pendientes de las de-
mandas marshallianas y hicksianas tienden a coincidir en el ĺımite sobre n. Ahora,
las demandas hicksianas siempre son funciones decrecientes respecto del precio pro-
pio (Lozano, 2012). Por lo tanto, las demandas marshallianas di(p, I) son funciones
decrecientes en pi para todo i : 1, . . . , n8.

Si se consideran m individuos que cumplen con todas las condiciones enuncia-
das sobre las preferencias, entonces para el bien i, la demanda agregada, Di(p) =∑m

k=1 di(p, Ik), es una función decreciente en pi. Esto es, con dichas condiciones sobre
las preferencias y funciones de utilidad se logra garantizar que la demanda agregada
para el mercado i−ésimo sea una función decreciente en el precio propio como se
considera usualmente en el análisis de equilibrio parcial.

Adicionalmente, como la participación en el gasto de cualquier bien es pequeña
y los efectos ingreso son despreciables, entonces, un mercado particular, no se ve
afectado por el comportamiento de los demás mercados, con lo cual se justifica
adecuadamente cómo aislar un mercado de movimientos en otros mercados o los
efectos agregados de la economı́a a partir de la elección racional.

Aśı, en resumen, con las condiciones sobre las preferencias expuestas se tiene
que:

La pendiente de la demanda marshalliana respecto del precio propio es nega-
tiva.

El análisis de equilibrio parcial toma sentido, pues el comportamiento de un
mercado está aislado de los demás segmentos de la economı́a, al menos desde
el punto de vista del consumidor.

8A manera de resumen sobre la dualidad en la elección racional del consumidor y el comporta-
miento de las demandas se puede consultar (Ávalos, 2011).
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2.2. Excedente del consumidor como medida de

bienestar económico

En esta sección se presentan las medidas hicksianas de bienestar económico y
cómo se relacionan con el excedente del consumidor marshalliano. Lo anterior, con el
fin de presentar una medida de bienestar económico agregado a través del tiempo que
nos permite realizar análisis de impacto de cambios en los precios de una mercanćıa
sobre el bienestar de los consumidores y la eficiencia del mercado en un escenario
dinámico de competencia económica.

En principio, una buena medida de bienestar económico debeŕıa que estar vin-
culada con la función de utilidad indirecta, pues, de este modo, se garantiza que
la medida del bienestar económico esté conectada con las preferencias de los in-
dividuos y, espećıficamente, con el problema principal de un consumidor (elegir el
mejor elemento de acuerdo con sus preferencias que sea factible). Aśı, al momento
percibir un cambio en los precios en el mercado, entonces la medida de bienestar
estará relacionada con los cambios de utilidad del individuo.

En ese orden de ideas, la Variación Compensada y la Variación Equivalente
podŕıan ser medidas adecuadas de bienestar (Hicks, 1939a, 1942; Chipman y Moore,
1980). A lo largo de la sección anterior se ha definido a e(p, u) y V (p, I) como las
funciones de gasto y utilidad indirecta, respectivamente.

En ese contexto, se encuentran las siguientes definiciones basadas en Vives (2001).
En lo que sigue, se supone que un consumidor se enfrenta a una variación de precios
de p0 a p1.

Definición 1 (Variación Compensada). La Variación Compensada (VC) ante un
cambio de precios de p0 a p1 es el monto de ingreso que el consumidor debe recibir a
los precios p1 para que su nivel de utilidad sea el mismo al alcanzado con los precios
p0. Esto es,

V C(p0, p1, I) = e(p1, u0)− I con u0 = V (p0, I)

Definición 2 (Variación Equivalente). La Variación Equivalente (VE) de una va-
riación de precios de p0 a p1 es el monto de ingreso que debe quitarse al consumidor
a los precios p0 para que su nivel de utilidad sea el mismo al alcanzado con los precios
p1. Esto es,

V E(p0, p1, I) = I − e(p0, u1) con u1 = V (p1, I)

En efecto, la V C y V E representan intuitivamente una buena aproximación de
la idea del cambio en el bienestar económico, pues están midiendo el impacto de un
cambio de precios sobre el ingreso inicial del individuo para hacer comparables dos
contextos económicos diferentes en términos de precios y utilidad9. En otras pala-
bras, ese consumidor, mediante el cambio del ingreso, logra comparar dos situaciones
diferentes en precios y nivel de utilidad.

9En algunos textos de bienestar económico se define la Variación Equivalente como el monto
que debe de ingreso que debe darse al consumidor en vez del monto de ingreso que debe quitarse.
Esto último implica que la V E se defina como e(p0, u1) − I (Boadway y Bruce, 1984; Johansson,
1991; Ávalos, 2011).
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Particularmente, la V E es una medida adecuada de bienestar, debido a que la
comparación de niveles de utilidad en los precios p1 y p2, es decir, comparar V (p1, I)
y V (p2, I), es equivalente a comparar la V E de p0 a p1 con la V E de p0 a p2 (Tirole,
1988). Se resalta que

V E(p0, p1, I)− V E(p0, p2, I) = I − e(p0, u1)− I + e(p0, u2)
= e(p0, u2)− e(p0, u1)

Esto es,

V E(p0, p1, I) ≥ V E(p0, p2, I) si y sólo si V (p1, I) ≤ V (p2, I)

dicho lo anterior, se puede tomar la V E como una buena medida de bienestar
económico. En lo que sigue, se muestra la relación entre la V E y las demandas
hicksianas, hi(p, u), para i : 1, . . . , n.

A partir de la Definición 2, gracias al Lema de Shepard (Shepard, 1953), se
tiene lo siguiente

V E(p0, p1, I) = I − e(p0, u1) = e(p1, u1)− e(p0, u1) =
n∑
i=1

∫ p1i

p0i

hi(p
(i), u1)dpi

con u1 = V (p1, I)

Se resalta que el cambio de a p0 a p1, al ser un cambio de un vector a otro, tiene
impĺıcito el cambio de precios de varias mercanćıas de manera simultanea. Para que
la V E esté bien definida, se requiere que la anterior integral no dependa del orden
de integración con los precios y, aśı, al calcularla tenga un único valor. En efecto, la
V E no depende de la trayectoria de integración (Chipman y Moore, 1980).

En otro sentido, la V E cuenta con un problema práctico, debido a que, en su
definición, depende de u1 y esta no es una variable observable. En tal sentido, las
medidas de origen marshalliano no tienen esta limitación, pues estas son funciones
de los precios y el nivel de ingresos, las cuales son variables que, en principio, son
observables.

Aśı, bastaŕıa con mostrar una conexión entre la V E y la variación en el Excedente
del Consumidor marshalliano, debido a que esto generaŕıa una medida de bienestar
adecuada en términos normativos que logra estar basada en variables observables.

Bajo las condiciones en las preferencias que se expusieron en la sección anterior,
los efectos ingreso son casi cero y la participación de las mercanćıas en el gasto son
despreciables. Aśı, nuevamente, mediante la ecuación de Slutsky, en el ĺımite sobre
n, se tiene

∂di(p, I)

∂pi
≈ ∂hi(p, u)

∂pi

Por lo tanto, la V E equivale a

V E(p0, p1, I) =
n∑
i=1

∫ p1i

p0i

hi(p
(i), u1)dpi ≈

n∑
i=1

∫ p1i

p0i

di(p
(i), I)dpi = V EC
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Donde V EC10 es la Variación en el Excedente del Consumidor marshalliano11

(Dupuit, 1844; Marshall, 1890). Por lo tanto, bajo las caracteŕısticas de las prefe-
rencias que se enunciaron en la sección anterior, se garantiza que el V EC es una
medida adecuada de cambio en el bienestar ante cambios en los precios y, por su
naturaleza, tiene la cualidad de ser una medida que depende de variables que, en
principio, son observables.

Por otra parte, con esta construcción, se logra que el V EC supere la cŕıtica al
respecto de la necesidad que la utilidad marginal del ingreso sea independiente de
pi, pues, a partir de la Identidad de Roy (Roy, 1942, 1947), se tiene

di(p, I) = −∂V (p, I)/∂pi
∂V (p, I)/∂I

= −∂V (p, I)/∂pi
λ

Donde λ representa el multiplicador del problema de maximización de utilidad
y que a su vez coincide con la utilidad marginal del ingreso. Es de notar que si λ no
depende de pi, entonces el V EC se relaciona con el comportamiento de la utilidad
indirecta del individuo.

De acuerdo a lo anterior, se supone que los cambios de p0 a p1 sólo se evidenciaŕıan
en la i−ésimo mercanćıa, es decir, p0i = p1j siempre que i 6= j y p0i 6= p1j siempre que
i = j. Esta simplificación no representa un inconveniente para la formulación de
un escenario bajo competencia en equilibrio parcial, ya que en la sección anterior se
concluye que el análisis se puede realizar sobre una industria o un grupo de industrias
de manera aislada. Sin embargo, esta simplificación śı toma relevancia para diversos
cálculos matemáticos al momento de considerar cambios en los precios, debido a que
reduce la dimensión en la que se trabajan dichos cambios12.

El objetivo de lo que resta de esta sección es enunciar una medida de bienestar
económico agregado a través del tiempo para el mercado de la i−ésima mercanćıa
y probar que es adecuada para el análisis de bienestar en términos intertemporales.
En otras palabras, el enfoque se centra en el análisis de bienestar económico de
un solo mercado y, para ello, se define una variación agregada en el excedente del
consumidor ante cambios en los precios la cual está relacionada con el cambio en los
niveles de utilidad del individuo.

En ese sentido, se propone la siguiente definición.

Definición 3 (Variación en el Excedente del Consumidor Intertemporal). Sea p0(t)
una trayectoria de precios para cierto escenario básico. Se supone que algunos precios
se incrementan p0(t) a p1(t) en determinados periodos de tiempo t ∈ [t0,∞). La

10En esta situación se está hablando de la Variación en el Excedente del Consumidor, luego se
debe garantizar que este excedente se pueda calcular. Para ello, es suficiente que adicionalmente
se suponga la existencia de una máxima disponibilidad a pagar, p̂ > 0, y como ya se ha asumido
que la demanda marshalliana es derivable, entonces la integral existe. En la siguiente sección se
muestra que en efecto esta es la Variación en el Excedente del Consumidor

11En una estructura de mayor dimensión, la trayectoria en la que se calcula esa integral de ĺınea
podŕıa afectar el valor final de la integral en el caso del V EC (Takayama, 1984). Adicionalmente, es
posible que las medidas de bienestar de origen hicksiano difieran de una buena medida de bienestar
económico bajo ciertas condiciones (Takayama, 1984).

12En este orden de ideas, para disminuir la notación se omiten todos los sub́ındices que hacen
referencia a las diferentes mercanćıas.
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Variación en el Excedente del Consumidor Intertemporal, V ECI(p0(t), p1(t)), se
define como

V ECI(p0(t), p1(t)) =

∫ ∞
t0

∫ p1(t)

p0(t)

e−ρ(t−t0)d(p(t), I(t))dpdt

donde ρ ≥ 0 es una tasa de descuento intertemporal13.

Teorema 1 (VECI es una medida adecuada de bienestar). Un individuo cuya fun-
ción de utilidad cumple con las Condiciones 1, 2 y 3, busca maximizar su utilidad
agregada descontada a una tasa ρ durante un periodo de tiempo desde t0 en adelante
bajo un contexto en el que no conectan las decisiones o utilidades de un periodo a
otro. Este individuo se enfrenta a una restricción presupuestal independiente para
cada instante de tiempo t ∈ [t0,∞). Entonces Variación en el Excedente del Consu-
midor Intertemporal es una medida adecuada de bienestar a través del tiempo.

Demostración
Los argumentos maximizadores para este tipo problemas son trayectorias de de-

mandas en el tiempo. Para este caso particular, dichas trayectorias coinciden con
una trayectoria del problema de maximización en cada instante de tiempo indivi-
dualmente, es decir, si el problema de maximización es

Maximizar

∫ ∞
t0

e−ρ(t−t0)U(q(t))dt

sujeto a p(t)q(t) = I(t) para todo t ∈ [t0,∞)

Entonces, claramente, la trayectoria de solución de este problema es d∗(t) para
t0 ≤ t <∞, en la que d∗(t̄) es el argumento maximizador del problema

Maximizar U(q(t̄))
sujeto a p(t̄)q(t̄) = I(t̄)

Para todo t̄ ∈ [t0,∞). Aśı, para cada instante de tiempo t se tiene una función
de utilidad indirecta V (p(t), I(t)) para todo t, lo cual implica que el valor máximo
de la integral o el máximo del problema de este individuo coincide con

W (p(t), I(t)) =

∫ ∞
t0

e−ρ(t−t0)V (p(t), I(t))dt

Si algunos precios se incrementan de p0(t) a p1(t) en determinados periodos de
tiempo t ∈ [t0,∞). Para cualquier t̄ en el cual se evidenciaŕıa un incremento en los
precios de p0(t̄) a p1(t̄), el cambio en la utilidad indirecta tiene el mismo sentido
que la V E del instante t̄, el cual, a su vez, coincide con la V EC del instante t̄, con
t̄ ∈ [t0,∞).

Por lo tanto,

13La tasa de descuento intertemporal tiene como finalidad que el individuo tenga valoraciones
diferenciadas de la utilidad a través del tiempo. Esto es, conforme ρ es mayor, entonces este
individuo “castiga” la utilidad de los últimos periodos generando incentivos a darle prioridad a la
utilidad y, con ello, al consumo de los periodos de tiempo más cercanos.
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∂W (p(t), I(t))

∂p
≤ 0

si y sólo si∫ ∞
t0

e−ρ(t−t0)
∫ p1(t)

p0(t)

h(p(t), u1(t))dpdt ≈
∫ ∞
t0

e−ρ(t−t0)
∫ p1(t)

p0(t)

d(p(t), I(t))dpdt ≥ 0

El anterior teorema garantiza la existencia de una medida de bienestar en un sis-
tema dinámico a través del tiempo. Adicionalmente, si los individuos tienen cierta
homogeneidad en sus preferencias y no se observan cambios en los ingresos de los in-
dividuos, entonces todos los resultados que se han obtenido son válidos para una fun-
ción de demanda agregada, D(p), la cual está definida como D(p) =

∑m
k=1 d(p, Ik)

14.

Por lo tanto, en lo que sigue se toma D(p) como la función de demanda agregada
para el mercado que va a ser análisis en equilibrio parcial, donde p es el precio por
unidad de la mercanćıa. Esta función cumple con todas las condiciones para que las
medidas de bienestar de origen marshalliano sean buenas medidas de bienestar bajo
los criterios que se han expuesto.

2.3. Vı́nculos entre la pérdida irrecuperable de

eficiencia, margen de ganancia y bienestar

económico

En esta sección se presenta un v́ınculo entre el bienestar económico, eficiencia
en la asignación de mercanćıas por parte de los mercados y el margen de ganancia
de la empresas, lo cual permitiŕıa dar alcance en términos de competencia a las
afectaciones de bienestar económico. Para ello, primero se presenta la eficiencia del
mercado en competencia perfecta, luego las pérdidas de eficiencia ante cambios en
los precios y, finalmente, el v́ınculo que existe entre la fijación de precios, el poder
de mercado y la imperfección en el mercado.

Se asume que en un mercado concurren ciertos productores que enfrentan la
misma tecnoloǵıa, es decir, cuentan con la misma función de costos c : R+ → R+.
Esta función toma cada nivel del producción q y le asigna c(q), donde este último
es el mı́nimo nivel costo para llevar a cabo el plan de producción de q unidades de
mercanćıa. Claramente, este ejercicio se realiza manteniendo constantes los precios
de los bienes o servicios que hacen las veces de insumos en la producción de la
mercanćıa15. Se asume que c es una función derivable.

14Vale la pena resaltar que en este tipo de problemas de optimización los consumidores no
relacionan las consumos de un periodo con la utilidad de otro, razón por la cual estos consumidores
toman independientemente las decisiones de consumo de un periodo a otro. Este consumidor sólo
conecta sus decisiones intertemporales por medio de la tasa de descuento intertemporal.

15Como salvedad, mantener constantes los precios de las mercanćıas es una de las cŕıticas usuales
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Aśı, la ganancia de la empresa o Beneficio de la Firma, π, definido como el resul-
tado de restar a los ingresos el costo, π(p, q) = pq−c(q), hace las veces del Excedente
del Productor. En condiciones de competencia perfecta, cuando las empresas son to-
madoras de precios en el mercado, la condición de primer orden de maximización del
beneficio es la igualdad entre p y el costo marginal c′(q). Esta condición en realidad
genera argumentos maximizadores cuando c′′(q) > 0.

Adicionalmente, esta industria se enfrenta a una función de demanda agregada,
D : R+ → R+, para un mercado espećıfico, la cual es derivable, decreciente estricta y
tiene un comportamiento adecuado para poder llevar a cabo un análisis de bienestar
consistente. Esta demanda se enfrenta en este mercado a un escenario base de nivel
de precio p0, el cual podŕıa eventualmente coincidir con un escenario de competencia
perfecta, y existe una disponibilidad máxima a pagar, p̂ > 0, tal que D(p) = 0 para
todo p > p̂.

En este contexto, el Excedente del Consumidor marshalliano (Dupuit, 1844;
Marshall, 1890), EC, es la agregación de la diferencia entre las diferentes dispo-
nibilidades a pagar y el precio de mercado, es decir,

EC(p0) =

∫ p̂

p0
D(p)dp

Se resalta que EC(p0) es una función decreciente en p0, es decir, aumentos en el
nivel de precios generaŕıan una cáıda en el Excedente del Consumidor y, por otro
lado, es evidente que la V EC definida en la anterior sección se relacionan con el
cambio en EC en los precios p0 a los precios p1, debido a que

EC(p0)− EC(p1) =

∫ p̂

p0
D(p)dp−

∫ p̂

p1
D(p)dp =

∫ p1

p0
D(p)dp = V EC

Ahora, en este mercado se define el Excedente Social al nivel p0 en el precio de
mercado como sigue.

Definición 4 (Excedente Social). El Excedente Social, ES, es una función que
depende de los precios que se define como el Excedente del Consumidor mas el Ex-
cedente del Producto. Aśı,

ES(p0) = EC(p0) + EP (p0) =

∫ p̂

p0
D(p)dp+ p0D(p0)− c(D(p0))

Proposición 2.1. La condición de primer orden de las firmas en competencia
perfecta también maximiza el Excedente Social.

Demostración
Por lo supuestos sobre las funciones c y D, el ES es una función derivable. Se

calcula condición de primer orden de ES cambiando el valor de p0 para hallar el
punto cŕıtico. Esto es,

al equilibrio parcial, esta se conoce como Cŕıtica de los costos de Sraffa, debido a que los cambios
en producción de la industria afectaŕıan industrias relacionadas, lo cual vulneraŕıa el supuesto de
ceteris paribus (Herrada, Muñoz, y Quintanilla, 2012)
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dES(p0)

dp0
= −D(p0) +D(p0) + p0D′(p0)− c′(D(p0))D′(p0)

= [p0 − c′(D(p0))]D′(p0)
= 0

Como D′ < 0, entonces se puede concluir que p0 = c′(D(p0)) = c′(q), cuando las
firmas producen lo que se demanda, es decir, se evidencia un equilibrio parcial.

Por otra parte, para que p0 sea argumento maximizador del ES es suficiente que
se tenga

[1− c′′(D(p0))D′(p0)]D′(p0) < 0

Lo cual siempre es cierto cuando se supone que c′′ ≥ 0.

La anterior proposición muestra que la asignación socialmente óptima es com-
patible con la decisión de las firmas. En otras palabras, la competencia perfecta
genera el mejor escenario posible en términos sociales. En adelante, se supone que
el escenario base para las comparaciones, p0, es el escenario eficiente en términos
sociales, es decir, p0 es el precio de competencia perfecta.

No obstante lo anterior, cuando el mercado tiene fallas, las asignaciones de mer-
cado no mantienen las condiciones deseables en términos de eficiencia que śı tiene
la competencia perfecta. En este sentido, toda falla de mercado genera una pérdida
irrecuperable de eficiencia y, para el caso de aumento de precios en un análisis de
equilibrio parcial, se tiene la siguiente definición.

Definición 5 (Pérdida Irrecuperable de Eficiencia). La Pérdida Irrecuperable de
Eficiencia, PIE, de un aumento de precios desde p0 a p1 se define como

PIE(p0, p1) =

∫ D(p0)

D(p1)

p(D(p))− c′(D(p))dp

Donde p(D(p)) es la función inversa de demanda, la cual siempre existe puesto
que D′ < 0.

Proposición 2.2. La PIE(p0, p1) es una función estrictamente creciente en p1.

Demostración
Es suficiente con calcular la derivada de PIE respecto a p1. Esto es,

dPIE(p0, p1)

dp1
= −p1D′(p1)− c′(D(p1))D′(p1)

= −[p1 − c′(D(p1))]D′(p1) > 0

Siempre que p1 > c′(D(p1)), lo cual se tiene puesto que p1 > p0.

Por lo tanto, el escenario de competencia perfecta p0 genera el mayor ES y,
ante cualquier aumento de precios de p0 a p1, se observa una pérdida de eficiencia
en la asignación de mercado acompañada de una disminución en el Excedente del
Consumidor marshalliano (lo cual equivale a una V EC positiva) puesto que es EC



14 Caṕıtulo 2. Bienestar y Competencia en Equilibrio Parcial

es decreciente en el precio de mercado. En otras palabras, la competencia perfecta
genera el mejor escenario en términos de bienestar agregado, pero incremento en
los precios causa pérdida de eficiencia y un peor escenario para los consumidores en
términos de bienestar.

Al igual que el Excedente del consumidor, la PIE se puede agregar a través de
un periodo de tiempo que inicia en t0 en adelante al igual que la V EC. Esto es, la
Pérdida Irrecuperable de Eficiencia Intertemporal, PIEI, está dada por

PIEI =

∫ ∞
t0

∫ D(p0)

D(p1)

e−θ(t−t0)[p(D(p))− c′(D(p))]dpdt

Donde θ es una tasa de descuento intertemporal que no necesariamente coincide
con la tasa de descuento de los consumidores16. En este caso, un aumento en PIEI
estará acompañado de un incremento en V ECI y lo mismo en sentido contrario.

En lo que resta de esta sección se conectan las ideas de eficiencia y bienestar
con fallas de mercado y poder de mercado por parte de una firma. En este con-
texto de fallas de mercado, algunas de estas generan aumentos en los precios, en
especial las fallas de mercado en el que se tiene un número relativamente pequeño
de firmas oferentes del bien. Alĺı, el caso extremo se manifiesta cuando existe una
única empresa oferente, este se conoce como monopolio. Esta única empresa puede
determinar un precio mayor al de competencia perfecta simplemente restringiendo
el nivel de cantidades en el mercado. Lo anterior, en el escenario estático, se deriva
de resolver el siguiente problema de maximización17

Maximizarp π(p) = pD(p)− c(D(p))

La condición de primer orden de este problema es condición clásica ingreso mar-
ginal igual al costo marginal.

D(pm) + pmD′(pm) = c′(D(pm))D′(pm)

Donde pm es el precio que fija el monopolista. Nuevamente, pm es argumento
maximizador cuando se asume c′′ ≥ 0. Si se considera una función de demanda
tipo lineal y una función de costos cuadrática, es decir, D(p) = a − bp y c(q) =
c1q

2/2 + c2q
18 con a, b, c1 y c2 números reales estrictamente positivos y c2 < a/b19,

entonces

16La tasa de descuento intertemporal en este caso hace las veces de ρ en el caso del consumidor,
es decir, sirve para generar diferencias en la valoración de las pérdidas irrecuperables de eficiencia
entre periodos. En esta situación, la tasa de descuento es de un observador del mercado.

17En este caso la maximización en el precio coincide con la maximización en las cantidades
porque la oferta siempre se iguala a la demanda.

18Esta función de costos se toma como referencia porque es la forma funcional utilizada en el
siguiente caṕıtulo aprovechando que cumple con las condiciones requeridas.

19Vale la pena resaltar que esta relación entre los parámetros garantiza que las cantidades de
equilibrio sean positivas. Sin embargo, esta relación se suele interpretar como el incentivo al mono-
polista a entrar al mercado, debido a que a/b es la disponibilidad máxima a pagar y c2 es el costo
marginal mı́nimo, es decir, el costo marginal mı́nimo debe ser menor que la disponibilidad máxima
a pagar para que el monopolista tenga incentivos de ofertar en ese mercado.
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qm =
a− bc2
2 + bc1

y pm =
a+ b(ac1 + c2)

b(2 + bc1)

Los cuales se vinculan a un escenario dinámico de una manera muy particular
en el análisis de bienestar del siguiente caṕıtulo. Por otra parte, de la condición de
optimalidad general se tiene

pm
(

1

ε(pm)
+ 1

)
= c′(D(pm))

Donde ε es la elasticidad precio de la demanda evaluada en pm. Se debe notar que,
dado que el costo marginal es una función positiva, se debe tener que −ε(pm) > 1,
es decir, que el monopolio fija precios en la zona elástica. En ocasiones esto se
interpreta como que a pesar de ser monopolio, este último fija precios en zonas
en las que no posee gran poder de mercado. Sin embargo, la zona elástica de las
curvas de demanda no siempre son favorables pasa los consumidores, por ejemplo,
la función de demanda lineal tiene mayor elasticidad conforme el precio es más alto.

Particularmente, para el escenario de competencia y bienestar, la anterior ecua-
ción es de alta relevancia, debido a que es equivalente a

pm − c′(D(pm))

pm
= − D(pm)

pmD′(pm)
= − 1

ε(pm)

Esta última relación iguala el margen de ganancia y el inverso de la elasticidad
precio de la demanda, es decir, un v́ınculo entre la ganancia de la empresa y los
deseos de los consumidores. En este contexto, para algunos casos es suficiente con
conocer la elasticidad de la demanda para saber el margen de ganancia de la empresa.
Sin embargo, en muchas ocasiones sigue siendo necesario conocer la estructura de
costos para ello. Adicionalmente, se debe notar que el margen de ganancia nunca es
negativo en el escenario estático, debido a que la demanda es una función decreciente,
es decir, un monopolista en este contexto nunca fijaŕıa un precio por debajo del costo
marginal.

Este margen de ganancia se conoce como el ı́ndice de Lerner, el cual, en un
principio, fue concebido como un ı́ndice para medir el poder de mercado de los
monopolios (Lerner, 1934). No obstante, algunos autores han afirmado que el ı́ndice
de Lerner no mide el poder de mercado, sino que es una aproximación de medida de
la imperfección del mercado en el cual está presente el monopolio (Elzinga y Mills,
2011)20.

Usualmente, el pm es mayor que el p0, lo cual implica que el monopolio genera
pérdida irrecuperable de eficiencia y un daño en el bienestar de los consumidores.
Aunque lo relevante para señalar en esta situación es que ante mayor imperfección
en el mercado o mayor poder de mercado por parte del monopolista, mayor será la
pérdida de eficiencia en la asignación de mercado y menor será el bienestar de los
consumidores.

20En el campo de las medidas de poder de mercado se han planteado ı́ndices que corrigen algunas
cŕıticas al ı́ndice de Lerner incluyendo condiciones sobre la demanda y la oferta (Vallejo, 2008) o
el carácter temporal (Pindyck, 1985).
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Finalmente, como conclusión de esta sección, un monopolio en un escenario
estático fija los precios en la zona elástica de la curva de demanda y el margen
de ganancia, el cual nunca es negativo, se iguala al inverso de la elasticidad de la
demanda. Gracias a esta última igualdad, un incremento en los precios genera ma-
yor pérdida irrecuperable de eficiencia, que está vinculado con una mayor afectación
en el bienestar de los consumidores, está relacionado con mercados con mayores
imperfecciones o con monopolios que gozan de mayor poder de mercado.



Caṕıtulo 3

Bienestar intertemporal en
Monopolio

En este caṕıtulo se presenta una teoŕıa de un monopolio en equilibrio parcial
en un sistema dinámico, las soluciones para un caso particular con una función de
demanda lineal y una función de costos cuadrática y, finalmente, se calcula definición
de variación de bienestar desarrollada en el caṕıtulo anterior, todo esto con el fin de
hacer análisis de sensibilidad sobre la medida de bienestar intertemporal y la forma
en que se relaciona con un escenario de monopolio en un sistema dinámico.

Para llevar a cabo el objetivo, este caṕıtulo se divide en las siguientes seccio-
nes: (i) Teoŕıa del monopolio dinámico, (ii) Análisis de equilibrio en el monopolio
dinámico y (iii) Impacto de la sensibilidad de la demanda en el bienestar.

3.1. Teoŕıa del monopolio dinámico

En esta sección se da una exposición general de la teoŕıa de un monopolio en
equilibrio parcial en un sistema dinámico. El escenario para el monopolista se resu-
men en un problema de optimización dinámica, donde, a partir de las condiciones
de primer orden1, se relaciona el margen de ganancia con la elasticidad de la de-
manda y un término de desviación respecto del equilibrio en un escenario estático.
Al finalizar, se vincula la elasticidad de la demanda con el comportamiento de la
trayectoria de precios.

Para comenzar, un monopolista se enfrenta a una función de demanda agregada
D en un mercado espećıfico. Dicha función de demanda es decreciente en el precio
de la mercanćıa. La función de demanda agregada es derivable, entonces D′ < 0.
Este monopolio puede representar su tecnoloǵıa a través de una función de costo
c(q), la cual también es derivable.

El objetivo de este monopolista es diseñar un plan de producción q(t) durante
un periodo de tiempo que inicia en t0 y se extiende de manera indefinida que ma-
ximice su beneficio agregado descontado a una tasa intertemporal r. Esta infinitud
en el periodo analizado puede coincidir con la incertidumbre en la duración de los
monopolios, lo cual es usual en los mercados de la vida real.

1Condiciones del máximo de Pontryagin.

17
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Adicionalmente, dicho monopolista enfrenta una dinámica de precios de un pe-
riodo a otro, ṗ(t), es decir, no hay perfecto e inmediato ajuste entre la oferta y la
demanda para cada instante de tiempo. Dicha dinámica depende de una velocidad
de ajuste s mayor o igual que cero y del exceso de demanda, la cual se define como
sigue

ṗ(t) = s(D(p(t))− q(t))
Si la demanda es mayor a la oferta, entonces los precios debeŕıan crecer de un

periodo a otro y vice versa2. En resumen, la decisión del monopolista coincide con
la solución del siguiente problema de optimización dinámica3

Maximizar

∫ ∞
t0

e−r(t−t0)(pD(p)− c(q))dt

sujeto a ṗ = s(D(p)− q) y p(t0) = p0

La solución del problema depende del valor inicial de la trayectoria de precios,
p0, el cual está determinado de manera exógena al sistema. Por lo tanto, desde este
punto se puede apreciar que todas las conclusiones dependerán de p0, luego este
precio podŕıa ser de interés en el análisis de poĺıtica de competencia o regulación
por agencias gubernamentales.

Para resolver el problema se hace uso de la función hamiltoniana4, H, la cual es

H(p, q, λ, t) = e−r(t−t0)(pD(p)− c(q)) + λs(D(p)− q)
donde el multiplicador λ también es una función del tiempo. En este caso, las

condiciones de optimalidad son

i)
∂H

∂q
= −e−r(t−t0)c′(q)− λs = 0

ii)
∂H

∂p
= e−r(t−t0)(D(p) + pD′(p)) + λsD′(p) = −λ̇

iii)
∂H

∂λ
= s(D(p)− q) = ṗ

iv)
∂2H

∂q2
= −e−r(t−t0)c′′(q) ≤ 0

v) ĺımt→∞ λ(t) = 0

vi) ĺımt→∞H(t) = 0

2En adelante se omite la especificación (t) en la mayoŕıa del texto para hacer énfasis en que las
variables son funciones del tiempo, todo esto con el fin de no sobrecargar la notación.

3Las trayectorias que dan solución a un problema similar se encuentran en la literatura económi-
ca desde hace cerca de cien años (Evans, 1924, 1925).

4Este tipo de problemas y sus soluciones son usuales en ciencias económicas, especialmente
en temas de teoŕıa económica. Las herramientas para abordar este tipo de problemas, incluyendo
el tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales, se encuentran en diversos manuales. Sin
embargo, en este escrito se sigue principalmente a (Pecha Castiblanco, 2005; Kamien y Schwartz,
2012).
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En este punto toma relevancia el significado de λ. Vale la pena recordar que λ(t∗)
es el aporte marginal tráıdo a valor presente de un incremento en p en el instante
de tiempo t∗ sobre el ingreso descontado y agregado a través del tiempo. En otras
palabras, si λ(t∗) ≥ 0, entonces un aumento en el precio en el precio t∗ genera un
retorno mayor o igual que cero tráıdo a valor presente en el beneficio agregado y
descontado. En caso contrario, si λ(t∗) ≤ 0, entonces un incremento en el precio en
el precio t∗ genera un retorno menor o igual que cero tráıdo a valor presente en el
beneficio agregado del monopolista.

Aqúı surge una pregunta natural ¿Cuál es la interpretación de λ̇? λ̇(t∗) es el
cambio en el instante t∗ del aporte marginal en valor presente de un incremento
en precios sobre el beneficio agregado y descontado del monopolista. Si λ̇(t∗) < 0,
entonces un incremento (decrecimiento) en precios es menos (más) rentable (nocivo)
en términos de beneficios del monopolista inmediatamente después del instante t∗.
En otros términos, λ̇ es la evolución a través del tiempo del aporte marginal de los
precios a las ganancias agregadas del monopolista.

Con esto último en mente, de i), se despeja λs y se reemplaza en el resultado de
ii), con lo cual se obtiene

vii) e−r(t−t0)(D(p) + (p− c′(q))D′(p)) = −λ̇

que a su vez es equivalente con

p− c′(q)
p

= −

(
er(t−t0)λ̇

pD′(p)
+

1

ε(p)

)
En el caso dinámico, el margen de ganancia para cada de instante de tiempo se

iguala a la elasticidad precio de la demanda mas una desviación que coincide con

er(t−t0)λ̇

pD′(p)

esto último implica que conocer la elasticidad de la demanda no es suficiente
para determinar el poder que tiene un monopolista para fijar precios por encima
del costo marginal, sino que se debe tener en cuenta la dinámica del beneficio y los
cambios en los aportes marginales de los incrementos en precios. En este contexto
aparece la siguiente proposición.

Proposición 3.1. Si la función de costos es estrictamente convexa, entonces el
margen de ganancia derivado del problema de maximización intertemporal difiere
del inverso de la elasticidad de la demanda para todo instante de tiempo.

Demostración
Si el margen de ganancia del monopolista se iguala al inverso de la elasticidad de

la demanda algún instante de tiempo, implica que λ̇(t∗) = 0 para cierto t∗ ∈ [t0,∞),
entonces λ(t∗) es constante, es decir, λ(t∗) = k con k ∈ R. Aśı, si se asume que λ
es constante para t∗, de la condición i), c′(q) = −er(t∗−t0)ks, lo cual equivale que
la función de costo es lineal en q en dicho instante del tiempo. No obstante, esto
contradice la hipótesis de convexidad estricta en los costos.
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Por lo tanto, bajo convexidad estricta de la función de costos, el margen de
ganancia del monopolista no se iguala al inverso de la elasticidad de la demanda
para todo instante de tiempo.

De la proposición anterior, se concluye que gracias a la existencia λ̇ 6= 0 las
decisiones de tipo estático difieren de un escenario dinámico. Esto último tiene una
interpretación de carácter intuitivo derivado del significado de λ ya expuesto, debido
a que en un sistema dinámico los cambios en el nivel de precios pueden ser rentables
para el monopolista. En otras palabras, cuando los cambios en los precios afectan
las ganancias agregadas, entonces el escenario estático es diferente al dinámico.

En lo que sigue se exponen unas implicaciones del comportamiento de λ̇ en
términos de competencia, fijación de precios y margen de ganancia. Aśı, a partir de

p− c′(q)
p

= −

(
er(t−t0)λ̇

pD′(p)
+

1

ε(p)

)
Si λ̇ es positivo en un instante t∗, entonces el margen de ganancia es positivo

en t∗, es decir, el precio es mayor al costo marginal en ese instante de tiempo5.
Esto es, si el aporte marginal en valor presente de un incremento en precios sobre el
beneficio agregado y descontado está creciendo, es decir, subir los precios cada vez
es más rentable, entonces se está presenciando un escenario en el que el margen de
ganancia debe ser positivo.

Teóricamente esta es una forma de evidenciar si la empresa está fijando precios
que le dan un margen positivo de ganancia, sin tener que recurrir a una estimación
de una función de costos o costos marginales. Esto último es una ventaja en términos
prácticos, puesto que esta medición se basa en variables que, en principio, son obser-
vables, seŕıa una excelente herramienta para una autoridad de competencia gracias
a sus ventajas metodológicas frente a las estimaciones econométricas de funciones
de costos marginales.

En caso contrario, si λ̇ es lo suficientemente negativo, entonces el monopolista
podŕıa fijar racionalmente precios por debajo del costo marginal en determinados
instantes de tiempo ¿Qué significa lo suficientemente negativo? En este caso se
requiere que se mantenga

er(t
∗−t0)λ̇(t∗) +D(p) ≤ 0

En ese contexto, el decrecimiento en el aporte marginal en tiempo corriente de
un incremento en precios sobre el beneficio agregado debe superar a las cantidades
demandadas generaŕıa que el monopolista fije precios por debajo del costo marginal

5Sin embargo, se resalta que λ̇ no puede ser negativo para todo t, pues, tal y como se deduce de
la siguiente proposición, las condiciones que cumpliŕıa la función de costos garantiza que λ(t) ≤ 0
para todo t y como con la condición de transversalidad se requiere que ĺımt→∞ λ(t) = 0, entonces
deben existir periodos en los que el aporte marginal tráıdo a valor presente de un incremento en
precios crezca a través del tiempo.

Esto último implica que no siempre los incrementos en precios de un monopolista en un sistema
dinámico conllevan a menores aportes marginales en valor presente al beneficio agregado. En otras
palabras, el monopolista, en algunas situaciones, podrá garantizar que incrementar los precios le
genere mayores ganancias conforme pasa el tiempo.
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en determinados periodos. Por lo tanto, a diferencia del caso estático, un monopolio
podŕıa fijar precios por debajo del costo marginal de manera racional6.

Como comentario final sobre la fijación de precios por debajo del costo marginal,
en esta condición el monopolista fija precios en la zona inelástica de la curva de
demanda, ya que vii) también coincide con

e−rtD(p)

(
1 +

p− c′(q)
p

ε(p)

)
= −λ̇

En lo que sigue se comentan un par de comportamientos adicionales derivados
a partir de λ̇ que van más allá de la fijación precios por debajo del costo marginal.
Esta última ecuación muestra que λ̇ < 0 siempre que el monopolista fija sus precios
en la zona inelástica de la curva de demanda. En otras palabras, el aporte marginal
en valor presente de un incremento en precios sobre el beneficio agregado y descon-
tado del monopolista decrece cuando los precios se fijan en la zona inelástica de la
demanda.

Aśı, si λ(t) ≤ 0, entonces λ̇ < 0 un incremento en los precios hace que el beneficio
agregado y descontado cada vez decrezca más, es decir, fijar precios en la zona
inelástica no permite que subir los precios sea cada vez más rentable, sino que genera
que esos incrementos sean más contraproducentes para las ganancias agregadas del
monopolista o, de manera equivalente, que sea rentable para un monopolio bajar los
precios.

En efecto, si λ(t) < 0, entonces bajar (subir) los precios por parte del mono-
polista (no) es rentable. Por lo desarrollado en el caṕıtulo anterior, los incrementos
en precios están relacionados con pérdidas de eficiencia y daños al bienestar en los
consumidores en los escenarios dinámicos. Adicionalmente, esto último debeŕıa coin-
cidir fijar precios en la zona inelástica con λ̇ < 0, donde bajar los precios seŕıa más
rentable para la empresa cuando λ(t) < 0. Se resalta que estos resultados son total-
mente contrarios a la teoŕıa del monopolio legal en un escenario estático, donde se
fijan precios en la zona elástica de la curva de demanda y los movimientos en precios
no son rentables.

Por otro lado, retomando las condiciones de primer orden, si la función de costo
no es lineal, entonces la función hamiltoniana no es lineal en q, con lo cual se garan-
tiza que las trayectorias de precios y cantidades que son solución de este problema
sean funciones continuas. Esto es, bajo la condición de convexidad de la función de
costos, se garantiza que los precios y cantidades no tengan saltos en sus trayectorias
solución

Por último, las trayectorias de precios y cantidades que cumplen las condiciones
de primer orden son argumentos maximizadores siempre que la función λ sea menor
o igual que cero para todo t, la función objetivo sea cóncava y función restricción
sea convexa. En ese sentido, aparece la siguiente proposición.

Proposición 3.2 (Suficiencia en las condiciones de primer orden). Si la función de
costos es creciente y estrictamente convexa y la función de demanda es estrictamente

6Dicha fijación de precios por debajo del costo marginal se puede derivar de las condiciones que
se impongan sobre p0, lo cual, nuevamente, permite que los precios iniciales y los ajustes en estos
se conviertan en una variable de poĺıtica de bienestar, competencia o regulación como se ve en la
siguiente sección.
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decreciente y lineal, entonces la función λ es no–positiva para todo t, la función
objetivo es cóncava y la función restricción es convexa.

Demostración
Como c′ ≥ 0, gracias a la condición i), se concluye que λ(t) ≤ 0 para todo

t ∈ [t0,∞). Ahora, sea π(p, q) la función de beneficio, la cual hace las veces de
función objetivo en este problema. La matriz hessiana de la función de beneficio,

Hπ(p,q) =

(
2D′(p) + pD′′(p) 0

0 −c′′(q)

)
=

(
2D′(p) 0

0 −c′′(q)

)
la última igualdad se obtiene gracias a la linealidad de la función de demanda.

Como la función de demanda es estrictamente decreciente y la función de costos
es estrictamente convexa, entonces los elementos de la diagonal son negativos y
el determinante positivo, lo implica que la función de beneficio es estrictamente
cóncava.

De igual manera, la función restricción del problema, s(D(p)−q), es una función
convexa, ya que las funciones lineales son convexas, la suma de funciones convexas
es una función convexa y s > 0.

Por lo tanto, en lo que sigue, D es una función lineal decreciente estricta y,
además, que la función de costo es estrictamente convexa y creciente, es decir, las
trayectorias que solucionan las condiciones de primer orden son funciones continuas
y, además, son efectivamente soluciones del problema de maximización de beneficio
del monopolista.

3.2. Análisis de equilibrio en el monopolio dinámi-

co

En esta sección se fijan las formas funcionales adecuadas de acuerdo a la sección
anterior con el fin de calcular las trayectorias de precios y cantidades que fijaŕıa
el monopolista. Adicionalmente, se realiza un cálculo de los equilibrios de estado
estacionario y un análisis de sensibilidad sobre los cambios en los parámetros de las
funciones.

De acuerdo a la sección anterior, D(p) = a− bp y c(q) = c1q
2/2 + c2q con a, b, c1

y c2 números reales estrictamente positivos tales que c2 < a/b. Reemplazando estas
formas funcionales y sus derivadas en las condiciones de primer orden se tiene

i)
∂H

∂q
= −e−r(t−t0)(c1q + c2)− λs = 0

ii)
∂H

∂p
= e−r(t−t0)(a− 2bp)− λsb = −λ̇

iii)
∂H

∂λ
= s(a− bp− q) = ṗ

iv)
∂2H

∂q2
= −e−r(t−t0)c1 ≤ 0
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v) ĺımt→∞ λ(t) = 0

vi) ĺımt→∞H(t) = 0

Reemplazando a i) y su diferenciación respecto a t en ii), se tiene

c1q̇ = s(a− 2bp) + (sb+ r)(c1q + c2)

Que es equivale con

c1q̇ = −2sbp+ (sb+ r)c1q + (sb+ r)c2 + sa

Por lo tanto, el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

q̇ = (sb+ r)q − 2sb

c1
p+

c2
c1

(sb+ r) +
sa

c1

ṗ = −sq − sbp+ sa

Se puede representar de forma matricial como sigue(
q̇
ṗ

)
=

(
sb+ r −2sb/c1
−s −sb

)(
q
p

)
+

(
c2
c1

(sb+ r) + sa
c1

sa

)
La solución de este sistema de ecuaciones diferenciales coincide con la solución

del sistema autónomo mas la solución particular, entonces, en un principio, sólo se
analiza el sistema autónomo. La traza de la matriz es r, la cual coincide con la suma
de las ráıces del polinomio caracteŕıstico, y, además, el determinante, quien coincide
con la multiplicación de las ráıces del polinomio caracteŕıstico, es −(sb(sb + r) +
2s2b/c1).

Observación 1 (Signo del determinante y la traza). 7 La traza de la matriz es
igual a r > 0 y, por otro lado, el determinante de la misma matriz es igual a
−(sb(sb+ r) + 2s2b/c1) < 0. Por lo tanto, la traza al cuadrado es mayor que cuatro
veces el determinante, es decir, la relación en los parámetros implica que las ráıces
del polinomio caracteŕıstico son números reales diferentes gracias al discriminante
de este polinomio.

Adicionalmente, estas ráıces del polinomio caracteŕıstico la multiplicarlas obtie-
nen como resultado un numero negativo, lo cual equivale a que una ráız es positiva
y la otra es negativa. En conclusión, el comportamiento del equilibrio es un punto
de silla que converge en la trayectoria que determina la ráız negativa.

La anterior condiciona las dos últimas observaciones sobre los equilibrios de es-
tado estacionario y el comportamiento de las trayectorias de precios y cantidades
hacia el equilibrio.

7El lector debe entender las observaciones como llamados de atención sobre resultados ma-
temáticos que condicionan el desarrollo del problema de optimización y las ecuaciones sobre las
cuales se pueden derivar comportamientos económicos del monopolista.
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Observación 2 (Equilibrio de estado estacionario). Un equilibrio de estado esta-
cionario de un sistema dinámico es una situación en la que las variables no vaŕıan
a lo largo del tiempo. Esto último equivale a ṗ = q̇ = 0. En nuestro caso, si ṗ = 0,
entonces a− bp = q y si q̇ = 0, se tiene

(sb+ r)q =
2sb

c1
p− c2

c1
(sb+ r)− sa

c1

resolviendo este sistema de ecuación se obtiene los precios, ps, y cantidades, qs,
de equilibrio de estado estacionario. Esto último es

ps(a, b, s, r, c1, c2) =
(ac1 + c2)(sb+ r) + as

b(c1(sb+ r) + 2s)

qs(a, b, s, r, c1, c2) =
as− c2(sb+ r)

c1(sb+ r) + 2s

Sobre estos puntos de equilibrio se puede hacer un análisis de sensibilidad res-
pecto a los parámetros. Para llevar a acabo esto, resulta suficiente con calcular las
derivadas parciales respecto a cada uno de ellos. En primer lugar,

∂qs

∂a
=

s

c1(sb+ r) + 2s
> 0

aśı, incrementos en a generan una cantidad de equilibrio más alta. En realidad,
incrementos en a, manteniendo la sensibilidad constante b, implica una mayor dispo-
nibilidad a pagar por parte de los consumidores por la mercanćıa. En consecuencia,
este resultado puede verse como el impacto sobre las cantidades de equilibrio ante
incrementos en la disponibilidad a pagar.

En este sentido, ante una mayor disponibilidad a pagar por parte de los consu-
midores, se observa una mayor cantidad de producción en estado estacionario. Esto
último tiene sentido toda vez que incrementos en la disponibilidad a pagar por par-
te de los consumidores, manteniendo la sensibilidad de la demanda constante, tiene
como consecuencia una ampliación del mercado, es decir, el monopolista tendŕıa un
mayor mercado que cubrir en estado estacionario. Por lo tanto, que un incremento
en la disponibilidad a pagar esté relacionado con un incremento en las cantidades
de estado estacionario es un resultado plausible

En el caso de los precios, es de notar que, en equilibrio, qs = a − bps, entonces
si ∂qs/∂a > 0, también se debe tener ∂ps/∂a = (1/b)(1 − ∂qs/∂a) > 0 gracias a la
condición de equilibrio. Aśı, un incremento en la disponibilidad a pagar genera una
ampliación en el mercado donde el monopolista fija precios más altos y ofrece más
cantidades.

De igual manera, estos resultados se pueden conectar con el comportamiento de
la elasticidad de la demanda. Se tiene que

ε(p) = D′(p)p/D(p) = −bp/(a− bp) y además ∂ε(p)/∂p = −ab/(a− bp)2 < 0

En este sentido, la elasticidad va decreciendo conforme aumenta el precio va
aumentando, es decir, conforme crece el precio la curva se vuelve más elástica. De
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manera directa, se puede calcular impacto del cambio en el parámetro a sobre la
elasticidad en el precio de estado estacionario. Esto último es

∂ε(ps)

∂a
= −b

qs ∂p
s

∂a
− ∂qs

∂a
ps

(qs)2
=
c2(sb+ r)(c2(sb+ r) + 2s)

(as− c2(sb+ 2))2
> 0

Luego, aumentos en la disponibilidad a pagar generan que el monopolista fije
su precio en estado estacionario en una zona menos elástica. Dicho de otra manera,
aumentos en la disponibilidad a pagar se logran traducir como aumentos en el poder
para fijar precios del monopolio, debido a que se ubicaŕıa en una zona menos elástica.
Todos estos resultados se mantienen en un escenario estático. Esto se debe a que
el comportamiento en un estado estacionario se asemeja al comportamiento en el
escenario estático puesto que alĺı la oferta siempre es igual a la demanda.

De manera análoga, se puede calcular el impacto antes precios y cantidades de
estado estacionario ante incrementos en parámetros que sólo tienen sentido en un
escenario dinámico. Para comenzar,

∂qs

∂s
=

r(ac1 + 2c2)

(c1(sb+ r) + 2s)2
> 0

Lo cual dice que conforme aumenta la velocidad de ajuste en la dinámica de
precios, entonces las cantidades también crecen, es decir, tener mayor velocidad
en el ajuste entre la oferta y la demanda, le limita la posibilidad al monopolista
restringir el mercado. Aśı mismo, usando la relación de equilibrio, el aumento en
la velocidad de ajuste de mercado genera un menor precio de estado estacionario.
Esto es, conforme más rápido se ajusta la oferta a la demanda, el monopolista tiene
menor poder para determinar las variables de mercado.

En este orden de ideas, se resalta que en el ĺımite sobre s, las cantidades de
estado estacionario convergen a las cantidades de monopolio estático. En efecto,

ĺım
s→∞

qs =
a− bc2
2 + bc1

= qm

Donde qm son las cantidades que fijaŕıa el mismo monopolista en un escenario
estático y, por condición de equilibrio, entonces también se sabe que ĺıms→∞ p

s = pm.
Lo importante en este punto es que el equilibrio en un escenario estático genera una
menor restricción al mercado en cantidades y, por tanto, menores precios. En otras
palabras, un monopolista en un sistema dinámico podŕıa aprovecharse de la rigidez
del mercado para generar mayores precios en estado estacionario, es decir, la rigidez
de mercado genera mayor poder de mercado.

Por lo tanto, en el caso de una autoridad de competencia, considerar un escenario
estático podŕıa sobrestimar el daño generado por alguna conducta abusiva por parte
del monopolista y, de igual manera, para una agencia de regulación este tipo de
resultados puede condicionar la fijación de precios, por ejemplo, evitando que un
monopolista se aproveche de la rigidez en el ajuste de mercado.

En el siguiente caso se calcula la reacción de las cantidades de equilibrio respecto
a la tasa de descuento intertemporal r, es decir,

∂qs

∂r
= − s(ac1 + 2c2)

(c1(sb+ r) + 2s)2
< 0
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Aśı, si el monopolista es más impaciente, es decir, r es mayor, entonces las
cantidades de equilibrio son menores, lo cual implica que, por la relación de equilibrio
de mercado, el precio en equilibrio seŕıa mayor. En otras palabras, la impaciencia le
da incentivos al monopolista para fijar precios más altos y restringir las cantidades en
el mercado en equilibrio dinámico. Esto se podŕıa deber que las cantidades y precios
de mercado en estado estacionario deben ser más beneficiosas para el monopolista
para que este espere a dicho equilibrio cuando es más impaciente.

En el caso ĺımite de paciencia del monopolista coincide con el escenario estático.
Esto es, ĺımr→0 q

s = qm y ĺımr→0 p
s = pm. En términos de competencia, la pacien-

cia se vuelve un parámetro de interés que ayuda a entender el comportamiento de
monopolistas. Por ejemplo, este tipo de resultados permite entender, con varias sal-
vedades, la razón por la cuál los concesionarios pueden llegar a abusar de su posición
en los últimos periodos de concesión. Entender los incentivos que tiene el estado es-
tacionario para el monopolista, ayudaŕıa a regularlo con el fin de reducir el daño
en términos de bienestar a los consumidores. Este es un tema que se trabaja en la
siguiente sección.

De igual manera,

∂qs

∂c2
= − sb+ r

c1(sb+ r) + 2s
< 0

Esto es, un incremento en los costos marginales de producción lleva a que el mo-
nopolista reduzca la producción y aumente los precios en equilibrio. Adicionalmente,
este tipo de estática comparativa sobre los parámetros de costos permite tener una
aproximación sobre el impacto de, por ejemplo, mejoras tecnológicas, en las cuales
los costos marginales decrezcan.

Aśı mismo, los cambios sobre el parámetro de costos c1

∂qs

∂c1
= −(sb+ r)(as− c2(sb+ r))

(c1(sb+ r) + 2s)2
=
∂qs

∂c2
qs < 0

En este caso, nuevamente, un incremento en los costos marginales conlleva a una
reducción en las cantidades de estado estacionario y, aśı, un incremento en los precios
de equilibrio. Lo interesante en este caso es que reducciones en este parámetro c1 no
se asemejan choques técnicos que siempre reducen los costos marginales, sino que
es un choque que mejora la escala de producción, es decir, es mayor la reducción en
el costo marginal conforme cuando es mayor la producción en estado estacionario.
En realidad, de alĺı se desprende que el cambio en las cantidades sea efectivamente
el cambio en el costo marginal multiplicado por el nivel de producción de estado
estacionario.

Se debe resaltar que estos resultados sobre cantidades y precios en estado esta-
cionario son, nuevamente, comparables directamente con el escenario estático por la
misma razón que se explica sobre el parámetro a en su momento.

Por último, los resultados para los cambios sobre la sensibilidad de la demanda
ante el precios para las cantidades de equilibrio son

∂qs

∂b
= − s2(ac1 + 2c2)

(c1(sb+ r) + 2s)2
= s

∂qs

∂r
< 0
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Es de notar que el monopolista en equilibrio estaŕıa fijando una cantidad menor
conforme la demanda es más sensible ante los cambios en los precios. En especial
cuando un incremento en la sensibilidad de la demanda está relacionada con una
contracción en el mercado objetivo del monopolista, lo cual implica que vende menor
cantidad en estado estacionario y, de igual manera, el precio debe reducirse. Por otra
parte, se puede hallar la relación del impacto en el precio de estado estacionario de
un aumento en la sensibilidad de la demanda. Esto es,

∂qs

∂b
= −ps − b∂p

s

∂b

Que es lo mismo que

∂ps

∂b
= −1

b

(
∂qs

∂b
+ ps

)
< 0

Por lo tanto, un incremento en la sensibilidad de la demanda tiene como conse-
cuencia una reducción en el precio de estado estacionario para el monopolista en el
sistema dinámico.

Observación 3 (Punto de silla). Si el determinante es un número negativo, enton-
ces esto quiere decir que las ráıces del polinomio son dos números reales diferentes,
uno positivo y otro negativo, luego el comportamiento del sistema dinámico es un
punto de silla. Esto es, la convergencia al equilibrio depende de las condiciones ini-
ciales, es decir, la trayectoria se debe ubicar en la senda de convergencia, la cual
corresponde solamente a la ráız negativa.

Para hallar las trayectorias de equilibrio se deben encontrar las ráıces del poli-
nomio caracteŕıstico. En este caso, el polinomio caracteŕıstico es el siguiente

p(x) = x2 − rx−
(
sb(sb+ r) + 2

s2b

c1

)
Cuyas ráıces son

x =

r ±
√
r2 + 4

(
sb(sb+ r) + 2 s

2b
c1

)
2

Sean x1 la ráız positiva y x2 la ráız negativa. Aśı, la solución homogénea del
sistema es (

q(t)
p(t)

)
=

(
A1 A2

B1 B2

)(
ex1t

ex2t

)
donde se necesita que A1 y B1 sean igual a cero para garantizar convergencia al

equilibrio de estado estable. Por lo tanto, las soluciones del sistema homogéneo son
de la forma qh(t) = A2e

x2t y ph(t) = B2e
x2t. Lo anterior implica que las soluciones

generales del sistema no-homogéneo son q(t) = A2e
x2t + qs y p(t) = B2e

x2t + ps.
En lo que sigue, se determinan los valores de A2 y B2. Para ello se usan las

condiciones de transversalidad, es decir, en el caso de B2, como p(t0) = p0, entonces
B2 = (p0 − ps)e−x2t0 . Por lo tanto,
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vii) p(t) = (p0 − ps)ex2(t−t0) + ps

Vale la pena resaltar que el signo de ṗ depende inversamente la relación de p0
con ps. Esto es, p0 > ps si y sólo si ṗ < 0, es decir, el precio va decreciendo con el
pasar del tiempo cuando se evidencia que el precio inicial supera el equilibrio. En
un contexto dinámico, si los precios van decreciendo a través del tiempo hasta llegar
al un precio en estado estacionario, entonces dicho precio de equilibrio dinámico
estaŕıa ubicado en una zona menos elástica que su trayectoria. En otras palabras, la
dinámica del sistema llevaŕıa al monopolista a ubicarse en una zona menos elástica
conforme pasa el tiempo.

En ese orden de ideas, de nuevo aparece el espacio para comprender la importan-
cia de las condiciones iniciales en la poĺıtica pública cuando se asigna un monopolio
legal, debido a que, teóricamente, las trayectorias de precios tendŕıan un compor-
tamiento que depende directamente de los términos iniciales de negociación en la
asignación de monopolios. En este caso, el comportamiento de los precios términos
reales podŕıa hacer parte de los ı́tems de negociación en la asignación de monopolios
legales.

Ahora, en términos competencia económica, este tipo de resultados permitiŕıa el
entendimiento de cuándo hay una fijación de precios por parte de un monopolista
que pueda considerarse abusiva. En efecto, estas aproximaciones teóricas tendŕıan
limitaciones metodológicas al momento de quererlas aplicar, toda vez que se deben
obtener observaciones de algunas variables como la velocidad de ajuste, impaciencia,
etc. En particular, en una actuación de cualquier autoridad de competencia, puesto
que alĺı los aportes económicos usualmente son controvertibles, debido a que pue-
den ser descontextualizados respecto de las demás pruebas o indicios que han sido
hallados en el marco de una investigación de tipo sancionatorio.

Según lo que se presenta en el caṕıtulo anterior, es suficiente con conocer la
trayectoria de precios para poder calcular la variación en términos de bienestar de
consumidor a lo largo del tiempo y, además, si se conoce cómo responde la trayectoria
ante cambios en los parámetros, entonces se conoce el impacto en bienestar gracias
al Teorema 1. Este referido análisis se lleva a cabo en la siguiente sección, pues aún
se pueden hacer más salvedades en términos de competencia y regulación económica
de acuerdo al comportamiento teórico de un monopolista en un sistema dinámico.

Por otra parte, para hallar A2 se tiene que

A2 = − 2sbB2

c1(x2 − (sb+ r))
= − 2sb

c1(x2 − (sb+ r))
(p0 − ps)e−x2t0

Lo cual implica que

viii) q(t) = − 2sb

c1(x2 − (sb+ r))
(p0 − ps)ex2(t−t0) + qs

En este caso, si p0 > ps, se tiene que q̇ < 0. En efecto, q̇ y ṗ tienen el mismo com-
portamiento en términos de crecimiento o decrecimiento al momento de converger al
equilibrio. Aqúı se resalta que este no es un comportamiento usual en un escenario
estático, pues decrecimientos en los precios están acompañados de crecimientos en
las cantidades en el mercado. Sin embargo, en un sistema dinámico aparece una
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explicación a este comportamiento, ya que ṗ < 0 implica que la demanda es menor
que la oferta, luego el monopolista debe ajustar su oferta a la demanda, pero este
ajuste siempre va acompañado de un descenso en los precios producto del exceso de
demanda.

En sentido contrario, si ṗ > 0, entonces la demanda supera a la oferta lo cual
genera un aumento en los precios generando aśı un incentivo a elevar la oferta por
parte del monopolista. En estricto sentido, este comportamiento se deriva intuitiva-
mente del ajuste de precios de mercado de acuerdo al exceso de demanda y cómo
los cambios en los precios incentivan a los agentes a tomar decisiones de producción
y consumo.

Ahora, como se menciona en la sección anterior, es posible que el monopolista
fije precios por debajo del costo marginal y esto depende directamente de las con-
diciones impuestas sobre p0. En otros términos, por ejemplo, una regulación podŕıa
imponer unas condiciones iniciales que generen un margen de ganancia negativo,
pero que en el largo plazo garanticen que el monopolista maximizará el beneficio y
que obtendrá margen de ganancia positivo en estado estacionario. Para lo anterior,
se puede ver que

p(t)− c1q(t)− c2 =
x2 − sb− r
x2 + sb− r

(p0 − ps)ex2(t−t0) + ps − c1qs − c2

Si p0 < ps, entonces, en efecto, es posible que el primer término en algunos
periodos supere al margen de ganancia de estado estacionario y, con ello, fijaŕıa
precios por debajo del costo de manera racional.

¿Cuál seŕıa la motivación de una institución de regulación al fijar o imponer un
p0 que genere este comportamiento? Posiblemente, una transferencia de bienestar
intertemporal entre los consumidores y los productores, debido a que una fijación
de precios por debajo del costo marginal hace que en unos periodos el bienestar
del consumidor sea más grande que en competencia perfecta, pero, con el pasar
del tiempo, los precios subirán hasta superar el nivel de competencia perfecta para
garantizarle un margen de ganancia positivo al monopolista con las consecuencias
negativas sobre los consumidores8.

Esto último podŕıa funcionar para que, por ejemplo, mediante una poĺıtica públi-
ca, se pueda introducir un bien o servicio al consumo de una sociedad y que se
considere esencial para el bienestar de los consumidores, pero que se quiera sumi-
nistrar gracias al mercado que tenga cierta regulación en los precios y sus tasas de
crecimiento.

Por último, reemplazando viii) en i), se tiene el comportamiento de λ(t)

ix) λ(t) = −e
−rt

s

(
− 2sb

x2 − (sb+ r)
(p0 − ps)ex2(t−t0) + c1q

s + c2

)
De donde se concluye que ĺımt→∞ λ(t) = 0.

8A manera de ejemplo, un Estado, a través de una agencia de regulación, podŕıa adjudicar un
monopolio en la producción de medicamentos con la condición que los primeros años se vendan los
medicamentos por debajo del costo marginal, pero con el acuerdo una tasa de crecimiento de los
precios que le garantice ganancias agregadas y un margen de ganancia positivo.
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3.3. Impacto en el bienestar intertemporal

En esta sección, se usan las trayectorias halladas en la sección anterior para
calcular la V ECI definida en el caṕıtulo anterior. Una vez se tengan la V ECI se
pueden calcular los cambios en el bienestar ante cambios en los parámetros de las
funciones. Sin embargo, por las dificultades anaĺıticas en la interpretación de los
resultados no se opta por este camino para hallar los impactos en bienestar, sino
que se acude al Teorema 1 y la monotonicidad de las trayectorias para calcular
los resultados deseados. En otras palabras, hallar los impactos de los cambios en
los parámetros sobre la trayectoria de los precios y de alĺı derivar el impacto en el
bienestar de los consumidores, eficiencia económica y competencia.

Para ello, se usa vii), p(t), para calcular V ECI tomando como referencia el
escenario de competencia perfecta. Vale la pena recordar que el precio de compe-
tencia perfecta, pc, se halla cuando el precio se iguala al costo marginal y, además,
el ajuste de precios es instantáneo, es pc = (ac1 + c2)/(1 + bc1), lo cual implica que
qc = (a− bc2)/(1 + bc1).

En este contexto,

V ECI(pc, p(t)) =

∫ ∞
t0

∫ p(t)

pc
e−ρt(a− bp)dpdt =

∫ ∞
t0

e−ρt
(
ap− bp

2

2

)∣∣∣∣p(t)
pc

dt

Lo cual es equivalente a

ĺım
T→∞

∫ T

t0

e−ρt
(
ap(t)− bp

2(t)

2
− apc + b

(pc)2

2

)
dt

Por lo tanto, al calcular el valor de la integral se obtiene

eρt0V ECI(a, b, s, r, ρ, c1, c2, t0, p0) =

a
x2p

s − ρp0
ρ(x2 − ρ)

− b

2

(
1

ρ
(ps)2 − 2

(p0 − ps)ps

x2 − ρ
− (p0 − ps)2

2x2 − ρ

)
+

pc

2ρ
(bpc − 2a)

La primera observación que se puede hacer al respecto es que en este momento
se podŕıan calcular las derivadas parciales respecto de los parámetros y ver cómo
reacciona la V ECI ante dichos cambios. Sin embargo, esto llevaŕıa el trabajo a
cálculos de alta complejidad que tal vez carezcan de interpretación anaĺıtica. Por
ejemplo, si se deriva respecto al parámetro a, se tiene
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eρt0
∂V ECI

∂a
=

x2[p
s + a(∂ps/∂a)]− ρp0

ρ(x2 − ρ)

+ − b
2

(
2

ρ
+

2(p0 − ps)
2x2 − ρ

+
2ps − p0
x2 − ρ

)
∂ps

∂a

+
1

ρ

(
bpc

∂pc

∂a
−
(
pc + a

∂pc

∂a

))
Lo cual tiene serias complejidades para poderse interpretar. No obstante, gracias

al Teorema 1, enunciado y probado en el anterior caṕıtulo, se pueden calcular los
cambios en la trayectoria de precios y con ello saber cómo se afecta el bienestar de los
consumidores, debido a que las trayectorias son monótonas (crecientes o decrecientes,
según lo visto en la sección anterior).

Para tener un marco de referencia, se supone que el sistema parte en equilibrio,
es decir, p0 = ps. En este caso se tiene

eρt0V ECI =
a

ρ
ps − b

2ρ
(ps)2 +

pc

2ρ
(bpc − 2a) =

(ps − pc)(qs + qc)

2ρ
> 0

Esto quiere decir que un monopolista que inicia en una situación de estado es-
tacionario tiene una afectación sobre el bienestar del consumidor en términos inter-
temporales respecto de la competencia perfecta. Se debe resaltar que en este caso
como pm < ps, entonces la afectación de un monopolista maximizado de beneficios
intertemporales, tendŕıa una mayor afectación que un monopolista que maximiza el
beneficio de manera estática, pero que se repite en el tiempo. Esto último podŕıa
invitar a cuestionar los métodos de cálculo la magnitud del daño por parte de mo-
nopolistas que llevan a cabo alguna práctica comercial restrictiva cuando sólo se
considera el bienestar de los consumidores.

Si se considera un p0 > ps, de nuevo, por el Teorema 1 se puede afirmar que el
bienestar intertemporal de los consumidores se ve afectado y, además, en una mayor
medida que en el caso anterior cuando el sistema iniciaba en equilibrio.

Ahora, directamente, se parte de la trayectoria de precios, p(t), definida en vii),
y usando las derivadas calculadas sobre el precio de equilibrio, se puede encontrar
la forma en que reacciona la trayectoria de precios ante cambios en los parámetros.
En primer lugar, nuevamente, se comienza por cambios en a, es decir,

∂p(t)

∂a
=
∂ps

∂a
(1− ex2(t−t0)) ≥ 0

Aśı, incrementos en la disponibilidad a pagar generan un desplazamiento en la
trayectoria de los precios al estado estacionarios con niveles más altos de precios
en cada uno de los periodos, lo cual implica una mayor afectación en términos de
bienestar intertemporal del consumidor, debido a que la V ECI aumentaŕıa. Este
movimiento en la trayectoria de precios se da en el marco de curvas de demanda más
elásticas, pero el precio de estado estacionario se fijaŕıa en una zona menos elástica.

Por lo tanto, esto invita a poner en duda la relevancia de la elasticidad de la
demanda en daños causados al bienestar del consumidor en aquellos casos en que no
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se conozca la ubicación del precio de estado estacionario, dado que la elasticidad en
la curva no garantiza per se un determinado comportamiento del monopolista, toda
vez que este busque ubicarse en la zona inelástica durante el equilibrio dinámico.

Para vincular los resultados en términos de bienestar con eficiencia económica, se
resalta que estos incrementos en precios siempre están acompañados de una mayor
pérdida de eficiencia intertemporal en el mercado que se está analizando, ya que la
pérdida irrecuperable de eficiencia es una función creciente en los precios fijados.

De manera análoga, se pueden calcular los cambios en la trayectoria ante incre-
mentos en la velocidad de ajuste, es decir,

∂p(t)

∂s
=
∂ps

∂s
(1− ex2(t−t0)) + (p0 − ps)(t− t0)

∂x2
∂s

ex2(t−t0) ≤ 0

Entre las implicaciones de esta derivada se tiene que la velocidad de ajuste en
el mercado genera una menor variación intertemporal en el bienestar del consumi-
dor. Como implicación de lo anterior, los mercados con mayor velocidad de ajuste
tendŕıan una menor pérdida irrecuperable de eficiencia. En consecuencia, los merca-
dos más eficientes en el ajuste entre la oferta y la demanda, pueden estar asociados
con monopolistas que gocen de menor poder de mercado para fijar precios por enci-
ma de sus costos marginales y, además, con menores afectaciones en bienestar. Aśı,
los mercados con menor capacidad de ajuste son los mercados susceptibles a una
regulación económica si de lo que se trata es de salvaguardar el bienestar de los
consumidores.

Gracias a cierta simetŕıa que existe entre las derivadas de s y r, se concluye
que la impaciencia en el monopolista es un factor nocivo para los consumidores,
pues este puede generar una mayor afectación agregada en términos de bienestar
y con ello genera una mayor pérdida irrecuperable de eficiencia intertemporal. En
términos de competencia económica y regulación económica, este resultado env́ıa
una señal, especialmente en los casos de concesión, sobre el comportamiento de los
monopolios legales en estado estacionario o, en términos prácticos, finalizando su
periodo monopoĺıstico, debido a que alĺı puede existir un abuso por parte de los
oferentes que conlleve a una afectación mayor sobre los consumidores.

Para el siguiente caso, los impactos de aumentos en el costo marginal se hallan
derivando respecto a c2, lo cual equivale a

∂p(t)

∂c2
=
∂ps

∂c2
(1− ex2(t−t0)) ≥ 0

Esto es, un aumento en los costos marginales de producción, lleva a que se genere
una mayor pérdida irrecuperable de eficiencia y, además, una mayor reducción en
el bienestar intertemporal de los consumidores. En este punto, vale la pena hacer
la salvedad de que este tipo de modelos dinámicos permiten una cŕıtica, pues de-
jan constantes muchas condiciones como es el caso de la tecnoloǵıa lo cual pone en
entredicho la faceta dinámica. No obstante lo anterior, este tipo de estática com-
parativa sobre los parámetros permite tener una aproximación sobre el impacto de,
por ejemplo, mejoras tecnológicas, en las cuales los costos marginales decrezcan y
con ello se tenga una menor afectación sobre el bienestar de los consumidores. Por
lo tanto, todo los cambios técnicos que afectan la eficiencia en producción pueden
mejorar el bienestar de los consumidores.
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Finalmente, las implicaciones en términos de bienestar intertemporal de cambios
en la sensibilidad de la demanda, es decir,

∂p(t)

∂b
= −∂p

s

∂b
(1− ex2(t−t0)) + (p0 − ps)(t− t0)

∂x2
∂b

ex2(t−t0) ≤ 0

Dado que ∂ps/∂b < 0. Es suficiente con que cambios en la sensibilidad en la
demandan generan precios más bajos en estado estacionario para garantizar que la
afectación en el bienestar intertemporal de los consumidores es menor y, con ello,
la pérdida irrecuperable de eficiencia. En otras palabras, los mercados en los que
los consumidores sean más sensibles en la demanda ante incrementos en los precios
tienen una menor afectación en términos de bienestar. Por lo tanto, un resultado
como el anterior advierte que la presencia de un monopolista a través del tiempo en
mercado de bienes imprescindibles para los consumidores puede ser un error a los
ojos de una autoridad de regulación en materia de bienestar, luego, un primer paso
antes de permitir la concentración de mercados, privatizar monopolios o adjudicar
concesiones es verificar la esencialidad de los bienes para los consumidores, aun.
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Caṕıtulo 4

Comentarios finales

De la teoŕıa del monopolio maximizador de beneficios en un sistema dinámico se
concluye que conocer la elasticidad de la demanda no es suficiente para determinar el
poder de mercado de una empresa, toda vez que el margen de ganancia se iguala a la
elasticidad de la demanda mas un término variable que depende del comportamiento
de las ganancias ante cambios en los precios.

De lo anterior, si para el monopolista en un sistema dinámico subir los precios
cada vez es más rentable, entonces el margen de ganancia debe ser positivo, lo cual
suele relacionarse con poder de mercado. Este resultado en términos teóricos da una
forma de evidenciar que un monopolio está fijando precios que le generan un margen
positivo de ganancia sin tener que recurrir a una estimación de una función costos
marginales. Esto último es una ventaja en la práctica, puesto que esta medición
se basa en variables que, en principio, son observables tales como los precios y las
ganancias del monopolista.

Adicionalmente, como el margen de ganancia no se iguala a la elasticidad de la
demanda, entonces es posible que el monopolista fije precios por debajo del costo
marginal de manera racional en algunos instantes de tiempo con el fin, por ejemplo,
de introducir su producto al mercado o generar acceso a individuos que no podŕıan
comprar el bien a precios con margenes positivos de ganancia. La fijación de precios
por debajo del costo marginal podŕıa suceder cuando el monopolista fija precios en
la zona inelástica de la curva de demanda, es decir, donde intuitivamente tendŕıa
mayor poder de mercado.

Por otra parte, dependiendo de las condición inicial del monopolista, los precios
podŕıan ir decreciendo a través del tiempo hasta llegar al un precio en estado es-
tacionario, el cual está ubicado en una zona menos elástica. En otras palabras, la
dinámica del sistema llevaŕıa al monopolista a ubicarse en una zona menos elástica
conforme pasa el tiempo, es decir, donde tendŕıa mayor capacidad de determinar las
condiciones de mercado.

Uno de los resultados más llamativos de esta investigación es que ambas trayec-
torias, tanto precios como las de cantidades, tienen el mismo signo al momento de
converger al equilibrio de estado estable. Esto es, que, por ejemplo, crecimientos en
los precios están acompañados de crecimientos en las cantidades, lo cual se explica
desde la dinámica de ajuste de precios. Lo anterior invita a cuestionar la utilización
de series de tiempo para hallar elasticidades o sensibilidades de los precios en la

35
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demanda.

En resumen, en un sistema dinámico, un monopolista puede fijar precios por
debajo del costo marginal y en zonas inelásticas de la curva de demandas. Además,
conocer la elasticidad de la demanda no es suficiente para caracterizar el comporta-
miento del monopolista, lo cual representa que todos estos resultados son diferentes a
la teoŕıa estándar del monopolio. Lo anterior gracias a que tal como se ha demostra-
do la decisión del escenario estático es diferente a la del dinámico bajo rendimientos
decrecientes a escala.

En términos de bienestar de los consumidores, a lo largo de este documento se
utilizó la agregación del excedente marshalliano como medida de bienestar para con-
sumidores que toman decisiones a través del tiempo, de lo cual se derivan resultados
que permiten entender los incentivos y consecuencias de las decisiones de un mo-
nopolista. Para comenzar, los precios de un monopolista en un escenario estático
son menores respecto de los precios fijados por un monopolista que tiene en cuenta
la dinámica entre la oferta y la demanda. Por lo tanto, las afectaciones en materia
de bienestar son diferentes, lo cual invita a cuestionar los daños calculados por las
fallas de mercado.

En este contexto, aumentos en la disponibilidad a pagar, en la sensibilidad de
la demanda y en los costos marginales tienen como consecuencia una reducción
en el bienestar de los consumidores12. Estos resultados son equiparables con los
encontrados en un contexto de un solo periodo de tiempo. Esto se deriva de que en
el estado estacionario la oferta se iguala a la demanda, al igual que en el escenario
estático, y esto condiciona los resultados del monopolio dinámico.

La velocidad de ajuste en el mercado genera una menor variación intertemporal
en el bienestar del consumidor. Esto implica que los mercados con mejor ajuste
entre oferta y demanda tendŕıan una menor pérdida irrecuperable de eficiencia.
En consecuencia, los mercados más eficientes están asociados con monopolistas que
gozan de menor poder de mercado para la fijación precios por encima de sus costos
marginales y, además, con menores afectaciones en bienestar. Aśı, los mercados con
menor capacidad de ajuste pueden ser los mercados susceptibles a una regulación
económica con el fin de salvaguardar el bienestar de los consumidores.

Se puede concluir que la impaciencia en el monopolista es un factor nocivo para
los consumidores, pues este puede generar una mayor afectación agregada en térmi-
nos de bienestar y, con ello, genera una mayor pérdida irrecuperable de eficiencia
intertemporal.

En otras palabras, la impaciencia le da incentivos al monopolista para fijar precios
más altos y restringir las cantidades en el mercado en equilibrio dinámico. Esto se
podŕıa atribuir a que las cantidades y precios de mercado en estado estacionario
deben ser más beneficiosas para el monopolista para que este espere a dicho equilibrio

1Este resultado advierte que permitir la monopolización en mercado de bienes imprescindibles
para los consumidores puede ser un error a los ojos de una autoridad de regulación en térmi-
nos bienestar, luego, un primer paso antes de permitir la concentración de mercados, privatizar
monopolios o adjudicar concesiones es verificar la esencialidad de los bienes para los consumidores.

2Esto invita a poner en duda la relevancia de la elasticidad de la demanda en daños causados al
bienestar del consumidor siempre que no se conozca la ubicación del precio de estado estacionario,
debido a que la elasticidad en la curva no garantiza determinado comportamiento del monopolista
toda vez que este busque ubicarse en la zona inelástica durante el equilibrio dinámico.
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cuando es más impaciente.

Algunas recomendaciones de poĺıtica económica en términos de com-
petencia o regulación que se derivan de este escrito son:

Las condiciones bajos las cuales se adjudica un monopolio puede reducir el
impacto en término de bienestar de los consumidores. Esto impone una carga
adicional al Estado al momento de adjudicar. Por ejemplo, alĺı se pueden fijar
precios que le permitan a ciertos consumidores acceder a los bienes o servicios
que en condiciones normales de mercado no lo podŕıan hacer y acordar tasas
de crecimiento de los precios que le sean beneficiosos al monopolista a través
del tiempo.

Las agencias gubernamentales pueden incentivar la eficiencia en los mercados
al momento de incorporar tecnoloǵıas para agilizar las transacciones y, con
ello, se lleve a cabo con mayor velocidad el ajuste entre oferta y demanda,
debido al impacto positivo sobre el bienestar de los consumidores que se ha
demostrado genera.

En todo caso, en un escenario de monopolio en un sistema dinámico también
se debe tener precaución en la adjudicación de mercados de bienes o servicios
que los consumidores consideran esenciales, ya que alĺı la afectación en el
bienestar es mayor. En estos casos, más allá de no ser monopolios naturales, son
susceptibles de regulación en el comportamiento en los precios para garantizar
una menor afectación sobre los consumidores y la eficiencia.

Por otra parte, adjudicar concesiones, por ejemplo para administrar la infra-
estructura, que determinan los precios libremente puede generar una mayor
afectación en términos de bienestar sobre los consumidores, debido a que su
explotación económica tiene caducidad y, de acuerdo con los resultados de la
presente investigación relativos con la paciencia del monopolista, conforme es
mayor la impaciencia, la afectación es mayor.

Finalmente, las múltiples diferencias entre el escenario estático y el dinámico
invitan a repensar gran parte de las herramientas y métodos tradicionales para
entender las decisiones de producción y fijación de precios que las autoridades
de competencia o agencias de regulación evalúan, debido a que, por ejemplo,
los daños en materia de eficiencia y bienestar en el mercado pueden estar
siendo sobrestimados o subestimados.

Algunos aspectos de agenda futura de investigación

Una primera ampliación de la presente investigación es considerar la idoneidad
teórica de la ausencia de efecto ingreso para llevar a cabo análisis de bienestar en
equilibrio parcial3, debido a que la variación equivalente vincula la afectación en

3Vale la pena recordar que algunos autores han planteado condiciones suficientes para que el
efecto ingreso tienda a cero conforme se incrementan el número de mercanćıas y, además que, por
medio de la ecuación de Slutsky en ausencia de efecto ingreso, las curvas de demanda hicksiana y
marshalliana coinciden, lo cual implica que la variación en el excedente del consumidor coincida
con la variación equivalente (Hayashi, 2017).
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términos de utilidad con los cambios en el nivel de ingreso. Por lo tanto, es posible
que en ausencia de efecto ingreso carezca de sentido hacer análisis de bienestar.
En efecto, lo relevante en esta situación es que las condiciones que garantizan la
idoneidad del equilibrio parcial coinciden con las condiciones de ausencia de efecto
ingreso, lo cual llevaŕıa un problema de teórico de consistencia entre el equilibrio
parcial y análisis de bienestar.

Por otra parte, se podŕıan considerar otras formas funcionales de demanda y cos-
tos. A manera de ejemplo, se consideraŕıan funciones con elasticidad de la demanda
constante y evaluar los cambios en bienestar ante cambios en dicha elasticidad. Para
resolver este tipo de problemas en términos anaĺıticos con formas funcionales más
complejas se debeŕıa recurrir a aproximaciones a las trayectorias solución, ya que
no es suficiente con conocer el tipo de aproximación al equilibrio de estado estable.
Igualmente, se podŕıa incluir una dinámica de manejo de inventarios al momento de
almacenar los excesos de oferta.

A lo largo de los diferentes ejercicios que se realizan en este documento se asu-
me que los que demandan los bienes son consumidores finales. Sin embargo, una
extensión directa seŕıa suponer que existe una industria intermedia que también
toma decisiones de manera dinámica. Alĺı se podŕıa estudiar el problema de doble
marginalización en sistemas dinámicos. Seŕıa interesante evaluar si en un sistema
dinámico también es conveniente la integración vertical en materia de bienestar y
eficiencia.

De igual manera, una extensión inmediata seŕıa considerar competencia en la
oferta. Por ejemplo, pensar que en la oferta existen dos empresas, es decir, estu-
diar duopolios en sistemas dinámicos. Para esto se pueden usar herramientas como
juegos diferenciales, debido a que las cantidades producidas seŕıan una variable es-
tratégica entre las empresas. En ese contexto, seŕıa fundamental evaluar el papel de
la información de las empresas para fijar precios y cantidades y cómo afectaŕıa esto
en términos de bienestar y eficiencia.

Esto último podŕıa contrastarse con el monopolio a fin de evaluar el impacto
de un acuerdo anticompetitivo entre dos empresas en materia de bienestar y efi-
ciencia económica desde una perspectiva de sistemas dinámicos. En este escenario
de competencia duopólica, resultaŕıa interesante modelar el comportamiento de una
autoridad de competencia que pueda sancionar a las empresas por incurrir en acuer-
dos anticompetitivos y evaluar los resultados a la luz del bienestar económico. Alĺı se
podŕıan incluir restricciones finales como valores salvamentos, los cuales podŕıan ser
equivalentes a suponer que los cartelistas saben que al final les tocará pagar una
multa.

Finalmente, un proyecto más ambicioso es considerar consumidores que maximi-
zan una utilidad que refleje preferencias con mayor dinámica intertemporal, es decir,
que las decisiones de consumo del pasado afecten las decisiones de consumo futuro
para definir una medida adecuada de bienestar. Alĺı, posiblemente, las mercanćıas
Arrow-Debreu podŕıan ser trayectorias a través del tiempo.
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