OBSERVADORES RELATIVISTAS Y

TERMODINAMICA DEL COLAPSO

GRAVITACIONAL DE CASCARONES
NEGROS

TESIS PRESENTADA POR:
WALTER ALEXIS PULIDO GONZALEZ
PARA OBTENER EL GRADO DE:

Doctor en Ciencias - Fisica

ASESOR: Dr. José Robel Arenas S

UNIVERSIDAD DE NACIONAL DE COLOMBIA
FacuLtaDp DE CIENCIAS

Departamento de Fisica

2022



“Angel que pasa besa y te abraza
Angel para un final...”
Silvio Rodriguez (1984).

“Esta es una situacion dificil sélo me tengo a mi mismo,

es evidente, le puede pasar a cualquiera.

Ganar o perder, es una opcion que debes aceptar con amor...
...5%, es una vida dura.

en un mundo que estd lleno de dolor,

hay gente que estd buscando el amor como sea.

Es una lucha larga y dura,

pero siempre viviré para el manana,

Miraré atrds y diré que lo hice por amor...”

Farrokh Bulsara (1946-1991).

“Ahora que el tiempo ha pasado

y he dejado de lado la competicion,

que veo mas claro, que escucho mejor,
doy gracias por haber llegado hasta aqui.
Ahora que han pasado los anos,
intensamente vividos, exprimidos,

sigo en forma, no estoy cansado,

y tengo decidido retrasar el final...’
Enrique Ortiz de Landdzuri Izarduy (2006).
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Resumen

Observadores relativistas y termodinamica del colapso gravitacional de
cascarones negros

Se estudia el colapso de un cascarén de polvo delgado desde dos enfoques diferentes: cldsico y se-
miclasico. En el enfoque clésico se identifican superficies criticas cuyas coordenadas de tiempo y espacio
intercambian sus papeles, las cuales se asocian con la presencia de horizontes cuasi-locales, sobre los que
se realiza un estudio de las propiedades gravitacionales y termodinamicas.

A continuacién, para el enfoque semicldsico se incorpora un campo escalar, para el cascarén en colapso,
con el que se calculan la densidad de energia y entropia asociadas al observador relativista FREFOS!,
en contraste con el observador FIDO?. Con lo anterior se discute e interpretan los resultados a luz de

la existencia de una densidad de energia negativa ante la presencia de un campo gravitacional fuerte.

Palabras clave: agujeros negros, colapso gravitacional, cascarén negro.

L Abreviacién del inglés para freely falling observers.
2 Abreviacién del inglés para fiducial observers.



Abstract

Relativistic observers and thermodynamics of the gravitational collapse of
black shells

The collapse of a thin dust shell is studied from two different approaches: classical and semiclassical.
In the classical approach, critical surfaces are identified whose coordinates of time and space exchange
their roles, which are associated with the presence of quasi-local horizons, on which a study of the
gravitational and thermodynamic properties is carried out.
Next, for the semiclassical approach, a scalar field is incorporated, for the collapsing shell, with which
the energy density and entropy associated with the relativistic observer FREFOS are calculated 3, in
contrast to the FIDO observer*. With the above, the results are discussed and interpreted in light of

the existence of a negative energy density in the presence of a strong gravitational field.

Keywords: black holes, gravitational collapse, black shells.

3 Abbreviation for freely falling observers.
4 Abbreviation for fiducial observers.



Notaciones y convenciones

En esta tesis se usard la signatura de la métrica (—, +, 4, +). Con respecto a las constantes fisicas

se establece en la mayoria de los resultados:

c=G=h=kp=1.
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Capitulo 1

Introduccion

El colapso gravitacional es una de las predicciones mas interesantes de la relatividad general. Este
estd asociado con la formacién de agujeros negros y ondas gravitacionales, los cuales se espera que
contengan informacion acerca del estado final de objetos compactos que interactiian fuertemente y al-
rededor de la dindmica del proceso fisico que ocurre durante el colapso. Para encontrar los detalles de
la formacién de agujeros negros y ondas gravitacionales en relatividad general, es necesario considerar
el conjunto completo de ecuaciones de Einstein y aplicar varios métodos de relatividad numérica para
resolverlas. La relatividad numérica es un area de investigacién por si misma que implica el uso de

herramientas computacionales de alta precisién [1].

Una aproximacion alternativa consiste en considerar solo los aspectos mas esenciales del colapso
gravitacional analizando un modelo ideal que reduce la complejidad del problema. Este es el caso del
escenario del cascardn negro, donde la complejidad matematica del problema se reduce drasticamente,
y como consecuencia, se motiva al uso de herramientas analiticas principalmente. En el modelo del
cascaron negro, se asume la contraccién de un cascarén esférico simétrico que parte de alguna distancia
radial y conduce a la reduccién del radio del cascarén con respecto a un observador FIDO! localizado
en el infinito. Como el cascarén se va encogiendo, la evolucién es descrita por un proceso de colapso
Oppenheimer-Snyder [2]. Por medio de este modelo de colapso se caracteriza la formacién de un aguje-

ro negro y toda la fenomenologia que surge alrededor de estos, como lo es el estudio de su termodinamica.

Uno de los aspectos més importantes en la fisica de agujeros negros es la similitud formal entre
las leyes mecanicas de los agujeros y la termodindmica. Sin embargo, sélo hasta el descubrimiento de
la radiacion Hawking, se logré establecer con claridad la analogia, cuando se encuentra una expresion
precisa para la entropia de un agujero negro. En este contexto, la leyes de la mecanica de los agujeros
negros vienen a identificarse con las leyes de la termodindmica de éstos.

En particular, la entropia Bekenstein-Hawking, la cual es proporcional a un cuarto del area del horizonte
de eventos, se comporta como una entropfa termodindmica [3]. Un enlace en torno a estas ideas lleva

a la busqueda de una interpretaciéon desde la mecanica estadistica de la entropia de un agujero negro.

L Abreviacién del inglés para fiducial observers.
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Se puede derivar la entropia Bekenstein-Hawking, incluyendo el factor numérico contando microestados
asociados al agujero negro. De esta manera se tiene una identificacién méas que una analogia entre las

leyes de la mecénica de los agujeros y las leyes de la termodindmica [4].

En la actualidad hay varias aproximaciones que comienzan por el conteo de estados, los cuales se
basan en estructuras fundamentales (cuerdas, branas, modos de campo, valores propios de operadores de
drea, entre otras). Sin embargo, ninguna de estas aproximaciones se puede considerar completa, puesto
que todas ellas dentro de sus dominios de aplicacién, cuentan ciertos estados que pretenden especificar
el origen estadistico de la entropia de un agujero negro. Lo anterior estd en completo contraste con
relacién a otros sistemas fisicos, como por ejemplo un gas ideal, donde el nimero de grados de libertad
cuanticos se identifican de manera unica y llevan a la entropia termodindmica clasica.

Entre las teorias que mas se destacan en la soluciéon a estas cuestiones se encuentran: La teoria de

entanglement, la gravedad cuantica de lazos y la teoria de cuerdas.

En los dltimos 50 anos discusiones alrededor de la pérdida de informacién, el principio holografico,
el origen microscépico de la entropia de agujeros negros, la gravedad como un fenémeno emergente y
el fenémeno més reciente denominado la pared de fuego tiene sus raices en la termodinamica de los

agujeros negros [5].

En este sentido, el presente trabajo pretende contribuir a la comprensiéon de los fundamentos del
colapso gravitacional y la termodinamica de los agujeros negros; en particular al significado fisico de
la entropia de Bekenstein-Hawking, por medio del modelo de juguete del cascaron negro descrito en el
capitulo 3.

Para ello, en el capitulo 2, se involucran los fundamentos tedricos sobre los cuales se desarrolla el trabajo.
Partiendo de un breve recuento histérico de las ideas seminales de la termodindmica de agujeros negros,
se introducen aspectos generales como lo son la relacién entre las leyes de la mecénica de los agujeros y
la termodinamica. Se realiza una revisién del formalismo de unién de métricas y condiciones de juntura,
necesario para la caracterizacion geométrica del cascarén negro. Ademads, se realiza una introduccién a
los estados de vacio para campos escalares en espacios-tiempo curvos, en el modelo (141), y se exponen
los aspectos tedricos mas relavantes de la Dindmica de Campos Térmicos (DCT) [6]. Lo anterior, con el
fin de caracterizar la termodindmica para un observador en caida libre FREFOS? en el capitulo 4, con

base en el método de célculo desarrollado para el observador en reposo FIDO (apéndice B).

Los aportes de este trabajo se encuentran en el capitulo 3 y el capitulo 4. En el capitulo 3 se desa-
rrolla de manera extensa la dindmica de un cascarén negro con masa, donde se localizan dos superficies
criticas que se identifican con los horizontes del cascarén [7]. Al asumir que el cascarén en el proceso de
colapso presenta un horizonte de eventos de manera similar a como lo hace un agujero negro, se procede
a realizar el cdlculo de la entropia para el caso estdtico y se encuentra una relacién general para el caso
dindmico. Ademads, se analiza que un caso particular existe en el cual ningin horizonte aparece durante

la evolucién del cascarén, lo cual se denominara cascardon desnudo.

2 Abreviacién del inglés para freely falling observers.
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Con base en la teorfa del vacio desarrollada por Israel [8-10] en el capitulo 2, se calcula la densidad
de energia y entropia asociada con el observador FREFOS, en el capitulo 4.
Con lo anterior y a partir de la idea de que un agujero negro no deja escapar informacién desde el punto
de vista clédsico, pero cuanticamente si lo hace en su proceso de evaporacion, surge lo que se denomina en
la literatura la paradoja de la pérdida de informacion [4], cuya solucién contemporanea estd contenida
en el modelo de la pared de fuego. Este tltimo se menciona con brevedad en el capitulo 2 y su existencia

se justifica en el capitulo 4, por medio de las propiedades del vacio, en el modelo (3+1).

Finalmente a manera de conclusiones, se interpretan en el capitulo 5, los resultados del trabajo y en
particular el de una densidad de energia negativa del vacio ante la presencia de un campo gravitacional
fuerte, para los observadores FIDO y FREFOS; donde, en el contexto de la teoria semiclasica, se propone
la imagen del horizonte de eventos como un cascarén caliente sin masa, que vendria a justificar la

existencia de una pared de fuego, a partir de las propiedades del vacio [11].



Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1. Agujeros negros y generalidades

2.1.1. Breve resena historica

A principios de los anos setenta una interesante analogia de forma, en cuanto a estructura matemati-
ca, se descubrié entre las leyes de la mecédnica de los agujeros negros y las leyes de la termodindmica’.
Del trabajo de Bekenstein y Hawking [12-14] se establece una correspondencia entre la gravedad su-
perficial con la temperatura y el area del horizonte con la entropia, donde se postula que los agujeros
negros se comportan como objetos termodinamicos con temperatura y entropia dadas por la tempera-
tura de Hawking Ty y la entropia de Bekenstein-Hawking Sy respectivamente. Los primeros trabajos
que surgen en el contexto de la termodindmica de agujeros negros comienzan con Bekenstein [12] con
la formulacién de la segunda ley generalizada de la termodindmica donde se considera que la entropia

Bekenstein-Hawking Sy es una entropia térmica.

De la mecénica estadistica se conoce que la entropia se relaciona con los grados de libertad y conteo
del nimero de microestados de un sistema. Sin embargo, cldsicamente, los agujeros negros poseen muy
pocos grados de libertad: a partir del teorema del no pelo un agujero negro es identificado por su masa,
carga y momento angular [16]. En cualquier teorfa fisica la entropia toma una posicién inica sobre otras
cantidades, debido al hecho de que la entropia relaciona la estructura microscopica y macroscopica de

un sistema a través de la relacién de Boltzmann
S=kpgln{, (2.1)

donde 2 es el ntimero total de microestados accesibles y kp la constante de Boltzmann. La entropia
de un agujero negro es unica y se distingue de la de otros sistemas fisicos debido a que ésta no es una

variable extensiva como la de un gas ideal y a su vez es proporcional al area del horizonte de eventos A

I Esto se expone en la seccién (2.1.2)
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del agujero negro, la cudl estda dada por

S = (kf) léz’ donde I, = @, (2.2)
D

con [, la longitud de Planck, G la constante de gravitacién de Newton, 7 la constante de Planck y c la

velocidad de la luz en el vacio. De la ecuacién anterior se evidencia que solo una descripcién cudntica

de la gravedad podrd mostrar el origen de ésta entropia, debido a las constantes que se relacionan en

la longitud de Planck. Asi al igual que la termodindmica usual tiene una descripcién microscépica bien

establecida, se espera que la entropia Bekenstein-Hawking esté relacionada con un niimero de estados

microscépicos que den cuenta de los fundamentos de lo que seria una teorfa cudntica de la gravedad [17].

En general, la termodindmica de agujeros negros plantea cuestiones fundamentales que se pueden

resumir en las dos siguientes:

w ;Cudl es el origen de la entropia de agujero negro?

= ;Se pierde la informacion en el proceso de evaporacion de los agujeros negros?

Con respecto a la primera prequnta, se establece que los primeros intentos de una explicacién mi-
croscépica de esta entropia surgieron desde dos puntos de vista diferentes, uno de origen topolégico-
euclidiano propuesto por Gibbons y Hawking [18] y el otro derivado de un ambiente térmico con base
en el modelo de la pared de t’Hooft [19].

La teoria candidata con maés resultados tedricos a consolidar una explicacién microscopica de Spy
es la teoria de cuerdas, con la derivacién mecéanico-estadistica de la entropia Bekenstein-Hawking para
agujeros negros extremales [20, 21] y cercanamente extremales [22] como los resultados méas importantes
de esta teoria en los ultimos anos. Sin embargo, la teoria de cuerdas presenta la dificultad de la fuerte
dependencia de los detalles técnicos y lo poco que dice acerca de la segunda ley generalizada de la
termodinamica; ademads, no describe los correspondientes grados de libertad microscépicos reales ni su
localizacién [23].

La gravedad cuédntica de lazos o bucles (Loop quantum gravity LQG) ofrece una descripcién de Sgy. Esta
teoria sugiere que la geometria del espacio-tiempo estd cuantizada y el area de una superficie se modela
como un operador. Desde esta descripcion la entropia Bekenstein-Hawking se relaciona con los valores
de degeneramiento del operador de area. Sin embargo, LQG en su aspiracién de cuantizar la geometria

del espacio-tiempo falla en el cdlculo de la entropia cuando se introducen los campos de materia [24].

En los tltimos anos se ha investigado la entropia de los agujeros negros en dos direcciones principal-
mente [3]. Una de ellas se fundamenta en la suposicién desde la cual simetrias cldsicas sobre el fondo
del agujero negro pueden controlar la densidad de estados de gravedad cuantica y en esta forma derivar
la entropia de un agujero negro. La otra direccién sugiere que el origen de Spy estd relacionado con las
propiedades de la fisica del vacio en presencia de un campo gravitacional fuerte, donde un observador
estatico cerca del horizonte de eventos percibe el vacio como un estado mezclado debido a que las fluc-

tuaciones del vacio obsevables y no observables estdn correlacionadas en el horizonte. Esta direccion de
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trabajo es conocida como la termodindmica de entanglement de agujeros negros [25].

La termodindmica de entanglement a diferencia de la teoria de cuerdas, da cuenta de la ubicacién de los
grados de libertad microscépicos asociados, cuyo modelo muestra la presencia de una atmosfera térmica
alrededor de los agujeros negros [8, 9, 19], el cual se ha comprendido con la contextualizacién de los
primeros trabajos de Bombelli et.al y otros [26, 27] en el contexto de la Dindmica de campos térmicos
de Umezawa y Takahashi (DCT) [6, 8, 28].

Con el surgimiento de la correspondencia AdS/CFT (Anti De Sitter/Teoria de Campos Conformes)
[29, 30], el estudio de las propiedades termodindmicas de los agujeros negros ha atraido la atencién
en los tltimos anos [31]. Desde esta perspectiva, siguiendo el trabajo pionero de Maldacena [32], se
puede interpretar el calculo del niimero de estados en teorias de campo dual, para una amplia clase de

espacio-tiempos, como una medida de la entropia de entanglement.

En lo relacionado con la seqgunda pregunta, el trabajo pionero de Hawking plantea la idea en donde
un agujero negro emite una radiaciéon de cuerpo negro que tiene una temperatura dada por la masa
del agujero. Esta radiacién térmica no transmite ninguna informacién la cual esta en un estado cuanti-
co mezclado. Un objeto cayendo al agujero negro aporta informacién que se representa por un estado
cuantico puro. Asi surge la pregunta natural, ;qué sucede con la informacion?. En el limite cuando el
agujero negro se evapora por completo, el estado cuantico puro ha evolucionado a un estado cuédntico
mezclado lo que esta prohibido por la mecénica cuantica, cuya unitariedad exige que un estado cuantico
puro debe permanecer en un estado cudntico puro para asi mantener la conservacién de la informacién.
Por tanto, la idea de renunciar a la unitariedad de la mecanica cudntica o de la conservacién de la

informacidn, es lo que establece la paradoja de la pérdida de informacién [33].

En el contexto de la informaciéon un agujero negro se asemeja bastante a un sistema termodinamico,
en el cual, a diferencia de un sistema fisico, como un cubo de azicar, donde se requiere una infinidad
de parametros para tener un conocimiento completo, para un observador ubicado en el exterior de un
agujero negro, este se presenta como un sistema relativamente simple. La descripcién total del sistema
estd dada si se conocen los pardmetros de masa, momentum angular y carga eléctrica (también en algu-
nos casos se puede incluir la magnética) como se sefial6 anteriormente. Esta simplicidad representa tal
vez la caracteristica mas fundamental de los agujeros negros. La emisién de ondas gravitacionales que
acompana a la formacién del agujero barre la complejidad estructural de la materia, es decir, esta afeita
al agujero negro (debido a esto se adopta el término de no pelo) para solo ser identificado por su masa,
momentum angular y carga eléctrica. El resto de informacion se pierde, aumentando asi la entropia.
Asi, al considerar que gran cantidad de informacién se pierde tras del horizonte de eventos cuando el
agujero negro se forma, se puede pensar en relacionar la entropia del agujero con esta informacién [12]
(1973).

La paradoja es el planteamiento de que la informaciéon no se conserva tanto en el régimen cldsico
como en el semicldsico. Desde que fue propuesta se ha buscado la manera de conservar la informacién

en el régimen semiclasico, pero lo mas probables es que sélo se tenga conservacién de informacién en el
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régimen netamente cudntico.

Supongamos que lanzamos una revista a un agujero negro a un angulo definido, lo cual implica un
aumento de masa del agujero debido a la masa de la revista y una modificacién de su momentum
angular por el impulso angular de la revista. Suponiendo que la revista tiene carga eléctrica el agujero
modifica su carga en la misma cantidad. Asi, desde el contexto cldsico a medida que la revista desaparece
en la singularidad, la informacion de la revista se pierde para siempre puesto que nada escapa del agujero.
Desde el punto de vista semicldsico a partir del descubrimiento de la radiacién térmica de Hawking, se
evidencia que no hay informacién que se pueda deducir, a parte de la temperatura del agujero, es decir,
su masa la cual sélo nos da la masa de la revista, lo que coincide con el tratamiento cldsico, en donde
de nuevo se pierde informacién. Asi, un estado cudntico puro cae en el agujero y un estado cudntico
mezclado es emitido, donde el calculo semicldsico indica que un estado puro evoluciona a un estado
cuantico mezclado. Lo anterior viola la unitariedad la cual es prohibida por la mecanica cudntica. Por

lo tanto, tenemos dos opciones:

1. Aceptar como valido el resultado del cdlculo semicldsico y renunciar a la unitariedad admitiendo

pérdida de informacion .

2. Tratar de encontrar un cdlculo totalmente cudntico donde la unitariedad se preserve y se admita

la conservacién de informacién.

Dentro de los defensores de la opcién 1 se encontrd inicialmente a Hawking como su principal represen-
tante, y en la opcién 2 se encuentran: la teoria de cuerdas, y el modelo de la pared de fuego entre los

mas relevantes.

Un primer conjunto de soluciones fue dado por Preskill en las cuales no hay pérdida de informacién
debido a que [34]:

= La informacién se transmite por la radiacién del agujero

La informacion se retiene por un agujero negro estable remanente.

La informacion sale al final.

La informacion es codificada en el pelo cudntico.

La informacién escapa a un universo bebé.

De las soluciones propuestas por Preskill se pudo concluir de manera parcial que si se acepta la pérdida
de informacién, se necesita una mejor comprensién de lo que se entiende por pérdida de informacién.
Se necesita una teoria cuantica de campos generalizada que seria la teoria cuantica de campos actual
en el limite de bajas energias. Es decir, se necesita una teoria cudntica de la gravedad que preserve la
unitariedad. Es aqui donde entra la teoria de cuerdas a lidiar con la paradoja.

En 1996 [35], Gary Horowitz en un intento por ver dénde estd la informacién del cuerpo colapsado pone
de manifiesto que la informacién del agujero negro no estéd localizada cerca del horizonte o cerca a la

singularidad, sino que abarca todo el espacio entre ellas. Asi, en 1997 Horowitz muestra en el contexto
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de la teoria de cuerdas que se puede identificar y contar los estados cudnticos asociados con los agujeros
negros. De esta manera, la radiacién Hawking puede preservar su unitariedad en lugar de ser térmica,
incluso en el régimen de bajas energias tanto para agujeros negros extremales y no extremales [36].
Con lo anterior y buscando la conservacién de la energia, el agujero se transforma en una cuerda que
lleva toda la informacién del cuerpo colapsante que lo originé y de todo lo que ha caido en este, y por
interaccion de cuerdas la informacion seria devuelta a nuestro universo.

En 1997 Marshkevich [37] propuso un modelo que preserva la conservacién de los niimeros bariénicos y
leptonicos, contrario a lo que fué planteado originalmente por Hawking, donde sugirié un nuevo canal
de pérdida de energia en el cual se plantea una disminucién del nimero de particulas conservadas y no
conservadas de la no conservacién de los nimeros bariénicos y lepténicos.

Miés adelante de nuevo Horowitz en el 2003 [38], sugiere que se necesita imponer una condicién de
frontera al estado final en la singularidad del agujero, en lugar de cambiar toda la mecanica cuantica,

para asi preservar la unitariedad.

Una propuesta interesante se encuentra en el modelo de probabilidad de tunelamiento de Parikh-
Wilczek. En este modelo se plantea la idea de correlacién de estados desde la teoria de probabilidad,
donde se presenta un método de solucién para un problema de pérdida de informacién que se apoya en
un célculo de probabilidad [39].

Una visién mas optimista del problema, ha surgido en los tltimos afnios en el contexto de las dualiades
establecidas en teorias de cuerdas y el principio holografico. Con base en la idea de complementariedad
de Bohr, la cual acompané el descubrimiento de la mecédnica cuantica con la dualidad onda-particula
para la luz, Susskind, Thorlacius y Uglum enunciaron un principio segin el cual ningin observador
ve una violacién de las leyes de la naturaleza denominado “complementariedad de horizontes” o com-
plementariedad de agujero negro [40]. La complementariedad del agujero negro es un nuevo tipo de
complementariedad que resulta de combinar la mecanica cudntica con la gravedad. Esta establece que
no hay una unica respuesta a la pregunta jquién tiene razdén: el observador que permanece fuera del
agugjero negro el cual ve que toda la informacion se irradia desde el horizonte, o el observador que lo
cruza con los bits que se dirigen hacia la singularidad?. Cada uno tiene razén desde su propio marco
de referencia, es decir, son descripciones complementarias de dos experimentos diferentes. Asi, para un
observador externo, el agujero negro consiste en un enorme vertedero de materia plana congelada en su
horizonte. Lo anterior es un ejemplo del holograma 6ptico usual en el cual una superficie bidimensional
codifica informacién sobre la forma tridimensional de un objeto. Una idea parecida fue propuesta hace
ya algunos afios por G.f Hooft y L. Susskind [41], que sugirieron que el ntimero de grados de libertad
que describen una regién en una teoria de gravedad es proporcional al drea de esa region recordando la
relacion entre la entropia y el drea del agujero negro.

Maldacena encontré una realizacion explicita de esta propuesta en la teoria de cuerdas. Pudo describir
el interior de un espacio-tiempo particular (llamado Anti-de Sitter) en términos de una teoria en la

frontera de ese espacio-tiempo, que tiene una dimensién menos 2. Segin esta idea, las particulas que

2La conjetura de Maldacena o dualidad AdS/CFT Anti-deSitter/Conformal Field Theory establece: N=4 super- Yang-
Mills en 3+1 es dual a teoria de supercuerdas tipo II-B sobre un fondo AdS® x S° [42].
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viven en el borde del espacio-tiempo describen un objeto que esta en el interior. Los agujeros negros en
el interior se describen mediante un gran nimero de particulas en el borde. La fisica gravitatoria en el
interior, cuando resulta muy complicada, se puede describir de manera alternativa mediante particulas
interactuantes en el borde. La teoria de la frontera es una teoria de particulas relativamente sencilla.
Entonces, hay dos descripciones equivalentes de la misma fisica. Cuando una de ellas resulta incapaz de
resolver un problema, se apela a la otra, que permite abordar las preguntas sin respuesta en la primera
formulacion. Una teoria de particulas relativamente sencilla en el borde puede describir objetos muy
complicados del interior. El espacio-tiempo emerge dindmicamente en este esquema, a partir de la inter-
accion de las particulas que viven en la frontera. Y en esta formulacion no hay pérdida de informacién
porque la teoria cudntica de las particulas del borde es una teoria unitaria que respeta los postulados

de la mecéanica cuantica.

Al seguir el principio de complementariedad enunciado con anterioridad, Susskind et.al se dieron
cuenta que la informacion podia ser codificada en el estado cudntico de la radiacién en su conjunto si
las particulas llegasen a tener estados entrelazados, de tal forma que las mediciones llevadas a cabo
sobre una de ellas influirfa inmediatamente en su pareja sin importar lo lejos que se encuentren [43].
Sin embargo, Polchinski et.al, se percataron de que si esto sucediese se tendria que clonar informacién
debido a que el principio de complementariedad plantea dos enredamientos: el de las particulas emitidas
con las particulas que caen en el agujero, y la de las particulas emitidas con toda la radiacion Hawking
[33]. Para solucionar esta dificultad, se decide eliminar una de las posibles relaciones de enredamiento
que plantea Susskind por el principio de complementariedad. Al romper este enredamiento se libera una
gran cantidad de energia, que el horizonte de eventos se convertiria en un anillo de fuego en el cual
cualquier objeto que lo atraviese seria quemado, es decir nada entra al agujero y toda la informacion
quedarfa incinerada en su horizonte. Lo anterior confirma de nuevo el principio holografico. Luego, para
salvaguardar el principio de equivalencia todo observador en caida libre hacia un agujero negro debe

encontrar una pared de fuego (firewall) que lo destruye evitando que realice mediciones al interior de este.

Del trabajo de Hawking se evidencia que si se siguen los principios bésicos de la relatividad general
y la mecanica cuantica hasta el final se concluye que un estado puro evoluciona en un estado mezclado,
lo cual viola los principios de la mecénica cudntica. Durante cerca de 30 anos Hawking afirmé que los
agujeros negros pueden destruir informacién cuantica. Este tipo de destruccion de informacién viola los
principios de la mecénica cuantica. Por lo tanto Hawking sugirié que esta teoria debia ser abandonada o
por lo menos modificada, que se veia como una posicién revolucionaria. Pero en julio de 2004 Hawking
presentd esquematicamente un argumento que, segtin dijo, sustenta la conclusién de que no hay pérdi-
da de informacién [44]. Su propuesta no satisfactoria para la mayoria de la comunidad de fisicos estd
fundamentada en la idea de suma de historias de Feynman sobre los multiples universos en los cuales
un agujero destruye y no destruye informacion.
Debido a la dependencia de los detalles técnicos los resultados obtenidos por la teoria de cuerdas, no
son claros. Al apelar a una aparente dualidad impuesta por el régimen de acoplamiento débil-fuerte y
viceversa, se pierde toda significacién en cuanto a la fisica del sistema termodindmico a estudiar, es

decir, el agujero negro y su termodindmica asociada. La descripcién y no localizacién de los grados
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de libertad (relacionados con la entropia del agujero) hace que la teoria no sea universal y dependa
del modelo sobre el que se obtienen los resultados. Lo anterior es una consecuencia de que la aparente
dualidad estd apoyada por un principio holografico subyacente que no estd comprobado y que se postula
como principio universal.

El modelo de la pared de fuego senala que la complementariedad sobre la que se fundamenta la ho-
lografia traia consigo una complicacién mas y es la violacién del principio de equivalencia. Luego, si
salvaguardamos el principio de equivalencia, el principio de complementariedad no se cumple de ma-
nera total y el trabajo de Maldacena y todo lo que implican las dualidades de la teoria de cuerdas se
vendria abajo. Por lo tanto se llega a un punto en el cual tal vez se pueda concluir que Hawking desde
el principio tenia razén. Sin embargo, la comunidad cientifica apuesta por el trabajo de Maldacena y

todas sus implicaciones. [45].

Recientemente, el mismo Hawking ha propuesto una posible solucién al problema de la pérdida de
informacién sin recurrir al modelo de la pared de fuego [46]. En esta propuesta se establece que en el
colapso gravitacional se produce un horizonte aparente diferente al horizonte de eventos, sobre el que no
habria pérdida de informacién. Esta propuesta que se fundamenta en las ideas de la dualidad AdS/CFT
estd de acuerdo con la invarianza CPT de la gravedad cuantica la cual se rompe si se asume la existencia
de la pared de fuego 2.

Una reciente solucion propuesta a estas anomalias asociadas con la evaporacién de los agujeros negros en
el contexto de la teoria semiclasica, sugiere la existencia de una densidad de energia negativa del vacio
ante la presencia de un campo gravitacional fuerte [11]. Desde esta perspectiva se propone la imagen
del horizonte de eventos como un cascarén caliente sin masa, que vendria a identificarse con la pared

de fuego.

2.1.2. Termodinamica de agujeros negros

Al establecerse una analogia formal entre las leyes mecénicas de los agujeros negros con la termo-
dindmica, surge toda un area de estudio de la fisica tedrica denominada termodindmica de los agujeros
negros en la cual el teorema de las areas de Hawking encuentra su equivalencia con la entropia termo-
dindmica, y la aceleraciéon gravitacional en la superficie del agujero con la temperatura. Sin embargo
esta analogia no se formalizd de manera clara sino hasta que se encontré una conexién profunda con la

mecéanica cudntica.

Aspectos generales

De manera elemental un agujero negro es una regién del espacio-tiempo en cuyo interior el campo
gravitatorio es tan intenso que impide a la materia y a la radiacién escapar.
Desde un punto de vista formal, un agujero negro es un espacio-tiempo que posee un horizonte (horizonte
de eventos), que actia de tal manera que el exterior del horizonte estd incomunicado en relacién con el

interior, y ademads tiende a ser asintOticamente una variedad plana donde los efectos gravitatorios son

3Esta simetria establece que las leyes de la fisica son invariantes ante inversiones de carga, paridad y tiempo.
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nulos, y el espacio-tiempo adopta la métrica de Minkowski.

Para caracterizar un agujero negro existen tres parametros: la masa M, la carga @ y el momentum
angular L. Este resultado estd demostrado por los trabajos de W. Israel, B. Carter, S.W. Hawking y
D.C. Robinson [16, 47]. El contenido de estos trabajos es el denominado teorema del no pelo, donde la
palabra “pelo” hace referencia a cualquier pardmetro necesario para describir al agujero que no sea la
masa, la carga o el momentum angular.

Las ecuaciones de Einstein de la relatividad general que determinan la métrica sobre la variedad espacio-

tiempo (M, g) son *:

Ry — %Rglw + Mgy = 87CTTGT,W' (2.3)
Al solucionar las ecuaciones de Einstein, se describe el espacio-tiempo en torno a un agujero negro te-
niendo en cuenta los tres pardmetros anteriores. De ahi surgen diferentes tipos de métricas las cuales van
a depender de los factores que se estan tomando en cuenta en el estudio del agujero negro en particular.
Asi, se obtiene la métrica de Schwarzschild que describe el espacio tiempo en la regién alrededor de un
agujero negro cuyo parametro fundamental es la masa. La métrica de Reissner-Nordstrom describe el
espacio-tiempo para un agujero negro con masa y carga como parametros fundamentales. La métrica de
Kerr describe el espacio-tiempo para una agujero negro con masa y momentum angular, y finalmente la
solucién més general estd establecida por la métrica de Kerr-Newman la cual describe el espacio-tiempo
en torno a un agujero negro cuyos parametros fundamentales son la masa, la carga y el momentum

angular que estd dada por °

2 A 2 ? | sen®0 s @7 22 P 2 102
ds :—p—2 cdt —asen“fdp | + = r —l—c—z do — adt —l—Zdr + p~df (2.4)

donde

2 2
o, ad? GQ*  2GMr
A=r"+—S+———5—,

2 (2.5)

C C

2
a
p :T2+§COS29,

siendo M:Masa, a@ := ﬁ :momentum angular por unidad de masa y @ :carga eléctrica.

Si Q = 0 se obtiene la métrica de Kerr

ds® =

A a .2 * sen® 2, @ 2 P 2, 2792
—— | cdt — —sen“fdp | + r* + — |dp —adt®| + —dr® + p°db”*,
p? c P> c2 A

4Las propiedades geométricas al lado izquierdo de la ecuacién (2.3) estdn representadas por el tensor métrico g, el
tensor de Ricci Ry, el escalar de curvatura R y una constante A denominada la constante cosmoldgica. La parte derecha
estd relacionada con la materia y la energia por medio del Tensor momentum-energia 7}, y unas constantes.

5La signatura métrica empleada en este trabajo es (—,+, 4, 4). El procedimiento formal para la obtencién de todas
estas métricas se puede ver en [48].
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donde

2
9, a 2GMr
A=rt g

a2
2 =1r%+ — cos? .
2

Sia=0y Q # 0 se obtiene la métrica de Reissner-Nordstrom

2GM  GQ? dr?
2 _ 2 7,2 2702 | 2. 297 2
ds ——<1— 2 +C47"2>Cdt +172G“ oz TT do* + rsen”0dp”,
c2r ctr2

y si Q = a = 0 se obtiene la métrica de Schwarzschild®

ds? = — (1 - 2GM>czdt2 +

5 +12d0? + rsen?0dy?. (2.6)
c2r

—2GM
1 c2r

La regién que se encuentra cerca al horizonte siguiendo a [30], se puede explorar reemplazando r en

(2.6) por una coordenada p la cual mide la distancia propia desde el horizonte y estd dada por *
P :/ \ g (P ) (2.7)
2GM
’ 2GM\
= / (1 — G, ) dr
2GM r

= \/r(r — 2GM)) 4 2GM senh ™" <W>

Asi, en términos de p y t la métrica toma la forma

donde cerca al horizonte la ecuacién (2.7) se comporta como

p~2\/2GM(r — 2GM), (2.9)
lo que resulta en
ds? = —p? _dt i + dp* + 1% (p)d? (2.10)
4GM ' '
6Siendo el radio de Schwarzschild rs = %

"En lo que sigue se tomara ¢ = 1
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si se esta interesado en una regién angular pequena del horizonte arbitrariamente centrada en 6 = 0 se

puede reemplazar la coordenada angular por las siguientes coordenadas cartesianas

x = 2GM cos ¢, (2.11)
y = 2G M0 sen ¢.

Finalmente, se introduce el tiempo adimensional w

t
= — 2.12
RRTel VA (2.12)
asi la métrica toma la forma
ds® = —p?dw® + dp® + da® + dy?, (2.13)

donde p es una variable radial y w es un variable angular hiperbdlica para un espacio ordinario de

Minkowski. Las coordenas de Minkowski T, Z que se definen como

T = psenhw,
Z = pcoshuw, (2.14)

dan como resultado la métrica familiar de Minkowski
ds* = —dT? + dZ? + dX* + dY?. (2.15)

En este punto se debe aclara que la ecuacién (2.15) es solo una precisién cerca de r = 2GM, y solo
para una region angular pequena. Lo anterior es muestra de que el horizonte no es singular localmente,
y para un agujero negro grande, es localmente indistinguble del espacio-tiempo plano.

En la figura (2.1) se muestra la relacién entre las coordenadas de Minkowski y las coordenas p,w, don-
de el espacio-tiempo de Minkowski se divide en cuatro regiones. La regién I representa el exterior del
agujero negro. El horizonte propio es el origen T = Z = 0, el cual es una superficie bidimensional en
el espacio-tiempo cuadridimensional. Esto puede parecer sorprendente puesto que el horizonte original-
mente estaba definido por la ligadura » = 2GM, y por consiguiente era una superficie tridimensional.
Sin embargo se debe recalcar que en el horizonte ggo desaparece. Luego, el horizonte no tiene extensién
o tamano métrico en la direccién temporal.

La aproximacion de la regién cercana al horizonte por el espacio de Minkowski se denomina la aproxi-
macién de Rindler®, donde la regién I se denomina el espacio de Rindler. La coordenada tipo tiempo,
w, es el tiempo de Rindler, donde una traslaciéon del tiempo de Rindler w — w + cte es equivalente a un

boost de Lorentz en el espacio de Minkowski.

Al considerar la descripcién de eventos cerca del horizonte de un agujero negros estitico desde
el punto de vista de un observador externo, es util la imagen de un espacio lleno de observadores

estdticos que se encuentran localizados en coordenadas (r, 8, ¢) fijas. Estos observadores son llamados

8En la seccién 4.1 se realiza un cambio de notacién en la métrica 2.15 donde w se cambia por .
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Figura 2.1: Relacién entre las coordenas de Minkowski y las de Rindler

observadores fiduciales, o por medio de la abreviacién FIDOS °. Cada Fido lleva un reloj el cual se
ajusta para registrar el tiempo de Schwarzschild. Lo anterior significa que los Fidos a diferentes valores
de r ven sus propios relojes corriendo a diferentes variaciones de tiempo propio. De manera alternativa,
ellos podrian llevar relojes estandar los cuales siempre registran el tiempo propio 7. Para un r dado la

relacion entre el tiempo de Schwarzschild ¢ y el tiempo propio de los Fidos 7 estd dada por

dr 2G M\ '?
E = /900 = (1 — r ) . (216)

Asi, para el Fido cerca a r = 2GM, el reloj de Schwarzschild parecera correr a un ritmo muy répido.
La localizacién espacial de los Fidos puede ser etiquetada por medio de las coordenadas angulares (6, ¢)
y cualquiera de las radiales r, 7*, p '°.

Si se considera una particula clasica cayendo radialmente dentro del agujero, hay dos puntos de vista
que se pueden adoptar en la descripcién del movimiento de la particula hacia el agujero. El primero de
ellos es el punto de vista de los Fidos los cuales se encuentran situados al exterior del agujero negro. Este
punto de vista es util para observadores distantes, puesto que cualquier observacién realizada por un
Fido se puede comunicar a observadores distantes. De acuerdo con este punto de vista, la particula nunca
cruza el horizonte sino que se aproxima asintoticamente a este. El segundo punto de vista involucra a

los observadores en caida libre o FREFOS quienes siguen la particula conforme esta cae hacia el agujero

9 Abreviacién del inglés para fiducial observers.
10L,a coordenada r es la usada en la métrica de Schwarzschild, la coordenada r* es la que se emplea en las coodenadas
tortuga y la coordenada p es la que se utiliza en las coordenadas de Rindler.
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negro '!. De acuerdo con los Frefos, ellos y la particula cruzan el horizonte en un tiempo finito. Sin
embargo, una vez cruzan el horizonte, sus observaciones no se pueden comunicar a cualquier Fido u
observador distante.

Una vez la particula esta cayendo cerca al horizonte su movimiento puede ser descrito por las coordenadas
de Rindler (T, Z, X,Y) definidas en las ecuaciones (2.11) y (2.14). Si la particula estd en caida libre, en

las coordenadas de Minkowski su movimiento es una linea recta dada por

iz _p* _ pz

dr — m  m’

dT pr

—_— == 2.17
dr m’ ( )

donde pz y pr son las componentes del momento Z y T, y m es la masa de la particula. A medida
que la particula en caida libre pasa el horizonte, se considera que las componentes pz y pr permanecen
constantes o en su defecto varfan muy lentamente. Estas son las componentes vistas por los Frefos. Ahora
las componentes del momento vistas por los Fidos son las componentes p, y p-, las cuales utilizando

las ecuaciones (2.14), estdn dadas por

Dp = pz coshw + prsenhw,

pr = pz senhw + prcoshw. (2.18)
Para tiempos largos se encuentra
Dp R pr = 2pge” = 2pzeﬁ. (2.19)

Luego se encuentra que el momento de una particula cayendo hacia al agujero visto por un Fido crece
exponencialmente con el tiempo. Ademds también es ficil ver que la distancia propia espacial de la

particula desde el horizonte p, decrece exponencialmente con el tiempo
p(t) ~ p(0)e™ 7. (2.20)

Localmente la relaciéon entre las coordenadas de los Frefos y los Fidos es un boost dependiente del
tiempo a lo largo de la direccién radial. El angulo del boost hiperbdlico es el tiempo adimensional w.
Eventualmente, durante el tiempo de vida del agujero negro el boost llega a ser tan grande que el
momento de una particula cayendo (vista por un Fido) rdpidamente excede la masa del universo.
Como consecuencia del boost, los Fidos ven toda la materia sometiéndose a una contraccién de Lorentz
en un sistema de multiples “creps” delgados a medida que estos se acercan al horizonte (figura 2.2).
De acuerdo con la fisica clasica la materia cayendo estd almacenada en capas “sedimentarias” de espesor

decreciente a medida que estas se hunden eternamente hacia el horizonte.

11 Abreviacién del inglés para freely falling observers.
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Horizonte

Figura 2.2: Capas de materia cayendo al horizonte. (Tomada de [30])

Aspectos termodinamicos

J.M. Bardeen, B.Carter y S.W. Hawking desarrollaron sisteméticamente leyes de la mecanica de
agujeros negros, andlogas de las leyes de la termodindmica [13].

Para el agujero negro de Kerr-Newman (2.4) se tiene el horizonte de eventos en

ry = GM + (M? — Q% — a?)V/2, (2.21)
donde el area del agujero negro corresponde a la superficie constante a una distancia r dada por

A =dn(a® +17). (2.22)
Definiendo el drea racionalizada o = A /4w, se tiene
a=a®+ri=2Mr; — Q>
Diferenciando la ecuacién anterior se obtiene
k dA

dM = — 22 1 Q- dL + ®dQ. 2.2
27T4+ * Q ( 3)
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siendo

7 (M2 o Q2 o a2)1/2

k:= = (constante):gravedad superficial,
@
-~ a
Q) := — : frecuencia angular rotacional,
o
P .= @r. : potencial eléctrico del agujero negro, (2:24)
a
A N
« = — : drea racionalizada,
47
G=c=1.

Se puede establecer una correspondencia entre la ecuacién (2.23) y la primera ley de la termodindmica
dE =TdS — PdV, (2.25)

donde la gravedad superficial k en (2.23) que es la aceleracién gravitacional producida por el agujero en
el horizonte de eventos, se identifica con la temperatura T en (2.25), y el drea A con la entropia S. Los
términos O - dL + ®dQ es el correspondiente a —PdV que representa el trabajo hecho sobre el agujero
por un agente externo que incrementa el momentum angular del agujero negro y la carga por dL y
dQ), respectivamente. Sin embargo, para que la correspondencia sea consistente es necesario introducir
efectos cuédnticos (2.1.2).

La ley cero de la termodinamica postula que la temperatura es constante en un sistema en equilibrio
termodindamico. Es decir un sistema fisico en equilibrio completo posee la misma temperatura en to-
das sus partes. De la misma manera para cualquier agujero negro en equilibrio, la gravedad superficial
k = —'2  es una constante sobre el horizonte de eventos. En otras palabras, todos los puntos del

M
horizonte de eventos de un agujero negro en equilibrio poseen la misma gravedad superficial.

El valor de k se puede obtener aplicando la ley de Newton a un punto exterior a una esfera de masa

M, situado a un radio r = 2M asi

A= 4mr?,
A = 4m(2M)?,

wr- 1 (D)(4), 20

Al comparar (2.23) con (2.26) se identifica el valor de la gravedad superficial desde un punto de vista

geométrico.

La primera ley de la termodindmica manifiesta el hecho de que la energia se conserva en un sistema
aislado. Si se consideran los agujeros negros como sistemas aislados lo anterior tiene validez. Esta ley

permite relacionar el aumento de energia interna con el aumento de la entropia.

12v4lido solomante para el agujero negro de Schwarzschild



Capitulo 2. Fundamentos tedricos 21

La segunda ley de la termodinamica se puede postular como la no disminucién de la entropia en cualquier
proceso termodindmico aislado. Esta encuentra su andlogo en los agujeros negros en lo que Hawking
denominé la ley de las areas, en la cual, el drea del horizonte de un agujero negro nunca disminuye,

porque éste no radia nada al exterior. Es decir,
AA>0 ~ AS>0. (2.27)

En lo relacionado con la tercera ley, k > 0 en (2.24), debido a que Q% +a? > M? no es una solucién fisica
y Q2 +a? = M? es un estado limite que no se puede alcanzar en un niimero finito de procesos, teniendo
en cuenta que el crecimiento de la carga @ y el momentum angular L tienen un limite. Luego, si Q y L
son muy grandes, por efectos centrifugos, no permitirian la formacién de un horizonte de eventos estable
y la singularidad quedaria desnuda lo cual esta en total desacuerdo con el principio de la censura césmica
[49]'3. La imposibilidad de alcanzar la temperatura del cero absoluto en la termodindmica encuentra su
analogia en los agujeros negros al establecer que la gravedad superficial en un agujero negro nunca es

nula.

Sin embargo, las analogias anteriormente mostradas no son completas en el sentido de que si el agu-
jero negro tiene entropia, entonces debe tener temperatura y por lo tanto debe emitir radiacién. Pero
de acuerdo con la fisica clasica nada puede escapar de un agujero negro. Ademsds, al ser aplicada a un
agujero negro la primera ley de la termodinamica (2.25), conlleva a que si la temperatura es cero, la

entropia del agujero debe ser infinita.

Aspectos cuanticos

No existe una teoria completa para tratar los campos cuanticos sobre variedades curvas, sin embargo,
se trabaja con un método semiclésico de la gravedad cuantica. Este método, denominado aproximacion
semicldsica, considera la presencia del campo gravitacional ignorando los efectos cuanticos de la gravedad
sobre los campos cuanticos de materia. La aproximacién de tratar cuanticamente los campos de materia
sobre un espacio curvo y cldsico es una buena aproximacién en regiones donde el radio de curvatura es

mucho mayor que la longitud de Planck [14]. Es decir, reexpresando la ecuacién (2.3) se tiene 4

Guy = T < THV > . (228)

La Teoria de Campos Cuanticos tradicional se realiza sobre el espacio-tiempo de Minkowski, en la cual
para definir un campo y luego cuantizarlo en la formulacién candnica, es necesario definir una densidad
lagrangiana, y luego escoger un observador con el fin de cuantizarlo. La cuantizacién de los campos para
el espacio-tiempo curvo se hace de manera andloga a los procedimientos usuales que se emplean en el

espacio-tiempo de Minkowski, con la diferencia de que debe escogerse de manera unica el observador

13En general se define el caso extremal de agujero negro cuando Q2 + a2 = M2,
14Guy =Ry — %Rg,m + Agu se denomina el tensor de Einstein, y < T},, > corresponde a valores esperados asociados
a la cuantizacién de los campos de materia.
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para el cual se realiza el proceso de cuantizacién'®.

En general, la construccion de la teoria cuantica en espacios curvos requiere espacios-tiempo global-
mente hiperbdlicos con el fin de asegurar que la estructura causal esté bien definida y que el espacio de
soluciones de las ecuaciones cldsicas de campo tengan la misma estructura basica como en el espacio-
tiempo de Minkowski. ¢ Sin embargo, a diferencia del caso Minkowskiano, la presencia del campo
gravitacional origina una inequivalencia en los estados de vacio.

En los espacios-tiempo curvos el grupo de Poincaré ya no es el grupo de simetrias de la variedad, por
lo tanto, no existe una forma tnica de escoger el tiempo local. Aquello conduce a una ambigiiedad en
la construccién del espacio de Fock. Diferentes escogencias conducen a diferentes definiciones de modos
de frecuencia positiva y diferentes estado de vacio [50] (ver seccién 2.3). En general, el background
geométrico estd representado por una variedad tipo Kruskal, y debido a la presencia del horizonte de
eventos, se definen dos estados de vacio: el vacio global de Hartle-Hawking (HH), y el vacio local de
Killing-Boulware (KB) [10]. (ver apéndeice B)

Sobre un espacio-tiempo estédtico con pardmetro de tiempo ¢, se puede definir un estado de vacio local
|0) k5 llamado el estado de vacio Killing-Boulware, el cual no posee modos de frecuencia positiva con
respecto a t, y para un espacio-tiempo asintéticamente plano, |0) x5 es indistinguible del vacio de Min-
kowski, en el infinito. Este estado de vacio se puede considerar como el estado base de temperatura cero
para el espacio alrededor de una estrella estatica. En este contexto, los estados de vacio asociados a los
tiempos de Killing de las regiones I y II de la variedad de Kruskal (figura 2.3) son estados de vacio de

Boulware.

Para el espacio-tiempo de un agujero negro eterno estacionario '”, se define el estado de vacio de Hartle-
Hawking |0) gg , el cual no posee modos de frecuencia positiva con respecto a los tiempos de Kruskal
U, V, es decir, los observadores en caida libre no detectan ningin tipo de radiacién en el horizonte de
eventos.

Asi, existe una relacién entre los estados de vacio de Killing-Boulware y Hartle-Hawking, donde el estado
resultante |0) gy representa un agujero negro confinado en equilibrio térmico con su propia radiacién.

Por ello, el estado |0) 7y estd definido sobre toda la variedad de Kruskal.

A mediados de los anos setenta Stephen Hawking se encontraba investigando el comportamiento de
la materia en las proximidades de un agujero negro con base en la mecanica cuantica, descubriendo
que el agujero negro emitia particulas de manera uniforme, y que estas particulas tenian un espectro
térmico [14, 15]. La manera de entender la emisién desde el contexto de la mecdnica cudntica, es que el

espacio esta lleno de pares de particulas y antiparticulas “virtuales” que se materializan constantemente

15Dentro de las mejores exposiciones de la teoria de campos cudnticos en variedades curvas que se encuentra en la
literatura estd [50].

16Una variedad globalmente hiperbélica es aquella donde existe un tiempo global, el cual admite una hipersuperficie de
Cauchy. De tal manera que si (M, g) es globalmente hiperbdlica con una hipersuperficie de Cauchy 3, entonces M tiene
topologia R x X.

17Tiempo después de su formacién a partir del colpaso gravitacional de una estrella, es posible describir el estado de
un agujero negro como una geometria estatica, sobre la cual se propagan pequenas excitaciones de campo. Formalmente
se establece una correspondencia entre un agujero negro y un espacio-tiempo obtenido como continuacién analitica de la
geometria original. Esto es lo que se denomina agujero negro eterno.
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Figura 2.3: Espaciotiempo de Kruskal

en parejas alejandose y acercandose para aniquilarse de nuevo entre ellas. La etiqueta de virtuales a
diferencia de las reales, se basa en el hecho que estas no pueden observarse directamente. Sin embargo,
pueden medirse sus efectos indirectos, y su existencia se ha confirmado por un pequenio corrimiento que
se produce en el espectro de la luz de los dtomos de hidrégeno excitados (efecto Lamb). En presencia
de un agujero negro, un componente del par de particulas virtuales puede caer en el interior del mismo,
dejando al otro componente sin pareja con la cual aniquilarse (figura 2.4). La particula o antiparticula
abandonada puede caer en el agujero después de su companera, pero también puede escapar al infinito,
donde aparecera como radiacién emitida por el agujero negro.

Otra manera de ver el proceso de emisién es observar al componente de la pareja de particulas que
cae en el agujero, supongamos por ejemplo la antiparticula, como si realmente fuera una particula que
estuviera viajando hacia atras en el tiempo. De esta manera, la antiparticula que cae en el agujero pue-
de observarse como una particula que sale del agujero negro y viaja hacia atrds en el tiempo. Cuando
la particula alcanza el punto en el que la pareja particula-antiparticula se materializé originalmente |,
se difunde por el campo gravitatorio y viaja en el sentido del tiempo. De esta manera, se ve como la
mecanica cuantica ha permitido que una particula escape desde el interior de un agujero negro, cosa
que no es permitida en la mecédnica clasica. Asi desde el punto de vista cudntico las particulas pueden

vencer una especie de potencial que las confina a permanecer dentro del agujero negro, esto es lo que se
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Figura 2.4: Radiacion Hawking

conoce como el fenémeno tunelamiento.

Al introducir efectos cudnticos cuyo origen se establece en la teoria de campos cudnticos sobre varie-
dades curvas expuesta anteriormente de manera breve, Hawking descubrié [14] que los agujeros negros

emiten radiacién como si fueran un cuerpo negro en equilibrio termodindmico total, con temperatura

T=_—. 2.29
5 (2.29)

La temperatura de esta radiacién se conoce como radiacion Hawking, y le dio un sentido termodindmico
formal y matematico al estudio de los agujeros negros.

Al comparar (2.23), (2.25) y (2.29), se define la entropia Bekenstein-Hawking

S = Spu = iA. (2.30)

A partir del descubrimiento de Hawking, se generalizé la segunda ley de la termodindmica (2.27) discu-
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tida en la seccién anterior, definiendo una entropia generalizada S’ [51], donde
AS >0 y S =8+ 8, (2.31)

asi, S representa la entropia de la materia y la radiacién externas al agujero negro. Luego si el agujero
negro radia, la consecuente disminucién del area y de la entropia se compensa por el aumento de entropia

en el medio que rodea al agujero negro, debido a la radiacién emitida.

Sin embargo, Hawking utiliz6 un célculo més riguroso con ayuda de la técnica euclidiana. A conti-

nuacién se muestra brevemente este célculo [18, 44].

La métrica de Schwarzschild (ecuacién 2.6) estd dada por '*
2 oM\ !
ds® = — (1 — m)dt2 + <1 — ) dr? +r?(d6? + sen® d¢?). (2.32)
r r
Por simplicidad, consideremos la métrica de Schwarzschild euclidea, es decir, donde t = —i7. Debido a
la aparente singularidad en r = 2M se define una nueva coordenada radial x = 4M (1 — %)1/ 2 la cual
transforma la métrica de Schwarzschild usual en la forma
dr \? r2 \?
2_ .2 2, .2702
ds* =z (4]\4) +<4M2> dz* + r°dQ”°. (2.33)
Comparando la métrica (2.33) en el plano  — 7 con la métrica en coordenadas polares
ds* = r2df* + dr?, (2.34)

se encuentra que 7 es una coordenada temporal con periodo 87T M.
De otro lado, recurriendo a la formulacién euclidiana de la funcién de particién Z para un campo ¢ a

una temperatura 7' = 371 [52],

Z = / D[¢le~ ], (2.35)
considerando que At = —i3, donde [ es la periodicidad temporal, podemos interpretar el término 8w M
como ) .
T = -1 = = —. 236
p 8mM 27 ( )

Asi, se obtiene el resultado establecido en (2.29), a partir de la introduccién de un tiempo imaginario,
en el cual la solucion euclidea de Schwarzschild es periddica, y los campos sobre este background se

comportan como si estuvieran en un estado térmico con temperatura T = k/2m.

En Kelvin se puede calcular (2.36) como

T~107"7 <M@>K (2.37)

18Donde G = ¢ = 1.
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Figura 2.5: Coordenadas para la solucién de Schwarzschild euclidiana

siendo M la masa del agujero y Mg la masa del Sol. Asi, si se considera que la energia emitida se
compensa con una disminucién de la masa del agujero, estos primero emiten tnicamente particulas sin
tanta masa como fotones y electrones y luego las mas pesadas cuando T" — oo 6 M — 0, hasta que

finalmente se evapora.

2.1.3. Relacion entropia-informacion

En el contexto de la informaciéon un agujero negro se asemeja bastante a un sistema termodinamico,
en el cual, a diferencia de un sistema fisico, como un cubo de azucar, donde se requiere una infinidad
de pardmetros para tener un conocimiento completo, para un observador ubicado en el exterior de un
agujero negro, este se presenta como un sistema relativamente simple. La descripcién total del sistema
estd dada si se conocen los pardmetros de masa, momentum angular y carga eléctrica (también en al-
gunos casos se puede incluir la magnética) como se senal6 en la seccién A. Esta simplicidad representa
tal vez la caracteristica mas fundamental de los agujeros negros. La emisién de ondas gravitacionales
que acompana a la formacion del agujero barre la complejidad estructural de la materia, es decir, esta
afeita al agujero negro (debido a esto se adopta el término de no pelo) para solo ser identificado por su
masa, momentum angular y carga eléctrica [12] (1973). El resto de informacién se pierde, aumentando
asi la entropfa.

Asi, al considerar que gran cantidad de informacién se pierde tras del horizonte de eventos cuando el

agujero negro se forma, se puede pensar en relacionar la entropia del agujero con esta informacion.
Desde el punto de vista de la teoria de la informacién, supongamos un sistema fisico en el cual todo

lo que es conocido acerca de la configuracién interna de éste es que el sistema puede ser encontrado en

alguno de un nimero de estados con probabilidad P, para el n — esimo estado. Se define la entropia

S = —ZPn InP,, (2.38)

la cual mide la falta de informacién acerca de la configuracién interna del sistema [12] (1973). Por tanto,
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se puede pensar en la informacion I que se puede tener acerca del sistema, tal que cuando S sea maxima

I sea minima y viceversa. De manera que se cumple
AS = —-Al (2.39)

Definiendo el bit como la unidad convencional de informacién disponible cuando la respuesta a una
pregunta de si o no se conoce con precisién se tiene que S = 0. De acuerdo con la expresién (2.39),
un bit también es numéricamente igual a la maxima entropia que puede estar asociada con la pregunta
de si o no, es decir, la entropia cuando ninguna informacién se puede obtener acerca de la respuesta.
Luego, por definicién 1bit = In 2.

Cuando se noté la analogia evidente entre entropia y area del horizonte de eventos no se sabia cémo
relacionar esto matematicamente a los agujeros negros. Bekenstein notando que informacién considera-
ble se perdia tras del horizonte cuando se formaba el agujero, sugirié que la entropia del agujero podria
estar relacionada con ésta informacion. De esta manera se iniciaba el sentido fisico de la analogia entre

termodindmica y mecénica de los agujeros negros.

Asi, si se supone S = C; f(A), por la segunda ley de la termodindmica de agujeros negros, siguiendo
a Bekenstein, deberia ser posible obtener una expresién para la entropia S en términos del drea A,
la cual debe ser de la forma S = CA con Cy y C constantes. Sin embargo, no es posible calcular la
constante sin un completo entendimiento de la realidad cudntica subyacente al agujero negro. Al partir

de un argumento semiclasico se tiene

S =Cif(a), (2.40)

con o = ﬁ dado por (2.24). Para determinar la forma funcional de f(«) y la constante de proporcio-
nalidad asociada, se calcula el incremento minimo posible en el area del agujero negro que resulta de la

desaparacién de una masa en reposo u y radio propio b a través del horizonte *
(Aa)min = 2ub. (2.41)
Al considerar by = A/2mp = A¢, con A. la longitud de onda de Compton correspondiente, se tiene
(Aa)min = 2h. (2.42)

Relacionando asi las expresiones (2.40) y (2.42) y diferenciando se obtiene

df

o (2.43)

(AS)min = 2C1h

Si se hace la identificaciéon del incremento con la pérdida de un bit de informacién de acuerdo a lo

establecido en (2.39), se obtiene
df

02 = (AS)min = 2015y (2.44)

19Para este caso se toma el agujero negro de Kerr [12] (1973).
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Finalmente, integrando y escribiendo la entropia en unidades convencionales se llega a la expresién
1 33—1,—1
S = 8—1112ch hG A, (2.45)
7r

De la termodindmica usual se define la temperatura para un agujero negro como

oM

Con base en las expresiones (2.43), (2.45) y (2.46) lo anterior se reexpresa como

1

= m(u —ro)2Mry = Q%)Y (2.47)

Tan
con G = kg = ¢ = h = 1. Para un agujero negro de Schwarzschild la ecuacion anterior toma la forma
[12] (1974)

t 1
Tan = %, con cte = n3 (2.48)

lo cual estd de acuerdo con la expresién (2.29) salvo un factor de In 2.

2.1.4. El principio holografico

La complementariedad del agujero negro (2.1.1) es un nuevo tipo de complementariedad que resulta
de combinar la mecanica cuantica con la gravedad. Esta establece que no hay una tnica respuesta a la
pregunta ;quién tiene razon: el observador que permanece fuera del agujero negro el cual ve que toda la
informacion se irradia desde el horizonte, o el observador que lo cruza con los bits que se dirigen hacia
la singularidad?. Cada uno tiene razén desde su propio marco de referencia, es decir, son descripciones
complementarias de dos experimentos diferentes.

Para ilustrar lo anterior consideremos la trayectoria de una particula que cae radialmente desde un

punto rg > rs. De la métrica de Schwarzschild (2.26), para una particula en movimiento radial se tiene

2GM dr?

2 2 712

ds :_(1— 2, )c dt +7172GM. (2.49)
c2r

La ecuacién para la geodésica radial estd dada por [53]

P2+ (1 - r) —¢. (2.50)

r

con & la energia. Si se considera una particula de prueba que se deja caer libremente desde un punto

r = R, la ecuaciéon de movimiento radial toma la forma

F= <7; - ;) (2.51)
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al integrarse en forma paramétrica (2.51) se obtiene el tiempo propio finito dado por

T RB 1/2
T = 2C(’r) s (252)

luego, para un reloj que viaja con la particula, esta llega a la singularidad en un tiempo finito. Ahora
el tiempo coordenado, que corresponde al medido por un observador situado en una regién lejos de la

masa (observador asintético) estd dado por

t

re~rs+ Ke 7, (2.53)

con K una constante. Asi, se tiene que la particula requiere de un tiempo infinito (el fenémeno de

dilatacién temporal) para llegar a r = r; para el observador asintético (figura 2.6). Retomando la com-

r

Tiempo coordenado.

Figura 2.6: Tiempo coordenado y tiempo propio

plementariedad, por un lado, el experimentador se queda fuera del agujero. De manera heuristica puede
arrojar cosas dentro, recoger fotones cuando salen, dejar caer sondas hasta una distancia por encima
del horizonte, y observar los efectos de las trayectorias de las particulas que pasan cerca del agujero. De
otro lado, el experimentador prepara su laboratorio, y luego con laboratorio y todo, se lanza al agujero
cruzando el horizonte mientras realiza el experimento.

Las descripciones complementarias de los dos experimentos son tan radicalmente diferentes que dificil-
mente parece creible que ambas pudieran ser correctas. El observador externo (mide el tiempo coorde-
nado) ve que la materia cae hacia el horioznte, se frena y queda suspendida exactamente por encima del
mismo. La temperatura inmediatamente por encima del horizonte es elevada y reduce toda la materia
a particulas, que finalmente son radiadas hacia el exterior. Es decir, el observador externo, que controla
al observador en caida, lo ve vaporizado y reemitido como radiacion Hawking. En cambio, el observador
en caida libre (mide tiempo propio) atraviesa el horizonte sin siquiera notarlo ni detectar ninguna tem-
peratura, es decir, ninguna incomodidad hasta que llega al corazén del agujero negro donde las fuerzas
de marea se hacen finalmente tan fuertes que lo destruyen.

Asi se tiene que para el observador asintético, el agujero negro consiste en un enorme vertedero de

materia plana congelada en su horizonte. Lo anterior es un ejemplo del holograma éptico usual en el
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cual una superficie bidimensional codifica informacién sobre la forma tridimensional de un objeto. El
desarrollo de esta idea fue propuesto por G t Hooft y L Susskind [41], quienes sugirieron que el niimero
de grados de libertad que describen una region en una teoria de gravedad es proporcional al area de esa

regién recordando la relacién entre la entropia y el drea del agujero negro. Como se senalo en la seccién

| Agujero negro
-
.
-
-
N /
N /

Particulas interactuantes

Figura 2.7: Correspondencia de Maldacena

2.1, Maldacena formaliz6 esta propuesta al describir el interior de un espacio-tiempo Anti-de Sitter en
términos de una teorfa en la frontera de ese espacio-tiempo (figura 2.7), que tiene una dimensién menos
[42].

2.1.5. Pared de Fuego

Al eliminar una de las posibles relaciones de enredamiento que plantea Susskind por el principio
de complementariedad (2.1.1), se libera una gran cantidad de energfa, que el horizonte de eventos se
convertiria en un anillo de fuego.

Para salvaguardar el principio de equivalencia todo observador en caida libre hacia un agujero negro
debe encontrar una pared de fuego (firewall) que lo destruye evitando que realice mediciones al interior

de este?’. Lo anterior involucra los siguientes principios fisicos:
a. Principio de complementariedad para agujeros negros
b. Principio de equivalencia
c. Imposibilidad de clonacién de un estado cuantico

La evolucién de un agujero negro puede darse en términos de la emisiéon de entropia, asi que puede
caracterizarse por un tiempo medio conocido como el tiempo de Page al cabo del cual un agujero negro
ha emitido la mitad de su entropfa inicial [54]. Esto genera tres regiones diferentes donde los modos

(estados asociados a las particulas emitidas) emitidos pueden estar:

20E] principio de equivalencia afirma: Un marco de referencia en caida libre es indistinguible puntualmente de un sistema
inmerso en un campo gravitatorio. Ver [48].
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A. Interior del agujero negro
B. Fuera del agujero pero cerca del horizonte
C. Lejos del horizonte
Al analizar las tres regiones de acuerdo con Susskind se encuentra que [43]:

= Un observador lejano encuentra enredamiento entre los modos lejos del horizonte y los que estan

fuera

= Un observador en caida libre encuentra enredamiento entre las particulas fuera del horizonte y las

del interior.

Lo anterior implica que un conjunto de modos esté clonado para que ambos observadores puedan verlo,
violando asi el principio (c¢). También desde la perspectiva del observador lejano es posible el transporte
de enredamiento debido a la emisién por parte del agujero negro.

En términos de complementariedad las dos versiones deberian ser correctas, sin embargo, como se ve, esto
rompe principos bésicos y fundamentales de la teoria de la relatividad general y la mecanica cuéntica,
y para los tedricos que analizan este problema este principio es inquebrantable debido a que renunciar a
él implicaria renunciar a uno de los fundamentos del trabajo de Maldacena. Al final, las preguntas mas
simple que surgen son: ; Esta mal aplicada la mecanica cudntica para los dos tipos de observadores?, ;el
principio de equivalencia se rompe debido a efectos térmicos?, y jes de verdad la complementariedad

un principio basico de la fisica de lo agujeros negros?.

2.2. Formalismo de unién de métricas y condiciones de juntura

El analisis de lo que sucede a la geometria del espacio-tiempo cuando hay un salto de discontinuidad
en el tensor momento-energia a lo largo de una superficie, es uno de los problemas més importantes de
la teoria de la gravitaciéon que ha encontrado su sustento en la formulacién de condiciones de juntura
o unién entre dos regiones distintas del espacio-tiempo caracterizadas por dos métricas diferentes [55].
Dentro de los ejemplos clasicos de este tipo de problemas se encuentra el colapso gravitacional de una
estrella para formar un agujero negro. Este fendémeno modelado por Oppenheimer-Snyder utilizé dos
métricas diferentes que al aplicar las debidas condiciones de juntura buscé garantizar una solucién valida

a las ecuaciones de campo de Einstein [2].

2.2.1. Geometria de hipersuperficies

Para una variedad espacio-tiempo cuadridimensional, una hipersuperficie ¥ es una subvariedad de
tres dimensiones que puede ser tipo tiempo, espacio o nula. Esta su puede caracterizar al imponer una

restricciéon sobre las coordenadas de la forma

®(2%) =0, (2.54)
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o por medio de una ecuacién paramétrica
% =x%(y*), (2.55)

donde los indices griegos a = 0, 1,2, 3 corresponden a las coordenadas que se le asignan a la variedad
espacio-tiempo de 4 dimensiones, mientras que los indices latinos a = 1,2, 3 corresponden a las coorde-
nadas intrinsecas que se le asignan a la hipersuperficie tridimensional.

Se define un vector unitario normal a la hipersuperficie ¥ el cual satisface (figura 2.8)

nng =€ (2.56)
con ¢ = +1 si la hipersuperficie es tipo tiempo, y € = —1 si es tipo espacio 2. El vector n, esta dado
por la expresion

ed
° T [, (257

con ® , = J,P representa la derivada parcial ordinaria de ® respecto a z“ y g, es la métrica que
caracteriza la variedad espacio-tiempo cuadridimensional en la cual se halla inmersa la hipersuperficie

tridimensional .

Figura 2.8: Vectores sobre la hipersuperficie

Por medio de la ecuacién (2.55) se encuentran los vectores tangentes a la hipersuperfice ¥ (figura 2.8)

o« Ox°
€o = Tm’ (258)

21],as hipersuperficies tipo luz no se analizan en esta revisién.
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los cuales satisfacen la relacién

esng = 0. (2.59)

a

Con lo anterior se define la métrica inducida hgp, sobre la hipersuperficie, la cual es tridimensional y
estd dada por
Rap = gagegef, (2.60)

donde los desplazamientos sobre la hipersuperficie estdn dados por

ds% = hapdy®dy®. (2.61)

Se puede hallar la métrica inversa de gog por medio de la relacién
g% = enn® + h“begef, (2.62)

con € = —1,+1 en el caso de una hipersuperficie tipo espacio y tipo tiempo respectivamente.
De manera analoga a como se define una derivada covariante en la variedad espacio-tiempo cuadridi-

mensional se puede definir la derivada covariante intrinseca asociada a la métrica inducida por

Ay = Aapeley, (2.63)
Aa\b - Aa,b - FcabAca (264)

donde )
I‘lcab = §(hca,b + hcb,a - hab,c)~ (265)

En este punto es importante resaltar la diferencia en geometria entre algo extrinseco e intrinseco. En
presencia de una subvariedad inmersa en una variedad de mayor dimensién, la geometria intrinseca
de la subvariedad considera tnicamente las relaciones entre puntos a lo largo de caminos o lineas que
pertenecen a la subvariedad y permanecen confinadas a la misma. La geometria extrinseca surge cuando
la subvariedad se considera inmersa en un espacio de dimensién mayor. Asi por ejemplo, un plano es
intrinsecamente y extrinsecamente plano, un cilindro es intrinsecamente plano, pero extrinsecamente

curvo mientras que una esfera es intrinsecamente y extrinsecamente curva. (figura 2.9)

La curvatura intrinseca de una superficie queda caracterizada a partir de un 3-tensor de curvatura

netamente intrinseco dado por:
Raay = Vap.a — Taap + Talas — TipLdas (2.66)
cuya forma contraida es el escalar de Ricci tridimensional
SR =h"R" (2.67)

amb*

La curvatura extrinseca de la hipersuperficie ¥ se caracteriza definiendo el 3-tensor de curvatura extrinse-
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Figura 2.9: Vector normal sobre diferentes hipersuperficies

ca dado por
Kup = na;ge;"ef (2.68)

el cual es simétrico,

Ky = Kpa, (2.69)
y satisface la siguiente relacion de contraccién
K =h"Kg, =n,. (2.70)

El tensor de curvatura extrinseca es una medida de la flexibilidad de la hipersuperficie ¥ dentro de la
variedad espacio-tiempo (figura 2.9), y permite caracterizar a esta hipersuperfice como céncava si K < 0

(superficie hiperbdlica), convexa si K > 0 (cilindro y esfera) y K = 0 (plano).

En muchos casos se hace necesario vincular la curvatura R,gs de la variedad espacio-tiempo con
las curvaturas extrinsecas e intrinsecas de la subvariedad. Este vinculo viene dado por las ecuaciones de

Gauss-Codazzi dadas por
Raﬁ’yéegegezeg = Rapea + 5(Kadec - Kachd)7 (271)

Rﬂaﬂ’Yn#egebﬁez = Kab|c - Kac|b- (272)

Las ecuaciones de Gauss-Codazzi también permiten encontrar una expresion que vincula el escalar de

Ricci cuadridimensional con la curvatura extrinseca e intrinseca de la hipersuperficie
R="R+e(K*— KKg) + 2e(n%gn” —nn” ). (2.73)

Otro de los aspectos interesantes de las ecuaciones de Gauss-Codazzi es que estas permiten hallar

expresiones necesarias para formular las ecuaciones de campo de Einstein de la hipersuperficie. Asi, a
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partir del tensor de Einstein
1
Gaﬁ = R(x[ﬁ - iRgaﬁy (274)
donde
Rop=g""Ruavp vy  R=g"Rap. (2.75)

Utilizando las relaciones de Gauss-Codazzi y la expresion (2.62) se encuentran las siguientes relaciones

entre el tensor de Einstein y la curvatura de la hipersuperficie

—25Ga/3n‘3“nﬁ =3 R+ E(K“bKab - K?), (2.76)
Gapegn” =K', — K 4, (2.77)

a E

las cuales permiten obtener las componentes Gaﬂnanﬁ y Galgegnﬂ de las ecuaciones de Einstein sobre

la hipersuperficie.

Debido a que las ecuaciones de campo de Einstein son ecuaciones de segundo orden en las derivadas
de la métrica, su resolucién completa requiere que se especifiquen los valores de la curvatura extrinseca
y de la métrica sobre la hipersuperficie. Tales valores no se pueden asignar de manera arbitraria sino
que deben satisfacer ciertas restricciones. Estas restricciones surgen de combinar las ecuaciones (2.76)

y (2.77) con las ecuaciones de campo de Eisntein. Asf, al sustituir las ecuaciones de campo??
Gaop = 81GTp (2.78)
en la expresién (2.76) se obtiene la primera restriccién dada por

Ky — Ko = 87Gja, (2.79)

a

con
ja = Tapean®. (2.80)

Finalmente, sustituyendo (2.78) en (2.77) se obtiene la segunda restriccién
SR+ K? - K%K, = 167Gp, (2.81)

donde
p = Tapn®nP. (2.82)

2.2.2. Condiciones de juntura y cascarones delgados

A menudo se presentan problemas en los que una hipersuperficie ¥ divide el espacio-tiempo en dos
regiones. Ejemplo de lo anterior es el caso de una estrella rodeada de vacio, donde el espacio-tiempo en
el interior de la estrella se caracteriza por una métrica mientras que el vacio que la rodea se describe por

medio de una métrica diferente. En este caso, la hipersuperficie que separa las dos métricas coincide con

22De nuevo ¢ = 1.
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el borde de la estrella. La cuestion aqui es determinar ;qué tipo de condiciones se deben imponer a las
métricas para que se unan suavemente en el borde, de tal manera que su union constituya una solucion
valida de las ecuaciones de campo de FEinstein?.

Para responder a esta cuestion se considera una hipersuperficie ¥ que divide al espacio-tiempo en dos
regiones denominadas VT y V'~ cuyas métricas respectivas son Q:B Y Yop como se muestra en la figura
2.10.

Figura 2.10: Regiones del espacio-tiempo separadas por una hipersuperficie

Se denomina y*; a=(1,2,3) a las coordenadas intrinsecas sobre ambas caras de la hipersuperficie 3, y &
a las coordenadas de la variedad V*. El vector normal unitario representado por n® apunta en direccién

V+. Introduciendo la notacién
(Al = A(VT)s — AV ), (2.83)

la cual representa el salto de una cantidad tensorial dada A a través de la hipersuperficie ¥.. En general,
las coordenadas x& de las variedades V* son diferentes, asi que la comparacién de la métricas gzﬁ y
Jop 1O €8 directa. Esta dificultad se supera formulando adecuadas condiciones de juntura o unién sobre

la hipersuperficie X.

Las condiciones de juntura surgen como consecuencia de exigir que la métrica a ambos lados de
la hipersuperficie sea una solucién valida de las ecuaciones de campo de Einstein. Por lo tanto, las
cantidades derivadas de la métrica tales como el tensor de Riemann, no deben presentar términos
singulares.

La primera condicién de juntura exige la continuidad de la métrica inducida en la hipersuperficie, es
decir
[hab] = 0. (2.84)

Asi, la métrica inducida debe ser idéntica a ambos lados de la hipersuperficie.
La segunda condicién de juntura exige que la curvatura extrinseca de la hipersuperficie sea idéntica a
ambos lados de la misma

[Ka) = 0. (2.85)

en general ambas condiciones son invariantes ante cambios de coordenadas, es decir, independientes de
las coordenadas x§ .

Al combinar las expresiones (2.84) y (2.85) junto con el tensor de Eisntein (2.74) se llega a las siguientes
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identidades

[Gapnnf] =0, (2.86)
[Gapean”] =0, (2.87)

cuando se cumplen las condiciones de juntura (2.84) y (2.85) se eliminan los términos singulares en el
tensor de Riemann y por tanto, se eliminan estos términos también en el tensor de Einstein. Para este
caso se puede demostrar que el tensor momento-energia T, 3 solo contiene términos correspondientes a
las regiones V*, mientras que no aparece un tensor de momento-energfa sobre la hipersuperficie ¥.. En
otras palabras, no se encuentra con una hipersuperficie o cascarén de materia sino simplemente un borde
que separa dos regiones diferentes del espacio-tiempo. Ejemplo de este tipo de condicién fue desarrollada
por Oppenheimer-Snyder en 1939 [2], cuando modelaron el colapso de un agujero negro mediante este
formalismo haciendo coincidir la hipersuperficie 3 con la superficie de la estrella y suponiendo una estre-
lla esférica sin rotacién formada de polvo (fluido ideal sin presién). Bajo estas condiciones se aplicé una
métrica interior de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) al interior de la estrella (la cual corresponde
a un tensor momento-energia T, # 0), y una métrica exterior de Schwarzschild (correspondiente a un

tensor energia-momento Tog = 0).

Como se mencioné antes, las condiciones de juntura (2.84) y (2.85) surgen del hecho de exigir que las
cantidades que se derivan de la métrica no presenten términos singulares. Sin embargo, surgen casos en
los que estos términos singulares aparecen en el tensor de Riemann y son susceptibles de una explicacién
fisica. Los términos singulares en R,s+s producen términos singulares en el tensor de Einstein. En ese
caso las ecuaciones de campo de Einstein conducen a una expresién del tensor momento-energia Tr, g que
contiene tres términos. Dos de ellos representan el tensor energia-momento en las regiones V*, mientras
el tercer término se asocia a la presencia de una distribucién de materia (Idmina superficial, cascarén
delgado o thin shell) sobre la hipersuperficie X. Este cascarén de materia tiene un tensor superficial de
energia-momento el cual se denomina S,;, . En estos casos no se cumple la condicién (2.85) sino que se
verifica la ecuacion de Lanczos la cual relaciona el salto experimentado por la curvatura extrinseca a

ambos lados de la hipersuperficie ¥ con el tensor energia-momento sobre ella, es decir

€
= ——([Kp| — [K 2.
Sab 87TG([ ab] [ ]hab)v ( 88)
donde
Sap = Sapelel, (2.89)

es un 3-tensor simétrico. La ecuacion de Lanczos también se puede reexpresar como

8rG 1

[Kap) = ——— (Sab - habS) (2.90)
€ 2

lo cual permite formular las condiciones correspondientes a cascarones delgados (thin shells) de una

forma abreviada como
[hat] =0y [Ka] #0. (2.91)
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El formalismo de junturas fue formulado por G. Darmois (1927) y W. Israel (1966) [56, 57], mientras que
el formalismo de thin shells fué formulado por K. Lanczos (1924) [58] y W. Israel (1966). Las condiciones
de juntura han sido deducidas de diversas maneras por diferentes autores. Una forma de hallarlas es a
partir de la teoria de funciones de distribucion. En este contexto se puede pensar que la presencia de una
esfera maciza altera el entorno de alguna manera. Las condiciones no son las mismas en el interior de la
esfera que fuera de ella. De la misma forma, la presencia de una ldmina o cascarén de materia separando
dos regiones del espacio-tiempo altera su entorno de tal manera que en principio, las condiciones a uno
y otro lado de la ldmina no seran idénticas. De esta manera se hace razonable introducir la funciéon de

Heavside H o funcién “escalén”, para representar el cambio en el entorno del espacio-tiempo

gap = H()g3s + H(—1)g,5 (2.92)

donde [ representa la distancia propia o tiempo propio desde ¥ a un punto a lo largo de una geodésica.
Al derivar la métrica para calcular los simbolos de Christoffel y el tensor de curvatura, aparecen nece-
sariamente términos singulares ya que se introduce la derivada de la funcién de Heavside que es el delta

de Dirac
0H(I)

ol

Asi, al derivar dos veces la métrica (2.92) respecto de las coordenadas aparecerdn términos del tipo

= 5(1).

donde la prima indica derivada respecto de las coordenadas. Si se trata de un cascarén de materia, la
funcién § es apta para representar la distribucién de materia de un cascarén delgado. En ese caso, la
funcién § que aparece en la derivada segunda de la métrica se ajusta al tensor energia-momento super-
ficial. En el caso en que no exista tal distribucién de materia superficial sino un borde (por ejemplo
el borde de una estrella) se suprimen los términos singulares exigiendo que [gos] = 0 lo cual conduce

inmediatamente a la condicién [hqp] = 0.

El método de funciones de distribucién no es el Unico que permite encontrar las condiciones de
juntura o unién. Algunos autores las han deducido de manera alternativa agregando a la accién de

Einstein-Hilbert dada por
SEH = /R\/—gd4l‘

un término que tiene en cuenta los efectos de borde [18].

2.3. Estados de vacio

En general en un espacio-tiempo curvo no existe una inica manera de escoger un tiempo coordenado.
En estos espacios el grupo de Poincaré ya no es el grupo de simetrias de la variedad, razén por la cual

no existe una forma unica de escoger el tiempo local, lo cual lleva a diferentes definiciones de modos de
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frecuencia positiva y por ende a diferentes estados de vacio.?> A continuacién se definen los estados de

vacio en el contexto de la termodindamica de agujeros negros:

Vacio de Boulware |0)p : En cualquier espacio-tiempo estdtico con pardmetro de Killing ¢, el estado
de Boulware |0) g es aquel que se da producto de los operadores de aniquilacién de Killing, asociados
con los modos de Killing de frecuencia positiva, es decir, es aquel vacio de modos de frecuencia
positiva en ¢, donde observadores estaticos detectan cero particulas. En un espacio asintéticamente
plano, |0) 5 se aproxima al vacfo de Minkowski |0) s en el infinito. Por efectos de polarizacién del
vacio debido a la curvatura, induce un tensor momento-energia que no desaparece. La densidad
de energia es negativa por lo general y en presencia de un horizonte diverge. Por lo tanto, el
estado de Boulware es inestable en un agujero negro. Este estado base de temperatura cero es
el adecuado para una estrella. El término divergente en el tensor momento-energia de Boulware
se puede visualizar como rayos nulos o tipo luz radiales que entran y salen de energia negativa
los cuales experimentan un corrimiento al azul en los horizontes pasado y futuro. Tales rayos se
neutralizan para corregir la divergencia, al introducir flujos de energia positiva desde y hacia el

infinito.

Vacio de Hartle-Hawking |0)y : En el espacio-tiempo de un agujero negro eterno estacionario, el
estado de Hartle-Hawking |0)  es aquel que se da producto de los operadores de aniquilacién de
Kruskal, asociados con los modos de Kruskal de frecuencia positiva en las coordenadas Uy V,
las cuales corresponden a los tiempos de Kruskal. Este estado representa a un agujero negro en
equilibrio térmico con su propia radiacién en una especie de reservorio, asi, este aparece vacio
de particulas para un observador en caida libre en el horizonte, es decir, estos observadores no
detectan particulas. Su tensor momento-energia asociado es acotado, lo que implica que no diverge

en el horizonte.?*.

Estado de vacio de Unruh |0)y :Para un agujero negro que se forma por el colapso de una estrella,
el horizonte de eventos pasado estd ausente, s6lo un flujo que sale positivo es necesario para co-
rregir la divergencia que se presentaria sobre el horizonte de eventos futuro. De este hecho surge
el estado de vacio de Unruh |0)y, el cual representa a un agujero negro radiando libremente en el
espacio. Este estado se encuentra vacio de modos de frecuencia positiva en un tiempo ordinario
avanzado v y un tiempo de Kruskal retardado U en el espacio-tiempo vacio del agujero negro

analiticamente extendido.

El vacio de Minkowski |0) 5y se identifica con el de Hartle-Hawking; y el de Rindler |0)r con el de Boul-
ware. Estos vacios comparten las mismas propiedades para el célculo de la densidad de energia asociada
con el observador FREFOS (en la aproximacién cercana al horizonte de eventos, a través del principio

de equivalencia), como se realiza para el observador FIDO. Los detalles se desarrollan de manera formal

23Esta seccién en la cual se desarrolla la teorfa del vacio con la que se realizan los célculos del capitulo 4 se hizo siguiendo
la teorfa de Israel [10].

248in embargo, se debe aclara que éste no es del todo nulo debido a efectos de polarizacién del vacio que son esencialmente
irremovibles
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en el capitulo 4.

El célculo de los valores de expectacion de los tensores de momento-energia asociado a estos estados
de vacio presentan diversas dificultades y en general no se encuentran soluciones analiticas. Por simpli-
cidad, y a manera de ilustracién siguiendo a (Mukohyama-Israel [9]) se considera un espacio-tiempo en

1+1 dimensiones con métrica dada por

dr?

ds® = —f(r)dt +f(r)'

(2.93)
si se considera x(r) la gravedad superficial entendida ésta como la fuerza gravitacional corrida al rojo,
es decir, la aceleracién hacia arriba a(r) de una particula de prueba estacionaria reducida por un factor
de corrimiento al rojo dado por f/2(r), tal que x(r) = %fl (r), un horizonte se caracteriza por r = ry,

f(ro) = 0, su gravedad superficial queda definida por

’

Ro = %f (7“0). (294)

Efectos cudnticos inducen un tensor momento-energia T,;(a, b = r,t), en el fondo de la geometria (2.93).
Si por el momento se asume que no hay flujo de energia neto lo cual implica excluir el vacio de Unruh
se tiene que T, = 0, con lo cual Ty, se especifica por una densidad de energia cudnti y presién dadas
por

p=-T%  P=1", (2.95)

las cuales se determinan, por condiciones de frontera, por la ley de conservacion del tensor momento-

energia y la anomalia de traza dadas por

I
T% ., =0 T% = —R. 2.96
a;b y a 24 ( )
Para un campo escalar sin masa, se tiene que R = —f" (r), para la métrica (2.93). Los coeficientes
métricos se escriben como
—flr 0
P AL (297)
0 f7ir),
cuyas conexiones son
1f
Fit =0, Ff‘r =0, Ffﬂt = Fﬁr - 577
S U S N (0 N —
Iy, = §F, Iy, = 3 [ I,=TIy =0. (2.98)

Ahora bien teniendo en cuenta que

Tt Tt _ Tt
N B Y S (2.99)
T T T P
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se tiene para la ley de conservacion del tensor momento-energia

a __ ma a d d a
bie = Lo+ 1T — T,

Gie = T + T TS — T T (2.100)

al hacer b =t en (2.100) se obtiene
Tct;c = TTt,r + FrrtTtt + FrrrTrt - FrttTtr - FrrtTTrv (2~101)

de igual manera si b = r se obtiene
T%..=1,,+0T +1" 1, -1 T, -1, 1. (2.102)

con ayuda de los stmbolos de Christoffel (2.98) las ecuaciones (2.101) y (2.102) se expresan
TS, =T, + 17, T% - I",T", (2.103)
la cual sirve como ecuacién de movimiento para el flujo de momento que se utilizard més adelante,
5. =T, + 0T, =T, T (2.104)
De acuerdo con (2.95), (2.98) y (2.104) se tiene que

Tr?“,r + Fttr(Trr - Ttt) =0,

P f
— 4+ —=(P = 2.1
(P =0 (2:105)
al usar la anomalia de traza (2.96)
—p+P= hj
P e
se obtiene al integrar para (2.105)
B
FP = S [( () + ),

. .7 ’ . .
con ¢ una constante de integracién. Puesto que k = f /2, lo anterior se reescribe

P(r) = —% <W> (2.106)

Al emplear diferentes condiciones de frontera, que son las que diferenciaran los diferentes estados cuanti-
cos, se obtendra el valor especifico de la constante de integracion c. Asi para el estado de Hartle-Hawking,
se requiere determinar el valor de P y p en el horizonte dado por r = ry. Sabiendo que R = — f”,

i _ ch
Si f(r) — 1y r — oo, entonces P(r — 00) = 57~
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De la traza se tiene

1"

fh ch
pr)=P@r)+ 5~ — plr—o00)=g
Ahora para el caso del agujero negro de Schwarzschild en 141, se tiene que f(r) =1— 277” con ro = 2m,
luego
_f_m
H(T) - 9 - T2’
asi
P = (
C 24m\1- 2 )
h m
C— T
P r m = 54_ 2 )
sy (1 - 2‘;”)
Para que este valor sea finito el limite debe existir, luego
hoom
P(r)rsom = = - TT?
()2 24m 2m
_h m
24w 23’
_h 1
2471 16m?2
La tnica manera de mantener este término acotado es
1. 1
\@* ko = if 7_2m* im’
luego
h /@2 — K]2 h "
Pupy = — | 2 =P, — 2.107
HH 247r( 0 )7 PHH HH+247Tf (1), ( )
donde . r2
¢ K
P(r — =—=_1
(r=o0) = oir = %am
Al introducir la temperatura Hawking Ty = 525, se tiene
T
P(r — o0) = —T%
(T OO) 677/ H»
luego
pra =~ Pu = %Tf’,, (2.108)

la cual es el resultado apropiado para la radiacién escalar en 1+1 dimensiones a la temperatura Hawking
Ty,.

Para el estado de Boulware, se tiene la condicién de frontera P = p = 0 cuando r — oc.

Asf de (2.106) se tiene que sir = oo — f(r) =1

" (52(00) + ).

f(00)P(c0) = T odn
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De esta manera la constante ¢ desaparece y se encuentra que

Ii2 T
Pg = f% f((r)). (2.109)

Al usar una vez maés la traza del tensor momento-energia se obtiene

hR 'R
e p ST
Pt 24 247’
entonces "
hf (r)
=P . 2.110
PB B+ Y- ( )
Si el horizonte estd presente, a partir de (2.106)
h (m/r?)? h m?
PB = o =T om =,
247 1 — 21 247 r3(r — 2m)

con lo cual para r — 2m, Pp — —oo. De la expresién (2.110) se tiene

luego

hm? h 4m
pB = ‘mrs@«_m+m<‘rs>’
donde r — 2m, pp — —oo. Asi si el horizonte estd presente tanto Pg como pp divergen a —oc.
Al tomar la diferencia de los dos tensores de momento-energia asociados a esos estados de vacio se
obtiene
AT = (T um — (T7) b (2.111)

Las ecuaciones (2.107) y (2.110) dan la forma térmica, tanto para la presién como para la densidad de

energia

B _ h (kg —K? ho K2(r)
AP‘PHH‘PB‘%T< i) >+247rf(r)’

_ h2mK3
~ 6m2hAf(r)’

™
= 72
6h (T)?

de igual manera

Ap=pug —pB = (PHH+ erf”(r)> - (PB + %er”(ﬂ)
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con lo que se obtiene finalmente que

AP = Ap = —T%(r), (2.112)
6h
con T(r) = L1 1a temperatura local en el estado de Hartle-Hawking. El equilibrio térmico en

V()

cualquier campo gravitacional estda dado por la ley de Tolman

T\/ —dgdoo = cte, (2113)

donde T es la temperatura local.

El estado de Hartle-Hawking se encuentra térmicamente excitado sobre el estado fundamental de Boul-
ware de temperatura cero, a una temperatura local T'(r), la cual aumenta sin limite cerca al horizonte.
Lo anterior permance valido para espacios-tiempo en 341 dimensiones con cambios que surgen de las

dimensiones. La expresion andloga de la ecuacién (2.112) para un campo escalar sin masa es

2

3AP ~ Ap ~ 37(;713 T(r), (2.114)

la cual esta de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann y se mantiene a muy buena aproximacion tanto

lejos del agujero negro como cerca del horizonte.

Consideremos una métrica en el gauge conforme diferente a la dada por la expresién (2.93)
ds? = —e* W) qudy = 62)‘(‘122_‘#2), (2.115)

con u y v las coordenadas nulas dadas por u =t — z y v = t 4+ z. Al reescribir (2.115) en términos de

los coeficientes métricos
dszgabd:z:adxb = guuclu2 + guodudv + gy dvdu + ngQ,

donde
eZA(u,v)

2 )

Guv = Gou = —

se tiene

Para este caso se tienen 6 componentes de la conexién

Fuuu = 2871)‘7 Fuuv = 07 r<., = Oa
I, =20,A, I, =0, TI%,=0. (2.116)

Por propiedades del tensor de Riemmann hay una sola componente independiente, asi de acuerdo con
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(2.115) y (2.116)

donde el escalar de curvatura es
R= guvRuv + gUuRvua

ahora como

— u _ U

Ruv =R uuv -R uvw?
v v
Row=R",,, = R

luego,
R = 8¢729,0,\.

Ahora, de acuerdo con (2.115) el determinante de la métrica es \/—g = €2*/2 y con el DAlembertiano

se obtiene

2\ 2\
0 =229, (2(—26—”)3@) +2e7229, (62(—26—”)8”) = —40e=28,0,,

con todo lo anterior se reescribe
R = =200\ = 8¢ 229,09, \. (2.117)

El tensor simétrico cuya traza y ley de conservacién estén dadas por (2.96) se puede escribir de
manera general como

Top = Oup[A] + FP(w)ugup + FC(0) g0, (2.118)

con

h 1
@ab[/\] = m{)‘mb + )\,aA,b — Gab (D)‘ + 2(V/\)2) }7 (2119)

para cualquier funcién A(u,v) de la métrica (2.115) y F'*, F¢ arbitrarias. Para probar lo anterior, se

tiene para la traza de (2.119)

h 1
0%\ = m{vam + 0" NN — g7 (m + 2(vw) }

—_

0% [\ = &{V“VQA + 0" NI\ — g°, <D)\ + (V/\)Q) }

[\

0 A = &{m + (V)2 2 (D)\ + ;(VW) }

luego,
h
T% = 0° =——0
a @ G[A} 127T >\’

que de acuerdo con (2.117) es la expresién para la anomalia de traza que se establece en (2.96).
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Bajo la condicién de que z,t son asintéticamente lorentzianos en un espacio-tiempo plano, se tiene
A—0 cuando 2z — +o0.

Ante la presencia de un horizonte de eventos, se tiene que en el gauge conforme asintéticamente loren-
tziano

z— —00, ¥ A— —00,

el cual debe estar fuera del mapeo. Para ello se hace una transformacién a coordenadas de Kruskal.
Para ello, se definen las gravedades superficiales de las dos hojas del horizonte, el cual en general no es

estatico. A partir del cardcter nulo o luminoso de u y v, se tienen ecuaciones geodésicas de la forma
S €
Ugh = =K (U, V)U U, T Vb = —K° (U, V)V gV p, (2.120)
de acuerdo con la conexiones (2.116), se verifica

K (u,v) = =20, ],
K (U, v) = 20, A,
K¢ — K® =201 \(2,1). (2.121)

De acuerdo con las ecuaciones (2.120) las coordenadas u y v no son rectilineas ya que sus segundas
derivadas covariantes no son nulas. Por lo tanto se hace necesario introducir coordenadas nulas U (u)

y V(v), tales que sean rectilineas de manera local en las hojas del horizonte pasado y futuro dadas

respectivamente por v = —oo y u = 00. Asi se introducen las coordenadas tipo Kruskal
[LnU (u)] = ko (u) = K°(u, v = —00), (2.122)
[LnV ()] = k§(v) = K (u = —00, v). (2.123)

A partir de (2.120) se tiene que las coordenadas U y V son localmente rectilineas sobre el horizonte

U.ap =V =0. (2.124)
Ahora se tiene .,
U s ou
=k —dU =——d
v " ou ™"

LnU/(u) = /nsdu — U/(u) = e Wdu,

como k° = —29, A\, entonces
U/('LL) _ eff28u)\du SN U/ — 672>\,

LnU = — / 20, du — LnU = —2),

y de igual manera siguiendo un procedimiento similar para V' se obtiene V' = 2 y LnV' = 2X. Al
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retomar la expresién (2.115)
ds? = —ePePe 22UV,

luego
ds? = —e2MUVIquay, (2.125)

con

2A = 2\ + 2\ — 2,

=2\ — (2\ — 2)),
=2\ — (LnU + LnV'),
=2\ — [Ln(U' V)],
A=X— %Ln[U/(u)V/ (v)] (2.126)

la cual es regular en el horizonte si k§ y k¢ son diferentes de cero como se asumird. De las expresiones
(2.126) y (2.119) se establece

Ouw[A] = Oup[N] + H (w)uqup + HE(v)v 4, (2.127)

con

Hé(v) = ﬂ_{(ng)Q - %R(u = +oo,v)}. (2.128)

Con todo lo anterior se pueden definir los valores de expectacion asociados a los tensores momento-
energia para los estados de vacio de Hartle-Hawking, Boulware y Unruh de acuerdo con la definicién
general (2.118). Asi, para el estado de Boulware, se tiene que el valor de expectacién del tensor momento-
energia tiende a cero en el infinito y es singular o divergente en el horizonte, puesto que A — —oo en

esa regién. Por lo tanto, los flujos F* = F¢ =0 en (2.118), con lo cual
(Tab) B = Oan[A]. (2.129)

El estado de Hartle-Hawking a diferencia del estado de Boulware se encuentra acotado sobre ambas
hojas del horizonte, lo cual es vdlido para la funcién A de la expresién (2.126), con lo que se puede
escribir

(Tab) 1 = Oap[A]. (2.130)

La ecuacién (2.130) establece el valor de expectaciéon del momento-energia que mide un observador en

caida libre (FREFOS) en ccordenadas lorentzianas locales para definir sus modos de frecuencia posistiva.
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A partir de la expresién (2.127) se reescribe este valor de expectacién como
(Top)u = (Tup)p + H? (u)u,aub + H¢ (1})’(}7,11}75, (2.131)

con lo cual, el estado de Hartle-Hawking bana el espacio que rodea al agujero negro con corrientes de

radiacion a temperaturas efectivas que entran y salen
T.= —ko(v), v Ts=—r,(u). (2.132)

Para el caso de un espacio-tiempo estatico, en el cual el estado de Hartle-Hawking se define, el bano de
radiacién se encuentra en equilibrio térmico con el agujero negro a la temperatura de Hawking y con

densidad de energia dada por la expresién (2.112).

El estado de Unruh se encuentra vacio en el horizonte infinito pasado tipo luz H~. Este estado
carece del término de flujo que entra en (2.118) el cual es responsable de que la densidad del tensor

momento-energia de Hartle-Hawking (2.131) sea regular en el horizonte pasado. Asf este se define como
<Tab>U = <Tab>B + Hs(u)u,au’b. (2133)

en el horizonte infinito futuro tipo luz H™, el término que sobrevive en (2.118) es el segundo, el cual
representa un flujo térmico que sale que se identifica con la evaporacién del agujero negro. Ademsds,
existe un flujo que entra el cual trae como compania una energia negativa a través del horizonte futuro,
de la forma

(Top)v = (Tapyrr — H(0)v g0 p. (2.134)

Como ejemplo de todo lo anterior se puede considerar una geometria estatica, en la cual la métrica se

reescribe como )
9 dr

f(r)

Un observador estacionario FIDO en esta geometria tiene una aceleracién exterior corrida al rojo dada

ds — f(r)e®™as?, (2.135)

por
k(1) = v/—gu X aceleracién propia. (2.136)

La c-velocidad para el observador FIDO es
' = (=f%(r)e™",0,0,0),

como la c-acelaracion es
du*
no__ o p,0
= + I ufu?,

la inica componente diferente de cero es

r du” T
a = e —|—P tt(ut)2,
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con

1 / ,
[y = SF)(F (1)e” + f(r)2e*9),
Debido a que u” = 0, entonces a” = I'",,(u?)?, con lo cual
r 1 ’ ’
o = S5 () + 20 ().

De acuerdo con Poisson [55], la aceleracién propia es

alr) = (grea’a™) /2 = 2 F2(F (1) + 26 £ ()

asf la ecuacién (2.136) se expresa como

w(r) = V=g - al(r) = @f (r) + f(r)w')e”*”- (2.137)

En un medio estatico con presién P = T". y densidad de energia p = —T7, la componente radial de la

conservacién de la energia del tensor de momento-energia dada por (2.104)
TTT’,T + Fttr(TTr - Ttt) = 07
donde la tnica conexién diferente de cero de acuerdo con la métrica (2.135) es

K

eV f(r)’

My = o (30470 ) =

con lo que la ecuacion de conservacion se escribe como

dp
- P
= (p+P)

TR (2.138)

Ahora de acuerdo con la métrica (2.135)

—dLn\/—gy = —d(Ln(fl/Qew)),
= —fl/%ew (;flﬂf'ew + f1/2e%’>,

61/} K

1 ’ ’
-5 (o + ) =7

luego, de acuerdo con (2.138)
dP

e —dLny/=gs. (2.139)

Para esta especie de fluido de acuerdo con la relacién de Gibbs-Duhem [59] se define una densidad de

entropia s(r), temperatura local inversa 3(r) = T~! y potencial quimico nulo, por

SdT —vdP + Ndu =0 — sdT = dP,
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luego,
s=pB(p+P), ds=pdp, (2.140)
ds = dp(p+ P) + B(dp + dP),
4P 4
p+P B
As{ de las expresiones (2.139) y (2.141), se obtiene de nuevo la ley de Tolman (2.113)

(2.141)

dP _ _ _%
m = —dLn\/—gy = 3 )
8 _ d(v/=gu)
B vV — gt '

Lnf = Ln/gu,
T\ —gu = cte,

la cual es valida en un espacio-tiempo estatico, para la variacién de la temperatura en un fluido gravi-
tando en equilibrio térmico, donde las regiones inferiores son més calientes.
El escalar de curvatura para la métrica (2.135) se calcula a continuacién. Para ello se tienen las cone-

xiones

t t t _
Ftt_o’ Frt_e¢fa Frr—07

T T lfl T
Ftt:few/ﬁ, F’I‘T:_§77 FtTZO'

De nuevo debido a la dimensionalidad del espacio-tiempo solo existe una componente independiente del

tensor de Riemann

Rt _ e Vdr
rtr f- dr )
donde
Rtrt’r = gtthTth'rt — RTtrt = _erQth'rtr'

El escalar de curvatura es J
_ K
R = gttht + gTTRrr =—2Y—.
dr
Asi, si el medio es un campo escalar sin masa y T?, es el valor de expectacién del tensor momento-energfa,

entonces la anomalia de traza es la misma que la expresién (2.96), es decir

ods

T = iR, con R=—-2e¢
dr

. 2.142
247 ( )

A partir de un procedimiento similar al que se usé para encontrar la expresién (2.106) se obtiene

ﬁwpzfjﬂﬁ@+@, (2.143)
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de igual manera se encuentran las ecuaciones (2.107-2.112).

Se tiene la componente de flujo de momento de acuerdo con (2.103)
Tct;(: = Tz,r + FTTTTTt - FrttTtra

0= gTT rt,r + Frrrgrr rt = FrttgttTtrv

luego

1
Tor = oo (Fﬁtg“ - Frwg”)- (2.144)

De las conexiones calculadas con anterioridad

FTt‘t = few’iv Frr?" = 7577

se obtiene para (2.144)

1T 1 1
Trtw = ? few"{ <_ e—2¢) + L f:| Trta
1T 1.
=7 _—e—% + §f ]Tm
17 1 / 1 .
= 7 _€w<2f + f >€w + if :|T1”ta
= _w/Trt
Reescribiendo se obtiene
Tl —@T
dr — dr "V
luego
T =e Vet = Ae ™, (2.145)

con A y c¢ constantes. Ahora, como el estado de Unruh se superpone sobre el tensor momento-energia

de Hartle-Hawking a un flujo térmico hacia dentro de energia negativa, se tiene
< T >rs00= 0,

<T>y—-—<T>gyg=0,

luego
<T' > o= Ae™? = g—hTfle_w,
como T,; = T}, se obtiene
< Tt >p= %T}je*w, (2.146)

donde la constante se fija por condiciones de frontera sobre los tensores momento-energia. El estado de

Unruh (2.146) llega a ser infinitamente corrido hacia el horizonte pasado, pero es regular a lo largo del
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horizonte futuro.

2.4. Dinamica de campos térmicos

En general, la existencia de sistemas completamente aislados es casi imposible en la naturaleza, por
el contario, la mayoria de los sistemas se encuentran en contacto con un bafio térmico o también con
un bano de particulas. Asi, surge la necesidad de formular una teoria de campos térmica a temperatura
finita para describir tales sistemas. Existen diversos formalismos para introducir una teoria de campos
cudntica a temperatura finita. La Dindmica de Campos Térmicos (DCT) es una de ellas, la cual fue
desarrollada por Umezawa-Takahashi (1975) [6]. En este formalismo se define un vacio térmico, |0(5)) ,

tal que el valor esperado en este vacio de un operador hermitico A coincida con su promedio estadistico
(4) = Z7H(B)Trle” M A] = (0(8)|Al0(B)), (2.147)

con
H=H-uN, ZB)=Trle"H4 y B= 1
kBT
Aqui H es la hamiltoniana del sistema, p el potencial quimico y kp la constante de Boltzmann.
Esta idea fue inspirada en la propuesta de Matsubara (1955), en la cual la media estadfstica de un
operador (A), tiene propiedades semejantes a las del valor esperado de este operador en el vacio (0| A]0)
en teoria de campos cuantica, y desarrolla un método notable del calculo de la funciéon de particién

(2.147).

2.4.1. Consideraciones generales

La idea central de la Dindmica de Campos Térmicos (DCT) es expresar promedios estadisticos
de una variable dindmica A como el valor esperado de este operador en un vacio dependiente de la
temperatura. Asi, se construye tal vacio de modo que la ecuacién (2.147) se satisfaga para una variable

dinamica arbitraria

(O)Al0B) = 271(8) Y (n|Alnye Fr, (2.148)

n

donde por simplicidad se hace la suposicién de que los valores esperados de H son discretos y obedecen

a una ecuacion de valores propios dada por
H|n) = E,|n). (2.149)
Los vectores propios que son los estados propios |n) son ortonormalizados, de modo que

(n|m) = 0nm. (2.150)
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Expandiendo el estado de vacio térmico |0(/3)) en términos de una base {|n)} del espacio de Hilbert en

Z [n) (n|0(3 an (2.151)

donde se hace uso de la relacién de completez del espacio de Hilbert. Al sustituir el lado izquierdo de la

la forma

ecuacion (2.148), se obtiene

Zf n|Ame Z7HB) Y _(n|Aln)ePEn

n

Zf B)(nlAlm) = Z7(B) Z<R|A|n>e*5EH

Zf B){(n|Alm) = Z(Snm (n|Alm)e —BEn

Fr(B)fm(B) = Z71(B)e™En G (2.152)

Esta relacién no tiene sentido pues los coeficientes de la expansién (2.151) son escalares complejos y
éstos no poseen una propiedad de ortogonalidad entre si como lo expresa esta relaciéon. Por lo tanto, si
se mantiene el espacio de Hilbert original, tal estado (]0(3))) no podra ser construido. De otro parte,
la relacién (2.152) muestra una estructura vectorial (ortogonalidad) y por ello, los coeficientes de la
expansion deben ser vectores.

Para construir un estado que satisfaga la ecuacién (2.147), se deben doblar los grados de libertad de la
teoria. Esto se hace introduciendo un sistema dindmico no fisico representado por el estado |m) (llamado
espacio tilde) ortogonal y con las mismas caracteristicas del espacio fisico original como son la energia
y el nimero de particulas. Asi, todas las cantidades asociadas con el sistema ficticio (no fisico), serdn
denotadas con una tilde. La Hamiltoniana de este sistema H es el espacio de los vectores de estado |7),

que obedecen las siguientes relaciones de conmutacion
HR) = Bulf),  (Alm) = Gnm, (2.153)

donde se establece que la energia es la misma del sistema fisico.

El vector de estado del sistema total se construye a partir del producto directo de los vectores de

estado de cada uno de los sistemas, fisico y ficticio por:
|n,m) = |n) @ |m). (2.154)
De esta forma, los elementos de la matriz de los operadores A y A son dados respectivamente por

(m,n|Aln i) = (n|An)s

(m,n|Aln ;@) = (m|Alm')s,,,.

(2.155)
(2.156)

’
mm
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Definiendo el coeficiente vectorial de la expansién (2.151) como

fa(B) = e PE2Z712(3) i), (2.157)

se verifica la relacién (2.152), pero sin la inconsistencia de ortogonalidad que se presentaba anteriormente,

asi
F5B) fm(B) = e PEI2 77128 (qi| e PEm/2 Z=1/2(B) 1)
= e~ P/2(EntEn) 7-1(B) (3|1h) (2.158)
= Z71B)e PP 6

Usando la definicién (2.157) podemos construir el estado de vacio térmico a partir de la ecuacién

(2.151) como sigue

|0CB)) ) 1)

Figura 2.11: Sistema real-ficticio

0(8)) = Z271/*(B) Ze PEn2ny @ |7y = 2~ V2(8 Ze BEA/2|n ) (2.159)

Finalmente se verifica la relacién (2.148) teniendo en cuenta la ecuacién (2.159) asf:

OB)IAI0B)) = Z7/2(8) Y " e PEn/2 (i, n|AZ7H2(B) Y e PEm/2|m, )

m

=z7p) Ze—ﬁ/z(En+Enl)<n‘A|m>5nm (2.160)

n,m

= 271(8) Y (nlAln)e PP,

n

Asi, se ha mostrado que se puede introducir un estado de vacio dependiente de la temperatura de
manera que la media estadistica de cualquier operador Hermitico pueda ser identificada con el valor
esperado en este estado. Para ello se hace obligatorio duplicar el espacio de Hilbert (figura 2.11). A
continuacion se presenta un sistema de bosones libres como ejemplo, para ilustrar la manera en que se

debe construir un conjunto completo de vectores ortonormales a los que pertenece el vector |0(3)).



Capitulo 2. Fundamentos tedricos 55

2.4.2. Ensamble de bosones libres con frecuencia w

Consideremos un oscilador bosénico de frecuencia w descrito por un par de variables complementarias

a 'y a' las cuales son Hermiticas, y cuya Hamiltoniana es 2°

H=wa'a, (2.161)
donde a y a' satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
[a,a"] = aa’ —aTa =1 y [a,a] = [af,a'] = 0. (2.162)

El espacio de Hilbert es de dimensién infinita y los autoestados de H pueden ser construidos basados

en las relaciones de conmutacién (2.162). Los estados serdn rotulados por un indice entero n
Hln) = nw|n), con n=0,1,2,...,00. (2.163)

Partiendo del estado |n) se encuentra que af|n) y a|n) son también autoestados de la Hamiltoniana,

pero con un autovalor de energia desplazado de un quantum, es decir
Ha'|n) = walaa’|n) = wa'(1 + afa)|n) = (nw + w)a'|n), (2.164)

de igual manera
Haln) = (nw — w)aln). (2.165)

El estado fundamental |0) se define como el estado de menor energfa posible, que implica
al0) = 0. (2.166)

Cualquier autoestado del oscilador puede ser construido a través de aplicaciones sucesivas del operador

de creacién, af, en el estado fundamental, es decir

1 .
_ tyn
[n) = NG (a")™0). (2.167)
Por lo tanto, el conjunto de estados ortonormales es
1 i L ot L e
0), —=a'|0)=]1), —=a'a"|0)=|2),.....,—=(a")"|0) = |n).... . (2.168)

V1! V2! "V

25En la aproximacién semicldsica (seccién 2.1.2), se trabaja con la imagen de los espacios planos. La energfa absoluta
como tal no puede medirse en una fisica sin gravedad, por lo que se puede renormalizar el punto de energia cero sin
afectar las cantidades observables. Esta operacién de normalizacién, que se denota por ::, exige que donde aparezca un
producto de operadores creacién y destruccién, los operadores destruccién se mantendrén al lado derecho [50]. Es decir,

: akaL = aLak, donde, : H := " azak, desapareciendo el problema del término }w.
&
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De acuerdo a la seccién 2.4.1, para construir el estado de vacio térmico |0(3)) para este sistema, debemos

introducir un sistema ficticio, idéntico al sistema original, descrito por la Hamiltoniana

H=wa'a, (2.169)

donde @ y a' satisfacen las mismas relaciones de conmutacién expresadas por la ecuacién (2.162)
@,a'l=1 'y [aa =][al,al]=o0. (2.170)

Si se asume que todas las variables complementarias del sistema fisico conmutan con las variables del
sistema ficticio, es decir
[a,a) = [a,a'] = [a,a'] = [aT,a] = 0. (2.171)

De manera analoga al sistema fisico, se tiene el conjunto de estados ortonormales dado por

idTaTNZN idTHNZfL
= 78 10) = 12), s @)"0) =17 (2.172)

y, debido a que el sistema ficticio debe poseer las mismas caracteristicas del sistema fisico, los autovalores

0, —=allo) = |,

de la Hamiltoniana H son nw, donde n = 0,1, 2....,00. Los vectores de estado ortogonales del sistema

compuesto que son obtenidos por el producto directo o tensorial de los estados |n) y |72) serdn

1

0,0), ']0,0), afaf|o,0), a(aT)"(dT)”\O,(D,.... . (2.173)

Asi, segin lo anterior, se construye el estado |0(8)), como estd indicado por la ecuacién (2.159)

0(8)) = 212(p Ze orel2n, )

— Z_1/2(5) Ze—[ﬁnw/2

n

(2.174)
(a2 (AP0 0
~ah)"(@"0,0).
Se puede obtener la funcién de particién para este sistema exigiendo la ortonormalizacion del estado
|0(B)) encontrado

OO = 27 (8) 320,001 ()" (a)"e=P+m/2 L (atym @ty o, 0)

m.
n,m

=Z74p) Z e Alnwtme) /25 i m, )

n,m

=Z71(B) Y e Pt (nfm)

B Y e nln

B Y e (nfn) = 1. (2.175)
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Usando la expansion de la serie geométrica

1 =~ .
<1—z>:,§””7

resulta que
1

2(8) = T—=pa (2.176)

Con esta funcién de particién y reordenando los términos, se reescribe el estado de vacio térmico,

ecuacién (2.174) en la forma
— —pBnw 1 ~t\n 0
008)) = VI— e B Y2 e o2 1 (alal) o, )
n=0 ’
. w1 -
=V1—ebw Z e(=Fw/2) g(aTdT)”|07O>
n=0 ’

= 1 —Bw ~T\n N
=V1—e b z;) H(e Bel2qTaty™)0,0)
=1 —eBvexp(e?/247a1)(0,0). (2.177)

A continuacién se muestra que el estado de vacio térmico |0(53)) puede ser mapeado por el vacio total

|0, f)), en T = 0, por una transformacién dada de Bogoliubov. Para ello definimos:

w(B) = (1—e )73 = /T+ fp(w) = cosh 6(), (2.178)
v(B) = (e =1)77 = \/fp(w) = senh 6(B), (2.179)

[SE

tanh 0(8) = e /2, (2.180)

donde fg es la funcién de distribucién de Bose-Einstein 2¢. Donde se verifica

u?(B) —v*(B) = 1. (2.181)

26La funcién de distribucién de Bose-Einstein fp proporciona el niimero promedio de bosones en un sistema en equilibrio
térmico a tempertaura 7', que se encuentra en un estado particular ¢ con energia F; dada por

1
fB= c0eBi /KT _ 1"

El valor de o depende del sistema de bosones particular que describe; para sistemas cuyo nimeros no se conservan (i.e
fotones) a = 0.
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Usando estas definiciones, se puede escribir el vector de estado |0(8)) como:

— w(B) " tex 67%/2(1*67&1)%&5” 0
10(8)) = u(b) p[ (e} ]Io,0>

= u(B) texp [(Wl_w) (1- eﬁw)éaT&T] 0, 0)

= u(@)lexp@%a*a*) |0,0), (2.182)

donde se han usado las expresiones para u(3) y v(53) definidas con anterioridad.
Asi, de acuerdo a las expresiones (2.178) y (2.180), la ecuacién (2.182) puede ser escrita como

_ tat ~
0(8)) = cosh ™" B(B)etn0@"a"jo, ()
. etanh oatat eln(cosh_1 9)67 Incosh fata ‘0 ()>
= )
_ etanh oatat e~ In(cosh G)e— In cosh 00}&6— In cosh fata |O, 6>
_ ptanh fatat g~ Incosh f(a‘a+atat1) |0, 6)

_ etanh 911*&*67 In cosh 0(&a~f+afa)etanh 0(—aa) |07 6>’ (2183)

donde se ha usado la relaciéon de conmutacion

[a,a'] =1,

10,0) = €°]0,0) = /@a'a|0, 5y,

siendo f(f) una funcién arbitraria de 6. Con la identidad *7

ea(A-i—B) _ etanh aBeln cosh aCetanh aA (2184)

i

e identificando

A= —aa,

B =dlal,

C =[A,B] = —aa' —a'a,
a=0=10(p),

2"Las propiedades de la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) se encuentran en [10]
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la ecuacién (2.183) puede ser escrita como %*
0(8)) = e7*¢?]0,0), (2.185)
donde se define el operador Hermitico
G(H) =GO = —ib(B)(aa — a'al). (2.186)

6(B) es un pardmetro real que depende de la temperatura, definido en (2.178) y (2.179), de tal forma
que el operador U () = e~ G(9) sea unitario, el cual genera el vacio térmico a partir del espacio doblado
de Hilbert. La transformacién que liga el estado de vacio térmico al vacio que se duplica a temperatura
nula se denomina transformacidn de Bogoliubov, dada por la ecuacién (2.185), y el generador de esta

transformacion, ecuacién (2.186), se denota operador de Bogoliubov?®

A partir de la expresién (2.186) se encuentran los siguientes conmutadores utiles

[G.a] = (—i0(B))[(da — a'd’),a] = (—i0(B))([aa, a] — [a'd', a])
—(—i0(B))[a'a’, a] = —(—i0(B))[a,a’la’ = —i6(B)a

G.d] = (~i6(8)) [(@a — ata’), a] = (~i6(8)) (aa,a] — [a'al,a))

—(—i0(8))[a'a’, a) = —(—i0(B))[a,a'la’ = —if(B)a'

de la misma manera se obtiene
[Gva’T] = _Ze(ﬂ)da y [G7 dT] = —29(6)(1

Con lo anterior, se puede ver que los operadores de destruccién a temperatura finita son también
generados por transformaciones unitarias, es decir, transformaciones de Bogoliubov, de la siguiente

manera

a(B) = e e’

_ i (i)? (i)° (i)*
=0~ 2Ga+ D6, [0a) - (e (6, (G all + D6, (6, 16 [ all) + .
St 0271 s 2n+1 ;
:<nz;) 2n! ) (Z_: 2n + 1) )
= cosh #(f)a — senh (B)a'
= u(B)a —v(B)a’ (2.187)

28Esta manera compacta de representar el vacio térmico es clave para definir el vacio de Minkowski |0),s, para el
observador FREFOS. Para la variedad de Kruskal de manera similar se define el vacio de Hartle-Hawking |0) i asociado
al observador FIDO.

29La, transformacién de Bogoliubov es una transformacién lineal de los operadores escalera a' y a, la cual preserva las
relaciones de conmutacién entre estos.
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y
&(ﬂ) — 7iG~ iG
g, P e (i)t )
= [G al + =16, G, a] [G,[G,[G,a]ll + =[G, G, G, G, all]] + ..
92n ~ 92n+1 ;
(,,0 2) (E0)
= cosh §(8)a — senh 9(6
= u(B)a — v(B)al, (2.188)
donde se ha usado la identidad - '
e PAeP =) %{A’“z B}, (2.189)
n=0 :

con C,, = {A™, B} el conmutador generalizado. Es decir
Co = B, Cr= [A B] Coy = [Aa [AuB]]7
De igual manera se obtiene los conjugados Hermiticos que son los operadores de creaciéon dados por

a’(B) = e CaTe!’ = u(B)al —v(B)a, (2.190)
al(B) = e “ale® = u(p)at — v(B)a. (2.191)

Invirtiendo las ecuaciones (2.187),(2.188),(2.190), y (2.191) se encuentran a y a' en términos de los

operadores térmicos asi

a=u(B)a(B) +v(B)a'(B), (2.192)
a =u(B)a(B) + v(B)a' (), (2.193)
a’ = u(B)a’(8) +v(B)a(B), (2.194)
a' = u(B)a'(8) + v(B)a(B). (2.195)

De esta forma se puede escribir el operador niimero N = aa en términos de los operadores de creacién

y destruccion térmicos como

N = [u(B)a’ (B) +v(B)a(B)][u(B)a(B) + v(B)d' (B)]
= u*(B)a' (B)a(B) + u(B)v(B)a’ (B)al (B) + a(B)a(B)] + v*(B)a(B)a' (B). (2.196)

Definidos los operadores de creacién y destruccién térmicos, se puede mostrar que el vector de estado

|0,0) es realmente el vacio térmico, partiendo de la expresién (2.187) se obtiene

a(B)|0(B)) = e %ae’|0,0) = e~"%aec’“e~¢(0,0) = e~*“al0,0) = 0, (2.197)
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a(B)|0(B)) = e~ %ae’|0,0) = e~"“ae'“e=¢10,0) = e~*“al0,0) = 0, (2.198)

donde se usaron las transformaciones de Bogoliubov dadas por las expresiones (2.185), (2.187) y (2.188),
para obtener el vacio y los operadores de destruccion térmicos en términos de los respectivos operadores
a temperatura nula. Por lo tanto, se verifica que el estado |0(8)) es aniquilado por operadores de
destruccién térmicos. Asi, se identifica el estado |0(3)) como el estado de vacio térmico.

El promedio estadistico del operador nimero puede ser ahora calculado a partir de la expresién (3.50)

(N) = (0(8)la’al0(8))

= (0(8)|[u(B)a’ (B) +v(B)a(B)][u(B)a(B) + v(B)a' (B)]|0(5))

= (0(B)u*(B)a' (B)a(B) + u(B)v(B)la’ (B)a" (B) + a(B)a(B)] + v*(B)a(B)a' (8)[0(8))
(

2

f) =

= fB(B). (2.199)

=

Sélo el dltimo término sobrevive cuando se hace el sandwich por |0(53)), debido a lo establecido en las
expresiones (2.197) y (2.198). Ademads, se observa que la construccién de Umezawa-Takahashi conduce
a un resultado conocido de la mecdnica estadistica que es la funcién de distribucién de Bose-Einstein
que aparece en las ecuaciones (2.178) y (2.179).

Finalmente, el espacio de Fock se construye a través de aplicaciones sucesivas de los operadores de

creacion térmicos del vacio térmico

11
Vil vl

Sin embargo, se debe notar que los estados dados por (2.200) no son los estados propios de las Hamil-

0(8)), a'(B)|0(B)), al(B)[0(B)), ... (@ (B)"@"(8)"0B)), ... - (2.200)

tonianas de los sistemas fisico y ficticio. Por lo tanto se puede construir una nueva Hamiltoniana H

envolviendo Hy H de la cual éstos son auto estados. Como puede derivarse de (2.193) y (2.195), donde

a'a = [u(B)a'(8) + v(B)a(B)][u(B)a’ (B) + v(B)a(B)]
w?(B)at(B)a’ (8) + u(B)v(B)[a (B)a’(B) + a(B)a(B)] + v*(B)a(B)a’ (B). (2.201)

Considerando la expresién (2.201) y la relacién (2.196), se obtiene

afa —ata = (u2(B)a’ (B)a(B) + u(B(A)la’ (B)al(8) + a(B)a(B)] + v*(B)a(B)a (8))
- (uz(ﬁ)&T(ﬂ)aT (8) + u(B)v(B)[a’(B)a’ (B) + a(B)a(B)] + v*(B)a (ﬂ)a*w))
=u*(B)a’ (B)a(B) + v*(B)a(B)d' (B) — u?(B)a' (B)a’ (B) — v*(B)a(B)a’(B)
a'(B)a(B) —a' (B)a(B). (2.202)

Asi, se puede escribir esta nueva Hamiltoniana como

H=H-H=uw(a'a—a'a) =wa(B)aB) —a'(B)a(B)). (2.203)
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Lo anterior muestra que la Hamiltoniana total es invariante por transformaciones de Bogoliubov, luego,
el generador es conservado
(G, H] = 0. (2.204)

Esta Hamiltoniana es la que gobierna la dindmica del sistema combinado real-ficticio. Ademds la com-

binacién H— H = H es diagonal, luego

H|0(B)) =0,

Ha'|0(8)) = wa|0(B)),
Ha'|0(8)) = —wa'|0(8)),
Ha'at|0(8)) = 0.

Resumiendo, el objetivo de la DCT es generar la mecénica estadistica conocida introduciendo un estado
de vacio |0(8)) con unas caracteristicas especificas, es decir, determinar cémo debe ser el estado para
que al calcular el valor esperado de una variable dindmica se genere la mecanica estadistica. Por lo
tanto, este estado ademds de ser térmico por definicién, debe ser de entanglement o entrelazado."

Todo lo anterior constituye la plataforma sobre la cual se definird el estado base de la variedad de
Minkowski que estard representado por un estado entanglado (capitulo 4). Es de resaltar que desde el

punto de vista matematico, la DCT es una buena construccién para generar la mecanica estadistica.

30En principo un estado de entanglement tiene dos caracteristicas: ademds de correlacién, obliga a que el sistema se parta,
en dos espacialmente y construye un estado que correlaciona cudnticamente dos estados de subregiones de un sistema.
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Cascarén negro

El cascarén negro se plantea como un modelo de juguete en el cual una céscara delgada hecha de
materia colapsa bajo la influencia de su propio radio gravitacional [55, 57], de tal manera que sélo se
consideran los aspectos mas esenciales del colapso gravitacional, analizando un modelo ideal que reduce
la complejidad del problema. En este caso la complejidad matemética del problema se reduce drastica-
mente, y como consecuencia, nos vemos motivados a el uso de herramientas analiticas principalmente.
En el modelo del cascarén negro, se asume la contraccién de un cascarén esférico simétrico que parte
de alguna distancia radial y conduce a la reduccién del radio del cascarén con respecto a un observador
FIDO localizado en el infinito. Como el cascarén se va encogiendo, la evolucién es descrita por un pro-

ceso de colapso Oppenheimer-Snyder [2].

En este capitulo se analiza la dindmica de la superficie, donde se localiza el cascarén delgado, se
considera la norma del vector ortogonal a la superficie y se investigan las condiciones bajo las cuales
aparece una superficie critica; es decir, el radio en el cual la norma del vector desaparece y ocurre un in-
tercambio entre coordenadas espaciales y temporales. Este método lleva a encontrar todas las superficies
criticas que pueden aparecer durante la evolucién del cascarén. Por ejemplo, este procedimiento predice
la existencia de un horizonte que aparece cuando el radio del cascarén iguala su radio gravitacional.
Ademads, se vera que en general, existe una segunda superficie critica con un radio que es siempre mas
grande que el radio gravitacional del cascarén. Para investigar las propiedades de las superficies criticas,
se usa el formalismo de superficies atrapadas y cuasi-horizontes locales. Asi, se muestra que una vez el
cascaron alcanza su radio gravitacional, las coordenadas de espacio y tiempo intercambian sus roles y
la correspondiente superficie es una superficie nula con expansién nula la cual se interpretara como un
horizonte aparente. La segunda superficie corresponde a una superficie atrapada exterior marginalmente
que se puede asociar con un horizonte cuasi-local. Se estudian las configuraciones de esas superficies
desde el punto de vista de la gravedad y la termodinamica, donde se mostrard que en ambos casos se
encuentran resultados que son razonables desde el punto de vista fisico.

Se vera que existe un caso particular en el cual ningin horizonte aparece durante la evolucién del cas-
carén, cuyo estado final corresponde a una singularidad de curvatura. A ésta configuracién en particular

se denominard cascaron desnudo.

63
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3.1. Dinamica

En esta seccidn se sigue el formalismo de Darmois-Israel [57, 60-63] (seccién 2.2.2), en el cual el punto
de partida es un cascarén delgado simétrico esféricamente descrito por medio de una hipersuperfie 3
con coordenadas £* = {7,0, ¢}. El elemento de linea correspondiente sobre 3 se asume para ser de la

forma'

dsy = —dr? + R*(1)dQ?. (3.1)

Asi, ¥ divide el espacio-tiempo en dos regiones V_, interior a X, y V, exterior a ¥. Se asume que el
cascarén delgado es descrito por medio de un tensor momento-energfa S.
Para describir el espacio-tiempo exterior, se asume que la regién interior V_ corresponde a el espcio-
tiempo de Minkowski

ds* = —dt* + dr? + r?dQ>. (3.2)

Sobre ¥, es conveniente introducir nuevas coordenadas T'(7) y R(7) tal que
t="T(r), dt="Tdr, r=R(r), dr=Rdr, (3.3)

donde 7 es el tiempo propio y el punto representa la derivada con respecto a 7. Asi, la métrica de

Minkowski interior a ¥ llega a ser
ds? |, = —(T? — R?)dr® + R*()dQ2. (3.4)

Ademsds, se asumirad que el espacio-tiempo exterior corresponde al espacio.tiempo de Schwarzschild

dr? 2M
dsi*fdt2+%+r2d§22, f=1-22 (3.5)
r
el cual sobre ¥ en las coordenadas (3.3) llega a ser
o I 2M
dS%’_|Z = — (FT2 — F)dT2 + RQ(T)dQQ, F =1- f (36)

Para garantizar que el espacio-tiempo entero se define bien como una variedad diferencial, se pueden

imponer las condiciones de juntura de Darmois (seccién 2.2.2)
[hap] = hfy —hyy =0, [Ka] = K}, — K =0, (3.7)

donde h, es la métrica inducida sobre ¥ por la métrica Vi y K3 es la correspondiente curvatura
extrinseca, respectivalmente. La primera condicién implica simplemente que si ds%r\g = ds? |5, es decir
RQ

T2 - R2=FT% - . 3.8

1Los calculos detallados de los resulatdops de este capitulo se encuentra en el apéndice A



Capitulo 3. Cascardn negro 65

En general, es dificil que se satisfaga la segunda condicién de la ecuacién (3.7). Una versién menos
extricta de esta condicion fue propuesta por Israel y consiste en asumir que la funcién de salto para
la curvatura extrinseca, [Kgu) # 0, determina un cascarén delgado con tensor momento-energia Sgp, €l

cual se define de acuerdo con (2.88)como

1
Sab = 7%([Kab] - [K]hab)a (39)
donde K = Kg};. Por simplicidad, se permite considerar ela caso de un cascarén de polvo Sy, =

ouguy, donde o es la densidad superficial del polvo y u, es la 3-velocidad del cascarén. Asi es sencillo
calcular la curvatura extrinseca de Vi y V_ y el lado derecho de la ecuacién (3.9), el cual determina el

comportamiento de la densidad superficial o. El resultado final se representa como

R(\/1+R2 \/F+R2> = m = 4noR?, (3.10)

donde m es una constante de integracién. Esta ecuacién se puede interpretar como la ecuacién de

movimiento del cascarén. Un reordenamiento de (3.10) lleva a la expresién

2

: m
M = 1 2 11
m +R 57 (3.11)

la cual se puede interpretar como la representacion de la conservacion de la energia durante el movimiento
del cascarén. En efecto, el primer término en el lado derecho representa una cantidad relativista, la cual
incluye la energia en reposo y la energia cinética. Entonces, el segundo término se puede interpretar
como la energia de enlace del sistema. Como consecuencia, M representa la masa gravitacional del

cascarén y m su masa en reposo [55]. La ecuacién de movimiento (3.11) se reescribe como

. M m M m
2 _
R° = ( +2 1)( —|—2 +1>. (3.12)

Si el lado derecho de esta ecuacién debe ser positivo, es decir, si m > M el radio del cascarén puede

tomar valores sélo dentro del intervalo

m2
" 1
Re(0,2m_2M], (3.13)

con los siguientes limites
para m — M = R € (0,00),

para m =2M = R € (0,2M], (3.14)

para m — oo = R € (0, 00).

Por otra parte, si m < M, durante la evolucién del cascarén su radio puede tener cualquier valor po-
sitivo, R € (0,00). Asi, se ve que el valor de la masa en reposo m es importante para determinar el

movimiento del cascarén. El limite inferior R — 0 se desprende de la interpretacién de la funcién R(7)
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como el radio del cascarén, y como se demostrara, del hecho que corresponde a una singularidad de

curvatura.

El resultado de integrar la ecuacién de movimiento (3.11) se muestra en la figura 3.1. El resultado
se representa en términos del tiempo propio 7 y el tiempo coordenado ¢. Como se espera, en términos
del tiempo propio T, el cascarén alcanza el origen de coordenadas en un tiempo finito, mientra para un

observador en el infinito el cascarén nunca alcanza el radio R = 2M.

107 107
84 8
6 6
R R
4 4
2 2
0 T 0
0 5 10 15 20 0 10 20 30

Figura 3.1: Radio del cascarén en funcién del tiempo propio 7 y el tiempo coordenado ¢ para masa
particulares de M =1y m = 1.

3.2. Superficies criticas y horizontes

En un espacio-tiempo el horizonte usualmente se define en términos de los vectores de Killing. Por
ejemplo, si el espacio-tiempo es estdtico con un vector de Killing £/, la condicién £#§,, = 0 determina
una hipersuperficie la cual se interpreta como el horizonte. En el caso del cascarén, el correspondiente
espacio-tiempo no tiene un vector de Killing temporal y asi no es posible usar la anterior definicién para

encontrar el horizonte. En la préxima seccién se analizara esto.

En esta seccién, se buscaran superficies criticas que se asemejen a las propiedades de un horizonte.
Para este fin, se considerara un vector dirigido radialmente U# = (T', R,0,0) con norma
. R2
U?=-FT% + —. (3.15)
F
El comportamiento de la norma de U? a lo largo de la coordenada radial contiene la informacién

alrededor de la superficie ortogonal a éste. Por ejemplo, las localizaciones para las cuales la norma

desaparece se pueden interpretar como indicadores de la presencia de una superficie nula, la cual es
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una de las propiedades de los horizontes. Para hacerlo mas especifico, se considera el caso en el cual la
norma es temporal cuando el cascarén se encuentra en reposo R = 0, es decir FT2? = 1. Esta es una
condicién coordenada pura que determina como la coordenada de tiempo T" depende de la coordenada
espacial R. Por simplicidad, se asume que esta condicién es valida durante todo el trayecto a lo largo

de la coordenada radial y asi la norma llega a ser

RQ
U?=—-1+— 3.16
+ (3.16)
la cual se puede expresar como
p2_ [p M (M AT M (3.17)
B R m 2R R ’ '

En la figura 3.2, se ilustra el comportamiento de U2. Se observa que hay dos puntos criticos a saber,

U2

Figura 3.2: Norma de la 4-velocidad del observador, de acuerdo a la ec.(3.17) para las masas particulares
M=1ym=1.

donde la norma desaparece, R = Ry, = 2M y R = Rj. El valor anterior se obtiene de la ecuacién

algebraica
4(2m* — M?)R* — 12m*MR — m* = 0, (3.18)
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para la cual se encuentra la solucién positiva

m?2(3M + M) o o

en ambos casos, la superficie se determina por la ecuacién R = constante tal que el correspondiente

vector normal es n, = (0,1,0,0) con norma n? = gf*#

= 1—2M/R. De lo anterior se sigue que la
superficie R = Ry, = 2M es la tinica superficie nula para la cual, de acuerdo con el comportamiento de
la norma U? alrededor de R = 2M, asemeja las propiedades de un horizonte de eventos.

El radio R}, en la expresién (3.19) se da en términos de la masa gravitacional M y la masa en reposo
m. El comportamiento de esta cantidad se ilustra en la figura 3.3, donde se identifican dos puntos
especiales. Primero, para m = M/v/2 el radio diverge, indicando que Rj, s6lo existe para valores de
m > M/+/2. Para valores de masa en reposo m < M/+/2, la ecuacién (3.19) indica que ningiin radio
existe (R, < 0). El segundo punto, R, = 2M con m = 2M, es un valor minimo que corresponde al
radio de Schwarzschild.

En el caso particular de un cascarén que parte del reposo desde el infinito (R = 0, R — c0), a partir de

Figura 3.3: Localizacién del radio del horizonte Ry, en terminos de la masa m. Se ha elegido M =1, lo
que significa que Ry, y m se dan en multiplos de M.

la ecuacién de movimiento (3.11), se obtiene que la masa en reposo y la masa gravitacional coinciden,
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m = M, y as{ la ecuacién para el radio Ry, se reduce a (ver apéndice A.1.4)

Ry, = %(3 +/10). (3.20)

La figura (3.2) muestra la localizacién del radio Ry, de acuerdo con la ecuacién (3.19). Ademas se observa
que en R = Ry la norma cambia su signo. Este es un efecto se manifiesta exactamente en el horizonte
de los agujeros negros. En consecuencia, la supericie con radio R, denota la localizacion particular,
donde toma lugar un intercambio entre las coordenadas temporales y espaciales. Sin embargo, esta no
es una superficie nula, la cual es una propiedad del horizonte de eventos. No obstante, como se vera mas

adelante, ésta puede asociarse con la presencia de un horizonte cuasi-local.

De acuerdo con los resultados anteriores un cascarén negro consiste de una singularidad central con

uno o dos horizontes, los cuales se localizan como:

M
Si m < — = un horizonte en R = 2M,

V2 (3.21)

Si m> % = dos horizontesen R=2M y R = Ry.
V2
El horizonte interno localizado en R = 2M siempre esta presente, excepto en el caso m = 2M, que se
considerard més adelante. El horizonte exterior localizado en R = R;, > 2M no siempre estd presente;
su existencia y ubicacién depende del valor de la masa en reposo m. De la ec.(3.19) se tiene que para
el valor m = 2M, el radio del horizonte exterior Rj se reduce a su minimo valor R, = 2M, es decir,
este coincide con el horizonte interior localizado en el radio de Schwarzschild Rg = 2M. Lo anterior
se puede interpretar como el caso degenerado en el cual los dos horizontes coinciden. Sin embargo, un

analisis detallado como se verd més adelante, muestra que en este caso ningtin horizonte existe.

3.3. Cascaron desnudo

En esta seccién, se considera en una configuraciéon particular que puede existir solo para una valor
muy especifico de la masa en reposo y la masa gravitacional. A partir de la expresién para el radio del
horizonte dindmico (3.19), se tiene para el valor particular m = 2M, que el radio del horizonte exterior
Ry, se reduce a un valor minimo Rj;, = 2M, es decir, éste coincide con el horizonte interior localizado
en el radio de Schwarzschild Rg = 2M. Lo anterior se puede interpretar como el caso degenerado en el

cual los dos horizontes coinciden.

Sin embargo, un célculo sencillo de la norma de la 4-velocidad U? lleva a la expresién

2M + 7R
U?(m=2M)=—"——— 3.22
(m=201) = -2 L (322)
la cual no tiene ceros para cualquier valor positivo de R. Lo anterior significa que durante la evolucién

de un cascarén particular, para el cual su masa en reposo es dos veces su masa gravitacional, ningin
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horizonte se forma. Ain maés, el estado final de evolucién del cascarén corresponde a una singularidad de
curvatura. El cdlculo del escalar de Kretschmann para la métrica del cascarén (3.1) lleva a la expresién
(ver apéndice A.1.5) _ . }
1+2R* + R' + 2RR?
R4 '

Donde se observa que la Unica singularidad ocurre cuando R — 0, es decir, cuando el radio del cascarén

K = RgpeaR** =4 (3.23)

se encoge a su valor minimo. No existe ninguna otra singularidad durante el colpaso del cascarén mien-

tras su velocidad y aceleracién permanecen finitas.

La configuracién particular anterior descrita en la cual una singularidad de curvatura se forma, como
el estado final de evolucién de un cascarén delgado, en la cual ningtiin horizonte se forma en su proceso de
evolucién se denomina cascarén desnudo. Esta existe s6lo para un valor especifico de la masa en reposo.
Para cualquier otro valor de masa en reposo, el colapso del cascarén se caracteriza por la apariencia de
horizontes, implicando que la configuracién correspondiente es un cascarén negro.

A partir de la ecuacién de movimiento (3.12), se tiene que en el caso de un cascarén desnudo la dindmica

R\/<J\]§;> (A;VZ) (3.24)

donde se escoge el signo menos debido a que se esta describiendo un proceso de un cascardén en colapso. El

se rige por la ecuacién

movimiento se constrifie dentro del intervalo R € (0,2M]. Esto significa que el cascarén puede comenzar
colapsando a cualquier R < 2M, donde R = 2M no es un horizonte, y alcanzara la singularidad en un
tiempo propio finito. Cualquier observador dentro de la distancia radial R < 2M puede comunicarse

con un observador infinitesimalmente cerca a la singularidad central.

3.4. Horizontes cuasi-locales

Como se mostré en la seccién (3.2), durante el colapso de un cascarén pueden aparecer superficies
especiales alrededor de las cuales las coordenadas de tiempo y espacio intercambian sus roles. La in-
terpretacion de esas superficies como horizontes de eventos es problematica debido a que ellas estdan
definidas como propiedades globales del espacio-tiempo. La evolucién fisica de un horizonte global es
problematica, si no imposible. Por esta razon, una aproximacion alternativa se hace necesaria en la cual
se involucren las propiedades del espacio-tiempo. El formalismo de horizontes cuasi-locales se fundamen-
ta sobre la base del concepto de superficies atrapadas, que se remonta a la formulaciéon de los teoremas
de singularidad demostrados por Penrose [64] y Hawking-Ellis [47]. En el cual, las superficies atrapadas
se definen en términos de las expansiones de los vectores ortogonales nulos a las superficies.

Para el caso del cascardn, todas las superficies a estudiar tiene simetria esférica, lo cual permitird presen-
tar todos los calculos de manera explicita. Por lo tanto, el objetivo se centra en el comportamiento de las
superficies criticas descritas en la seccién (3.2), las cuales corresponden a 2-esferas con r = constante.

Para ser mas especificos, se consideran los vectores [ y N con [,N® = —1, los cuales son orotogonales
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a la superficie ¥ del cascarén. Entonces, las expansiones de [ y N estan definidas como [65]
0w =4d*’Vals, Oy =" VaNg, (3.25)
donde las componentes de la métrica ¢®? se definen como
¢ = g*% +1°NP 4 NP (3.26)

Para determinar los vectores nulos [ y IV, se introducen los vectores ortonormales auxiliares n® y r®, los
cuales se obtienen representando la métrica del espacio-tiempo ¢*? en términos de la métrica inducida
h® como [55]

g*? = nnf + h”be;"e’g, (3.27)
con 0
x
nana = 1, eg = 875‘17 (328)

donde la métrica inducida h,, se usa para determinar el elemento de linea sobre la hipersuperficie del

cascarén X, es decir,
ds®|s = gapdr®daP|s = gapele) dE2dE® = hopd€®de®. (3.29)

Un célculo sencillo usando la métrica exterior (3.5) lleva a la siguiente expresién para las componentes

del vector n (ver apéndice A.3)

1 R .
n® = —. : —,FT,0,0|. (3.30)
(FT2 _ F_1R2)1/2 F

Ademas, si se introduce un vector r® tal que r,7* = —1 y n,r® = 0. Entonces, se obtiene

1 ..
r = — : (T, R,0,0). (3.31)
(FT? — F-1R2)1/2

Finalmente, los vectores nulos se definen como

¢ = (r* 4+ n%), N© (r* —n®), (3.32)

1
V2

Sl

explicitamente son

1 R . . .
¢ = : - —+T,FT+ R,0,0 |, 3.33
V2(FT? — F-1R2)1/2 (F ) (333)
1 . R . .
N® = . - T——,R—-FT,0,0], (3.34)
V2(FT? — F-1R2)1/2 F
los cuales satisfacen las condiciones NN = [, = 0y [N = —1. Esas expresiones se introducen

en (3.26) para las componentes de la métrica ¢ y asf obtener g,5 = diag(0, 0, r%,7? sen? #). entonces las
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expansiones (3.25) se calculan y se obtiene (ver apéndice A.3)
Ou =0, Oy =0, (3.35)

indicando que las superficies con r = constante son superfices atrapadas exteriores marginalmente [66].
Un resultado similar se obtiene para el célculo de las expansiones al usar la métrica interna (ver apéndice
A3).

Con lo anterior se pueden identificar las superficies criticas obtenidas en la seccién (3.2). La superficie
r = 2M, es as{ una superficie nula con expansién nula la cual corresponde a un horizonte aparente [67].
De otra parte, la superficie r = Ry, la cual no es nula pero se encuentra acompafniada por un intercambio
entre las coordenadas espacio y tiempo, es una superficie atrapada exterior marginalmente, y se puede

interpretar como lo que corresponderia a un horizonte cuasi-local.

3.5. Termodinamica del cascaron negro

En la seccién (3.2), se encontré que durante la evolucién del cascardn, existen dos superficies criti-
cas que se interpretan como horizontes cuasi-locales. La primera aparece cuando el radio del cascarén
iguala su radio gravitacional (R = 2M), es decir, el correspondiente al radio de Schwarzschild Rg del
espacio-tiempo exterior. El radio Ry, de la segunda superficie critica siempre es més grande que el radio
gravitacional del cascardn y su valor explicito depende de los valores de la masa gravitacional y la masa
en reposo.

De otro parte, del estudio de un cascarén delgado estatico se ha demostrado que si se asume la validez
de la primera ley de la termodindmica entre los parametros del cascarén y la correspondiente ecuacién
de estado, es posible derivar una expresién general para la entropia [68-70]. Si el radio del cascarén
coincide con su radio gravitacional, donde un horizonte existe, la entropia se reduce a la entropia de

Bekenstein-Hawking Sgpgy = iA, donde el drea del horizontes es A = 47 R?.

En esta parte se mostrara que la relacion entropia-area se mantiene para todas las superficies criticas
con propiedades de horizonte.
De acuerdo con (3.21), hay dos radios diferentes para los cuales un cascarén negro puede existir. El
primer caso, para un cascarén con una masa en reposo pequena (m < M/ \/5) y un radio R = 2M, la
entropia es
S = 4nM?, (3.36)

la cual es tambien la entropia de un agujero negro de Schwarzschild, es decir, las propiedades termo-

dindmicas de un cascarén negro y un agujero negro coinciden en este caso. En particular, para valores

positivos de la masa gravitacional la temperatura T = ﬁ siempre es positiva y la capacidad calorifica

C = fﬁ siempre es negativa, indicando que el cascarén es inestable.
Como se mostrard mds adelante, el resultado (3.36), se mantiene para el caso dindmico, que estéd asociado

al radio Ry, (3.19).
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3.5.1. Caso estatico de acuerdo con Martinez-Lemos

La primera ley de la termodindmica establece
TdS = dE + pdA. (3.37)

La ecuacién de movimiento para el cascarén es

m2

M=m 1+R?—ﬁ. (3.38)

con M la masa gravitacional y m la masa en reposo. Para el caso estatico, R =0

M=m- — 3.39
T 9R (3:39)
la cual al reescribirse es
/ 2M
—R==4Ry\/1— —
m 7
con
m— RO — k), (3.40)

la energia cuasi-local, donde k = (1 — %)1/2 y r+ = 2M es el radio del horizonte.

De acuerdo con Israel [71](ver apéndice A.4) la presién del cascarén para el caso estético es:

m2

b= 16mR2(R—m)’

Al reemplazar (3.40) en la expresién anterior se obtiene para la presién

(1-k)?
= . A1
b= 16rRk (3.41)
Al identificar m = E, A = 47w R? a partir de (3.37) se obtiene
TdS = dm + pdA,
_ (1—k)?
=d(R(1—-k))+ 61k 8TRdAR,
1 T+dR d’f’+ (1 — k)2
=dR(1—-k)—R|— - —
a-n -y () e
Ty (1 — I{/’)Q dT‘+
= 1 —_— —_—— R
{< k) 2kR + 2k i+ 2k’
donde el término que acompana a dR se anula y se obtiene
Tas = 4+ (3.42)

2k
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Al reescribir la primera ley de la termodindmica en términos de 8 = 1/T, se obtiene
S = pm + BpA, (343)

lo cual conduce
dS = (m + pA)dB + pdm + pBdA,

(gfl)m B (ZZ))A (3.44)

Siguiendo a Martinez [68] bajo un cambio de variable de (m, R) a (r4, R) se obtiene a partir de (3.42)

donde se cumple

st
Luego
ds = =B - %%d&
(66) _ﬁ%_ Bry _5(1—k2)
9R), ~ kOR 2k?R® 2RK?
Luego, )
(g}i)u _ %. (3.45)
La solucién general de (3.45) es
g _ BL-K) _ T Bre

ﬁ.
dR ~  2Rk?  2R(1-2%) " 2R(r—ry)’

/5= smm

- 1 R — Ty
Ing = iln R + cte
Finalmente se obtiene 12
p=ar)(1-5) = Ak (3.46)

con A(r;) una funcién que se identifica con el inverso de la temperatura asociado al cascarén en el

infinito espacial, lo cual coincide con el resultado de Lemos [69]

TO(M).

T = 3.47
: (347
Con lo anterior la ecuacién (3.37) a partir de (3.42) y (3.46) se reduce a
M
ds = d (3.48)

To(M)



Capitulo 3. Cascardn negro 75
Al asumir que Tj es la temperatura Hawking, Ty = Ty = ﬁ, integrando (3.48) se obtiene
2
S =d4rM? = 47TZ+ = 71'7"3_
luego
1
S = EA’ (3.49)

donde A es el area del cuasi-horizonte.

3.5.2. Meétodo diferencial de la ecuacién de movimiento

Se puede obtener el mismo resultado de Lemos-Martinez a partir de la ecuaciéon de movimiento como

se muestra a continuacion.

a. Caso estatico

Al diferenciar la ecuacién (3.39) se obtiene

AmRdm + 2m?*dR
dM = dm — 4R2 9
2
m m
=dm — Edm + ﬁdR.
2
m m

De la ecuacién de movimiento (3.38) se tiene

mzR[\/1+R2— 1+Rz_2M}.

R

Para el caso estético R = 0 se obtiene de nuevo la expresién (3.40)

/ 2M
m:R(l—k), con k= 1—?

Reemplazando (3.52) en (3.50)

R(1— k) R2(1 — k)?
= ({1- —— P A,
dM ( n )dm+ SR,
1— 2
M = kdm + =g
_\2
ar_ =R e

k 2k

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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La primera ley de la termodindmica de acuerdo con (3.37) se puede escribir como
TdS = dm + pdA, (3.56)

asi, al multiplicar y dividir por 87 R el segundo término del lado derecho de (3.55) se obtiene

aM (1— k)2
aM (1- k)2

Comparando (3.56) y (3.57), se obtienen los resultados de Lemos-Martinez [68, 69]

1— k)?
b= (1677R3<: ’ (3:58)
Tds = %. (3.59)

La temperatura en (3.59) se obtiene a partir de la ley de Tolman

T(R) = Tl (3.60)

1

con T'(00) = Ty, la temperatura Hawking dada por Ty = g7

Con lo anterior la expresién (3.59), se

reduce a S = 4mM?, lo cual estd de acuerdo con (3.49).

b. Caso dinamico

Para el caso dindmico se utiliza el mismo procedimiento de la seccién anterior pero asumiendo que
R # 0. Para este caso se asume que R = C, con C' una constante mayor que cero. De acuerdo con lo

anterior la ecuacién de movimiento para este caso es

2

M:m\/1+0—%, (3.61)

la cual en términos de la masa en reposo se escribe como

mR{\/lJrC 1W+C}

= (3.62)

Diferenciando (3.61) se obtiene

it = (VITe - "™ Vam+ " ar (3.63)
- rR)" T 2R '

La expresién andloga a la ecuacién (3.57) para este caso es

R m?
Y M =dm+ dA. 3.64
RVI+C —m M I6n R2(RVI 1 C —m) (3.64)
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Al sustituir el valor de m dado por (3.62) en (3.64) se obtiene

2
_ _ 2M
. (e eri %)

— =dm+ (3.65)
VC+1-2L 167Ry/C +1— 2L
Comparando (3.65) con (3.56) se obtiene
2
(\/1+ - C+1—2’j¥>
b= (3.66)
167Ry/C +1— 2
dM
TdS = ——— (3.67)

oM
Jor1-zm

lo cual coincide con las expresiones (3.58) y (3.59) para el caso estatico, en el cual C' = 0. Asumiendo
que en el proceso de colapso del cascarén el factor k es el de la métrica de Schwarzschild, y haciendo

uso de nuevo de la ley de Tolman (3.60), se tiene para la expresién (3.67)

2M

ds = —Y = 4, (3.68)

\JO+1 -2

cuya entropia es

_ TR _ M \/ _2My \/ _ M _ M
S = 5 {R C(443C) 1In {\/1 i +4/C+1 i R[AM+R(243C)]4/1 7 Cc+1 I +cte.
(3.69)
Como caso particular de lo anterior supongamos que RP=F=1- %, que es el argumento con el que

se encuentra Ry,. Para este caso se tiene que la ecuacién de movimiento (3.38) se escribe como

2M  m?
M =my/ 7 " 2R (3.70)
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asi las expresiones equivalentes (3.62) a (3.67) estdn dadas respectivamente por:

2M 4M

- 2 T[22 71
m=R \/ i 7 | (3.71)

2M M 2
<1+m>dM=< 2——m>dm+<m+m?>dR, (3.72)

Ry/2 - 214 R R R2\f2-24 2R

2
1 + - 2M 2 AL 2M + 2777/72
BVETR M = dm + 2 dR, (3.73)
9g_2M _m _2M _ m
R R V R
2M 4M 2M
22 4 -2 (V2= -2 ) -2
dM =dm+ (3.74)
V2 ML a4 167Ry /2 — 2, /2 —
(WA - ) oo fr )
p= (3.75)
167R /2 — 2L, /2 — 4L
2./2 — 2]\/I 92 _ 4]\/I

TdS = \/ \/ (3.76)

Asumiendo una vez mds que en el proceso de colapso del cascarén el factor k es el de la métrica de

Schwarzschild, y haciendo uso de nuevo de la ley de Tolman (3.60), se tiene para la expresién (3.76)

. 4\fwM( \/1_7_\/1_7)
Vi-%

Al integrar se obtiene

4\671’]%1/ — %

= 4V2rM>?—
S = 4vor 32M — 16R

(3.77)

[ M, ., , , [ aM oM
[2 1 R(SR 6MR—8M=) —TR"4/2 7 senh 1 7

(3.78)

Al tomar el limite cuando R — 2M el segundo término del lado derecho de (3.78) desaparece y se

obtiene un valor para la constante de integracién dado por
cte = 4rM>(1 — /2),

con lo que la entropia finalmente se reduce a

Vo 1= 2

=drM?—
§=dm SM — 4R

[wl - %(532 —6MR —8M?) —TR?{/2 — %senh_l (

(3.79)

3

2M
)
R)

(3.80)
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donde el primer término se identifica con el factor que es proporcional al drea, para el caso estatico de

acuerdo con el resultado de Martinez-Lemos [68, 69], y el segundo término una correccién que trae el

modelo para el caso dindmico.

3.5.3. Ley de Smarr

Como caso particular, para analizar la consistencia del resultado para la entropia de la seccién

anterior, se considera un cascarén con masa y carga cuyo Rj de acuerdo con los resultados de los

apéndices (A.2) y (A.1.4) es

Rh:;{<3M—C]€;)+\/10M2—12Q2+§S§}.

La entropia Bekenstein-Hawking asociada de acuerdo con (3.49) es

_ _A_m Q° 2 2 ’
S—SBH—4—16{(3M—M>—|— 10M2 —12Q2%) ¢ ,

con

A=t (-2~ 10M2—12Q2)}2
= A .

5), la primera ley de la termodindmica se escribe como

Ny

Para este caso de acuerdo con (2.
dM =TdS — ¢d@Q,

donde se tienen las relaciones
s 1 ds

__9
aMd T 4dQ T

Con lo anterior se obtiene

p_ _ JmBM? — @+ MV2D)(v2Q" — 5V2M* — Q°MD — 3M°D) o
T 8M4D ’

¢ TQ(3M? — Q% + M+/2D)(v/2Q? — 3v/2M? — M D)
T 4M3D ’
con
5M* — 6Q2M? + Q*
D= Ve .
Luego

2MQ(v2Q? — 3v2M? — M D)
V2Q4 — 5v2M* — Q2DM — 3M3D’

¢ =
La temperatura y la gravedad superficial se relacionan de acuerdo con (2.29) por

T=—,
2

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)
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por tanto,
—1
M? — Q? + MV2D)(V20* — 5v/2M* — Q>?MD — 3M3D
j= 9T = 2 70 Q* + MV2D)(V2Q" — 5V2 @ SMED) L (5.90)
SM4D
La relacién de Smarr establece?
M="A+¢Q. (3.91)
47

Al reemplazar (3.83), (3.89) y (3.90) en (3.91) y simplificar se verifica la relacién de Smarr.

?La relacién de Smarr es una manera de plantear la segunda ley de la Termodindmica de los agujeros negros. Ver
(2.1.2).



Capitulo 4

Termodinamica para el observador
FREFOS

A continuacién se describe la termodinamica de un campo escalar que se encuentra en la vecindad del
horizonte de eventos de un cascarén negro esférico en colapso gravitacional, con respecto al observador
relativista FREFOS. Para ello, se realizard la descripcién del cascarén negro y los estados de vacio de
Minkowski y Rindler en el contexto de la DCT.

A partir de la construccion del estado de vacio de Minkowski, que es el vacio global asociado a este
espacio-tiempo, se procede a calcular la componente temporal del tensor momento-energia y asi encon-
trar la entropia correspondiente. El tratamiento es similar al que se realiza para el observador FIDO
(apéndice C), donde en el espacio-tiempo de Kruskal se define al vacio de Hartle-Hawking como el vacio
global y el vacio de Boulware con el vacio local. Asi, por principo de equivalencia, se identifican los vacios
globales de Minkwoski con el de Hartle-Hawking, y el de Rindler con el de Boulware, encontrandose un
método efectivo de calculo para encontrar la densidad de energia y la entropia asociada a cada uno de

estos observadores.

4.1. Aproximaciéon de Rindler

Siguiendo el mismo esquema de trabajo que se siguié para el observador FIDO, se parte de una

métrica similar a (C.4)
ds* = —f(r)dt* + f~1(r)dr® 4 r2d6? + r* sen? 0dp?. (4.1)

Si f(r) corresponde a la métrica de Schwarzschild'

—1
2 2
ds* = — (1 - m)dt2 + (1 - m) dr? + r?df? + r* sen® 0do°. (4.2)

T T

leon c=G=1

81
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Cerca del horizonte se puede reemplazar la coordenada r por p la cual mide la distancia propia desde

el radio de Schwarzschild rg = 2m

5:/70:\/gdr’:/r:‘/1_12ﬁdr’. (4.3)

o \/M—f—rosenhl( ’“_1).

To

Integrando

Al expandir en serie cerca a 1o la coordenada g se aproxima a
p = 2+/2m(r — 2m).

Despejando el término r — 2m, se obtiene para el factor f(r) de Schwarzschild

~2 ~2
ol _p
r—2m _ 8m __ I6m?
- =2 - =2 M
r P P
sm T2m 14 g

La gravedad superficial para el agujero negro de Schwarzschild es xk = ﬁ, luego la expresién anterior

se escribe o
r—2m Pk

r 14 p2k2

Realizando de nuevo una expansion en serie

ﬁ2ﬁ2

1+ p2K2

2

= k2% — KPP 4+ R0 +

con una aproximacién a primer orden se obtiene

2m 2

1—"— ~r2p? 4.4
pa (4.4)
Considerando la diferencial de r — 2m = % se obtiene
55
dr =22 5 @ = K2p2dp?. (4.5)
4m

A partir de los resultados (4.4) y (4.5), (4.2) se escribe como
ds® = —k2p2dt* + dp? + r2d6? + r? sen® Odp?. (4.6)

La parte angular para la métrica (4.6), corresponde al elemento de linea en coordenadas esféricas. Como
se estd haciendo un célculo local en una region cercana al horizonte, se puede hacer que éste término

sea igual a otro en coordenadas cartesianas

r2(df? + sen? 0dp?) = do® = dz* + dy?,
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con lo cual la métrica (4.2), en la regién cercana al horizonte del agujero negro toma la forma
ds? = —k?*p2dt? + dp* + do*. (4.7)

El horizonte se localiza en p = 0. La coordenada p es la distancia propia desde un punto a el horizonte
y do? es la métrica sobre la superficie del horizonte. La métrica (4.7) se denomina la aproximacién de
Rindler. Si do? = dz? + dy? es una métrica plana, entonces (4.7) es la métrica de Minkowski escrita en
las coordenadas de Rindler. Un observador moviéndose a lo largo de la trayectoria p = cte tiene una

aceleracién de 1/p. Ahora si se realiza la siguiente sustitucién

i

1 df _ ldf(r)
wyvE Ot T Ty

se recupera la estructura de la métrica general (4.1), donde se identifica f(r) = p.

p —dp = (4.8)

Con lo anterior se establece la métrica del espacio-tiempo plano en coordenadas de Rindler dada por
[72]
2 _ o dp? 2 2
ds® = —pdt® + — 4 dz" + dy~, (4.9)
p

por medio de la transformacién
t =2y/psenh(7/2), y x=2,/pcosh(r/2),
se obtiene la métrica de Minkowski

ds* = —dt* + dz* + dy* + dz>. (4.10)

4.2. Campo escalar sobre el espacio-tiempo de Minkowski

A partir de una densidad lagrangiana

£ = SV79l9" 0,60, + ),

con g = detg,,, donde la accién es de la forma

S:/Ed4x,

cuya variacion conduce a la ecuacién de Klein-Gordon

.
V=9

(0uv=ae 0,0 - o =0

0ulV=99"" 0,0) —m*¢ =0
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se define el operador DAlembertiano como
Dfiﬁ(\/—gg‘“’é)) pwr=20,1,23
\/_—g yn v . 5 Ly Ly
Asi, el campo escalar ¢ satisface la ecuacién de Klein-gordon
(0 —-m?)¢ =0. (4.11)
Desarrollando, se tiene que el DAlembertiano estéd dado por
0= 16%W—w“%y+—Lﬁ(v—w“&) (4.12)
v—g

V=g
Para la métrica (4.9) se tiene
— . — ,—1. — —
goo=—p; Guu=p ;5 Ge2=g933=1,

ademas se tiene

—p 0 0 0 -~ 0 0 0
0 pt 00 v 0 p 0 0
uv = s g = ’
0 1 0 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1
con \/—g = 1. Asi el DAlembertiano es

O

W|(2 )] + {ateon + 0.(5770.) + 0,050, }.

1
:75£+¢%+mﬁ+aj+%.

Se propone una solucién de la forma

¢ =T(1)palp)Z(2)Y(y),

la cual al reemplazarse en la ecuacién de Klein-Gordon

1 1 1 1 1
- —0°T(1) + ——(0, + pd? + ——0%Z(2) + ——0*Y(y) —m? =0,
luego,

L 2y = g2

Z(Z) z 1
1

——02Y (y) = —k3,
1

— 0T (1) = —w?
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asi al reemplazar en la ecuaciéon de Klein-Gordon se obtiene

w
—+ + (0, + pd? -k —k2-m?=0,
p @Q(p) ( P P p)(PQ(p) 1 2
simplificando se obtiene
d d
i (5ea(a)) + (@ = 0+ K2 + ) p)palp) =0 (1.13)

la cual es la ecuacién de Bessel.
Un conjunto de modos de soluciéon de la correspondiente ecuacion de onda para la regiéon derecha
I : x> |t| del sector del espacio-tiempo de Minkowski, figura(4.1) (similar al espacio-tiempo de Kruskal

C.2), es el siguiente

(€) A%
Ux o'} 7
N rd
b Y r
b 9 s
N Fd
BN v F i
Y i
bY Fd
b F
LY Fd
bs s
Y g
Y rd
( X g ()
£ Y ’ E
{¢ P} v | 4 o}
T+ 1) \ Vs vt B b4
-
1I ! k. | I
Fd bt
rd N
Fd hY
r BN
rd Y
F Y
s “
r Y
’ LY
rd b
Fd LY
p 111 \
i LY
Fd b
F b
s RS

Figura 4.1: Modos de campo en el espacio-tiempo de Minkowski.

1

ei(k1z+k2y) e—z’wt7 (414)
2|w|(27)?

pa(r,z) = palp)
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con z% = p,z,y y Q = w, k1, ke. Los modos pq(p) satisfacen la ecuacién de Bessel (4.13).

A continuacién se introducen los modos de Rindler (R) ¢q para los sectores Iy II: z > |¢]|
v = pa(x,7)0(z), (4.15)

donde O, es la funcién de paso unitaria, la cual se define en términos de las coordenadas nulas v y v

ee(x)%{@(—eu) +0(e)), (4.16)
u=t—ux,
v=t+ux,

con ¢ = 1. La figura (4.2) ilustra de manera clara el desplazamiento de los modos gog ) sobre el espacio-

tiempo de Minkowski.
La descripciéon de modos realizada permite considerar los t-modos para la regiéon I y los modos de

gt

Figura 4.2: Desplazamiento de modos de campo en el espacio-tiempo de Minkowski.
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Rindler (R) en los sectores I y II expresado como pq(x,t) y gogz) respectivamente por

1 ,
pa(x,7) = pa(x) —=—=e"",
V2wl
05 = pa(x,7)0.(x), (4.17)
los cuales satisfacen las reglas de ortogonalidad
(P, po) = €(W)dgq, (4.18)
(05),05)) = eelw)ney b, (4.19)

donde se tiene que

e(w) = sign(w),

oo = 0(w — W/)‘Skk’

para k = £1. Los modos R descansan sobre la métrica (4.9), y difieren en el signo para el tiempo
coordenado t. Lo anterior significa que estos modos son de frecuencia positiva en un tiempo de Killing
t en cada uno de los sectores I y IT de la figura (4.1) (ver apéndice B). Un conjunto completo de modos

queda determinado por (4.17), cuya relacién de completez es

’

Z po(x)ph(x) =8 (x—x), (4.20)
y la relacién de ortogonalidad
/ Pxy(x) ey (x)pa(x) = doo + dagr, (4.21)

donde Q = —w, k.

4.3. Modos de Minkowski y Rindler

Los modos de Minkowski M se denotan como Xéz): los cuales son modos de frecuencia positiva con

respecto a las coordenadas nulas (u,v), sobre la variedad de Minkowski. Estos modos satisfacen las

relaciones de ortogonalidad
() x5) = ee(@)do b, (4.22)

los modos M son de frecuencia positiva para el tiempo de Minkowski cuando we > 0 y de frecuencia
negativa cuando we < 0.

Los modos de Rindler (R) ¢§ (z) y los modos de (M) XS)(I) se relacionan por una transformacién de
Bogolubov dada por (B.8)

X5 = o8 (@) cosh x + ¢l ¥ (x) senh x, (4.23)
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donde x se define en términos de (B.9)
tanh y = e~ ™«l/9, (4.24)

con g la aceleracién propia. A partir de (C.15) y (C.21) se encuentra la relacién (B.30)

¢ senh x cosh y iw
X5 (@) = Vo2 P Whe(we, (4.25)

Para una descripciéon cuantica se consideran los esquemas de cuantizacién de Minkowski y Rindler

) = Za (©) (6) ZbQ @Q ), (4.26)
€,

Para la expresién (4.26) se establecen las siguientes reglas de conmutacién que deben satisfacer los

respectivamente como:

operadores
6,057 = (6,55, )1] = e(w)ed by (4.27)

donde Q =w,ky k= +1.

A continuacién se definen los estados de vacio de M y R por:

M —s {910y, =0,
R — b10)z =0, (4.28)

bajo la condicién que we > 0. El operador ag) transforma de acuerdo con la DCT (capitulo 2) como

449 = 9 cos x -+ 557 semh x = e~ OO, (1.29

con el operador G de la forma

{ 7 7(—e€
G=Gl= B Z:e((;J)~s><l)£f)Jfl)§2 ),
eQ

Ahora se tiene que le estado de vacio en un espacio-tiempo plano de acuerdo con la DCT para un grado
de libertad, es de la forma (2.185)

e B2 n, R
Z(B)
0(8)) = e~ “P]0,0),

0(8)) =

)

con G(B) = G(B)t = —ifaa — atal], son equivalentes a

Zn efEn/2T|n1, n2>
\/Z )
S BB /2|p(H) ()
\/7 )

T) =

0)a = €710}y =
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donde G = Gt = iy[b! )

La expresion |0), = e~“|0), establece que este estado corresponde a un bafio térmico de los b-modos,

b—y — b(+)b1_)], para un solo grado de libertad.

donde un observador asociado con esta cuantificacion percibe el vacio como un bafio térmico.
En general para un ntimero elevado de grados de libertad se debe realizar la suma de las contribuciones

por frecuencia para los sectores I y I (figura 4.1) y por ntimeros cudntico 2 = w, k, tal que sea posible

escribir '
G =G =23 ew)exd b
Q
luego,
G=0C"=; Z +)Tb( ) _ +)b( )T Z Ga. (4.30)
(w>0) (w>0)

Al igualar los estados de vacio dados por (4.28) y con ayuda de la expresién (4.29) se tiene

a0 a = b3 10) m,

¢'“ag10)ar = 550},

eiG[e—iGi)g)eiGHO)M _ b( ‘0>R7
ES)|O>JVI ﬂGbS 0) R,

0)ar = "0 g, (4.31)

es decir los estados de vacio se relacionan de manera formal. Sin embargo, se debe aclarar que la
expresion (4.31) no conserva el principio de unitariedad el cual exige que en los sistemas cuénticos la
evolucién debe ser de tal manera que la suma de probabilidades sea igual a 1. Ademads estos vacios son
unitariamente inequivalentes.

Una forma més explicita de expresar (4.31) se puede obtener factorizando el operador e~*“ en términos
de los operadores de creaciéon y aniquilacién, lo cual se obtiene recurriendo a la identidad generalizada

de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) [70]. As{ de acuerdo con (4.30) se tiene que
G=Gl=i Z G105 — 657851 =Y x(Aa + Ba),
(w>0)
entonces
0)ar = €71]0) g = e~ R0 XL 067070 )
— ¢t Zax(Aa+Ba) 0) g
Con base en la identidad (BCH) lo anterior se reescribe como:

|O>M —en tanh(X)AGZn senh(2nx)B —7 In | cosh(nx) \C|0>
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Para n =1 se tiene que

1 —
‘O>M — etanh(x)Aez senh(2x)Be In| COSh(”X)|C‘O>R_

Como senh y = 2senh y cosh y, entonces

tanh(x)A _senh x cosh xB _In | cosh(nx)|~¢
|05y = etanh)AgsenhxcoshxB pln | cosh(m)| ™)

. 1 e{tarlh(x)A+serlh(x) COSh(X)B}|O>R.

~ (cosh(x)©

2)(76—

Ahora, sea f(x) = senh(x) cosh y = %. Entonces lo anterior se expresa como

1

= tanh()AfOO)B)
Cosh()e’ e OR

0)ar =

donde al realizar una expansién en serie de Taylor de f(), en una aproximacién a orden cero se tiene

que f(x) = 1, luego
1

tanh(x)A
(cosh(x))Coe *10) r-

|0) s =~
_ _p(B)tp(-) _ _p) ()t :
Ahora Cq = [Aq, Bo| donde Ag = by,”"'by, 'y Bo = —b, by, ’'. Al desarrollar el conmutador se obtiene
Co = 1, luego
1 1 ()15 (=)
0)r, = —— etanhxAe|gy , — tanhxbg g
1021 coshx6 007 coshxe

Al expresar en serie de potencias la funcién exponencial, lo anterior se escribe como

0)ar =

1 i (tanh ngﬁbg))”ﬂ 05

cosh y ng!
nao=0
R (b5 (b))

= Z (tanh )™

cosh x

o ol |0)rr @ [|0YRrr-
no=0 : :

De acuerdo con (4.31), se tiene que

LS (e 0670 (B

na=0

e—iG|O>M _ |0)rr @ |0) RIS (4.32)

cosh x ne! ng!

donde se define el estado de Rindler como
|0)r = [0)rr @ ||0)R11s

en el cual se cumple que el producto de we > 0 es decir, extrictamente positivo. Para la region I de la
figura (4.1) se establece que we > 0, con los valores w > 0 se tiene una frecuencia positiva y € = +1 se
generaliza que el producto sea positivo. Para la regién II figura (4.1), se tiene que w(—¢) > 0 con el valor
w > 0 no se cumple la condicién, por lo que se requiere que w < 0, es decir, una frecuencia negativa

para el valor ¢ = —1 dado que w ~ E, con E la energia. Lo anterior da origen a una energia negativa
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en la seccién II. De acuerdo con lo anterior se escribe (4.32) como

) 1 sl (b(+)T)nQ (b(_))ng
—iG n Q Q
— hy)e [P )
e "“0)r coshx ng:o(tan X) { ] |O>RI:| ® [ ol |0>R11],

donde el término entre paréntesis tiene la forma establecida por la DCT (seccién 2.4)

(ah)"
n) = 0),
m =20
es decir,
S R Y I 0

\/TLQ! \/TLQ!

Asi, de acuerdo con lo anterior se reescribe
o0
1

e 0V g = coshx Z (tanh x) Q|n§2 )>R ® |n§2 )>R, (4.33)

no=0

donde |n§2+)> R \ng)) r corresponden al estado de Rindler con un numero n igual de modos de Rindler
correlacionado de frecuencia w para los sectores I y II de la variedad de Minkowski.

De otra parte, se considera la temperatura de Rindler?

- 2m

de acuerdo con (4.24)
tanh y = e~/ = ¢35,

con la condicién que w > 0. Ademds a partir de

1

tanh?y=1— ————,
X cosh? X

2La temperatura local T' que percibe un observador acelerado se establece mediante la ley de Tolman

1
T(goo)2 = To.

Para la métrica cerca del horizonte (4.7) se establece

K
kp = —,
P 21
asi se obtiene
p=t
T=—.
27

La cual corresponde a la temperatura que mide un observador acelerado cerca del horizonte. La aceleracién propia g esta

dada por g = p~!. Asf finalmente se establece que
g

2
Este resultado se interpreta como el bafio térmico sobre el cual aparece inmerso un observador acelerado en el espacio-
tiempo de Minkowski.

T
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se tiene con base en (4.34)
1

2.,
cosh® xy = L

lo anterior de acuerdo con la DCT es la funcién de particiéon para bosones, es decir,

1 o ()"
cosh? x = Tz = > e " — 74,
n=0
por lo que se encuentra finalmente que
. LR () ()
0)ar = e™10) = W Z (e727) 2 ng” ng, ),
ZanQZO
luego,
—1 - —18now -
0)ar = e C10)r = Z, 2 3 (7200 ng”) n ), (4.35)
no=0

lo cual es valido para un solo grado de libertad, es decir una sola frecuencia. Para todo el espectro de
frecuencias se tiene una descripcién en el limite del continuo de acuerdo con (4.30) y (4.35), la expresién
(4.31) se puede reducir a

0Yar = H e 192|0) g, (4.36)
ng
0)ar = 2723 e 2P ) n(yp, (4.37)
n

donde se denota a n = {ng, paratodo @ con w > 0}. Con la energia y la funcién de particién

dadas respectivamente por

En=>Y now, y Z=» e¢n=1] Z. (4.38)
n

Q Q
w>0 w>0

Asf se puede reescribir |0) s como:
1 _1
0)nr = NG Ze PP n) pr, ) R, (4.39)
n

que corresponde al estado de vacio sobre la variedad de Minkowski, tal que [n)gr y |n)gsr son las exci-

taciones sobre los estados de vacio |0)gr v [0)grr-

Asi, el estado base sobre la variedad de Minkowski es un estado térmico entrelazado. El estado |0) g,
el cual fue identificado como un estado global, no es en realidad un estado global definido sobre las
regiones I y II, debido a que los modos R no son de frecuencia positiva en cualquier globalidad una
vez se ha definido un pardmetro regular de tiempo. El estado |0)r se encuentra vacio de los modos de

frecuencia positiva R cpg) en direccién futura para un tiempo de Killing en cada uno de los sectores I
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y II.
Si se considera el estado de Rindler vecino |0) gy definido sobre todo el espacio de Minkowski de acuerdo
con (4.37), se puede pensar que |0)gr como un vacio |0),s despoblado de los modos de Rindler |n) gy

en el sector 1. El estado de Rindler vecino |0) gy se encuentra vacio de modos de frecuencia positiva de

(+)

Killing ¢, " en el sector I, luego

b0V rr =0 w>0, (4.40)

de igual manera
bg{)|O>Ru =0 w > 0.

Finalmente, de (4.39) se puede definir el estado de Rindler |0)g; sobre el espacio completo, como el

estado de Minkowski |0) s despoblado de todos los modos de Rindler |n)g; en el sector I (figura4.1)
|0) g (sobre I+1I) = 7-1/2 Z 6_%’8EQ|TL>]]|O>[. (4.41)

4.4. Densidad de energia

En general se tiene el valor de expectacién del tensor momento-energia para un campo escalar real

¢ vy un acople minimal dado por [50]
1
Tap = 0a005 — 5905000 + ), (442)
que al expresarse en términos de una funcién de Green (una funcién de dos puntos) es
(Top(r,2)) = Doy W, a), (4.43)

donde )
Daﬁl = a(aaﬁl) - Egaﬁ(a’ya'y/ + mz) (444)

y el término W (z, xl) corresponde a la funciéon de Wightman
W(z,z') = (0lé(z)(x)|0). (4.45)

En la figura (4.1) el x actia sobre la regién I y el 2 sobre la regién I1 de la funcién de Wightman
para el estado de vacio |0) g sobre la variedad de Minkowski, donde el campo escalar real estd dado de
acuerdo con (4.26). Asi, al introducir (4.26) en (4.45)

Wl 0|Zb§;>sa§? D ()]0,

tal que al satisfacer la relacién de conmutacion

[85)7 Bg )T] = 66(&))666/ 599,
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la funcion de Wightman es

’

Wr(z,z) =Y r(01b5' 05 T10)rel (2)0 " ().

A partir del producto >

3Desarrollando el conmutador se tiene
206 () 5OF(T _ ()T _
(b, ,bQ, ] =bg bQ, —bQ, by = ee(w)d_ 1 dqq
luego,
BS)I;S, - ee(w)d, 10 qr + BS/ ”ES)

entonces,

r(01b 8% 110 r =R (Olee(w), s 8o + 5510 10)

=g (O]ee(@),, by 0V R +r (OS5, 1557 10),..

Asi se tiene ,
r(0b 8%, )T[0), = ee(w)d, 1 8g0 (010 R,

/
(0B 85 T10) R = ce()d, gy -
De la expresién anterior se pueden resaltar algunas caracteristicas:
i. Para un estado de vacio de Rindler R se tiene
510y = 0.
Si el producto de
ew <0 — (0B =0,
entonces BS) posee el comportamiento de un operador de aniquilacién.
ii. Si ,
cw <0— l;g/ >T|0>R,

)t

’
7(€ . .
entonces bgz, posee el comportamiento de un operador de creacién.

iii. Si ,
ew>0 y ew <0,
ademds L, .,
cew Few y €0 FeQ,
se obtiene ,
R<0\3§§>3S,”\0>R =0.

iv.SiQ:Q/yeze/

R(O[bS 8L T10) R = ec(w)s,r by

donde le término §_s describe zonas causalmente desconectadas (estados EPR).

v. Si ew > 0 las funciones ¢ son de frecuencia positiva. Asi para cada una de las regiones se debe cumplir

e=+1, w>0, regiénl,
ew >0 L,
e=—1, w<0, regiénlI,

(4.46)

(4.47)

Finalmente el término ee(w) da el cambio de signo, donde (4) mantiene su papel y (—) lo invierte. Sea O(ew) = ec(w), la

cual es una funcién paso solo para frecuencias positivas

ece(w)=1, y ee(w)=0.



Capitulo 4. Termodindmica para el observador FREFOS 95

la funciéon de Wightman se expresa como

Wp =Y o5 ()0l (1)0(ew)d,0 Sy

. . .7 / / . .
bajo la condicién que 2 =Q =1y e =€ =1, en caso contrario es nulo, se obtiene

Z o8 ()" )" ()0 (ew), (4.48)

puesto que <p( ) es proporcional a ©.(z), de acuerdo con la funcién de paso unitaria, WR(L;U/) =0si
T,y z estdn en sectores opuestos I y II.

De manera similar se tiene para el estado de Minkowski

War(e,2') =a 0166 )00 = 3 x5 (@) (210 (ew). (4.49)

€,

Al usar la transformacién de Bogolubov (4.43)
Z@ ew) x) cosh y + o 9 () senh x| [0'* (2) cosh y + ¢ V" (") senh y]

= Z@ (ew) €)*( /) cosh? y + gp(e)( )gpge)*(x/) cosh x senh x

(e)* (= '

+ @97 )(x)goﬂ (ar ) senh x cosh x + ¢¢, )(Jc)cpg;e)*(x ) senh? x].

A partir del hecho de que @S) (m)goge)*(w/) x O.(2)O_c(z') = 0 cuando 2 y z’ pertenecen al mismo

sector, lo anterior se simplifica como

Z O(ew) ol (") cosh? x + 55 (@)l V% (¢") senh? x], (4.50)

donde se establece que z y 2’ pertenecen al mismo sector I o II. De las expresiones (4.48) y (4.50)
War(z,2') — We(z,z') = Wy — Wg)(z, ),

luego, haciendo explicitos cada uno de los términos se obtiene

(War — Wr)(z,2) Zsﬁs Z@ ew)[os) (2)p) " (2) cosh? x + ¢l (2) 0l V" (o) senh® ],
= Z O (ew) oS (a >(cosh2 X = 1)+ 05 V@) ) (2) senh? ],
€,

=" O(ew) senh® X[ (2)pl " () + 0§ (@) V().
€,
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Paraz y 2 en el mismo sector, con los posibles valores de € = +£1 se tiene que la funcién de Wightman

toma la forma

(War — Wa)(z,2) = > ©(+w)senh? x[o5” ()05 (@) + 05 (2) 0l " ()]

+1,Q
+ " 0(-w)senh? X[ ()05 " (2) + 05 ()0l ().
-1,Q

Ahora, si se considera de aqui en adelante los cédlculos para sélo un sector I 6 II de la variedad de

Minkowski, se tiene que

’

(War = Wr)(z,2) = > senb® [l (2)0G7" () + 5 (2) 0" ()], (4.51)
Q

donde se ha hecho uso de la identidad ©(w) + ©(—w) = 1. A partir de (4.24) y la identidad senh® x =

tanh x

m se tiene

tanh y = e "l/9 = ¢=1/28w

1
h?y = ——
senh” x = —5o—
la expresion (4.51) se reescribe
' L om0 () + o) ()0l (2
(War = Wg)(z,2) = o —1lPe @eq () + g (@)eg (@) (4.52)
Q

Por tanto, @S)(Q:) y goge) () se han de restringir a un solo sector (I 6 IT) en donde se supone que = y

! . e
x pertenecen a uno de los dos sectores. Para efectos de ilustracién al sector I, (4.52) se reduce a

(War = Wr)(a o) = 3 o) (@)l () (45)
Q
lo cual constituye la funcion de Wightman al sector I, puesto que en este sector ©_ =0y ©4 = 1, luego
o6 (@)eh (@) x O ()0 () = 0, (4.54)
o5 (2)pl (@) x 04 (2)04 () =1 (4.55)
Para calcular la componente Ty (z, x/) del tensor momento-energia, primero se evaliia
000y (Wit = Wr)(@, 2 )|, = 000y War—r (2,2 )], (4.56)

Luego,
/ 1 * ’
000y Wat—r(,2 )y = D =00 [ (@)™ ()]
Q

Para corregir el problema de las divergencias se hace uso de la funcién Wy, _g. Asi para el mismo
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sector se tiene

Doy War— ., )], Z 00y e (@)l @),

= Z S lea®)I, (4.57)

con la funciones pq(x)
1

pa(x) = 5-pa(p)e! Y, (4.58)

Entonces (4.47) se reescribe como

oy War- (o oo = [ 5 S Y lenlolP (4.59)

k1 ko

En este punto del cdlculo se debe aclarar que no es necesario introducir la regularizaciéon que siempre

se requiere de manera usual. En general la expresién

/ " @)@ Yl

diverge cuando w — co. Sin embargo, debido a la diferencia entre los estados de Rindler y Minkowski,
las transformaciones de Bogolubov (4.23) aportan un factor de convergencia dado por el término (e” ol
1)~L

Ahora se desea conocer de manera explicita la funcién g (p), para ello se introduce

valp) = p~ %Y (p), (4.60)
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la cual al reemplazarse en la ecuacién diferencial de Bessel (4.13) *

Py (p) | 1[W? 2 2 2 1
— 2 = = — | e =0, 4.61
luego
d? 9
e )| ) =0 (1.62)
donde T )
k? = p[“; — (k3 +K3) —m2+4p]. (4.63)

Al usar el método de aproximacion WKB (ver apéndice D) se encuentra

L w | g koap
— | ——e Jro . 4.64
P (4.64)

kale"] ~

De acuerdo con lo anterior al reemplazar (4.60) y (4.64) en (4.59)

800y War—pr(z, 2 )|, _, =
000 M R(l‘,ﬂ?)‘z =z /0 471—2 eﬁw_ 2;227Tpk

en el continuo, introduciendo un factor de 2 en las integrales el cual representa los grados de libertad

n = x1 asociados a ondas que entran y salen, se tiene

/ o dk:ldk‘g
8 a /W — ’ =
0V M R(l’,x >|x =x /O 47{'2 eﬁw 7 27.(_10 /kl /k2

d d _ _ _
papP gy YW Y = (k4 KE £ m)pp” P = 0.

Luego,

d
p

_ d [ _ipdy d _
1/2,, — 1/2 9% @ _1/2
pdp Y= pdpp[p +¢dpp }

sp
_ 171/2@} —1/28%% i[,& 71/2}
—p[Qp dp +pp d2+ 0 21,0/3 )

_Llapdt | spdt 1dy L,
2 dp dp2 2 dp

dp

n d) ~1/2

d d d?
pipas 12y = 32 o Té’ + 30 12
Reemplazando se obtiene
3/2d%Y
dp?
a2 w? (k2 4+ k2 +m?) 1

1 2 _
A A

+ p’l/2 2p7 2y — (kf + k3 +m?)pp~ /2 =0,

Simplificando
d? 1/)

- ——(k2+k2+m2)+ W =0.
dp? p 4p
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Al hacer un cambio a coordenadas polares se tiene

dkydk Pmax (27 0
dky dks = pdpdf —> / / 142 _ / / papdy
k1 J ko k 0 0 k

donde se ha introducido

P=k? k2 W 2y 1 (4.65)
= =—-m"+ —. .
p Imax 2max p 4 0

Entonces la doble derivada temporal de la funcién de Wightman se expresa como

’ 1 © wdw Pmix ndp
0y War—rlo. o = 55 [ s [

La integral para el momento resulta igual a °

Pmax

pdp

/ = =",
0

luego, a partir de los resultados anteriores se encuentra

/ 1 < wdw
900y Wy—r(z,2 )|, —, = 272/0 L 2p, (4.66)

Al multiplicar (4.66) por g°° = —p~! de acuerdo con (4.9) se obtiene

1 wdw 3/2

%0y War— B —— —p . 4.67
0 M R(xa‘r”x =x 27T2/0 (eﬁ‘*’—l)p p ( )

A continuacién se deben tener en cuenta ciertas consideraciones:

5Se tiene

Pméax pd Pméx d
pap pap
/ k \/ﬁ/ B) )
0 0 c—p

con

Ahora,

siu=py a?=c, entonces

Pmax

Pmiax pdp _ —
Ve | i = e

=Vp

)
0
0

\/Cip27

Pmax

—vi(Ve- e i)

2

2
Se establece ppsx cuando k% + kg =p? = “’7 —m?2+ i — y/¢— P4 =0, con lo cual finalmente se obtiene

Pmax pdp
/(; e Velp = pyvp.
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. Cw .
i. Sea £ = NG la energia local por modo

ii. La ley de Tolman establece que T'(r) = %

iii. La temperatura de Rindler T = 71

iv. La energfa relativista es E? = p?c? + m2c*

Asi la derivada temporal se escribe como

lim < T (z,2') > —p= 20, War—r(z, )|
T—T

. (4.68)

’ = —
r =T

/°° E  4npidp
o eB/T -1 (2m)3

De acuerdo con (4.44), D5 = 0(a0p ) — 1 9a8 (879, +m?), para el caso a = 3 = 0 se tiene que
1 . 9 /
Doy = 0(00y) — 5900(3 9, +m” )Wy —gr(z,z ).
Al realizar la aproximacién WKB para el segundo término de la ecuacién anterior
(070 +m*)Wy—pr(z,z), (4.69)

si se considera que

v * * 1
9" 0,00, 0* = plOpp| + P Oapdpe* — ;I&@IQ, (4.70)

donde v4B corresponde a una esfera de radio unitario y o dada por la expresién (4.14). De acuerdo

con la métrica (4.9) se tiene que
10 s (10
YAB = (O 1) ) Y - (0 1> )

YAB0a00pp" = [(1)0.900.¢" + (1)9,00,¢"],
= [0.0]” + |9,y ]%,

luego,

reemplazando en (4.70) se obtiene

P e P Ple? | e
2w AT 2waTp 2wam

9" 0up0yp* = (kT +k3),

luego,

2|w| v . _ 2wl 1 e @Clelp))? 2012 | 1.2
5D D 9Ol = = g |10 (P)F = == le(p)P(k 4 43) ¢ .

n=x% ky,ko

Il
| —
—
|2
S

o
—N
)
1
U
SIE
—
=}
5
>
—_

S

|

‘E

o
_|_
—
>
=
+
oo
N
——
[
—
W
J
=
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El término entre paréntesis se escribe como

o) 22 = 2 L i) w2 -
pdp PLp P 1 2) = 3 dp p 4y’

lo cual se puede probar puesto que a partir de (4.60), (4.63) y (4.64) se obtiene

1
Inp(p) = i/kdp ~5 In(pk) + ¢

luego,
d 2 1]?
—1 = lik— —| =k?
[ o nw(p)] k=5, ;
1
=k24
+ pyel

1 [w? 1 1
_ |\ _ k2 kQ _ 2 o -
p|:p (1+ 2) m +4p +4p27

con lo cual se confirma la prueba.

Reemplazando todo lo anterior en (4.71) se obtiene

1 |<ﬂ( )2 pld 2o,
z g =% == - -—
E E " 0,00, " kEk 1 dpln(pk) m +4p ;

7] + ki,ko n=%

luego sumando sobre los modas que entran y salen n = £ se obtiene

v * * 1 Pk k
D (9" 0upaduiet, + mPeaph) = 47T| s Z ey (P
k1,k2 k1,k2
donde )
pld 1
wkik == | —In(pk —.
auiaia(p) = § [ o0+ -

Asf al tener en cuenta la expresion (4.57) y reemplazar (4.72) y (4.73) en (4.69) se obtiene

, T[> —1d
(8"6,/ +m2)WM_R(-f,-’17 ) = 7/ ~ Z |%0 aw’ﬁkz( )a

8w kl,k2
’ 1 _1dUJ
(8’787/ + mQ)WM,R(CL',;(: )= E/ Z lo(p) Ozwkle( ).
k17k2

Al comparar esta tltima expresién con (4.59)

8080,WM_R(x,x’)|x,:r _/ 66:1;1'2— ZZ“DQ ,

k1 ko

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

se evidencia que cerca al horizonte se tenie el dominio de los modos de alta frecuencia, con lo cual la
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contribucién de (4.75) es menor que la de (4.59).

4.5. Termodinamica

La probabilidad de que un sistema en equlibrio térmico se encuentre en un estado n al cual se le

asocia una energia F,,, esta dada por

pE) = 47
= .76
()= (4.76)
con Z la funcién de particién establecida en (4.38), dada por
Zgo = i enie - L (4.77)
— 1—e P

Si una funcién f(w), tiende a cero cuando w — oo, entonces la funcién se puede escribir como
S @)= [ N, (4.78)
o 0

asi se tiene

InZ = Zln Zgo = Zf(w) = /00 N(w)f(w)dw, (4.79)
Q Q 0

con

Flw) = ln<1_i_ﬂw). (4.80)

donde N(w)dw es el nimero de modos.

Para que la entropia S sea finita se deben restringir los valores discretos de {n =0, 1,2, ..}.

El resultado que se obtiene para la densidad de energfa del observador FREFOS (4.68), es similar al
que se obtiene para el observador FIDO (C.55) y el modelo de la pared de t'Hooft. Entonces se puede
usar el modelo de la pared para especificar la restriccién de los {n}.

Sin embargo, en este punto se hace necesario hacer una restricciéon sobre los vectores de onda ky y ko

de la expresién (4.63). Sea

I;maa: =— —m? + % y I’% = k% + k%? (481)
luego (4.63) se escribe como
- 1 - -
k(p;w, k) = —[kmaa — k]2 4.82
( ) \/ﬁ[ ] (4.82)

Con lo anterior se usa la condicién sobre el ntimero de onda radial k2(p;w, l;) > 0, con k definido por
la expresién (4.68) de la aproximacién WKB. Con la condicién de frontera de Dirichlet 1(p) = 0 en la

frontera interior p = pg + € del modelo de la pared, la solucién que se obtiene de la aproximacién WKB
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(4.68) es bajo esta restriccién

L o+e€

1 pn ’ ~ ’
) = ————sen / k(P 3w, ) (4.83)
k(ﬂ? Wn, k) P

donde para un modo permitido, k(p) y ¥(p) se deben anular de manera simultdnea en el n-ésimo nodo

p = pn. Los valores de k, n y n se limitan por

1

knp==+

Asi se impone

p(w,k) , -,
[ kel sn s’ =, (4.85)
pote

E*(pn,wn, k) >0, (4.86)

lo cual significa que k(p) es grande cerca de po + € y decrece con el incremento de p. Con esta condicién
k%(p) y ¥ (p) se deben hacer cero después de n oscilaciones para p = p,,.
Para escribir (4.84) como una integral, y en lugar de k,n como variables independientes de integracion,

se cambia a k,w como variables independientes con n = n(w, k), asi, con ayuda de (4.85) y (4.86) se

obtiene
B 1 p(w,k) , N , N N
nof) = [ KB KRB =0, (4.87)
pote
on(w, k) 1 / oR) (g w k) 10w k), o
et _ 2 TP T) gy 4 2P ) o, R w0, R 4.
aw T p0+€ 80) ,0 +7T 6(4.1 (p(w7 )awa )7 ( 88)

donde el segundo término de (4.88) es nulo debido a la segunda expresién de (4.87). De las expresiones
(4.84) y (4.88) se obtiene
InZ = // In <1 — ) dkdn, (4.89)
como n = n(w, k), entonces
1 on
ok k) -
InZ = // In /Mdp dwdk,
— ow

an—f /// a]‘”) w, k) 1n(1iﬁw>dp'dwdl%, (4.90)

kQ(p jw,k)>0

asi, se obtiene
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donde los limites de integracién son las superficies k2 (pl, w, l;) =0,parap =po+e p =p, conk >0
y w > 0, restringidos por la condicién kQ(p/;w, l;) > 0.

Al integrar por partes (4.90), se reescribe como

InZ = %///k(p';w,ic) (eﬂf_ 1) dp’ dwdk. (4.91)

Ahora de acuerdo con (4.82), se tiene

, - - 1 ];wuzw - - -
k(p;w, k)dk = —/ [— a7
/ VP Jo

1 2-
= — 2§32 (4.92)
NGE

con lo anterior, (4.91) se escribe

1 [ p g1 2 ,
InZ = 7/ dw/ —ZE32 dp dw. 4.93)
™ Jo po+e €7 —1/p3 (

A partir de la expresién anterior se obtiene las variables termodindmicas de la energfa libre de Helmholtz

F' y la energia promedio U. Para la energia de Helmholtz se tiene

F= —%an =— 000 fﬁjj(f)l dw, (4.94)
con , X , o
Nw) = / N ﬁ) —m2+ 4p} dp. (4.95)
Para la energia promedio se tiene
U= —% InZ,
— 5568)
oF
=F+ ﬁ%a
oo Buw
- /0 {1 - gje_ 1] ]:B(w”)_d“f. (4.96)

Se puede reescribir la expresién anterior como

U= [ Ve - v

[ N (w)wdw
*A TePe 1 (4.97)
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con

, 2w [ 1 [w? 172
N (w) =— / — [ —m? + } dp. (4.98)
pr ) P Lp 4p
Para convertir la energia promedio en una expresion estadistica-termodindmica, se cambian las variables

de integracién p y w por p y p, donde de acuerdo con (4.65)

2
1
p2 = i - m2 + o
p 4p
luego,
d
pdpdpde = %dpda. (4.99)

Asi, las expresiones (4.97) y (4.98), llevan a un valor de energia promedio dado por

;e L[ B 4mpid
U= / / Andpdo / = ST eD (4.100)
poteJo o €ePv —1 (2wh)3

donde se ha introducido de manera explicita el valor de & = 1. Ademads, de las consideraciones dadas
para obtener la densidad de energfa (4.68), se establece que la energia de modo con frecuencia w es

E= %; con w(p, p) dado por (4.65), siendo p el momento local efectivo. De acuerdo con lo anterior

__E _ s
ﬂw_T(p)’ y T(p) f(p)7 (4.101)

con lo cual la expresién (4.100) se convierte en

p* o ,
U= / / 47 - u(p)dpdo (4.102)
po+e JO
donde se identifica a u(p) como la densidad de energia dada por,

© E  4mp3dp
_ 7 4.103
up) = [ (4.103

1
E2:p2+m2—@%p2+m2. (4.104)

La entropia se obtiene a partir de (4.94) y (4.96) como®

§=pU~F), (4.105)
o [C[N(w)Bwe’  N(w) N(w)
_ﬂ/o [(eﬂ“—l)z_eﬁ“’—l—’_eﬁw_ldw’
o w)wePv
- BQA éve/gw)—l)?dw' (4.106)

6Este resultado es consistente desde el punto de vista de la teoria de entrelazamiento, donde se establece que la entropia
que se asocia tanto al observador FIDO como al obervador FREFOS es una entropia de entrelazamiento o entanglement.
Ver apéndice E
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Con ayuda de las expresiones (4.65), (4.95) y (4.99), la entropia se escribe como

e ERR—— 4.107
B 6*8‘*) _ 1)2p ppv ( . )
y al usar de nuevo las condiciones (4.101)
© 26E/T frn2d
p-e p~dp
/po+e/ 7dpd0 / eB/T 1 (2mh)3 (4.108)

Por lo tanto, la entropia se puede escribir de la forma

/ / A7 500) 4o (4.109)
pote

con s(r) la densidad de entropia dada por

1 0 2 E/T An2d
s(r) = / (p c Tpap (4.110)

517 ), ET 1R A

A partir de [9] se realiza el cdlculo de la entropia, donde la presién P y la densidad de entropia s en

términos de el momento p y la densidad de energia p son

1 [ vp  4Amwp3dp
P=- 4.111
3 /0 (ePE—1) h3 ( )
= B(p+ P). (4.112)

Debido a que se estd realizando una descripcion cerca al horizonte, en la que la temperatura local T

establecida por la ley de Tolman es alta, se utilizan las siguientes aproximaciones relativistas
E >>m, p~E, vl (4.113)

bajo las cuales
1
P gu(p) (4.114)

Por medio de las aproximaciones (4.113) se obtiene para la presién (4.111)

1 [ 4dmpidp
P=- — - 4.115
3 /0 (ePE —1)h3 ( )

Al considerar que
=z, (4.116)

y reemplazar en (4.103) se llega a

© E  4mwp3dp 4T /Oo z3dx
= ~ . 4.].].
ule) /0 E 1 B @rh)p Jy e —1 (4.117)
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La integral tiene como solucién

* 23dx Y 1 T
= Ty = l—==— 4.11
/O e —1 ;/O re o ;37# 15’ (4.118)
al reemplazar en (4.117)
v
R . 4.11
u(p) = T (1119)
El cdlculo de la presién se realiza mediante (4.114), donde se encuentra
1 17274 72Tt
P=-ulp)=-oo = . 4.120
5900 = 5 50m = 908 (4.120)
La densidad de entropia (4.112) resulta ser de acuerdo con (4.114), (4.119) y (4.120)
14 4 (w273
_ py— L34, _3( 1" 4121
5=+ P) = 3= 3 (5o ) (4.121)

con T la temperatura local que se establece en la ley de Tolman.

La entropfa para la temperatura de Rindler se obtiene al sustituir (4.121) en (4.109)

p1+9d A 4 273
5= ﬂ(”g)dp. (4.122)
o VP 3\ 30

De acuerdo con la ley de Tolman, la cual establece que la temperatura local es

T =Tyf /2, (4.123)
con T, la temperatura de Rindler T, = 5~ y g la aceleracion propia asociada a un observador acelerado.
Asi, la entropia es

Am2T3 N\ [P0 dp
S47r0< B ) / e (4.124)

con ¢ una longitud arbitrariamente pequena sujeta a la condicion Ap << d << p1,y Ap = p1 — po-
Ademss se tiene que f(p) = p (de la aproximacién de Rindler 4.1 ) se puede escribir bajo la siguiente

aproximacién lineal de la gravedad superficial £ como

f(p) 2= 2k(p — po). (4.125)
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A continuacion se introduce un corte para evitar la divergencia de la entropia, el cual se identifica con

« que tiene unidades de longitud y estd dado por

r1 dp
o= )
PO f(p)
P1
= (2%)1/2/ (p — po)*/?dp,
PO
2 12|

con lo cual se obtiene

2
0(2 = 7Ap7
K
y por lo tanto
1
Ap = —ka?.
p=gho

Al usar la expresion (4.124) se encuentra de manera explicita la entropia
47273 p1+6 d
S = 4no <7T§>O> / 7/’2’
90n ;o [260p = po)]

4m2T3N 1 [P dp
= dno el e [PEPRLE
90n* ) 4k* J, (p—po)

p1+6

(47TQT§O ) 1 ( 1 1 )
= —4no s |73 - ,
90n* ) 4k?\ (p1 — po +90)  (p1— po)

47273 1
247TO'< il °°>

90k3 ) 4Kk2Ap’

o (AT 2
=Adro| —2=2 | ——.
90h3 ) 4K3a2

con lo anterior, la expresion para la entropia en unidades de Planck es

2 1
5= (45a2>40'

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

Dependiendo del valor de «, se puede hacer que la entropia coincida con la entropia de Bekenstein-

Hawking.
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4.6. Densidad de energia negativa

Para el modelo (1+1) se tiene la diferencia de los tensores momento-energia por medio de la expresién
(2.111)
ATY = (T ) g — (1) 5, (4.133)

donde el término AT} se identifica con un ambiente térmico de signo negativo que cancele la divergencia

que impone el tensor momento-energia de Boulware tal que
(T')un = (T%) 5 + AT, (4.134)

Esta expresion estd de acuerdo con lo que un observador en caida libre mide al acercarse al horizonte,
una fluctuacién muy débil donde en promedio el nimero de particulas es nulo.

Con lo que se desarrolld en el apéndice (C.3), se encuentra que la expresién (4.133) se generaliza a(3+1)
por medio de la expresién (C.55) que representa la densidad de energia para los estados de Hartle-

Hawking y Boulware asociados con el observador FIDO

E  4rnpidp
eB/T —1 (2m)3 7

lim < T(?(x, 33,) >H-_B= 8080/ Wh_p = —/ (4.135)
0

z—a’
asi se da la validez de (4.134) en (3+1).
De igual manera, recurriendo al principio de equivalencia se tiene la expresién (4.68) que representa la

densidad de energia para los estado de Minkowsi y Rindler asociados al observador FREFOS

o E Amp?d
_/ _E  4mpidp (4.136)
0

, 0 ! —9%9., '
lim <Ty(z,2 ) >v—p=0"0y Wy—pr(z,z )| eB/T —1 (2m)3 "’

! =
, T =z
r—x

cuya expresion similar a (4.134)
(T = (T%)r + AT, (4.137)

En la teoria completa del vacio se considera el vacio de Unruh cuyo tensor momento energia estd dado

por (2.133) y (2.134), que al igualarse
<Tab>B + Hs(u)u,au,b = <Tab>H - He(v)v,av,ba (4138)

con lo cual
(Tap)r — (Tap) B = H(v)v,qup + H* (u)u qup, (4.139)

Al excluir el efecto hacia el exterior del flujo que sale del término H®(u)u qu p, €l cual se identifica con

la evaporacién del agujero negro, y sélo tomar en cuenta el flujo que entra se obtiene
<Tab>H - <Tab>B = HE(U)U7aU7b. (4140)

Esta expresién que describe el efecto hacia el horizonte, muestra que el ambiente térmico encontrado en

las expresiones (4.133), (4.135) y (4.136) se identifica como un flujo que entra al horizonte cuya validez
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se generaliza a (3+1).

de energia pesa més, se realiza un andlisis nimerico como se expone a continuacién.

Para resolver la integral (4.135) se toman las siguientes consideraciones:

1. La energia E? = p? + m?, con m la masa del campo.

1
8t M

2. f=(1-2M) con M, la masa de la fuente.

3. La temperatura Hawking Ty =
T

4. La temeperatura T =
4.0

Iy
45

En este punto, se tiene que los dos observadores FIDO y FREFOS detectan la presencia de un am-
7

biente térmico dado por la expresiones (4.135) y (4.136). Para tener una idea de cual de las densidades

-]

25

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008

m = 0.
tras que si r — oo, la densidad de energia se mantiene acotada.

1. La energia E? = p? + m?, con m la masa del campo.

_ _r 8
8Esta transformacién se toma con base en célculo de la seccién 4.1

Figura 4.3: Densidad de energia HB para el observador FIDO en funcién del radio r, para M =1y

La gréafica 4.3, muestra que conforme r — Rg la densidad de energia tiende a menos infinito; mien-

Para resolver la integral (4.136) se toman las siguientes consideraciones:

"La solucién numérica de las integrales se realizé con el software de Mathematica.
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1
8w M

Ty
NG
L L L L Il L L L L
4.5 5.0

3. La temperatura Hawking Ty =
4. La temeperatura T =

-0.0001
-0.0002 - .,t"
:
:
~0.0003 :
L]
.
~0.0004 N
L]
L]
L]
-0.0005 - .
L]

Figura 4.4: Densidad de energia M R para el observador FREFOS en funcién del radio r, para M =1

ym=0

La gréfica 4.4, muestra que conforme » — Rg la densidad de energia tiende a menos infinito; mientras
Una diferencia entre las densidades de energia muestra que la densidad de HB, que se le asocia al

que si r — oo, la densidad de energia tiende a cero.
observador FIDO, es mayor que la densidad de energia M R que se le asocia al observador FREFOS

como lo muestra la gréfica 4.5.
Finalmente, a pesar de que la densidad HB > MR, cuando r — 2M, el cociente de las densidades

tienden a uno. Lo anterior muestra la independencia del resultado del ambiente térmico para los dos

observadores relativistas, como se muestra en la siguiente figura (4.6).
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HB-MR
[ L]
.
[ .
B °
0.00025 |- .
3 .
L .
L]
r L]
L °
L]
0.00020 |- %
L ‘..
[ %
L [
L LY
0.00015 -
0.00010
0.00005 |-
[ T P R P U R P R R P R R PR r
25 3.0 35 4.0 4.5 5.0

Figura 4.5: Diferencia de densidades de energia M R — H B en funcién del radio r, para M =1y m = 0.

MR

HB

Figura 4.6: Raz6n entra las densidades de energia M R/H B en funcién del radio r, para M =1y m = 0.
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Resultados y Discusion

A

continuacién se senalan los aportes principales del trabajo para el estudio del colapso de un

cascar6on delgado de polvo, con respecto a los observadores relativistas FIDO y FREFOS. Desde un

enfoque clasico y uno semiclasico, a partir de los resultados de los capitulos 3 y 4, se establece lo

siguiente.

5.1.

Enfoque clasico

Desde el enfoque clasico se establece que para describir la dindamica del cascarén se emple6 el for-
malismo de Darmois-Israel [57, 60-63] (seccién 2.2.2). De acuerdo con este formalismo el espacio-
tiempo se divide en tres partes diferentes las cuales deben satisfacer condiciones de unién o juntura.
Para este caso, la parte interior corresponde a un espacio-tiempo de Minkowski plano, la exte-
rior se describe por la métrica de Schwarzschild simétrica esféricamente, y la frontera entre ellas
corresponde a una métrica inducida que satisface las condiciones de juntura y la cual se interpre-
ta como un cascarén delgado de polvo. Como resultado de la exigente compatibilidad entre las
tres métricas espacio-temporales, se obtiene una ecuacién diferencial que gobierna el movimiento
del cascarén y depende de la masa gravitacional del cascarén M y una constante de integracién

adicional m, la cual se asocia a la masa en reposo (seccién 3.1).

Al usar un vector particular que se orienta a lo largo del movimiento del cascardn, se investigaron
las superficies criticas alrededor de las cuales ocurria un intercambio entre las coordenadas de
espacio y tiempo, asemejando el comportamiento alrededor de un horizonte (seccién 3.2). Se en-
contrarén dos superficies criticas. La primera aparece cuando el radio del cascarén iguala su radio
gravitacional (R = 2M), es decir, el correspondiente al radio de Schwarzschild Rg del espacio-
tiempo exterior. El radio Rj, de la segunda superficie critica siempre es mas grande que el radio
gravitacional del cascarén y su valor explicito depende de los valores de la masa gravitacional y

la masa en reposo.

La interpretacién de esas superficies criticas como horizontes es problemética debido al compor-

tamiento dindmico del cascarén. La definicién estdndar de un horizonte de eventos se asocia a las

113
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propiedades globales del espacio-tiempo, las cuales hacen esta labor dificil y mas atin imposible
de analizar su evolucién. Debido a esto se indagé sobre las propiedades locales del espacio-tiempo.
Para ello, se analiz6 el comportamiento de vectores nulos ortogonales a la superficie del cascarén
(ver seccién 3.4). Asi, resulta que todas las superficies con distancia radial constante se caracteri-
zan por una expansion que desaparece. Consecuentemente, las dos superficies criticas localizadas
en Rg y Ry corresponden a superficies atrapadas exteriores marginalmente, las cuales se asocian
con horizontes cuasi-locales (apéndice A.3). Adn méds, si la superficie critica localizada en el ra-
dio gravitacional R = 2M es una superficie nula, esta se puede interpretar como un horizonte

aparente.

= Para el caso particular de un cascaréon delgado, cuya masa en reposo es el doble de su masa
gravitacional (m = 2M), no existe ningun horizonte y el estado final de la evolucién del cascarén
corresponde a una singularidad de curvatura, la cual aparece como el radio del cascarén tendiendo
a cero. Esta configuracién se ha denotado como cascardn desnudo (ver seccién 3.3). Esta es una
configuraciéon muy peculiar que aparece sélo debido a la existencia de la segunda superficie critica
Ry,. De hecho, mientras que el vector que se usa para detectar superficies criticas, para m # 2M
predice la existencia de dos localizaciones con norma cero en Rg y Rp, en el caso limite con
m = 2M no muestra ningin cero. Esto significa que durante el colapaso de un cascarén con masa
m = 2M ningin intercambio entre espacio y tiempo ocurre y por lo tanto ningin horizonte aparece

que pudiese ocultar la singularidad de curvatura del espacio-tiempo exterior.

= Por otra parte, la configuacién de cascarén desnudo es una prediccién tedrica real de la apro-
ximacion presentada aqui. En verdad, la singularidad » = 0 es una prediccién geniuna de la
aproximacién de este trabajo puesto que esta se basa sobre el andlisis de un escalar de curva-
tura independiente de las coordenadas (ecuacién 3.23). Esta se cumple para el caso particular
m = 2M, es decir, para un cascarén con una energia de enlace grande, que es una condicién
realizable de manera fisica. En este sentido, la prediccién de la existencia de cascarones desnudos
estd de acuerdo con las expectativas fisicas desde un punto de vista tedrico. Ademads, la formacién
de un cascarén desnudo estd permitida de manera dindmica ya que la ecuacién de movimiento en
este caso conduce solo a una restriccion en el intervalo espacial, donde el cascarén desnudo puede
moverse, es decir, R € (0,2M]. Lo anterior significa que la métrica interior se usa para describir la
regién del espacio-tiempo en el interior de una esfera de radio 2M, mientras que para el exterior

de esta esfera el espacio-tiempo es descrito por la métrica de Schwarzschild.

= La configuracién de cascarén desnudo descrita en la seccién (3.3) como un proceso dindmico, no
se conoce en la literatura. Sin embargo, el concepto de singularidades nulas tipo-cascarén' se ha
introducido de manera previa en una situacién completamente diferente, para describir un modelo

mundo-brana? no dindmico 5-dimensional [73].

= Se asumié la validez de las leyes de la termodindmica y asi se considerd el cascarén colapsado

como un sistema termodinamico, con lo cual se mostré que la relacién de Bekenstein-Hawking

ITraduccién del inglés de shell-like
2Traducccién del inglés de braneworld
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para la entropia se cumple tanto para el caso estatico como para el caso dindmico (seccién 3.5).
Para el caso estatico se planteé una estrategia de calculo diferente la cual estaba de acuerdo con
el resultado de Martinez-Lemos [68, 69] (seccién 3.5.2). A partir de este método se encuentra la
entropia del cascarén para el caso dinamico, partiendo de la existencia de la segunda superficie
critica Rp. Con lo anterior, se encuentra un resultado que al tomar el limite sobre r — 2M
reproduce lo que ya se tenfa establecido para el caso estdtico (seccién 3.5.2). A manera de prueba

de consistencia se verifica la ley de Smarr para un Ry, particular (seccién 3.5.3).

5.2. Enfoque semiclasico

= Como se senal6 en la seccién 2.1.2; la aproximacién semiclasica considera la presencia del campo
gravitacional ignorando los efectos cuanticos de la gravedad sobre los campos cuanticos de mate-
ria. Asi, en regiones donde el radio de curvatura es mucho mayor que la longitud de Planck, la
aproximacioén es valida [14]. En este orden de ideas, se describe la termodindmica de un campo
escalar que se encuentra en la vecindad del horizonte de eventos de un cascarén negro en colapso
gravitacional, con respecto al observador relativista FREFOS (seccién 4.1 a 4.3). Para ello, se
realizé la descripcién del cascarén negro y los estados de vacio de Minkowski y Rindler dentro del
contexto de la Dindmica de Campos Térmicos (DCT) (seccién 2.4), siguiendo una metodologia de

célculo similar a la que se establece para el observador FIDO (apéndice C).

= A partir de la construccién del estado de vacio de Minkowski, que es el vacio global asociado a este
espacio-tiempo, se procede a calcular la componente temporal del tensor momento-energia; y por
medio de la aproximacion WKB, se encuentra la densidad de energia asociada con el observador
FREFOS (seccién 4.4). Con lo anterior se muestra el cardcter térmico de la densidad de energia
y se asume que se localiza cerca del horizonte. La justificacién de esta localizacion se establece a
partir de la ecuacién (4.65) donde se tiene la dependencia de p? con w. Estar cerca al horizonte
significa que la distancia p ~ 0 (seccién 4.1), luego, para cualquier valor de w el momentum
p serfa muy grande y, teniendo encuenta la expresién (4.63) se evidencia que existe una mayor
contribuciéon por parte de los k1 y ko. Asi los valores ) = w, k1, ko asociados con los modos del

campo, son dominantes cerca al horizonte.

= Con base en la interpretacién térmica de la densidad de energia, se proceden a calcular las cantida-
des termodinamicas asociadas al observador FREFOS, asumiendo un ensamble canénico (seccién
4.5). La funcién de particién se obtiene de la construccién del vacio de Minkowski dada por la
DCT. Con lo anterior se calculan la energia promedio y la entropia. La entropia que resulta es
proporcional al drea y depende de un corte a que evita la divergencia de la misma. Al ajustar el

valor del corte a se encuentra el valor establecido por Bekenstein-Hawking.
= En el modelo del cascarén negro se consideran dos fuentes de entropia:

a) El cascarén, al cual se le asocian fuertes excitaciones térmicas cerca a su radio gravitacional,

con un estado de vacio tipo Boulware
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b) Los agujeros negros, con horizonte de eventos y débil efecto de energia del vacio, con un estado

de vacio de Hartle-Hawking.

Para observadores en caida libre (FREFOS), cerca al horizonte, se encontré que el vacio tiene
los comportamientos mencionados con anterioridad. En particular la fuente de entropia (a) se
manifiesta como una sutil anulacién entre una energia térmica muy grande y una opuesta e igual
debida al estado de vacio. Esto se justifica por medio del principio de equivalencia y su relacién
a la naturaleza del espacio-tiempo en la vecindad del horizonte, donde el vacio de Minkowski
se muestra para un observador acelerado como una excitaciéon térmica por encima del estado de

energia negativa de Rindler [9].

= Para un observador (FIDO) el cascarén negro y el agujero negro son dos objetos indistinguibles,
por lo tanto la fisica debe ser la misma para ambos. Sin embargo, para un agujero negro existe
un unico estado de vacio que es el estado de Hartle-Hawking |0) g, con (T'%)ma su tensor de
momento-energia asociado. Luego, para un cascarén negro se debe presentar una situacion similar.
El cascarén genera un bano térmico divergente que se neutraliza con el tensor momento-energia
asociado a su estado de vacfo, el vacio de Boulware |0) g, el cual de acuerdo con la ecuacién (4.134)

genera un energia acotada cerca al horizonte.

= Para un observador en caida libre (FREFOS) se deben tener los mismos resultados. Cuando el
objeto es un agujero negro, este observador no detecta particulas y su tensor momento-energia es
pequeno y acotado. A continuacion, cuando el observador FREFOS se acerca al radio gravitacional
del cascardn, se encuentra con el bafio térmico generado por éste (de acuerdo con el modelo de la
pared de t'Hooft (apéndice F)), pero este observador no cuenta con el estado de vacio de Boulware
para compensar el efecto de exitacién y medir en promedio cero particulas. Sin embargo, en la
vecindad del radio gravitacional del cascarén, la métrica corresponde a la métrica de Rindler, y por
tanto, tiene asociado un tensor momento-energia negativo (4.136) que compensa el bafio térmico

del cascaron, dando como resultado un tensor momento-energia acotado.

= En las regiones donde el campo gravitacional es muy fuerte, la densidad de energia del vacio
puede llegar a ser considerablemente negativa. Esta propiedad conduce a un escenario en el cual
un horizonte se muestra como un cascarén caliente sin masa (seccién 4.6). Bajo esta perspectiva
se justifica la existencia de una pared de fuego (seccién 2.1.5). De la expresién para el tensor
momento energia de Hartle-Hawking (4.134), se interpreta que para un observador en caida libre,
el horizonte estd virtualmente vacio pero caliente, y < T9 > g g desaparece en el orden més alto de
f~1(r). Con lo anterior, el ambiente térmico justifica la existencia de la pared de fuego sin entrar
en contradiccién con el principio de equivalencia [57], caso opuesto a lo que plantea el trabajo de
Polchinski et.al. [33]. Por el principio de equivalencia se concluye lo mismo para el resultado del

tensor momento-energia de Minkowski (4.137).
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5.3. Perspectivas

Con la realizacién del presente trabajo se abren diversas posibilidades a seguir en esta linea de

investigacion, entre las cuales estan:

= Se ha demostrado que las supérficies criticas que aparecen durante el colapso de un cascarén
delgado se pueden interpretar como horizontes, lo cual implica la existencia de una estructura
sofisticada desde el punto de vista de la gravedad y la termodinamica. Este trabajo se puede gene-
ralizar a incluir otra clase de cascarones y de espacios-tiempo. Por ejemplo, se podria considerar

el caso de cascarones delgado con presién interna o cargas gravitacionales adicionales.

= A partir del método de cédlculo desarrollado en la seccién (3.5.2) se podria analizar de la misma
forma el caso més realista con R # 0 y aceleracién constante (R = ('), donde se puede hacer un es-
tudio no sélo del comportamineto gravitacional sino tambien del comportamiento termodinamico;
tomando como base tedrica la Geometrotermodinamica, la cual contempla el cdlculo de la métrica,

la métrica inducida, las singularidades, la temperatura y los diversos potenciales [63, 84].

= Uno de los problemas presentes en la fenomenologia termodinamica y geometrotermodinamica es
el andlisis de las transiciones de fase que se puedan presentar en el proceso de colapso. Este linea de
investigacion tendria sus raices en la idea que un agujero negro presenta algin tipo de transiciéon

de fase, de materia a geometria [9].



Apéndice A
Formalidades del cascarén negro

A.1. Cascaron negro con masa

En el contexto del formalismo de Darmois-Israel [57], se tiene un cascarén esférico delgado ¥ el cual
divide el espacio-tiempo en dos regiones: una regién interior V_, descrita por la geometria plana de
Minkowski, y una regién exterior V., descrita por el espacio-tiempo de Schwarzschild. Al asumir que
tenemos un cascarén delgado de masa en reposo m, que hara las veces de la hipersuperficie ¥, el tensor

momentum-energia superficial es
S5 = guaul, (A1)

donde o es la densidad superficial de masa y u® es el campo de velocidad asociado al cascarén. Ademas

se considera que el cascarén estd compuesto de materia sin presion.

A.1.1. Aspectos geométricos

Debido a la presencia de dos regiones bien definidas, se procede a construir la métrica en cada una:
Region interna V_
Para esta regién se asume que el espacio-tiempo es plano dentro del cascarén. Luego el elemento de
linea es:
ds® = —dt* + dr® + r?dQ>. (A.2)

Usando el cambio de variables

con 7 el tiempo propio para observadores comdéviles con la hipersuperficie (andlogo al modelo de

Oppenheimer-Snyder), sobre una linea de mundo en la cual r, 6, ¢ son constantes.

118
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Luego
ds2 (%) = — (Tz ~ B)dr? + R(r)ae?, (A.3)
se encuentra P L
u® = g(t,r,e,gb) =(T,R,0,0), (A.4)
na = (N7, 1r,n9,n) = (=R, T, 0,0), (A.5)

en la ultima se utilizé el hecho que n,u® = 0.

Normalizando n,:
. -2
nan® =n.n" +npn = g"n? + ¢™n% = —R24+T =1. (A.6)

Regién externa V.

La solucién corresponde a la de Schwarzschild. Luego el elemento de linea es:

ds® = —f(r)dt* + a” + r2dQ? (A7)
e f(r) ’ |

Al aproximarse a 3 se usa el siguiente cambio de variables:
t=T(r), dt = Tdr,

r = R(r), dr = Rdr,

f)=F(R)=1- 22,
luego )
2
452 (8) = — (F1* - %)d# b R(1)d02, (A.8)

con lo cual el nuevo conjunto de coordenadas es (T, R, 0, ¢), luego:

w = 2T R0.0) = (1, 1.0,0) (A9
-
Ng = (N7, Ny, Ng, Ny) = (fR, T,0,0), (A.10)

en la ultima se utilizé el hecho que n,u® = 0. Atn asi debe normalizarse n,, luego:

R? ,
nen® = n.n" +nrn® = g7n2 + ¢fn? = — + F1? = 1. (A.11)

Curvatura extrinseca

Calculando para V_:

K, = RT. (A.12)
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o T _Vi+R B (A.13)
® R R R’ '
con (B_ —T= V1+ R2.
K, = RTsin” 0. (A.14)
o T _V1TR (A.15)
¢ R R R’ '
K-, =0. (A.16)
K=" =0. (A.17)
Calculando para V. :
Kj, = FRT. (A.18)
FT 8
Kff=—" =2 Al
(4 R R ’ ( 9)
con [y =FT=vR*+F.
K}, = FRTsin®6. (A.20)
FT 8
Kj*=—" =% A21
¢ R R (A-21)
K+ =Bt (A.22)
R
K™= %. (A.23)

A.1.2. Construccién de la ecuacién de movimiento

a continuacion se procede a construir las ecuaciones de movimiento del cascarén. Para ello, se parte

de la ecuacién de Lanczos (2.88):

Suv = == (1K) = [Klhas). (A.24)

la cual relaciona el tensor momento-energia de la superficie al salto que se da en la curvatura extrinseca
de un lado de la hipersuperficie al otro. Lo anterior es debido a que si la curvatura extrinseca no es
la misma sobre ambos lados de ¥, entonces surge un cascarén delgado con tensor de energia-momento

superficial. De una forma més simple se tiene para la expresion anterior:

sp = —— (K¢ — [K]hg). (A.25)
8T
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De las componentes
€ ( 284 25—)
T+ — A2
Sr 8 ( R + R (A.26)
De otra parte por medio de la ecuacién (A.1) se tiene
Sy = ouup, = SToul = —o. (A.27)
asi las cosas, igualando (A.26) y (A.27) se obtiene
1 /By B—)
—o=—|——-——). A2
4 ( R R (A.28)
De la misma manera se obtiene
o__€ (_& Sl By
=%\ &% ®rRTR)
S8 = guug =0
De aqui que .
B. B —B.
—_— = A.29
e (429
recordando que B_ = 0 porque K7 = 0, se puede integrar
/ d(ps —f-) _ [dR
B — B R’
—In(f- — B+)+C =nR,
C=InR+In(4_ —5;),
C =n(R(B- — B,)).
Luego
R(B- — B4) = cte. (A.30)
Entonces reorganizando
o= b (/3; _ /3;)
4T\ R R
se tiene
4roR? = R(B_ — By) = cte, (A.31)
lo cual corresponde a la masa en reposo m del cascarén,
m = 4ro R?. (A.32)

Retomando la ecuacién

R(B- = B1) =m,
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y reordenando

m
B— - B-i— - Ea
m

6— - E - 6—}-7

elevando al cuadrado la ultima ecuacién se obtiene la expresién fundamental para el movimiento del

cascaron:
T A.33
M = 1+ R?— —. .
mvV 1+ 5T ( )

En la expresion anterior, el primer término sobre el lado derecho es la energia relativista cinética del
cascaron, incluyendo la masa en reposo. El segundo término es la energia de unién o enlace, es decir, el
trabajo requerido para ensamblar el cascarén desde su constituyentes dispersos.

La suma de estas energfas es la energia total (la cual se conserva), que es igual a la masa gravitacional
del cascarén. La expresion (A.33) es un ejemplo de como todas las formas de energia contribuyen a
la masa gravitacional total de un cuerpo aislado. Asf las cosas, (A.32) y (A.33) son las ecuaciones de
movimiento del cascarén. Es interesante notar que cuando M < m, el movimiento exhibe un punto de
retorno en

m2
R =Rz = m
Por lo tanto un cascarén expandiéndose con una masa M < m, no puede escapar de su propia atraccién

gravitacional.

A.1.3. Ecuacion para el radio del cascaréon

» Primer método

La ecuacién para el radio del cascardn se encuentra a partir de (A.33):

e (MR

ey ) -

De aqui que

luego

M>m-— "2 (A.34)

que es otra forma de describir el hecho de que el cascarén al moverse adquiere energia cinética y

esta altera su masa gravitacional.
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De otro lado el radio R también se acota de la siguiente manera

M m
— 1>,
m - 2R
M—-—m m
- >
m 2R
m?2 A
R> —— — .35
~2(m—-M)’ ( )

lo anterior para resaltar que M > m debido a las condiciones de movimiento.

= Segundo método
1 Qué pasaria si se supone que en cada instante del colapso la masa gravitacional cumple R(7) =
2M?7.

A partir de esto la ecuacién de movimiento se convierte en
. R m 2
= —+—] -1 A.
R \/(Zm + ZR) (A36)

mIn(|]R — m||R+m|) + cte = 7.

La integracién lleva a

Si la integracién se realiza desde un R, hasta 0 se obtiene

—mn(|Rmaz — m||Rmaz +m|) + mlnm? =T,

-
(| Rimaz — m||Rimaz +m|) — Inm? = s
m’w‘ _ T

m? m’

Ropaw = mV 1+ e-7/m, (A.37)

Asi, el tiempo que demora en colapsarse totalmente es 7,4, = 5m. Se toma tan sélo la solucién

positiva.

= Tercer método

Siguiendo a Israel [57] se establece que,

L+ B2 —at o A.
W (A.38)

AroR? = % (A.39)

donde el lado izquierdo de (A.39) es lo que se denomina la masa nuclednica, que es la masa en

reposo de cada particula de polvo multiplicada por el nimero de particulas del cascarén. Sin
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embargo en un articulo posterior el mismo Israel reescribe la expresién (A.38) como [60]

dR\? b\’
14— ) =la+=—=], A.40
(%) =(o+2r) (a0
donde la constante b es la que se identifica con la masa nucleénica del cascarén, y a = m/b es la
razén que se establece entre la masa total (la cual incluye contribuciones de la energia cinética y
la energia potencial) y la masa nuclednica.!

Siguiendo a Israel [60], la expresién (1 — a)b mide la energia de enlace o de unién del cascarén. En

lo que sigue se asumird que b y m son positivas. Asi de (A.40) se establece la desigualdad

m

—>1 A41
at 2aR — 7 ( )
establece un limite superior
m
Riyge = ————, A .42
2a(1 —a) ( )
sobre el radio del cascarén si a < 1. en el caso a > se satisface de manera trivial.
Ademds de (A.42) se tiene que
Roaz > 2m, (A.43)

puesto que si una particula en el limite exterior con un radio estacionario r < 2m tendria una linea
de mundo tipo espacio. Por lo tanto se concluye que ningun cascarén de polvo puede permanecer

permanentemente sumergido dentro de su esfera de Schwarzswchild.

La ecuacién (A.33) se puede escribir como

M  mM -
[Tl 2
- +2 V1+R?, (A.44)

. M M\
2* J— PR J—
R <m+2aR) 1

., M2 M M \?
2
=—+—=+(=—=) -1
R m2+R+(2aR> ’

donde

. M M2
2 2
Re=(@-1)+—+ <2aﬁ> , (A.45)

con a = M/m. De la expresién anterior se tiene que el cascarén viajard a R = oo si y solamen-

tesia? > 1y R < 0. En los otros casos éste cae a la singularidad R = 0 en un tiempo propio finito.

Con lo anterior siguiendo a Hoje et.al [61] se distinguen 3 casos para resolver la ecuacién (A.45):

IEn este punto es pertinente aclarar que la m de Israel [60] es la M de Poisson [55] de acuerdo con la ecuacién (A.33).
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e Si a? < 1, el movimiento puede se parametriza de la siguiente forma

y=xzgsen (z) — /1 — 22, (A.46)

donde
R — Ry Ry T M VM2 + (4a2 —2)M
= . _ — 1— 2 . R — . R —
X Rl ) Io Rl’ Y lev 0 2(1_a2>7 1 20,(1 _ag)
(AA47)
Luego de acuerdo con lo anterior (A.46) se escribe como
T Ry (R-Ry R—Rp\’
1—a?— = —sen”! 1= —— A48
mone () e e

e Si a? = 1, el movimiento se parametriza de la siguiente forma

y= g(x—Q)\/l-i-x, (A.49)

donde R

M M
— =—: Ryg=—. A .50
Rov Yy Rg ) 0 ( )

Tr =

Luego de acuerdo con lo anterior (A.49) se escribe como

Mr 4(R R
=2y /1+ = A51
R2 3<R0 ) R (A4.51)

e Si a®? > 1, el movimiento se parametriza por

y = \/3:27—1 — xoIn[z + \/3327—1], (A.52)

donde
R+ Ry Ry a2 —1 M VM2 + (4a2 —2)M
= : = —_— = —F-T R = ——— R =
TR TR YT TR YT oy M 2a(a? — 1)
(A.53)
Luego de acuerdo con lo anterior (A.52) se escribe como
a1 R+ Ry’ Ry, [R+ Ry R+ Ry
—T= —1-—=1 —1}. A.54
R (Rl) BRIV UTR (459

Ahora, considerando la solucién (A.51) en la que a® = 1, la cual estd relacionada con un cascarén

que se contrae desde el reposo en el infinito se tiene que

M\*, 16(R ? R
(&) ~=5(%2) (0+5)
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(B -+(8) -2

s Cuarto método

Como se dedujo con anterioridad se tiene la ecuacién para la masa gravitacional dada por:

m2

M=m 1_,_R2_ﬁ (A56)

Ahora si se supone que R =0 en R = oo, es decir, el cascarén esta cayendo desde el reposo en el
infinito (condicién a? = 1 del método anterior), entonces M = m, lo cual hace que la expresiéon

(A.56) se simplifique como

m?
2R’

2
—+1)] =1+R?
(3p+1) =1+

mzm(l—Rl/Q)—

4R?
luego,
) AR\ /2
k= —% (1 + m) : (A.57)

donde se escoge el signo menos debido a que se considera un proceso de colapso.

Al resolver la integral se tiene que

ﬂm _ 7/d7
m(l + Af)

se obtiene que
@/‘ﬁ%%ﬁ=—/ﬁ’
5 == [

Realizando la sutitucién v = %

1 AR\*/? AR\ 2 4
<1 + > + (1 + > + cte = —T. (A.58)
3 m m
Si R =0 cuando 7 = 0, entonces cte = —2/3, asi se obtiene finalmente que

3 m

4 1 4 3/2 4 2
m 3
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A.1.4. Formacion del horizonte R, (caso particular)

La norma de la cuadrivelocidad esta dada por:

Ui = guuru’ = goo(ug)2 + 911(“92,

= —F(R)T? + F(R)'R2. (A.60)

De acuerdo con el cuarto método, se tenia la condicién de que R = 0 en R = oo, es decir el cascarén

estd cayendo desde el reposo en el infinito, entonces M = m, lo cual daba como resultado

. 2 AR
2= (1428 A.61
4R2 ( + m )’ ( )

luego, al utilizar esta condicién en la normalizacién (A.11) se obtiene que

. 1
% = — A.62
= (A.62)
asi, la ecuacién (A.60) se escribe como
u? = —1+ F(R)"'R%. (A.63)
Igualando a cero, se tiene
uw?=—-1+F(R)"'R>=0 (A.64)
cuya solucién de acuerdo con (A.61) es de la forma
m? 4R 2m
AL (S I I ) T
(1) = (%)
m?  3m
R oY
4R* — 12mR — m? = 0, (A.65)
cuya solucién es
3++10
R(7) = (fm) (A.66)
A.1.5. Escalar de Kretschmann
Partiendo de la expresién (A.8) bajo la condicién (A.11) se obtiene que
ds? (X) = —dr? + R*d0* + R? sen® 0d¢*. (A.67)
En general se tiene que la lagrangiana de la métrica se puede escribir como
1 a.p
L= 5908273, (A.68)
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luego la lagrangiana de la métrica (A.67) es

1 . .
L= 2{—+2 + R%6% + R256n29¢2}.

A partir de las ecuaciones de Lagrange

(A.69)

d(oLy_oL
d\ \ it oz

se determinan las ecuaciones geddesicas

A2+ " dz® dzP

— Tl =0
d\? B dx dA ’
las cuales seran de ayuda para calcular las conexiones o simbolos de Christoffel diferentes de cero.
Luego, para la coordenada 7 se tiene que
oL .
g
or

d (oL _ .
a\or )~ T
oL

== = RR'6® + RR sen® 64>,
or

con R = dR/dr. Las ecuaciones de lagrange son

74+ RR 0% + RR sen?04? = 0,

luego

7o=RR;  T7,=RR sen®d. (A.70)
Para la coordenada 6 se tiene que
oL

—_— = RZé,
00

d (OLY\ o dRdr , . po
oL 5 0
50 = R*senf cosf¢o”.
Las ecuaciones de lagrange son

’

6+ 2%7"9 —senfcosfd? =0,

luego
0 0 R 0
Y,=Ty, = i [y = —senfcosd. (A.71)
Para la coordenada ¢ se tiene que
oL

— = R%gen’ ',
0¢ ¢
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d (0L . / . ..
—( =) = R?sen?0¢ + 2RR sen® 67¢ + 2R*sen 6 cos 609,
dA\ 0¢
oL
— =0.
¢
Las ecuaciones de lagrange son
. R . cosf - .
2—7 2= 0¢ =
o+ RT¢+ sen 6 ¢=0,
luego
R cos
¢ _ 1o _ . ¢ _ 19 _
ITy=T =g F9¢*F¢9*m' (A.72)

De las expresiones (A.70) a (A.72) se encuentran las componentes del tensor de Riemann

, R//
Rlypp=—sen®(1+(R)?);  R'p= ",
, R//
R, =1+(R)% RO ="
THT +( ) ) TT) R )
R’y = RR; R, ,=RR sen0. (A.73)

Las tres componentes independientes contravariantes y covariantes del tensor de Riemann estdn dadas

respectivamente por:

12 "

R R (1+(R)?)
TOT0 _ TV . THT _ . b0 _ 1= T A\Tr A.74
R R3’ R sen2 OR3’ R senZ2 QRS ’ (A.74)
Rrorg = —RR';  Rygry = —Rsen®0R’;  Rggos = —R>sen0(1 — (R')?). (A.75)

Con las expresiones anteriores se obtiene le escalar de Kretschmann K = Ram‘sRamg, dado por

1+2(R)?+ (R)* +2R*(R")?
Rt
donde debido a que el pardmetro afin es el tiempo propio R =R y R" = R. De lo anterior se tendrfa

una singularidad en R(7) = 0.

A.2. Cascarén negro con masa y carga

Se establece para la region interna V_ un espacio-tiempo plano cuyo elemento de linea estd dado
por la ecuacién (A.2), y para la regién externa Vy la métrica de Reissner-Nordstrom, cuyo elemento de

linea es la expresién (A.7), con

B oM @2
J(r) = F(R) =1 - = + %, (A.77)
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Para obtener la ecuacién de movimiento se sigue un andlisis similar al realizado para obtener (A.33),

que para este caso es

M=mV1+R— <M> (A.78)

2R

De nuevo se supone que R = 0 en R = o0, es decir el cascarén estd cayendo desde el reposo en el infinito,

entonces M = m y la expresion anterior se escribe como
2
— (1l — R2)Y/2 _ m  Q
m = m( 7 m\ 3R T 2w )
2
m Q? -
— = 1, =1+R
{ (3~ 3om) +1} =1

m Q? 2 m Q> I
@R%m>+<RmR>R’

1 2\ 1 Q? :
Sea )
luego (A.34) se reescribe como,
R= ~35 (A2 +4AR)Y2, (A.81)

donde se escoge el signo menos debido a que se considera un proceso de colapso.

/ 2RdR / &
(A2 + 4AR)1/2 ~

Realizando la sustitucién u = 4AR se obtiene que

L/ﬂ__/d
8AZ | (A2+u?)l2 o

1 (A2 +u)— A%
8?/ A2+ )/ d“__/dT’

1
- g(A2 +4AR)%% 4+ (A2 4 4AR)Y? 4 cte = 4A%T. (A.82)

Al resolver la integral se tiene que

Con el valor explicito de A se obtiene

4(m—gj>272—;[(m—gj)2+4<m—gj) r/Q+[(m—gjy%(m—gj)}z]mﬂte. (A.83)
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A.3. Vectores nulos y expansiones

1. Métrica interior

Para la métrica interior (A.2)se tiene

ds® = —dt* + dr* + r?d6? + r? sen? 0dp? (A.84)
con
gi=—1, g'=—1, gn=1 ¢ =1 gw=1" ¢°=1 ge=risen’f, g¢"=_ - _
tt ) 9 Y ) ) ) 7’2 ) f0303 ) 7_2 Sen2 9 .
A.85)
De acuerdo con Poisson [], se tiene la relacién de completez
g°P = ennf + h“be;"ef, (A.86)

con € = #1, dependiendo si la hipersuperficie es tipo espacio o tiempo; h% es la métrica inducida que

para el espacio interior es
ds? |, = —(T? — R?)dr + R%d6? + R?sen® 0d¢?>. (A.87)

Asf se tiene para los indices a = (¢,7,0,0) y a = (7,0, ¢). Luego se tiene para la métrica inducida

o g 1 1 1
her = —(T*-R?), W7 =————"", hog=R? 1" =— hgs=R’sen’0, h*=_———.
( R7), T2 i) 99 = I, 7z oo R?sen” 0, T ooZd

(A.88)

De acuerdo con lo anterior se calculan las componentes del vector normal n® en la expresién (A.86)

como
tt t\2 . pab t t
9" = ")+ h%e e,

0 0
git = (nt)2 + hrreiei +ﬁ@€§€g’+ hoe fb%’

2
1=~ Gy
I .
T2 _R2

grr _ (nr)2 + hab62627

0 0
i (nr)2 +hTTele” +M+ hée ;eqﬁa

R2

1=(n")?— T
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+7
L — (A.90)
T2 _ R2

gG _ (n9)2 4 habegeg,

0 0
g% = (n?)? + BT+ h%% ey +M

1 oo 1
=t e
Sobre la hipersuperficie r = R
n? =0. (A.91)
De igual manera
n® = 0. (A.92)
Luego se tiene las componentes de n®
R T
w = (e —00). (2.9
VT2 - k2 T2 - R2
R T
Ng = (_ D — D o 7070>a (A94>
VT2 —R?2 /T2 — R2

donde se cumple que
nan® =1 (A.95)

AB b

La métrica sobre la 2-superficie S,inducida de hqp es 07 e%ey, con A = (6, ¢), cuya relacién de com-

pletez establece
het = erar® 4 gABeq el (A.96)

De acuerdo con lo anterior se calculan las componentes del vector normal r* en la expresién (A.96)

como
2 AB
KT =—=(r")* 4+ 0" Feleh,

0 0
KT =—(r")? +o%efe; + oPleler,

1 T\2
_T2 _R2 = (7“ )
S (A.97)
T2 _ 2
Ahora, se tiene que
r® =rey, (A.98)

luego,
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T
VT2 _ R2
0 0
rT:rae£:r76:+%+%

N (A.100)

VT2 — R2

rt =TT = (A.99)

R0 — —(r9)2 4 gAB el el

T = —(r?)2 + 0%%ehef +M
1 1

EZ—O"Q)Q—‘FE—)TO:O.

un cdlculo similar se obtiene para la componente ¢. Utilizando de nuevo (A.98), se obtiene
r =r? =0. (A.101)

Asi, las componentes del vector normal r® son

T R
ra = - 0 ) 0 0 7050 ) (A.102)
VT2 —R2 /T2 — R2
T R
Ta = <_ 0 — 0 D a070)a (A103)
VT? — R2 /T2 — R2
donde se cumple
ror® = —1. (A.104)
Ademis de (A.93) y (A.103) se establece
ron® = 0. (A.105)
2. Métrica exterior
Para la métrica exterior (A.7)se tiene
ds? = —f(r)dt*> + f(r)"'dr® + r*df* + r* sen® 0d¢* (A.106)
con
gi=—f @ = g =1 g =F g =1 ¢ = ges=risen0, %=L
tt ) ) rr s ) 06 ) r2 ) bP 3 r2sen2 0 .
(A.107)

La métrica inducida que para el espacio exterior hyp es

ds’|s = —(FT? — F7'R*)dr + R?d6? + R?sen? 0d¢”. (A.108)
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Asi se tiene para los indices « = (t,7,6,¢) v a = (7,0, ¢). Luego se tiene para la métrica inducida

. . 1 1
_ 2 p—1p2 T _ _ p2 00 _ _ P2 a2 b
hTT——(FT —F'R ), h ——m, h@Q—R y h —?7 h¢¢—R sen 9, h
(A.109)
A partir de la relacién de completez (A.86) se obtiene las componentes del vector normal n®
0 0
9" = (n")? + W77 elel + h¥epey+ hilebel
—F7 1= ()% - T—2
(FT? — F~1R?)
sobre la hipersuperficie f = F,
+F'F
nt = . s — (A.110)
VFT?2 - F-1R2
rr r\2 TT T T 00 0 Yo N 0
9" = (n")? + hT7erey + W eheg + heleleyT
52
F=(n")? - R—
(FT? — F~1R?)
+FT
n" = - —. (A.111)
VFT? - F-1R2
0 0
9" = (n")? + KT+ hehey + holelef
1 1
7‘72 = (n9)2 + ?
Sobre la hipersuperficie r = R
n? =0. (A.112)
De igual manera
n® = 0. (A.113)

Luego se tiene las componentes de n®
F-'R FT
PO S S g
VFT? — F-1R? \/FT? — F1R?

T
na< L | ,0,0), (A.115)
VFT? — F-1R2 \/FT? — F-1R?

donde se cumple que
nen® =1 (A.116)

_ 1
" R2sen28’
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Las componentes del vector normal r* de acuerdo con (A.96) son

0 0
W= —(r")? +o%efey + olleTer,

—— — = —(r")2
FT? - F-1R?
+1
= : . (A.117)
FT? — F~1R?
Ahora se tiene que
r =rveq, (A.118)

luego,
0 0
rt =1 :rTetTJr%jL%
T

Pt =TT = (A.119)

VFT2 — F1R2
0 0
R
R

= (A.120)

VFT? — F-1R2

W — —(19)2 4 oABel el
0
RTT = —(r?)? + 0006262 + 0% €
1

1
:—(TG)Z—&—E —r? =0.

R?
un cdlculo similar se obtiene para la componente ¢. Utilizando de nuevo (A.118), se obtiene

r? =r? =0. (A.121)

Asi, las componentes del vector normal r® son

; .
ra( i _ : R : ,0,0), (A.122)
VFET2 — F-1R2 \/FT? — F-1R?
FT FIR
Ta = <_ z — 5 D 707 0)7 (A123)
VET2 - F-1R2 \/FT2 - F-1R?
donde se cumple
ror® = —1. (A.124)

Ademés de (A.115) y (A.122) se establece

ron® = 0. (A.125)
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Vectores nulos
Los vectores nulos se construyen como [ref]
[« = i(n“ +r9) N® = L(ro‘ n%) (A.126)
V2 ’ V2
Para la métrica interior de acuerdo con (A.93) y (A.102) se obtiene
1 R+ T T+ F
o = ( Rl THR ,o,o>, (A.127)
Ve\T2 —R2° /T2 — R2
1/ T-R R-T
Ne = ( L ,0,0), (A.128)
V2 \/T2 R2 \/T2 _
ademas,
1 R+T) T+R
lo = ( (RT) THR ,o,o), (A.129)
V2\\/T2 —R2" /T2 —
1 T-R) R-T
Ny = < ( ) ,—— : ,0,0), (A.130)
Ve\\/T2 —R2 /T2 — R?
donde se verifican las relaciones
lo1% =0, NoN® =0, [oN® = —1. (A.131)
De igual manera para la métrica exterior de acuerdo con (A.114) y (A.122) se obtiene
1 F'R+T FT+R
l(X:( - + —, . + - ,0,0), (A.132)
VFT? — F-1R? \/FT? — F-1R?
1 T—-F'R R—FT
a:( - — - — Yy )a (A133)
VFT? — F-1R? \/FT? - F-1R?
ademas,
1 R+ FT T+ F'F
za:< —(R+FT) THF R ,0,0), (A.134)
V2\\VFT2 - F-1R? \/FT? — F-1R?
1 FT - F F'R-T
Na:< —( R)' , = R - ,0,0), (A.135)
V2\VFT? - F-1R? FT? - F1R?
donde se verifican las relaciones
1% =0, N N =0, [,N®=-1 (A.136)

3. Factores de expansién ©() y Oy,
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De acuerdo con la ecuacién (3.26) se establece
¢*P = g +1°NP + NP, (A.137)
Para la métrica interior se tiene de acuerdo con (A.137)
gt = gt + 20N,
2 < R+T > ( T-R )
=-1 + 3 0 D 0 5 )
2 \/T2 — R2 \/T2 - R
T2 - R?
R T Tha
qtv" — gtr +ltNT +Ntlr,
0+1< R+T )( R-T >+1( T-R )( T+R >
2\ 12 -2/ \\/T? — R2 2\ 12 — 2 VT? — R?
_1R?-7? +1T2—R2 B
272 _R2 272 _R2
Asf se tiene que todos los ¢®? = 0, excepto
1 1
= = ¢4 = : A.138
e r2’ e r2sen? 6 ( )
Las expansiones nulas se dan por la expresién (3.25)
Ow =d*"Vals, O =4 VaNs. (A.139)
De acuerdo con (A.127), (A.128) y (A.138) se obtiene para la métrica interior
Owp =0, Ow) = 0. (A.140)

Para la métrica exterior se tiene de acuerdo con (A.137)

qtt — gtt _|_2lt]\]157

1 2( F'R+T )( T-F'R

—-—<+3 - -
f 2 \/FT2 _F-1R2
1 T?—F2R?
F ' FT? - F1R2

VFT? — F1R2>’
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qt'r‘ — gtr +ltNr +Ntlr7

_0+1< F'R+T )( R—-FT )+1( T-F'R )( FT+R )
2\VFT? - F'R2)\VFT? - FR?)  2\\/F1? - F-1R2) \\/FT? — F-1R?
1 [F—lR2 ~RT+TR—FT?+ FT?+ TR~ RT — F—lRQ} .

2

- FT? — F-112

Asf se tiene que todos los ¢®? = 0, excepto

1 1
00 _ L bP ) A.141
1 1 r2sen? 0 ( )
De acuerdo con (A.132), (A.133) y (A.141) se obtienen las expansiones nulas asociadas a la métrica

exterior

Ow =0, Ow) = 0. (A.142)

En el contexto de la geometria de superficies en espacios lorentzianos, se establece que las superficies
cerradas, compactas y sin fronteras, se caracterizan en relacién con las restricciones que se imponen
sobre ambas expansiones de sus vectores nulos, como se muestra en la siguiente tabla [65, 74]

Una superficie se define como no atrapada si © ;O < 0.

’ Superficie \ Oq \ O ‘
1. Superficie atrapada <0 | <0
2. Superficie débilmente atrapada <0 | <0
3. Superficie marginalmente atrapada =0 <0

Superficie marginalmente atrapada <0 | =0
4. Superficie atrapada pasado >0 >0
5. Superficie débilmente atrapada pasado =>01| =20
6. Superficie marginalmente atrapada pasado | =0 | >0

Superficie marginalmente atrapada pasado | >0 | =0

Tabla A.1: Caracterizacién de superficies de acuerdo con las expansiones O y Oy

Cuando se realiza restriccién sobre una de las expansiones nulas ©(;) o Oy, se obtienen otra clase de
superficies: superficies atrapadas exteriores. Si se supone por alguna razén que una de las direcciones
nulas futuras se selecciona geométricamente tal que apunte dentro de la direccién exterior de la super-
ficie S, entonces ['es la direccién nula exterior futura y N la direccién nula interior futura. Asf se tienen
las siguientes clases de superficies: La clasificacion 5 a 8 se realiza si la orientacién temporal se invierte
pero la nocién de exterior es inequivoca. Para estas clasificaciones —N es la nueva direccién nula exterior

futura, donde la expansién nula de —N es —O -

De acuerdo con los resultados (A.140) y (A.142), y a partir de la clasificacién 3 de la tabla A.1 y
la tabla A.2 se podria argumentar que el cascarén es una superficie atrapada exterior marginalmente
(MOTS).

De los trabajos de Schnetter et.al y Carrasco [65, 74], las superficies atrapadas implican la existencia de

una singularidad en el futuro. Ademads, para el caso de las MOTS, se consideran como el reemplazo cuasi-
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’ Superficie \ Expansiéon ‘
1. Superficie atrapada exterior O <0
2. Superficie atrapada exterior débilmente Op <0
3. Superficie atrapada exterior marginalmente (MOTS) Oy =0
4. Superficie no atrapada ©p >0
5. Superficie atrapada exterior pasado O >0
6. Superficie atrapada exterior débilmente pasado O 20
7. Superficie atrapada exterior marginalmente pasado (MOTS pasado) | ©x) =0
8. Superficie no atrapada O <0

Tabla A.2: Caracterizacién de superficies restringiendo los Oy y ©(x)

local del horizonte de eventos. Si no se tiene en cuenta la evolucién, los agujeros negros, el horizonte
de eventos y las superficies atrapadas marginalmente exteriores son esencialmente los mismos en un
configuracion de equilibrio.

La manera como se comportan los vectores relacionados en las expansiones ©(; ) para el cascarén se

muestran a continuacién (A.1). Debido a que el cascarén ¥ es una hipersuperficie tipo tiempo, el vector

V. :Minkowski V, :Schwarzschild

Figura A.1: Vectores nulos para un cascarén de polvo en colapso.

[e3

n® es tipo espacio y r® es tipo tiempo, y la superposicién de estos de acuerdo con (A.126) dan la

orientacién de [* y N¢.

A.4. Cascaron con presion

Siguiendo a Israel [71], se realiza el andlisis de la dindmica de un cascarén esférico compuesto de
polvo al cual se le asocia una presién superficial interna.

Para el vector normal sobre la hipersuperficie se define

n-n=nfn, =n==+l (A.143)
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La ecuacion de Lanczos es
- 8777751117 = [Kab - gabK]7 (A144)

la cual se puede reescribir como
— 818 = [Ky — K o (A.145)

s

Las ecuaciones de campo de Einstein sobre la hipersuperficie establecen
Gagein® = Kba;b - K,. (A.146)

Luego,
Gapeln? = Kba;b — K, = 81T, peon”,

donde se toma G = ¢ = 1. Con lo anterior se tiene la ley de conservacién para el tensor momento-energia
08’ = —[Tapesn”]. (A.147)

La métrica sobre la hipersuperficie es
ds* = R*(1)dQ? — ndr?, (A.148)

de tal manera que para una historia tipo tiempo, R(7) es el radio del cascarén en el tiempo propio 7.

Ahora para el escalar de curvatura extrinseca
K=K, +K%+K® =K +2K%,
donde se asume que
0
K’ = K?,

lo cual ya se ha probado con anterioridad en la seccién A.1.1. Entonces partir de la ecuacién (A.144),

se obtiene
_87”757—7 = [KTT - K] = _Q[KGG]’

4mnS”. = [KY). (A.149)
La ley de conservacion para el tensor momento-energia se simplifica al asumir que la geometrias interior

y exterior del cascarén son de la forma

2 dr? 2 102 2

con diferentes funciones fi(r) y f2(r), para el interior y exterior del cascarén respectivamente. A partir
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de la forma de la métrica (A.150) se tiene que 7", = T%, luego

tt
Tageg‘nﬁ =Tue,n' + Trpeln”,

= *Ttt + Trr = 07
es decir que los alrededores no realizan trabajo sobre el cascarén, luego a partir de (A.147)

1S’ =0. (A.151)

Con lo anterior se obtiene
Sba;b = Sba,b + Fbcbsca - I‘cabSbc'
S ar S g+ 8% =S+ g+ 8% 4 (7o + 10 +1%,,)S%, —T¢,. 7, — °,48% —T°,,5%.

Luego
S+ 8+ 8% =S + 8% g+ 8% TS, + 17,8 +T7,,.5% +
FQTGSTO, + Fg@esaa + F9¢95¢a + F¢T¢STG + F¢6¢Sea + F¢¢¢S¢a_
(FTaTSTT + FGaTSTG - F¢aTST¢) - (FTaGSOT + F9a9599 + F¢a089¢)_

T ¢ 6 o} fol ¢
(17,5 8% +T0,,5% +T% §7).

Simplificando para a = 7 se obtiene de acuerdo con (A.151)
Sy =87 410,87, +1% 57 — 17 ,8% —T°% 5% =0. (A.152)

De acuerdo con (A.148)
(A.153)

=) 5

1‘\97_9 = F¢T¢ =
Reemplazando en (A.152)

2R R
7R
ATR*ST__ +4m - 2RRS", — 4w - 2RRS% = 0,

STT7T+ (599+S¢¢) :07

donde se ha usado el hecho de que S% = S¢¢.
Si el 4rea del cascarén es A = 47R? y la presién superficial interna es P = Sg, lo anterior se puede
escribir como

d dA

(57 A) + P2 =0, (A.154)

asi, toda la informacién esencial alrededor de la dindmica del cascarén esta contenida en la ecuacién
(A.149) y la ley de conservacion (A.154).
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Ahora las componenetes de la c-velocidad del cascarén y del vector normal estan dadas por?
u® = (R,0,0,1), ne = (£,0,0,—R).
La normalizacién de n-n = —u - v = 1 da como resultado
n®dur = fi = e(nf + R*)'/?,

con la introduccién de la constante € = sign(n®d,r) = £1, la cual nos dice cuando la coordenada radial

se incrementa hacia afuera. Ademads de lo anterior tambien se puede concluir

1 fre e(nf + RH)Y?
K99 = in‘uau(lnTZ) = ?T = ? (A155)
Al sustituir (A.155) en (A.149) se obtiene
52\1/2
4mn ST = % (A.156)
Si se identifica 0 = —S7_ y m = 4w R%0, las expresiones (A.156) y (A.154) se escriben
7]% = —[e(nf + RV, (A.157)
d dA
% + P2 =0, (A.158)

Para el caso de interés, donde la metrica exterior es la métrica de Schwarzschild con fo =1 — % v la

métrica interior es la de Minkowski con f; = 1 se tiene para la expresién (A.157) con e =n =1

= —[(f + B)Y? = ~{(f2 + B2 — (1 + B*)V/?},

1/2
= —{(1 - % +R2) -1 +R2)1/2},

2M D\ M2 - m
1-—+R? =V1+R2— —.
(1-2 + ) V-

=3 w3

Finalmente resolviendo para la masa gravitacional M se obtiene una vez mas la ecuacién de movimiento
del cascarén (A.33)

. 2
M:m\/1+R2—;n—R, (A.159)

La presién interna del cascarén se encuentra diferenciando la expresiéon (A.157)

m  mR B e(nf + 2RR)
(7)o ey

2¢l orden de las coordenadas es r, 6, ¢, t.



Apéndice A. Formalidades del cascarén negro 148

Woomi B[ enf +28
m_mR R [GWH] (A.160)
R™ R o + B2y
diferenciando (A.158) _
L (A161)
Igualando (A.160) y (A.161)
1 "+ 2R
8P =~/ + ~ [e(nf + 25) ] (A.162)
R ml2(nf + R?)Y?
Utilizando de nuevo la expresién (A.157), se obtiene en (A.162)
1 . 1[ e(nf +2R)
8P = —Ie(nf + R? UQ—&-[. . A.163
R R R P (A.163)
Al considerar R = 0 y simplificar
52\1/2 !
8P = {6(7”0“?‘ 7y < } (A.164)
nR 2(nf + R?)1/?
Haciendo € = n = 1, se obtiene
o2f + 2R+ f
167P = [W]
R(f + R2)Y/2
Reemplazando fy y f1 por los valores respectivos se encuentra la presién interna del cascarén
2 2M 4 oR? V1+R?
167 P = B 2V1+ R . (A.165)

Ry\/1— 2L 4+ R2 R

Finalmente si se hace R = 0 en (A.157) y (A.164), se obtienen las ecuaciones para un cascarén estético

0 = ~lenp)'"), (A.166)
167P = [(77];1/2 (f’ + 25)} . (A.167)

Una vez mas reemplazando los respectivos valores de fa y f1 con € =1 = 1 se obtiene

2

M=m-— ;’iR, (A.168)
22 2
167P = Risz - (A.169)
1=

Reemplazando (A.168) en (A.169) y simplificando se obtiene la presién interna para el cascarén estético

m2



Apéndice B

Modos de Campo de
Hartle-Hawking

El contexto més apropiado para introducir los estado de Hartle-Hawking es el de los estados fun-
damentales o base para estrellas y agujeros negros [10]. En este apéndice se introducen los estados de
Hartle-Hawking siguiendo las referencias [8, 70]. Debido al principo de equivalencia el vacio de Minkows-
ki |0)ps para el observador FREFOS, se identifica con el de Hartle-Hawking |0) para el observador
FIDO y de la misma manera, el vacio de Rindler |0)g con el de Boulware |0)p. Asi las propiedades
con las cuales se caracterizan los modos de campo de Hartle-Hawking son similares para los modos de
Minkowski.

B.1. Modos de campo de Boulware

Se considera un campo escalar ¢ el cual se define sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild extendido
maximalmente de acuerdo con la figura (B.1).
Es decir, ¢ satisface la ecuaciéon de Klein-Gordon Asi, el campo escalar ¢ satidface la ecuacion de
Klein-gordon
(O —-m?)¢ = 0. (B.1)

Desarrollando, se tiene que el DAlembertiano estd dado por

1
V=5

En particular para el sector I del espacio-tiempo de Schwarzschild extendido maximalmente de acuerdo

O =

Bo(v/—99" ) + J%fgaaw:;gabab).

a la figura(B.1), donde I : Z > |T'| cuya métrica estdtica estd dada por

dr?

ds® = —f(r)dt +f(7")

+r2dQ?,

144
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Figura B.1: Espacio-tiempo de Schwarzschild extendido maximalmente.

un conjunto de modos de solucién para las regiones I y II de (B.1) es el siguiente

palt, 1) = po(r)Yin (8, w)lrem, (B.2)

2|w|
los cuales corresponden a ondas planas esféricas pq(t, %), donde
x=z%=(r0,9), Q=w,l,m,

los modos de Boulware para cada sector I o I se pueden expresar en términos de una funcién de paso
unitaria ©.(x) tal que
e (1) = palt;x)0.(a), (B.3)

donde z = (¢,1,0,¢), e = %1,y
O (x) = %{9(—6[]) +60(eV)}. (B.4)
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Es importante senalar que 6. satisface las siguientes propiedades

O +6_. =1, (B.5)

O+ = J{e(V)) — (1)), (B.6)

donde €(V') = sign(V), e(U) = sign(U). El conjunto de modos {QOS) (w>0)} es completo y ortonormal
[75, 76]. Asi, ¢ se puede expandir para todo el espacio-tiempo de Schwarzschild extendido maximalmente,

de la siguiente manera
3(x) = b5 ol (x) + hec. (B.7)
€,

B.2. De los modos de Boulware a los modos de Hartle-Hawking

En esta seccién se haran los detalles completos e integrales para la construccion de los modos de
Hartle-Hawking, siguiendo [8, 72]. A partir de la expansién (B.7) se realiza la cuantizacién de Boulware.

Un esquema de cuantizacion alternativo se puede basar en la forma armoénica

1 .
HQ(U) = 47T|Q e_ZQUa

.

Hq(V) = eIV,

VA7|Q|

En esta forma armonica los modos de Hartle-Hawking no se relacionan de manera simple como lo pueden
estar con los modos de Boulware. En lugar de ello se recurre a un formalismo desarrollado por Unruh

[72]. En ese sentido W. Israel introdujo una transformacién de Bogolubov [8]:

XS) = cpg) (x) cosh y + @&_E) (x)senh , (B.8)

donde x esta dado en términos de
tanh y = e~ ™«l/xo (B.9)

con kg la gravedad superficial correspondiente.
Asi, a través de la transformacién (B.8) se construyen los modos de Hartle-Hawking XS)(X)-
Primero es necesario calcular y justificar (B.8) y (B.9), luego explorar su naturaleza como modos de

frecuencia positiva y considerar la completez para hacer un segundo esquema de cuantizacion.

B.3. Justificacién de la transformacién de Bogolubov y deter-

minacion de los modos HH
De las propiedades de la solucién de Kruskal [55, 77]

2kpt =InV —InU. (B.10)
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En esta expresién no se distingue el tiempo ¢ de la regién I, ni el ¢ de la regién II. Para hacer una

distincién su hace una extensién al plano complejo (figura B.2)

(-t,iy) (t,iy)
A B
a
r4 ,: T
t
+
IT
t,y>0 € R
D @
(-t,-iy) (t,-iy)
Figura B.2: Extensiéon al plano complejo de ¢ .
t+iy, zel,
ty = Y (B.11)
t—iy, xze€ll,
donde se observa que se dobla el tiempo
—t
t= Tt e=41,
—
pero se aplica a las dos regiones I y I1.
Entonces la expresién (B.10) se debe duplicar
2I€0t+ = 1H+ V- 1H+ U,
2k0t— =In_V —In_VU,
lo cual en forma compacta se escribe
2kote =In. V — In. U. (B.12)

Por razones que exige el estudio de las propiedades analiticas de las funciones en (B.12), como se verd

mas adelante, es necesario extender su definicién en los reales R a los complejos C.

En particular, la funcién f(V) = In; V, definida en R, se extiende a los complejos de la siguiente manera

f(Vy) =V,
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con

V. =re,
InV, =Inr+1i(0 + 2kn), K=0,+1,+2,...

Para la rama k = 0, para efecto de definir de manera unica la funcién

f(V2) =In|V;| +iarg V.. (B.13)
Asi, los valores de f(V}) sobre el eje real, de manera general y tnica, estdn dados por

I V = In V] + %%(V), (B.14)

donde €(V) es el signo de V. Es decir: la manera “mds simple” que describe In V, en general y de forma

Unica se muestra en la siguiente figura (B.3) Como —oco < V < o0, de (B.13)

el

L
corte de rama =5 > Vz

0
\ Re
e
‘eje real
-3 TT
— € —
2 0 2

Figura B.3: Representacién de In V.

In, V, = f(V,) = n|V,| +i(argV; + 7/2),

V>0, 6=0,
V<0, 6=-m.

Entonces en

(Vo) =In|V,| +i(0 +7/2),
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para V > 0,

f(V) =In|V,| +in/2,
para V <0,

f(V2) =In|Vi| —im/2.
Es decir,

V) = FV) =T, V= |V] + De

De igual manera se construye

In, U =n|U|+ %e. (B.15)
de la expresién (B.10)
1 |4
=-—In— B.16
2:%0 H‘U ’ ( )

y de la expresién (B.12)

1
t+ = Q—HO(ln+V— 11’l+ U)

Al reemplazar (B.14) y (B.15) en esta dltima expresién

by = 2%0 Kmm + Z%m) - (an| + Z%(U))].

Entonces, se obtiene

t+ 4%, xel,
t, = 20 (B.17)
— L, xell.

QHO ?

Comparando (B.17) con (B.11) se obtiene

De (B.14) y (B.15) se generaliza

In .V =1 |V]+ %TE(V)G,

In. U =In|U| + %E(U)e. (B.18)

Calculo de t. genérico

Con base en (B.12) y (B.18), usando (B.6) y (B.16)
T
te=t+-—(0.—O_,).
Para sumar t con im/2k0(0. — O_.), se introduce la relacién

t=1t(1) =6 - 0-),
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con base en la expresion (B.5).
Asi,
s s
te=(t+— )0, t— — |O_.. B.19
( + 2/4:0) + ( 2/430) ( )
Calculo de t_ genérico
De acuerdo con (B.12) se introduce
2K0tee’ = ln“/ V- 11’1661 []7 (BQO)
luego,
InV=h|V|+ Z%Te(V)ee/,
T ’
InU=In|U|+ EE(U)EE . (B.21)
Siguiendo el mismo procedimiento para obtener la expresién (B.19) se obtiene
LT LT
t o= (t+—e O+ (t——¢)O_. B.22
v =(t+ Yot (1= 5 (3.22)

De e ! en (B.2) a ¢(V) en XS) (x)

Se desea que a partir de los modos de Boulware construir los modos de Hartle-Hawking. Los modos

de Boulware son de frecuencia positiva con respecto a t., y se vera mas adelante que los de Hartle-

Hawking son de frecuencia positiva con respecto a U y V.

Para ello se calculard e~ y e~ '’ a partir de (B.19)

e—im&E — e—iwté(l) — e—iwtF (@6 _ @_6),

) —w <t+ ;:0 ) —iw (t ;:0 )
e~ Wt — ¢ O.+e C)

Asi,
Ciwte _—iwt [ E g
e =e e O, +e 2700_, |.

De manera similar se obtiene para el término e~ ‘e’

—twt s —iwt &E/ *&E/
e e =e e2r0” O, +e 270" O_. .

Si se identifica ¢ = e(w) = sign(w), (B.24) se escribe como

—iwt —iwt Tlel —zlel
e Wl = ¢ e?0 0, +e 0 0_.|.

(B.23)

(B.24)

(B.25)
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La forma natural de escribir el tiempo es t o t.. Debido a que e conjuga el signo debido a las regiones y
a los modos de frecuencia positiva o negativa, el producto ee consolida el signo definitivo de la expresién.

De acuerdo con lo anterior, de (B.22)

2I€Otg = h’lg V- lng U,

e(w)e =&

De esa manera, (B.25) se puede escribir

donde |w| = we = we(w). Luego

iw 52— (Inz V —Ing —iwt [l —Zlel
e*lwm(lne V-l € U) —e t (e 2r(Q @6 + e 2KQ @—6)7 (B26)
los cuales son de frecuencia positiva si € = 1, y negativa si € = —1.
De (B.26) se toma el término
lw]| ( 1ru.)>1/2
e?0 = e ro
Ahora se denomina
w|w]|
e o =tanhy, x(w) = x. (B.27)
lw|
Entonces e 270 se escribe como
cosh x 1/2
senh y ’
De esa manera (B.26) se reduce a
[(senh x)(cosh x)]}/2e @t = ¢~ [cosh YO 4senh YO _] = [(senh x)(cosh x)]*/2e™%/2%0 (In. V —In. U))

(B.28)

Para calcular la transformacién de Bogolubov (B.8), se tiene a partir de (B.3)

0 (2) = palt,x)O.(z),

1 .
= X)——e O ().
@Q(f)\/m ( )

entonces, si en la expresién (B.28) se multiplica a ambos lados por ¢q(x) , se obtiene

1
V2l

(senh x)(cosh x)]"/* iy 1
2] pa(x)e °(IneV —1ln:U)) =e va(x) m[cosh XO, + senh xO_],
w

= <p§§) cosh x + @5{6) senh x. (B.29)
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Al comparar con (B.8)

- [senh x cosh it
XQ(x) = 2‘0.)‘ SOQ(X)@ tev
[senh h .
_ sen 2X‘ C‘OS X Yo (z)efzw/Qim (lng v — lIlg U)7
w

= (pg) cosh y + <p(7€) senh Y, (B.30)

con € = e(w)e = sign(w)e, donde se observa que x lleva |w| = we = we(w).

XS)(Z‘) como modos de frecuencia positiva

Los modos XS) () en (B.30) son de frecuencia positiva para € = +1 y negativa para € = —1, con

respecto a U y V. La existencia de dos tipos de modos aparece operacionalmente en los desarrollos
anteriores, jpero qué significan?. Para dar respuesta a esto se realiza una introduccién a las funciones

de frecuencia positiva y luego se verifica que los modos XS ) (x) satisfacen éstas propiedades.

B.4. Funciones de frecuencia positiva

Una funcién analitica f(t) es de frecuencia positiva en ¢, es decir, su espectro de fourier contiene
Unicamente frecuencias positivas, si es regular y acotada en el semiplano inferior del t-plano complejo
[10].

Para comprender esta definicién es necesario aclarar dos consideraciones matematicas:

i. f(t) tiene un espectro de Fourier con frecuencias tnicamente positivas si satisface

flw) = \/% /jo et f(t)dt =0, si w<O0. (B.31)

Antes de analizar las propiedades de f(t) para satisfacer (B.31), se deben cumplir otros requeri-
mientos matematicos:

Las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon (B.1) en general no satisfacen un producto interno
definido positivo, por ello se escoge el subconjunto de soluciones de frecuencia positiva de (B.1)
para conformar el espacio vectorial, fundamento del espacio de Hilbert de una particula. La inte-
gral que determina el producto interno definido positivo, debe conducir a una norma finita. Todas
estas condiciones matemadticas se establecen de manera clara en [78].

ii.
oo

0=VT(fw)= / V(7 t)e™tdt, para w <0,
—o0

Entonces, V(7 t) debe ser analitica en el semiplano inferior de t-plano complejo [79]. Es decir,
si se extiende t al plano complejo:t = R; 4 il;, luego

iwt iw(Re+ilt

et =e ) = giwhig—wle <.
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et es una funcién acotada; e~“!t, para w < 0, tiende a cero para I; < 0, cuando |I; — ool.
En otras palabras,

]{Vﬂﬁ t)e™tdt = 0.

Si V(7 t) es analitica en el plano inferior y sobre el eje real (porque e™? es analitica allf), por el

teorema, de Cauchy. Se debe notar que V1 debe ser acotada.

De (B.30) usando (B.14) y (B.15) se tiene

. senh y cosh iw /2 V| m
e (@) = mwn(@e /20 MU‘ + 5 (e(V) = e(0)) . (B.32)

A continuacion se mostrard que los modos XS)(I) son de frecuencia positiva con respecto a U y V. En

general
Iny Z=In|Z|+i(argZ + 7/2),

es regular en el semiplano complejo inferior. También e*** ™+ Z son regulares y acotadas alli. Como

tialng xz _ tialn|z|+in/2e(x)]
e =e ,

corresponde a

v
U

—iw/2kKo |:ln +i27r(6(V)E(U)):|

€ )

de acuerdo con (B.32), para w > 0y w < 0 (fia = —iw/2ky), xg)(z) son funciones de frecuencia

positiva con respecto a U y V.



Apéndice C

Termodinamica para el observador
FIDO

A continuacién se describe la termodindmica de un campo escalar que se encuentra en la vecindad
del horizonte de eventos de un cascarén negro esférico con respecto al observador relativista FIDO. Para
ello, se hara uso de la Dindmica de Campos Térmicos (TFD) para campos escalares [6] (seccién 2.4), y

la solucién analiticamente extendida del espacio-tiempo de Schwarzschild.

C.1. Campo escalar sobre el espacio-tiempo de Kruskal

Siguiendo a [70], se considera un campo escalar ¢ que se propaga sobre un fondo geométrico cuya

métrica estatica es dada por
ds? = goodt® + gapdz®da®. (C.1)

El campo escalar ¢ satisface la ecuacién de Klein-gordon
(O—m?)¢ = 0. (C.2)

Desarrollando, se tiene que el DAlembertiano estd dado por

1
V=5

En particular para el sector I del espacio-tiempo de Schwarzschild extendido maximalmente de acuerdo

O =

Bo(v/~99*°00) + J%fgaaw:;gabab). (C.3)

a la figura(C.1), donde I : Z > |T'| cuya métrica estdtica estd dada por

dr?

ds® = —f(r)dt +f(7")

+ r2d0?, (C.4)

154
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Figura C.1: Modos de campo en el espacio-tiempo de Kruskal.

un conjunto de modos de solucién para las regiones I y II de (C.2), de acuerdo con lo que se establecié

en el apéndice B es el siguiente

1 .
(29} (t’ wa) = ¥ (7")Ylym(07 w)ieiwa
V2|l

los cuales corresponden a ondas planas esféricas pq(t, %), donde
sza:(lr70’¢)) Q:w7l’m?

con lo cual (C.5) se reescribe como

pa(t,2") = pa(x) o

Al sustituir (C.5) en (C.2) se obtiene

r2 dr dr

1d <r2f(?ﬂ)d9052(T)> " ( Wt l(ltl) m2>gm(r) =0.

(C.5)
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A continuacion se definen los siguientes operadores

dr, = ——

con esto la expresion (C.6) se transforma en

1d(r2f( ! dwﬂ* >+< W' _ Wi+ m2)<m(r)=07

r2 dr, f(r) dr r2

() (- (2 o))

Ahora, existen dos soluciones especiales ¢ (r) v ¢g(r) para la ecuacién anterior definidas por las

condiciones de frontera

—WT

@Q(r)%e' . por)=e ,

que corresponden a modos que entran y salen sobre el horizonte de eventos en el sector I y II de la

variedad de Kruskal como se muestra en la figura(C.1), bajo la condicién
para r —> 1o (el horizonte de eventos), & r, — —o0, (C.8)

con ) = wklm para k = +1.

Considerando ¢ para la solucién (C.5), se tiene

p& (8, 2%) = & (r)Yim (6, ¢)

Sea

U=T—Ts YV UV=1—"4,
se tiene para los modos que salen

Yim  iwr. —i Yim o, —
m zwr*e wt m e Twry—t (Cg)

- a
<p (t,(E ) = ——€ = — s
“ V2wl NeT

luego
Ym 0a —1
Pt ") = = 6.9) e, (C.10)
2w
De igual manera, para los modos que entran se tiene
Yim (6 -
) _ Yin0.9) i (C.11)

@Q(tvxa) - \/m



Apéndice C. Termodindmica para el observador FIDO 157

Resumiendo los resultados anteriores se establece

Yim (0,
i, 2%) = o (u, 2) = g 029 (C.12)
20
- a e a e Ym 9790
Falt,%) = (o) = ph T2 (1

Finalmente, 905’ g se pueden escribir en términos de los tiempos de Kruskal U y V' de la variedad de

Kruskal como

SDE(U, za) = @(7€U)¢§2(uaxa)a
o (V,2%) = 0(eV)pq (v, 2%), (C.14)

donde © es la funcién de paso unitaria dada por

Oul) = S{B(~€l)) +B(eV)),

y € = £1. La figura (C.2) ilustra de manera clara el desplazamiento de los modos @S) sobre el espacio-
tiempo de Schwarzschild extendido maximalmente.
La descripciéon de modos realizada permite considerar los t-modos para la regiéon I y los modos de

Killing-Boulware (KB) en los sectores I y II expresado como ¢q(x,t) y wg) respectivamente por

1

pa(x,t) = pa(x) e
V2w
o5 = palx 1O (), (C.15)
los cuales satisfacen las reglas de ortogonalidad
(P po) = e(w)dng s (C.16)
(cpg), @S/)) = e€(w)dg0 0, s (C.17)

donde se tiene que

e(w) = sign(w),
5QQ/ = 6(0) —w )690@/ 6mm, 6kk/
para k = +1. Los modos KB descansan sobre la métrica (C.4), y difieren en el signo para el tiempo
coordenado t. Lo anterior significa que estos modos son de frecuencia positiva en un tiempo de Killing ¢
en cada uno de los sectores I y I de la figura (C.1). Un conjunto completo de modos queda determinado

por (C.15), cuya relacién de completez es

’

2100 Y paleh(x) = Px—x), (C.18)
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Figura C.2: Desplazamiento de modos de campo en el espacio-tiempo de Kruskal.

y la relacién de ortogonalidad

/ xy(x) 0y ()90 (x) = Soor + Foey (C.19)

donde Q = —w, Imk.

C.2. Modos de Kruskal-Hartle-Hawking

Estos se denotan como Xg ), los cuales son modos de frecuencia positiva con respecto a los tiempos

de Kruskal (U, V), sobre toda la variedad. Estos modos satisfacen las relaciones de ortogonalidad

(XS),XS,)) = ee(w)dgn 0, (C.20)

los modos K H? son de frecuencia positiva para el tiempo de Kruskal cuando we > 0 y de frecuencia
negativa cuando we < 0.

Los modos de K B ¢, () y los modos de K H? XS ) (x) se relacionan por una transformacién de Bogolubov
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dada por (B.8)
XS) = gpg) () cosh x + @éﬁﬁ) (z) senh (C.21)

donde x se define en términos de (B.9)
tanh y = e~ "wl/n0] (C.22)

con kg la gravedad superficial. A partir de (C.15) y (C.21) se encuentra la relacién (B.30)

e senh x cosh —iw
X&)(x)zwig‘w‘ X et (C.23)

Para una descripcién cudntica se considera la cuantizacién de los modos K B y K H? establecidos en las

expresiones (C.15) y (C.23) respectivamenete, donde se tiene que

o(z) =Y al)xy () = Db o (). (C.24)
€,Q €,Q

Para la expresiéon (C.24) se establecen las siguientes reglas de conmutacién que deben satisfacer los

operadores /
[asy), 8l = [, 55)T] = e(w)ed, o dogy, (C.25)

€€

donde Q =1, m,w,k y k= +1.

A continuacién se defininen los estados de vacio de KH? y KB por:
KH? — a5)|0) =0,
KB — b910)p =0, (C.26)

bajo la condicién que we > 0. El operador dg) transforma de acuerdo con la DCT (seccién 2.4) como

dg) = Eg) cos X + IA)&_E) senh x = e*iGBS)eiG, (C.27)

con el operador GG de la forma

i (e
G=G'=3 > e(w)exdOTh .
eQ

Siguiendo un proceso similar al que se realizé para el observador FREFOS se encuentra

0y = e7"“|0) 5, (C.28)

0)r =[] e210)5, (C.29)
ng

0y = 2712 e 2P Eun™) 0y, (C.30)
n
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donde se denota a n = {ng, paratodo @ con w > 0}. Con la energia y la funcién de particién

dadas respectivamente por

En=Y now, y Z=Y en=T] % (C.31)
Q n Q

w>0 w>0
Asf se puede reescribir |0) gy como:

_ L

00 = —= > e 27 n) 5y, [0) 11, (C.32)

VZ 45

que corresponde al estado de vacio sobre la variedad de Kruskal, tal que |n)g; y |n) g7 son las excita-
ciones sobre los estados de vacio |0)gr v |0) 17

Asi, el estado base sobre la variedad de Kruskal es un estado térmico entrelazado. El estado |0) g, el cual
fue identificado como un estado global, no es en realidad un estado global definidio sobre las regiones
I y II, debido a que los modos KB no son de frecuencia positiva en cualquier globalidad una vez se ha
definido un pardmetro regular de tiempo. El estado |0) g se encuentra vacio de los modos de frecuencia
positiva KB gpg) en direccién futura para un tiempo de Killing en cada uno de los sectores I y II.

Si se considera el estado de Boulware vecino |0) gy definido sobre todo el espacio de Kruskal de acuerdo
con (C.30), se puede pensar que |0) gy como un vacio |0) g despoblado de los modos de Boulware |n)ps
en el sector I. El estado de Boulware vecino |0)p; se encuentra vacio de modos de frecuencia positiva

de Killing apg) en el sector I, luego

b0V pr =0 w>0, (C.33)

de igual manera
b0V =0 w>0.

C.3. Densidad de energia

El valor de expectacion del tensor momento-energia para un campo escalar real ¢ y un acople minimal
dado por [50]
1
Tap = 00050 — 59050706+ m?), (C.34)

que al expresarse en términos de una funcién de Green es
<T016(x7x,>> = Daﬁ/W(l‘,I/), (C35)

donde .
Doy = 0ady) = 5905 (070, +m?) (C.36)
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y el término W (z, J}/) corresponde a la funciéon de Wightman
W(z,a') = (0lé(z)(z)|0). (C.37)

En la figura (C.1) el 2 actiia sobre la regién I y el z sobre la regién I1 de la funcion de Wightman para
el estado de vacio |0) g sobre la variedad de Kruskal, donde el campo escalar real estd dado de acuerdo
con (C.24). Asi, al introducir (C.24) en (C.37)

Wa(a,a') =5 (01 Y050l (@)65 el " (@)10) s,
€,02
tal que al satisfacer la relacién de conmutacion
[I;S)7 Bg )T] = 66((“))555/ 699,

la funcién de Wightman es

Wa(,2') =Y 0505 10 5ol (@)% " (). (C.38)
€,
A partir del producto )
50605 110) 5 = O(ew)d Gy (C.39)
€,Q

)

la funciéon de Wightman se expresa como

W= o (2)0l)" (2)0(ew)d, by
€,

bajo la condicién que Q2 = 0 =1 y€e= € = 1, en caso contrario es nulo, se obtiene
Wa(z,a) =Y e (@)ey " ()0(w), (C.40)
€,

puesto que apff ) es proporcional a ©.(x), de acuerdo con la funcién de paso unitaria, WB(amrr/) =0si

T,y z estdn en sectores opuestos [ y II.

De manera similar se tiene para el estado de Hartle-Hawking

Wa(a,2') =u 0l6@)6 )0 = 31§ @5 (@)0(ew). (CA1)
€,Q)

Al usar la transformacién de Bogolubov (C.21) se obtiene

Wr(z,2) =Y O(ew)[pl) ()0 (2') cosh? x + & (2)py V" () senh? ], (C.42)
€,
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donde se establece que z y ' pertenecen al mismo sector I o II. De las expresiones (C.40) y (C.42)
Wy (z,2') = Wa(w,2') = (Wy — Wa)(z,7),

luego, haciendo explicitos cada uno de los términos y después de una serie de pasos algebraicos se obtiene

’ 1 * ’
(Wit = Wg)(w,2') =) o6 @) (@), (C.43)
5 ebw —1
lo cual constituye la funcién de Wightman al sector I, puesto que en este sector ©_ =0y O, = 1. Para

! ’ . ’
calcular la componente Tpo(x, 2 ) del tensor momento-energia, primero se evalia

8060/(WH — WB)(.T,QL‘,HI/:I = 8060/WH_B($,$/)| 4

T =x°

(C.44)

Luego, haciendo explicitos los terminos que se relacionan con los modos de campo (C.15) se obtiene

e w 20+ 1
00y W _p(x,x )|, _$:/0 eml‘tld 27| Pu1(r)]2. (C.45)

Una vez mas, como se establecio para el caso del observador FREFOS, no es necesario introducir la

regularizacién que siempre se requiere de manera usual. En general la expresién

/OOO o (@) (& )l s,

diverge cuando w — oo. Sin embargo, debido a la diferencia entre los estados de Boulware y Hartle-
Hawking, las transformaciones de Bogolubov (C.21) aportan un factor de convergencia dado por el
término (ef1@l —1)~1.

A continuacién, se escribe explicitamente la funcién ¢; ,,. De la métrica (C.4)

ds® = —f(r)dt* + f~1(r)dr?,

la cual satisface la ecuacién de Klein-Gordon, cuya solucién més general posible estd dada por (C.5) y

que permite obtener una ecuacién radial dada por

w0 )+ <fa2i) et =0

Si se define
o(r) = 7r¢(r)7 (C.46)
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la ecuacién de Klein-Gordon lleva a la ecuacién diferencial dada por

2
LZQ + K (r,w, l)] u(r) =0, (C.47)

donde k queda determinado como

1"

flr) r2 2r2 |’

1 [w2 W+ 5 (*f) (C.48)

asi se tiene

r2

£ 1P

La solucién de (C.47) se obtiene bajo la aproximacién WKB (apéndice D), desde la cual se obtiene

2 = 1 [2_l(l+1)].

1
2

w

k(7))

)

wwln(r) =

donde la solucién a la expresiéon (C.49) debe cumplir la condicién de normalizaciéon para los modos

establecida por
/W(X)S"Z’ (x)pa(x)d’*s = dgy + g0, (C.50)

donde se tiene que

(%) = V=g(-¢g") = (C.51)

con 7 asociado a los modos de onda que entran y salen de acuerdo con la figura(C.2).

De acuerdo con lo anterior se tiene que

’ 1 * w?dw tmix 9] 41
aoaO/WH,B(.'L',J] )|1L’IZCE = 471—72 /0 eﬂlwl 1 A Wdl (C52)

Al evaluar la segunda integral que relaciona los [ se llega

o 2
oy Wir_p(2,2)| 1 / pwidw /f
0

o'=2 = 9r2 eﬁM—lT'

A continuacién se deben tener en cuenta ciertas consideraciones:

. _w .
i. Sea E = T la energia local por modo
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ii. La ley de Tolman establece que T'(r) =

V()

ili. La temperatura Hawking Ty = 871
iv. La energia relativista es E? = p?c? + m2ct
Asi la derivada temporal se escribe como

1 E

’ - o . 2
000y Wr-p(2,2 )| =0 = 5 3 /0 57— 1P P (C.53)

De la relatividad general se tiene que los coeficientes métricos
9°g00 + 9°? gop = 1.

Si g" es diagonal entonces g°°gog = 1, con goo = —f(1) y ¢°° = —1/f(r). Ademas g°°9y = 9°. A partir

de esto se reescribe la derivada temporal como

, 1 e E
00 _ 00 2
97000y Wr-p(z,2 ) = 9" 5 7 dpf
/ o E  A4npidp
0 _
o 80/WH—B(13,117 ) = */O €E/T7—1W (054)
Al final se tiene tomando el limite
/ e E  4n%p2dp
. 0 _ a0 _

tim, < T9(w,0') > 11500y Wi = _/0 T (C.55)

que es la expresion térmica que se espera para la densidad de energia de un campo escalar caliente.
Bajo la aproximacién WKB, la cual es 6ptima para la regién cerca al horizonte. Bajo ésta misma apro-
ximacién se puede demostrar que el término extra 870,¢ + m?¢? en (C.34) es nulo, como se obtuvo el
resultado (4.75)

C.4. Termodinamica

Para obtener la termodindmica asociada a un observador FIDO, se parte de la funcién de particion
establecida en (C.31), con

oo 1
— § —nfw _
ZQ = n_oe = 1_ e—Bw . (056)

De esta manera se calcula la entropia, como

S = fﬂ%anlen Z, (C.57)

la cual corresponde a la expresién
S=pU+1InZ, (C.58)
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con

U=2""> Epe "= —%(m 7). (C.59)
En

En general, cualquier funcién f(w) que tiende a cero cuando w — oo, se puede escribir como
oo
Zf(w) = / N(w)f(w)dw, (C.60)
0 0

asi se tiene

mZ=Y InZo=>)» flw)= /Ooo N(w) f(w)dw, (C.61)
Q Q

con

Flw) = 1n<1iﬁw). (C.62)

En la expresién (C.61), el término N (w)dw es el niimero de modos ¢q(z*) que se encuentran dentro del
rango (w,w + dw), para todos los valores permitidos de k,l, y m.

Para calcular la entropia S, todo lo que se necesita es encontrar N(w) finito, es decir, contar modos.
Debido a que la descripcion térmica que se obtiene de la expresién (C.55) coincide con la correspondiente
a la del modelo de la pared de ’t Hooft [9, 19] (apéndice F), se puede utilizar este modelo para limitar

los valores de I, n y n, dados por

mZ= Y (21+1)1n(1_61_ﬂ%). (C.63)

l,nn=%

El conjunto discreto de valores se restringe por la condiciéon que debe satisfacer el nimero de onda radial
k%(r;w,1) > 0, dado por la ecuacién (C.48) de la aproximacién WKB, donde se hace necesario el valor
real de k para que ¢(r) no decaiga exponencialmente y sea nulo. As{, para cada w dado, N(w) es finito
por condiciones de frontera apropiadas. Con la condicién de frontera de Dirichlet ¢(r) = 0 en la frontera
interior r = 1y + €, se puede escribir (C.61) como una integral, donde las variables independientes de

integracién se cambian de [ y n a l, w con n = n(w, 1) para obtener

1 r(w,l) , ,
n(w,l) = ;/ N k(r;w,l)dr; kz(r(w,l);w,l) =0,
ToTE

On(w,1) 1/”‘”’” Ok(rswl) o 100 bwl)
g T Ow T

Ow L Ow

donde (C.63) se escribe como

1 / Ok(r';w, 1) 1
InZ =— dldwdr (21 +1 L .64
" 7T ///(kQ(r';w,l)ZO) odr (2L+1) dw n<1 - VB“)7 (0.64)
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donde los limites de integracion son

!’
r =rg+€,

r/:R, con [>0, w=>0,

restringidos por la condicién k2(r';w, 1) > 0.
Al integrar por partes la expresion anterior se obtiene la energia libre de Helmholtz F' y la energia

promedio U, dadas respectivamente por

1 * N(w)dw
F = 3 InZz /0 o 1 (C.65)
0 [ WwN' (w)dw

con

1"

-2 [ pul (e S e

/ 2 R p2q 2 r'2f)"’
N (w) = Ww/me fs/;" \/“} - <m2—|— ( 27};) ) (C.68)

Con lo anterior, la entropia se calcula como

w) + N(w)

S:ﬁ(U—F):ﬁ/O “’Niﬁw_l dw. (C.69)

La expresion termodinamica-estadistica para la energia y la entropia se consigue al realizar el cambio

de las variables de integracién r y w por r y p el momento local efectivo

R
U= / 42 p(r)dr, (C.70)
T0+6

B dnr2s(r)dr

ro+e \/7 ’

con p(r) la densidad de energia, s(r) la densidad de entropia dadas por
© E  4mp3dp
= C.72
o) = [ =T (©72)

S(r) = s /‘” pPek dmpdp
S 31?2 )y (e —1)2 B

S = (C.71)

(C.73)

donde se ha introducido de manera explicita la constante & = 1, y se ha introducido la energia de modo
con frecuencia w = w(p,r), E = w/\/f.
El resultado para la energia (C.70) y la entropfa (C.71) estdn de acuerdo con el modelo de la pared

de 't Hooft, en el cual estas expresiones presentan dos contribuciones, para un valor grande de r = R
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y para uno pequeno r = rg + €. El primer valor se asocia con un término de volumen proporcional a
%7r7‘3, que es la energia y la entropia de un gas cudntico homogéneo en un espacio-tiempo plano cuya
temperatura uniforme es k/27. El otro valor es la contribucién de un gas que se encuentra cerca a la
pared interna ubicada a r = rg, cuya aproximacién ultrarelativista para las expresiones (C.72) y (C.73)

toma la forma'

3 4
p= =T s=—T5. (C.74)

w2 w2

A partir de [9] (apéndice F) se realiza el cdlculo de la entropia, donde el resultado final establece

1 1
—(——)>a .
S (9077042)4 (C-75)

con « el la altitud propia de la pared interna sobre el horizonte de la geometria exterior y A el drea de
la pared. Al ajustar el valor de « en (C.75) se puede hacer la equivalencia entre la entropia de la pared

con la entropia de Bekenstein-Hawking.

1Debido a que el célculo se realiza con un campo escalar el nimero de especies N = 1.
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Método WKB

En fisica, la aproximacién o método WKB (Wentzel-Kramers-Brillouines) es un método para encon-

trar soluciones aproximadas a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables. Se usa espe-

cialmente para cédlculos semicldsicos en mecanica cuantica en los que la funciéon de onda se escribe como

una exponencial cuya amplitud o fase varian lentamente. Este proporciona soluciones a las ecuaciones

diferenciales de la forma [80]
Y| =0
di[,’2 y=y,

siempre y cuando como se mencioné antes f(x) varie lentamente.

La solucién de (D.1) con f(x) constante sugiere la sustitucién
y = o),
Sustituyendo esta expresién en (D.1), la ecuacién diferencial se transforma
— (@) +io" +f=0.
si se supone que (;5” es pequeno, una primera aproximacién para (D.3) es

¢ = +/F; mmzi/¢ﬁam.

. . .7 " ~ . o e
Bajo la condicién de que ¢ es pequeno se tiene la condicién

<< |fl.

i

(D.1)

(D.4)

(D.5)

La condicién de validez de la aproximacién radica en que la variacién de f(z) en una longitud de onda

o longitud exponencial sea pequefia comparada con |f|. Finalmente para ¢(x) se obtiene

o(z) = :i:/\/f(m)dx—i— i'lnf.

(D.6)
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La solucién general de (D.1) es de la forma

y(x) ~ W{mre’f fyde L p =i/ (@)d } (D.7)

Una solucién particular bajo ésta aproximacién para el célculo de acuerdo con (4.64) para el observador
FREFOS y (C.49) para el observador FIDO es la siguiente

C il kdr [c?
= 7€lfkd7 _ 7eszd'r (D8)
v k
Para determinar ¢, se recurre a la condicién de normnalizacién dada por (4.21)
/ Y(X) ek (X)pa(x)d*z = oo + g - (D.9)

Se debe aclara que la normalizacién es para las soluciones completas (C.5) para el observador FIDO y
(4.14) para el observador FREFOS

1 —iw
SDQ(th) = SOQ(T)lem(97 d)) 2|w|e t? (D]'O)
ay _ i(k1z+k2y) i D.11
T, T e e , .
pa(r,2%) = palp) o (D.11)

donde los productos internos se calculan para hipersuperficies con t = cte y 7 = cte. Asi se consideran

los productos ¢q - 5. La integral conduce a la composicién
00" T g0’

puesto que Q = wimn y Q = wlmn para el observador FIDO:Q) = wkn y Q = wkn para el observador
FREFOS debido al la existencia de las dos regiones desconectadas causalmente. Asi la técnica que se

suele usar es proponer como hipétesis

02 . 1 lw .
N B T D.12
v K \/;6 ’ (D-12)

y luego comprobar que satisface la integral de normalizacién.




Apéndice E

Entropia de entrelazamiento

Consideremos un sistema cuantico que para su estudio es dividido en dos subsistemas separados. El
espacio de Hilbert H del sistema completo se puede expresar como un producto tensorial de la siguiente

manera [81]

H=H, ®Ha. (E.1)

Un estado |¥) cualquiera que pertenece a H se dice que es un estado entanglado si no puede expresarse

como

|‘I’> = |1/J1>W12>, (EQ)

donde ¢ pertenece a Hi y o pertenece a Ha.

Un ejemplo de un estado entanglado seria el siguiente
W) = |a)|e) + [b)|B), (E.3)
contrario a un estado no entanglado

W) = la)|a) + 2|a)|B) + |b)] ) + 2|b)|5)
= (la) + 0))(|e) +2[5)) (E4)

donde |a), |b) pertenecen a Hy y |a), |5) pertenecen a Ha.
A manera de ejemplo, consideremos un sistema de dos electrones localizados espacialmente en lugares
diferentes, y permitamos que cada uno de ellos tenga un estado de espin arriba y un estado de espin

abajo. Asi, el sistema se puede encontrar de acuerdo a (E.2), en estados como

) = [ 11)] d2),

1 1
|¥) = 72(|T1>+\ ¢1>)®\ﬁ(|T2>+|¢2>), (E.5)

170
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o en estados entanglados de acuerdo a (E.3), de la forma

1
) = 510l 4a)+1 4] 1) (E6)
) = (| 1) )+ | L) da)). (E.7)

V2

Si decidimos ignorar los grados de libertad del subsistema H,, debemos definir una matriz densidad

reducida py.q para Hi, a partir de un estado puro del sistema total |},
prea = Tr2(p), ~ con  p=|U)(¥], (E.8)

y cuyos elementos matriciales estdan dados por

(alpreald) =~ ({al{a) L) (¥|(b) a)), (E.9)

donde |a) y |b) son estados cualquiera de Hy y {|a)} es una base ortonormal de Ho. Entonces, el valor

esperado de un operador A que actie sélo sobre H; es
(U|A|®) = Tr(pread). (E.10)

La traza es calculada a partir de los estados pertenecientes a H;; de esta manera, mientras se reduzca el
andlisis s6lo al subsistema H;, el estado puro que hace parte del sistema total |¥) puede interpretarse
como un estado mezclado cuya matriz densidad reducida es pyeq-

La entropia de entanglement es definida por la entropia de Von Newmann a partir de la matriz densidad

reducida

Si12 =T (pred In pred)a (E'll)

= - anlnpnv
n

donde {p,,} son los valores propios de la matriz densidad reducida. Vale resaltar que el rango de los va-

lores propios de la entropia de entanglement es 0 < S15 < (n/V, siendo N la dimension del subsistema .

Para ilustrar lo anterior, consideremos el estado de entanglement descrito por la ecuacién (E.6), cuya

matriz densidad es

p=[¥)(Y|
_ <| Tl d2) + )] T2>> (<T1 |2 [+ {a [(T2 |>
V2 V2

_ [Tl d2) (T ({2 [+ [ T d2) (o [(T2 |+ [ 3] T2) (e [(2 | + | 41)]
2
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La matriz densidad reducida de acuerdo a (E.8) es

Pred = Tr2(p)
_ Trap(f )l d2) (M [ )+ Tra(f )l d2) (a [(P2 D) + Tra (| Ja)] T2) (T [(2 [) + Tra(] Ja)| T2) (1 [{T2 [)

2
0 ({2 ) + [T U [ [ 1) + 1) (T [T [ 2) 4+ 4) (a [(T2 | 12)
2
)M o |
= 5 ;
la cual se puede expresar como
L0
Pred — . (E.12)
0 3
La entropia de entanglement de acuerdo a (E.11) es
Slgz—Bln;—&-;lnﬂ =1In2. (E.13)

Un resultado similar se encuentra para el estado dado por la expresién (E.7).

Ahora, si el sistema se encuentra en un estado no entanglado como el de la ecuacién (E.5),

)= =10+ )@ = 12) +] da)
= %(\ Tl T2) + [ 1) d2) + 14| T2) +141)] 12)), (E.14)

entonces la matriz densidad reducida y la entropia de entanglement para este estado estan dadas por

11
2 2
Pred = ) (E15)
11
2 2
12 = 0. (E.16)

Luego, si el estado original |¥) no es un estado de entanglement (E.5), la matriz densidad reducida
Pred Permanece pura y la entropfa de entanglement Sis es nula. De lo contrario, si el estado |[¥) es un
estado de entanglement (E.6, E.7), prq llega a ser un estado mezclado y S12 es diferente de cero. Asi, la
entropia de entanglement es una medida de la naturaleza entanglada o correlaciéon Einstein-Podolsky-
Rosen (EPR) del estado original.

Ademas, esta entropia posee un caracter simétrico, es decir que sin importar con respecto a cual de los

subsistemas se define, la entropia no cambia, entonces
S12 = So1. (E.17)

Lo anterior es debido a que la entropia mide la correlacién EPR entre los subsistemas, que es simétrica
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por definicién. La idea central del entanglamiento cuantico, que como su nombre lo indica sélo es posible
en la mecanica cudntica, es la de preparar estados de dos o méas particulas en los cuales es imposible
obtener informacién ttil sobre el estado total del sistema realizando s6lo mediciones sobre una de las
particulas. De otra parte, en un estado entanglado, al manipular una de las particulas, se puede modi-
ficar el estado total. Por lo tanto, al operar sobre una de las particulas se puede modificar el estado de

la otra a distancia de manera instantdnea.

Para el caso de los agujeros negros siguiendo a [82], podemos considerar un agujero negro estacionario
y definir una matriz densidad total pyora) describiendo en la representacion de Heisenberg el estado inicial
de cuantos de materia propagindose sobre la geometria. Un observador externo (regién I de la figura
C.1) ve el sistema compuesto de dos regiones, el agujero negro (region II) y la radiacién externa a éste.
Si definimos una hipersuperficie como de espacio, podemos considerar modos de radiacién en un tiempo
dado los cuales pueden ser separados en modos externos e internos al agujero negro.
Asi, el estado para la radiacién externa es obtenido de la matriz densidad total piota similar a (E.8),
sumando sobre todos los estado de materia dentro del horizonte de eventos, es decir, aquellos que son

inaccesibles al observador, por

Prad = Trinptotal~ (E].S)

Para un agujero negro aislado la matriz densidad dada por (E.18) describirfa su radiacién Hawking en
el infinito. También se puede definir una matriz densidad para el estado del agujero negro pgy, donde

la suma se realiza sobre los grados de libertad externos dada por

Pui = TrextProtal- (E 19)

Con esta matriz es posible encontrar la entropfa de entanglement (E.11), que para este caso toma la

forma,
Sgu = _Trin(pBH In PBH)a (E-20)

la cual es invariante en el sentido de que es independiente de la definicién de los estados de vacio externos

e internos [82].

Asi, de acuerdo con lo anterior se calcula la entropia de entrelazamiento S entre los modos de
campo de la regiones I y II del espacio-tiempo de Minkowski. Al considerar la matriz densidad pp; de

la expresién (4.29), se obtiene la matriz densidad reducida p(*+) dada por

py = 10)arar (0], (E.21)
p) = Trrypu, (E.22)

donde se suma sobre los grados de libertad correspondientes al sector I. Sin embargo, se hace necesario
describir su naturaleza térmica, es decir, la distribuciéon de densidad de energia y presién para los
estados de Rindler y Minkowski, como también localizar la entropia. La presencia de un horizonte de

eventos esconde informacién sobre los modos en la region I1, cuya pérdida estd asociada con una entropia
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diferente de cero sobre la regién I.

De esta manera se obtiene la entropia como
S = —Tr(p(+) In p(+)),

donde la matriz densidad reducida se obtiene a partir de (4.29), como

p(+):TrR(){ﬁZe 2ﬂEn|H>RII|n>RI\/~Z€ $8En RH<H|RI<H|},

=7 e PPn) prpr (0| Trrin) rirro(n).
n

Si [n) g = n)rr, y 0 R = [n) i1, se obtiene

pH) = 771 Ze*BEﬂ@RR(BL
n

con Z la funcién de particién establecida en (4.38), con

Zg = ie_"ﬁw = 71
— 1—eBw’

A partir de (E.23) se determina la entropia
S = —Tr(p™) InpH),
(+H)N
( ot = 1>
—NBH,
el

H.e-BH: ~BH,
B ) )
Z2

= BTR(H,p™P) +1n Z,

(E.23)

(E.24)

(E.25)

Identificando a U = (Hy) como la energfa promedio, y F = f% In Z como la energia libre de Helmholtz,

se encuentra que la entropia es

S = B(U — F).

A este resultado tambien se llega haciendo mecanica estadistica, de acuerdo con (4.105).

(E.26)

Un resultado similar se obtiene para el observador FIDO donde la entropia de entrelazamiento se es-

tablece para los modos de las regiones I y II del espacio-tiempo de Kruskal, cuya matriz densidad se

construye en términos del vacio global de Hartle-Hawking y la matriz densidad reducida se obtiene al

sumar sobre los modos de Boulware.



Apéndice F

Modelo de la pared

Al considerar el nimero de niveles de energia que una particula puede ocupar en la vecindad de un
aguejro negro, se encuentra una divergencia sobre su horizonte de eventos. Para eliminar tales diver-
gencias, G. 't Hooft [19] introdujo un modelo en el cual todas las funciones de onda desaparecen a una
distancia fija o medida desde el horizonte de eventos. El modelo de la pared considera la termodindamica
estadisitica de campos cudnticos en el estado de Hartle-Hawking los cuales se propagan sobre el espacio-
tiempo de Schwarzschild, donde las divergencias se eliminan al introducir una superficie esférica estatica

en la cual los campos satisfacen condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann.!

El modelo de la pared logra mantener la energia del campo acotada, al considerar la termodinamica
de campos cudnticos confinados en un volumen centrado en una estrella esférica de masa M, entre dos
superficies reflectoras y esféricas, una inetrior con radio Ry = 7o + Ar, y la otra exteriro con radio
R >> 1, con rq el radio del horizonte de eventos como se muestra en la figura (F.1).

Los campos cudnticos se definen sobre la geometria de Schwarzschild entre las dos superficies esféricas

a la temperatura local (on-shell) T(r) establecida por la ley de Tolman

T(r) = , (F.1)

la cual es una temperatura corregida por la distancia. Si se considera que T, = Ty = 52, la temperatura
de Hawking, para r = Ry, se tiene que las longitudes de onda de la radiacién son pequenas comparadas
con valores tales como la curvatura del espacio-tiempo o el tamano del contenedor del gas, con lo cual

se cumplen las siguientes aproximaciones

h h

A x T = f(r)l/zT— << rg cerca al horizonte, (F.2)
h

A~ 7 Ry << R —> f(r) =1, muy lejos del horizonte, (F.3)

1Una correcién con el estado de vacio de Boulware se desarrollé por Mukohyama-Israel [9], la cual es la que se toma
en cuenta para los cédlculos realizados en este trabajo.
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Gas

Figura F.1: Modelo de la pared

las cuales corresponden a una aproximacién de altas energias para la radiacién contenida. Estas apro-
ximaciones permiten observar en la radiacién un cardcter corpuscular en lugar de ondulatorio.
A partir de las consideraciones anteriores se encuentra la densidad de energia p y la presién P dadas

respectivamente por

* FE
0 —

N [ oP
pP= 3/0 AE 472 pdp, (F.5)

—€
con
e =1 para Bosones,

e = —1 para Fermiones,

N = nimero de especies y helicidades de las particulas,

E2:m(2)+p2 conc:l,ﬂv:%.

La entropia del sistema esta dada por

R
S = s(r)v g drdode, (F.6)

Ro
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con s(r) la densidad de entropia 2
s=B(p+ P). (F.7)

Luego, reescribiendo (F.6) de acuerdo con la métrica de Schwarzschild

R
S = s(r)r? f~Y 2 senfdrdfdyp,
Ro

R g 27
:/ 5(7")7"2f*1/2d7"/ sen@d@/ de,
Ro 0 0
n 2M
= / s(r)dmr? (1 — )dr. (F.8)
T

Ro
La masa gravitacional de las excitaciones térmicas se expresa como

R
AM = p(r)dmr?dr. (F.9)
Ro

Tanto la entropia (F.8) como la masa gravitacional (F.9) presentan dos contribuciones que dominan.

4_.3
3 b

que representa la entropia y la energia de un gas cudntico homogéneo en un espacio-tiempo plano a

La primera de ellas en r = R, la cual corresponde a un término de volumen proporcional a Z7r

temperatura Hawking T = ko/27. La segunda contribucién que domina se da cuando Ar = Ry — ro,
que corresponde a la contribucién del gas cuantico cerca a la pared interior r = Ry.
Para describir la contribucién cerca a la pared interior, a partir de la expresién (F.1) se evidencia la

necesidad de introducir las aproximaciones ultrarelativistas

E? =m2 +p* — E >> my,

P
E ~ =2 sy~1
pov=p e

en las integrales (F.4) y (F.5) debido a que la temperatura es muy alta cerca de la pared interior para

Ar pequenos, luego

p_N OOBEZLWE)Q(ME:NT‘%ﬂ/OO/OO (F.10)
o Jo

x3dx
54 0 eBE_E w_e’

€

cuya integral se resuelve por método numérico. Al comparar con (F.5), se evidencia que P = % p- Asi de

2De la primera ley de la termodindmica se establece que
dE =TdS — PdV,
luego en general se cumple
E:TS—PV—)TS:E+PV—>T§:€+P,
con lo cual s = B(p + P), con § =T~
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la expresién para la densidad de entropia (F.7) se obtiene

(1) =5(1+§)p7

= Bé/\/'T447r /oo (F.11)
3 0

e’ —¢
la densidad de energia ultrarelativista, la cual tiene una divergencia a medida que se acerca al horizonte
de eventos [83]. Luego, reescribiendo

T * g3
s(r) = %NT?)(T)/O (F.12)

er —¢’

con G = h=kp = 1. Al realizar el cdlculo para bosones, es decir ¢ = 41, se obtiene

o0 3 |4
/ v ¥ (F.13)
0 €e¥—¢€ 90

Entonces la densidad de entropia es

Ird 16
_ 3 _ 5\ /3
s(r) = 3 NT o0~ " NT?(r). (F.14)

Al sustituir (F.14) en (F.8), se encuentra la contribucién de la pared a la entropia total, donde Ar <<

0 << Ry, con los limites de integracién establecidos por la figura (F.2)

Figura F.2: Limites de integracién para el modelo de la pared.
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Ro+46 16 IM —-1/243 IM —1/2
Spared = - = Yl N — dr,
= [, w5 (-5) e (25F) e

3 Ro+6 oM\ 2
= —mPRgN 1—=— 72
15 o

Al tomar r = cte la integral anterior se escribe como

Roto gy

8
Spared = EWP)H%NR% ‘/R f(T)2 .

Analizando por aparte el denominador de la integral (F.16), se tiene

’
Ko = %f (1)
=7

flr) =
r=2M — f(’/'()) = O7

luego f(r) = 2ko(r — ro)[ref art], asi se obtiene

Roto gy Ro+o dr 1 1
/Ro fr)? N/RO [2k0(r — 10)]? _4“3[_7"—7"0}30

Reemplazando (F.18) en (F.16) se obtiene

8
Sare = =T 3 3
pared = 45 N4 N

Debido a que la métrica es de la forma general
ds?* = —f(r)dt* + f(r)"tdr® 4 r?dQ?,
donde se desprecia la parte angular. Al calcular Ar como una distancia propia se tiene

ds® = f(r)_ldTQ.

(F.15)

(F.16)

(F.17)

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)
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A continuacion se define « : altitud propia del horizonte a la pared interior, luego

Ry Ro
o= / f~Y2%dr = / [2k0(r — 10)] Y/ 2dr,
To

To

_ 1/2 | Ro
_ o 1/2(r=o) F.22
K;O 1/2 ) ( )
0
con lo que se obtiene
_ 1
a =4k VEAR2 oy Ay = 5/10(12. (F.23)
Reemplazando este resultado en la entropia de pared (F.19) se obtiene
4T N A
ared = = "5 F24
Spared = 45 05 7 (F.24)

es decir la entropia resulta proporcional al area de la pared.

Para el caso de la pared externa se tiene que

R
Spared ext — / ( )7 (F25>
R—§

donde f(r) — 1y toda la integral en (F.25) es proporcional al volumen V = 37 R®. Asi, de (3.24) se
tiene la entropfia de la pared interna, donde Ar = Ry —rg y Ar = %Iiooﬂ. Al fijar el valor de «, es decir

introduciendo un corte por efectos de fluctuaciones cuanticas de la gravedad tal que

2 1/2
a= (425/\/) : (F.26)

se encuentra la entropia Bekenstein-Hawking

1
Spared = ZApared = SBH7 (F27>

donde se debe tener en cuenta que tanto la pared como el gas no pertenecen al agujero negro.
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