
Exploración de características geológicas de
la superficie lunar de Encélado (Saturno)

utilizando técnicas de aprendizaje
automático para la clasificación de imágenes

satelitales

Juliana Paola Forero Larrotta

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Departamento de Estadística

Bogotá, Colombia
2024



Exploración de características geológicas de
la superficie lunar de Encélado (Saturno)

utilizando técnicas de aprendizaje
automático para la clasificación de imágenes

satelitales

Juliana Paola Forero Larrotta

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al título de:
Magister en Ciencias Estadística

Director:
Ph.D. Álvaro Mauricio Montenegro

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias, Departamento de Estadística

Bogotá, Colombia
2024



iii



iv

Resumen

Exploraciónde características geológicas de la superficie lunar deEncélado (Saturno) utilizando
técnicas de aprendizaje automático para la clasificación de imágenes satelitales

El análisis de imágenes satelitales brinda mucha información valiosa que puede ser aplicada en
diferentes contextos. En el caso de los cuerpos planetarios, el análisis de imágenes tomadas por
sondas espaciales es útil para determinar el origen, evolución, distribución y comportamiento
geológico de un cuerpo del sistema solar (planetas, lunas, meteoritos). Gracias a estos datos
podemos determinar la edad geológica relativa de un cuerpo con base en impactos de meteoritos
observados que como consecuencia dejan cráteres y deforman superficies planetarias y lunares,
incluso podemos determinar distintas propiedades fisicoquímicas que nos pueden dar indicio
de la existencia de fuentes de agua, composiciones atmosféricas, abundancia de elementos y
minerales de interés y así comprender mejor la mecánica interna y externa del cuerpo.

Este tipo de aplicación requiere la identificación manual de particularidades y características
morfológicas y composicionales en cientos de imágenes tomadas por diferentes instrumentos
en diferentes longitudes de onda, con diferentes características de resolución, ángulo de captura
de la imagen, tiempo de exposición, longitud de onda captada, posición del cuerpo planetario
respecto a su estrella más cercana, ente otros factores.

El presente trabajo es una aplicación demodelos de aprendizaje automático de tipo no supervisado
como el clustering para el procesamiento de imágenes de la luna de Encelado del planeta Saturno
tomadas por la sonda Cassini-Huygens entre los años 2005 y 2017 y que se pueden encontrar en
el siguiente repositorio del proyecto PILOT de la NASA (Planetary Image Locator Tool) (USGS/NASA,
2015, https://pilot.wr.usgs.gov), el cual es el archivo más completo de imágenes tomadas por
sondas enviadas al espacio hasta la fecha.

La clasificación de las imágenes tomadas por la sonda Cassini-Huygens permite ampliar la comprensión
de los diferentes procesos que dieron lugar a una gran variedad de características morfológicas
y tectónicas de su superficie, ya que basta con observar y clasificar distintos tipos de geoformas
como lo son cráteres de impacto, fracturas, fallas, surcos, elevaciones, montañas, distribución y
tamaño de partículas, para entender la dinámica geológica de la luna y su dinámica criovolcánica.

Se plantea un marco de trabajo para la aplicación de modelos de aprendizaje automático no
supervisado como el k-means, MeanShift, DBSCANyMixtura Gaussiana para abordar el problema
de segmentación de la imagen y detección de particularidades en la clasificación de morfologías,
ya que este tipo de algoritmos permite dividir un conjunto de imágenes en grupos o clusters
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basados en sus características o propiedades identificadas, adicionalmente se entrena unmodelo
de red neuronal convolucional que toma las imagenes etiquetadas con k-means y busca predecir
la clase sobre nuevas imagenes. Se prueban distintas combinaciones de técnicas de preprocesamiento
y extracción de características y se aplica la técnica de transferencia de aprendizaje en modelos
de redes neuronales preentrenadas tanto para poder extraer las características de una imágen,
como para poder entrenar un clasificador que permita agrupar nuevas imágenes lunares en las
categorías identificadas.

Para Encélado, la sonda Cassini Huygens cuenta con dos tipos de instrumentos para la toma de
datos: ISS (Cassini Imaging Science Subsystem) y VIMS (Visual and InfraredMapping Spectrometer),
los cuales producen imágenes de alta resolución. Se usaron 5167 imágenes mapeadas mediante
un lenteNA (NarrowAngle), es decir, un ángulo de imagen normal y nomás amplio, del instrumento
ISS que cuenta con imágenes tanto en el canal visible como en el infrarrojo cercano, estas
imágenes fueron tomadas a distinas distancias y capturan distintas regiones de la luna.

Palabras clave: Aprendizaje automático, Clustering, Aprendizaje no supervisado, Transferencia de aprendizaje,
Aprendizaje profundo, Redes neuronales, Imágenes satelitales.

Abstract

Exploration of geological features of the lunar surface of Enceladus (Saturn) using machine
learning and deep learning techniques for image classification

The analysis of satellite images provides valuable information that can be applied in different
contexts. In the case of planetary bodies, the analysis of images taken by space probes is useful
to determine the origin, evolution, distribution and geological behavior of a solar system body
(planets, moons, meteorites). Thanks to these data we can determine the relative geological age
of a body based on observed meteorite impacts that as a consequence leave craters and deform
planetary and lunar surfaces, we can even determine different physicochemical properties that
can give us an indication of the existence ofwater sources, atmospheric compositions, abundance
of elements andminerals of interest and thus better understand the internal and externalmechanics
of the body.

This type of application requires the manual identification of morphological and compositional
features and characteristics in hundreds of images taken by different instruments at different
wavelengths, with different resolution characteristics, image capture angle, exposure time, wavelength
captured, position of the planetary body respect to its nearest star, among other factors.
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The present work is an application of unsupervised machine learning models such as clustering
for the processing of images of the Enceladusmoon of the planet Saturn taken by the Cassini-Huygens
probe between the years 2005 and 2017 and that can be found in the following repository of
NASA’s PILOT (Planetary Image Locator Tool) project (USGS/NASA, 2015, https://pilot.wr.usgs.gov),
which is the most complete archive of images taken by probes sent to space to date.

The classification of the images taken by the Cassini-Huygens probe allows to understand the
different processes that gave rise to a great variety of morphological and tectonic characteristics
of its surface, since it is enough to observe and classify different types of geoforms such as impact
craters, fractures, faults, grooves, elevations, mountains, distribution and size of particles, to
understand the geological dynamics of the moon and its cryovolcanic dynamics.

A framework is proposed for the application of unsupervised machine learning models such as
k-means, MeanShift, DBSCAN andGaussianMixture to address the problemof image segmentation
and detection of particularities in the classification ofmorphologies, since this type of algorithms
allows dividing a set of images into groups or clusters based on their identified characteristics or
properties. In addition, a convolutional neural network model is trained that takes the images
labeled with k-means and seeks to predict the class on new images. Different combinations of
preprocessing and feature extraction techniques are tested and the transfer learning technique
is applied to pre-trained neural network models both to extract features from an image and to
train a classifier to group new lunar images into the identified categories.

For Enceladus, the Cassini Huygens probe has two types of instruments for data acquisition:
ISS (Cassini Imaging Science Subsystem) and VIMS (Visual and Infrared Mapping Spectrometer),
which produce high-resolution images. We used 5167 images mapped bymeans of a NA (Narrow
Angle) lens, that is, a normal image angle and not wider, of the ISS instrument that has images
in both the visible and near infrared channels, these images were taken at different distances
and capture different regions of the moon.

Keywords: Machine learning, Clustering, Unsupervised learning, Transfer learning, Deep learning, Neural
networks, Satellite imagery.
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1 Introducción

Saturno, el planeta de los anillos, es el segundo planeta más grande del sistema solar y el que se
puede observar por más tiempo a lo largo del año en el firmamento. Algunos científicos creen
que podría albergar un núcleo sólido en su interior, como se menciona en el artículo de National
Geographic” Saturno (planeta): Todo lo que sabemos en 2023 sobre Saturno”. [30]

Formado por siete (7) grupos de anillos ubicados en la zona ecuatorial, los cuales están compuestos
por millones de cristales de hielo y roca procedentes de cometas, asteroides o lunas que se
desintegraron debido a la gravedad, este planeta cuenta con 83 lunas girando en su órbita, una
de ellas es Encélado, una luna cubierta de hielo descubierta en el año 1789 por el astrónomo
William Herschel. [41]

Los anillos de Saturno fueron nombrados alfabéticamente en el orden en que fueron descubiertos,
los principales son A, B y C, los anillos D, E, F y G son más débiles y fueron descubiertos más
recientemente. Si nos desplazamos desde el interior hacia el exterior el orden de los anillos es
D, C, B, A, F, G y E. Encélado se encuentra en el anillo más exterior E. [30]

En el año 2005, gracias a los datos proporcionados por los sobrevuelos de la sonda espacial
Cassini-Huygens, se confirmó que el satélite Encélado en su Polo Sur se encuentra geológicamente
activo (Porco, 2005). Desde su descubrimiento, se han propuesto diversos modelos para explicar
los distintos procesos que generan la variedad de características morfológicas y tectónicas en su
superficie. Estos modelos buscan responder a preguntas e hipótesis planteadas por científicos
especializados en ciencias de la Tierra sobre la posible existencia de cuerpos de agua en este
satélite saturniano.

Hoy en día, estas hipótesis pueden abordarse gracias al uso de técnicas estadísticas clásicas como
la agrupación de datos o clustering. Estas técnicas se han convertido en algoritmos fundamentales
en el campo del aprendizaje automático no supervisado, que desempeña un papel crucial en
la emergente disciplina de la ciencia de datos. Esta aplicación es de gran importancia, ya que
permite el procesamiento de datos no estructurados, como imágenes, y contribuye de manera
significativa a las actividades de exploración e investigación espacial llevadas a cabo por grupos
de científicos dedicados a las ciencias planetarias y geológicas. Además, de también ser relevante
para la comunidad de estadísticos que se dedican al procesamiento y modelado de datos de
diversas naturalezas.
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En años recientes, el conocimiento y uso de técnicas estadísticas aplicadas al aprendizaje automático
han experimentado un crecimiento exponencial. Esto ha permitido lograr altos niveles de precisión
en tareas de clasificación de imágenes. El procesamiento de imágenes abarca aspectos como
la reducción del ruido, el ajuste del tamaño y la transformación de los datos para facilitar su
modelado.

Comprender mejor el uso de estas metodologías innovadoras en tareas de procesamiento de
imágenes es fundamental para simplificar el trabajo demuchas empresas que se dedican diariamente
a trabajar con este tipo de datos y necesitan soluciones analíticas rápidas y eficaces. En nuestro
caso, abordaremos la tarea desde un enfoque no supervisado, ya que contamos con imágenes no
etiquetadas o anotadas, lo que nos permite descubrir representaciones latentes que identifican
las características más relevantes de las imágenes, como los rasgos geológicos de la superficie y
así poder clasificarlas en distintos grupos.

Las imagenes se clasifican y se les asigna una etiqueta de acuerdo a su similaridad. Como
primeros pasos se requiere una normalización de las imágenes para poder estandarizar su tamaño
con base en los pixeles que la componen y así mejorar la calidad de los datos de entrada.

Por otro lado, se busca entrenar un modelo secuencial mediante una red neuronal convolucional
(CNN) para realizar predicciones basadas en imágenes etiquetadas previamente con el modelo
K-means. Esta red constará de tres bloques convolucionales, cada uno seguido por una capa
de Max Pooling. A continuación, se empleará una capa densa con 128 neuronas y función de
activación ReLU.

En la capa de salida, se utilizará una capa densa completamente conectada con un número de
neuronas igual al número de clases en el problema de clasificación. No se especifica una función
de activación en esta capa, ya que se usará una función softmax en la capa de compilación para
convertir las salidas en probabilidades de clase.

Elmodelo se compilará utilizando el optimizador Adamy la función de pérdida Sparse Categorical
Crossentropy, que es común en problemas de clasificación. Además, se realizará un seguimiento
de la métrica de precisión (accuracy) durante el proceso de entrenamiento, que constará de 10
épocas.

Uno de los desafíos recurrentes que enfrentan los científicos de datos, estadísticos y analistas en
proyectos de visión por computadora y análisis de imágenes es la limitación en la disponibilidad
de datos de entrenamiento. Esto se debe a que muchas empresas no almacenan ni proporcionan
datos de manera estructurada y completa. Además, el acceso a datos de texto etiquetados suele
ser limitado, ya que el etiquetado manual es una tarea que a menudo se ve restringida.
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Para abordar esta carencia de datos, se recurre a técnicas como la aumentación de datos, también
conocida en inglés como ’Data augmentation’. Esta estrategia permite ampliar demanera significativa
los conjuntos de entrenamientomediante transformaciones como convoluciones, filtros y rotaciones
de imágenes. Estas transformaciones generan perspectivas y variaciones adicionales. Dado que
la mayoría de las tareas actuales en visión por computadora requieren grandes conjuntos de
datos etiquetados, estas transformaciones se aplican con el propósito de diversificar el conjunto
de datos y mejorar el rendimiento de los modelos de aprendizaje automático, como las redes
neuronales convolucionales (CNN).

Algunas de las transformaciones comunes incluyen el volteo horizontal, que refleja la imagen
a lo largo del eje vertical y contribuye a la invariancia ante la orientación de los objetos en las
imágenes. También se aplica una rotación aleatoria a las imágenes, con un ángulo máximo de
rotación de 0.1 radianes (aproximadamente 5.7 grados), lo que fortalece la robustez del modelo
frente a variaciones en la orientación de los objetos. Además, se emplea el zoom aleatorio,
permitiendo que las imágenes se amplíen o reduzcan aleatoriamente en un 10%. Esta variación
en el tamaño de los objetos en las imágenes contribuye a que el modelo sea más resistente ante
tales variaciones.

En este sentido, el presente trabajo se centra en el estudio de algunos modelos de aprendizaje
automático aplicado a un caso de procesamiento de imagenes y que enmarca la siguiente pregunta
de investigación:

1.1 Pregunta de investigación

¿Es factible desarrollar una herramienta que permita identificar y clasificar automáticamente
imágenes satelitales de cuerpos planetarios como el satélite de Encélado-Saturno con base en
sus características geomorfológicas asociadas a procesos criovolcánicos de su superficie como las
fracturas, los sistemas de surcos cerca del polo sur de Encélado, las crestas, las extensas llanuras
o las partículas del polo sur? ¿Cómo pueden las técnicas de aprendizaje automático supervisado
y no supervisado facilitar el trabajo de los profesionales en el campo de las ciencias planetarias
y geológicas?



2 Objetivos

2.1 Objetivo general

Utilizar técnicas del procesamiento de imágenes ymodelos de aprendizaje automático no supervisado
para la identificación, segmentación y clasificación automática de imágenes satelitales de la
superficie lunar de Encélado, con el fin de caracterizar sus propiedades morfológicas y geológicas
empleando técnicas de aprendizaje supervisado como las redes neuronales convolucionales para
clasificar nuevas imágenes.

2.2 Objetivos específicos

• Evaluar y comparar la efectividad de diferentes técnicas de preprocesamiento, extracción
de características y algoritmos de clustering no supervisado para mejorar la segmentación
de las imágenes.

• Anotar y clasificar las imágenes utilizando unmodelo de red neuronal convolucional optimizado,
integrando técnicas de aumento de datos y evaluando el rendimiento mediante métricas
de precisión y confianza.

• Seleccionar la combinación óptima de técnicas y algoritmos que permita una segmentación
precisa de las características morfológicas y geológicas de la superficie de Encélado, con la
validación de un profesional en geología.
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3.1 Saturno

Saturno, el segundo planeta más grande del sistema solar, está compuesto principalmente por
hidrógeno y helio. Posee una poderosa magnetosfera que genera auroras boreales en sus polos.
A diferencia de la Tierra, estas auroras no están vinculadas a la actividad solar, sino que se deben
a una combinación de partículas expulsadas por las lunas de Saturno y la rápida rotación de su
campo magnético. [30]

Saturno es el planeta menos denso en nuestro sistema solar y, en un dato fascinante, sus icónicos
anillos no son una característica eterna. Estos anillos se formaron hace aproximadamente entre
10 y 100 millones de años, en una época en la que aún caminaban los dinosaurios sobre la
Tierra. Algunos científicos especulan que, con el tiempo, la influencia gravitatoria podría llevar
a la desaparición gradual de estos anillos en los próximos 300 millones de años. [30]

La misión más destacada que ha explorado Saturno es la sonda Cassini, que trabajó en conjunto
con la sonda Huygens, destinada a una de las lunas del planeta, Titán. Tras casi siete años
de viaje, Cassini llegó a Saturno en 2002 y operó hasta 2017, durante este período, capturó
imágenes sorprendentes de la luna Encélado las cuales son procesadas en el presente trabajo de
investigación. [30]

3.2 Encélado

Encélado, el sexto satélite más grande de Saturno, posee un diámetro de aproximadamente 500
km. Su superficie está cubierta por una capa de hielo que refleja casi por completo la luz solar,
lo que resulta en temperaturas superficiales extremadamente bajas, llegando a unos fríos -198°C
al mediodía. A pesar de su pequeño tamaño, Encélado exhibe una sorprendente variedad de
características superficiales que incluyen desde antiguas regiones marcadas por cráteres hasta
terrenos más jóvenes y deformados por actividad tectónica. [70]

En 2005, la sonda Cassini hizo un descubrimiento sorprendente al detectar la presencia de
criovolcanes cerca del polo sur de Encélado. Estos criovolcanes expulsan chorros de vapor de
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agua, así como otras sustancias volátiles y materiales sólidos, incluyendo cristales de cloruro
sódico y partículas de hielo. Se ha identificado la existencia de aproximadamente cien géiseres
en esta luna. [22]

En 2014, la NASA anunció el descubrimiento de evidencia que sugiere la existencia de un vasto
océano subsuperficial en el polo sur de Encélado, con un espesor de aproximadamente 10 kilómetros.
[54]. Este descubrimiento es notable ya que, a pesar de las gélidas temperaturas en la superficie,
se registra un calor interno en el polo sur de casi 16 megavatios. En abril de 2017, la NASA
confirmó la presencia de géiseres y fumarolas en la superficie de esta luna, los cuales expulsan
vapor de agua desde el océano interno. Algunos científicos sugieren que estos géiseres también
podrían liberar elementos químicos, como el hidrógeno, lo que podría potencialmente crear
condiciones adecuadas para la vida microbiana. [21]

Anteriormente, se especulaba que la posible existencia de agua líquida en el hemisferio sur
de Encélado podría derivarse de los chorros de hielo y polvo emanados, los cuales podrían
ser calentados por fuentes hidrotermales. Sin embargo, hallazgos recientes han confirmado
la presencia de agua líquida en forma de un océano global bajo su superficie, lo que sugiere
la existencia de múltiples fuentes hidrotermales en su lecho rocoso. Este descubrimiento ha
generado un gran interés en la comunidad científica debido a la posibilidad de que estas fuentes
hidrotermales puedan sustentar formas de vida en este mundo lejano. [20]

3.2.1 Superficie de Encélado

Al observar algunas imágenes capturadas por la sonda Voyager II, los científicos notaron la
presencia de cráteres en áreas que parecían relativamente lisas en la superficie de Encélado.
Este hallazgo llevó a la hipótesis de que este satélite podría experimentar actividad geológica
reciente, como el criovolcanismo. Los criovolcanes, a diferencia de los volcanes convencionales,
están compuestos principalmente de hielo y agua, y se forman debido a las extremadamente
bajas temperaturas. En lugar de expulsar lava, estos volcanes expulsan elementos como agua,
amoníaco o metano. La actividad criovolcanica en Encélado se origina a partir de las fuerzas
de marea gravitacional entre cuerpos, similar a las fuerzas lunares que influyen en las mareas
terrestres. La capa de hielo que cubre la superficie de Encélado da como resultado un alto
albedo, lo que significa que refleja casi toda la luz solar que incide sobre él.[58]

La densidad de cráteres en Encélado es significativamentemenor que la de otros satélites helados
en el sistema de Saturno, lo que sugiere que su superficie es relativamente joven. Las observaciones
realizadas por la sonda Cassini-Huygens han revelado que los cráteres en Encélado no tienen
una forma típica, lo que ha llevado a la hipótesis de que esta deformidad se debe a efectos
tectónicos que han resultado en fracturas y sistemas de surcos. Además, se han identificado
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crestas y extensas llanuras, lo que refuerza la idea de que este satélite es geológicamente joven
en términos astronómicos. [58]

La sonda Cassini descubrió la presencia de surcos conocidos como ’rayas de tigre’ o ”Tiger
Stripes” cerca del polo sur de Encélado. Estas rayas de tigre funcionan como fisuras y conductos
de liberación de vapor y partículas de hielo al espacio (geiseres), y se estima que tienen entre 10 y
1000 años de antigüedad. Además, se detectó una atmósfera de vapor de agua concentrada sobre
la región del polo sur, donde el número de cráteres es notablemente bajo y la temperatura es
ligeramente más cálida. Este hallazgo revela la sorprendente actividad geológica en la región del
polo sur de Encélado, lo que se convierte en uno de los logros más significativos de la sonda. [58]

En 2006, la revista Science publicó imágenes de alta resolución de Encelado que revelaron
chorros helados y altas ’plumas’ expulsando una gran cantidad de partículas a alta velocidad
desde las formaciones conocidas como las ’Rayas de Tigre’. Se han formulado varias hipótesis
para explicar las causas de estas eyecciones de partículas, una de ellas es el efecto de las fuerzas
demarea que deforman la luna y promueven la actividad criovolcánica, esta actividad y la posible
existencia de un océano de agua líquida en el interior de la luna, sugiere también la posibilidad de
que este océano pueda albergar vida microbiana. Las ’Rayas de Tigre’ en Encélado se asemejan a
las cordilleras submarinas que existen en los océanos de la Tierra, donde el material que emerge
del interior crea nueva corteza y el material expulsado por los géiseres contribuye a la formación
de nuevos surcos. [58]

Se han detectado rastros de elementos como el sodio, amoniaco y compuestos orgánicos en los
chorros y en el anillo E, lo que sugiere la presencia de agua líquida bajo la corteza de Encélado.
[58]

Según un artículo publicado en el journal ”The Conversation” por César Menor-Salván profesor
de Bioquímica y Astrobiología del Departamento de Biología de Sistemas de la Universidad de
Alcalá, Encélado está formada por un núcleo rocoso y un mar de agua salada cubierto por una
gruesa capa de hielo, lo que lo convierte en un inhóspito mundo congelado. [8]

En 2005, lamisión Cassini recogió imágenes de los penachos de vapor de agua, géiseres y fumarolas
que expulsan vapor de agua desde su océano, dando lugar al descubrimiento de agua líquida, es
decir, bajo su fría superficie (unos -200 ºC) hay un océano de agua salada, con un volumen de
unas 5 veces el mar Mediterráneo.[8]

Recientemente, en 2018, el análisis de los datos de la nave han mostrado que el agua emitida
por Encélado es salada y alcalina (rica en carbonato sódico) y contiene compuestos orgánicos
como el fosfato, un compuesto esencial para la vida tal como la conocemos.[8]
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Para el ser humano aún es imposible la llegada a la superficie de Encélado; sin embargo, ¿cómo
es posible que se hayan realizado estos descubrimientos? Es gracias al análisis en diferentes
longitudes de onda y albedos de las imágenes proporcionadas por sondas que nos permiten
conocer que elementos componen la superficie de la luna a partir de firmas espectrales y que
características geológicas internas y externas caracterizan dicha luna.

Figure 3-1: Penachos de agua emitidos por Encelado, contrastando con los anillos de Saturno.
Estos anillos están formados por partículas de hielo emitidas por Encelado.
NASA/JPL-Caltech/Space Science Institute

En el caso de Encélado, las fuerzas de marea provocadas por la gravedad de Saturno, entre otras
fuentes de energía, pueden sostener sistemas hidrotermales (fuentes de energía química) en
el fondo de su océano, dando lugar a reacciones químicas complejas. Los géiseres son una
manifestación de esa actividad. [8]
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Figure 3-2: Geiseres en la zona del polo sur de Encelado, donde se piensa que se sitúa la parte
más profunda del océano. NASA/JPL/Space Science Institute

Figure 3-3: Una de las primeras aproximaciones humanas a Encelado: la superficie vista por
la nave Voyager 2 en 1981. Las fracturas tectónicas y las regiones sin cráteres ya
sugerían que Encelado era activo geológicamente.

3.2.2 Criovolcanismo

El criovolcanismo se define como el volcanismo donde se produce una erupción de material que
no es roca fundida sino una mezcla de volátiles y líquidos a temperaturas criogénicas, que puede
contener desde agua, amoníaco, metano, etano, nitrógeno líquido y compuestos sódicos. A esta
mezcla se le denomina criomagma. Los mecanismos térmicos que los generan se relacionan
con la fusión parcial de la corteza helada por el calentamiento generado en su interior que es
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consecuencia de las fuerzas de marea por la interacción gravitatoria con Saturno.

El criovolcanismo se produce principalmente por el calentamiento interno del satélite que es
consecuencia de la interacción gravitatoria entre la luna, Saturno y otras lunas que están en
la órbita entorno al gigante gaseoso. Para comprender los mecanismos térmicos, primero se
necesitan tener en cuenta algunos conceptos como son las fuerzas demarea, la rotación síncrona,
y la excentricidad orbital. Las fuerzas de marea (en inglés tidal forces) distorsionan la forma de
los cuerpos entre los que se producen. Saturno experimenta una deformación pero es mucho
más notable en las lunas, quienes tienden a convertirse en elipsoides.[64]

La deformación de una luna producida por su movimiento de translación y las diferencias de
distancia en interacción gravitatoria con Saturno se ven representadas en calor producto de
la fricción en su interior, que se disipa por toda la corteza helada. También inciden las leves
desincronizaciones de su rotación que provocan cambios en el régimen de deformación y que
generan disipación de calor y fracturamiento, limitando regiones muy fracturadas o levemente
fracturadas (Dougherty y otros, 2009). El calentamiento por marea (en inglés tidal heating) hace
que el núcleo rocoso de la luna disipe su calor en la corteza helada, que para Encélado tiene de
50 a 100 km de espesor. El calor disipado funde parcialmente la corteza helada generando un
movimiento convectivo del hielo y la circulación de agua en estado líquido (Nimmo y Pappalardo,
2006). El vapor de agua expulsado hacia el exterior se condensa al llegar a temperatura cercanas
al cero absoluto propias del espacio interplanetario, y cae en forma sólida sobre la superficie.[64]

En el año 2004 la sonda Cassini-Huygens captó las primeras imágenes de erupciones (jets) criovolcánicos
desde la superficie de Encélado, posibilitando la confirmación de la existencia de estos fenómenos.
Las imágenes posibilitaron igualmente la identificación demorfologías asociables a estos procesos
criovolcánicos. [64]

3.3 Cassini–Huygens

Cassini fue una misión de investigación espacial de la NASA, la Agencia Espacial Europea (ESA) y
la Agencia Espacial Italiana (ASI) para enviar una sonda espacial con el fin de estudiar el planeta
Saturno y su sistema, incluidos sus anillos y satélites naturales. La nave espacial robótica de
clase Flagship estaba formada por la sonda espacial Cassini de la NASA y el módulo de aterrizaje
Huygens de la ESA, que se posó en Titán, la mayor luna de Saturno[8]. Cassini fue la cuarta
sonda espacial en visitar Saturno y la primera en entrar en su órbita, donde permaneció desde
2004 hasta 2017. Las dos naves tomaron sus nombres de los astrónomos Giovanni Cassini y
Christiaan Huygens.
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Cassini estuvo activa en el espacio durante casi 20 años, de los cuales 13 los pasó orbitando
Saturno y estudiando el planeta y su sistema tras entrar en órbita el 1 de julio de 2004[17]. El
viaje a Saturno incluyó sobrevuelos de Venus (abril de 1998 y julio de 1999), la Tierra (agosto
de 1999), el asteroide 2685 Masursky y Júpiter (diciembre de 2000). La misión finalizó el 15 de
septiembre de 2017, cuando la trayectoria de Cassini la llevó a la atmósfera superior de Saturno y
se quemó [18] [49] para evitar cualquier riesgo de contaminación de las lunas de Saturno [47][13].

Los principales objetivos de la nave Cassini eran:

• Determinar la estructura tridimensional y el comportamiento dinámico de los anillos de
Saturno.

• Determinar la composición de la superficie de los satélites y la historia geológica de cada
objeto.

• Determinar la naturaleza y el origen del material oscuro del hemisferio anterior de Iapetus.

• Medir la estructura tridimensional y el comportamiento dinámico de la magnetosfera.

• Estudiar el comportamiento dinámico de la atmósfera de Saturno a nivel de las nubes.

• Estudiar la variabilidad temporal de las nubes y brumas de Titán.

• Caracterizar la superficie de Titán a escala regional. [12]

Las imágenes capturadas por Cassini hacen parte del mundo de los datos no estructurados, con
los cuales se desarrolló el presente trabajo y que se explican brevemente en la siguiente sección.

3.4 Datos no estructurados

Los datos no estructurados son información que no está organizada según un modelo o esquema
de datos preestablecido y que por lo tanto, no puede almacenarse en una base de datos relacional
tradicional o RDBMS, un ejemplo de datos no estructurados son los textos o cadenas de palabras
y caracteres del lenguaje natural y las imágenes o fotografías, también los videos o archivos de
audio. [46]

En la actualidad entre el 80% y 90% de los datos generados y recopilados por las organizaciones
son de tipo no estructurado y cada día su volumen crece más, a pesar de esta gran disponibilidad
de información, ha sido muy costoso para las organizaciones y grandes compañías administrar su
almacenamiento, procesamiento y análisis, pues hasta hacemuy poco se han venido popularizando
las técnicas que permiten analizar y tomar decisiones a partir de este tipo de información. Con la
ayuda de la inteligencia artificial y el aprendizaje automático, nuevas herramientas han surgido
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con el fin de acelerar el consumo y aprovechamiento de estos datos y así impactar de forma
positiva la toma de decisiones en contextos empresariales y académicos. [46]

A continuación se muestra una tabla comparativa entre los datos de tipo estructurado y no
estructurado.

Figure 3-4: Comparación entre datos estructurados y no estructurados. Fuente: [46]

3.5 Procesamiento y análisis de imágenes

El análisis automático de imágenes consiste en identificar y clasificar objetos o características
presentes en una imagen. Durante este proceso se extraen características específicas de las
imágenes que son relevantes para una tarea en particular, como la clasificación o detección de
objetos. Estas características provienen principalmente los pixeles que componen una imagen.
El ”feature engineering” es una parte fundamental de la preparación de los datos para el procesamiento
y clasificación de imágenes, ya que las características adecuadas pueden influir significativamente
en el rendimiento de los modelos de aprendizaje automático.

La tarea de seleccionar un conjunto adecuado de características para una tarea específica puede
resultar compleja y demandante, es por esto que surge un creciente interés en enfoques que
permitan la extracción automática de características, conocidos como ’feature learning’. Estos
métodos capacitan a los modelos de aprendizaje automático para aprender de forma automática
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las características relevantes en lugar de depender exclusivamente de características diseñadas
manualmente, es decir, de atributos que son seleccionados o creados manualmente por los
ingenieros o científicos de datos para ser usados como entrada en losmodelos, como por ejemplo,
histogramas de color o características de textura y bordes.

El reconocimiento de imágenes se aborda desde dos perspectivas principales: el enfoque supervisado,
que implica disponer de un conjunto de datos con imágenes etiquetadas con las categorías
correspondientes, y el enfoque no supervisado, en el cual las imágenes no están previamente
etiquetadas o clasificadas. La creación de conjuntos de datos etiquetados puede ser una tarea
ardua, especialmente debido a la dificultad del sistema visual humano para reconocer cada
detalle de una imagen o escena con precisión. Por esta razón, se recurre al uso de algunas técnicas
de agrupamiento o clustering, que permiten, desde un enfoque sencillo, poder encontrar dichas
diferencias dentro de una imagen.

Algunos tipos de análisis que se llevan a cabo con imágenes son la detección de características,
el análisis de textura, la extracción de patrones y bordes, entre otros.

3.6 Visión por computador

La visión por computador se refiere al desarrollo de sistemas capaces de interpretar y procesar
imágenes demanera similar a la visión humana. ¿Por qué querríamos crear máquinas que puedan
emular la visión humana? Hay varias razones, entre las cuales están la optimización de tiempo y
recursos y la sistematización de algunos procesos. A pesar de que nuestro sistema visual es muy
poderoso, tiende a ser más cualitativo que cuantitativo; no es particularmente bueno haciendo
mediciones precisas de cosas u objetos en el mundo físico. A diferencia de la visión humana, la
visión por computador está diseñada para extraer información del mundo que como humanos no
alcanzamos a percibir, como otras longitudes de onda diferentes al visible (infrarrojo, ultravioleta,
etc).[36]

Los principales componentes de la visión por computador son la luz, una escena y un objeto que
capture la escena (cámaras de video y fotografía). Las cámaras juegan el papel del ojo humano,
ya que la cámara toma la luz de la escena tridimensional para producir una escena bidimensional,
esta imagen se pasa a través de un software de visión y el objetivo de este software es poder
producir una descripción simbólica de la escena.[36]

Una definición un poco más formal de visión por computador, la da David Maher que escribió
uno de los primeros libros de texto sobre visión, establece que la visión es automatizar procesos
visuales humanos y que la visión por computador es la emulación del sistema de visión humano,
otros establecen que la visión es una tarea de procesamiento de la información.
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Berthold Horn que escribió el libro Visión Robot, dice que la visión es invertir la formación de
una imagen, esto es debido a que una imagen es la proyección del mundo tridimensional en un
plano bidimensional, con lo que uno puede pensar en que la visión por computador es tomar
esta imagen bidimensional y de alguna forma devolverse hacia el mundo tridimensional para
poder hablar sobre los objetos que componen ese mundo, entonces otra forma de decirlo es, la
visión es la inversión de gráficos.[36]

Se parte de una imagen dada y se quiere volver ”atrás” hacia el mundo tridimensional para poder
concluir sobre los objetos que componen ese mundo. La visión trabaja con imágenes y una
imagen es un vector de pixeles, un pixel es un elemento de la imagen que guarda información
acerca de un punto correspondiente en la imagen.[36]

A continuación se muestra una imagen y su equivalente digital, que es un arreglo o matriz que
se puede ver como un vector de números del cuál buscamos extraer toda la información que
como humanos percibimos (intensidad de los colores, brillo, objetos en la imágen, etc).[36]

Figure 3-5: Izquierda: imagen de ejemplo, Derecha: Representación numérica de los pixeles de
la imagen de la izquierda. Fuente: [36]

Han transcurrido 50 años de investigación en visión por computador y hemos aprendido que es
un campo multi-disciplinario, pues trabaja con óptica de imágenes, procesamiento de señales en
energía eléctrica, algoritmos de ciencias de la computación, neurociencia, psicología y biología.
El progreso en este campo ha sido considerable y hemos llegado a tener varias aplicaciones muy
exitosas en el mundo real; sin embargo solo hasta hace poco hemos visto como este campo del
conocimiento está impactando la forma en la que vivimos la vida.[36]

Características de un pixel:

• Brillo

• Color
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• Distancia

• Material: En el futuro las cámaras podrán detectar el material de un punto dado, podrán
concluir si está hecho de madera, plástico, metal, etc

3.6.1 OpenCV

OpenCV (Open Source Computer Vision Library) es una biblioteca de funciones de programación
destinadas principalmente a la visión por ordenador en tiempo real[56]. Desarrollada originalmente
por Intel, más tarde recibió el apoyo deWillow Garage y posteriormente de Itseez (quemás tarde
fue adquirida por Intel[57]). La biblioteca es multiplataforma y está licenciada como software
libre y de código abierto bajo la Licencia Apache 2. Desde 2011, OpenCV cuenta con aceleración
de GPU para operaciones en tiempo real[73].

En los inicios de OpenCV, los objetivos del proyecto se describían[7] como:

• Avanzar en la investigación de la visión proporcionando no sólo código abierto sino también
optimizado para la infraestructura básica de visión.

• Difundir el conocimiento de la visión proporcionando una infraestructura común en la
que los desarrolladores pudieran basarse, de modo que el código fuera más legible y
transferible.

• Impulsar las aplicaciones comerciales basadas en la visión poniendo a disposición de los
usuarios código portátil y optimizado de forma gratuita, con una licencia que no requiriese
que el propio código fuese abierto o gratuito.

En agosto de 2020, OpenCV lanzó OpenCV.ai, la rama de consultoría profesional. El equipo de
desarrolladores ofrece servicios de consultoría y soluciones de visión por computador, aprendizaje
automático e inteligencia artificial[74].

En nuestro caso particular se usaron algunas funciones para leer imágenes, reajustar su tamaño,
normalizarlas y aplicar filtros. Se usó la función imread para leer imágenes. He aquí la sintaxis
de esta función:

cv2.imread(path, flag): El parámetro path toma una cadena que representa la ruta de la imagen a
leer. El archivo debe estar en el directorio de trabajo o se debe dar la ruta completa a la imagen.
El otro parámetro es el flag que se utiliza para especificar cómo debe leerse nuestra imagen.[72]
Aquí están los posibles valores que toma y su funcionamiento:
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• : Especifica convertir la imagen a la imagen de 3 canales RGB de 3
canales. Cualquier transparencia de la imagen será despreciada. Es el por defecto, es decir
si no se especifica si se usa a color o en escala de grises, se asumirá que se lee una imagen
a color. Alternativamente, podemos pasar el valor 1 para esta bandera.[72]

• : Especifica la conversión de una imagen a escala de grises. [72]

Normalmente, el método imread() devuelve una imagen cargada desde el archivo especificado,
pero en caso de que la imagen no pueda ser leída debido a un formato de archivo no soportado,
archivo faltante, formato no soportado o inválido, simplemente devuelve una matriz.[72]

OpenCV Redimensionar imagen: cv2.resize(s, size,fx,fy,interpolation):
Cuando trabajamos con imágenes, a menudo necesitamos redimensionarlas de acuerdo con
ciertos requisitos. La mayoría de las veces se realiza esta operación en el aprendizaje automático
y el aprendizaje profundo, ya que reduce el tiempo de entrenamiento de una red neuronal. A
medida que aumenta el número de píxeles de una imagen, mayor es el número de nodos de
entrada, lo que a su vez aumenta la complejidad del modelo. Utilizamos un método incorporado
resize() para cambiar el tamaño de una imagen.[72]

Sintaxis: cv2.resize(s, tamaño,fx,fy,interpolación)
Parámetros:

• s - imagen de entrada (obligatorio).

• size - tamaño deseado para la imagen de salida tras el redimensionado (obligatorio).

• fx - Factor de escala a lo largo del eje horizontal.(opcional)

• fy - Factor de escala a lo largo del eje vertical.

• Interpolación(opcional)

En particular, se usó la siguiente configuración: cv2.resize(image, (299, 299)).

Algunas de las razones para usar imagenes de este tamaño de 299x299 píxeles es debido a que
es un estándar común en tareas de visión por computador, especialmente en el contexto de
modelos de aprendizaje profundo. Este tamaño se ha utilizado ampliamente en arquitecturas
de redes neuronales convolucionales como InceptionV3, Xception, etc., y que esta elección
se basa en las mejores prácticas establecidas en la comunidad de investigación en visión por
computador.[72]

Adicional a la compatibilidad con modelos pre-entrenados que permite aprovechar las ventajas
de estos modelos y así transferir el conocimiento a mis datos (imagenes luna Encelado).[72]
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También ofrece un equilibrio entre tamaño y recursos computacionales, ya que se obtiene un
balance entre la calidad de la información visual y los recursos computacionales necesarios
para procesar las imágenes, proporcionando suficiente detalle para las características visuales
sin requerir recursos excesivos en términos de memoria y capacidad de procesamiento.[72]

Normalización de la imágen:

Esta función toma una imagen y realiza la normalización de píxeles, siguiendo los siguientes
pasos: Toma una imagen como entrada con OpenCV, en nuestro caso específico lee la imagen
que ha sido previamente reajustada en su tamaño, convierte la imagen a tipo de dato flotante
con el método .astype(’float’) para convertir los valores de píxeles de la imagen a tipo de dato
flotante. Esto es común en el procesamiento de imágenes, ya que las operaciones matemáticas
pueden requerir valores de coma flotante en lugar de enteros.[72]

Finalmente, se aplica la normalización utilizando la función cv2.normalize. En este caso, la
normalización se realiza en el rango [0.0, 255], lo que significa que los valores de píxeles se
reescalan de tal manera que el valor mínimo se convierte en 0.0 y el valor máximo se convierte
en 255. Esto es útil para estandarizar el rango de valores de píxeles y puede ser beneficioso en
ciertas aplicaciones y se retorna la imagen normalizada que ahora tiene sus valores de píxeles
reescalados dentro del rango especificado. El valor mínimo en la matriz normalizada será 0.0 y
el valor máximo en la matriz normalizada será 255.[72]

La normalización puede ser importante para asegurarse de que los valores de píxeles estén
dentro de un rango adecuado para el procesamiento, especialmente cuando se utilizan algoritmos
de aprendizaje automático que son sensibles a las escalas de valores. [72]

Suavizado de imágenes:

El suavizado de imágenes es una técnica de procesamiento de imágenes que se utiliza para
eliminar el ruido en una imagen. El desenfoque (suavizado) elimina los bordes de baja intensidad
y también es beneficioso para ocultar los detalles; por ejemplo, el desenfoque es necesario en
muchos casos, como ocultar cualquier información confidencial en una imagen. [72] OpenCV
proporciona principalmente el siguiente tipo de técnicas de desenfoque:

Promedio OpenCV, Desenfoque medio OpenCV, Desenfoque Gaussiano OpenCV, Filtro bilateral
OpenCV.
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3.7 Procesamiento de la imagen

Una imagen digital es una representación binaria de datos visuales, esta representación son los
bien llamados pixeles que son los componentes básicos de una imagen digital. Un píxel es como
llamamos a los valores de color o luz que ocupan un lugar específico en una imagen. Se puede
pensar en una imagen como una gran cuadrícula, en la que cada cuadrado contiene un color o
píxel. Esta cuadrícula se denomina a veces mapa de bits. Una imagen con una resolución de
1024×768 es una cuadrícula con 1.024 columnas y 768 filas, que por lo tanto contiene 1.024 ×
768 = 786.432 píxeles. Saber cuántos píxeles hay en una imagen no indica las dimensiones físicas
de la misma. Es decir, un píxel no equivale a un milímetro, un micrómetro o un nanómetro. En
cambio, el ”tamaño” de un píxel dependerá de la configuración de píxeles por pulgada (PPI) de
esa imagen. [40]

Cada píxel está representado por un número o un conjunto de números, y el rango de estos
números se denomina profundidad de color o profundidad de bits. En otras palabras, la profundidad
de color indica el número máximo de colores potenciales que se pueden utilizar en una imagen.
Una profundidad de color de 8 bits utiliza los números 0-255 (o un byte de 8 bits) para cada canal
de color de un píxel. Esto significa que una imagen de 1024×768 con una profundidad de color
de 8 bits de un solo canal (blanco y negro) crearía una imagen de 768 kB. Hoy en día, la mayoría
de las imágenes utilizan color de 24 bits o superior, lo que permite tres números de 0 a 255
por canal. Esta mayor cantidad de datos sobre el color de cada píxel significa que una imagen de
1024×768 ocuparía 2,25MB. Como consecuencia de estos importantes requisitos de memoria, la
mayoría de los formatos de archivo de imagen no almacenan información de color píxel a píxel.
Los archivos de imagen como GIF, PNG y JPEG utilizan diferentes formas de compresión para
representar imágenes de forma más eficiente.[40]

La mayoría de los píxeles son de dos tipos: escala de grises y color. En una imagen en escala
de grises, cada píxel tiene un único valor que representa el valor de la luz, siendo cero el negro
y 255 el blanco. La mayoría de los píxeles de color tienen tres valores que representan el rojo,
el verde y el azul (RGB). Existen otros esquemas de representación que no son RGB, pero RGB
es el formato más popular. Cada uno de los tres colores está representado por un byte, o un
valor de 0 a 255, que indica la cantidad del color dado. Normalmente se combinan en un triplete
RGB en formato (rojo, verde, azul). Por ejemplo, (125, 0, 125) significa que el píxel tiene algo de
rojo, nada de verde y algo de azul, lo que representa un tono de morado.[40]. Otros ejemplos
comunes son:

• Rojo: (255, 0, 0)

• Verde: (0, 255, 0)

• Azul: (0, 0, 255)
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• Amarillo: (255, 255, 0)

• Café: (165, 42, 42)

• Naranja: (255, 165, 0)

• Negro: (0, 0, 0)

• Blanco: (255, 255, 255)

Cada uno de los píxeles que representa una imagen tiene un valor de píxel que describe que tan
brillante es ese píxel, y/o qué color debería tener. En el caso más simple de las imágenes binarias.
El valor del píxel es un número de 1 bit que indica el primer plano o el fondo. El formato de
píxel más habitual es la imagen en bytes, en la que este número se almacena como un entero de
8 bits que ofrece un rango de valores posibles de 0 a 255. Normalmente, el cero se considera
negro y el 255 blanco. Los valores intermedios constituyen los distintos tonos de gris. [62]

Para representar imágenes en color, hay que especificar por separado los componentes rojo,
verde y azul de cada píxel (suponiendo un espacio de color RGB), por lo que el ”valor” del píxel
es en realidad un vector de tres números. A menudo, los tres componentes se almacenan como
tres imágenes separadas en ”escala de grises”, conocidas como planos de color (uno para cada
rojo, verde y azul), que deben recombinarse al visualizarlas o procesarlas. [62]

Las imágenes multiespectrales pueden contener incluso más de tres componentes por píxel y,
por extensión, se almacenan del mismo modo, como un valor vectorial de píxel o como planos
de color independientes. [62]

Es posible que las intensidades reales de los componentes de escala de grises o de color de cada
píxel no se almacenen explícitamente. A menudo, todo lo que se almacena para cada píxel es un
índice en un mapa de color en el que se puede buscar la intensidad real o los colores. [62]

Aunque los enteros simples de 8 bits o los vectores de enteros de 8 bits son los tipos más
comunes de valores de píxel utilizados, algunos formatos de imagen admiten diferentes tipos
de valores, por ejemplo, enteros con signo de 32 bits o valores de coma flotante. Estos valores
son muy útiles en el tratamiento de imágenes, ya que permiten procesar la imagen sin que los
valores de píxel resultantes sean necesariamente enteros de 8 bits. Si se utiliza este enfoque,
suele ser necesario configurar un mapa de colores que relacione determinados rangos de valores
de píxeles con determinados colores visualizados. [62]

Una imagen se compone de dos coordenadas espaciales x y y, dado x; y se tiene una intensidad
de valor f , tal que f(x; y) es la intensidad de la imagen en la posición (x; y).[36]

Procesar una imagen consiste en transformarla en una más clara o más fácil de analizar.[36]
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3.7.1 Procesamiento de pixeles

Filtrado de imágenes:

Este tipo de transformación consiste en cambiar el rango de una imagen, esta se aplica directamente
sobre f(x; y).

Sobre cada pixel o punto de una imagen es posible observar el brillo del valor del color y
transformarlo usando algúnmapeo predeterminado, aquí la posición del pixel dentro de la imagen
no es relevante, pues la transformación se basa en el color o el valor del brillo en ese pixel. [36]
Se aplica una transformación T de intensidad f en cada pixel a una intensidad g, tal que:

g(x; y) = Tr(f(x; y))

Esto es independiente de la ubicación del pixel en la imágen. Básicamente, se tiene un mapeo
de un valor de brillo hacia otro valor de brillo, o de un color hacia otro color, es el tipo de
operaciónmás simple porque sobre cada pixel, la operación es independiente de todos los demás
pixeles.[36]

Algunas de las transformaciones que se pueden hacer con los pixeles, incluyen oscurecer, aclarar
o invertir una imagenmediante la suma o diferencia de una constante al valor actual, a continuación
se muestra un ejemplo de estas operaciones:

Figure 3-6: Transformaciones en base a operaciones matemáticas sobre pixeles de una imágen.
Fuente: [36]

Para aumentar o reducir el contraste de una imagen se aplican las operaciones producto y división,
respectivamente, y para llevar a escala de grises se usa una combinación lineal de los tres valores
de color de un pixel.[36]
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• Aumento de contraste: f � 2

• Disminución de contraste: f/2

• Llevar a escala de grises: 0:3fR + 0:6fG + 0:1fB

Deformado de imágenes:

Este tipo de transformación consiste en cambiar el dominio o la posición, esta se aplica diréctamente
sobre (x; y), así:

g(x; y) = f(Td(x; y))

En donde Td es un operador de cambio de coordenadas, aquí se está interesado en cambiar la
forma de la imagen, algunas de las transformaciones globales geométricas que se pueden aplicar
son:

• Translación.

• Rotación.

• Escalado y aspecto.

• Sesgo.

• Reflexión o espejo.

• Afinado.

• Proyección.

• Distorciones geométricas, como convertir la imagen a un aspecto cilíndrico.

La transformación Td es la misma sobre toda la imagen y usualmente puede ser descrita por un
pequeño número de parámetros.[36]

Transformaciones lineales 2x2:

Se tiene una imagen y se tiene un punto P1 dentro de la imagen dado por P1 = (x1; y1), a la cual
se le aplica una transformación T y se obtiene una imagen deformada con punto P2 = (x2; y2)

de la siguiente forma:
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Figure 3-7: Transfromación de una imagen para deformarla. Fuente: [36]

Este tipo de transformaciones se puede describir mediante una matriz de tamaño 2x2, tal que:

p2 = Tp1�
x2

y2

�
= T

�
x1

y1

�
�
x2

y2

�
=

�
a11 a12

a21 a22

� �
x1

y1

�
1. Escalado (estiramiento o aplastamiento): Aqui la transformación será S tal que, si x2 =

ax1 y y2 = by1:

�
x2

y2

�
= S

�
x1

y1

�
=

�
a 0

0 b

� �
x1

y1

�
Donde a y b son coeficientes de escalado, para el caso inverso se tiene que, x1 = 1

a
x2 y

y1 = 1
b
y2; tal que:

�
x1

y1

�
= S�1

�
x2

y2

�
=

�
1/a 0

0 1/b

� �
x2

y2

�
2. Rotación en 2D: Se tiene un punto P1 con coordenadas (x1; y1) se puede representar en

coordenadas polares como r y �, tal que x1 = rcos(�) y y1 = rsin(�) y si queremos rotar
este punto con un ángulo � terminando en un punto P2(x2; y2), tal que x2 = rcos(� + �)

y y2 = rsin(� + �)

Expandiendo estas expresiones se tiene que:

x2 = rcos(�)cos(�)� rsin(�)sin(�)

= x1cos(�)� y1sin(�)

y2 = rcos(�)sin(�) + rsin(�)cos(�)
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= x1sin(�)� y1cos(�)

Usando una matriz de transformación 2x2 para el caso de imagen normal a imagen rotada,
se obtiene lo siguiente :

�
x2

y2

�
= R

�
x1

y1

�
=

�
cos(�) �sin(�)

sin(�) cos(�)

� �
x1

y1

�
Usando una matriz de transformación 2x2 para el caso inverso, imagen rotada a imagen
normal, se obtiene lo siguiente :

�
x1

y1

�
= R�1

�
x2

y2

�
=

�
cos(�) sin(�)

�sin(�) cos(�)

� �
x2

y2

�
3. Sesgo: Se toma una imagen y se transforma en un paralelogramo que se puede sesgar en

cualquier dirección. Para el sesgo horizontal, el sesgo ocurre de izquierda a derecha, tal
que las coordenadas son:

x2 = x1 + mxy1

y2 = y1�
x2

y2

�
= Sx

�
x1

y1

�
=

�
1 mx

0 1

� �
x1

y1

�
Y para el sesgo vertical se tiene que:

x2 = x1

y2 = myx1 + y1�
x2

y2

�
= Sx

�
x1

y1

�
=

�
1 0

my 1

� �
x1

y1

�
4. Reflexión o espejo: Se tiene una imagen que se quiere reflejar respecto a un eje, ya sea

vertical u horizontal, para el eje Y se tiene que:

x2 = x = �1

y2 = y1

My =

�
�1 0

0 1

�
Para reflejar con respecto a la recta y = x, se tiene que:
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x2 = y1

y2 = x1

Mxy =

�
0 1

1 0

�
En este caso la imagen se refleja en ambas direcciones. [36]

3.7.2 Filtro Gaussiano

En el tratamiento de imágenes, el desenfoque gaussiano (también conocido como suavizado
gaussiano) es el resultado de desenfocar una imagen mediante una función gaussiana (llamada
así por el matemático y científico Carl Friedrich Gauss)[68].

Es un efecto muy utilizado en software gráfico, normalmente para reducir el ruido de la imagen
y reducir los detalles. El efecto visual de esta técnica de desenfoque es un suave desenfoque
parecido al de ver a través de una pantalla translúcida. El suavizado Gaussiano también se usa en
la fase de preprocesamiento de imágenes en algoritmos de visión por computador para mejorar
las estructuras de imágenes en diferentes escalas[68].

Aplicar un desenfoque gaussiano a una imagen es lo mismo que convolucionar la imagen con
una función gaussiana[68]. Convolucionar la imagen con una función gaussiana, significa que
tomaremos la función gaussiana y generaremos una matriz nxm. Utilizando esta matriz y la
altura de la distribución gaussiana en ese píxel, calcularemos nuevos valores RGB para la imagen
desenfocada. La desviación estándar � influye en la medida en que los píxeles vecinos del
píxel central afectan al resultado del cálculo. Técnicamente, en una función gaussiana, como se
extiende infinitamente, se podría argumentar que habría que considerar cada píxel de la imagen
para obtener el efecto de desenfoque ”correcto”, pero en la práctica los píxeles más allá de 3�

tienen muy poco impacto en los valores resultantes.

Dado que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana, la aplicación de un
desenfoque gaussiano tiene el efecto de reducir los componentes de alta frecuencia de la imagen;
un desenfoque gaussiano es, por tanto, un filtro de paso bajo[68].

El desenfoque gaussiano es un tipo de filtro de desenfoque de imagen que utiliza una función
gaussiana para calcular la transformación que debe aplicarse a cada píxel de la imagen para
reducir el ruido.[68] [50] La formula de la función gaussiana en una dimensión es:

G(x) =
1p

2��2
e� x2

2�2
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�à�õ�ë�à�ï �Å�Ö�õ�ë�à�ï �µ�· �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Ú�¥�ï �ù�Û�É�Á�à�ë�Ú�·�ï�u�`�O�J�a

���Û �õ�·�à�ë�Ë�£�v �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£ �·�Û �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ï�·�ë�¥ �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�£ �µ�· �¯�·�ë�à�v �Ö�à �ê�ù�· �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£
�ê�ù�· �Ç�£�®�ë�Ë�£ �ê�ù�· �É�Û�¯�Ö�ù�É�ë �õ�à�µ�£ �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �·�Û �Ö�à�ï �¯�¥�Ö�¯�ù�Ö�à�ï �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�Ë�
�·�Ö�u ���Û �Ö�£ �é�ë�¥�¯�õ�É�¯�£�v �£�Ö �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë
�ù�Û�£ �£�é�ë�à�
�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�É�ï�¯�ë�·�õ�£ �µ�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£�v �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �ï�É�õ�ù�£�µ�à�ï �£ �ù�Û�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �ï�ù�é�·�ë�É�à�ë
�£3� �õ�É�·�Û�·�Û �ù�Û�£ �É�Û�Æ�ù�·�Û�¯�É�£ �Ö�à �ï�ù�Å�¯�É�·�Û�õ�·�Ú�·�Û�õ�· �é�·�ê�ù�·�Ü�£ �¯�à�Ú�à �é�£�ë�£ �¯�à�Û�ï�É�µ�·�ë�£�ë�ï�· �·�Á�·�¯�õ�É���£�Ú�·�Û�õ�·



�M�u�Q �I�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �L�Q

�Û�ù�Ö�à�ï�u �I�à�ë �õ�£�Û�õ�à�v �Ö�£�ï �¯�à�Û�õ�ë�É�®�ù�¯�É�à�Û�·�ï �µ�· �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �Á�ù�·�ë�£ �µ�· �·�ï�· �ë�£�Û�Â�à �é�ù�·�µ�·�Û �É�Â�Û�à�ë�£�ë�ï�·�u �`�O�J�a

���µ�·�Ú�¥�ï �µ�· �ï�·�ë �¯�É�ë�¯�ù�Ö�£�ë�Ú�·�Û�õ�· �ï�É�Ú�¹�õ�ë�É�¯�à�v �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �é�ù�·�µ�· �£�é�Ö�É�¯�£�ë�ï�· �£ �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û
�®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö �¯�à�Ú�à �µ�à�ï �¯�¥�Ö�¯�ù�Ö�à�ï �ù�Û�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�·�ï �É�Û�µ�·�é�·�Û�µ�É�·�Û�õ�·�ï�v �é�à�ë �Ö�à �ê�ù�· �ï�· �µ�·�Û�à�Ú�É�Û�£
�Å�Ö�õ�ë�à �ï�·�é�£�ë�£�®�Ö�·�u ���ï �µ�·�¯�É�ë�v �·�Ö �·�Á�·�¯�õ�à �µ�· �£�é�Ö�É�¯�£�ë �Ö�£ �Ú�£�õ�ë�É�� �®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �ï�· �é�ù�·�µ�· �¯�à�Û�ï�·�Â�ù�É�ë
�£�é�Ö�É�¯�£�Û�µ�à �ù�Û�£ �ï�·�ë�É�· �µ�· �Ú�£�õ�ë�É�¯�·�ï �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£�ï �ù�Û�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�·�ï �·�Û �Ö�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û �Ç�à�ë�É���à�Û�õ�£�Ö �� �ë�·�é�É�õ�É�·�Û�µ�à
�·�Ö �é�ë�à�¯�·�ï�à �·�Û �Ö�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û ���·�ë�õ�É�¯�£�Ö�u ���Û �õ�¹�ë�Ú�É�Û�à�ï �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�¯�É�à�Û�£�Ö�·�ï�v �ï�· �õ�ë�£�õ�£ �µ�· �ù�Û�£ �é�ë�à�é�É�·�µ�£�µ �û�õ�É�Ö�v
���£ �ê�ù�· �·�Ö �¯�¥�Ö�¯�ù�Ö�à �é�ù�·�µ�· �ë�·�£�Ö�É���£�ë�ï�· �·�Û �·�Ö �õ�É�·�Ú�é�àO(wkernel wimagen himagen )+ O(hkernel wimagen himagen )
�·�Û �µ�à�Û�µ�·h �·�ï �Ö�£ �£�Ö�õ�ù�ë�£ ��w �·�ï �·�Ö �£�Û�¯�Ç�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�v �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�· �µ�·�Ö �à�ë�µ�·�Û �é�£�ë�£ �Ö�à�ï �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Û�à
�ï�·�é�£�ë�£�®�Ö�·�ïO(wkernel hkernel wimagen himagen )�u �`�O�J�a

���é�Ö�É�¯�£�ë �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�ï �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�ï �ï�ù�¯�·�ï�É���à�ï �£ �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �õ�É�·�Û�· �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �·�Á�·�¯�õ�à �ê�ù�· �£�é�Ö�É�¯�£�ë �ù�Û
�û�Û�É�¯�à �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �Ú�£���à�ë�v �¯�ù���à �ë�£�µ�É�à �·�ï �Ö�£ �ë�£�Ë�� �¯�ù�£�µ�ë�£�µ�£ �µ�· �Ö�£ �ï�ù�Ú�£ �µ�· �Ö�à�ï �¯�ù�£�µ�ë�£�µ�à�ï
�µ�· �Ö�à�ï �ë�£�µ�É�à�ï �µ�· �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �ê�ù�· �ï�· �£�é�Ö�É�¯�£�ë�à�Û �ë�·�£�Ö�Ú�·�Û�õ�·�u �I�à�ë �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�v �£�é�Ö�É�¯�£�ë �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�ï
�Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�ï �ï�ù�¯�·�ï�É���à�ï �¯�à�Û �ë�£�µ�É�à�ï �µ�· �P �� �R �µ�£ �Ö�à�ï �Ú�É�ï�Ú�à�ï �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à�ï �ê�ù�· �£�é�Ö�É�¯�£�ë �ù�Û �û�Û�É�¯�à �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·
�Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �µ�· �ë�£�µ�É�à �K�J�v �õ�£�Ö �ê�ù�·

p
62 + 8 2 = 10�v �µ�·�®�É�µ�à �£ �·�ï�õ�£ �ë�·�Ö�£�¯�É�â�Û�v �·�Ö �õ�É�·�Ú�é�à �µ�· �é�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à

�Û�à �é�ù�·�µ�· �Â�ù�£�ë�µ�£�ë�ï�· �Ú�·�µ�É�£�Û�õ�· �Ö�£ �ï�É�Ú�ù�Ö�£�¯�É�â�Û �µ�· �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �¯�à�Û �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�ï �Ú�¥�ï �é�·�ê�ù�·�Ü�à�ï
�� �ï�ù�¯�·�ï�É���à�ï�v �·�Ö �õ�É�·�Ú�é�à �Û�·�¯�·�ï�£�ë�É�à �ï�·�ë�¥�v �¯�à�Ú�à �Ú�Ë�Û�É�Ú�à�v �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �ê�ù�· �é�£�ë�£ �ë�·�£�Ö�É���£�ë �·�Ö �Â�ë�£�Û �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·
�û�Û�É�¯�à�u �`�O�J�a

���Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �Ç�£�®�É�õ�ù�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö �ë�·�µ�ù�¯�É�ë �·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �� �¯�à�Û�ï�·�¯�ù�·�Û�õ�·�Ú�·�Û�õ�·
�ï�ù ���£�ë�É�£�Û���£ �� �µ�·�ï���É�£�¯�É�â�Û �·�ï�õ�¥�Û�µ�£�ë �µ�· �Ö�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�· �Ö�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï�u ���ù�£�Û�µ�à �ï�· �ë�·�µ�ù�¯�· �·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�·
�ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�v �·�ï �Ç�£�®�É�õ�ù�£�Ö �£�é�Ö�É�¯�£�ë �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �é�£�ï�à �®�£�Ò�à �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �£�Û�õ�·�ï �µ�· ���à�Ö���·�ë �£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�·�£�ë�Ö�£�u ���·
�·�ï�õ�· �Ú�à�µ�à �ï�· �·���É�õ�£ �ê�ù�· �£�é�£�ë�·���¯�£ �É�Û�Á�à�ë�Ú�£�¯�É�â�Û �·�ï�é�ù�ë�É�£ �µ�· �£�Ö�õ�£ �Á�ë�·�¯�ù�·�Û�¯�É�£ �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ë�·�µ�ù�¯�É�µ�£
�^�£�Ö�É�£�ï�É�Û�Â�_�u �6�à�ï �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�ï �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�ï �õ�É�·�Û�·�Û �®�ù�·�Û�£�ï �é�ë�à�é�É�·�µ�£�µ�·�ï�v �¯�à�Ú�à �Ö�£ �£�ù�ï�·�Û�¯�É�£ �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï
�Û�Ë�õ�É�µ�à�ï�v �é�à�ë �Ö�à �ê�ù�· �Û�à �É�Û�õ�ë�à�µ�ù�¯�·�Û �£�Û�É�Ö�Ö�à�ï �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �Å�Ö�õ�ë�£�µ�£�u �`�O�J�a

���Ö �ï�ù�£���É���£�µ�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �Ç�£�®�É�õ�ù�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �·�Û �Ö�£ �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï�u �6�£ �Ú�£���à�ë�Ë�£ �µ�· �Ö�à�ï
�£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�ï �µ�· �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï �ï�à�Û �ï�·�Û�ï�É�®�Ö�·�ï �£�Ö �ë�ù�É�µ�à�x �·�Ö �Å�Ö�õ�ë�à �6�£�é�Ö�£�¯�É�£�Û�à �®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�v
�¯�à�Û�ï�õ�ë�ù�É�µ�à �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �ù�Û�£ �µ�É�ï�¯�ë�·�õ�É���£�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �à�é�·�ë�£�µ�à�ë �µ�· �6�£�é�Ö�£�¯�·�v �·�ï �Ú�ù�� �ï�·�Û�ï�É�®�Ö�· �£ �Ö�à�ï �·�Û�õ�à�ë�Û�à�ï
�ë�ù�É�µ�à�ï�à�ï�u �`�O�J�a

���Ö �ù�ï�à �µ�· �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �£�Û�õ�·�ï �µ�· �Ö�£ �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï �é�ë�·�õ�·�Û�µ�· �ë�·�µ�ù�¯�É�ë �·�Ö
�Û�É���·�Ö �µ�· �ë�ù�É�µ�à �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�v �Ö�à �ê�ù�· �Ú�·�Ò�à�ë�£ �·�Ö �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à �µ�·�Ö �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�·
�®�à�ë�µ�·�ï�u ���ï�õ�· �·�Û�Á�à�ê�ù�· �ï�· �¯�à�Û�à�¯�· �¯�à�Ú�û�Û�Ú�·�Û�õ�· �¯�à�Ú�à �Å�Ö�õ�ë�à �6�£�é�Ö�£�¯�É�£�Û�à �µ�· �!�£�ù�ï�ï�u �`�L�Q�a�u

���·�ï���·�Û�õ�£�Ò�£�ï�w

�ˆ �I�¹�ë�µ�É�µ�£ �µ�· �µ�·�õ�£�Ö�Ö�·�ï �� �¯�à�Û�õ�ë�£�ï�õ�·�w �ï�É �ï�· �ë�·�ê�ù�É�·�ë�· �·�
�£�Ú�É�Û�£�ë �µ�·�õ�£�Ö�Ö�·�ï �Å�Û�à�ï�v �·�Ö �ï�ù�£���É���£�µ�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à
�é�ù�·�µ�· �Û�à �ï�·�ë �õ�£�Û �·�Á�·�¯�õ�É���à �é�£�ë�£ �·�ï�õ�£ �õ�£�ë�·�£�u �`�L�a�u



�L�R �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

�ˆ �� ���·�¯�·�ï �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �é�ù�·�µ�· �õ�·�Û�·�ë �Ö�à �ê�ù�· �ï�· �¯�à�Û�à�¯�· �¯�à�Ú�à �k�ë�ù�É�µ�à �µ�· �ï�£�Ö �� �é�É�Ú�É�·�Û�õ�£�k�u ���Ö �ë�ù�É�µ�à
�ï�£�Ö �� �é�É�Ú�É�·�Û�õ�£ �ï�· �µ�·�Å�Û�· �¯�à�Ú�à �Ö�£ �é�ë�·�ï�·�Û�¯�É�£ �µ�É�ï�é�·�ë�ï�£ �µ�· �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �®�Ö�£�Û�¯�à�ï �� �Û�·�Â�ë�à�ï�v �é�£�ë�£ �·�ï�õ�à�ï
�¯�£�ï�à�ï �Ö�à�ï �Å�Ö�õ�ë�à�ï �®�£�ï�£�µ�à�ï �·�Û �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�à�Û�£�Û �Ú�·�Ò�à�ë�u �`�L�a�u

���ù�ë�£�Û�õ�· �·�Ö �é�ë�·�ï�·�Û�õ�· �õ�ë�£�®�£�Ò�à �ï�· �ë�·�¯�ù�ë�ë�É�â �£ �Ö�£ �Ö�É�®�ë�·�ë�É�£ �@�é�·�Û���d �^�@�é�·�Û �O�à�ù�ë�¯�· ���à�Ú�é�ù�õ�·�ë �d�É�ï�É�à�Û
�6�É�®�ë�£�ë���_ �ê�ù�· �·�ï �ù�Û�£ �Ö�É�®�ë�·�ë�É�£ �µ�·�ï�õ�É�Û�£�µ�£ �é�ë�É�Û�¯�É�é�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �£ �Ö�£ ���É�ï�É�â�Û �é�à�ë �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�µ�à�ë �·�Û �õ�É�·�Ú�é�à
�ë�·�£�Ö�v �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �·�Ú�é�Ö�·�£�µ�£ �é�£�ë�£ �£�é�Ö�É�¯�£�ë �·�Ö �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�ï �¯���L�u�!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�
�Ö�ù�ë�^�_ �ê�ù�· �é�·�ë�Ú�É�õ�· �Ç�£�¯�·�ë
�ï�ù�£���É���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u �`�K�a

���à�Ú�à �ï�· �Ú�·�Û�¯�É�à�Û�â �£�Û�õ�·�ë�É�à�ë�Ú�·�Û�õ�·�v �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �µ�· �É�Ú�£�Â�·�Û �ï�· �¯�à�Û�ï�É�Â�ù�· �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�à�Û�£�Û�µ�à �Ö�£
�É�Ú�£�Â�·�Û �¯�à�Û �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �µ�· �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �é�£�ï�à �®�£�Ò�à�v �ê�ù�· �·�ï �û�õ�É�Ö �é�£�ë�£ �·�Ö�É�Ú�É�Û�£�ë �ë�ù�É�µ�à�u ���Û �ë�·�£�Ö�É�µ�£�µ�v �ï�·
�·�Ö�É�Ú�É�Û�£ �·�Ö �¯�à�Û�õ�·�Û�É�µ�à �µ�· �£�Ö�õ�£ �Á�ë�·�¯�ù�·�Û�¯�É�£ �^�¯�à�Ú�à �é�à�ë �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�v �·�Ö �ë�ù�É�µ�à�v �à �£�Ö�Â�ù�Û�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï�_ �µ�· �Ö�£
�É�Ú�£�Â�·�Û�u �6�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �ï�· �µ�É�Á�ù�Ú�É�Û�£�Û �ù�Û �é�à�¯�à �·�Û �·�ï�õ�£ �à�é�·�ë�£�¯�É�â�Û�u �@�é�·�Û���d �é�ë�à�é�à�ë�¯�É�à�Û�£ �¯�ù�£�õ�ë�à �õ�É�é�à�ï
�é�ë�É�Û�¯�É�é�£�Ö�·�ï �µ�· �õ�¹�¯�Û�É�¯�£�ï �µ�· �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �`�K�a�w

�K�u�I�ë�à�Ú�·�µ�É�à�w �ï�· �ë�·�£�Ö�É���£ �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�à�Û�£�Û�µ�à �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �¯�à�Û �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �¯�£�Ò�£ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�à�u
�O�É�Ú�é�Ö�·�Ú�·�Û�õ�· �õ�à�Ú�£ �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£ �µ�· �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �®�£�Ò�à �·�Ö �¥�ë�·�£ �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö �� �ë�·�·�Ú�é�Ö�£���£ �·�Ö
�·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö�u ���ï�õ�à �ï�· �Ç�£�¯�· �Ú�·�µ�É�£�Û�õ�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �¯���u�®�Ö�ù�ë�^�_ �à �¯���u�®�à�
� �É�Ö�õ�·�ë�^�_�u �O�· �µ�·�®�·
�·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£�ë �·�Ö �£�Û�¯�Ç�à �� �£�Ö�õ�à �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö�u �Y�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �¯�£�Ò�£ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�à �µ�· �M�
�M �õ�·�Û�µ�ë�Ë�£ �·�Ö
�ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �£�ï�é�·�¯�õ�à�w
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�O�É �Û�à �ï�· �µ�·�ï�·�£ �ù�ï�£�ë �·�Ö �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �¯�£�Ò�£ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�à�v �ï�· �ù�ï�£ �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �¯���u�®�à�
� �É�Ö�õ�·�ë�^�_ �¯�à�Û �·�Ö
�£�ë�Â�ù�Ú�·�Û�õ�à �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���·�•� �£�Ö�ï�·�u

�L�u���·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�w ���Û �·�ï�õ�· �Ú�¹�õ�à�µ�à�v �·�Û �Ö�ù�Â�£�ë �µ�· �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �¯�£�Ò�£�v �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö
�Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �Ú�·�µ�É�£�Û�õ�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û�v �¯���u�!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�
�Ö�ù�ë�^�_�v �ï�· �·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£ �·�Ö �£�Û�¯�Ç�à �� �£�Ö�õ�à �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö
�ê�ù�· �µ�·�®�·�Û �ï�·�ë �é�à�ï�É�õ�É���à�ï �· �É�Ú�é�£�ë�·�ï�u �U�£�Ú�®�É�¹�Û �ï�· �µ�·�®�· �·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£�ë �Ö�£ �µ�·�ï���É�£�¯�É�â�Û �·�ï�õ�¥�Û�µ�£�ë �·�Û
�Ö�£�ï �µ�É�ë�·�¯�¯�É�à�Û�·�ïX �� Y �vsigmaX �� sigmaY �ë�·�ï�é�·�¯�õ�É���£�Ú�·�Û�õ�·�u �O�É �ï�â�Ö�à �ï�· �·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£sigmaX �v
sigmaY �ï�· �õ�à�Ú�£ �¯�à�Ú�à �É�Â�ù�£�Ö �£sigmaX �u �O�É �£�Ú�®�à�ï �ï�· �É�Û�µ�É�¯�£�Û �¯�à�Ú�à �¯�·�ë�à�ï�v �ï�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�Û �£
�é�£�ë�õ�É�ë �µ�·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö�u ���Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�ï �Ú�ù�� �·�Å�¯�£�� �é�£�ë�£ �·�Ö�É�Ú�É�Û�£�ë �·�Ö �ë�ù�É�µ�à
�Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �µ�· �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u �U�£�Ú�®�É�¹�Û�v �ï�· �é�ù�·�µ�· �¯�ë�·�£�ë �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �¯�à�Û �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û�v
�¯���u�Â�·�õ�!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�4�·�ë�Û�·�Ö�^�_�u �`�K�a

�6�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �µ�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �ï�à�Û�w �¯���u�!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�
�Ö�ù�ë�^ �ï�ë�¯�v �Ô�ï�É���·�v �ï�É�Â�Ú�£�j�`�v �µ�ï�õ�`�v �ï�É�Â�Ú�£�k�`�v
�®�à�ë�µ�·�ë�U���é�·�a�a�a �_ �[�’ �µ�ï�õ

�ˆ �ï�ë�¯�w �É�Ú�£�Â�·�Û �µ�· �·�Û�õ�ë�£�µ�£�x �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �é�ù�·�µ�· �õ�·�Û�·�ë �¯�ù�£�Ö�ê�ù�É�·�ë �Û�û�Ú�·�ë�à �µ�· �¯�£�Û�£�Ö�·�ï�v �ê�ù�·
�ï�· �é�ë�à�¯�·�ï�£�Û �É�Û�µ�·�é�·�Û�µ�É�·�Û�õ�·�Ú�·�Û�õ�·�v �é�·�ë�à �Ö�£ �é�ë�à�Á�ù�Û�µ�É�µ�£�µ �µ�·�®�· �ï�·�ë�*�o�n�3�l�- �*�o�n�R�e�l�v



�M�u�Q �I�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �L�S

�*�o�n�R�e�a�- �*�o�n�j�k�6 �Q �*�o�n�e�9�6�u

�ˆ �µ�ï�õ�w �É�Ú�£�Â�·�Û �µ�· �ï�£�Ö�É�µ�£ �µ�·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �õ�£�Ú�£�Ü�à �� �õ�É�é�à �ê�ù�· �ï�ë�¯�u

�ˆ �Ô�ï�É���·�w �U�£�Ú�£�Ü�à �µ�·�Ö �Û�û�¯�Ö�·�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�u �Ô�ï�É���·�u���É�µ�õ�Ç �� �Ô�ï�É���·�u�Ç�·�É�Â�Ç�õ �é�ù�·�µ�·�Û �µ�É�Á�·�ë�É�ë�v �é�·�ë�à
�£�Ú�®�à�ï �µ�·�®�·�Û �ï�·�ë �é�à�ï�É�õ�É���à�ï �· �É�Ú�é�£�ë�·�ï�u �@ �é�ù�·�µ�·�Û �ï�·�ë �¯�·�ë�à�ï �� �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï �ï�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�Û �£
�é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �ï�É�Â�Ú�£�u

�ˆ �ï�É�Â�Ú�£�j�w ���·�ï���É�£�¯�É�â�Û �·�ï�õ�¥�Û�µ�£�ë �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�Û �Ö�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û �j�u

�ˆ �ï�É�Â�Ú�£�k�w ���·�ï���É�£�¯�É�â�Û �·�ï�õ�¥�Û�µ�£�ë �µ�·�Ö �Û�û�¯�Ö�·�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�Û �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û �k�x �ï�É �ï�É�Â�Ú�£�k �·�ï �¯�·�ë�à�v
�ï�· �·�ï�õ�£�®�Ö�·�¯�· �É�Â�ù�£�Ö �£ �ï�É�Â�Ú�£�j�v �ï�É �£�Ú�®�à�ï �ï�É�Â�Ú�£�ï �ï�à�Û �¯�·�ë�à�ï�v �ï�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�Û �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �Ô�ï�É���·�u���É�µ�õ�Ç
�� �Ô�ï�É���·�u�Ç�·�É�Â�Ç�õ�v �ë�·�ï�é�·�¯�õ�É���£�Ú�·�Û�õ�·�x �é�£�ë�£ �¯�à�Û�õ�ë�à�Ö�£�ë �¯�à�Ú�é�Ö�·�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �·�Ö �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à �É�Û�µ�·�é�·�Û�µ�É�·�Û�õ�·�Ú�·�Û�õ�·
�µ�· �é�à�ï�É�®�Ö�·�ï �Ú�à�µ�É�Å�¯�£�¯�É�à�Û�·�ï �Á�ù�õ�ù�ë�£�ï �µ�· �õ�à�µ�£ �·�ï�õ�£ �ï�·�Ú�¥�Û�õ�É�¯�£�v �ï�· �ë�·�¯�à�Ú�É�·�Û�µ�£ �·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£�ë
�õ�à�µ�à�ï �Ô�ï�É���·�v �ï�É�Â�Ú�£�j �� �ï�É�Â�Ú�£�k�u

�ˆ �®�à�ë�µ�·�ë�U���é�·�w �Ú�¹�õ�à�µ�à �µ�· �·�
�õ�ë�£�é�à�Ö�£�¯�É�â�Û �µ�· �é�Ë�
�·�Ö�·�ï�v�"�P�_�.�1�_�n�q�_���S�Û�à �·�ï �¯�à�Ú�é�£�õ�É�®�Ö�·�u

���Ö �¯�â�µ�É�Â�à �ù�ï�£�µ�à �·�Û �·�Ö �é�ë�·�ï�·�Û�õ�· �õ�ë�£�®�£�Ò�à �é�£�ë�£ �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�ï �·�Ö �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�·�w �®�Ö�ù�ë
�• �¯���u�!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�
�Ö�ù�ë�^�É�Ú�Â�v�^�O�v�O�_�v�J�_�u

�M�u���·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �Ú�·�µ�É�£�Û�à�w ���ê�ù�Ë�v �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �¯���u�Ú�·�µ�É�£�Û�
�Ö�ù�ë�^�_ �õ�à�Ú�£ �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�Û�£ �µ�· �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï
�é�Ë�
�·�Ö�·�ï �®�£�Ò�à �·�Ö �¥�ë�·�£ �µ�·�Ö �Û�û�¯�Ö�·�à �� �·�Ö �·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �ï�· �ï�ù�ï�õ�É�õ�ù���· �é�à�ë �·�ï�õ�· ���£�Ö�à�ë �Ú�·�µ�É�£�Û�à�u
���ï�õ�à �·�ï �Ú�ù�� �·�Å�¯�£�� �¯�à�Û�õ�ë�£ �·�Ö �ë�ù�É�µ�à �µ�· �ï�£�Ö �� �é�É�Ú�É�·�Û�õ�£ �·�Û �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u ���ù�ë�É�à�ï�£�Ú�·�Û�õ�·�v �·�Û �Ö�à�ï
�Å�Ö�õ�ë�à�ï �£�Û�õ�·�ë�É�à�ë�·�ï�v �·�Ö �·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �·�ï �ù�Û ���£�Ö�à�ë �ë�·�¯�É�¹�Û �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�µ�à �ê�ù�· �é�ù�·�µ�· �ï�·�ë �ù�Û ���£�Ö�à�ë
�µ�· �é�Ë�
�·�Ö �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �à �ù�Û ���£�Ö�à�ë �Û�ù�·���à�u �I�·�ë�à �·�Û �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�· �µ�· �Ú�·�µ�É�£�Û�£�v �·�Ö �·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à
�¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �ï�É�·�Ú�é�ë�· �ï�· �ï�ù�ï�õ�É�õ�ù���· �é�à�ë �£�Ö�Â�û�Û ���£�Ö�à�ë �µ�· �é�Ë�
�·�Ö �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ê�ù�· �ë�·�µ�ù�¯�· �·�Å�¯�£���Ú�·�Û�õ�·
�·�Ö �ë�ù�É�µ�à�u ���Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö �µ�·�®�· �ï�·�ë �ù�Û �Û�û�Ú�·�ë�à �·�Û�õ�·�ë�à �É�Ú�é�£�ë �é�à�ï�É�õ�É���à�u �`�K�a

�N�u� �É�Ö�õ�ë�£�µ�à �®�É�Ö�£�õ�·�ë�£�Ö�w �¯���u�®�É�Ö�£�õ�·�ë�£�Ö� �É�Ö�õ�·�ë�^�_ �·�ï �Ú�ù�� �·�Å�¯�£�� �·�Û �Ö�£ �·�Ö�É�Ú�É�Û�£�¯�É�â�Û �µ�· �ë�ù�É�µ�à �Ú�£�Û�õ�·�Û�É�·�Û�µ�à
�Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �Û�Ë�õ�É�µ�à�ï�u �I�·�ë�à �Ö�£ �à�é�·�ë�£�¯�É�â�Û �·�ï �Ú�¥�ï �Ö�·�Û�õ�£ �·�Û �¯�à�Ú�é�£�ë�£�¯�É�â�Û �¯�à�Û �à�õ�ë�à�ï �Å�Ö�õ�ë�à�ï�u �k�£
���É�Ú�à�ï �ê�ù�· �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �õ�à�Ú�£ �Ö�£ ���·�¯�É�Û�µ�£�µ �£�Ö�ë�·�µ�·�µ�à�ë �µ�·�Ö �é�Ë�
�·�Ö �� �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£ �ï�ù �Ú�·�µ�É�£
�é�à�Û�µ�·�ë�£�µ�£ �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£�u ���ï�õ�· �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�ï �ï�â�Ö�à �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à�v �·�ï �µ�·�¯�É�ë�v �ï�·
�õ�É�·�Û�·�Û �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à�ï �£�Ö �Å�Ö�õ�ë�£�ë�u �;�à �õ�É�·�Û�· �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �ï�É �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �õ�É�·�Û�·�Û
�¯�£�ï�É �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�u �;�à �õ�É�·�Û�· �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �ï�É �ù�Û �é�Ë�
�·�Ö �·�ï �ù�Û �é�Ë�
�·�Ö �µ�· �®�à�ë�µ�· �à �Û�à�u �I�à�ë
�õ�£�Û�õ�à�v �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �µ�É�Á�ù�Ú�É�Û�£ �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï�v �¯�à�ï�£ �ê�ù�· �Û�à �ê�ù�·�ë�·�Ú�à�ï �Ç�£�¯�·�ë�u �`�K�a



�M�J �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

���Ö �Å�Ö�õ�ë�£�µ�à �®�É�Ö�£�õ�·�ë�£�Ö �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �õ�à�Ú�£ �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à�v �é�·�ë�à �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à
�·�ï �Ú�¥�ï �ê�ù�· �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£ �µ�· �é�Ë�
�·�Ö�·�ï�u �6�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£ �µ�·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �ï�·
�£�ï�·�Â�ù�ë�£ �µ�· �ê�ù�· �ï�â�Ö�à �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à�ï �ï�· �õ�·�Û�Â�£�Û �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �é�£�ë�£ �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�v �Ú�É�·�Û�õ�ë�£�ï
�ê�ù�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£ �µ�· �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£ �µ�· �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �ï�· �£�ï�·�Â�ù�ë�£ �µ�· �ê�ù�· �ï�â�Ö�à �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï
�¯�à�Û �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�·�ï �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�·�ï �£�Ö �é�Ë�
�·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �ï�· �õ�·�Û�Â�£�Û �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �é�£�ë�£ �·�Ö �µ�·�ï�·�Û�Á�à�ê�ù�·�u ���·
�·�ï�õ�· �Ú�à�µ�à �ï�· �é�ë�·�ï�·�ë���£�Û �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï�v ���£ �ê�ù�· �Ö�à�ï �é�Ë�
�·�Ö�·�ï �µ�· �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �õ�·�Û�µ�ë�¥�Û �ù�Û�£ �Â�ë�£�Û
���£�ë�É�£�¯�É�â�Û �µ�· �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�u �`�K�a

���Ö �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �·�Ö �ù�ï�à �µ�· �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �®�É�Ö�£�õ�·�ë�£�Ö�w �®�Ö�ù�ë �• �¯���u�®�É�Ö�£�õ�·�ë�£�Ö� �É�Ö�õ�·�ë�^�É�Ú�Â�v�S�v�Q�O�v�Q�O�_�v
�·�Ö �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à �µ�· �·�ï�õ�· �Å�Ö�õ�ë�à �·�ï �ê�ù�· �Ö�£ �õ�·�
�õ�ù�ë�£ �µ�· �Ö�£ �ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�· �µ�·�ï�£�é�£�ë�·�¯�·�v �é�·�ë�à �ï�· �¯�à�Û�ï�·�ë���£�Û
�Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï�u �`�K�a

�M�u�Q�u�M ���·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï�w

���·�ï�µ�· �Ö�£ �é�·�ë�ï�é�·�¯�õ�É���£ �µ�· �Ö�£ �õ�·�à�ë�Ë�£ �µ�· �Ö�£ �É�Û�Á�à�ë�Ú�£�¯�É�â�Û�v �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �ï�à�Û �Ú�ù�� �É�Ú�é�à�ë�õ�£�Û�õ�·�ï �é�£�ë�£ �Ö�£
���É�ï�É�â�Û �é�à�ë �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�µ�à�ë�u �Y�Û �®�à�ë�µ�· �·�ï �ù�Û�£ �ù�®�É�¯�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �·�Û �µ�à�Û�µ�· �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à
�ë�¥�é�É�µ�à �·�Û �Ö�£ �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u �`�M�P�a

�O�· �®�ù�ï�¯�£�Û �õ�¹�¯�Û�É�¯�£�ï �ê�ù�· �é�ù�·�µ�£�Û �õ�à�Ú�£�ë �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö �� �Ö�£ �¯�à�Û���É�·�ë�õ�£�Û �·�Û �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à
�µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï�v �·�Û �µ�à�Û�µ�· �¯�£�µ�£ �ù�Û�à �µ�· �·�ï�õ�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �õ�·�Û�Â�£ �ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à �ë�¥�é�É�µ�à �·�Û �Ö�£ �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�· �Ö�£
�É�Ú�£�Â�·�Û�u �O�· �µ�É�¯�· �ê�ù�· �ù�Û �®�à�ë�µ�· �·�ï �ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à �ë�¥�é�É�µ�à �·�Û �Ö�£ �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ù�Û�£
�ë�·�Â�É�â�Û �é�·�ê�ù�·�Ü�£�u �`�M�P�a

�6�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �ê�ù�· �õ�É�·�Û�·�Û �ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à �ë�¥�é�É�µ�à �·�Û �ï�ù �®�ë�É�Ö�Ö�à �ï�à�Û �Ú�ù�� �É�Ú�é�à�ë�õ�£�Û�õ�·�ï �é�£�ë�£ �¯�£�é�õ�ù�ë�£�ë �É�Û�Á�à�ë�Ú�£�¯�É�â�Û
���É�ï�ù�£�Ö �`�M�P�a�v �£�Ö�Â�ù�Û�£�ï �¯�£�ù�ï�£�ï �µ�· �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �ï�à�Û�w

�ˆ ���É�ï�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�É�µ�£�µ �µ�· �Ö�£ �é�ë�à�Á�ù�Û�µ�É�µ�£�µ�w �O�ù�¯�·�µ�· �¯�ù�£�Û�µ�à �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û �à�®�Ò�·�õ�à �µ�·�õ�ë�¥�ï �µ�· �à�õ�ë�à�v �·�ï
�Ú�ù�� �é�ë�à�®�£�®�Ö�· �ê�ù�· �·�ï�õ�à�ï �à�®�Ò�·�õ�à�ï �·�ï�õ�¹�Û �Ç�·�¯�Ç�à�ï �µ�· �Ú�£�õ�·�ë�É�£�Ö�·�ï �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à�ï�v �¯�à�Û �Ö�à �¯�ù�£�Ö �ï�· �õ�·�Û�µ�ë�¥
�ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à �ë�·�é�·�Û�õ�É�Û�à �·�Û �·�Ö �®�ë�É�Ö�Ö�à �·�Û�õ�ë�· �·�ï�õ�à�ï �µ�à�ï �à�®�Ò�·�õ�à�ï�u�`�M�P�a

�ˆ ���É�ï�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�É�µ�£�µ �Û�à�ë�Ú�£�Ö �µ�· �Ö�£ �ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�·�w �O�· �õ�É�·�Û�·�Û �µ�à�ï �ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�·�ï �Ç�·�¯�Ç�£�ï �µ�·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �Ú�£�õ�·�ë�É�£�Ö
�é�·�ë�à �õ�É�·�Û�·�Û �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�£�ï �à�ë�É�·�Û�õ�£�¯�É�à�Û�·�ï �·�Û �ï�ù�ï �ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�·�ï�v �¯�à�Û �Ö�à �¯�ù�£�Ö �õ�·�ë�Ú�É�Û�£�Û �ë�·�¯�É�®�É�·�Û�µ�à
�µ�É�ï�õ�É�Û�õ�£�ï �¯�£�Û�õ�É�µ�£�µ�·�ï �µ�· �Ö�ù�� �é�ë�à���·�Û�É�·�Û�õ�·�ï �µ�· �Ö�£�ï �Á�ù�·�Û�õ�·�ï �µ�· �Ö�ù�� �� �é�à�ë �·�Û�µ�· �õ�É�·�Û�·�Û �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à�ï
�Û�É���·�Ö�·�ï �µ�· �®�ë�É�Ö�Ö�à �� �·�ï�à �¯�£�ù�ï�£ �ù�Û �¯�£�Ú�®�É�à �ë�·�é�·�Û�õ�É�Û�à �µ�· �®�ë�É�Ö�Ö�à �·�Û �·�Ö �é�ù�Û�õ�à �µ�à�Û�µ�· �ï�· �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£�Û�u
��̀M�P�a

�ˆ ���É�ï�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�É�µ�£�µ �µ�· �ë�·�Æ�·�¯�õ�£�Û�¯�É�£ �µ�· �Ö�£ �ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�·�w �O�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û�£ �Ú�£�ë�¯�£ �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �� �õ�É�·�Û�·
�ù�Û �Ú�£�õ�·�ë�É�£�Ö �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£�Ö �ë�·�ï�õ�à�v �é�à�ë �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à�ï �õ�É�é�à�ï �µ�· �é�É�Â�Ú�·�Û�õ�à �Ö�à �ê�ù�·
�é�ë�à�µ�ù�¯�· �ù�Û�£ �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£ �µ�· �ë�·�Æ�·�¯�õ�£�Û�¯�É�£ �� �ù�Û�£ �µ�É�ï�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�É�µ�£�µ �·�Û �·�Û �®�ë�É�Ö�Ö�à�u �`�M�P�a

�ˆ �O�à�Ú�®�ë�£�ï �à �µ�É�ï�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�É�µ�£�µ �·�Û �Ö�£ �É�Ö�ù�Ú�É�Û�£�¯�É�â�Û�w ���à�Ú�à �Ö�£ �Ö�ù�� �ï�· �é�ë�à�µ�ù�¯�· �·�Û �ù�Û�£ �ï�à�Ö�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û�v
�·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�w �·�Ö �ï�à�Ö �Û�à�ï �®�ë�É�Û�µ�£ �ï�ù �Ö�ù�� �µ�· �£�ë�ë�É�®�£ �Ç�£�¯�É�£ �£�®�£�Ò�à �à �·�Ö �ï�à�Ö �É�Ö�ù�Ú�É�Û�£ �£ �Ö�à�ï �¯�ù�·�ë�é�à�ï



�M�u�Q �I�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �M�K

�é�Ö�£�Û�·�õ�£�ë�É�à�ï �ê�ù�· �Ö�à �ë�à�µ�·�£�Û �µ�·�é�·�Û�µ�É�·�Û�µ�à �µ�· �Ö�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û �ë�·�Ö�£�õ�É���£ �·�Û �Ö�£ �ê�ù�· �ï�· �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�·�Û�v
�·�ï�õ�à �é�ë�à�µ�ù�¯�· �¯�É�·�ë�õ�£�ï �ï�à�Ú�®�ë�£�ï�v �µ�·�®�É�µ�à �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �£ �Ö�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �É�Û�ï�õ�ë�ù�Ú�·�Û�õ�à �µ�· �¯�£�é�õ�ù�ë�£ �·�Û
�µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�µ�à �Ú�à�Ú�·�Û�õ�à�u �`�M�P�a

�K�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£�ë �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �é�à�ë �ï�ù�ï �®�à�ë�µ�·�ï �õ�É�·�Û�· �£�µ�·�Ú�¥�ï �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Ò�£ �µ�· �ê�ù�· �Ö�£ �¯�£�Û�õ�É�µ�£�µ �µ�· �µ�£�õ�à�ï �ï�·
�ë�·�µ�ù�¯�· �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£�õ�É���£�Ú�·�Û�õ�·�v �¯�à�Û�ï�·�ë���£�Û�µ�à �£�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �õ�É�·�Ú�é�à �Ö�£ �Ú�£���à�ë �é�£�ë�õ�· �µ�· �Ö�£ �É�Û�Á�à�ë�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£
�É�Ú�£�Â�·�Û�u �`�O�S�a

���£�µ�à �ê�ù�· �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �·�ï�õ�¥�Û �Á�à�ë�Ú�£�µ�à�ï �é�ë�É�Û�¯�É�é�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �é�à�ë �£�Ö�õ�£�ï �Á�ë�·�¯�ù�·�Û�¯�É�£�ï�v �·�Û �õ�·�à�ë�Ë�£ �é�à�µ�·�Ú�à�ï
�µ�·�õ�·�¯�õ�£�ë�Ö�à�ï �£�é�Ö�É�¯�£�Û�µ�à �ù�Û �Å�Ö�õ�ë�à �µ�· �Á�ë�·�¯�ù�·�Û�¯�É�£�ï �µ�· �é�£�ï�à �£�Ö�õ�à �·�Û �·�Ö �µ�à�Ú�É�Û�É�à �µ�· � �à�ù�ë�É�·�ë �à �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�à�Û�£�Û�µ�à
�Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �¯�à�Û �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �£�µ�·�¯�ù�£�µ�à �·�Û �·�Ö �µ�à�Ú�É�Û�É�à �·�ï�é�£�¯�É�£�Ö�u ���Û �Ö�£ �é�ë�¥�¯�õ�É�¯�£�v �Ö�£ �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï
�ï�· �ë�·�£�Ö�É���£ �·�Û �·�Ö �µ�à�Ú�É�Û�É�à �·�ï�é�£�¯�É�£�Ö�v �é�à�ë�ê�ù�· �·�ï �Ú�·�Û�à�ï �¯�à�ï�õ�à�ï�£ �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�¯�É�à�Û�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �� �ï�ù�·�Ö�· �µ�£�ë
�Ú�·�Ò�à�ë�·�ï �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à�ï�u �`�O�S�a

���à�Ú�à �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �¯�à�ë�ë�·�ï�é�à�Û�µ�·�Û �£ �Á�ù�·�ë�õ�·�ï �Â�ë�£�µ�É�·�Û�õ�·�ï �µ�· �É�Ö�ù�Ú�É�Û�£�¯�É�â�Û�v �é�à�µ�·�Ú�à�ï �ë�·�ï�£�Ö�õ�£�ë�Ö�à�ï �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�Û�µ�à
�Ö�£�ï �µ�·�ë�É���£�µ�£�ï �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u �`�O�S�a

�6�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �®�à�ë�µ�· �é�ù�·�µ�· �·�ï�õ�É�Ú�£�ë�ï�· �¯�à�Û �·�Ö �Ú�¥�
�É�Ú�à �µ�· �Ö�£ �K�� �µ�·�ë�É���£�µ�£ �à �¯�à�Û �·�Ö �¯�ë�ù�¯�· �é�à�ë �¯�·�ë�à
�µ�· �Ö�£ �L�� �µ�·�ë�É���£�µ�£�u �I�à�ë �Ö�à �õ�£�Û�õ�à�v �ê�ù�·�ë�·�Ú�à�ï �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ù�Û�£ �õ�¹�¯�Û�É�¯�£ �é�£�ë�£ �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �Ö�£ �µ�·�ë�É���£�µ�£ �µ�· �ù�Û�£
�É�Ú�£�Â�·�Û �®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�u �I�£�ë�£ �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �ù�Û�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö �µ�É�ï�¯�ë�·�õ�£ �Á�^�É�_�v �Ö�£ �é�ë�É�Ú�·�ë�£ �µ�·�ë�É���£�µ�£ �é�ù�·�µ�·
�£�é�ë�à�
�É�Ú�£�ë�ï�· �Ú�·�µ�É�£�Û�õ�·�w

df (i )
d(i )

= f (i + 1) � f (i )

���£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �·�ï�õ�£ �Á�â�ë�Ú�ù�Ö�£ �·�ê�ù�É���£�Ö�· �£ �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�à�Û�£�ë �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�Û�µ�à �ï�ù �é�ë�É�Ú�·�ë�£ �� �ï�·�Â�ù�Û�µ�£
�µ�·�ë�É���£�µ�£�u ���É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �Û�û�¯�Ö�·�à�ï �µ�· �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï �®�£�ï�£�µ�à�ï �·�Û �Ö�£ �Á�â�ë�Ú�ù�Ö�£ �£�Û�õ�·�ë�É�à�ë �Û�à�ï �é�·�ë�Ú�É�õ�·�Û
�¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �Ö�£ �é�ë�É�Ú�·�ë�£ �à �Ö�£ �ï�·�Â�ù�Û�µ�£ �µ�·�ë�É���£�µ�£ �µ�· �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �®�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�u �`�O�S�a

�I�·�ë�à�v �}���â�Ú�à �ï�· �Ú�£�Û�É�Å�·�ï�õ�£�Û �·�ï�õ�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �·�Û �õ�¹�ë�Ú�É�Û�à�ï �µ�· �é�·�ë�Å�Ö�·�ï �µ�· �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�|
�6�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �Ç�£�Û �ï�É�µ�à �¯�Ö�£�ï�É�Å�¯�£�µ�à�ï �¯�à�Ú�à �µ�· �õ�É�é�à �Ö�É�Û�·�£�Ö�v �µ�· �õ�·�¯�Ç�à�v �à �µ�· �é�£�ï�à�v �·�õ�¯�x �ï�É�Û �·�Ú�®�£�ë�Â�à �·�Û
�Ö�£ ���É�µ�£ �ë�·�£�Ö �Ö�£ �Ú�£���à�ë�Ë�£ �µ�· �®�à�ë�µ�·�ï �ê�ù�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�Ú�à�ï �·�Û �Ö�£�ï �É�Ú�£�Â�·�Û�·�ï �Û�à �¯�Ö�£�ï�É�Å�¯�£�Û �·�Û �Û�É�Û�Â�ù�Û�à �µ�·
�·�ï�õ�à�ï �õ�É�é�à�ï �é�à�ë�ê�ù�· �Ö�à�ï �®�à�ë�µ�·�ï �ï�à�Û �ë�ù�É�µ�à�ï�à�ï �� �µ�É���·�ë�ï�à�ï�u �`�M�P�a�u �O�· �ê�ù�É�·�ë�· �µ�·�õ�·�¯�õ�£�ë �Ö�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û�v �Ö�£
�Ú�£�Â�Û�É�õ�ù�µ �� �Ö�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �ù�Û �®�à�ë�µ�·�v �é�£�ë�£ �·�ï�õ�à �ï�· �é�ù�·�µ�· �£���·�ë�É�Â�ù�£�ë �·�
�£�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �·�Û �µ�à�Û�µ�· �·�ï�õ�¥
�·�Ö �®�à�ë�µ�· �¯�à�Û �ù�Û�£ �é�ë�·�¯�É�ï�É�â�Û �µ�· �ï�ù�®�[�é�É�
�·�Ö�v �ê�ù�· �·�ï �Ö�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û �·�
�£�¯�õ�£ �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�·�Ö �é�É�
�·�Ö �·�Û �µ�à�Û�µ�· �ï�·
�·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£ �·�Ö �®�à�ë�µ�·�v �é�£�ë�£ �·�Ö�Ö�à �ï�· �ë�·�ê�ù�É�·�ë�· �ù�Û�£ �õ�£�ï�£ �£�Ö�õ�£ �µ�· �µ�·�õ�·�¯�¯�É�â�Û �� �ù�Û�£ �®�£�Ò�£ �ï�·�Û�ï�É�®�É�Ö�É�µ�£�µ �£�Ö
�ë�ù�É�µ�à�v �é�£�ë�£ �Ú�É�Û�É�Ú�É���£�ë �£�Ö �Ú�¥�
�É�Ú�à �Ö�à�ï �Á�£�Ö�ï�à�ï �é�à�ï�É�õ�É���à�ï�u �`�M�P�a

�M�u�Q�u�N �(�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï �·�Û �·�ï�¯�£�Ö�£ �µ�· �Â�ë�É�ï�·�ï�w

�Y�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �·�Û �·�ï�¯�£�Ö�£ �µ�· �Â�ë�É�ï�·�ï �^�à �µ�· �Û�É���·�Ö �µ�· �Â�ë�É�ï�·�ï�_ �·�ï �ï�É�Ú�é�Ö�·�Ú�·�Û�õ�· �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �·�Û �Ö�£ �ê�ù�· �Ö�à�ï
�û�Û�É�¯�à�ï �¯�à�Ö�à�ë�·�ï �ï�à�Û �õ�à�Û�à�ï �µ�· �Â�ë�É�ï�u �6�£ �ë�£���â�Û �µ�· �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£�ë �·�ï�õ�· �õ�É�é�à �µ�· �É�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï �µ�· �¯�ù�£�Ö�ê�ù�É�·�ë �à�õ�ë�à



�M�L �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

�õ�É�é�à �µ�· �É�Ú�£�Â�·�Û �·�Û �¯�à�Ö�à�ë �·�ï �ê�ù�· �ï�· �Û�·�¯�·�ï�É�õ�£ �Ú�·�Û�à�ï �É�Û�Á�à�ë�Ú�£�¯�É�â�Û �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�Ë�
�·�Ö�u ���· �Ç�·�¯�Ç�à�v �ù�Û �¯�à�Ö�à�ë
�k�Â�ë�É�ï�k �·�ï �£�ê�ù�·�Ö �·�Û �·�Ö �ê�ù�· �Ö�à�ï �¯�à�Ú�é�à�Û�·�Û�õ�·�ï �ë�à�Ò�à�v ���·�ë�µ�· �� �£���ù�Ö �õ�É�·�Û�·�Û �õ�à�µ�à�ï �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �É�Û�õ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �·�Û
�·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �K�!�
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�� �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�¯�É�â�Û �ï�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ê�ù�· �ï�· �Ú�£�é�·�£ �£ �ù�Û �·�ï�é�£�¯�É�à �õ�ë�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�v �·�Û �µ�à�Û�µ�· �Ö�£�ï
�M �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£�Û �£ �Ö�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �ë�à�Ò�à�v �£���ù�Ö �� ���·�ë�µ�· �Ú�·�µ�É�µ�à�ï �·�Û �¯�£�µ�£ �é�É�
�·�Ö �� �®�¥�ï�É�¯�£�Ú�·�Û�õ�·
�ï�· �õ�à�Ú�£ �¯�£�µ�£ �é�É�
�·�Ö �� �ï�· �Ú�£�é�·�£ �£ �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �K�!�
 �à�®�õ�·�Û�É�·�Û�µ�à �·�ï�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û�u�`�M�P�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�S�w�(���ê�ù�É�·�ë�µ�£�w �É�Ú�£�Â�·�Û �µ�· �Ö�à�ï �¯�à�Ö�à�ë�·�ï �µ�·�Ö �ë�à�ï�õ�ë�à �µ�· �ù�Û �é�ë�É�Ú�£�õ�·�v ���·�ë�·�¯�Ç�£�w �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �µ�·
�Ö�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �µ�· �¯�à�Ö�à�ë�·�ï �K�!�
�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�6�£ �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �Ú�£�õ�·�Ú�¥�õ�É�¯�£ �µ�· �ù�Û ���·�¯�õ�à�ë �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �µ�· �ù�Û �é�É�
�·�Ö �ï�· �é�ù�·�µ�· �·�ï�¯�ë�É�®�É�ë �¯�à�Ú�à
�ï�É�Â�ù�·�w

P = [ R; G; B; x; y; d; :::]

���Û �µ�à�Û�µ�·R; G; B �ï�à�Û �Ö�à�ï �M �¯�à�Ö�à�ë�·�ï �ê�ù�· �¯�à�Ú�é�à�Û�·�Û �Ö�£ �·�ï�¯�£�Ö�£ �µ�· �¯�à�Ö�à�ë�vx; y �ï�à�Û �Ö�£�ï �¯�à�à�ë�µ�·�Û�£�µ�£�ï
�µ�· �Ö�£ �é�à�ï�É�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �é�É�
�· �à �µ�·�Ö �é�ù�Û�õ�à �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û ��d �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �Ö�£ �é�ë�à�Á�ù�Û�µ�É�µ�£�µ�u �`�M�P�a
���£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �·�Û �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �¯�à�ë�ë�·�ï�é�à�Û�µ�· �£ �ù�Û �û�Û�É�¯�à �é�ù�Û�õ�à �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï �Ú�¥�ï �£�Ö�õ�£�ï�u
���Ç�à�ë�£�v �é�£�ë�£ �é�à�µ�·�ë �Ö�Ö�·���£�ë �£ �¯�£�®�à �Ö�£ �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â�v �ï�· �µ�·�®�· �Ç�£�®�Ö�£�ë �µ�·�Ö �¯�à�Û�¯�·�é�õ�à �µ�·
�ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �·�Û�õ�ë�· �é�É�
�·�Ö�·�ï�u�`�M�P�a



�M�u�R �O�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �É�Ú�¥�Â�·�Û �M�O

�O�·�£i; j �µ�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �¯�ù���£�ï �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �ï�à�Ûf i �� f j �v �ù�Û�£ �Á�à�ë�Ú�£ �·�Û �Ö�£ �¯�ù�£�Ö �ï�· �é�ù�·�µ�· �Ú�·�µ�É�ë �Ö�£
�ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �·�Û�õ�ë�· �µ�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �é�ù�·�µ�· �ï�·�ë �ù�ï�£�Û�µ�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£L2 �·�Û�õ�ë�·f i �� f j �v �é�à�ë �Ö�à �õ�£�Û�õ�à �·�Û�õ�ë�·
�Ú�·�Û�à�ï �ï�·�£ �·�Ö ���£�Ö�à�ë �µ�· �j�ï�k �Ú�¥�ï �£�Ö�õ�£ �ï�·�ë�¥ �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ�u�`�M�P�a

S(f i ; f j ) =
s X

k

(f ik � f jk )2

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�J�w���ï�é�£�¯�É�à �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �·�Û �µ�â�Û�µ�· �Ö�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£L2 �é�£�ë�£ �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �·�Û�õ�ë�·
�µ�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �·�ï �£�é�Ö�É�¯�£�®�Ö�·�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

���Ç�à�ë�£ �ê�ù�·�ë�·�Ú�à�ï ���·�ë �Ö�£ �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �·�ï�·�Û�¯�É�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �¯�à�Ú�à �ù�Û �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â�u �O�· �é�£�ë�õ�·
�µ�· �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �Ö�£ �¯�ù�£�Ö �ï�· �Ú�£�é�·�£ �£ �ù�Û �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �� �·�Û �·�ï�õ�· �·�ï�é�£�¯�É�à �ï�· �ê�ù�É�·�ë�· �Ç�£�¯�·�ë
�ù�ï�à �µ�· �Ö�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �µ�· �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �é�£�ë�£ �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É���£�ë �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï�u �k �£�ï�Ë �ï�· �à�®�õ�·�Û�µ�ë�¥�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�â�Ú�à
�Ö�à�ï �ê�ù�· �ï�· ���·�Û �·�Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£�w

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�K�w���Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�à�Û�Á�à�ë�Ú�£�µ�à�ï �·�Û �®�£�ï�· �£�Ö �¯�à�Ö�à�ë �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �µ�· �Ö�£ �É���ê�ù�É�·�ë�µ�£�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

���Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �É�Ú�£�Â�·�Û �ï�· ���·�Û �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �É�µ�·�Û�õ�É�Å�¯�£�µ�à�ï �¯�à�Û �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à
�¯�à�Ö�à�ë�v �·�ï�õ�· �·�ï �·�Ö �¯�à�Ö�à�ë �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �� �·�ï�· �¯�à�Ö�à�ë �ï�· �Ú�£�é�·�£ �µ�· ���ù�·�Ö�õ�£ �£ �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û�u ���ï�õ�£�ï
�ë�·�Â�É�à�Û�·�ï �é�ù�·�µ�·�Û �ï�·�ë ���É�ï�õ�£�ï �¯�à�Ú�à �Ö�à�ï �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�à�ï �É�µ�·�Û�õ�É�Å�¯�£�µ�à�ï �é�à�ë �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �� �·�ï�õ�à �·�ï �£ �Ö�à �ê�ù�·
�é�à�µ�·�Ú�à�ï �Ö�Ö�£�Ú�£�ë �ù�Û�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�µ�£�u�`�M�P�a



�M�P �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�L�w�(�Ú�£�Â�·�Û �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�µ�£ �·�Û �®�£�ï�· �£ �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �¯�à�Ö�à�ë�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�M�u�S �U�¹�¯�Û�É�¯�£�ï �µ�· �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à

�6�£ �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û�v �à �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à�v �·�ï �·�Ö �é�ë�à�¯�·�ï�à �µ�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �é�£�õ�ë�à�Û�·�ï �Û�£�õ�ù�ë�£�Ö�·�ï �·�Û
�Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �é�£�ë�£ �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�ë �Ö�£�ï �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ï �µ�· �¯�Ö�£�ï�· �ï�É�Û �ù�õ�É�Ö�É���£�ë �µ�£�õ�à�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�·�Û�£�Ú�É�·�Û�õ�à �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�µ�à�ï �à
�£�Û�à�õ�£�µ�à�ï�u �6�£ �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �·�ï �û�õ�É�Ö �¯�ù�£�Û�µ�à �·�Ö �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�µ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �·�ï �¯�à�ï�õ�à�ï�à �à �¯�ù�£�Û�µ�à �Ö�£�ï �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ï
�µ�· �¯�Ö�£�ï�· �ï�à�Û �µ�É�Á�Ë�¯�É�Ö�·�ï �µ�· �µ�·�Å�Û�É�ë �é�£�ë�£ �ù�Û �ï�·�ë �Ç�ù�Ú�£�Û�à�u �`�K�P�a

�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â

���Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �·�ï �ù�Û�£ �µ�· �Ö�£�ï �õ�¹�¯�Û�É�¯�£�ï �µ�· �£�Û�¥�Ö�É�ï�É�ï �·�
�é�Ö�à�ë�£�õ�à�ë�É�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �Ú�¥�ï �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�£�ï �é�£�ë�£ �É�Û�õ�ù�É�ë �Ö�£
�·�ï�õ�ë�ù�¯�õ�ù�ë�£ �µ�· �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï�u �I�ù�·�µ�· �µ�·�Å�Û�É�ë�ï�· �¯�à�Ú�à �Ö�£ �õ�£�ë�·�£ �µ�· �É�µ�·�Û�õ�É�Å�¯�£�ë �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à�ï �·�Û �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �µ�·
�Á�à�ë�Ú�£ �ê�ù�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �µ�·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à �^�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�_ �ï�·�£�Û �Ú�ù�� �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�·�ï�v �Ú�É�·�Û�õ�ë�£�ï �ê�ù�·
�Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �ï�·�£�Û �Ú�ù�� �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï�u ���Û �à�õ�ë�£�ï �é�£�Ö�£�®�ë�£�ï�v �É�Û�õ�·�Û�õ�£�Ú�à�ï
�·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à�ï �Ç�à�Ú�à�Â�¹�Û�·�à�ï �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �µ�· �Á�à�ë�Ú�£ �ê�ù�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �µ�· �¯�£�µ�£
�¯�Ö�û�ï�õ�·�ë �ï�·�£�Û �Ö�à �Ú�¥�ï �é�£�ë�·�¯�É�µ�à�ï �é�à�ï�É�®�Ö�· �ï�·�Â�û�Û �ù�Û�£ �Ú�·�µ�É�µ�£ �µ�· �ï�É�Ú�É�Ö�É�õ�ù�µ �¯�à�Ú�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�ù�¯�Ö�Ë�µ�·�£
�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �¯�à�ë�ë�·�Ö�£�¯�É�à�Û�£�Ö�u �6�£ �µ�·�¯�É�ï�É�â�Û �ï�à�®�ë�· �ê�ù�¹ �Ú�·�µ�É�µ�£ �µ�· �ï�É�Ú�É�Ö�É�õ�ù�µ �ù�õ�É�Ö�É���£�ë �µ�·�é�·�Û�µ�· �µ�· �Ö�£
�£�é�Ö�É�¯�£�¯�É�â�Û�u �`�M�M�a

���Ö �£�Û�¥�Ö�É�ï�É�ï �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �é�ù�·�µ�· �ë�·�£�Ö�É���£�ë�ï�· �ï�à�®�ë�· �Ö�£ �®�£�ï�· �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï�v �µ�à�Û�µ�· �É�Û�õ�·�Û�õ�£�Ú�à�ï
�·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à�ï �µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï �®�£�ï�£�µ�à�ï �·�Û �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï�v �à �ï�à�®�ë�· �Ö�£ �®�£�ï�· �µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï�v �µ�à�Û�µ�·
�É�Û�õ�·�Û�õ�£�Ú�à�ï �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à�ï �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �®�£�ï�£�µ�à�ï �·�Û �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï�u ���ê�ù�Ë �õ�ë�£�õ�£�ë�·�Ú�à�ï �·�Ö
�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �®�£�ï�£�µ�à �·�Û �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï�u ���Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �·�Û �Ö�£ �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ú�·�ë�¯�£�µ�à�ï�v
�µ�à�Û�µ�· �õ�ë�£�õ�£�Ú�à�ï �µ�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �¯�Ö�É�·�Û�õ�·�ï �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�·�ï �·�Û�õ�ë�· �ï�Ë�v ���£ �ï�·�£ �·�Û �õ�¹�ë�Ú�É�Û�à�ï �µ�· �¯�à�Ú�é�à�ë�õ�£�Ú�É�·�Û�õ�à
�à �µ�· �£�õ�ë�É�®�ù�õ�à�ï�v �·�Û �Ö�£ �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û�~�¯�à�Ú�é�ë�·�ï�É�â�Û �µ�· �É�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï�v �µ�à�Û�µ�· �õ�ë�£�õ�£�Ú�à�ï �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�ë �ë�·�Â�É�à�Û�·�ï
�ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�·�ï�v �·�Û �·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �µ�· �µ�à�¯�ù�Ú�·�Û�õ�à�ï �®�£�ï�£�µ�à �·�Û �õ�·�Ú�£�ï�v �·�õ�¯�u�`�M�M�a

�� �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£ �µ�·�Ö �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à�v �·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �ï�· �¯�à�Û�ï�É�µ�·�ë�£ �ù�Û �Ú�¹�õ�à�µ�à �µ�· �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�·
�Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à�v ���£ �ê�ù�· �Û�à �µ�É�ï�é�à�Û�·�Ú�à�ï �µ�·�Ö �k�Â�ë�à�ù�Û�µ �õ�ë�ù�õ�Ç�k �é�£�ë�£ �¯�à�Ú�é�£�ë�£�ë �Ö�£ �ï�£�Ö�É�µ�£ �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �M�Q

�µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �¯�à�Û �Ö�£�ï �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ï ���·�ë�µ�£�µ�·�ë�£�ï �é�£�ë�£ �·���£�Ö�ù�£�ë �ï�ù �ë�·�Û�µ�É�Ú�É�·�Û�õ�à�u �O�â�Ö�à �ê�ù�·�ë�·�Ú�à�ï �É�Û�õ�·�Û�õ�£�ë
�É�Û���·�ï�õ�É�Â�£�ë �Ö�£ �·�ï�õ�ë�ù�¯�õ�ù�ë�£ �µ�· �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �£�Â�ë�ù�é�£�Û�µ�à �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �·�Û �ï�ù�®�Â�ë�ù�é�à�ï �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à�ï�u�`�M�M�a

���Û �·�Ö �é�ë�·�ï�·�Û�õ�· �õ�ë�£�®�£�Ò�à�v �ï�· �õ�ë�£�®�£�Ò�£�ë�¥ �¯�à�Û �4�Ú�·�£�Û�ï �é�à�ë �ï�·�ë �ù�Û�à �µ�· �Ö�à�ï �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�ï �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â
�Ú�¥�ï �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�à�ï �µ�·�®�É�µ�à �£ �ï�ù �ï�É�Ú�é�Ö�É�¯�É�µ�£�µ �� �£ �ï�ù ���·�� �ï�· �¯�à�Ú�é�£�ë�£�ë�¥ �¯�à�Û �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�ï �¯�à�Ú�à ���
�O�����;�v
�:�·�£�Û�O�Ç�É�Á�õ �� �:�É�
�õ�ù�ë�£ �!�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£ �£�é�Ö�É�¯�£�µ�à�ï �£�Ö �é�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �É�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï�u�`�M�M�a

�M�u�K�J�u�K �4 �:�·�£�Û�ï

���Û �é�£�Ö�£�®�ë�£�ï �µ�·�Ö �é�à�Á�·�ï�à�ë ���Û�µ�ë�·�� �;�Â �µ�·�Ö �µ�·�é�£�ë�õ�£�Ú�·�Û�õ�à �µ�· ���É�·�Û�¯�É�£�ï �µ�· �Ö�£ �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�¯�É�â�Û �· �(�Û�Â�·�Û�É�·�ë�Ë�£
�·�Ö�¹�¯�õ�ë�É�¯�£ �µ�· �Ö�£ �Y�Û�É���·�ë�ï�É�µ�£�µ �µ�· �O�õ�£�Û�µ�Á�à�ë�µ�v �Ö�£ �É�µ�·�£ �®�¥�ï�É�¯�£ �µ�·�õ�ë�¥�ï �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �4 �:�·�£�Û�ï �·�ï
�ê�ù�· �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �·�Û �·�Ö �ê�ù�· �¯�£�µ�£ �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à �à�®�ï�·�ë���£�µ�à �é�à�ï�·�· �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�·
�¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �ï�É�Û �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ï�u

�Y�Û�£ �µ�· �Ö�£�ï �õ�£�ë�·�£�ï �Ú�¥�ï �ï�·�Û�¯�É�Ö�Ö�£�ï �ê�ù�· �é�à�µ�·�Ú�à�ï �ë�·�£�Ö�É���£�ë �·�Û �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �ï�É�Û �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ï �·�ï
�·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �Â�ë�ù�é�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�·�ï �·�Û�õ�ë�· �ï�Ë�v �Ö�à �ê�ù�· �Ö�Ö�£�Ú�£�Ú�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u

�4 �:�·�£�Û�ï �·�ï �ù�Û�à �µ�· �Ö�à�ï �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�ï �µ�· �k�£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û�k �Ú�¥�ï �é�à�é�ù�Ö�£�ë�·�ï�u �4 �:�·�£�Û�ï �£�Ö�Ú�£�¯�·�Û�£k �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï
�ê�ù�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �é�£�ë�£ �µ�·�Å�Û�É�ë �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u �O�· �¯�à�Û�ï�É�µ�·�ë�£ �ê�ù�· �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �·�ï�õ�¥ �·�Û �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �¯�à�Û�¯�ë�·�õ�à �ï�É
�·�ï�õ�¥ �Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£ �µ�·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �µ�· �·�ï�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �ê�ù�· �µ�· �¯�ù�£�Ö�ê�ù�É�·�ë �à�õ�ë�à �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�u �`�S�a

�4 �:�·�£�Û�ï �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£ �Ö�à�ï �Ú�·�Ò�à�ë�·�ï �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï �£�Ö�õ�·�ë�Û�£�Û�µ�à �·�Û�õ�ë�·�w �^�K�_ �£�ï�É�Â�Û�£�ë �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �£
�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �®�£�ï�¥�Û�µ�à�ï�· �·�Û �Ö�à�ï �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï �£�¯�õ�ù�£�Ö�·�ï�u �^�L�_ �·�Ö�·�Â�É�ë �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï �^�é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �ï�à�Û �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à �µ�·
�ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�_ �®�£�ï�¥�Û�µ�à�ï�· �·�Û �Ö�£ �£�ï�É�Â�Û�£�¯�É�â�Û �£�¯�õ�ù�£�Ö �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �£ �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u �`�S�a



�M�R �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�M�w���Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �4�[�Ú�·�£�Û�ï�u �6�à�ï �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�·�Û�£�Ú�É�·�Û�õ�à �ï�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�Û �¯�à�Ú�à �é�ù�Û�õ�à�ï �� �Ö�à�ï
�¯�·�Û�õ�ë�à�ï �µ�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�à�Ú�à �¯�ë�ù�¯�·�ï�u �^�£�_ ���à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �à�ë�É�Â�É�Û�£�Ö�u �^�®�_ ���·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï
�É�Û�É�¯�É�£�Ö�·�ï �£�Ö�·�£�õ�à�ë�É�à�ï�u �^�¯�[�Á�_ �(�Ö�ù�ï�õ�ë�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �·�Ò�·�¯�ù�¯�É�â�Û �µ�· �µ�à�ï �É�õ�·�ë�£�¯�É�à�Û�·�ï �µ�· �Ô�[�Ú�·�£�Û�ï�u
���Û �¯�£�µ�£ �É�õ�·�ë�£�¯�É�â�Û�v �£�ï�É�Â�Û�£�Ú�à�ï �¯�£�µ�£ �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à �µ�· �·�Û�õ�ë�·�Û�£�Ú�É�·�Û�õ�à �£�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë
�Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à �^�ï�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �k�é�É�Û�õ�£�Û�µ�à�k �Ö�à�ï �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�·�Û�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �¯�à�Ö�à�ë
�ê�ù�· �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �£�Ö �ê�ù�· �·�ï�õ�¥ �£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�_�x �µ�·�ï�é�ù�¹�ï �Ú�à���·�Ú�à�ï �¯�£�µ�£ �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·
�µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �£ �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£ �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�ï �£ �¹�Ö�u

���Û �·�Ö �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �µ�· �Ö�£ �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û�v �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �·�Û�õ�ë�·�Û�£�Ú�É�·�Û�õ�àx(1) ; :::; x(m) �v �� �ï�·
�ê�ù�É�·�ë�· �£�Â�ë�ù�é�£�ë �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �·�Û �ù�Û�à�ï �é�à�¯�à�ï �k�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�k �¯�à�Ç�·�ï�É�à�Û�£�µ�à�ï�u ���ê�ù�Ë�v �ï�· �õ�É�·�Û�·�Û ���·�¯�õ�à�ë�·�ï �µ�·
�¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ïx(i ) 2 Rn �x �é�·�ë�à �Û�à �ï�· �õ�É�·�Û�·�Û �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�ïy(i ) �^�Ç�£�¯�É�·�Û�µ�à �µ�·
�·�ï�õ�· �ù�Û �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �µ�· �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à�_�u �;�ù�·�ï�õ�ë�à �à�®�Ò�·�õ�É���à �·�ï �é�ë�·�µ�·�¯�É�ëk �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï ��
�ù�Û�£ �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£c(i ) �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï�u ���Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �Ô�[�Ú�·�£�Û�ï �·�ï �·�Ö �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�·�w

�K�u�(�Û�É�¯�É�£�Ö�É���£�ë �Ö�à�ï �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï �µ�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë� 1; � 2; :::; � k 2 Rn �£�Ö�·�£�õ�à�ë�É�£�Ú�·�Û�õ�·�u

�L�u�K�·�é�·�õ�É�ë �Ç�£�ï�õ�£ �ê�ù�· �Ç�£���£ �¯�à�Û���·�ë�Â�·�Û�¯�É�£�w

�I�£�ë�£ �¯�£�µ�£i �v �ï�·�£
c(i ) := arg �Ú�É�Û

j
jj x(i ) � � j jj 2

�I�£�ë�£ �¯�£�µ�£j �v �ï�·�£

c� j :=
P m

i =1 1f c(i ) = j gx(i )

P m
i =1 1f c(i ) = j g

���Û �ë�·�£�Ö�É�µ�£�µ�v �4 �:�·�£�Û�ï �Û�à �·�ï �Ú�¥�ï �ê�ù�· �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à ���: �^���ï�é�·�ë�£�Û���£�[�:�£�
�É�Ú�É���£�¯�É�â�Û�_ �£�é�Ö�É�¯�£�µ�à �£ �ù�Û
�Ú�à�µ�·�Ö�à �;�£�É���·�[�
�£���·�ï �¯�à�Û�¯�ë�·�õ�à�u �I�£�ë�£ �µ�·�Ú�à�ï�õ�ë�£�ë �·�ï�õ�£ �Û�à�õ�£�®�Ö�· �£�Å�ë�Ú�£�¯�É�â�Û�v �¯�à�Û�ï�É�µ�·�ë�·�Ú�à�ï �·�Ö �Ú�à�µ�·�Ö�à
�®�£���·�ï�É�£�Û�à �É�Û�Â�·�Û�ù�à �^�;�£�É���·�_ �¯�Ö�¥�ï�É�¯�à �¯�à�Û �ù�Û�£ ���£�ë�É�£�®�Ö�· �µ�· �¯�Ö�£�ï�· �ê�ù�· �é�ù�·�µ�· �õ�à�Ú�£�ë ���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�É�ï�¯�ë�·�õ�à�ï
�^�¯�à�Û �ù�Û �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· �µ�à�Ú�É�Û�É�àk�_ �� �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· ���£�ë�É�£�®�Ö�·�ï �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï�v �¯�£�µ�£ �ù�Û�£ �µ�· �Ö�£�ï



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �M�S

�¯�ù�£�Ö�·�ï �é�ù�·�µ�· �õ�à�Ú�£�ë �ù�Û ���£�Ö�à�ë �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�à�v �¯�à�Ú�à �ï�· �à�®�ï�·�ë���£ �·�Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£�u �6�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û
�µ�· �é�ë�à�®�£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �¯�à�Û�µ�É�¯�É�à�Û�£�Ö �é�£�ë�£P(f i = xjC = c) ���£ �£ �ï�·�ë �Ö�É�Â�·�ë�£�Ú�·�Û�õ�· �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�· �µ�· �Ö�à �Ç�£�®�É�õ�ù�£�Ö�u
���Û �Ö�ù�Â�£�ë �µ�· �£�Ö�Ú�£�¯�·�Û�£�ë �·�ï�õ�£ �é�ë�à�®�£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �¯�à�Û�µ�É�¯�É�à�Û�£�Ö �¯�à�Ú�à �ù�Û�£ �õ�£�®�Ö�£�v ���£�Ú�à�ï �£ �£�Ö�Ú�£�¯�·�Û�£�ë�Ö�£ �¯�à�Ú�à
�ù�Û�£ �û�Û�É�¯�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �Û�à�ë�Ú�£�Ö �^�Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�£�_�v �¯�à�Û �ï�ù �é�ë�à�é�É�£ �Ú�·�µ�É�£ �� �ù�Û�£ �µ�·�ï���É�£�¯�É�â�Û �·�ï�õ�¥�Û�µ�£�ë �µ�· �K�u
���à�Û�¯�ë�·�õ�£�Ú�·�Û�õ�·�v �·�ï�õ�à �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£ �ê�ù�·�wP(f i = xjC = c) � N (� c;i ; 1) ��̀S�a

���Ö �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �µ�· �Ö�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�·umuc;i �µ�£�µ�à �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �¯�à�Û ���£�Ö�à�ë�·�ï �£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�ï �£ �Ö�£�ï
�¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï�v �é�·�ë�à �Û�à �Ö�£�ï ���£�ë�É�£�®�Ö�·�ï �µ�· �¯�Ö�£�ï�· �·�ï �Ö�£ �é�ë�ù�·�®�£ �É�µ�¹�Û�õ�É�¯�£ �£ �Ö�£ �·�Ò�·�¯�ù�¯�É�â�Û �µ�· �4 �:�·�£�Û�ï �·�Û
�·�ï�· �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï�u �`�S�a

�O�É �ï�£�®�·�Ú�à�ï �ê�ù�· �¹�ï�õ�£ �·�ï �Ö�£ �·�ï�õ�ë�ù�¯�õ�ù�ë�£ �µ�· �Û�ù�·�ï�õ�ë�£ �ë�·�µ �®�£���·�ï�É�£�Û�£�v �é�·�ë�à �Û�à �¯�à�Û�à�¯�·�Ú�à�ï �Û�É�Û�Â�ù�Û�£
�µ�· �Ö�£�ï �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�à�Û�·�ï �µ�· �é�ë�à�®�£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �¯�à�Û�µ�É�¯�É�à�Û�£�Ö�v �õ�·�Û�µ�ë�·�Ú�à�ï �ê�ù�· �·�Ò�·�¯�ù�õ�£�ë �·�Ö �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �µ�·
�é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �£�Û�õ�·�ï �µ�· �é�à�µ�·�ë �·�Ò�·�¯�ù�õ�£�ë �Ö�£ �É�Û�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£�u ���Û �·�Ö �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �ê�ù�· �õ�·�Û�·�Ú�à�ï�v �õ�à�µ�£�ï
�Ö�£�ï ���£�ë�É�£�®�Ö�·�ï �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£ �ï�· �à�®�ï�·�ë���£�Û �^�é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï�_�v �é�·�ë�à �Ö�£ ���£�ë�É�£�®�Ö�· �µ�· �¯�Ö�£�ï�·
�·�ï�õ�¥ �à�¯�ù�Ö�õ�£�u ���£�µ�à �ê�ù�· �·�ï�õ�£�Ú�à�ï �·�Ò�·�¯�ù�õ�£�Û�µ�à �·�Ö �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �µ�· �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �·�Û �ù�Û�£ �ë�·�µ �®�£���·�ï�É�£�Û�£
�·�Û �Ö�£ �ê�ù�· �£�Ö�Â�ù�Û�£�ï ���£�ë�É�£�®�Ö�·�ï �Û�à �ï�· �à�®�ï�·�ë���£�Û�v �µ�·�®�·�Ú�à�ï �ù�õ�É�Ö�É���£�ë ���:�u�`�S�a

�O�·�Â�û�Û �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à ���:�v �ï�· �É�Û�É�¯�É�£�Ö�É���£�Û �£�Ö�·�£�õ�à�ë�É�£�Ú�·�Û�õ�· �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �µ�·�Ö �Ú�à�µ�·�Ö�à ���v �£ �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�¯�É�â�Û�v
�ï�· �£�Ö�õ�·�ë�Û�£ �·�Û�õ�ë�· �^���_ �£�ï�É�Â�Û�£�ë ���£�Ö�à�ë�·�ï �£ �Ö�£�ï ���£�ë�É�£�®�Ö�·�ï �à�¯�ù�Ö�õ�£�ï�v �®�£�ï�¥�Û�µ�à�ï�· �·�Û �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �� �^�:�_
�¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �®�£�ï�¥�Û�µ�à�ï�· �·�Û �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �õ�à�õ�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �à�®�ï�·�ë���£�µ�à�ï�u�`�S�a
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�¯�à�Ú�à �ù�Û�£ �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �â�é�õ�É�Ú�à �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u ���Ö �Ú�¹�õ�à�µ�à �µ�·�Ö �¯�à�µ�à �^���Ö�®�à�� �:�·�õ�Ç�à�µ�_ �ï�·
�ù�õ�É�Ö�É���£ �õ�Ë�é�É�¯�£�Ú�·�Û�õ�· �¯�à�Û �4�:�·�£�Û�ï �é�£�ë�£ �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�ë �·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �â�é�õ�É�Ú�à �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �·�Û �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�·
�Ö�£ ���£�ë�É�£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �·�
�é�Ö�É�¯�£�µ�£ �^�·�ï �µ�·�¯�É�ë�v �Ö�£ �ï�ù�Ú�£ �µ�· �Ö�£�ï �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£�ï �£�Ö �¯�ù�£�µ�ë�£�µ�à �µ�· �Ö�£�ï �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï �£ �ï�ù
�¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à�_�u ���Ö �k�¯�à�µ�à�k �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �·�Ö �é�ù�Û�õ�à �·�Û �·�Ö �ê�ù�· �£�Â�ë�·�Â�£�ë �Ú�¥�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �Û�à �à�Á�ë�·�¯�·
�ù�Û�£ �ë�·�µ�ù�¯�¯�É�â�Û �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£�õ�É���£ �·�Û �·�ï�õ�£ �ï�ù�Ú�£�u

�M�u�K�J�u�N ���à�·�Å�¯�É�·�Û�õ�· �µ�· �O�É�Ö�ù�·�õ�£�w

���Ö �£�Û�¥�Ö�É�ï�É�ï �µ�· �ï�É�Ö�ù�·�õ�£ �é�ù�·�µ�· �ù�õ�É�Ö�É���£�ë�ï�· �é�£�ë�£ �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�ë �·�Ö �Â�ë�£�µ�à �µ�· �ï�·�é�£�ë�£�¯�É�â�Û �·�Û�õ�ë�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï
�¯�à�Û�Á�à�ë�Ú�£�µ�à�ï�u �I�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �ï�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �Ö�à �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�·�w

�ˆ ai �w �6�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �·�Û�õ�ë�· �ù�Û�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �� �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �à�õ�ë�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �¯�Ö�£�ï�·�u
���ï�õ�· �ï�¯�à�ë�· �Ú�É�µ�· �Ö�£ �¯�·�ë�¯�£�Û�Ë�£ �·�Û�õ�ë�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u

�ˆ bi �w �6�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �·�Û�õ�ë�· �ù�Û�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �� �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �à�õ�ë�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï�u

�ˆ ���Ö �¯�à�·�Å�¯�É�·�Û�õ�· �µ�· �ï�É�Ö�ù�·�õ�£ �ï�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �¯�à�Ú�à �ï�É�Â�ù�·�w

S =
bi � a

max(ai ; bi )

���Ö �ë�£�Û�Â�à �µ�· �·�ï�õ�· �¯�à�·�Å�¯�É�·�Û�õ�· �·�ï�õ�¥ �·�Û�õ�ë�·[� 1; 1]�u �`�M�M�a

�ˆ �O�ÉS = 0 �Ö�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �ï�· �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£ �Ú�ù�� �¯�·�ë�¯�£ �£ �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï ���·�¯�É�Û�à�ï�u

�ˆ �O�ÉS �·�ï �K �à �Ú�ù�� �¯�·�ë�¯�£�Û�à�v �Ö�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �·�ï�õ�¥ �Ú�ù�� �£�Ö�·�Ò�£�µ�£ �µ�· �Ö�à�ï �µ�·�Ú�¥�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u

�ˆ �O�ÉS �·�ï �[�K �à �Ú�ù�� �¯�·�ë�¯�£�Û�à�v �Ö�£ �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �Û�à �Á�ù�· �£�ï�É�Â�Û�£�µ�£ �¯�à�ë�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�·�u

���Ö �é�ù�Û�õ�£�Ò�· �O�É�Ö�Ç�à�ù�·�õ�õ�· �Ú�É�µ�· �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�É�õ�ù�µ �Ú�·�µ�É�£ �µ�· �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �·�Û �ï�ù �é�ë�à�é�É�à �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë �·�Û �¯�à�Ú�é�£�ë�£�¯�É�â�Û
�¯�à�Û �à�õ�ë�à�ï �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë�·�ï�u �Y�Û ���£�Ö�à�ë �£�Ö�õ�à �^�¯�·�ë�¯�£�Û�à �£ �K�_ �É�Û�µ�É�¯�£ �ê�ù�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �·�ï�õ�¥�Û �®�É�·�Û �ï�·�é�£�ë�£�µ�à�ï
�·�Û�õ�ë�· �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë�·�ï�v �Ú�É�·�Û�õ�ë�£�ï �ê�ù�· �ù�Û ���£�Ö�à�ë �®�£�Ò�à �^�¯�·�ë�¯�£�Û�à �£ �[�K�_ �ï�ù�Â�É�·�ë�· �ê�ù�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �é�ù�·�µ�·�Û �·�ï�õ�£�ë
�£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�ï �É�Û�¯�à�ë�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�·�v �é�à�ë �Ö�à �õ�£�Û�õ�à�v �ê�ù�·�ë�·�Ú�à�ï �ê�ù�· �Ö�à�ï �¯�à�·�Å�¯�É�·�Û�õ�·�ï �ï�·�£�Û �Ö�à �Ú�¥�ï �Â�ë�£�Û�µ�·�ï
�é�à�ï�É�®�Ö�· �� �¯�·�ë�¯�£�Û�à�ï �£ �K �é�£�ë�£ �õ�·�Û�·�ë �ù�Û�à�ï �®�ù�·�Û�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u �`�M�M�a



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �N�Q

�M�u�K�J�u�O �*�Û�µ�É�¯�· �µ�· ���£���É�·�ï �
�à�ù�Ö�µ�É�Û

���ï�õ�· �Ë�Û�µ�É�¯�· �É�Û�µ�É�¯�£ �Ö�£ �k�ï�É�Ú�É�Ö�É�õ�ù�µ�k �Ú�·�µ�É�£ �·�Û�õ�ë�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�v �µ�à�Û�µ�· �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�É�õ�ù�µ �·�ï �ù�Û�£ �Ú�·�µ�É�µ�£
�ê�ù�· �¯�à�Ú�é�£�ë�£ �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�Û�õ�ë�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�à�Û �·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· �Ö�à�ï �é�ë�à�é�É�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u �Y�Û �Ë�Û�µ�É�¯�·
���£���É�·�ï�[�
�à�ù�Ö�µ�É�Û �Ú�¥�ï �®�£�Ò�à �¯�à�ë�ë�·�ï�é�à�Û�µ�· �£ �ù�Û �Ú�à�µ�·�Ö�à �¯�à�Û �ù�Û�£ �Ú�·�Ò�à�ë �ï�·�é�£�ë�£�¯�É�â�Û �·�Û�õ�ë�· �Â�ë�ù�é�à�ï�u �6�à�ï
���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· ���£���É�·�ï�[�
�à�ù�Ö�µ�É�Û �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �·�ï�õ�¥�Û �·�Û �·�Ö �ë�£�Û�Â�à �µ�· �`�J�v �ž�_�u�`�N�O�a

���Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �ï�· �µ�·�Å�Û�· �¯�à�Ú�à �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �·�Û�õ�ë�· �¯�£�µ�£ �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëCi �é�£�ë�£i = 1; :::; k �� �·�Ö �Ú�¥�ï
�ï�É�Ú�É�Ö�£�ë �£ �¹�ÖCj �v �·�Û �·�Ö �¯�à�Û�õ�·�
�õ�à �µ�· �·�ï�õ�· �Ë�Û�µ�É�¯�·�v �Ö�£ �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë�É�µ�£�µ �ï�· �µ�·�Å�Û�· �¯�à�Ú�à �ù�Û�£ �Ú�·�µ�É�µ�£Rij �ê�ù�·
�¯�à�Ú�é�·�Û�ï�£�w

�ˆ si �v �¯�à�Ú�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �·�Û�õ�ë�· �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëi �� �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �µ�· �·�ï�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�v
�õ�£�Ú�®�É�¹�Û �¯�à�Û�à�¯�É�µ�à �¯�à�Ú�à �·�Ö �µ�É�¥�Ú�·�õ�ë�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u

�ˆ dij �¯�à�Ú�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�Û�õ�ë�· �Ö�à�ï �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëi �� j �u

�Y�Û�£ �ï�·�Ö�·�¯�¯�É�â�Û �ï�É�Ú�é�Ö�· �é�£�ë�£ �¯�à�Û�ï�õ�ë�ù�É�ë �·�ï�õ�£ �Ú�·�µ�É�µ�£Rij �é�£�ë�£ �ê�ù�· �ï�·�£ �ï�É�Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �� �Û�à �Û�·�Â�£�õ�É���£ �·�ï�w

Rij =
si + sj

dij

�U�£�Ö �ê�ù�· �·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �µ�· ���£���É�·�ï �
�à�ù�Ö�µ�É�Û �ï�· �µ�·�Å�Û�· �¯�à�Ú�à�w

DB =
1
k

kX

i =1

maxi 6= j Rij

���Ö�Â�ù�Û�£�ï �µ�· �Ö�£�ï ���·�Û�õ�£�Ò�£�ï �µ�· �·�ï�õ�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �ï�à�Û �ê�ù�· �·�Ö �¯�¥�Ö�¯�ù�Ö�à �µ�· ���£���É�·�ï�[�
�à�ù�Ö�µ�É�Û �·�ï �Ú�¥�ï �ï�·�Û�¯�É�Ö�Ö�à
�ê�ù�· �·�Ö �µ�·�Ö �¯�à�·�Å�¯�É�·�Û�õ�· �µ�· �O�É�Ö�Ç�à�ù�·�õ�õ�· �� �ê�ù�· �·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �ï�â�Ö�à �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �Ö�£�ï �¯�£�Û�õ�É�µ�£�µ�·�ï �� �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï
�É�Û�Ç�·�ë�·�Û�õ�·�ï �£�Ö �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï�u ���Ö�Â�ù�Û�£�ï �µ�· �ï�ù�ï �µ�·�ï���·�Û�õ�£�Ò�£�ï �ï�à�Û �ê�ù�· �·�Ö �ù�ï�à �µ�· �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£
�¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �Ö�É�Ú�É�õ�£ �Ö�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �£�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �·�ù�¯�Ö�É�µ�É�£�Û�à�v �£�µ�·�Ú�¥�ï �ï�ù�·�Ö�· �ï�·�ë �Ú�£���à�ë �é�£�ë�£ �Ö�à�ï
�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�à�Û���·�
�à�ï �¯�à�Ú�é�£�ë�£�µ�à �¯�à�Û �Ö�à�ï �à�®�õ�·�Û�É�µ�à�ï �é�à�ë �·�Ö �Ú�¹�õ�à�µ�à ���
�O�����;�u�`�N�O�a

�M�u�K�J�u�P �*�Û�µ�É�¯�· �µ�· ���£�Ö�É�Û�ï�Ô�É �&�£�ë�£�®�£�ï��

���Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· ���£�Ö�É�Û�ï�Ô�É�[�&�£�ë�£�®�£�ï���v �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �¯�à�Û�à�¯�É�µ�à �¯�à�Ú�à ���ë�É�õ�·�ë�É�à �µ�· �Ö�£ �K�·�Ö�£�¯�É�â�Û �µ�· �d�£�ë�É�£�Û���£�v �·�ï �Ö�£
�ë�·�Ö�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �ï�ù�Ú�£ �µ�· �Ö�£ �µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �·�Û�õ�ë�·�[�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �� �µ�· �Ö�£ �µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �É�Û�õ�ë�£�[�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �é�£�ë�£ �õ�à�µ�à�ï
�Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�x �¯�ù�£�Û�õ�à �Ú�£���à�ë �ï�·�£ �Ö�£ �é�ù�Û�õ�ù�£�¯�É�â�Û�v �Ú�·�Ò�à�ë�·�ï �ï�·�ë�¥�Û �Ö�à�ï �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à�ï�u�`�N�O�a

�I�£�ë�£ �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ïE �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�ànE �ê�ù�· �Ç�£ �ï�É�µ�à �£�Â�ë�ù�é�£�µ�à �·�Ûk �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�v �·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �µ�·
���£�Ö�É�Û�ï�Ô�É�[�&�£�ë�£�®�£�ï��s �ï�· �µ�·�Å�Û�· �¯�à�Ú�à �·�Ö �¯�à�¯�É�·�Û�õ�· �µ�·�Ö �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �µ�· �Ö�£ �µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �·�Û�õ�ë�·�[�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �� �Ö�£
�µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �É�Û�õ�ë�£�[�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�w

s =
tr (Bk)
tr (Wk)

�
nE � k
k � 1



�N�R �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

���à�Û�µ�·tr (Bk) �·�ï �Ö�£ �õ�ë�£���£ �µ�· �Ö�£ �Ú�£�õ�ë�É�� �µ�· �µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �·�Û�õ�ë�·�[�Â�ë�ù�é�à�ï ��tr (Wk) �·�ï �Ö�£ �õ�ë�£���£ �µ�· �Ö�£ �Ú�£�õ�ë�É��
�µ�· �µ�É�ï�é�·�ë�ï�É�â�Û �É�Û�õ�ë�£�[�Â�ë�ù�é�à�ï �µ�·�Å�Û�É�µ�£ �é�à�ë�w

Wk =
kX

q=1

X

x2 Cq

(x � cq)(x � cq)T

Bk =
kX

q=1

nq(cq � cE )(cq � cE )T

���à�Û�µ�·Cq �·�Ö �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �·�Û �·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëq�vcq �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëq�vcE �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à �µ�·E ��
nq �·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �·�Û �·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëq�u ���Ö �µ�à�Ú�É�Û�É�à �µ�· �·�ï�õ�· �Ë�Û�µ�É�¯�· �Û�à �õ�É�·�Û�· �Ö�Ë�Ú�É�õ�·�ï �ï�ù�é�·�ë�É�à�ë�·�ï �·
�É�Û�Á�·�ë�É�à�ë�·�ï �·�ï�é�·�¯�Ë�Å�¯�à�ï�u ���ù�£�Û�õ�à �Ú�¥�ï �£�Ö�õ�à �ï�·�£ �·�Ö ���£�Ö�à�ë�v �Ú�·�Ò�à�ë �ï�·�ë�¥ �Ö�£ �é�£�ë�õ�É�¯�É�â�Û �� �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �·�ï�õ�£�ë�¥�Û
�Ú�·�Ò�à�ë �ï�·�é�£�ë�£�µ�à�ï �·�Û�õ�ë�· �ï�Ë�u�`�N�O�a

���Ö�Â�ù�Û�£�ï �µ�· �Ö�£�ï ���·�Û�õ�£�Ò�£�ï �µ�· �·�ï�õ�· �Ë�Û�µ�É�¯�· �·�ï �ê�ù�· �·�Ö �é�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�¯�É�à�Û�£�Ö �·�ï �Ú�ù�� �ë�¥�é�É�µ�à ��
�¯�ù�£�Û�µ�à �·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �õ�à�Ú�£ ���£�Ö�à�ë�·�ï �£�Ö�õ�à�ï �É�Û�µ�É�¯�£ �ê�ù�· �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �ï�à�Û �µ�·�Û�ï�à�ï �� �·�ï�õ�¥�Û �®�É�·�Û �ï�·�é�£�ë�£�µ�à�ï�x �ï�É�Û
�·�Ú�®�£�ë�Â�à�v �·�Ö �Ë�Û�µ�É�¯�· �µ�· ���£�Ö�É�Û�ï�Ô�É�[�&�£�ë�£�®�£�ï�� �ï�ù�·�Ö�· �ï�·�ë �Ú�£���à�ë �é�£�ë�£ �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �¯�à�Û���·�
�à�ï �¯�à�Ú�é�£�ë�£�µ�à
�¯�à�Û �à�õ�ë�à �õ�É�é�à �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�v �¯�à�Ú�à �Ö�à�ï �ê�ù�· �·�ï�õ�¥�Û �®�£�ï�£�µ�à�ï �·�Û �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�u�`�N�O�a

�M�u�K�J�u�Q ���Û�õ�ë�à�é�Ë�£ �¯�ë�ù���£�µ�£

�:�É�µ�· �Ö�£ �É�Û�¯�·�ë�õ�É�µ�ù�Ú�®�ë�· �·�Û �Ö�£�ï �£�ï�É�Â�Û�£�¯�É�à�Û�·�ï �µ�· �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë�·�ï �� �é�ù�·�µ�· �£���ù�µ�£�ë �£ �·���£�Ö�ù�£�ë �Ö�£ �¯�£�Ö�É�µ�£�µ �µ�·
�Ö�à�ï �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë�·�ï �·�Û �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£�ï �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�£�u ���Ö �µ�à�Ú�É�Û�É�à �µ�· �Ö�£ �·�Û�õ�ë�à�é�Ë�£ �¯�ë�ù���£�µ�£
���£�ë�Ë�£ �·�Û �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �®�£�ï�· �µ�·�Ö �Ö�à�Â�£�ë�É�õ�Ú�à �ê�ù�· �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �^�Â�·�Û�·�ë�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �·�Û �®�£�ï�· �L �à �®�£�ï�· �·�_ �� �µ�· �Ö�£
�µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �µ�· �é�ë�à�®�£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �µ�· �Ö�à�ï �·���·�Û�õ�à�ï�u ���Û �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�v �Ö�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�à�é�Ë�£ �¯�ë�ù���£�µ�£ �é�ù�·�µ�·�Û
�·�ï�õ�£�ë �·�Û �·�Ö �ë�£�Û�Â�à �µ�· �`�J�v �ž�_�v �µ�à�Û�µ�· �J �É�Û�µ�É�¯�£ �ù�Û�£ �é�ë�·�µ�É�¯�¯�É�â�Û �é�·�ë�Á�·�¯�õ�£ �� ���£�Ö�à�ë�·�ï �Ú�¥�ï �£�Ö�õ�à�ï �É�Û�µ�É�¯�£�Û
�Ú�£���à�ë �É�Û�¯�·�ë�õ�É�µ�ù�Ú�®�ë�· �à �·�ë�ë�à�ë�u ���Ö ���£�Ö�à�ë �·�
�£�¯�õ�à �µ�· �Ö�£ �·�Û�õ�ë�à�é�Ë�£ �¯�ë�ù���£�µ�£ �µ�·�é�·�Û�µ�· �µ�·�Ö �¯�à�Û�õ�·�
�õ�à �� �µ�·
�¯�â�Ú�à �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �·�Û �ù�Û �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �·�ï�é�·�¯�Ë�Å�¯�à�u

�M�u�K�J�u�R �O�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �:�·�£�Û �O�Ç�É�Á�õ

�:�·�£�Û �O�Ç�É�Á�õ �à �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�v �·�ï �ù�Û �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �£�é�ë�·�Û�µ�É���£�Ò�· �Û�à �ï�ù�é�·�ë���É�ï�£�µ�à �£�Ú�é�Ö�É�£�Ú�·�Û�õ�·
�ù�ï�£�µ�à �·�Û �£�Û�¥�Ö�É�ï�É�ï �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �·�Û ���É�ï�É�â�Û �é�à�ë �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�µ�à�ë �� �·�Ö �é�ë�à�¯�·�ï�£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �É�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï�v �·�ï �ù�Û�£
�õ�¹�¯�Û�É�¯�£ �Û�à �é�£�ë�£�Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �µ�· �£�Û�¥�Ö�É�ï�É�ï �Ú�£�õ�·�Ú�¥�õ�É�¯�à �µ�·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �é�£�ë�£ �Ö�à�¯�£�Ö�É���£�ë �Ö�à�ï
�Ú�¥�
�É�Ú�à�ï �µ�· �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�v �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �Ö�Ö�£�Ú�£�µ�à �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �®�û�ï�ê�ù�·�µ�£ �µ�· �Ú�à�µ�£�ï�u�`�K�K�a

���Û �é�à�¯�£�ï �é�£�Ö�£�®�ë�£�ï�v �k�µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�k �·�ê�ù�É���£�Ö�· �£ �k�µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �£ �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�k �µ�· �Á�à�ë�Ú�£
�É�õ�·�ë�£�õ�É���£�u ���Û �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�v �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �ï�· �µ�·�ï�é�Ö�£���£ �Ç�£�¯�É�£ �Ö�£ �k�Ú�·�µ�É�£ �ë�·�Â�É�à�Û�£�Ö�k �é�£�ï�à �£ �é�£�ï�à
�� �Ö�£ �ù�®�É�¯�£�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �µ�·�ï�õ�É�Û�à �Å�Û�£�Ö �µ�· �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �·�Ö �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë �£�Ö �ê�ù�· �é�·�ë�õ�·�Û�·�¯�·�u�`�K�K�a



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �N�S

�6�£ �É�µ�·�£ �®�¥�ï�É�¯�£ �µ�·�õ�ë�¥�ï �µ�· �·�ï�õ�· �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �·�ï �ê�ù�· �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£�ï �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �µ�·
�é�É�
�·�Ö�·�ï �·�Û �µ�à�ï �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï �� �ï�· �¯�ë�·�£ �ù�Û �Ú�£�é�£ �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�£ �·�Û �M �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï�v �·�Û
�·�ï�õ�· �Ú�£�é�£ �¯�£�µ�£ �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£ �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �� �¯�£�µ�£ �é�É�¯�à �µ�· �¯�£�µ�£ �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£ �^�Ú�à�µ�£�_ �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£
�·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u�`�M�P�a

���£�µ�£ �é�É�
�·�Ö �j�·�ï�¯�£�Ö�£�k �Ö�£ �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£ �Ú�¥�ï �·�Ú�é�É�Û�£�µ�£ �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ï�ù ���·�¯�É�Û�µ�£�ë�É�à �� �ù�Û�£ ���·�� �·�Ö �é�É�
�·�Ö �·�ï�¯�£�Ö�£ �Ö�£
�Ú�à�Û�õ�£�Ü�£ �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ï�ù ���·�¯�É�Û�µ�£�ë�É�à�v �·�ï�· �é�É�
�·�Ö �ï�· �£�ï�É�Â�Û�£ �£ �µ�É�¯�Ç�à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u �� �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�¯�É�â�Û �ï�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£
�ù�Û�£ �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �µ�· �µ�É�¯�Ç�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �ï�·�Â�û�Û �·�Ö �Ú�£�é�£ �µ�· �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�à�u�`�M�P�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�P�w���É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �µ�· �ù�Û �é�É�
�·�Ö�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�6�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �µ�·�®�·�Û �k�·�ï�¯�£�Ö�£�ë�k �õ�à�µ�£�ï �Ö�£�ï �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£�ï �Ç�£�ï�õ�£ �Ö�Ö�·�Â�£�ë �£ �ï�ù �¯�É�Ú�£ �é�£�ë�£ �é�à�µ�·�ë �ï�·�ë �£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�ï �£
�ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�v �ï�É �ï�· �õ�à�Ú�£ �ù�Û �é�É�
�·�Ö �µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �¯�à�Ú�à �ï�· ���· �£ �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�¯�É�â�Û�v �·�ï�õ�· �µ�·�®�·�ë�¥ �·�ï�¯�£�Ö�£�ë �Ç�£�ï�õ�£
�·�Ö �é�ù�Û�õ�à �ë�à�Ò�à �ê�ù�· �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �Ö�£ �¯�É�Ú�£ �à �Ö�£ �Ú�à�µ�£�u�`�M�P�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�Q�w�:�£�é�£ �µ�· �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �Û�à�ë�Ú�£�Ö�É���£�µ�£ �É�µ�·�Û�õ�É�Å�¯�£�Û�µ�à �Ö�à�ï �k�é�É�¯�à�ï�k �µ�· �Ö�£�ï �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£�ï �µ�· �¯�£�µ�£
�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �à �Â�ë�ù�é�à �µ�· �é�É�
�·�Ö�·�ï�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

���ù�£�Û�µ�à �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �Ç�£�Û �ï�É�µ�à �£�ï�É�Â�Û�£�µ�à�ï�v �O�· �à�®�õ�É�·�Û�·�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Á�à�ë�Ú�£�w



�O�J �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�R�w���Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�µ�à�ï �� �ï�ù�ï �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·�ï�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�O�· �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �ù�Û �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�· �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ù�Û�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�àW �� �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �¯�£�·�Û �µ�·�Û�õ�ë�à
�µ�· �·�ï�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �ï�· �Ö�·�ï �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �·�Ö �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �ï�É�Ú�é�Ö�· �à �ù�Û �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �é�à�Û�µ�·�ë�£�µ�à�v �·�Û �·�Ö �¯�£�ï�à �µ�·�Ö
�é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �é�à�Û�µ�·�ë�£�µ�à�v �Ú�É�·�Û�õ�ë�£�ï �Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£ �·�ï�õ�¹�Û �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �£�Ö �é�É�
�·�Ö �µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �^�ï�£�Ú�é�Ö�· �é�É�
�·�Ö�_�v
�Ú�£���à�ë �é�·�ï�à �õ�·�Û�µ�ë�¥�Û�v �·�ï�õ�à �ï�· �ù�ï�£ �é�£�ë�£ �ë�·�µ�ù�¯�É�ë �·�Ö �·�Á�·�¯�õ�à �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �·�ï�õ�¥�Û �Ö�·�Ò�à�ï �µ�· �·�ï�· �é�ù�Û�õ�à
�µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�u�`�M�P�a

���Ö �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�v �õ�à�µ�£ �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �ï�· �Ú�ù�·���· �é�£�ë�£ �ë�·�£�ï�É�Â�Û�£�ë �ï�ù �¯�·�Û�õ�ë�à �� �·�ï�· �¯�£�Ú�®�É�à �à �Ú�à���É�Ú�É�·�Û�õ�à
�·�ï �Ö�à �ê�ù�· �Ö�Ö�£�Ú�£�Ú�à�ï �j�ï�Ç�É�Á�õ�k�v �·�ï�õ�· �ï�· �Ú�£�Û�õ�·�Û�µ�ë�¥ �·�Û �Ú�à���É�Ú�É�·�Û�õ�à �Ç�£�ï�õ�£ �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù �Ú�à�µ�£ �à �Ö�£ �k�¯�É�Ú�£�k
�µ�· �·�ï�£ �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£�u�`�M�P�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�K�S�w�:�à���É�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�àW �¯�à�Û �¯�·�Û�õ�ë�à �·�Û �ï�ù �Ú�·�µ�É�£�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�6�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�ë�¥ �Ú�à���É�¹�Û�µ�à�ï�· �Ç�£�ï�õ�£ �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù �Ú�à�µ�£ �� �Ú�ù�¯�Ç�à�ï �Ú�¥�ï �é�ù�Û�õ�à�ï ���£�Û �£ �·�ï�¯�£�Ö�£�ë
�·�ï�£ �Ú�à�Û�õ�£�Ü�£ �� �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �·�ï�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �Ú�à�µ�£�v �õ�£�Ö �ê�ù�· �Ö�£�ï �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �ê�ù�· �¯�à�Û���·�ë�Ò�£�Û �£ �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£
�Ú�à�µ�£ �é�·�ë�õ�·�Û�·�¯�·�ë�¥�Û �£�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �O�K

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�J�w�:�à���É�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�àW �Ç�£�ï�õ�£ �£�Ö�¯�£�Û���£�ë �ï�ù �Ú�à�µ�£�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

���Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�w

�O�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û �µ�·N �é�É�
�·�Ö�·�ï �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �� �ï�· �ê�ù�É�·�ë�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë
�Ú�à�µ�£�ï �à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �Ö�£ �µ�É�ï�õ�ë�É�®�ù�¯�É�â�Û�u �`� �ù�Ô�ù�Û�£�Â�£ �K�S�Q�O�v ���à�Ú�£�Û�É�¯�É�ù �L�J�J�L�a

�K�u�O�·�£mi = f i �·�Ö �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à �É�Û�É�¯�É�£�Ö �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�É�
�·�Öi

�L�u�K�·�é�·�õ�É�ë �Ö�à �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �é�£�ë�£ �¯�£�µ�£ �é�ë�à�Ú�·�µ�É�àmi �w �[ �Y�®�É�¯�£�ë �ù�Û�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�àW �£�Ö�ë�·�µ�·�µ�à�ë
�µ�·mi �[ ���£�Ö�¯�ù�Ö�£�ë �·�Ö �¯�·�Û�õ�ë�à�É�µ�·m �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �v �Ç�£�¯�É�·�Û�µ�à �ê�ù�·mi = m �[ �I�£�ë�£�ë �ï�É �·�Ö
�¯�£�Ú�®�É�à �·�Û �·�Ö �é�ë�à�Ú�·�µ�É�àmi �·�ï �Ú�·�Û�à�ë �ê�ù�· �ù�Û �ù�Ú�®�ë�£�Ö� �vmi �·�ï �Ö�£ �Ú�à�µ�£�u

�M�u�O�· �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£�Û �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �é�É�
�·�Ö�·�ï �ê�ù�· �õ�É�·�Û�·�Û �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �Ú�à�µ�£ �¯�à�Û �Ö�£ �Ú�É�ï�Ú�£ �·�õ�É�ê�ù�·�õ�£ �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u

���·�õ�£�Ö�Ö�·�ï�w

�:�·�£�Û �ï�Ç�É�Á�õ �·�ï �ù�Û �é�ë�à�¯�·�µ�É�Ú�É�·�Û�õ�à �é�£�ë�£ �Ö�à�¯�£�Ö�É���£�ë �Ö�à�ï �Ú�¥�
�É�Ú�à�ï �[�Ö�£�ï �Ú�à�µ�£�ï�[ �µ�· �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ
�µ�£�µ�à�ï �µ�£�õ�à�ï �µ�É�ï�¯�ë�·�õ�à�ï �Ú�ù�·�ï�õ�ë�·�£�µ�à�ï �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �µ�É�¯�Ç�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �`�K�N�a�u �O�· �õ�ë�£�õ�£ �µ�· �ù�Û �Ú�¹�õ�à�µ�à �É�õ�·�ë�£�õ�É���à�v
�� �é�£�ë�õ�É�Ú�à�ï �µ�· �ù�Û�£ �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �É�Û�É�¯�É�£�Öx�u �O�·�£ �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �µ�£�µ�£ �é�à�ëK (x i � x)�v �·�ï�õ�£ �Á�ù�Û�¯�É�à�Û
�µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£ �·�Ö �é�·�ï�à �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï ���·�¯�É�Û�à�ï �é�£�ë�£ �Ö�£ �ë�·�[�·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£�v �õ�Ë�é�É�¯�£�Ú�·�Û�õ�· �ï�· �ù�ï�£
�ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à �é�£�ë�£ �·�õ�ï�É�Ú�£�ë �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �£�¯�õ�ù�£�Ö�v �õ�£�Ö �ê�ù�·K (x i � x) = e� cjj x i � x jj 2

���Ö �é�ë�à�Ú�·�µ�É�à
�é�à�Û�µ�·�ë�£�µ�à �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �·�Û �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�µ�£ �é�à�ëK �·�ï�w

m(x) =

P
x i 2 N (x) K (x i � x)x i

P
x i 2 N (x) K (x i � x)

���à�Û�µ�·N (x) �·�ï �Ö�£ ���·�¯�É�Û�µ�£�µ �µ�·x�v �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �é�£�ë�£ �Ö�à�ï �¯�ù�£�Ö�·�ïK (x i � x) 6= 0�u �6�£
�µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£m(x) � x �ï�· �Ö�Ö�£�Ú�£ �k�Ú�·�£�Û �ï�Ç�É�Á�õ�k �·�Û � �ù�Ô�ù�Û�£�Â�£ �� �&�à�ï�õ�·�õ�Ö�·�ë�u �`�L�R�a�v �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �Ú�·�£�Û �ï�Ç�É�Á�õ
�£�Ç�à�ë�£ �·�ïx  m(x) �� �ï�· �ë�·�é�É�õ�· �Ö�£ �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �Ç�£�ï�õ�£ �ê�ù�·m(x) �¯�à�Û���·�ë�Â�·�u



�O�L �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

���ù�Û�ê�ù�· �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£ �ï�· �Ç�£ �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�à �£�Ú�é�Ö�É�£�Ú�·�Û�õ�· �·�Û �Ú�ù�¯�Ç�£�ï
�£�é�Ö�É�¯�£�¯�É�à�Û�·�ï�v �õ�à�µ�£���Ë�£ �Û�à �ï�· �¯�à�Û�à�¯�· �ù�Û�£ �é�ë�ù�·�®�£ �ë�É�Â�ù�ë�à�ï�£ �µ�· �Ö�£ �¯�à�Û���·�ë�Â�·�Û�¯�É�£ �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �ù�õ�É�Ö�É���£�Û�µ�à
�ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Â�·�Û�·�ë�£�Ö �·�Û �ù�Û �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �£�Ö�õ�£ �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�â�Û �`�N�a ���Ö�É���£�ë�É �!�Ç�£�ï�ï�£�®�·�Ç �µ�·�Ú�à�ï�õ�ë�â �Ö�£ �¯�à�Û���·�ë�Â�·�Û�¯�É�£
�µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£ �·�Û �ù�Û�£ �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�â�Û �¯�à�Û �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �é�·�ë�Å�Ö �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£�®�Ö�·�v
�¯�à�Û���·�
�£ �� �·�ï�õ�ë�É�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �µ�·�¯�ë�·�¯�É�·�Û�õ�· �`�M�a �O�É�Û �·�Ú�®�£�ë�Â�à�v �·�Ö �¯�£�ï�à �ù�Û�É�µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö �õ�É�·�Û�· �£�é�Ö�É�¯�£�¯�É�à�Û�·�ï
�Ö�É�Ú�É�õ�£�µ�£�ï �·�Û �·�Ö �Ú�ù�Û�µ�à �ë�·�£�Ö�u �U�£�Ú�®�É�¹�Û �ï�· �Ç�£ �µ�·�Ú�à�ï�õ�ë�£�µ�à �Ö�£ �¯�à�Û���·�ë�Â�·�Û�¯�É�£ �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �·�Û �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï
�ï�ù�é�·�ë�É�à�ë�·�ï �¯�à�Û �ù�Û �Û�û�Ú�·�ë�à �Å�Û�É�õ�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �·�ï�õ�£�¯�É�à�Û�£�ë�É�à�ï �^�à �£�É�ï�Ö�£�µ�à�ï�_�`�N�a�`�N�N�a�v �é�·�ë�à �Û�à �ï�· �Ç�£�Û
�é�ë�à�é�à�ë�¯�É�à�Û�£�µ�à �Ö�£�ï �¯�à�Û�µ�É�¯�É�à�Û�·�ï �ï�ù�Å�¯�É�·�Û�õ�·�ï �é�£�ë�£ �ê�ù�· �ù�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Â�·�Û�·�ë�£�Ö �õ�·�Û�Â�£ �é�ù�Û�õ�à�ï
�·�ï�õ�£�¯�É�à�Û�£�ë�É�à�ï �^�à �£�É�ï�Ö�£�µ�à�ï�_ �Å�Û�É�õ�à�ï�u

�O�·�£ �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �Å�Û�É�õ�àS �·�Ú�®�·�®�É�µ�à �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �·�ù�¯�Ö�É�µ�É�£�Û�àn� �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�vX �u �O�·�£K �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö
�é�Ö�£�Û�à�v �õ�£�Ö �ê�ù�· �ï�ù �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£ �·�ÛX �w

K (x) =

(
1 si jjxjj � �

0 si jjxjj > �

���Û �¯�£�µ�£ �É�õ�·�ë�£�¯�É�â�Û �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�vs  m(x) �ï�· �ë�·�£�Ö�É���£ �é�£�ë�£ �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ïs 2 S �ï�É�Ú�ù�Ö�õ�¥�Û�·�£�Ú�·�Û�õ�·�u
�6�£ �é�ë�É�Ú�·�ë�£ �¯�ù�·�ï�õ�É�â�Û �·�ï �¯�â�Ú�à �·�ï�õ�É�Ú�£�ë �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�É�ï�é�·�ë�ï�à
�µ�· �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï�u �Y�Û�à �µ�· �Ö�à�ï �·�Û�Á�à�ê�ù�·�ï �Ú�¥�ï �ï�·�Û�¯�É�Ö�Ö�à�ï �¯�à�Û�ï�É�ï�õ�· �·�Û �ï�ù�£���É���£�ë �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï�v �é�à�ë �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�v
�¯�à�Û���à�Ö���É�¹�Û�µ�à�Ö�à�ï �¯�à�Û �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �Å�Ò�à �µ�· �£�Û�¯�Ç�àh�v

f (x) =
X

i

K (x � x i ) =
X

i

k
�

jjx � x i jj 2

h2

�

���à�Û�µ�·x i �ï�à�Û �Ö�£�ï �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�£�µ�£ ��k(r ) �·�ï �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �^�à ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �I�£�ë���·�Û�_�uh
�·�ï �·�Ö �û�Û�É�¯�à �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à �µ�·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �� �ï�· �µ�·�Û�à�Ú�É�Û�£ �£�Û�¯�Ç�à �µ�· �®�£�Û�µ�£�u ���ï�õ�· �·�Û�Á�à�ê�ù�· �ï�· �¯�à�Û�à�¯�·
�¯�à�Ú�à �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�Ö �Ô�·�ë�Û�·�Ö �à �õ�¹�¯�Û�É�¯�£ �µ�· �Ö�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �I�£�ë���·�Û�u �Y�Û�£ ���·�� �ê�ù�·
�Ç�·�Ú�à�ï �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£�µ�àf (x) �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �Ö�£ �·�¯�ù�£�¯�É�â�Û �£�Û�õ�·�ë�É�à�ë�v �é�à�µ�·�Ú�à�ï �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ï�ù�ï �Ú�¥�
�É�Ú�à�ï �Ö�à�¯�£�Ö�·�ï
�ù�õ�É�Ö�É���£�Û�µ�à �·�Ö �£�ï�¯�·�Û�ï�à �Â�ë�£�µ�É�·�Û�õ�· �à �£�Ö�Â�ù�Û�£ �à�õ�ë�£ �õ�¹�¯�Û�É�¯�£ �µ�· �à�é�õ�É�Ú�É���£�¯�É�â�Û�u ���Ö �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �µ�· �·�ï�õ�·
�·�Û�Á�à�ê�ù�· �µ�· �k�Á�ù�·�ë���£ �®�ë�ù�õ�£�k �·�ï �ê�ù�·�v �é�£�ë�£ �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï �Ú�£���à�ë�·�ï�v �ï�· ���ù�·�Ö���· �¯�à�Ú�é�ù�õ�£�¯�É�à�Û�£�Ö�Ú�·�Û�õ�·
�É�Ú�é�à�ï�É�®�Ö�· �·���£�Ö�ù�£�ëf (x) �·�Û �õ�à�µ�à �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �µ�· �®�û�ï�ê�ù�·�µ�£�u ���Û �ï�ù �Ö�ù�Â�£�ë�v �·�Ö �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �Ú�·�µ�É�à
�ù�õ�É�Ö�É���£ �ù�Û�£ ���£�ë�É�£�Û�õ�· �µ�· �Ö�à �ê�ù�· �ï�· �¯�à�Û�à�¯�· �·�Û �Ö�£ �Ö�É�õ�·�ë�£�õ�ù�ë�£ �µ�· �à�é�õ�É�Ú�É���£�¯�É�â�Û �¯�à�Ú�à �µ�·�ï�¯�·�Û�ï�à �µ�·
�Â�ë�£�µ�É�·�Û�õ�· �µ�· �ë�·�É�Û�É�¯�É�à �Ú�û�Ö�õ�É�é�Ö�·�u ���à�Ú�·�Û���£�Û�µ�à �¯�à�Û �ù�Û�£ �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �ù�Û �Ú�¥�
�É�Ú�à �Ö�à�¯�£�Ö�vyk �v �ê�ù�·
�é�ù�·�µ�· �ï�·�ë �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï �µ�· �·�Û�õ�ë�£�µ�£ �£�Ö�·�£�õ�à�ë�É�àx1�v �·�Ö �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �Ú�·�µ�É�à �¯�£�Ö�¯�ù�Ö�£ �·�Ö �Â�ë�£�µ�É�·�Û�õ�·
�µ�· �Ö�£ �·�ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µf (x) �·�Ûyk �� �µ�£ �ù�Û �é�£�ï�à �Ç�£�¯�É�£ �£�ë�ë�É�®�£ �·�Û �·�ï�£ �µ�É�ë�·�¯�¯�É�â�Û�`�Q�K�a�u

�U�É�é�à�ï �µ�· �Ô�·�ë�Û�·�Ö�ï�w

�Y�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �·�ï �ù�Û�£ �Ú�£�õ�ë�É�� �^�Û�à�ë�Ú�£�Ö�Ú�·�Û�õ�·�_ �é�·�ê�ù�·�Ü�£ �µ�· �Û�û�Ú�·�ë�à�ï �ê�ù�· �ï�· �ù�õ�É�Ö�É���£ �·�Û �Ö�£ �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�â�Û
�µ�· �É�Ú�¥�Â�·�Û�·�ï�u �6�à�ï �Ô�·�ë�Û�·�Ö �µ�· �µ�É�ï�õ�É�Û�õ�à�ï �õ�£�Ú�£�Ü�à�ï �ê�ù�· �¯�à�Û�õ�É�·�Û�·�Û �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �é�£�õ�ë�à�Û�·�ï �µ�· �Û�û�Ú�·�ë�à�ï
�µ�£�Û �Ö�ù�Â�£�ë �£ �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à�ï �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �·�Û �Ö�£ �¯�à�Û���à�Ö�ù�¯�É�â�Û�u �6�£ �é�£�Ö�£�®�ë�£ �k�Û�û�¯�Ö�·�à�k �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �ï�ù�·�Ö�· �ù�õ�É�Ö�É���£�ë�ï�·



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �O�M

�¯�à�Ú�à �ï�É�Û�â�Û�É�Ú�à �µ�· �k�·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à �·�ï�õ�ë�ù�¯�õ�ù�ë�£�Û�õ�·�k�v �ê�ù�· �·�ï �ù�Û �à�®�Ò�·�õ�à �ï�É�Ú�É�Ö�£�ë �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�à �·�Û �Ú�à�ë�Á�à�Ö�à�Â�Ë�£
�Ú�£�õ�·�Ú�¥�õ�É�¯�£�u �Y�Û �·�Ö�·�Ú�·�Û�õ�à �·�ï�õ�ë�ù�¯�õ�ù�ë�£�Û�õ�· �µ�É�Å�·�ë�· �µ�· �ù�Û �Û�û�¯�Ö�·�à �·�Û �ê�ù�· �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �õ�É�·�Û�· �ù�Û �à�ë�É�Â�·�Û
�·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£�µ�à�u �`�P�K�a

�6�£ �µ�·�Å�Û�É�¯�É�â�Û �µ�· �Ô�·�ë�Û�·�Ö �·�ï�v �ï�·�£X �ê�ù�· �·�ï�õ�¥ �·�Û �·�Ö �·�ï�é�£�¯�É�à �·�ù�¯�Ö�É�µ�É�£�Û�àn� �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�ÖRn �u �6�£ �Û�à�ë�Ú�£
�µ�·x �·�ï �ù�Û �Û�û�Ú�·�ë�à �Û�à �Û�·�Â�£�õ�É���à�vjjxjj 2 = x�vx � 0�u �Y�Û�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�ÛK : X ! R �ï�· �µ�É�¯�· �ù�Û �Ô�·�ë�Û�·�Ö �ï�É
�·�
�É�ï�õ�· �ù�Û �é�·�ë�Å�Ö�vk : [0; 1 ] ! R �õ�£�Ö �ê�ù�·K (x) = k(jjxjj 2) �� �£�µ�·�Ú�¥�ï �ê�ù�·�w

�ˆ �Ô �ï�·�£ �Û�à �Û�·�Â�£�õ�É���à�u

�ˆ �Ô �ï�·�£ �Û�à �¯�ë�·�¯�É�·�Û�õ�·�vk(a) � k(b) �ï�Éa < b

�ˆ �Ô �·�ï �¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£ �£ �õ�ë�à���à�ï ��
R1

0 k(r )dr < 1

�6�à�ï �µ�à�ï �é�·�ë�Å�Ö�·�ï �µ�· �Û�û�¯�Ö�·�à �Ú�¥�ï �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�à�ï �é�£�ë�£ �·�Ö �µ�·�ï�é�Ö�£���£�Ú�É�·�Û�õ�à �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�£ �ï�à�Û�w

�4�·�ë�Û�·�Ö �é�Ö�£�Û�à�w

k(x) =

(
1 si x � �

0 si x > �

�4�·�ë�Û�·�Ö �Â�£�ù�ï�ï�É�£�Û�à�w

k(x) = e� x
2� 2

���à�Ú�é�£�ë�£�¯�É�â�Û �¯�à�Û �4 �:�·�£�Û�ï�w

���Û �·�Ö �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à �µ�· �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �É�Ú�£�Â�·�Û �ï�· �à�®�ï�·�ë���£ �ê�ù�· �é�£�ë�£ �ù�Û�£ ���·�Û�õ�£�Û�£ �µ�· �õ�£�Ú�£�Ü�à
W = 21 �:�·�£�Û �O�Ç�É�Á�õ �Ç�£�¯�· �ù�Û �Ú�ù�� �®�ù�·�Û �õ�ë�£�®�£�Ò�à�v �¯�à�Ú�é�£�ë�£�µ�à �¯�à�Û �Ö�£ �õ�¹�¯�Û�É�¯�£ �µ�· �4 �:�·�£�Û�ï�u



�O�N �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�K�w���à�Ú�é�£�ë�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�à�ï �Ú�¹�õ�à�µ�à�ï �Ô�[�:�·�£�Û�ï �� �:�·�£�Û �O�Ç�É�Á�õ �é�£�ë�£ �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �� �ï�·�Â�Ú�·�Û�õ�£�¯�É�â�Û�u
� �ù�·�Û�õ�·�w �`�M�P�a

�d�·�Û�õ�£�Ò�£�ï�w

�ˆ �;�à �£�ï�ù�Ú�· �Û�É�Û�Â�ù�Û�£ �Á�à�ë�Ú�£ �é�ë�·�µ�·�Å�Û�É�µ�£ �·�Û �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï�u

�ˆ ���ï �¯�£�é�£�� �µ�· �Ú�£�Û�·�Ò�£�ë �·�ï�é�£�¯�É�à�ï �µ�· �¯�£�ë�£�¯�õ�·�ë�Ë�ï�õ�É�¯�£�ï �£�ë�®�É�õ�ë�£�ë�É�à�ï�u

�ˆ ���Ö �é�ë�à�¯�·�µ�É�Ú�É�·�Û�õ�à �ï�· �®�£�ï�£ �·�Û �Ö�£ �·�Ö�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �ù�Û �û�Û�É�¯�à �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�w �·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· ���·�Û�õ�£�Û�£W�u

�ˆ ���Ö �£�Û�¯�Ç�à �µ�· �®�£�Û�µ�£�~�õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· ���·�Û�õ�£�Û�£ �õ�É�·�Û�· �ù�Û �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£�µ�à �Á�Ë�ï�É�¯�à�v �£ �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£ �µ�· �Ô�[�Ú�·�£�Û�ï�u

���·�ï���·�Û�õ�£�Ò�£�ï�w

�ˆ �6�£ �ï�·�Ö�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �ù�Û �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· ���·�Û�õ�£�Û�£ �Û�à �·�ï �õ�ë�É���É�£�Ö�u

�ˆ �Y�Û �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· ���·�Û�õ�£�Û�£ �É�Û�£�µ�·�¯�ù�£�µ�à �é�ù�·�µ�· �é�ë�à���à�¯�£�ë �Ö�£ �Á�ù�ï�É�â�Û �µ�· �£�Ö�Â�ù�Û�à�ï �k�é�É�¯�à�ï�k �à �Ú�à�µ�£�ï
�à �Â�·�Û�·�ë�£�ë �Ú�à�µ�£�ï �k�ï�ù�é�·�ë�Å�¯�É�£�Ö�·�ï�k �£�µ�É�¯�É�à�Û�£�Ö�·�ï�u

�ˆ �� �Ú�·�Û�ù�µ�à �·�ï �Û�·�¯�·�ï�£�ë�É�à �ù�õ�É�Ö�É���£�ë �ù�Û �õ�£�Ú�£�Ü�à �µ�· ���·�Û�õ�£�Û�£ �£�µ�£�é�õ�£�õ�É���à�u

�M�u�K�J�u�S ���
�O�����;

���
�O�����; �^���·�Û�ï�É�õ���[�
�£�ï�·�µ �O�é�£�õ�É�£�Ö ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �à�Á ���é�é�Ö�É�¯�£�õ�É�à�Û�ï ���É�õ�Ç �;�à�É�ï�·�_ �·�ï �ù�Û �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û
�µ�· �µ�£�õ�à�ï �é�ë�à�é�ù�·�ï�õ�à �é�à�ë �:�£�ë�õ�É�Û ���ï�õ�·�ë�v �&�£�Û�ï�[�I�·�õ�·�ë �4�ë�É�·�Â�·�Ö�v �2�å�ë�Â �O�£�Û�µ�·�ë �� �j�É�£�à���·�É �j�ù �·�Û �K�S�S�P�u �O�·



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �O�O

�õ�ë�£�õ�£ �µ�· �ù�Û �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �Û�à �é�£�ë�£�Ú�¹�õ�ë�É�¯�à �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �®�£�ï�£�µ�à �·�Û �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�w �µ�£�µ�à �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à
�µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �·�Û �ù�Û �·�ï�é�£�¯�É�à�v �£�Â�ë�ù�é�£ �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �·�ï�õ�¥�Û �Ú�ù�� �Ò�ù�Û�õ�à�ï �^�é�ù�Û�õ�à�ï �¯�à�Û �Ú�ù�¯�Ç�à�ï ���·�¯�É�Û�à�ï
�¯�·�ë�¯�£�Û�à�ï�_�v �Ú�£�ë�¯�£�Û�µ�à �¯�à�Ú�à ���£�Ö�à�ë�·�ï �£�õ�Ë�é�É�¯�à�ï �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �ï�· �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£�Û �ï�à�Ö�à�ï �·�Û �ë�·�Â�É�à�Û�·�ï �µ�·
�®�£�Ò�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �^�¯�ù���à�ï ���·�¯�É�Û�à�ï �Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à�ï �·�ï�õ�¥�Û �µ�·�Ú�£�ï�É�£�µ�à �Ö�·�Ò�à�ï�_�u ���
�O�����; �·�ï �ù�Û�à �µ�· �Ö�à�ï
�£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à�ï �µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �Ú�¥�ï �¯�à�Ú�ù�Û�·�ï �� �Ú�¥�ï �¯�É�õ�£�µ�à�ï�u �I�ù�·�µ�· �Ö�Ö�·�Â�£�ë �£ �ï�·�ë �Ú�¥�ï �ë�à�®�ù�ï�õ�à �£ �à�ù�õ�Ö�É�·�ë�ï
�ê�ù�· �:�·�£�Û�O�Ç�É�Á�õ�v �·�ï�é�·�¯�É�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �·�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �¯�à�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �Á�à�ë�Ú�£�ï �É�ë�ë�·�Â�ù�Ö�£�ë�·�ï�u�`�O�K�a

�6�£ �É�µ�·�£ �µ�·�õ�ë�¥�ï �µ�· �·�ï�õ�· �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �·�ï �ê�ù�· �ï�· �õ�É�·�Û�· �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �·�Û �£�Ö�Â�û�Û �·�ï�é�£�¯�É�à �é�£�ë�£
�ï�·�ë �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�É���£�µ�à�ï�v �ï�·�£� �ù�Û �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à �ê�ù�· �µ�·�Å�Û�· �·�Ö �ë�£�µ�É�à �µ�· �ù�Û ���·�¯�É�Û�µ�£�ë�É�à �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£ �ù�Û
�é�ù�Û�õ�à�v �é�£�ë�£ �·�ï�õ�· �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ï�· �¯�Ö�£�ï�É�Å�¯�£�Û �·�Û �õ�ë�·�ï �õ�É�é�à�ï�w �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �k�¯�à�ë�·�k �à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö�·�ï�v
�Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�É�ë�¹�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�·�ï �� �Ö�à�ï �à�ù�õ�Ö�É�·�ë�ï�u�`�P�a

���
�O�����; �ù�õ�É�Ö�É���£ �µ�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �é�£�ë�£ �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�ë �Ö�à�ï �Â�ë�ù�é�à�ï �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï�v �·�Ö �é�ë�É�Ú�·�ë�à �·�ïmin P ts �ê�ù�·
�·�ï �·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �Ú�Ë�Û�É�Ú�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �ê�ù�· �µ�·�®�·�Û �£�Â�ë�ù�é�£�ë�ï�· �é�£�ë�£ �ê�ù�· �ï�· �¯�à�Û�ï�É�µ�·�ë�· �µ�· �£�Ö�õ�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ ��
�é�·�ë�õ�·�Û�·���¯�£�Û �£ �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�£�µ�à �� �·�Ö �ï�·�Â�ù�Û�µ�à�veps�ê�ù�· �ë�·�é�ë�·�ï�·�Û�õ�£ �·�Ö �ë�£�µ�É�à �µ�· �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë
�·�Û �é�£�ë�õ�É�¯�ù�Ö�£�ë�u ���ï�õ�· �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �·�ï�õ�¥ �®�£�ï�£�µ�à �·�Û �ï�É�·�õ�· �ë�·�Â�Ö�£�ï �à �µ�·�Å�Û�É�¯�É�à�Û�·�ï �ê�ù�· �ï�· �µ�·�ï�¯�ë�É�®�·�Û �£
�¯�à�Û�õ�É�Û�ù�£�¯�É�â�Û�u �`�L�O�a

�K�u�d�·�¯�É�Û�µ�£�µ �µ�· �Ö�à�Û�Â�É�õ�ù�µ� �µ�· �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �µ�·�Û�à�õ�£�µ�£ �é�à�ëNEps �·�ï�õ�¥ �µ�£�µ�à �é�à�ë

NEps(p) = q 2 D j dist(p; q) � � �µ�à�Û�µ�·D �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ù�Û �ë�£�µ�É�à �·�ï�é�·�¯�Ë�Å�¯�à �^���é�ï�_�u ���à�Ú�à �ï�·
�à�®�ï�·�ë���£ �·�Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£�u �`�L�O�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�L�w�d�·�¯�É�Û�µ�£�µ� � ���é�ï �µ�·p �� q�v �õ�£�Ö �ê�ù�·p �·�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �à �k�¯�à�ë�·�k �^�:�É�Û�I�õ�ï�•�N�_ ��q �Û�à
�·�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�L�O�a

�L�u�I�ù�Û�õ�à�ï �¯�à�ë�·�w �O�É �ù�Û�£ ���·�¯�É�Û�µ�£�µ �µ�· �ë�£�µ�É�à� �¯�à�Û�õ�É�·�Û�· �é�à�ë �Ö�à �Ú�·�Û�à�ïMinP ts �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï�v �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï
�·�ï�õ�· �é�ù�Û�õ�à �·�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �à �k�¯�à�ë�·�k �� �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �¯�à�Û�õ�·�Û�É�µ�à�ï �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�·�Ö �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �ê�ù�· �Ö�à
�¯�à�Û�õ�É�·�Û�· �ï�à�Û �Ö�Ö�£�Ú�£�µ�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �k�¯�à�ë�·�k�u�`�L�O�a

�M�u�I�ù�Û�õ�à�ï �®�à�ë�µ�· �à �Á�ë�à�Û�õ�·�ë�É���à�ï�w �O�à�Û �£�ê�ù�·�Ö�Ö�à�ï �ê�ù�· �õ�É�·�Û�·�Û �Ú�·�Û�à�ï �µ�·MinP ts �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �Ö�£
�µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£Eps�v �é�·�ë�à �·�ï�õ�· �ï�· �·�Û�¯�ù�·�Û�õ�ë�£ �·�Û �Ö�£ ���·�¯�É�Û�µ�£�µ �µ�· �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �ï�à�®�ë�· �·�Ö �®�à�ë�µ�· �µ�·�Ö



�O�P �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�v �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �ï�· �µ�É�¯�· �ê�ù�· �µ�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö�·�ï �¯�ù�£�Ö�·�ï�ê�ù�É�·�ë�£ �ê�ù�· �·�ï�õ�¹�Û �Ö�à �ï�ù�Å�¯�É�·�Û�õ�·�Ú�·�Û�õ�·
�¯�·�ë�¯�£ �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ù�Û�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£Eps �·�Ö �ù�Û�à �µ�·�Ö �à�õ�ë�à �ï�· �ù�®�É�¯�£�Û �·�Û �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u�`�L�O�a

�N�u���Ö�¯�£�Û���£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �µ�É�ë�·�¯�õ�£ �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�w �Y�Û �é�ù�Û�õ�àp �·�ï �µ�É�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �£
�é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�· �ù�Û �à�®�Ò�·�õ�à �à �é�ù�Û�õ�àq �ï�Ép �·�ï�õ�¥ �µ�·�Û�õ�ë�à �µ�· �ù�Û�£ ���·�¯�É�Û�µ�£�µ �µ�· �ë�£�µ�É�à
Eps �µ�·q�v �õ�£�Ö �ê�ù�·q �·�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �k�¯�à�ë�·�k�u�`�L�O�a

p 2 NEps(q) �� jNEps(q)j � MinP ts

���Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£ �ï�· �à�®�ï�·�ë���£ �·�ï�õ�£ �é�ë�à�é�É�·�µ�£�µ�u

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�M�wq �·�ï �µ�É�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�·p�v �é�·�ë�àp �Û�à �·�ï �µ�É�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�·
�£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �µ�·�ï�µ�·q�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�L�O�a

�O�u���Ö�¯�£�Û���£�®�É�Ö�É�µ�£�µ �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�w �Y�Û �à�®�Ò�·�õ�àp �·�ï �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�·
q �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£Eps �� �£MinP ts �ï�É �·�
�É�ï�õ�· �ù�Û�£ �¯�£�µ�·�Û�£ �µ�· �à�®�Ò�·�õ�à�ïp1; :::; pn �¯�à�Ûp1 = q�v
pn = p �õ�£�Ö �ê�ù�·pi +1 �·�ï �µ�É�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�·pi �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£
Eps �� �£MinP ts �é�£�ë�£ �õ�à�µ�à1 � i � n�v �·�ï�õ�£ �ë�·�Ö�£�¯�É�â�Û �ï�· �à�®�ï�·�ë���£ �·�Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£�u�`�L�O�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�N�wq �·�ï �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�·p�v �é�·�ë�àp �Û�à �·�ï �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ
�µ�·�ï�µ�·q�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�L�O�a

�P�u���à�Û�·�¯�õ�É���É�µ�£�µ �£ �é�£�ë�õ�É�ë �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�w �Y�Û �à�®�Ò�·�õ�àp �·�ï�õ�¥ �¯�à�Û�·�¯�õ�£�µ�à �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �£ �ù�Û
�à�®�Ò�·�õ�à �à �é�ù�Û�õ�àq �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£Eps �� �£MinP ts �ï�É �·�
�É�ï�õ�· �ù�Û�à �à �Ú�¥�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �õ�£�Ö �ê�ù�· �õ�£�Û�õ�à



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �O�Q

p �¯�à�Ú�àq �ï�·�£�Û �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�·�ï �é�à�ë �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�· �ù�Û �é�ù�Û�õ�ào �� �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£Eps �� �£
MinP ts �v �·�ï�õ�£ �ë�·�Ö�£�¯�É�â�Û �ï�· �à�®�ï�·�ë���£ �·�Û �Ö�£ �ï�É�Â�ù�É�·�Û�õ�· �Å�Â�ù�ë�£�u�`�L�O�a

� �É�Â�ù�ë�· �M�[�L�O�wp �� q �·�ï�õ�¥�Û �µ�·�Û�ï�£�Ú�·�Û�õ�· �¯�à�Û�·�¯�õ�£�µ�à�ï �·�Û�õ�ë�· �ï�Ë �é�à�ër �v �Ö�£ �¯�à�Û�·�¯�õ�É���É�µ�£�µ �é�à�ë �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �·�ï
�ï�É�Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �é�à�ë �Û�£�õ�ù�ë�£�Ö�·���£�u � �ù�·�Û�õ�·�w �`�L�O�a

�Q�u���Ö�ù�ï�õ�·�ë�w �Y�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ëC �·�Û �ù�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£Eps �� �£MinP ts �·�ï �ù�Û
�ï�ù�®�¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �Û�à ���£�¯�Ë�à �µ�·D �ê�ù�· �ï�£�õ�É�ï�Á�£�¯�· �µ�à�ï �é�ë�à�é�É�·�µ�£�µ�·�ï�v �Ö�£ �é�ë�É�Ú�·�ë�£ �·�ï �Ö�£ �Ú�£�
�É�Ú�£�Ö�É�µ�£�µ
�ê�ù�· �·�ï�õ�£�®�Ö�·�¯�· �ê�ù�· �é�£�ë�£ �õ�à�µ�àp; q �ï�Ép 2 C �� �ï�Éq �·�ï �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�· �£ �õ�ë�£���¹�ï �µ�· �ï�ù �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ
�µ�·�ï�µ�·p �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£Eps �� �£MinP ts �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï �õ�£�Ú�®�É�¹�Ûq 2 C �� �Ö �£�ï�·�Â�ù�Û�µ�£ �·�ï �Ö�£
�¯�à�Û�·�¯�õ�É���É�µ�£�µ�v �õ�£�Ö �ê�ù�· �é�£�ë�£ �õ�à�µ�àp; q2 C�vp �·�ï�õ�¥ �µ�·�Û�ï�£�Ú�·�Û�õ�· �¯�à�Û�·�¯�õ�£�µ�à �£q �¯�à�Û �ë�·�ï�é�·�¯�õ�à �£
Eps �� �£MinP ts �·�ÛD�u �`�L�O�a

�6�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �¯�à�Û�õ�É�·�Û�·�Û �é�ù�Û�õ�à�ï �k�¯�à�ë�·�k �� �£ �ï�ù ���·�� �é�ù�Û�õ�à�ï �Á�ë�à�Û�õ�·�·�ë�É���à�ï�u

�R�u�6�à�ï �à�®�Ò�·�õ�à�ï �ê�ù�· �Û�à �ï�à�Û �µ�É�ë�·�¯�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�·�ï �£ �õ�ë�£���¹�ï �µ�· �Ö�£ �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ �µ�·�ï�µ�· �é�à�ë �Ö�à
�Ú�·�Û�à�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�à�ë�·�v �ï�· �Ç�£�®�Ö�£ �µ�· �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �k�ë�ù�É�µ�à�ï�à�k �à �à�ù�õ�Ö�É�·�ë �ï�É �Û�à �·�ï �Û�É �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �à
�k�¯�à�ë�·�k �à �é�ù�Û�õ�à �®�à�ë�µ�· �à �Á�ë�à�Û�õ�·�ë�É���à�u �`�L�O�a

�d�·�Û�õ�£�Ò�£�ï�w

�ˆ ���
�O�����; �Û�à �ë�·�ê�ù�É�·�ë�· �ê�ù�· �ï�· �·�ï�é�·�¯�É�Å�ê�ù�· �£ �é�ë�É�à�ë�É �·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï�u

�ˆ ���
�O�����; �é�ù�·�µ�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�· �Á�à�ë�Ú�£ �£�ë�®�É�õ�ë�£�ë�É�£�u �(�Û�¯�Ö�ù�ï�à �é�ù�·�µ�· �·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë
�¯�à�Ú�é�Ö�·�õ�£�Ú�·�Û�õ�· �ë�à�µ�·�£�µ�à �é�à�ë �^�é�·�ë�à �Û�à �¯�à�Û�·�¯�õ�£�µ�à �£�_ �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�u �!�ë�£�¯�É�£�ï �£�Ö �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à
MinP ts �v �ï�· �ë�·�µ�ù�¯�· �·�Ö �Ö�Ö�£�Ú�£�µ�à �·�Á�·�¯�õ�à �ï�É�Û�Â�Ö�·�[�Ö�É�Û�Ô �^�¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �¯�à�Û�·�¯�õ�£�µ�à�ï �é�à�ë �ù�Û�£
�Å�Û�£ �Ö�Ë�Û�·�£ �µ�· �é�ù�Û�õ�à�ï�_�u

�ˆ ���
�O�����; �õ�É�·�Û�· �·�Û �¯�ù�·�Û�õ�£ �·�Ö �ë�ù�É�µ�à �� �·�ï �ë�à�®�ù�ï�õ�à �Á�ë�·�Û�õ�· �£ ���£�Ö�à�ë�·�ï �£�õ�Ë�é�É�¯�à�ï�u

�ˆ ���
�O�����; �ï�â�Ö�à �ë�·�ê�ù�É�·�ë�· �µ�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �� �·�ï �ë�à�®�ù�ï�õ�à �£�Û�õ�· �·�Ö �à�ë�µ�·�Û �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �·�Û �Ö�£ �®�£�ï�·
�µ�· �µ�£�õ�à�ï�u �^�O�É�Û �·�Ú�®�£�ë�Â�à�v �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �ï�É�õ�ù�£�µ�à�ï �·�Û �·�Ö �®�à�ë�µ�· �µ�· �µ�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �µ�É�Á�·�ë�·�Û�õ�·�ï �é�à�µ�ë�Ë�£�Û
�É�Û�õ�·�ë�¯�£�Ú�®�É�£�ë �ï�ù �é�·�ë�õ�·�Û�·�Û�¯�É�£ �£ �ù�Û �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �ï�É �ï�· �¯�£�Ú�®�É�£ �·�Ö �à�ë�µ�·�Û �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï�_�u



�O�R �M �:�£�ë�¯�à �õ�·�â�ë�É�¯�à

�ˆ �6�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �é�ù�·�µ�·�Û �ï�·�ë �Å�Ò�£�µ�à�ï �é�à�ë �ù�Û �·�
�é�·�ë�õ�à �·�Û �Ö�£ �Ú�£�õ�·�ë�É�£�v �ï�É �ï�· �¯�à�Û�à�¯�·�Û �®�É�·�Û �Ö�à�ï
�µ�£�õ�à�ï�u

���·�ï���·�Û�õ�£�Ò�£�ï�w

�ˆ ���
�O�����; �Û�à �·�ï �õ�à�õ�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�É�ï�õ�£�w �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �Á�ë�à�Û�õ�·�ë�É���à�ï �£�Ö�¯�£�Û���£�®�Ö�·�ï �µ�·�ï�µ�· �Ú�¥�ï �µ�·
�ù�Û �¯�Ö�û�ï�õ�·�ë �é�ù�·�µ�·�Û �Á�à�ë�Ú�£�ë �é�£�ë�õ�· �µ�· �¯�ù�£�Ö�ê�ù�É�·�ë�£ �µ�· �·�Ö�Ö�à�ï�v �µ�·�é�·�Û�µ�É�·�Û�µ�à �µ�·�Ö �à�ë�µ�·�Û �·�Û �ê�ù�· �ï�·
�é�ë�à�¯�·�ï�·�Û �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï�u �I�£�ë�£ �Ö�£ �Ú�£���à�ë�Ë�£ �µ�· �Ö�à�ï �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �� �µ�à�Ú�É�Û�É�à�ï�v �·�ï�õ�£ �ï�É�õ�ù�£�¯�É�â�Û
�Û�à �ï�· �µ�£ �£ �Ú�·�Û�ù�µ�à �� �õ�É�·�Û�· �é�à�¯�à �É�Ú�é�£�¯�õ�à �·�Û �·�Ö �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à �µ�· �Ö�£ �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û�w�`�P�Q�a�õ�£�Û�õ�à �·�Û �Ö�à�ï
�é�ù�Û�õ�à�ï �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö�·�ï �¯�à�Ú�à �·�Û �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �ë�ù�É�µ�à�v ���
�O�����; �·�ï �µ�·�õ�·�ë�Ú�É�Û�É�ï�õ�£�u

�ˆ �6�£ �¯�£�Ö�É�µ�£�µ �µ�· ���
�O�����; �µ�·�é�·�Û�µ�· �µ�· �Ö�£ �Ú�·�µ�É�µ�£ �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�£�u �6�£ �Ú�¥�ï �ù�õ�É�Ö�É���£�µ�£ �·�ï �Ö�£
�µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�ù�¯�Ö�Ë�µ�·�£�u ���ï�é�·�¯�É�£�Ö�Ú�·�Û�õ�· �é�£�ë�£ �µ�£�õ�à�ï �µ�· �£�Ö�õ�£ �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�É�µ�£�µ�v �·�ï�õ�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �é�ù�·�µ�·
�ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�ë �¯�£�ï�É �É�Û�û�õ�É�Ö �µ�·�®�É�µ�à �£ �Ö�£ �Ö�Ö�£�Ú�£�µ�£ �k�:�£�Ö�µ�É�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�£�Ö�É�µ�£�µ�k�v �ê�ù�· �µ�É�Å�¯�ù�Ö�õ�£
�·�Û�¯�à�Û�õ�ë�£�ë �ù�Û ���£�Ö�à�ë �£�é�ë�à�é�É�£�µ�à �é�£�ë�£� �u ���ï�õ�· �·�Á�·�¯�õ�à�v �ï�É�Û �·�Ú�®�£�ë�Â�à�v �õ�£�Ú�®�É�¹�Û �·�ï�õ�¥ �é�ë�·�ï�·�Û�õ�· �·�Û
�¯�ù�£�Ö�ê�ù�É�·�ë �à�õ�ë�à �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �®�£�ï�£�µ�à �·�Û �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�ù�¯�Ö�Ë�µ�·�£�u

�ˆ ���
�O�����; �Û�à �é�ù�·�µ�· �£�Â�ë�ù�é�£�ë �®�É�·�Û �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �¯�à�Û �Â�ë�£�Û�µ�·�ï �µ�É�Á�·�ë�·�Û�¯�É�£�ï �·�Û �µ�·�Û�ï�É�µ�£�µ�·�ï�v
���£ �ê�ù�· �Ö�£ �¯�à�Ú�®�É�Û�£�¯�É�â�ÛminP ts �[� �Û�à �é�ù�·�µ�· �·�Ö�·�Â�É�ë�ï�· �£�µ�·�¯�ù�£�µ�£�Ú�·�Û�õ�· �é�£�ë�£ �õ�à�µ�à�ï �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï�u

�ˆ �O�É �Û�à �ï�· �¯�à�Û�à�¯�·�Û �®�É�·�Û �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �� �Ö�£ �·�ï�¯�£�Ö�£�v �·�Ö�·�Â�É�ë �ù�Û �ù�Ú�®�ë�£�Ö �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£� �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£�õ�É���à
�é�ù�·�µ�· �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�ë �µ�É�Á�Ë�¯�É�Ö�u

���ï�õ�É�Ú�£�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï�w

���£�µ�£ �õ�£�ë�·�£ �µ�· �Ú�É�Û�·�ë�Ë�£ �µ�· �µ�£�õ�à�ï �õ�É�·�Û�· �·�Ö �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �µ�· �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï�u ���£�µ�£ �·�Ö�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�à�ï
�é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �É�Û�Æ�ù���· �·�Û �·�Ö �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �µ�· �Ú�£�Û�·�ë�£ �·�ï�é�·�¯�Ë�Å�¯�£�u �I�£�ë�£ ���
�O�����;�v �ï�· �Û�·�¯�·�ï�É�õ�£�Û �Ö�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï
� �� minP ts �u �6�à�ï �é�£�ë�¥�Ú�·�õ�ë�à�ï �µ�·�®�·�Û �ï�·�ë �·�ï�é�·�¯�É�Å�¯�£�µ�à�ï �é�à�ë �·�Ö �ù�ï�ù�£�ë�É�à�u �(�µ�·�£�Ö�Ú�·�Û�õ�·�v �·�Ö ���£�Ö�à�ë �µ�·�
���É�·�Û�· �µ�£�µ�à �é�à�ë �·�Ö �é�ë�à�®�Ö�·�Ú�£ �£ �ë�·�ï�à�Ö���·�ë �^�é�à�ë �·�Ò�·�Ú�é�Ö�à�v �ù�Û�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �Á�Ë�ï�É�¯�£�_�v ��minP ts �·�ï �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï
�·�Ö �õ�£�Ú�£�Ü�à �Ú�Ë�Û�É�Ú�à �µ�· �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë �µ�·�ï�·�£�µ�à�u

�ˆ �:�É�Û�I�õ�ï�w ���à�Ú�à �ë�·�Â�Ö�£ �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�v �ù�Û �Ú�Ë�Û�É�Ú�àminP ts �ï�· �é�ù�·�µ�· �µ�·�ë�É���£�ë �µ�·�Ö �Û�û�Ú�·�ë�à �µ�· �µ�É�Ú�·�Û�ï�É�à�Û�·�ï
D �·�Û �·�Ö �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à �µ�· �µ�£�õ�à�ï�v �¯�à�Ú�àminP ts � D + 1�u ���Ö ���£�Ö�à�ë �®�£�Ò�à �µ�·minP ts = 1 �Û�à �õ�É�·�Û�·
�ï�·�Û�õ�É�µ�à�v ���£ �ê�ù�· �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï �¯�£�µ�£ �é�ù�Û�õ�à �·�ï �ù�Û �é�ù�Û�õ�à �¯�·�Û�õ�ë�£�Ö �é�à�ë �µ�·�Å�Û�É�¯�É�â�Û�u ���à�ÛminP ts � 2�v
�·�Ö �ë�·�ï�ù�Ö�õ�£�µ�à �ï�·�ë�¥ �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �ê�ù�· �·�Ö �µ�· �Ö�£ �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�â�Û �Ò�·�ë�¥�ë�ê�ù�É�¯�£ �¯�à�Û �Ö�£ �Ú�¹�õ�ë�É�¯�£ �µ�· �·�Û�Ö�£�¯�·
�û�Û�É�¯�à�v �¯�à�Û �·�Ö �µ�·�Û�µ�ë�à�Â�ë�£�Ú�£ �¯�à�ë�õ�£�µ�à �£ �Ö�£ �£�Ö�õ�ù�ë�£� �u �I�à�ë �Ö�à �õ�£�Û�õ�à�vminP ts �µ�·�®�· �·�Ö�·�Â�É�ë�ï�· �£�Ö
�Ú�·�Û�à�ï �M�u �O�É�Û �·�Ú�®�£�ë�Â�à�v ���£�Ö�à�ë�·�ï �Ú�£���à�ë�·�ï �ï�ù�·�Ö�·�Û �ï�·�ë �Ú�·�Ò�à�ë�·�ï �é�£�ë�£ �¯�à�Û�Ò�ù�Û�õ�à�ï �µ�· �µ�£�õ�à�ï �¯�à�Û
�ë�ù�É�µ�à �� �é�ë�à�µ�ù�¯�É�ë�¥�Û �£�Â�ë�ù�é�£�¯�É�à�Û�·�ï �Ú�¥�ï �ï�É�Â�Û�É�Å�¯�£�õ�É���£�ï�u ���à�Ú�à �ë�·�Â�Ö�£ �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�v �ï�· �é�ù�·�µ�· �ù�õ�É�Ö�É���£�ë
minP ts = 2 � dim�v �é�·�ë�à �é�ù�·�µ�· �ï�·�ë �Û�·�¯�·�ï�£�ë�É�à �·�Ö�·�Â�É�ë ���£�Ö�à�ë�·�ï �Ú�£���à�ë�·�ï �é�£�ë�£ �µ�£�õ�à�ï �Ú�ù��
�Â�ë�£�Û�µ�·�ï�v �é�£�ë�£ �µ�£�õ�à�ï �¯�à�Û �ë�ù�É�µ�à �à �é�£�ë�£ �µ�£�õ�à�ï �ê�ù�· �¯�à�Û�õ�·�Û�Â�£�Û �Ú�ù�¯�Ç�à�ï �µ�ù�é�Ö�É�¯�£�µ�à�ï�`�P�Q�a�u



�M�u�K�J ���Ö�ù�ï�õ�·�ë�É�Û�Â �O�S

�ˆ � �w ���Ö ���£�Ö�à�ë �µ�·� �ï�· �é�ù�·�µ�· �·�Ö�·�Â�É�ë �ù�õ�É�Ö�É���£�Û�µ�à �ù�Û �Â�ë�¥�Å�¯�à �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �Ô�v �õ�ë�£���£�Û�µ�à �Ö�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£
�£�Ö ���·�¯�É�Û�à �Ú�¥�ï �¯�·�ë�¯�£�Û�à �Ô �• �Ú�É�Û�I�õ�ï�[�K �à�ë�µ�·�Û�£�µ�£ �µ�·�Ö ���£�Ö�à�ë �Ú�¥�ï �Â�ë�£�Û�µ�· �£�Ö �Ú�¥�ï �é�·�ê�ù�·�Ü�à�`�N�a �6�à�ï
�®�ù�·�Û�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �µ�·� �ï�à�Û �£�ê�ù�·�Ö�Ö�à�ï �·�Û �Ö�à�ï �ê�ù�· �·�ï�õ�· �Â�ë�¥�Å�¯�à �Ú�ù�·�ï�õ�ë�£ �ù�Û �k�¯�à�µ�à�k�w�`�L�N�a�`�P�Q�a�`�P�O�a �ï�É�
�ï�· �·�Ö�É�Â�· �Ú�ù�¯�Ç�à �µ�·�Ú�£�ï�É�£�µ�à �é�·�ê�ù�·�Ü�à�v �ù�Û�£ �Â�ë�£�Û �é�£�ë�õ�· �µ�· �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï �Û�à �ï�· �£�Â�ë�ù�é�£�ë�¥�Û�x �Ú�É�·�Û�õ�ë�£�ï
�ê�ù�· �é�£�ë�£ �ù�Û ���£�Ö�à�ë �µ�·�Ú�£�ï�É�£�µ�à �£�Ö�õ�à �µ�·� �v �Ö�à�ï �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�ï �ï�· �Á�ù�ï�É�à�Û�£�ë�¥�Û �� �Ö�£ �Ú�£���à�ë�Ë�£ �µ�· �Ö�à�ï �à�®�Ò�·�õ�à�ï
�·�ï�õ�£�ë�¥�Û �·�Û �·�Ö �Ú�É�ï�Ú�à �¯�Ö�ù�ï�õ�·�ë�u ���Û �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�v �ï�à�Û �é�ë�·�Á�·�ë�É�®�Ö�·�ï �Ö�à�ï ���£�Ö�à�ë�·�ï �é�·�ê�ù�·�Ü�à�ï �µ�·� ��̀P�Q�a ���v
�¯�à�Ú�à �ë�·�Â�Ö�£ �Â�·�Û�·�ë�£�Ö�v �ï�â�Ö�à �ù�Û�£ �é�·�ê�ù�·�Ü�£ �Á�ë�£�¯�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�à�ï �é�ù�Û�õ�à�ï �µ�·�®�·�ë�Ë�£ �·�ï�õ�£�ë �£ �·�ï�õ�£ �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£
�ù�Û�à�ï �µ�· �à�õ�ë�à�ï�u ���Ö�õ�·�ë�Û�£�õ�É���£�Ú�·�Û�õ�·�v �ï�· �é�ù�·�µ�· �ù�õ�É�Ö�É���£�ë �ù�Û �Â�ë�¥�Å�¯�à �@�I�U�(���O �é�£�ë�£ �·�Ö�·�Â�É�ë� �v�`�P�Q�a
�é�·�ë�à �·�Û�õ�à�Û�¯�·�ï �·�Ö �é�ë�à�é�É�à �£�Ö�Â�à�ë�É�õ�Ú�à �@�I�U�(���O �ï�·�ë���É�ë�É�£ �é�£�ë�£ �£�Â�ë�ù�é�£�ë �Ö�à�ï �µ�£�õ�à�ï�u

�ˆ � �ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£�w �6�£ �·�Ö�·�¯�¯�É�â�Û �µ�· �Ö�£ �Á�ù�Û�¯�É�â�Û �µ�· �µ�É�ï�õ�£�Û�¯�É�£ �·�ï�õ�¥ �·�ï�õ�ë�·�¯�Ç�£�Ú�·�Û�õ�· �Ö�É�Â�£�µ�£ �£
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Figure 3-28: Aprendizaje automático clásico versus Transferencia de conocimiento (TL). Fuente:
[32]

3.12 Visualización de clusters

3.12.1 Análisis de componentes principales (ACP)

El análisis de Componentes Principales (PCA por sus siglas en inglés) permite visualizar los
clusters en dos componentes principales y así poder evaluar el poder de clusterización de los
algoritmosmediante la reducción de dimensionalidad de los datos conservando lamayor cantidad
de información posible, facilitando la visualización de los clusters conformados mediante la
proyección de datos de altas dimensiones en tan solo dos o tres que expliquen la mayor parte de
la varianza en los datos, lo que facilita su interpretación y permite entendermejor las características
que definen los clusters.

3.13 Estado del arte

3.13.1 Imágenes satelitales

Recientemente han surgido varios conjuntos de imágenes satelitales anotadas; sin embargo, la
mayor parte de estos trabajos se han ocupado de la clasificación de la cubierta terrestre y de
la detección de objetos macro como por ejemplo, edificios o estructuras construidas por el
humano y que permiten abordar temas como el reordenamiento territorial o la planeación para
la construcción en terrenos vacíos. Nombrando un caso particular, se conoce el conjunto de
datos de uso del suelo de UC Merced que consta de 2100 imágenes aéreas del U.S. Geological
Survey. Las imágenes tienen un tamaño de 256x256 píxeles con una distancia de muestreo del
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terreno de 0,3 metros por píxel. de 0,3 metros por píxel y se dividen en 21 clases o categorías
como agricultura, carreteras, agua, instalaciones como tanques de almacenamiento, pistas de
tenis, etc; sin embargo, el estudio sobre cuerpos planetarios puede llegar a ser muy limitado
debido a la escasez de imágenes etiquetadas. [55]

Varios investigadores han utilizado redes neuronales como la VGG, ResNet e Inception CNN
para clasificar las imágenes de este conjunto de datos (UC Merced) según los distintos tipos de
cobertura del suelo, con precisiones de clasificación de hasta el 98; 5%. A pesar de esto, este
conjunto de datos resulta ser muy limitado en cuanto a su tamaño, número y tipos de clases,
además del área geográfica que abarca. [55]

El conjunto de datos SpaceNet consta de imágenes de satélite de alta resolución de cinco ciudades
junto con las huellas de los edificios construidos en ellas. Se han entrenado distintos tipos de
redes neuronales para segmentar las imágenes y extraer las huellas de los edificios. Este conjunto
de datos es limitado en cuanto a su cobertura geográfica. [55]

Ninguno de ellos contiene los cientos de miles de imágenes a escala global que se requiere para
desarrollar un clasificador robusto desde ceros, es por esto que existen técnicas como el transfer
learning que permiten hacer uso de redes neuronales preentrenadas conmillones de parámetros.
[55]

3.13.2 Trabajos relacionados

En el paper ”Unsupervised machine learning via transfer learning and k-means clustering to
classifymaterials image data” escrito por Ryan Cohn y ElizabethHolm se describen en profundidad
los pasos necesarios para aplicar el aprendizaje por transferencia a la clasificación de imágenes
de la base de datos de defectos en la superficie del acero de la Universidad del Noreste mediante
el método k-means. [16]

El enfoque descrito en este estudio alcanzó un 99; 4%±0; 16%, Se realizó un análisis de sensibilidad
para demostrar el impacto de cada paso del análisis en los resultados. La ecualización del
histograma mejora el rendimiento de la clasificación al reducir las diferencias entre imágenes
con los mismos defectos pero distintos perfiles de brillo. El uso de las salidas de las capas de
la red neuronal VGG16 maximiza la relación señal-ruido de los descriptores de características,
lo que da como resultado una descripción útil y relativamente compacta de cada imagen. El
uso de PCA con suficientes componentes para preservar 75% de la varianza total y aplicar el
blanqueamiento optimizó el rendimiento de la clasificación al maximizar la señal útil capturada
en los descriptores de características. A pesar de que sólo había 6 tipos de etiquetas, fue
necesario ejecutar k-means con 7 clusters para tener en cuenta tanto los arañazos verticales
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como los horizontales. La agrupación de componentes PCA blanqueados da como resultado el
máximo rendimiento de clasificación, pero también aumenta la varianza en el rendimiento de
los ensayos individuales.[16]

Por lo tanto, paramaximizar la precisión de la clasificación, k-means se ejecutó conmuchos pasos
de inicialización diferentes. Se utilizó el modelo con menor inercia total. Por último, dado que
el análisis no se basa en la agrupación de puntos en un mapa t-SNE, el modelo k-means puede
utilizarse para clasificar nuevas imágenes con una precisión superior al 99%. Esto permite la
clasificación automatizada de un gran número de imágenes en experimentos de alto rendimiento
y aplicaciones de control de calidad.[16]

Por otro lado, en el paper titulado ”Unsupervised Hierarchical Semantic Segmentation with
Multiview Cosegmentation and Clustering Transformers” de los autores Hwang J., Guo Y. et. al,
abordan la segmentación no supervisada como un problema de pixeles. Ellos establecen que una
buena representación debe revelar no sólo un determinado nivel de agrupación, sino cualquier
nivel de agrupación de forma coherente y predecible. Reforzando la coherencia espacial de la
agrupación y el aprendizaje de características de inicio con la co-segmentación entre múltiples
vistas de la misma imagen.

Presentan el primer método no supervisado de segmentación semántica jerárquica basado en
datos, denominado agrupación jerárquica de segmentos (HSG). HSG, que captura la similitud
visual y las coocurrencias estadísticas, superando algunosmétodos de segmentación no supervisada
existentes centrados en objetos y escenas.[37] De este paper se extrajo la idea de aplicar redes
neuronales convolucionales para mapear cada pixel en un punto del espacio de características
produciendo agrupaciones jerárquicas de pixeles consistentes.

En el trabajo titulado ”An Analysis of Single-Layer Networks in Unsupervised Feature Learning”
escrito por Adam Coates, Honglak Lee y Andrew Y. Ng, se realizaron experimentos exhaustivos
en el conjunto de datos CIFAR-10 con varios algoritmos no supervisados de aprendizaje de
parámetros en el rendimiento de la clasificación. Aunque se confirma la conclusión básica de
que son útiles un mayor número de características y la extracción densa, demostraron que estos
elementos pueden ser, de hecho, tan importantes como el propio algoritmo de aprendizaje
no supervisado. Sorprendentemente, probaron que el algoritmo de agrupación K-means (un
algoritmo de aprendizaje extremadamente sencillo sin parámetros que ajustar) es capaz de alcanzar
muy buenos rendimientos en los conjuntos de datos CIFAR-10 y NORB cuando se utiliza con los
parámetros de red que hemos identificado en este trabajo. También probaron que, en general
de características mejoran monotónicamente el rendimiento, lo que sugiere que, aunque los
algoritmos pueden tener mayor poder de representación, los algoritmos sencillos pero rápidos
pueden ser muy competitivos.[15]
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En el paper titulado ”From Image-level to Pixel-level Labeling with Convolutional Networks”,
los autores Pinheiro P. y Collobert R. interesados en la segmentación de objetos, propusieron
un modelo basado en redes neuronales convolucionales, que durante el entrenamiento se le da
mayor peso a los píxeles que son importantes para clasificar la imagen. Demostraron que, con
el conjunto de prueba, el modelo aprendió a discriminar los píxeles correctos lo suficientemente
bien como para obtener buenos resultados en unmarco de referencia demodelos de segmentación.
Entrenaron con un subconjunto de datos de Imagenet y los experimentos de segmentación se
hicieron sobre el conjutno de datos ”Pascal VOC” (sin ajuste fino del modelo sore Pascal VOC). El
modelo superó el estado del arte en la tarea de segmentación de objetos con supervisión débil,
con un gran márgen. El gran aporte de esta investigación es que asumiendo un conocimiento a
priori simple sobre la segmentación se logra hacer una correcta distinción entre clases, esto es
interesante pues se evidencia que no es necesario hacer uso de datasets de segmentación muy
costosos o imágenes completamente anotadas.[53]



4 Metodología

4.1 Datos

Las imágenes satelitales empleadas en el entrenamiento de losmodelos de aprendizaje automático
del presente trabajo se extraen del repositorio PILOT (Planetary Image Locator Tool) de la NASA
(USGS/NASA, 2015). Este repositorio es la fuente más completa de imágenes recopiladas por las
sondas enviadas al espacio por la NASA.

PILOT es una plataforma en línea ampliamente utilizada por científicos planetarios y cartógrafos.
Ofrece una extensa colección de imágenes de alta resolución de cuerpos planetarios en todo el
sistema solar y permite búsquedas a través de archivos crudos.

En el caso de Encélado, una de las lunas de Saturno, la sonda Cassini Huygens está equipada con
dos tipos de instrumentos para la captura de datos: el ISS (Cassini Imaging Science Subsystem)
y el VIMS (Visual and Infrared Mapping Spectrometer). Estos instrumentos producen imágenes
de alta resolución. Para nuestro estudio, utilizamos un conjunto de 5,167 imágenes capturadas a
través del lente de ángulo estrecho (NA, por sus siglas en inglés) del instrumento ISS, que incluye
datos tanto en el espectro visible como en el infrarrojo cercano.

El Subsistema Científico de Imágenes (ISS) de Cassini fue destinado especialmente para estudiar
Saturno, Titán y los demás satélites de Saturno. Los principales objetivos científicos del ISS son:

1. Cartografiar la estructura tridimensional y el movimiento de las atmósferas de Saturno y
Titán.

2. Estudiar la composición, distribución y propiedades físicas de las nubes y aerosoles

3. Examinar la dispersión, absorción y calentamiento solar en las atmósferas de Saturno/Titán

4. Buscar rayos, auroras boreales y resplandores

5. Investigar las interacciones gravitatorias entre los anillos y satélites de Saturno

6. Determinar la naturaleza y la tasa de transferencia de energía y momento dentro de los
anillos
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7. Determinar el grosor de los anillos, así como el tamaño, la composición y la naturaleza
física de las partículas de los anillos

8. Cartografiar las superficies de los satélites y determinar la composición de sus materiales
superficiales

9. Medir los estados de rotación de los satélites.

Para lograr estos objetivos, ISS consta de una cámara gran angular y una cámara de ángulo
estrecho. El telescopio de la cámara gran angular (WAC) es un refractor de 20 cm (f/3,5), mientras
que el telescopio de la cámara de ángulo estrecho (NAC) es un refractor de 2 m (f/10,5). Está
previsto que el WAC cubra una gama de longitudes de onda de 380-1100 nm con 18 filtros
independientes, mientras que la NAC cubre una gama de 200-1100 nm con 24 filtros. El campo
de visión del WAC es de 3,5 grados con una resolución angular de 60 microrradianes/píxel. El
campo de visión del NAC es de 0,35 grados con una resolución angular de 6microrradianes/píxel.
El plano de imagen de cada uno de ellos contendrá una matriz CCD de 1024 x 1024 elementos.

En total hay 12.140 imágenes de Encélado en este repositorio; sin embargo se usarán únicamente
las 5.167 mencionadas anteriormente, debido a que el ángulo amplio solo tiene 237 imágenes
tomadas desde puntos muy lejanos, con lo cuál no es posible ver imágenes de la superficie lunar.
A continuación se muestra un ejemplo de los datos.

Figure 4-1: Imágenes satelitales de Encélado obtenidas del repositorio de la NASA, PILOT
(Planetary Image Locator Tool)

Algunas de las imagenes capturadas por Cassini tienen particularidades, como distintas orientaciones,
imagenes recortadas o partes faltantes en algunas partes de la imágen, sobreexposición, distintos
tamaños de imágen, imagenes distorsionadas, entre otras. Esto claramente afectará los resultados
de agrupación y posterior clasificación de las imágenes; sin embargo se ahondó en las razones
de por qué las imagenes presentan estas particularidades y se encontró que algunas imágenes
aparecen de lado o al revés, porque así como un fotógrafo inclina su cámara para adaptarse mejor
a la escena, lo mismo ocurrió con Cassini: las imágenes reflejaban la orientación del fotógrafo,
en este caso la nave espacial. [19]



76 4 Metodología

Para las imagenes que tienen partes faltantes, esto es debido al mal tiempo o los problemas de
antena en una de las estaciones de la Red de Espacio Profundo, esto produjo que se perdieran
datos por problemas para fijar la señal. Esto provocaba lagunas en las imágenes. Para superar
estos problemas, los datos de las observaciones importantes se volvieron a reproducir en otro
momento. Para todas las demás ocasiones sólo hubo una oportunidad de obtener los datos. [19]

Cuando hacía falta una parte a la derecha de las imagenes, es debido a que necesitan muchos
datos para crear una imagen. Para Cassini fueronmás de unmillón de palabras: palabras de datos.
Debido al espacio limitado en la grabadora de Cassini y al tiempo que se tardaba en transmitir
esos datos, las cámaras a bordo de la nave espacial se construyeron para tener la capacidad de
comprimir los datos, es decir, para que ocuparan menos espacio en la grabadora. La cámara
utilizaba dos tipos de compresión: ”sin pérdida” y ”con pérdida”. [19]

Cuando hacía falta una parte inferior de las imagenes, es debido a que el sensor de la cámara
tarda cierto tiempo en leer los datos. La cámara también tardaba otro tanto en enviar los datos
por cable a la nave espacial para su grabación. La cámara disponía de cuatro ventanas de tiempo
diferentes en las que podía leer una imagen. Si la ventana de tiempo elegida por el científico
que planificaba la imagen era demasiado corta, la imagen quedaba incompleta y se cortaba por la
parte inferior. Esto puede deberse a dos motivos. Si el científico ha optado por la compresión, es
posible que la escena contenga más detalles de los previstos y, por tanto, haya demasiados datos
para leer en el tiempo previsto. La otra razón podría ser que, para conservar la cantidad limitada
de datos que el científico estaba autorizado a recoger, éste hubiera cortado la imagen a propósito
porque lo interesante se encuentra en la mitad superior. Una imagen también puede haber sido
cortada en la parte inferior debido a lo que se llama ”vigilancia de datos”. A cada instrumento
se le asignó una determinada cantidad de espacio en la grabadora de Cassini para almacenar los
datos recogidos, y hubo mucha demanda entre los instrumentos para conseguir este preciado
espacio. Una vez que un equipo científico que diseñaba una observación llenaba el espacio
asignado, la nave espacial dejaba de grabar, con lo que se producía una imagen cortada.[19]

Las cámaras de Cassini tenían 63 ajustes de exposición diferentes, desde 5 milisegundos hasta
20 minutos. Los científicos que planificaban una observación tenían que elegir la exposición
para cada imagen tomada. Eso podía resultar difícil cuando se tomaba una imagen de algo que
nunca se había visto antes. Así, una información incompleta sobre la luminosidad de algo podía
dar lugar a veces a imágenes subexpuestas o sobreexpuestas. Las imágenes también pueden
estar sobreexpuestas a propósito. Si el científico buscaba algo tenue junto a algo brillante, lo
brillante podía estar sobreexpuesto. Por último, el personal de Navegación Óptica utilizaba las
imágenes para ver dónde se encontraba Cassini en relación con Saturno y sus lunas. A menudo
sobreexpusieron las imágenes porque necesitaban ver dónde estaban estas lunas en relación con
las estrellas del cielo de fondo.[19]



4.1 Datos 77

Algunas imagenes eran de distintos tamaños porque las cámaras de Cassini eran de 1 megapíxel.
Una imagen normal tiene 1024 x 1024 píxeles. Mediante una técnica llamada ”suma”, las cámaras
de Cassini podían combinar píxeles para obtener imágenes más pequeñas pero menos ruidosas.
Así se obtienen imágenes más pequeñas que tardan mucho menos en leerse y ocupan menos
volumen de datos. La suma es muy útil si un científico necesita conservar ambas cosas. En el
modo 2 x 2, la cámara tomaba un cuadrado de 2 x 2 píxeles y promediaba esos valores en un
único píxel. Las imágenes en ese modo eran de 512 x 512 píxeles. En el modo 4 x 4, la cámara
tomaba un cuadrado de 4 x 4 píxeles y lo convertía en un único píxel. Las imágenes en ese modo
tenían un tamaño de 256 x 256.[19]

Algunas imagenes presentaban rayas aleatorias, esto indica que las partículas de alta energía que
vuelan por el espacio llamadas rayos cósmicos. Cuando una de estas partículas golpea el sensor
de la cámara Cassini, provoca un punto brillante. Cuando una de estas partículas golpeaba el
sensor de la cámara de canto, podía dejar un rastro a través de la imagen. Las exposiciones
inferiores a un segundo no presentaban muchas de estas manchas o rastros. Sin embargo, las
exposiciones largas, como las de unminuto a 20 minutos, contenían muchas de estas estelas.[19]

Algunas imagenes presentaban formas de rosquillas oscuras, esto es debido a que las pequeñas
manchas oscuras en forma de rosquilla de las imágenes eran en realidadmotas de polvo desenfocadas
en las ruedas de los filtros, las lentes u otras partes de la óptica de las cámaras. Como no
hay forma de limpiar las cámaras en el espacio, estas manchas fueron apareciendo a medida
que avanzaba la misión Cassini. Las ondulaciones horizontales en algunas imágenes, se debe a
que había una fuente de ruido de bajo nivel en la señal de la cámara cuando salía del sensor
y se convertía en números. Este ruido añadía y restaba una pequeña cantidad a la señal en un
ciclo. Cuando los datos se introducían en una imagen, podían aparecer como bandas brillantes
y oscuras en la imagen. La cantidad de ruido era muy pequeña y no se notaba en la mayoría de
las imágenes. Las imágenes que tenían el cielo negro o eran muy oscuras podían mostrar este
ruido. La cámara registró la línea de base de la señal de cada línea para poder eliminar el ruido
en el procesamiento posterior. Ambas cámaras se vieron afectadas por el ruido, pero la cámara
de ángulo estrecho fue peor.[19]

Algunas imágenes estaban borrosas debido a que la nave espacial Cassini se desplazaba a gran
velocidad por el sistema de Saturno. Cuando las cámaras tomaban imágenes de objetos muy
lejanos no importaba demasiado. Sin embargo, si Cassini estaba tomando imágenes de una
luna durante un sobrevuelo cercano, el cambio de distancia o de posición durante la exposición
podía hacer que la imagen saliera borrosa, de forma parecida a cuando se toman imágenes de
objetos cercanos desde un coche que circula a gran velocidad. Además, muchos instrumentos
podrían haber estado tomando datos al mismo tiempo, pero el apunte de la nave espacial para la
observación habría sido generado por un único equipo de instrumentos. En este caso, un error
o una falta de comunicación podría haber provocado que se tomara una imagen mientras la nave
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espacial giraba de una posición a otra.[19]

La Cámara de Ángulo Estrecho de Cassini sufrió un problema de contaminación. Esto provocó
que las imágenes tomadas entre mayo de 2001 y principios de 2002 se vieran borrosas. Tras
un año de tratamientos térmicos, el problema de la neblina se resolvió. El contraste entre
las imágenes era diferente, debido a que la cámara medía la luz de un objeto en cada punto
de una imagen y le asignaba un número de cero a 4095 en función de su brillo. A veces, el
científico no podía permitirse enviar esta cantidad de datos por cada píxel debido a la cantidad de
almacenamiento que requería. La cámara tenía la capacidad de convertir este rango de valores a
los comprendidos entre cero y 255. La cámara lo hacía según una tabla de valores preestablecida
diseñada por los científicos. Esta tabla dedicaba muchos de los 256 niveles a las cosas menos
brillantes y menos niveles a los píxeles más brillantes. Parte de la calibración de una imagen
sobre el terreno consistía en invertir esta tabla y recuperar píxeles en el rango de cero a 4095.
Como se trataba de datos sin procesar, las imágenes enviadas en este modo tendrían más brillo
en las partesmenos brillantes de la imagen que en las imágenes que no estaban en estemodo.[19]

Es por todas estas razones que decidimos realizar distintas iteraciones con los algoritmos no
supervisados para comparar los resultados dependiendo si teniamos imagenes con o sin estos
defectos.

4.2 Metodología:

La metodología empleada, se divide de la siguiente manera:

1. Selección y Preprocesamiento de Imágenes:

• Seleccionar, descargar y almacenar 5167 imágenes satelitales de Encélado en formato
.jpg desde el repositorio de la NASA (https://pilot.wr.usgs.gov).

• Preprocesar y estandarizar las imágenesmediante el ajuste de su tamaño, normalización
de los valores de los píxeles y el uso de la librería OpenCV.

• Experimentar con distintas combinaciones de técnicas de preprocesamiento, como
filtros gaussianos, de color y escala de grises, para mejorar los resultados.

2. Extracción de Características y Clustering:

• Emplear técnicas de extracción de características utilizando la librería OpenCV y un
modelo de red neuronal VGG16 preentrenado.

• Ajustar el algoritmo k-meansmediante la técnica del codo y experimentar con distintos
valores de k (número de clusters).
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• Entrenar y comparar modelos de clustering como DBSCAN, Mean Shift y Mixtura
Gaussiana utilizando distintas combinaciones de preprocesamiento y técnicas de
extracción de características.

• Evaluar los resultados de los clusters utilizandométricas como el índice deDavies-Bouldin,
índice de Calinski-Harabasz, score de Silueta y entropía cruzada.

• Emplear técnicas de reducción de la dimensión como PCA para visualizar los clusters.

• Caracterizar cada cluster en consulta con un experto en geología para seleccionar los
mejores resultados.

3. Anotación y Clasificación de Imágenes:

• Dividir el conjunto de imágenes en subconjuntos de entrenamiento y prueba, y etiquetar
las imágenes con el modelo de clustering seleccionado, guardándolas en un nuevo
dataframe anotado.

• Usar las librerías de Keras y TensorFlow para preprocesar las imágenes y generar lotes
de datos para el entrenamiento de modelos de aprendizaje profundo.

• Aplicar técnicas de aumentación de datos, como rotaciones y traslaciones, y balanceo
de clases para mejorar el rendimiento de los modelos.

4. Entrenamiento y Optimización de Redes Neuronales:

• Entrenar un clasificador basado en redes neuronales convolucionales para etiquetar
nuevas imágenes, optimizando parámetros como el número de épocas, capas de
convolución, pooling, tasas de aprendizaje y dropout.

• Experimentar con modelos preentrenados utilizando el ajuste fino o fine-tuning para
mejorar el rendimiento en conjuntos de datos limitados, comparándolos con redes
entrenadas desde cero.

• Comparar los resultados de precisión y pérdida en los conjuntos de entrenamiento,
validación y prueba, generando predicciones sobre imágenes no vistas y calculando
el nivel de confianza de dichas predicciones.

• Seleccionar la combinación óptima de técnicas y algoritmos que permitan una segmentación
precisa de las características morfológicas y geológicas de la superficie de Encélado.

En un alto nivel, el sistema descrito en este trabajo se resume en los siguientes tres pasos:

1. Aplicar una etapa de preprocesamiento a un conjunto de imágenes sin etiquetar.

2. Aprender un mapa de características mediante un algoritmo no supervisado.

3. Dado el mapa de características aprendido y un conjunto de imágenes de imágenes de
entrenamiento etiquetadas se ajusta un modelo de redes neuronales para clasificación y
predicción de etiquetas usando los vectores de características.
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4.3 Procesamiento y normalización de los datos

Los datos de imágenes se procesan haciendo uso del lenguaje de programación Python en un
entorno local, se hace uso de librerias especializadas para procesar y extraer características de
imágenes como OpenCV y librerias para el aprendizaje profundo, como Tensorflow, que permite
el modelado con matrices que representan a los pixeles de las imágenes y permite entrenar una
red para clasificar nuevas imágenes en base a las anotadas mediante las técnicas no supervisadas.

4.3.1 Lectura de las imágenes

La lectura de las rutas de las imágenes en Python se realiza, partiendo de que se tiene el conjunto
completo de imágenes en formato .jpg almacenado dentro de nuestro proyecto local, cuya ruta
relativa es , así es como, se procede a leer la ruta actual del
proyecto y se establece la anterior ruta relativa, se crea un DataFrame de pandas con las rutas
de las imágenes y se guarda el DataFrame en un archivo .csv cuando se ejecuta por primera vez,
si ya existe el archivo no es necesario crearlo de nuevo.

A continuación, se leen las imágenes del archivo .csv creado y se enlistan las rutas completas
de las imágenes en el directorio. Así ya las imágenes quedan listas para empezar la fase de
preprocesamiento.

4.3.2 Ajuste del tamaño (resizing)

La anterior lista de imágenes se procesamediante la función quemediante
un ciclo ”for” recorre la lista con todas las imágenes y almacena las imágenes procesadas en una
nueva ruta relativa llamada . Para ello se llevan
a cabo los siguientes pasos:

1. Carga de la Imagen: :Utiliza la función
de la biblioteca OpenCV para cargar una imagen desde la ruta especificada en .
La imagen se carga en su formato de color original, generalmente BGR (Blue, Green, Red)
si es una imagen a color.

2. Redimensionamiento de la Imagen: :
Esta línea redimensiona la imagen original a un tamaño fijo de 255 x 255 píxeles utilizando
la función resize deOpenCV. Esto es comúnmente necesario cuando se trabaja conmodelos
de aprendizaje profundo que requieren un tamaño de entrada fijo. Este tamaño es típico
de ciertos modelos de redes neuronales, como Inception V3.

3. Retorno de la Imagen Procesada: La función devuelve , que es la versión
redimensionada de la imagen original.
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Esta función es útil en aplicaciones de procesamiento de imágenes y visión por computadora
donde es necesario normalizar el tamaño de las imágenes, especialmente antes de alimentarlas a
modelos de aprendizaje automático o realizar operaciones que requieren un tamaño de imagen
uniforme.

La elección de usar el tamaño de 255x255 píxeles se debe a que es un estándar común en tareas
de visión por computadora, especialmente en el contexto de modelos de aprendizaje profundo.
Esta estandarización ha sido ampliamente utilizada en arquitecturas de redes neuronales convolucionales
como InceptionV3 o Xception, esta elección se basa en las mejores prácticas establecidas en la
comunidad de investigación en visión por computador.

Por otra parte, este enfoque resulta compatible con modelos pre-entrenados en imágenes de
299x299 píxeles. Esto permite el aprovechamiento de modelos pre-entrenados y la transferencia
de conocimiento a mis datos de imágenes, además de ofrecer un equilibrio entre tamaño y
recursos computacionales, ya que 299x299 píxeles es un compromiso razonable entre la calidad
de la información visual y los recursos computacionales necesarios para procesar las imágenes.
Este tamaño proporciona suficiente detalle para las características visuales sin requerir recursos
excesivos en términos de memoria y capacidad de procesamiento.

4.3.3 Normalización

La anterior lista de imágenes se procesa mediante la función que
mediante un ciclo ’for’ recorre nuevamente la lista con todas las imágenes ”reajustadas” y les
aplica la normalización, para luego almacenarlas en una nueva ruta relativa llamada

. La función usada para la normalización es
, la cual lleva a cabo los siguientes

pasos:

1. La función recibe una imagen representada en una matriz NumPy que contiene los valores
de píxeles de la imagen.

2. La función utiliza el método .astype(’float’) para convertir los valores de píxeles de la
imagen a tipo de dato flotante. Esto es común en el procesamiento de imágenes, ya que las
operaciones matemáticas pueden requerir valores de coma flotante en lugar de enteros.

3. Luego, se aplica la normalización utilizando la función cv2.normalize. La normalización
se realiza en un rango específico. En este caso, la normalización se realiza en el rango
[0.0, 255], lo que significa que los valores de píxeles se reescalan de tal manera que el
valor mínimo se convierte en 0.0 y el valor máximo se convierte en 255. Esto es útil para
estandarizar el rango de valores de píxeles y puede ser beneficioso en ciertas aplicaciones.
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4. Retorna la imagen normalizada: La función devuelve la imagen normalizada, que ahora
tiene sus valores de píxeles reescalados dentro del rango especificado

A continuación se enuncia lo que hace cada uno de los argumentos en la función:

1. : Convierte la imagen a tipo de datos en coma flotante
(float) para asegurarse de que los cálculos de normalización se realicen con números en
coma flotante en lugar de enteros. Esto es importante para preservar la precisión de los
valores después de la normalización.

2. None: El segundo argumento, que generalmente se utiliza para especificar una matriz de
salida, se establece en None. Esto significa que la función devolverá la matriz normalizada
en lugar de almacenarla en una matriz de salida separada.

3. 0:0: Este valor especifica el valor mínimo deseado después de la normalización. En este
caso, se establece en 0.0, lo que significa que el valor mínimo en la matriz normalizada
será 0:0.

4. 255: Este valor especifica el valor máximo deseado después de la normalización. En este
caso, se establece en 255, lo que significa que el valor máximo en la matriz normalizada
será 255.

5. : Este argumento define el tipo de normalización que se utilizará, esta
función indica que se realizará una normalización de mínimo a máximo, es decir, los
valores se ajustarán para que el valor mínimo se convierta en 0:0 y el valor máximo se
convierta en 255.

Este proceso se condensa en una función llamada .

Diferencias entre resize y normalize:

La función y la función no son redundantes, ya que
realizan tareas diferentes en el procesamiento de imágenes. Pues la función se
encarga de redimensionar la imagen a un tamaño específico, en este caso, a 255x255 píxeles. La
redimensión de la imagen cambia su resolución y tamaño físico, lo que puede ser útil para igualar
el tamaño de todas las imágenes en un conjunto de datos o para preparar las imágenes para su
procesamiento en un modelo de aprendizaje automático, como una red neuronal convolucional.
La redimensión no afecta la escala de los valores de píxeles en la imagen.

Por otro lado, la función se encarga de normalizar los valores de los píxeles
en la imagen. La normalización se refiere a la transformación de los valores de píxeles para que
estén en un rango específico (en este caso, de 0 a 255) y, por lo general, en punto flotante. La
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normalización puede ser importante para asegurarse de que los valores de píxeles estén dentro
de un rango adecuado para el procesamiento, especialmente cuando se utilizan algoritmos de
aprendizaje automático que son sensibles a las escalas de valores.

En resumen, la función cambia el tamaño de la imagen, mientras que la función
ajusta la escala de los valores de píxeles en la imagen. Ambas funciones

desempeñan un papel en la preparación de las imágenes para su procesamiento y análisis, y se
utilizan en diferentes etapas del flujo de trabajo de procesamiento de imágenes. Por lo tanto, no
son redundantes, sino complementarias.

4.3.4 Aplicación de filtro gaussiano

La anterior lista de imágenes se procesamediante la función quemediante
un ciclo ’for’ recorre nuevamente la lista con todas las imágenes ”reajustadas” y ”normalizadas”
y les aplica el filtro gaussiano, para luego almacenarlas en una nueva ruta relativa

. La función usada para la aplicación del filtro gaussiano
es , que está definida dentro de
una función global con nombre que permite elegir el tipo de filtro a usar, entre
Blur, medianBlur y GaussianBlur. En la siguiente figura se observa como cambian las imágenes
de Encelado al aplicar el filtro.
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