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INTRODUCCION

Este texto se presenta como Trabajo Final de la Especializacion en Sistemas de Distribucion;
va destinado principalmente al Estudiante de pregrado de Ingenieria Eléctrica y mas
especificamente para reforzar la linea de profundizaciéon en sistemas de distribucion.
También servira para los estudiantes de posgrado en asignaturas como planeamiento de
sistemas de distribucion y como texto de consulta para los ingenieros electricistas del area
que requieren hacer evaluaciones de confiabilidad.

Durante el desarrollo del trabajo, fue necesario explorar una extensa y muy dispersa
bibliografia que trata del tema de modelamiento y evaluacion de la confiabilidad en sistemas
de distribucién, con el firme propésito de producir un texto guia, de tipo didactico, de facil
entendimiento y que reuna los principales aspectos tedricos, principios, métodos y
aplicaciones directas a componentes y sistemas de distribucion.

Desde hace varias décadas, el modelamiento y evaluacion de la confiabilidad se ha venido
desarrollando en forma espectacular, lo prueba la gran cantidad de articulos que sobre el
tema aparecen publicados en revistas especializadas, esto ha hecho que la seleccion de la
informacion ha presentar en un libro sobre esta materia, fuera una tarea bastante dificil. Se
da preferencia a los métodos que tienen aplicaciones especificas, procurando encontrar un
buen equilibrio entre la teoria y la aplicacion. De hecho, gran parte de la teoria sobre
confiabilidad no se puede apreciar debidamente si se le separa de las aplicaciones, ya que su
desarrollo se debe sobretodo, a la necesidad de resolver problemas relacionados con la
continuidad del servicio de energia eléctrica, debido a los grandes perjuicios econdmicos que
las interrupciones causan a los consumidores.

Para hacer una presentacion ordenada y coherente, el libro se ha dividido en capitulos, que
en forma secuencial desarrolla la totalidad del tema. Se inicia con los conceptos generales
que permiten definir la confiabilidad, los indices y con una resefia historica se completa el
capitulo 1.

El capitulo 2 desarrolla los conceptos matematicos y las bases para el modelamiento de la
confiabilidad tales como la estadistica descriptiva, el marco conceptual dado por la teoria
basica de probabilidad y se presenta una breve descripcion de las distribuciones de
probabilidad mas empleadas en el modelamiento. Distribuciones discretas como la Binon?ial
y la Poisson; distribuciones continuas como la normal, beta, gamma, Weibull, exponencial,
log normal, Gumbell, uniforme y otras distribuciones derivadas de estas. Adicionalmente se
incluyen las distribuciones conjuntas. La mayoria de las distribuciones se presentan con
ejemplos de aplicacion. Por ultimo se describen con ejemplos muy concretos las pruebas de
bondad de ajuste que permiten determinar el tipo de distribucion que se puede aplicar a una
serie de datos sobre fallas, reparaciones y tiempos de vida de componentes y sistemas.

En el capitulo tres se describen los procesos estocasticos mas empleados, tales como:
Poisson, Markov y la teoria de la renovacion.



La confiabilidad de componentes no reparables, los modelos de riesgo, los componentes con
mantenimiento preventivo, la confiabilidad de componentes reparables y sus diferentes
modalidades de reparacion, las leyes de fallas y sus aplicaciones conforman el capitulo
cuatro.

En los capitulos 5, 6 y 7 se describen los diferentes métodos para el modelamiento y
evaluacion de sistemas, ellos son: método de redes, método de espacio-estado, los modelos
de falla dependiente para componentes no reparables, el arbol de fallas, las simulacion de
Monte Carlo y una aplicacion a la evaluacion de la confiabilidad de una subestacion,

El capitulo 8 describe los aspectos preliminares para la evaluacion de confiabilidad tales
como el planeamiento para la confiabilidad, reporte de fallas, la construcciéon de modelos de
confiabilidad, grados de continuidad, indices primarios y orientados y costos de interrupcion

al consumidor.

Las técnicas de evaluacion de confiabilidad de sistemas de distribucion radiales
(convencional y de zona-rama) y sus aplicaciones, estan incluidas en el capitulo 9, a igual
para el sistema en anillo abierto, para las redes subterraneas y las diferentes estructuras
topologicas. Adicionalmente se describen los factores que afectan la confiabilidad y por
altimo las distribuciones de probabilidad de los indices de confiabilidad.

En el capitulo 10 se describen las técnicas basicas para la evaluacion de la confiabilidad de
circuitos de distribucion enmallados y paralelos con ejemplos de aplicacion.

Finalmente se incluyen las conclusiones y recomendaciones.

El apéndice A contiene las definiciones y términos mas empleados en el texto, el apéndice B
las tablas de probabilidades y el apéndice C la bibliografia basica (1 a 30) y Ia bibliografia
complementaria (31 a 41).

La enorme importancia que el tema sobre la calidad del servicio ha tenido en los Ultimog
afios y las perspectivas futuras del sector eléctrico Colombiano, con la aparicion de log
mercados de energia y Jos entes reguladores, haran de la confiabilidad up parametro de
primera linea para medir el desempeifio de las redes de distribucion y a su vez, calificar ¢]
estado organizacional y operativo de las empresas de energia que en adelante tendran que
competir con calidad en un mercado de libre competencia, para entregarle al usuario un
SERVICIO CONFIABLE, EFICIENTE Y SEGURO.



1. CONCEPTOS BASICOS GENERALES

1.1 ASPECTOS GENERALES (1)

Un sistema de potencia tiene una funcion principal que es la de alimentar a los
consumidores con energia eléctrica tan confiable y tan econdmicamente como sea posible.
Sin embargo, fisicamente no es posible obtener una confiabilidad del 100% debido a las
fallas aleatorias del sistema, la probabilidad de que los consumidores sean desconectados
puede reducirse incrementando las inversiones durante la fase de planeamiento, la fase de
operacion o ambas. Las sobreinversiones sin embargo, pueden conducir a sistemas muy
confiables; es evidente por lo tanto, que las restricciones econdomicas y de confiabilidad
pueden conducir a decisiones gerenciales dificiles en las etapas de planeacion y de
operagion.

Los criterios de disefio, planeamiento y operacion se han desarrollado a lo largo de muchas
décadas en un intento por resolver y satisfacer el dilema entre economia y las restricciones
de confiabilidad. Todos los criterios historicos sin embargo, han sido fundamentados en
forma deterministica. Los criterios tipicos son:

a) Capacidad de generacion planeada: Capacidad instalada igual a la demanda maxima
esperada mas un porcentaje fijado.

b) Capacidad de operacion: Capacidad rodante igual a la demanda de carga esperada
mas una reserva igual a una o mas unidades mas grandes.

c) Capacidad planeada de redes: Construir un minimo de circuitos para un grupo de
cargas, el nimero minimo depende de la demanda maxima del grupo.

La debilidad de estos y otros criterios similares es que ellos no se pueden explicar por la
naturaleza estocastica del comportamiento del sistema, de las demandas de los
consumidores o de las fallas de los componentes. Los aspectos probabilisticos tipicos son:

a) La rata de corte de servicio forzado de unidades de generacion es funcion del tamaifio-
de las unidades y por lo tanto, un porcentaje fijo de reserva no asegura un riesgo
constante. -

b) La rata de fallas de una linea aérea es funcion de la longitud, disefio, localizacion y

lascondiciones ambientales y por lo tanto, un riesgo constante no puede asegurarse por la
construccion de un nimero minimo de circuitos.

¢) Todas las decisiones de planeamiento y operaciones estian basados en técnicas de
proyeccion de cargas que no pueden pronosticarlas en forma precisa. Esto impone
factores estadisticos que deberian ser evaluados probabilisticamente.

La necesidad de la evaluacion del comportamiento del sistema ha sido reconocida desde los
afios 30. Sélo en los afios recientes la evaluacion cuantitativa de la confiabilidad ha llegado
a ser una técnica aceptada en aplicaciones de sistema de potencia. Las técnicas de
evaluacion apropiadas y realisticas de confiabilidad estin muy desarrolladas. Un problema



particular asociado con la evaluacion de confiabilidad de sistemas de potencia es la
naturaleza compleja que no hace posible analizarlo como un ente completo; en cambio, el
sistema es dividido en subsistemas apropiados que son analizados separadamente. Los
subsistemas son: Generacion, transmision, subestaciones y distribucion.

El propésito del presente trabajo es explicar los métodos para evaluar la confiabilidad de
varias partes de un sistema de potencia y los diferentes indices que pueden obtenerse. Antes
que considerar la evaluacién de la confiabilidad de secciones especificas de un sistema de
potencia, es deseable considerar un conjunto de conceptos basicos, definiciones y técnicas
de evaluacion. Estos aspectos, que son de naturaleza general, son descritos en el presente
trabajo y pueden aplicarse en la evaluacion de la confiabilidad de las diferentes partes del

sistema de potencia.

Las técnicas de evaluacion pueden clasificarse como analiticas 0 como una simulacion de
Monte Carlo. Las técnicas analiticas representan el sistema por medio de un modelo
matemitico. Los métodos de simulacion de Monte Carlo estiman los indices de
confiabilidad simulando los procesos actuales y el comportamiento aleatorio del sistema; el
método sin embargo trata el problema como una serie de experimentos teales. Existen
ventajas y desventajas en ambos métodos. Generalmente, la s.imu.lacién de Monte Carlo
requiere de gran tiempo de célculo y no es ampliamente usado si existen métodos analiticos
alternativos. En el presente trabajo se hace énfasis en los métodos analiticos.

La confiabilidad por lo tanto, es un viejo concepto pero una nueva disciplina, La
formulaciéon de los conceptos de esta disciplina se debe fundamentalmente al crecimiento
en la complejidad, sofisticacion y automatizacion inherentes a la tecnologia moderna. En Ja
sociedad actual, los ingenieros son responsables del planeamiento, del disefio, de la
fabricacién y de la operacién de productos y sistemas, que van desde un solo elemento
simple hasta sistemas muy complejos. El impacto de las fallas de componentes o sistemas
pueden ir desde la simple inconveniencia y posterior irritacion de un usuario hasta obtener
efectos de gran magnitud sobre la sociedad. Surge entonces la pregunta basica: (Que tan
confiable y seguro sera el sistema durante su futura vida operativa?.

La confiabilidad se constituye en una medida de la calidad del servicio, la seguridad es n
concepto aplicable estrictamente a la fase de operacién y representa una medid a de Ia
invulnerabilidad del funcionamiento del sistema eléctrico con relacign a incidentes ¢

cambios que pueden suceder.
1.2 EL CONCEPTO DE CONFIABILIDAD p2j, 3

La aplicacion de la teoria de la probabiliQa.d no conduce a la prediccion de 1os tiempos
exactos o eventos discretos. Las probabilidades, las esperanzas y los promedios son
determinados y usados como criterios de medida. Estos parametros pueden tomar varias

formas tales como:



a) La probabilidad de que una pieza de equipo opere para un periodo de tiempo dado.

b) La duracién esperada del corte de servicio o pérdida de carga debido a fallas.

c) La pérdida esperada en los ingresos debido a fallas.

d) El nimero de fallas promedio o esperado que ocurrira en un periodo especificado de
tiempo.

e) Eltiempo promedio entre fallas.

Los tipos de esperanzas para juzgar la confiabilidad han sido todas relacionadas con la
ejecucion de alguna funcion o trabajo. La confiabilidad de un dispositivo ha sido
considerada alta si ha ejecutado repetidamente su funcién con éxito y baja si ha tendido a
fallar en pruebas repetitivas. Pasadas experiencias han ayudado a desarrollar estimativos,
como el grado de confianza que se colocaria en el éxito o la esperanza que se tiene de falla.

En aplicaciones de ingenieria y de fisica, los conceptos deben estar basados en medidas
numéricas; antes de ser usada la confiabilidad en aplicaciones de ingenieria debe ser
convertida en una o muchas cantidades medibles por medio de definiciones convenientes.

La definicion clasica, ampliamente aceptada y empleada es la siguiente: La confiabilidad es
la probabilidad de que un dispositivo o sistema ejecute su funcion adecuadamente, por un
periodo de tiempo deseado, bajo condiciones de servicio deseadas.

Esta definicion se descompone en cuatro partes basicas:

a) La inclusion de la teoria de la probabilidad en problemas de ingenieria, es con
frecuencia vista con escepticismo por aquellos quienes consideran que los analisis de
ingenieria son puramente deterministicos. Deberia ser obvio sin embargo, que la
probabilidad y la estadistica juegan un papel integral en la apreciacion de la variabilidad
de las propiedades de los materiales y en sus aplicaciones en ingenieria. La evaluacion
de la confiabilidad requiere por lo tanto, de un entendimiento de las matematicas
basicas de probabilidad y estadistica.

b) El criterio de ejecucion adecuada es un asunto de apreciacion en ingenieria, lo que
implica una investigacion detallada de los modos de falla para cada componente y para
el sistema. Las fallas de un sistema pueden no ser simplemente un corte del servicio o
una falla catastrofica. Los voltajes y frecuencias insatisfactorios también constituyen
una violaciéon de la funcién requerida en el sistema. Este aspecto de la definicién no
puede ser subestimado pues la confiabilidad es una parte integral de la ingenieria de
disefio y no puede ser sucesivamente afiadida en una fecha posterior.

c¢) El periodo de tiempo deseado para operacion debe ser continuo como en el caso del
sistema de transmision, puede ser esporadico como es el caso de unidades de carga pico
y puede aun ser medida en ciclos de operacion en lugar de unidades de tiempo.

d) Las condiciones de operacion pueden ser muy constantes o extremadamente variables
como en las fases de propulsién asociadas a las capsulas espaciales y satélites. El
ambiente de operacion de subestaciones externas es extremadamente variable y las ratas
de fallas de los componentes pueden aumentar considerablemente en periodos de
tormentas. Las ratas de fallas de componentes estan estrechamente relacionadas con las
condiciones del medio ambiente en el cual ellos funcionan.



Notese que la confiabilidad esta definida mediante conceptos matematicos de
probabilidad y obsérvese también, como se ajusta la definicion anterior a la original, o
sea, al concepto no técnico que hace referencia a la ejecucion de una funcién y su
terminacion exitosa (debe llevarse a cabo adecuadamente por el periodo de tiempo
deseado). El grado de confianza colocado en el éxito basado en la experiencia pasada
es cuantificado como la probabilidad de éxito, admitido también para la probabilidad
de falla; este tltimo puede ser considerado como una medida para la desconfiabilidad.

El desempefio esperado puede ser muy diferente entre aplicaciones distintas. La definicién
dada para la confiabilidad supone una clase particular de desempefio, donde un dispositivo
es exitoso si no ha fallado durante el tiempo de servicio deseado. La posibilidad de reparar
después de las fallas y de continuar el servicio después de las reparaciones no es
considerada; sin embargo, una importante clase de dispositivos y sistemas es en realidad
aquella que es reparada cuando falla y luego retorna al servicio y se espera que funcione de
esta manera indefinidamente. Es claro que la confiabilidad de tal dispositivo necesita ser
expresada por una medida diferente de la definida arriba. Un indice de confiabilidad en tat
caso es la disponibilidad, que es definida como sigue: la disponibilidad de un dispositivo
reparable ‘es la proporcion de tiempo a largo plazo, que estd en o listo para el servicio.
Nétese de nuevo la estrecha conexidn con la “ejecucion del trabajo"; la disponibilidad
también es una medida probabilistica que es igual a la probabilidad de que un dispositivo
no esté en la condicién de falla en cualquier momento seleccionado aleatoriamente en e]

futuro.

El pronéstico de la confiabilidad es uri método para establecer cuantitativamente lo que se
espera que va a ocurrir y puede ser usado para indicar los méritos relativos de disefios
alternativos propuestos con respecto a un nivel predeterminado de desempefio. Lg
ingenieria de confiabilidad es por tanto, una medida y una disciplina.

1.3 INDICES DE CONFIABILIDAD 2/

Una gran cantidad de indices se han introducido en la teoria de confiabilidad para facilitar
los prondsticos y otros para ajustarse a varias aplicaciones. Generalmente todos €so0s
indices se pueden clasificar en las siguientes categorias:

a) Probabilidades, tales como la confiabilidad o la disponibilida.d.

b) Frecuencias, tales como el mimero promedio de fallas por unidad de tiempo.

¢) Duraciones medias, tales como: tiempo medio a la primera falla, tiempo medio entre
fallas, duracion media de fallas.

d) Esperanzas tales como: disminucién promedio de energia por unidad de tiempo debido
a fallas en el sistema de potencia, el nimero esperado de dias en un afio en que ocurran
fallas en el sistema.



Algunos de estos indices, tales como las frecuencias, se aplican a componentes y a sistemas
reparables solamente. Las esperanzas o promedios pueden ser dificiles de calcular y no son
usadas tan frecuentemente como los otros; sin embargo, ellos incluyen indices que
ponderaran las fallas, tomando valores mas altos para éstas cuando tienen serias
consecuencias que para aquellas que son marginales.

Notese que todos los indices arriba mencionados son cantidades probabilisticas. En las
predicciones de confiabilidad, asi como en otras proyecciones es imposible obtener datos
exactos y para establecer eventos futuros sélo puede hacerse en términos de promedios, al
igual que para las alternativas posibles. Esto explica porqué las matematicas de
probabilidad tienen un papel importante en la teoria de confiabilidad.

Una vez que los indices de confiabilidad de un dispositivo o sistema son determinados, el
disefiador puede usar esta informaciéon en innumerables formas. Ejemplos son los
siguientes:

v Si los requerimientos minimos o las normas de confiabilidad estan disponibles, la
confiabilidad del dispositivo puede ser evaluada contra esos requerimientos y como
resultado, el dispositivo puede ser aprobado o rechazado.

v" Permite realizar una comparacion de disefios alternativos.

v Por medio de un anilisis detallado de confiabilidad, pueden detectarse algunos de los
puntos débiles en el disefio del sistema y se pueden determinar sus formas de
correccion.

v" Las consideraciones de confiabilidad se pueden integrar con los costos y el desempefio,
parauna completa apreciacion antes de la seleccion o aprobacion final.

Las decisiones en el planecamiento, disefio y operaciéon estan invariablemente basadas en
muchos factores, uno de los cuales es la confiabilidad. El propésito del presente trabajo es
mostrar la forma de desarrollar la entrada de confiabilidad para esas decisiones.

1.4 CONFIABILIDAD DE SISTEMAS DE POTENCIA 12/

Los circuitos eléctricos de potencia son los principales ejemplos de sistemas donde se
espera que exista un alto grado de confiabilidad. En muchos sistemas de potencia, la
duracion promedio de interrupciones que un consumidor experimenta es de dos a tres
horas/afio (caso USA) y puede ser aun menor, esto se traduce en una disponibilidad de
alimentacion o suministro de aproximadamente 0,99975. Un alto grado de confiabilidad es
absolutamente esencial para algunos consumidores industriales; por esta razén, la
confiabilidad es y siempre ha sido, uno de los principales factores en el planeamiento,
disefio, operacion y mantenimiento de sistemas eléctricos de potencia.

Por muchas décadas un grado satisfactorio de confiabilidad fue obtenido mediante politicas
y métodos empiricos. Como los sistemas crecen y llegan a ser mas complejos, la
necesidad de analisis rigurosos ha aumentado y en afios recientes, los conceptos y métodos



formales de la teoria de confiabilidad ha sido aplicada a casi todos los aspectos de la
evaluacion de la confiabilidad de sistemas de potencia.

La confiabilidad de un sistema de suministro eléctrico ha sido definida como la
probabilidad de proveer a los usuarios un servicio continuo de muy buena calidad; la
restriccion de calidad se refiere a que el voltaje y la frecuencia del suministro de potencia
permanezcan dentro de las tolerancias prescritas. El actual grado de confiabilidad
experimentado por un consumidor variard de una localidad a otra; ademas, las diferentes
partes de un circuito de potencia (generacion, transmision y distribucion) mostrarin
diferentes confiabilidades. Es facil ver que para obtener el grado de confiabilidad citado
arriba a nivel del consumidor, cada uno de los sistemas debe proporcionar un grado de
confiabilidad ain.mas alto.

Los indices de confiabilidad usados en sistemas de potencia, se ajustan a las categorias
descritas en la seccion anterior. Ademas de los indices ya mencionados, muchos de ellos
son empleados en forma particular a aplicaciones de sistemas de potencia. Los tipicos son

las siguientes:

a) Probabilidad de pérdida de carga (LOLP): es la probabilidad de que la carga de un
sistema exceda la capacidad de generacion disponible, bajo el supuesto de que la carga
pico de cada dia dure 24 horas.

b) Probabilidad de no generar la carga pico anual.

c) Indice de interrupcion de carga: son los MW promedio de carga interrumpidos por
unidad de tiempo y por unidad de carga servida. -

d) Indice de frecuencia de interrupcion del consumidor. es el nimero promedio de
interrupciones experimentadas por el consumidor afectado, por unidad de tiempo.

e) Indice de duracion de interrupcion del consumidor: es la duracion promedio de las
interrupciones del consumidor durante un periodo de tiempo especifico.

f) Indice de reduccion de servicio al consumidor. son los MW-minutos de carga
interrumpidos por usuario afectado y por afio.

Los componentes de un sistema de potencia son reparables y se espera que el sistema
funcione indefinidamente. Por esta razon, los métodos de evaluacion de sistemas reparables

tendran particular importancia en los capitulos posteriores.

1.5 RESENA HISTORICA [2]

Los comienzos del desarrollo de la teoria de la confiabilidad se remontan a los dias de 1a
segunda guerra mundial. La primera evaluacion formal de la confiabilidad fue reportada
cuando se busco una explicacion al pobre desempefio de los misiles Alemanes V1 y V2,
estos fueron construidos con un gran nimero de componentes considerados altamente
confiables. El resultado obtenido indica que la confiabilidad de un sistema es afectada por
la falla de cualquiera de sus componentes y la confiabilidad total del sistema es el producto
de las confiabilidades de los componentes (independientes) y por ello puede ser mucho mss



bajo que el peor de esos valores, esto solo fue establecido después de esta experiencia.
Hoy, esta simple solucion es bien conocida, pero entonces, fue una revelacion.

Después de la segunda guerra, los primeros estudios de confiabilidad fueron realizados en
la industria electronica, nuclear y espacial, donde fue demandada alta confiabilidad para
sistemas cada vez mas complejos por lo que la teoria de la confiabilidad debié desarrollarse
para ajustarse a esas aplicaciones particulares. Como en la mayoria de ellas el tiempo de
ocurrencia de la primera falla fue catalogada de suma importancia, la teoria de
componentes y sistemas no reparables se desarrollo mas rapidamente que la de los modelos
reparables. Al mismo tiempo con el desarrollo de los métodos de confiabilidad, se reuni6,
analizé y publicé una enorme cantidad de datos de falla de componentes, particularmente
para dispositivos electronicos.

Hoy, los estudios de confiabilidad son ejecutados en casi todas las empresas de ingenieria
y las descripciones de una gran variedad de aplicaciones que involucran a ambos sistemas
(reparables y no reparables) estan disponibles en la literatura técnica.

Estudios recientes de confiabilidad de sistemas de potencia fueron limitados sélo a
evaluaciones de capacidad de reserva de generaciéon. Mientras la necesidad de tales
estudios basados en modelos probabilisticos fue reconocida en muchas publicaciones de los
afios 30, la primera contribucion importante aparecid solo en 1947. Las matematicas de

_probabilidades usadas en estos articulos fueron comparativamente simples. Los resultados
fueron resumidos por IEEE Committee Report y en la década de los 60, algunos de esos
métodos llegaron a ser procedimientos de rutina en muchas empresas de energia de USA.
Al mismo tiempo, se extendieron las investigaciones a sistemas de transmision y de
distribucion, empleando técnicas de analisis mas complejas, tales como el modelamiento de
sistemas de potencia por medio de procesos Markovianos. La primera publicacion en este
campo apareci6 en 1964,

Los estudios de confiabilidad de sistemas de potencia cobraron enorme importancia en
Norteamérica, después de que la falla presentada en Noviembre de 1965 dejé una gran
parte del nordeste de Estados Unidos y el este de Canada sin suministro por muchas horas.
Como una consecuencia directa de este incidente, los grupos de empresas de energia con
sistemas interconectados formaron nueve agencias de coordinacién y conformaron el
NERC (National Electric Reliability Council). Estas agencias, cuya membresia incluyé a
las mas grandes empresas de energia de Estados Unidos y Canad, coordinaron los planes
de expansion y los procedimientos de operaciones de los sistemas miembros y promovieron
el desarrollo de métodos y criterios de confiabilidad. En los ultimos 15 afios, las
investigaciones se han extendido a casi todos los aspectos de confiabilidad de sistemas de
potencia y aun los métodos para evaluacion de capacidad de reserva de generacion han sido
muy refinados. Mientras los investigadores en USA continuaron con los modelos
analiticos, en Europa se desarrollaron muchos programas empleando las técnicas de
simulacion de Monte Carlo; para ambos modelos, se esperan desarrollos adicionales para
encontrar aplicaciones propias.

El desarrollo de técnicas y métodos de confiabilidad para sistemas de potencia ha sido
documentado en un nimero muy grande de publicaciones.
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Las empresas de energia y en general el sector eléctrico Colombiano, apenas empiezan a
tomar conciencia sobre la necesidad de suministrar un servicio confiable. Los niveles
actuales de confiabilidad son aun muy bajos pues, mientras en Estados Unidos se tienen
interrupciones  con duraciones entre dos y tres horas/afio, en Colombia este nivel es
ampliamente superado, llegando a ser con frecuencia este valor, la duracién de una
interrupcion en un sélo dia. Se espera que a la luz de las nuevas reglamentaciones estas
empresas de energia Colombianas, aumenten gradualmente los niveles de confiabilidad y
mas ain, con la aparicion de los mercados de energia, la competencia hara lo suyo y los
clientes van a preferir aquellas empresas generadoras y distribuidoras de energia que
ofrezcan mayor confiabilidad.



2. CONCEPTOS MATEMATICOS BASICOS PARA |
MODELAMIENTO DE CONFIBILIDAD

2.1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA 12), [7], [6]

2.1.1 Introduccion

La estadistica es el estudio de los fenomenos aleatorios. Tiene un alcance ilimitado de
aplicaciones en un espectro amplio de disciplinas, que van desde las ciencias y la ingenieria
hasta las leyes y la medicina y busca obtener conclusiones basadas en datos experimentales.
Este proceso se conoce como inferencia estadistica, para entender la naturaleza de la
inferencia estadistica, es necesario comprender las nociones de poblacion y muestra.

La poblacion es cualquier coleccion de un nimero muy grande de datos acerca de algo de
interés. La muestra es un subconjunto representativo seleccionado de una poblacion. El
objetivo de las técnicas de muestreo es asegurar que cada observacion en la poblacion tiene
una oportunidad igual e independiente de ser incluida en la muestra. Tales procesos de
muestreo conducen a una "muestra aleatoria”. Las observaciones de la muestra aleatoria se
usan para calcular ciertas caracteristicas de la muestra denominadas "estadisticas". Las
estadisticas se usan como base para hacer inferencia acerca de ciertas caracteristicas de la
poblacion llamadas “pardmetros”. En estadistica la influencia es inductiva porque se
proyecta de lo especifico (muestra) hacia lo general (poblacién) y siempre existe la
posibilidad de error.

Los problemas estadisticos se caracterizan por los siguientes cuatro elementos:

1. La poblacién de interés y el procedimiento cientifico que se empleé para hacer un
muestreo de la poblacion,

2. La muestra y el analisis matematico de su informacion.

3. Las inferencias estadisticas que resulten del anilisis de la muestra.

4. La probabilidad de que las inferencias sean correctas.

El enfoque precedente para la inferencia estadistica descansa tinicamente en la evidencia
muestral llamada "feoria de muestreo".

2.1.2 Tabulacion de datos

Cuando se tiene una serie de mediciones, cada una representada por un mimero, algunos
nimeros s6lo se presentan una vez, otros se repiten varias veces. Si enumeramos los
resultados en el orden de ocurrencia se denomina "datos no agrupados”. Sin embargo el
proceso aritmético de los datos es engorroso y por lo regular se recurre a la “fabulacién".
Una forma conveniente de presentar los nimeros en un orden creciente de magnitud (orden
jerarquizado) puede denominarse "distribucion de frecuencias no agrupada".
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2.1.3 Agrupaciones de frecuencias

Para identificar los patrones en un conjunto de datos, es necesario agrupar las
observaciones en un nimero relativamente pequefio de clases que no se superpongan entre
si, de tal manera que no exista ninguna ambigiiedad con respecto a la clase a la que
pertenece una observacion particular. El nimero de observaciones recibe el nombre de
"frecuencias de clase", mientras que el cociente de una frecuencia de clase con respecto al
nimero combinado de observaciones en todas las clases se conoce como la "frecuencia
relativa" de esa clase. Las fronteras de la clase se denominan /imites y el promedio
aritmético entre el limite superior e inferior se llama "punto medio" de la clase.

Ordenar las observaciones en intervalos de clase, contando las frecuencias de clase,
produce una "distribucion de frecuencias agrupadas", de esta manera se puede saber si los
valores cercanos a los extremos ocurren a menudo o si las observaciones se acumulan en la
cercania de un valor central y especificamente en cuales intervalos de clase estan

contenidos la mayoria de los valores.

Si en lugar de la frecuencia real, se considera la division de la frecuencia de cada intervalo
entre el nimero total de observaciones, se obtienen los resultados en términos de la
frecuencia relativa y por tanto, una "distribucion de frecuencias relativa".

2.1.4 Frecuencia acumulada

Si se desea saber que cantidad de muestras presentan una caracteristica mayor o menor a |a
especificada, esto se logra considerando la "frecuencia acumulada", que es la suma de
todos los intervalos de clase por debajo o por encima del valor especificado.

En muchos casos, interesa conocer la proporcion de resultados, mas que su numero; para

lograrlo, la frecuencia acumulada se divide entre el nimero total de resultados # y el
cociente se denomina "frecuencia acumulada relativa".

2.1.5 Representacion grafica

Véase el caso de una variable aleatoria discreta, que es por ejemplo el nimero de letras en
las palabras en un texto dado, la primera informacion acerca del rango o distribucion de
esta variable aleatoria puede ser obtenida mediante un conteo de longitudes de palabrag en
una muestra (como las escritas en un parrafo). Para un caso dado, los resultados sop
mostrados en la figura 2.1a. Tal diagrama es llamado "histograma" (diagrama de barras).
Como en un diagrama de barras, las longitudes de las barras dependen del tamafio de 1a
barra, una representacion mas conveniente para hacer las comparaciones puede obtenerse s;
las ordenadas en el diagrama, son normalizadas mediante la division de ellas de acuerdo a]
tamafio de la muestra. El diagrama obtenido de esta forma es el "diagrama de frecuenciq
relativa" mostrado en la figura 2.1b. En este, las ordenadas deben llegar hasta 1. Como [as
frecuencias relativas se aproximan a las probabilidades si el tamafio de la muestra N es
bastante grande, el diagrama de frecuencias relativas también proporciona estimativos de
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las probabilidades asociadas con la variable aleatoria y los valores en el diagrama se
aproximan a la distribucion de probabilidad a medida que N > oo . Esta ultima es la
funcion de distribucion de probabilidad.
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Figura 2.1: Numero de letras en un parrafo

A partir del diagrama de frecuencia relativa se puede desarrollar una aproximacion de la
funcion de distribucion acumulada CDF si para cada x,, la suma de ordenadas a la

izquierda de x, en el diagrama de frecuencias relativas es anotada (incluyendo la de x;).
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Esta aproximacion, F'(x) es mostrada en la figura 2.1c. Para x discreta, la CDF es una
funcion escalonada.

Para el caso de variables aleatorias continuas, un conteo puede ser logrado si el rango de la
variable aleatoria es partido en intervalos mas pequefios, los asi llamados "rangos de
intervalos " y el nimero de resultados de cada uno son contabilizados. De esta forma, la
variable aleatoria continua es tratada mediante un modelo discreto. Por ejemplo, un conteo
de la vida util de lamparas, se muestra en la figura 2.2a y usando un rango de intervalo de
50 horas. El diagrama de frecuencia relativa normalizado puede ser preparado, como el
que se muestra en la figura 2.2b.

Se debe observar sin embargo, que las formas de ambos diagramas dependen mucho de la
seleccion del rango del intervalo, si éste es demasiado pequefio o demasiado grande,
mucha informacion se puede llegar a perder. Esta vaguedad es eliminada si estos
diagramas son reemplazados por una aproximacion de la funcion de densidad de

probabilidad PDF.

La PDF es independiente del rango del intervalo y esta es la razon principal para su
introduccién. Una aproximacion de la PDF en el presente ejemplo, basado en 70 medidas,
es mostrada por el diagrama en linea punteada de la figura 2.2c. La curva (llena) de la
figura 2.2c es aproximada a medida que Axdecrece y al mismo tiempo el mimero de

medidas aumenta. -
16
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Figura 2.2: Distribucién de tiempo de vida de vida de 70 ldmparas
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La CDF para el ejemplo, derivada de la curva llena de la figura 2.2¢c es mostrada en la
figura 2.3. Para una variable aleatoria continua es una curva continua.

P 1.0 mms o
0.8-
06-
0.4-
0.2-

' ' ' —————— horas
0 100 200 300 400 500

Figura 2.3: Funcién de densidad de probabilidad del ejemplo anterior

2.1.6 Exactitud y Precision de las Medidas

Cuando se realizan mediciones, se debe distinguir entre exactitud y precision. De este
modo, la Exactitud expresa cuan cerca estan las medidas con respecto al valor verdadero o
real de la magnitud que se mide. El término Precision se refiere al grado con que las
mediciones concuerdan entre si.

La figura 2.4 permite aclarar la diferencia entre estos vocablos; en la cual se muestran los
valores de velocidad medidos por cuatro tacometros en un motor de velocidad constante.
De cada instrumento son tomadas S mediciones.

Velocidad

A
T . Valor
' . Verdadero
12345 12325 123456 12345 Mediciones
Tacédmetro 1 Tacémetro Il Tacdmetro M Tacdmetro IV
(Exacto (inexacto (Inexacto (Exacto
Y preciso) pero e Impreciso) e Impreciso)

preciso)

Figura 2.4: Precisién y exactitud de cuatro tacémetros

Los errores de precisiéon a menudo reciben el nombre de errores aleatorios o accidentales,
los cuales se pueden valorar mediante la aplicacion de ciertos conceptos y técnicas de la
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estadistica. Los errores de exactitud se conocen como errores sisfemdticos y suelen
reducirse mediante la calibracién, que mejorara el funcionamiento de un instrumento de
medicién que no tiene exactitud, pero posee buena precision. En casos en los que un error
sistematico no haya sido corregido o eliminado completamente, se convertira en parte del
error aleatorio o incertidumbre y por lo tanto, asi sera considerado, éste se determina
mediante la desviacion estandar.

2.2 MEDIDAS NUMERICAS DESCRIPTIVAS [}, [6]

Se definen ahora algunas medidas numéricas que se emplean cominmente para describir
conjuntos de datos. Si el conjunto de datos es una muestra aleatoria de una poblacion y la
meta es hacer inferencia estadistica, estas medidas serin utilizadas como bases para las

inferencias.

Existen 2 medidas de interés para cualquier conjunto de datos; ellas son:

2 21 Medidas de tendencia central

2.2.1.1 Media

La media de las observaciones x;,X,,...,X, es el promedio aritmético de éstas y se denota
por:

1 .
x:;Zx, (21)

La media es una medida apropiada de tendencia central para muchos conjuntos de datos,
Sin embargo, dado que cualquier observacion en el conjunto se emplea para su calculo, el
valor de la media puede afectarse de manera desproporcionada por la existencia de algunos
valores extremos.

Para calcular la media con base en datos agrupados, sea ¥ €l nimero de clases y x, el punto
medio de la i- ésima clase. Entonces el valor aproximado de la media es:

1 i
n i=1

k
en donde f; es la frecuencia de la i- ésima clasey n= Z /i
i=l

Notese que en esta formula la frecuencia de la clase representa la frecuencia relativa de 1ag
observaciones dentro de cada clase. Es decir, entre mas observaciones tenga la clase
mayor serd el peso del punto medio de ésta dentro del céloulo de la media. La
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aproximacion anterior generalmente es cierta en la determinacion de medidas numéricas
con base en datos agrupados.

2.2.1.2 Mediana

La mediana de un conjunto de observaciones es el valor para el cual, cuando todas las
observaciones se ordenan en forma creciente, la mitad de éstas es menor que este valor y la
otra mitad mayor.

Si el nimero de observaciones en el conjunto es impar, la mediana es el valor de la
observacion que se encuentra en la mitad del conjunto ordenado. Si el nimero es par se
considera la mediana como el promedio aritmético de los valores de las dos observaciones
que se encuentran en la mitad del conjunto ordenado. Alternativamente la mediana puede
determinarse a partir de la distribucion acumulativa, es decir, la mediana es el 50%.

Puesto que la mediana es un valor que se basa en la secuencia ordenada de las
observaciones en un conjunto de datos, es necesario saber que la existencia de algunos
valores extremos no afectara su valor. Por lo tanto, si un conjunto de datos contiene unos
cuantos valores extremos y un agregado muy alto de observaciones, la mediana puede ser
una medida de tendencia central mucho mas deseable que la media. Generalmente los
conjuntos de datos que describen informacion acerca de los ingresos, caen en esta
categoria.

Para datos agrupados, la mediana es aquel valor que divide en dos partes iguales la
distribucion de frecuencia relativa. La formula computacional esta dada por:

Med =L + c( %m) (2.3)

Donde L es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana, f,, es la frecuencia
de esta clase, c es la longitud de esta clase y j es el nimero de observaciones en esta clase,

necesarias para completar un total de % .

2.2.1.3 Moda

La moda de un conjunto de observaciones es el valor de las observaciones que ocurre con
mayor frecuencia en el conjunto si la variable es discreta, o bien, es el intervalo de clase (a
menudo indicado por el punto medio de clase) que posee la mayor frecuencia si la
distribucion es continua. Asi pues, la moda es valor maximo en una distribucion de
frecuencias. Al igual que la mediana, la moda se ve menos afectada por valores extremos
que la media.

La moda muestra hacia que valor tienden los datos a agruparse. En conjuntos relativamente
pequeiios, puede que no exista un par de observaciones cuyo valor sea el mismo. En esta
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situacion no es clara la definicién de la moda. También puede suceder que la frecuencia
mas alta se encuentre compartida por 2 6 mas observaciones. En estos casos, la moda tiene
una utilidad limitada como medida de tendencia central.

Si se ha determinado una distribucién de frecuencia de relativa, la clase con la frecuencia
més alta recibird el nombre de clase modal, con lo que se define a la moda como el punto
medio de esa clase. En este caso la clase modal sirve como punto de concentracion en el

conjunto de datos.

2.2.1.4 Cuantiles

De modo semejante al caso de la mediana, la cual divide un conjunto de observaciones de
tal forma que un 50% de ellas quedan por encima y el otro 50% por debajo de la mediana,
es posible considerar otros puntos que dividen las observaciones en un cierto niimero de
partes iguales las cuales se conocen como cuantiles. Un ejemplo de cuantiles son los
cuartiles, los cuales dividen el conjunto en cuatro partes iguales; es decir, el cuartil superior
es el valor por encima del cual esta el 25% del conjunto. La amplitud intercuartil contiene
el 50% central, con un 25% por debajo y otro 25% por encima de dicho intervalo y a
menudo se le emplea como medida de dispersion. Los deciles dividen el conjunto de
observaciones en diez grupos, siendo el menor, por ejemplo, un valor por debajo del cuyal
cae al 10% del conjunto. Otras cuantiles son los centiles o percentiles.

2.2.1.5 Media geomsétrica

Existe otro tipo de promedio que resulta de interés en los calculos de ingenieria. Se trata de
la media geométrica , definida como la raiz n-ésima del producto de » observaciones. Asi,

la media geométrica x, , de n observaciones x,x,,...,x, €s:

Xg = AX1.00.03....%, 2.4

Este promedio se emplea cuando se trabaja con observaciones en las que cada una guarda
una razon aproximadamente constante respecto a la anterior; por ejemplo, al promediar
tasas de crecimiento (aumento o disminucion) de una poblacion estadistica.

Se puede evitar el empleo de la media geométrica mediante !a transformacion de la variabje
original x en log x; la media aritmética de la nueva variable servird para obtener una

respuesta correcta:

—_ 1 :
logx, = Z(_:gf,_) (2.5)
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2.2.1.6 Sesgo o Asimetria

Ahora es posible considerar las tres medidas de tendencia central: Media, mediana y moda
en la curva de distribucion de frecuencias que se muestra en la figura 2.5

La moda es el valor correspondiente al punto mas alto de la curva, la mediana divide el 4rea
bajo la curva en dos y la media pasa por el centro del area. (Esto dltimo resulta del hecho de
que la suma de las desviaciones respecto de la media de todas las observaciones, es cero).
La mediana se encuentra entre la media y la moda, o bien, coincide con ellas.

Cuando las tres medidas no coinciden, se dice que la curva de distribucién de frecuencia es
sesgada o es asimétrica. Es sesgada hacia la derecha cuando la mediana se encuentra a la
derecha de la moda, es decir, cuando la cola derecha de la curva (en el sentido en que
aumenta los valores) es mas larga que la izquierda. Asi mismo se expresa que dicha curva
esta sesgada positivamente.

L

~

Densidad de frecuencia

s
?

ke Modg——> Vator de las
¢———— Mediang ——— observaciones
Media —

Figura 2.5: Media, Mediana y Moda.

No existe un método aceptable para medir la asimetria de una distribucién; para comparar
el sesgo de distintas distribuciones, puede utilizarse la razén: (Media - Moda)/derivacion
estandar.

En el caso de distribuciones moderadamente sesgadas, existe una relacion aproximada entre
las diversas promedios: Media - Moda = 3 (Media - Mediana).

Es importante destacar que en el caso de distribuciones asimétricas con cispide muy aguda,
la mediana constituye a menudo una util medida de tendencia central.
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La asimetria suele ser el resultado de causas naturales y es caracteristica de multiples
distribuciones discretas asi como de algunas distribuciones continuas.

Desde luego, muchas variables aleatorias estan distribuidas de manera simétrica, es decir, la
desviacion de las observaciones con respecto a la media en una cantidad determinada,
ocurre con una frecuencia sensiblemente igual, hacia arriba y hacia abajo. Tal distribucion
se llama simétrica y la media, la moda y la mediana coinciden ahora entre si.

2.2.2 Medidas de dispersion

2.2.2.1 Varianza

La varianza de las observaciones x,,X,,...,X, es el promedio del cuadrado de las distancias
entre cada observaci6n y la media del conjunto de observaciones.

La varianza se denota por:

§2 = é(& : f))z 2.6)

La varianza es una medida razonablemente buena de la variabilidad debido a que si muchas
de las diferencias son grandes (o pequeiias), entonces el valor de la varianza $° serg grande
(o pequeiia). El valor de la varianza puede sufrir un cambio muy desproporcionado, ain
-mas que la media, por la existencia de algunos valores extremos del conjunto.

Cuando se calcula el valor de la varianza y el valor de la media o los valores de lag
observaciones no son numeros enteros, el uso de la ecuacion anterior puede dar origen a
errores grandes por redondeo. Puede obtenerse una formula computacional mas exacta para
esas condiciones y que se deriva de la ecuacion (2.6).

3-8/

2 _ i=1
S = (n—l) (2.7)

Para datos agrupados, puede calcularse el valor aproximado de la varianza mediante e} uso
de la formula.

K kK o, (& 2
Zfi(xi"f)z Zf;'xi - Zfixi n
i= _ i=1 i=1
§* = n - n-1) (2.8)
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Donde f; es la frecuencia, x; es el punto medio de la i- ésima clase y n es la suma de todas
las frecuencias. Debe notarse que, en datos agrupados, la aproximacion a la varianza puede
no ser confiable, especialmente si las observaciones no se encuentran distribuidas de
manera uniforme dentro de sus respectivas clases.

2.2.2.2 Desviacion estandar

Si bien la varianza es una medida fundamental de dispersién, no es del todo practica y
conveniente, dado que sus unidades son los cuadrados de las unidades de la variable. Mas
aun, muchas caracteristicas numéricas de las distribuciones se expresan directamente en
términos de la raiz cuadrada de la varianza. Por lo tanto, es preferible referirse a dicha raiz
cuadrada con el nombre de desviacion estandar S. Esta cantidad es entonces la desviacion
media cuadratica (0 valor RMS) de la desviacion y siempre es positiva; Sus unidades son
las mismas que las de la variable. La desviaci6n estandar, es por lo tanto:

2.9

A menudo se prefiere la desviacion estandar en relacion con la varianza, porque se expresa
en las mismas unidades fisicas de las observaciones.

Cuando se calcula el valor de la varianza y el valor de la media o los valores de las
observaciones no son niimeros enteros, €l uso de la ecuacion 2.9 puede dar origen a errores
grandes por redondeo. Puede obtenerse una féormula computacional mas exacta para esas
condiciones.

(2.10)

Para datos agrupados, puede calcularse el valor aproximado de la desviacion estandar
mediante:

if.i(xi _x)z
S = iz;_—])— (2.11)

donde f; es la frecuencia, x; es el punto medio de las i-ésima clase, y n la suma de todas las
frecuencias.
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La definicion de la desviacion estandar real es la siguiente:

2.12)

Esta ecuacion es aplicable cuando se desea obtener la medida de un conjunto de » medidas
u observaciones que han sido realizadas; en consecuencia, u es el valor real de la media. En
muchos casos se analiza s6lo un nimero limitado de muestras extraidas de una poblacién o
universo, las cuales podrian ser ensayadas. Lo mismo es aplicable al realizar un niimero
limitado de observaciones cuando se estd realmente interesado en conocer todas las
observaciones que se podrian hacer. En tales circunstancias, se desconoce la media real o
media de la poblacién p y solo se tiene el promedio de las observaciones reales %, o sea la
media de la muestra.

2.2.2.3 Desviacion media

La desviacion media es el promedio de valores absolutos de las diferencias entre cada
observacion y el promedio (media aritmética) de las observaciones. La desviacion media
esta dada por:

i X, — X
DM ==— 213
Para datos agrupados, el valor de la desviacion media se aproxima por:
£ -
filx;—x
DM =" — 2.14)

2.7

i=1

Los términos empleados en estas expresiones son los mismos definidos anteriormente. 15
desviacion media es una medida interesante de la variacion, especialmente en el contexto
de la evidencia empirica, debido a que en muchas ocasiones el interés se centra en las
desviaciones y no en los signos de estas. Sin embargo, desde un punto de vista teorico, el
empleo de la desviacion media como medida de dispersion esta en desventaja, dado que
matematicamente es dificil de obtener. De cualquier manera, la desviacion media eg menos
sensible a los efectos inducidos por las observaciones extremas del conjunto de datos, que
la varianza y la desviacion estdndar, sin importar la presencia de pocos valores extremos, la
desviacion media puede proporcionar una medida de dispersion mucho maés reat que la
obtenida por la desviacion estandar.
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2.2.2.4 Desviaciéon mediana

Es el promedio de los valores absolutos de las diferencias entre cada observacion y la
mediana de éstas. La desviacion mediana esta dada por:

3°Jx, ~ Md|

D.Md= _'=‘—n_ (2.15)

donde M es la mediana.

Cuando la mediana se emplea como medida de tendencia central con el propésito de
atenuar los efectos de la existencia de algunos valores extremos en el conjunto, debe
preferirse a la desviacion mediana como medida de dispersion por la misma razén. Cuando
los datos se agrupan, se obtiene el valor aproximado de la desviaciéon mediana al emplear la
ecuacion de desviacion media y sustituir la mediana por la media.

2.2.2.5 Coeficiente de variaciéon

Como se ha expresado anteriormente, la desviacion estandar se expresa en las unidades de
la variable original x;; sin embargo, para diversos fines es conveniente expresar la
dispersion de los resultados en forma porcentual, es decir, en términos relativos y no
absolutos. Para lograr lo anterior se calculara la relacion de la desviacion estandar con
respecto a la media y se definira el coeficiente de variacion ¥, en esta forma:

v=2x100 (2.16)

b o

donde: ¢ = (2.17)

en la cual u es el valor de la media o la media de la poblacién, x es el promedio de las
observaciones reales, o sea, la media de la muestra.

Si bien el coeficiente en cuestion es 1til para proporcionar un valor que sea independiente
de las unidades que se emplean, algunas veces carece de significado. Tal cosa ocurre
cuando no se establece con precision el origen de la medicion.
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2.2.2.6 Recorrido o Rango

El rango de las observaciones en un conjunto de datos es la diferencia entre el valor mas
grande y el mas pequefio del conjunto. Por su simplicidad, el recorrido proporciona una
rapida indicacion de la variabilidad existente entre las observaciones de un conjunto de
datos. Sin embargo, como medida de dispersion debe usarse con precaucién; ya que su
valor es una funcién, unicamente de dos valores extremos pertenecientes al conjunto.
Como regla general se debe evitar el uso del rango como medida de variabilidad, cuando el
numero de observaciones en un conjunto es grande o cuando éste contenga algunas
observaciones cuyo valor sea relativamente grande. El rango es una medida burda de
dispersion y constituye un eficiente valor estadistico cuando se consideran muestras

pequetias.

Para muchos problemas, tiene mayor utilidad determinar el recorrido entre dos valores
cuantiles que entre dos valores extremos.

La diferencia entre los percentiles 75 y 25 recibe el nombre de recorrido intercuantil.
La diferencia entre los percentiles 90 y 10 recibe el nombre de recorrido interdecil.

Ni el rango intercuantil ni el interdecil son afectados por la presencia de observaciones
relativamente grandes.

Para datos agrupados se pueden aproximar los recorridos interc:uantil e interdecil a partir de
la distribucién de frecuencia relativa acumulada. Para un conjunto de datos no agrupados
que contenga n observaciones los percentiles 25y 75 son los valores de las observaciones
cuyos nimeros de posicion en la secuencia ordenada de observaciones corresponde a
0.75n+0.5 y 025n+05, respectivamente. De manera similar los percentiles 90 y 10

corresponden a los valores de las observaciones cuyos nimeros de posicion en la secuencia
ordenada, son 09n+0.5 y 0.ln+0.5 respectivamente.

2.3 TEORIA BASICA DE PROBABILIDADES

En esta seccion se presentan los conceptos méas importantes de la teoria de probabilidades
Son las definiciones y teoremas que tienen aplicacién en el texto principal y por lo tanto,
necesarias para un mejor entendimiento de las discusiones. Durante toda la resefia, s;,
presenta el material tan rigurosamente como sea posible en el contexto del trabajo para
aplicar la teoria de probabilidad. Como se podré observar no es un texto de probabilidades
las demostraciones y muchos otros puntos seran omitidos. ?
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2.3.1 Conjuntos /27, /37

La probabilidad es un atributo de los eventos; los eventos a su vez, son modelados como
conjuntos. Un conjunto es una coleccion de entes, generalmente sin orden o secuencia. El
conjunto puede tener un nimero finito o infinito de elementos.

Si x,...x, son los miembros(o elementos) del conjunto 4, se acostumbra denotarlo como:

A={x,...,x,}
Y si x es un elemento de 4, esto es denotado como x € 4

La relacion entre dos (o mas) conjuntos depende de si ellos tienen o no elementos comunes.
Para dos conjuntos 4 y B se tienen las siguientes posibilidades:

a) Ay B tienen elementos en comin y ambos también tienen elementos que no pertenecen
al otro conjunto. En este caso, los dos conjuntos, se dice que se intersectan. Una
ilustracién mediante el diagrama de Venn se muestra en la figura (2.6.a)

b) 4 y B no tienen elementos comunes. Los dos conjuntos son llamados mutuamente
excluyentes o disyuntos. El diagrama de Venn en la figura (2.6.b) muestra este caso.

¢) Uno de los conjuntos contiene al otro. Se dice que 4 contiene a B, si cada uno de los

elementos de B es también un elemento de 4; ademas, 4 puede tener elementos no

contenidos en B. El conjunto B se dice que es un subconjunto de 4 y la notacién B — A4
es usada. Esta conexion es ilustrada en la figura (2.6.c).

COCO
(@) (o) ()

Figura 2.6: Diagramas de Venn de conjuntos

Se definen las siguientes operaciones entre conjuntos:

a) La unién de dos conjuntos, es un conjunto que contiene todos los elementos de los
conjuntos constituyentes. La union de 4 y B se denota 4 U B o en algunas aplicaciones
A + B. El diagrama de Venn se muestra en la figura (2.7.a).
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b)

d)

La interseccion entre dos conjuntos es un conjunto que contiene los elementos comunes
de ambos conjuntos. La interseccion de 4 y B, se denota porA N B o algunas veces 4.B
0 AB. Nétese que si 4 y B son disyuntos, 4 n B = 0. El diagrama de Venn se muestra en
la figura 2.7.b.

La diferencia 4 - B es un conjunto que contiene aquellos elementos de 4 que no estan
en B. Notese que (4 - B) + B = A + B, no es exactamente A. (una de las razones por la
que la notacion + deba ser evitada es que puede ser mal entendida como en este
ejemplo). El diagrama de Venn se muestra en la figura 2.7.c.

Se define S como el conjunto de todos los elementos de interés en una situacion dada.

Asi, cada uno de los conjuntos es subconjunto de S. El complemento A del conjunto
de A4 es un conjunto que consiste de todos los elementos que no estan en 4. Por lo

tanto, A =S-A4 o Au A=Sy 4n A =0. El diagrama de Venn se muestra

en la figura 2.7.d.

o=
w

9 SIS

(@ AUB (b)ANB (c)A-B (d

Figura 2.7: Operaciones con conjuntos

El 4lgebra de conjuntos puede ser construida sobre estas operaciones. Se invita al lector a
verificar por ejemplo, si las siguientes afirmaciones son verdaderas:

Au(BNC)=(AuB)N(4AUC) (2.18)
An(BUC)=(AnB)u(AnC) (2.19)
(AuB)= AnB (2.20)
(A~B)= AU B (2.21)
AnB=(Au B) (2.22)

A=(4nB)yu(4n B) (2.23)
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2.3.2 Espacio muestral y eventos

Supdngase que se va a ejecutar un experimento cuyo resultado es predecible por anticipado.
Sin embargo, mientras que el experimento no sea conocido por anticipado, se supone que el
conjunto de todos los resultados posibles es conocido. El conjunto de todos los resultados
posibles de un experimento es conocido como espacio muestral del experimento y es
denotado por S.

Cualquier subconjunto £ del espacio muestral S es conocido como un evento. El concepto
de evento tal como se usa en la teoria de probabilidad, esta relacionado con los resultados
de los experimentos que se repiten una y otra vez.

Para dos eventos cualquiera £y F de un espacio muestral S se define el nuevo evento
E U F ,que contiene todos los elementos que estan o en Eo en F o en ambos £y F. Esto
es, el evento EUF ocumrira si £ o F ocurren. El evento EUF es frecuentemente
referido como /a union del evento £y el evento F.

Para dos eventos cualquiera E y F, se puede también definir el nuevo evento ENF,
referido como la interseccion de £y F como sigue. ENF contiene todos los elementos
que estan en E'y F. Esto es, el evento £ F ocurrira solo si £ y F ocurren.

Si EnF no contiene elementos y por lo tanto, no podria ocurrir, se referira como un
evento nulo y se denota como @; por lo tanto, E~F =0, luego E y F se dicen que son
mutuamente excluyentes.

También se definen las uniones e intersecciones de mas de dos eventos de una manera
. . . .y o0

similar. Si £}, E,,... son eventos, luego la unién de los eventos es denotado por U ,En y
n=

es definido como el evento que contiene todos los elementos que estan en E, para al menos
un valor un valor de #=1,2, ... Similarmente, la interseccion de los eventos E, denotado por

H:_‘ E, y es definido como el evento que contiene esos elementos que estan en todos los
eventos F,, n=1,2....

Finalmente, para cualquier evento E, se define un nuevo evento E referido como el
complemento de E, que contiene todos los elementos del espacio muestral § que no estan en

E. Estoes, E ocurrira siy solo si E no ocurre.

2.3.3 Probabilidad definida sobre eventos [3]

La probabilidad es una medida asignada a eventos. Mas precisamente, la probabilidad es
una funcion real definida sobre el espacio de eventos, el cual es un término simple que
significa que cada evento tiene un valor de probabilidad asociado con éste.
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La palabra probabilidad es con frecuencia usada muy aproximadamente y es importante que
sea reconocida como una palabra técnica que implica "una medida de azar o casualidad".

La probabilidad estd expresada sobre una escala de 0 a 1 tal como se muestra en la figura
28

P(E)=0 P(E)=05 P(E)=10

| ] 3

1 T 1
Imposibilidad Lanzamiento de una Certeza
absoluta moneda absoluta

Figura 2.8: Escala de probabilidades

La probabilidad de obtener o una cara o un sello en el lanzamiento simple de una moneda
se muestra en la figura como 2. La posibilidad de obtener una cara o un sello esde 1 en 2
lanzamientos. Esta probabilidad es conocida desde el disefio o geometria del sistema.
Existen dos posibles resultados, cada uno de los cuales son igualmente probables de que
ocurran. Una aproximaciéon general es separar del conjunto completo de resultados
igualmente probables, el subconjunto de resultados favorables. La posibilidad de un

resultado favorable es luego dado por:

Numero de resultados favorables
Numero deresultados posibles

(2.24)

P(resultados favorables) =

En muchos problemas de confiabilidad (aunque ciertamente no todos), el mimero de
resultados posibles puede ser dividido en dos grupos, éxito y falla.

Sea: x=namero de éxitos que pueden ocurrir
y= numero de fallas que pueden ocurrir

La probabilidad de éxito en una prueba simple es:

X
x+y

q:

La probabilidad de falla en una prueba simple es:

p= B4 y porlotanto, p+g=1.
x+y

Los éxitos y los fracasos son eventos mutuamente excluyentes; asi, si uno ocurre el otro no
puede ocurrir. Ellos también son eventos complementarios, pues el éxito debe existir si el
fracaso no existe y viceversa. Para fijar ideas, considérese un experimento cuyo espacio
muestral es S. Para cada evento E del espacio muestral se asume ahora que el nimero de
funciones esta definido y satisface las siguientes tres condiciones:



29

a) 0<P(E)<1 (2.25)

b) P(S)=1 (2.26)

c) Para cualquier secuencia de eventos E,,E,,... que son mutuamente excluyentes, esto
s, paralos cuales E, NE, =0 cuando mzn, luego:

P (UZ,E»)=ZP(EJ (2.27)
n=1
y se refiere a P(F) como la probabilidad del evento E.

Como los eventos £y E son siempre mutuamente excluyentes y como EUE =§ se
tiene por las condiciones b) y c) que:

1=P(S)=P(EUE)=P(E)+P(E) | (2.28)

En palabras, esta ultima ecuacién establece que la probabilidad de que un evento no ocurra
es uno menos la probabilidad de que él ocurra.

Las condiciones a), b) y ¢) son llamados axiomas de probabilidad y un calculo completo de
probabilidad puede ser desarrollado a partir de ellos.

Estos axiomas nos ayudan a encontrar el valor numérico de la probabilidad para un evento
dado; ellos solo proporcionan reglas para combinar probabilidades. Los valores numéricos
reales deben ser encontrados basandose en la experimentacién o el juicio. En la
experimentacion (probabilidades a posteriori) y en el juicio (probabilidades a priori).

En aplicaciones de ingenieria, las probabilidades de éxito y fracaso de componentes no
pueden usualmente ser determinados por su geometria como en el caso de una moneda, un
dado, una ruleta, etc. El concepto puramente matematico de probabilidad puede ser
enlazado a un concepto empirico por la evidencia de la regularidad del comportamiento en
experiencias repetidas o continuas. [Esto conduce a una interpretacion frecuente de
probabilidad.

El modelo basado en experimentacion es el llamado modelo de frecuencia relativa; en éste,
un experimento es repetido # veces y si en las »# pruebas el evento ha ocurrido 7z, la

probabilidad de E se estima que es —=. La aproximaci6n mejorara a medida » aumenta y
n

el valor exacto de P(E) esta dado por:

P(E)= Limnf (2.29)

n-—yo



30

Las probabilidades obtenidas mediante esta ecuacion satisfacen los axiomas (es decir, los
axiomas estan tan definidos como para ser consistentes con las probabilidades obtenidas
mediante la interpretacion de la frecuencia relativa). Antes del desarrollo de los axiomas de
Kolmogorov, el concepto de probabilidad estuvo definido por la ultima expresion. En la
practica, la interpretacion de frecuencia relativa de la probabilidad es aun la mejor
herramienta para obtener valores numéricos para ello.

La correspondencia entre probabilidades estadistica y empiricas también existe en todos los
casos donde las probabilidades del evento son conocidas por la geometria del sistema. El
Modelo de frecuencia o empirico es extremadamente til en el analisis de sistemas fisicos
que poseen regularidad estadistica tales como ciertos tipos de falla de equipos, esperanza de
vida de equipos, defectos en productos manufacturados, etc.  Si no hay evidencia de
regularidad, 1a teoria de probabilidad puede no ser aplicable.

Un ejemplo de particular importancia en la evaluacion de confiabilidad de sistemas de
potencia, es encontrar la probabilidad de ocurrencia de corte de servicio para una pieza de
equipo, tal como una unidad de generacion, si la unidad ha pasado su periodo inicial de
servicio y no ha entrado al periodo de fatiga o de desgaste, puede ser considerado como
dentro de lo que se conoce como periodo de vida util. Las fallas del equipo ocurren ahora
aleatoriamente y por lo tanto, con regularidad estadistica. El mejor estimativo de la
probabilidad de encontrar un corte de servicio en algin tiempo futuro es conocido como
rata de corte de servicio forzado (FOR), donde:

tiempo de corte forzado
tiempo de exposicion a corte forzado de servicio

FOR =

donde: tiempo de exposicion a corte forzado de servicio = tiempo de corte forzado +
tiempo de operacion.

La definicion que constituye un corte forzado es muy importante si el dato resultante es
significativo en la evaluacion de confiabilidad.

2.3.4 Reglas para combinacion de probabilidades, [3]

23.4.1 Se dice que dos eventos son "independientes” si la ocurrencia de un evento no
afecta la probabilidad de ocurrencia del otro evento. .

2.3.42 Se dice que dos eventos son "nmutuamente excluyentes" si ellos no pueden ocurrir
al mismo tiempo (por ejemplo: éxito y fracaso).

2.3.4.3 La probabilidad de ocurrencia simultanea de dos o mas eventos independientes es
el producto de las respectivas probabilidades de eventos. Usando la notacion
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P(A~B)para la probabilidad de ocurrencia de 4 o B o0 ambos. Si A y B son
eventos son independientes:

P(A~B)= P(4)-P(B) (2.30)

Si dos eventos son mutuamente excluyentes, la probabilidad de ocurrencia de uno
cualquiera de los eventos es la suma de las respectivas probabilidades de eventos.
Usando la notacion de P(4 u B)para la probabilidad de ocurrencia de 0 4 0 B o
ambos. SiA y B son eventos mutuamente excluyentes, no pueden ellos ocurrir al
tiempo y:

P(4UB)= P(A4)+ P(B) 2.31)
2.3.4.5 Si dos eventos son independientes pero no mutuamente excluyentes, luego la
probabilidad de la ocurrencia de o uno o ambos esta dada por:
P(4 v B)= P(4)+ P(B) - P(4)- P(B) (2.32)
Si los eventos son mutuamente excluyentes, la probabilidad de sus ocurrencias
simultaneas P(4)- P(B) =0 y se obtiene la ecuacién 2.31
: Ejemplo 2.1

Considerar los dos eventos de- componentes = separados operando
independientemente, donde A y B son las condmlones de éxito respectrvas, las

probablhdades de falla correspondlentes son, P(A) ¥ P(B) donde
P(A)+PA)=1 : P(B)+P(B)=1 :

Ay 4 (0o A) se dice que son eventos complementanos
P4 uB) P(40Boambos Ay By - i

P(AUB)=1-P(A~B)
P(AUB)=1-P(A)-PB) - .
P.(AuB)zl—[(I—P(Z))-(I—P(E)J]
P(A U B) = P(4)+P(B) - P(4) P(B)

que es la misma ecuacion 2.32
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2.3.4.6 Cuando son impuestas condiciones extras a una cierta porcion de la poblaciéon de
eventos, las probabilidades asociadas con los eventos de la subpoblacion son
llamadas "probabilidades condicionales".

Con frecuencia sucede que la probabilidad de un evento A depende de la
ocurrencia 0 no ocurrencia de algunos otros eventos de B. En tales casos, la
probabilidad condicional y la notacion P(A4/B) es usada para indicar la
probabilidad de 4 dado que B ha ocurrido.

Ejemplo 2.2:
Un cietto producto es' fabncado en dos plantas La planta 1 hace el 70% del

'l'equemmento y la planta 2 el 30%.

> Hallar fa probablhdad;'qug en la planta 1 90 de 100 cumplen alguna norma yen

_ laplantaz 80 de 100."
‘En un promedio de 100. productos comprados por-un consumidor -

- 100f(0. 90)(0 70)+(0.80)0.30)] = 63 +24 =87 cumplirén la norma. \
:f.Es dectr, fa probablhda,d de escoger 1 de 100 que cumpla la norma es- de 0.87.

: > Sl se mtroduee 12 cond1c1on de que el consumldor obtenga todos 1os productos
'de Ia planta 1, la probabilidad de escoger 1'de 100 que se ajuste a la norma es de
0.9.. Dado que un producto estd normalizado, jcual es la probabllldad de que
fuera producxdo porla planta 27 L :

De 100 productos 87 cumplen la norma y 24 vienen de la planta 2.
) P(de queel itemn proveﬁga dela planta 2 dado cumpla la norma) = 24/87 0276

2.3.4.7 La probabilidad de ocurrencia simultanea de dos eventos es igual al producto de la
probabilidad del primer evento por la probabilidad condicional del segundo evento
determinado bajo la suposicion de que el primer evento ha ocurrido.

La probabilidad de A dado B se denota P(A/B)
P(AnB)=P(A)-P(B/A)

(2.33)
P(AB)=P(B)-P(A/B)

Si 4 y B son eventos independientes, luego:
P(B/A)=P(B)
P(A/B)=P(A4)



33

Ejemplo 2.3

Considerar ahora el ejemplo anterior: sea 4 el evento de queun producto cumpla la
norma y sea B el evento de que el producto proviene de la planta 2.

P(4)=087
P gy=PACE) 0 24 = 0276
P(4) - |
P(B/A) esla probablhdad de que el producto provenga de la planta 2 dado que
cumpla la norma. . .

2.3.4.8 Si la ocurrencia de un evento 4 depende de un nimero de eventos B; los cuales
son mutuamente excluyentes, luego:

P(A) = iP(A /B,)-P(B,) 2.34)

Si la ocurrencia de un evento 4 depende de solo dos eventos mutuamente

excluyentes; para el componente B, el éxito o el fracaso esta designado por B.y B,
respectivamente.

P(A)=P(A/B,)-P(By)+P(A/B,)-P(B)) (2.35)
Si el evento 4 se define como falla del sistema, luego:

P(falla del sistema) = P(falla del sistema si B esta bueno)- P(B,, )+
P(falla del sistema si Besta malo)- P(B,)

Ejemplo 2.4:

> Sea un sistema totalmente redundante que contiene 2 cemponentes A y B en
paralelo. ; Cual es la confiabilidad del sistema? :

Un sistema totalmente redundante en este caso significa que el sistema’es exitoso si
o uno o ambos componentes estin disponibles. Sea R4 y Rs, las probabilidades
respectivas de que A y B estén disponibles y Q4 y Op las probabxhdades respectivas
de que A y B estén indisponibles.

Usando la regla dada en el numeral 2.3.4.3, la probabilidad de falla del sistema es el
 producto de las probabilidades de falla de los componentes individuales.

P(sistema fallado) = P(ambos componentes fallan) = 0, -0,
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‘Usando 1a formula de probabilidad condicional:
. P(sistema fallado) = P(falla del sistema si A esté bueno)- R +
 P(falla del sistema si Aesta malo)-Q,
=0xR4+0px04=04%0p

2.3.49 Puede demostrarse que la probabilidad de la interseccion de los eventos
A4, 4,,...,4, llega a ser:

P4 N4y ...~ A,)=P(4)P(Ay 1 4)P(A3 | 4 N 4)...

(2.35 a)
P(An/Alf'\Az ﬁ...ﬁAn_l) ’

2.3.5 Eventos Independientes [4]

Dos eventos E y F se dice que son independientes si P(E~F)=P(E)- P(F).

Por la ecuacién P(E/F)= P—(Il—f(;)i), esto implica que £ y F son independientes si

P(EIF)= P(E), el cual también implica que P(F/E)=P(F). Esto es, la ocurrencia de E
es independiente de que F ocurra o no y su probabilidad no se ve afectada por esto. Los
eventos E y F que no son independientes se dice que son "dependientes".

La definicién de independencia puede ser extendida a mas de dos eventos. Los eventos
E,E,,...,.E,, se dice que son independientes si para cada subconjunto

E,E,,....E,, r<n de esos eventos, se cumple que:
P(E,~E,NE,...nE,)=P(E) P(E,) P(E,)...- P(E,) (2.36)

Intuitivamente, los eventosE,,E,,...,E, son independientes si el conocimiento de la

ocurrencia de cualquiera de esos eventos no afecta la probabilidad de cualquier otro evento.
Supbngase que una secuencia de experimentos, cada uno de los cuales resulta o en éxito o
fracaso, es ejecutada. Si E, ,i>1, denota el evento que €l i- ésimo experimento resulte en

éxito y si para todo i,i,,...,7,.

n
P(E,.1 NE, ...nE,")ng(E,.j) (2.37)
Se dice que la secuencia de experimentos se compone de pruebas independientes.

2.3.6 Formula de Bayes, /4]

Sean los eventos F y E, se puede expresar E como:
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E=(EnF)U(ENF)

Para que un elemento este en E, o éste debe estar en ambos E y F o debe estar en E'y no en

F. Puesto que (E N F) y (E ~ F ) son obviamente mutuamente excluyentes, se tiene que:

P(E)=P(EnF)+P(ENF)
P(E)=P(E/F)-P(F)+P(E/F)-P(F)
P(E)=P(E/F)-P(F)+P(E/F)-P(1-P(F))

Esta ultima ecuacion establece que la probabilidad de un evento E e€s un promedio
ponderado de la probabilidad condicional de E dado que F ha ocurrido y la probabilidad
condicional de E dado que F no ha ocurrido; cada probabilidad va teniendo mucho peso a
medida que el evento es condicionado a que haya ocurrido.

La dltima ecuacion puede ser generalizada de la siguiente manera: supdngase que
H,F,,...,F, son eventos mutuamente excluyentes tal que U:'_IF,- = §. En otras palabras,

exactamente uno de los eventos F, F,,...,F, ocurrira.

Escribiendo £ =U:'=1E N F; y usando el hecho de que los eventos E NF,i=12..n,
son mutuamente excluyentes, se obtiene que:

P(E)= 3. PEAF,) =Y P(EIF,)-P(F)) 239

i=1 i=l

Asi, esta ecuacion muestra como, para los eventos dados Fj,F,,...,F,de los cuales uno y

solamente uno debe ocurrir, se puede calcular P(E) por el primer condicionamiento sobre el
cual uno de los F; ocurre. Se establece que P(E) es igual al promedio ponderado de
P(E/F), cada término esta siendo ponderado por la probabilidad del evento en el cual, él es
condicionado.

Supéngase ahora que E ha ocurrido y se esta interesado en determinar que cada uno de los
F; también ocurrié. Por la ecuacion anterior se tiene que:
P(ENFj) P(E/FJ-)-P(FJ-)
P(Ey &
=2 Y. P(E/F;)-P(Fy)
i=1
Y esta ecuacion es conocida como formula de Bayes.

P(F;/E)= (2.39)
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2.3.7 Variables aleatorias y sus funciones de distribucion /4, 12}, 7]

Al modelar un sistema, se debe diferenciar entre dos tipos de datos:

» Los primeros permanecen sin cambio a través del tiempo y se conocen como
pardmelros.
» Los segundos presentan cambios a través del tiempo y se conocen como variables.

Por ejemplo, el modelado de un sistema mediante la simulacién es util cuando la
informacion del sistema tiene caricter dinamico y probabilistico, debido principalmente a
que la interaccion de esa informacion es por lo general, dificil de analizar.

La variabilidad que presenta el segundo tipo de datos debe modelarse de acuerdo a ciertas
ecuaciones matematicas que sean capaces de reproducirla; en la mayoria de los casos, dicha
variabilidad puede clasificarse dentro de alguna distribucion de probabilidad. Asi pues, uno
de los pasos mas importantes de todo proceso de modelado estocastico es la biisqueda de la
informacion y su analisis estadistico posterior basado principalmente en la clasificacién de
cada serie de datos dentro de alguna distribucién de probabilidad.

2.3.7.1 Concepto de variable aleatoria

Puede ser util la cuantificacién de los resultados cualitativos de un espacio muestral y
mediante el empleo de medidas numéricas, estudiar su comportamiento aleatorio. El
concepto de variable aleatoria proporciona un medio para relacionar cualquier resultado
como medida cuantitativa.

Sea S un espacio muestral sobre el que se encuentra definida una funcion de probabilidad.
Sea X una funcién de valor real definida sobre S, de manera que transforme los resultados
de § en puntos sobre la recta de los reales; se dice entonces que X es una variable aleatoria.

Se dice que X es aleatoria porque involucra la probabilidad de los resultados del espacio
muestral y x es una funcién definida sobre el espacio muestral, de manera que transforma
todos los posibles valores resultados del espacio muestral en cantidades numéricas.

Se dice que una variable aleatoria X es discreta si el namero de valores que puede tomar es
contable (ya sea finito o infinito) y si estos pueden arreglarse en una secuencia que
corresponde con los enteros positivos. Ejemplos de variables aleatorias discretas son las
siguientes: mimero de fallas, nimero de equipos fuera de servicio, mimero de

interrupciones por afio, etc.

Se dice que una variable aleatoria X es continua si sus valores consisten en uno o mas
intervalos de la recta de los reales. Puede tomar un nimero incontable de valores (infinito)
aunque dentro de un rango finito. Ellas son entonces usadas para representar variables
dependientes del tiempo tales como: tiempo entre fallas, tiempo para reparar, vida util de un
equipo que toma cualquier valor dentro del intervalo (a, b), etc.
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2.3.7.2 Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias discretas

En general, una variable aleatoria discreta X representa los resultados de un espacio
muestral de tal forma que por P(X=x) se entendera la probabilidad de que X tome el valor
de x. De esta forma, al considerar los valores de una variable aleatoria es posible
desarrollar una funcién matematica que asigne una probabilidad a cada realizacién x de la
variable aleatoria X. Esta funcion recibe el nombre de funcion de probabilidad de la
variable X.

El término maés general, distribucion de probabilidad, se refiere a la eleccion de valores de
la variable aleatoria y a la distribucion de probabilidad entre estos. Sin embargo, hacer
referencia a la distribucion de probabilidades de X no sélo implica la existencia de la
funcion de probabilidad, sino también la existencia de la funcion de distribucion
acumulativa de X.

Sea X una variable aleatoria discreta. Se llamara p(x)=P(X = x) funcion de probabilidad
de la variable aleatoria X si satisface las siguientes propiedades:

1. p(x)= 0 para todos los valores x de X
2. Y px)=1. (2.40)

La funcién de distribucion acumulativa de la variable aleatoria X es la probabilidad de que
X sea menor o igual a un valor especifico de x y esta dada por:

F(x)=P(X <x)= X p(x;) , (2.41)

X <X
Por lo tanto, en ¢l caso discreto, una variable aleatoria X est4 caracterizada por la funcién

de probabilidad puntual p(x), la cual determina la probabilidad puntual de que X=x y por
la funcion de distribucion acumulativa F(x), la que representa la suma de las

probabilidades puntuales hasta el valor x de X inclusive. Nétese que las definiciones
anteriores son consistentes con los axiomas de probabilidad ya que esta funcién no es
negativa para cualquier valor de la variable aleatoria y la suma de las probabilidades para
todos los valores de X es igual a 1.

En general, la funcién de distribucion acumulativa F(x) de una variable aleatoria discreta €s
una funcioén no decreciente de los valores de X, de tal manera que:

1. 0<F(x) <1 para cualquier x
2. F(x;)2F(x;) si x; 2x, (2.42)
3. F(X>x)=1-F(x)

Ademas, se puede establecer que para variables de valor entero se tiene que:

4. P(X=x)=F(x)-F(x-1)
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5. P(x; <X <x;)=F(x;)-F(x; -1) - (2.43)

La grafica de la distribucion acumulativa es como la que se muestra en la figura 2.1c, donde
es evidente que la funcion de distribucion acumulativa de una variable aleatoria es una
funcién escalén que toma valor, superior en cada salto.

2.3.7.3 Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias continuas

En el caso discreto, se asignan probabilidades positivas a todos los valores puntuales de la
variable aleatoria, pero la suma de todas ellas es uno, aiin a pesar de que el conjunto de
valores sea infinito contable. Para el caso continuo, lo anterior no es posible.

Por esta razon, la probabilidad de que una variable aleatoria continua X tome un valor
especifico es cero y es mas logico visualizar las probabilidades de intervalos que de puntos

en particular.

La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X estd caracterizada por una
funcién R x) que recibe el nombre de funcion de densidad de probabilidad (PDF). Esta

funcién f{x)no es la misma funcién de probabilidad que para el caso discreto. Como existe

la probabilidad de que X tome un valor especifico x de cero, la PDF no representa la
probabilidad de que X=x. Mas bien, ésta proporciona un medio para determinar la
probabilidad de un intervalo a< X <b.

La funcion f{x), cuya grafica es la curva limite que se obtiene para un niimero muy grande

de observaciones y para una amplitud de intervalo muy pequefia, es la PDF para una
variable aleatoria continua X, ya que la escala vertical se elige de tal manera que el 4rea
bajo la curva es igual a uno.

La PDF de una variable aleatoria continua X se define formalmente de la siguiente manera:
Si existe una funcion f{x) tal que:

1. flx)20 , —o<x<®

I flx)dx =1 (2.44)

b
3. Pla<X<b) =If(x)dx

a
para cualquier a y b, entonces f{x) es la PDF de la variable aleatoria continua X. Puesto
que el 4rea bajo f{x)es uno, la probabilidad del intervalo a < X < bes el area acotada por
la funcion de densidad y las rectas X=a y X=>b, como se muestra en la figura 2.9.
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J&) //—\

Q b

Figura 2.9: Probabilidad ilustrada como drea bajo la curva de densidad

X

Al igual que en el caso de una variable aleatoria discreta, la funcion de distribucién
acumulativa (ADF) de una variable aleatoria continua X es la probabilidad de que X tome
un valor menor o igual a algin x especifico. Esto es:

[+ o]
P(X <x)=F(x)= [fn)dt (2.45)
en donde ¢ es una variable artificial de integracién. Por lo tanto, la ADF, F(x) es el area

acotada por la funcién de densidad que se encuentra a la izquierda de la recta X=x, como se
ilustra en al figura 2.10.

Jx)

P(X < %)= F(x)

X
x

Figura 2.10: La distribuciéon acumulativa, ilustrada como 4rea bajo la curva de
densidad

Dado que para cualquier variable aleatoria continua X,
P(X =x)= j’ f{r)dt = 0 entonces P(X <x)=P(X <x)=F(x) (2.46)
X

La distribucion acumulada F(x), es una funcion lisa no decreciente de los valores de la
variable aleatoria con las siguientes propiedades:
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1. F(-o0)= [jm F(x)=0

2. F(©)=]limF(x)=1 (2.47)
3. Pla< X <b)=F(b)-F(a)
4. E® ¢

dx

La propiedad de que la derivada de la ADF es la PDF, es una consecuencia del teorema
del célculo fundamental del calculo integral.

Las distribuciones continuas estan simplemente definidas mediante sus PDF y son usadas
cada vez que los resultados de un experimento aparecen para ajustarlos a una distribucion
particular. Para facilitar la seleccion, se usa una funcién caracteristica adicional de una

funcion de riesgo, denotada por h(x) que es definida como:

X<x+A/X>x
h(x) = lim P(x < xAx ) (2.48)
AxX—> 0
El significado de esta funcion serd claro si el tiempo a falla de algun producto es

seleccionado como variable aleatoria.

Ahora con # como variable tiempo, la ecuacion anterior puede reacondicionarse asi:
h(?) At ~ P[falla en (1,7 + Az)/ no falla antes de ] (2.49)

O en palabras, h(?) es la densidad de probabilidad de que una falla ocurra en el instante
después de que ¢, dado que el dispositivo ha sobrevivido hasta 7.

La funcion de riesgo proporciona una importante medida de confiabilidad para
componentes no reparables y esta estrechamente relacionado con las ADF y PDF de sus

tiempos de vida.

2.3.7.4 Valor esperado de una variable aleatoria

El valor esperado (esperanza) de una variable aleatoria es un concepto muy importante en
estudio de distribuciones de probabilidad. El valor promedio de una variable aleatoria
después de un nimero grande de experimentos, es su valor esperado.

El valor esperado de una variable aleatoria X es el promedio o valor medio de X'y ésta dado
por:

E(x)=Y xp(x)  siXesdiscreta
X

a0
E(x)= J x f(x)dx siXescontinua (2.50)
—00
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dondé p(x) y f{x) son las funciones de probabilidad y de densidad de probabilidad
respectivamente.

En general, el valor esperado de una funcion g(x) de la variable aleatoria X est4 dada por:

Elgm)]=Y.g(x)p(x)  si X esdiscreta
e 2.51)

Elg(»)]= ]9 g(x) f(x)dx siX es continua

La esperanza de una variable aleatoria X no es una funcion de X sino de un nimero fijo y
una propiedad de la distribucion de probabilidad de X. Por otra parte, el valor esperado
puede no existir dependiendo de si la correspondiente suma o integral converge a un valor
finito. Los momentos son todas esperanzas de varias funciones de X. Asi por las
ecuaciones 2.50 y 2.51, E(x)=m y por las ecuaciones de la varianza dadas por:

2 _ _ 2 . . .
c -zi:(x,. m)° p(x;)  siesX discreta 252
[0 0]
o?= I(x,— m)? f(x)dx  si X escontinua
entonces E I(X - m)2]= o? (2.53)

Si la distribucion de una variable aleatoria no es conocida y solo esta disponible la
informacion basada en el tamafio de la muestra ¥, un estimativo m puede ser proporcionado
por la media de la muestra x y un estimativo de o2 por la varianza de la muestra S%. Estas
cantidades son calculadas por las ecuaciones 2.1 y 2.6. Si Ny es una variable aleatoria que

indica el nimero de veces que el evento 4 ocurre en N pruebas y si P(4) es conocido, la
media de Ny, £[N,4/, esta dada por:

E[N ()= NP(4) @59

Esta ecuacion esta estrechamente relacionada con la ecuacion 2.29, la interpretacion de la
frecuencia relativa de probabilidad. La ecuacion 2.54 puede extenderse al caso cuando el
evento 4 tiene probabilidades diferentes durante secuencias diferentes de pruebas.

Por ejemplo si la probabilidad de A es pa; para N; pruebas, ps> para N pruebas y asi
sucesivamente, luego, el numero esperado (media) de ocurrencias durante
N =N, + N, +... pruebas sera:

E[N 1= pax Nk (2,55)
K
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Ejemplo 2.5: =

Supongase dl‘_iér:-élf tienipo ‘necesario ‘para reparar una pieza' de equipo en un proceso de
manufactura, es una variable aleatoria cuya PDF es:

fix)= —e_(x) para x>0

Si la pérdida dé dinero es igual al cuadrado del namero de horas necesarias para llevar a
cabo la reparacion, se debe determinar el valor esperado de las pérdidas por reparaclon, se
pxde determmar el valor eSperado de las perdldas por reparacxon

En este caso- es’ ‘necesario calcular el valor esperado de una ﬁunclon que s& encuentre
relacionada con la vanable aleatona (el txempo de reparaclon) Esta func:én es g(x) x

Por lo tanto, E[g(x]= Ig(x) f(x)dx;g Ixz ,ei(sﬂ),d"

—o0

Para evaluar mtegrales de este tlpO en donde el integrando es el producto de una potencia
por una exponencial negativa sobre la recta de los reales positivos; es mejor emplear la
funcién matemaética:

I"(n) Iu"’l e™ du n>0 ' ' _ . (259

: que se conoce como ﬁmclén gama de argumento n, Algunas propnedades de esta funcién
son
. T(r+1)=nl sines un nﬁme,ro entero positivo.

2 T+1)=nl() , n>0

3. 1(y)=A=

De acuerdo con lo anterior, para evaluar la iniegral:
g ,(i) ~

E[-‘g(szg Ixze ) dx

Se hace u =§ ,05¢8, Xx=5uy dc=dy

E’[g(x]~—'.—- Ix e{ )d’f“"f(ﬁl)ze ™ Sdu = 25!14 e " du

Elg(x)]= 251'(3) 50, que es ¢l valor esperado de las perdxdas por reparaclén |
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A continuaciéon se enuncian algunas propiedades importantes de la esperanza de una
variable aleatoria. Se usara el caso continuo a pesar de que estas propiedades también son
validas para variables aleatorias discretas.

Sea X una variable aleatoria continua con una PDF, f(x)

1. El valor esperado de una constante ¢ es el valor de la constante. E(c)=C
2. El valor esperado de una cantidad aX+5, en donde ay b son constantes, es el producto
de a por el valor esperado de x mas .
E(@aX +b)=aE(X)+b
3. El valor esperado de la suma de dos funciones g(X) y h(X) es la suma de los valores
esperados de g(X) y h(X)
Efg) + hX) |= E[g00] + E[h(X) ] 2.57)

2.3.7.5 Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de una variable aleatoria X son los valores esperados de ciertas funciones de
X. Estos forman una coleccion de medidas descriptivas que pueden emplearse para
caracterizar la distribucion de probabilidad de X y especifica si todos los momentos de X
son conocidos. A pesar de que los momentos de X pueden definirse alrededor de cualquier
punto de referencia, generalmente se define alrededor de cero o del valor esperado de X.
El uso de momentos de una variable aleatoria para caracterizar a la distribucion de
probabilidad es importante en un medio en el que es poco probable que el experimentador
conozca la distribucion de probabilidad. Todas las proposiciones con respecto a los
momentos se encuentran sujetas a la existencia de las sumas o las integrales que las define.

Sea X una variable aleatoria. El r- ésimo momento de X alrededor del cero se define por:

,Ur' = E(X") =) %" p(x) si X es discreta
x (2.58)

o
By =E(X")= [x" f(x)dc si X escontinua
-0

El primer momento alrededor de cero es la media o valor esperado de la variable aleatoria y
se denota por x4, de esta manera se tiene que u, = u = E(X).

La media de una variable aleatoria se considera como una cantidad numérica alrededor de
la cual los valores de la variable aleatoria tienden a agruparse. Por lo tanto, la media es una
medida de tendencia central.

Sea X la variable aleatoria. El r-ésimo momento central de X o el r-ésimo momento
alrededor de 1a media de X se define por:



Hy = E(X —p) = (x— 1) p(x) siX es discreta
x (2.59)

s =EX-p) = I(x— 1) f(x)dx si X escontinua

-—00

El momento central cero de cualquier variable aleatoria es 1 dado que:
po =EX -1’ =EQ)=1
De manera similar, el primer momento central de cualquier variable aleatoria es cero dado

que: t4 =EX-p) =EX)-p=0

El segundo momento central p, = E(X - 4)° recibe el nombre de varianza de la variable
aleatoria puesto que:

1y = Var(X) = E(X - ) = EX? ~2Xpu+422)= E(X?) - 2% + 422
Hy =y — B

La varianza de cualquier variable aleatoria es el segundo momento alrededor del origen
menos el cuadrado de la media. Generalmente se denota por o’ la varianza de una variable
aleatoria es una medida de dispersién de la distribucion de probabilidad de ésta. Por
ejemplo en el caso continuo, si la mayor parte del area bajo la curva de distribucion se
encuentra cercana a la media, la varianza es pequefia; si la mayor parte del area se
encuentra muy dispersa alrededor de la media, la varianza sera muy grande.

La raiz cuadrada positiva de la varianza recibe el nombre de desviacion estdndar y se
denota por o. A pesar de que o y & son los simbolos més usados para la varianza yla
desviacion estandar respectivamente; en este trabajo se emplearén las notaciones o?(X) o
Var(X) para la varianza y orX) o d.e.(X) para la desviacion estandar dada su identificacion
explicita con la variable aleatoria involucrada. Por la misma razdn, a veces sera necesario
emplear la notacion u,(X) para denotar el r- ésimo momento central de X.

Es util notar que la varianza de una variable aleatoria X es invariable; es decir,
Var(X +b) = Var(X)para cualquier constante b. De manera general se puede demostrar

que Var(aX +b)= anar(X ) para dos constantes cualquieraa y b.

Una medida que compara la dispersion relativa de dos distribuciones de probabilidades e
el coeficiente de variacion que estd definido por V' =0/u y expresa la magnitud de 1a
dispersion de la variable aleatoria con respecto a su valor esperado. V' es una medida

estandarizada de la variacion con respecto a la media, especialmente util para comparar dos
distribuciones de probabilidad cuando la escala de medicion difiere de manera apreciable

entre éstas.
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En este punto se examinaran los momentos centrales tercero y cuarto de una variable
aleatoria X. Estos momentos centrales proporcionan informacién muy Wtil con respecto a la
forma de la de la distribucion de probabilidad de X.

El tercer momento central u; = E(X - ,u)3 esta relacionado con la asimetria de la
distribucion de probabilidad de X'y puede demostrarse que:

’ ’ 3
H3=p3 =3ppy +2u

Para las distribuciones de probabilidad que presentan un sélo pico, si x5 <0, se dice que la

distribucion es asimétrica negativamente; y si u, =0, la distribucion recibe el nombre de

simétrica. Sin embargo, a menos que la distribucion presente un sélo pico, el conocimiento
de w5 no es suficiente para tener una idea de la forma de la distribucion. Aun asi; el tercer

momento central puede dar resultados erréneos, dado que depende de las unidades en las
que se mide la variable aleatoria X. Para estos casos, una medida mas apropiada de

asimetria, es el tercer momento estandarizado dado por a3 =3 [y )3/ 2 que recibe el
nombre de coeficiente de asimetria.

El coeficientear; es la medida de la asimetria de una distribucién de probabilidad con
respecto a su dispersion, como muestra la figura 2.11.

<0

a (csimétiico positivamente) b {asimética negativamente)

a,=0

¢ ([gmética)
Figura 2.11: Funciones de densidad de probabilidad tipicas de distribuciones
Notese que si la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X es simétrica, todos

los momentos centrales de X de orden impar seran cero, dado que cada valor positivo de
(X — p)" se cancela por un valor negativo de la misma magnitud y de igual probabilidad.

El cuarto momento central, y, = E(X ~ w = My — s + 6;42,u§ - 3/14 es una medida de
que tan puntiaguda es la distribucion de probabilidad de probabilidad y recibe el nombre de
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curtosis. Al igual que para el tercer momento, es preferible emplear el cuarto momento
estandarizadoa, = s, /15 2 | como medida relativa de la curtosis.

Si a4 >3, la distribucion de probabilidad presenta un pico relativamente alto y recibe el
nombre de leptocurtica; si a4 <3, la distribucion es relativamente plana recibe el nombre
de platicirtica; y si a4 =3 la distribucién no presenta un pico muy alto ni muy bajo y
recibe el nombre de mesocirtica. Los tres tipos de distribuciones se ilustran en la figura
2.12.

a>3

a (Leptocurtica)

a,<3

b (Platiclrtica)

o,=3

¢ (Mesocurtica)
Figura 2.12: Funciones de densidad de probabilidad tipicas de distribuciones

El valor de 3 se emplea como referencia debido a que en la prictica la curtosis
estandarizada de una distribucién de probabilidad se compara con la distribucién normal
cuyo valor es 3. En este momento se considera el concepto de variable aleatoria
estandarizada. Sea X cualquier variable aleatoria con media u y desviacion estandar 0. La
cantidad ¥ = (X — u)/o define una variable aleatoria ¥ con media cero y desviacion
estandar uno. Esta variable recibe el nombre de variable estandarizada correspondiente a
X. De hecho, para cualquier valor particular x de X, el valor de ¥ = (X - 4)/o indica la
desviacion del valor de x del valor esperado de X en términos de las unidades de la
desviacion estandar.
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El valor esperado de Y es cero y el r- ¢simo momento central de Y es:

1, X)=EX")=p,(X)/0" = p, (X)/[ QO 2.60)
y es evidente que Var(Y) = u, (¥)=1

En particular nétese que a;(¥)=a3(X)y a4(Y)=a4(X). La estandarizacion de una
variable aleatoria, afecta a la media y a la varianza, pero no a los factores de forma.

2.3.7.6 Otras medidas de tendencia central y de dispersién
Para cualquier variable aleatoria X, se define la mediana x, s de X, como:

P(X<x35)<Y% y P(X<x05)=Y% si X esdiscreta
P(X<xy5)=} si X es continua (261)

Si existe uno de estos valores para X, entonces xps recibe el nombre de mediana de la
distribucion de X'y es una medida de tendencia central en el sentido de que es el valor para
el cual la distribucion de probabilidad se divide en dos partes iguales.

Para cualquier variable aleatoria X, se define la moda como el valor x,, de X, que maximiza
la funcién de probabilidad, si X es discreta, o la funcion de densidad si X es continua. Si
existe uno de estos valores para X, entonces xy, recibe el nombre de moda de la distribucién

de X. Si X es continua, la moda es la solucién de d f{x)/dx=0 si d? f(x)/dx2 <0. Sila

segunda derivada es positiva, el valor recibe el nombre de antimoda; éste se encuentra en
las distribuciones que tienen forma de U. Si existen varios maximos o minimos, las
distribuciones reciben el nombre de multimodales.

De acuerdo con exposicion empirica del numeral 2.3.2.1, la media de una variable aleatoria
es generalmente la medida de tendencia central. Sin embargo, en algunas situaciones la
mediana y en menor grado la moda, pueden ser medidas de tendencia central mucho més
apropiadas. Por ejemplo en distribuciones unimodales cuya asimetria es grande, el valor
esperado de la variable aleatoria puede ser afectado por los valores extremos de la
distribucién, mientras que la mediana no lo estard. Para distribuciones unimodales con
asimetria negativa, la mediana es mas grande que la media, mientras que lo opuesto es
cierto para distribuciones unimodades con asimetria positiva. Para distribuciones
unimodales simétricas, la media, la mediana y la moda coinciden en su valor.
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Eiemglo 2.6

Sea X una vanable a]eaiona que representa el tiempo de duracién en-horas de cierto
componente eléctrico. Sila PDF de X esta dada por:

)
! (raa.ﬁ) .

ﬂ") 1000° > ¥>0
0 paracualquier otro valor

Determinar y comparar la media y la mediana.

. f x ‘
La media de X es: E(X)—m jxe( 1_°°°]dx—woojue ¢4 g

E(X)= 1ooor(2) 1000 horas

En donde ¥=1000u y dx=1000du."

B ey :
LamedJanadeXesP(XSxoj) F(xOS)_E)_OE e( 1000)4,‘

x
P(X <x45)=Fxgs)= 1,~e( 1000) =05
Por lo tanto x5 5 ==1000In 0.5 = 693.15 horas

Se puede demostrar que esta funcxon de probabxlxdad es asnmétnca posmva, puesto que su
coeficiente de as1me11ia es az=2. De esta forma, la duracién medla de 1000 horas se
encuentra afectada por los valores de la- variable aleatoria en los ‘extremos de la.
distribuciéon. De hecho la probablhdad de que un componente trabaje més que el valor

promedio, es de
P(X>u)=1-Fu) = 1-0.6321 = 0.3679

En este caso, el valor dela medlana para el tlempo de duracuSn de 693 15 horas resulta ser
una medlda mas apropxada de tendencla central

Ademas de la varianza, existen otras mediadas de dispersion para variables aleatorias como
el recorrido interdecil, el recorrido intercuartil y la desviacion media. Las primeras dog
son funciones de los cuantiles de la distribucién de probabilidad. La desviacion media es e]
paralelo conceptual de la desviacién estandar, con excepcion de que se emplea el valor
absoluto de la diferencia entre el valor de la variable aleatoria y su valor esperado en lugar

del cuadrado de ésta.
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Para cualquier variable aleatoria X, el valor del cuantil X; de orden g, 0 <g <1, es el valor
de Xtal que:

P(X<x,)<q vy P(X < xq)z g si X esdiscreta
P(X<x,)=q si X es continua

Generalmente los valores de los cuantiles de una variable aleatoria continua son
relativamente faciles de determinar. Sin embargo, para variables aleatorias discretas los
valores cuantiles generalmente se obtienen por interpolacion, dado que no siempre es
posible obtener una solucién exacta. Los cuantiles usados cominmente son:

» Los percentiles que son los puntos que dividen a la distribucion de probabilidad en 100
intervalos, cada uno con probabilidad de 0,01.

» Los deciles que son los puntos que dividen a la distribucion de probabilidad en 10
intervalos, cada uno con probabilidad de 0,1.

» Los cuartiles que son los puntos que dividen a la distribuciéon de probabilidad en 4
intervalos, cada uno con probabilidad de 0,25.

Nétese que la mediana es también el 50° percentil, el 5° decil y el 2° cuartil; el recorrido
interdecil es la diferencia entre el 9° y 1° decil; el recorrido intercuartil es la diferencia entre
el 3° y 1° cuartil.

De esta manera, el recorrido interdecil es una medida de la dispersion de la mitad del 80%
de la distribucion de probabilidad, en tanto que el recorrido intercuantil refleja la variaciéon
de la mitad (50% de la distribuciéon). En ambos casos, al excluir los efectos de los valores
extremos de la distribucion, se tiene la capacidad de medir la variabilidad de una variable
aleatoria alrededor de la mitad de su distribucion de probabilidad.

La desviacion media de una variable aleatoria X, es el valor esperado de la diferencia
absoluta entre X y su media y esta dado por:

EX—-py= Y |X-pyp(x) siX esdiscreta
toda x (2.62)

o
EX - = [|1X - p|f(x)dx si Xescontinua

—0

A pesar de que la desviacion media es una medida legitima de dispersion, existen
distribuciones de probabilidad para las que dar un tratamiento analitico o es muy dificil o
imposible. A pesar de todo y como se ilustro en el numeral 2.2.2.3, la desviacion media es
una alternativa viable a la desviacion estandar como medida de dispersion para conjuntos
de datos cuyo fundamento se encuentra en evidencia empirica. Debe notarse que para
distribuciones con valores grandes es sus extremos, el valor de la desviaciéon media se ve
menos afectada que la desviacion estandar por la existencia de valores extremos.
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2.3.7.7 Funciones generadoras de momentos

Hasta el momento se han presentado distintas formas para determinar los momentos de una
variable aleatoria dada su distribucién de probabilidad.

Como método alternativo se presenta la esperanza de cierta funcioén conocida como funcién
generadora de momentos.

Sea X una variable aleatoria; el valor esperado de e* recibe el nombre de funcién
generadora de momentos y se denota porm(,), si el valor esperado existe para cualquier

valor de ¢ en algiin intervalo — ¢ <t < ¢ en donde ¢ es un numero positivo, entonces:

M) = E[e”‘ J: > e"p(x)  siX esdiscreta 269
X

M) =E[e“ ]= ]?ebr f{x)dx si X escontinua

Notese que m,(,) nada mas es funcién argumento de 7. Si #=0 entonces, m,(g) = Eleolz 1.
Si la funcion generadora de momentos existe, puede demostrarse que es unica y que
determina por completo la distribucién de probabilidad de X. En otras palabras, si dos
variables aleatorias tienen la misma funcién generadora de momentos, entonces tienen la
misma distribuciéon de probabilidad. Si la funcion generadora de momentos existe para
—c<t<c, entonces existen las derivadas de ésta de todos los ordenes para 7 =0. Lo
anterior asegura que m,(,) generara todos los momentos de X alrededor del origen. Asi:

d';:(t = %E[e“]t - E@x)=p (2.64)
£=0 =

2 2

dt:(t 3 E[etx] = ( )= Hy (2.66)

La nocién de una funcion generadora de momentos puede extenderse a otros puntos de
referencia ademés del origen. En particular, se define funcion central generadora de
momentos la que, si existe, generard todos momentos centrales de una distribucién de

probabilidad.
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Sea X una variable aleatoria. El valor esperado de e’*#)recibe el nombre de funcién
generadora de momento central y se denota por m,_ u(r)> Si €l valor esperado existe para

cualquier # en algin intervalo —c <¢ <c en donde c es un nimero positivo, entonces:

My p(s) = Ele'(x"")l= >e =M p(x)  siX esdiscreta
X

My_u(e) = E[et(x_” ) ]= _[ e’#) flx)dx si X escontinua (2.67)

—0

2.4 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD QUE SE APLICANEN LA
EVALUACION DE CONFIABILIDAD DE SISTEMAS ELECTRICOS |2}, [3],
4L ‘

2.4.1 Introduccién

Si examinaran ahora con detalle algunas distribuciones especificas de probabilidad que han
demostrado empiricamente ser modelos Utiles para problemas relacionados con la
confiabilidad de sistemas eléctricos. A pesar de ello, tales distribuciones presentan un
caracter tedrico en el sentido en que sus funciones de probabilidad o de densidad de
probabilidad se deducen mateméticamente, basandose en ciertas hipétesis que se suponen
validas para fenémenos aleatorios. La eleccion de una distribucion de probabilidad para
representar un fenémeno de interés practico debe estar motivada por la comprensién de la
naturaleza del fendmeno en si y por la posible verificacion de la distribucién seleccionada a
través de la evidencia empirica. En todo momento debe evitarse aceptar de manera técita
una determinada distribucion de probabilidad como modelo de un problema préactico.

Se examinaran varias distribuciones tanto discretas como continuas. En cada caso se
expondran detalladamente las distintas caracteristicas de las distribuciones particulares de
probabilidad y se estableceran sus medidas descriptivas numéricas. Una distribucion de
probabilidad esta caracterizada, de manera general, por una o mas cantidades llamadas
pardmetros de la distribucion.

Un parametro puede tomar cualquier valor de un conjunto dado y en ese sentido, define una
familia de distribuciones de probabilidad que tendran la misma funcion genérica de
probabilidad o PDF. Se trataran varios tipos de parametros:

Parametros de conteo para los cuales se usaran las letras n y %.
Parametro de proporcion para el cual se usara la letra p.
Parametro de rapidez para el cual se usara la letra A.
Parametro de localizacion para el cual se usaré la letra .
Parametros de escala para los cuales se usaran las letras oy 6.
Parametros de forma para los cuales se usarén las letras ay .

AR U N N
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v" Cuando la presentacién sea de naturaleza general y no se esté tratando ningiin tipo de
parametro en particular, se empleara & para designar ese parametro.

Los parametros de conteo y de proporcion son autoexplicativos. Un parametro de rapidez
representa la "rapidez” con la que ocurre un evento aleatorio en el tiempo o en el espacio.

Un parametro de localizacion relaciona la funcion (densidad) de probabilidad con el origen
de la escala de medicion, localizandola sobre el eje de las x sin tener algin efecto sobre la
apariencia. La presencia del parametro de localizacion u en la funcion de probabilidad es
siempre de la forma (x-£). Un parametro de escala es la cantidad que relaciona las unidades
fisicas de la variable aleatoria y de esta forma la escala. Un parametro de escala influye
sobre la dispersion de una variable aleatoria y de esta forma afecta la apariencia de la

funcién de probabilidad.

La aparicién de un parametro de escala en la funcion de probabilidad es de la forma x/6.
Un parametro de forma afecta la forma de la funcién de probabilidad en diverso grado,
dependiendo del modelo particular. A pesar de que en muchas ocasiones el pardmetro de
forma se encuentra en un exponente de la funcion de probabilidad, no existe ninguna forma
estindar en la que pueda asociarse con x sin importar su apariciéon en la funcién de

probabilidad.

2.4.2 Algunas distribuciones discretas de probabilidad

2.4.2.1 La distribucién binomial

Se puede imaginar un experimento en el que el resultado es la ocurrencia o no ocurrencia
del evento. Sin pérdida de generalidad, llamase éxito a la ocurrencia del evento y fracaso a
su no ocurrencia. Ademas, sea p la probabilidad de éxito cada vez que el experimento se
lleve a cabo y 1- p = g la probabilidad de fracaso. Sup6ngase que el experimento se realiza
n veces y cada uno de éstos es independiente de todos los demas y sea X la variable
aleatoria que representa el namero de éxitos en los 7 ensayos. El interés esta en determinar
la probabilidad de obtener exactamente X = x éxitos en 7 ensayos.

Las suposiciones claves para la distribucién binomial son:

1. La probabilidad de éxito p permanece constante para cada ensayo.

2. Los n ensayos son independientes entre si.
3. Cada ensayo debe resultar en un éxito o en un fracaso.

4. El namero de ensayos es fijo.

Se dice que X tiene una distribucién binomial con una funcién de probabilidad, dada por:
nl

plx; n,p)={(n-x
0 para cualquier otrovalor. 0<p<1, para nentero

p*a-p)* x=0,1,2,...,n
)lxl (2.68)
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donde los parametros de la distribucién binomial son n y p. Estos definen una familia de
distribuciones binomiales, en donde cada miembro tiene la funcion de probabilidad
determinada por la ecuacion anterior. Para ilustrar el efecto de estos parametros, la figura
2.13 proporciona algunas graficas de la distribucion binomial.

El nombre de la distribucién binomial proviene del hecho de que los valores de p(x) para
x=0,1,2,...,n son los términos de la expansién binomial de [p + (1 — p)]" =1.

La probabilidad de que una variable X sea menor o igual a un valor especifico de x, se
determina por la funcién de distribucion acumulativa, asi:

P(X <x)=F(x;n,p)= Z( ]p"(l—p)""' (2.69
i=0
0.4 n=>5 0.4 n=5 0,4
:‘8: 0.3 p=0.2 %‘ 0.3 p=0.5 = 03
0,2 0.2 0.2
o | *d | | |
0 3 45" 17 2 3 4 5° 01 2 3 45"

Figura 2.13: Gréficas de Ia funcién binomial de probabilidad

En la tabla B-1 se dan las probabilidades acumulativas para distintos valores de x, ny p. Se
puede verificar la propiedad:

plx; n,p)=F(x;n,p,)-F(x-1,n,p)

Debe notarse que si n = 1, la funcion de probabilidad binomial se reduce a:

X 1__ 1-x - 0 1
p(x; p)= p-p) * .’ (2.70)
0 para cualquier otro valor.

con pardmetro p y es la funcion de probabilidad de la distribucion puntual de o de
Bernoulli.

Ejemplo 2.7

‘Todos fos dias se seleccionan, de manera aleatoria, 15 pararrayos con el propésite de:
verificar ¢l porcentaje de pararrayos. defectuosos en la produccién. Con base en
‘informacién pasada, la probabilidad de tener un pararrayo defectuoso es de 0,05. La:
gerencia de la fabrica ha decidido detener la produccién cada vez que Ia muestra tenga 2 0
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mas: paraJTayos .defectuosos. [,Cllél es la probablhdad de: que’-.f' en .cualquier dia’ la
producclonsedetenga? R . : : S

Sx el modelo aproplado para esta sntuacu’m es:la: dlstnbuclén bmomlal se puede suponer
que los 15 pararrayos que se seleccionan al dia, constituyen un conjunto de ensayos
independientes- de tal manera que. la probabilidad de tener un pararrayos defectuosos-es de.
0.05 entre ensayos; Sea X el nimero de pararrayos defectuosos que se encuentran entre los.
15. Para =15 y p=0.05 la probabilidad de que Ia produccion se detenga es 1gua1 ala
probabilidad de que X sea mayor o igual a 2. De esta manera:

P(X 22)=1-P(X <I)=1-F(L;15,0.05)=1- Z( 5)oos - 005)15" »
. i=0

15) - | _.
P(X=22)=1- (lﬂo.os" (1-0.05)!%0 -( : )o.os’ (1-0.05)*1=0.1709

Las propiedades de la distribucion binomial son las siguientes:

La media de una variable aleatoria binomial es: E(X)= u=np

La varianza de una variable aleatoria binomial es Var(X) = np(1- p) = npq .
El tercer momento central de la distribucion binomial es y3 =np(1- p)(1-2p)
1-2p

[np(1 - p)I

El tercer momento estandarizado de la distribucion binomial es a3 = también

llamado coeficiente de sesgo.
El cuarto momento central de la distribucion binomial es

4 =np (- p)Prp(1- p)+[1 - 6p(1- p)]}
El cuarto momento estandarizado o curtosis relativa de la distribucion binomial es
[1-6p(-p)]
np(1- p)
La funcion generadora de momentos para la distribucion binomial es

M) = E[e"‘]= kl ~p)+¢ p]n

ay =3+

Ejemplo 2.8:

Un sistema eléctrico de potencia es alimentado desde varias estaclones de generacion que
tienen.un total de 150 unidades de generaciéon. Asumiendo que la probabilidad de salida de.
cada unidad es de 6%, jcudl es la probabilidad de que exactamente 2 unidades estén fuera
de servicio?

Aqui x=2; »=150, p=0.06

P(2:150,0.06) = Z( ]006’(1 006)15°-'=om24
=0
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Eiemg’lo 2 9.

Una pequefia planta de generacion esta dlsenada para satlsfacer una. carga de IOMW aun
factor de carga del 100% Cuatro alternatlvas estan s1endo con31deradas

Una umdad de IOMW

Dos unidades de 10. MW

Tres unidades de 5 MW, L
Cuatro unidadesde 3 '/s MW.

BN -

Cada una de estas alternativas con excepcxon dela pnmera tiene una unidad.de reserva que.
supera la carga constante de 10 MW. Cada unidad tiene una rata de salida forzada de 0.03
(probabilidad de falla). Los méritos relativos de cada alternativa. desde el punto de vista de’
confiabilidad pueden ser comparados usando la expansxén bmomlal y el concepto de
esperanza matematlca S G _ :

De la deﬁmcnén de salida - forzada, la probablhdad de encontrar varias cantxdades de.
capacidad fuera de servicio en el futuro para cada alternativa puede ser determinada. La.
tabla 2.1 da las probabilidades de salida de unidades y proporciona indicaciones de.
diferentes pasibilidades de capacidad en cada alternativa pero no indica los méntos de cada
conﬁablhdad relativa. La tabla 2.2 muestra los estimativos de perdldas de carga

Se puede ahora hacer una comparaclén del costo de cada altematlva y la confiabilidad
relativa es dada por la pérdida esperada de carga. Los costos de cada alternativa deberian
ser hechos de los cargos anuales y de los costos de operacion y mantenimiento. Para el
propésito de este ejemplo, se ha asumido que éstos estdn en proporcion a la capacidad
instalada total de cada alternativa usando 10 MW como la base para trabajar en por unidad.
Dicha comparacion se muestra en la tabla 2.3. :

El indice de confiabilidad deberd estar en términos de tiempo en lugar de la pérdida.
esperada de carga. Con un factor carga del 100%, la probabilidad de cualquier pérdida de:
generacion mas grande que el margen de capacndad de reserva resultaré en una pérdida de

carga total. Usando 8760 horas por afio, el corte esperado de carga para cada condlclén de'
capacidad se muestra en la tabla 2.4.

 El indice de conﬁablhdad en términos de horas de salida esperadas por aﬁo proporcxona una
indicacion del mimero de horas de cualquier pérdida de carga y no indica la cantidad de
pérdidas. El criterio de pérdida de carga esperada de MW indica el corte de carga
promedio a largo plazo o esperado sin la indicacion de tiempo. La seleccion del criterio
 dependera del tiempo del proceso de suministro de la planta. Existe otro cnteno que debera
ser usado.

' Es interesante notar el incremento en el nivel de riesgo que existe en un sistema que

contiene unidades idénticas, si una unidad de reserva estd en mantenimiento y el nimero de

-unidades es gradualmente mcrementado Se asume que cada una de las unidades tienen una
rata de salidas forzadas de 0.02. los valores de probabilidad pueden ser obtenidos de 1a
tabla de distribucién binomial (Tabla B.1).
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'El riesgo relativo est4 basado en la pérdida probable de cualquier carga usando el valor
‘abtenide en los dos niveles de riesgo: de unidad y en P.U; el factor de carga asumido fue
de 100% ylos resultados se muestran en la tabla 25 o -

-Puede verse claramente que una umdad de reserva e€n exceso de carga no resulta en un-
riesgo constante a medida que el nimero de unidades y la carga aumentan. Este critetio ha
sido frecuentemente postulado en el pasado para planeamiento de la -capacidad de
generacion. - El error en el uso de esta aproximacién ha sido generalmente: reducido a
medida que las adiciones de unidades tienden a incrementarse en tamafio.

Alterns | Umidades MW MW Probabilidad individual
tiva fuera de Fuerade | Dispon Calculo Resultados
servicio servicio bles
1 0 0 10 0.03
1 10 0 0.97
0 0 20 0.97* 0.9409
2 1 10 10 2x0.970x0.03 0.0582
2 20 0 0.032 ' 0.0009
0 0 15 0.97° 0.912673
1 5 10 3x0.972x0.03 0.08468
3 2 10 5 3x%0.97x0.032 0.002619
3 15 0 0.03° 0.000027
0 0 13.33 0.97° 0.88529281
1 3.33 10.00 4x0.97° x0.03 0.10952076
4 2 6.66 6.66 6x0.97°%0.037 0.00508086
3 10.00 3.33 4x0.97x0.03° 0.00010476
4 13.33 0 0.03* 0.00000081
Tabla 2.1: Probabilidad de salida de unidades
Unidades . Carga no Pérdida 1
Alternativa | fuera de Fl‘\:fe‘f 2 P{?:l)::l atendida | esperada de tci:dhl/(fltv
servicio MW Carga MW
1 1 10 0.03 10 0.3 0.3
2 2 20 0.0009 10 0.009 0.009
2 10 0.002619 5 0.013095
3 15 0.000027 10 0.000270 | 0-013365
2 6.66 |0.00508086| 3.33 0.0169362
4 3 100 |0.00010476| 6.66 0.0006984 | 0.0176427
4 1333  [0.00000081 10 0.0000081

Tabla 2.2: Estimacién de pérdida de carga
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Unidades/ Capacidad de la Pérdida esperadade | Costos de
planta ~ planta en MW . carga Inversion:

1 10 03 1.0

2 20 0.009 ‘ 2.0

3 15 0.013 1.5

4 13' 0.018 1.33

Tabla 2.3: Comparacién de costos y confiabilidades relativas

Unidades por Probabilidad de Corte esperado
planta pérdida de Carga de carga
1 0.03 262.8 hr/afio
2 0.0009 7.9 hr/afio
3 0.002646 33.1 hr/afio
4 0.00518643 45 .4 hr/afio
Tabla 2.4: Corte esperado de carga (duracién horas/ aiio)

Numero de unidades | Probabilidad de salida en . lati
en el sistema exceso de una unidad Riesgo relativo

2 0.000400 1.00

3 0.001184 2.96

4 0.002336 5.85

5 0.003842 v 9.60

6 0.005687 14.20

7 0.007857 19.60

8 0.010337 25.80

9 0.013115 32.80

10 0.016178 40.40
Tabla 2.5: Niveles de riesgo relativo en funcién del nimero de unidades

en el sistema

Como se anoté previamente, la distribucion binomial es aplicable solamente si cada ensayo
tiene probabilidades idénticas de éxito o fracaso. Cada ensayo debe también tener la misma

significancia en el sistema considerado.
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Ejemplo 2 1 0:

Una planta de generacion tiene dos unidades de 20MW y una de 30MW. Cada unidad tiene
una rata de salida forzada de 0:1 (ésta no es una rata de salida préctica: pero facilita la
multlpllcaclon) Calcular las tablas de probabllldad de sahda de capacldad de: esta planta

a) Las probabxhdades de encontrar varios numeros de unidades : fuera de servicio son
dadas por la. expansmn bmomlal (0.9+0.1)°. Los resultados se muestran en la tabla 2.6.

b) La dlstnbuclon bmo,xmal no es totalmente aplicable en la determinacién de la tabla de
probablhdades de salida de capacidad de la planta pues todas las unidades no tienen la
misma capacidad. En la tabla 2.7 se muestran las probablhdades “incluyendo los

resultados de una combinacién.

Unidades fuera de Servicio Célcllzlrgbabmdi:esulta i
| 0 0.9° 0.729
1 3x0.9%x0.1 0.243
2 3x0.9x0.1% 0.027
3 0.1° 0.001
Tabla 2.6: Probabilidades de salida de varias
unidades
Forma de operacion Capacidad MW Probabilidad
fuera de Servicio Célclglo resultado
. 0 0.9 0.81
Con dos unidades 20 2x0.9%0.1 0.18
de 20MW 40 0.1% 0.01
Con una unidad de 0 0.9
30 MW 30 0.1
0 0.81x0.9 0.729
20 0.18x0.9 0.162
Combinando las 30 0.81x0.1 0.081
dos formas de 40 0.01x0.9 0.009
operacién 50 0.18x0.1 0.018
60 —_ -
70 0.01x0.1 0.001
Tabla 2.7: Probabilidades de salida de varias unidades
con varias formas de operacién
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2.4.2.2 La Distribucién de Poisson [2], [3], [7]

Es otra distribuciéon discreta de probabilidad muy util en la que la variable aleatoria
representa el nimero de eventos independientes que ocurren a una velocidad constante en
el espacio o en el tiempo. De hecho, la distribucion de Poisson es el principal modelo
probabilidad empleado para analizar problemas de lineas de espera. Ademas, ofrece una
excelente aproximacion a la funcion de probabilidad binomial cuando p es pequefio y 7 es
grande.

La distribucion de Poisson representa la probabilidad de ocurrencia de un evento aislado un
niimero especificado de veces en un intervalo dado de tiempo o espacio cuando la rata de
ocurrencia es fija en un tiempo o espacio continuo. La ocurrencia de eventos debe ser
afectada por la casualidad solamente. Una caracteristica de la distribucion de Poisson es el
hecho de que solamente la ocurrencia de un evento es contada, la no ocurrencia no es
contabilizada. Como el niimero total de eventos no es conocido, la distribuciéon binomial
no es aplicable. Ejemplos tipicos son los siguientes:

v" Numero de descargas atmosféricas en un periodo.
v" Numero de llamadas telefénicas en un periodo.
v Numero de defectos en piezas similares.

Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de eventos aleatorios independientes
que ocurren con una rapidez constante sobre el tiempo o el espacio. Se dice entonces que la
variable aleatoria X tiene una distribucién de Poisson con funcién de probabilidad dada
por:

X

—e
p(A)=1«
0 para cualquier otrovalor.

x=012.. A>0yi=np (2.71)

que es la probabilidad de obtener x éxitos en » ensayos.

El parametro de la distribuciéon de Poisson es A, el namero promedio de ocurrencias del
evento aleatorio por unidad de tiempo. Para valores mayores de cero, A define una familia
de distribuciones con una funciéon de probabilidad determinada por la ecuacién anterior.
En la figura 2.14 se proporcionan algunas graficas de la funciéon de probabilidad de
Poisson para distintos valores de A.

La probabilidad de que una variable aleatoria de Poisson X sea menor o igual a un valor de
x, se determina por la ADF.

P(X <x)=F(x, )= i X

i=0 il

(2.72)
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0.4+ 0,4
= 0.3 =1 = 0.3 A=2
Q 0,2- 2 0,21
o , | oM | |
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01 23 45" 01 23 45 6~
0,4- red
= 0.3+
Q 0,2-
o1 | | |
l I I l | BT
01 2 3 45 6 7 809

Figura 2.14: Grificas de la funcion de probabilidad de Poisson

En la tabla B-2 se encuentran las probabilidades para distintos valores de x y A, puede
usarse para determinar las probabilidades individuales mediante el empleo de la relacién:

plx; A)=F(x; 2)-Fx-1; 1)

Ejemplo 2.11:

Después de una prueba de laboratorio muy rigurosa con cierto componente eléctrico, el
fabricante determina que en promedio, solo fallaran dos ‘componentes antes de tener 1000
horas de operaciéon. Un comprador observa que son 5 las que fallan antes de las 1000
horas. Si el nimero de componentes que fallan es una variable aleatoria de Poisson,
;Existe suficiente evidencia para dudar de la conclusion del fabricarite?

La duda estadistica puede apoyarse en términos de la probabilidad. Si un evento debe o no
ocurrir bajo ciertas condiciofies, su ocurréncia se decide en términos de probabilidad del
evento bajo esas condiciones.” Al mismo tiempo debe tenerse en mente que un valor de
 probabilidad pequefio no impide la ocurrencia del evento, a menos que este valor sea cero.
En dicho caso, se tiene que 4 =2. Se supone que la frecuencia ¢on que ocuiren las fallas es
constante e igual a 2 por cada 1000 horas o un promedio de 1/500 de umdades porhora. La
probabilidad de que fallen 5 componentes en 1000 horas és:

-—2 25

p(52) = = 0.0361

Y la probabilidad de que por lo menos fallen 5 en 1000 horas es:
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P(x > 5) =1~ F(4 2)= Z =o.0527
is R ‘—O L S

Ambas probabxlldades son, de manera relatxva, pequenas Esto es si eI numero de fallas en
1000 horas esta descrita de manera apropiada por la dlsmbucxon de Po:sson con una
frecuencia constante de 2, existe una probabilidad de observar exactamente 5 unidades
defectuosas de 0,0361 y una probabilidad de 0,0527 de observar por lo menos 5 en el
mismo periodo de operaclén Sin embargo, antes de tomar cualquier medida en contra del:
fabricante, es necesario contestar algunas preguntas. Por ejemplo, ies la frecuencia de
falla constante e igual a 2 durante 1000 horas?. Ain si lo anterior fuese cierto, jes el
medio de operacion es el mismo bajo. el cual’ el fabricante. hizo sus pruebas?.: Esto es, €8s
posxble tener factores extrafios introducidos de manera inadvertida que estén causando un
nimero tan alto de fallas?. Las- pteguntas antenores solo pueden contestarse con . una
comprension completa de la situacion. 5 PR e S

Las propiedades de la distribucion de Poisson son las siguientes:

Valor esperado de la variable de Poisson E(X)= A = np
Varianza de la variable aleatoria de Poisson Var(X)=A=np.
El tercer momento central de la distribucion de Poisson es pu3 =A=np.

El coeficiente de asimetria es a3 =1/\A =1/.[np

El cuarto momento central es u, = 342+ A= 3(np)® +mp

El cuarto momento estandarizado o curtosis relativa es a‘; =3 +—}1- =3+ —1—

np

t
La funcion generadora de momentos es my,) = eMe-D

En conclusi6n, la distribucion de Poisson es leptocurtica con un sesgo positivo y se emplea
para modelar el nimero de eventos aleatorios independientes que ocurren a una rapidez
constante ya sea sobre el tiempo o el espacio. Se ha empleado de manera extensa para el
estudio de las lineas de espera, confiabilidad y control de calidad. Es también una forma
limite de la distribucion binomial y la aproxima de manera adecuada para valores grandes
de n 'y pequefios de p puesto que:

. n! . ePmp) e i
Lim,- x)!x!p( P = x?p =g = P4 (273
0

Sin embargo, debe aplicarse cuidadosamente la distribucion de Poisson en situaciones en
las que las condiciones de independencia y rapidez constante de ocurrencia son dudosas.
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Una aplicacion a la confiabilidad de equipos eléctricos es la siguiente:

Si el periodo considerado es continuo y el nimero de ocurrencias es expresado en unidades
de tiempo, luego el mimero promedio fallas puede ser designado por A¢, donde:

A es la rata promedio de fallas

t es el tiempo

X x
La expresion p(x; A7) = Q) —(ith)—e')"

da la probabilidad de x fallas en el periodo de tiempo .

El término importante en esta expansion es la probabilidad de fallas en el tiempo 7. Esta es
la confiabilidad del componente como una funcion del tiempo:

p0)=e* osea R@)=e*’ donde 1 es constante y R(f) es la funcién de
confiabilidad.

Sea Adt la probabilidad de que un evento ocurra una vez en el intervalo de tiempo (7, 1+d¥)
de longitud d7. Asumase que A es una constante y que df es lo suficientemente pequefio
para que la probabilidad de que el evento ocurra mis de una vez durante un intervalo de

longitud d* pueda ser ignorado.

Sea p«(t) la probabilidad de que el evento ocurra x veces en el intervalo (0, #)
Po(t +dt)= po()(1 - Adf)
Asumiendo eventos independientes

Polt+d)=po(®) __
S0 = o0

Como dt — 0 llega a ser incrementalmente pequefio y designando

£ = 220 - —py(ty

y usando las condiciones iniciales po@ =1 , po(t)= e

Este es el primer término de la distribucion de Poisson.

p.(t+dt)= px(t)[p (0 ocurrenciasen £,f + dt)]+
Si x>0; Pr—1®O]p( ocurrencia en £,f + dt)]+
P+ @®[p(2 ocurrencias en . + dr)]

Pero p,_» ()[p(2 ocurrenciasen #,¢ + dt)]es ignorado
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py(t+d)=p ()1~ Adt) + p,_, () (Adf)
x =At
px(t + dt) = glt)__
x!

La expresion para falla cero en la expansion de Poisson

R()=p(0)=e™*

es probablemente la mejor expresion conmocida en la evaluacién cuantitativa de la
confiabilidad y sera discutida en detalle mas adelante.

Ezemglo 2. 12:

En un sistema grande el nimero promedlo de fallas de lmeas por ano por cada IOGKm‘der
linea es 0,5. Considerando un tramo especifico de linea de 10Km de longltud, (,Cua]es son
las: probablhdades de fallas 0, 1, 2, etc. durante un penodo de 40 aﬁos? e

Asumiendo que el niimero promedlo de fallas es véhdo para la lmea en cuestlén y para un
periodo de 40 afios, el nimero promedio de fallas Ares:

h=0‘.5x10x40;2

100

2* 5. 22 23
px)="—e? I+2+ 4+t
PR=Se T ( 27w

=0. 135+0.27(H0.270+O. 180+0,090+0.036+0.012+...

La representacion grafica de esta distribucion se muestra en la figura 2.15

plx)
0,3

0,2

0.14.

6723 4567 nimerode
- fallas

Figura 2.15: Gréfica de probabilidad de Poisson
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2.4.3 Algunas distribuciones continuas de probabilidad

2.4.3.1 Ladistribucién normal o Gaussiana [2], [3], [4], [7]

Es indudablemente la mas importante y de mayor uso de todas las distribuciones continuas
de probabilidad. Es la piedra angular en la aplicacion de la inferencia estadistica en el
analisis de datos, puesto que las distribuciones de muchas estadisticas muéstrales tienden
hacia la distribucién normal conforme crece el tamafio de la muestra. La apariencia grafica
de la distribucién normal es una curva simétrica con forma de campana, que se extiende sin
limite tanto hacia la direccién positiva como hacia la direccion negativa. Un gran numero
de estudios demuestra que la distribucion normal proporciona una adecuada representacién,
por lo menos en una primera aproximacion, de las distribuciones de gran cantidad de
variables fisicas dentro de las que se destacan las mediciones fisicas de partes
manufacturadas, errores - de instrumentacion y otras desviaciones de las normas
establecidas. Sin embargo, debe tenerse mucho cuidado al suponer para una situacion dada

un modelo de probabilidad normal sin previa comprobacion.

Se dice que una variable aleatoria X se encuentra normalmente distribuida si su funcion de
densidad de probabilidad esta dada por:

2
Y=
1 [2(0)]
e —w<x<o,—o< g<ow, g>0 (2.74)

f(x; ﬂ,O') = a@_

con parametros £y © que no son otra cosa que la media y la desviacion estandar de X
respectivamente. En la figura 2.17 se muestran varias graficas para distintos valores de u1y

O y viceversa.

g J&) 5
c=1.41 0.5 BT\/_i}rc

0,4
0,34
0.2
0,1

Figura 2.17: Griéficas de la funcién de densidad normal para diferentes valores de
nLyo

Es obvio que para cualquier par de valores dé ¢ y o; la ecuacién anterior es simétrica y
tiene forma de campana. Si se obtienen las dos primeras derivadas de f(x; 14 0) con
respecto a X y se igualan a cero, se tiene que el valor maximo de f{x; 40 ) ocurre cuando
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x= pu y los valores de x=ut o son las abscisas de los dos puntos de inflexion de la

curva. El valor pico de la funcién es f{u) = L )

o2z

La ecuacion para f(x; u,0)es la densidad de probabilidad para la desviacion (x-4) y

representa la razon de cambio de probabilidad con respecto a x. Como la media u es
constante para cualquier distribucion, el efecto de x4 es cambiar la posicion de la curva
normal a lo largo del eje x, pero no modificar la forma de la curva, la cual depende solo del
valor de la desviacion estandar o. En consecuencia, o determina la dispersion horizontal y
por miltiples razones, es conveniente emplear o como una unidad de desviacion a partir de
la media. '

La media de una variable aleatoria distribuida normalmente se encuentra definida por:

EX)y=u

Una distribucion normal es simétrica alrededor de su media 4. Si el valor maximo de la
funcién de densidad de probabilidad normal ocurre cuando x = g, u es la media, la
mediana y la moda de cualquier variable aleatoria distribuida normalmente.

Las propiedades de la distribucion normal son las siguientes:

La varianza de una variable aleatoria distribuida normalmente es: Var(Xy=c’
La desviacion estandar sera o
El cuarto momento central es u~3 o4
El coeficiente de asimetria es a3(X)=0
La curtosis relativa es a4 (X)=3
pt——

[ T ]
., 2
La funcion generadora de momentos esmy; = e

La desviacion media es dm= 0.79790
El recorrido intercuantil es 1.350
El recorrido interdecil es 2.560

La probabilidad de que una variable aleatoria normalmente distribuida X sea menor o igual
a un valor especifico x, est4 dada por al funcion de distribucién acumulada.

P(X < x)=F(x, u,0) = 0'«/155 ]Ee['("")z / 2"zldt (2.75)

La integral de esta ecuacion no puede evaluarse en forma cerrada; sin embargo, se puede
tabular f{x; 42,6)) como una funcion de 1 y o, lo que necesitaria una tabla para cada par de
valores. Como existe un namero infinito de valores u y o, esta tarea es virtualmente

imposible. Afortunadamente, lo anterior puede simplificarse mediante el empleo de la
siguiente transformacion:
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Sea Z una variable aleatoria definida por la siguiente relacion:
z=X"F
o
en donde 2y o son la media y la desviacion estandar de X respectivamente. De acuerdo

. * N . . . s ey
con lo anterior Z es una variable aleatoria estandarizada con media cero y desviacién
estandar uno, de acuerdo con lo discutido en la seccion 2.3.7. Si esta transformacion se
aplica a P(X < x) entonces

P(X <x)=P(Z <(x- =_i_(x_ﬂ)/aepzz/2](adz)
X <x)=PEs@-p/o)=—7= |

- (2.76)

- | e

-

El integrando de esta tltima ecuacion junto con el factor 1/~27 es la funcién de densidad
de probabilidad de la variable aleatoria normal estandarizada Z. Esto es, si X se
encuentra normalmente distribuida con media x4 y desviacion o, entonces Z = (x - u)/o
también se encuentra normalmente distribuida con media cero y desviacion estandar uno.

Asi, para Z=(x—p)/o,PX<x)=P(Z<z)y

Fy(x; p,0) = F;(z,0,])

donde F,(z;0,1)es la ADF de la funcién de probabilidad normal estandarizada. En la
figura 2.18 se muestra la grafica de la funcidén de distribucién para la variable aleatoria
normal estandarizada.

Fz)
1,01

0.5

Figura 2.18: Funcién de distribucién de 1a normal estindar
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La funcion F,(z;0,1)se encuentra tabulada. Para cualquier valor especifico de z, el

correspondiente valor en la tabla B-3 es la probabilidad de que la variable aleatoria normal
estandar Z sea menor o igual z; esto es:

P(Z<2)=F,(2,0,1)= T/%; j'e[“z/ 2l1t (2.77)

En este momento es conveniente introducir la notacion X~ N(x, o) para denotar que la
variable X encuentra distribuida normalmente con media u y desviacion estindar o. En lo
que sigue se examinara como puede determinarse la probabilidad de que un valor de x se
encuentre entre ay b, si X~ N(u, o). Por definicion:

b
1 [—-(x—,u)z/20'2 |t?
Pla<X<bh= e 2.78,
(asX<?) a«/27r-|' (279

pero, mediante el empleo de la ecuacién

b Fore yeleme?
E(x)= e —_L(x el H ]dr +u (2.79)

Se tiene P(aSng)zp(a—,uszsb—ﬂ)
c

g
(b-p)/o
Plas X<b)= % | o2l (2.80)
" (a~wo
Plas<X <b)= Fz(?_—”; 0, 1] - Fz(a ;”; 0, 1) (2.81)
o

O sea que, la probabilidad de que X esté entre a y b es, de manera exacta, la misma
probabilidad de que Z se encuentre entre (a— u)/oy (b— u)/o , en donde Z es N(0,1). En
la figura 2.19 se ilustra esta correspondencia de probabilidades.
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Six)

— >

P(a< X <b)

Y
-

" 5
8 b

Mz) A

Yy
t

Figura 2.19: Correspondencia entre las probabilidades de X y Z

El area que se encuentra bajo la curva probabilistica normal entre la media (z=0) y (z=2) es:
Z

F(z) = j f(z)dz (2.82)
0

En consecuencia, a partir de la ecuacion

(4

(2.83)

d
Rz)= p(x) - = — =

Se tiene

(% )dz (284

F(z) =

1 z
N £ ©

Cabe destacar que la ultima ecuacion no se puede integrar directamente y que F(z) se debe
obtener por métodos numéricos. En la tabla B-3 se presenta la variedad total de valores de

F(z).

Ejemplo 2.13

Una empresa de energia instalé 2000 lamparas en la ciudad. Estas lamparas tienen una vida
atil promedio de 1000 horas con una desviacion estandar de 200 horas.
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a) Cuantas lamparas se podrian esperar que fallen en las primeras 700 horas de
funcionamiento.

2=1000 =200 7 = 100-1000

200

-1.5

El area mostrada en el diagrama de la figura 2.20 es dada en las tablas B-3 como 0,0668. El
valor esperado de fallas es 0,0668 * 2000=133,6 ~134 lamparas.

Area 1 parte b~
Area 2 parte b

Area requerida

700 900 1000 1300

e
< 2‘2

-1, 0

Figura 2.20: Curva de distribuciéon normal para las partes a y b del ejemplo

b) ¢ Cuantas lamparas puede esperarse que fallen entre 900 y 1300 horas de
funcionamiento?.

El 4rea requerida se muestra en la figura 2.20 donde:

900 - 1000 1300 -
_900-1000 7, - 1300-1000_,
200 200

Areal=0,1915 dada por tablas Area2=0,4332 dado por tablas
Areal + Area2 = 0,6247
El nimero esperado de fallas es 2000 * 0,6247 ~ 1250 Lamparas.

c) ¢ Después de cuantas horas de funcionamiento se espera que falle el 10% de las
lamparas?.
De tablas B-3 para p=10%, #=-1.28

== _2:)?)00 =—1.28 (véase figura 2.21) x=1000-256=744 horas
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Nota: Estas respuestas son predicciones y en el curso normal de eventos ellos estarian
razonablemente ajustados a la verdad, a condicion de que el status quo sea conservado.

-1,28 0

Figura 2.21: Curva de distribucién normal para la parte c del ejemplo.

Teorema del limite central

Si se tienen las variables aleatorias e independientes x;,x,,...x, distribuidas en forma

idéntica, cada una con media 4 y varianzac®, entonces la variable v, que se obtiene
mediante

yzzn:xi (2.85)

i=]

tendra una distribucion Z = (y —n,u)/ ( n 0') que se aproxima a una distribucién normal

con media cero y varianza uno, a medida que » aumenta su valor indefinidamente. La
expresion para Z puede ordenarse en una nueva formula.

yomu _ymop Q%MK X-p

Jno 0'/ /; o j_ B a/'\/.; (286

Lo que nos lleva a la conclusion de que la media de n variables aleatorias independientes
distribuidas en forma idéntica, estara distribuida de un modo casi normal sin importar la
distribucion subyacente de cada variable. De este modo, es posible establecer que si se
obtienen muestras de tamafio » a partir de una poblacion con media u y varianza finita &,
al incrementar », la distribucién de las medias muéstrales se aproxima a la normal con

Z=

media u y varianza o /2. Puede observarse que la Unica limitacion en la distribucién
subyacente consiste en que la varianza es finita y esto ocurre en casi todos los problemas de
ciencia e ingenieria.
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2.4.3.2 La Distribucion Beta 2], [7]

Se ha utilizado para representar variables fisicas cuyos valores se encuentran restringidos a
un intervalo de longitud finita y para encontrar ciertas cantidades que se conocen como
limites de tolerancia sin necesidad de la hipotesis de una distribuciéon normal. Ademas, la
distribucion Beta juega un gran papel en la estadistica bayesiana.

Se dice que una variable aleatoria X posee una distribucion Beta si su funcion de densidad
de probabilidad ésta dada por:

Mx"’_l(l——x)ﬁ'1 0<x<l, apf>0
fx;a, ) =1 T (@) (5) (287)
0 para cualquier otro valor

Las cantidades @ y B de la distribucion beta son ambas, parametros de perfil. Valores
distintos de @ y [ daran diferentes perfiles para la funcion de densidad beta. Si tanto «
como £ son menores que uno, la distribucion beta tiene un perfil en formade U. Sia<1 y
B = 1, la distribucion tiene un perfil de J transpuesta; si <1 y a2 1, el perfil es una J.
Cuando tanto @ y [ son ambos mayores que uno, la distribucidn presenta un pico en
x=(az-1)(a+p-2). Finalmente la distribucién beta es simétrica cuando @ = f. En la

figura 2.22 se encuentran ilustrados los perfiles para valores especificos & y .

Jx) - Jx)
=2
1,6 1,64 =3
1,2 1,2+
7 a=p=2
018"' 018"'
0.4+ 0,4 -
— X ———r X
0.2 0.4 0,6 0,8 0.2 0.4 0,6 0,8

Figura 2.22: Grificas de la funcion de densidad BETA para distintos valores de a y B.

Notese que si en la ecuacion para f{x; @ f ), x se reemplaza por x-1, se obtiene la siguiente
relacion de simetria: f{1-x; 8, a)=f(x; a, §)

El nombre de esta distribucion proviene de su asociacion con la funcidn beta que se
encuentra definida por

1
B(a,B)=[x*7(1-x)" dx
0

Puede demostrarse que las funciones beta y gama se encuentran relacionadas por la
expresion
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B(a,p)= 11:((‘17)1;%) (2.88)

Mediante el empleo de las dos ecuaciones anteriores, es obvio que f{x; @ ) es una funcién
de probabilidad. Esto es

1
Ia+p) j'x““ (-x)P - = I'a+p) B(a,B) =1 (2.89)
0

re)r(s) Te)r(s)

Y puesto que f{x; @, 8 ) no es negativa, ésta es una funcion de densidad de probabilidad. La
funcion de distribucion acumulada se encuentra definida por:

0 ; x<0
P(X <x)=F(x,a,f) = r(a“'ﬂ)_jta_l(l—t)/"l dt 0<x<l (290
r@)r(s);
La integral que aqui aparece es la funcion beta incompleta:
B(a,p)= [ -0 at (2.91)
0

De esta forma, la funcioén de distribucion beta puede expresarse como un cociente de dos
funciones beta incompletas, F(x;a, f) = B, (a, 8)/B(a,f)=1,(a,B), 0<x<l, donde
I (a, B) se encuentra tabulada de manera extensa en los libros de estadistica.

Los valores cuantiles x son aquellos para los que /,(a, f)es igual a 0.0025, 0.005, 0.01,

0.025, 0.05, 0.25, 0.1, 0.25 y 0.5 para distintas combinaciones de @ y B. Con el fin de
encontrar los valores cuantiles correspondientes a puntos de alto porcentaje, considérese 1o

siguiente:

P(X<x)=PQ-X21-x)=1-P(1- X<1-Xx)

Entonces, por la relacion de simetria que es f{(1-x; 8, @)= f{x; @, B), se tiene que
F(x; &, B)=1-F(1-x; B, a) ) 1,(a,f)=1-1_,(B,a)

De esta manera, los valores cuantiles para los puntos de alto porcentaje se encuentran al
intercambiar @ y # y toman el punto de porcentaje igual 1-x.

En la tabla 2.8 se proporcionan los valores cuantiles para combinaciones de & y 8 que darj
origen a los distintos perfiles de la distribucion beta.
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[ p X0.25 Xo0.50 X0.75

Y A 0.14645 0.50000 0.85355
Ya 2 0.02831 0.12061 0.31122
2 Yo 0.68878 0.87939 0.97169
4 6 0.29099 0.39308 0.50199

Tabla 2.8: Valores cuantiles beta para distintas combinaciones a y B

Las propiedades de la distribucion beta son las siguientes:

a

La media de la distribucion beta es E(X) =
a+f

off
(a+ Py x(@+ B +1)
(B-a)(a+B+1)
JaB x(@+p+2)

La curtosis relativa para la distribucion beta esta dada por:

La varianza es Var(X) =

El coeficiente de asimetria es az(X) = 2

aa(X) - e+ B+Dp@+ ) +apa+B-6)
4 af(a+p+2)a+pf+3)

Mediante el examen de la ecuacién a3 (X) puede observarse que la distribucion beta es

simétrica solo si @ = f. Si & <p, la distribucion tiene un sesgo positivo y si @ > Bla
distribucion tiene un sesgo negativo.

Algunas areas, en las que se emplea la distribucion beta como modelo de probabilidad
incluyen: la distribucion de articulos defectuosos sobre un intervalo de tiempo especifico, la
distribucion del intervalo de tiempo necesario para completar una fase del proyecto en
PERT, evaluacién de programas y técnicas de revision, (en este caso se emplea la
distribucion bata generalizada), la distribucion de la proporcion de los valores que deben
caer entre dos observaciones extremas.

La esencia de esta Gltima area tiene relacién con los limites estadisticos de tolerancia. Estos
limites son muy importantes, especialmente en el control estadistico de calidad donde el
control de variabilidad de un producto es esencial. Este control en general, se lleva a cabo
mediante la medicion de algunas propiedades del producto o determinando ajustes que
deben hacerse al proceso de produccion para mejorar la calidad del producto. Los limites
estadisticos de tolerancia no son iguales a las tolerancias fisicas o especificaciones limite.
Estos son conjuntos de criterios disefiados para un proceso en particular y que se espera que
todas las unidades cumplan.
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2.4.3.3 La Distribucién Gama 2}, {7}

Se dice que una variable X tiene una distribucion gama si su funcion de densidad de
probabilidad esta dada por:

1 a-1 [—x/@]
x“ e ara x> 0; a,8>0
fix;a,0) =4 M(a)o* P (2.92)
0 para cualquier otro valor

en donde F(a) se conoce como funcion gama del argumento «

I'a)= I u*le™du para @ >0 (2.93)
0

La distribucién gama es muy versatil puesto que exhibe varios perfiles que dependen del
valor del parametro de forma a. En la figura 2.23 se ilustran distintos perfiles de la
funcion de densidad gama para diferentes valores de .. Para o> 1 la funcion presenta un

pico en x=8(a -1).

Para un valor fijo del parametro de escala &, el perfil basico de la distribucion no se altera si
el valor del parametro de forma a cambia.

A
76 a=0,5
1,00 -
0,75

o=1
0,50+ a=1.5
\ =2
o=4
0,251
— T l T x —» X
0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.23: Gréficas de la funcién de densidad Gamma para diferentes valores de
parametros de forma o.
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Esta distribucion se emplea de manera extensa en una gran variedad de areas; por ejemplo,
para representar el tiempo aleatorio de falla de un sistema que falla solo si de manera exacta
los componentes fallan y la falla de cada componente ocurre a una frecuencia constante
A=1/6 por unidad de tiempo. También se emplea en problemas de lineas de espera para
representar el intervalo total para completar una reparacién si esta se lleva a cabo en
subestaciones; completar la reparacion en cada subestacion es un evento independiente que
ocurre a una frecuencia constante a 1 =1/6.

Las propiedades de la funcién Gamma son las siguientes:

El r- ésimo momento alrededor de cero es:

, 1 T asr1 [-5/6]
! = x e dx
s aral|

Realizando un cambio de variable de integracién, tal que u=x/0, x=0u y dx=0du,
entonces.
ea+r

r_ T a+r-1 [—u]duzarr(a+r)
“r@er TGy

Se sigue por lo tanto, que:

La media esE(X)=a8
Y la varianza es Var(X) = a9?

Ademas, después de obtener los momentos centrales apropiados, se puede demostrar que el
coeficiente de asimetria es a3 (X) = 2/-Ja

Y la curtosis relativa estd dada por: a4(X) = 3(1 + E)
a

Notese que a partir de los factores de forma a3(X) y a4(X), la distribucién gama tiene un
sesgo positivo y mas picos que la distribucién normal, puesto que a,(X)>3 para cualquier
a >0. Sin embargo, también debe notarse que conforme el parametro a se hace cada vez
mas grande, el sesgo se convierte en uno menos pronunciado y la curtosis relativa tiene el 3
como valor limite. De hecho, para valores grandes de a la distribucién gama puede
aproximarse, en algin grado, por una distribucion normal. Esto es, la variable aleatoria

(X -ab)

Z =
6-Ja

es, de manera aproximada, igual a la normal estandar para valores grandes de a.

La funcion generadora de momentos para la variable aleatoria gama X esta dada por
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Ele"]= (1-61),para 0<r< %9
La funcién de distribucion acumulativa se determina por la siguiente ecuacion

F(x) = Il“‘l [ Ol parax > 0 - (299

(a) 6

Elvalor cuantil x; para el que F(x;)=q no puede determinarse de forma directa; este
puede interpretarse a partir de valores que aparezcan en tablas.

ELe_@Io 2 14:

Supongase que cierto aislamiento se romperé después de suﬁ1r dos - ciclos de
' sobretensiones. Si estos ciclos ocurren de manera independiente a una frecuencia promedio
 de dos por cada 100 horas, obtener la probab:hdad de que el mtervalo de txempo se

‘encuentre hasta ‘que ocurre el segundo clclo

a) Dentro de una desviacién estandar del tiempo promedio.
b) A -mis de dos desviaciones estandar por encima de la media.

SeaXla vanable aleatoria que representa el lapso que transcurre hasta que el aislamiento
' suffe el segundo ciclo de sobretensién. Si X tiene una distribucién gamacon g=2y 0-—50
horas debido a que la frecuencia promedio es 0,02 por hora.

La ﬁmclén de densidad de probabilidad es:

— ol-2/50]
g = 1‘(2)502 :d

Y la funcién de distribucion acumulatnva dada por

F(x)=1~ 1‘+£+-}— kd 2‘+ + 1 fva.l [-x/6] o entero .
B 6 208) T (@-ni\e) ¢ para-a entero positivo

, x>0

se reduce a
—1-l14 % [eFrs0]
(x)=1-|1+—|e
F(x) [ 5o]° |
La media es £(x)= aﬂ‘z 2x50=160
Y la varianza es Var(x) = 262 =2 x50 =5000
Y la desviacion estandar es 70,71

De acuerdo con lo anterior:
P([J o < X < u+0o)=P(29.29 < X <170.71) = F(170.71) - F(29.29) = 0.7376

Nétese que la probabilidad de que el lapso ; sea menor de una desviacion estandar por debajo
de la media es de 0,1172 y la probabilidad de que éste sea mas grande que la muestra por
una desviacion estindar es 1-0.8548=0.1452.

Finalmente P(X > pu+20) = P(X > 241.42) = 1-F(241.42) =00466 ) ' N
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Cuando o es un entero positivo, la distribucion gama también se conoce como distribucién
Erlang usada inicialmente para establecer resultados ttiles en problemas de trafico en
lineas telefonicas. Si se supone que el tiempo de espera sigue el modelo de Erlang, la
probabilidad de que el tiempo de espera hasta que ocurra €l a- ésimo evento exceda un
lapso x especifico, esta determinado por:

2 a-1
P(X>x)=[1+§+%!(§) +"'+(a1-1)!(§) }e[—x/ol T (295

1/6= es la frecuencia constante de la ocurrencia.
6= tiempo promedio entre dos ocurrencias sucesivas.

Cuando el pardmetro de forma a =1, la distribucion de Erlang se reduce a lo que se conoce
como la Distribucion Exponencial Negativa, usada para representar lapsos aleatorios de
tiempo.

Si en la funcion de densidad de probabilidad gama se reemplaza el parametro de forma
a=v/ 2y el parametro de escala 0 = 2, el resultado es una variable aleatoria Chi- Cuadrado
y se determina por:

1 /21 gl-+/2]
X e con x> (;
fx) = { T(/2)2%2 ’ (2.96)
0 para cualquier otro valor

La Distribucion Chi- Cuadrado se encuentra caracterizada por un solo parametro v, que
recibe el nombre de grados de libertad.

Esta distribucion interviene en la inferencia estadistica y de manera especial al hacer
inferencias con respecto a las varianzas. Se emplea, de manera general, la notacion X~ X 3

para indicar que una variable aleatoria tiene una distribucion Chi- Cuadrado con v grados
de libertad.

La funcion de distribucion acumulativa estd dada por:

1 X oo I
P(X <x)= R !)‘,( 2R e2ly 5o (2.97)

y se encuentra tabulada (ver tabla B-4).

Los momentos de la distribucién Chi- cuadrado estdn dado por:
EX)=v Var(X)=2v
a3(X) = 4/~2v @y (X)=30+4/v)

La funcion generadora de momentos para la funcion Chi-cuadrado es
my = (1-207" , 0st<l
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Notese que en la distribucién Chi- cuadrado Var(x)= 2E(x) y como esta distribucién es un
caso especial de la distribucion gama, presenta un sesgo positivo y un pico mayor que el de
una distribucion normal, pero el coeficiente de asimetria tiende a cero y la curtosis igual a 3
conforme v - .

2.4.3.4 La Distribucién Weibull [7], [8], [11]

La distribucion Weibull fue establecida por el fisico suizo del mismo nombre, quien
demostré con base en una evidencia empirica, que el esfuerzo al que se someten los
materiales puede modelarse de manera adecuada mediante el empleo de esta distribucion.
En los ultimos 25 afios esta distribucion se empleé como modelo para situaciones del tipo
tiempo- falla y con el objetivo de lograr su aplicacion en una amplia variedad de

componentes mecanicos y eléctricos.

Para el anjlisis de confiabilidad de un equipo durante toda su vida operativa incluyendo sus
fases de arranques, vida 1til normal y desgaste, se puede aplicar la distribucién

probabilistica de Weibull.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion de Weibull si su funcién de
densidad de probabilidad esta dada por:

ﬁ-x“'le[’("/g)a] si x>0 ; @, 6>0
fix;, a,8) =4{ 6% (2.98)
0 para cualquier otro valor

La distribucion de Weibull es una familia de distribuciones que dependen de dos
parametros: El parametro de forma a y el parametro de escala &, se puede introducir un
parametro adicional al remplazar la variable aleatoria de Weibull X por X- a, en donde g es
un parametro de localizacion que representa un valor umbral o tiempo de garantia.

En la figura 2.24 se muestran varias gréaficas de la distribucién de Weibull para distintas
valores de a y con 8=1.

En la figura 2.25 se muestran varias graficas de la distribucion de Weibull para distintas
valores de 8 y con a= 2.
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1,0
0.8 1
0,6 -
0.4 5

0,2-

Pardmetro de escala 6=1

a=0,5

| { T | T

0,5 1.0 1.5 2,0 2,5

Figura 2.24: Funciones de densidad de probabilidad considerando el efecto del

Sx) A

1,2-
1,0
0.8-
0.6-
0.4-

0,2

parametro de forma o.

Pardmetro de forma a.=2

|
0.5 1.0 1.5 2,0 2,5
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Figura 2.25: Funciones de densidad de probabilidad para la distribucion Weibull

considerando el efecto del parametro de escala 0.
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La funcién de distribucion acumulada de Weibull puede obtenerse en forma cerrada
mediante la evaluacion directa de la integral asi:

F(x) = % g 21 e[‘(t/l?)a ]dt _a (_ f Je[_(;/g)a’

6%\ «a o (2.99)
F(x)=1- oHer] , x20

De la ecuacion anterior, el valor cuantil x, se deduce de:

x, =—8fin(1 - )/* = e[ln(—]—]]l/a

1-¢g
La mediana de una variable aleatoria de Weibull es:

%05 = Ofln 2]/

Los momentos y los factores de una variable aleatoria de Weibull se encuentran primero al
determinar el r- ésimo momento central alrededor del cero:

ﬂ; — E(Xr )= Txr £ (x)dx = _6%_ ]'oxa+r—l e[—(x/e)a]ﬂ
0 0

Haciendo u = (x/0) , entonces x = 0u"* y dx= (H/a)ull (“'l)du, el resultado es:

= _;%I(guva)w-‘ e[—ulg_,,l/(a—l)du

u=0[u® e *lau = 0’1"(1 - 1)
0 a

De la ecuacion anterior, la media de X es:
E(X)=6 I‘(l + 1)

a a
Y la varianza de X es el resultado de evaluar.

{2l

Mediante el empleo del mismo procedimiento pueden determinarse el coeficiente de
asimetria:
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I +3/a)-300+1/a)(+2/a)- 231 +1/a)

(X)=
® [l"(l+2/a) I‘2(1+1/a)F/
y la curtosis relativa:
2 (X) = I'(l+4/a)- 4r(1+1/a)r(1+3/a) 6r2(1+ Y ) (1+2/a)-3r* (1 +1/a) |

[FG +2/a)-T20+ya)] [P+ 2/e)-2(+ya)f

Los factores de forma pueden graficarse como funciones del pardmetro de forma de la
distribucion de Weibull. Estas graficas revelan lo siguiente: La distribucion de Weibull es
simétrica solo si @ =3; si a >3.6, la distribucion tiene un sesgo negativo y si a <3.6, se
encuentra sesgada positivamente. La curtosis relativa se encuentra cercana a la de la
distribucion normal que es de 3 cuando « tiene un valor cercano a 2.25 0 a 5.83.

Si se proporciona una comparacion entre las funciones acumulativas de Weibull y normal,
conun a correspondiente a la distribucion de 2.25,3.6 y 5.83 y con un factor de escala
=10, la concordancia parece ser relativamente buena tanto en los valores extremos como
en el centro, especialmente para @ =3.6 y 5.3. De esta forma, la distribucion de Weibull
puede aproximarse de manera adecuada, por una distribucion normal cada vez que el factor
de forma a se encuentra cercano a estos valores.

Existen dos casos especiales en la distribucién de Weibull que merecen mencién especial.
Cuando el parametro de forma es igual a 1, la distribucion de Weibull (al igual que la
gama), se reduce a la distribucion exponencial negativa. Cuando o. = 2 y el parametro de

escala 6 = +/20, 1a funcién de densidad de Weibull de reduce a:
f(x)= —5-2— eF+207] para x>0 (2.100)
o

que es la funcion de densidad de probabilidad de lo que se conoce como Distribucion de

Rayleigh.

Ejemplo 2.15:

Un fabricante de transformadores garantiza sus productos contra cualqmer defecto durante
el primer afio de uso normal. El fabricante ha estimado un costo por reparacl(m de $75000
durante el periodo de garantla Con base en la experiencia, se sabe que el tiempo en que
ocurre la primera falla es una variable aleatoria de Weibull con parametro de forma @ =2 y
parametro de escala 6= 40. Si el fabricante espera vender 100000. unidades y si, para una
misma unidad, se descuenta el valor de las reparaciones, se determina el costo esperado de
la garantia para el fabricante. . .
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Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo que transcurre hasta que se presenta la
-primera descompostura Por hlpotems la funcién de densidad de probablhdad de Xes:

'f<x)— el x/erl 2, xz-l bl s
40

La probahxhdad dé que la primera- descompostura ocurra durante el periodo de garantla es.

igual a la probabilidad de que X <12 meses.
| Medlante la ecuaclén

Fo)=1- eH"/")“l om0

Laprobablhdad es P(X <12) 1 e[412/40)¢ ] 0 0861

Por lo tanto, i se supone que la operaclon de’los transformadores es mdependlente entre s1,
se pueden esperar 100000 * 0.0861=8610 fallas durante el perlodo de garantia con un costo
total de reparaciones de 8610 * $75000=3645750000. "

La distribucion de Weibull representa un modelo apropiado para una ley de fallas siempre
que el sistema esté compuesto por cierto nimero de componentes y la falla se debe
principalmente al defecto mas grave en un gran niimero de defectos del sistema. También
mediante el uso de la distribucion Weibull se puede obtener una tasa de fallas creciente y
decreciente al hacer sencillamente una eleccién apropiada del parametro a.

2.4.3.5 La distribucién exponencial negativa (2, [4], [7]

Es una distribucion de probabilidad continua que corresponde a un caso especial de los
modelos de Weibull y gama. Ya que es un caso especial de la distribuciéon gama (Erlang), la
variable aleatoria exponencial es el tiempo que transcurre hasta que se da el primer evento
de Poisson. Es decir, la distribucién exponencial puede modelar el lapso entre dos eventos
consecutivos de Poisson que ocurren de manera independiente y a una frecuencia constante.
Esta distribucion se emplea con bastante frecuencia con el objeto de modelar problemas del
tipo de tiempo- falla y como modelo para el intervalo en problemas de lineas de espera.
Esta distribucién no tiene memoria, es decir, la probabilidad de ocurrencia de eventos
presentes o futuros no depende de los que hayan ocurrido en el pasado. De esta forma, la
probabilidad de que una unidad falle en un lapso especifico, depende nada més de la
duracién de éste, no del tiempo en que la unidad ha estado en operacion.

La distribucion exponencial es probablemente la mas ampliamente usada y conocida en la
evaluacion de confiabilidad. El requerimiento més importante es la rata de transicion que
deber4 ser constante y por lo tanto, aplicable solo al periodo de vida util de un componente
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o equipo. Es con frecuencia usada sin embargo, sin comprobar que la rata de fallas es
constante. Existen tres justificaciones para esto:

1. Las técnicas analiticas son frecuentemente complejas a menos que se hagan
simplificaciones.

2. Los datos con frecuencia son muy limitados e insuficientes para verificar la distribucién
fundamental correcta.

3. Puede mostrase que si solamente los limites de las probabilidades de estado son
requeridos, los resultados son idénticos para cualquier distribucion.

Si una variable X tiene una distribucion exponencial, su PDF estd dada por:
LET) -
— S 0; 6&>0

f(x0)=1{6" PEET (2.101)
0 para cualquier otro valor

La distribucion exponencial se caracteriza por un parametro 6, que representa el lapso
promedio de tiempo entre dos eventos independientes de Poisson. En el contexto de la
confiabilidad, @ recibe el nombre de tiempo promedio entre fallas y 1/0=4, es la

frecuencia de falla.

La ADF se obtiene directamente de los modelos de Weibull o de Erlang y estd determinada
por:

P(X <x)=F(x,0)=1-¢" ) (2.102)

En la figura 2.26 se muestra las funciones de densidad y acumulativa.

& A
] A '| .....
;\. = 6

Area=1

Figura 2.26: Funciones de densidad y acumulativa exponencial.

Las expresiones para los valores cuantiles, momentos y factores de forma para esta
distribucion, se obtiene de las correspondientes expresiones para la distribucion de

Weibull con a~=1. Esto es:
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=l

La media de la distribucion exponencial es:
1
E(X)=60=—
(X) 2

La varianza de la distribucién exponencial es Var(X) = 6% = 1/2?

Le coeficiente de asimetria es a3(X)=2
La curtosis relativa es ay(X)=9

La funcion generatriz de momentos es ¢(t) = E(e”) = %

En problemas de confiabilidad de sistemas eléctricos, generalmente el interés recae en
determinar el tiempo de vida promedio de un componente o de un sistema. El problema
esencial consiste en identificar la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria que
de manera adecuada, proporciona un modelo para el tiempo de falla. En este sentido, una
cantidad muy util es la funcién de confiabilidad que se estudiard mas adelante.

El argumento para emplear la distribucion exponencial negativa como modelo para el
tiempo aleatorio en problemas de lineas de espera es similar al que se utiliza en los lapsos
de duracién de un componente. Esto es, si un taller de reparaciéon opera por un tiempo
suficientemente largo para obtener una condicion cercana al equilibrio, la probabilidad de
hacer una reparacion o que esta se complete en un tiempo determinado, dependera de este
ultimo y no del que haya transcurrido en llevar a cabo la Gltima reparacion o el completarla.

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

1. Se dice que una variable aleatoria X no tiene memoria, si

P(X=s+t/x>t)=P(X >s) para todo s,7>0 (2.103)

Si se piensa que X es el tiempo de vida de un equipo, esta ecuacion establece que la
probabilidad de que el equipo viva por al menos s+ ¢ horas dado que ha sobrevivido ¢
horas, es la misma probabilidad inicial de que viva por al menos s horas. Esto es, el
equipo no recuerda que ya ha sido usado por un tiempo £.

La condicion en la ecuacion anterior es equivalente a
P(Xzs+t, X >1) ZP(X > 5)
PX >1) (2.104)
0 P(X2s+t)=P(X >5)P(X >1)
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Como esta ultima ecuacion es satisfecha cuando X es exponencialmente distribuida (por

e AeH) —o(Ax), 641 e concluye que la variable aleatoria exponencialmente
distribuida no tiene memoria.

2. La distribucion exponencial es la uinica que posee la propiedad "sin memoria". Para ver
esto supongase que X no tiene memoria y sea F(X)=P(X > x), luego por la ecuacion

anterior se concluye que F(s+?¢)=F(s)F(z). Esto es, F(X) satisface la ecuacion
funcional g(s+7)=g(s)g@®)

Sin embargo, resulta que solamente la solucién continua adecuada de esta ecuacion
funcional es:

g(x) = e** (2.105)

y como la funcién de distribucion es siempre continua se debe tener

f(x) =e—ﬂ.x

(2.106)
F(x)=P(X <x)=1-e7**

Lo cual muestra que X es exponencialmente distribuida.

Ejemplo 2.16:

Supongase que el tiempo que una bombilla traba]a antes de quemarse esta
exponencialmente distribuido con media de 10 horas. Supdngase que una persona entra al
salon donde una bombilla esti funcionando. Si esta persona desea trabajar .por 5 horas,-
icudl es.la probabilidad de que sea capaz de completar su trabajo sin que la bombilla se
queme?, ; Qué se puede decir acerca de su probabilidad cuando la dxstnbucxon es’
exponencial?.

Como la bombilla est4 funcionando cuando la persona entra al salén se concluye por la

propiedad sin memoria de la distribucién exponencial, que el tiempo de v1da restante es
exponencial con media de 10. Luego la probablhdad deseada es: - R

P(tlempode vida restante> 5)=1~ F(S) e 3“5/1-0 = .,*»1/-2 '

Sin embargo sila dlstribuclén del tlempo del tlempo de vxda F( ) no es exPonenclal luego
1a probabilidad relevante es: '

P(tiempo de vida > s + ¢/ tiempo de vida > ) = %?g(lt)s—)
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Donde £ es el tiempo :que:la bombilla ha estado..en uso antes de que la persona entre al
salon. Esto es, si la distribucion; no es exponencial es necesaria una informacién adicional
antes de que la probabilidad deseada pueda ser calculada. En efecto, es por esta razon que
decir que la distribucion del tiempo de vida restante es independiente de la cantidad de
tiempo que la lampara ya ha sobrev1v1do, la suposicion de una distribucién exponencial es
con frecuencia hecha. : v v o

3. Supdngase que X; y X; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas exponencialmente con media 1/4, la distribucion de X;+X; es:

Fyir, (=167 (2.107)

Es decir, X;+X; tiene una distribucién gama con parametros 2 y A.

Es general, resulta que si X;, X5;...X, son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas exponencialmente con media 1/1, luego X; +X, +...+ X,

tienen una distribucién gama con parametros n y A, se puede establecer usando la
funcion generadora de momentos o por medio de induccion matemética y asumiendo
que X; + X, +...+ X, es gama con pardmetron- 1y 4, o sea.

it ( /u)n-l
Fx1+x2+ Xp (t) xl+x2+ Xp-1 (t) —¢€ m
O bien
_ae ()
fx1+x2+...x,, (N=2e Al ( ) (2.108)

(n-1)

4. Otro cilculo util es determinar la probabilidad de que una variable aleatoria exponencial
sea més pequefia que otra. Esto es, supéngase que X; y X2 son variables aleatorias
independiente exponenciales con medias 1/4, y 1/A,respectivamente;

4
P(X, <X,)]=
(X1 <X3)] PR
Ejemplo 2.17:

Supéngase un sistema estéreo que tiene dos partes: un radio y unos audifonos; si el tiempo
de vida del radio es exponencial con media de 1000 horas y el tiempo de vida de los

audifonos es exponencial con media de 500 horas independiente del tiempo de vida del
radlo (Cutl es 1a probabilidad de que el sistema falle por que fallé el radio?

Aqui A; =1/1000, 4,=1/500
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P(Xy <Xy)=—21000 Hooo

}/ooo”’/oo 3

5. Para obtener la funcidn de riesgo, la ecuacién
- Plx<X<x+Ax)/(X>x

Ax

Ax—)O

puede desarrollarse haciendo uso de la ecuacioén 2.33 y las definiciones de PDF y de la
funcion de distribucion de probabilidad.

1 P[(x<X<x+Ax)m(X>x)] Aet*

h =1
O i s P60 )

La distribucion exponencial tiene una funcién de riesgo constante y es la tnica
distribucion que tiene esta caracteristica. En términos de la aplicacién del tiempo a
falla, esto significa que si los tiempos de vida exponencialmente distribuidos pueden
asumirse para algunos componentes, la probabilidad de falla en el proximo instante es
siempre el mismo durante el periodo de operacion del componente.

P[falla ent,t + At/ esta operandoen t] ~ AAL (2.108a)

6. La distribucion exponencial de probabilidad de falla es ahora investigada bajo el
supuesto de que el componente en cuestion no ha fallado antes de algin tiempo 7. La
funcion densidad de fallas durante el periodo posterior a # sera calculado, dada la
condicion de que el dispositivo trabajara hasta 7. Para £> 1, , luego,

P|(fallas en (t,2+ A (no fallas antes de?, )]
Plno fallas antes de t,]
P[fallas en (1t + At)] e At _ o —i(-1,)
Alf -
™ Plno fallas antes de 1,1 o Ae (t=10)

P[falla en (z,£ + At)/ no falla antesde?, |=

yaque Ar=A(t—-¢;)

La 1ltima expresion es la funcion de densidad de probabilidad de una distribucion
exponencial con el mismo parametro A, s6lo que ahora el tiempo cero ha sido cambiado a
L.
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2.4.3.6 Distribucion Log-normal [7]

La distribucion log normal se aplica a algunos eventos hidrologicos (flujo diario de agua,
des.carga fluvial o lluvia), a la distribucién de pequefios tamafios de particulas, a la
resistencias de algunos materiales o a la duracion o vida de equipo. Para abordar tales

problemas, resulta (til el papel para la probabilidad log normal.

Sea X una variable aleatoria positiva y sea una nueva variable aleatoria Y definida como
Y=LnX que tiene una distribucién normal. Luego, se dice que X tiene una distribucion log

normal.

La funcion de densidad de la distribucion log normal esta dada por:

fx) = — & [tes] 1(0,) (x), dond >0
x)= e X ,o0) (x), donde —oo < U <© (o
x~\2no # y

con s parametro de escala y o =parametro de forma.

Las propiedades de la distribucion Log-normal son las siguientes:
e[,u+ o
Lamediaes pu=E(X)=
Lavarianzaes o* = E[(X y)Z] ebr20?| buro?] - var(ty
e[r,u+—r g ]
Los momentos u, = E[X r ]

También, si X tiene una distribucion log-normal, luego

ElnX)=p y E[Var(inX)]=

2.4.3.7 Distribucién Gumbsel 6], [7], I8]

Con el fin de aumentar la confiabilidad de los valores de frecuencia estimadas, Gumbel se
vali6 de la distribucion de valores extremos. En este enfoque, se consideran los valores
extremos X;,X,,...,Xy observados respectivamente en N muestras de igual tamafio 7.

Ahora bien, si X es una variable distribuida exponencialmente y no limitada, la funcién de

distribucién acumulativa esta dada por:

&
F(x)=e
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donde —-o<a<w y f>0es llamada distribucion Gumbel y aparece como una
distribucién limite en la teoria de la estadistica de valores extremos.

Parametros de espacio: ay f§
Las propiedades de la distribucion Gumbel son las siguientes:
Mediay = E(X)=a~ By cony~0.577216 = constante de Euler
2 /32

6

Varianza o* = E[(X - ,u)2]=
Mediana = o - 0.3665

Momentos X, = (— BY v para r>2, donde ¥) es funcion digama

Funcién generatriz de momentos E le‘" ]= e* I'(1- B1) parat<i/p
2.4.3.8 Distribucién uniforme [2], [6}, [7]

Supongase que ocurre un evento en que una variable aleatoria toma valores de un intervalo
infinito, de manera que estos se encuentran distribuidos igualmente sobre el intervalo. Esto
es, la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor en cada subintervalo de igual
longitud es la misma. Se dice entonces que la variable aleatoria se encuentra distribuida
uniformemente sobre el intervalo.

Se dice que una variable aleatoria X esta distribuida uniformemente sobre el intervalo (a,b)
si su funcion densidad de probabilidad esta dada por:

b4

1
— <x<b
f(c,a,b)={p-a (2.111)

0 para cualquier otro valor

La funcién de densidad de probabilidad de una distribucién uniforme es constante en el
intervalo (a, b), como se ilustra en la figura 2.27.a. Por esto, tal distribucion también se
conoce como distribucion rectangular.
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Figura 2.27: Distribucién uniforme: (Q) Ia funcién de densidad de probabilidad, (b)
funcién de distribucién acumulativa, (c) funcién de riesgo.

La funcion de distribucién acumulada se determina facilmente y estd dada por

0 x<a
1 % xX—a
<x)=F(x,a,b)=——|dt = <x<b (2.112)
P(X <x) (x,a ) b—a! »—a asx
1 x>b

Esta funcion se ilustra en la grafica 2.27b.

Se sigue entonces que, para cualquier subintervalo (a;, b;) interior a (a, b):

Play < X <by)=Flby;a.8)- Flay;a,5)= 1= 213
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Este resultado ilustra que la propiedad de qué X tome valores del subintervalo (a1, b;) es
1/(b — a) por la longitud del subintervalo y de esta forma, igual a la probabilidad de que X
tome un valor en cualquier otro intervalo de la misma longitud.

La distribucion uniforme proporciona una representacion adecuada para redondear las
diferencias que surgen al medir cantidades fisicas entre los valores observados y los reales.

Las propiedades basicas de la distribucion son:

Media E(X)= ﬁ;’—b
Varianza Var(X) = (i{fi
b-a

Desviacion media = T

Valor cuartil x, =a + ®-a)
Coeficiente de asimetria, a;(X) =0

Curtosis relativa, o, (X) = %

La funcion de riesgo es ilustrada en la figura 2.27.c. Notese que cuando una distribucion
tiene un limite superior finito (x= b en este caso), la funcidén de riesgo debe aproximarse al
infinito a medida que x se aproxima al limite superior.

2.4.4 Distribuciones conjuntas [2], 4], [7]

2.4.4.1 Distribuciones de probabilidad bivariadas

Sean X y Y dos variables aleatorias discretas. La probabilidad de que X= x y Y=y esta
determinada por la funcion de probabilidad bivariada.

px,y)=P(X=x,Y =y) (2.114)

endonde p(x,y)>0 paratodax,y,de X, Y y > . > p(x,y)=1
La suma se efectila sobre todos los valores posiblesdex y y.

La funcion de distribucion acumulada bivariada es la probabilidad conjunta de que
X< xy Y<y, dadapor
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F(x,y)) =F(X <x,Y<y)= D > p(x,y;) (2.115)
x<x y; Sy

La funcién de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias da origen a las
probabilidades puntuales conjuntas y la funcién de distribucion bivariada es una funcién

escalonada creciente para cada probabilidad puntual distinta de cero, de manera que X=x y
Y=y.

Sean X y Y dos variables aleatorias continuas. Si existe una funcion f(x, y) tal que la
probabilidad conjunta:

bd
Pa<X<b, c<¥<d)=[[f(x,y)dydx (2.116)

ac
para cualquier valor de a, b, ¢ y d en donde f{x,y)20,-0<x y y<o y

o0 0
J' If (x,y)dydx=1, entonces f{x, y)es la funcion de densidad de probabilidad bivariada
—00 —0

de Xyt

La funcién de distribucion bivariada acumulativa de X'y Y es la probabilidad conjunta de
que X< x y Y <y, dadapor

x y
P(X<x, Y<y)= | [f,v)avdu (2.117)

—0 =00

Por lo tanto, la funcion de densidad bivariada se encuentra diferenciando F(x, y) con
respectoa Xy Y ; es decir,

_ ok F(x,y)
flx,y)= oy

2.4.4.2 Distribuciones marginales de probabilidad

(2.118)

Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con una funciéq de probabilidad conjunta
p(x,y). Las funciones marginales de probabilidad de X'y ¥ estan dadas por :

P(x)=3 p(x,y) y p,(»)=D p(x,y) respectivamente
y x

Sean X'y ¥ dos variables aleatorias continuas con una funcion de densidad de probabilidad
conjunta f{x, ¥). Las PDF de X'y Y estan dadas por:
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f.(x)= Tf(x, nay y f,00)= Tf(x, y)dx respectivamente.

-00

Para variables aleatorias enteras conjuntas, si se conoce la ADF, F(x, ), las distribuciones
acumulativas marginales de X'y de Y se obtienen asi:

P(X <x)=F,(x) = T Tf(t, y)dydt = ff,,(t)dt = F(x,%)

De manera similar:

Yy o X
P(Y <y)=F,()= | [fxt)dcdt= [f,()dt =F(w,y)

—00 —00
Asi, puede determinarse la distribucion acumulativa marginal de X dejando que Y tome un
valor igual al limite superior de la funcién de distribucion conjuntade X'y Y.

2.4.4.3 Valores esperados y momentos para distribucion bivariadas

Sean X'y Y dos variables aleatorias que se distribuyen conjuntamente. El valor esperado de
una funcion de X' y ¥, g(x,y), se define como:

Elg(x,7)=3"3 g(x. »)p(x,) si X y Y son discretas
xy

® ® (2.119)
Elg(x, )= | [g(x.y)fx,y)dedy  si X y¥ son continuas

—00 —00

En donde p(x,y)y f{(x, y) son las funciones de probabilidad y de densidad de probabilidad
conjuntas respectivamente. Se restringe la presentacion al caso continuo.

El r- ésimo momento de X alrededor de O es
E[X' ]= [ [x" fx,p)aedy= [x" £,(x)ax

B (2.120)
gl [y t,me
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El r y s- ésimo momento producto de X'y ¥ alrededor del origen es:

E[X’ xY‘]: T Tx’ysf(x, y)dydx (2.121)
Y alrededor de la media es
E[(X—[IXYX(Y—[IJ,)K]= j I(x—ﬂxy'(v_luy)‘f(x’y)dy‘k (2.122)

En donde r y s son enteros no negativos. Notese que el r- ésimo momento de X alrededor
del cero se obtiene de la ecuacién 2.121 con s= 0. De manera similar, el r- ésimo momento
central de X puede determinarse de la ecuacion 2.122 con s= 0.

De particular importancia es el momento producto alrededor de las medias cuando = s= 1.
De aqui se desprende que la covarianza es:

cov(X,Y)=E[X - p.)y ¥ - p, )|= ExY]- E[x|E[Y] (2.129

La covarianza es una medida de variabilidad conjunta de Xy de ¥ y es una medida de
asociacion entre los valores de X'y de Y 'y sus respectivas dispersiones.

Si la covarianza de X'y de Y se divide por el producto de las desviaciones estandar de X'y
de ¥, el resultado es una cantidad adimensional llamada coeficiente de correlacién dado

por
XY
p(x,¥) = E&T) l<psl
0,0,
De hecho, p es la covarianza de dos variables aleatorias estandarizadas X' y Y'en donde
X' = ( X - /‘x)/ax y Y= (Y - ﬂy)/ay . Esto significa que el coeficiente de correlacién
es solo una medida estandarizada de la asociacion lineal que exist.e entre las variables
aleatorias X y ¥ en relacion con sus dispersiones. El valor p = 0 indica la ausencia de

cualquier asociacién lineal mientras que los valores -1 y +1 indican relaciones lineales
perfectas negativa y positiva, respectivamente.

2.4.4.4 Variables aleatorias estadisticamente independientes

Sean Xy ¥ dos variables aleatorias con una distribucion conjunta. Se dice que X'y ¥ son
estadisticamente independientes si y solo si

p(x.y) = p.(x)p,(») siX y Y sondiscretas
f(x,y) = £,()f,,(») si X y Y soncontinuas

(2.124)
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para todo x y y, en donde p(x,y) y f(x,y)son funciones bivariadas de probabilidad y de
densidad de probabilidad respectivamente y en donde p, (x), p,(3).f,(x) y f »(¥)son las
funciones de probabilidad marginal o de densidad de probabilidad marginal apropiadas.

Pla<X <b, c<Y <d)=Pla<X <b)P(c<Y <d)
Ademas

E[xy]= E[X]E[r]

(2.125)
Cov(X,Y)=p(X,Y)=0
El valor esperado de una funcion lineal de X'y ¥ es
Elax +bY]= aE[X]+ bE]Y] XyY  independientes (2.126)
Var(aX +bY) = a” Var(X) + b* Var(¥) (2.127)

2.4.5 Funciones de muchas variables aleatorias [2], [7]

2.4.5.1 Distribuciones

Cualquier funcién de muchas variables aleatorias es obviamente una variable aleatoria ella
misma. Sea la forma general de la funcién Z =f{X,, X,,...X,), la meta es determinar la

distribucion de Z desde la distribucién de todos los X;. S6lo seran discutidos dos casos que
tendran aplicaciones en confiabilidad de sistemas de distribucion. El tratamiento se
restringe a variables aleatorias continuas.

Caso 1: Z=X+Y

La probabilidad de que z<Z <z + Az sea igual a la suma de las probabilidades de todos
los casos donde, para algunos valores X, x;,< X <x,+Ax y al mismo tiempo,

(z-x;) <Y <(z-x; +Ax). Se asume que f{x) y fy) son cero para argumentos negativos y
por lo tanto, x; debe estar entre 0 y Z como se muestra la figura 2.28.
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ZzZ
X Y
s > >
et e e e —— B :
0 x, x+Ax z zt+Az

Figura 2.28: Bosquejo para derivar la funcién de densidad de probabilidad de Z=X+Y.

El enunciado anterior puede ser formalmente expresado como sigue:
ﬁz)AzzP[z<Zs:+Az]zZP({x,- <X<x; +Mx}n{z-x; <V <z-x; +Ax))
O asumiendo que X'y ¥ son itidependientes
f2)Az =~ Plz<Z<z+Az]~ Y Pl <X <x; + Ax}P{z~x; <Y < z—x; + Ax}
i

=3 fG)bxf (2 - X)Ax
Haciendo /llx =Az—>0
f(z)A= [jm D fx,){z - x,)Ax = j'f(x) f(z - x)dx (2.128)

Ax—0 | 0

La combinacion de f{x) y f{y) en el lado derecho de la ecuacién 2.128, es llamada
convoluciéon de las dos funciones y se puede concluir que la funcion de densidad de
probabilidad de la suma de dos variables aleatorias independientes es la convolucion de las
funciones de la densidad de probabilidad de dos variables aleatorias.

Esta conclusion puede extenderse a la suma de mas de dos variables aleatorias:
n
Con Z, = X; ylafuncién de densidad de probabilidad de Z fx(2)
i=1

Solamente el caso especial es discutido donde todos los X tienen la misma funcion de
densidad de probabilidad, fi(x). Aplicando la ecuacion 2.128, la funcién de probabilidad de
Z, esta dada por

f5(2) = [f () (2 x)eke
0

similarmente
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Z

f3(2) = [f2()fy (z - x)dx
0

Y en general

f,(2)= j £, () (z - x)de (2.129)
0

La expresion anterior es llamada convolucion de grado & de f;(x)y proporciona la funcién
de densidad de probabilidad de la suma de k variables aleatorias independientes con la
misma densidad f;(x).

Caso 2: 7= min(X, ¥)

La variable aleatoria Z definida como el valor mas pequefio de los valores asumidos por X'y
Y en cada prueba de un experimento. Es facil ver que en este caso

P[z<Zsz+Az]=P[{z<XSz+Az}n{Y>z}]+P[{z<Y$z+Az}n{X>z}]
O, si X'y ¥ son independientes.
P[z<Z.<_z+Az]=P[z<XSz+Az]P[Y>z]+P[z<Ysz+Az]P[X>z]

Dividiendo por Azy haciendo Az — 0, se obtiene para la funcion de densidad de
probabilidad de Z

£,@)=f,@l-f,@}+f, 8-} (2130

La funcion de distribucién acumulativa de Z puede derivarse directamente argumentando
que cada vez que Z>z, X'y Y deben exceder a Z. Por tanto, para X'y ¥ independientes.

P|z > z]=P|Xx > 2]PY > 2] (2.131)
Que conduce a la ecuacion.

f,(=1-f-f, @R -f, ()}

(2.132)
£,(2)=F,(2)+£, (@)~ £,()f, (2)

Diferenciando la ecuacion 2.132, la ecuacion 2.130 es obtenida.

Es facil generalizar la ecuacion 2.131 para el caso donde Z es el minimo de mas de dos
variables aleatorias independientes. Si Z=min[X;,X,,..., X,], la ecuacién 2.131 llega

a ser.
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P(Z>2)= ﬁP(X ;i >2) (2.133)

i=1

La relacién Z =min[X;, X,,...,X,] describe a un sistema serie con tiempos de vida de
componentes X;,X,,...,X,, donde el sistema falla en la primera falla de cualquiera de

sus elementos. La ecuacién (2.133) es la regla del producto de » componentes
independientes en serie.

2.4.5.2 Medias y Varianzas

Las formulas que siguen son las medias y varianzas de la variable aleatoria Z, si ésta es una
combinacion lineal de las variables aleatorias X; y si este es su producto. Las medias de Z 'y

X; son denotadas por m,y m, respectivamente y las correspondientes varianzas por 022 y
2

X

a) Z =) a;x; dondelosa; son constantes deterministicas. La media de Z es

o

H
m, = a;m, (2.134)
i
Y la varianza de Z es
os = Z“izai +2zzaiaj°°V[Xi,Xj] (2.135)
i i f>i

Si los X; son mutuamente independientes, luego la ecuacion 2.135 se puede reducir a

o= > afo'i (2.136)
1

b) Z= n X; , suponiendo que los X; son mutuamente independientes. Ahora m; llega a

H

ser
m; = mei (2.137)
i

y bajo ciertas restricciones en las distribuciones de X;, una aproximacion de 022 es

o}~ 02 [H mf)} (2.138)

i iz ]
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Si por ejemplo, Z=XY donde las variables aleatorias X'y ¥ son independientes:

m, =m.m,

Que esta de acuerdo con la ecuacion (2.125). Usando la ecuacion 2.138, la varianza de Z
puede aproximarse por:

o7 ~ oom’ +olm? (2.139)

2.4.6 Determinacion del tipo de distribucion (5], [30)

En la mayor parte de los sistemas, al analizar la informacion, ésta se encuentra disponible
en forma de series de potencia a través del tiempo como se muestra en la figura 2.29.

A
50
451

» dias

2 3 45 67 8 9101112131415 16 17 18 19 20
Figura 2.29: Serie de tiempo

Esta informacion, tabulada en dicho formato no es de utilidad cuando se trata de obtener
cierto resultado basado en la variabilidad con cierto comportamiento probabilistico. Asi
pues, si el analista desea conocer el comportamiento, es necesario modificar la forma de
presentacion de datos y presentarla como tablas de frecuencia, con la finalidad de realizar
cualquiera de las siguientes pruebas:

2.4.6.1 Prueba de bondad de ajuste Chi- Cuadrado

Esta prueba se utiliza para encontrar la distribucion de probabilidad de una serie de datos.
La metodologia de la prueba Chi- cuadrado es la siguiente:
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Se colocan los 7 datos historicos en la tabla de frecuencia de m =/n intervalos.

Se obtiene la frecuencia observada en cada intervalo i, (FO);.

Se calcula la media y la varianza de los datos.

Se propone una distribucion de probabilidad de acuerdo con la forma de la tabla de

frecuencias obtenida en el paso 1.

5. Con la distribucion propuesta, se calcula la frecuencia esperada para cada uno de los
intervalos (FE); mediante la integracion de la distribucién propuesta y su posterior
multiplicacion por el nimero total de datos n.

6. Se calcula el estimador:

C= f: [(Fo), - (FE).P (2.140)

(FE)

Caltadl Sl ey

i=l

7. Si el estimador C es menor o igual al valor correspondiente Chi- cuadrado con m-1
grados de libertad (donde £ es el nimero de parametros estimados de la distribucion) y
a un nivel de confiabilidad de 1-a, entonces no se puede rechazar la hipotesis de que la
informacioén historica sigue la distribucion propuesta en el punto 4.

Es decir, al comparar el estimativo C con X, 2 _m-1> con m-1 grados de libertad para un nivel

de confianza a, asi:

C<X?,, (2.141)

Ejemplo 2.18:

- El tiempo entre paradas de un equipo eléctrico en horas extractado del registro hlstonco es
el slguwnte

1.88,3.53, 142 0.39, 080 0.54, 053 1.28,0.34, 550 190 1.80, 082 0.01, 491, 0.15,
0.79, 2.16, 0.10, 0.35, 0.02, 0.21, 0.05, 1.10, 0.36, 2.81, 0.80, 0.04, 0.24, 090 150 026
1.49, 0.26, 1.03, 0.53, 0.63, 066 0.45,1.73, 2.62, 0.36, 2.03, 0.17, 0.38, 2.67, 2.03, 100

427,0.48.

E! orden jerarquizado de los:datos es el siguiente: 0.01-0.02- 0.04- 0.05- 0.10-0.15- 0.17-
0.21:0.24-0.26-0.26-0.34-0.35-0.36-0.36-0.38-0.39-0.45-0.48-0.53-0.53~0,54-0.63-0.66-
0.79-0.80-0.80-0.82-0.90-1.00-1.03-1.10-1.28-1.42-1. 49‘1 50-1 73-1.80-1.88-1.90-2, 03‘
2.03-2.16-2.62-2.67-2.81-3.53-4,29-4.91-5.50. _

Coustriyase un histograma y determinese con un mvel de aceptacion de 1- a=90% la
distribucién de probabilidad entre paros del equipo. -

El histograma se muestra en fa figura 2.30




A
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. Figura 2.30: Hnstograma del ejemplo 2. 18

Numero total de datos hlstoncos n —50 K

Numero de intervalos de clase m =+/n =50 ~7
En la tabla 2.9 se muestra el procedimiento de célculo
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[(Fo)i - (FE)IF

Intervalo |  x; fi : : : .| Frecuencia
de Punto | Frec. | fx; x? fx? F(x) | Esperada (FE),
Clase | medio |Obsv. : (FE)“F(X)*SO
0-1 |05 |29 | 145 025|°7.25| 05422] 2711 0.1317631
12 {15 J11 | 165] 225]| 2475] 02482 12.41|  0.1602014
23 J25 |6 ] 150] - 6.25] 37.50] 0.1136 5.680| 0.0180281
34 {35 i1 | 35| 1225]| 12.25] 0.0520].  2.600] 0.9846153
45 |45 |2 | 90| 2025| 4050 0.0238]  1.190| 0.5513445
56 |55 |1 5.5| 3025| 3025| 00109]  0.545] 0.3798623
67 165 |0 00| 4225| 0.0] 0.0050]  0.250] 0250
~_ Tabla 2.9: lfrocedim__ieh"tﬁ de Céilc’iilb.'
n=Yf,=50 3 fx =64 Zf w=1525
(Z. ,)2 |
Sy 4 1525—~—-. |
x=*'z“‘.—"§‘—§i-1.28 S’Z = - . =144 '
D% 50 - : ,n.—--l 50-1.

Desviacion Estandar =144 =1.2

De acuerdo a los datos de frecuencia observada se propone la dxstnbucmn exponenclal
negativa con media de 3\. 1 28

. 1
six2 0 osea f(x)=-——¢ Has

YL
fe)=g e 128
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_F(x)_ R o Hn g = e%s

= e_LIA.zs _' e—ls/{lﬂ

L1

128 "Ll :

‘ Al evaluar Ia ecuactén antenor se obtiene

El estxmador C

[(FO) (FE)P

=2.4758
(),

2 Y
. xa,m-l = x10%6 =10. 64

Cpmo c(= 2.47_58);<x1201§);,’6 (; 10.64) (valqr“extractado de la tabla B-4)

‘Se ooncluye que no se puede reéhazar ia hlpotesns de. que 1as horas de paros de equipos

 siguen una distribucién exponenclal negativa con media }rl 28 horas, con un mvel de
conﬁanza det 90%. '

Horas paro equipo ~ E(1.28) horas.

2.4.6.2 Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Si el objetivo es encontrar el tipo de distribucién de probabilidad de una serie de datos, es
posible utilizar la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov, la cual,
comparandola con la de Chi-cuadrado, es mas eficiente en varios aspectos ya que trabaja
con la distribucion de probabilidad acumulada. La metodologia es la siguiente:

PON -

AN

10.

Se colocan los 7 datos historicos en una tabla de frecuencias con m =/n intervalos.
Para cada intervalo se tendré la frecuencia observada, (FO);

Se calcula la media y la varianza de los datos.

Se divide la frecuencia observada de cada intervalo por el nimero de datos. Con este
resultado se obtiene la probabilidad observada, (PO),

Se calcula la probabilidad acumula observada en cada intervalo (PAO); del paso 2.

Se propone una distribucién de probabilidad de acuerdo a la forma de la tabla de
frecuencias obtenida en 2.

Con la distribucién propuesta se calcula la probabilidad esperada para cada uno de los
intervalos (PE); , mediante la integracion de la distribucién propuesta.

Se calcula la probabilidad acumulada esperada (PAE); para cada intervalo de clase.

Se calcula el valor absoluto entre (PAQ), y (PEQ); para cada intervalo y se selecciona la
maxima diferencia llamandola DA

Fl estimador DM se compara con el valor limite de la tabla B-5 con 7 datos y a un nivel
de confiabilidad de 1-o.. Si el estimador DM es menor igual al limite de la tabla B-5,
entonces no se puede rechazar que la informacion historica sigue la distribucion

propuesta en el paso 6.
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Eiemg ‘lo 2.19:

El departamento de mantenimiento de una empresa de Energia indica que siempre repara el
transformador de potencia de 90 MVA en 7 dias o menos. Sin embargo, al consultar los
registros historicos de los Gltimos mantenimientos efectuados a este transformador se
obtuvo la tabla 2.10, obviamente no tarda 7 dias o menos. c,Que se: puede decir acerca:de -
los dias que tarda en hacer Ja reparaclon‘7

“Dias de reparacion Intervalo »Frecuenma (FG)i-.observadaa R
4-5 R
67 12
8-9 .20
10-11 10
16-17 0

Tabla 2.10: Registros historicos de reparacién de un transformador de 90 MVA - -

Determinese la distribucion de probab:hdad de los datos aun mvel l-a= 95% utilizando
la prueba de bondad de a]uste de Kolmogorov - Smirnov.

g§ |85 /28558 | | [PEEYT_|FLE| 9oF
g__ ga Ss '"vég g | x? f.xz' Eglxu-x| Eo zé
& o & i fixi Bl —— Hm 8.
=S| R=HT “§ - | BE Ei
0-1 0.5 0 0 0] 025 0{0.000 |-3.08 [0.0010 | 0.0010
23 | 25 1 1 25| 625{ 6.25(0018 [-227 [0.0116 | 0.0064
45 | 45 | 8 9 36/ 20.25]  162|0.164 |-1.45 ~ {0.0735.1 0.0905 -
67 | 65 | 12 | 21 78] 4225 507[0382 |-064. [0.2611 | 0.1209:
89 {:85 1 20 41 1701 - 72.25| 1445}0.745 [0.18 10,5714 | 0.1736
10-11 | 105 | 10 | s1 105 11025} 1102.5[0.927 (099  |0.8389. | 0.0881
122131 125 | 3 | 54 | 375] 15625 46825/0982 |181 09649 [ 00171
14-15 | 145 | 1 | 55 | 14.5] 210.25] 210.25]/1.000 [2.62  |0.9956 | 0.0044
16-17 | 165 0 55 00] 27225] 00[1000 [3.44 (09997 | 0.0003

Tabla 2.11 Procedlmlento de cailcu!n

Zf,.—.n.—.ss Zf,x, 4435 Zf,x,,—3901
S

_M35

Zf:

55

=8.064:
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foxz (Zf' - 3%01- (4435)%

.__-6.0144_,
n—l, o . 55-1 o

\ o

:, Observando los datos se. puede pensar que 51guen una dlstnbuclon norma] con medna de
-8, 064 dlas y una desvmcmn estandar de 2.452 dias.

 La funcién normal no es: integrable, asi que se utilizar4 la tabla normal estandar.

 Dela tabla con dlstnbuclén normal estandar (tabla B-3), se lee la probabilidad acumulada '_

_'rdesde-oohastaz, con z = .'—” :
. O

:La vananza seré 82

La deswacxén estandar sera S «/6 01 2 452

: chhas ptobablhdades se oons1gnan en la tabla de calculo 2.11.
En la columna de d1ferenc1as absolutas |POA-PEA| se encuentra que la méxima diferencia

‘, DM es DM=0 1736

'Enla tabla B-5, (valores criticos de Kolmorov~ Smirnov) encontramos que -

=.1_§§_1_§_§_01834 |

d |

TR s SO |
Y yaque, DM(=0 1736) <dlseq 55 (<0, 1834), entonces no se puede rechazar la hlpétes1s de
que-los dias de reparacion del transformador siguen una distribycién normal con media de
8,064 dias y desviacion esténdar de 2,452 dxas (vananza 6; 0144) con una nivel de
, conﬁanza del 95%. v : . v :

Tlempo de reparaclén del transfonnador ~ N (8.064,6. 0144) dias.

Los procedimientos presentados, se encuentran ya en paquetes de computacionales en los
que el usuario sélo tiene que introducir la serie de datos a través del tiempo y con un
procedimiento de prueba y error de realiza la bisqueda de la distribucion de probabilidad
que més se adecue. Dentro de los principales paquetes que realizan este analisis se pueden
citar los siguientes: SANDIE y STATGRAFICS, ambos en ambiente DOS.

Una de las ventajas de usar los paquetes es la rapidez con la que se puede analizar la
informaci6n, siempre y cuando ésta tenga un caréacter probabilistico comin, como puede ser
exponencial, normal, Erlang, etc.; en caso de que la informacion no presente ese
comportamiento, es necesario identificar otro tipo de distribuciones mas complejas y

analizar en forma manual la informacion.

Por Gltimo, es importante aclarar que el procedimiento de analisis de 1a informacion para la
busqueda de una distribucién de probabilidad conocida presentado aqui puede evitarse, asi
mismo, se puede manejar toda la informacion mediante distribuciones de probabilidad

generales.




3. PROCESOS ESTOCASTICOS

3.1 CONCEPTOS BASICOS 2], (4], [S]

Un proceso estocastico es, esencialmente, un conjunto de variables aleatorias ordenadas en
una secuencia dada. Por ejemplo, las temperaturas maximas diarias en una estacion forman
una secuencia de variables aleatorias y esta secuencia ordenada puede ser considerada
como un proceso estocastico. Otro ejemplo de proceso estocastico es la secuencia de
valores formada por el nimero de clientes que estan entrando a un supermercado en el
tiempo 7 o el nimero de clientes haciendo cola en una caja registradora.

La secuencia de variables aleatorias en un proceso puede denotarse por X(#) donde ¢ es el
indice (o parametro) del proceso. En muchas aplicaciones (no todas), el indice # representa
al tiempo y éste puede ser discreto (como en el ejemplo de la temperatura diaria) o continuo
(como en caso de la cola en la caja registradora). Un indice discreto puede tener un nimero
finito o infinito de valores y un indice continuo sélo puede tener un namero infinito de
valores.

Los valores asumidos por las variables aleatorias forman el espacio- estado. Estos pueden
ser discretos o continuos. Los procesos pueden clasificarse en cuatro categorias
dependiendo de si sus espacio- estados y sus indices son continuos o discretos.

Considerar primero un proceso con un conjunto indice discreto {#;} y un espacio-estado
discreto {xi}. Los indices son ordenados de tal manera que 7,<#,<#3<...; tal arreglo no es
necesario para los x;. El proceso esta definido por algunas reglas que indican como la
distribucién de cualquier variable aleatoria X,=X{t,) depende de los valores asumidos por
todas las variables previas X; (1<i <n-1). Esas reglas son probabilidades condicionales de
la forma:

P(Xn=x,) (Xi =x) N (Xo=x3) N ..... N (X1 =Xp.1) ] (3.1

y dan la distribucion de X, en términos de lo que puede llamarse “historia pasada ™ del
proceso. En general, una distribucion diferente de X, es obtenida para cada realizacion del
proceso en el dominio del indice (¢1,%.;) con un conjunto dado de x; representando una
realizacion simple (figura 3.1). La dependencia de la distribucién de X, de la historia
pasada puede ilustrase para el ejemplo de la temperatura diaria. Asumir que la informacion
disponible son lecturas de temperaturas maximas para un nimero de dias precedentes. La
distribucién de temperatura esperada para el dia #, esta basada en esta informacion y
también depende enormemente de ella. Estas lecturas son caracteristicas de la estacion y
obviamente se pueden esperar probabilidades diferentes para las diversas temperaturas en
el verano y en el inviemno. Es posible que la distribucion de X;, no dependa de la historia
pasada o dependa solamente de una parte de ella; algunos de los casos especiales seran
estudiados posteriormente.
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Una realizacién en(z,,1,_, )

Figura 3.1: Una realizacién particular de un proceso en (¢1,%.;). La distribucién de X,
depende de la historia pasada.

Se considera que un proceso esta totalmente descrito, si la distribucion de probabilidad
conjunta de todos los X; es conocida. Esta distribucién, px;x2xs,..x, (¥1,%3..x,) o
simplemente px; x> X3,...X,, estd definida como:

px; x2...%= P[(X1=x1) N (X2=x2) N.....n (Xp=x,)] ' (3.2

Esta es la probabilidad de una realizacién del proceso sobre el tiempo #,, para un conjunto
dado de x;. Usando la ecuacién 2.35a, ésta puede ser expresada en términos de las
probabilidades condicionales que definen el proceso como:

...... PLX=x, | (X;=x)) N....0 (X.1=%n.1) ] (3.3)

Esta ecuacion muestra que la probabilidad de una realizacion sobre el tiempo ¢, es el
producto de las probabilidades condicionales de todos los X; desde i=1 hasta i=n. Asi, una
descripcion completa del proceso involucra todas las probabilidades condicionales que

proporcionan las reglas para ello.

En la mayoria de las aplicaciones, la meta es calcular la distribucién no condicional de X,
Esto puede darse con la ayuda de la ecuacion 2.34 que expresa la probabilidad total (no
condicional) de un evento en términos de sus probabilidades condicionales, asumiendo que
la unién de las condiciones constituye el evento cierto. Como las probabilidades
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condicionales de X, dependen de la realizacion del proceso en el intervalo (¢,7.)), la
probabilidad condicional de que X,=x, es, de acuerdo a la ecuacion 2.34, dada por la suma:

Py (x,)=PlX,=x,]= 3 P[X, =x,|una realizacién en (¢, ,,, )] P [esa realizacion] 3-4
realiaiones
en (‘1 ’tn—ls

Debe ahora observarse que el ultimo factor de la derecha de la ecuacion 3.3, es una
probabilidad de X, dada una cierta realizacion en el intervalo (¢5,7..;) y el resto de la
expresion es la probabilidad de esa realizacion. Por lo tanto, la ecuacién 3.3 puede
reescribirse como:

Psx,...x, = P[Xn=x, | una realizacion en (t1,£,.;)] P [esa realizacion]
y sustituyendo esto en la ecuacion 3.4, la probabilidad no condicional de X, llegan a ser:

px,,(xn)_ prl ttrxy (.5
Todas las
realizacio pes
en (f,t,

Nétese que la distribucion de probabilidad en ecuacion 3.5 describe a X, pero no al
proceso.

En el caso general cuando {#} y {x:} pueden ser o discretas o continuas, lo precedente
puede ser repetido aplicando las ecuaciones a las funciones de distribuciéon acumulativas de
las variables aleatorias. Asi, un proceso es descrito por la distribucion acumulativa
conjunta:

Fxp...=P[X(t) < x) N (X(2) Sx2) M. N (X(10) < %) ]

donde, en el caso de un indice continuo, el conjunto #,,...,2, es seleccionado arbitrariamente
del conjunto de nimeros reales de valores ¢. La descripcion suficiente de un proceso con
indice continuo puede ser dado si es observado el conjunto de puntos discretos en el
dominio de ¢. La distribucion conjunta puede expresarse en términos de las probabilidades
condicionales como antes; esas probabilidades son de la forma:

PIX> <x2|X; <x; ] , P[X3_<.X3|(X1 le)ﬁ(Xz <x2)}

y asi sucesivamente, donde X;=X(#;).

En la mayoria de los casos sin embargo, esas no son probabilidades usadas para definir el
proceso; en su lugar, la distribucion condicional de cada X; estd basada como antes en la

suposicion de que la realizacion del proceso sobre ., es conocida. Esas probabilidades son
por lo tanto de la forma P[X; <x2 | Xi <xi], P[X3 <x3 | (X} = x1)) N (X2 = x2)] y asi
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sucesivamente y si el proceso ha tomado los valores x; a 1, x; a t,,..., X,.; @ t,.;, la funcién
de distribucién acumulativa condicional de X, en un momento futuro #,, llega a ser:

Fxp| x1 X2...%=PX, <%, | X S x1) ... (Kot =X1) ] (3.6)

Esta ecuacion es analoga a la distribucion de probabilidad condicional de X, (ecuacion 3.1)
en el caso de un espacio- estado discreto.

3.2 PROCESOS DE POISSON |21, 4], 5

En este proceso, las variables aleatorias X() son nameros de llegadas (llamadas
telefonicas, fallas, etc.) en los intervalos de tiempo entre 0 y cualquier tiempo ¢ (el Gltimo
formando una secuencia en aumento) si esas llegadas ocurren a una rata constante, el indice
del proceso es t y es continuo y el espacio- estado es discreto. Como en la discusion de la
distribucion de Poisson, la suposicion de una rata de llegadas constante A puede expresarse

en la forma;

Pluna llegada en Af] = 4. At

si At es muy pequefio tal que los términos de mas alto orden en 4. 4t puedan ser ignorados.
Esto también implica que la probabilidad de 2 o mais llegadas en At es despreciable en
comparacion con la probabilidad de una llegada simple.

Introduciendo la notacion P(¥) por P[X(f)=r], se sostiene que:
Py(t+41) =~ Py(1) (1-A 4) (3.7)

donde el lado derecho de la ecuacion da las probabilidades de no llegadas antes de ¢ y
durante A7 son multiplicados. Similarmente,

Pit+ad) = Pot) A At + Pi(t) (1-1 40)

donde el primer término del lado derecho de la ecuacion es la probabilidad de no llegadas
antes de 7 y una llegada durante 4¢, el segundo término es la probabilidad de una llegada

antes de ¢ y ninguna durante A7.
En general, PAt+A4f) = Pr.i(f) A At + PAf) (1-4 A1) (3.8)

En la ecuacién 3.8, los términos representan 2 o mas llegadas en A¢. Las ecuaciones 3.7 y
3.8 pueden ser rearregladas como sigue:

LU0, iy B 20RO 5 ,0-220)
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y cuando At — 0, entonces,

P()=-1 P,() 3.9

P.()=4 Po()-2 B.€)

donde: P(t) es la derivada de P(¢). Asumiendo las condiciones iniciales P,(0)=1,
P, (0)=P 2(0)’—" ...... =0.

la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (ecuacion 3.9) para Py(f), P(?),... estd
dada por:

.
P. (t):% e1)  p=01... (3.10)
r!

Para un ¢ dédo, ésta es la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria con
una distribucion de Poisson.

La ecuacion 3.10 representa la distribucion no condicional de X(f). La distribucion
conjunta para una realizacion dada puede derivarse como sigue. Se define la realizacion en
el instante #, teniendo p; llegadas entre .+, y #; asi, el nimero total de llegadas hasta ¢, r;

1
es igual ar;/+p; , donde p; 0. Obviamente, 7, =3 p; .
k=1
Como se supone una rata de llegadas constante, el nimero incremental de llamadas en
cualquier periodo de tiempo tiene siempre la misma distribucién de probabilidad:

Yo
P[Xi =1 | X =r,-_1]=g:z—')'—’i— e(_wi) (3.11)

donde 6=t-t.; y como antes, X;=X(#;) vy X.;=X(1.)).
Ademas, es obvio que aunque las probabilidades de X; dependen de r.;, el nimero de

llamadas observada a #.; y sobre la diferencia de tiempo @, ellas no dependen de la
realizacion del proceso antes de #,; y por lo tanto,

PLXi=r; | (X;=r)) " (X2=r)) N..0s (Xir=rin)) = PIXi=r; | Xi=ris]

Sustituyendo esta ecuacion y la ecuacion 3.11 en la ecuacion 3.3, la probabilidad de una
realizacién completa sobre #,, como definida por todos los valores de #; y r;, llega a se
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n_agpi n
2 H 6
pxl".x” :Arn e( tn) ! F ’ donde r" =lel
i= 1° i=

Propiedad 1

Las duraciones entre dos llegadas consecutivas son llamadas tiempos entre llegadas. La
distribucion de los tiempos entre llegadas #- en un proceso de Poisson sera determinada
asumiendo que una llegada ha ocurrido justo en 7=0. La probabilidad es buscada luego de

que la proxima llegada ocurra en (¢, #+47). Se puede escribir que:
P[t<tr <t+Af]=Po(7) P[una llegada en Af]

Sin embargo en el proceso de Poisson

0
P()= (’10—? e A= ¢ 20 Ppruna llegada en Ar] ~ A At
y asi, P[t< Ty <t+Af] ~ fi(f) At = 2 40 At

Esta, después de dividir por At, es la funcion de densidad de probabilidad de una
distribucién exponencial. Por lo tanto, si el nimero de eventos en un proceso tiene una
distribucion de Poisson, los tiempos entre eventos estan exponencialmente distribuidos.

Propiedad 2
Considerar el tiempo transcurrido hasta la n-ésima llegada, #, . Este intervalo de tiempo es
llamado el n-ésimo tiempo de espera. Asi,

W =21,

1=l

donde: If, es el n-ésimo tiempo entre llegadas. Si se considera que la funcion de densidad
de probabilidad del primer tiempo de espera es f(7) y en general, que el n-ésimo tiempo de
espera sea f,(f) y reconociendo que W, es la suma de n variables aleatorias independientes
con la misma distribucion, la ecuacién 2.29 se aplica y la funcion de densidad de
probabilidad del el n-¢ésimo tiempo de espera es la convolucién de grado n de £1(9); esto es:

71@=[ 1@ file-7)dz (.12

El primer tiempo de espera es el primer tiempo entre llegadas y por lo tanto, en el proceso
de Poisson:

filty=Ae P
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)2 (t) = j(; /Ie"(’“) Ael A7)l dr=22 te("'“)

2
f)= I:)z 42 7647 3 lrAl=e)l g 23 %—e(";")

y en general
tn—l (_'“)
fn(’)=ﬂ"——_—e : (3.13)

]

Como la ecuacion 3.13 es la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién
Gamma con parametros 4y n, del diagrama de la figura 3.2 es también claro que:

P[W, < {]= P[X() = n]

X(') A

n

W,
Figura 3.2: Relacién entre X(#) y W,

3.3 PROCESOS DE MARKOV (1}, 2, [4}, [25]

Considerable atencion ha sido dada en los dltimos afios a una clase de proceso estocastico
conocido como proceso de Markov. La aplicacion de las cadenas de Markov al analisis de
confiabilidad. Este modelo puede ser aplicado a procesos discretos o continuos en tiempo y
espacio.

El proceso Markoviano se caracteriza por la falta de memoria, pues los estados futuros de
un proceso dependen de su historia inmediata. El resultado de una prueba depende del
resultado de una prueba inmediata precedente. Se dice que el proceso de Markov es
estacionario si la probabilidad de transicion es constante. Si la probabilidad es una funcion
del tiempo o en el caso discreto del nimero de pasos, el proceso es considerado no
estacionario y designado como no Markoviano.
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3.3.1 Definicion de procesos de Markov [1], [2], [4], [25]

Un proceso de Markov es un sistema estocastico para el cual la ocurrencia de un estado
depende del estado inmediatamente precedente y solamente de él. Por esta razon, el
proceso Markoviano es caracterizado por la falta de memoria. Por lo tanto, un proceso
estocastico de parametro discreto, {X(?), =0, 1, 2, ..} o un proceso estocastico de
parametro continuo, {X{7); # >0} es un proceso de Markov si tiene la siguiente propiedad
Markoviana:

P{X(tn) 2 X | X(t1) = X1, X(12) = X2, ... X(En-1) = Xon.1}= P{XW) < X | X{tp1)%na}  (3.15)

para cualquier conjunto de » instantes de tiempo, #;<t:< .... <t, es el conjunto indice del
proceso y el cual es un conjunto de nimeros reales x;,x2,....,Xn.

La probabilidad de

Pxy 1%, = P{X(t,) = Xn | X(tn-1) = Xn-1} (3.16)

es llamada probabilidad de transicion y representa la probabilidad condicional del sistema
que estd en X, en 1, dado que estuvo X, en f,,, es también llamada probabilidad de
transicion de un paso debido al hecho de que representa el sistema entre 7.1 y 2.

Se puede definir la probabilidad de transicion de & pasos como:
Pxpxpk = P{X(tr+t) = Xn+i | X(25) = Xn}
0 como

Pxpyx,=P {X(tn) =Xn l X(tn-k) = xn-k} (3.17)

3.3.2 Cadenas de Markov de tiempo discreto [1}, (4], [25]

Una cadena de Markov es definida por una secuencia de variables aleatorias discretas
{X(t,)}, donde 1, es discreto o continuo. Por lo tanto, también puede definirse la cadena de
Markov como un proceso con un espacio- estado discreto.

Se define  p=P{X(t:)}=J | X(tn.1)=1} (3.18)

como la probabilidad de transicion de un paso de ir desde el estado de 7 en #,., hasta el
estado j en #, y se asume que esas probabilidades no cambian con el tiempo. El término
usado para describir esta suposicion es la estacionalidad. Si la probabilidad de transicion
depende sélo de la diferencia de tiempo, la cadena de Markov se define como estacionaria

en el tiempo.

Una cadena de Markov est4 completamente definida por sus probabilidades de transicién de
ir desde el estado i hasta el estado j, dada en forma matricial como:
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0 1 2 3 - n
0| pPeo Po1 Po2 Pos *** Pon
11 Po Pu P2 P13 ' Pin
P=|2|py Pn P22 P23 ** P (3.19)
3\pPs0 Ps1 P32 P33 P
(" Pn0 Pl Pn2 Pn3 **° Pun

La matriz P es llamada matriz de transicién de un paso (o matriz estocastica) puesto que
todas las probabilidades de transicion pj; son fijas e independientes del tiempo. La matriz P
es también llamada de transicion cuando no hay posibilidad de confusién y debe satisfacer
las condiciones

n
D> p;=1 paratodoiy p; >0 paratodoij, donde i=0,1,2,..,n j=0,1,2,...n
J

Se nota que cuando el niimero de transiciones (o estados) no es grande, la informacioén en
una matriz de transiciéon dada P puede ser representada por un diagrama de transicion que
es un mapa pictorico del proceso en el que los estados son representados por nodos y las
transiciones por flechas. La flecha que va desde el estado 7 hasta el estado j es marcado
como py. Como la fila i de la matriz P corresponde al conjunto de flechas que abandonan o
salen del nodo P, la suma de sus probabilidades debe ser igual a 1.

Asumase que un sistema dado tiene dos estados, denominados estado 1 y estado 2. Por lo
tanto, las probabilidades de transicion asociadas se pueden definir como:

p11= probabilidad de estar en el estado 1 en el tiempo ¢, dado que estuvo en el estado 1 en
el tiempo 0.
P>;= probabilidad de estar en el estado 2 en el tiempo ¢, dado que estuvo en el estado 2 en
el tiempo 0.
pi2= probabilidad de estar en el estado 2 en el tiempo #, dado que estuvo en el estado 1 en
el tiempo 0.
P21 = probabilidad de estar en el estado 1 en el tiempo 7, dado que estuvo en el estado 2 en
el tiempo 0.

Por lo tanto, la matriz de transiciéon asociada puede representarse como

p= [Pn P12:|
Pa P»n
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La figura 3.3 muestra el diagrama de transicion de estado asociado:

Pp

Figura 3.3: Diagrama de transiciéon para un sistema de 2 estados

Si el sistema tiene 3 estados, la matriz de transicion puede expresarse como:

Pu P2 Pi3
P=|ps pn P
P31 P32 P33

y su diagrama de transicion se muestra en la figura 3.4

Figura 3.4: Diagrama de transicién para un sistema de 3 estados

Ez‘ emplo 3.1

‘Basado en Ia historia pasada, un mgemero de la empresa de enefgia ha reumdo la s1gu1ente
informacion sobre la operacién de transformadores de distribucién sefvidos por una
subestacxén Los registros indican que solo el 2% de los transformadores que estin
actuslmente fuera de servicio seguiran fuera de servicio pues se les haré una reparacion
prommaznente Los registros también indican que ¢l 5% de los transformadores que
actualmente estan en servicio, estardn fiuera de servicio para hacerles reparacién
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préximamente. - Asumiendo que el proceso .es -Markoviano: discreto y que - -tiene
probabilidades de transicion estacionarias, determinese lo siguiente: ~ -

a) Las probabilidades condicionales.

b) La matriz de transicion. -

c) El diagrama de transicion,

Solucién

a) Seat=tiempo actual 'y t+1=préximo tiempo

Por lo tanto, las probabilidades condicionales asociadas son:

P{X;.1=fuera de servicio | X;= fuera de servicio}=0.02 B

P{X:+;= en servicio IX, fuera de servicio}=0.98

P{X,:,= fuera de servicio | X;= en servicio}=0.05
P{Xi.1=en serv:clo | X;= en servicio}=0.95 ‘

b) Si el numero 1 representa el estado ﬁxera de servicio y el numero 2 representa. el estado
en servicio. Por lo tanto e .

p11—002 p12=0.98, p21—005 y p22—095
1002 0.98
“L0.05 095

¢) Eldiagrama de transicién se muestra en la ﬁgura 35

P=1,py P2
2| pa P

098

Figura 3.5: Diagrama de transicién

Ejempio 3.2

Asimase que un ingeniero de distribucion de la empresa de energm ha estudlado las
estadisticas de salidas de una subestacion y encontro:
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1.7Que hay una relacion Markoviana entre la ocurrencia. de salldas de ahmentadores en el
tlempoacmalyeneltlempoﬁ:turo : . i .

2. Que .la. relacion es estacionaria.

Asumir ‘qué el ingeniero ha resumido sus hallazgos como se muestran en la tabla 3.1,

" ‘?A‘ffﬁ‘i:a go | Probabilidades en % para la préxima salida dé afimentador
o 40 b 30 30
2 1 20 e o501 30
T - 25 o 25 L 50

Tabla 3.1: Datos de salida de alimehtadore's* L

Por ejemplo, la tabla muestra.que si el alimentador que actualmente esta fuera de servicio -
es el namero de 1, las probabilidades de que los proximos ahmentadores ﬁlera de servicio
sean los. ahmentadores 1,2 0 3 son 40%,; 30% y 30% representatwamente 'Usando ‘los
datos, determinese lo siguiente: . , . A
‘a) Las probabdxdades condicionales de sallda

b) La matriz de transicién.

c) El dlagrama de transxclén

Soluclon

 a) Si t y t+1 representan el tiempo actual y el tiempo. préximo, respectivamente, la
probabilidad de que el préximo alimentador fuera de servicio sea el alimentador 1, dado
que el niimero es 1, se puede expresar ahora como:

p1=P{X =1 | X~1}=0.40

Donde X.;= Alimentador fuera de servicio en prémmo tiempo
X;— Ahmentador fuera de servicio en uempo actual

; Shnﬂarmente
p;z—P{Xﬁr-Z | X=1 }=0.30

DisP (3 | XF1}030
ipzx-fP{.zY'r+r—1 IX"2}=0 20 |

pszé-P{XH;~1 1)(,-3}—0'25 e
psrP (X4 =2 | XF3}=025 .
ps=P {AX;+1—3 | X~=3}=0. 50
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b) La matriz de transiciones: "

1 2 3 ;

1| " [0.40 030 0307
p=_|Pn P2 P13 _1450 050 030
21Pn1 Pn P5 455 425 050

3| pa pn P

¢) El diagrama de transicion asociado se muestraen la figura3.6

030

Figura 3.6: Diagrama de transicién T

3.3.2.1 Ecuaciones de Chapman- Kolmaogorov {2}, {4], [25]

Asumase que S; representa los estados exhaustivos y mutuamente excluyentes (resultados)
de un sistema dado un cualquier tiempo, donde J=0,1,2,.... Asumir también que el sistema

es Markoviano y que p§°) representa la probabilidad absoluta de que el sistema esté en el

estado j en un tiempo #y. Por lo tanto, si pg-o) y la matriz de transicién P de una cadena de
Markov dada son conocidos, se pueden facilmente determinar las probabilidades absolutas
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del sistema después de las transiciones de paso n. Por definicién, las probabilidades de
transicion de un paso son:

py =) =PLx(n)=jl Xt )=1) (3.20

Por lo tanto, las probabilidades de transicion del paso n pueden ser definidas por induccion
como:

P = PX ()= j1 X(to)=1} @3.21)

En palabras, p,gf') es la probabilidad absoluta de que el proceso esté en el estado j en un
tiempo #,, dado que estuvo en el estado 7 en el tiempo #, después de » transiciones. Por lo
tanto, se puede observar de esta definicion que p,-Sp) debe ser 1 si i=j y O en otros casos.

Las ecuaciones de Chapman- Kolmogorov proporcionan un método para calcular esas
probabilidades de transicion de paso n. En forma general, estas ecuaciones estan dadas por:

pg.") =y p,(,:"m) ) pg.") para todo ij. (3.22)
para cualiquier m entre Oy n.

Esta ultima ecuacion puede representarse en forma matricial asi:

P = pir-m pm (3.23)

Por lo tanto, los elementos de una matriz de transicion de orden superior puede obtenerse
directamente por multiplicaron matricial:

— p(r-m) p) _ plr) _ pn (3.24)

pg(,"‘)

Un caso especial de la ecuacion 3.22 es el siguiente:

p!(i”) = Z pf(;‘l) py paratodo i (3.25)
k .
y por lo tanto, los casos espaciales de las ecuaciones 3.23 y3.24 son:

PO = prm po) 350 ¢ } pg(r,n) =pt)p-pl) —p" respectivamente  (3.27)

Las probabilidades no condicionales como p§-") =P{X(,)=j} son llamadas

probabilidades absolutas o probabilidades de estado. Para determinar las probabilidades de
estado, las condiciones iniciales deben ser conocidas. Por lo tanto:
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P = P ()= j}= PY (X (,) = 71X )= }P{X (o )= 1} = z pOpf) .29
Esta ecuacion puede representarse en forma matricial asi:
p(") = p(0) P 3.27)

donde
p" = vector de probabilidades de estado en el tiempo #,

p©® = vector de probabilidades de estado inicial en el tiempo #

P™ = matriz de transicién de paso n

Las probabilidades de estado o absolutas estan definidas en forma vectorial como:

p®= lpl(") pg") pg") p,(;')] \ (3.28)
y  pO=[pOp050... 50 (3.29
Ejemplo 3.3« .. ... .

Considerar una cadena de Markov con dos estados y con una matnz de transnclbn de paso
1, asi: _

p= 0 6 0 4

“lo3 07]
Y un vector de probabilidad de estado inicial de ")—[0 8 o. 2], detenmnar lo sxgmente
a) El vector de probabilidad de estado en el tiempo'7;.©

b) - El vector de probabilidad de estado en el tiempo 1.
c) ‘El vector de probablhdad de estado en el Uempo 3.

Solucion

) p =p@p®=p0 - pOpU-fos 02][33 ’g'ﬂ*lﬂ-s‘t* 0.46]
b) pO=p® PO T |

06 04)[06 04] [048 052
| "’1)(2):1)(1)1)(1)___ _ | 41 1048 0.5
Donde 103 07403 0.7] {039 061

y asi p@ - pLlpe) .| 048 9.52'048' 0.52]_[04332 0.5668)
039 0614039 0.61] {04251 0.5749
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’Porlo tanto p(4) [08 0. ][
®=p© pO

04332 0.5668] ~r ' . oo
[0.4316' 035-749],
0.4251 0.5749

Don de P(s) 5 P(4)P(4) 04332 0.5668 {| 0.4332 0. 5668 0.4286 0.5714]
: 0.4251 0. 5749 04251 0.5749| |0.4285 0.5715|

yasi p ® [os ]04286 05714 _ 104286 05714]
04285 05715

3.3.2.2 Probabilidades limite

En el ejemplo anterior es interesante observar que las filas de la matriz de transicién P®
tienden a ser las mismas. Ademas, el vector de probabilidad de estado p® tiende a ser el
mismo que las filas de la matriz de transicion P®.

Estos resultados muestran que las probabilidades absolutas de largo recorrido son
independientes de las probabilidades de estado inicial, esto es, p®. Por o tanto, las
probabilidades resultantes son llamadas probabilidades de estado estable o probabilidades

limite y definidas como el conjunto 7;, donde:

= lim P;" = lim im P(X(t,)= j} (3.30)

J N—»00

En general, el estado inicial tiende a ser menos importante para las probabilidades de
transicion de paso » a medida que » aumenta, asi que:

lim P{X(t,)= jl X(t) =i} = lim P{X(t,)= j} =TI, @.31)
n—»® n—»w

De manera que se puede obtener una distribucion de probabilidad de estado estable
incondicional llevando » al infinito sin tener en cuenta los estados iniciales. Por lo tanto:

P(n)=P(n-l) P

o lim P = lim plp yasi II=TIP

n—w n—o

(ﬂ'l Ty T3 °° Ty
my ®’y Ay Ty
donde H=|(m &, #n3 - 7 (3.34)

m 7 &y o Wy
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Noétese que la matriz IT tiene filas idénticas tal que cada fila es un vector fila de:
II=[m; 7 73 ... 7] (3.35)

Puesto que la transpuesta del vector fila IT’, 1a ecuaci6n 3.33 puede también expresarse
como:

IF=P I, el cual es un conjunto de ecuaciones lineales. (3.36)

Para poder resolver los conjuntos de ecuaciones 3.33 y 3.36 para 7, individuales se requiere
una ecuacion adicional. Esta ecuacion de normalizacion puede expresarse como:

domi=1 (3.37)
Todo ¢

3.3.2.3 Clasificacion de estados en cadenas de Markov

Se dice que el estado j es accesible desde el estado 7 si p,(}') >0 para algunos n 2 0. Esto

implica que el estado j es accesible desde el estado i si y sélo si, arrancando en i, es posible
que el proceso siempre entrara al estado j.

Se dice que dos estados i y j son accesibles a cada uno de los otros si se comunican y se
escribe como i <> j.

Cualquier estado se comunica consigo mismo puesto que, por definicién:
PO = P(X(tg) =i/ X(tg) =i} =1 (3.38)
La relacion de comunicacion satisface las siguientes propiedades:

i. El estado / se comunica con el estado i, para todo i > 0.
ii. Si el estado i se comunica con el estado j, luego el estado j se comunica con el estado
i
iii. Si el estado i se comunica con el estado j y el estado j se comunica con el estado &,
luego el estado i se comunica con estado X

Dos estados que se comunican son de la misma clase, esto es una consecuencia de las
condiciones anteriores, pues dos estados cualquiera o son idénticos o disjuntos. En otras
palabras, el concepto de comunicacion divide el espacio- estado en un nimero de clases
separadas. Se dice que la cadena de Markov es irreductible si hay solo una clase, esto es si
todos los estados se comunican con cada uno de los demas.
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Para cualquier estado j, f; denota la probabilidad de que si arranca en el estado i, el proceso
siempre regresard al estado /. Se dice que el estado 7 es recurrente si fi=1y tramsitorio si

J<lL.

o)
Elestado i es recurrente si pi) =
n=1
R () (3.39
El estado / es transitorio si  »_ pj/” <o

n=1

Si el estado 7 es recurrente y se comunica con el estado j, luego el estado j es recurrente.

Se dice que el estado i tiene un periodo d si p,(,-”) =0, sin embargo, 7 no es divisible por d,
y d es el entero mas grande con esta propiedad.

Un estado con un periodo 1 se dice que es gperiddico. Puede demostrarse que la
periodicidad es una propiedad de clase. Esto es, que si el estado i tiene un periodo d'y los
estados 7 y j se comunican, luego el estado j también tiene periodo d.

Si el estado # es recurrente, se dice que es recurrente positivo si, arrancando en i, el tiempo
esperado hasta que el proceso retorne al estado / es finito. Puede demostrarse que la
recurrencia positiva es una propiedad de clase.

En una cadena de Markov de estado finito todos los estados recurrentes son recurrentes
positivos. Los estados recurrentes aperiodicos son llamados ergodicos.

Un conjunto cerrado de estados es aquel donde el sistema una vez que esté en uno de los
estados de este conjunto, permanecera alli indefinidamente y es también llamado estado

absorbente (p;=1).

3.3.3 Cadenas de Markov de tiempo continuo [2], [3], (4]

Se considera aqui una clase de modelo de probabilidad que tienen una amplia variedad de
aplicaciones en el mundo real.

Supdngase que se tiene un proceso estocastico de tiempo continuo {X(#),f = 0} que toma
valores en el conjunto de los enteros no negativos. En analogia con la definicién de
cadenas Markov de tiempo discreto dado en la seccién anterior, se dice que el proceso
{X(9),t = 0} es una cadena de Markov de tiempo continuo si para todo s, £ > 0 y enteros no

negativos ijx(u), O<u<s, se cumple que:
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P{X(t+s)=j | X(s)=i, X(v) =x(u), 0< u <s}=P{X(t+s)=j | X(s)=i} (3.40)

En palabras, una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico que tiene
la propiedad Markoviana de que la distribucién condicional del futuro X(#+s), dados el
presente X{(s) y el pasado X(u), 0< v <s, depende solamente del presente y es independiente
del pasado. '

Como P{X(t+s)=j | X(s)=i} es independiente de s, la cadena de Markov de tiempo continuo
tiene probabilidades de transicion homogéneas o estacionarias.

Supodngase que una cadena de Markov de tiempo continuo entra al estado i en un tiempo 0
y que el proceso no abandona el estado i durante los préximos s minutos. ;Cual es la
probabilidad de que el proceso abandone el estado # durante los siguientes # minutos?.

Como el proceso esta en el estado i en el tiempo s, se concluye por la propiedad
Markoviana que la probabilidad de que permanezca en ese estado durante el intervalo
[s,s+1] es justamente la probabilidad (incondicional) de que se quede en el estado i por al
menos 7 minutos.

Si 7; denota la cantidad de tiempo que el proceso permanece en el estado / antes de hacer
una transicion a un estado diferente, luego /

P{T;> s+t| T;> s} = P{T>1} (.41)

para todo s,¢ 2 0. Por lo tanto, la variable aleatoria 7; no tiene memoria y debe ser
exponencialmente distribuida, esto da otra forma definir una cadena de Markov de tiempo
continuo y es un proceso estocastico que tiene las propiedades de que cada vez que entre al
estado i:
i. La cantidad de tiempo que gasta en ese estado antes de hacer una transicidon a un
estado diferente es exponencialmente distribuido con media %
!
ii. Cuando el proceso abandona el estado i, entra al estado j con alguna probabilidad Py
que debe satisfacer P;=0 paratodoiy )" P; =1 paratodo i.
J
Es decir, una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico que se mueve
desde el estado i hasta el estado j de acuerdo con una cadena de Markov (de tiempo
discreto) a menos que permanezca en cada estado una cantidad de tiempo antes de entrar al
proximo estado, es exponencialmente distribuido. Ademas, la cantidad de tiempo que el
proceso permanezca en el estado i y el proximo estado visitado, deben ser variables
aleatorias independientes.

Para ilustrar la soluciéon de un modelo de Markov, considérese el caso de un componente
reparable simple, que puede estar en uno de dos estados: o esta trabajando (X=0) o en falla
(X=1) y se conoce como el proceso de Markov de dos estados. Después de la falla, el
componente esta recibiendo atencién (en reparacion) y una vez completada la reparacién es
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retornado al servicio. Los dos estados y las posibles transiciones entre ellos se ilustran en la
figura 3.7.

A Ar

Figura 3.7: Modelo de Markov de 2 estados

Asumiendo que ambos tiempos, de servicio 7p y de reparacion 73, tienen distribuciones
exponenciales, sus funciones de distribucién acumulativa seran respectivamente:

Fr=1-€*9 vy  Fp=1-¢"*?  donde 1/2 es el tiempo medio de trabajo y 1/ es el
tiempo medio de reparacion.

Es obvio que la probabilidad de estar en estado 1 en el tiempo #+4¢ depende del estado en
que el componente esta en el tiempo £, pero no de los estados que €l pudo haber asumido un
poco antes. Por lo tanto, el proceso es Markoviano. Usando la propiedad dada en la
ecuacion 2.108a de la distribucion exponencial, se obtiene las probabilidades de transicién:

P[X(t+40)=1 | X())=0)=poi(4 1) ~ AA ¢
PIX(t+ 400 | X(=1]=pro(4 D) = pA t (3.42)

y consecuentemente que:

PLX(t+ 400 | X(©y=01=poo(4 ) ~ 1-AA ¢t
P[X(t+4D)=1 | X()=1]=pu(4 ) = 1-uA ¢ (3.43)

Las probabilidades son indicadas en la figura 3.7.

Definiendo ahora que:

po(f)= Probabilidad de que el componente este operando en el tiempo 7.
p1(§) = Probabilidad de que esté en falla en el tiempo %

A = rata de fallas

4 = rata de reparacion

Considérese un intervalo de tiempo incremental df y asumase que la probabilidad de que
dos o0 més eventos estén ocurriendo durante este incremento de tiempo es despreciable:

Pot+AD=p(8) (1-4 AY) + p1(#) (u At)
Pi(t+AD=pi() (1-p At) + po(1) (A AY) (3.44)
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Reorganizando estas ecuaciones:

Pt +At)-p, (1)

oy =-Ap,()+np )
Pt +? p() =Ap,@)-pp () (3.45)
y haciendo A7—0, las ecuaciones 3.45 se transforman en:
Pt +AA?— pf(t);m_,o dpdt( ) pi0)= ﬂpa(t)+up1(t)
P +4)-p (t)iw - 20 )= 10,0+ u210)
que en forma matricial quedan:
o(t) Ao A
o sol 2|
Resolviendo para p.(?) y p1(?):
~(A+u)]
Pu= 1 I+ PO T 3.,0)- 1 O)
el-(+a)]
p ()= ——[po(0)+p1(0)]+ [;401(0) ap,0)] (3.47)

donde: po(0) y p1(0) son las condiciones iniciales y p,(0) + p;(0)=1

Si el proceso arranca en estado cero (es decir, en el tiempo cero, el sistema o componente
esta en una condiciéon de operacion), luego con py(0)=1 y p1(0)=0 las ecuaciones 3.47 se
convierten en:

- A el-(+a)]
po)= /’L + U A +u
— [~A+u]
()= A+ A“‘e (3.48)

Una solucion al modelo de dos estados mediante los métodos de Laplace esta dada en la
seccion 3.4. Las probabilidades a largo plazo de p, y p; pueden obtenerse de las ecuaciones
3.48 haciendo ¢ —<0. Los resultados son:
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A
A+p

(3.49)

po(°°)=;if; y =)=

Nétese que las probabilidades a largo plazo son independientes de las condiciones iniciales.
Sim=Y =tiempomedioafalla y r= %‘=tiempo medio para reparar

y estableciendo que la probabilidad a largo plazo de que un componente esté trabajando es
la relacion del tiempo medio de trabajo al tiempo medio del ciclo, la probabilidad de que el
equipo esté en reparacion es la relacion del tiempo medio para reparar al tiempo medio del
ciclo.

A medida que t—>o0, las probabilidades de estado se aproximan a un conjunto de valores
conocidos como probabilidades de estado limite. Estos valores son independientes del
estado en el cual el proceso arranca, como puede verse en las expresiones 3.47,
involucrando las condiciones iniciales po(0) y p1(0). Las probabilidades de estado limite
también pueden ser obtenidas de la ecuacién matricial diferencial 3.46, con p) () y

pi)=0.

Las ecuaciones del sistema son entonces:

-ﬂpo"" m1=0
Apo - u=0
po +P1=1

Las probabilidades de estado limite también pueden obtenerse considerando el sistema
como un proceso de Markov discreto en el tiempo y en el espacio. La matriz de
probabilidad transicional estocastica que define el proceso desde el tiempo # hasta #+Azy

designada como P es:

| 0 1
P={01-AA AN (3.51)
1| pAt  1-puAt

Nétese que las filas de la ecuacién 3.51 suman uno. En un incremento de tiempo Az, la
probabilidad de permanecer en el estado 1 dado que el proceso arranco en ese estado es uno
menos la probabilidad del abandonarlo (1-1 At). Un razonamiento similar se hace para los

otros elementos de la matriz.

El vector de probabilidades limites IT se define como II=[p, p1] tal que ITP=I1. Las
ecuaciones obtenidas son las siguientes:

(1-A Ad) po + p At pr=po (3.52)

© AL Ape+ (- A pr=p
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y7i A
> =
A+ u A+u

Y Po= (3.53)

En sistemas mas complicados llega ser dificil obtener una expresion general dependiente
del tiempo.

Considérese el caso de dos unidades idénticas en paralelo donde:

Po(?) = Probabilidad de que ambas unidades estan en estado operable en el tiempo 7.

1(?) = Probabilidad de que solo una unidad esté en estado de operacién en el tiempo ¢ y que
la otra esté en estado de falla en el tiempo .

p2(f) = Probabilidad de que ambas unidades estan en estado de falla en el tiempo z.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

p,(0) —24 22 0
pi®|=lp.® p@) PO # -@G+p) 24 (3.54)
p5() 0 2u -2

Usando: po(0)=1, p1(0)=p2(0)=0 se encuentra que:

) 204 [-+uy] 2]
Polt t—
0= (/1'*‘#)2 (/1+/t)2 (ﬂ+ﬂ)
2 23— ) [ey) _ o[-2G+ Y]
_ (3.55)
_ /12 22 ey ol-20+a¥]
I)Z(t)_(,up)2 (/'L+y)2 +(/1+#)

Es interesante notar que en un sistema, cada componente es independiente y por lo tanto,
las ecuaciones 3.55 pudieron haber sido obtenidas de los resultados de un solo componente
usando la expansion binomial. Las posibilidades de estado limite pueden ser obtenidas
directamente de la matriz diferencial haciendo p'(t)— 0.

Si la disponibilidad 4 esta definida como la probabilidad de que al menos una unidad este
disponible:

,uz +24u

(4 +uy

Si la confiabilidad del sistema esta definida como la probabilidad de que el sistema no entre
al estado dos (ambas unidades falladas), luego el estado 2 puede considerarse como un
estado absorbente, éste es un estado en el cual se entra una vez y no lo abandona hasta que
el proceso arranque de nuevo.

Alt=w)=po+ pl= (3.59
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po(0) 24 24 0
pi0)|=lp.0) p@) 22O 1 -(A+p) 2 (3.57)
p3() - 0 0 1

La solucion para este caso esta dada por Epstein y Hosford como:

sl g ol-su]
2 (3.58)

S €
R(t)= l $ =S
—92

donde

5 =%(3,1 + g+ A2 +62.,u+,u2)

5 =—;-(3ﬂ,+,u——\/22 +6/'£,u+y2)

El tiempo medio a falla (MTTF) para este sistema se puede encontrar integrando la funcion
de confiabilidad sobre el rango 0 a .

+
51+ 8, — 31 2[1 | (3.59)
8515, 24

MTTF = [ R(t)ds =

Como se anotd previamente, es virtualmente imposible obtener una expresion general
dependiente del tiempo para la confiabilidad de sistemas mas complicados. El MTTF
puede obtenerse sin embargo, usando los conceptos de cadenas finitas de Markov.

La matriz estocastica de probabilidades de transicion para el caso de dos unidades es:

l 0 1 2
0/1-24 24 0
Pl g 1-(A+p) 2 (60
2| o0 2w 1-2p

Designando el estado 2 como un estado absorbente y creada una nueva matriz truncada Q
eliminando el estado absorbente.

| © 1
Q=|0|1-22 22 (3.6)
1| u 1—(/1+,u)

Considerando la matriz identidad I.
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| 0 1
I-Q=|0| 24 -24 (3.62)
1|-u A+up

Usando la matriz fundamental N, donde »; es el tiempo esperado por el proceso en el estado
s; antes de ser absorbido:

A+ 24
a ] (3.63)

N=[I—Q]“=—‘-[ v 21

242
Arrancando en el estado 0, el MTTF (el tiempo antes de entrar al estado absorbente) del
proceso es Mp.

3A+u
222

Mo, =$[f1+ﬂ+2/1]= (3.69)

El modelo de la matriz inversa es extremadamente util cuando se trata con sistemas mas
complicados. El MTTF es usualmente mucho mas largo que el tiempo gastado en estado de
falla y por lo tanto, la frecuencia de fallas a largo plazo puede expresarse como YMTTF y
designado como la rata de salidas del sistema. Sin embargo, el MTTF o la rata de salidas
de un sistema de dos unidades no puede asociarse con una funcion exponencial simple para
dar una expresion de confiabilidad del sistema.

El caso de dos unidades de sistemas idénticas en serie puede examinarse usando las mismas
ecuaciones obtenidas para dos unidades idénticas en paralelo redefiniendo los estados de
falla. Se asume que es posible que una unidad falle mientras que la otra unidad esta en
estado de falla. La disponibilidad A=p.(f) a medida que # —o,

P (falla del sistema) = pi(1)+p2(1)

2
7

(4+uy

y el MTTF =1/2\, rata de fallas = 2\

Po = (3.63)

Si el sistema se considera que esta en estado de servicio (UP) cuando un componente esta
operando, luego el MTTF esta dado por M, ; en vez de Mp,,.

De la ecuacion 3.63 .

(3.66)
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La probabilidad de estar en estado de falla es p,. Si el tiempo medio de reparacién del
componente es 7 y r=1/u, la duracién promedio de una falla completa es 1/24 o r/2,
luego:

P2 = % = yz‘u = 12 (3 67)
Myp+7 24+p 1 (+u) T
242 2pu

En algunos sistemas pueden existir muchos estados identificables como UP. La utilizacion
de modelos recursivos en lugar del desarrollo de la matriz fundamental N para el sistema,
puede ser mas cémodo para sistemas mas complicados como se vera en el capitulo 6.

3.4 PROCESOS DE RENOVACION 12}, 4]

3.4.1 Definiciones

Considerar los puntos en los tiempos Z.t1,... donde #+; > ¢ definen un conjunto de variables
aleatorias 7; tal que 7, = 1, - 1,1, i=1,2,.... Si estas variables aleatorias son independientes y
con la posible excepcion de 7;, idénticamente distribuidas, ellas constituyen un “proceso de

renovacion”.

Si por ejemplo, un nuevo componente con un tiempo de vida 7 es instalado en #,, y el
componente instantineamente se renueva él mismo sobre su falla en #=f, + T,
emprendiendo otro periodo de operacién con un tiempo de vida 75, luego de forma similar
se renueva el mismo cada vez que falla, la secuencia de estos tiempos de vida constituye un
proceso de renovacion si los 7; son independientes e idénticamente distribuidos. El
ejemplo puede hacerse mas real asumiendo que la unidad en servicio es inmediatamente
reemplazada sobre su falla por uno nuevo de una existencia de piezas de repuesto idénticas.
Por la definicion anterior, el proceso de Poisson es un proceso de renovacion donde todos
los Tf; tienen una distribucién exponencial. En lo que sigue, se asume que los procesos
ocurren en tiempo continuo; los modelos en tiempo discretos no son considerados aqui.

Existen muchas cantidades asociadas con los procesos de renovacion, que son usualmente
investigados. Estas son los siguientes:

a) El tiempo a la r-ésima renovacion, s,, donde s;=71+17+...+T,.
b) El mimero de renovaciones en el periodo (0,f), N¢, o el nimero de renovaciones en

(t,5), Ntt;, Ntt,=Nt;-Nt,.
c) La funcién de renovacion K(7), definida como el valor esperado de Nt, K(£)=E[Ni].
d) La densidad d[e renovac]ién k(tz,)deﬁnida como:

E|Ntt + A1) dK(¢
kej=]7 - =
) {,’ﬁ v =
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Seleccionando Af bastante pequefio de tal manera que la ocurrencia de 2 o mas
renovaciones durante At tiene una probabilidad despreciable y cercana a la de una
simple, k(7) también llega a ser la densidad de probabilidad de renovaciones que ocurren
durante el periodo Az siguiente al tiempo #; que es:

k()= Jim L P[una renovacién en (1,7 + A)]
Ar—0

Si todos los T; tienen la misma funcion de densidad de probabilidad, el proceso de
renovacion es llamado ordinario. En algunas aplicaciones sin embargo, 7; tiene una
densidad de probabilidad diferente; luego el proceso es llamado modificado. Si el proceso
es arrancado largo tiempo atras y es primero observado en algin momento aleatorio que
generalmente ocurre entre 2 renovaciones, el proceso es llamado proceso de renovacion de
equilibrio. En tal proceso el primer tiempo a la renovacion es el tiempo de recurrencia
adelantado que tiene una forma de distribucion, pero dependiendo de la distribucion del
resto de los 7;. Finalmente si existen dos tipos de eventos alternativos con diferentes
densidades de tiempo a evento, el proceso es un proceso de renovacion alternativo.

3.4.2 Proceso de renovacion ordinario.

3.4.2.1 El tiempo a la r-ésima renovacién

Es definido como:

sy =21, (3.68)

i=l

donde los T; tienen una funcién de densidad de probabilidad comin, £ (). Sera determinada
la funcion de densidad de probabilidad de s, £i(7); ésta puede ser dada por la ecuacién 2.19,
que proporciona la funcién de densidad de probabilidad de la suma de k variables aleatorias
independientes con la misma densidad fi(x) (idénticamente distribuidas). El mismo
resultado también puede derivarse por medio de un modelo algo diferente, usando la

transformada de Laplace de fs_ (t) que es f; §r (s). Para encontrar esto, obsérvese que en
general:

fi6s)= f: e f,(x)dx= E[e[_sx]] (3.69

Usando la definicién de esperanza de una funcion (ecuacion 2.53).

75, €)= B |= Bt E[”]
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f5.©=118k] (.70

i=1

por !a regla de la esperanza de un producto de variables aleatorias independientes (o sus
funciones) que es el producto de las esperanzas de los factores (ecuacion 2.137).

Como todos los 7; tienen la misma funcién de distribucion de probabilidad, f{¥),

5 ©=1r 6] 3.71)

donde f * (s) es la transformada de Laplace de f{z). El inverso de la ecuacién 3.71 es la
convolucion de grado r de At), o

f5,0=[7s -7 (3.72)

que est4 de acuerdo con la ecuacion 2.129. La ecuacion 3.72 es una formula recursiva para
la determinacion de f5.(¢7). En el simple caso cuando f (t)= Ae ¥ , S, tiene una distribucién
gama cuya funcién de densidad de probabilidad es la ecuacion 3.13.

El comportamiento asint6tico de S, puede examinarse haciendo la transicion de r — . Por
el teorema de limite central, la distribucion de S, se aproxima a la normal con media myr y

con una varianza ¢ } r, donde mres la media de A7) y a} es su varianza.

3.4.2.2 El nimero de renovaciones, Nt.

Considérese la figura 3.2 y la ecuaciéon 3.14 derivado de ella. La validez de éste es
obviamente no restringido al proceso de Poisson y la ecuacion se aplica a cualquier proceso
de renovacion ordinario. Sustituyendo S, por W, y N; por X(¢), la ecuacion 3.14 llega a ser:

PIN: <rl=plS:> 1] = 1- Fs{1) | (3.73)
donde Fs/?) es la funcién de distribuciéon acumulativa de S, que puede ser calculada de sy
funcion de densidad de probabilidad proporcionada por la ecuacion 3.72. La distribucion
de probabilidad de Nt esta luego dada por:

PIN: = r] = Fs{t) - Fs+ /(1) (3.74)

con Fge=1, por definicion.
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Volviendo a la distribucion limite de N, la conexion (ecuacion 3.73) entre Nt y Sr sugiere
que a medida que ¢ — o, la distribuciéon de Nt también se aproxima a la normal, se puede

mostrar que esta es en realidad asi, la media es #/m y la varianza a}t / m} .

3.4.2.3 La funcién de renovacion K(f).

Como K(?) esta definida como E[Nt], lo siguiente puede ser escrito sobre la base de la
ecuacion 2.50 y usando la ecuacion 3.74. '

k@)= rPNe=r]= Y r[Fs ()-Fs,, ()]
=0 r=0
o expandiendo el lado derecho, ésta llega a ser:

k(@)= i Fs (1) (3.75)

r=1
La transformada de Laplace de la ultima ecuacion es:

K'(s)=§§f;,(s),

y sustituyendo la ecuacion 3.71, ésta llega a ser:

*(s)= f‘(s)
) -7 6)

K{(?) se obtiene invirtiendo la ecuacion 3.76.

(3.76)

El comportamiento asintético de K(f) cuando ¢ — oo puede establecerse observando X'(s) a
medida que s — 0. Esto se concluye de la definicion de la transformada de Laplace
(ecuacion 3.69). Aplicando la ecuacion 3.69 a fr), puede reescribirse cuando s — 0 como:

f‘(s):j':(l—st)f(t)dt:l—sj':tf(t)dt=1—smf 3.77)
sustituyendo esto en la ecuacion 3.76:

l—smf~ 1

s mf SZMf

K*(s)=
e invirtiendo esto, se obtiene que a medida que 7 — o

K@)-»-- (3.78)

m g
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3.4.2.4 La densidad de la renovacion k(t)

Como £(#) es la derivada de K(¥), se puede obtener diferenciando la ecuacion 3.75.

@K

ko)=3 15 () (3.79)
r=1

Transformado y sustituyendo en la ecuacion (3.71)

K (5)=§ {f'(s)}, = I—L;(:S_()—sj (3.80)

que después de la inversion da:

k()= ft)+ Iék(t —7)f(r)dr (3.81)

La ecuacion 2.81 es algunas veces llamada ecuacion integral de la teoria de Ia renovacion;
pudo haber sido obtenida directamente considerando que la probabilidad de una renovacion
en (¢,1+Af), k(Y)At, es igual a la suma de las probabilidades de una primera renovacién en
ese intervalo y de las probabilidades para cada 7 entre 0 y 7 de que una renovacion ocurra en
7-ty el proximo 7; tiene una duracion de 7.

En el caso de un proceso de Poisson donde ﬂt)=ﬂe('m, I '(s)=-/1—/1—- y como por la
+s

g * A , : :
ecuacion 2.80 & (s)=——, k(f)=A. Asi la densidad de las renovaciones de un proceso de
s

Poisson es constante en todos los tiempos y es igual al reciproco de los tiempos medios
entre llegadas. La forma asintética de k(f) se concluye de la ecuacion 3.78 después de la

diferenciacion:

k(1) —>—1— a medida que —o0 (3.82)

m ¢
Asi, bajo leves restricciones de la funcion de densidad de probabilidad de los tiempos 7}, la
densidad de probabilidad de renovaciones en un tiempo suficientemente largo después de la
Giltima renovacién conocida llega a ser constante e igual al reciproco del tiempo medio de
renovacion.

Como esto es asi para los procesos de Poisson desde el principio, puede concluirse que
cualquier proceso de renovacion independiente del tipo de f{7), se comporta como Poisson a
mediada de que 1 — oo, esto es, la probabilidad de que la renovacion ocurra en cualquier

intervalo At es igual a At/my.
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3.4.3 Los procesos de renovacion alternativos

Como se definio antes, un proceso de estos consiste de dos tipos de periodos alternativos.
Sean 7; y T, como se muestran en la figura 3.8.

4 " r " 14 n
A O - T

|
| ] T T T T T

Figuras 3.8: Un proceso de renovacion alternativo

Los eventos que terminan los periodos pueden ser dos tipos de falla: o una falla y una
reparacion; el proceso puede describirse en un ambiente alternativo como periodos
atmosféricos buenos o malos sucesivos y asi sucesivamente. Sea la funcion de densidad de
probabilidad de T/, fi(?) y de T, fx?); definiendo también K;(f) como el nimero medio

de eventos de tipo 1 en (0,t) y Ka(t) como el niimero medio de eventos del tipo 2.
Asumiendo que 7] ocurra primero, la funcion de densidad de probabilidad de la época

(T/+T7) es de acuerdo con la ecuacién 2.128, la convolucién de Ay A y su

transformada de Laplace es, por la ecuacion 3.70, igual a f;*(s)x f5 (s). Sustituyendo en
la ecuacion 2.76, la transformada K>(#) llega a ser:

o FOEE
AR TR YR

(3.83)

y se puede conocer que la transformada de K;(¢) es:

A (s)
s {l -GS (S)}

K1 ()-

Las transformadas de las correspondientes densidades de renovacion son:
ki ()=sKi(s) vy k3(s)=sK3() (3.89

Nuevas cantidades de interés que no se aplicaron a los procesos previos son las
probabilidades de que en alglin instante futuro £, se presenten fallas en un periodo de tipo 1
o detipo 2. Sean esas probabilidades mi(f) y m2(¢) respectivamente; como () + m(f)=1, es
suficiente con calcular una de ellas.
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Considerar m:1(?); que es la suma de probabilidades de que 7 >7 y de que el evento 2
ocurra en algun 7<17y la subsecuente 7; exceda (¢-7). Por lo tanto, si F1() es la funcién de
probabilidad acumulativa de la variable aleatoria 7, '

m )= 8- FO+ [ @) R - e aa

considerando que 1- F;(t)= P[T” >]. La transformada de Laplace de la ecuacion 3.85 es:
* 1 * *

6= - A OR+156) a8

y sustituyendo la ecuacion 3.83 en la segunda ecuacion de 3.84 y la Gltima en la ecuacién
3.86:

my (S)‘ 1A (s) : (3.87)

st- £ 6) 1 6

Como un ejemplo considérense las distribuciones exponenciales para ambos periodos con
fil)=A e y fi(f)=u . Este proceso es el mismo proceso de Markov de dos estados y
es facil mostrar que la ecuacion 3.87 ahora llega a ser.

_ Sstp
i ()= s(s+/1+p)

que después de aplicar la transformada inversa, da la primera ecuacién de 3.48. Para
obtener la forma asintotica de m(#), obsérvese a 77 (s) a medida que s — . Bajo esta
condicion, la ecuacion 3.77 puede usarse, dando:

fG)=1-smp y f3()s1-smp

donde my y mfz son la medias de £i(f), £2(f) respectivamente. Sustituyendo en la ecuacion
3.87.

l
mﬂ +Mf2 K3

71 ()=

y después de la transformada inversa se obtiene:

m fl
im ()= ———— (3.88)
{Zm’ o0 m 11 +m 12
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Se puede nuevamente observar que este resultado es independiente de las distribuciones de

T; y T/. Consecuentemente esto es vilido cuando ambas distribuciones son

exponenciales.

Se concluye que un proceso de dos estados con distribuciones arbitrarias para las
duraciones de permanencia en cada estado se comporta en largo plazo como si fuera un
proceso de Markov homogéneo.



4. CONFIABILIDAD DE COMPONENTES

4.1 INTRODUCCION 2]

Un componente es un ente en un sistema que durante el proceso de la evaluacion de
confiabilidad, no es subdividido. Esto no implica que un componente no pueda ser hecho
de partes, significa solamente que en un estudio dado sobre confiabilidad, es considerado
como una unidad autocontenida y no es analizado en términos de la confiabilidad del
desempefio de sus partes constitutivas. De este modo, mientras la confiabilidad
considerada de un componente en un estudio no puede ser cambiada en tal forma y si son
deseadas caracteristicas diferentes, ¢l componente debe ser reemplazado por otro con

parametros diferentes de confiabilidad.

Los componentes se pueden clasificar en dos grupos:

> En el primer grupo estan aquellos que son observados sélo hasta que fallan, ya sea
porque ellos no pueden ser reparados o porque su reparacion es antieconémica o el
problema es tal que solamente la historia de su vida hasta su primera falla es de interés.
Estos componentes son llamados no reparables y sus fallas son catastroficas.

> En el segundo grupo, estan aquellos componentes que son reparados cuando fallan y asi
su historial de vida consiste en periodos de operacion y de reparacion. Estos
componentes son lamados reparables.

Mientras que en muchas aplicaciones el primer tipo de componente es predominante, en
las evaluaciones de confiabilidad de sistemas de potencia, es el componente de tipo
reparable el de mayor interés. Por minuciosidad y también porque muchos conceptos son
mutuos, ambos tipos de componentes seran discutidos en las proximas secciones.

4.2 COMPONENTES NO REPARABLES

4.2.1 Funcién general de confiabilidad (2], [7], [25]

El tiempo de vida de un componente no reparable dura hasta que ocurre una falla
catastrofica. La cantidad més importante para describir un componente de estos, es el
tiempo de vida 7, una variable aleatoria que a su vez es determinada por su distribucion de
probabilidad. La funcién de distribucion de probabilidad acumulada de 7, F(?) es definida

como
F()=P(T <f) @.1)

donde T= variable aleatoria que representa también el tiempo a falla
F(f)= probabilidad de que el componente falle en un tiempo # también
conocida como funcién de desconfiabilidad.
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y su funcion de densidad de probabilidad f{7) esta definida como:

ff)= LimiP(t <T<t+A) 4.2

At—0

Estas dos funciones son conectadas por las ecuaciones

t
F() = [ y =220

° t
La pregunta ahora es: ;como puede ser relacionada alguna medida de confiabilidad y el
tiempo de vida de un componente sin reparar?. El punto de partida para encontrar esta
relacion es la definicion clasica de confiabilidad (la confiabilidad de un componente es la
probabilidad de que ejecute su funcién adecuadamente por un periodo de tiempo deseado,
bajo condiciones de operacion adecuadas [o establecidas]). Para convertir esta definicion
en una afirmacién cuantitativa, se asume primero que el componente es operado en el
ambiente para el cual fue disefiado (algunos de los efectos de un cambio de ambiente seran
discutidos mas adelante) y después se define el tiempo de vida 7 de modo que éste se
termina cuando el desempefio del componente no es el adecuado. Por esta definicién, la
confiabilidad de un componente puede expresarse como:

R@)=P(T>t,) (“.3)
donde ¢, es el periodo de tiempo para el cual se desea que el componente ejecute su

funcién; este tiempo es llamado también tiempo meta. Puesto que R en la ecuacion 4.3 es
una funcién de 7, se puede definir la funcién de confiabilidad R(?) asi:

R@)=P(T>1)
Comparando esto con la ecuacion 4.1, es obvio que:
RW)=1-F(?) (4.4)

Basado en las propiedades de las funciones de distribucién acumulada y por la ecuacion
4.4, los valores de R(?) deben estar entre Oy 1, con R(0)=1 y R(x0)=0.

Notese que la funcion de confiabilidad representa la probabilidad de que el componente
sobreviva un tiempo ¢.

Otra funcion para describir la confiabilidad de componentes es la funcion de riesgo o
funcion de rata de riesgo, h{f). Para pequefios valores de At, h(f)4t es la probabilidad de
que un componente que ha sobrevivido hasta el tiempo ¢ falle en el préoximo intervalo Az.
Mas formalmente,



140

1
b(t)= Lim EP[falle en (f, t+ Af)/ trabaja en¢]
A0 . “53)

h(t)=Ll'miP[(t<TSt+At)/ T>1]
A0

La probabilidad condicional en la ecuacion 4.5 puede ser expandida, usando la ecuacion:

P(ANB)
P(4/By="—"2_"7
(4/B) P(B) con P(B)#=0
se concluye que: P [
Pt<T<t+At]nP[T>t] Plt<T<t+A]
P = =
[t<T<t+A1)/ T>1 P> 1] P> 1]
RO
" R

y sustituyendo en la ecuacion 4.5, se obtiene:

fr) __f0) “.6)
R@) 1-F@) ‘

h®)=

Si se conoce la frecuencia de falla es posible determinar la funcién de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria. Dado que R(f)=1-F(¢), mediante diferenciaciéon con
respecto a ¢, se tiene que R'(¢) =-F'(¢) ; pero F'(¢1) =f'(¢) .

Como resultado se tiene que la frecuencia de fallas puede expresarse como:

R'(¢
W)=-=

R(t)
Suponiendo que el sistema comenzé a funcionar en =0, R(0)=1. Integrando ambos
miembros de la ecuacion anterior desde O hasta ¢ se tiene:

[ oy = [ = Dot =~ in[r)]+ nl ()] = - [rco)
0 o R(®)

donde x es una variable muda de integraciéon. Dado que:

t
~n[R()]= j h(x)dx
0
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se tiene

t
= h(x)dx]
R()=e ° 4.7)

Mediante el empleo de #(f) = f(¢)/R(f) , 1a funcién de densidad de probabilidad es:

—i h(x)dx]

fly=nh() e[ o 4.8)

La ecuacion 4.7 es conocida como /a funcion general de confiabilidad donde las funciones
de riesgo (o falla) y de confiabilidad son funciones del tiempo.

Considérese ahora un componente con una rata de riesgo (falla) constante 4, (independiente
del tiempo) o sea A(f)=2 fallas/unidad de tiempo. De la ecuacion 4.8, la funcion de
densidad de falla es:

f(t) = h(t) e[—‘t’jhmdx] =2 eHM] =2el#]

De la ecuacion 4.6, la funcién de confiabilidad puede ser expresada como

Ry= 10 227 _

4.9
"o A 49
y ademas, la funcion de desconfiabilidad es:
F(f) = 1-R@) =1- el 1] *.10

La distribucion del tiempo de vida para un componente con una rata de riesgo constante es
exponencial. Estos resultados conducen a las siguientes conclusiones:

a) Para un componente con un tiempo de vida exponencial, la probabilidad de falla en
cualquier intervalo (7, #+A4f) es el mismo como si el componente estuviera trabajando en
el tiempo 7.

b) Solamente la distribucion exponencial tiene esta propiedad.

En resumen, puesto que la funcion de densidad es dada como:

(1) = ——d%t(—tz (4.11)

Se puede demostrar que f{7)dt =—dR(t) (4.12)
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y por integracion de la ecuacion 4.12:
R(t)

Rt =- [dr@)dt=-[R(t)-1]=1- R(?) “.13
0 0 '

[ [-<) o0 A

Sin embargo, j f(0)dt + j f(f)dt = J’ f(#)dt =1 (4.14)
0 ! 0

De la ecuacion 4.14 es claro que:

t -]

[Reydt=1- [firyar “.15)
0 t

y por lo tanto, de las ecuaciones 4.13 y 4.15, la confiabilidad puede ser expresada como:
R()= Ryt

I3
A agqe

sin embargo, R(t)+ Q(¢)=1, por lo que la desconfiabilidad puede ser expresada como:

[ <] t
0@)=1- R()) =1~ [f»)dt = [ f)at .19
t 0

Por lo tanto, la relacion entre la confiabilidad y la desconfiabilidad puede ilustrase
graficamente como se muestra en la figura 4.1

) 4
e}
o) Q(t) = area bajo la curva
U [
g R(t) = area bajo la curva
[}
ko]
o}
c
c
35
g
0 t Tiempo de operacién —» «

Figura 4.1: Relacién entre confiabilidad y desconfiabilidad.

4.2.2 Tiempo medio a falla (MTTF) [2], [4], {25]

Teéricamente, la vida esperada, o sea, el tiempo esperado durante el cual un componente
sobrevivira y ejecutara su funcion sucesivamente, puede expresarse como:
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E(T)= Tt -f{t)dt ‘ (4.17)
Sustituy:,ndo la ecuacion 4.11 en la ecuacion 4.17

E(f)=- _[ ‘. dR(’)

e mtegrando por partes:

E(T)= -[tR(t)|;° -f R(t)dt}

Como R(O)—l la expresion tR(t) a t=0 es igual a cero; y a = se procede por la evaluacién
de la forma intermedia ¢ / R’(f) de acuerdo a la regla de L hopital. Tomando la derivada
de ambos (numerador y denominador)

1 R@® .
RO =00 —0 amedida quez >
R* (1)

puesto que R(oo)=0, se puede asumir que en casos practicos ()0 |
Por lo tanto, el valor esperado de vida puede expresarse como:

E(T)= TR(t)dt 4.18)
0

t
® [-]A(z)dt]
e 0

0

o E(T)= dt (4.19)

El caso especlal de vida util puede ser expresado cuando hay una rata de fallas constante y
como R(f)=e¢*, al sustituirla en la ecuacion 4.18

By = [ £ =1
0

Notese que si el componente en cuestion no es renovado mediante mantenimiento y
reparacion sino que simplemente es reemplazado por un componente bueno, luego la vida
util E(7) es también definido como tiempo medio a falla y denotado como

MTTF=m= % (4.20)

donde A= rata de fallas constante.
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En la mayoria de las aplicaciones, la confiabilidad de componentes no reparables puede
describirse por un parametro simple, tal como la confiabilidad R o el tiempo medio a falla

(MTTF).
4.3 MODELOS DE RIESGO

4.3.1 Funciones de riesgo crecientes, decrecientes y constantes [2]

Las funciones de riesgo estian con frecuencia clasificadas de acuerdo a su tendencia a
crecer, decrecer o permanecer constantes en el tiempo. Mientras existen muchos
componentes cuyas fallas pueden describirse por una tendencia simple, la mayoria exhiben
modelos de falla donde las funciones de riesgo asociadas deben ser hechas de segmentos

representandola con dos o tres tipos de riesgo enunciados.

Una funcién de riesgo creciente esencialmente indica que los componentes asi descritos
llegan a ser mas propensos a fallas a medida que envejecen; esto es, para una poblacion
del mismo tamafio sobreviviendo algun tiempo 7, el nimero esperado de fallas en el
intervalo (¢, t+Af) se incrementa a mediada que 7 aumenta. Esta clase de deterioro es muy
tipico y dificilmente hay un componente que no estaria sujeto a éste, al menos en la parte

avanzada de su vida.

En contrate, una funciéon de riesgo decreciente indica una continua reduccion en las
posibilidades de riesgo de una inminente falla a medida que el tiempo pasa. Dificilmente
existe un componente que tenga una funcién de riesgo decreciente para toda su vida; este
modelo es usualmente valido para el periodo inicial de la operacion de un componente.

El modelo de riesgo constante se aplica a componentes donde la posibilidad de falla en
algin intervalo Ar permanece constante todo el tiempo, dado que el componente ha
sobrevivido hasta el comienzo de ese intervalo, tales componentes ni mejoran ni se
deterioran con la edad.

Aunque existen muchas posibilidades para la representacion matematica de las funciones
de riesgo, una aproximaciéon frecuentemente usada consiste en seleccionar un modelo
apropiado de la familia Weibull de distribuciones de vida. La forma general de la funcion

de riesgo Weibull es

n=Kt#1 , 1>0

donde K y S son constantes. La funcion aumenta si § >1, permanece constante si =1y
decrece si 0<f<1. Como se vio antes, la distribucion del tiempo de vida asociado con el
modelo de rata de riesgo constante es la exponencial. Existen también modelos de riesgo
linealmente crecientes y decrecientes y el modelo exponencial que son algunas veces

usados.
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4.3.2 Lafuncion de riesgo de la bariera /2, (7], [25]

Una funcion de riesgo tipica, caracteristica de muchos dispositivos es mostrada en la figura
4.2. en la grafica de A(?), tres secciones distintas son identificables: un periodo inicial con
una rata de riesgo decreciente, una seccion central donde A(7) es aproximadamente
constante y un periodo final donde la rata de riesgo se incrementa bruscamente. La forma
resultante de la curva es la raz6n por la cual es conocida.

Un componente con una rata de riesgo con forma de bafiera puede estar expuesto a tres
tipos de falla, cada una con su propia distribucion y rata de riesgo. En el periodo inicial,
llamado periodo de arranque o de mortalidad infantil, los tipos de fallas dominantes son
debidos a errores en el disefio o fabricacion descuidada y como se espera que esos errores
sean detectados y removidos en el periodo inicial de operacion, la rata de riesgo asociada
puede asumirse que decrece rapidamente. En la vida media, acumulaciones no
extraordinarias de fallas no son esperadas y por lo tanto, las llamadas fallas casuales que
tienen una rata de riesgo comparativamente baja y constante, son las dominantes. En el
periodo de desgaste, las fallas tienen una rata que aumenta drasticamente (la probabilidad
de sobrevivencia a cierto tiempo , es cero).

h(z)
R

My — A

()

Arranque Fallas casuales ' Desgaste &
Figura 4.2: La funcién de riesgo de la baiiera

Es posible seleccionar una distribucién para cada uno de estos tipos de falla de 1a familia
de Weibull. Si 7; es la variable aleatoria que describe los tiempos de vida terminada por el
i- ésimo tipo de falla (7= 1,2,3), el tiempo de vida resultante T del dispositivo en cuestién es
una variable aleatoria definida por 7= min (7}, T T3). En la figura 4.2 se ilustran fi(7),
£2(2), f3(?) y la combinada (7).

En el capitulo siguiente se demostrard que para obtener la funciébn de riesgo de 7, las
funciones de riesgo T), T,y T3 deben ser simplemente sumadas. Deberia notarse que, si en
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el tiempo 7, f{7) llega a ser cero, indicando que P(7>1,)=0, la funcién de riesgo debe
aproximarse asint6ticamente al infinito a medida que 1—1,.

44 COMPONENTES CON MANTENIMIENTO PREVENTIVO (2}

Considerar un componente que aunque no es reparable, es sensible al mantenimiento
preventivo periédico que apunta a la  posible postergacion de la falla. Dicho
mantenimiento logra que el componente sea restaurado a nuevas condiciones; el
mantenimiento ideal serd asumido, esto es, que es completado en tiempo cero.

Como el mantenimiento pretende llevar al componente desde su estado existente hasta el
estado que tenia cuando era nuevo, la razoén fundamental detrds del mantenimiento
preventivo es la suposicion que las nuevas condiciones son mucho mejores que las Gltimas
condiciones que predominaban en la vida del componente. De una inspeccion de los varios
tipos de funciones de riesgo es obvio que éste no siempre es el caso. Si por ejemplo, un
componente con una distribucion exponencial de tiempo de vida es considerado, sus
condiciones definidas por la probabilidad de falla en el préximo intervalo Af permanece sin
cambio durante todo el periodo que esta trabajando; esto es, “fan bueno como nuevo” en

cualquier momento durante su tiempo de vida.

El mantenimiento preventivo aparece para hacer pequefias mejoras en tal caso. Para
componentes de funcion de riesgo decreciente, el mantenimiento preventivo es realmente
desventajoso, puesto que la restauracion de tal componente a las nuevas condiciones
producird probabilidades de falla mas grandes que aquellas que tenia antes. Por estas
razones, las discusiones que siguen se concentrarin en componentes con funciones de
riesgo crecientes donde la ejecucion del mantenimiento preventivo es obviamente benéfico.

Sea f{7) la funcién de densidad de probabilidad del tiempo de vida de un componente y
asimase que el mantenimiento en el mismo componente ocurre a intervalos fijos 7. El
mantenimiento es ejecutado solo con los componentes trabajando; si un componente falla,
es eliminado del proceso. La funcién de densidad de probabilidad incorporando los efectos

del mantenimiento,f” (), se muestra en la figura 4.3. Cada segmento de la curva entre 7},

y (k+1)Tj es igual al segmento previo escalonado hacia abajo por R(Z}s), donde R(#) es la
funcion de confiabilidad del componente, y asi R(73s) indica la proporcion de componentes
entrado al segmento y que sobreviviran en el proximo segmento. Considere la funcién f,(¢),

definida como;

Rt) si 0<tsTy,
f()= {0
para otros casos

luego, £ (7) puede expresarse como:

£ @)= if(t — kT )R* (Tyr) “.2)
k=0
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FAU)

A2T,) R‘(‘r" /

T 2T, 3T, 4T,

Figura 4.3: Funcion de densidad de probabilidad de un componente que recibe
mantenimiento preventivo periddico.

Notese que ambas envolventes de f *(f) mostradas en la figura 4.3 son curvas

exponenciales. Esto se concluye del hecho de que el desarrollo de f * (?) esta gobernado por
una progresion geométrica R(7y), k=0,1,2,...

Ejemplo 4.1

Considérese un componente con distribucién umforme de tlempo de vxda, dada por _ |
fl(t)~~(afio)“l para0 <f<4 afios -

asumir que Ii=1 ailo -luego '
R(t) jf(t)dr--jdt 1“1

en donde R(TM)-O 75 La ﬁmc16n f @) se muestra en la ﬁgura 4 4 donde tamhlén se
ilustra la ﬁmcxon de riesgo A" (7). cuya ecuacxén para el primer segmento es:

h(t)..:‘—l——

La curva de h (?) es obtenida repiiendo n{) en cada segmento. kn el diagrama de ia
»ﬁgura 4.4, una curva exponencz,al se. muestra, alrededor de la cusl osmla la curva real
£ @. La rata de riesgo promedio correspondlente alrededor de Ia cual h (t) ‘oscila es
'tambnén indlcada Esta rata: esté dada por : ER S .

! j' h(z}d: —-‘f’— - 0.288(aflo )‘1
0

0
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- Aoy

A A
, .o.z;.: | ,_ ' 1

1 R ,2_: B 4 B - ARG '

annra 4.4: EI efecto del mantemmnento preventwo ideal ('I‘M—l afio) sobre un
componente con tiempo de vida umformeménte dlstnbmdo en ¢l penodo (0,4 aiios)

Aprox:mando el proaeso por esta representaclon exponenclal el MTTF llega a ser
aproxxmadmneme 1/ 0.288 =3, 47 aftos, que es, casi dos veces el MTTF ongmal de 2 aﬁos

El valor exacto del MTTF puede ser obtenido por la sustiticién de f* (t), como’ la
proporcxonada porla eeuaclén 421 enla ecuacnén 4.17. En el ejemplo dado esto conduoe
ala expresxén i - , } :

s —2( )k(2k+1)

“el cual, despues de una lenta convergencia, da un valor de 3. 5 afios.

La funcién f ‘(t) obtenida en el ejemplo anterior otra vez confirma que las funciones de

densidad de probabilidad de los tiempos de vida de los componentes con mantenimiento
preventivo tienen una tendencia exponencial. Ademas del mejoramiento de la confiabilidad
del componente, el mas importante efecto del mantenimiento preventivo peridédico (con
duraciones de mantenimiento despreciables) es que cambia la distribucién del tiempo de
vida del componente de su forma original a una con caracter exponencial. Este hecho
proporciona alguna justificacion para la prictica ampliamente aceptada de asumir tiempos
de vida exponencialmente distribuidos, atn asi esta suposicién no incluye mantenimiento.

Refiriéndose ahora a la curva de la bafiera de la figura 4.2, es posible concebir una rata de
riesgo superbafiera que describe a un componente con mantenimiento, eventualmente
alcanza la edad donde las fallas por desgaste aparecen. Se asume que las fallas por
desgaste no son sensibles al mantenimiento y la vida de un componente estara determinada
por una falla de desgaste aiin si ha sobrevivido a otros tipos de falla sucesivamente.
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En este modelo, la curva f(7) en la figura 4.2 es reemplazada por la curva £*(f) enla figura
4.3. La funcién de riesgo para el modelo es ilustrada en la figura 4.5.

4

W

h(®

— t
To
Figura 4.5: La super baiiera: funcién de riesgo de un componente con mantenimiento

preventivo periddico y fallas de desgaste.

4.5 COMPONENTES REPARABLES- REPARACION IDEAL p2]

El primer modelo para un componente reparable es el que incorpora la reparacion ideal,
donde la duracion de la reparacion después de cada falla se asume como cero. La
reparacion ideal es también perfecta; esto es, se asume que el componente esta en nuevas
condiciones después de cada reparacion. Una aplicacion practica de reparacion ideal es
aquella donde los componentes son reemplazados por unos nuevos sobre la falla y si su
reemplazo toma un tiempo despreciable. La principal diferencia entre la reparacion ideal y
el mantenimiento preventivo es que éste ultimo se lleva a cabo a intervalos
predeterminados cuando el componente est4 ain trabajando en buen estado, mientras que la
reparacion (o el reemplazo) siempre viene después de la falla.

El tiempo de vida de un componente esta descrito por su funcion de densidad de
probabilidad, f#). En el modelo de reparacion ideal, la cantidad de mayor interés es la
densidad de probabilidad de fallas. Esta densidad es denotada por L(¢) y definida como:

L(t)= Ll'm—Al—tP[una falla en (¢, ¢+ Af)] (4.2
At—0

La densidad L(?) es una generalizacion de f{f) cuya definicion en la ecuacion 4.2 es de la
misma forma que la de la ecuacion 4.22 y de h(f) donde la condicion 7> en la ecuacion 4.5
puede ahora ser desechada, puesto que el componente esta siempre trabajando. Ahora se
busca la relacion entre L(f) y (7).

Sea fi(7) la funciéon de densidad de probabilidad del tiempo a la primera falla que es
obviamente igual a f{z). Similarmente, la funcién de distribucién de probabilidad del
tiempo (total) a la segunda falla sera £5(?) y fi(f) la funcién de densidad a la k- ésima falla.

Para calcular f3(7), se asume que la primera falla ocurre en las cercanias de algiin tiempo 7,
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donde 7<t y asi la duracion del segundo tiempo de vida entre la primera y la segunda falla
es t-7. La probabilidad de la segunda falla en (¢, #+A4 ) es para un 7 dado,

£, ()AL ~ £, (D)AT £ (¢ - 7)At

para cualquier 7<t la densidad f,(?) llega a ser:

£2(9)= [, (O (- )dr
0

La densidad f; (f) puede ser obtenida mediante un razonamiento similar. Si la k- ésima
falla se asume que ocurre en las proximidades de algin tiempo 7<t, luego:

t
f ()= J' £, (Of, (- 7)d7 (4.23)
0

Puesto que de la forma como f; (?) es derivada desde fi_; (¢),..., f; (#), la funcion £ (¢) se dice
que es la convolucion de orden £ de f; (f). Con todos los f; (f) expresados en términos de
()= f; ()-L(f), L(f) puede ahora relacionarse ficilmente a la misma funcién.

Como la probabilidad de que una falla ocurra en (f, #+4 #) es igual a la suma de las
probabilidades de una primera, segunda falla y asi sucesivamente, ocurriendo a un intervalo

de tiempo dado, la densidad L(f) es simplemente la suma de las densidades f; (¢), que es:

L@)y=Y"f,.() (4.24)

k=l
Algunas de las primeras densidades fi (f) se muestran en la figura 4.6. La media de f; (7) es
igual ZM donde M es la media de f{¥); asi, las medias de las subsecuentes densidades estan
igualmente espaciadas. De otro lado, el £ mas alto en la grafica da la forma mas amplia y
mas lisa de f; (7), indicando que en la PDF del tiempo total a la k- ésima falla, todas las

incertidumbres en los tiempos para las fallas previas son calculadas.

L)

i)

™

20

SO
Ja®)

M M M AM t

Figura 4.6: La funcién de densidad de falla para reparacién ideal.
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Debera reconocerse que la historia de vida de un componente con reparacion instantanea en
cada falla constituye un proceso ordinario de renovacion. El tiempo a la k- ésima falla es
equivalente a la variable aleatoria S; definida por la ecuacion 3.68.

La ecuacion 4.23 tiene la misma forma de la ecuacion 3.72. La funcion L(?) corresponde a
la densidad de renovacion 4(¢) y la ecuacidn 4.22 es equivalente a la ecuacion 3.79.

Algunos de los resultados que siguen estdn simplemente sacados de la teoria de la
renovacion. En el caso general, la funcién L(¥) es dificil de calcular y en lo que sigue

solamente los casos espaciales seran considerados. Uno de ellos es cuando R7)=A4 el-21]

esto es, los tiempos entre fallas estdn exponencialmente distribuidos y bajo esta suposicion
el proceso llega a ser uno de Poisson con el k- ésimo tiempo de espera W, correspondiente
al tiempo de la k- ésima falla. Por tanto, fi (f) es ahora dada por la ecuacién 3.13. Esto es,

£,()=AF ——tf—l—e["“] (4.25)
k-1

La ecuacion 4.25 puede derivarse arrancado con f (f) = Ael2] y aplicando repetidamente
la ecuacion 4.23. Sustituyendo en la ecuacion 4.24:

L=2e4y __((2; )—;: _aeladelid - 5
k=1 - .

o en palabras, la densidad de falla de un componente con tiempo de vida exponencialmente

distribuido y con reparacion ideal es constante e igual a 4, la reciproca del tiempo medio de
vida.

Como otro caso especial, el comportamiento a largo plazo de L(f) a medida que —o sera
investigado. Aqui la ecuacion 3.78 describe el comportamiento a largo plazo de la funcién
de densidad de renovacion y que puede ser aplicada para obtener el siguiente resultado:

1
LimLl®)=—
At—o0 M

(4.26)

El significado de la ecuacion 4.26 es que un largo tiempo después de la ultima falla
conocida, la probabilidad de falla en cualquier intervalo A ¢ es constante e igual a A4 ¢/ M,
sin tener en cuenta la distribucion real del tiempo de vida del componente. Por lo tanto, a la
larga el proceso se comporta como si el tiempo de vida tuviera una distribucion
exponencial. Basados en estos hallazgos, la curva de L(f) es dibujada como una funcion f{7)
en forma de campana en la figura 4.6. Los efectos de las primeras densidades son
claramente evidentes, mientras los efectos de las densidades posteriores llegan a ser
gradualmente imperceptibles a medida que se aproxima a una linea recta. Notese que, para
muchas funciones f{#), L(¢) se aproxima a 1/ M sin la oscilacion inicial.
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4.6 REPARACION IDEAL Y MANTENIMIENTO PREVENTIVO 2/

En la seccién 4.4 se ha demostrado que un efecto importante del mantenimiento preventivo
es un aumento en el tiempo medio a falla (MTTF). En el caso de reparacion ideal esto se
traduce en que para componentes con funcion de riesgo creciente, la ejecucion regular del
mantenimiento resulta en una reducciéon en la frecuencia de las reparaciones. Para
examinar esto cuantitativamente, asiimase de nuevo que los intervalos de mantenimiento 7},
son fijos. Asumase también que el mantenimiento es ideal y perfecto; esto es, que tiene una
duracién cero y restaura el componente a condiciones “como nuevo”, la frecuencia de las
reparaciones fz es igual a la densidad promedio de falla sobre la duraciéon promedio 7.
Como se definié en la seccidn anterior, la densidad de fallas esta dada por la funcién L(7);
por lo tanto,

1
=—— | L(¥)dt (4.27)
fa=7~ [0
Un incremento en la frecuencia de mantenimiento fi,~1/7y, es esperado para brindar una

reduccion aproximada en fr=1/MTTF. Si éste no fuera el caso, no existird razéon en la
introduccion del mantenimiento.

Ejemplo 4.2:

Conéldérese el proceso del ejemplo 4.1 modificado de tal manera que, ademas del
mantenimiento regular, la reparacion ideal es ejecutada después de cada falla. La funcién
L(z) puede ahora ser calculada de la ecuacion 4.24, donde las ﬁmcmnes £ (t) son derivadas

por la aplicacién sucesiva de la ecuacién 4.23 con fi(f)=1/4 (afio)™" para 0<¢<[ afios. Es
fécxl mostrar que: '

| ST 5 YO = _t_
0= $E 1)'( ) "(4)

y por tanto,
1& 1 (f) T 1l
Ho= 45 k-4 4

‘Congecuentemente por fa eq_;gcién 4._2_7,' .

Fr =—1~[e(TM/4)-1]

Asunuendo i1 aiio comp antes, ¢l proceso tiene uha densidad de mantenimiento de
1(afio)” y ademds una densidad promedio de fallas (reparaciones ideales) de 0.284(afios)”.
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En contraste, los-mismos procesos. con reparacion ideal y: sin. mantenimiento tendran una’
densidad de falla promedio (reparacion) de 1/A£=0. S(amos)’1 El efecto benéfico del
mantenimiento en la reduccion de la frecuencia de la reparacion es bastante pronunciada. ..
Nétese que M es la media de la densidad original f{r) mientras que el MTTF es la medla de

£* @), donde los efectos del mantenimiento son mcorporados

Si el costo del mantenimiento preventivo es del mismo orden de magnitud del costo de una
reparacion o reemplazo, la introduccién del mantenimiento puede no ser una alternativa
econoémica. De otro lado, si el costo de un mantenimiento es mucho menor que el costo de
una reparacion, como en la mayoria de los casos, la adopcidn de una politica de ejecucion
periddica de mantenimiento en componentes con funciones de riesgo crecientes parece ser
justificada.

En efecto, para una relacion dada de costos de mantenimiento y costos de reparaciéon es
posible determinar un intervalo 6ptimo de mantenimiento 7/, donde un indice de mérito
seleccionado en forma conveniente es minimizado o maximizado. En lo que sigue, un
modelo para encontrar este valor optimo serid brevemente delineado. Asumase que por
ejemplo, el costo total de reparacion y mantenimiento va ser minimizado, si el costo de una
reparacion es Cr y el de un mantenimiento es Cyy, el costo total X por unidad de tiempo es,

K=(Cr fr + Cafs
o introduciendo K= K/Cp, la funcion al ser minimizada puede escribirse como:
0=k + (CTCRY (4.28)
Esta funci6n es ilustrada en la figura 4.7. La relaciéon Cj,[ZCrlpuede con frecuencia ser

interpretada como la relaciéon de las duraciones medias de mantenimiento y reparacion
(ambos aun considerados despreciables en comparacién con el tiempo medio en servicio).

—_ T,

T éptimo

Figura 4.7: Costo combinado K, de reparacién y mantenimiento preventivo
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Sustituyendo la ecuacion 4.27 para fr y 1/75, para fis, la ecuacion 4.28 llega a ser:

1 | C
K0=T— jL(t)dz+—M
Mo

R

Diferenciando con respecto a 7, igualando la derivada a cero, se obtiene la siguiente
ecuacién

jL(t)dH =T LTy) 429

Cuya soluclon es el intervalo 6ptimo de mantenimiento.

Ejemplo 4.3:

Contmuando con el ejemplo 4 2 el valor opumo de. TMiss calculado i, CMLZCR- O 2 El
costo Ky es ahora dado por:

K, __{ [TM/4’] 1;CM},;;_ 0<Ty s 4afios
Ty O Cry

Y la ecuaci6n 4.29 llega a ser:
olTe /4] _ o_s=%%¢lfu/41 ,  0< Ty < dafios (4.30
La sblucién es Ty =2.11 afios; por lo tanto, €l costo total de reparacion y mantenimiento es

mlmmxzado (bajo la suposxclon CM'J‘Cr 02) si el mantenimiento es ejecutado cada 2.11
afios. v N - ‘

4.7 COMPONENTES REPARABLES ~ REPARACION NORMAL.

4.7.1 Expresiones generales. [2], [11], [25)]

El modelo normal de reparacién es adecuado para duraciones de reparacion no
despreciables; en efecto, el tiempo de reparacion es tratado como otra variable aleatoria que
junto con una representacion de los tiempos de reparacion, describe los procesos de vida de
un componente reparable. Este proceso consiste de periodos alternados “en servicio” y
“fuera de servicio” (m y r) como se muestra en la figura 4.8a. El proceso de ciclos en
servicio y fuera de servicio son también ilustrados en la figura 4.8b por un diagrama de
estados donde se muestran los estados “en servicio” (D) y “fuera de servicio” (U) y las
posibles transiciones entre ellos. En el modelo de reparacion normal de dos estados, una y
otra vez la reparaciéon perfecta es asumida y por lo tanto, los ciclos son repetidos

indefinidamente.
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Se concluye de lo anterior que la historia de vida de un componente reparable esta
determinada por dos distribuciones, fi(?) y fo(f); donde f(#) es la funcién de distribucion
acumulada de los tiempos “en servicio”; osea, las duraciones cuando un componente esta
en condicion de operacién y fp(?), es la funcion de distribucién acumulada de los tiempos
“fuera de servicio”, osea, las duraciones de los periodos en falla.

Al menos dos indices son necesarios para indicar la confiabilidad de un componente
reparable; en cambio, uno sélo es suficiente para los tipos no reparables. En lo que sigue,
las definiciones de muchas funciones y parametros son dadas y que son particularmente
convenientes para describir el comportamiento de la confiabilidad de componentes
reparables. En las definiciones anteriores, X;indica el estado de un componente (en servicio
o fuera de éste) en el tiempo 2.

&

U o

3=

m n m2 r2 m3 [£] °

T T2 Ts

(@ (o)

A 4
L 3

Figura 4.8: Componentes con reparacion normal: (@) historia de vida. (b) diagrama
de estados.

Probabilidad de estar en el estado UP (en servicio):

Pu (t)=P[UPen t]=P[X, =U] ' (4.31)

Probabilidad de estar en estado DOWN (fuera de servicio):
pp(t)=P|[DOWN ent]= P[Xx, = D] (4.32)

Densidad de falla:

L®=Lim i Pluna falla en (7, ¢ + A1)

A0 (4.33)

L®= Lim . (X = D)0 (X, = V)]
At—>0
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Intensidad de las transiciones de U hasta D:

1
aun)=Lim EP[una falla en (z, £ + Ar)/ trabaja t]
A0
(4.34)

.1
quo ()= Lim 5 PIX 1o =D/ X, =U]
Ar—>0

Tiempo medio a falla o tiempo medio en servicio(MTTF):

MU =Itht
>

El tiempo medio a fallas caracteriza a la confiabilidad y puede razonablemente ser estimado
como:;

MTTF= Tiempo total de operacion gy = R 1 (435
Numero de arrancadas n A

(y_mde

m = tiempo medio a fallas

m; = tiempo observado hasta la falla por la i- ésima arrancada

n = nimero total de arrancadas o ciclos

Tiempo medio fuera de servicio o tiempo medio para reparar (MITTR):
< dFy(1

MD=I1 v® 4, 436
0

El tiempo medio para reparar caracteriza a la mantenibilidad definida como la probabilidad
de que un equipo que ha fallado pueda ser reparado dentro de un periodo de tiempo dado
cuando el mantenimiento es ejecutado de acuerdo a procedimientos preestablecidos. El
tiempo medio para reparar puede ser razonablemente estimado como:
n
. . Z" i
Tiempo total inoperable = 1 4.37)

Numero de acciones de mantenimiento n u )

MTTR=

donde

r = tiempo medio para reparar.

7; = tiempo observado de fallas para la i- ésima acci6n de mantenimiento.
n = nimero de acciones de mantenimiento (o de ciclos).
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Tiempo medio entre fallas BF)o tiempo medio del ciclo:

MTBF=My+Mp=T=r+m
o  MTBF=MTTF+MTTR @.38)
Notese que el término tiempo medio de ciclo define el tiempo promedio que toma un

componente para completar un ciclo de operacion (falla, reparacion y rearranque). Por lo
tanto las ecuaciones 4.35 y 4.37 son sustituidas en la ecuacion 4.38, lo que da:

T-mrpr=Ll, 1A+ (4.39)
A u Ay
Frecuencia media de falla:
Es el reciproco del tiempo medio del ciclo:
- 1 Au
=== (4.40)
J T A+p

Disponibilidad e indisponibilidad:

Cuando los estados de un componente sobre un periodo de tiempo, pueden ser
caracterizados por un modelo de dos estados como el mostrado en la figura 4.8 y se asume

que el componente esta UP (disponible para el servicio) 0 DOWN (indisponible para el
servicio). Por lo tanto, se puede demostrar que:

A+ A =1 | “4.41)

donde 4 es la disponibilidad del componente (la fraccién de tiempo que el componente esta
en estado UP), definido como la probabilidad de que un equipo esté disponible para su

operacion durante un periodo dado. Por lo tanto, en promedio, como el tiempo 1—»<c, puede
mostrarse que la disponibilidad es:

Am MTTF _ MTTF

—_— = fraed /J
T MTBF MTTF+MTTR

A+u

4.42)

+ =

1,1
A u

y es también llamada razén de servicio.
AS es la indisponibilidad del componente (fraccién de tiempo que el componente esta en

estado DOWN), definido como la probabilidad de que un equipo no esté disponible para su
operacion durante un periodo dado.

La indisponibilidad sera entonces, partiendo de la ecuacion 4.41:



158

4= =1-4 @.43)

Sustituyendo la ecuacion 4.42 en la ecuacion 4.43:

J

4y m_T-m_(m+r)-m_r MITR __ 7
T T T T MIBF (m+r)
1
___ MITR x4 4 “
MITF+MTTR 1 1 A+p
A u

Considérese la ecuacion 4.42 para la disponibilidad para un equipo, que es:

_ MTTF’
MTTF + MTTR

Cuando el nimero total de componentes involucrados en un sistema es bastante grande y
MTTF>>MTTR, el proceso de division llega a ser considerablemente tedioso. Sin
embargo, es posible usar una forma de aproximacién. Por lo tanto, de la ecuacion 4.42:

MTTE __ _, MTIR (o n MTTR)" _ Z 1y’ (MTTR)"
MTTF + MTTR MTTF (MTTF)" (MTTF)"
MTTF MTTR

1- =
MITF + MITTR  MTTF

Es algo desafortunado pero ha llegado a ser costumbre en ciertas aplicaciones (por ejemplo
en estudios de confiabilidad de plantas nucleares), emplear el MTTF para componentes y
sistemas reparables y no reparables. En cualquier evento sin embargo, representa el mismo
concepto estadistico del tiempo medio al cual ocurre la falla. Por lo tanto, usando este
concepto por ejemplo, la disponibilidad es:

MTBF
MTBF + MTTR

A=

Y la desconfiabilidad sera:

MTTR
MTTF + MTBF

AS =

Deberia notarse que una densidad de reparacion puede definirse en analogia con la
densidad de fallas y una funcién gy (f)en analogia con gyp(f), pero esto tiene una

pequeiia significancia y no es frecuentemente usado.
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Las dos probabilidades estdn dadas ahora reemplazando la funcion de confiabilidad R(7) de
componentes no reparables. La disponibilidad mide la confiabilidad y los tiempos medios
el MTTF. La funcién qyp (f) es una extension de la funcion de riesgo A(7). La densidad de

fallas tiene la misma definicion como en el caso de la reparacion ideal.

Las funciones L(f), py () y qyp(f)estan relacionadas. De la definicion de qyp (f)se
concluye que:

Pl(X1sn = D) (X, =U)] _ LAt

DAL =
Tup ()4 X, = U] Pal®)

y por tanto
L@®)=py@)xqup(t) (4.45)

En el caso general, donde Fy (f) y Fp () pueden asumir cualquier forma, el calculo de la

mayoria (0 de todas) las funciones descritas puede ser bastante voluminoso aun con la
ayuda de técnicas numéricas y usando el computador. Por esta razon, la siguiente discusion
serd nuevamente limitada a dos casos especiales que son féciles de analizar: cuando ambos
tiempos U y D estan exponencialmente distribuidos y cuando el comportamiento a largo
plazo (—<0) del componente es de interés.

4.7.2 Tiempos de disponibilidad (UP) e indisponibilidad (DOWN) exponenciales2]

En el caso de los tiempos UP y DOWN, Fy(f)=Ae™*' y Fp(t) = pe

donde My(t)=1/A y Mp=1/u; las funciones de probabilidad de estado pueden
obtenerse resolviendo el modelo de Markov de dos estados vistos en la seccion 3.3.3. que
se ajusta exactamente al caso. De las ecuaciones 3.48, las probabilidades py(f)y

P p(?) son obtenidas como:

Py (D)= k. A e[—(lﬂl)‘]

A+u A+u
ppy= L - A iyl “
A+u A+pu

Estas ecuaciones son ilustradas en la figura 4.9a. La solucion esta basada en la condicién
inicial de que a =0 esta trabajando; si la condicién inicial fue la opuesta, los graficos de
py(®)y pp(t) seran las lineas punteadas de la figura 4.9a. Deben notarse que el efecto de
las condiciones iniciales disminuye a medida que el tiempo aumenta.
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»

Figura 4.9: Funciones caracteristicas para las distribuciones de tiempo de
disponibilidad e indisponibilidad exponencial. Lineas llenas: componente disponible

{o)

en t = 0 ; linea punteada: componente no disponible en = 0.

Como con una distribucion de tiempo de disponibilidad exponencial, la probabilidad de una
falla en (¢, ++Af) dado que el componente esta trabajando en 7 es independiente del ¢, la

funcién qpyp (¢) es constante. De acuerdo con la ecuacion:

P[una falla en (¢, f + Ar)/ esta operando en t]z AAL

es facil demostrar que la probabilidad condicional enunciada es igual a AA¢; por lo tanto, la
definicion de qpp (¢)llega a ser

qup(t)=4

y sustituyendo esto y la primera ecuacion de 4.46 en la ecuacion 4.45, la densidad de fallas

llega a ser:
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2
L(,)zlﬂﬂ PRGNS
+u A+p

Las curvas correspondientes de gy, (f)y L(t) son mostradas en la figura 49b. Si la

condicion inicial es tal que el componente esta en estado de falla en #=0, la curva de L(t)
sera como la indicada con la linea punteada en la figura 4.9.b. Es facil verificar que los
indices de disponibilidad e indisponibilidad son ahora dados por las ecuaciones 4.42 y 4.44

y de las ecuaciones 4.46 es evidente que py(f)—>4 y que pp(f) > Aa medida que
t—>0, ‘

47.3 Comportamiento a largo plazo [2]

Justamente como en el caso de la reparacion ideal, el comportamiento a largo plazo de las
funciones anteriores para distribuciones arbitrarias de tiempo de disponibilidad e
indisponibilidad son evaluadas con la ayuda de los resultados obtenidos en la teoria de la
renovacion. El proceso reparacion-falla es un tipico proceso alternativo de renovacién
como el descrito en la seccidén 3.4.3 y por lo tanto, se puede hacer uso de lo encontrado en
esta seccion. Por ejemplo, por la ecuaciéon 2.28:

Py (1) > A a medida que > (4.47a)
y como a cualquier tiempo py (1) + pp () =1

Pp (@) - A< amedida que #—c0 (4.47b)

Estos resultados indican que, a la larga, la probabilidad de estar en el estado disponible es la
relacién del tiempo medio disponible a la suma de los tiempos de disponibilidad e
indisponibilidad, esto es, la proporcion de tiempo que el componente estd trabajando y
similarmente, la probabilidad de estar en estado de indisponibilidad es la proporcion de
tiempo que el componente esta en reparacion. Esto esta de acuerdo con lo que se esperaria
intuitivamente.

La densidad de falla L(¢) puede ser considerada como la densidad de renovaciones en el
proceso de renovacion ordinario, donde el tiempo entre renovaciones es la suma del tiempo
de disponibilidad y el tiempo de indisponibilidad. El tiempo medio entre renovaciones en
este procesg es por lo tanto, igual aMy+M . El comportamiento a largo plazo de L(f) es

descrito por la ecuacion 3.82, de la que se obtiene:

L= ! a medida que #—>©
M U +M D

De la ecuacion 4.45 se concluye que a medida que />
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a (1)
L,iff’( JMutMp _ 1

Limpu® My +M,, My My

t—o

qup (1) —

Todos estos resultados son los mismos que corresponden a un modelo exponencial con los
mismos valores de My yA p(no sorprende como las distribuciones arbitrarias incluyen a

la exponencial). Por lo tanto, se puede concluir que el comportamiento a largo plazo de un
componente reparable, sin tener en cuenta sus distribuciones de tiempo reales de
disponibilidad e indisponibilidad es la misma como si esas distribuciones fieran

exponenciales.

4.8 REPARACION NORMAL Y MANTENIMIENTO PREVENTIVO 2}

Los componentes que son reparados sobre la falla con frecuencia aguantan bien el
mantenimiento preventivo. El mantenimiento preventivo es ejecutado con la esperanza de
que, como resultado, el tiempo medio entre fallas se incremente. Existen muchas formas
para modelar el mantenimiento de un componente reparable y en esta seccién sblo serd
descrita una de ellas. Puede que no sea un modelo muy ajustado a las condiciones reales,
pero es simple y da sin embargo, una buena indicacién del comportamiento de los
componentes, al menos a la larga. Este modelo es un proceso de Markov de tres estados
que es ilustrado en la figura 4.10 y se trata de la extension del modelo de dos estados
mostrado en la figura 4.8 que describe un componente reparable sin mantenimiento. Los
tres estados son: normal (&), mantenimiento (M) y reparable (R) y las posibles transiciones
entre ellos son indicadas en el diagrama.

A

Figura 4.10: Modelo de Markov de un componente con reparacion y mantenimiento,

Las fallas no pueden ocurrir durante el mantenimiento y el mantenimiento no empieza
durante la reparacién. Las intensidades de transicion se asumen constantes y son también

mostradas en el diagrama.
Asi, por ejemplo,
P[X,.o =R/ X, =N]~qur()At = AAt

(o]
PIX,,p = N1 X, = M]= qppy (A1 = p1y, At
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donde .X; es el estado del componente en el tiempo 7 y X, 4, €l estado del componente en el
tiempo 1+ A4L.

En contraste con la representacién deterministica del mantenimiento vista en la seccion 4.4,
el tiempo entre mantenimientos consecutivos es ahora considerado como una variable
aleatoria. [Esta y la suposicion de intensidades de transicion constantes pueden ser
consideradas como menores a las reales, pero en la practica el modelo ain proporciona una
buena descripcion de las condiciones de estado estable. Para obtener la solucién a largo
plazo (esto es, las probabilidades de estado py, pys y PrCh medida que o), el

conjunto de ecuaciones lineales:

N
O=pA Ty > p;=1

i=l
deben resolverse, donde pes el vector fila de la probabilidad a largo plazo p;. Los
elementos en cada fila de la matriz A equivalen a cero, el determinante de A es cero, O es
la matriz cero. Las N ecuaciones no son linealmente independientes.

Primero, la matriz A es producida (los estados de envio y de recepcion para varias
transiciones son indicadas fuera de la matriz).

de a N M R
A:N -(A+4y) Ay A
M vy By O
R M 0 -wu

y sustituyendo esto en la ecuacion O =pA , las siguientes ecuaciones son obtenidas por las
probabilidades de estado a largo plazo.

Pyv(A+A4y) + Py + PrE=O0
PrAn P Hm =0 (4.48)
pPyA —pr#t =0
Estas tres ecuaciones no son linealmente independientes y por lo tanto una cuarta ecuaciéon
debe ser adicionada, ésta es:

N
2pi=pN +pyp + PR =1 (4.49)
i=1

La soluci6n de las ecuaciones 4.48 y 4.49 es

_ ooy Pas = A i g = Aptrg
B + Mg +Apgp B + Mg + Apg B + A + A

Py

Bajo las circunstancias dadas, los conceptos de disponibilidad e indisponibilidad, tal como
fueron definidos en la seccién 4.7, no son aplicables. El comportamiento a largo plazo de
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un componente sujeto a reparacion y mantenimiento puede ser descrito por las
probabilidades py, pm y pr. El concepto de desconfiabilidad puede sin embargo, ser
extendido al presente caso usando la segunda ecuacién de 4.47 como su definicién. El
significado fisico de la desconfiabilidad asi definida es el siguiente: considerar la relacion

de la suma de los tiempos de reparacion sobre un periodo largo a la suma de todos los
tiempos en servicio y tiempos de reparacion durante el mismo periodo. Los tiempos en
servicio_son las duraciones para las cuales el componente estd trabajando (v es por lo
tanto, expuesto a falla) y asi ellos no incluyen los tiempos de mantenimiento.

En la relacién anterior, que es algunas veces (especialmente en estudios de fallas de
unidades de generaciéon) llamada la “la rata de salidas forzadas” (FOR), la suma de los
tiempos de reparacion y los tiempos en servicio son proporcionales a las correspondientes
probabilidades de estado si el periodo de observacion es bastante largo. Por lo tanto, el
FOR puede ser expresado como:

FOR=—PR _ _ A , que es la misma expresion 4.47 para la indisponibilidad. -
PN+tPr Atp

Resumiendo, la indisponibilidad A< =A/(A1+u) es la porcion de tiempo que el
componente estd en condicion de falla para componentes de dos estados y proporciona la
relacion de tiempos de reparacion a la suma de tiempos de reparacion y en servicio sobre un
periodo largo, para componentes expuestos a mantenimiento y reparacion. Como la ultima
expresion de 4.50 puede reescribirse como: :

A A
,u+/l+,ui)‘—'1~ BtA
Hm

(4.51)

PR~

si g/t <<1, AS es atin una aproximacién de pr en el modelo con mantenimiento. Por

lo tanto, la indisponibilidad A< =A1/(A + ) sera usada para proporcionar la probabilidad
de falla de componentes. El término “rata de salidas forzadas” seré evitado puesto que la
cantidad no es realmente una rata ya que el término puede ser engaiioso.

4.9 LEYES DE LAS FALLAS

Los conceptos de confiabilidad y tasa de fallas estan entre las herramientas necesarias y
mas importantes para un estudio de los “modelos de falla”. Una ley de fallas razonable
requiere de un modelo matemético adecuado para la descripcion de fenémenos observados.
Desde el punto de vista estrictamente matematico, practicamente se puede suponer
cualquier tipo de funcién de densidad de probabilidad para T y luego estudiar sencillamente
las consecuencias de esta suposicion, sin embargo, si se est interesado en tener un modelo
que represente (tan exactamente como sea posible) los datos de falla realmente disponibles,
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la eleccion del modelo debe tener esto en cuenta y realizar las pruebas de bondad de ajuste
para seleccionar el tipo de distribucién que se podria aplicar.

4.9.1 Ley normal de fallas 6}, [7], [29]

Hay muchos tipos de componentes cuya conducta de falla puede representarse por la
distribucion normal, es decir, si T es la duracion de un componente, su funcion de densidad
de probabilidad esta dada por:

-3=7]

El tiempo para fallar T debe ser mayor o igual a cero y para que el modelo anterior sea
aplicable se debe insistir en que P(7<0) sea forzosamente cero. Como la forma de la
funcion de distribucion de probabilidad normal lo indica, una ley normal de fallas implica
que la mayor parte de los componentes fallan alrededor del tiempo promedio de falla,
E(T)=g y el niimero de fallas disminuye (simétricamente) cuando |7 - 4 aumenta. Una
ley normal de fallas significa que alrededor del 95.72% de las fallas tiene lugar para los

valores de 7 que satisfacen { /|t — u| < 26}. Verla figura 4.11
R(n)

)= j—e

o-/2x

0.9572 RW=0.8. ... ... . D
t=p-20 t=up t=p+20 o i
Figura 4.11: Ley normal de fallas Figura 4.12: Curva de confiabilidad para

ley normal de fallas

La funcion de confiabilidad de la ley normal de fallas puede expresarse mediante la funcion
de distribucion normal acumulativa tabulada ®, como sigue:

[’;‘(?)2] dr=]n (D(i—_,u)

(23

1

t
RW)=P(T >t)=1-P(T<t)=1- m_j;e

o}

La figura 4.12 muestra una curva general de confiabilidad para una ley normal de fallas.
Notese que para obtener una confiabilidad alta (0,90 o mayor) el tiempo de operacién debe
ser considerablemente menor que 4 la duracion esperada.
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Ezemgio 44 .

Supomendo que la duraclén de un componente ‘esté distribuida normalmente con’ una
desvmcxon estandar lgual a 10 horas y si‘el componente tiene una confiabilidad de 0. 99 para
tm ’ odo de operacmn de 100 horas (,cual debena ser su duraclon esperada‘7 o

La ecuaclon anterlor se transforma en:

09=1- @(1000 ”) =1-0.01

de las tablas de dlstnbucxén normal (B-3) se busca el valor de P— 0.01 y da

10‘1’6#,;—2 33 luego y 1233horas

La ley normal de fallas representa un modelo apropiado para los componentes en los cuales
la falla se debe a algunos efectos de uso. Sin embargo, no esta entre las més importantes

leyes de fallas que existen.

4.9.2 Ley exponencial de fallas [4], [6}, [11], [29]

Una de las leyes de fallas mas importantes es aquella cuyo tiempo para fallar se describe
mediante una distribucion exponencial. Se puede describir de varias maneras, pero
probablemente la manera mas sencilla es suponer que la tasa de fallas es constante; es decir,
h(ty=A. Una consecuencia inmediata de esta suposicién es segun la ecuacion 4.8, que la
funcién de densidad de probabilidad asociada con el tiempo para fallar T, esta dada por

fn=iel1, poo (TR, 52

El reciproco es también inmediato: si f tiene la forma anterior, R(t)=1-F(t)=e["1 ] y por
tanto, A(t) = f{t)/R(t) = A, luego se tiene el siguiente resultado importante: Sea 7, el tiempo

para fallar, una variable aleatoria continua que toma todos los valores no negativos, luego
T tiene una distribucion exponencial si y solo si tiene una tasa constante de fallas.

La suposicién de una tasa constante de fallas no considera el efecto del uso, cuando se
utiliza el modelo exponencial (pues supone que después de que el componente ha sido
usado, la probabilidad de falla no ha cambiado).

Existe otra manera de expresar esto y que lo hace ain mas evidente. Considérese para
A0, P@<T <t+At/T >t). Esta representa la probabilidad dé¢ que el componente falle

en el proximo A4t, dado que no ha fallado en el instante t.
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Aplicando la definicion de probabilidad condicional se encuentra que:

(-t —A|r+At
PA<T<t+AMIT>1)=" —eCAl b:l—e(‘“’) 4.53)
e(—,u) _

Por tanto, esta probabilidad condicional es independiente de ¢ y s6lo depende de At. En este
sentido se puede decir que una ley exponencial de fallas implica que la probabilidad de
falla es independiente del pasado. Es decir, mientras el componente funcione, es “tan bueno
como nuevo”. Si se desarrolla el segundo miembro de la expresion 4.53 en una serie de
Maclaurin se obtiene

2 3
STV

P(tsTst+At/T>t)=l—[l—ﬂ.At+ 3

-}=/1At+h(At).

en donde h(Af) llega a ser despreciable para At pequéﬁo, luego la probabilidad anterior es
directamente proporcional a At.

Para muchos tipos de componentes la hipotesis que conduce a la ley exponencial de fallas
no es solo intuitivamente atractiva, sino que en realidad estd sostenida por la evidencia
empirica. Por ejemplo, es muy razonable suponer que un fusible o un cojinete de rubies es
“tan bueno como nuevo” mientras esté funcionando. En estos casos, la ley exponencial de
fallas representa un modelo apropiado para estudiar las caracteristicas que fallan en un
componente.

Sin embargo, se debe aqui tener precaucidn; hay muchas situaciones que implican estudios
de fallas para los cuales las hipotesis basicas que conducen a una ley exponencial no seran
satisfechas. Por ejemplo, si una pieza de acero estd expuesta a una tension continua,
evidentemente sufrira un deterioro y por tanto, se debe considerar un modelo distinto al
exponencial.

Aunque previamente se discutieron las propiedades de la distribucién exponencial, se
resumen ahora. Si 7 es el tiempo para fallar, entonces:

a) La exponencial es una linea recta cuando se trata sobre papel semilogaritmico.
b) La media de la distribucion exponencial es E(7) = I/A = MTTF
c) La varianza es Var(T)=1/ A°.

d) F)=P(T <1)=1-el*!1
) R =el* R (17 py=el-4x¥4] = ell=0.367879.

O sea que la probabilidad de supervivencia en el MTTF es del 37%

[ Ejemplo 4.5:

Si se da ¢l pardmetro 4 y se especifica R(), se puede encontrar 1, ¢l imero de horas de
operacion. Asi, si 4=0.01 y R(£)=0.90, se tiene:
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| o-9o=-e['°-°"1

_Luego =100 In(0.9)= 10.54 horas :Por lo tanto,sx 100 ‘componentes funclonan durante
-10.54 horas, aproximadamente 90 no fallaran durante ese periodo.

4.9.3 Ley exponencial de fallas y la distribucion exponencial [29]

Hay una conexién muy préxima entre la ley de fallas y el proceso de Poisson. Supdngase
que una falla ocurre debido a la aparicion de ciertos accidentes aleatorios, estos pueden
deberse a fuerzas externas (aparicion de rafagas de viento o aumento del voltaje) o por
causas internas (desintegracion quimica o mal funcionamiento mecanico).

Sea X; el nimero de accidentes que ocurren en un intervalo de tiempo de longitud 7y
supongase que .X;, ¢ >0, determina un proceso de Poisson; es decir, para cualquier ¢ fijo, la
variable aleatoria .X; tiene una distribucion de Poisson con parametro A2. Supdngase que la
falla en [0, 7] se produce si y sélo si al menos uno de tales accidentes ocurre. Sea 7, el
tiempo para fallar que se supone que es una variable aleatoria continua. Luego:

F() =P(T <t)=1-P(T > ). Ahora si T>tsi y s6lo si ningin accidente ocurre en [0,7],
esto acontece si y solo si Xr=0, luego, F(¥)=1-P(Xt=0)=1-¢ 40

Esto representa la funcién de distribucion acumulativa de una ley exponencial de fallas.

Las ideas anteriores se pueden generalizar de dos maneras: -

a) Nuevamente se supone que los accidentes aparecen de acuerdo con un proceso de
Poisson. Se supone ademas, que cada vez que aparece tal accidente hay una
probabilidad constante p de que no producirs fallas. Por tanto, si T es tiempo para

fallar, se tiene como antes, F(?)=P(T<)=1-P(T>1)

Esta vez, T>t si y sélo si (durante [0,t]) no ocurre ningln accidente u ocurre un
accidente y ninguna falla aparece o dos accidentes ocurren y no aparece ninguna falla,

por tanto,
F(t)= l—[e( )1 (42)e*) p + (12)? —i—)p + ]

2) $° %K 1o o) ) _ | _ J-2-p¥]

=l-e

luego T tiene una ley exponencial de fallas con parametro A(1-p). Noétese que si p=0, se
tiene el caso expuesto previamente.

b) Supongase nuevamente que los accidentes aparecen de acuerdo con un proceso de
Poisson. Esta vez se supone que las fallas ocurren cada vez que 7 o mas accidentes
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(r=1), ocurren durante un intervalo de longitud z. Por lo tanto, si este T es el tiempo para
fallar se tiene como antes, F{(¥)=1-P(T>?)

En este caso, 7>7 siy solo si (r-1) o menos accidentes ocurren. Por lo tanto:

g 0

(4.54)
Par S 4

Lo anterior es igual a J:(—ﬂ'—l)(/‘[s rl g (Fs)gg iy por lo tanto, representa la funcién de
r—-

distribucion acumulativa de una distribucion gama. Asi, se encontré que la causa
anterior de fallas sigue una ley gama de fallas (si 7=1, naturalmente esta transformada
es una distribucién exponencial).

4.9.4 Ley de fallas de Weibull [6), {7, (8], [11], [29]

Para el anilisis de confiabilidad de un equipo durante toda su vida operativa: arranque,

normal y desgaste, se puede aplicar la funci6n probabilistica de Weibull. La funcion
densidad de probabilidad de Weibull dada por:

G

que se puede adaptar para realizar analisis de confiabilidad de componentes eléctricos,

f(x;a,0)= 0% x* e (4.55)

haciendo: x=t, a=m, OL" =y, Rx=A1, seobtiene:

ple)=myt™ e Crem) | (4.56)
donde m es el pardmetro de forma y ¥ es el parametro de escala.

La razon de falla instantanea (funcion de riesgo) esta dada por,

h()=m y ™! 4.57)

Pa:ra valores diferentes de m se obtienen formas distintas de la funcién de la razon
instantanea (figura 4.13).
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h(t)

AN

m<I

.

t
Figura 4.13: Indices de fallas de la distribucion Weibull para valores diferentes del
parametro m.

Cuando m<1, la razoén disminuye con el tiempo
Cuando m=2, la raz6n aumenta linealmente con el tiempo
Cuando 1<m<2, la raz6n aumenta con un gradiente que va en disminucion (tiende a hacer

constante)
Cuando m>2, la raz6n aumenta con un gradiente que va en ascenso.

Cuando m=1, la funcion de razon instantanea es constante

Se observa que en el caso m=1, la ecuacion 4.57 se reduce a la ecuacion A(#)=1/4 con
A=1/y, de manera que la distribucion exponencial puede considerarse como un caso especial
de la de Weibull, pero ahi termina la relacion entre estas dos distribuciones.

Sustituyendo en la ecuacién 4.7, la funcién de confiabilidad de la distribucion de Weibull
puede expresarse como:

R@)= ekl | 4.58)

Si se sustituye R(f) en la ecuacion P(f)=1-R(f) a partir de la ecuacién 4.7, es posible
expresar a P(f) para la distribucién de Weibull como:

P@)=1-¢ Lrerl (4.59)

La funcién de densidad de probabilidad se puede expresar en términos de la distribucion
acumulada como:

P(’)=%(t)=m}'t"“le['7’m] con 20 y m>1

los parametros de Weibull son:
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Media E(T)= 7_7:" I‘(l + l)
m

Varianza Var(T)= y {l‘(l * ;%) - [l‘(l * %J]z}

De este modo se obtienen todas las funciones fundamentales de la distribucion de Weibull,
pero con parametros m y y que tienen que estimarse a partir de los datos o preferentemente,
a partir de la teoria subyacente del comportamiento fisico involucrado. Una forma sencilla
de estimar m y yies mediante graficas. De la ecuacion 4.58

loge R(t)=-yt™ (4.60)
de tal manera que
log,[- log, R(t)]=mlog, t +log, ¥ (4.61)

En un experimento real se ponen a prueba N componentes, de los cuales no se reemplazan
los que han fallado. Si la i-ésima falla ocurre en el tiempo ¢, entonces se puede observar
que una estimacion no sesgada de la funcién de distribucién acumulada para =, es:
i

Pt; )=

@) N+1
De esta forma, a partir de la ecuacion R(#)=1-P(%), se encuentra que

N+1-i

R{t;)=

) N +1
de donde

—log, R(ti ) = loge(

N +1 ]
N+1-i

Sustituyendo en la ecuacion 4.61 se obtiene:

log,| log AL =mlog.t; +log. ¥
*N+1-i ¢

Asi pues, si se grafica log.[(NV+1)/(N+1-1)] respecto a #;, en papel log- log (es decir, se
representa [-log. R(7)]) a partir de la ecuacion 4.61, se dice que los puntos experimentales se
encontraran en una linea recta si la distribucion es de tipo Weibull. La pediente de la recta
da m§ se puede obtener y a partir de loge 7€n un valor de ¢ que corresponda a:

Log[(N+1)/(N+1-i)}=1
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Ez"emglo 4.6

En una gran serie de produccién de equipo electronico de comumcaclones, se usa un cierto
dispositivo para una aplicacién critica. Se decidi6 utilizar el modelo de Weibull para
calcular el nimero de actuaciones antes de que dicho dlSpOSltIVO falle; 20 dispositivos
fueron sometidos a una prueba de vida y los siguientes niimeros de actuaciones respecto a
la falla que se obtuweron, se presentan enla tabla 4. 1

Numero del di sposmvo R Numero de actuacxones hasta la falla (105) '
s ——— =365 A
2 . 840
3 9.00
4 5.89
5 9.60
6 6.10
7 11.95
9 12,40
L. 10 . 334 .
11 . 18.07 .
12 . 850
13 13.03
.14 11.02.
15 662
6 150
17 7.92
18 20.63°
19 420
20 13 2

Tabla 4.1: Namero de actuaclones de cada eqmpo.

En pnmer lugar se jerarquizaron Ios datos empezando con el nGmero menor de actuaciones.
El nomero de dispositivos probados es N=20. Se obtuvieron los valores de
log [(N+1)/(N+1-i)] donde 7 es la jerarquia de un dispositivo que falla y el evento minimo
| uene unrangoi = 1. Los valores resultantes se presentan en latablad.2, .

Los vainres de tf y 1agJ21/(21~1)] se representan en forma gré.ﬁca en papel logantmlco

segun-se'mdtca en la figura 4.14. Compo los puntos graﬁcados quedan casi sobre una linea
K ustada a 0jo), existen buenas sefiales de que los datos siguen una distribucion de
Weibull. La pediente de la recta da lugar a m=17. Para obtener y se requiere una 1, que
cortesponde & Iog.,[zl/(ZI-?}"l {IDe la figura 4.14 se observa que para el caso de
| log¢[21/(21~i)]=l #=10.2x10°.
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Rango i Actuaciones hasta la 21/(21-i) Logef21/(21-7)]
falla 1, (10%) : Cin
1 1.90 1.05 0.049
2 3.40 1.11 0.104
3 ',3..65 R I 1.17 PRI e 0157 Lot
4 4.20 1. 124 = T o215
.5 472 - | e 13100 o] 0270
6 . 58 | 140 . . 0336 ... .
7 610 | o180 - 0405 ]
8 662 - | ne 162 - . 0482 - -
9 7.92 1.75 0.560
10 840 191 | 0647
11 . 850 | - 1210 v 07427
C 12 ‘ 900 233 . | 0846
13 960 | 263 1 o967
14 11.02 U300 | 1099 T ]
15 | 11.95 350 -} 1253
16 12.40 420 . | . 1435
17 . 13.03 8§25 - | 1658
18 13.42 700 | 1946
19 . 18.07 - 1050 | 2351
20 20.63 - .21.00 .3.045

Tabla 4.2: Jerarquizacién de datos

por consiguiente, a partir de la ecuacion:

N +1 '

m log(10.2x10°y=-logey

dedonde y=(10.2x10%'7 = 0.61x10"°.

Con los valores de los parametros m y ¥ determinados, se definen explicitamente la funcién
de densidad probabilistica p(¢) y la distribucion acumulada asociada P(7); por lo tanto, se
puede estimar por ejemplo, la proporcion total de dispositivos que sobrevivirén a un cierto
niamero de actuaciones antes de fallar.

En el caso en que los tiempos de duracién quedan en un intervalo bastante grande, a
menudo es necesario incluir un tercer parametro en la distribucién de Weibull, el tiempo de
vida minimo, a fin de que se pueda tener una medida lo suficientemente sensible del
parametro m. Si se denota este parametro de localizacion mediante la letra L, la expresion
para el caso de la funcion de confiabilidad de la distribucion de Weibull (ecuacion 4.58), se
convierte entonces en:
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R(@)= ebrt-Ly] (4.63)

4.10 OPERACION DEL MANTENIMIENTO DE COMPONENTES

La mantenibilidad es la accién de mantener, de hacer una operacion de mantenimiento en
un tiempo dado. Es la probabilidad de que un equipo que ha fallado (y que esta ahora
parado) pueda ser reparado en un periodo dado de tiempo. Esta caracterizada por el tiempo

medio para reparar MTTR definida por la ecuacién 4.37.

4.10.1 Clasificacion de paradas [11]

Las paradas estan caracterizadas por los tiempos para reparar 7; y son debidas
fundamentalmente a las siguientes causas:

a) Enfriamiento.

b) Ubicacion de fallas.

¢) Reparacion propiamente dicha.
d) Espera de materiales.

e) Problemas administrativos.

f) Calentamiento.

g) Otros.

Las causas b) y d) son comunmente las areas problematicas.
4.10.2 La ley de efecto proporcionado [11]

La teoria de la fractura, el tiempo de ubicacién de fallas y las paradas de equipos obedecen
a la ley de efecto proporcionado definida como sigue: una variable sujeta a cambios
obedece a la ley de efecto proporcionado si el cambio en la variable en cualquier paso es
una proporcion al azar del valor previo de la variable.

Las variables que cumplen con la ley del efecto proporcionado pueden representarse
mediante la distribucién probabilistica log- normal que describe la mantenibilidad y su
ecuacion 2.109 esté representada por una recta en papel log- normal.

4.10.3 Aplicaci6n de la distribucion Gumbel [8), [11]

La ecuacion de mantenibilidad se trabaja con la distribucion de Gumbel, la cual es mas fécil
de aplicar que la distribucion log-normal. La funcién de distribucion acumulativa en

funcion del tiempo esta dada por:
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P(T<i)= o tee-sl} (4.64)
donde:

T= Tiempo real que se empleara en la ejecucién del préximo trabajo de mantenimiento.
t= Tiempo estimado para el proximo trabajo segiin la situacion vigente (tiempo estandar).
a= Inverso de la pendiente de la recta de mantenibilidad.

4~ Edad caracteristica para reparar. a y u definen la situacién vigente.

20

16
14
12

Vi v N

Nimera de actuaciones hasta el Fracaso tj, 10°
L
<<

1 , .
0.01 002 004006 01 02 04 06 10 20 4.0

'Qqe(z_lz%'l'

Figura 4.14: Grifico de ¢ respecto de log, [21/(21-i)] en escala log - log, para el
ejemplo 4.6.

0.5778
a

MTTR o tiempo promedio fuera de servicio = u + (4.65)
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4.10.3.1 Procedimiento para el calculo de mantenibilidad

a) Como parametros conocidos se toman los tiempos para reparar 7; (ver la figura 4.8).
b) Determinar la tendencia de los 7; asi:
e Ordenar los r; de menor a mayor (orden creciente).
e Calcular la probabilidad de éxito relativa.
p =M
N+1
donde: M= Ordinal (i=1, 2, 3, ......, n)
N= Numero de observaciones
¢) Obtener por medio de la grafica de la distribucién de Gumbel, la ecuacién de

mantenibilidad y calcular el tiempo medio para reparar (MTTR).

4.10.3.2 Indices
Indices de mantenibilidad (IM):

RC(T) + MP(T)
8760

IM=1~

donde RC(T)= Tiempo total fuera de servicio para mantenimiento correctivo en un afio.
MP(T)= Tiempo total fuera de servicio para mantenimiento preventivo, en un afio.

El indice de mantenibilidad es equivalente a la raz6n de servicio.

Indice de mantenimiento ciclico (IMC):

_ RC(T) + MP(T) + OH(T)
T

IMC =1

donde
OH= Tiempo total fuera de servicio para mantenimiento de reparacién mayor (overhaull),

en un afio.
T= Numero de horas entre arranques después de 2 reparaciones consecutivas.

Indice de reparacion (IR):

RC()'
T +RCTY

donde
T=Nuamero de horas de reparaciones. ' .
RC(T)' = Tiempo total fuera de servicio para reparacion correctiva necesaria para

apoyar T horas de reparacion.



177

Ejemplo 4.7

En la tabla 4.3 se han consignado los datos relativos a la operacién de un: transformador

trifasico de 20/25/28 MVA, 115/13.2 KV, ublcado en la subestacxén de dlsmbuclon

GERVAL durante un periodo aproximado de 9 meses: 5 :
Observacion. : Horas de operac16n } Horas de reparaclon

127 feeb e 3

87 ", 1 - 3

50 RELSY 55“:*5,:~t<1{“ A

125 ' 2

150 o o 18

1

2

3

4 S
5 K R
6 ' '

7

8

9

210 RN ' ks £ EER 60 e

10 280 oy 35

o2 b 400 N R

15 40 . |\ 45

16 . .697 23

17 - 8% . 1

T R e N

18 _ 306 B Tt

N=19 _ .- ZHO=53%h. | zHR—374h

Tabla 4.3: Datos de operacion del transformador de la sube_st_acién GERVAL

1. Calcular aritméticamente:

a) El tiempo medio a fallas MTTF.

b) El tiempo medio para reparar MTTR. .

¢) Eltiempo medio entre fallas MTBF.,

d) La frecuencia de fallas f .

€) Ladisponibilidad 4.

f)- La indisponibilidad A°.

g) La funeion de dxstnbuclon acumulada de los tiempos en servxmo Fu(t)
'h) La funcién de distribucién acumulada de los twmpos ﬁxera de servmlo F p(t)
i) “El tlempo de disponibilidad (exponencial) pi(f). =~
E) El tiempo de indisponibilidad (exponencial) pold)..

k) La funcién de densidad de fallas L(p).
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3:2 Usando el método de mstnbuclén exponencial: -

a)?? Caleularel MTBF
by Calcularla probabilidad de sobrevivencia Ps(?). -
::q)_} : Calcular Ps(t) para 200 y 280 horas

3 Usando el étodo de dlsmbuclon de Welbull

a) Calcular o M’I’BF y compararlo con el aritmético y el exponenmal
| -:b) ‘Calcular la probabﬁldad de sobrevivencia Ps(f).
c) | _Calcular la Ps(t) pa.ra 200 y 280 horas

4 Detemnnar la ecuaclén de mantemblhdad (por Gumbel)

5 ,;""’ACaquIar el MTTR (nempo medlo para reparar)

6 Caleular P(TQO) y P(T_.Sﬂ)a partir de la d1stnbuclon Gumbel

:7. .'La gerencxa técmca ha dlspuesto que el préxxmo semestre (con un total de 3500 horas
o 'dlspomhles) el transformador opere al 96% y por lo tanto se requiere calcular:

‘a) Ttempo maxxmo totai en operaclon (TOM) =
by Tlempo nmmmototal ﬁ;era de servicio (’I‘MTFS)

8 CalcuIar sobre la base de un &etlmado de 15 fallas en el semestre los MTBF y MTTR.
g 9 Rep}antea.r en papel Gmnbel la nueva recta de mantemblhdad |

. Soluctén

1. Los caloulos solicitados se realizan basindose en las definiciones dadas en los.
numerales anteriores: con n=19, Zm,—~5390h, IZr=374h

a) MTIF-Z:‘ é?:h 283711——/{-—},1 ~3.525x1070
b) m_%_%awéﬁh————)p 0.051

&) MIBF=T=m+r=2837+19.68= 30338h

"‘-) fm-_..._l—»—.—.ssxlo’f‘

T 3a3 38

MITE 283 7.
" MIBF 30338
TR _ 1968 _ooee

: = MITF + MITR 30338

9 Fyl)=aeH=3. s25x10-3wel3 325%10%1)

G} 935
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h) Fp(f)= H e(”‘“) =0. 051‘8'(‘0'051t) v.
D py (t)- ey mm! pU 0= 0.935+0, 055 o (oosst)

}t+,u

D pol)=-2 i “ﬂ [(““‘)‘1 . pp()=0.06520.065¢993Y. ‘¢ sompriiebd que’

PU(I)+PD(‘)—1

) L(e)= j £ _ 2’1 HAM 1()23 351078 +2.28%1074 0055
. + ﬂ + ‘u | . . :

_ 2 Para la dlstnbuclon exponenc1a1 se. emplea el sngtuente procedmnento

Se arreglan los m; de ménor a. mayor como'se ve efi:la: tabla 4 4

Se calculan las probablhdades de falla relanvas Pf(t)—M /(N+1) y se anotan en la tabla
44.

‘Se calculan las probablhdades de sobrevxvencxa PS(I)“ -P,(l) y se anotan en. la tabla
44. o

Se graﬁcan las Ps(i) en funcion de los m; en papel semﬂogantnuco como se muestra en
la ﬁgura 4 15 '

o :{j oo

m PARMI0T) [ PP o

27 - 0.05+ 0.95 0.46-

50 | 010 . - 0.90 _0.92

60 0.15 0.85 1.38

70 ] . 020 : 0.80 230

87 025 ¢ 0.75 - 276 -

. 100 | 030 0.70 322

125 035 0.65 " 4.60

150 1 040 - }. 060 5.06

breg Jud I ENTE- REV DN DT L o B

210 | 045 | 055 644 _

260, |7 050 050 | 18 [ szs.'f‘”f"-""'»'."ff"""'

294 | 060 | 040 |2 [ fo1r .

450|080 | 020 | 35

' ,,,588 o 083. b 015 ] 37 |

aggg;:;gzgquauaun_g

| Tabla 44cacunosne probabilidades relativas
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') Por el punto Ps=37%. s halla el MTBF=312 h. (de la ﬁgura 4. 15)
' b) La conﬁabllxdad es Ps(t)—e‘ t/312)

5 O sea que Ia. probab:hdad de sobrewvu en 200h es del 53% y la probabllldad de que e]
: transformador no falle en 200h es del 41% L

: 3 Utxhzando los resultados de la tabla 4.4, se dlija en papel Welbull los m, en funcién de
los Ps(l) tal como aparece en la ﬁgura 4.16 : , :

; a) se. ajusta la recta (trazada a 0]0) de acuerdo a los puntos Ps(z) y m;, se traza luego una:
paralela por el punto Weibull (con 7=100 y Ps(i)=0. Ol) y se encuentra el pardmetro |
~LL luego paraunPs—37% se encuentra que V=316. :

De la tabla para funcl(m gama en funclén de m, se calcula para m=1.1:

{1 l) r(l+lll) 0965 EﬂIEHI(NertablaB-ﬁ)

m :f; ’

5ye1MmF—Vc

ri+s ;‘) 316‘*0 965 =304, 94horas

%:YaqueV 7' };’ S o RO

Lacomparamén pedlda es la s1gulente o _A |

\ MI‘BF vAntmetwo : Exponenclal Welbull :

. ohoms 30338 “ 3120 30494
Ps(,,q w [ ] [@J]

Vpues‘ y v=;;; ‘

c) EB]PS(ZGO)- [@2} l] 0546 @Ps(zét;) [(;m l} :'6417

O sea, que usando el métoda de Welbull, la probabnhdad de sobreku en 200h es del
54.6% y la probabilidad de que el transformador no falle en 280 heras es del 41 7% i
;hgeramente mayor que por el método exponencxal ‘ : . ;

4. Para cﬂ:lcular la funcion de mantemblhdad s sigue el s1gmente proeedmuento

4 'Se cmienan losr; demenoramayemomdseservaenla tahla44 S
8¢ calculan las p i".‘fﬂldades de: falla reiaxwas Pf(z}—Mz/(Nﬂ) y se conmgnan en la.

: tahl&44 ' _

[ Se grafica en papel Gumbel (ﬁgura 4 17) ios ren la € cala. ver ., y los

. escela horizontal.
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{1 Se ajusta la recta (a ojo) tal como se muestra en la figura 4.17.
0 Para Pr=37%, se encuentra el valor de U, que da U=12 en la figura 4.17.

O Se calcula ahora la pendiente de la recta de la ﬁgura 4 17
_AY 40-12 =15

TAX  2-0 i ’
Por lo tanto, a=1/M= 1/15-0 0667 _ o
y la probabilidad de falla en funci6n del tiempo estara dada por’

P(T < t) = e{.e[-! (1 )]},»= é{_e[-o.oéa (mz)] }

5. El tiempo -medid para repafar estaré reprcseqtadb por:
IMITR= U 0, 5778 1242 5778
~a S 0,‘0667

= 12‘+ 8.‘66:': 20.66 hora"s’*-c |

6. Parnendo de la funcién de distribucién de Gumbell, la probablhdad de reparar en 20
horas 0 menos es

f‘m]P(T<20) {e[ m(” '2)]} 0.556

o0 sea del 55.6%
yla probablhdad de reparar en 30 horas o menos es
MPT <30)= e T2} -0.74
o sea del 74%

7. Con un factor de servicio F5=96% y un tlempo total dlspomble TTD=3500 horas para
el proximo semestre: .

a) El tiempo maximo de opéracién es:

TOM=FS*TTD=0.96*3500=3360 horas

b) El tiempo miximo total fuera de servicio es:
TTFS=TTD-TOM=3500-3360~140 horas

8. Con un numero estimado de fallas NFf—fl5 en 3500 horas se encuentra que:

' =%§-—};§q—93horas

e JOM 3360
MIBF = —— = ——=224horas
e NF 15 2
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Figura 4.15: Distribucién exponencial de Ps(%) vs m; para el ejemplo 4.7
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Figura 4.16: Papel Weibull (indica Ps(%) vs m;) para el ejemplo 4.7
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Figura 4.17: Papel Gumbel (muestra Pr(%) vs r;) para el ejemplo 4.7



5. CONFIABILIDAD DE SISTEMAS - METODO DE REDES

5.1 INTRODUCCION 2

Un sistema esta compuesto por un conjunto de componentes interconectados de alguna
forma. La confiabilidad de un sistema depende de la confiabilidad de sus componentes y
de la configuracion del mismo. En estudios de confiabilidad de sistemas, la meta es
predecir los indices de confiabilidad indicados para el sistema, basados en los datos de falla
de los componentes y del disefio de éste. Los indices del sistema pueden variar
dependiendo de la aplicacion pero como fue mencionado antes, en esencia estas son las
probabilidades, las frecuencias y las duraciones medias de algun evento critico o eventos
por los cuales la falla del sistema es definida.

Muchos modelos han sido desarrollados para derivar los indices de confiabilidad del
sistema a partir de la informacién de la confiabilidad de los componentes y en la mayoria
de las aplicaciones se puede encontrar el modelo que es mas conveniente. En algunos casos,
pueden ain ser seleccionados, mientras que en otros ninguno de los métodos proporcionara
una solucidn sin realizar muchas simplificaciones o sea necesario hacer calculos excesivos.
En la seleccion del mejor modelo, muchos factores deben ser considerados, los mas
importantes son los siguientes:

B Estructura y tamafio del sistema.

K Independencia de los componentes.

Bl Reparabilidad.

B Distribucion del tiempo de reparacion y de falla.
B Modos de falla de los componentes.

O Efecto de las rutinas de reparacion

1 Efectos ambientales.

5.2 DIAGRAMAS LOGICOS 2}, [4}, [10]

La confiabilidad de muchos sistemas puede ser evaluada con la ayuda de diagramas logicos
(también llamados diagramas de bloques de confiabilidad). Al contrario de los diagramas
fisicos, que Unicamente describe las conexiones fisicas reales entre los componentes, los
diagramas logicos son arreglados para indicar cuales combinaciones de falla de
componentes resultan en una falla total del sistema. Los diagramas l6gicos estan por tanto
basados en el anélisis de los efectos de falla de los componentes; los bloques en esos
diagramas representan componentes trabajando y la falla de un componente es indicada por
la remocion del bloque correspondiente. Si bastantes bloques son removidos en un
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diagrama, interrumpen la conexién entre los puntos de entrada y salida y por tanto, el
sistema ha fallado.

Para ilustrar la diferencia entre los diagramas 16gicos y los diagramas fisicos, considerese el
ejemplo de cuatro lineas de transmision en paralelo entre dos subestaciones. El diagrama
fisico de este sistema es mostrado en la figura 5.1a. Si la sobrecarga de la linea no es de
preocupacion (las capacidades individuales de las lineas son al menos iguales a la carga
total del enlace), el sistema fallara solo si todas las lineas fallan; consecuentemente, el
diagrama légico es el mismo diagrama fisico. Si al menos tres de las cuatro lineas deben
estar en servicio para evitar sobrecarga, el diagrama logico cambiara al que se muestra en la
figura 5.1b (una de las muchas representaciones posibles). Notese que los bloques
aparecen mas de una vez. Si finalmente, las lineas no tienen un margen de capacidad para
transportar mas que su parte de carga el sistema fallara al fallar cualquiera de las lineas y el
diagrama légico que representa esto es aquel tiene los bloques en serie en la figura 5.1c.

[
JJ S
‘2r] 1} |2,l ||3ll
[ — f————C Ot ——-o
31— —42H4f—|L43H4
L4 _ b
o —TH2H3sHa}

c

Figura 5.1: Diagramas fisicos y légicos para 4 circuitos de transmisién entre 2
subestaciones.

Otro ejemplo es el de dos contactos de relé en serie cuyo diagrama fisico se ilustra en la

figura 5.2. El diagrama logico dependera de:
a) Silos contactos estan normalmente cerrados o normalmente abiertos.

b) Si el modo de falla de los contactos es una falsa operacion o se niegan a operar cuando
son requeridos. Los diagramas logicos para todas las posibilidades son mostrados en la_

parte baja de la figura 5.2.
pogamafeco  e—{

Diagramas l6gicos

Modo de falia Contactos normalmente Contactos nomncaimente
principat cenados

< operacin — @
so niegan @ —
operar

Figura 5.2: Diagramas légicos y fisicos para 2 contactos de relé en serie.
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En un diagrama légico dado, se pueden asignar las probabilidades a cada bloque. La
solucion del diagrama mediante la manipulacion apropiada de esas probabilidades
proporcionara la probabilidad de falla del sistema. Los indices de frecuencia y duracién no
se asocian bien con los diagramas logicos; aunque existen métodos para derivarlas
mediante circuitos 10gicos; algunos de los conceptos dados en esas derivaciones son
realmente tomados del modelo espacio — estado.

Los métodos de circuitos pueden aplicarse solo si el diagrama logico existe para el sistema
en cuestion. Antes de discutir los detalles de calculo de probabilidades de falla del sistema,
las condiciones bajo las cuales la representacion del sistema por medio de diagramas
logicos (de ser totalmente posible) seran investigadas.

5.3 ESTRUCTURAS MONOTONICAS

5.3.1 Definiciones

Considerar un sistema con las siguientes propiedades:

Cada componente en el sistema puede tener solo dos estados, en operacion o en falla.

El sistema mismo también puede asumir dos estados, en operacion o en falla.

El sistema est4 operando si todos los componentes estan operando.

El sistema esta en falla si todos los componentes estan fallados.

La falla de un componente en un sistema ya fallado no puede restaurar el sistema a la
operacion y la reparacion de un componente en un sistema operando no puede causar
falla en el sistema.

VhWN =

Los sistemas que satisfacen las condiciones 1 y 2 son llamadas estructuras. Si las
condiciones 3, 4, y 5 son también satisfechas, la estructura es monotdnica (algunas veces
también llamada coherente). Los sistemas con estructura monoténica son los que pueden
representarse por diagramas logicos y por tanto, ellos son los sistemas cuya confiabilidad
puede ser evaluada por métodos circuitales.

Considerando un sistema con estructura monoténica, x; denota el evento de que el
componente i esta trabajando y x; que no lo esta. Similarmente, S es el evento de que el
sistema est4 trabajando y S es el evento que no esté trabajando. Si S (o S) puede
derivarse de x; (0 x;) por aplicaciones repetidas de las operaciones Yy’ y “o”
(intersecciones y uniones de eventos éxito (falla)), la estructura es llamada (por razones que
se explicaran) serie- paralelo.

Las estructuras monotonicas que no son serie— paralelo pueden ser interpretadas por
técnicas que involucran cortes y lazos minimos.



188

5.3.2 Estructura serie- paralelo.

Los componentes estan en serie (en el sentido 16gico) cuando una falla en uno cualquiera de
ellos hace fallar al sistema. Asi, los componentes 1 y 2 estan en serie si

S=x1rwy, 8 =x1 Uz (figura 5.3a). (5.1)

La primera de estas expresiones indica la interseccion de los eventos x; y x,, estableciendo
que ambos x; y x2 deben ocurrir para que S ocurra. La segunda expresion implica la union
de los eventos x; y x2, indicando que o x1 0 x2 (o ambos) deben ocurrir para que S

ocurra.

{1 {2 }— —

(Q) (D)

Figura 5.3: Diagrama légicos basicos: (a) Conexion serie y (b) Conexion paralelo.

Los componentes estan en paralelo (en el sentido 16gico) cuando todos ellos fallan y hacen
fallar al sistema o al contrario, o el sistema opera si uno cualquiera de los componentes esta

trabajando. Para dos componentes 1 y 2 en paralelo:
S=x,ux,, S=x1nx2 (figura5.3b) (5.2)

Las cuales son las expresiones duales de 5.1.

Las estructuras serie — paralelo pueden tener ramas conectadas en paralelo, las cuales a su
vez, forman ramas que pueden estar en serie con otros bloques y asi sucesivamente.

Expresiones para S (o ') se pueden desarrollar por aplicacion repetida de las operaciones
adecuadas en las ecuaciones 5.1 y 5.2; por ejemplo, el sistema simple de la figura 5.4 puede

ser descrito como:

S=x1n(pux) o S=xi u(ig mJ_C3)

3

Figura 5.4: Diagrama logico de un sistema simple serie - paralelo.
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Los sistemas complejos serie-paralelo con frecuencia puede simplificarse si los mismos
bloques se repiten en el diagrama logico. Esto puede efectuarse por simple inspeccion o
por un reordenamiento adecuado de las expresiones logicas que describen la estructura.
Considérese el ejemplo (no tan complejo) de la figura 5.5a.

(@) (D)

Figura 5.5: Reduccion de un diagrama serie - paralelo con bloques repetidos.
Aqui S=x10 (20U x3)=x1 (5.3)
donde la simplificacién se concluye de la observacion que, hasta donde el estado del
sistema es considerado, el estado del componente 2 es irrelevante. El mismo resultado

puede también obtenerse interpretando la expresion 5.3 con la ayuda del diagrama de Venn,

Para facilitar la simplificacion de estructuras complejas, los siguientes teoremas son muy
utiles.

Si w representa el evento de que un componente dado nunca falla y @ el evento de que el
componente falla todo el tiempo; entonces

WAX=X, WUX=W, @ONX=@® Yy @OUX=X (5.4)

Si también {x),x2,x3,....,x,} denota un evento que es una funcidon de los eventos en el
argumento. Se puede mostrar que:

X1 N {X1,X2,.. X} =x1 O {@X2,...,Xn} y (5.5)
X1 U {x1,%2,.. %0 )= U { @ X2,....%n} (5.6)

Por ejemplo, el resultado 5.3 es una simple aplicacion de 5.5.
Considérese ahora la estructura de la figura 5.6a, que puede ser descrita por la expresion:

S=x; U [x2 M (1 U [x2 N (3 L x9)])] 5.7



190

M 1 ——° o— — 3 = b
3 h 2 _— Y 2
U 2 4 | | 4 |
4 U
(@) (0}

Figura 5.6: Reduccién de un diagrama légico con la ayuda de la expresién (5.6)
Aplicando la expresion 5.6, la expresion 5.7 llega a ser:

S=x U n (Ej U [x2 N (x3 U x)D]

y usando la expresion final de 5.4, esto se simplifica a:
S=xiuln(an ux))FExvuben (6ux)]

El diagrama l6gico que ilustra la ultima expresién se muestra en la figura 5.6b.

Se pueden facilitar los célculos si S'y S son representados respectivamente por los valores 0
y 1 de una variable Booleana o, x; y x;para dos valores de la variable Booleana ¢. La
funcion a(g) es llamada funcion estructura y puede ser evaluada usando las convenciones
del algebra Booleana.

5.3.3 Cortes y lazos

Un lazo V: es un conjunto de componentes cuyas condiciones de operacién aseguran la
operacion del sistema. El correspondiente conjunto de bloques en el diagrama logico
proporciona la conexion entre la entrada y la salida del diagrama.

Un_corte K: es un conjunto de componentes cuyas fallas resultan en falla del sistema. La
remocion del correspondiente conjunto de bloques en el diagrama légico interrumpe la
continuidad entre la entrada y la salida del diagrama.

Un lazo minimo T: es un enlace donde la permanencia del conjunto después de la remocion
de cualquiera de sus elementos no es mas largo que un lazo.




191

Un corte minimo C: es un corte donde la permanencia del conjunto después de la remocién
de cualquiera de sus elementos no es mas largo que un corte.

Ejemplo 5.1
Tomando el diagrama puente de la figura 5.7, los siguientes conjuntos pueden identificarse:

Lazos: 14; 25, 135, 234, 124, 134, 154, 125, 235, 245, 1235, 1245, 1234, 1345, 2345,
12345.

Cortes: 12, 45, 135, 234, 123, 124, 125, 145, 245, 345, 1235, 1245, 1234, 1345, 2345,
12345. o

Lazos minimos: 14, 25, 135, 234,

Cortes minimos: 12, 45135, 234.

Figra 8.7: Fl circuito puente.-

S puede expresarse en términos de todos los enlaces minimos solamente y § i&n términos
de todos los cortes minimos; esto es, si # es el evento de que todos los componentes estin

trabajando y C, el evento de que todos los componentes en C; hallan fallado, luego:

=HhUlhU... (5.9)
=Cy uC2au... (5.10)

Considérese de nuevo el diagrama puente de la figura 5.7. Usando la expresién 59 y la
lista de conjuntos de cortes minimos, la siguiente expresion puede ser derivada

S=(x1 N x4) U (¥2 N xs) U (X N X3 N Xs) U (X2 N X3 M Xg) (5.11)

El diagrama logico correspondiente es mostrado en la figura 5.8a. Alternativamente,
S puede expresarse en términos de los conjuntos de cortes minimos ya listados, mediante la
expresion 5.10 se obtiene:
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S=01nx)ules nxs)uler Axs nxs)ulrz N ¥ Nixg) (5.12)

2 3 4

(o) Dlagrama de lazos minimos (b) Diagrama de cortes minimos

Figura 5.8: Equivalentes para el circuito de la figura 5.7.

El diagrama légico correspondiente a 4.12 se muestra en la figura 5.8b.
5.4 CONFIABILIDAD DE ESTRUCTURAS SERIE - PARALELO

5.4.1 Consideraciones generales [2], [10], [25]

En la secciOn anterior, las estructuras fueron descritas por funciones expresando los eventos
S (sistema trabajando) o S (sistema fallado) en términos de los estados x; 0 x; de varios
componentes. Una medida de confiabilidad del sistema es la probabilidad P,, de que el
sistema estd en condicién de trabajo; P,=P(s). En el caso no reparable esta medida es la
extensién del concepto de la confiabilidad del sistema; asi, si R(s) es la confiabilidad del
sistema, para un tiempo dado #,, P,=R~=P (el sistema no falla entes de ,). Para sistemas
reparables y asumiendo condiciones de estado estable, P, puede definirse como la
disponibilidad A4, del sistema; esto es, la proporcién de tiempo en el largo plazo que el
sistema esta trabajando. Alternativamente, la probabilidad de que el sistema falle Pr puede
ser usada como una medida de confiabilidad del sistema; obviamente, Pr = P(E): 1-P(s).

Para sistemas no reparables, P== 1-Rs y para sistemas reparables Pr= As.

Las probabilidades P(S) o P(E) son calculadas por simple evaluacion de las probabilidades
de las funciones que proporcionan S o S en términos de Xi 0 X;.

En esta evaluacion se usan las siguientes reglas:

P(x)=1-P(x) (5.13)
P(x; m xg)=P(x1) P(xz | x;) (5. 14)
P(x; U x3) = P(xy) + P(x2) - P(x1 M x2) (5.15)






















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































