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INTRODUCCION

Los textos de Mecinica de Materiales o de Sélidos, como se denomina hoy a lo que en el pasado se llamaba
Resistencia de Materiales, se caracterizan por proponer a los profesores y estudiantes de la asignatura centenares de
ejercicios y problemas que pueden solucionarse con el uso de las diversas teorias desarrolladas en el libro; muchos de
esos problemas los debe resolver el estudiante al estudiar la materia, hacer tareas o prepararse para los examenes
parciales, busgando ganar experiencia en el uso de los conceptos y simplificaciones de cardcter practico que la

asignatura suministra, y ojala para dominarlos puesto que la Mecanica de Sélides es la columna vertebral del Area de
Estructuras de la Ingenieria Civil.

El presente escrito no pretende competir con la copiosa bibliografia actual. Se trata, simplemente, de recoger en un
documento, debidamente organizados, los problemas que han sido asignados en los exdmenes parciales o de
habilitacién que he realizado desde el segundo semestre académico de 1969, cuando me vinculé por primera vez al

curso de Resistencia de Materiales en la Facultad de Minas de la Universidad Nacional, sede de Medellin, hasta la
fecha.

Como parte de la reforma curricular adelantada por el Rector Antanas Mockus en la Universidad, los cursos
existentes de Resistencia de Materiales I y II se unificaron con el de Estitica, para dar lugar al curse actual, y la
mayor parte de lo relacionado con las definiciones de tensidn y deformacion, relaciones lineales entre las mismas,
rosétas y circulos de Mohr se llevaron al curso de Mecanica de los Medios Continuos, asignatura que precede a la de
Resistencia de Materiales y que incluye, ademas de los sdlidos, temas relacionadas con los fluidos, el calor, la
electricidad y el magnetismo; por otro lado, los temas relacionados con el uso de los teoremas de la conservacion de
la energia, método del trabajo virtual, teoremas de Castigliano, integrales de Mohr, el teorema de los tres momentos y
el método de la viga conjugada se desplazaron al curso de Analisis Estructural I o sz suprimieron de los programas.

Los problemas consignados fueron inventados por mi, algunos, o tomados y adaptados de la bibliografia disponible,
con la caracteristica de haber sido asignados en un examen, lo que da una idea de la exigencia relativa que demandan
y el tiempo en el que pueden resolverse por una persona que haya estudiado el tema respectivo. Al difundirlos, deseo
ofrecerles una ayuda a los estudiantes matriculados en el curso cuando se preparan para los parciales, que se
desesperan y tensionan tratando de resolver problemas demasiado dificiles o de extensa solucién, que encuentran 2n
los textos, mas apropiados para trabajarlos en casa como tarea, y buscando temarios de examenes antiguos. Sin que
por ayuda se entienda que los mismos problemas volveran, necesariamente, a asignarse en el futuro.

En los enunciados no se incluyen las figuras respectivas, pero se da la informacion necesaria para que el estudiante
las elabore. Hacer la figura es el primer paso para la solucidn de un problema de Mecéanica de Materiales, puests que
ello exige interpretar adecuadamente la informacidn; cuando el enunciado la incluve, paternalistamente, se 7aciiita la
solucioén, claro, pero se le restringe al estudiante el uso de su imagiracidn y el desarrollo de la habilidad para hacer
planos y dibujus, con perspectiva grafica, apropiados para transmitir informacidn técnica.

Alvaro Gaviria Ortiz ,
Profesor Asociado Universidad Nacional de Colombia

Profesor Titular Universidad de Antioquia
Octubre de 2004




LISTA DE SIMBOLOS

La siguiente lista de simbolos se refiere a las magnitudes més empleadas en la Mecanica de Materiales

; ‘ : Alfabeto latino

|

!

| A Vector area , o
| A Area de una superficie

| A, Area reducida

z A) Area encerrada por la linea media

Aceleracién

Longitudes, lados o radios

Moédulo de compresibilidad

Centro de curvatura o constante de flexibilidad

Constante de columna

Diametro de una circunferencia o de una esfera

Médulo de Young

Moddulo de Young secante

Moddulo de Young tangente

Base de los logaritmos naturales o deformacion volumétrica
Excentricidad de una fuerza a lo largo del eje /

Fuerza

Frecuencia

Moddulo de cizalladura o médulo de rigidez

Aceleracion de la gravedad

Altura de una seccion recta

Segundo momento del area plana, o momento de inercia, con respecto al eje /

Segundo momento del area plana, o momento polar de inercia, con respecto al punto O
Momento polar de inercia equivalente

1 ; I; Producto de inercia del area plana con respecto a los ejes [ y.J
f; Versor en el sentido positivo del eje /

o
o
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J Cantidad imaginaria

K Constante de rigidez, constante de resorte o factor de concentracion de tensiones
{ Longitud, luz de una viga o contorno de una linea

le Longitud efectiva de una columna

M Momento de una fuerza con respecto a un punto o de un par, o momento flector intcrno
i : M Componente en direccion del eje / del momento de una fuerza o del par, o del momento flector interno
Masa
Nimero de ciclos o de elementos, o fuerza normal a una superticie
Razon entre los mddulos de elasticidad o factor de seguridad
Fuerza axial interna
Magnitud de la fuerza axial interna o potencia
Presion sobre una membrana o intensidad de la fuerza distribuida por unidad de longirud
Primer momento de un area plana con respecto al eje /
Flujo de cortante
Radio de circunferencia o esfera, o distancia desde el centro de curvatura al eje neutro en viga curva
Vector posicién
Primera coordenada cilindrica o distancia desde €l centro de curvatura a la fibra arbitraria en viga curva
- Distancia desde el centro de curvatura a la fibra centroidal en viga de eje curvo
Radio de giro con respecto al eje /
Radio de curvatura meridional en membranas

Q= "oy ¥ XE

Y N R

S 4
3 o~




ABNNEN SHE R RETFET IR QT Nyt A

Radio de curvatura paralelo en membranas

Superficie o médulo elastico de la seccién

Longitud de un arco de curva

Momento torsor intermo

Magnitud del momento torsor interno, periodo o temperatura

Intensidad del momento torsor distribuido por unidad de longitud

Magnitud de la intensidad del momento torsor distribuido por unidad de longitud, tiempo o espesor
Energia de deformacion

Densidad de energia o movimiento de un punto en direccién del eje X

Fuerza cortante interna )

Componente en direccion del eje I de la fuerza cortante interna

Volumen :
Desplazamiento vertical de la elastica o movimiento de un punto en direccion del eje ¥
Trabajo o peso de un objeto

Densidad de trabajo, peso especifico o movimiento de un punto en direccién del eje Z
Primer eje de las coordenadas cartesianas

Primera coordenada cartesiana

Coordenada X del centroide

Segundo eje de las coordenadas cartesianas

Segunda coordenada cartesiana

Coordenada Y del centroide

Tercer eje de las coordenadas cartesianas o modulo plastico de la seccion

Tercera coordenada cartesiana

Coordenada Z del centroide

Alfabeto griego
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Aceleracidn angular

Coeficiente de expansién térmica o angulo

Angulo

Incremento de una variable

Operador nabla

Cambio de longitud o desplazamiento

Delta de Kroenecker

Deformacioén lineal en direccion del eje /

Angulo

Deformacion cortante con respecto al plano /J
Segunda coordenada cilindrica circular o tercera coordenada esférica
Simbolo que en el pandeo se usa para (P/E/)"
Modulo o relacion de Poisson

Pi

Angulo, pendiente de la linea elastica o segunda coordenada esférica
Densidad volumétrica de masa o radio de curvatura
QOperador de suma

Tension normal en direccion del eje /

Tension cortante con respecto al plano 1J
Velocidad angular

Frecuencia angular




CAPITULO 1

ESTATICA

1.1 Sistemas mecanicamente equivalentes

L.

n

Minimo del momento. Una placa circular, de radio R, se pone en el plano XY de manera que su cen-
tro coincida con el punto A(R, 0), y una fuerza F,, cuya linea de accion pasa por el origen de coor-

denadas y hace un angulo & con respecto al eje X, obra sobre un punto arbitrario, B, del borde de la
placa. Halle el valor de & para el cual la magnitud del momento del sistema fuerza par, equivalente a
la fuerza anterior, en el punto D(R, —R) es minimo.

Angulo desconocido. Una placa circular, de radio R, se pone en el plano XY de manera que su centro
coincida con el origen de coordenadas; en los punto A(0, R) y B(R, 0) obran, respectivamente, las

fuerzas I’:} = EE, y I—'; = E,(T, cosﬁ+isenﬁ). Halle el valor de S para el cual la linea de accién de la

resultante de las fuerzas dadas es tangente al borde del disco.

Prisma triangular. La seccidn recta de una cuiia prismatica es un triangulo rectingulo v los vértices
de ésta son: A(0, 0, 0), B(0, b, ¢), C(a, b, ¢), D(a, b, 0), E(0, b, 0) y F(a, 0, 0). A lo largo de la arista
AB, y con el sentido de A hacia B, actda la fuerza P, en la arista DC obra la fuerza YP en la arista

AF estd aplicada la fuerza i@, v las magnitudes de las fuerzas anteriores son igunales, numéricamen-

te, a las longitudes de las aristas respectivas. Halle la fuerza Q, tal que 0, y 0, sean mecanicamente

equivalentesa A y P,.

Cubo de fuerzas. El origen de coordenadas es uno de los vértices de un cubo, de lado /, tres de las
aristas de éste coinciden con los ejes X, Yy Z, y a lo largo de cada una de las doce aristas de! mismo
actuan sendas fuerzas de magnitudes iguales a Fy. En tres de las aristas paralelas al eje .X las fuerzas
tiene el sentido opuesto al de éste, y en la otra, la que pasa por el punto (0,0,/), el sentido es ¢
mismo del eje; en tres de las aristas paralelas al eje Y las fuerzas tiene el mismo sentido de éste, y en
la otra, la que pasa por el punto (0, 0, /), el sentido es opuesto al del eje; finalmente, en las cuatio
aristas paralelas al eje Z las fuerzas tiene el mismo sentido de éste. Halle el sistema fuerza par equi-
valente al de las fuerzas enunciadas, en el origen de coordenadas, y el motor del sistema de fuerzas,
en fuerza, momento, direccion de su eje v punto de corte con el plano XY.

Cubo de fuerzas. El origen de coordenadas es uno de los vértices de un cubo. de lade a. tres de las
aristas de éste coincidenconlosejes X, Yy Z, y a lo largo de tres de las aristas del mismo actitan

sendas fuerzas. En la arista paralela al eje X que pasa por el punto {0, a, 0) obra la fuerza ZBR“ en
la arista paralela al eje Y que pasa por el punto (a, a, 0) obra la fuerza ~?;2P; v en la arista paralela

al eje Z que pasa por el origen obra la fuerza ZPO. Halle el sistema fuerza par equivalente al de las

- fuerzas enunciadas, enel origen de coordenadas, y el motor del sistema de fuerzas, en fuerza, mo-

mento, direccidon de su eje y punto de corte con el plano XY.

Barra retorcida. Una barra retorcida, empotrada en (0, 0, 0), esta formada por tres segmentos; el
primero se extiende entre los puntos (0, 0, 0) y (0, /, 0); el segundo, entre (0, /. 0) y (/. [, 0); el terce-

ro, entre ([, [, 0) y ({, /, f—l); y, ademas, las fuerzas, -—ZF;, EE, y 7 -, se aplican a la barra, respecti-

vamente, en los puntos (‘0, vI, 0), (I, 1, 0) y ({, I, =I). Hulle las reacciones en ¢l empotramiento de la




barra y, de las fuerzas aplicadas a la misma, el motor, en fuerza, momento, direccién de su eje y pun-
to de corte con el plano XZ,

Paralelepipedo recto sometido a fuerzas. Tres de las aristas de un paralelepipedo recto coinciden
con los ejes X, Y y Z, sus longitudes son, respectivamente, a, b y ¢, y, ademas, sobre ¢l cuerpo obran

tres fuerzas. La primera, ?XFO, actia a lo largo de la arista que va-del punto (0, 0, ¢) al (g, 0, ¢); la
segunda, };E,, actia en la arista que va del punto (0, 0, 0) al (0, b, 0); vy la tercera, }";F;, actia en la

arista que va del punto (a, b, 0) al (a, b, c). Halle la relacion entre a, b y ¢ para que el sistema de
fuerzas tenga resultante dnica.

1.2 Estructuras planas

1.

*r

Minimaximo. Un peso W estd sostenido del punto C por medio de los cables AC y CB, amarrados
del techo; con la horizontal, el cable AC forma un dngulo oy el CB un angulo de 60°. Halle el valor
de a que minimiza la tension del cable AC y el valor de ese angulo para el cual la mayor de las trac-

ciones inducidas en los cables AC y CB se hace minima; en ambos casos calcule las fuerzas en los
cables.

Armadura plana de tres barras. Una armadura triangular esta formada por tres barras que tienen
articulaciones en sus extremos. Una de las barras se extiende entre los puntos (0, 0) y (44, 31); la se-
gunda, entre (0, 37) y (4/, 30); la tercera, entre (2/, 1,51) y (2/, 31); y, ademas, a la barra horizontal se
aplican la fuerza, '131:0» en el punto (/, 3/), y la fuerza, —-_:LSE,, en el punto (3/, 3/). Si F=100 [N}y

! =4 [m), halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra.

Armadura plana de cuatro barras. Una armadura estd formada por cuatro barras que tienen articu-
laciones en sus extremos. Una de las barras se extiende entre los puntos (0, 0) v (0, 3/); la segunda,
entre (1,5/, 0) y (1,34, 20); la tercera, entre (0, /) y (1,5/, I); la cuarta, entre (0, 30) y (1,51, 21); v,
ademas, la fuerza, iF‘,, se aplica en el punto (0, 3/) a una barra vertical. Si F, =1000[N] y /=1[m],
halle las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra,

Armadura plana de cuatro barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los pun-
tos (0, 0) v (0, /), estd formada por cuatro barras articuladas en sus extremos. La primera barra se ex-
tiende entre los puntos (0, 0) y (2/, 0); la segunda, entre (0, 0) y (/, {); la tercera, entre (0. /) vy ({, I);
la cuarta, entre (/, I) y (2/, 0); y, ademas, la fuerza, -ZFQ, se aplica a la armadura en el punto (2/. 0).

Si F,=100.000[N] y /=2 [m], halle las reacciones ¢n los apoyos de la armadura y las fuerzas que
obran sobre cada barra.

Armadura plana de cinco barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los puntos
(0,0) v (0, 3)), esta formada por cinco barras articuladas en sus extremos. La primera barra se ex-
tiende entre los puntos (0, 0) y (4/, 0); la segunda, entre (4/, 0) v (8/, 0); la tercera. entwre (0, 2/) v
(41, 0); la cuarta, entre (0, 3/) y (4/, 3]); la quinta, entre (41, 31) v (8/, 0); y, ademas, la fuerza, -iF

iF,
se aplica a la armadura en el punto (1,5/, 3/). Si F, =8.000[N] v /=2 [m], halle las reacciones en los
apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra.

Armadura plana de seis barras. Una armadura plana, articulada a una pared vertical en los puntos
(0, 0) y (0, 1), esta formada por seis barras articuladas en sus extremos. La primera barra se extiende
entre los puntos (0, 0) y (1,57, 0); la segunda, entre (1,5/, 0) y (3/, 0); la tercera, entre (0, 0) y (1.3/,
[); la cuarta, entre (1,57, 0) y (1,5, I); la quinta, entre (0, ) y (1,5], D); la sexta, entre (1,3/, ) y (3/,




0); y, ademds, sendas fuerzas, —-7’15;, se aplican a la armadura en los puntos (1,5/, 0) y (3/, 0). Halle

las reacciones en los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra.

Armadura plana de siete barras. Una armadura plana, apoyada en los puntos (0, 0), donde hay una
articulacion, y (0, 20), donde el apoyo es de bola, estd formada por siete barras iguales, de longitud /
v articuladas en sus extremos, que definen tres tridngulos equilaterds. Los nodos de la armadura son

(0, 0), (1, 0), (21, 0), (0,54, 0,871) y (1,51, 0,87)); y, ademas, sendas fuerzas, —i F,, se aplican a la ar-

madura en los puntos (0,57, 0,87]) y (1,51, 0,87]). Halle las reacciones en los apoyos de la armadura y
las fuerzas que obran sobre cada barra.

Armadura plana de nueve barras. Una armadura plana, apoyada en los puatos (0, 0), donde hay

una articulacidén, y (0,3),donde el apoyo es de bola, esta formada por nueve barras articuladas en

sus extremos. La primera barra se extiende entre los puntos (0, 0) y (0, 3); la segunda, entre (0, 0) y
(3, 3); la tercera, entre (0, 0) y (3, 6); la cuarta, entre (0, 0) y (0, 6); la quinta, entre (3, 0) y (3, 3); la
sexta, entre (3, 3) y (3, 6); la séptima, entre (0, 6) y (3, 6); la octava, entre (3, 6) y (11, 6); la nove-
na, entre (3, 3) y (11, 6); y, ademads, la fuerza, —7;500, se aplica a la armadura en el punto (11, 6).

Halle las reacciones =n los apoyos de la armadura y las fuerzas que obran sobre cada barra.

Armazén plana de cuatro barras. Dos barras verticales, de longitudes iguales a S/, estan libres en
sus extremos superiores y articuladas, respectivamente, a los puntos (0, 0} y {{, 0); otras dos barras,
que forman una X, estdn articuladas a las anteriores en los puntos (0, 2/) y ¢/, 3/), la primera, y (0,
30 y (I, 21), la segunda; y, ademas, la fuerza, fi;Fo, se aplica a una barra vertical en el punto {0, 5/).
Si F,=300[N]y /=1[m], halle lasreacciones enlos apoyos del armazény las fuerzas que obran
sobre cada barra.

1.3 Estructuras tridimensionales

Lampara colgada del techo. Una lampara, de peso W, cuelga del techo, del que dista la distanciz h,
sostenida por cuatro cables iguales amarrados a sendos puntos del techo en 2! que forman un cuadra-
do, de tado A/3. Halle la fuerza de traccion en cada cable.

Barra oblicua apoyada en Ia pared. La barra ACB, de seccidn recta uniforme v peso W, dirigido en
el sentido negativo del eje ¥, se apoya en su extremo A(0, 24, 18). mediante un soporte de bolita, en
el plano ¥Z, y en el extremo B(40, 0, 0) tiene una articulacién. Ademas, la barra esta sostenida desde
su punto medio, C, del cable DC, el cual se amarra al punto D(0, 24, 0). Halle la fuerza que obra so-
bre el cable y las reacciones en los apoyos A y B.

Tetraedro de barras. 6 barras, de longitudes iguales a [ y articuladas 2n sus extremos. formanun
tetraedro regular, de base horizontal, apoyado en sus tres nodos en un piso sin friccidon. Si en el vér-
tice superior de la estructura se aplica una fuerza —iJ}¥, halle la fuerza internz que obra en cada ba-
rra.

Piramide de base cuadrada. Con § barras de longitudes iguales a [ y articuladas en sus extremos se
forma una pirdmide de base cuadrada, apoyadaenelsuelo ensendos apoyos de bolitaubicadosen
los vértices de la base. Si en el vértice superior de la piramide se aplica una fuerza vertical dirigida
hacia abajo, W, halle las fuerzas internas en todas las barras.

- Poste vertical. Un poste ABCD, de longitud /=16 [m], esta sostenjdo en su base A por una cuenca
de bolita y por los cables ECF y FBG, que pasan por poleas sin friccién colocadas en los puntos C v
B del poste; ademds, una fuerza, P= —i9.000 [N}, se aplica en el extremo D del poste. Si las coorde-
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nadas de los puntos mencionadas, en metros, son A(0, 0, 0), B(0, 4, 0), C(0, 12, 0), D(0, 16, 0),

E(-12, 0, 0), F(0, 0, 12) y G(4, 0 ,0), y se supone sin peso al poste, halle las reacciones en A y las
tracciones en los cables.

Barra que carga un peso. Una barra ACB, recta y homogénea, tiene un peso propio W =—7;Wo y

sostiene una fuerza F= -?leWn en el punto B(-12/, 0, 0); la barra estd apoyada en una rétula en el

punto A(0, 0, 0), y sostenida, del punto -C(-6/, 0,0), mediante sendos cables CD y CE, donde E(0, O,
30) y D(0, 51, -10/). Halle las fuerzas que se desarrollan en los ‘cables CD y CE, y en la rétula A.

Poste inclinado. Un poste inclinado, AB, de longitud 7, se apoya en una cuenca en el punto A(0, =3,
2) y tiene su extremo B(6, 0, 0) sostenido de los puntos C y D, amarrados a una pared, por los cables

BC y BD, donde C(0, 6, 3) y D(0, 6, —3); en el punto B obra una fuerza F= ——.F0 Si las longitudes
estan en metros, las fuerzas en newton y el poste se supone sin peso, halle las fuerzas en los cables y

la reaccion en A cuando F, =90.000 [N]; si en B obra, ademas, la fuerza ]7: =iF,, halle la reaccion
en A y el valor de F| para que las fuerzas en los cables sean iguales.
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CAPITULO 2

PROPIEDADES DEL AREA PLANA

2.1 Demostraciones

1.

Demostracién. Si I, I, e I,.son los momentos y el producto de inercia de un area plana con respecto a los ejes
XY, de origen en O, demuestre que las cantidades (Ix +1y) e (ley ~1 W’) son invariantes en sistemas de ejes

XY’ rotados, que tenga el mismo origen O.

Demostracidén en una construccién. Sean [, [, e I, los momentos y el producto de inercia de un area plana con
respecto a los ejes X7, de origen en O; en la direccidon de Oy se marcan los segmentos OA y AB,con OA =1y

AB =1, yenlade Ox el segmento AC, tal que AC=1/,y se trazan la circunferencia OB, cuyo centro es el

punto M, y el diametro DE, que pasa por C. Demuestre que los segmentos OD y OE seiialan las direcciones prin-

cipales de inercia del drea plana en O, y que los segmentos CE y CD son iguales a sus momentos principales de
inercia.

2.2 Areas individuales

(3]

Inercias maxima y minima. De los momentos y el producto de inercia de un 4rea plana, con respecto a los ejes
XY, se sabe que: / =48x 107 [m*], I =32x10" [m*] y /_> 0. Siel valor minimo del momento de inercia

del area con respecto a cualquier eje que pasa por el origen de coordenadas es /,, = 30x 10™ [m*]}, halle el

momento de inercia maximo del drea y las orientaciones con respecto a los ejes de coordenadas de sus ejes prin-
cipales de inercia. :

Rectangulo. Los ejes XY coinciden con los bordes de un rectangulo, de lados a y b. Halle, por calculo directo, el

drea y el centroide del rectangulo, I, /, e [, del mismo en ejes centroidales, v los momentos y direcciones princi-
pales de inercia en el centroide.

Tridnguloe rectingulo. Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 3a y 4a. Halle, por integracion directa, el
area y el centroide del rectangulo, /;, 1, e I, del mismo en ejes cenwroidales, los momentos y direcciones principa-
les de inercia en el centroide, y el momento polar de inercia en el centro de la hipotenusa.

Tridngulo. Con respecto a ejes XY, los vérices de un tridngulo son los puatos (0. 0), (b, 0) v (a. h). Halle, por
integracion directa, el drea y el centroide del rectangulo, [, /, e I, del mismo en ejes centroidales, v lcs momen-
tos v direcciones principales de inercia en el centroide.

Circulo. Los ejes XY coinciden con dos de los diametros de un circulo, de radio R. Halle, por calculo directo, el

drea, I, e/, del circulo, asi como los momentos v ¢l producto de inercia con respecto a dos ¢jes mutuarnente per-
pendiculares y tangentes al circulo. '

Cuadrante de circulo. Un area plana esta limitada por el eje Y, por el eje .¥ v por una circunferencia de centro
en el origen de coordenadas, de radio R. Halle el area y el centroide de la region descrita. /, /; e [, con respecto

a los ejes de coordenadas v a los ejes centroidales paralelos a los anteriores, y los momentos v direcciones prin-
cipales de inercia en el centroide.

Semicirculo. Un area plana esta limitada por el eje X'y por una semicircunferencia de centro en el punto (R, 0),
radio R y curvatura negativa. Halle el area y el centroide de la regidn descrita, /,, , e I, con respecto a los ejes




10

11

.

12

de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a los anteriores, y los momentos y direcciones principales de
inercia en el centroide.

Lémina semicircular. Una ldmina delgada, con la forma de un semicirculo de radio R y didmetro BC, tiene un
peso W, uniformemente repartido en su area, y cuelga verticalmente, sostenida mediante un pasador que conecta
el punto B del didmetro a una articulacion, y con un cable amarrado al punto C de la limina y a un punto O del
techo, en el cual se ubica el origen de coordenadas; los puntos O y B estdn en la misma horizontal, definen el eje
X, y el tridangulo OBC es isosceles y rectangulo en C. Halle el centroide de la lamina, /,, J, e I, con respecto a los
ejes X7, y, ademas, la tension en el cable, 7, la reaccion en la articulacién, F, y el 4ngulo, @, que F hace con el
eje X.

Area bajo una parabola. Un area plana esté limitada por el eje ¥, por una recta paralela al eje X, que pasa por el
punto (0, @), y por una parabola de vértice en el origen de coordenadas, curvatura positiva y que se extiende en el
primer cuadrante hasta el punto (2a, a). Halle el drea y el centroide de la regién descrita, I, /, € I, con respecto a

los ejes de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a los anteriores,.y los momentos y direcciones princi-
pales de inercia en el centroide.

Area bajo una parabola cibica. Un area plana esta limitada por el eje X, por una recta paralela al eje ¥, que
pasa por el punto (a, a), y por una parabola ciibica dada por y= x’/a’. Halle el area y el centroide de la regién

descrita, I, I, e I, con respecto a los ejes de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a los antenores y los
momentos y dn'ecmones principales de inercia en el centroide.

Cuadrante de elipse. Un drea plana esta limitada por el eje X, por el eje ¥y por una elipse de centro en el origen
de coordenadas, de radio a, en la direccion del eje X, y radio b, en la direccidn del eje'Y. Halle el area y el cen-
troide de la region descrita, I, [, e [, con respecto a los ejes de coordenadas y a los ejes centroidales paralelos a
los anteriores, y los momentos y direcciones principales de inercia en el centroide.

2.3 Areas compuestas

3
.

Cuadrado con hueco cuadrado. A un cuadrado, de lado a, se le extrae un nucleo cuadrado, de lado na, con el
mismo centro y rotado 45° con respecto al primero. Halle los momentos principales de inercia del 4rea limitada

por ambos cuadrados, con respecto a uno de los vértices del mayor, vy, si los momentos de inercia anteriores estan
en la relacion de 1/5, el valor que debe tener .

Seccién en I de aletas diferentes. La seccidn recta de un perfil metalico tiene la forma de una I, de aletas hori-
zontales diferentes, y alma vertical simétrica con respecto a las aletas. La aleta inferior tiene 5z de largo y ¢ de es-
pesor, ¢l alma tiene 3¢ de alto y ¢ de espesor, y la aleta superior mide 3¢ de largo v  de espesor. Halle el area y el
centroide de la seccién descrita, /I, /, e I, de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendi-
cular el otro, y los momentos y direcciones principales de inercia en el centroide.

Seccién en I de aletas diferentes. En un perfil en I, simétrico con respecto al alma, ésta es un rectangulo de
altura 10z y espesor 1. la aleta superior es un rectangulo de base 37 y espesor 1, mientras que la aleta inferior es un
rectangulo de base desconocida ¢ y espesor #. Si el eje X es paralelo a la aleta y el ¥ paralelo al alma, halle la po-
sicién del centroide, en funcidn de ¢, e/ momento de inercia con respecto a un eje .X que pasa por la base de la I,
en funcion de ¢, el valor de la dimension c para la cual, en el centroide del perfil. /, = 3/, v los momentos y el

producto de inercia que se obtienen al rotar los ejes centroidales en un angulo de § = 30°.

Seccién en T. La seccion recta de un perfil metalico tiene la forma de una T invertida y asimétrica, con alma
vertical v aleta horizontal. La aleta tiene 5¢ de largo v ¢ de espesor, y el alma, que se levanta a la distancia ¢ del
extremo izquierdo de la aleta, tiene 4¢ de alto y ¢ de espesor. Halle el area y el centroide de la seccién descrita, /,,

I, e I, de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a la aleta y perpendicular el otro, y los momentos y direc-
ciones principales de inercia en el centroide.
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5, Seccion en H. La seccién recta de un perfil metélico tieae la forma de una H, de aletas verticales y diferentes, y
alma horizontal simétrica con respecto a las aletas. La aleta izquierda tiene 37 de alto y ¢ de espesor, el alma tiene
4t de largo y ¢ de espesor, y la aleta derecha tiene 47 de alto y ¢ de espesor. Halle el 4rea y el centroide de la sec-
cion descrita, Iy, /, e I, de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los
momentos y direcciones principales de inercia en el centroide.

6. Seccién en C. La seccidn recta de un perfil metalico tiene la forma de una C, de aletas horizontales y diferentes vy

alma vertical. La aleta inferior tiene 10z de largo y ¢ de espesor, el alma tiene 6¢ de alto y ¢ de espesor, y la aleta

superior tiene 6¢ de largo y ¢ de espesor. Halle el area y el centroide de la seccion descrita, /., I, e I, de la misma

en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los momentos y direcciones principales de
inercia en el centroide.

7. Seccién en U. La seccién recta de un perfil metdlico tiene la forma de una U, de aletas verticales y diferentes v
alma horizontal. La aleta izquierda tiene 9¢ de alto y ¢ de espesor, el alma tiene 20t de largo y ¢ de espesor, vy la
aleta derecha tiene 3¢ de alto y ¢ de espesor. Halle el drea y el centroide de la seccidn descrita, /,, [, e I, de la

misma en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los momentos y direcciones prin-
cipales de inercia en el centroide.

8. Seccién en L. La seccién recta de un perfil metalico tiene la forma de una L, con alma vertical y aleta horizontal.
La aleta tiene 47 de largo y ¢ de espesor, y el alma tiene 5¢ de alto y ¢ de espesor. Halle el area y el centroide de la
seccion descrita, [, [, ¢ I, de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a la aleta v perpendicular el otro, y los
momentos y direcciones principales de inercia en el centroide.

9, Seccion en Z invertida. La seccion recta de un perfil metalico tiene la forma de una Z invertida, con alma verti-
cal y de aletas horizontales. La aleta inferior tiene 47 de largo y ¢ de espesor, el alma tGene 3¢ de alto y 21 de espe-
sor, y la aleta superior tiene 6¢ de largo y ¢ de espesor. Halle ¢l area y el centroide de la seccidn descrita, /., /, 2

I, de la misma en ejes centroidales, paralelo uno a las aletas y perpendicular el otro, y los momentos y direccie-
nes principales de inercia en el centroide.

.
i
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Area compuesta. Un drea compuesta esti formada por un semicirculo, de radio R, v un wiangulo recténgule, de
catetos 2R y b, el semicirculo y el tridnguio estan ubicados a lado v lado del segmento de longitud 2R, que com-
parten. Si los ejes X'y Y se hacen coincidir con los catetos del widngulo, halle el area v el centroide de la figura
compuesta, los momentos v el producto de inercia en los ejes .{Y, los momentos y el producto de inercia en los
ejes centroidales, y los momentos y direcciones principales de inercia centoidales.

i
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CAPITULO 3

TENSIONES Y DEFORMACIONES

3.1 Tensiones

1.

s.ll

Demostracion. Si o, o, € 7, representan el estado de tensiones en un punto de una ldmina con respecto a los
ejes X7, de origen en O, demuestre que las cantidades (o; + cry) e (crxcry - r&f) son invariantes en sistemas de

ejes XY rotados, que tenga el mismo origen Q.

Diedro de 60°. Dos semiplanos se cortan definiendo un angulo diedro de 60°, cuyo plano bisectriz es el plano
XZ. En el vértice del diedro, pero actuando en cada uno de los planos, hay tensiones normales iguales,

o, =0, =2 [MPa], y tensiones cortantes iguales dirigidas hacia la arista del diedro, 7, =7, = V3 {MPa].

Halle, e ilustre los resultados con el croquis de un elemento de volumen, la magnitud, direccidn y sentido de las
tensiones principales en el vértice del diedro.

Tension normal descenocida. Si en un punto de un cuerpo, o, = 4.000 [Pa], 7 = -7.000 [Pa] y la tensién

normal minima es o, = —2.000 {Pa], halle, e ilustre los resultados con el croquis de un elemento de velumen,
o, y las orientaciones de los ejes principales en el mismo punto.

.

Intervalo de valores para nn angulo. Si en un punto de un cuerpo, o, =-8000[Pa], o =0
7., = 3.000 {Pa], halle el intervalo de valores de &, medido con respecto al eje X, para los cuales l2 magnitud de
la tension cortante es igual o menor que 4.000 [Pa].

Lamina tensionada. St el estado plano de tensiones en un punto de una lamina esid dado por o, =30 [MPal

o, =100 [MPa] y r_ =100 [MPa], halle, ¢ ihustre los resultados con el croquis de un elemento de volumen. G, 7

AL T
las tensiones principales y sus direcciones, y 1z tension cortante maxima.

Lamina tensionada. Si el estado plano de tensiones en un punto de una lamina esta dado por o =106 [Mpa],
o,=-30 [Mpa] y 7, halle el intervalo de valores de 7, para los cuales la tension cortante maxima en ¢i planc
es menor que 85 [MPa]..

Superposicion de tensiones. El estado plano de tensiones en un punto de una lamina es el resultadoe de la accién conjunta.
en el mismo punto, de tres estados uniaxiales de tensiones. Con referencia 2 un sistema de coordenadas X7, ei primer esiaco
se define con o, = 30 [Mpal, el segundo con o, = —40 [Mpa], donde el eje X hace un anguio de —60° con respecio
aleje X, vel tercero con o . = 20 [Mpa], donde el eje X hace un dngulo de 60° con respecto al eje A7 Halle. & tustre los
resultados con el croquis de un elemento de volumen, las tensiones principales resultantes v sus direcciones, con respecto a
los ejes.\Y, y la tension cortante maxima.

Superposicién de tensiones. El estado plano de tensiones en un punto de una ldmina es el resultado de la accién conjunta.
en el mismo punto, de dos estados de tensiones. Con referencia a un sistema de coordenadas X7, el primer estado se define
con o, =80 [Mpa], o =0 y r =-70Mpa], v el segundo con o =30 [Mpa], o =-30Mpaj

y7,. =0, donde los eje XY "hacen un angulo de —60° con respecto a los ejes XY. Halle, e ilustre los resultados con el cro-

quis de un elemento de volumen, las tensiones prircipales resultantes y sus direcciones, con respecto a los gjes Y. v la ten-
si6n cortante mAxima.




9, Tensor plano de tensiones. Si, con referencia a ejes XY:

4 2
‘ 02[2 _S:I[MPa]

halle las tensiones y las direcciones principales, la tension cortante maxima y su direccion, y la tensiones norrnal
y cortante, oy 7, en la direccién del versor § = (ix + Yy)/«/f

10. Tensor tridimensional de tensiones. Hallar las tensiones principales y sus d irecciones, y la tensién cortante
maxima, si, con referencia a ejes XTZ:

2-11
; O=|-1 02|[MPa]
1 23

11. Cizalladura octaédrica. Si, con referencia a ejes X7Z, el estado de tensiones en un punto de un cuerpo es:

halle, en ese punto, la expresion para la tension cortante octaédrica y a lo que ésta se reduce cuando el estado de -
tensiones es principal.

12. Tensiones en cierta direccion. Si. con referencia a ejes XYZ,

1

Fz-11f
O'zi—l 0 2 MPa]
L1023

halle la tensiones normal vy cortante, o'y v, en la direccion del versor /| = (zfx +i - z':) / V3.

3.2 Deformaciones

1. Movimiento de un punto del cuerpo tensionado. De acuerdo con las definiciones para las deformaciones lineai
y angular, £ v » v suponiendo que las componentes del movimiento de un punto arbitrario de un cuerpo elastico
sometido a tensiones son u, v y v, halle las relaciones puntuales entre las deformaciones y los movimientos en el

punto.
2. Cilculo de G. Deducir la expresion que permite calcular el modulo de Young en cizalladura, G, a partir de £y
M.

3. Cilculo de B. Deducir la expresién que permite calcular el modulo de deformacién volumétrico. B, a partir de £
y 4
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Deformacién de un tridngulo rectangulo. Si los catetos de un tridangulo rectdngulo isdésceles se deforman £ y la

hipotenusa —&, halle la deformacién lineal, & de la altura que corresponde al angulo recto y la deformacidn an-
gular, 7 del dngulo recto mismo.

Médulo de Poisson desconocido. Un prisma cuadrado, de longitud /= 0,125 [m] y lado de la seccién a = //3,

se contrae longitudinalmente la cantidad & = 7,58 x10™ [m]. Halle el middulo de Poisson del material del pris-
ma si el volumen de éste no cambia.

3.3 Rosetas

™

Formulas de la roseta rectangular. Si &e, &3 Y &g s0n, con referencia al eje X, las deformaciones lineales
medidas por los extensémetros de una roseta rectangular en un punto de-la superficie de un cuerpo elastico, de
parametros £ y 1, halle, en el mismo punto, las componentes del estado de deformaciones, las deformaciones
principales y sus direcciones; calcule también, y presente en forma simplificada, las tensiones principales.

Formulas de la roseta equiangular. Si &e, & ¥ &0 s0n, con referencia al eje X, las deformaciones lineales
medidas por los extensometros de una roseta equiangular en un punto de la superficie de un cuerpo elastico, de

parametros £ y u, halle, en el mismo punto, las componentes del estado de deformaciones, las deformaciones
principales y sus direcciones.

Roseta equiangular. Demuestre que la suma de las 3 deformaciones medidas con una roseta equiangular es independiente
de la orientacion de la roseta con respecto a un sistema de ejes AY, e igualesa ¢, + €, + 5, =3¢

formacion que corresponde al centro del circulo de Mohr respectivo.

donde ey, €5 Ia de-

prom *

Roseta equiangular. Los datos para una roseta equiangular, fijada a un cuerpo, son &, =400 x107,

Eee =400 %107 y £, =—-400%x107. Si E=70 [GPa] v #=0,25, halle las tensiones principales y sus di-
recciones, y la tensién cortante maxima.

Roseta equiangular. Los datos para una roseta equiangular, fijada a un cuerpo, con respecto a un sistema de gjes
XYson g, =800x107, &, =-100x10" y £,.=600x10". Halle g, & y #, las deformaciones principa-
les y sus direcciones, v la deformacidn angular maxima.

Roseta de deformaciones. Las deformaciones que se miden con una roseta, fijada a un cuerpe, son
€. =280x10", £, =-30x10" v £,.=110x10". Si £=70 [GPa] y u«=0.30, halle las tensiones
principales y sus direcciones, y la tensién cortante maxima.

Roseta de deformaciones. Las deformaciones que se miden con una roseta, fijada a un cuerpo, son & = £,,
£y, = 26, ¥ E,. = €,/2. Halle las deformaciones principales v sus direcciones, y la deformacion angular maxi-

ma.

Roseta con cuatro extenséometros. L as d eformaciones que se miden con una roseta. fijada & un cuerpo. son
£, =-100x10", £,.,=720xi0" y £,,, =630x107°, vademas, x4 =025 y £ =30 [GPa]. Halle la lectu-
ra que debe registrar un cuarto extensometro ubicado en 8 = 90°, las deformaciones principales. la deformacion
angular maxima, las tensiones principales y sus direcciones, ¥ la tension cortante maxima.
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3.4 Relaciones tension deformacion

Deformaciones conocidas. Si, en un punto de la superficie de un cuerpo, &, =500x10",

£,=150x 10, y,=-350x10"°, o,=0, E=70[GPa] y u=1/3, halle las tensiones y las direc-
ciones principales en el mismo punto, y la tension cortante mixima. -

Deformaciones conocidas. Si, en un punto de la superficie de un cuerpo, &, =-400x107,
g,=200x10", y =-600 x10*, o,=0, E=200[GPa] y #=0,3, halle las tensiones y las di-
recciones principales en el mismo punto, y la tension cortante mixima.

Deformaciéon apgular maxima. Si en un punto de una lamina tensionada; en la que E =300 [GPa] y
4 =1/4, se sabe que la deformacién angular maxima es ¥, =5x10~ y que la suma de las tensiones

normales en dos planos perpendiculares que pasan por ese punto es de 40 [MPa], halle las magnitudes de
las tensiones principales en el punto en cuestion.

Compresion de un bloque. Al someter a compresién un cilindro de cierto material, el didmetro original,
d =015 [m], se incrementa en 4d =127x10 [m], y la longitud original, /= 0,30 [m], disminuye en
Al=2,794 x10™ [m], bajo una carga de compresién centroidalmente aplicada, de P =232 x10° [N].
Halle el médulo de Young, £. y la relacion de Poisson, g, del material.

Tensor de deformaciones. Si £ =70 [GPa] y 4 =1/3, hallar las tensiones principales y sus direccio-

nes, v la tensién cortante maxima, cuando, con referencia a ejes XYZ, se conoce el tensor de deformacio-
nes: '

Deformacion lineal nula. Una lamina rectangular delgada, elastica, cuyos lados se orieman en las direc-
ciones de los ¢jes XY y en la que el médulo de Poisson es 2 =1/3,se somete a una tensién uniforme de

traccidn, on, en los bordes perpendiculares al eje Y. Halle el angulo, medido con respecto al eje X. en el
que debe ponerse un extensomewo sobre la superficie de la lamina para que mida una deformacion nula.

Prisma rectangular tensionado. Uno de los vértices de un prisma rectangular, de longitud 0,100 [m], es
el origen de coordenadas, tres de sus aristas coinciden con los ejes XYZ y la seccion recta del mismo 2s un
rectangulo, cuyos lados miden 0,040 [m] y 0,025 [m] en la direcciones, respectivamente, de los ejes I'v £,
En las caras del sélido que son normales al eje ¥ obra la tension uniforme o, y en ias normales al gje A'la
tension normal uniforme ;. Si o = ~130 [MPa], halle el valor de g, para ¢l cual es cero el cambio en el

lado del prisma paralelo al eje Y, el cambio en el 4rea de las caras del cuerpo paralelas al plano .VZ v ¢l
cambio de volumen del mismo.

Circunferencia en lamina tensionada. Uno de los vértices de una lamina cuadrada, de lado
[=025[m] yespesor =002 [m], es el origen de coordenadas v dos de los lados del cuadrado coin-

ciden con los ejes XY, en aquella, £ =70 [GPa] y y=1/3, vy sobre la misma se dibuja una circunferen-
cia, de radio R =010 [m], concéntrica con el cuadrado. Si en los bordes de la lamina se aplican las ten-
siones ¢, =50 PMPa] v o =100 [MPa], halle los cambios de longitud en los didmetros de la circunte-

rencia que son paralelos a los 2jes X7, y los cambios en el grueso de la lamina y en el volumen total.
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Circunferencia en limina tensionada. Uno de los vértices de una lamina cuadrada, de lado
1=0,50 [m] y espesor t=0,02 [m], es el origen de coordenadas y dos de los lados del cuadrado coin-

ciden con los ejes XY; en aquélla, E =210 [GPa] y u =028, y sobre la misma se dibuja una circunfe-
rencia, de radio R = 0,15 [m], concéntrica con el cuadrado. Si en los bordes de la ldmina se aplican las
tensiones o, =160 [MPa], o, =20 [MPa] y 7 =-100 [MPa], halle las caracteristicas geométricas

que definen la curva en la que se transforma la circunferencia y los cambios en el grueso de la lamina y en
el volumen total.

Esfera sumergida. Una esfera de acero macizo, de didmetro d = 0,100 [m}], z=0,3 y E = 200 [GPa],
se sumerge en el mar donde la presion del agua es de p, = 90 [MPa]. Halle las disminuciones en el dia-
metro y en el volumen de la esfera, y el incremento porcentual en la densidad de la misma.

Energia de deformacion. Si, con referencia a ejes XYZ, se conoce el estado de tensiones en un punto de
un cuerpo: )

halle, en ese punto, la expresion de la energia de deformacion por unidad de volumen y a lo que ésta se
reduce cuando el estado de tensiones es principal.

Energia de deformacién. Halle la energia de deformacién por unidad de volumen en un punte de un
cuerpo, enel cual £ =200 [GPa] y G =100 [GPal, cuando, en ese punto:

10 -5 20
O =|-5 20 -4 | [MPa]
|20 - 10]

Cambio de volumen sin deformacién. Si, con referencia a ejes XYZ, se conoce 2i estado de tensiones
principales en un punto de un cuerpo:

‘_01001;
O = OcrzO“
1 0 Oo‘_t

3
halle, en ese punto, las tensiones principales del tensor que produce cambio de forma » no de volumen.

Energia de distorsion. Si, con referencia a ejes XTZ, se conoce el estado de tensiones principales en un
punto de un cuerpo:

fo, 0 0
=0 o, 0

3

1.
|

halle, en ese punto, la expresion de la energia de distorsién por unidad de volumen.




i

19

15. Prisma elastico en una zanja. En un macizo sélido y semiinfinito, indeformable y de superficie horizon-

tal, se abre una zanja, con forma de prisma rectangular y en cuyas paredes lisas no se desarrolla friccién, y
se llena, homogéneamente, con un material eldstico, de modulos E 'y 4, al cual se le aplica en la superficie
una tension uniforme de compresidn, gy. Halle, en las direcciones de las aristas de la zanja, las deforma-

ciones y tensiones que obran en un punto cualquiera del material, asi como la tensién cortante mixima en
el punto.

Placa elastica entre paredes rigidas. Una placa rectangular, de lados a, b y espesor d, se coloca entre
dos paredes rigidas y paralelas, separadas la distancia 4. Si la placa és de un material elastico, de médulos
E'y u, esta sometida a tensiones normales de traccidn, uniformes e iguales a ¢y, en las caras de longitud a,

y de compresién, uniformes e iguales a o3, en las caras de longitud b, halle la presion que la placa ejerce
sobre las paredes y el cambio de volumen de aquélla.

Cubo eldstico en una zanja. En un macizo sélido y semiinfinito, indeformable y de superficie horizontal,
se abre una zanja, con forma de prisma rectangular y en cuyas paredes lisas no se desarrolla friccidn, en la
que se coloca, en contacto con las paredes laterales y el piso de aquélla, un cubo de un material elastico,
de médulos E, 11y a, con a el médulo de dilatacién térmica, al cual se le aplica en la superficie una ten-
sion uniforme de compresidn, oy, y se incrementa la temperatura en A7. Halle, en las direcciones de sus

aristas, las deformaciones y tensiones que aparecen en un punto cualquiera del cubo, asi como la tensién
cortante mixima en el punto.

Esquisto fisurado. Un macizo semiinfinito y de superficie horizontal estd constituido por un esquisto,
cuyo peso especifico y modulo de Poisson son w=25 [kN/m*] y x =0,2. Si la tensién cortante méxi-

ma que el material soporta antes de fracturarse es 7, = 4 [MPa}, calcule la profundidad a partir de la cual
la roca se encuentra fisurada.
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"CAPITULO 4

FUERZA AXIAL

a-

Plano de inclinacion desconocida, Si eﬁ el centroide de la seccidon recfa de una barra prismatica vertical, apoya-
da en el suelo, se aplica una fuerza de compresion, P, y las tensiones que aparecen en un plano de la barra que
forma con el horizontal el angulo diedro #son o = -10 [MPa] yr=4 [VIPa] halle el valor de ese angulo yla
maxxma tension de compresién en la barra. ‘

Cambio de volumen en una barra cilindrica. Una barra cilindrica, de longitud /, 4rea 4, peso especifico w y

moédulo de Young E, estd colgada de un techo rigido y sometida a una fuerza axial de traccmn, Fy, en su extremo
libre. Halle el alargamiento total de la barra y su cambio de volumen.

Cambio de volumen en una barra troncénica. De un techo rigido se sostiene una barra que tiene forma de
tronco de cono, de longitud 20R; el radio de la seccidn recta en contacto con el techo es 2R y en la del extremo

libre es R, el médulo de Young es £ y el de Poisson g, y el peso especifico del material es @ Halle el alarga-
miento total de la barra y el cambio en el volumen.

Columna de igual resistencia. Una columna de revolucién, apoyada en el piso, esti sometida a su propio peso, -
de peso especifico w, y a una fuerza —iF, aplicada en el centro de la seccion del extremo libre. Si la tensién

normal en cada seccién recta de la columna debe ser uniforme, halle la forma como debe variar el radio de'las di-

ferentes s ecciones rectas de aquélla, el acortamiento total de la misma y la energia potencial elastica; dibuje,
ademis, el diagrama de carga axial. '

Seccion de minima tensién. Una columna con la forma de un tronco de cono, de altura A, radio R en la base
superior y 2R en la inferior, esta apoyada en el piso y sometida a su propio peso, de peso especifico w, y a una
fuerza -—1F aplicada en el centro de la seccién del extremo libre. Halle la seccién recta del troncoide en donde
la tensmn normal es minima y el rad.to de esa seccion.

',Cambio de longitud de una barra. Una barra prismética horizontal y en equilibrio, »\BCD de longitud 6/, 4rea
A4 y médulo de Young E, en el extremo A(0), en el extremo D(GI) y en los puntos intermedios B(3/) y C(5]) esta.

sometida, respectivamente, a las fuerzas axiales -1 i3F, I?F 12F y -F . Halle el cambio de longitud de la
barra.

Fuerzas desconocidas en una barra. Una barra prismatica, horizontal y en equilibrio. ABCD, de longitud 15/,
drea A y médulo de Young E, en el extremo A(0), en el extremo D(15/) y en los puntos intermedios B(4]) y C(9/)

estd sometida, respectivamente, a las fuerzas axiales 7F; ; iF, ;F y —iF.  Si

t 4

I=1[m], A=2,0x10" [m*], E=2,0x10" [Pa], F =50 [kN], F, =25 [k\I] yla elongacxontotaldela
baraes & = L8 x107 [m], halle Fy y Fa:

Tira troncomca De una placa metilica, de espeaor a, se cortan las tiras 1 y 2; la 1 tiene ancho constante 2a v
longltud l;, y la 2 tiene ancho 3a en un extremo, a en el otro v longitud /. Si ambas tiras se someten a la misma
carga axial de traccion, P, halle la relacién entre las longitudes respectivas para que se estiren lo mismo.

Relacién o-¢ lineal e inhomogénea. Una barra prismatica, de longitud /. con seccién rectangular, de lados b y
2b, esta sometida a una fuerza axial, P; con referencia a un sistema de coordenadas, de origen en el centroide de
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la seccidn, eje X normal a ésta y eje Y en la direccidn del lado largo de 1a misma, la relacién constitutiva del ma-

terial es:
2
oe-]-(2) |

Ve

donde E; es uniforme. Halle en funcidn de Ey, b y P, suponiendo que las secciones planas se mantienen planas, o,
el alargamiento de la barra y su energia potencial.

<

Columna compuesta. Una columna compuesta, ABC, tiene libre el extremo A, donde se aplica una fuerza axial
dirigida hacia arriba, F, se apoya en el piso en C, y esta formada por dos barras cilindricas, coaxiales y verticales,
la 1o AByla2o BC, que se unen en B, donde se aplica otra fuerza axial, dirigida hacia abajo, Q. Si
Q=150 [kN], y las longitudes, radios y modulos de Young de las barras son 1,5, =1 =09 [m],

2R, =R, =0,05[m] y E = E, =210 [GPa], halle el valor de F para que la movimiento del punto A sea cero,
y la deflexién del punto B. «

Estructura critica, Dos barras rectas,‘AB y BC, articuladas a sendas paredes verticales en A y C, yentre sien B,
originalmente horizontales, que se suponen sin peso, cuyas dreas, longitudes y moédulos de Young valen

A=20x10" [m?], I=1,5[m] y E£=2,0x10" [Pa], se someten a una fuerza vertical, F =100 [N], aplica-
da en el punto comin, B. Halle el desplazamiento vertical de B y la fuerza que toma cada barra.

Dos barras rigidas horizontales apoyadas entre si. Dos barras rectas, originalmente horizontales y rigidas, AC
y CD, estén articuladas a sendas paredes verticales en los puntos A(0, 0) y D(6a, 2R), y se apoyan entre si, en el
punto C(3a, 0), mediante un rodillo de radio R; ademas, en el punto B(2a, 0), la varilla BE, articulada al techo en

el punto E(2q, 3a) y a la barra AC, ayuda a soportar la fuerza -—_z;W , aplicada a la barra CD en el punfo F(4,3a,

2R). Si W =6x10* [N], a=1[m] y, de la varilla BE, E =200 [GPa] y 4=3x10~ [m®], halle el despla-
zamiento vertical del rodillo ubicado en el punto C.

Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a una pared en los puntos A(0, 0) v
B(0, h), esta formada por las barras AC y BC articuladas en C, las cuales tienen igual drea y material, de méduio

E; ademas, en C se aplica la fuerza, —E,W . Si el angulo que la barra AC define con la pared es de 30° y el de la
barra BC es de 45°, halle la posicién deformada del punto C.

Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a una pared en los puntos A0, 0)y
B(0, /), esta formada por las barras AC y BC articuladas en C, las cuales tienen igual drea y material, de médulo

E; ademis, en C se aplica la fuerza, zW Si el angulo que la barra AC define con la pared es de 60° y eldela
barra BC es de 120°, halle la posicién deformada del punto C.

. Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada a soportes rigidos en los puntos A(a,

b) y C(a, —d), esta formada por las barras AB y CB articuladas en B(0, 0), las cuales tienen igual 4rea, .4, y mo-
dulo de Young, £, ademas, en B se aplica la fuerza, -};W. Si a=b=2121[m], d=1[m], 4A=3x10" [m’]
y £=200 [GPa], halle la posicion deformada del punto B.

Armadura plana de dos barras. Una armadura plana y vertical, articulada-a soportes rigidos en los puntos A{0.
0) y C(a, ~b), esta formada por las barras AB y CB articuladas en B(a, 0), las cuales tienen igual area, 4, y mo-

dulo de Young, E; ademis, en B se aplica la fuerza,' F= E,(E‘;cosﬁ+isen 9). Si a=15[m], =028 [m],

A=6x10" [m’] y E =200 [GPa], halle el valor de & para el cual la deflexién del punto B es hacia arriba y'a
la derecha, a lo largo de una linea que hace un dngulo de 45° con la horizontal, y esa deflexién.
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Armadura cuadrada de cinco barras. Con cuatro barras de igual longitud, /, se forma una armazén cuadrada, y
una quinta barra ocupa una de las diagonales de aquélla; las cinco barras estdn articuladas en sus extremos, tienen
igual drea, 4, y el mismo médulo de Young, E. Si dos fuerzas de traccién, opuestas entre si e iguales a Fy, se

aplican en los vértices del cuadrado que corresponden a la otra diagonal, orientadas a lo largo de la misma, halle
la separacién que experimentan esos vértices.

Puente militar, Al articular entre si 11 barras iguales, de longitud /, area 4 y médulo de Young E, que definen 5
tridngulos equilateros, se construye un puente militar, cuya base, ABCD, cubre una luz de longitud 3/. En A(0) el
puente se apoya en una articulacion y en D(3/) en un apoyo de pafin, y en los vértices B(J) y C(2/) se aplican,
respectivamente, las fuerzas verticales 3F y 5F. Sise desprecia el peso del puente y se sabe que [=6 [m],

A=45x10" [m®], E =200 [GPa] y F=100000 [N], halle el movimiento horizontal del apoyo D.

4.2 Uniones

1.

!\1

Resistencia de una unién encolada. Una barra prismatica, de seccién rectangular y cuyos lados miden 0,05 [m]
y 0,08 [m], esta sometida a una fuerza axial de traccion, P; la barra se forma al encolar dos segmentos longitudi-
nales a lo largo de un plano que forma un angulo de 25° con el ¢je de aquélla. Si las tensiones admisibles para la
unién y para el material de la barra son o, =2 [Mpa), 7, =1[Mpa], o, =20 [Mpa] y 7, =2 [Mpa],
halle el maximo valor que puede tomar P. ,

Uni6n de dos platinas. La platina 1, de ancho g, = 0,12 [m] y espesor ¢ = 0,02 [m], se une por medio de un
traslapo a la platina 2, de ancho a, = 0,12 [m] y espesor £, = 0,015 [m], el cual se asegura con dos pernos, de
diametro d, y el conjunto soporta una fuerza axial de traccién P =1x10° [N]. Si el traslapo es lo suficientemen-

te largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracion de tensiones debidas a los huecos, halle el valor
aceptable del didmetro d, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pernos, a la traccion en las plati-
nas y al contacto entre el perno y éstas son, respectivamente, 100 [MPa], 150[MPa] y 300 [MPa].

Unién de dos platinas. La platina 1, de ancho ¢, = 0,13 [m] y espesor ¢ = 0,025 [m], se une por medio de un
traslapo 2 Ia platina 2, de ancho a, = 0,13 [m] y espesor £ = 0,020 [m], el cual se asegura con dos pernos, de
diamewro d =0,025 [m], y el conjunto soporta una fuerza axial de traccién P. Si el traslapo es lo suficientemen-

te largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracién de tensiones debidas a los huecos, halle el maximo
valor de P, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pemos, a la traccion en las platinas y al contacto
entre el perno y éstas son, respectivamente, 60 [MPa], 140[MPa] y 110 [MPa].

Unién de tres platinas. La platina 1, interna, de ancho a, = 0,12 [m] y espesor = 0.02 [m], se une por medio

~ de un traslapo a las platinas 2, externas, de ancho a, =012 [m] y espesor f, = 0,015 [m], el cual se asegura

con dos pernos, de didmetro d, y el conjunto soporta una fuerza axial de tracciéon P =1x10° [N]. Si el traslapo
es lo suficientemente largo para evitar desgarres y se desprecia la concentracion de tensiones debidas a los hue-
cos, halle el valor aceptable del diametro d, sabiendo que las tensiones admisibles al corte en los pernos, a la

traccion en las platinas y al contacto entre el perno y éstas son, respectivamente, 100 [MPa], 150[MPa] y 300
[MPa). ' ‘

4.3 Magnitudes maximas o minimas en barras isostaticas

1.

Fuerza axial mdxima. Una barra circular de pequeiia longitud, de radio R = ‘0,03‘{m], esta formada con un
material cuyas tensiones admisibles a traccién y compresion son o, =100 [Mpa] v o, =40 [Mpa]. Halle la

maxima fuerza axial que puede aplicarse a traccion y a compresion.

Disefio de una barra compuesta. Una barra cilindrica, de longitud /, peso especifico w, médulo de Young £y
tension admisible ¢, estd colgada de un techo rigido y sometida a una fuerza axial de traccion, £, en su extremo
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libre. Halle el 4rea minima de la barra y su alargamiento total cuando /=20 [m], @ =7,8x10* [N/m’],

E =200 [GPa], o, =60 [MPa] y F, =60.000 [N]. Si la barra anterior se compone de dos trozos, de 10 [m]

cada uno y seccion circular, halle los didmetros minimos que deberédn tener esos trozos, el alargamiento total de
la barra compuesta y el ahorro de material, con respecto a la barra cilindrica, que se obtiene.

Angulo rigido. En una barra rigida, ABC, doblada y que forma un éngulo'fécto, el punto B(0, 0) es el vértice del
angulo y se apoya en una articulacion, la longitud del lado AB es 3/ y la del'lado BC es [; el lado AB de la barra

“es horizontal cuando en el punto A(3/, 0) se aplica una fuerza vertical ~_ziQ, mientras que el punto C(0, /) se sos-
tiene del punto D(-6/, I), de una pared, mediante una barra DC, de longitud 6/, area 4 y médulo de Young E. Si
[=03[m], 9=1000 [N]y E=210[GPa], y al aplicar en el punto A una fuerza adicional —':iP, donde
P = 4,000 [N], la deflexion vertical de ese punto es & = 0,003 [m], halle.el 4rea de la barra CD.

Armadura rombica de cinco barras. Con cuatro barras iguales se forma una armaz6n rémbica, cuyas diagona-
les tienen longitudes a y &, y una quinta barra ocupa la diagonal mayor de aquélla; R, es el radio de las barras que
forman el rombo, R, es el radio de la que ocupa la diagonal, y las cinco barras estan articuladas en sus extremos.
Dos fuerzas de traccion, opuestas entre si e iguales a F, se aplican en los vértices del rombo que corresponden a
la otra diagonal, mediante sendos cables de radio Rj, orientadas a lo largo de la misma; la tension admisible para
las barras que forman el rombo y los cables es &,y y para la varilla que ocupa la diagonal es gy, Si
a=0,48 [m], 5=036[m], R =0010[{m], R,=0024 [m], R, =0012[m], o,=180[MPa] y
o,, = 60 [MPa], halle el mayor valor que puede tomar F.

4.4 Maquinas y presion de contacto

1.

2

F-0

Barra rotante. Una barra prismatica y horizontal, de longitud /, érea 4, modulo de Young £ y peso especifico w,
rota en un plano horizontal, con frecuencia constante £, alrededor de un eje vertical que pasa por el punto medio

de la barra. Si el alargamiento total de la barra debido a la rotacién es &, halle f'y la tensién normal mixima en
aquella, o

Tiovivo. El carrito de un tiovivo y su pasajero tienen una masa total M y aquél se desliza sobre una superficie
plana, muy lisa, arrastrado por una barra prismatica y horizontal, de longitud /, drea A, modulo de Young £, ten-
sién admisible o, y peso especifico w, que estd empotrada en un eje vertical y rigido, de radio «, el cual rota con
frecuencia constante £ Si el carrito y su pasajero se consideran como una masa puntual unida al extremo de la ba-
rra horizontal, halle el area minima que debe tener ésta y su alargamiento total.

Tubo rotante que se calienta. Si un tubo delgado, de espesor ¢, longitud /, radio en la linea media R, médulo de
Young £ y mddulo de dilatacién térmica «, rota, con respecto a su eje, con velocidad anguiar @ y se somete a un
incremento de temperatura 27, halle el incremento del radio del tubo y la tensién anular que se desarrolla en éste.

Presién de contacto entre aros. Dos aros delgados tienen iguales el espesor ¢, el ancho /, y el médulo de Young
E, y a la temperatura del ambiente el didmetro exterior de uno es D mientras que el didmetro interior del otro es

menor y vale (1 - I/ISOO)D. Si al calentarlos se logra que el primer aro entre en el segundo, halle la presion de
contacto que se desarrolla entre ambos.

Presion de contacto entre tubos. Al calentar un tubo de cobre a la temperatura de 135°C se acomoda exacta-
mente sobre un tubo de acero cuya temperatura es de 20°C. Si la longitud, el radio de la superficie de contacto y
el espesor de los tubos son /=1[m], R=0,5[m] y #=0,005 [m], y de los materiales se conoce que

a,=16,5x10" [V°C], E, =110 [GPa], a,=12,5x10" [/°C] y E_ =210 [GPa], halle la presion de con-
tacto entre los tubos y la tensién anular en cada uno cuando la temperatura comun se sostiene en 20°C; repita los

calculos cuando esa temperatura se reduce a 0°C'y determine la temperatura para la cual los tubos estin a punto
de despegarse.
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6. Presion de contacto en tubo relleno. Una columna compuesta, apoyada en el piso, esta formada por un tubo, el
material 1, y un micleo, el material 2, perfectamente adheridos entre si, y sostiene una tabla rigida sobre la que se
coloca un peso W, cuya linea de accidn coincide con el eje de aquélla. Si el espesor del tubo y el didmetro de su
nicleo, y la longitud, el médulo de Young y el médulo de Poisson de los materiales cumplen: 304 =D,, [ =1,

E =2E, y y, =142u,, halle la parte de W que toma cada material y, suponiendo que no hay friccidn entre las

superficies cilindricas, la tensién de contacto entre el tubo y el niicleo.

4.5 Columnas hiperestaticas

1. Tabla apoyada en dos columnas concéntricas. Un tubo cilindrico, de radio interior R,
exterior R3 y médulo E,, es coaxial con un cilindro macizo, de radio R, y médulo E,; el
conjunto esta apoyado en el suelo, tiene altura s y soporta-una tabla horizontal rigida. Si

sobre la tabla actia la fuerza —iW, aplicada en el eje comun de los cilindros, halle, sin to-

mar en cuenta el efecto debido al mdédulo de Poisson en las deformaciones y tensiones ra-
diales de la columna, el acortamiento de éstos.

2. Tabla apoyada en dos columnas contiguas. Una columna cuadrada, de lado 24 y altura A, se forma con dos
materiales distintos y contiguos, el 1 y el 2, de secciones rectangulares y lados a y 2a, entre los mddulos de
Young de los materiales y las tensiones admisibles respectivas se cumple que £, /E, =1/3 y o, /0, =1/4. Si

sobre la superficie de la columna se pone una tabla horizontal y rigida, sobre la que obra la fuerza —-I;W , yse

supone despreciable el peso de la columna, halle el punto de la tabla en el que se debe aplicar la fuerza para que
aquélla se mantenga horizontal, y el valor minimo que puede tomar a.

3. Columna de hormigon reforzado. Una columna de hormigdn reforzado soporta una fuerza axial de compre-
sidn, F. Si el médulo de Young del hormigdn y el acero estdn en la relacion de 1:10 y sus areas en la relacién
10:1, halle la porcién de F que toma cada material. ’

4. Columna de hormigon reforzado. Una columna rectangular, de lados a y b, y altura /i, se construye de hormi-
g6n reforzado con n varillas de acero, simétricamente repartidas en la seccién recta y de didmetro d, para sopor-
tar una fuerza axial de compresién F. Si se sabe que b=0,25 [m], h=15[m], d=0,02 [m], F=1[MN],

A ’ ; E, =210 [GPa], £ =25[GPa], o, =100 {MPa] y o, =12 [MPa], halle el valor de a y el nimero de vari-
‘ llas de acero que deben usarse para soportar la fuerza aplicada, y el acortamiento de la columna.

5. Tabla apoyada en tres columnas contiguas. Una columna rectangular, de lados a y 7a, v altura h, se forma con
tres bloques de materiales distintos, contiguos y consecutivos, el 1, el 2 y el 3, de la misma altura » y cuyas sec-
ciones rectas tienen, respectivamente, lados a y a, a y 4a, y a y 2a. Los médulos de Young y las respectivas ten-
siones admisibles de los materiales son £, =200 [GPa] y o, =140 [MPa], E,=70([GPa] =+
o,, =70 [MPa], yE, =140 [GPa] y o,, =110 [MPa]; donde, a=0,03 [m]. Sisobre la superficie de ia co-
lumna se pone una tabla horizontal y rigida, sobre la que obra la fuerza -ZW . Y se supone despreciable ¢! peso

de la columna, halle el punto de la tabla en el que se debe aplicar la fuerza para que aquélla se mantenga horizon-
tal, y el maximo valor de #.

6. Tabla apoyada en tres columnas concéntricas. Una columna cilindrica, de radio R, = 0,100 [m], apoyada en

! - el suelo, soporta una fuerza de compresioén £ =10.000 [N], aplicada a lo largo del eje de aquélla mediante una
i placa rigida soldada en su extremo libre. La columna estd formada por un micleo cilindrico circular de material 1.
rodeada por tubos cilindricos y coaxiales de los materiales 2 y 3, perfectamente adheridos entre si. El radio del

material del nicleo es R, = 0,050 [m], el radio exterior del material 2 es R, = 0,075 [m], y los moédulos de
Ej ; Young correspondientes son E =210 [GPa], £, =105 [GPa] y £, =125 [GPa]. Calcule, sin tomar en cuenta

1«, - el efecto debido al modulo de Poisson en las deformaciones y tensiones radiales de la columna, las tensiones
normales axiales que se desarrollan en cada uno de los wres materiales y el acortamiento total de la columna.
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10.

Tabla apoyada en tres columnas. Una tabla horizontal y rigida, que soporta una fuerza vertical 1, esté apoyada
en el piso por medio de tres columnas, de iguales médulo de Young y area, E y A4, separados entre si la distancia
1, pero de diferente longitud; ésta en la primera es /, en la segunda 2/, y 3/ en la tercera. Si 7=0,5 [m],

W =135x10° [N] y E =10 [GPa], halle la distancia que debe haber entre la primera columna y la fuerza ver-
tical para que la tabla permanezca horizontal. -

’

. Columna pretensada. Varillas de acero, rectas, paralelas y horizontales, estdn unidas a dos placas rigidas a las

que se aplican sendas fuerza de traccion, Oo, hasta que en las varillas se alcanza una tension ‘op; luego se agrega
hormigdn entre las placas para formar una columna de hormigén reforzado. Después de que fragua el hormigén y
éste alcanza su resistencia final se retiran las fuerzas traccionantes, Qy, y se obtiene una columna pretensada. Si,

en la columna, los modulos de Young del acero y el hormigdn estdn en la relacién de 12:1 y sus é4reas en la de
1:15, halle las tensiones residuales en ambos materiales.

Columna colgada y articulada a una barra horizontal. Una columna verﬁcal, ABC, formada por dos segmen-
tos que tienen el mismo médulo de Young, E, estd colgada y empotrada en el punto A(0, 0) a un techo rigido; el
primer segmento, de area 4, y longitud /;, se extiende hasta el punto B(0, —/;), y el segundo segmento, de drea 4,

y longitud /5, hasta el extremo libre C[0, —(/; + /)], donde se aplica la fuerza —_xf. "; ademas, una barra rigida y
horizontal, DEB, articulada a la colurmna en el punto B, estd apoyada en un patin en el punto E( -/, —/;) y tiene

libre el extremo D( -3/, —/;), donde se aplica la fuerza —?},F;. Halle la razén Fy/F, para que el desplazamiento
vertical en el punto C sea cero.

Calor sobre columna compuesta. Una columna compuesta, apoyada en un piso rigido, esta fonnada‘por un tubo
hueco, de material 1, que contiene a un cilindro macizo coaxial, de material 2; el conjunto estd sometido a una
carga axial de compresion, W =25x10* [N], aplicada por medio de una placa rigida, que obra a lo largo del eje
de la columna compuesta. Si el area de la seccion recta, la longitud, el médulo de Young y el coeficiente de dila-
tacién térmico de los cilindros cumplen: 34, = 4, =60x10™ [m’}, L =1 =6 [m], 2E, = E, =200 [GPa] y
@, =2a, =20 %107 [1/° C], halle el incremento de temperatura necesario para que toda la carga descanse, jus-
tamente, s6lo sobre el nicleo macizo. ‘

4.6 Cuerpos rigidos e hiperestaticos, soportados por cables o barras

1.

(3]
.

Barra rigida colgada de dos cables. Una barra rigida y horizontal, de longitud /, esta suspendida de un techo-
por medio de dos cables verticales atados a sus extremnos, y aunque los cables tiene igual seccion recta v longitud,
los modulos de Young son £ y £,. Halle la distancia, medida desde un extremo, en donde debe aplicarse una
fuerza vertical, —i W, para que la barra permanezca horizontal.

Barra rigida colgada de tres cables. Una barra horizontal y rigida esta colgada del techo por medio de tres
cables verticales, de iguales médulo de Young, drea y tensién admisible, £, A y &, separados entre si la distancia
1, pero de diferente longitud; ésta en el primero es 0,6/, en el segundo 0,8/, y / en el tercero. Si a una distancia
1,21 del cable mas corto se aplica a la barra el peso —’ziW , halle la fuerza que toma cada cable y el menor valor
que puede tener A.

Barra rigida colgada de tres cables. Una barra horizontal y rigida, de longitud /, estd colgada del techo por
medio de tres cables verticales, los cables 1, 2 y 3, separados entre si la distancia //2. Si las longimdes, areas,
médulos de Young y tensiones admisibles de los cables, cumplen 2/ =1 =2I, 24 =34, =24,

3E, =E.=3E, y 20, =0, =20, yaunadistancia //3 del cable 1 se aplica a la tabla el peso ~i¥, halle la
fuerza que toma cada cable y el menor valor que puede tener A. ‘
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4.

Barra rigida colgada de tres cables. Una barra rigida, de longitud 2a y peso W = 200 [N], estd colgada del
techo por medio de tres cables verticales, de longitudes iguales a / y separados entre si la distancia a; los cables
exteriores son de acero y el central de aluminio, y la barra soporta una fuerza vertical, F, dirigida hacia abajo y
aplicada a la distancia b= 0,4a de un extremo de aquélla. Si los didmetros, mddulos de Young y tensiones ad-

misibles de los cables son d,=0,004[m] y d,=0,005[m], E,=200[GPa] y E, =70][GPa],
o, = 140 [MPa] y o, = 105 [MPa], halle el valor maximo que puedé ‘tomar la fuerza F.

Barra rigida colgada de tres cables. Una barra rigida, de longitud-2/ y peso W =800 [N], cuelga del techo
suspendida de tres cables verticales, de longitudes iguales a / y separados entre si la distancia b; los cables exte-
riores son de acero, con E, =210 [GPa], o =140 [MPa] y diametro d_= 0,003 [m], y el central es de
aluminio, con £, =70 [GPa] y o,, =90 [MPa] y didmetro d, = 0,009 [m], Si, ademas, en el punto medio
de la barra actiia una fuerza vertical dirigida hacia abajo, W, halle el valpf m;i‘ximo que esta fuerza puede tomar.

Barra rigida oblicua colgada de tres cables. Una barra oblicua y rigida esta colgada del techo por medio de
tres cables verticales, del mismo mddulo de Young, drea y tension admisible, £, 4 y &, separados entre si la dis-
tancia b, pero de diferente longitud, ya que los que estan en los extremos distan 25 y & del techo. Si a una distan-

cia 0,5b del cable mas largo se aplica a la tabla el peso —?;,W , halle la fuerza que obra en cada cable y el mencr
valor que puede tomar A.

Barra rigida celgada de cuatro cables. Una barra horizontal y rigida esta colgada del techo por medio de cua-
tro c ables verticales, de iguales drea y longitud, 4 v 3/, separados entre si la distancia / y cuyos modulos de
Young y tensiones admisibles cumplen £ =15E, yo,, = 20, /3, donde el subindice 1 se refiere a los cables

externos y el 2 a los internos. Si a la barra se aplica un par, de fuerzas verticales y de momento M, halle la fuerza
que toma cada cable y el menor valor que puede tener A.

Tabla que soporta una fuerza distribuida. Una tabla horizontal y rigida, ABC, soporta una fuerza distribuida
por unidad de longitud que varia linealmente desde 0, en el extremo A, hasta p,, en el extremo C; 1a tabla estd
apoyada en el piso por medio de tres barras verticales y coplanares, de iguales modulo de Young, area, longitud y
tensién admisible, £, 4, [y o, unidas a los puntos A, B v C de aquélla; las barras que van a los puntos A y B es-
tan separadas entre si la distancia 2b, y b las que van a los puntes B y C. Si b=1[m], /=15[m}
E=12[GPa), p,=2x10" [N. m] y o, =10 [MPa], vy se ignora el pandeo sobre las barras verticales, halle
la fuerza que obra en cada una de éstas, el area minima de las mismas, de acuerdo con la teoria de Lamé y Ran-
kine, y el angulo de inclinacién que le queda a la tabla ABC después de las deformaciones de aquéllas.

Peso sostenido por tres alambres. Tres alambres de acero,dedrea 4A=12x10" [m’] y mddulo de Young
E =2x10" [Pa], colgados de un mismo punto del techo, soportan un peso W = 8.000 [N]. Si las lcngitudes
iniciales de los alambres son / = 25,000 [m], £ = 25,003 [m] y £, = 25,006 [m], halle las tensiones en los tres
alambres.

10. Mesa de cuatro patas. Una tabla rigida y cuadrada, de lado a. se apoya por sus vértices en cuawo patas iguales.

de longitud /, area 4 y médulo de Young £. Si sobre un punto de la mesa, ubicado a la distancias /3 y a4 de los
costados de una esquina, se aplica un peso /¥, halle la fuerza interna en cada pata.

11. Tabla hexagonal colgada. Una tabla rigida v horizontal, con la forma de un hexidgono regular de lado a, se

sostiene de un techo rigido mediante 6 barras verticales, articuladas a los vértices de aquél, de iguales longitud /,
drea 4, v moédulo de Young £. Si en un punto ubicado sobre una de las diagonales de la tabla. y que dista a/2 del
vértice mas cercano, se cuelga un peso W, halle la fuerza que toma cada barra.

4.7 Barras rigidas e hiperestaticas, articuladas y soportadas por cables o barras
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~1

Barra rigida sostenida en una articulacién y ua cable. Una barra rigida y horizontal, ABC, en el punto A(0, 0)
estd apoyada en una articulacion, en el punto B(/, 0) esta colgada del techo por medio de un cable de longitud 3/
y radio R, y en el extremo C(4/, 0) dista ¢, verticalmente, de un punto G(4/, —f) que se encuentra por debajo. Si
[=0,08 [m], R=0,001m], t=0,0015 [m] y, enel cable, £, =200 [GPa], halle la posicidn sobre la barra
en donde debe colocarse un peso, W =200 [N], para que ocasione, justamente, el contacto entre Cy G.

Barra rigida sostenida en una articulacién y dos cables. Una barra rigida y horizontal, BCD, articulada a una
pared vertical en el punto B(0, 0), en el punto C(/, 0) esta colgada del punto A(0, /) de la misma pared, por medio
de un cable, y en el extremo D(2/, 0) estd colgada del punto A, por medio de otro cable. Si'los cables tienen igua-

les area y modulo de Young, y en el punto D se aplica el peso —T;W , halle la fuerza que toma cada cable y la que
se desarrolla en la articulacion.

Barra rigida sostenida en una articulacién y dos barras. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en el punto
A(O, 0) esta apoyada en una articulacion, en el punto B(/, 0) estd unida a la barra BE, cuyo extremo E(/, /) estd
atado a una articulacion, en el punto C(1,5/, 0) se somete a la fuerza —};W , y en el punto D(2/, 0) estd unida a la
barra DF, cuyo extremo F(2/, 0,5'1) esta atado a otra articulacién. Si las barras verticales tienen iguales area, A,

moédulo de Young, E, y tension admisible, o, calcule el valor minimo de 4, de acuerdo con la teoria de Tresca, v
lo que baja el punto D.

. Barra rigida sostenida en una articulacién y dos barras. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en el punto

A(0, 0) estd sometida a la fuerza -—?VW , en el punto B(3/, 0) se apoya en una articulacidn, en el punto C(3/, 0) estd

unida a la barra CE, de area 4 y cuyo extremo E(5/, —4/) esta atado a una articulacion, y en el punto D(7/. 0) esta
unida a la barra DF, de area 2,54 y cuyo extremo F(7], —5/) estd atado a otra articulacién. Calcule, si
[=015[m], W =32000 [N] vy, en las barras, E, =70 [GPa] y o, =150 [MPa], el valor minimo de 4 y lo
que baja el punto A.

Barra rigida sostenida en una articulacién y dos barras. Una barra rigida y horizontal, BCD, articulada a una
pared vertical en el punto B(0, 0), en el punto C(/, 0) esta colgada del punto A(/, /) de un techo, por medio de la
varilla 1, en el extremo D(4,5/, 0) esté colgada del punto E(4.5/, 3/) de otro techo, por medio de la varilla 2, v en

el punto F(3/, 0) se le aplica la fuerza —.tiW. Halle el maximo valor que puede tomar ¥, si / =1 [m] v, en las va-
rillas, E =85 [GPa], 4 =12x10"[m’], o, =70 MPa], E =210([GPa], A =4x10"[m’] v
o,, =125 [MPa].

. Barra rigida sostenida en una articulacién y dos barras. Una barra rigida y horizontal, ABCD, en ¢l punto

A(0, 0) esta unida a la barra AE, cuyo extremo E(0, /) estd atado a una articulacién del techo, en el punto B(/, 0)
estd conectada a la barra BF, cuyo extremo F(/, /) esta unido a una articulacién en el techo, sostenida por una bi-

sagra en el punto C(2/, 0) y sometida a la fuerza —EW, en el punto D(3/, 0). Si las barras verticales tienen iguales

area, A, y modulo de Young, £, calcule las reacciones y el dngulo que gira la barra horizontal.

Barra rigida sostenida en una articulacion y dos cables. Una barra rigida y horizontal ADFB, esta articulada 2
una pared vertical en el punto A(0, 0), y soportada, en los puntos D(a, 0) v F(2a, 0), por sendos cables verticales
DC y FE, de longitudes, diamemos, médulos de Young y tensiones permisibles iguales, respectivamente, a:
d =0,004 [m], d, = 0,003 [m], L =0,4 [m], L =0,3 [m], E, =72 [{GPa], E, = 45 [GPa],

o,, =200 MPa] y o, =175 [MPa]; ademas. en el punto B(3a, 0) se le aplica la fuerza -—Z}’V. Haile el valor
maximo que puede tomar .
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Barra rigida sostenida en una articulacién y dos barras. Una barra rigida y originalmente horizontal,
ABC, de peso W, en el punto B(0, 0) se apoya en una articulacion, en el punto A(-a, 0) esta unido a la ba-
ma AF, de drea 4 y cuyo extremo F(~a, —a) estd atado a un apoyo, y en el punto C(3a, 0) esté unido a la
bara CD, de area 4 y cuyo extremo D(3a, 2a) estd atado a otro apoyo. Si a=0,20 [m],

W =500.000 [N], en las barras £, =200 [GPa] y o, =180 [MPa], y la rotacién maxima que puede

sufrir la barra es de 8,_,,=0,05", calcule el valor minimo de 4 y lo qu& se mueve verticalmente el punto
A ' ‘

Barra rigida sostenida en una articulacién y dos resortes. Una barra rigida y horizontal, ABCD, esta
apoyada en una articulacion en B, donde x=0,50[m], en un resorte de constante de resorte

k, =12.000 [N /m] en A, donde se ubica el origen de coordenadas, y en otro resorte de constante de re-
sorte k, = 40.000 [N/m] en D, donde x=150[m]. Siuna fuerza vertical dirigida hacia abajo, F, se
aplica en el punto C, donde x = 0,90 [m], y el angulo maximo de rotacién en la barra debido a la accién
de esa fuerza esta limitado a 2°, halle el valor maximo que puede tomar F.

4.8 Barras y columnas hiperestaticas empotradas

1.

™~

Barra alineal empotrada en sus extremos. Una barra prismatica, de longitud 3/ y area 4, estd empotrada
en sus extremos a paredes rigidas; la relacién constitutiva en el material es o = Kg”, donde k y n son

constantes. Si a la barra se le aplica una fuerza axial, a la distancia 2/ de un extremo y de intensidad F,
halle las reacciones en las paredes.

Barra empotrada en sus extremos. Una barra prismatica, de longitud 4a, area de 1a seccién recta, 4, y
moddulo de Young, E, estd empotrada en sus extremos a paredes rigidas. Si a la barra se le aplican dos
fuerzas axiales, una a la distancia a de un extremo y de intensidad F, y la otra a una distancia 3a del mis-
mo extremo y de intensidad 2F, halle las reacciones, la tensién normal maxima en la barra y el movimien-
to de su punto medio, y dibuje el diagrama de carga axial. :

Barra compuesta, empotrada en sus extremos. Un eje esta-formado por dos barras prismaticas, coaxia-
les y consecutivas, la 1 y la 2, empotradas en paredes rigidas y que.soportan una fuerza axial, F, en el pun-
to donde se conectan. Si las longitudes, areas, modulos de Young y tensiones admisibles en tension nor-
mal y cortante de las barras estan relacionmas con: [ =2/, 4 =24, 3E=E, r,=71,=0,/2 vy

20, =0,, =0, halle el drea de cada barra y el movimiento del punto de conexion, y dibuje el diagrama
de carga axial.

Calor sobre barra compuesta, con rendija y empotrada. Una barra horizontal, empotrada en una pared
rigida, estd formada por dos cilindros circulares, contiguos y coaxiales; la 1, en contacto con la pared, la
2, unida a la barra anterior y cuyo exiwremo libre se encuentra, cuando la temperatura es 7, =20°C, ala
distancia , =5x10™ [m] de otra pared rigida. Si la temperatura se incrementa en AT =140°C y el
area, la longitud, el mddulo de Young y el coeficiente de dilatacion térmico de los cilindros cumplen:
4 =254,=2%x10"7 [m’}], [ =12/,=03[m], 3E =E =210 [GPa] y a, =15a,,=24 x10™ /°C,
halle las reacciones que se desarrollan en las paredes, las tensiones normales en los cilindros y el incre-
mento de longitud en el 1. Halle, ademas, la temperatura para la cual la tensién en el 2 es de
o, =-150 [MPa].

Barra ahusada. empotrada en sus extremos. La seccion recta de una barra ahusada, AB, empotrada en
sus extremos a sendas paredes rigidas, es rectangular; la barra tiene longitud /, espesor z, mddulo de
Young £ y tensién admisible o, los lados de la seccion recta de la barra en A sonty 3¢, yty 1,5¢en B.
Si a la barra se le aplica, a una distancia x de la pared A y en el sentido de B hacia A, una fuerza axial F, y
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se sabe que t=0,04 [m], /=12 [m], £=60[GPa] y o, =15 [MPa), halle el valor méximo de F y
el valor respectivo de x en el que ocurre,

Columna empotrada en sus extremos. Una barra prismitica, de longitud 4a, area de la seccidn recta, 4,
médulo de Young, E, y peso especifico o, es vertical y estd empotrada en sus extremos a un techo y un pi-
so rigidos. Si a la barra se le aplica, a una distancia a del techo, una fuerza axial de intensidad —ZW ,

halle las reacciones, la tensién normal méxima en la barra y el movimiento de su punto medio, y dibuje el
diagrama de carga axial. :

Columna troncénica empotrada en sus extremos. Una columna con la forma de un tronco de cono, de
longitud 8a, radio de la seccion recta en contacto con el techo, a, y en contacto con el piso, 22, médulo de
Young, E, y peso especifico o, es vertical y estd empotrada en sus extremos a un techo y un piso rigidos.

Si a la barra se le aplica, a una distancia 4a del techo, una fuerza axial de intensidad —7W , halle las reac-

ciones, la tensidn normal maxima en la barra y el movimiento de su punto medio, y dibuje el diagrama de
carga axial.

Calor sobre columna de dos elementos, empotrada en sus extremos. Una columna, empotrada en un
techo y un piso rigidos, estd formada por dos cilindros circulares, contiguos y coaxiales; el 1, en contacto
con el techo, y el 2, sobre el piso. Si el 4rea, la longitud, el modulo de Young, el médulo de Poisson y el
coeficiente de dilatacion térmico de los cilindros cumplen: 24, =4, [ =1, E =2E, pu=u,y
a, =2a,, y la temperatura se incrementa en AT, halle las reacciones que se desarrollan en el techo y en
el piso, y el cambio de volumen de cada pieza.

Calor sobre columna de tres elementos, empotrada en sus extremos. Una columna, empotrada en un
techo y un piso rigidos, esta formada por tres cilindros circulares, consecutivos y coaxiales; el 1, en con-
tacto con el techo, el 2, cilindro intermedio, y el 3, sobre el piso. Si el drea, la longitud, el modulo de
Young y el coeficiente de dilatacion térmico de los cilindros cumplen: 4 = 4,/2=4,/3, [ =1 =1,
E/2=E =E/3y«a =2a, =a,, latemperatura se incrementa en AT y hay fuerzas externas —-I;ZW y
“;}W aplicadas axialmente en la unién de los cilindros 1 y 2, la primera, y en la unién de los cilindros 2 y
3, la segunda, halle las reacciones que se desarrollan en el techo y en el piso.

4.9 Cerchas hiperestétiéas

1.

Armadura plana de tres barras y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo
en los puntos A(-a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), esta formada por tres barras articuladas en el punto D(0, -#), las
cuales tienen igual area y material, de modulo £ y tensiones admisibles o, = o, y 7, = 0,250,; ademas,

en el punto D se aplica la fuerza, —]_';W . Halle la posicion deformada del punto D y el drea minima que
deben tener las barras.

Armadura plana de tres barras y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo

_en el punto A(0, a) y al piso en los puntos B(~a, —-1,25a) y C(a, ~1,254), esta formada por tres barras arti- .

culadas en el punto D(0, 0), las cuales tienen igual drea y material, de médulo £ y tensiones admisibles
o,=0, y 7, =0250, ademas, en el punto D se aplica la fuerza, ——?W . Halle la posicién deformada
del punto D v el area minima que deben tener las barras.

Armadura plana, asimétrica, de tres barras y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, articula-
da a un techo en los puntos A(—a, 0), B(0, 0) y C(1,54, 0), esta formada por tres barras articuladas en el
punto D(0, —2a), las cuales tienen igual drea y material, de modulo £ v tensiones admisibles ¢, =, ¥
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7, =0,250,; ademds, en el punto D se aplica la fuerza, —?yW. Halle la posicion deformada del punto D
y el area minima que deben tener las barras.

Armadura plana de tres barras y fuerza horizontal. Una armadura plana y vertical, articulada a un
techo en los puntos A(-a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), esta formada por tres barras articuladas en el punto D(0,
—h), las cuales tienen igual 4rea y material, de médulo £ y tensiones admisibles o, =0, y 7, =0250,;
ademads, en el punto D se aplica la fuerza, —Y;W . Halle la posicion deformada del punto D y el drea mini-
ma que deben tener las barras.

Armadura plana de tres barras, defectuosa. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo en los
puntos A(-a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), esta formada por tres barras articuladas en el punto D(0, —h), de las
cuales las oblicuas tienen igual drea y mddulo de Young, 4, y E,, mientras que en la central esas magnitu-
des son E y 4,. Si al ensamblar la armadura se cometid un error, pues la barra central quedé con la longi-
tud h+ 4h, donde Ak es pequeiio, halle la fuerza resultante en cada barra debida al error.

Armadura plana de tres barras, calentada. Una armadura plana y vertical, articulada a un techo en los
puntos A(-a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), esta formada por tres barras articuladas en el punto D(0, —£), las cuales
tienen igual drea y material, de médulos de Young E y de dilatacion térmica «, y tensiones admisibles
o,=0, y 1,=0250,. Sielsistema estructural se somete al incremento térmico AT, halle la posicion
deformada del punto D y el area minima que deben tener las barras.

Armadura plana de tres barras elastopldsticas y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, arti-
culada a un techo en los puntos A(—a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), estd formada por tres barras articuladas en el
punto D(0, —2a), que tienen iguales area y material, el cual es elastoplastico de tensién de cedencia oy y

modulo de Young E; ademds, en el punto D se aplica la fuerza, -Y;W . Halle la razén entre las areas mi-

nimas de las barras, calculadas con base en la teoria eldstica o en la teoria de resistencia tiltima; en ambos
casos use el mismo factor de seguridad ~.

Armadura plana de cinco barras y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical, articulada a un te-
cho rigido en los puntos A(-2a, 0), B(-a, 0), C(0, 0), D(a, 0) y E(24, 0), esta formada por cinco barras ar-
ticuladas en el punto F(0, —4), las cuales tienen igual drea v material, de modulo £ y tensiones admisibles
o,=0,y r,=0250,; ademas, en el punto D se aplica la fuerza, ~iW . Halle la posicién deformada
del punto D y el area minima que deben tener las barras. V

Armadura defectuosa de cinco barras. Una armadura plana y vertical. articulada a un techo en los pun-
tos E( -31/2,31/2 )yD (J§1/2, 31/2), esta formada por cinco barras, articuladas en sus extremos, de
iguales area, 4, y mddulo de Young, £; dos de ellas, de longitudes iguales a /, van desde los puntos Ey D

hasta el A(0, /), otras dos, de longitudes iguales a 31 , se extienden desde los puntos E v D hasta el B(0,
0), y una quinta une el punto B con el C(0, /- 4/). Al construir la armazén ésta quedo con un error, va
que los puntos A y C, que debian coincidir, resultaron separados por una pequeiia distancia, 4/. Halle las

fuerzas que se desarrollan en las cinco barras cuando los puntos A y C se hacen coincidir y se aseguran
con un pasador para mantenerlos unidos.

Armadura plana de cinco barras elastoplasticas y fuerza vertical. Una armadura plana y vertical,
articulada a un techo rigido en los puntos A(-2a, 0), B(-q, 0), C(0, 0), D(a, 0) v E(2a. 0), esta formada
por cinco barras articuladas en el punto F(0, —2a), que tienen iguales area y material, el cual es elastoplas-
tico de tension de cedencia oy y médulo de Young E; ademas, en ¢l punto D se aplica la fuerza, —;;,W .

Halle la razén entre las areas minimas de las barras, calculadas con base en la teoria elastica o en la teoria
de resistencia ultima; en ambos casos use el mismo factor de seguridad ».
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11. Armadura cuadrada de seis barras. Con cuatro barras del material 1, de igual longitud /=0,3 [m], se
forma una armazdn cuadrada, y otras dos barras, del material 2, ocupan las diagonales de aquélla; las seis
barras estdn articuladas en sus extremos y se encuentran libres de tensiones cuando la temperatura es de
T =21°C. Sila temperatura se aumenta a 7 = 78°C, y las dreas, mddulos de Young y coeficientes de di-

latacién térmica de los materiales son 4, =204, =6,45x107 [m®], 3E =E, =210 [GPa] ¥y
o, =15a,,=24 x107/°C, halle la fuerza que se desarrolla en cada barra.

12. Armadura triangular de seis barras. Con tres barras, de igual longitud /, se forma una armazon triangu-
lar, y otras tres barras unen los vértices con el centro de aquélla; ias seis barras estan articuladas en sus ex-
tremos y tienen iguales area, modulo de Young y tension admisible, 4, £ ¥ o, Si en los vértices de la ar-

mazén obran sendas fuerzas iguales y de traccién, F, orientadas a lo largo de las medianas de aquélla,
halle el 4rea minima de las barras.

13. Armadura cuadrada de ocho barras. Con cuatro barras de igual longitud, /, se forma una armazon cua-
drada, y otras cuatro barras unen los vértices con el centro de aquélla; las oche barras estdn articuladas en
sus extremos, y tienen iguales area, médulo de Young y tensién admisible, 4, £ y o, Si en los vértices de

la armazon obran sendas fuerzas iguales y de traccidn, F, orientadas a lo largo de las diagonales de aqué-
lla, halle el area minima de las barras.
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‘CAPITULO 5

TEORIA ELEMENTAL DE MEMBRANAS

5.1 Cilindros y esferas sometidos a presién manométrica

Caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media, longitud /, espesor uniforme ¢,
médulo de Young E, coeficiente de Poisson 4y tension admisible o, esta sometido a una presién manométrica
Po-Si R=1[m], I=5[m], £=200 [GPa], 4=0,25, o¢_ =200 [MPa] y p, =1 [MPa), halle las tensiones
meridional y paralela en cualquier punto del recipiente, el espesor minimo de éste, segiin la teoria de la maxima

energia de distorsion por unidad de volumen, la deformaci6én angular maxima en la pared del mismo, la deforma-
cion lineal paralela, &, y el incremento en el radio de aquél.

Tanque cilindrico a presién. Un tanque cilindrico circular contiene un combustible muy volétil a presion; el médulo de
elasticidad para el material, su relacion de Poisson y la tensién cortante wltima son, respectivamente, £ = 203 [GPa],
#=030 yr, =82 [MPa], yun extensémetro se coloca en la pared del tanque para medir la deformacién longiwu-
dinal en éste y transmitir la informacién a un cuarto de control Si se debe trabajar con un factor de seguridad n =2,

(para qué valor de la deformacion registrada por el extensdmetro los operadores deben tomar medidas 2 fin de reducir a
presion en el tanque?

Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media y espe-
sor uniforme ¢, se fabrica con lamina soldada a lo largo de una junta helicoidal, la cual forma un angulo Sconel
eje longitudinal, y esta sometido a una presion manométrica py; las tensiones admisibles, normal y cortante a ia
soldadura, son &, v 5. Si R =1 [m], #=0,005 [m], 8=30°, o, =150 [MPa] y r_ =60 [MPa], halle &l
maximo valor de py que puede soportar el recipiente.

Limina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media y espe-
sor uniforme ¢, se fabrica con lamina soldada a lo largo de una junta helicoidal, la cual forma un dngulo 3 con <i
eje longitudinal. y estd sometido a una presion manométrica p,. Si R=16[m], ¢=0,008m} ¥
P, = 0,6 [MPa]j, halle el méximo valor del angulo J para que la tensién normal a la soldadura ne supere ei $3%
de la maxima tension normal en la caldera, y la correspondiente tensién cortante paralela a la soldadura.

Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cerrado v cilindrico, de radio R =1.8 {m] en la linea
media y espesor uniforme ¢=0,002 [m], se fabrica con lamina soldada a lo largo de una junta helicoidal. la
cual forma un dngulo « = 60° con el ¢je longitudinal, esta sometido a una presion manométrica py, tiene médulo
de Young £ =200 [GPa] y dePoisson g =03 [m], y cuyas tensiones admisibles son ¢, =100 [MPa} v

7, =45 [MPa}; ademas, la tensién admisible normal al cordén de soldadura es &, = 25 [MPa] y la detorma-

cion lineal permisible en ef tanque es ¢, = 0,0003. Halle la presion manométrica maxima que puede soperiar 2!
tanque.

Lamina helicoidal en caldera cilindrica. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media y espe-
sor uniforme ¢, se fabrica con ldmina soldada a lo largo de una junta helicoidal, la cual forma un angulo S con el
eje longitudinal, y estd sometido a una presion manométrica py; las tensiones admisibles normal a la ldmina. y
normal y tangencial al cordén de soldadura, son &, Oy ¥ T Si S=350°, R =025 [m], o, =200 [MPaj,

7, =10 [MPa], o =30 [MPa] y p, =1,5 [MPa], halle el menor espesor que puede tener el tanque.
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7. Tanque cilindrico empotrado. Un recipiente cilindrico circular, de radio R en la linea media, longitud /, espesor
uniforme ¢, médulo de Young E y coeficiente de Poisson g, tiene sus bases empotradas entre dos paredes rigidas
y paralelas, y estd sometido a una presién manométrica p,. Halle las tensiones meridional y paralela que se indu-

cen en cualquier punto, la deformacion angular méxima en la pared del mismo, la deformacién lineal paralela, &,
y el cambio en el radio de aquél.

Caldera esférica. Un recipiente esférico, de radio R en la linea media, espesor uniforme ¢, médulo de Young £, coefi-
ciente de Poisson x y tensién admisible o, estd sometido a una presién manométrica pp. Si R =1 [m],

E =200 [GPa), =025, o,=200 [MPa]y p, =1 [MPa], halle las tensiones meridional y paralela que se in-

ducen en cualquier punto del recipiente, el espesor minimo de éste, segiin la teoria de la mixima energia de deformacién

por unidad de voluren, la deformacion angular méxima en la pared del mismo, la deformacidn lineal paralela, &, y el
incremento en ¢l radio de aquél.

9. Laca sobre esfera. Un recipiente esférico de acero, de radio R =0,30 [m] en la linea media, espesor
t=10,01 [m], mddulo de Young E =210 [GPa] y modulo de Poisson u = 0,30, estd sometido a una presion

manométrica p, y recubierto con una laca fragil que se agrieta cuando la deformacion lineal supera
£, =200x107. ;Cudl es el valor maximo que puede tomar p,?

5.2 Otras membranas sometidas a presion manométrica

1. Caldera parabélica. Una caldera parabdlica de revolucion, de radio R en la linea media de ia base, altura 4 en el
eje vertical de revolucion y espesor uniforme ¢, estd sometida a una presiéon manométrica p, y descansa sobre su
‘base en una superficie lisa. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y, cuando 4 =4R, sus
mAximos respectivos. :

2. Ebullidor elipsoidal. Un ebullidor con la forma de una béveda semieliptica de revolucidn, cuyos radios en las lineas
medias son g, en la base, y b en el eje vertical de revolucion, tiene espesor uniforme ¢, esti sometido a una presion ma-

nométrica p, y descansa sobre su base en una superficie lisa. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto
y, cuando a = 25, sus maximos respectivos.

3. Toroide. Un recipiente toroidal de seccion circular, de radios b en la linea media y @ en la seccion recta, y de
espesor uniforme ¢, estd sometido a una presién manométrica po, y la tension admisible del material es o;,. Halle

las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y, segin la teoria de Tresca, el espesor minimo del toroide
cuando b= 4a.

5.3 Membranas sometidas a presiéon no uniforme

1. Tangque cilindrico. Un tanque cilindrico circular, vertical, de radio R en la linea media, altura /1 y espesor uniforme r.
esta lleno de agua, cuyo peso especifico es @, y cuelga de un techo; la tension admisible del material es o, Haile las ten-
siones meridional v paralela en cualquier punto vy, segun la teoria de Tresca, el espesor minimo del tanque si
R=075[m], h=2[m], w=10' [Nm”] v o, =150 [MPa).

~

Tanque conico. Un tanque coénico, delgado, de radio R en la linea media de la base, altura /2 y espesor uniforme
1, esta lleno de agua, cuyo peso especifico es w. vy cuelga, con su vértice hacia abajo, de un techo. Halle las ten-

siones meridional y paralela en cualquier punto v, segun la teoria de Tresca, el espesor minimo del tranque cuan-
do h=4R ylatension admisible del material es .

3. Tanque cénico. Un tanque conico, delgado, de radio R en la linea media de la base, altura /1 y espesor uniforme
t, esta lleno de agua. cuyo peso especifico es . y cuelga, con su vértice hacia abajo, de un techo. Halle las ten-
siones meridional y paralela en cualquier punto y, segun la teoria de la maxima energia de distorsién por unidad
de volumen, el espesor minimo del tanque cuando h = 4R y la tensién admisible del material es &,..
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Tanque troncoénico. Un tanque troncénico, delgado, de radios 24, en la linea media de la base mayor, y @, en la
linea media de la base menor, altura 6a y espesor uniforme ¢, estd lleno de agua, cuyo peso especifico es @, y

cuelga, con su base menor hacia abajo, de un techo. Halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto
y, segun la teoria de Tresca, el espesor minimo del tanque.

Tanque semiesférico. Un tanque semiesférico, delgado, de radio R en la linea media y espesor uniforme ¢, esta

lleno de agua, cuyo peso especifico es @, y cuelga, con su vértice hacia abajo, de un techo. Halle las tensiones
meridional y paralela en cualquier punto. '

Tanque esférico. Un tanque esférico, delgado, de radio R en la linea media y espesor uniforme ¢, estd lleno de
agua, cuyo peso especifico es w, y descansa sobre una superficie lisa. Si se ignoran las tensiones de concha que

se originan en el punto de contacto entre el tanque y el piso, halle las tensiones meridional y paralela en cualquier
puato y los maximos respectivos.

Béveda semiesférica sumergida. Una béveda semiesférica, delgada, deradio R enlalinea media y espesor
uniforme ¢, se sumerge en agua, cuyo peso especifico es @, de manera que el vértice de aquélla se encuentra a la
distancia 10R de la superficie del agua, y descansa sobre su base en un piso liso. Si en el interior de la béveda la
presion es atmosférica, halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y los maximos respectivos.

Esfera sumergida. Una esfera, de radio R en la linea media y espesor uniforme ¢, modulo de Young £ y médulo
de Poisson z se sumerge en agua, cuyo peso especifico es @, de manera que la cima de aquélla se encuentra a la
distancia 1.000R de la superficie del agua, y descansa sobre un piso liso. Si en el interior de la esfera la presion
es atmosférica, halle las tensiones meridional y paralela en cualquier punto, las disminuciones aproximadas del
volumen de la esfera y de su radio, y la energia potencial elastica almacenada en la mistmoa.

Boveda semiesférica. Una bdveda semiesférica, delgada, de radio R en la linea media y espesor uniforme ¢, esta
sometida a su propio peso, el cual, por unidad de area, es ¢, y descansa sobre una superficie lisa. Halle las ten-
siones meridional y paralela en cualquier punto de la béveda y sus méximos respectivos, y el angulo méaximo,
medido con respecto al eje de simetria de la misma, para el cual ambas tensiones son de compresion.

Tanque cilindrico esférico. Un tanque cilindrico, vertical, delgado, de radio R en la linea media, altura 2R y
espesor uniforme ¢, esta sostenido por su borde superior de un techo, v su fondo es una semiesfera, de radio R en

la linea media. Si el conjunto esta lleno de agua, cuyo peso especifico es w, halle las tensiones meridional y para-
lela en cualquier punto del conjunto. ‘

Tanque semieliptico. Un ranque semieliptico, de revolucidn, de radios medios a, en la base, y b en el eje vertical
de revolucion, y espesor uniforme ¢, esta lleno de agua, cuyo peso especifico es @, y descansa sobre una superfi-
cie lisa. Si se ignoran los efectos de borde que se originan en el punto de contacto entre ¢l tanque y el piso, halle
las tensiones meridional y paralela en cualquier punto y, cuando @ = 25, sus maximos respectivos.
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CAPITULO 6

TORSION

6.1 Ejes cilindrico circulares isostaticos

1. Taladro perforador. Cuando se perfora un pozo petrolero, el extremo del tubo perforador encuentra una resis-
tencia a la torsion, T también el suelo, a lo largo de la longitud del tubo, /, desarrolla un par de friccidn distri-
buido a lo largo de la longitud, que varia linealmente desde cero, en la superficie B, hasta ¢, en A. El tubo tiene
radio interior R y exterior 1,25R, y su médulo es G. Halle el par torsor minimo, T, que la unidad impulsora debe

desarrollar para vencer los pares resistentes, el diagrama del momento torsor interno, la tensién cortante maxima
en el tubo y el dngulo que el eje gira entre sus extremos.

2. Eje para transmitir potencia. Un eje circular, de radio R = 0,075 [m], médulo G =140 [GPa] y tensién
cortante admisible del mismo 7_ =140 [MPa], transmite una potencia P =100 [kW]. Halle el maximo valor

que puede tomar la velocidad angular con la que rota el eje para transmitir la potencia antedicha y, con ese valor,
la longitud del eje que permitiria una rotacién entre los extrernos de 8 = 6°,

3. Eje para transmitir potencia. Un eje circular, de radio R, longitud /= 2,5 [m], médulo G =80 {GPa] y ten-
sion admisible ¢, =50 [MPa], transmite una potencia P =150 [kW], con una velocidad angular

@ =127 [Hz]. Silarotacién aceptable maxima entre los extremos es &, = 3°, halle el valor minimo que puede
tomar el radio del eje.

4, Eje para transmitir potencia. Un eje circular, de radio R, longitud / = 40R [m], modulo G =385 [GPa] y
tension admisible 7 =65 [MPa], transmite una potencia P =150 [kW], con una velocidad angular

® =350 [RPM]. Si la rotacion aceptable maxima entre los extremos es 6, =1°, halle el valor minimo que
puede tomar el radio del eje.

5. Eje hueco para transmitir potencia..Un eje circular hueco, de radio externo R e interno R/Z, transmite una

potencia P con una velocidad angular w. Si P =150 [kW], @ =47z [Hz] y la tensién cortante admisibie del
mismo es 7, = 40 [MPa], halle el valor minimo que puede tomar R.

6. Eje hueco para transmitir potencia. Un eje circular hueco, de longitud /, radio externo 2,5R e interno R, médu-
lo Gy tension admisible 7., se retuerce entre sus extremos el angulo 6, al transmitir una potencia P, con una ve-
locidad angular @. Si @ =500 [RPM], /=3 [m], r, =60 [MPa)], G=73 [GPa] y §=135°, halle ¢l valor

minimo que puede tomar R y la potencia transmitida; calcule también el radio del eje, si éste fuese macizo, y la
relacién de pesos con el hueco.

7. Eje motriz de la hélice de un barco. La hélice de un barco se mueve mediante un eje circular, de radio
R=016[m]. Si el modulo del material y la tensién admisible del mismo son G =230 [GPa] ¥
r. =50 [MPa], v el angulo maximo girado por el eje no puede superar un grado en quince diametros de longi-
tud, halle el torque méximo que el eje puede transmitir. Si el eje descrito se aligera con un hueco coaxial, de ra-
dio R, =0.,08 [m], halle los porcentajes en los que se reducen el torque maximo transmitido y el peso.

8. Ejes motrices para la hélice de un barco. Un buque cuenta con una turbina que gira a una velocidad angular de
®, =1.800 [RPM] y entrega una potencia de P = 8,5 [MW]. La potencia se transmite mediante un ¢je circular
reductor, de radio R,, el cual, con una eficiencia del 90%, reduce la velocidad angular a @, =107 [RPM]. Un
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segundo eje, de radio R,, transmite entonces la potencia hasta la hélice del barco. Si la tensidén admisible del ma-
terial de los ejes es 7, = 350 [MPa], halle los radios minimos de éstos.

Nitcleo de un eje circular. Un eje circular, de radio R, esta sometido a un momento torsor 7. Halle el radio a,
del nicleo circular del eje mencionado, que toma la enésima parte del momento torsor aplicado.

«

Eje circular hueco. Con un trozo de metal, de peso ¥, peso especifico w y. tensién admisible 7,, se quiere fabri-
car un tubo circular, de longitud /. Calcule los radios interior r y exterior R del tubo.

Momentos opuestos. Un eje circular, de radio R, longitud /> médulo G, y tensién admisible z,, estd empotrado
en un extremo y sometido a un momento torsor T3, en su extremo libre; a una distancia /, del empotramiento se
aplica, ademas, un momento torsor Ty, de sentido opuesto a T5. 8i 27, =7, =1000 [Nm], 2,57 =1, =5 [m],

G =283 [GPa] y r, =60 [MPa], halle el radio del eje de manera que el éngillo de rotacion en el extremo libre
no supere 4°.

Dos ejes circulares engranados. Se tienen dos ejes, parclelos, del mismo material, cuya tension admisible es .
Uno, el ABC, de radio R, tiene empotrado el extremo C en una pared rigida, e insertado el A en una balinera en
la que puede girar libremente; el otro, DEF, de radio R,, tiene sus extremos D y F insertados en sendas balineras
en las que pueden girar libremente. El eje ABC tiene soldado en el punto B un disco dentado y rigido, de radio
3a, cuyos dientes engranan con los del disco dentado y rigido, de radio &, seldado en el punto E del eje DEF, de
manera que la rotacién de un eje se le transmite integramente al otro. Si a =0,05 [m], 7, =55 [MPa] y se

aplica un momento torsor T, =1.500 [Nm] al eje DEF, halle los radios minimos de ambos ejes.

Dos ejes circulares engranados. Se tienen dos ejes, paralelos, del mismo matierial, cuyo moédulo es G. Uno, el
ABC, de radio R, y longitud 2/, dene sus extremos A y C insertados en sendas balineras en las que pueden girar
libremente; el otro, DEF, de radio R, y longitud /, tiene empotrado el extremo F en una pared rigida, e insertado
el D en una balinera en la que puede girar libremente. El eje ABC tiene scldado en el punto B un disco dentado ¥
rigido, de radio a, cuyos dientes engranan con los del disco dentado vy rigido, de radio 3a, soldado en ef punto £
del eje DEF, de manera que la rotacion de un eje se le transmite integramente al otro. Si ¢=0,10 [m],
[=10 [m], R, =0,075 [m], G=283 [GPa] v se aplica un momento torsor, 7;, al ¢je ABC, que le provoca una
tension cortante maxima de 7, = 62 [MPa], halle el valor de Ty; calcule, ademas, R;, si la tensidn maxima del ¢je
DEF es 7, = 72 [MPa], asi como el angulo girado por A.

Extensometro para determinar torque. Una barra cilindrico circular, de radio R = 0,043 [m] y moéduio
G = 75 [GPa], esta sometida a un momento torsor 7. Halle el valor de T cuando un extensémetro eléctrico, co-

locado en la superficie de la barra de manera gue hace un angulo « = 60° con el eje horizontal de la misma, nu-
de una deformacidn lineal € =250x107.

Ejes equivalentes. Un gje circular hueco tiene radio exterior R,, interior R; y longitud /. Halle ¢i radio minimo de
un eje macizo, de igual material v longitud, que sustituira el eje hueco, de manera que ni la tensién maxima ni el
angulo girado por la torsién excedan los valores del disetio original.

Ejes de igual peso. Dos ejes rectos del mismo material, peso v longitud estdn sometidos a un momento torsor:
uno es macizo, de radio ¢y, y el oro es hueco, de radio interior ¢, y exterior ¢,, donde ¢ = n¢,. Demuestre que la

razén 7, /T, , entre el torque aplicado al eje macizo, T, v el del hueco. T;, es v1- n'/(l + n‘), si ia tension

cortante maxima es igual en cada eje, y 1 —n’ (1 + nl) , cuando el angulo girado es el mismo en cada eje.
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17. Eje elastoplastico ideal. Con un material elastoplastico ideal, de médulo G y tensién de cedencia 7, se elabora

un eje cilindrico circular, de radio R, que se somete a un momento torsor. Calcule el momento torsor plastico, M-
p, €n la seccidn recta y el porcentaje por el que supera al momento de cedencia, My.

6.2 Ejes macizos no cilindrices circulares

Eje troncénico. Un gje, sometido al momento torsor T, tiene la forma de un tronco de cono, de longitud / v re-
dios R, y R; en las bases. Si el médulo del material es G, halle el angulo girado entre las bases del mismo.

Eje troncénico. Un eje, sometido al momento torsor 7, tiene la forma de un tronco de cono, de longitud / y ra-
dios R, y 1,4 R, en las bases. Si el médulo del material es G, halle el porcentaje en el error que se comete al cal-
cular el angulo girado entre las bases del eje empleando el radio promedio de éstas.

Disefio de un eje troncénico. Un eje, de mddulo G y tension admisible 7,, sometido al momento torsor 7T, tiene
la forma de un tronco de cono, de longitud 20R y radios R v 2R en las bases. Si G =100 [GPa],
T =10.000 [Nm] y 7, =80 [MPa], y el angulo girado entre las bases del eje no puede superar 8 = 3°, haile
el minimo valor de R.

Disefio de un eje troncénico. Una barra recta, AB, tiene la forma de un tronco de cono macizo, de longitud
[=2,5 [m], didmetros en sus bases d, y dg, donde d, =1,5d,, modulo de Young en cortante G=30 [GPa]} y
tension cortante admisible 7 = 60 [MPa]. Sila barra estd sometida a un momento torsor 7 = 3000 [Nm] y e}
angulo de torsidén admisible es de &, = 3,0°, halle el valor minimo que debe tener d.

Ejes cuadrado y circular. Compare la resistencia y la rigidez a la torsion de dos ejes de iguales material, longi-
tud y drea de la seccidn recta, cuando uno es circular y cuadrado el otro.

Ejes cuadrado y eliptico. Compare la resistencia y la rigidez a la torsion de dos ejes de iguales material, longi-

tud y drea de la seccidén recta, cuando uno es circular y eliptico el otro; en este ultimo el radio mayor es el dobie
del menor.

Eje cuadrado doblemente empotrado. Un eje prismatico, de longitud /, seccion cuadrada, de lado 4, tensién
admisible 7, y modulo G, esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento tGrsor Ty, aplicado
en la direccion del eje del prisma en un punto que dista //3 de una pared. Halle, ignorando las tensiones normales
introducidas por las paredes, el valor minimo que puede tener el lado de la seccion cuadrada y el dngulo que gira,
con respecto a una pared, la seccidn recta del eje en la que se aplicd el momento torsor. ‘

6.3 Ejes circulares hiperestaticos

1.

Coaxial de dos materiales. Un wbo de bronce, de radio exterior R,, interior R, v médulc G, se coloca, bajo
presion, sobre una barra de acero, de médulo G, para formar un eje compuesto que trabaja como una unidad,
tiene longiud / y se somete al momento torsor 7. Si G, =2G, =80 {GPa], /=![m], R,=018im}

R, =005 [m], 7, =1257 =100 [MPa], halle el torque midximo que puede aplicarse al conjunto v o inguic

maximo en ¢l que éste puede retorcerse.

Coaxial de dos materiales. Un tubo de aluminio, de radio exterior R,, interior R; v mddulo G, se coloca, bajo
presion, sobre una barra de acero, de modulo G, para formar un eje compuesto que trabaja como una unidad,
tiene longirud / y se somete al momento torsor T. Si G_=3G, =78 [GPa], /=1[m], R, =013 [m]

R, =0,05[m] yT =20 [kNm], halle las tensiones cortantes maximas en el acero v el alumirio, ¥ =] angulo to-
tal rotado por el eje.
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Coaxial de dos materiales. Un tubo, de radio exterior R,, interior R,, médulo Gy y tensién admisible 7, se
coloca, bajo presion, sobre una barra maciza, de médulo G, y tensién admisible 7,,, para formar un eje com-
puesto que trabaja como una unidad, tiene longitud / y se somete al momento torsor T. Si G, = 2G, = 80 [GPa),

r,=357,,=50[MPa], /=1[m)], R =125R, y T =10000 [Nm], halle las tensiones cortantes maximas
en ambos materiales, el valor minimo de los radios R, y R, y el dngulo totdl rotado por el gje.

Eje circular doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, de radio R y longitud 3/, tensién admisible 7, y
modulo G, estd empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a torsion por efecto de dos fuerzas F y 2F, apli-
cadas mediante sendas barras, de longitudes iguales a /, conectadas al eje cilindrico en puntos que distan /, res-
pectivamente, de cada pared, de sentidos opuestos y cuyas direcciones son paralelas al eje Z. Si G =75 [GPa],
T, =50 [MPa], /=1[m] y F=1000 [N], dibuje el diagrama de torsion y halle el radio minimo que debe
tener el eje y el angulo méximo rotado por el mismo.

Eje circular doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, de radio R y longitud 3/, tensién admisible 7, y
médulo G, esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a torsion por efecto de dos momentos torsores de
igual sentido, T, y 27, aplicados al eje en puntos que distan /, respectivamente, de cada pared. Si G = 50 {GPa},
7., =20 [MPa)], /=1[m] y 7, =10000 [Nm}, dibuje el diagrama de torsién y halle el radio minimo que de-
be tener el eje y el angulo maximo rotado por el mismo.

Eje circular doblemente empotrado y torsion distribuida. Un eje cilindrico circular, de longitud /. radio R y
modulo G, estd empotrado en sus extremos a sendas paredes rigidas y soporta en su superficie un momento torser
distribuido por unidad de longitud, #(x), cuya intensidad varia linealmente desde cero en una pared hasta 7; en la
otra. Halle las reacciones en las paredes, el radio del eje cuando Ia tension cortante admisible del material es z,. v
el angulo maximo girado por aquél.

Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos
coaxiales contiguos; el primero tiene longitud /;, radio Ry y modulo Gy, y el segundo, longitud /,, radio R, y mo-
dulo G-. E! eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento torsor 7y, aplicado en el punto
del eje donde se conectan ambos segmentos. Halle las reacciones en las paredes, la tension cortante maxima en

cada segmento y el dngulo que gira, con respecto a una pared, la seccion recta del eje en la que se aplica el mo-
mento torsor.

Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos
coaxiales contiguos; el primero tiene longitud /;, radio Ry, médulo G, y tension admisible z,;, y el segundo, longi-
tud b, radio R,, médulo G, y tensién admisible 7,,. El eje estda empotrado entre dos paredes rigidas v sometido a
un momento torsor 7y, aplicado en el punto del eje donde se conectan ambos segmentos. Si R, = 2R, 2/ =3[,

2G =G, 37, =r,, halle ¢l valor minimo de los radics de los segmentos y el angulo gue gira, con respecto a
una pared, la seccidn recta del eje en la que se aplicé el momento torsor.

Eje circular escalonade y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos coaxiales
contiguos; el primero tiene longitud 2/, radio R, y médulo G, y el segundo, longitud /, radio R» v modulo G,. El eje esta em-
potrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento torsor 75, aplicado en el punto del eje donde se conectan ambos
segmentos. Si /= 0,80 [m], R, =0,015 [m], T, =680 [Nm}, G =39 [GPa} v G, =75 {GPa}, halle R, para que
las reacciones en los exiremos empotrados de los ejes sean iguales, las tensiones cortantes maximas en cada eje y el angulo
que gira, con respecto a una pared, la seccién recta del eje en la que se aplicd el momento torsor.

Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular esta formado por dos segmentos coaxia-
les contiguos; el primero tiene longitud /;, radio R, y médulo Gy, y el segundo, longitd /,, radio R, y méduio G». El eje
esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un momento torsor 7y, aplicado en ¢l punto del ¢je donde se co-
nectan ambos segmentos. Si R, =0,04 [m], R, =0,025 [m], G =42 [GPa] y G, =84 [GPa], halle ia relacién
I/l para que ambos materiales trabajen a la maxima tension posible, y el 7y respectivo.
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Eje circular escalonado y doblemente empoirado. Un eje cilindrico circular estd formado por dos segmentos
coaxiales contiguos, del mismo material, con médulo G y tensién admisible 7,; el primero, de longitud 3/ y radio
Ry, y el segundo, de longitud ! y radio R,. El eje estd empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un mo-
mento torsor 7o, aplicado en el punto donde se conectan ambos segmentos. Si /=150 [m], R, =0,03 [m],
T, =750 [Nm}, G=285[GPa] y r, =40 [MPa], halle el menor valor que puede tomar R;; tome en cuenta,
ademés, que el angulo maximo que puede retorcerse el primer eje es de 6-=3°.

12.Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, ACB, estd empotrado entre dos

13.

paredes rigidas en los extremos A y B, y formado por dos segmentos coaxiales consecutivos unidos en C. El seg-
mento AC tiene radio R, = 0,008 [m] y longitud [ = 0,125 [m], y el segmento CB tiene radio R, = 0,010 [m]
y longitud , = 0,250 [m]. Si la tension cortante permisible en el eje escalonado es de 7 = 60 [MPa], ;cudles
el torque maximo que se puede aplicar al eje en el punto C, de unién de los dos segmentos?

Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, ACDB, esta empotrado entre dos
paredes rigidas en los extremos A y B, y formado por tres segmentos coaxiales consecutivos unidos en C y D. El
segmento AC tiene radio 2R, longitud 2/, mdédulo G y tensién admisible z,; el segmento CD tiene radio R, longi-
tud /, médulo 2G y tension admisible 2 7,,; el segmento DB tiene radio 3R, longitud 3/, médulo 3G y tensién admi-
sible 0,57,. El eje estd sometido a un momento torsor Ty, aplicado en el punto donde se conectan los segmentos
AC y CD, y a un momento torsor 27y, aplicado en el punto donde se conectan los segmentos CD y DB, que tienen

iguales sentidos. Halle las reacciones en los extremos empotrados de los ejes, el valor minimo que puede tomar R
y el angulo maximo girado.

14.Eje circular escalonado y doblemente empotrado. Un eje cilindrico circular, ACDB, estd empotrado entre dos

16.

paredes rigidas en los extremos A y B, y formado por tres segmentos coaxiales consecutivos del mismo material,
cuyo modulo es G y tiene una tensién admisible 7,, unidos en C y D. El segmento AC tiene inercia / y longitud /,
el segmento CD tiene inercia 2/, y longitud /, y el segmento DB tiene inercia [, y longitud /. El eje compuesto esté
sometido a un momento torsor Ty, aplicado en el punto donde se conectan los segmentos AC y CD, y a un mo-
mento torsor 27, aplicado en el punto donde se conectan los segmentos CD y DB, que tienen iguales sentidos.

Halle las reacciones en los extremos empotrados de los ejes, el valor minimo que puede tomar /, y el angulo
maximo girado.

.Eje circular escalonado y d oblemente e mpotrado, c on torsién distribuida. Un eje cilindrico circular esta

formado por dos segmentos coaxiales contiguos del mismo material; el primero tiene longitud / v momento polar
de inercia /y, y el segundo longitud / e inercia 2/;. El eje esta empotrado entre dos paredes rigidas y sometido a un
momento torsor distribuido por unidad de longitud, #(x), cuya intensidad varia linealmente desde 2¢; en una parec
hasta ¢, en la otra. Halle las reacciones en las paredes, el radio de la barra cuando la tensidn cortante admisible dei
material es 7,. y el angulo maximo girado por la barra.

Eje circular escalonado, doblemente empotrado y elastoplastico ideal. Un eje cilindrico circular esta formado
por dos segmentos coaxiales contiguos, de diametros d v 2d, e iguales material y longitud /. El eje esta empotrado
entre dos paredes rigidas, su material es elastoplastico ideal, con tensién cortante de cedencia 7, y estd sometido a
un momento torsor Tp, aplicado en el punto del eje donde se conectan ambos segmentos. Halle las reacciones en
las paredes en funcién de Ty y, si /= 0,10 [m] v 7 = 140 [MPa], y se usa un factor de seguridad n = 2, el valor

admisible maximo de T, para que el eje escalonado se mantenga en la zona elastica; halle, también, el valor admi-
sible maximo de T, cuando el calculo se basa en la carga de colapso.

6.4 Ejes delgados y cerrados

1.

Ejes circular y rectangular delgado. Un eje circular macizo, de diametro d, se va a sustituir por un tubo rectan-
gular delgado, de dimensiones d y 2d en la linea media de la seccidn recta, y espesor . Halle el espesor minimo

requerido en el tubo. de manera que la tension cortante en éste no exceda la tensién cortante maxima de la barma
sdlida.
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Ejes delgados, cuadrado y circular. Compare la resistencia y la rigidez a la torsién de dos tubos:de’ pared del-.
gada, del mismo material, longitud, espesor y peso cuando uno es circular y cuadrado el otro. .

E_]e triangular delgado. Un tubo pnsmatlco se elabora' al doblar apropladameme una Iarnma metﬁlica délgada,
de espesor ¢, médulo G y tensién admisible 7, y se somete a un momento torsar 7o. La seccion recta resultante es
un tridngulo equilatero, de lado & en la linea media. Si- b=0,0254 [m], ¢=0,0019 [m], G=80 [GPa] y.

7, =55 [MPa], halle el maximo valor que puede tomar To y, en ese caso, el angulo que el eje gira por unidad de
longitud.

. Eje delgado y de seccién compuesta. Un tubo prismético se elabora al doblar apropiadamente una l4mina meté-

lica delgada, de longitud J, espesor ¢ y tension admisible z,, y se somete a un momento torsor Tp. La seccidn recta
resultante del tubo es de una sola celda, la cual estd formada por dos rectangulos adosados; el primero, de lados a
y b en la linea media, y el segundo, de lados.c y d en la linea media. Si /=25 {m],” =015 [m],
¢=0,075 [m], d=0,05[m], +=0,00L5 [m],- 7, =40 [MPa] y T, =500 [Nm], halle el menor valor que
puede tomar la dlmensmn a'y, con ese valor, el angulo total girado por el eje.

. Eje delgado y de seccion compuesta. Un tubo se > elabora al doblar apropiadamente una lamina metalica delgada,
de espesor ¢ y tensién admisible 7, y se somete a un momento torsor Tj. La seccidn recta resultante es una sola ,

celda, formada por un rectangulo y un semicirculo; el primero, de lados d y b en la linea media, y el segundo, de

didmetro d en la linea media. Si d=0,25. [m] b=0,075 [m], 7, =40 [MPa] y T, =500 [Nm], halle el me- .

nor valor que puede tomar el espesor.

Eje delgado y de seccién compuesta. Un tubb se elabora al doblar apropiadamente una ldmina metalica delgada, -

de espesor ¢ y tension admisible 7,, y se somete a un momento torsor Ty La seccidn recta resultante es una sola
celda, formada por un rectdngulo y dos semicirculos a los lados de éste; el primero, de lados a y d en la linea me-
dia, y los segundos, de didmetros iguales a d en la linea media. Si d = 0,04 [m], r=0,002 [m], 7, =70 [MPa]
y T, =500 [Nm], halle el menor valor que puede tomar a.

Eje rectangular delgado y con torsién distribuida. Un tubo prismatico, de médulo:G, tiene e mpotrado un:

-extremo y libre el otro. y soporta un momento torsor.distribuido por unidad de longitud, #(x). cuya intensidad va-
ria linealmente desde f, en el extremo empotrado hasta cero en el otro. La seccidn recta del tubo es un rectdngulo.

de base 50¢ y altura 30z en la linea media, y de espesores 2¢, en los lados verticales, y 4¢-en-1os horizontales. Halle . - .

el angulo total que el eje gira.

.. Eje eliptico delgado y con torsién distribuida. Un eje cilindrico eliptico, delgado, de longitud /=504, semi-
ejes a y 2a en la linea media, espesor ¢ = a/20 y:médulo de Young en cortante G, tiene uno de sus extremos em-

potrado en una pared rigida y libre el otro; ademas, esta sometido en su superficie a un momento torsor distribui-
do por unidad de longitud, #(x), cuya intensidad varja:linealmente desde cero en el extremo empotrado hasta £, en

el otro. Halle la tensidn cortante maxima en el eje, el dngulo total que gira el extremo libre de este y la enérgia po- i

tencial de torsion que acumula.

Eje tronconico delgado. Un eje delgado, de espesor ¢, sometido.al rhomento torsor Ty, tiene la forma de un tron-

co de cono, de longitud / y radios R, y R; en las bases. Si el modulo del material del eje es G, halle,el angulo al-
rado entre las bases del mismo. .

Eje troncopiramidal delgado. Un eje delgado, de espesor 1, sometido al momento torsor Ty, tiene la forma de
un tronco de piramide de seccion cuadrada, de longitud / y lados ay b en las bases. Si el mddulo del material del
eje es G, halle el dngulo girado entre las bases del mismo.

Eje troncopiramidal delgado. Un eje delgado, de €Spesor I, sometldo al momento: torsor T,, tiene-la’ forma de.
un tronco de pirdmide de seccién cuadrada, de longitud 50a y lados a y 2a en las bases. Si el médulo del material,



http:apropiadameI).te










































































































76

14.Viga empotrada y apoyada, con carga triangular. Una viga, AB, de longitud / e inercia EI, esti em-
potrada a una pared rigida en el punto A, donde x=0, y apoyada en un patin en el punto B, donde
- x=1/; la viga soporta una fuerza distribuida, de intensidad p(x) y dirigida hacia abajo, que varfa lineal-

mente desde A, donde la intensidad es pg, hasta 0 en el punto B, Halle las reacciones, los momentos po-
sitivo y negativo maximos, y, en el punto medio de la viga, la deflexién y pendiente de la eléstica.

15.Viga con tres apoyos, soporta fuerza repartida. Una viga, ABC, de longitud 3/, estd apoyada en una
articulacién en A, donde x = 0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x =1/, y en C, donde x=3/; la

viga soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad p,, dirigida hacia
abajo. Halle las reacciones en los tres apoyos, dibuje, con todos los detalles, 10os diagramas de fuerza
cortante y momento flector, y calcule la pendiente de la elastica en el apoyo B.

16.Viga con tres apoyos, soporta fuerza repartida, Una viga, ABC, de longitud 2/, tensiones admisibles,
normal y cortante, g, y ,, y seccion recta rectangular, de base b y altura 2b, esté apoyada en una articu-
lacién en A, donde x =0, y en apoyos de patin en B, donde x =1/, y en C, donde x =2I/; sobre la viga
obra una carga uniformemente repartida, de intensidad p, y dirigida hacia abajo, que se extiende desde
A hasta B. Si /=2 [m], p, =20.000[N/m]y o, =37, =30 [MPa], halle las reacciones en los apoyos,
los valores maximos, en valor absoluto, de la fuerza cortante y el momento flector, y el valor minimo
que puede tomar b.

17.Viga con tres apoyos, soporta fucrza repartida. Una viga, ABC, de longitud 3/ y cuya seccidn recta es
un rectangulo, de base b y altura 2b, estd apoyada en una articulacién en A, donde x=0, y en sendos
apoyos de bolita, en x=1/ y en x= 3/ Si la viga soporta una carga uniformemente repartida en toda su
longitud, de intensidad py y dirigida hacia abajo, halle las reacciones, dibuje los diagramas de fuerza
cortante y momento flector, con todos sus detalles, y calcule ¢l minimo valor de & cuando las tensiones
admisibles normal y cortante del material son o, =37, = g,.

18.Viga con tres apoyos, soporta fuerzas repartidas. Una viga, ABC, de longitud 3/, tensiones admisi-
bles, normal y cortante, o,, y 7,, y seccion recta rectangular, de base b y altura 2b, esta apoyada en una
articulacion en A, donde x =0, y en apoyos de patin en B, donde x =/, y en C, donde x =2/, sobre la
viga obran dos cargas uniformemente repartidas, de intensidades py y 2p,, dirigidas hacia abajo, que se
extienden, respectivamente, desde A hasta B y desde B hasta C. Si /=2 [m], p,=10.000[N/m],
o, =200 [MPa] y r =70 [MPa], halle los valores miximos, en valor absoluto, de la fuerza cortante y

el momento flector, y el valor minimo que puede tomar b.

19.Viga con tres apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABCD, de longitud 3/, esta
apoyada en una articulacion en A, dondex = 0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x=1, y en D,
donde x = 3/; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad po, y
una fuerza concentrada, F, = 2p,/, aplicada en el punto C, donde x=2/, ambas dirigidas hacia abajo.
Halle las reacciones en los tres apoyos y la eldstica en el punto C, y dibuje, con todos los detalles, los
diagramas de fuerza cortante y momento flector,

20.Viga con tres apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartidas. Una viga, ABCD, de longitud 6/,
estd apoyada en una articulacién en A, dondex =0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x =4/, y
en D, donde x = 0/; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad
2py, otra fuerza uniformemente repartida desde B hasta C, de intensidad pg, y una fuerza concentrada,
F, = 3p,l, aplicada en C, donde x =5/, todas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los tres apo-

yos y dibuje, con todos los detalles, los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

21.Viga con tres apoyos, soporta carga triangular. Una viga, ABC, de longitud 3/, estd apoyada en'una .
articulacion en A, donde x =0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x =/, yen C, donde x=3/; Ia

s
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viga soporta una fuerza uniformemente variada en toda su longitud, de intensidad p, en A y —py en C.
Halle las reacciones en los tres apoyos y la pendiente de la elastica en C; dibuje, con todos los detalles,
los diagramas de fuerza cortante y momento flector y, si la seccién es circular y de radio R, calcule el
radio minimo cuando la tensién normal admisible es o,.

22.Viga con tres apoyos, de inercia variable, soporta fuerzas repartidas. Un viga, ABC, estd apoyada
en una articulacién en A, donde x=0, y en patines en B, donde x=/, y C, donde x=2,5/;1a viga so-
porta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad po, que se.extiende desde A hasta B, tramo en el
cual la inercia de la viga es E/, y otra fuerza uniformemente repartida, de intensidad 2p,, que se extiende
desde B hasta C, tramo en el cual la inercia de la viga es 2E/ Halle las reacciones en los apoyos y el
momento flector interno en el apoyo intermedio. 7

23.Viga con tres apoyos y dos voladizos, seporta fuerza repartida. Una viga, ABCDE, de longitud
L =21+2a e inercia El, esta apoyada en una articulacién en B, donde x = a, y en sendos apoyos de bo-
lita en C, donde x =/+a, y en D, donde x = 2/+a; los extremos A y D estén en voladizo. Si la viga so-
porta una carga uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad p, y dirigida hacia abajo,
halle la razén entre a/l para que sean iguales las reacciones en los tres apoyos y la deflexion de la elasti-
ca en los extremos A y E.

24.Vigas apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, ABC, de longitud 2/ e inercia £/,
esta simplemente apoyadas en sus extremos A y C, y soporta en su punto medio B, recostada perpendi-
cularmente sobre aquélla, a la viga DBE, de longitud 2b e inercia EJ, que se apoya, ademads, en una arti-
culacién en D y en un apoyo de bolita en su extremo E; en B y sobre la viga DBE obra una fuerza F, di-
rigida hacia abajo. 8i /=3 [m], b=4[m] y F, =2.000 [N], halle las rcacciones en los cuatro apoyos.

25.Vigas apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Dos vigas del mismo material se cruzan en
angulo recto y estdn en contacto en su punto medio. La viga superior, la 1, simplemente apoyada en sus
exlremos, tiene seccién recta rectangular, de base 4 = 0,050 [m] y altura 4, = 0,200 [m], y una luz de

l, =3 [m]; la viga inferior, la 2, también apoyada simplemente en sus extremos, tiene seccién recta rec-
tangular, de base b, = 0,080 [m] y altura A, = 0,200 [m], y una luz de /, = 4 [m]. Si en el punto de con-
tacto de las vigas obra una fuerza F =10.000 [N], halle la tensién normal maxima en cada viga.

26.Vigas apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, EBF, de longitud 2b e inercia Ef,
esta simplemente apoyada en sus extremos E y F, y soporta en su punto medio B, recostada perpendicu-
larmente sobre aquélla, a la viga ABCD, de longitud 3/ e inercia £/, que se apoya, ademds, en una arti-
culacion en D y tiene libre su extremo A; la longitud AB es /, la de BD es 2/'y en A obra una fuerza, F,,
dirigida hacia abajo. Halle el valor de b para el cual la deflexion del punto C, equidistante de B y D, sea
0 y lo que baja el punto A.

27.Vigas empotradas y apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, AB, de longitud / e
inercia El, estd empotrada en A a una pared rigida y apoyada en B, mediante una bolita, en la viga BC,
de longitud ! e inercia El, que esta empotrada en C a otra pared rigida, paralela a la primera; una fuerza
concentrada, Fy, dirigida hacia abajo, se aplica sobre la viga AB en el punto B, donde se encuentran las
vigas. Halle las reacciones en los apoyos y lo que baja el punto B.

28.Vigas cmpotradas y apoyadas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, AB, de longitud 3/ e
inercia Ef, estd empotrada en A a una pared rigida y sirve de apoyo en B, mediante una bolita, a la viga
BCD, de longitud 2/ e inercia Ef, que estd empotrada en D a otra pared rigida, paralela a la primera; una
fuerza concentrada, Fy, dirigida hacia abajo, se aplica sobre la viga BCD en el punto C, ubicado en el
punto medio de la misma. Halle las reacciones en los apoyos y lo que baja el punto B.
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29. Vigas empotradas y apoyadas entre si, soportan fuerza repartida. Una vigz; horizontal, AB, de longitud

/= 0,40 [m], se empotra en A a una pared rigida y su extremo B se encuentra por encima del punto C, a la dis--
tancia vertical 4,=0,0012 [m], de la viga horizontal CD, de longitud /, = 0,25 [m], que estd empotradaen D a
otra pared rigida, paralela a la primera. Si las vigas son del mismo material, de médulo £ = 105 [GPa], y las sec-
ciones rectas son cuadradas e iguales, de lado b= 0,050 [m}, y una fuerza uniformemente repartida, de intensi-
dad p, y dirigida hacia abajo, se aplica desde A hasta B, halle el valor de p, para el cual la deflexién vertical del
punto Ces v, = 0,0015 [m]. -

30. Vigas empotradas y articuladas entre si, soportan fuerza concentrada. Una viga, AB, de longitud / e inercia

El, estd empotrada en A a una pared rigida y en B se articula a la viga BCD, de longitud 2/ e inercia EI, que esta
empotrada en D a otra pared rigida, paralela a la primera; una fuerza concentrada, F,, dirigida hacia abajo, se
aplica sobre la viga BCD en el punto C, ubicado en el punto medio de la misma. Halle las reacciones en los apo-
yos y lo que baja el punto B. '

10.8 Vigas hiperestiticas con dos redundancias

1.

L

Viga empotrada y con dos apoyos, soporta fuerza repartida. Una viga, ABC, de longitud 2/ e inercia £I, estd
empotrada en A, donde x =0, y apoyada en patines en B, donde x =/, yen C, donde x = 2/; la viga soporta una
fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad p,, dirigida hacia abajo. Halle las reacciones y
dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

Viga empotrada y con dos apoyos, soporta fuerzas repartidas. Una viga, ABC, de longitud 2/, se empotra en
A, donde x =0, y se apoya en patines en B, donde x =/, y en C, donde x = 2/; sobre la viga obra una fuerza
uniformemente repartida, de intensidad 2p,, que se extiende desde A hasta B, y otra fuerza semejante, de intensi-
dad py, que va desde B hasta C, ambas dirigidas hacia abajo. Halle los diagramas completos de V' y M, con sus
puntos de valores criticos, y Ia eldstica en el punto B,

. Viga empotrada y con dos apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABCDE, de longitud

5! e inercia £/, se apoya en patines en A, donde x=0, y en C, donde x = 3/, y se empotra a una pared en E, don-
de x =5/, la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad py, que se extiende desde A hasta D,
y uma fucrza concentrada, 2py/, aplicada en B, donde x =1/, ambas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones y
dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

Viga empotrada y con dos apoyos, soporta fuerzas concentradas y repartidas, Una viga, ABCDE, de longi-
tud 5/ e inercia El, esta empotrada en A, donde x =0, y apoyada en patines en C, donde x =3/, y en E, donde

x = 4/, la viga soporta dos fuerzas uniformemente repartidas, de intensidades po y 2pq, que se extienden, respecti-
vamente, desde A hasta C y desde C hasta E, y dos fuerzas concentradas, F, =3p, y F, = 2p,/, aplicadas, respec-
tivamente, en B, donde x =/, y en D, donde x =4/, todas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones y dibuje,
con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

. Yiga empotrada, con dos apoyos y un voladizo, soporta fuerzas repartidas. Una viga, ABCD, de longitud 6/,

esta empotrada en A, donde x =0, apoyada en patines en el punto B, donde x =3/, yen C, donde x =5/, yel
extremo D, donde x = 6/, estd en voladizo; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad py,
que se extiende desde A hasta B, y otra fuerza semejante, de intensidad 2p,, que se extiende desde B hasta D, am-
bas dirigidas hacia abajo. Halle los diagramas completos de ¥y M, con sus puntos de valores criticos.

Viga en cuatro apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABC]jE,_ de longitud 3/, estd
apoyada en una articulacién en A, donde x =0, y en sendos apoyos de bolita en B, donde x =/, en C, donde
x =2/, yenE, donde x = 3/; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad

Po, y una fuerza concentradas F, = p,J, aplicada en D, donde x = 2,75/, todas dirigidas hacia abajo. Halle las re-
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acciones en los cuatro apoyos y dibuje, con todos los detalles, los diagramas de cizalladura y momento flector.

"

-

Viga con cuatro apoyos, soporta fuerzas concentradas y repartida. Una viga, ABCDEF, de longitud 10/, se
apoya en una articulacién en A, donde x = 0, y en apoyos de bolita en C, donde x =2/, en D, donde x = 6/, y

en F, donde x =10/, la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde C hasta D, de intensidad p, y
sendas fuerzas concentradas, F, =2pl, aplicadas en B, donde x =/, y en E, donde x = 8/, todas dirigidas hacia
abajo. Halle las reacciones y el momento flector méximo,

..
-

8. Viga en cuatro apoyos, soporta fuerzas concentradas y repartida. Una viga, ABCDEFG, de longitud 3/, est4
apoyada en una articulacién en A, donde x = 0, y en sendos apoyos de bolita en C, donde x =/, en F, donde
x=2l, yen G, donde x = 3/, la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde F hasta G, de intensidad
Do, ¥ sendas fuerzas concentradas, F, = p/, aplicadas en B, donde x = 0,5/, en D, donde x = 4//3,y enE, don-
de x = 5//3,todas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los cuatro apoyos y el momento flector maximo.

9. Viga en cuatro apoyos, soporta fuerzas concentradas y repartidas. Una viga, ABCDEF, de longitud 3/, esta
apoyada en una articulacion en A, donde se x = 0, y en sendos apoyos de bolita en C, donde x =/, en D, donde
x =2/, yenF, donde x = 3/; la viga soporta una firerza uniformemente repartida desde C hasta D, de intensidad
Po, otra, de intensidad 2p,, desde D hasta B, y sendas fuerzas concentradas, F, =2p,/, aplicadas en B, donde

x=0,25/, y en E, donde x = 8//3,todas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los cuatro apoyos y el
momento flector maximo.

10. Viga doblemente empotrada, soporta fuerza concentrada. Una viga, ABC, de longitud / e inercia £17, estd
empotrada a paredes rigidas en los extremos A y C; en el punto B, donde x = //3, obra una fuerza concentrada,
Fy, dirigida hacia abajo. Halle reacciones y dibuje los diagramas de V'y M.

11.Viga doblemente empotrada, soporta fuerza concentrada, Una viga, de longitud 3/ y médulo de Young E,
tensiones admisibles, normal y cortante, a;, y 7, y seccidn recta circular, de radio R, estd empotrada entre dos pa-
redes rigidas y sometida a una fuerza, Fy, dirigida hacia abajo y aplicada en un punto que dista / de una de las pa-
redes. Si /=1[m], £ =20.000[N/m] yo, =37, =100 [MPa], halle las reacciones, dibuje los diagramas de
cizalladura y momento flector, calcule la elastica y su pendiente en el punto donde se aplica la fuerza concentrada
y, usando la teoria de Tresca, el valor minimo que puede tomar R,

12.Viga doblemente empotrada, soporta fuerzas concentradas. Una viga, ABCD, de longitud 3/ e inercia £/, se
empolra a paredes rigidas en los extremos A y D; en B, donde x = /, obra una fuerza concentrada Fj, y en el pun-
to C, donde x =2/, actiia otra fuerza concentrada 2Fy, ambas dirigidas hacia abajo. Halle las reacciones en los
apoyos y dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

13.Viga doblemente empotrada, soporta fuerzas concentradas. Una viga, ABCD, de longitud / ¢ inercia EI, se
empotra a paredes rigidas en los extremos A y D; en el punto B, donde x = a, obra una fuerza concentrada, Fy, y

en el punto C, donde x = /- a, olra fuerza concentrada, F,, ambas dirigidas hacia abajo. Halle la razén F/F, si
se sabe que en el punto B el momento flector interno de la viga es cero.

14.Viga doblemente empotrada soporta momento concentrado. Una viga, AB, de longitud / e inercia EI, estd
empotrada a paredes rigidas en los extremos A y B; en el punto medio de la viga obra un momento flector positi-
vo My. Halle las reacciones en los empotramientos.

15. Viga doblemente empotrada, soporta fuerza repartida. Una viga AB, de longitud / e inercia £/, se empotra a
paredes rigidas en A y B; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida desde A hasta B, de intensidad p,

dirigida hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

16. Viga doblemente empotrada, soporta fuerza repartida. Una viga, de longitud / y médulo de Y oung E, tensio-
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’ nes admisibles, normal y cortante, o, y %, y seccion recta rectangular, de base b y altura 25, estd empotrada entre
[ . . . . M

dos paredes rigidas y sometida a una carga uniformemente repartida, de intensidad po,. Si /=3 [m], '
P, =30000 [N/m] y o, =47, =200 [MPa], halle el valor para 4. '

17, Viga doblemente empotrada, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABC, de longitud 2/ e iner-
cia L1, estd empolrada a paredes rigidas en los extremos A y C; la viga soporta una fuerza uniformemente reparti-
da en toda su longitud, de intensidad pg, y en el punto B, donde x =/, obra una fuerza concentrada, F, = 2p,/,
ambas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de 'y M.

: ‘ ' 18.Viga doblemente empotrada, soporta fuerzas concentrada y repartida. Una viga, ABC, de longitud 5/ ¢ iner-
| cia £/, estd empotrada a paredes rigidas en los extremos A y C; la viga soporta una fuerza uniformemente reparti-
1 T{ . . ) da, de intensidad p,, desde A hasta B, donde x =2/, y en el punto B, obra, ademds, una fuerza concentrada,
A . F, =3p,l, ambas dirigidas hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V' y M, y calcule la de-
3} C ¢ flexion de la eldstica y su pendiente en el punto C.

: ' 19. Viga doblemente empotrada, soporta ca;ga triangular Una viga, AB, de longitud / e inercia El, esti empotra-
H . _ da a paredes rigidas en los extremos A y B; la viga soporta una fuerza distribuida, uniformemente variada y diri-
ti\} . gida hacia abajo, que varia linealmente desde A, donde la intensidad es 0, hasta B, donde la intensidad es po.

Halle las reacciones, los momentos positivo y negativo méximos, y, en el punto medio de la viga, la deflexién y
pendiente de la elastica.

20. Viga doblemente empotrada, soporta carga senoidal Una viga, AB, de longitud / e inercia EJ, estd empotrada a
paredes rigidas en los extremos A y B; Ia viga soporta la fuerza distribuida p = p, sen(rrx/ I), dirigida hacia aba-

3 jo. Halle las reacciones, el momento maximo y los maximos valores de la elastica y de su pendiente.
?| i .

1

| . . . 7 .
1 10.9 Vigas hiperestiticas con mas de dos redundancias
e

k|

, 1. Viga doblemeunte empotrada y con un apoyo, soperta fuerza repartida. Una viga, ABC, de longitud 3/ e iner-
i o ‘ cia El, estd empotrada a paredes rigidas en los extremos A y C, y apoyada en un patin en el punto B, el cual dista /
' de una pared; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida en toda su longitud, de intensidad p,, dirigida
b ‘ hacia abajo. Dibuje, con todos los detalles, los diagramas de V'y M.

r v 2. Viga doblemente empotrada y con dos apoyos, soporta fuerzas concentrada y repartida, Una viga, ABCD,
L : de longitud 3/ e inercia £1, est empotrada en A, donde x=0, y D, donde x = 3/, y apoyada en patines en B,

donde x =1/, y C, donde x=2/; la viga soporta una fuerza uniformemente repartida, de intensidad pq, desde A
hasta D, y una fuerza concentrada en su punto medio, F = p,/, ambas dirigidas hacia abajo. Halle los diagramas
completos de V' 'y M, con sus puntos de valores criticos.

10.10 Diseiio al limite de vigas.

1. Viga elastoplastica empotrada, apoyada y con un voladizo, soporta fuerzas concentradas. Una viga elasto-
plastica ideal, ABCD, de longitud 3/ y momento plastico de la seccion Mp, estd empotrada en A, donde x=0, y

apoyada en un patin en C, donde x = 2/, mientras que su extremo D, donde x = 3/, estd en voladizo; en B, don-

de x =/, obra la fuerza Fy y en D la fuerza Fy/3, ambas dirigidas hacia abajo. Halle el valor de F, que produce la
falla.

2. Viga elastoplistica empotrada, apoyada y con un voladizo, soporta fuerzas concentradas. Una viga elasto-
plastica ideal, ABCD, de longitud 3/ y momento pléstico de la seccién Mp, estd empotrada en A, donde x=0, y

apoyada en un patin en C, donde x = 2/, mientras que su extremo D, donde x = 3/, esta en voladizo; en B, don-
de x =/, obra la fuerza Fy y en el D la fuerza oy, ambas dirigidas hacia abajo. Halle el ¢ para el cual el valor de

7
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la carga limite, Fo, es un maximo y calcule ese maximo.

Viga rectangular elastoplistica con en tres apoyos, soporta fuerza repartida, Una viga elastoplastica ideal,
ABC, de longitud 2/, seccién recta rectangular, de base b y altura 25, médulo de Young E y tensién de cedencia
0y, estd apoyada en una articulacién en A, donde x =0, y en apoyos de patin en B, donde x =/, y en C, donde

x = 21; sobre la viga obra una carga uniformemente repartida, de intensidad Poy dirigida hacia abajo, que se ex-
tiende desde A hasta C. Halle el valor de Po que produce la falla

.

.
-

Viga elastoplastica doblemente empotrada, soporta fuerza repartida. Una viga elastoplastica ideal, AB, de

longitud / y momento pléstico de Ia seccién Mp, estd empotrada en sus extremos y soporta una fuerza uniforme-

mente repartida en toda su longitud, de intensidad Ppo. Halle el valor de pg que produce Ia falla.

Viga elastoplistica en I doblemente empotrada, soporta fuerza repartida. Una viga elastoplstica ideal, AB,
de longitud / y tensién de cedencia oy, esta empotrada en sus extremos y soporta una fuerza uniformemente re-
partida en toda su longitud, de intensidad Po; la seccién recta de la viga es una I, cuyas alma y aletas son rectan-
gulos iguales, de base b y grueso ¢. Si /=.1,50 [m], b=0,075[m], +=0,010 [m] y o, = 270 [MPa], halle el
momento pldstico que puede desarrollar la seccidn y el valor de p, que produce la falla.
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CAPITULO 11

TEORIA ELEMENTAL DE LA ESTABILIDAD

11.1 Columnas en voladizo -

1. Deduecién de la carga critica, Deducir, mediante la solucién de la ecuacién diferencial, la

[

carga critica de pandeo de una columna, de longitud / e inercia EJ, empotrada en un extremo y
que tiene libre el otro, cuando soporta una fuerza de compresién P,

Longitud de una columna en voladizo. Halle la longitud mdxima permisible de una columna
tubular de acero, empotrada en la base y libre en el extremo superior, donde soporta la fuerza
de compresion P =400 [kN]. El radio medio de la columna es R = 0,08 [m], el espesor de la pa-

red 7= 0,008 [m], el médulo de Young E =210 [GPa] y la tensién de cedencia o, = 290 [MPa].

Altura méaxima de un tanque elevado. Untanque elevado estd soportado por una columna tu-
bular de acero, de longitud /, radio interior R, =0,0641[m] y radio exterior R, = 0,0706 [m], que

se encuentra empotrada en un piso rigido. Si el tanque pesa W =250.000 [N] y en el acero de la
columna, £ =200 [GPa] y o, = 250 [MPa], halle la altura mixima que puede tener la columna.

Radiodelacolumna quesoportaun tanque elevado. Un tanque elevado estd soportado por
una columna tubular de acero, de longitud /= 9 [m], radio en la linea media R =0,15[m] y espe-

sor ¢=0,0085[m], que se encuentra empotrada en un piso rigido. Halle el méximo peso que el
tanque puede tener si, en el acero de la columna, E=200[GPa] y o, = 350 [MPa].

11.2 Columnas biarticuladas isostaticas

Deduccion de la carga critica. Deducir, al resolver la ecuacidén diferencial, la carga critica de
pandeo de una columna biarticulada, de longitud / e inercia E, que soporta una fuerza de com-
presion P.

Columna rectangular de acero. Una columna biarticulada de acero, de seccién rectangular y
lados ¢ y b=0,025 [m], soporta una fuerza de compresiéon P. Si /=11[m] y en el acero
o, =250 [MPa] y E =200 [GPa], halle el menor valor para a, cuando P =50.000 [N] y cuando
P =25.000 [N].

Columua tubular rectangular de acero. Una columna tubular rectangular de acero, de lados
h=10,060 [m] y h=0,080 [m], espesor ¢= 0,008 [m] y longitud efectiva [ = 3,0 [m], soporta una
fuerza de compresion P. Si £ =200 [GPa] y o, = 350 [MPa], halle el maximo valor admisible de
P. '

Tubo circular. El tubo AB es de longitud /, tiene un radio interior R, exterior 1,5R y su médulo
de Young es E; el tubo es vertical, esta articulado en su base B, y su extremo A, que soporta
una fuerza horizontal Fy, se sostiene en equilibrio, mediante el cable AC, del punto C en el pi-
so, el cual esta separado de B por la distancia horizontal /3. Si se supone que el tubo esté4 biar-
ticulado, halle ¢l valor minimo de R para que no falle por pandeo, en funcién de Fy, I y E.

'
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5. Tubo circular de acero. Encuentre el didmetro exterior requerido, d, para una columna tubular
de acero, de espesor (= 0,009 [m], articulada en ambos extremos, para soportar una fuerza axial

de compresién P =800.000 [N]; el material ticne E=200 [GPa] y o, =300 [MPa].

6. Tubo circular de acero. Una columna tubular de acero, de longitud /=3,5 [m], didmetro medio
d, espesor t=d/20 vy articulada en sus extremos, soporta una fuerza de compresion,
P =130.000 [N]. Si en el material o,=275[MPa] y E=200.[GPa], halle el valor minimo que
puede tener d.

7. Tubo circular de acero. Una columna tubular de acero, de longitud /, didmetro en la linea me-
dia, D =0,09 [m], espesor ¢=0,005[m] y articulada en ambos extremos, soporta una fuerza axial

de compresion, P. Si en el material o, =275 [MPa] y E =200 [GPa], halle el valor miximo que
puede tomar P cuando /=2,6 [m] y cuando /=4,7 [m].

8. Columna cuadrada d e aluminio. ijna columna biarticulada de aluminio 6061-T6, de longitud
/=0,5[m] y seccién cuadrada de lado a, soporta una fuerza axial de compresién
P =200.000 [N]. Halle el valor minimo que puede tomar a.

9. Columna tubular rectangular de aluminio. Una columna tubular rectangular de aluminio, de
lados 6=0,075[m] y /£ =0,150 [m], espesor {=0,006 [m] y longitud efectiva / = 1,5[m], soporta

la fuerza de compresion P. Halle el mayor valor de P si la aleacién es la 6061-T6 y cuando es
la 2014-T6.

10. Columna rectangular de madera. Una columna biarticulada de madera, de seccidn rectangular
y lados a=0,15[m] y b=0,20[m)], soporta una fuerza de compresién P. Si en el material
E =10[GPa] y en direccion de la fibra o, = 10 [MPa] halle el valor médximo que puede tomar P
cuando /=2 [m] y cuando /=4 [m].

11. Multiples tablas. Una columna rectangular de madera, de longitud efectiva [ =4 [m], se fabri-
ca clavando entre si, a lo largo de la longitud, varias tablas de seccién rectangular, de base
b=0,15[m] y espesor ¢= 0,025 [m]; en el material, E =12 [GPa] y la tensién admisible paralela a
lafibraes o' =10 [MPa]. Halle el nimero minimo de tablas que deben emplearse para soportar
una carga de compresion de 80.000 [N] o de 160,000 [N].

12. Tres columnas. Setienen tres columnas del mismo material y articuladas en sus e xtremos, de
iguales longitud / y area transversal 4; la primera es circular, cuadrada la segunda y en forma
de tridngulo equilatero la tercera. Si las columnas pueden pandearse en cualquier direccidn, de-
termine las razones Py: P;: P; de las cargas criticas para estas columnas.

13. Columna en I de madera. Una columna de madera y de seccién en I, la que se forma al clavar,
a lo largo de la longitud, tres tablas rectangulares, de base b= 0,140 [m] y espesor ¢= 0,038 [m],
tiene una longitud efectiva /, = 3,0 [m] y debe soportar una carga de compresién P. Si, en el ma-
terial, £=12[GPa] y en direccién de la fibra o, =10 [MPa], halle el valor miximo que puede
tomar P.

14, Cercha de dos barras. Las barras, AB y BC, de iguales material y seccié\n\recta, articuladas al
pisoenlosnodos A y C, que determinan una recta horizontal con la que la barra AB define el
angulo f, estan articuladas en el nodo B, en el cual se aplica una fuerza F, que produce compre-
sién en ambas barras, cuya linea de accién hace un dngulo € con la prolongacién de la linea AB;

\
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el 4ngulo & puede variar entre 0° y 90°. Si se supone que ambas barras se comportan como co-
lumnas largas biarticuladas, halle, en funcién de 6, el valor mdximo que F puede alcanzar; cal-
cule, ademas el respectivo valor de @si 8= 60°,

15. Cercha de dos barras rectangulares de acero. Las barras de acero, AB y BC, de iguales mate-

rial y seccion recta, la cual es rectangular de lados a y b, estdn articuladas al piso en los nodos
A(0, 0) [m] y C(3, 0) [m], que determinan una recta horizontal, y entre si en el nodo B(1,25,
1,50) [m], en el que se aplica una fuerza vertical y dirigida hacia abajo, F, que produce compre-
siéon en ambas barras. Si a=0,05[m] y b5=0,10[m], y, en el material, E=210[GPa] y

o, = 255 [MPa], halle el valor maximo que puede tomar F.

16. Estructura de barra circular de acero y cable. La barra, AB, es un tubo circular y horizontal

de acero, de longitud /=1,6 [m], radio R en la linea media, espesor ¢= 0,005 [m], modulo de
Young E =200 [GPa] y tension de cedencia o, = 250 [MPa]; estd articulada a la pared en el pun-

to A y sostenida en el punto B medjante un cable BC que se anuda a la misma pared y hace un
angulo a =60° con ella; en B obra una fuerza vertical dirigida hacia abajo, W =20.000 [m].

Hatlle el valor minimo de R.

17. Cercha de dos barras circulares de acero. Las barras de acero, AB y BC, de iguales material

y seccion recta, lacual escircular de radio R, estin articuladasalpisoenlosnodos A(0,0)y
C(3/,0), que determinan una recta horizontal, y entresienelnodoB(/,/),enel que se aplica
una fuerza vertical y dirigida hacia abajo, F, que produce compresion en ambas barras. Si
I=2[m], F=50.000[N]y, en el material, £=210[GPa] y o, = 300 [MPa], halle el valor minimo

que puede tomar R.

18. Cercha de dos barras cuadradas de aluminio. Las barras, AB y BC, de aluminio 6061-T6, de

iguales material y seccidn recta, la cual es cuadrada y de lado a, estdn articuladas al piso en los
nodos A(0, 0) y C(3/, 0), que determinan una recta horizontal, y entre si en el nodo B(2/, 1,5]),
en el que se aplica una fuerza vertical y dirigida hacia abajo, F, que produce compresiéon en
ambas barras. Si a=0,05[m] y /=1[m], halle el valor midximo que puede tomar F.

19. Cercha de dos barras circulares de aluminio. La barra, AC, es horizontal, de longitud

/=15[m], y la BC, oblicua, hace un dngulo a = 60° con la pared vertical que pasa por los pun-
tos A y B; en C obra una fuerza vertical dirigida hacia abajo, ¥ =100.000 [m]. Si las barras son

circulares y de aluminio, aleacién 2014-T6, y la tensidn admisible en tracciéon es
o, =193 [MPa], halle el radio de cada barra.

11.3 Columnas biarticuladas hiperestiticas

1.

2,

Cercha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, articulada al piso en
los puntos A (-0,5/,0),B(0,0) y C(0,5/, 0), esta formada por tres barras circulares articuladas
en el punto D(0, 0,867/), las cuales tienen iguales radio y material; ademas, en el punto D se

aplica la fuerza, —i/W. Suponiendo que las barras se comportan como columnas largas biarticu-

ladas, halle ¢l valor maximo que puede tomar W.

Cercha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, articulada al piso en
los puntos A(-a, 0), B(0, 0) y C(a, 0), esta formada por tres barras circulares articuladas en el
punto D(0, /), las cuales tienen iguales radio y material; ademds, en el punto D se aplica la

fuerza, —iW. Suponiendo que las barras se comportan como columnas largas biarticuladas,

halle el radio minimo que deben tener las barras.

3
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Cercha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, articulada al techo en el punto D(0, ) y
al piso en los puntos A(-0,707/, -0,7071) y B(0,7071, —0,707]), est4 formada por tres barras circulares de acero
articuladas en el punto C(0, 0), las cuales tienen iguales radio, longitud /=1[m], E=200[GPa]. vy

o, = 250 [MPa); ademids, en D se aplica la fuerza, W = —7;20.000 [N]. Halle, tomando en cuenta el pandeo y
la traccién y usando en este Gltimo caso un factor de seguridad n = 2, el radio minimo que deben tener las ba-
rras.

Cercha plana de tres barras circulares. Una armadura plana y vertical, con forma de tridngulo y apoyada en el
piso en las articulaciones A(-/, 0) y C(2/, 0), esta formada por tres barras circulares del mismo material, de mé-
dulo £ =200 [GPa] y o, = 250 [MPa], articuladas en sus extremos en los puntos A, C y B(0, J); las barras AB

y AC tienen radios iguales a R, = 0,015 [m], mientras que el de la BCes R, = 0,012 [m]. Si en B se aplica la
fuerza —iW , se supone que las barras comprimidas son largas y a ellas se aplica la relacién de Euler y que en las"
tres ¢l factor de seguridad es n = 2, halle el valor méximo que puede tomar W.

Cercha plana de cuatro barras circulares de acero. Una armadura plana y vertical articu-
lada a una pared vertical en los puntos (0, 0) y (0, 0,751), estd formada por cuatro barras
circulares de acero, de didmetro ¢ = 0,04 [m], articuladas en sus extremos. La primera barra

se extiende entre los puntos (0, 0) y (2/, 0); la segunda, entre (0, 0) y (/, 0,375]); 1a terce-
ra, entre (0, 1) y (/, 0,3751); la cuarta, entre (I, 0,3751) y (21, 0); y, ademds, la fuerza, —-i;F,
s¢ aplica a la armadura en el punto (2/,0). 8i /=12 [m], E=200[GPa], o, =200 [MPa] y se
toma en cuenta el pandeo y la traccidn, usando en este Gltimo caso un factor de seguridad
n =2, halle el valor miaximo que puede tomar F.

Cercha espacial de tres tubos circulares de acero. Tres tubos circulares ¢ idénticos de acero, de longitud
! = 3,5 [{m], radio en la linca media R = 0,07 [m] y espesor ¢, se articulan en el vértice D, que se encuentra a la

altura /= 2,5 [m] sobre el suelo, para sostener alli un peso ¥ = 60.000 [N], y a los nodos A, By C del piso,
en el que forman un tridngulo equilatero. Si en el material de los tubos o, =275 [MPa] y E =200 [GPa],

halle el espesor requerido de los tubos.

Cercha espacial de cuatro tubos circulares de acero. Cuatro tubos circulares e idénticos
deacero,delongitud /=3,5[m], radioenlalineamedia R=0,07[m] y espesort, se articu-

lan en el vértice G, que se encuentra a la altura s =2,5[m] sobre el suelo, para sostener alli
un peso W =60.000 [N], y a los nodos A, B, C y D del piso, en el que forman un cuadrado.
Si en el material de los tubos o, =275 [MPa]y E =200 [GPa], halle el espesorrequeridode

los tubos.

11.4 Columnas articulado empotradas

Deduccién de la carga critica. Deducir, mediante la solucién de la ecuacién diferencial, la carga critica de pan-
deo de una columna, de longitud / e inercia E/, empotrada en un extremo y que tiene articulado el otro, cuando
soporta una fuerza de compresion, P.

11.5 Columnas doblemente empotradas

1.

Deduceién de ln carga critica. Deducir, mediante la solucién de la ecuacién diferencial, la carga critica de pan-
deo de una columna empotrada en ambos extremos, de longitud / e inercia EJ, cuando soporta una fuerza de

compresion, P.
















SNow

8.
9.
10.
11

12.

BIBLIOGRAFIA.

BBeer, F. Py Johnston, L. R, Mechanics of Materials; Editorial Mc Graw Hill, New York, 1981,

Beer, 1. P.y Jolnston, B R, Vector Mechanics for li'ltginccl';v,'f_ Statics and Dynamics; Editorial Mc Graw Hill,
New York, 1962. R -

Cernica, J. N. Resistencia de Materiules; Compaiifa Editorial Continental, S. A., México, 1968.

Giere, J. N Mecanica de materiales; quinta edicion, Editorial Thomson Learning; México, 2002.

Gémez Perreta, C. Mecdunica Basica para Ingenieros; Editorial Dossat, S, A. Madrid, 1951.

Hibbeler, R. C. Mecdnica de Muteriales; Editorial Prentice-Hall Hispanoamericana, S. A., México, 1997,

Mott, R. L. Resistencia de Materiales; tercera edicion, Editorial Prentice-Hall Hispanoamericana, S. A., México,
1996. ‘

Nash, W. Strenght of Materials; Editorial Mc Graw Hill, Schaum’s Outline Series, New York, 1965.

Popov, E. P. Mecanica de solidos; Addison Wesley Longman, México, 2000.

Singer, F. y Pytel, A. Resistencia de Materiales; tercera edicion, Editorial Harla, México, 1980.

Timoshenko, S, P, y J. M. Gere. Mecanica de materiales; cuarta edicion, Editorial Thomson Learning, México,

1998,
Wittenbauer, F. Problemas de Mecdnica General y Aplicada; Editorial Labor, S. A., Madrid, 1958.




