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Resumen

La siguiente investigacién se enfoca en el modelado matematico de la transmisiéon y con-
trol de la enfermedad del dengue mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales. Inicialmente, se formula un modelo para representar mateméaticamente la trans-
mision de la enfermedad a la poblacién humana considerando los criaderos donde prolifera
el mosquito transmisor, las fases de evolucion del mosquito y la poblaciéon humana. El mo-
delo se formula mediante un sistema no lineal de 9 ecuaciones diferenciales en donde cada
ecuacion representa la variacion de cada subpoblacion. Para analizar el modelo propuesto se
hallan las soluciones de equilibrio y se hace un analisis de estabilidad a nivel local. Se reduce
el sistema a un modelo bidimensional al cual se le hace un analisis de estabilidad completo
tanto a nivel local como global. Se completa dicho analisis con un ajuste de las soluciones
del modelo propuesto a los datos reales tomados de la poblacion de Medellin para los anos
2010 y 2016, ésto debido a que en estos anos se presentaron la mayor cantidad de datos
registrados. Una vez hecho el ajuste se calcula la fuerza de infeccion, la cual determina el
riesgo que corre un individuo sano de ser infectado.

A partir del modelo propuesto se formula un sistema con 12 ecuaciones diferenciales el cual
representa la dinamica de transmision y control constante de la enfermedad. En este mo-
delo se aplica un control biolégico haciendo uso de la bacteria Wolbachia, la cual inhibe la
transmision del virus de un mosquito infectado a los humanos cuando éste esté contagiado
con la bacteria. Con el ajuste del modelo anterior y con datos hipotéticos para los parame-
tros usados en el planteamiento del modelo con control, se evaliian algunas alternativas de
control constante teniendo en cuenta el costo promedio de aplicar el control y el promedio
de mosquitos en el medio que no portan la bacteria, asi como los que son portadores de la
misma.

Finalmente, a partir del modelo bidimensional se formula un nuevo modelo con control bio-
logico, el cual se analiza desde dos puntos de vista. En el primero se plantea el sistema con
un control dependiente del tiempo y ligado a éste se formula una funcién que representa los
costos directos e indirectos de aplicar el control, dicho problema es optimizado haciendo uso
del principio del maximo de Pontryagin. En el segundo, se considera el control constante y
con él se formula un sistema no suave, en el cual se halla una bifurcacion local no suave de
condimensiéon 1 que determina la colision de puntos de equilibrio sobre la zona de conmu-
tacion. Dicha bifurcacion se presenta cuando se varia el parametro Ry, el cual representa el
Numero Bdasico de Reproduccion de la enfermedad del dengue.

Palabras clave: Dengue, Aedes aegypti, Wolbachia, Modelo matematico, Control biol6-

gico, sistema no suave.
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Abstract

The following research focuses on mathematical modelling of the transmission and control
of Dengue fever by means of systems of nonlinear ordinary differential equations. Initially, a
mathematical model is formulated to represent the transmission of the disease to the human
population considering breeding grounds where mosquito proliferates, the phases of evolu-
tion of the mosquito, and the human population. The model comprises a nonlinear system
of nine differential equations where each equation represents the variation of a single subpo-
pulation. To analyze the model, the equilibrium solutions are determined and local stability
analysis performed. The system is reduced to a two-dimensional model, the stability of which
is analysed both locally and globally. The analysis is completed by adjusting the model’s so-
lutions to fit real data taken from the population of Medellin between 2010 and 2016. These
dates being chosen because they represent the period during which the greatest volume of
data was recorded. Once thus adjusted, the force of infection is calculated which gives the
risk to a healthy individual of being infected.

Based on the original model, a system of twelve differential equations is formulated represen-
ting the dynamic transmission and constant control of the disease. In this model a biological
control is applied using the Wolbachia bacteria, which inhibits the transmission of virus from
an infected mosquito to humans. Using the configuration from the original model with the
addition of hypothetical data for the additional parameters in the constant control model,
various constant control plans are assessed taking into account the average cost of imple-
mentation and the average number of mosquitoes in the environment which do and do not
carry the bacteria.

Finally, a new model with biological control is developed from the original two-dimensional
model. This is considered from two viewpoints. Firstly, the system is endowed with a fun-
ction that varies over time and represents the level of control applied. In addition a function,
dependent on the level of control, is introduced that represents the direct and indirect costs
of applying that control. The system is optimised using Pontryagin’s maximum principle.
Secondly, we consider a constant control and derive a piecewise smooth dynamical system, in
which a non-smooth local bifurcation of codimension 1 that determines the collision of equi-
librium points on the discontinuity boundary. This bifurcation occurs when the parameter
Ry, which represents the Basic Reproduction Number of Dengue fever, is varied.

Keywords: Dengue, Aedes aegypti, Wolbachia, Mathematical model, Biological control,

piecewise smooth dynamical systems.
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Introduccién

El dengue es una enfermedad viral que se transmite a los humanos a través de la picadura de
mosquitos de la familia Aedes, en especial la especie aegypti y, de acuerdo a la Organizacion
Mundial de la Salud (OMS), es uno de los principales problemas de salud publica en el
mundo, debido a que es una enfermedad que se expresa de diferentes formas y esto hace
que se confunda con otras enfermedades similares, muchas de ellas causadas por el mismo
mosquito transmisor. Ademas, la creacion de nuevos serotipos en el medio y la difusién de
cepas en poblaciones que tienen un gran ntmero de personas susceptibles hacen que haya
nuevas epidemias [43].

Hasta el momento se han identificado cinco serotipos del virus, cada uno con una carac-
teristica en particular, lo cual puede variar los sintomas. Lamentablemente, no se cuenta
con una vacuna que brinde inmunidad contra todos los serotipos del virus, es por ello que
la tnica alternativa para controlar la enfermedad es la prevencion tomada por parte de las
personas hacia el mosquito, asi como la erradicaciéon del mismo para evitar las picaduras.
Se distinguen tres tipos o mecanismos de control: el control mecanico o preventivo, el cual
consiste en la utilizacion de mosquiteros y repelentes para protegerse de las picaduras del
mosquito transmisor; el control quimico, que utiliza elementos quimicos como insecticidas y
larvicidas para combatir al mosquito y, el control biologico, el cual utiliza otros seres vivos
para la depredacion o invasion del mosquito transmisor con el fin de disminuir o eliminar la
transmision del virus.

Un tipo de control biolégico que se esta utilizando en varios paises incluido Colombia, es el
uso de la bacteria Wolbachia, la cual es inyectada al mosquito en estado inmaduro (durante
su etapa de huevo) para que cuando llegue a su adultez, reduzca la capacidad de transmitir
el virus. Segiin el investigador Scott ONeill de la universidad de Monash (Australia) quien es
el lider de este proyecto a nivel mundial, el control por medio de la bacteria podria detener la
propagacion del virus a un costo relativamente bajo y, se espera que en el medio, la poblacién
de mosquitos con Wolbachia sea mayor a la poblaciéon de mosquitos sin la bacteria, lo cual
se ha corroborado a nivel de laboratorio.

Los modelos matematicos son una herramienta muy importante para el estudio de fenémenos
naturales, ya que éstos muestran el comportamiento de una situacion real y ayudan a la toma
de decisiones si se desea hacer una intervenciéon en su comportamiento. En particular, los
modelos mateméticos en epidemiologia pueden llegar a ser ttiles para las entidades de salud



Lista de Tablas 3

para realizar algunas predicciones y tomar decisiones a la hora de aplicar un control. Dentro
de algunos modelos epidemiol6gicos podemos encontrar los de tipo SIR que consisten en con-
siderar a la poblacion dividida en Susceptibles (que pueden llegar a contraer la enfermedad),
Infectados (que pueden transmitir la enfermedad) y Recuperados (que han sido infectados,
pero ya presentan inmunidad temporal o permanente), del tipo SI (Susceptible - Infectado),
entre otros. La intension de la presente investigacion es el modelado de la transmision del
virus que ocasiona la enfermedad del dengue mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal, el cual se ajusta a los datos reales de casos reportados para la ciudad de
Medellin, Colombia, para luego aplicar un control biolégico utilizando la bacteria Wolbachia
con el objetivo de disminuir la cantidad de personas infectadas.

El desarrollo de este trabajo comprende cuatro capitulos: en el primer capitulo se presenta
una breve descripcion de la enfermedad del dengue, el mosquito transmisor y los mecanismos
de control, en particular el control biol6gico utilizando la bacteria Wolbachia. Estos concep-
tos ayudardn a comprender mucho mejor el planteamiento de los modelos, los cuales son
planteados partiendo de algunos supuestos que se tuvieron en cuenta.

En el segundo capitulo, se plantea un modelo matematico en base a un sistema de 9 ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no lineal que representa la transmision de la enfermedad, el cual
se subdivide en tres sistemas: un sistema para los diferentes tipos de criaderos del mosquito
que se forman en el medio, como son, las llantas de automoviles que son abandonadas, baldes
a la intemperie que se encuentran en las casas y canales de agua lluvia; otro sistema para el
crecimiento poblacional del mosquito teniendo en cuenta el estado inmaduro y, en el estado
adulto, haciendo distinciéon entre machos y hembras; y un tercer sistema para la dinamica de
transmision del virus a la poblacién humana considerando el estado Susceptible, Infectado
y Recuperado. Se realiza un anélisis de estabilidad a nivel local sobre las soluciones de equi-
librio de cada sistema y utilizando la teoria propuesta por Castillo-Chavez C. y Horst T. en
[¥], se reduce a un sistema bidimensional no lineal. A este modelo se le hallan sus soluciones
de equilibrio y se hace un analisis de estabilidad completo, tanto a nivel local como global. Se
ajustan las soluciones tanto del modelo bidimensional como el de 9 ecuaciones diferenciales
a datos reales tomados de la poblacién de Medellin para los anos 2010 y 2016, ésto debido
a que en estos anos se registraron la mayor cantidad de personas infectadas. Dicho ajuste
permite hallar la fuerza de infeccion de la enfermedad para la poblacion, la cual es repre-
sentada graficamente. Al final se presentan algunas conclusiones del capitulo que se enfocan
en la aplicacion de estos conceptos matematicos en el entorno real. Estas conclusiones estan
enfocadas hacia aquellos lectores que no son matemaéticos.

En el tercer capitulo, se plantea un sistema de 12 ecuaciones diferenciales no lineal que
representa la dinamica de transmision y control de la enfermedad con el uso de la bacteria
Wolbachia. Dicho modelo es obtenido a partir de las 9 ecuaciones diferenciales dadas en el
segundo capitulo, pero adicionando al mismo tres variables que representan la poblacion
del mosquito inmaduros y maduros (machos y hembras) que portan la bacteria Wolbachia.
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Con el modelo con control propuesto se plantean estrategias de control (constante) con los
datos de la poblacion de Medellin para los anos 2010 y 2016, mostrando como indicadores
el costo de aplicar el control y el nimero promedio de mosquitos sin y con Wolbachia en el
medio. Posteriormente, se incorpora al modelo bidimensional un control que determina la
eficiencia del control biol6gico y a partir de éste se plantea y resuelve un problema de control
6ptimo mediante el método del maximo de Pontryagin. Finalmente, se plantea un sistema no
suave a partir del modelo bidimensional con control (constante) y se analizan las soluciones
numéricas del sistema encontrando una bifurcaciéon no suave a nivel local de codimension
1. Al final se presentan algunas conclusiones del capitulo que se enfocan en la aplicacién de
los controles en la problemaética que tiene la enfermedad en el medio, que al igual que en el
capitulo anterior, estas conclusiones estan enfocadas hacia lectores que no son matematicos.

Por tltimo, en el cuarto capitulo se presentan las conclusiones generales del trabajo resal-
tando los resultados principales de la investigacion. Ademés se describe el cumplimiento
de cada uno de los objetivos especificos que dieron lugar al objetivo general: “formular y
analizar modelos matematicos basados en sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales
ordinarias que describan la dinamica de transmisién y control biolégico de la enfermedad
del dengue”, el cual fue planteado en la propuesta de investigacion. Finalmente, se presentan
algunos trabajos a futuro que se pueden generar a partir de este tema o del desarrollo de la
investigacion.



1 Aspectos epidemioldgicos

El Dengue es una enfermedad ocasionada por un virus (DENV) de la familia Flaviviridae, el
cual es transmitido a los humanos a través de la picadura de mosquitos de familia Aedes en
particular la especie aegypti [A0]. Su ciclo de transmision inicia cuando un mosquito infectado
del virus pica a una persona sana, la cual después de un periodo muy corto puede transmitir
el virus cuando un mosquito sano la pica y de esta manera se repite el proceso.

El virus DENV tiene cinco serotipos: DENV-1, DENV-2, DENV-3, DENV-4 y DENV-5.
Cuando una persona se recupera de un serotipo adquiere inmunidad permanente contra este
serotipo, pero solo temporal para los otros cuatro restantes [40].

Clinicamente se han encontrado dos tipos de dengue: clasico (DC) y hemorragico (DH). El
DC se caracteriza por presentar en la persona enferma sintomas como brotes en la piel,
episodios de fiebre que pueden llegar a ser muy altos y dolores en cabeza, abdomen y ar-
ticulaciones. El DH es mucho més severo, ya que a parte de los sintomas del DC presenta
somnolencia y pequenas hemorragias en la piel y algunas veces sangrado en encias y estomago
[@2].

1.1. Caracteristicas del mosquito transmisor

El mosquito Aedes aegypti es de corto vuelo, permaneciendo cerca de las zonas urbanas. Se
cria en zonas tropicales hiimedas por debajo de los 1800 metros sobre el nivel del mar. El
virus del dengue es transmitido a los humanos tnicamente por los mosquitos hembra, ya
que son las tnicas que pican con el objetivo de madurar sus huevecillos y recolectar fuentes
de energia alternas. Por su parte, los mosquitos machos solo se alimentan del néctar de las
plantas [14].

El ciclo de vida del Aedes aegypti comprende dos fases: la acuatica y la aérea. En la primera
hay tres estados: el huevo, la larva (con cuatro etapas evolutivas) y la pupa; y la segunda
comprende el mosquito adulto. A la fase acuética también se le llama fase inmadura y a la
aérea, fase madura, como se ilustra en la Figura I=1 [I4, 40]|.

Cada huevo mide cerca de un milimetro de longitud, por lo que cada hembra en sus ovoposi-
ciones deposita entre 100 y 500 huevecillos sobre las paredes de criaderos que contienen agua.
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Cicle bislbgico
del Aedes aegypti Lﬂ
rva

Figura 1-1: Ciclo de vida Aedes aegypti |[www.aquiaculla.blogspot.com.co|

Asi, en ambientes 6ptimos de humedad y temperatura, estos huevos pasan a la fase larval en
aproximadamente 48 horas, de lo contrario, son muy resistentes y se adaptan facilmente a
la sequedad y a temperaturas bajas para eclosionar cuando mejoren las condiciones |4, 47|

Por su parte, las larvas se alimentan de la materia organica que se almacena en los criaderos,
pasando por sus cuatro estados para luego convertirse en pupa, estado en el cual permanecen
de 2 a 3 dias flotando en la superficie del agua en los periodos de inactividad y cambiando de
color (de café claro a negro) al final de la fase, se convierten en mosquito adulto. En total,
el estado inmaduro del mosquito tiene un tiempo promedio de duracion entre 10 y 13 dias,
mientras que el mosquito adulto tiene un periodo de vida aproximado de 2 a 3 semanas, pero
en condiciones favorables puede llegar a vivir hasta 60 dias |14, A2].

1.2. Mecanismos de control

En la actualidad no existe una vacuna que brinde inmunidad permanente para los cinco
serotipos del dengue, ya que aunque hay estudios al respecto, no se han evaluado comple-
tamente los efectos secundarios de aplicar estas vacunas en pacientes residentes de ciudades
endémicas |40, 22]. Por esta razon, los tinicos medios existentes para controlar la propagacion
de la enfermedad son los que se enfocan en el mosquito transmisor, los cuales se resumen a
continuacion:

= Control mecanico: Este mecanismo se basa principalmente en la gestion realizada
por las entidades gubernamentales y de salud en busca de que los habitantes de una
region endémica usen mecanismos de proteccion como repelentes o toldillos y estén
limpiando regularmente las paredes de los contenedores de agua como tanques, baldes,
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latas, entre otros para eliminar los posibles huevecillos depositados por los mosquitos
Aedes aegypti hembra.

s Control quimico: El control quimico consiste en la aplicacién de productos insectici-
das como el Malathion y larvicidas como el Temephos 1% en busca de la erradicacion
del mosquito [1].

= Control biolégico: En este tipo de control se usan otros seres vivos que alteren la
propagacion del mosquito o que sirvan como depredadores en cualquiera de sus esta-
dos. Entre los depredadores més conocidos encontramos los mosquitos Toxorhynchites
en cuyo estado larval se alimentan de otras larvas y peces como la tilapia que son
larvivoros. Ademas, bacterias como el Bacillus thuringiensis producen la muerte a las
larvas o la bacteria Wolbachia altera la reproduccion del mosquito e imposibilita la
transmision del virus [22].

Debido a que se ha observado que el uso del control mecanico no ha sido eficaz en cuanto a
que algunas personas no prestan el interés necesario para que este control sea eficiente y la
aplicacion de quimicos como larvicidas e insecticidas en exceso generan en el medio problemas
ambientales que afectan a los seres humanos y en ocasiones vuelven a los mosquitos resistentes
a los mismos, en este trabajo es de especial interés el control biol6gico, mas exactamente el
uso de la bacteria Wolbachia, ofreciéndoles asi, otra posibilidad a las entidades de salud a
la hora de tomar decisiones. Este tipo de control hasta el momento no ha mostrado efectos
secundarios sobre los seres vivos que la poseen.

1.3. Control del dengue con el uso de la bacteria
Wolbachia

El término Wolbachia comprende toda una familia de bacterias que se caracteriza por vi-
vir intracelularmente en algunos artropodos (mariposas, crustaceos, aranas, insectos, etc)
y nematodos (varios tipos de gusanos). En los nematodos, este tipo de bacterias mantiene
una relaciéon de mutualismo mientras que, con los artréopodos, tiene una relacién parasitaria
afectando su reproduccion [27].

Para el caso de los insectos, Wolbachia se transmite de forma vertical (las hembras trans-
miten Wolbachia a sus huevos), mientras que en los machos imposibilita su propagacion.
Existen varios serotipos de esta bacteria ejerciendo diferentes formas de manipulacion en sus
hospederos para beneficiar su reproduccion. Entre las estrategias que usan los serotipos de
Wolbachia para garantizar su permanencia y extension en una poblacion de insectos, encon-
tramos la feminizacion (aumento de huevos hembra), muerte de machos o MK, la induccion
de partenogénesis o PI (reproduccion asexual que genera huevos hembra) y la incompatibi-
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lidad citoplasmaética o CI (fenémeno en el esperma del huevo que imposibilita la formacion
del animal) [46].

Ademas de la eficacia que tiene Wolbachia para reproducirse, se ha observado que algunas
cepas de estas bacterias genera incapacidad a ciertos vectores para la transmision de virus.
Tal es el caso del virus del dengue transmitido por el mosquito Aedes aegypti, como lo
demostro el grupo de investigacion de Scott O‘Neill al infectar dicho mosquito con una cepa
de bacterias de Wolbachia que generaron CI e inhibieron la transmision del virus [22, B9|.

En el caso del Aedes aegypti, la CI dada por Wolbachia genera que el cruce de un macho
infectado con una hembra sana produzca abortos, por lo cual s6lo naceran mosquitos a partir
del cruce entre hembra infectada con macho sano, o hembra infectada con macho infectado
(con el mismo tipo de bacteria) [31] como se muestra en la siguiente tabla:

Macho Sano + Hembra Sana H Mosquitos Sanos ‘

‘ Macho Sano + Hembra Infectada H Mosquitos Infectados ‘
‘ Macho Infectado + Hembra Sana H Abortos ‘
‘ Macho Infectado + Hembra Infectada H Mosquitos Infectados ‘

Tabla 1-1: Cruce de mosquitos A. aegypti con y sin Wolbachia

En la actualidad un grupo muy amplio de investigadores participan en el programa FElimi-
nate Dengue: Our Challenge, liderado por el Dr. Scott O‘Neill de la Universidad de Monash
(Australia), el cual esta basado en el control del dengue usando la bacteria Wolbachia. Este
programa consiste en liberar durante varias semanas mosquitos que portan la bacteria Wol-
bachia con el fin de que éstos se apareen con mosquitos del medio y asi puedan transmitir
la bacteria a las nuevas generaciones. Este programa se esta ejecutando en varios paises en-
démicos como Australia, Indonesia, Vietnam y en América Latina en paises como Brasil y
Colombia.

En Colombia esté liderado por el grupo de investigacion PECET de la Universidad de An-
tioquia, dirigido por el Dr. Ivan Dario Vélez y el Dr. Jorge Osorio de la Universidad de
Wisconsin-Madinson. El programa inicié en mayo de 2015 en el municipio de Bello (Antio-
quia) y hasta el momento se han encontrado avances muy satisfactorios en las pruebas piloto
aplicadas.

El Dr. Osorio afirma que “los mosquitos con Wolbachia son menos propensos a infectarse con
el virus y aquellos que se infectan son incapaces de transmitir la enfermedad a humanos”.
El profesor Vélez asegura que de acuerdo a los estudios que se vienen realizando en nuestro
pais, el mecanismo de control aplicado es sostenible y econémico.
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En este capitulo se presenta la formulaciéon y el anélisis de un modelo matematico para la
transmision del dengue a la poblaciéon humana. Al modelo se le hace un analisis de esta-
bilidad completo a partir del umbral de crecimiento poblacional del mosquito y el nimero
reproductivo bésico de la enfermedad. Finalmente, haciendo uso del método por minimos
cuadrados no lineal, se hace un ajuste del modelo propuesto a datos reales de la poblacion
de Medellin (Antioquia) y se muestran resultados numeéricos de la fuerza de infeccién para
la enfermedad en dicha poblacion.

2.1. Planteamiento del modelo

Para el planteamiento de este modelo y del modelo con control se tiene en cuenta la teo-
ria definida para los modelos epidémicos compartimentales 7] y dos aspectos que en otros
modelos no se han considerado juntos, como son la distinciéon entre machos y hembras en el
mosquito transmisor y la incompatibilidad citoplasmatica (Tabla I=T).

Para el modelo sin control se tiene en cuenta los siguientes supuestos:
= No se tiene en cuenta la reinfeccién con otro serotipo.

= La poblaciéon humana es constante, es decir, las tasas de crecimiento y muerte son
iguales.

» Los humanos pasan por tres estados: Susceptibles (personas sanas expuestas a contraer
el virus), Infectados (personas que poseen el virus y pueden transmitirlo a mosquitos
sanos) y Recuperados (personas que han adquirido inmunidad al virus tras haber sido
infectadas).

s El Aedes aegypti pasa por dos estados principales: el estado inmaduro y el estado
maduro. Este tltimo estado se divide en dos subpoblaciones: machos y hembras.

= Para que un mosquito hembra infecte a un humano susceptible, antes debi6 haber
picado a una persona infectada.

= Se tiene en cuenta tres tipos de criaderos: tanques de agua, llantas y canales de lluvia,
los cuales tienen un crecimiento logistico en el medio.
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En la Tabla =1 se describen las variables y parametros utilizados para plantear el mode-

lo matematico que representa la dindmica de transmision del virus a la poblacién humana

teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti. Para el plantea-

miento de dicho modelo se realiza el diagrama de flujo que se presenta en la Figura 2=T.

‘ Variable/Parametro ‘ Descripciéon

S(t) Nimero promedio de personas susceptibles en tiempo ¢

I(t) Numero promedio de personas infectadas en tiempo ¢

R(t) Niumero promedio de personas recuperadas en tiempo ¢

x(t) Numero promedio de mosquitos machos en tiempo ¢

y(t) Numero promedio de mosquitos hembras en tiempo ¢

z(t) Niamero promedio de mosquitos inmaduros en tiempo ¢

ci(t) Niimero promedio de criaderos tipo tanques de agua en tiempo ¢

co(t) Niamero promedio de criaderos tipo llantas en tiempo ¢

c3(t) Numero promedio de criaderos tipo canales de lluvia en tiempo ¢
N Tamano constante de la poblacién humana
L Tasa de crecimiento y muerte en la poblacién humana
15} Probabilidad de transmision del virus de mosquito a humano

Y = BT Tasa de contagio. Donde 3, es la probabilidad de transmisiéon del virus de
humano a mosquito y 7 la tasa de contacto entre humanos y mosquitos

0 Tasa de recuperaciéon
€ Tasa de muerte del mosquito en estado maduro
v Tasa de muerte del mosquito en estado inmaduro
) Tasa de desarrollo de inmaduro a adulto macho
o Tasa de desarrollo de inmaduro a adulto hembra
10) Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho
p Numero promedio de huevos fecundados que ovoposita una hembra
ax Niimero promedio de mosquitos inmaduros en tanques de agua
as Niumero promedio de mosquitos inmaduros en llantas
as Numero promedio de mosquitos inmaduros en canales de lluvia
b Nimero promedio de mosquitos inmaduros que se forman en otros criaderos
ol Tasa de crecimiento intrinseca de criaderos tipo tanques de agua
Yo Tasa de crecimiento intrinseca de criaderos tipo llantas
Y3 Tasa de crecimiento intrinseca de criaderos tipo canales de lluvia
K1 Nimero méaximo de criaderos tipo tanques de agua en el medio
Ko Nimero maximo de criaderos tipo llantas en el medio
K3 Numero méaximo de criaderos tipo canales de lluvia en el medio

Tabla 2-1: Variables y parametros de los sistemas (2=1) y (B=1)

Asi, la variacion de las personas susceptibles S, presenta como flujo de entrada el término

1N, que representa la cantidad de personas sanas que nacen, y como flujo de salida los

términos (v

L vy
N z+y

Y

S v uS. El factor == representa la fraccion de mosquitos hembra que

T+y

hay en el medio e igualmente, % la fraccion de personas infectadas con el virus. De donde,
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Figura 2-1: Transmision del virus sin control

¢§ es la probabilidad de que un mosquito hembra haya picado a una persona infectada

I

y se haya contagiado del virus. Luego, ﬁz/J—Ly representa la probabilidad de que a una

N z+

persona susceptible la pique un mosquito hembra con el virus y sea también contagiada.

Por lo tanto, el nimero de personas susceptibles que pasan a estar infectadas debido a la

picadura de un mosquito hembra que antes ha sido también infectado es B@D%#yS . Por su

parte, uS representa el niimero de personas que mueren en la poblacion susceptible. De esta

manera se tiene que:
I vy g

SZuN—ﬁwaer S

La variacion en las personas infectadas I, presenta como flujo de entrada el término G

y como flujo de salida los términos 61 y ul, que representan la cantidad de personas que

I v
N z+y

Y

se recuperan de la enfermedad y los que mueren en este estado, respectivamente. De esta

manera se tiene:

La variacion en las personas recuperadas R, presenta como flujo de entrada el término 01, y
como flujo de salida el término R, que representa la cantidad de personas que mueren en

este estado. De esta manera,
R=0I - uR

La variacion en los mosquitos machos x, presenta como flujo de entrada el término dz, que
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representa la cantidad de mosquitos inmaduros que pasaron a ser machos, y como flujo de
salida el término ex, que representa la cantidad de mosquitos machos que mueren. De esta
manera,

T =0z — €x

La variaciéon en los mosquitos hembra gy, presenta como flujo de entrada el término oz, que
representa la cantidad de mosquitos inmaduros que pasaron a ser hembras, y como flujo de
salida el término ey, que representa la cantidad de mosquitos hembra que mueren. De esta
manera,

Yy=0z—¢€y

La variacién en los mosquitos inmaduros z, presenta como flujo de entrada el término
opy (1 — ﬁ), t = 1,2,3, que representa la cantidad de mosquitos inmaduros prove-
nientes de la ovoposicion de las hembras, donde el factor ¢p representa la cantidad de huevos
que puede ovopositar una hembra dentro de sus capacidades fisicas y (1 — m> la frac-
cion de huevos que puede agregar una hembra en el medio teniendo en cuenta la capacidad
méxima de los criaderos. Ademés, esta poblacién presenta como flujo de salida los términos
0z, oz y vz, donde vz representa la cantidad de mosquitos inmaduros que mueren. Asi,

,équpy(l )—(5—1—0+u)z

z
Z a;c; + b
Finalmente, el crecimiento de los criaderos ¢; tiene un comportamiento logistico, de donde,

& = Vici (1—2), i=1,2,3.

K

De esta forma, el modelo matematico que representa la transmision del virus a la poblacién
humana sin aplicar control, estd dado por el sistema (2=1).

§=uN -~ poi—L—5—ps

Nz+y
R=0I—uR
T =0z —€x (2-1)
Yy=0z—¢€y
. V4

Ci = ViCi (1 - &)
Ky
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El cual se puede dividir en tres subsistemas desacoplados en una via. El primero representa
el crecimiento de la poblacién humana, el segundo el crecimiento del mosquito transmisor y
el tercero, el crecimiento de los criaderos.

S = pN = 58 — pS

Io=pel s — (04! (2:2)
R =0I—-puR

T =0z —e€x

y =oz—ey (2-3)

2z zqﬁpy(l—m)—@—ka—i-u)z

& =ma(l-2
ég = Y2C2 1-— ;—22 (2—4)
ég =mscs (1 -2

K3

2.2. Analisis de estabilidad

Las soluciones de equilibrio del subsistema (2=4) se hallan resolviendo el sistema homogéneo:

Y1C1 1—2—11 :0
Y2C2 1—2—22 =0
yes(1—2) =0

K3

mediante la realizacion de algunos calculos algebraicos se determina que sus soluciones estan
dadas por los puntos:

Pl:(07070)7 P2:(0707KJ3)7 P3:<Oa’%270)a P4:(K1a070)7 P5:(O7/{27/{3)
Ps = (k1,0,K3), Pr=(k1,K9,0), Ps= (K1, k2, Ks)

Por otra parte, las ecuaciones que se describen en el susbsistema (P=4) estan desacopladas
y por lo tanto, la solucién explicita para cada ecuacién diferencial con condiciones iniciales

¢i(0) = ¢;o son de la forma, .
iCi0

(ki — cio)e i + cio

Dado que v; > 0,

tkgloo G (t) =
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Asi, el punto Py es el inico punto de equilibrio de (2=2)) asintoticamente estable, es decir, cada
criadero crece exponencialmente hasta su méxima capacidad en el medio. De esta manera,

tginoo (Z a;ci(t) + b> = Z a;k; +0

teniendo en cuenta la teoria sobre los sistemas epidémicos asintdticamente autonomos [8|, se
sustituye K = > a;x; + b en la tercera ecuacion del subsistema (2=3) para obtener el sistema:

T =0z —e€x
Yy =o0z—e€y (2-5)
o=gpy(1—-2)—(0+o+v)z

Ahora, los puntos de equilibrio del sistema (2=3) se hallan resolviendo el sistema homogéneo:
0z —ex =0
oz—ey=0 (2-6)
dopy(l—2)—(6+0+v)z2=0

Despejando = e y de la primera y segunda ecuacion de (P=8), respectivamente, se obtiene
que:

Reemplazando el valor de y en la tercera ecuacion de (2=8) se obtiene que:

qﬁp%z(l—%)—(é—l—avLu)z:O

= Si z = 0, entonces x = 0, y = 0. De esta manera, un punto de equilibrio del sistema

(2=3) es Q1 = (0,0,0).

= Si z # 0, entonces

(bp% <1—%)—(5+0+v):0,

despejando z de esta tltima ecuacion se obtiene:
Ko —eldto+))
ppo
Sustituyendo este valor en x e y, se obtiene que:
0, <6K<¢pa—e<5+a+u>) K (6po — (6 + 0+ 1)) K(¢pa—e<5+a+u>))
‘e eppo ’ edp ’ ppo

es el segundo punto de equilibrio del sistema (2=3).

Al punto @); se le llama equilibrio sin poblacion y a Qo equilibrio con poblacion. El equili-
brio Q1 representa la ausencia en la poblaciéon del mosquito, mientras que (), tiene sentido
biologico cuando sus componentes son positivas, lo cual ocurre cuando ¢po > €(0 + o + v)
y representa la presencia de mosquitos en el medio.
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2.2.1. Definicién matematica del Umbral de Crecimiento
Poblacional del Aedes aegypti

Para determinar matematicamente el Umbral de Crecimiento Poblacional para el mosquito
Aedes aegypti se utilizo la teorfa presentada por Van den Driessche y Watmough en [44], la
cual consiste en hallar el radio espectral de la matriz de la siguiente generacion.

Sean
0z €T
F= oz y W= €y
dpy (1 - Z) (04+0+v)z

las matrices de ocurrencia de ingreso y salida de nuevos mosquitos para el sistema (P=8) y
sea Q1 = (o, Yo, 20) = (0,0,0) el equilibrio trivial de (2=3). Entonces,

0 0 ) 0 0 ¢
G = 0 0 o = 0 0 o
0 ¢p(1-3) —op% 0 ¢p 0
y
e 0 0
A=1 0 € 0
0 0 d+o+v

De esta manera, la matriz de la siguiente generacion se define como:

1
B I « Y 00 5w
GA7'=(0 0 o 0+ 0 =0 0 72
0 ¢p 0 0 0 55 02 0

Los valores propios de la matriz GA™*

pa
Ao =10 A
\/ b+o+v) 77 y A= \/e@+o+v) 5+U—i—1/

Asi, el Umbral de Crecimiento Poblacional del Aedes aegypti esta definido como:
H= HléX{)\l, )\27 )\3} = /\3

Es decir,

Ppo

= €d+o+v)
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Interpretacién biolégica de H

Dado que € es la tasa de muerte del mosquito en estado adulto, la fracciéon %, representa la

esperanza de vida del mosquito adulto. De manera similar representa la esperanza de

1
o+o+v?
vida del mosquito en estado inmaduro, y como o es la tasa+dz desarrollo a adulto hembra,
entonces la fraccion Z representa el tiempo esperado de vida de un mosquito hembra en su
estado adulto. De esta manera, el Umbral de Crecimiento Poblacional del mosquito se define
como la media geométrica entre el tiempo esperado de vida de un mosquito hembra en sus

estado adulto y el tiempo esperado de vida de un mosquito en su estado inmaduro, es decir,

O L
e(0+o+v)

Ahora si se hace la sustitucion h = H?, el punto de equilibrio Q5 del sistema (2=3) se reescribe
como

 (0K(h—1) oK(h—1) K(h—1)  gpo
Q2_< eh ¢h 7 h ) con h_e(5+a+1/)

La matriz jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (2=H) esté representada por la
matriz:

—€ 0 )
J(x,y,2)=1 0 —e o
0 ¢p(l—2) —Ly—(0+o+v)

Al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio (); se obtiene la matriz:

— 0 )
J(Ql) = 0 —€ o )
0 ¢p —(6+0+v)

cuyo polinomio caracteristico se puede escribir de la forma:

pAN)=A+e) N+ (e+d+o+v)A+eld+0+v)(1—h))

Si h < 1, todos los coeficientes del polinomio
N4 (e+d+o+v)A+e(d+o+v)(1—h)
tienen el mismo signo (positivos) y por lo tanto, los determinantes de Hurwitz
D; =1, Dy=¢e(e+d+0+v)(0+o+v)(1—nh)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(Q1) tiene parte real negativa y asi, el punto de equilibrio @); es local
asintoticamente estable.
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Ahora, al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio ()5, se obtiene la matriz:

—€ 0 )
J(Q2> = 0 —€ g )
0 2 —(6+0+v)h

donde su polinomio caracteristico se puede escribir como:

pAN)=A+e) (N +(e+ (0 +o+v)R)A+e(d+0+v)(h—1))

Si h > 1, todos los coeficientes del polinomio
M4 (e+(+o+v)hA+e(d+o+v)(h—1)
tienen el mismo signo (positivos) y por lo tanto, los determinantes de Hurwitz
D, =1, Dy =¢ele+(0+0c+v)h)(d+0o+v)(h—1)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(Q)2) tiene parte real negativa y asi, el punto de equilibrio @5 es local
asintoticamente estable.

Dado que en el caso en que h < 1 el unico equilibrio del sistema (2=3) con sentido biologico
es (1 y bajo estas condiciones no existe transmision del virus a la poblaciéon humana, se
trabajara el caso cuando h > 1, en el cual el equilibrio ) es asintéticamente estable, lo
que significa que la poblacién del mosquito se mantendra en el medio. De esta manera, al
reemplazar

CGK(h—1)  oK(h—1) CK(h—1)
Tt VT Y T TR

en el subsistema (2=2) se obtiene el sistema:

S =uN = B3 55:5 — usS
[ =BY5558 — (0 +p)l (2-7)
R =0I —uR

Al sustituir en el sistema (2=1) las proporciones:

S I R

p:NJ q= -

N y T‘:N’

donde p+ ¢+ r = 1, la tercera ecuacion de (2=1) se vuelve una identidad y el sistema (2=1)
se transforma en el sistema:

{ b=l —p) = BUsTpa (28)

q = BY57pg— (0 + 1)q
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donde 0 < u, 8,¢,0,0,0 < 1, con condiciones iniciales p(0) = py vy ¢(0) = qo, definido en el
conjunto de interés biologico:

Q={(p.q) eR*:p>0,¢>0,p+q<1}

Proposicion 2.2.1. El conjunto () es una region positivamente invariante para el sistema

(2=3)

Demostracion. Para demostrar que () es positivamente invariante se debe mostrar que las
soluciones de (2=8) no se salen del conjunto para todo ¢t > 0. Para ello, basta con demostrar
que las soluciones de (2=8) con condicion inicial en la frontera de € no se salen del conjunto,
como se ilustra en la Figura 2=2.

Q
Q, ’

Figura 2-2: Conjunto 2

La frontera de €2 esta definida por el conjunto:
00 =0, UQy U3
donde

N ={Pp, €Q:q=0},0={(p,9) €Q:p=0} vy QB={(pPqecQ:ptqg=1,p#0,q#0}
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Sea Xy = (po, qo) € Of2, entonces:

(i) Si Xo € 1, Xo = (po,0) ¥,
{ p = pu(l—po)

¢ =0
Como p > 0y ¢ =0, la componente p de X crece y ¢ se mantiene constante en cero. Por lo
tanto, la solucion de (2=R) se desliza sobre el eje p.

(i) Si Xo € Q2, Xo=(0,q0) v,

p =u
¢ =—(0+upa

Como p > 0y ¢ <0, la componente p de Xg crece y ¢ decrece. Por lo tanto, la solucion de
(2=8) se va hacia el interior de €.

(iii) Si Xo € Q3, Xo = (po, qo) con po + go = 1. Pero,

(r+q" =p+4q
= (1 —=po) — (0 + p)qo
= p — p(po + qo) — Oqo
= —0qo

entonces (p + q)’ < 0, es decir, p 4+ ¢ decrece y por lo tanto, p+ ¢ < 1. Lo que implica que la
solucion de (E=8) se dirige hacia el interior de €.

O

Los puntos de equilibrio del sistema (P=8) se obtienen resolviendo el sistema homogéneo:

(1 —p) = BsZpg =0 _
{ Psispg — (0 +p)g =0 (2-9)

La segunda ecuacion de (2Z=9) se puede escribir como:
Bo=——p—(0+n)) =0
1 040 )=

» Sig =0, al reemplazar este valor en la primera ecuacion de (2=9) se obtiene que p = 1.
De esta manera, el primer punto de equilibrio de (2=8) es F; = (1,0).

= Siq#0, ”
5@054_—0 =0+u,

(6+p)(5+0)
po -

Al sustituir el valor de p en la primera ecuacion de (2=9) se obtiene que

_ 1B — (6 +0)(0 + )
B (0 + ) '

de donde p =
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De esta manera, el segundo punto de equilibrio del sistema (2=8) es:

B ((9+u)(5+0) u(ﬁwa—(é+a>(9+u>>)
2 B Bibo(6 + p)

Al punto E; se le llama equilibrio libre de la enfermedad y a Es, equilibrio endémico. Es de
resaltar que Esy tiene sentido biologico si fvo > (6 + o) (6 + ).

2.2.2. Definicién matematica del nimero reproductivo basico de
la enfermedad

Para determinar el nidmero reproductivo bdsico de la enfermedad se utilizoé la misma teoria
que se aplico para obtener el umbral de crecimiento del mosquito presentada en [44].

_ 0 _ [ #lp— 1)+ BY5Epg
g (W(sﬁpq) v ( (0 + g )

las matrices de ocurrencia de ingreso y salida de nuevas proporciones de personas infectadas

Sean

para el sistema (2=8), y sea Ey = (po,q) = (1,0) el equilibrio libre de la enfermedad.

Entonces,
G- 0 0 (0 0
Bsqo Bbsipo 0 BisZ

A [ HTBYsLw BYsope | _ [ v BUFE
0 0+ 0 0+ u

De esta manera, la matriz de la siguiente generaciéon se define como:

1 Bipo
GA- = 0 OU I u(5+f)(9+u) — 0 00 )
0 PY5is 0 T 0 A5

Los valores propios de la matriz GA™! son

o 1

M=0y AQ:ﬁwéJra(@Jru)
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Asi, el nimero reproductivo bdsico de la enfermedad esta definido como:

RO = méx{)\l, )\2} = /\2

Es decir,
R = B0
(6+0)0+p)
Interpretacion biolégica del R,
Dado que la fracciéon -1—, representa el tiempo esperado que permanece una persona en

0+up>
estado infectado y 575 s la probabilidad de que un mosquito se desarrolle en hembra y

porte el virus, entonces Ry = ﬁgb(s%gﬁ representa el nimero promedio de casos secundarios
de la enfermedad que un mosquito infectado puede ocasionar en una poblaciéon netamente
susceptible.

De esta manera, el punto de equilibrio F5 se puede reescribir como:

5= (& R )

La matriz jacobiana asociada a la linealizacion del sistema (P=8) esta representada por la

_ [ = BYsEa —BsTop
Ja) ( Bissa Bosp— 0+ )

matriz:

Al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio F;, se obtiene la matriz:
—H —bU5E
J(E) = Oto ,
) ( 0 W+MU%—D)

cuyo polinomio caracteristico se puede escribir de la forma:

p(A) = A+ ) A+ (0 +p)(1 - Ro))

Si Ry < 1, los valores propios de J(E;) son negativos y por lo tanto, el punto de equilibrio
FE; es local asintoticamente estable.

Ahora, al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio Es, se obtiene la matriz:

1) =y "),

donde su polinomio caracteristico se puede escribir como:

P(X) = X + uRoA + p(0 + p)(Ro — 1)



22 2 Analisis del modelo sin control

Si Ry > 1, los coeficientes del anterior polinomio tienen el mismo signo (positivos) y por lo
tanto, los determinantes de Hurwitz

D1 = 1, Dg = ,u2(9 + /L)R()(Ro — 1)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(FE>) tiene parte real negativa y asi, el punto de equilibrio F5 es local
asintoticamente estable.

Proposicion 2.2.2. El sistema (Z=8) no tiene orbitas (soluciones) periddicas en .
Demostracion. Sean
o o
f,q) =l —p) = B=——pq v 9(p,q) = BY<——pg— (0 + 1)q
d+o o+o

dos funciones multivariables que representan el lado derecho del sistema (2=8) y sea ademas,
l(p,q) = m una funcién continuamente diferenciable para todo ¢ # 0 en ). Entonces,

aplicando el criterio de Dulac ([6],Theorem 4.8, p. 153) se tiene que:

9 1) f @) + 2 (1. )glp.0)) = 2 (M _ Rop) =2 (Rop— )

Op dq " op (0 + p)q
1
S R
O+uwqg

es siempre negativa para todo (p,q) € Q con ¢ # 0, lo que implica que el sistema (2=8) no
posee soluciones periodicas.

Ahora, si ¢ = 0, el sistema (P=8) se escribe como el sistema desacoplado:

{1; ig(l—p) 7

el cual tomando como condicion inicial (pg, 0) € €2, tiene por solucion:

pt)=1—(1—pole ™™ |
q(t) =0

la cual no representa una solucién periodica. O

Debido a que el sistema (P=8) no tiene soluciones periddicas en €2, se procede a realizar el
analisis de estabilidad global sobre las soluciones de equilibrio de dicho sistema. El siguiente
teorema muestra los resultados sobre la estabilidad global del equilibrio .

Teorema 2.2.1. St Ry < 1, el punto de equilibrio E es globalmente estable.
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Demostracion. Sea V(p,q) = g una funcién de valor real de clase CH(Q) tal que:

[ ] V<E1) = 0
= V(p,q) > 0 para todo (p,q) € Q@ — E;

= Derivando V respecto a t, se obtiene que

a4

V:
0+

al reemplazar el valor de ¢ obtenido del sistema (P=R), se tiene que:

_ BYsopa — (04 p)g
B 0+ u
Byo

T Oro@r T

= (Rop - 1)q

1%

como Ry <1y 0<p<1,entonces Rogp < 1y por tanto, vV <O0.

De esta manera, segtn [48] (Theorem 1.1.2, p. 12) V(p, q) representa una funcion de Lyapu-
nov para el equilibrio F; con Ry < 1. Asi, E; es globalmente estable bajo esta condicién.

]

Ahora, sea
$={.a)eQ:V(p.g) =0} = {(p.a) € 2:q =0}
el conjunto donde la derivada orbital de V' se anula. Entonces:
= SiRy<1,V =0cuando g = 0.
" SiRy=1,V=0cuandop=106¢=0.

Luego, en ambos casos el mayor conjunto invariante de S es
M - {El}

De esta manera, por el teorema de LaSalle (|25], Theorem 4.4, p. 128), el punto de equilibrio
E es global asintoticamente estable cuando Ry < 1.

La Figura muestra el campo vectorial del sistema (P=8) para Ry ~0.89, donde se observa
que todas las soluciones de (2=8) con condicién inicial en € se aproximan al equilibrio libre
de enfermedad F; a medida que transcurre el tiempo. Es decir, en este caso la enfermedad
desaparecera del medio.

Teorema 2.2.2. St Ry > 1, el punto de equilibrio E5 es globalmente estable.
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Figura 2-3: Campo vectorial de (2=8) con Ry < 1

Demostracion. Sea Ey = (p*,¢*) el punto de equilibrio endémico del sistema (2=8), donde

Yo Y T R

recordemos que Fy € € so6lo si Ry > 1. Sea ademas,

Wp,q)=p—-p)+@—q¢)—»p 1n];—q IHE

una funcion de valor real de clase C'(2). Entonces:

* *

R A
W=p+tq—"—-p—"—4
I

=—-wp—p)+-q—q).
p( ) q( )
Como
p_ (1-p) o q o
- = _ - Z — - _ 8
Pl B¢5+0_q y o Bw5+0p (0 + ),
entonces

W

(u(l ;p) - WM%Q) (p—p")+ (51/15%;19 — (0 + u)) (¢—q")

<§_M_ﬁ¢5iaq) P=p) <W6;Lap_(9+u)> (¢—q").
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Pero
—p=—p+ puRy — pRo = p(Ro — 1) — uly
(Ro —1) o wRo—1) p
wlo—p = = o = B T ) T 1R
_ B
—5¢5+0q p*
y
R0(9+H) o 1
—(0 S — —
(0 + p) R 5w5+0R0
O- *
__B¢5+ap

Por lo tanto,

o
0+o

= (M s_ g, T o A WA e
W—(p+6¢ e 5¢5+U(J)(p p)+(f3¢5+0p ﬁw5+0p)(q q°)

- (_“ (pl N ;19) _W(gia(Q—Q*)) (p—p") +B¢5%T(p_p*)(q_q*>

=(p p)( L— 5w5+0(q Q)+5w5+a(q q")
k)2
S Gt P
pp
Asi, segun [12], W (p, q) representa una funciéon de Lyapunov para el punto de equilibrio Fs.
De esta manera, si Ry > 1, F es globalmente estable en (2. O
Ahora, sea

T = {(p,q) €Q:Wip,q) = 0} ={(p,g) e:p=p"}
el conjunto donde la derivada orbital de W se anula. Entonces, al reemplazar esta condicion
en el sistema (P=8), se obtiene que:

. Ro—1

b= ut — (0 + n)a
¢ =0

De donde se concluye que el mayor conjunto invariante de T' es

M = {E}

De esta manera, por el teorema de LaSalle (|25], Theorem 4.4, p. 128), el punto de equilibrio
E5 es global asintéticamente estable cuando Ry > 1.

La Figura 2= muestra el campo vectorial del sistema (P=8) para Ry ~2.75, donde se obser-
va que todas las soluciones de (E=8) con condicién inicial en € se aproximan al equilibrio
endémico sy ~(0.36,0.02) a medida que transcurre el tiempo.
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Figura 2-4: Campo vectorial de (2Z=8) con Ry > 1

2.3. Ajuste del modelo sin control a datos reales

En Colombia méas del 90 % del territorio nacional que esté situado por debajo de los 2200
metros sobre el nivel del mar conviven con el mosquito Aedes aegypti y, segun el Instituto
Nacional de Salud de Colombia (INS), la mayor cantidad de casos reportados provienen de los
departamentos de Valle del Cauca, Tolima, Antioquia, Huila, Norte de Santander, Santander,
Cundinamarca, Cesar, Atlantico, Bolivar, Meta, Putumayo y Boyaca. En la Figura B=3 se
muestra el canal endémico de la enfermedad en Colombia para el ano 2016, que se puede
interpretar como el grafico que muestra el nimero de casos inusuales que se presentan en
un ano. Esto es, si los datos reportados en una semana se encuentran por debajo del primer
cuartil (pt. 25), se dice que estan en una zona de éxito, si se encuentran entre el primer y
segundo cuartil (pt. 25 y mediana), estan en una zona de seguridad, si se encuentran entre
el segundo y tercer cuartil (mediana y pt. 75), estan en una zona de alarma y, si estan por
encima del tercer cuartil (pt. 75), se declara epidemia.

La Figura 2=6 muestra los casos de dengue reportados para la ciudad de Medellin, donde se
observa que en los anos 2010 y 2016 se presentaron la mayor cantidad de casos reportados,
llegando a los 3655 casos para el anio 2010 y los 9444 casos para el ano 2016.

Las Figuras 2=7 y 2=8 muestran los casos reportados de dengue en Medellin para los anos
2010 y 2016.

Para hacer el ajuste de los modelos propuestos a los datos mostrados en las Figuras 2=7 y
2=8, se utiliz6 el método por Regresion de Minimos Cuadrados No Lineales, que se programd
mediante un algoritmo en Matlab utilizando la funciones ode45 y Isqcurvefit que ya estan
implementadas en él.
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Figura 2-5: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016
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Figura 2-6: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016

El método consiste en:

minimizar z(w) = > 1, (X; — X (¢, w))Q, th <t <ty
sujeto a X = f(t, X, w), (2-10)
con X(0) =X,

Donde X representa el vector de datos reales y w el vector de parametros del sistema de
ecuaciones diferenciales que se desea estimar para obtener la minima suma de los cuadrados
de los residuos.

El método iterativo para estimar w consiste en tomar un valor inicial wy y generar una
sucesion de puntos que converjan a un valor especifico @w®, el cual hace que la soluciéon
del sistema de ecuaciones diferenciales se ajuste a los datos reales minimizando la funcién
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Figura 2-8: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016

Para hacer el ajuste del modelo (2=7) se asume que la esperanza de vida de un humano es 74

anos, equivalente a 3848 semanas, es decir, la tasa de crecimiento y muerte en la poblaciéon

humana es de p =

1
3848°

B

Bo

Ademas, si se hace la transformacion

(0 4+ 1) Ro

Né+o) N

Y
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el sistema (=) se reescribe como

S = uN — BSI —uS
I =BSI—(0+p)l (2-11)
R =0I—uR

Para ajustar la solucion I(t) del sistema (2=I1l) a los datos reportados en la Figura B=7, se
toma como vector de pardametros a w = (B, #) con condicién inicial wy =(0.0018, 0.0022) y
asi, en este caso, el problema presentado en (2Z=I0) se reescribe como:

minimizar z(w) = Z?io (I; — I(zfi,w))2 , 0<t; <51,
sujeto a (2-11),
con S(0) =988, I(0)=12, R(0)=0

En la Figura =9 se muestra el ajuste de la solucion del sistema (2=1T) a los casos de dengue
reportados para la poblacion de Medellin en el ano 2010. Para este caso, el codigo imple-
mentado en Matlab arrojé como valores finales a los parametros: B =0.0004 y # =0.2077,
aproximadamente.

Dengue en Medellin, afio 2010

200 T T T

180 4 —

Numero de Infectados

Semana

Figura 2-9: Ajuste del sistema (2=I) con S(0) = 988, I(0) = 12, R(0) = 0, N = 1000,
B =0.0004 y 6 =0.2077

En la Figura 2=T0 se muestra el ajuste de la solucion del sistema (2Z=I1) a los casos de dengue
reportados para la poblacion de Medellin en el ano 2016. Para este caso, se tomd como
condiciones iniciales S(0) = 980, 1(0) =20 y R(0) = 0 con el fin de tener un mejor ajuste de
la solucion I(t) de (E=I) a los datos reportados en la Figura 2=8, donde se puede observar
que el modelo se ajusta a los datos reales a partir de la décima semana epidemiolégica.
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Dengue en Medellin, afio 2016
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Figura 2-10: Ajuste del sistema (2=I1) con S(0) = 980, I(0) = 20, R(0) = 0, N = 1000,
B =0.00031 y # =0.1028

Para ajustar el modelo bidimensional (P=8) y el modelo sin control (2=1) a los datos reales
mostrados en las Figuras 2= y 2=8 se estiman inicialmente los parametros (3, ¥ y €, para
ello se utilizo las funciones definidas en [21]| con la temperatura promedio de 22°C para la
ciudad de Medellin y posteriormente se aplico el mismo principio planteado en (2=10). Dichos
valores se muestran en la Figura 2=TTI.

Prob. trans. humano - vector Prob. trans. vector - humano

14 16 18 20 22 24 26 15 20 25 30
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)

Tasa de Mortalidad en el vector Esperanza de vida en estado adulto

15 20 25 30 15 20 25 30
Temperatura (Celsius) Temperatura (Celsius)

Figura 2-11: Valores de los parametros 3, 1 y € del sistema (B=1)

El ajuste del modelo bidimensional (2=8) a los datos reales se muestran en las Figuras
y 2=T3. Los valores de los parametros se pueden apreciar en la Tabla 2=2. Para este caso se
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hizo una normalizacién de los datos con N = 1000 habitantes. Es decir, por ejemplo, el dato
reportado en la semana 1 para el ano 2010 fue de 12 personas infectadas, esto se representa
como ¢(0) = 0.012.

Dengue en Medellin, afio 2010
T T T
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Figura 2-12: Ajuste del sistema (2=8) con p(0) =0.988, ¢(0) =0.012

Dengue en Medellin, afio 2016
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Figura 2-13: Ajuste del sistema (=8) con p(0) =0.97, ¢(0) =0.03

En las Figuras 2=T4 y 2=TH se muestra el ajuste del sistema sin control (2=1) utilizando
el mismo principio planteado en (P=I0), donde se observa que se obtiene el mismo ajuste
observado en las Figuras 2=9 y 2=T0. En la Tabla se muestran los valores obtenidos para
los parametros del modelo.
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Figura 2-14: Solucion del sistema (2=1) con S(0) = 988, I(0) = 12, R(0) = 0, xzy = 100,
Yo = 200, zZ0 — 50, Cio = 1, Con = 50, C30 — 100.
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Figura 2-15: Soluciéon del sistema (2=1) con S(0) = 970, 1(0) = 30, R(0) = 0, zo = 100,
Yo = 200, zZ0 — 50, Cio — 1, Con — 50, C30 — 100.

2.4. Fuerza de infeccién

La fuerza de infecciéon de una enfermedad es una tasa, la cual se define como el riesgo que
corre un individuo susceptible de ser infectado [21]. En el caso de la enfermedad del dengue
se definen dos fuerzas de infeccion: una en la poblacion humana (Ag) y otra en la poblacion

del mosquito transmisor (Ap).
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2010 | N I B () 0 1) o € v 10) 0
1000 ﬁ 0.7216 | 0.7001 | 0.2077 | 0.2 | 0.8189 | 0.2532 | 0.0833 | 0.6 | 300
ay az as b gt 72 3 K1 K2 K3
30 25 40 50 0.3 03] 0.3 10 230 | 300
2016 | N 1 I5; Y 0 1) o € v o P
1000 ﬁ 0.7216 | 0.7001 | 0.102777 | 0.2 | 0.3213 | 0.2532 | 0.0833 | 0.6 | 300
ap | ap as b g8 V2 Vs K1 K2 K3
30 25 40 50 0.3 03] 0.3 10 230 | 300

Tabla 2-2: Valores de los pardmetros para las Figuras B=T4 y 2=T3

La fuerza de infeccion en la poblacion humana para el modelo (2=1) esta representada por el
producto entre la probabilidad de transmisién de mosquito a humano £, la razén de mosquitos
hembra que hay en el medio por persona % y la probabilidad de encontrar una hembra
infectada en la poblaciéon del mosquito en estado maduro w

nimero de mosquitos hembra que poseen el virus. De esta manera:

et e
5 [ [ 0

De manera similar, la fuerza de infecciéon en la poblacion del mosquito esta representada por

donde £ VY representa el

el producto entre la probabilidad de transmision del virus de humano a mosquito (¢) y la

probabilidad de encontrar una persona infectada en la poblacion humana (i), es decir,

N
¢
:%/0 I(s)ds, t>0

En las Figuras 2=T6 y 2=T7 se presentan la estimacion de la fuerza de infeccion tanto para
la poblacién humana como para el mosquito transmisor en la poblacién de Medellin para los
anos 2010 y 2016, respectivamente.

2.5. Conclusiones del capitulo

En la seccion 2.1 se formuld el modelo matematico que representa la transmision del virus
del dengue en la poblacion humana, el crecimiento poblacional del mosquito transmisor y
sus criaderos. Este modelo es de gran utilidad para las entidades de salud, ya que al estimar
su solucion graficamente se puede observar como se comporta cada una de las poblaciones a
través del tiempo. El anticiparse al comportamiento del crecimiento o decrecimiento de una
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Figura 2-16: Fuerza de Infeccion para Medellin en 2010
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Figura 2-17: Fuerza de Infeccién para Medellin en 2016

poblacién, en particular, el nimero promedio de personas infectadas, las entidades de salud
podran tomar decisiones que afecten el crecimiento natural de los infectados, esto podria ser
identificando el factor que genera el aumento de personas infectadas, por ejemplo, si se de-
termina un crecimiento en el nimero de criaderos, los entes de control deben estar enfocados
en la eliminacion de los mismos o, si se observa un aumento significativo en mosquitos hem-
bra adultos, una estrategia podria ser la eliminaciéon de los mismos mediante fumigaciones o
algiin otro tipo de control para esta poblacion.

En la seccién 2.2 se hizo una anélisis desde el punto de vista matemético para el modelo
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propuesto en la seccion 2.1. Inicialmente, se resolvio el sistema no lineal (2=24) que representa
el crecimiento en el ntiimero promedio de criaderos del mosquito transmisor que hay en el
medio, del cual se encontré6 que dada una cantidad inicial de criaderos c¢;q, la cantidad de
criaderos que habré en un tiempo t es

ci(t) =

donde ¢;(t) representa la cantidad de criaderos en el tiempo ¢, para i = 1 los criaderos son de

RiCio

(ki — cio)e ™t + cip

tipo tanques de agua, para i = 2 son llantas y para ¢ = 3 son canales de agua lluvia. Ahora,
se tiene ademas que

A elt) = s

esto significa que cada tipo de criadero crecera exponencialmente hasta su maxima capacidad
de carga en el medio k;. Reemplazando estos valores en el sistema (2=3), se obtuvo el sistema
(2=3) que representa el crecimiento poblacional del mosquito transmisor. Este modelo tiene
dos puntos de equilibrio (soluciones constantes) @)1 y @2, los cuales representan la ausencia
de la poblacién y la persistencia de la misma en el medio, respectivamente. Se demostro
mateméaticamente que a estos dos valores son a los tnicos hacia donde la poblacion del
mosquito crecerd o decreceré. La cantidad promedio de mosquitos se dirige a uno o al otro
de los puntos de equilibrio dependiendo de las condiciones ambientales que se estimen para
los parametros del modelo.

Para el sistema (2=3) se estimé el umbral de crecimiento del mosquito H, que como su
nombre lo dice es un umbral que determina si la poblacion del mosquito se va a extinguir o
permanecera en el medio, todo depende qué valor tome H. Esto es, si H < 1, la poblacién de
mosquitos desaparecera del medio; es decir, decrecerd exponencialmente hasta el punto de
equilibrio ;. Mientras que si H > 1, la poblacién de mosquitos creceréd exponencialmente
hasta el equilibrio )2, lo que significa que se mantendra en el medio. El ntmero H se puede
interpretar como el niimero promedio de mosquitos que sobreviven al estado inmaduro hasta
llegar al estado adulto por cada ovoposicion de un mosquito hembra.

Al reemplazar las componentes z, y y z del punto de equilibrio Q)2 en el sistema (2=2), que
representa la dinamica de transmision del virus en la poblaciéon humana, se obtuvo el sistema
(2=8), el cual tiene dos puntos de equilibrio E; y Es. El primero, representa la ausencia del
virus en la poblaciéon humana y, el segundo, la persistencia del virus en dicha poblaciéon. Para
este modelo se hallo el nimero reproductivo bdsico Ry, que determina el niimero promedio de
personas susceptibles que un mosquito hembra con el virus es capaz de infectar, considerando
que el mosquito ingresa a una poblaciéon enteramente susceptible. Del anélisis matematico
se concluyd que si Ry < 1, la enfermedad desaparecera del medio, esto es, que la fraccion
de personas infectadas ¢ decreceré exponencialmente hasta cero, a medida que transcurra el
tiempo. Mientras que si Ry > 1, la enfermedad se mantendréa en el medio, es decir, que la

fraccion de personas infectadas ¢ se mantendré siempre diferente de cero. Esto es, ¢ crecera
#(Ro—1)
Ro(6+n)

hasta el valor a medida que transcurre el tiempo.
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En la seccion 2.3 se hizo un ajuste de las soluciones del modelo planteado a los datos
reales reportados para la ciudad de Medellin en los anos 2010 y 2016, anos en los que la
enfermedad del dengue ha tenido un mayor impacto en la regiéon por sus altos indices en la
cantidad de personas infectadas reportadas por el SIVIGILA del Instituto Nacional de Salud
[36]. Se inici6 ajustando las soluciones del sistema (P=8), utilizando el método de Regresion de
Minimos Cuadrados No Lineales, con el cual se pudo estimar los valores para los parametros
del modelo. Con los resultados obtenidos se ajusta las soluciones de los sistemas (E=10) y
(2=T) y, ademaés, se estimo el nimero reproductivo basico Ry de la enfermedad despejandolo
de la sustitucion

(6 + ) Ro
p= "
N
de donde se obtuvo que
Ro_ BN
P (ut0)

y al reemplazar los valores de B, N, u vy 6 que se muestran en las Figuras 2=9 y 2=T1, se tuvo
que Ry ~1.92 para los datos reportados para el ano 2010 y Ry ~3.01 para el ano 2016. Estos
dos ntumero estimados son muy importantes porque ellos representan el nimero promedio de
personas que infectan cada mosquito en la poblacion de Medellin. Es decir, para los datos
reportados para el ano 2010, Ry ~1.92~ 2, representa que cada mosquito infectado con el
virus es capaz de infectar a dos personas en su periodo de vida, aproximadamente. Asi, para
el ano 2016 un mosquito en promedio infectara a 3 personas en su periodo de vida. Esto
demuestra, que la enfermedad fue endémica en la regiéon para dichos afos.

En la seccion 2.4 con los datos para los pardmetros obtenidos en la seccion 2.3, se estimo la
fuerza de infeccion de la enfermedad, la cual es una tasa que representa qué tan probable es
que una poblaciéon susceptible se contagie, en este caso, con el virus del dengue, por semana.
Las Figuras 2-T6 y 2-T7 muestran que su grafico para los dos anos 2010 y 2016 es creciente,
esto significa que a medida que transcurre el tiempo, las personas susceptibles tiene una
mayor probabilidad de contraer el virus, y esto hace que la enfermedad sea endémica.
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En este capitulo se presenta el planteamiento y anéalisis de un modelo para la transmision
y control del dengue. Se muestran algunas estrategias de control constante para los datos
reportados de la ciudad de Medellin en los anos 2010 y 2016. Se plantea y resuelve un
problema de control 6ptimo para el sistema (2=8) utilizando el Principio del Mdzimo de
Prontryagin. Ademés, se propone un sistema dinamico no suave con control constante a
partir de una variacion del sistema (P=8) utilizando la teoria de los sistemas no suaves
presentada en [26]. Finalmente, se presentan algunos resultados numéricos del sistema no
suave propuesto y se muestra una bifurcaciéon no suave de codimensiéon 1 a nivel local.

3.1. Planteamiento del modelo con control constante

Para el planteamiento del modelo que representa la dinamica de transmision del virus en la
poblaciéon humana teniendo en cuenta el control biologico mediante infeccion con Wolbachia
al Aedes aegypti, se consideran los siguientes supuestos:

» Cuando una persona susceptible es picada por un mosquito con Wolbachia que posea
el virus se reduce la probabilidad de transmisiéon de la enfermedad.

= En el medio se encuentran dos tipos de mosquitos: los que estan infectados con cierto
serotipo de Wolbachia y los que no lo estan.

= Se realiza una infeccion a algunos estados inmaduros del mosquito con un serotipo de

Wolbachia.

= El mecanismo usado por el serotipo de Wolbachia para garantizar su permanencia en
la poblaciéon de mosquitos es la incompatibilidad citoplasmatica (CI).

Adicional a las variables y parametros considerados en el sistema (P=11), cuya descripcion esta
en la Tabla =TI, para este nuevo modelo se consideraran las variables y parametros de la
Tabla B=1.

Asi, el diagrama de flujo que representa la dinamica de transmision del virus a la poblaciéon
humana, teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti aplicando
el control bioloégico, se muestra en la Figura B=T.



38 3 Analisis del modelo con control

Variable/Parametro ‘ Descripcion

Ty (1) Nimero promedio de mosquitos machos con Wolbachia en tiempo ¢
Yu(t) Numero promedio de mosquitos hembras con Wolbachia en tiempo t
2w () Nimero promedio de mosquitos inmaduros con Wolbachia en tiempo ¢
¥ Probabilidad de transmisién del virus por la picadura de una hembra con
Wolbachia
« Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho sin Wolbachia
& Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho con Wolbachia
U Fraccion de mosquitos inmaduros que son infectados con Wolbachia

Tabla 3-1: Variables y parametros del sistema (B=I)

BYR srrw e S o1
MN S I wyw - [ R
191/)N zt+zw+y+yw s

02w 0 Zw |
N\
/’/7\
@ @ o (1- st @
7777777777777 = >
+
con (- stits)

Figura 3-1: Transmision del virus con control

La variaciéon en el nimero de personas susceptibles S, presenta como flujo de entrada el
L. . : A’ I ] L vw
término pN, y como flujo de salida los términos .S, BQ/JNHMWWMS y ﬁwNwaererw S,
donde los dos tltimos términos representan el ntimero de personas susceptibles que son

infectadas por la picadura de un mosquito hembra que posee el virus sin y con Wolbachia,
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respectivamente. De esta forma,

~ [ y ] yw
S = uN — fip— S — p—
H ﬂ¢Nm+xw+y+%) Nz+xy+ Y+ Yo

S —us

La variaciéon en el ntumero de personas infectadas I, presenta como flujo de entrada los

términos W%ms y ﬂw%m& y como flujo de salida, los términos pul y 01.

De esta forma,

. I I w
I=py— Y S 0~ Y

S—(0+ul
Nz +xy+y+ Yo Nz+xpy+y+ Yo 6+ n)

La variacion de R, x e y, se definen de igual forma al sistema (2=1), es decir,

R =0I —uR
T =0z—e€x
Yy =0z — €y

La variacion en la poblacion de mosquitos inmaduros generados por las ovoposiciones de
hembras sin Wolbachia se define como en el subsistema (2=3), teniendo en cuenta que la
poblaciéon total de mosquitos en este estado es z + 2, y ademas, estd disminuida por el
término uz, que representa el niimero de mosquitos inmaduros que son infectados con la
bacteria. Por lo tanto,

Z+ Zyw

—m> —(5+U+V+U)Z

Z=apy (1

La variacion de la poblaciéon de machos con Wolbachia x,,, presenta como flujo de salida el
término ex,,, que representa la cantidad de muertes en este estado, y como flujo de entrada,
el término ¢z, que representa la cantidad de mosquitos inmaduros infectados con Wolbachia
que pasan a ser machos adultos. Asi,

Tw = 02y — ETw

Por su parte, la variacion de la poblacion g, presenta como flujo de entrada el término oz,
que representa el nimero de mosquitos inmaduros infectados con Wolbachia que pasan a
ser hembras adultas, y como flujo de salida el término ey, el cual representa el nimero de
muertes en este estado. Asi,

Yo = 02w — €Yw

. ., <2 : 2 : Z+zw
La variacion en la poblacion z,, presenta como flujo de entrada los términos uz, & py,, (1 — m)

Y QPYy (1 — ZZ;jT”+b>, donde los dos tultimos representan el niimero de huevos que son ovo-
2%

positados por las hembras infectadas con Wolbachia en los criaderos disponibles cuando son
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fecundadas por un macho infectado también con la bacteria y el niimero de huevos que son
ovopositados por las hembras infectadas con Wolbachia en los criaderos disponibles cuando
son fecundadas por un macho sin la bacteria. Ademés, esta poblacion presenta como flujo
de salida los términos 0z, 0z, v Vz,. De esta manera,

2+ Zw

Zw = (§ + Q) pYu (1 - m

)+uz—(5—|—a+y)zw

Finalmente, la variacion en los criaderos se define de igual forma al sistema (2=1), es decir,

é = vici (1—ﬁ), i=1,2,3.
K

Por lo tanto, el modelo que representa la dindmica de transmision del virus del dengue,
teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del Aedes aegypti aplicando control biologico
por Wolbachia con CI, esta dado por el sistema (B=1)

- I Yy I Yw
S =uN — po— S —p— S —uS
: BwN:c+:cw+y+yw Nt oo ty+ya
r I Y I Yuw
I = pByY— S+ d— S—0+p)l
B¢Nx+xw+y+yw ¢Nx+xw+y+yw 0+ )
R=0I—uR
T =10z —€x
Yy=0z—¢€y
: + 2y
z:apy<1—ﬁ)—(5+a+u+u)z
Ty = 5Zw — €Ty (3_1)

Y = OZyw — €Yy

2w = (£ + a)pyu (1

¢ = Mc (1 A

)
Gy = Y2 (1 - Z—Z)
= (1-5)

Z+ Zy

—m)+uz—((5+a+y)zw
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3.2. Estrategias de control biolégico

Para establecer las estrategias de control se tiene en cuenta el nimero inicial de mosquitos
inmaduros con Wolbachia zy y la fraccion constante de mosquitos inmaduros que se liberan
u, como también la funciéon de costos:

! n
(T = / (A=) + 22 at
0
definida en el periodo de tiempo [0, T, donde A y n son constantes que representan los costos

por unidad directos e indirectos cuando se aplica el control biologico.

Para evaluar que tan efectiva es la estrategia en [0, 7] se tiene en cuenta los indicadores:

e Iy= Yu(T)
Y.u(T) CY(T)

donde Y, (T) representa el ntimero promedio de mosquitos hembra que son infectadas con
la bacteria al aplicar el control biolégico y Y (T') el ntimero promedio de mosquitos hembra
que no estan infectadas de Wolbachia, y se definen como:

?wmz%lymw yvz%ly@ﬂ

El indicador I representa el costo promedio que se adquiere por cada mosquito hembra con
Wolbachia que hay en el medio y el indicador I5 representa la densidad de mosquitos hembra
infectados de la bacteria respecto a las hembras que no portan la bacteria. El objetivo de
aplicar el control se limita a minimizar /; y maximizar Is.

En la Tabla se muestran 6 estrategias de control para el sistema (B=1l), tomando diferentes
valores para zy y u con datos de la ciudad de Medellin en el anio 2010. En ella se puede
observar que la cuarta (E4) y sexta (E6) estrategia son las mas favorables, esto debido a
que I; es pequeno e Iy es grande. Por ejemplo, en la estrategia 6 el indicador I =3.3359 (el
maés alto) establece que por cada mosquito hembra sin Wolbachia, en promedio hay mas de
3 mosquitos hembra con Wolbachia en el medio; esto se obtiene infectando, por cada 1000
habitantes, 25 estados inmaduros al inicio y haciendo una infestacion del 1% en cada unidad
de tiempo.

En las Figuras B=2 y se observa la efectividad de las estrategias F4 y E6 con respecto a
los datos reales reportados para Medellin en el ano 2010, donde se observa que la estrategia
6 (la mas efectiva) reduce la cantidad maxima de personas infectadas en dicho periodo hasta
en un 34 %. Para hallar numéricamente estos resultados se tomaron los valores de n y A de
forma hipotética.
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Estrategia H 2 ‘ U ‘ Costo ‘ Yo ‘ Y ‘ I ‘ I ‘
E1 25 0 1.5241 | 411.3142 | 187.2650 | 0.0037 | 2.1964
E2 0 | 0.01 | 1.3585 | 441.8261 | 168.5950 | 0.0031 | 2.6206
E3 10 | 0.005 | 1.4659 | 420.6781 | 180.8528 | 0.0035 | 2.3261
FE4 10 | 0.01 | 1.2703 | 463.1377 | 158.0028 | 0.0027 | 2.9312
E5 25 | 0.005 | 1.3092 | 457.7128 | 162.3360 | 0.0029 | 2.8195
E6 25| 0.01 | 1.1717 | 487.2968 | 146.0774 | 0.0024 | 3.3359

Tabla 3-2: Estrategias de control del sistema (B=) con A =0.0005635 y nn = 1, Medellin
2010

200 Contol biolégico a datos de Medellin, 2010
T T T

180 [~
160 [~ ° o o -
140 - ° [ =
120 - o ) =

100 — -

Personas Infectadas

Semana

Figura 3-2: Control biologico aplicando E4 con datos de Medellin para el ano 2010

En la Tabla B=3 se muestran 6 estrategias de control para los datos de la ciudad de Medellin
para el ano 2016. En ella se puede observar que al igual que en la Tabla B=2, la cuarta (E£4)
y sexta (E6) estrategia son las mas favorables.

‘ Estrategia H 20 ‘ U ‘ Costo ‘ Yo ‘ Y ‘ I ‘ I ‘
El 25 0 0.3182 | 21.8204 | 14.5251 | 0.0146 | 1.5023
E2 0 | 0.01 | 0.2805 | 24.4994 | 12.9395 | 0.0114 | 1.8934
E3 10 | 0.005 | 0.3036 | 22.7731 | 13.9234 | 0.0133 | 1.6356
E4 10 | 0.01 | 0.2640 | 26.0163 | 12.1770 | 0.0101 | 2.1365
E5 25 | 0.005 | 0.2740 | 25.4296 | 12.5914 | 0.0108 | 2.0196
E6 25| 0.01 | 0.2449 | 27.7595 | 11.2972 | 0.0088 | 2.4572

Tabla 3-3: Estrategias de control del sistema (B=I) con A =0.0005635 y n = 1, Medellin
2016
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Control Biol6gico a datos de Medellin, 2010
200 T T T
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Figura 3-3: Control biologico aplicando E6 con datos de Medellin para el ano 2010

En las Figuras B=4 y B=3 se observa la efectividad de las estrategias 4 y E6 con respecto
a los datos reportados para la ciudad de Medellin para el ano 2016, donde se observa que
la estrategia 6 (la mas efectiva) reduce la cantidad méaxima de personas infectadas en dicho
periodo hasta en un 49 %. Para hallar numéricamente estos resultados se tomaron los valores
de n y A de forma hipotética.

Control Biolégico: Medellin 2016
350 T I T

Personas Infectadas

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Semana

Figura 3-4: Control biologico aplicando F4 con datos de Medellin para el ano 2016
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Control Biolégico: Medellin 2016
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Figura 3-5: Control biologico aplicando E6 con datos de Medellin para el ano 2016

3.3. Control 6ptimo

Para formular el modelo con control se considera la funcion u = u(t) acotada en el intervalo
[0, 1], la cual representa la efectividad (en porcentaje) que tiene el control biologico utilizado.
Este control es implementado en el sistema (2=8) como sigue:

p =p(l—p)—Bsrpg:fl (3.9)
q = BY5Zpg — (0 + p)g — u(t) : £2

Se adjunta al sistema (B=2) una funcién de costos que estd representada por la integral

definida
C(t) /0 L(g(t), u(t))dt = /0 (Ag(r) + Lo (r)) (3-3)

donde A y 1 son constantes que representan los costos directos e indirectos por unidad. El
primer término Aq(t) representa los costos indirectos de aplicar el control u(t) en cualquier
tiempo t vy, gu2 (t) representa los costos directos de aplicar el control.

De esta manera el problema a resolver es:

minimizar C(t) = fT L(q(t)
sujeto a d)fhft) = F(X(t)

con X (0) =Xy

<
S
~
S— ~

donde d)dfft) = F(X(t),u(t)) representa el modelo con control (B=2) y Xy = (po,qo)” es el

vector de condiciones iniciales.
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El teorema 4.1 (p. 68-69) de [I5] garantiza la existencia de un control 6ptimo @ que minimiza
la funcion (B=3). Para hallar dicha funcion se utiliza el Principio de Méximo de Pontryagin
[a].

La funciéon Hamiltoniana o funcién de Pontryagin esté definida por:

H(X(t), A(t), u(t)) = L(q(t), u(t)) + Afr + Ao fo

donde X (t) es el vector de variables de estado, A1 (%), A2(%) las variables adjuntas o conjugadas,
fi, i = 1,2 el lado derecho de la ecuacion i del sistema (B=2) y L(q(t),u(t)) el Lagrangiano
definido en (B=3). En lo que sigue del texto se obviara (t) de las expresiones que dependen
del tiempo. De esta manera,

H = Aq+ Ju* + \ufi + dofy

Teorema 3.3.1. (Controles Optimos)
Dado el control dptimo T y la solucion X(t) de (3=2), existen variables adjuntas i, \g al
sistema (B=3) que satisfacen

A\
P e LA

s _ B—Tp(M — Ag) + (0 + ) Ao — A
a 5+0P 1 2 H)A2

con las condiciones de transversalidad: A\ (T) =0 y X\o(T) = 0.

att) = i (mix (0.2 1)

Demostracion. La forma de las ecuaciones asociadas a las variables adjuntas del sistema
(B=2) son los resultados normales del Principio del Maximo de Pontryagin presentado en [4],

Y ademds,

las cuales se definen como

d\; B _8[—] dXs B _6H
dt — Op Y dt — Oq
Es decir:
d)\l
I =u 1—|—B¢—q 1—
Jq( 1 — )\2) + /J)\
y
d\
T = A B Tph = B —pha+ (0 + i)k

5+0p(/\1 —X) (0 +p)— A
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Para determinar u se optimiza el Hamiltoniano H respecto a la variable de control. Es decir,

se halla u tal que satisfaga la ecuacion:

Asi, se obtiene que

A
n—>X=0 <& u="22
n
Como € [0, 1], entonces

0 si %go
T=q%2 & 0<® <1

1 7

1 osi 2>1

"

De esta manera, se obtiene que

El problema a resolver esta formado por el sistema (B=2) con sus respectivas condiciones
iniciales, el sistema conjugado o sistema adjunto con las condiciones terminales o de frontera,

y el control 6ptimo u. Es decir,

(X _ p(X, 4, )\)

dt

D = G(X,1, )

En la Figura B=8 se muestran los resultados numéricos de la solucion al problema de contorno
para los datos del ano 2010. Alli se observa la efectividad del control biolégico, el cual logra
eliminar la cantidad de personas infectadas en aproximadamente 16 semanas. Para hallar
numeéricamente estos resultados se tomaron los valores de 1 y A de forma hipotética.
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Control Optimo Biolégico, Medellin 2010
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Figura 3-6: Control Optimo para los datos de Medellin en el ano 2010

En la Figura B=7 se muestran los resultados numéricos de la solucién al problema de contorno
para los datos del ano 2016. Alli se observa que el control biologico logra eliminar la cantidad
de personas infectadas en aproximadamente 18 semanas. Para hallar numéricamente estos
resultados se tomaron los valores de 1 y A de forma hipotética.

En la Figura B=8 se muestran las graficas de la funcién de costos para los anos 2010 y 2016.
En ella se observa que dichos costos son muy pequenos comparados a los costos mostrados
en las Tablas y B=3. Sin embargo, el control 6ptimo aplicado es mucho mas efectivo que
el control constante.
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3.4.

Control Optimo Biolégico, Medellin 2016
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Figura 3-7: Control Optimo para los datos de Medellin en el ano 2016

Sistema no suave con control

Para el planteamiento del modelo no suave se asume que el control biolégico u del sistema

(B=2) es constante y se reescribe dicho sistema como

{ p =l —p)—Ro(6+ npq (3.4)

¢ =Ro(0+p)pg— (0+p)g—u

donde Ry representa el nimero reproductivo bdsico. El sistema (B=2) se define en la region

de interés biologico 2 con condicién inicial wy = (po, qo)?, donde u,0 € [0,1] y Ry > 1.
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Costo Minimo, Medellin 2010
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Figura 3-8: Funcion de costos para los datos de Medellin en los anos 2010 y 2016

Los puntos de equilibrio del sistema (B=4) se obtienen resolviendo el sistema homogéneo:

{ pu(1 —p) = Ro(0 + p)pg = 0
Ro(0 + p)pg — (0 +p)g —u=0

Calculos algebraicos muestran que las soluciones del sistema homogéneo cumplen las ecua-

ciones: ( )

uwl—p) —u

_ 3-5
T (3-5)

De esta manera, la existencia de los puntos de equilibrio se garantiza siempre que se cumpla

pRop® — (W +pRo —uRo)p+p=0 y q=

que
([L + ,UR() — URQ)2 > 4M2R0
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Por lo tanto, el sistema (B=24) tendra a lo sumo dos puntos de equilibrio

(p11,qu1) ¥y (P12, q12) (3-6)

los cuales cumplen las ecuaciones definidas en (B=3).

3.4.1. Formulacién del sistema no suave

Para plantear el modelo no suave se define la region ¢ = (¢ en €2 la cual determina un
“indicador” para aplicar el control u, de la siguiente manera:

Si o ¢g>¢, u#0, wuwe(0,1]
Si ¢g<(, u=0

Esto hace que la region ¢ = ¢ divida el campo vectorial de (B=2) en dos zonas:

YR p(1—p) — Ro(0 + p)pg
fw) = ( Ro(0 + p)pg — (0 + p)q ) o a=¢

Y (1 —p) — Ro(0 + p)pq
f()(“”‘( Ro(6+ 1)pq — (6 + 1)g — u

donde w(t) = (p(t), q(t))" es el vector de estados del sistema.

> con q>(

Ahora, sea H : R? — R una funcién continuamente diferenciable definida como:
H(w) =q¢—¢

para la que su gradiente es H,(w) = (0,1) (no nulo). Entonces se definen las siguientes
regiones:

Si={weR :Hw) <0} ={weR*:q<(}
Sy={weR:Hw)>0}={weR*:qg>(}
Y={weR:Hw)=0} ={weR:q=(}

De esta manera, el sistema no suave queda planteado por:

[ fOw), weS,
v { fAw), we S (3-7)

El sistema (B=1) se denomina no suave o suave a tramos debido a que el campo vectorial de
(8=2) se divide en dos campos fM(w) y f&(w), w € Q. En los puntos w € X las soluciones
de (B=1) no son diferenciables, ya que el vector direccion en los dos campos es diferente
(ver Figura B=9(a)). Cuando w esta en la zona de deslizamiento (X;), los vectores directores
tienen sentidos opuestos (ver Figura B=9(b)), mientras que si w esta en la zona de cruce (X.),
los vectores directores tienen el mismo sentido (ver Figura B=9(c)).
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Figura 3-9: Interpretacion geométrica del sistema no suave

3.4.2. Soluciones estandar y deslizantes

Para w € X, se define

— <H f(l) ><H f(l) )>
= (Ro(0 + p)p¢ — (0 + M)C) (Ro(0 + p)p¢ — (0 + p)¢ — u)

El conjunto
Ye={weX:l(w)>0}

determina la zona de cruce en X y el conjunto
Ys={weX:l(w) <0}
la zona de deslizamiento.
Teorema 3.4.1. Para el sistema (13=1) en X:
n ) = < C) y Ty = ( (1 + (9+u) ) ,() son puntos tangentes sobre la region q = C.
s Sp= (m, () es un pseudo-equilibrio sobre la region q = (.
Demostracion. De |26] se conoce que un punto tangente es solucion de la ecuacion:
l(w)=0 con w € X

Entonces se tiene que:

= Si (Hy(w), fM(w)) =0,
Ro(0 + p)p¢ — (0 + p)¢ =0,
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es decir,

Por lo tanto,

= Si (Hy(w), fP(w)) =0,
Ro(0 + p)p¢ — (0 + p)¢ —u =0,

es decir,

=7 ()

o= (1 ) )

Un punto en ¢ = ¢ se llama pseudo-equilibrio si cumple que

Por lo tanto,

g(w) =0, con w € X,

donde
g(w) = AfD(w) — (1= A) f®(w)

(Hy(w), [P (w))

A= T ), 7O () — Ow))
14 (941;#)4_ RO(QJM)pC

Mediante algunos célculos algebraicos se puede comprobar que

(1 —=p) = Ro(0 + p)¢p = 0,

ya que la segunda componente se vuelve una identidad. Por lo tanto,

_ f
pt+ Ro(0 + p)¢

p

Asi,

B u
o = <M+Ro(9+u)é’c)'

Como Sg € X, entonces:

N a <i(1+ - )
Ry p+Ro(0+p)¢  Ro (0 + u)¢
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Por otra parte, las regiones S; y Sy presentan puntos de equilibrio por separado, los cuales
estan determinados por la solucion de las ecuaciones presentadas en (3=3).

La region S presenta dos puntos de equilibrio:

(p117 Q11) y (p127 Q12)7

los cuales fueron definidos en (B=G).

La region S, presenta los puntos de equilibrio F; y Es definidos en la seccion 3.2, los cuales
se obtienen resolviendo la ecuacion (B=8) con u = 0.

3.4.3. Bifurcacidén local de codimension 1

Al realizar el analisis del sistema (B=1) en forma numeérica, se describe una bifurcacion local
de codimensién 1 haciendo variar el parametro Ry y fijando p, 6 y u. Dicha bifurcacion se
presenta cuando los puntos de equilibrio del sistema (FEs, Pg, T} y T») colisionan entre si
sobre la zona de conmutacion ¢ = ¢ [5].

Los valores de bifurcacion para Ry son

(1) 1 Q® _ p(u+ (0 + p))

T =0 T T =0+ 0 0+ m)C

Sil< Ry < agg, las soluciones en 2 de (B=1) se dirigen al equilibrio Ey (Ver Figura B=Tll(a)),
cuando Ry alcanza el valor de bifurcacion ago) el punto de equilibrio 5 colisiona con el punto
tangente T en el punto de bifurcacion Sy (ver Figura B=T0(b)). Cuando Ry > 0423, el campo
vectorial del sistema (B=7) sufre un cambio de estabilidad pasando E, de ser asintoticamente
estable a ser inestable y, aparece el pseudo-equilibrio Sg como un punto asintéticamente

estable (ver Figura B=T0(c)).

Figura 3-10: Bifurcacion cuando Ry = ago)
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.. . : ., 2 o (1 2
De manera similar se obtiene otra bifurcaciéon cuando Ry = ag%g. Si ag{g < Ry < ozg%g, el

campo vectorial del sistema (B=17) es igual al que se presenta en la Figura B=T0(c). Cuando Ry
alcanza el valor de bifurcaciéon agg, el pseudo-equilibrio Sg colisiona con el punto tangente T5
en el punto Sy (ver Figura B=TT(b)). Cuando Ry > agg, el punto Sg desaparece y aparece un
nuevo punto de equilibrio asintoticamente estable P = (p11, ¢11) definido en (B=8)(ver Figura

Tl SEﬂ

(2)

(a) (b)

Figura 3-11: Bifurcacion cuando Ry = agg

En la Figura se muestran los resultados numeéricos de las soluciones del sistema (B3
@) con p = 0.1, 8 = 0.1, u = 0.01 y Ry variando en el intervalo [2,5.26]. Para este caso,
agg =25y agg = 3.88. En los graficos se puede observar que a medida que se varia Ry el
sistema (B=1) sufre las bifurcaciones descritas anteriormente.

3.4.4. Resultados numéricos con datos reales

Para determinar las soluciones del sistema no suave (B=1) se toman los valores de los para-
metros estimados para la ciudad de Medellin en los anos 2010 y 2016 como se muestran en
la Tabla B=4.

Afo p 0 Ry U ¢
2010 || 525 | 0.2077 | 1.9524 | 0.01 | 0.06
2016 || 5 | 0.102777 | 3.0219 | 0.01 | 0.1

Tabla 3-4: Valores de los pardametros para el sistema (B=1)

En la Figura B=T3 se muestran los resultados numeéricos de la solucion del sistema (B=1) para
la ciudad de Medellin en el ano 2010, donde se observa que el control hace que la proporcion de
personas infectadas no sobrepase el umbral (=0.06. Ademas, de acuerdo al campo vectorial,
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Figura 3-12: Bifurcacién cuando Ry = agg y Ry = agg

se puede evidenciar que toda solucién que inicia en ) se aproxima al equilibrio 5 cuando
t — 00, es decir, el punto de equilibrio Fy es un atractor del sistema (8=7). Por otra parte,
la solucién obtenida con los datos reales pasa por el segmento de deslizamiento del sistema
m, y esto hace que haya un intervalo constante en su gréafica.

En la Figura B=T4 se muestran los resultados numéricos de la solucion del sistema (B=1)
para la ciudad de Medellin en el ano 2016, donde se observa que el efecto del control es
notorio respecto a los datos reales. Ademas, de acuerdo al campo vectorial se puede ver
que si tomamos una condicién en la region Ss, la proporciéon de personas infectadas decae
hasta el punto de equilibrio F5 y se podria decir que Es sigue siendo un equilibrio atractor
del sistema. A diferencia de la Figura B=T3, la solucién obtenida no pasa por la zona de
deslizamiento.
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Datos de dengue, Medellin 2010
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Figura 3-13: Solucion del sistema (B=1) para Medellin 2010
3.5. Conclusiones del capitulo

Partiendo del modelo planteado y analizado en el Capitulo 2, se formula un modelo que
incorpora un control bioldgico para la enfermedad utilizando la bacteria Wolbachia, la cual
impide que el mosquito transmita el virus a la poblacién humana. En la secciéon 3.2 se
implementan unas estrategias de control teniendo en cuenta los costos directos e indirectos
que generan el uso de la bacteria como mecanismo de control. Para evaluar que tan efectiva
es la estrategia se han utilizado dos indicadores. El primero, mide el costo promedio que
se adquiere por cada mosquito hembra adulto con Wolbachia (I7) y el segundo, representa
cuantos mosquitos hembra adultos con Wolbachia hay en el medio por cada mosquito hembra
adulto sin la bacteria (I3).
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Datos de degue, Medellin 2016
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Figura 3-14: Solucién del sistema (B=1) para Medellin 2016

Algunas de las estrategias implementadas se muestran en las tablas y B=3. Para las
entidades de salud, estos resultados les indican los valores que deben tener en cuenta para
la infeccion inicial de mosquitos en estado inmaduro con la bacteria Wolbachia. Por ejemplo,
en la fila F4 de la tabla indica que de una poblacion inicial de 10 mosquitos inmaduros
sin Wolbachia (zp), se infecta el 1% (u = 0.01) con la bacteria y se tiene un costo de
1.2703 unidades monetarias generando a través del tiempo una poblaciéon aproximada de 463
mosquitos hembra adultos con Wolbachia (Y,,) y quedando 158 mosquitos hembra adultos
sin la bacteria (Y'). Esto hace que el costo por cada mosquito hembra con Wolbachia sea
de 0.0027 unidades monetarias (I;) y la poblacion de mosquitos hembra con la bacteria
triplicara a la poblacién que no la posee (I).

En la seccion 3.3 se formulé y resolvié un problema de optimizacion, el cual consistié en
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considerar al control v como una funciéon dependiente del tiempo t y se ligo al modelo una
funcion C(t) que representa los costos que se generan al aplicar dicho control. Al resolver
el problema se encontro el valor del control 6ptimo @(t), el cual disminuye la proporcion de
personas infectadas y ademaés, minimiza la funcién de costos. La efectividad del control se
observa en las Figuras B=6 y B=7 para los datos reales de los afios 2010 y 2016 de la ciudad de
Medellin, respectivamente, en las cuales se puede observar que el efecto del control hace que
el nimero de personas infectadas desaparezca del medio en un tiempo relativamente corto.

En la seccién 3.4 se plantea una forma diferente de aplicar el control utilizado en la seccién
3.3. Inicialmente, se considera el control u constante y posteriormente, se aplicara el control
siempre que la proporcién de personas infectadas ¢ sobrepase el valor (, de lo contrario, no
se aplica control (u = 0). Del andlisis matematico que se desarrollo para este modelo, se
hall6 una bifurcacion, la cual se puede interpretar de la siguiente forma:

Considerando que la enfermedad es endémica en la region (Ry > 1) y que Ry es menor que

(1)

ay’, la enfermedad no desaparecera de la region, pero la proporcion de personas infectadas g
0

se mantendra por debajo del valor . Si Ry es mayor que agg y menor que agg, la proporcion

de personas infectadas ¢ se mantendra en el valor (. Finalmente, si Ry es mayor que ag(z? la
enfermedad se mantendra por encima del valor {. A la hora de aplicar este tipo de control,
es necesario estimar el valor de Ry y tener cuidado que éste no sobrepase el valor agg, ya

que de hacerlo, la enfermedad no se podra controlar.
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4.1. Conclusiones finales

Se ha formulado un modelo matemaético en base a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal que representa la dindmica de transmision y control del virus de la
enfermedad del dengue en la poblacién humana.

En el capitulo 2, se planted el sistema (E=1), el cual se divide en tres subsistemas desaco-
plados en una via, en cada subsistema se realiza un analisis de estabilidad local sobre las
soluciones de equilibrio. En el susbsistema (P=4) que representa el crecimiento de los cria-
deros se encontraron 8 puntos de equilibrio, cuando 7; > 0, se demostr6é que el equilibrio
Py es asintoticamente estable y, de acuerdo a la teoria propuesta por Castillo-Chavez C. y
Horst T. en [R], se sustituyen estos resultados en el subsistema (E=3). Al sistema resultante
se le encontraron dos puntos de equilibrio @)1 y ()2, los cuales representan la ausencia de
poblaciéon del mosquito y la persistencia de éste en el medio, respectivamente. Se determiné
el umbral de crecimiento poblacional del mosquito H (H = h?), el cual representa el niimero
promedio de mosquitos hembra que llegan a ser adultos generados por un mosquito hembra
adulto que esté en el medio, durante su periodo de vida. Del analisis de estabilidad local
para dicho sistema se obtuvo los siguientes resultados:

» Si h > 1 (lo que implica que H > 1), el equilibrio Q2 es localmente asintoticamente
estable y ()1 es inestable.

» Si h > 1 (lo que implica que H > 1), el equilibrio @ es localmente asintéticamente
estable y ()5 es inestable.

En este caso, el equilibrio ()1 representa la ausencia de la poblaciéon del mosquito en el medio
y es un buen referente como mecanismo de control para la enfermedad, es decir, si hay una
epidemia de dengue en una region se puede direccionar los controles a la disminuciéon de la
poblaciéon del mosquito transmisor. El equilibrio ()5 representa que la poblacion del mosquito
se mantendra en el medio y posiblemente, también la enfermedad en la poblaciéon humana.

Como se desea analizar el modelo en presencia de mosquitos en el medio, se optoé por consi-
derar H > 1 y se reemplazaron los valores de Q3 en el subsistema (2=2), el cual representa
la dindmica de transmision del virus a la poblaciéon humana. Debido a que se consideré la
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poblaciéon humana constante (tasa de muerte igual a la tasa de crecimiento), se normaliza
el sistema resultante para generar un nuevo modelo bidimensional (2=8) que relaciona las
proporciones de personas sanas e infectadas. Dicho sistema tiene dos puntos de equilibrio
FE, y Es. El equilibrio E; es llamado equilibrio libre de la enfermedad porque representa la
ausencia de la misma en la poblaciéon humana y al igual que @), es un buen indicador para
direccionar las estrategias de control y lograr eliminar la enfermedad del medio. El equilibrio
E5 es llamado equilibrio endémico de la enfermedad porque representa el equilibrio donde
la enfermedad se vuelve endémica en el medio y cuando esto ocurre, se debe establecer es-
trategias de control para disminuir la cantidad de personas infectadas en una poblaciéon. Se
demostré que el modelo bidimensional es positivamente invariante en la region €2, es decir,
que sin importar la condicién inicial que se tome en €2, la solucion del sistema (P=8) se man-
tiene en 2. Asi mismo, se hallo el nimero reproductivo bdsico de la enfermedad Ry, el cual
se puede definir como el niimero promedio de casos secundarios de dengue que un mosquito
infectado puede ocasionar al ser introducido en una poblaciéon humana totalmente sana.

Al sistema (2=8) se le hizo un anélisis de estabilidad tanto a nivel local como global. Para el
caso local se tuvo en cuenta la linealizacion del sistema mediante la matriz Jacobiana y para
el analisis global se recurrié a las funciones de Lyapunov, de lo cual se obtuvo los siguiente
resultados:

= Si Ry > 1, el equilibrio E5 es asintoticamente estable y ()1 es inestable, tanto a nivel
local como global.

s Si Ry < 1, el equilibrio F; es asintoticamente estable y E5 es inestable, tanto a nivel
local como global.

» El sistema (P=8) no presenta soluciones periddicas y estd bien definido en el conjunto
de interés biologico ).

Estos resultados generan que el modelo bidimensional tenga una bifurcacion transcritica en
Ry =1, ya que hay un cambio de estabilidad entre los puntos de equilibrio F; y E5 al variar
Ry, como se puede observar en la Figura B=T.

Al finalizar el segundo capitulo, se presenta el ajuste de las soluciones numéricas de modelo
sin control a los datos reales reportados para la poblacién de Medellin en los anos 2010 y
2016. Se escogieron estos anos debido a que en ellos se presentaron la mayor cantidad de
personas infectadas reportadas, como se puede apreciar en la Figura 2=8. Se inicia ajustando
las soluciones del subsistema (2=12) a los datos reportados en las Figuras B=7 y 2=8 para luego
hacer un ajuste del sistema (P=8) y el sistema completo (P=1). Para ajustar las soluciones
numéricas del modelo a los datos reales se planted y resolvié un problema de regresion por
minimos cuadrados no lineales, el cual consiste en optimizar una funcién objetivo que para
este caso, representa la suma de los cuadrados de los residuos entre los datos reales y los
generados con el modelo propuesto. Las Figuras desde la 2=9 hasta la 2=TH, muestran el
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Figura 4-1: Bifurcacién transcritica

ajuste de los sistemas a la dispersion de datos reales reportados para la ciudad de Medellin
en los anos 2010 y 2016. Se puede observar que para el ano 2010 se obtuvo un ajuste desde
la primera semana epidemiolégica y la soluciéon del modelo propuesto determina muy bien
el comportamiento del nimero de personas infectadas en Medellin. En cambio, para el ano
2016, se logra un ajuste a partir de la semana epidemiolégica 10, pero a partir de alli se logra
un buen ajuste, al igual que para el ano 2010. Con este ajuste se formula y se obtiene la
fuerza de infeccion tanto para la poblacion humana como la del mosquito transmisor, la cual
se puede definir como el riesgo que corre un individuo sano de ser infectado. Los resultados
numeéricos de la fuerza de infeccién se muestran en las Figuras 2=18 y 2=T7, en las cuales se
observa que la fuerza de infecciéon es creciente, es decir, que el riesgo de que una persona o
mosquito sano sea infectado aumenta a medida que pasa el tiempo.

En el tercer capitulo, se plantea un modelo para representar la transmision y control biolo-
gico del dengue en la poblaciéon humana haciendo uso de la bacteria Wolbachia. El modelo
propuesto contiene tres ecuaciones diferenciales mas que el modelo anterior, las cuales re-
presentan la variacién en el nimero promedio de mosquitos que portan la bacteria. Con
el modelo propuesto se muestran algunas estrategias de control y, debido a que el modelo
anterior muestra un comportamiento similar a los datos reales, se hizo uso de los mismos
valores de los parametros para aplicar las estrategias de control biolégico (Tablas y B=3).
De seis estrategias que se evaluaron, sobresalen dos, a saber la estrategia F4 y E6, las cuales
disminuyen la cantidad de personas infectadas en la poblacion de Medellin y ademas, el costo
de aplicar el control biol6gico es menor que el que se genera con las otras cuatro estrategias.
Los resultados de las mejores estrategias se observan en las Figuras B=2, B=3, B=4 y B=4, las
cuales muestran la efectividad del control biolégico para los datos de Medellin en los anos
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2010 y 2016.

Se formul6 otro sistema de control a partir del sistema (2=8), donde la variable de control
u(t) que se adiciona representa la efectividad que tiene el control biolégico con respecto a la
disminucién de las personas infectadas. Inicialmente, al sistema con control propuesto se le
adjunta una funciéon que representa los costos directos e indirectos que se generan al aplicar
el control biologico y se planted y resolvié un problema de control 6ptimo, el cual consistié en
minimizar los costos y disminuir la cantidad de personas infectadas. Los resultados numéricos
de este problema se muestran en las Figuras B=8 y B=7 para los datos reales en 2010 y 2016,
respectivamente. Estos resultados muestran que si se aplica el control biolégico de manera
adecuada, la cantidad de personas infectadas desaparece al cabo de 16 semanas para los
datos del 2010 y en 18 semanas aproximadamente para el 2016, con la ventaja que se tiene
un costo minimo de aplicacién como se muestra en la Figura B=8.

En la seccion 3.4 se plantea otra alternativa de control para la enfermedad, la cual genera
un sistemas no suave, el cual se fundamenta en que si la fraccion de personas infectadas
q sobrepasa el umbral ¢, se debe aplicar el control biologico (v # 0), de lo contrario, se
debe dejar la enfermedad que continué sin control (u = 0). Para este caso, el control u se
considera constante variando en el intervalo [0, 1]. Esta forma de controlar no va a eliminar
la enfermedad del medio, pero si estabilizaré la proporciéon de personas infectadas bajo un
nimero deseado, siempre y cuando el nimero bésico de reproduccion Ry no aumente. Ejemplo
de esto se puede ver en los resultados numéricos para los datos reales de los anos 2010 y
2016 en la ciudad de Medellin (Figuras y B=14)), donde se observa que la proporcion
de personas infectadas permanece por debajo de los datos sin control y se estabiliza en un
valor menor a ¢ = ¢ = 0.1.

En el sistema no suave se encontraron dos puntos tangentes 77, 75 y un pseudo-equilibrio
Sk, los cuales se definen sobre la zona deslizante del sistema no suave Xg. Al variar el
ntmero reproductivo basico Ry > 1, se encuentra dos valores de bifurcacion 0‘}%0 y aéo, los
cuales muestran una bifurcaciéon no suave de codimensiéon 1 que se puede interpretar como la
colision de puntos de equilibrio sobre la zona de conmutaciéon ¢ = (, en la cual se presenta un
cambio de estabilidad en los puntos de equilibrio, es decir, un punto de equilibrio pasa de ser
asintoticamente estable a inestable cuando Ry toma el valor de bifurcacion (ver Figuras B=T0
y B=T1). Esta bifurcaciéon se presenta dos veces, cuando Ry alcanza el valor a}% y cuando
alcanza el valor 0‘%20’ siendo una simétrica con la otra, como se observa en la Figura B=T2.

A nivel biolégico, dicha bifurcacién se puede interpretar como el aumento existente en la
estabilidad de la proporcién de personas infectadas a medida que el nimero reproductivo
béasico Ry, aumenta desde 1 hasta el valor de bifurcacion O‘}zo- Una vez que Ry toma este
valor de bifurcacion, debido al control w utilizado, la proporcién de personas infectadas
permanece constante en ¢, aunque Ry aumente desde oz}%o hasta Oé?%o' Sin embargo, cuando R
toma valores mayores al otro valor de bifurcacion a%ﬂ, la proporcién de personas infectadas
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se estabilizard por encima del umbral ¢ = (, aunque se siga aplicando el control. Es de
especial interés las bifurcaciones aca presentadas, ya que podrian llegar a ser la explicaciéon
al fendmeno que se presenta en la realidad. Cuando existe un brote epidémico las entidades
de salud implementan controles para mantener la proporciéon de personas infectadas en un
valor ¢ = ¢ o por debajo de él, pero al no considerar que existen condiciones ambientales
que hacen que la tasa de desarrollo a mosquito hembra ¢ o las probabilidades de transmision
[ v 1 aumenten, haciendo que aumente a su vez Ry, llegando posiblemente a sobrepasar el
segundo valor de bifurcacion oz%o, aunque se contintde aplicando el control de forma adecuada,
la proporciéon de personas infectadas se estabilizaré por encima del valor deseado.

4.2. Cumplimiento de los objetivos

En el desarrollo de la presente investigacion se cumplié el objetivo que se enunci6 en la
propuesta de investigacion, el cual era formular y analizar modelos matematicos basados
en sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan la dindmica de
transmision y control biologico de la enfermedad del dengue, teniendo en cuenta el crecimien-
to poblacional del mosquito transmisor y sus criaderos. Este objetivo se cumplié llevando a
cabo las siguientes actividades:

= Se hizo una revision bibliografica durante el tiempo que duré6 la investigacion en cuanto
a la epidemiologia de la enferemedad, mecanismos de control, modelos matematicos
planteados para dicha enfermedad y biologia de la bacteria Wolbachia.

= Se plante6 y analiz6 un modelo matemético que describe la dindmica de transmision del
virus incluyendo el crecimiento poblacional del mosquito transmisor y sus principales
criaderos.

= Se estimo6 el numero reproductivo bisico Ry de la enfermedad.

= Se valid6 el modelo propuesto mediante publicaciones en revistas cientificas especiali-
zadas, participacion en eventos cientificos y el ajuste de las soluciones del modelo a los
datos reportados por el SIVIGILA del Instituto Nacional de Salud para la ciudad de
Medellin en los anos 2010 y 2016. Las publicaciones fueron realizadas en la revista Ap-
plied Mathematical Sciences Hikari Ltd. [29, 28| y en los eventos MACI 2013 (Buenos
Aires, Argentina 2013), XII SEMBIOMAT (Lima, Pera 2016) y I CIMME (Armenia,
Colombia 2016).

= Se formuld y analizé6 un modelo que incluye el control biolégico utilizando la bacteria
Wolbachia, la cual inhibe la transmision del virus a los humanos.

= Se plante6 y resolvié un problema de control éptimo.
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= Se planted y analizé un sistema no suave con control constante, para el cual se realizé
también un estudio de bifurcaciones locales de codimension 1.

4.3. Trabajos a futuro

Realizar un analisis de estabilidad del sistema (2=11)

En el capitulo 2 se realiz un analisis de estabilidad completo para el sistema (2=1) usando la
teoria de los sistemas epidémicos asintdticamente autdnomos |8, sustituyendo los equilibrios
asintoticamente estables. Esto es, para el sistema (2=4) se utilizo el hecho de que ~; > 0, para
reemplazar el punto Py en el sistema (2=3). Para este sistema se tuvo en cuenta que h > 1 para
reemplazar las componentes del equilibrio ()5 en el sistema (P=2) y finalmente, se normalizo
el sistema resultante para disminuir la dimensién a un sistema bidimensional. Este proceso
se hizo con el fin de simplificar el analisis de estabilidad y estudiar el caso de interés para
esta investigacion, es decir, donde persiste la poblacion de mosquitos en el medio. De tal
manera que no se realizé un analisis de estabilidad directamente sobre el sistema (2=1). El
trabajo que se propone es hacer un analisis de estabilidad para el sistema (2=I) hallando
inicialmente sus puntos de equilibrio, los cuales son solucién de un sistema de 9 ecuaciones
no lineales.

Realizar un analisis de bifurcaciones para el sistema (3=7)

Como fue presentado en la subseccion 3.4.3 se realiz6 un analisis de bifurcaciones del sistema
no suave a nivel local haciendo variar un sblo parametro (bifurcaciones de codimension
1). El trabajo que se propone es realizar el analisis bifurcaciones al variar dos pardmetros
(bifurcaciones de codimension 2) y realizar la interpretacion de las mismas.

Por otra parte, se podria realizar un estudio de bifurcaciones del sistema (8=7) a nivel global,
ya sea variando uno o dos parametros.

Control 6ptimo para el sistema no suave (3=7)

En la seccion 3.3 se planteo6 y resolvié un problema de control 6ptimo para el sistema (2=8)
ligando una funcién de costos la cual fue minimizada utilizando el Principio del Maximo de
Pontryagin al considerar el control u como una funcién dependiente del tiempo. Mientras
que en la seccion 3.4 se plante6 un sistema no suave al considerar el control u como una
constante, el cual so6lo se aplicaba cuando la proporcién de personas infectadas superaba o
tocaba el umbral g = (.
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El trabajo que se propone a futuro es que, cuando la proporciéon de personas infectadas
llegue al umbral ¢ = (, se inicie la aplicaciéon de un control que dependa del tiempo, logrando
disminuir nuevamente la proporciéon de infectados y minimizando los recursos utilizados para
tal fin, considerando un minimo costo en su aplicacion.

Analisis de los modelos propuestos desde las redes complejas

El analisis de los modelos propuestos en este trabajo fue enfocado en un solo nodo o foco,
que en este caso, fue la poblacion de Medellin. El trabajo que se propone es estudiar con
los mismos modelos el efecto del control biolégico considerando diferentes nodos (Medellin,
Bello, Envigado, entre otros) y su transito de personas infectadas entre uno y otro. Este
analisis se basa en el estudio de redes complejas cuyos nodos son sistemas dinamicos que
en este caso estaran representados por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales.
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