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Resumen
La siguiente investigación se enfoca en el modelado matemático de la transmisión y con-
trol de la enfermedad del dengue mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales. Inicialmente, se formula un modelo para representar matemáticamente la trans-
misión de la enfermedad a la población humana considerando los criaderos donde prolifera
el mosquito transmisor, las fases de evolución del mosquito y la población humana. El mo-
delo se formula mediante un sistema no lineal de 9 ecuaciones diferenciales en donde cada
ecuación representa la variación de cada subpoblación. Para analizar el modelo propuesto se
hallan las soluciones de equilibrio y se hace un análisis de estabilidad a nivel local. Se reduce
el sistema a un modelo bidimensional al cual se le hace un análisis de estabilidad completo
tanto a nivel local como global. Se completa dicho análisis con un ajuste de las soluciones
del modelo propuesto a los datos reales tomados de la población de Medellín para los años
2010 y 2016, ésto debido a que en estos años se presentaron la mayor cantidad de datos
registrados. Una vez hecho el ajuste se calcula la fuerza de infección, la cual determina el
riesgo que corre un individuo sano de ser infectado.

A partir del modelo propuesto se formula un sistema con 12 ecuaciones diferenciales el cual
representa la dinámica de transmisión y control constante de la enfermedad. En este mo-
delo se aplica un control biológico haciendo uso de la bacteria Wolbachia, la cual inhibe la
transmisión del virus de un mosquito infectado a los humanos cuando éste esté contagiado
con la bacteria. Con el ajuste del modelo anterior y con datos hipotéticos para los paráme-
tros usados en el planteamiento del modelo con control, se evalúan algunas alternativas de
control constante teniendo en cuenta el costo promedio de aplicar el control y el promedio
de mosquitos en el medio que no portan la bacteria, así como los que son portadores de la
misma.

Finalmente, a partir del modelo bidimensional se formula un nuevo modelo con control bio-
lógico, el cual se analiza desde dos puntos de vista. En el primero se plantea el sistema con
un control dependiente del tiempo y ligado a éste se formula una función que representa los
costos directos e indirectos de aplicar el control, dicho problema es optimizado haciendo uso
del principio del máximo de Pontryagin. En el segundo, se considera el control constante y
con él se formula un sistema no suave, en el cual se halla una bifurcación local no suave de
condimensión 1 que determina la colisión de puntos de equilibrio sobre la zona de conmu-
tación. Dicha bifurcación se presenta cuando se varia el parámetro R0, el cual representa el
Número Básico de Reproducción de la enfermedad del dengue.

Palabras clave: Dengue, Aedes aegypti, Wolbachia, Modelo matemático, Control bioló-
gico, sistema no suave.
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Abstract
The following research focuses on mathematical modelling of the transmission and control
of Dengue fever by means of systems of nonlinear ordinary differential equations. Initially, a
mathematical model is formulated to represent the transmission of the disease to the human
population considering breeding grounds where mosquito proliferates, the phases of evolu-
tion of the mosquito, and the human population. The model comprises a nonlinear system
of nine differential equations where each equation represents the variation of a single subpo-
pulation. To analyze the model, the equilibrium solutions are determined and local stability
analysis performed. The system is reduced to a two-dimensional model, the stability of which
is analysed both locally and globally. The analysis is completed by adjusting the model’s so-
lutions to fit real data taken from the population of Medellin between 2010 and 2016. These
dates being chosen because they represent the period during which the greatest volume of
data was recorded. Once thus adjusted, the force of infection is calculated which gives the
risk to a healthy individual of being infected.

Based on the original model, a system of twelve differential equations is formulated represen-
ting the dynamic transmission and constant control of the disease. In this model a biological
control is applied using the Wolbachia bacteria, which inhibits the transmission of virus from
an infected mosquito to humans. Using the configuration from the original model with the
addition of hypothetical data for the additional parameters in the constant control model,
various constant control plans are assessed taking into account the average cost of imple-
mentation and the average number of mosquitoes in the environment which do and do not
carry the bacteria.

Finally, a new model with biological control is developed from the original two-dimensional
model. This is considered from two viewpoints. Firstly, the system is endowed with a fun-
ction that varies over time and represents the level of control applied. In addition a function,
dependent on the level of control, is introduced that represents the direct and indirect costs
of applying that control. The system is optimised using Pontryagin’s maximum principle.
Secondly, we consider a constant control and derive a piecewise smooth dynamical system, in
which a non-smooth local bifurcation of codimension 1 that determines the collision of equi-
librium points on the discontinuity boundary. This bifurcation occurs when the parameter
R0, which represents the Basic Reproduction Number of Dengue fever, is varied.

Keywords: Dengue, Aedes aegypti, Wolbachia, Mathematical model, Biological control,
piecewise smooth dynamical systems.
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Introducción

El dengue es una enfermedad viral que se transmite a los humanos a través de la picadura de
mosquitos de la familia Aedes, en especial la especie aegypti y, de acuerdo a la Organización
Mundial de la Salud (OMS), es uno de los principales problemas de salud pública en el
mundo, debido a que es una enfermedad que se expresa de diferentes formas y esto hace
que se confunda con otras enfermedades similares, muchas de ellas causadas por el mismo
mosquito transmisor. Además, la creación de nuevos serotipos en el medio y la difusión de
cepas en poblaciones que tienen un gran número de personas susceptibles hacen que haya
nuevas epidemias [43].

Hasta el momento se han identificado cinco serotipos del virus, cada uno con una carac-
terística en particular, lo cual puede variar los síntomas. Lamentablemente, no se cuenta
con una vacuna que brinde inmunidad contra todos los serotipos del virus, es por ello que
la única alternativa para controlar la enfermedad es la prevención tomada por parte de las
personas hacia el mosquito, así como la erradicación del mismo para evitar las picaduras.
Se distinguen tres tipos o mecanismos de control: el control mecánico o preventivo, el cual
consiste en la utilización de mosquiteros y repelentes para protegerse de las picaduras del
mosquito transmisor; el control químico, que utiliza elementos químicos como insecticidas y
larvicidas para combatir al mosquito y, el control biológico, el cual utiliza otros seres vivos
para la depredación o invasión del mosquito transmisor con el fin de disminuir o eliminar la
transmisión del virus.

Un tipo de control biológico que se esta utilizando en varios países incluido Colombia, es el
uso de la bacteria Wolbachia, la cual es inyectada al mosquito en estado inmaduro (durante
su etapa de huevo) para que cuando llegue a su adultez, reduzca la capacidad de transmitir
el virus. Según el investigador Scott OÑeill de la universidad de Monash (Australia) quien es
el líder de este proyecto a nivel mundial, el control por medio de la bacteria podría detener la
propagación del virus a un costo relativamente bajo y, se espera que en el medio, la población
de mosquitos con Wolbachia sea mayor a la población de mosquitos sin la bacteria, lo cual
se ha corroborado a nivel de laboratorio.

Los modelos matemáticos son una herramienta muy importante para el estudio de fenómenos
naturales, ya que éstos muestran el comportamiento de una situación real y ayudan a la toma
de decisiones si se desea hacer una intervención en su comportamiento. En particular, los
modelos matemáticos en epidemiología pueden llegar a ser útiles para las entidades de salud
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para realizar algunas predicciones y tomar decisiones a la hora de aplicar un control. Dentro
de algunos modelos epidemiológicos podemos encontrar los de tipo SIR que consisten en con-
siderar a la población dividida en Susceptibles (que pueden llegar a contraer la enfermedad),
Infectados (que pueden transmitir la enfermedad) y Recuperados (que han sido infectados,
pero ya presentan inmunidad temporal o permanente), del tipo SI (Susceptible - Infectado),
entre otros. La intensión de la presente investigación es el modelado de la transmisión del
virus que ocasiona la enfermedad del dengue mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal, el cual se ajusta a los datos reales de casos reportados para la ciudad de
Medellín, Colombia, para luego aplicar un control biológico utilizando la bacteria Wolbachia
con el objetivo de disminuir la cantidad de personas infectadas.

El desarrollo de este trabajo comprende cuatro capítulos: en el primer capítulo se presenta
una breve descripción de la enfermedad del dengue, el mosquito transmisor y los mecanismos
de control, en particular el control biológico utilizando la bacteria Wolbachia. Estos concep-
tos ayudarán a comprender mucho mejor el planteamiento de los modelos, los cuales son
planteados partiendo de algunos supuestos que se tuvieron en cuenta.

En el segundo capítulo, se plantea un modelo matemático en base a un sistema de 9 ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no lineal que representa la transmisión de la enfermedad, el cual
se subdivide en tres sistemas: un sistema para los diferentes tipos de criaderos del mosquito
que se forman en el medio, como son, las llantas de automóviles que son abandonadas, baldes
a la intemperie que se encuentran en las casas y canales de agua lluvia; otro sistema para el
crecimiento poblacional del mosquito teniendo en cuenta el estado inmaduro y, en el estado
adulto, haciendo distinción entre machos y hembras; y un tercer sistema para la dinámica de
transmisión del virus a la población humana considerando el estado Susceptible, Infectado
y Recuperado. Se realiza un análisis de estabilidad a nivel local sobre las soluciones de equi-
librio de cada sistema y utilizando la teoría propuesta por Castillo-Chavez C. y Horst T. en
[8], se reduce a un sistema bidimensional no lineal. A este modelo se le hallan sus soluciones
de equilibrio y se hace un análisis de estabilidad completo, tanto a nivel local como global. Se
ajustan las soluciones tanto del modelo bidimensional como el de 9 ecuaciones diferenciales
a datos reales tomados de la población de Medellín para los años 2010 y 2016, ésto debido
a que en estos años se registraron la mayor cantidad de personas infectadas. Dicho ajuste
permite hallar la fuerza de infección de la enfermedad para la población, la cual es repre-
sentada gráficamente. Al final se presentan algunas conclusiones del capítulo que se enfocan
en la aplicación de estos conceptos matemáticos en el entorno real. Estas conclusiones están
enfocadas hacia aquellos lectores que no son matemáticos.

En el tercer capítulo, se plantea un sistema de 12 ecuaciones diferenciales no lineal que
representa la dinámica de transmisión y control de la enfermedad con el uso de la bacteria
Wolbachia. Dicho modelo es obtenido a partir de las 9 ecuaciones diferenciales dadas en el
segundo capítulo, pero adicionando al mismo tres variables que representan la población
del mosquito inmaduros y maduros (machos y hembras) que portan la bacteria Wolbachia.
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Con el modelo con control propuesto se plantean estrategias de control (constante) con los
datos de la población de Medellín para los años 2010 y 2016, mostrando como indicadores
el costo de aplicar el control y el número promedio de mosquitos sin y con Wolbachia en el
medio. Posteriormente, se incorpora al modelo bidimensional un control que determina la
eficiencia del control biológico y a partir de éste se plantea y resuelve un problema de control
óptimo mediante el método del máximo de Pontryagin. Finalmente, se plantea un sistema no
suave a partir del modelo bidimensional con control (constante) y se analizan las soluciones
numéricas del sistema encontrando una bifurcación no suave a nivel local de codimensión
1. Al final se presentan algunas conclusiones del capítulo que se enfocan en la aplicación de
los controles en la problemática que tiene la enfermedad en el medio, que al igual que en el
capítulo anterior, estas conclusiones están enfocadas hacia lectores que no son matemáticos.

Por último, en el cuarto capítulo se presentan las conclusiones generales del trabajo resal-
tando los resultados principales de la investigación. Además se describe el cumplimiento
de cada uno de los objetivos específicos que dieron lugar al objetivo general: “formular y
analizar modelos matemáticos basados en sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales
ordinarias que describan la dinámica de transmisión y control biológico de la enfermedad
del dengue”, el cual fue planteado en la propuesta de investigación. Finalmente, se presentan
algunos trabajos a futuro que se pueden generar a partir de este tema o del desarrollo de la
investigación.



1 Aspectos epidemiológicos

El Dengue es una enfermedad ocasionada por un virus (DENV) de la familia Flaviviridae, el
cual es transmitido a los humanos a través de la picadura de mosquitos de familia Aedes en
particular la especie aegypti [40]. Su ciclo de transmisión inicia cuando un mosquito infectado
del virus pica a una persona sana, la cual después de un período muy corto puede transmitir
el virus cuando un mosquito sano la pica y de esta manera se repite el proceso.

El virus DENV tiene cinco serotipos: DENV-1, DENV-2, DENV-3, DENV-4 y DENV-5.
Cuando una persona se recupera de un serotipo adquiere inmunidad permanente contra este
serotipo, pero sólo temporal para los otros cuatro restantes [40].

Clínicamente se han encontrado dos tipos de dengue: clásico (DC) y hemorrágico (DH). El
DC se caracteriza por presentar en la persona enferma síntomas como brotes en la piel,
episodios de fiebre que pueden llegar a ser muy altos y dolores en cabeza, abdomen y ar-
ticulaciones. El DH es mucho más severo, ya que a parte de los síntomas del DC presenta
somnolencia y pequeñas hemorragias en la piel y algunas veces sangrado en encías y estómago
[42].

1.1. Características del mosquito transmisor

El mosquito Aedes aegypti es de corto vuelo, permaneciendo cerca de las zonas urbanas. Se
cría en zonas tropicales húmedas por debajo de los 1800 metros sobre el nivel del mar. El
virus del dengue es transmitido a los humanos únicamente por los mosquitos hembra, ya
que son las únicas que pican con el objetivo de madurar sus huevecillos y recolectar fuentes
de energía alternas. Por su parte, los mosquitos machos sólo se alimentan del néctar de las
plantas [14].

El ciclo de vida del Aedes aegypti comprende dos fases: la acuática y la aérea. En la primera
hay tres estados: el huevo, la larva (con cuatro etapas evolutivas) y la pupa; y la segunda
comprende el mosquito adulto. A la fase acuática también se le llama fase inmadura y a la
aérea, fase madura, como se ilustra en la Figura 1-1 [14, 40].

Cada huevo mide cerca de un milímetro de longitud, por lo que cada hembra en sus ovoposi-
ciones deposita entre 100 y 500 huevecillos sobre las paredes de criaderos que contienen agua.
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Figura 1-1: Ciclo de vida Aedes aegypti [www.aquiaculla.blogspot.com.co]

Así, en ambientes óptimos de humedad y temperatura, estos huevos pasan a la fase larval en
aproximadamente 48 horas, de lo contrario, son muy resistentes y se adaptan fácilmente a
la sequedad y a temperaturas bajas para eclosionar cuando mejoren las condiciones [14, 42].

Por su parte, las larvas se alimentan de la materia orgánica que se almacena en los criaderos,
pasando por sus cuatro estados para luego convertirse en pupa, estado en el cual permanecen
de 2 a 3 días flotando en la superficie del agua en los períodos de inactividad y cambiando de
color (de café claro a negro) al final de la fase, se convierten en mosquito adulto. En total,
el estado inmaduro del mosquito tiene un tiempo promedio de duración entre 10 y 13 días,
mientras que el mosquito adulto tiene un período de vida aproximado de 2 a 3 semanas, pero
en condiciones favorables puede llegar a vivir hasta 60 días [14, 42].

1.2. Mecanismos de control

En la actualidad no existe una vacuna que brinde inmunidad permanente para los cinco
serotipos del dengue, ya que aunque hay estudios al respecto, no se han evaluado comple-
tamente los efectos secundarios de aplicar estas vacunas en pacientes residentes de ciudades
endémicas [40, 22]. Por esta razón, los únicos medios existentes para controlar la propagación
de la enfermedad son los que se enfocan en el mosquito transmisor, los cuales se resumen a
continuación:

Control mecánico: Este mecanismo se basa principalmente en la gestión realizada
por las entidades gubernamentales y de salud en busca de que los habitantes de una
región endémica usen mecanismos de protección como repelentes o toldillos y estén
limpiando regularmente las paredes de los contenedores de agua como tanques, baldes,
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latas, entre otros para eliminar los posibles huevecillos depositados por los mosquitos
Aedes aegypti hembra.

Control químico: El control químico consiste en la aplicación de productos insectici-
das como el Malathion y larvicidas como el Temephos 1% en busca de la erradicación
del mosquito [1].

Control biológico: En este tipo de control se usan otros seres vivos que alteren la
propagación del mosquito o que sirvan como depredadores en cualquiera de sus esta-
dos. Entre los depredadores más conocidos encontramos los mosquitos Toxorhynchites
en cuyo estado larval se alimentan de otras larvas y peces como la tilapia que son
larvívoros. Además, bacterias como el Bacillus thuringiensis producen la muerte a las
larvas o la bacteria Wolbachia altera la reproducción del mosquito e imposibilita la
transmisión del virus [22].

Debido a que se ha observado que el uso del control mecánico no ha sido eficaz en cuanto a
que algunas personas no prestan el interés necesario para que este control sea eficiente y la
aplicación de químicos como larvicidas e insecticidas en exceso generan en el medio problemas
ambientales que afectan a los seres humanos y en ocasiones vuelven a los mosquitos resistentes
a los mismos, en este trabajo es de especial interés el control biológico, más exactamente el
uso de la bacteria Wolbachia, ofreciéndoles así, otra posibilidad a las entidades de salud a
la hora de tomar decisiones. Este tipo de control hasta el momento no ha mostrado efectos
secundarios sobre los seres vivos que la poseen.

1.3. Control del dengue con el uso de la bacteria
Wolbachia

El término Wolbachia comprende toda una familia de bacterias que se caracteriza por vi-
vir intracelularmente en algunos artrópodos (mariposas, crustáceos, arañas, insectos, etc)
y nematodos (varios tipos de gusanos). En los nematodos, este tipo de bacterias mantiene
una relación de mutualismo mientras que, con los artrópodos, tiene una relación parasitaria
afectando su reproducción [47].

Para el caso de los insectos, Wolbachia se transmite de forma vertical (las hembras trans-
miten Wolbachia a sus huevos), mientras que en los machos imposibilita su propagación.
Existen varios serotipos de esta bacteria ejerciendo diferentes formas de manipulación en sus
hospederos para beneficiar su reproducción. Entre las estrategias que usan los serotipos de
Wolbachia para garantizar su permanencia y extensión en una población de insectos, encon-
tramos la feminización (aumento de huevos hembra), muerte de machos o MK, la inducción
de partenogénesis o PI (reproducción asexual que genera huevos hembra) y la incompatibi-
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lidad citoplasmática o CI (fenómeno en el esperma del huevo que imposibilita la formación
del animal) [46].

Además de la eficacia que tiene Wolbachia para reproducirse, se ha observado que algunas
cepas de estas bacterias genera incapacidad a ciertos vectores para la transmisión de virus.
Tal es el caso del virus del dengue transmitido por el mosquito Aedes aegypti, como lo
demostró el grupo de investigación de Scott O‘Neill al infectar dicho mosquito con una cepa
de bacterias de Wolbachia que generaron CI e inhibieron la transmisión del virus [22, 39].

En el caso del Aedes aegypti, la CI dada por Wolbachia genera que el cruce de un macho
infectado con una hembra sana produzca abortos, por lo cual sólo nacerán mosquitos a partir
del cruce entre hembra infectada con macho sano, o hembra infectada con macho infectado
(con el mismo tipo de bacteria) [31] como se muestra en la siguiente tabla:

Macho Sano + Hembra Sana Mosquitos Sanos
Macho Sano + Hembra Infectada Mosquitos Infectados
Macho Infectado + Hembra Sana Abortos

Macho Infectado + Hembra Infectada Mosquitos Infectados

Tabla 1-1: Cruce de mosquitos A. aegypti con y sin Wolbachia

En la actualidad un grupo muy amplio de investigadores participan en el programa Elimi-
nate Dengue: Our Challenge, liderado por el Dr. Scott O‘Neill de la Universidad de Monash
(Australia), el cual está basado en el control del dengue usando la bacteria Wolbachia. Este
programa consiste en liberar durante varias semanas mosquitos que portan la bacteria Wol-
bachia con el fin de que éstos se apareen con mosquitos del medio y así puedan transmitir
la bacteria a las nuevas generaciones. Este programa se está ejecutando en varios países en-
démicos como Australia, Indonesia, Vietnam y en América Latina en países como Brasil y
Colombia.

En Colombia está liderado por el grupo de investigación PECET de la Universidad de An-
tioquia, dirigido por el Dr. Iván Dario Vélez y el Dr. Jorge Osorio de la Universidad de
Wisconsin-Madinson. El programa inició en mayo de 2015 en el municipio de Bello (Antio-
quia) y hasta el momento se han encontrado avances muy satisfactorios en las pruebas piloto
aplicadas.

El Dr. Osorio afirma que “los mosquitos con Wolbachia son menos propensos a infectarse con
el virus y aquellos que se infectan son incapaces de transmitir la enfermedad a humanos”.
El profesor Vélez asegura que de acuerdo a los estudios que se vienen realizando en nuestro
país, el mecanismo de control aplicado es sostenible y económico.



2 Análisis del modelo sin control

En este capítulo se presenta la formulación y el análisis de un modelo matemático para la
transmisión del dengue a la población humana. Al modelo se le hace un análisis de esta-
bilidad completo a partir del umbral de crecimiento poblacional del mosquito y el número
reproductivo básico de la enfermedad. Finalmente, haciendo uso del método por mínimos
cuadrados no lineal, se hace un ajuste del modelo propuesto a datos reales de la población
de Medellín (Antioquia) y se muestran resultados numéricos de la fuerza de infección para
la enfermedad en dicha población.

2.1. Planteamiento del modelo

Para el planteamiento de este modelo y del modelo con control se tiene en cuenta la teo-
ría definida para los modelos epidémicos compartimentales [7] y dos aspectos que en otros
modelos no se han considerado juntos, como son la distinción entre machos y hembras en el
mosquito transmisor y la incompatibilidad citoplasmática (Tabla 1-1).

Para el modelo sin control se tiene en cuenta los siguientes supuestos:

No se tiene en cuenta la reinfección con otro serotipo.

La población humana es constante, es decir, las tasas de crecimiento y muerte son
iguales.

Los humanos pasan por tres estados: Susceptibles (personas sanas expuestas a contraer
el virus), Infectados (personas que poseen el virus y pueden transmitirlo a mosquitos
sanos) y Recuperados (personas que han adquirido inmunidad al virus tras haber sido
infectadas).

El Aedes aegypti pasa por dos estados principales: el estado inmaduro y el estado
maduro. Este último estado se divide en dos subpoblaciones: machos y hembras.

Para que un mosquito hembra infecte a un humano susceptible, antes debió haber
picado a una persona infectada.

Se tiene en cuenta tres tipos de criaderos: tanques de agua, llantas y canales de lluvia,
los cuales tienen un crecimiento logístico en el medio.
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En la Tabla 2-1 se describen las variables y parámetros utilizados para plantear el mode-
lo matemático que representa la dinámica de transmisión del virus a la población humana
teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti. Para el plantea-
miento de dicho modelo se realiza el diagrama de flujo que se presenta en la Figura 2-1.

Variable/Parámetro Descripción
S(t) Número promedio de personas susceptibles en tiempo t
I(t) Número promedio de personas infectadas en tiempo t
R(t) Número promedio de personas recuperadas en tiempo t
x(t) Número promedio de mosquitos machos en tiempo t
y(t) Número promedio de mosquitos hembras en tiempo t
z(t) Número promedio de mosquitos inmaduros en tiempo t
c1(t) Número promedio de criaderos tipo tanques de agua en tiempo t
c2(t) Número promedio de criaderos tipo llantas en tiempo t
c3(t) Número promedio de criaderos tipo canales de lluvia en tiempo t
N Tamaño constante de la población humana
µ Tasa de crecimiento y muerte en la población humana
β Probabilidad de transmisión del virus de mosquito a humano

ψ = βvτ Tasa de contagio. Donde βv es la probabilidad de transmisión del virus de
humano a mosquito y τ la tasa de contacto entre humanos y mosquitos

θ Tasa de recuperación
ϵ Tasa de muerte del mosquito en estado maduro
ν Tasa de muerte del mosquito en estado inmaduro
δ Tasa de desarrollo de inmaduro a adulto macho
σ Tasa de desarrollo de inmaduro a adulto hembra
ϕ Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho
ρ Número promedio de huevos fecundados que ovoposita una hembra
a1 Número promedio de mosquitos inmaduros en tanques de agua
a2 Número promedio de mosquitos inmaduros en llantas
a3 Número promedio de mosquitos inmaduros en canales de lluvia
b Número promedio de mosquitos inmaduros que se forman en otros criaderos
γ1 Tasa de crecimiento intrínseca de criaderos tipo tanques de agua
γ2 Tasa de crecimiento intrínseca de criaderos tipo llantas
γ3 Tasa de crecimiento intrínseca de criaderos tipo canales de lluvia
κ1 Número máximo de criaderos tipo tanques de agua en el medio
κ2 Número máximo de criaderos tipo llantas en el medio
κ3 Número máximo de criaderos tipo canales de lluvia en el medio

Tabla 2-1: Variables y parámetros de los sistemas (2-1) y (3-1)

Así, la variación de las personas susceptibles S, presenta como flujo de entrada el término
µN , que representa la cantidad de personas sanas que nacen, y como flujo de salida los
términos βψ I

N
y

x+y
S y µS. El factor y

x+y
representa la fracción de mosquitos hembra que

hay en el medio e igualmente, I
N

la fracción de personas infectadas con el virus. De donde,
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Figura 2-1: Transmisión del virus sin control

ψ I
N

es la probabilidad de que un mosquito hembra haya picado a una persona infectada
y se haya contagiado del virus. Luego, βψ I

N
y

x+y
representa la probabilidad de que a una

persona susceptible la pique un mosquito hembra con el virus y sea también contagiada.
Por lo tanto, el número de personas susceptibles que pasan a estar infectadas debido a la
picadura de un mosquito hembra que antes ha sido también infectado es βψ I

N
y

x+y
S. Por su

parte, µS representa el número de personas que mueren en la población susceptible. De esta
manera se tiene que:

Ṡ = µN − βψ
I

N

y

x+ y
S − µS

La variación en las personas infectadas I, presenta como flujo de entrada el término βψ I
N

y
x+y

S,
y como flujo de salida los términos θI y µI, que representan la cantidad de personas que
se recuperan de la enfermedad y los que mueren en este estado, respectivamente. De esta
manera se tiene:

İ = βψ
I

N

y

x+ y
S − (θ + µ)I

La variación en las personas recuperadas R, presenta como flujo de entrada el término θI, y
como flujo de salida el término µR, que representa la cantidad de personas que mueren en
este estado. De esta manera,

Ṙ = θI − µR

La variación en los mosquitos machos x, presenta como flujo de entrada el término δz, que
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representa la cantidad de mosquitos inmaduros que pasaron a ser machos, y como flujo de
salida el término ϵx, que representa la cantidad de mosquitos machos que mueren. De esta
manera,

ẋ = δz − ϵx

La variación en los mosquitos hembra y, presenta como flujo de entrada el término σz, que
representa la cantidad de mosquitos inmaduros que pasaron a ser hembras, y como flujo de
salida el término ϵy, que representa la cantidad de mosquitos hembra que mueren. De esta
manera,

ẏ = σz − ϵy

La variación en los mosquitos inmaduros z, presenta como flujo de entrada el término
ϕρy

(
1− z∑

aici+b

)
, i = 1, 2, 3, que representa la cantidad de mosquitos inmaduros prove-

nientes de la ovoposición de las hembras, donde el factor ϕρ representa la cantidad de huevos
que puede ovopositar una hembra dentro de sus capacidades físicas y

(
1− z∑

aici+b

)
la frac-

ción de huevos que puede agregar una hembra en el medio teniendo en cuenta la capacidad
máxima de los criaderos. Además, esta población presenta como flujo de salida los términos
δz, σz y νz, donde νz representa la cantidad de mosquitos inmaduros que mueren. Así,

ż = ϕρy

(
1− z∑

aici + b

)
− (δ + σ + ν)z

Finalmente, el crecimiento de los criaderos ci tiene un comportamiento logístico, de donde,

ċi = γici

(
1− ci

κi

)
, i = 1, 2, 3.

De esta forma, el modelo matemático que representa la transmisión del virus a la población
humana sin aplicar control, está dado por el sistema (2-1).

Ṡ = µN − βψ
I

N

y

x+ y
S − µS

İ = βψ
I

N

y

x+ y
S − (θ + µ)I

Ṙ = θI − µR

ẋ = δz − ϵx

ẏ = σz − ϵy

ż = ϕρy

(
1− z∑

aici + b

)
− (δ + σ + ν)z

ċi = γici

(
1− ci

κi

)

(2-1)
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El cual se puede dividir en tres subsistemas desacoplados en una vía. El primero representa
el crecimiento de la población humana, el segundo el crecimiento del mosquito transmisor y
el tercero, el crecimiento de los criaderos.

Ṡ = µN − βψ I
N

y
x+y

S − µS

İ = βψ I
N

y
x+y

S − (θ + µ)I

Ṙ = θI − µR

(2-2)


ẋ = δz − ϵx

ẏ = σz − ϵy

ż = ϕρy
(
1− z∑

aici+b

)
− (δ + σ + ν)z

(2-3)


ċ1 = γ1c1

(
1− c1

κ1

)
ċ2 = γ2c2

(
1− c2

κ2

)
ċ3 = γ3c3

(
1− c3

κ3

) (2-4)

2.2. Análisis de estabilidad

Las soluciones de equilibrio del subsistema (2-4) se hallan resolviendo el sistema homogéneo:
γ1c1

(
1− c1

κ1

)
= 0

γ2c2

(
1− c2

κ2

)
= 0

γ3c3

(
1− c3

κ3

)
= 0

mediante la realización de algunos cálculos algebraicos se determina que sus soluciones están
dadas por los puntos:

P1 = (0, 0, 0), P2 = (0, 0, κ3), P3 = (0, κ2, 0), P4 = (κ1, 0, 0), P5 = (0, κ2, κ3)

P6 = (κ1, 0, κ3), P7 = (κ1, κ2, 0), P8 = (κ1, κ2, κ3)

Por otra parte, las ecuaciones que se describen en el susbsistema (2-4) están desacopladas
y por lo tanto, la solución explícita para cada ecuación diferencial con condiciones iniciales
ci(0) = ci0 son de la forma,

ci(t) =
κici0

(κi − ci0)e−γit + ci0

Dado que γi > 0,
ĺım
t→+∞

ci(t) = κi



14 2 Análisis del modelo sin control

Así, el punto P8 es el único punto de equilibrio de (2-4) asintóticamente estable, es decir, cada
criadero crece exponencialmente hasta su máxima capacidad en el medio. De esta manera,

ĺım
t→+∞

(∑
aici(t) + b

)
=
∑

aiκi + b

teniendo en cuenta la teoría sobre los sistemas epidémicos asintóticamente autónomos [8], se
sustituye K =

∑
aiκi + b en la tercera ecuación del subsistema (2-3) para obtener el sistema:

ẋ = δz − ϵx

ẏ = σz − ϵy

ż = ϕρy
(
1− z

K

)
− (δ + σ + ν)z

(2-5)

Ahora, los puntos de equilibrio del sistema (2-5) se hallan resolviendo el sistema homogéneo:
δz − ϵx = 0

σz − ϵy = 0

ϕρy
(
1− z

K

)
− (δ + σ + ν)z = 0

(2-6)

Despejando x e y de la primera y segunda ecuación de (2-6), respectivamente, se obtiene
que:

x =
δ

ϵ
z, y =

σ

ϵ
z

Reemplazando el valor de y en la tercera ecuación de (2-6) se obtiene que:

ϕρ
σ

ϵ
z
(
1− z

K

)
− (δ + σ + ν)z = 0

Si z = 0, entonces x = 0, y = 0. De esta manera, un punto de equilibrio del sistema
(2-5) es Q1 = (0, 0, 0).

Si z ̸= 0, entonces
ϕρ
σ

ϵ

(
1− z

K

)
− (δ + σ + ν) = 0,

despejando z de esta última ecuación se obtiene:

z =
K (ϕρσ − ϵ(δ + σ + ν))

ϕρσ

Sustituyendo este valor en x e y, se obtiene que:

Q2 =

(
δK (ϕρσ − ϵ(δ + σ + ν))

ϵϕρσ
,
K (ϕρσ − ϵ(δ + σ + ν))

ϵϕρ
,
K (ϕρσ − ϵ(δ + σ + ν))

ϕρσ

)
es el segundo punto de equilibrio del sistema (2-5).

Al punto Q1 se le llama equilibrio sin población y a Q2 equilibrio con población. El equili-
brio Q1 representa la ausencia en la población del mosquito, mientras que Q2 tiene sentido
biológico cuando sus componentes son positivas, lo cual ocurre cuando ϕρσ > ϵ(δ + σ + ν)

y representa la presencia de mosquitos en el medio.
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2.2.1. Definición matemática del Umbral de Crecimiento
Poblacional del Aedes aegypti

Para determinar matemáticamente el Umbral de Crecimiento Poblacional para el mosquito
Aedes aegypti se utilizó la teoría presentada por Van den Driessche y Watmough en [44], la
cual consiste en hallar el radio espectral de la matriz de la siguiente generación.

Sean

F =

 δz

σz

ϕρy
(
1− z

K

)
 y W =

 ϵx

ϵy

(δ + σ + ν)z


las matrices de ocurrencia de ingreso y salida de nuevos mosquitos para el sistema (2-5) y
sea Q1 = (x0, y0, z0) = (0, 0, 0) el equilibrio trivial de (2-5). Entonces,

G =

 0 0 δ

0 0 σ

0 ϕρ
(
1− z0

K

)
−ϕρy0

K

 =

 0 0 δ

0 0 σ

0 ϕρ 0


y

A =

 ϵ 0 0

0 ϵ 0

0 0 δ + σ + ν


De esta manera, la matriz de la siguiente generación se define como:

GA−1 =

 0 0 δ

0 0 σ

0 ϕρ 0


 1

ϵ
0 0

0 1
ϵ

0

0 0 1
δ+σ+ν

 =

 0 0 δ
δ+σ+ν

0 0 σ
δ+σ+ν

0 ϕρ
ϵ

0


Los valores propios de la matriz GA−1 son

λ1 = −

√
ϕρσ

ϵ(δ + σ + ν)
, λ2 = 0 y λ3 =

√
ϕρσ

ϵ(δ + σ + ν)

Así, el Umbral de Crecimiento Poblacional del Aedes aegypti esta definido como:

H = máx {λ1, λ2, λ3} = λ3

Es decir,

H =

√
ϕρσ

ϵ(δ + σ + ν)
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Interpretación biológica de H

Dado que ϵ es la tasa de muerte del mosquito en estado adulto, la fracción 1
ϵ
, representa la

esperanza de vida del mosquito adulto. De manera similar 1
δ+σ+ν

, representa la esperanza de
vida del mosquito en estado inmaduro, y como σ es la tasa de desarrollo a adulto hembra,
entonces la fracción σ

ϵ
representa el tiempo esperado de vida de un mosquito hembra en su

estado adulto. De esta manera, el Umbral de Crecimiento Poblacional del mosquito se define
como la media geométrica entre el tiempo esperado de vida de un mosquito hembra en sus
estado adulto y el tiempo esperado de vida de un mosquito en su estado inmaduro, es decir,

H =

√
σ

ϵ

ϕρ

(δ + σ + ν)

Ahora si se hace la sustitución h = H2, el punto de equilibrio Q2 del sistema (2-5) se reescribe
como

Q2 =

(
δK(h− 1)

ϵh
,
σK(h− 1)

ϵh
,
K(h− 1)

h

)
con h =

ϕρσ

ϵ(δ + σ + ν)

La matriz jacobiana asociada a la linealización del sistema (2-5) está representada por la
matriz:

J(x, y, z) =

 −ϵ 0 δ

0 −ϵ σ

0 ϕρ
(
1− z

K

)
−ϕρ

K
y − (δ + σ + ν)


Al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio Q1 se obtiene la matriz:

J(Q1) =

 −ϵ 0 δ

0 −ϵ σ

0 ϕρ −(δ + σ + ν)

 ,

cuyo polinomio característico se puede escribir de la forma:

p(λ) = (λ+ ϵ)
(
λ2 + (ϵ+ δ + σ + ν)λ+ ϵ(δ + σ + ν)(1− h)

)
Si h < 1, todos los coeficientes del polinomio

λ2 + (ϵ+ δ + σ + ν)λ+ ϵ(δ + σ + ν)(1− h)

tienen el mismo signo (positivos) y por lo tanto, los determinantes de Hurwitz

D1 = 1, D2 = ϵ(ϵ+ δ + σ + ν)(δ + σ + ν)(1− h)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(Q1) tiene parte real negativa y así, el punto de equilibrio Q1 es local
asintóticamente estable.
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Ahora, al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio Q2, se obtiene la matriz:

J(Q2) =

 −ϵ 0 δ

0 −ϵ σ

0 ϕρ
h

−(δ + σ + ν)h

 ,

donde su polinomio característico se puede escribir como:

p(λ) = (λ+ ϵ)
(
λ2 + (ϵ+ (δ + σ + ν)h)λ+ ϵ(δ + σ + ν)(h− 1)

)
Si h > 1, todos los coeficientes del polinomio

λ2 + (ϵ+ (δ + σ + ν)h)λ+ ϵ(δ + σ + ν)(h− 1)

tienen el mismo signo (positivos) y por lo tanto, los determinantes de Hurwitz

D1 = 1, D2 = ϵ(ϵ+ (δ + σ + ν)h)(δ + σ + ν)(h− 1)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(Q2) tiene parte real negativa y así, el punto de equilibrio Q2 es local
asintóticamente estable.

Dado que en el caso en que h ≤ 1 el único equilibrio del sistema (2-5) con sentido biológico
es Q1 y bajo estas condiciones no existe transmisión del virus a la población humana, se
trabajará el caso cuando h > 1, en el cual el equilibrio Q2 es asintóticamente estable, lo
que significa que la población del mosquito se mantendrá en el medio. De esta manera, al
reemplazar

x =
δK(h− 1)

ϵh
, y =

σK(h− 1)

ϵh
y z =

K(h− 1)

h

en el subsistema (2-2) se obtiene el sistema:


Ṡ = µN − βψ I

N
σ
δ+σ

S − µS

İ = βψ I
N

σ
δ+σ

S − (θ + µ)I

Ṙ = θI − µR

(2-7)

Al sustituir en el sistema (2-7) las proporciones:

p =
S

N
, q =

I

N
y r =

R

N
,

donde p+ q + r = 1, la tercera ecuación de (2-7) se vuelve una identidad y el sistema (2-7)
se transforma en el sistema: {

ṗ = µ(1− p)− βψ σ
δ+σ

pq

q̇ = βψ σ
δ+σ

pq − (θ + µ)q
(2-8)
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donde 0 < µ, β, ϕ, σ, δ, θ < 1, con condiciones iniciales p(0) = p0 y q(0) = q0, definido en el
conjunto de interés biológico:

Ω =
{
(p, q) ∈ R2 : p ≥ 0, q ≥ 0, p+ q ≤ 1

}
Proposición 2.2.1. El conjunto Ω es una región positivamente invariante para el sistema
(2-8)

Demostración. Para demostrar que Ω es positivamente invariante se debe mostrar que las
soluciones de (2-8) no se salen del conjunto para todo t > 0. Para ello, basta con demostrar
que las soluciones de (2-8) con condición inicial en la frontera de Ω no se salen del conjunto,
como se ilustra en la Figura 2-2.

Figura 2-2: Conjunto Ω

La frontera de Ω esta definida por el conjunto:

∂Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3

donde

Ω1 = {(p, q) ∈ Ω : q = 0} ,Ω2 = {(p, q) ∈ Ω : p = 0} y Ω3 = {(p, q) ∈ Ω : p+ q = 1, p ̸= 0, q ̸= 0}
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Sea X0 = (p0, q0) ∈ ∂Ω, entonces:

(i) Si X0 ∈ Ω1, X0 = (p0, 0) y, {
ṗ = µ(1− p0)

q̇ = 0

Como ṗ ≥ 0 y q̇ = 0, la componente p de X0 crece y q se mantiene constante en cero. Por lo
tanto, la solución de (2-8) se desliza sobre el eje p.

(ii) Si X0 ∈ Ω2, X0 = (0, q0) y, {
ṗ = µ

q̇ = −(θ + µ)q0

Como ṗ > 0 y q̇ ≤ 0, la componente p de X0 crece y q decrece. Por lo tanto, la solución de
(2-8) se va hacia el interior de Ω.

(iii) Si X0 ∈ Ω3, X0 = (p0, q0) con p0 + q0 = 1. Pero,

(p+ q)′ = ṗ+ q̇

= µ(1− p0)− (θ + µ)q0
= µ− µ(p0 + q0)− θq0
= −θq0

entonces (p+ q)′ < 0, es decir, p+ q decrece y por lo tanto, p+ q < 1. Lo que implica que la
solución de (2-8) se dirige hacia el interior de Ω.

Los puntos de equilibrio del sistema (2-8) se obtienen resolviendo el sistema homogéneo:{
µ(1− p)− βψ σ

δ+σ
pq = 0

βψ σ
δ+σ

pq − (θ + µ)q = 0
(2-9)

La segunda ecuación de (2-9) se puede escribir como:

q

(
βψ

σ

δ + σ
p− (θ + µ)

)
= 0

Si q = 0, al reemplazar este valor en la primera ecuación de (2-9) se obtiene que p = 1.
De esta manera, el primer punto de equilibrio de (2-8) es E1 = (1, 0).

Si q ̸= 0,
βψ

σ

δ + σ
p = θ + µ,

de donde p = (θ+µ)(δ+σ)
βψσ

.

Al sustituir el valor de p en la primera ecuación de (2-9) se obtiene que

q =
µ (βψσ − (δ + σ)(θ + µ))

βψσ(θ + µ)
.
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De esta manera, el segundo punto de equilibrio del sistema (2-8) es:

E2 =

(
(θ + µ)(δ + σ)

βψσ
,
µ (βψσ − (δ + σ)(θ + µ))

βψσ(θ + µ)

)

Al punto E1 se le llama equilibrio libre de la enfermedad y a E2, equilibrio endémico. Es de
resaltar que E2 tiene sentido biológico si βψσ > (δ + σ)(θ + µ).

2.2.2. Definición matemática del número reproductivo básico de
la enfermedad

Para determinar el número reproductivo básico de la enfermedad se utilizó la misma teoría
que se aplicó para obtener el umbral de crecimiento del mosquito presentada en [44].

Sean

F =

(
0

βψ σ
δ+σ

pq

)
y W =

(
µ(p− 1) + βψ σ

δ+σ
pq

(θ + µ)q

)

las matrices de ocurrencia de ingreso y salida de nuevas proporciones de personas infectadas
para el sistema (2-8), y sea E1 = (p0, q0) = (1, 0) el equilibrio libre de la enfermedad.
Entonces,

G =

(
0 0

βψ σ
δ+σ

q0 βψ σ
δ+σ

p0

)
=

(
0 0

0 βψ σ
δ+σ

)

y

A =

(
µ+ βψ σ

δ+σ
q0 βψ σ

δ+σ
p0

0 θ + µ

)
=

(
µ βψ σ

δ+σ

0 θ + µ

)

De esta manera, la matriz de la siguiente generación se define como:

GA−1 =

(
0 0

0 βψ σ
δ+σ

)(
1
µ

− βψσ
µ(δ+σ)(θ+µ)

0 1
θ+µ

)
=

(
0 0

0 βψ σ
δ+σ

1
(θ+µ)

)

Los valores propios de la matriz GA−1 son

λ1 = 0 y λ2 = βψ
σ

δ + σ

1

(θ + µ)
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Así, el número reproductivo básico de la enfermedad esta definido como:

R0 = máx {λ1, λ2} = λ2

Es decir,

R0 =
βψσ

(δ + σ)(θ + µ)

Interpretación biológica del R0

Dado que la fracción 1
θ+µ

, representa el tiempo esperado que permanece una persona en
estado infectado y σ

δ+σ
, es la probabilidad de que un mosquito se desarrolle en hembra y

porte el virus, entonces R0 = βψ σ
δ+σ

1
θ+µ

representa el número promedio de casos secundarios
de la enfermedad que un mosquito infectado puede ocasionar en una población netamente
susceptible.

De esta manera, el punto de equilibrio E2 se puede reescribir como:

E2 =

(
1

R0

,
µ(R0 − 1)

R0(θ + µ)

)

La matriz jacobiana asociada a la linealización del sistema (2-8) está representada por la
matriz:

J(p, q) =

(
−µ− βψ σ

δ+σ
q −βψ σ

δ+σ
p

βψ σ
δ+σ

q βψ σ
δ+σ

p− (θ + µ)

)

Al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio E1, se obtiene la matriz:

J(E1) =

(
−µ −βψ σ

δ+σ

0 (θ + µ)(R0 − 1)

)
,

cuyo polinomio característico se puede escribir de la forma:

p(λ) = (λ+ µ) (λ+ (θ + µ)(1−R0))

Si R0 < 1, los valores propios de J(E1) son negativos y por lo tanto, el punto de equilibrio
E1 es local asintóticamente estable.

Ahora, al evaluar la matriz J en el punto de equilibrio E2, se obtiene la matriz:

J(E2) =

(
−µR0 −(θ + µ)

µ(R0 − 1) 0

)
,

donde su polinomio característico se puede escribir como:

p(λ) = λ2 + µR0λ+ µ(θ + µ)(R0 − 1)
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Si R0 > 1, los coeficientes del anterior polinomio tienen el mismo signo (positivos) y por lo
tanto, los determinantes de Hurwitz

D1 = 1, D2 = µ2(θ + µ)R0(R0 − 1)

son positivos. Con ello, el criterio de Routh-Hurwitz [32] garantiza que todos los valores
propios de la matriz J(E2) tiene parte real negativa y así, el punto de equilibrio E2 es local
asintóticamente estable.

Proposición 2.2.2. El sistema (2-8) no tiene órbitas (soluciones) periódicas en Ω.

Demostración. Sean

f(p, q) = µ(1− p)− βψ
σ

δ + σ
pq y g(p, q) = βψ

σ

δ + σ
pq − (θ + µ)q

dos funciones multivariables que representan el lado derecho del sistema (2-8) y sea además,
l(p, q) = 1

(θ+µ)q
una función continuamente diferenciable para todo q ̸= 0 en Ω. Entonces,

aplicando el criterio de Dulac ([6],Theorem 4.8, p. 153) se tiene que:

∂

∂p
(l(p, q)f(p, q)) +

∂

∂q
(l(p, q)g(p, q)) =

∂

∂p

(
µ(1− p)

(θ + µ)q
−R0p

)
+

∂

∂q
(R0p− 1)

= − µ

(θ + µ)q
−R0

es siempre negativa para todo (p, q) ∈ Ω con q ̸= 0, lo que implica que el sistema (2-8) no
posee soluciones periódicas.

Ahora, si q = 0, el sistema (2-8) se escribe como el sistema desacoplado:{
ṗ = µ(1− p)

q̇ = 0
,

el cual tomando como condición inicial (p0, 0) ∈ Ω, tiene por solución:

p(t) = 1− (1− p0)e
−µt ,

q(t) = 0

la cual no representa una solución periódica.

Debido a que el sistema (2-8) no tiene soluciones periódicas en Ω, se procede a realizar el
análisis de estabilidad global sobre las soluciones de equilibrio de dicho sistema. El siguiente
teorema muestra los resultados sobre la estabilidad global del equilibrio E1.

Teorema 2.2.1. Si R0 ≤ 1, el punto de equilibrio E1 es globalmente estable.
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Demostración. Sea V (p, q) = q
θ+µ

una función de valor real de clase C1(Ω) tal que:

V (E1) = 0

V (p, q) ≥ 0 para todo (p, q) ∈ Ω− E1

Derivando V respecto a t, se obtiene que

V̇ =
q̇

θ + µ

al reemplazar el valor de q̇ obtenido del sistema (2-8), se tiene que:

V̇ =
βψ σ

δ+σ
pq − (θ + µ)q

θ + µ

=
βψσ

(δ + σ)(θ + µ)
pq − q

= (R0p− 1)q

como R0 ≤ 1 y 0 ≤ p ≤ 1, entonces R0p ≤ 1 y por tanto, V̇ ≤ 0.

De esta manera, según [48] (Theorem 1.1.2, p. 12) V (p, q) representa una función de Lyapu-
nov para el equilibrio E1 con R0 ≤ 1. Así, E1 es globalmente estable bajo esta condición.

Ahora, sea
S =

{
(p, q) ∈ Ω : V̇ (p, q) = 0

}
= {(p, q) ∈ Ω : q = 0}

el conjunto donde la derivada orbital de V se anula. Entonces:

Si R0 < 1, V̇ = 0 cuando q = 0.

Si R0 = 1, V̇ = 0 cuando p = 1 ó q = 0.

Luego, en ambos casos el mayor conjunto invariante de S es

M = {E1}

De esta manera, por el teorema de LaSalle ([25], Theorem 4.4, p. 128), el punto de equilibrio
E1 es global asintóticamente estable cuando R0 ≤ 1.

La Figura 2-3 muestra el campo vectorial del sistema (2-8) para R0 ≈0.89, donde se observa
que todas las soluciones de (2-8) con condición inicial en Ω se aproximan al equilibrio libre
de enfermedad E1 a medida que transcurre el tiempo. Es decir, en este caso la enfermedad
desaparecerá del medio.
Teorema 2.2.2. Si R0 > 1, el punto de equilibrio E2 es globalmente estable.
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Figura 2-3: Campo vectorial de (2-8) con R0 ≤ 1

Demostración. Sea E2 = (p∗, q∗) el punto de equilibrio endémico del sistema (2-8), donde

p∗ =
1

R0

y q∗ =
µ(R0 − 1)

R0(θ + µ)

recordemos que E2 ∈ Ω sólo si R0 > 1. Sea además,

W (p, q) = (p− p∗) + (q − q∗)− p∗ ln
p

p∗
− q∗ ln

q

q∗

una función de valor real de clase C1(Ω). Entonces:

Ẇ = ṗ+ q̇ − p∗

p
ṗ− q∗

q
q̇

=
ṗ

p
(p− p∗) +

q̇

q
(q − q∗).

Como
ṗ

p
= µ

(1− p)

p
− βψ

σ

δ + σ
q y

q̇

q
= βψ

σ

δ + σ
p− (θ + µ),

entonces

Ẇ =

(
µ
(1− p)

p
− βψ

σ

δ + σ
q

)
(p− p∗) +

(
βψ

σ

δ + σ
p− (θ + µ)

)
(q − q∗)

=

(
µ

p
− µ− βψ

σ

δ + σ
q

)
(p− p∗) +

(
βψ

σ

δ + σ
p− (θ + µ)

)
(q − q∗).
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Pero

−µ = −µ+ µR0 − µR0 = µ(R0 − 1)− µR0

= µR0
(R0 − 1)

R0

− µR0 = βψ
σ

δ + σ

µ(R0 − 1)

R0(θ + µ)
− µ

1/R0

= βψ
σ

δ + σ
q∗ − µ

p∗

y

−(θ + µ) = −R0(θ + µ)

R0

= −βψ σ

δ + σ

1

R0

= −βψ σ

δ + σ
p∗.

Por lo tanto,

Ẇ =

(
µ

p
+ βψ

σ

δ + σ
q∗ − µ

p∗
− βψ

σ

δ + σ
q

)
(p− p∗) +

(
βψ

σ

δ + σ
p− βψ

σ

δ + σ
p∗
)
(q − q∗)

=

(
−µ
(

1

p∗
− 1

p

)
− βψ

σ

δ + σ
(q − q∗)

)
(p− p∗) + βψ

σ

δ + σ
(p− p∗)(q − q∗)

= (p− p∗)

(
−µ(p− p∗)

p∗p
− βψ

σ

δ + σ
(q − q∗) + βψ

σ

δ + σ
(q − q∗)

)
= −µ(p− p∗)2

p∗p
≤ 0

Así, según [12], W (p, q) representa una función de Lyapunov para el punto de equilibrio E2.
De esta manera, si R0 > 1, E2 es globalmente estable en Ω.

Ahora, sea
T =

{
(p, q) ∈ Ω : Ẇ (p, q) = 0

}
= {(p, q) ∈ Ω : p = p∗}

el conjunto donde la derivada orbital de W se anula. Entonces, al reemplazar esta condición
en el sistema (2-8), se obtiene que:{

ṗ = µ (R0−1)
R0

− (θ + µ)q

q̇ = 0

De donde se concluye que el mayor conjunto invariante de T es

M = {E2}

De esta manera, por el teorema de LaSalle ([25], Theorem 4.4, p. 128), el punto de equilibrio
E2 es global asintóticamente estable cuando R0 > 1.

La Figura 2-4 muestra el campo vectorial del sistema (2-8) para R0 ≈2.75, donde se obser-
va que todas las soluciones de (2-8) con condición inicial en Ω se aproximan al equilibrio
endémico E2 ≈(0.36,0.02) a medida que transcurre el tiempo.
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Figura 2-4: Campo vectorial de (2-8) con R0 > 1

2.3. Ajuste del modelo sin control a datos reales

En Colombia más del 90 % del territorio nacional que está situado por debajo de los 2200
metros sobre el nivel del mar conviven con el mosquito Aedes aegypti y, según el Instituto
Nacional de Salud de Colombia (INS), la mayor cantidad de casos reportados provienen de los
departamentos de Valle del Cauca, Tolima, Antioquia, Huila, Norte de Santander, Santander,
Cundinamarca, Cesar, Atlántico, Bolivar, Meta, Putumayo y Boyacá. En la Figura 2-5 se
muestra el canal endémico de la enfermedad en Colombia para el año 2016, que se puede
interpretar como el gráfico que muestra el número de casos inusuales que se presentan en
un año. Esto es, si los datos reportados en una semana se encuentran por debajo del primer
cuartíl (pt. 25), se dice que están en una zona de éxito, si se encuentran entre el primer y
segundo cuartíl (pt. 25 y mediana), están en una zona de seguridad, si se encuentran entre
el segundo y tercer cuartíl (mediana y pt. 75), están en una zona de alarma y, si están por
encima del tercer cuartíl (pt. 75), se declara epidemia.

La Figura 2-6 muestra los casos de dengue reportados para la ciudad de Medellín, donde se
observa que en los años 2010 y 2016 se presentaron la mayor cantidad de casos reportados,
llegando a los 3655 casos para el año 2010 y los 9444 casos para el año 2016.

Las Figuras 2-7 y 2-8 muestran los casos reportados de dengue en Medellín para los años
2010 y 2016.

Para hacer el ajuste de los modelos propuestos a los datos mostrados en las Figuras 2-7 y
2-8, se utilizó el método por Regresión de Mínimos Cuadrados No Lineales, que se programó
mediante un algoritmo en Matlab utilizando la funciones ode45 y lsqcurvefit que ya están
implementadas en él.
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Figura 2-5: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016
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Figura 2-6: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016

El método consiste en:
minimizar z(ϖ) =

∑n
i=1

(
X̄i −X(ti, ϖ)

)2
, t1 ≤ ti ≤ tn,

sujeto a Ẋ = f(t,X,ϖ),

con X(0) = X̄1

(2-10)

Donde X̄ representa el vector de datos reales y ϖ el vector de parámetros del sistema de
ecuaciones diferenciales que se desea estimar para obtener la mínima suma de los cuadrados
de los residuos.

El método iterativo para estimar ϖ consiste en tomar un valor inicial ϖ0 y generar una
sucesión de puntos que converjan a un valor específico ϖ∗, el cual hace que la solución
del sistema de ecuaciones diferenciales se ajuste a los datos reales minimizando la función
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Figura 2-7: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2010
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Figura 2-8: Fuente: Sivigila, Instituto Nacional de Salud, 2016

objetivo [6].

Para hacer el ajuste del modelo (2-7) se asume que la esperanza de vida de un humano es 74
años, equivalente a 3848 semanas, es decir, la tasa de crecimiento y muerte en la población
humana es de µ = 1

3848
. Además, si se hace la transformación

B =
βψσ

N(δ + σ)
=

(θ + µ)R0

N
,
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el sistema (2-7) se reescribe como
Ṡ = µN −BSI − µS

İ = BSI − (θ + µ)I

Ṙ = θI − µR

(2-11)

Para ajustar la solución I(t) del sistema (2-11) a los datos reportados en la Figura 2-7, se
toma como vector de parámetros a ϖ = (B, θ) con condición inicial ϖ0 =(0.0018, 0.0022) y
así, en este caso, el problema presentado en (2-10) se reescribe como:


minimizar z(ϖ) =

∑51
i=0

(
Īi − I(ti, ϖ)

)2
, 0 ≤ ti ≤ 51,

sujeto a (2-11),
con S(0) = 988, I(0) = 12, R(0) = 0

En la Figura 2-9 se muestra el ajuste de la solución del sistema (2-11) a los casos de dengue
reportados para la población de Medellín en el año 2010. Para este caso, el código imple-
mentado en Matlab arrojó como valores finales a los parámetros: B =0.0004 y θ =0.2077,
aproximadamente.
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Figura 2-9: Ajuste del sistema (2-11) con S(0) = 988, I(0) = 12, R(0) = 0, N = 1000,
B =0.0004 y θ =0.2077

En la Figura 2-10 se muestra el ajuste de la solución del sistema (2-11) a los casos de dengue
reportados para la población de Medellín en el año 2016. Para este caso, se tomó como
condiciones iniciales S(0) = 980, I(0) = 20 y R(0) = 0 con el fin de tener un mejor ajuste de
la solución I(t) de (2-11) a los datos reportados en la Figura 2-8, donde se puede observar
que el modelo se ajusta a los datos reales a partir de la décima semana epidemiológica.
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Figura 2-10: Ajuste del sistema (2-11) con S(0) = 980, I(0) = 20, R(0) = 0, N = 1000,
B =0.00031 y θ =0.1028

Para ajustar el modelo bidimensional (2-8) y el modelo sin control (2-1) a los datos reales
mostrados en las Figuras 2-7 y 2-8 se estiman inicialmente los parámetros β, ψ y ϵ, para
ello se utilizó las funciones definidas en [21] con la temperatura promedio de 22oC para la
ciudad de Medellín y posteriormente se aplicó el mismo principio planteado en (2-10). Dichos
valores se muestran en la Figura 2-11.
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Figura 2-11: Valores de los parámetros β, ψ y ϵ del sistema (2-1)

El ajuste del modelo bidimensional (2-8) a los datos reales se muestran en las Figuras 2-12
y 2-13. Los valores de los parámetros se pueden apreciar en la Tabla 2-2. Para este caso se
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hizo una normalización de los datos con N = 1000 habitantes. Es decir, por ejemplo, el dato
reportado en la semana 1 para el año 2010 fue de 12 personas infectadas, esto se representa
como q(0) = 0.012.
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Figura 2-12: Ajuste del sistema (2-8) con p(0) =0.988, q(0) =0.012

Semanas
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

P
ro

po
rc

ió
n 

P
er

so
na

s 
In

fe
ct

ad
as

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Dengue en Medellín, año 2016

Figura 2-13: Ajuste del sistema (2-8) con p(0) =0.97, q(0) =0.03

En las Figuras 2-14 y 2-15 se muestra el ajuste del sistema sin control (2-1) utilizando
el mismo principio planteado en (2-10), donde se observa que se obtiene el mismo ajuste
observado en las Figuras 2-9 y 2-10. En la Tabla 2-2 se muestran los valores obtenidos para
los parámetros del modelo.
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Figura 2-14: Solución del sistema (2-1) con S(0) = 988, I(0) = 12, R(0) = 0, x0 = 100,
y0 = 200, z0 = 50, c10 = 1, c20 = 50, c30 = 100.
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Figura 2-15: Solución del sistema (2-1) con S(0) = 970, I(0) = 30, R(0) = 0, x0 = 100,
y0 = 200, z0 = 50, c10 = 1, c20 = 50, c30 = 100.

2.4. Fuerza de infección

La fuerza de infección de una enfermedad es una tasa, la cual se define como el riesgo que
corre un individuo susceptible de ser infectado [21]. En el caso de la enfermedad del dengue
se definen dos fuerzas de infección: una en la población humana (λH) y otra en la población
del mosquito transmisor (λM).
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2010 N µ β ψ θ δ σ ϵ ν ϕ ρ

1000 1
3848

0.7216 0.7001 0.2077 0.2 0.8189 0.2532 0.0833 0.6 300
a1 a2 a3 b γ1 γ2 γ3 κ1 κ2 κ3
30 25 40 50 0.3 0.3 0.3 10 230 300

2016 N µ β ψ θ δ σ ϵ ν ϕ ρ

1000 1
3848

0.7216 0.7001 0.102777 0.2 0.3213 0.2532 0.0833 0.6 300
a1 a2 a3 b γ1 γ2 γ3 κ1 κ2 κ3
30 25 40 50 0.3 0.3 0.3 10 230 300

Tabla 2-2: Valores de los parámetros para las Figuras 2-14 y 2-15

La fuerza de infección en la población humana para el modelo (2-1) está representada por el
producto entre la probabilidad de transmisión de mosquito a humano β, la razón de mosquitos
hembra que hay en el medio por persona y

N
y la probabilidad de encontrar una hembra

infectada en la población del mosquito en estado maduro ψ(I/N)y
x+y

, donde ψ I
N
y representa el

número de mosquitos hembra que poseen el virus. De esta manera:

λH(t) =
β

N

∫ t

0

y(s)ds
ψ

N

∫ t

0

I(s)y(s)

x(s) + y(s)
ds, t ≥ 0

=
βψ

N2

∫ t

0

y(s)ds

∫ t

0

I(s)y(s)

x(s) + y(s)
ds

De manera similar, la fuerza de infección en la población del mosquito está representada por
el producto entre la probabilidad de transmisión del virus de humano a mosquito (ψ) y la
probabilidad de encontrar una persona infectada en la población humana

(
I
N

)
, es decir,

λM(t) =
ψ

N

∫ t

0

I(s)ds, t ≥ 0

En las Figuras 2-16 y 2-17 se presentan la estimación de la fuerza de infección tanto para
la población humana como para el mosquito transmisor en la población de Medellín para los
años 2010 y 2016, respectivamente.

2.5. Conclusiones del capítulo

En la sección 2.1 se formuló el modelo matemático que representa la transmisión del virus
del dengue en la población humana, el crecimiento poblacional del mosquito transmisor y
sus criaderos. Este modelo es de gran utilidad para las entidades de salud, ya que al estimar
su solución graficamente se puede observar cómo se comporta cada una de las poblaciones a
través del tiempo. El anticiparse al comportamiento del crecimiento o decrecimiento de una
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Figura 2-16: Fuerza de Infección para Medellín en 2010
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Figura 2-17: Fuerza de Infección para Medellín en 2016

población, en particular, el número promedio de personas infectadas, las entidades de salud
podrán tomar decisiones que afecten el crecimiento natural de los infectados, esto podría ser
identificando el factor que genera el aumento de personas infectadas, por ejemplo, si se de-
termina un crecimiento en el número de criaderos, los entes de control deben estar enfocados
en la eliminación de los mismos o, si se observa un aumento significativo en mosquitos hem-
bra adultos, una estrategia podría ser la eliminación de los mismos mediante fumigaciones o
algún otro tipo de control para esta población.

En la sección 2.2 se hizo una análisis desde el punto de vista matemático para el modelo
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propuesto en la sección 2.1. Inicialmente, se resolvió el sistema no lineal (2-4) que representa
el crecimiento en el número promedio de criaderos del mosquito transmisor que hay en el
medio, del cual se encontró que dada una cantidad inicial de criaderos ci0, la cantidad de
criaderos que habrá en un tiempo t es

ci(t) =
κici0

(κi − ci0)e−γit + ci0

donde ci(t) representa la cantidad de criaderos en el tiempo t, para i = 1 los criaderos son de
tipo tanques de agua, para i = 2 son llantas y para i = 3 son canales de agua lluvia. Ahora,
se tiene además que

ĺım
t→+∞

ci(t) = κi

esto significa que cada tipo de criadero crecerá exponencialmente hasta su máxima capacidad
de carga en el medio κi. Reemplazando estos valores en el sistema (2-3), se obtuvo el sistema
(2-5) que representa el crecimiento poblacional del mosquito transmisor. Este modelo tiene
dos puntos de equilibrio (soluciones constantes) Q1 y Q2, los cuales representan la ausencia
de la población y la persistencia de la misma en el medio, respectivamente. Se demostró
matemáticamente que a estos dos valores son a los únicos hacia donde la población del
mosquito crecerá o decrecerá. La cantidad promedio de mosquitos se dirige a uno o al otro
de los puntos de equilibrio dependiendo de las condiciones ambientales que se estimen para
los parámetros del modelo.

Para el sistema (2-5) se estimó el umbral de crecimiento del mosquito H, que como su
nombre lo dice es un umbral que determina si la población del mosquito se va a extinguir o
permanecerá en el medio, todo depende qué valor tome H. Esto es, si H ≤ 1, la población de
mosquitos desaparecerá del medio; es decir, decrecerá exponencialmente hasta el punto de
equilibrio Q1. Mientras que si H > 1, la población de mosquitos crecerá exponencialmente
hasta el equilibrio Q2, lo que significa que se mantendrá en el medio. El número H se puede
interpretar como el número promedio de mosquitos que sobreviven al estado inmaduro hasta
llegar al estado adulto por cada ovoposición de un mosquito hembra.

Al reemplazar las componentes x, y y z del punto de equilibrio Q2 en el sistema (2-2), que
representa la dinámica de transmisión del virus en la población humana, se obtuvo el sistema
(2-8), el cual tiene dos puntos de equilibrio E1 y E2. El primero, representa la ausencia del
virus en la población humana y, el segundo, la persistencia del virus en dicha población. Para
este modelo se halló el número reproductivo básico R0, que determina el número promedio de
personas susceptibles que un mosquito hembra con el virus es capaz de infectar, considerando
que el mosquito ingresa a una población enteramente susceptible. Del análisis matemático
se concluyó que si R0 ≤ 1, la enfermedad desaparecerá del medio, esto es, que la fracción
de personas infectadas q decrecerá exponencialmente hasta cero, a medida que transcurra el
tiempo. Mientras que si R0 > 1, la enfermedad se mantendrá en el medio, es decir, que la
fracción de personas infectadas q se mantendrá siempre diferente de cero. Esto es, q crecerá
hasta el valor µ(R0−1)

R0(θ+µ)
a medida que transcurre el tiempo.
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En la sección 2.3 se hizo un ajuste de las soluciones del modelo planteado a los datos
reales reportados para la ciudad de Medellín en los años 2010 y 2016, años en los que la
enfermedad del dengue ha tenido un mayor impacto en la región por sus altos índices en la
cantidad de personas infectadas reportadas por el SIVIGILA del Instituto Nacional de Salud
[36]. Se inició ajustando las soluciones del sistema (2-8), utilizando el método de Regresión de
Mínimos Cuadrados No Lineales, con el cual se pudo estimar los valores para los parámetros
del modelo. Con los resultados obtenidos se ajusta las soluciones de los sistemas (2-11) y
(2-1) y, además, se estimó el número reproductivo básico R0 de la enfermedad despejándolo
de la sustitución

B =
(θ + µ)R0

N

de donde se obtuvo que

R0 =
BN

(µ+ θ)
,

y al reemplazar los valores de B, N , µ y θ que se muestran en las Figuras 2-9 y 2-10, se tuvo
que R0 ≈1.92 para los datos reportados para el año 2010 y R0 ≈3.01 para el año 2016. Estos
dos número estimados son muy importantes porque ellos representan el número promedio de
personas que infectan cada mosquito en la población de Medellín. Es decir, para los datos
reportados para el año 2010, R0 ≈1.92≈ 2, representa que cada mosquito infectado con el
virus es capaz de infectar a dos personas en su periodo de vida, aproximadamente. Así, para
el año 2016 un mosquito en promedio infectará a 3 personas en su periodo de vida. Esto
demuestra, que la enfermedad fue endémica en la región para dichos años.

En la sección 2.4 con los datos para los parámetros obtenidos en la sección 2.3, se estimó la
fuerza de infección de la enfermedad, la cual es una tasa que representa qué tan probable es
que una población susceptible se contagie, en este caso, con el virus del dengue, por semana.
Las Figuras 2-16 y 2-17 muestran que su gráfico para los dos años 2010 y 2016 es creciente,
esto significa que a medida que transcurre el tiempo, las personas susceptibles tiene una
mayor probabilidad de contraer el virus, y esto hace que la enfermedad sea endémica.
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En este capítulo se presenta el planteamiento y análisis de un modelo para la transmisión
y control del dengue. Se muestran algunas estrategias de control constante para los datos
reportados de la ciudad de Medellín en los años 2010 y 2016. Se plantea y resuelve un
problema de control óptimo para el sistema (2-8) utilizando el Principio del Máximo de
Prontryagin. Además, se propone un sistema dinámico no suave con control constante a
partir de una variación del sistema (2-8) utilizando la teoría de los sistemas no suaves
presentada en [26]. Finalmente, se presentan algunos resultados numéricos del sistema no
suave propuesto y se muestra una bifurcación no suave de codimensión 1 a nivel local.

3.1. Planteamiento del modelo con control constante

Para el planteamiento del modelo que representa la dinámica de transmisión del virus en la
población humana teniendo en cuenta el control biológico mediante infección con Wolbachia
al Aedes aegypti, se consideran los siguientes supuestos:

Cuando una persona susceptible es picada por un mosquito con Wolbachia que posea
el virus se reduce la probabilidad de transmisión de la enfermedad.

En el medio se encuentran dos tipos de mosquitos: los que están infectados con cierto
serotipo de Wolbachia y los que no lo están.

Se realiza una infección a algunos estados inmaduros del mosquito con un serotipo de
Wolbachia.

El mecanismo usado por el serotipo de Wolbachia para garantizar su permanencia en
la población de mosquitos es la incompatibilidad citoplasmática (CI).

Adicional a las variables y parámetros considerados en el sistema (2-1), cuya descripción está
en la Tabla 2-1, para este nuevo modelo se considerarán las variables y parámetros de la
Tabla 3-1.

Así, el diagrama de flujo que representa la dinámica de transmisión del virus a la población
humana, teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti aplicando
el control biológico, se muestra en la Figura 3-1.
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Variable/Parámetro Descripción
xw(t) Número promedio de mosquitos machos con Wolbachia en tiempo t
yw(t) Número promedio de mosquitos hembras con Wolbachia en tiempo t
zw(t) Número promedio de mosquitos inmaduros con Wolbachia en tiempo t
ϑ Probabilidad de transmisión del virus por la picadura de una hembra con

Wolbachia
α Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho sin Wolbachia
ξ Probabilidad de que una hembra se cruce con un macho con Wolbachia
u Fracción de mosquitos inmaduros que son infectados con Wolbachia

Tabla 3-1: Variables y parámetros del sistema (3-1)
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Figura 3-1: Transmisión del virus con control

La variación en el número de personas susceptibles S, presenta como flujo de entrada el
término µN , y como flujo de salida los términos µS, βψ I

N
y

x+xw+y+yw
S y ϑψ I

N
yw

x+xw+y+yw
S,

donde los dos últimos términos representan el número de personas susceptibles que son
infectadas por la picadura de un mosquito hembra que posee el virus sin y con Wolbachia,
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respectivamente. De esta forma,

Ṡ = µN − βψ
I

N

y

x+ xw + y + yw
S − ϑψ

I

N

yw
x+ xw + y + yw

S − µS

La variación en el número de personas infectadas I, presenta como flujo de entrada los
términos βψ I

N
y

x+xw+y+yw
S y ϑψ I

N
yw

x+xw+y+yw
S, y como flujo de salida, los términos µI y θI.

De esta forma,

İ = βψ
I

N

y

x+ xw + y + yw
S + ϑψ

I

N

yw
x+ xw + y + yw

S − (θ + µ)I

La variación de R, x e y, se definen de igual forma al sistema (2-1), es decir,

Ṙ = θI − µR

ẋ = δz − ϵx

ẏ = σz − ϵy

La variación en la población de mosquitos inmaduros generados por las ovoposiciones de
hembras sin Wolbachia se define como en el subsistema (2-3), teniendo en cuenta que la
población total de mosquitos en este estado es z + zw y además, está disminuida por el
término uz, que representa el número de mosquitos inmaduros que son infectados con la
bacteria. Por lo tanto,

ż = αρy

(
1− z + zw∑

aici + b

)
− (δ + σ + ν + u)z

La variación de la población de machos con Wolbachia xw, presenta como flujo de salida el
término ϵxw, que representa la cantidad de muertes en este estado, y como flujo de entrada,
el término δzw que representa la cantidad de mosquitos inmaduros infectados con Wolbachia
que pasan a ser machos adultos. Así,

ẋw = δzw − ϵxw

Por su parte, la variación de la población yw, presenta como flujo de entrada el término σzw,
que representa el número de mosquitos inmaduros infectados con Wolbachia que pasan a
ser hembras adultas, y como flujo de salida el término ϵyw, el cual representa el número de
muertes en este estado. Así,

ẏw = σzw − ϵyw

La variación en la población zw presenta como flujo de entrada los términos uz, ξρyw
(
1− z+zw∑

aici+b

)
y αρyw

(
1− z+zw∑

aici+b

)
, donde los dos últimos representan el número de huevos que son ovo-

positados por las hembras infectadas con Wolbachia en los criaderos disponibles cuando son
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fecundadas por un macho infectado también con la bacteria y el número de huevos que son
ovopositados por las hembras infectadas con Wolbachia en los criaderos disponibles cuando
son fecundadas por un macho sin la bacteria. Además, esta población presenta como flujo
de salida los términos δzw, σzw y νzw. De esta manera,

żw = (ξ + α)ρyw

(
1− z + zw∑

aici + b

)
+ uz − (δ + σ + ν)zw

Finalmente, la variación en los criaderos se define de igual forma al sistema (2-1), es decir,

ċi = γici

(
1− ci

κi

)
, i = 1, 2, 3.

Por lo tanto, el modelo que representa la dinámica de transmisión del virus del dengue,
teniendo en cuenta el crecimiento poblacional del Aedes aegypti aplicando control biológico
por Wolbachia con CI, está dado por el sistema (3-1)

Ṡ = µN − βψ
I

N

y

x+ xw + y + yw
S − ϑψ

I

N

yw
x+ xw + y + yw

S − µS

İ = βψ
I

N

y

x+ xw + y + yw
S + ϑψ

I

N

yw
x+ xw + y + yw

S − (θ + µ)I

Ṙ = θI − µR

ẋ = δz − ϵx

ẏ = σz − ϵy

ż = αρy

(
1− z + zw∑

aici + b

)
− (δ + σ + ν + u)z

ẋw = δzw − ϵxw

ẏw = σzw − ϵyw

żw = (ξ + α)ρyw

(
1− z + zw∑

aici + b

)
+ uz − (δ + σ + ν)zw

ċ1 = γ1c1

(
1− c1

κ1

)
ċ2 = γ2c2

(
1− c2

κ2

)
ċ3 = γ3c3

(
1− c3

κ3

)

(3-1)
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3.2. Estrategias de control biológico

Para establecer las estrategias de control se tiene en cuenta el número inicial de mosquitos
inmaduros con Wolbachia z0 y la fracción constante de mosquitos inmaduros que se liberan
u, como también la función de costos:

C(T ) =

∫ T

0

(
Az(t) +

η

2
u2
)
dt

definida en el periodo de tiempo [0, T ], donde A y η son constantes que representan los costos
por unidad directos e indirectos cuando se aplica el control biológico.

Para evaluar que tan efectiva es la estrategia en [0, T ] se tiene en cuenta los indicadores:

I1 =
C(T )

Y w(T )
e I2 =

Y w(T )

Y (T )

donde Y w(T ) representa el número promedio de mosquitos hembra que son infectadas con
la bacteria al aplicar el control biológico y Y (T ) el número promedio de mosquitos hembra
que no están infectadas de Wolbachia, y se definen como:

Y w(T ) =
1

T

∫ T

0

yw(t)dt y Y =
1

T

∫ T

0

y(t)dt

El indicador I1 representa el costo promedio que se adquiere por cada mosquito hembra con
Wolbachia que hay en el medio y el indicador I2 representa la densidad de mosquitos hembra
infectados de la bacteria respecto a las hembras que no portan la bacteria. El objetivo de
aplicar el control se limita a minimizar I1 y maximizar I2.

En la Tabla 3-2 se muestran 6 estrategias de control para el sistema (3-1), tomando diferentes
valores para z0 y u con datos de la ciudad de Medellín en el año 2010. En ella se puede
observar que la cuarta (E4) y sexta (E6) estrategia son las más favorables, esto debido a
que I1 es pequeño e I2 es grande. Por ejemplo, en la estrategia 6 el indicador I2 =3.3359 (el
más alto) establece que por cada mosquito hembra sin Wolbachia, en promedio hay mas de
3 mosquitos hembra con Wolbachia en el medio; esto se obtiene infectando, por cada 1000
habitantes, 25 estados inmaduros al inicio y haciendo una infestación del 1% en cada unidad
de tiempo.

En las Figuras 3-2 y 3-3 se observa la efectividad de las estrategias E4 y E6 con respecto a
los datos reales reportados para Medellín en el año 2010, donde se observa que la estrategia
6 (la más efectiva) reduce la cantidad máxima de personas infectadas en dicho período hasta
en un 34%. Para hallar numéricamente estos resultados se tomaron los valores de η y A de
forma hipotética.
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Estrategia z0 u Costo Y w Y I1 I2

E1 25 0 1.5241 411.3142 187.2650 0.0037 2.1964
E2 0 0.01 1.3585 441.8261 168.5950 0.0031 2.6206
E3 10 0.005 1.4659 420.6781 180.8528 0.0035 2.3261
E4 10 0.01 1.2703 463.1377 158.0028 0.0027 2.9312
E5 25 0.005 1.3092 457.7128 162.3360 0.0029 2.8195
E6 25 0.01 1.1717 487.2968 146.0774 0.0024 3.3359

Tabla 3-2: Estrategias de control del sistema (3-1) con A =0.0005635 y η = 1, Medellín
2010
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Figura 3-2: Control biológico aplicando E4 con datos de Medellín para el año 2010

En la Tabla 3-3 se muestran 6 estrategias de control para los datos de la ciudad de Medellín
para el año 2016. En ella se puede observar que al igual que en la Tabla 3-2, la cuarta (E4)
y sexta (E6) estrategia son las más favorables.

Estrategia z0 u Costo Y w Y I1 I2

E1 25 0 0.3182 21.8204 14.5251 0.0146 1.5023
E2 0 0.01 0.2805 24.4994 12.9395 0.0114 1.8934
E3 10 0.005 0.3036 22.7731 13.9234 0.0133 1.6356
E4 10 0.01 0.2640 26.0163 12.1770 0.0101 2.1365
E5 25 0.005 0.2740 25.4296 12.5914 0.0108 2.0196
E6 25 0.01 0.2449 27.7595 11.2972 0.0088 2.4572

Tabla 3-3: Estrategias de control del sistema (3-1) con A =0.0005635 y η = 1, Medellín
2016
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Figura 3-3: Control biológico aplicando E6 con datos de Medellín para el año 2010

En las Figuras 3-4 y 3-5 se observa la efectividad de las estrategias E4 y E6 con respecto
a los datos reportados para la ciudad de Medellín para el año 2016, donde se observa que
la estrategia 6 (la más efectiva) reduce la cantidad máxima de personas infectadas en dicho
período hasta en un 49%. Para hallar numéricamente estos resultados se tomaron los valores
de η y A de forma hipotética.
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Figura 3-4: Control biológico aplicando E4 con datos de Medellín para el año 2016
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Figura 3-5: Control biológico aplicando E6 con datos de Medellín para el año 2016

3.3. Control óptimo

Para formular el modelo con control se considera la función u = u(t) acotada en el intervalo
[0, 1], la cual representa la efectividad (en porcentaje) que tiene el control biológico utilizado.
Este control es implementado en el sistema (2-8) como sigue:

{
ṗ = µ(1− p)− βψ σ

δ+σ
pq : f1

q̇ = βψ σ
δ+σ

pq − (θ + µ)q − u(t) : f2
(3-2)

Se adjunta al sistema (3-2) una función de costos que está representada por la integral
definida

C(t) =

∫ T

0

L(q(t), u(t))dt =

∫ T

0

(
Aq(t) +

η

2
u2(t)

)
dt (3-3)

donde A y η son constantes que representan los costos directos e indirectos por unidad. El
primer término Aq(t) representa los costos indirectos de aplicar el control u(t) en cualquier
tiempo t y, η

2
u2(t) representa los costos directos de aplicar el control.

De esta manera el problema a resolver es:
minimizar C(t) =

∫ T
0
L(q(t), u(t))dt,

sujeto a dX(t)
dt

= F (X(t), u(t)),

con X(0) = X0

donde dX(t)
dt

= F (X(t), u(t)) representa el modelo con control (3-2) y X0 = (p0, q0)
T es el

vector de condiciones iniciales.
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El teorema 4.1 (p. 68-69) de [15] garantiza la existencia de un control óptimo u que minimiza
la función (3-3). Para hallar dicha función se utiliza el Principio de Máximo de Pontryagin
[4].

La función Hamiltoniana o función de Pontryagin está definida por:

H(X(t), λ(t), u(t)) = L(q(t), u(t)) + λ1f1 + λ2f2

dondeX(t) es el vector de variables de estado, λ1(t), λ2(t) las variables adjuntas o conjugadas,
fi, i = 1, 2 el lado derecho de la ecuación i del sistema (3-2) y L(q(t), u(t)) el Lagrangiano
definido en (3-3). En lo que sigue del texto se obviará (t) de las expresiones que dependen
del tiempo. De esta manera,

H = Aq +
η

2
u2 + λ1f1 + λ2f2

Teorema 3.3.1. (Controles Óptimos)
Dado el control óptimo u y la solución X(t) de (3-2), existen variables adjuntas λ1, λ2 al
sistema (3-2) que satisfacen

dλ1
dt

= βψ
σ

δ + σ
q(λ1 − λ2) + µλ1

dλ2
dt

= βψ
σ

δ + σ
p(λ1 − λ2) + (θ + µ)λ2 − A

con las condiciones de transversalidad: λ1(T ) = 0 y λ2(T ) = 0.

Y además,

u(t) = mı́n

(
máx

(
0,
λ2
η

)
, 1

)
Demostración. La forma de las ecuaciones asociadas a las variables adjuntas del sistema
(3-2) son los resultados normales del Principio del Máximo de Pontryagin presentado en [4],
las cuales se definen como

dλ1
dt

= −∂H
∂p

y
dλ2
dt

= −∂H
∂q

Es decir:
dλ1
dt

= µλ1 + βψ
σ

δ + σ
qλ1 − βψ

σ

δ + σ
qλ2

= βψ
σ

δ + σ
q(λ1 − λ2) + µλ

y

dλ2
dt

= −A+ βψ
σ

δ + σ
pλ1 − βψ

σ

δ + σ
pλ2 + (θ + µ)λ2

= βψ
σ

δ + σ
p(λ1 − λ2) + (θ + µ)λ2 − A
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Para determinar u se optimiza el Hamiltoniano H respecto a la variable de control. Es decir,
se halla u tal que satisfaga la ecuación:

∂H

∂u
= 0

Así, se obtiene que

ηu− λ2 = 0 ⇔ u =
λ2
η

Como u ∈ [0, 1], entonces

u =


0 si λ2

η
≤ 0

λ2
η

si 0 < λ2
η
< 1

1 si λ2
η
≥ 1

De esta manera, se obtiene que

u(t) = mı́n

(
máx

(
0,
λ2(t)

η

)
, 1

)

El problema a resolver está formado por el sistema (3-2) con sus respectivas condiciones
iniciales, el sistema conjugado o sistema adjunto con las condiciones terminales o de frontera,
y el control óptimo u. Es decir,

dX
dt

= F (X,u, λ)
dλ
dt

= G(X,u, λ)

X(0) = X0 , λ(T ) = 0

u(t) = mı́n
(
máx

(
0, λ2(t)

η

)
, 1
)

En la Figura 3-6 se muestran los resultados numéricos de la solución al problema de contorno
para los datos del año 2010. Allí se observa la efectividad del control biológico, el cual logra
eliminar la cantidad de personas infectadas en aproximadamente 16 semanas. Para hallar
numéricamente estos resultados se tomaron los valores de η y A de forma hipotética.
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Figura 3-6: Control Óptimo para los datos de Medellín en el año 2010

En la Figura 3-7 se muestran los resultados numéricos de la solución al problema de contorno
para los datos del año 2016. Allí se observa que el control biológico logra eliminar la cantidad
de personas infectadas en aproximadamente 18 semanas. Para hallar numéricamente estos
resultados se tomaron los valores de η y A de forma hipotética.

En la Figura 3-8 se muestran las gráficas de la función de costos para los años 2010 y 2016.
En ella se observa que dichos costos son muy pequeños comparados a los costos mostrados
en las Tablas 3-2 y 3-3. Sin embargo, el control óptimo aplicado es mucho más efectivo que
el control constante.
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Figura 3-7: Control Óptimo para los datos de Medellín en el año 2016

3.4. Sistema no suave con control

Para el planteamiento del modelo no suave se asume que el control biológico u del sistema
(3-2) es constante y se reescribe dicho sistema como

{
ṗ = µ(1− p)−R0(θ + µ)pq

q̇ = R0(θ + µ)pq − (θ + µ)q − u
(3-4)

donde R0 representa el número reproductivo básico. El sistema (3-4) se define en la región
de interés biológico Ω con condición inicial w0 = (p0, q0)

T , donde µ, θ ∈ [0, 1] y R0 > 1.
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Figura 3-8: Función de costos para los datos de Medellín en los años 2010 y 2016

Los puntos de equilibrio del sistema (3-4) se obtienen resolviendo el sistema homogéneo:{
µ(1− p)−R0(θ + µ)pq = 0

R0(θ + µ)pq − (θ + µ)q − u = 0

Cálculos algebraicos muestran que las soluciones del sistema homogéneo cumplen las ecua-
ciones:

µR0p
2 − (µ+ µR0 − uR0) p+ µ = 0 y q =

µ(1− p)− u

θ + µ
(3-5)

De esta manera, la existencia de los puntos de equilibrio se garantiza siempre que se cumpla
que

(µ+ µR0 − uR0)
2 ≥ 4µ2R0
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Por lo tanto, el sistema (3-4) tendrá a lo sumo dos puntos de equilibrio

(p11, q11) y (p12, q12) (3-6)

los cuales cumplen las ecuaciones definidas en (3-5).

3.4.1. Formulación del sistema no suave

Para plantear el modelo no suave se define la región q = ζ en Ω la cual determina un
“indicador” para aplicar el control u, de la siguiente manera:{

Si q > ζ, u ̸= 0, u ∈ (0, 1]

Si q < ζ, u = 0

Esto hace que la región q = ζ divida el campo vectorial de (3-4) en dos zonas:

f (1)(w) =

(
µ(1− p)−R0(θ + µ)pq

R0(θ + µ)pq − (θ + µ)q

)
con q < ζ

y

f (2)(w) =

(
µ(1− p)−R0(θ + µ)pq

R0(θ + µ)pq − (θ + µ)q − u

)
con q > ζ

donde w(t) = (p(t), q(t))T es el vector de estados del sistema.

Ahora, sea H : R2 → R una función continuamente diferenciable definida como:

H(w) = q − ζ

para la que su gradiente es Hw(w) = (0, 1) (no nulo). Entonces se definen las siguientes
regiones:

S1 =
{
w ∈ R2 : H(w) < 0

}
=
{
w ∈ R2 : q < ζ

}
S2 =

{
w ∈ R2 : H(w) > 0

}
=
{
w ∈ R2 : q > ζ

}
Σ =

{
w ∈ R2 : H(w) = 0

}
=
{
w ∈ R2 : q = ζ

}
De esta manera, el sistema no suave queda planteado por:

ẇ =

{
f (1)(w), w ∈ S1

f (2)(w), w ∈ S2
(3-7)

El sistema (3-7) se denomina no suave o suave a tramos debido a que el campo vectorial de
(3-7) se divide en dos campos f (1)(w) y f (2)(w), w ∈ Ω. En los puntos w ∈ Σ las soluciones
de (3-7) no son diferenciables, ya que el vector dirección en los dos campos es diferente
(ver Figura 3-9(a)). Cuando w está en la zona de deslizamiento (Σs), los vectores directores
tienen sentidos opuestos (ver Figura 3-9(b)), mientras que si w está en la zona de cruce (Σc),
los vectores directores tienen el mismo sentido (ver Figura 3-9(c)).
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Figura 3-9: Interpretación geométrica del sistema no suave

3.4.2. Soluciones estándar y deslizantes

Para w ∈ Σ, se define

ℓ(w) =
⟨
Hw(w), f

(1)(w)
⟩ ⟨

Hw(w), f
(1)(w)

⟩
= (R0(θ + µ)pζ − (θ + µ)ζ) (R0(θ + µ)pζ − (θ + µ)ζ − u)

El conjunto
Σc = {w ∈ Σ : ℓ(w) > 0}

determina la zona de cruce en Σ y el conjunto

Σs = {w ∈ Σ : ℓ(w) ≤ 0}

la zona de deslizamiento.

Teorema 3.4.1. Para el sistema (3-7) en Σs:

T1 =
(

1
R0
, ζ
)

y T2 =
(

1
R0

(
1 + u

(θ+µ)ζ

)
, ζ
)

son puntos tangentes sobre la región q = ζ.

SE =
(

µ
µ+R0(θ+µ)ζ

, ζ
)

es un pseudo-equilibrio sobre la región q = ζ.

Demostración. De [26] se conoce que un punto tangente es solución de la ecuación:

ℓ(w) = 0 con w ∈ Σs

Entonces se tiene que:

Si
⟨
Hw(w), f

(1)(w)
⟩
= 0,

R0(θ + µ)pζ − (θ + µ)ζ = 0,
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es decir,

p =
1

R0

.

Por lo tanto,

T1 =

(
1

R0

, ζ

)
Si
⟨
Hw(w), f

(2)(w)
⟩
= 0,

R0(θ + µ)pζ − (θ + µ)ζ − u = 0,

es decir,

p =
1

R0

(
1 +

u

(θ + µ)ζ

)
.

Por lo tanto,

T2 =

(
1

R0

(
1 +

u

(θ + µ)ζ

)
, ζ

)
Un punto en q = ζ se llama pseudo-equilibrio si cumple que

g(w) = 0, con w ∈ Σs,

donde
g(w) = Λf (1)(w)− (1− Λ)f (2)(w)

con

Λ =

⟨
Hw(w), f

(2)(w)
⟩

⟨Hw(w), f (2)(w)− f (1)(w)⟩

= 1 +
(θ + µ)

u
ζ − R0(θ + µ)p

u
ζ

Mediante algunos cálculos algebraicos se puede comprobar que

µ(1− p)−R0(θ + µ)ζp = 0,

ya que la segunda componente se vuelve una identidad. Por lo tanto,

p =
µ

µ+R0(θ + µ)ζ
.

Así,

SE =

(
µ

µ+R0(θ + µ)ζ
, ζ

)
.

Como SE ∈ Σs, entonces:

1

R0

<
µ

µ+R0(θ + µ)ζ
<

1

R0

(
1 +

u

(θ + µ)ζ

)
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Por otra parte, las regiones S1 y S2 presentan puntos de equilibrio por separado, los cuales
están determinados por la solución de las ecuaciones presentadas en (3-5).

La región S1 presenta dos puntos de equilibrio:

(p11, q11) y (p12, q12),

los cuales fueron definidos en (3-6).

La región S2 presenta los puntos de equilibrio E1 y E2 definidos en la sección 3.2, los cuales
se obtienen resolviendo la ecuación (3-5) con u = 0.

3.4.3. Bifurcación local de codimensión 1

Al realizar el análisis del sistema (3-7) en forma numérica, se describe una bifurcación local
de codimensión 1 haciendo variar el parámetro R0 y fijando µ, θ y u. Dicha bifurcación se
presenta cuando los puntos de equilibrio del sistema (E2, PE, T1 y T2) colisionan entre sí
sobre la zona de conmutación q = ζ [5].

Los valores de bifurcación para R0 son

α
(1)
R0

=
µ

µ− (θ + µ)ζ
y α

(2)
R0

=
µ (u+ (θ + µ)ζ)

(µ− u− (θ + µ)ζ) (θ + µ)ζ

Si 1 < R0 < α
(1)
R0

, las soluciones en Ω de (3-7) se dirigen al equilibrio E2 (Ver Figura 3-10(a)),
cuando R0 alcanza el valor de bifurcación α(1)

R0
el punto de equilibrio E2 colisiona con el punto

tangente T1 en el punto de bifurcación S1 (ver Figura 3-10(b)). Cuando R0 > α
(1)
R0

, el campo
vectorial del sistema (3-7) sufre un cambio de estabilidad pasando E2 de ser asintóticamente
estable a ser inestable y, aparece el pseudo-equilibrio SE como un punto asintóticamente
estable (ver Figura 3-10(c)).

  
(a) (b) (c)

E2

T1 T2 S1 T2 T1
SE T2

Figura 3-10: Bifurcación cuando R0 = α
(1)
R0
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De manera similar se obtiene otra bifurcación cuando R0 = α
(2)
R0

. Si α(1)
R0

< R0 < α
(2)
R0

, el
campo vectorial del sistema (3-7) es igual al que se presenta en la Figura 3-10(c). Cuando R0

alcanza el valor de bifurcación α(2)
R0

, el pseudo-equilibrio SE colisiona con el punto tangente T2
en el punto S2 (ver Figura 3-11(b)). Cuando R0 > α

(2)
R0

, el punto SE desaparece y aparece un
nuevo punto de equilibrio asintóticamente estable P = (p11, q11) definido en (3-6)(ver Figura
3-11(c)).

(a) (b) (c)

T1 SE T2 T1 T2

P

T1 S2

Figura 3-11: Bifurcación cuando R0 = α
(2)
R0

En la Figura 3-12 se muestran los resultados numéricos de las soluciones del sistema (3-
7) con µ = 0.1, θ = 0.1, u = 0.01 y R0 variando en el intervalo [2, 5.26]. Para este caso,
α
(1)
R0

= 2.5 y α(2)
R0

= 3.88. En los gráficos se puede observar que a medida que se varía R0 el
sistema (3-7) sufre las bifurcaciones descritas anteriormente.

3.4.4. Resultados numéricos con datos reales

Para determinar las soluciones del sistema no suave (3-7) se toman los valores de los pará-
metros estimados para la ciudad de Medellín en los años 2010 y 2016 como se muestran en
la Tabla 3-4.

Año µ θ R0 u ζ

2010 1
3848

0.2077 1.9524 0.01 0.06
2016 1

3848
0.102777 3.0219 0.01 0.1

Tabla 3-4: Valores de los parámetros para el sistema (3-7)

En la Figura 3-13 se muestran los resultados numéricos de la solución del sistema (3-7) para
la ciudad de Medellín en el año 2010, donde se observa que el control hace que la proporción de
personas infectadas no sobrepase el umbral ζ=0.06. Además, de acuerdo al campo vectorial,
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Figura 3-12: Bifurcación cuando R0 = α
(1)
R0

y R0 = α
(2)
R0

se puede evidenciar que toda solución que inicia en Ω se aproxima al equilibrio E2 cuando
t → ∞, es decir, el punto de equilibrio E2 es un atractor del sistema (3-7). Por otra parte,
la solución obtenida con los datos reales pasa por el segmento de deslizamiento del sistema
T1T2, y esto hace que haya un intervalo constante en su gráfica.

En la Figura 3-14 se muestran los resultados numéricos de la solución del sistema (3-7)
para la ciudad de Medellín en el año 2016, donde se observa que el efecto del control es
notorio respecto a los datos reales. Además, de acuerdo al campo vectorial se puede ver
que si tomamos una condición en la región S2, la proporción de personas infectadas decae
hasta el punto de equilibrio E2 y se podría decir que E2 sigue siendo un equilibrio atractor
del sistema. A diferencia de la Figura 3-13, la solución obtenida no pasa por la zona de
deslizamiento.
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Figura 3-13: Solución del sistema (3-7) para Medellín 2010

3.5. Conclusiones del capítulo

Partiendo del modelo planteado y analizado en el Capítulo 2, se formula un modelo que
incorpora un control biológico para la enfermedad utilizando la bacteria Wolbachia, la cual
impide que el mosquito transmita el virus a la población humana. En la sección 3.2 se
implementan unas estrategias de control teniendo en cuenta los costos directos e indirectos
que generan el uso de la bacteria como mecanismo de control. Para evaluar que tan efectiva
es la estrategia se han utilizado dos indicadores. El primero, mide el costo promedio que
se adquiere por cada mosquito hembra adulto con Wolbachia (I1) y el segundo, representa
cuántos mosquitos hembra adultos con Wolbachia hay en el medio por cada mosquito hembra
adulto sin la bacteria (I2).
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Figura 3-14: Solución del sistema (3-7) para Medellín 2016

Algunas de las estrategias implementadas se muestran en las tablas 3-2 y 3-3. Para las
entidades de salud, estos resultados les indican los valores que deben tener en cuenta para
la infección inicial de mosquitos en estado inmaduro con la bacteria Wolbachia. Por ejemplo,
en la fila E4 de la tabla 3-2 indica que de una población inicial de 10 mosquitos inmaduros
sin Wolbachia (z0), se infecta el 1% (u = 0.01) con la bacteria y se tiene un costo de
1.2703 unidades monetarias generando a través del tiempo una población aproximada de 463
mosquitos hembra adultos con Wolbachia (Ȳw) y quedando 158 mosquitos hembra adultos
sin la bacteria (Ȳ ). Esto hace que el costo por cada mosquito hembra con Wolbachia sea
de 0.0027 unidades monetarias (I1) y la población de mosquitos hembra con la bacteria
triplicará a la población que no la posee (I2).

En la sección 3.3 se formuló y resolvió un problema de optimización, el cual consistió en
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considerar al control u como una función dependiente del tiempo t y se ligó al modelo una
función C(t) que representa los costos que se generan al aplicar dicho control. Al resolver
el problema se encontró el valor del control óptimo ū(t), el cual disminuye la proporción de
personas infectadas y además, minimiza la función de costos. La efectividad del control se
observa en las Figuras 3-6 y 3-7 para los datos reales de los años 2010 y 2016 de la ciudad de
Medellín, respectivamente, en las cuales se puede observar que el efecto del control hace que
el número de personas infectadas desaparezca del medio en un tiempo relativamente corto.

En la sección 3.4 se plantea una forma diferente de aplicar el control utilizado en la sección
3.3. Inicialmente, se considera el control u constante y posteriormente, se aplicará el control
siempre que la proporción de personas infectadas q sobrepase el valor ζ, de lo contrario, no
se aplica control (u = 0). Del análisis matemático que se desarrolló para este modelo, se
halló una bifurcación, la cual se puede interpretar de la siguiente forma:

Considerando que la enfermedad es endémica en la región (R0 > 1) y que R0 es menor que
α
(1)
R0

, la enfermedad no desaparecerá de la región, pero la proporción de personas infectadas q
se mantendrá por debajo del valor ζ. Si R0 es mayor que α(1)

R0
y menor que α(2)

R0
, la proporción

de personas infectadas q se mantendrá en el valor ζ. Finalmente, si R0 es mayor que α(2)
R0

, la
enfermedad se mantendrá por encima del valor ζ. A la hora de aplicar este tipo de control,
es necesario estimar el valor de R0 y tener cuidado que éste no sobrepase el valor α(2)

R0
, ya

que de hacerlo, la enfermedad no se podrá controlar.
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4.1. Conclusiones finales

Se ha formulado un modelo matemático en base a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal que representa la dinámica de transmisión y control del virus de la
enfermedad del dengue en la población humana.

En el capítulo 2, se planteó el sistema (2-1), el cual se divide en tres subsistemas desaco-
plados en una vía, en cada subsistema se realiza un análisis de estabilidad local sobre las
soluciones de equilibrio. En el susbsistema (2-4) que representa el crecimiento de los cria-
deros se encontraron 8 puntos de equilibrio, cuando γi > 0, se demostró que el equilibrio
P8 es asintóticamente estable y, de acuerdo a la teoría propuesta por Castillo-Chavez C. y
Horst T. en [8], se sustituyen estos resultados en el subsistema (2-3). Al sistema resultante
se le encontraron dos puntos de equilibrio Q1 y Q2, los cuales representan la ausencia de
población del mosquito y la persistencia de éste en el medio, respectivamente. Se determinó
el umbral de crecimiento poblacional del mosquito H (H = h2), el cual representa el número
promedio de mosquitos hembra que llegan a ser adultos generados por un mosquito hembra
adulto que está en el medio, durante su periodo de vida. Del análisis de estabilidad local
para dicho sistema se obtuvo los siguientes resultados:

Si h > 1 (lo que implica que H > 1), el equilibrio Q2 es localmente asintóticamente
estable y Q1 es inestable.

Si h > 1 (lo que implica que H > 1), el equilibrio Q1 es localmente asintóticamente
estable y Q2 es inestable.

En este caso, el equilibrio Q1 representa la ausencia de la población del mosquito en el medio
y es un buen referente como mecanismo de control para la enfermedad, es decir, si hay una
epidemia de dengue en una región se puede direccionar los controles a la disminución de la
población del mosquito transmisor. El equilibrio Q2 representa que la población del mosquito
se mantendrá en el medio y posiblemente, también la enfermedad en la población humana.

Como se desea analizar el modelo en presencia de mosquitos en el medio, se optó por consi-
derar H > 1 y se reemplazaron los valores de Q2 en el subsistema (2-2), el cual representa
la dinámica de transmisión del virus a la población humana. Debido a que se consideró la
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población humana constante (tasa de muerte igual a la tasa de crecimiento), se normaliza
el sistema resultante para generar un nuevo modelo bidimensional (2-8) que relaciona las
proporciones de personas sanas e infectadas. Dicho sistema tiene dos puntos de equilibrio
E1 y E2. El equilibrio E1 es llamado equilibrio libre de la enfermedad porque representa la
ausencia de la misma en la población humana y al igual que Q1 es un buen indicador para
direccionar las estrategias de control y lograr eliminar la enfermedad del medio. El equilibrio
E2 es llamado equilibrio endémico de la enfermedad porque representa el equilibrio donde
la enfermedad se vuelve endémica en el medio y cuando esto ocurre, se debe establecer es-
trategias de control para disminuir la cantidad de personas infectadas en una población. Se
demostró que el modelo bidimensional es positivamente invariante en la región Ω, es decir,
que sin importar la condición inicial que se tome en Ω, la solución del sistema (2-8) se man-
tiene en Ω. Así mismo, se halló el número reproductivo básico de la enfermedad R0, el cual
se puede definir como el número promedio de casos secundarios de dengue que un mosquito
infectado puede ocasionar al ser introducido en una población humana totalmente sana.

Al sistema (2-8) se le hizo un análisis de estabilidad tanto a nivel local como global. Para el
caso local se tuvo en cuenta la linealización del sistema mediante la matriz Jacobiana y para
el análisis global se recurrió a las funciones de Lyapunov, de lo cual se obtuvo los siguiente
resultados:

Si R0 > 1, el equilibrio E2 es asintóticamente estable y Q1 es inestable, tanto a nivel
local como global.

Si R0 ≤ 1, el equilibrio E1 es asintóticamente estable y E2 es inestable, tanto a nivel
local como global.

El sistema (2-8) no presenta soluciones periódicas y está bien definido en el conjunto
de interés biológico Ω.

Estos resultados generan que el modelo bidimensional tenga una bifurcación transcrítica en
R0 = 1, ya que hay un cambio de estabilidad entre los puntos de equilibrio E1 y E2 al variar
R0, como se puede observar en la Figura 4-1.

Al finalizar el segundo capítulo, se presenta el ajuste de las soluciones numéricas de modelo
sin control a los datos reales reportados para la población de Medellín en los años 2010 y
2016. Se escogieron estos años debido a que en ellos se presentaron la mayor cantidad de
personas infectadas reportadas, como se puede apreciar en la Figura 2-6. Se inicia ajustando
las soluciones del subsistema (2-7) a los datos reportados en las Figuras 2-7 y 2-8 para luego
hacer un ajuste del sistema (2-8) y el sistema completo (2-1). Para ajustar las soluciones
numéricas del modelo a los datos reales se planteó y resolvió un problema de regresión por
mínimos cuadrados no lineales, el cual consiste en optimizar una función objetivo que para
este caso, representa la suma de los cuadrados de los residuos entre los datos reales y los
generados con el modelo propuesto. Las Figuras desde la 2-9 hasta la 2-15, muestran el
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Figura 4-1: Bifurcación transcrítica

ajuste de los sistemas a la dispersión de datos reales reportados para la ciudad de Medellín
en los años 2010 y 2016. Se puede observar que para el año 2010 se obtuvo un ajuste desde
la primera semana epidemiológica y la solución del modelo propuesto determina muy bien
el comportamiento del número de personas infectadas en Medellín. En cambio, para el año
2016, se logra un ajuste a partir de la semana epidemiológica 10, pero a partir de allí se logra
un buen ajuste, al igual que para el año 2010. Con este ajuste se formula y se obtiene la
fuerza de infección tanto para la población humana como la del mosquito transmisor, la cual
se puede definir como el riesgo que corre un individuo sano de ser infectado. Los resultados
numéricos de la fuerza de infección se muestran en las Figuras 2-16 y 2-17, en las cuales se
observa que la fuerza de infección es creciente, es decir, que el riesgo de que una persona o
mosquito sano sea infectado aumenta a medida que pasa el tiempo.

En el tercer capítulo, se plantea un modelo para representar la transmisión y control bioló-
gico del dengue en la población humana haciendo uso de la bacteria Wolbachia. El modelo
propuesto contiene tres ecuaciones diferenciales más que el modelo anterior, las cuales re-
presentan la variación en el número promedio de mosquitos que portan la bacteria. Con
el modelo propuesto se muestran algunas estrategias de control y, debido a que el modelo
anterior muestra un comportamiento similar a los datos reales, se hizo uso de los mismos
valores de los parámetros para aplicar las estrategias de control biológico (Tablas 3-2 y 3-3).
De seis estrategias que se evaluaron, sobresalen dos, a saber la estrategia E4 y E6, las cuales
disminuyen la cantidad de personas infectadas en la población de Medellín y además, el costo
de aplicar el control biológico es menor que el que se genera con las otras cuatro estrategias.
Los resultados de las mejores estrategias se observan en las Figuras 3-2, 3-3, 3-4 y 3-5, las
cuales muestran la efectividad del control biológico para los datos de Medellín en los años
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2010 y 2016.

Se formuló otro sistema de control a partir del sistema (2-8), donde la variable de control
u(t) que se adiciona representa la efectividad que tiene el control biológico con respecto a la
disminución de las personas infectadas. Inicialmente, al sistema con control propuesto se le
adjunta una función que representa los costos directos e indirectos que se generan al aplicar
el control biológico y se planteó y resolvió un problema de control óptimo, el cual consistió en
minimizar los costos y disminuir la cantidad de personas infectadas. Los resultados numéricos
de este problema se muestran en las Figuras 3-6 y 3-7 para los datos reales en 2010 y 2016,
respectivamente. Estos resultados muestran que si se aplica el control biológico de manera
adecuada, la cantidad de personas infectadas desaparece al cabo de 16 semanas para los
datos del 2010 y en 18 semanas aproximadamente para el 2016, con la ventaja que se tiene
un costo mínimo de aplicación como se muestra en la Figura 3-8.

En la sección 3.4 se plantea otra alternativa de control para la enfermedad, la cual genera
un sistemas no suave, el cual se fundamenta en que si la fracción de personas infectadas
q sobrepasa el umbral ζ, se debe aplicar el control biológico (u ̸= 0), de lo contrario, se
debe dejar la enfermedad que continué sin control (u = 0). Para este caso, el control u se
considera constante variando en el intervalo [0, 1]. Esta forma de controlar no va a eliminar
la enfermedad del medio, pero sí estabilizará la proporción de personas infectadas bajo un
número deseado, siempre y cuando el número básico de reproducción R0 no aumente. Ejemplo
de esto se puede ver en los resultados numéricos para los datos reales de los años 2010 y
2016 en la ciudad de Medellín (Figuras 3-13 y 3-14), donde se observa que la proporción
de personas infectadas permanece por debajo de los datos sin control y se estabiliza en un
valor menor a q = ζ = 0.1.

En el sistema no suave se encontraron dos puntos tangentes T1, T2 y un pseudo-equilibrio
SE, los cuales se definen sobre la zona deslizante del sistema no suave ΣS. Al variar el
número reproductivo básico R0 > 1, se encuentra dos valores de bifurcación α1

R0
y α2

R0
, los

cuales muestran una bifurcación no suave de codimensión 1 que se puede interpretar como la
colisión de puntos de equilibrio sobre la zona de conmutación q = ζ, en la cual se presenta un
cambio de estabilidad en los puntos de equilibrio, es decir, un punto de equilibrio pasa de ser
asintóticamente estable a inestable cuando R0 toma el valor de bifurcación (ver Figuras 3-10
y 3-11). Está bifurcación se presenta dos veces, cuando R0 alcanza el valor α1

R0
y cuando

alcanza el valor α2
R0

, siendo una simétrica con la otra, como se observa en la Figura 3-12.

A nivel biológico, dicha bifurcación se puede interpretar como el aumento existente en la
estabilidad de la proporción de personas infectadas a medida que el número reproductivo
básico R0 aumenta desde 1 hasta el valor de bifurcación α1

R0
. Una vez que R0 toma este

valor de bifurcación, debido al control u utilizado, la proporción de personas infectadas
permanece constante en ζ, aunque R0 aumente desde α1

R0
hasta α2

R0
. Sin embargo, cuando R0

toma valores mayores al otro valor de bifurcación α2
R0

, la proporción de personas infectadas
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se estabilizará por encima del umbral q = ζ, aunque se siga aplicando el control. Es de
especial interés las bifurcaciones acá presentadas, ya que podrían llegar a ser la explicación
al fenómeno que se presenta en la realidad. Cuando existe un brote epidémico las entidades
de salud implementan controles para mantener la proporción de personas infectadas en un
valor q = ζ o por debajo de él, pero al no considerar que existen condiciones ambientales
que hacen que la tasa de desarrollo a mosquito hembra σ o las probabilidades de transmisión
β y ψ aumenten, haciendo que aumente a su vez R0, llegando posiblemente a sobrepasar el
segundo valor de bifurcación α2

R0
, aunque se continúe aplicando el control de forma adecuada,

la proporción de personas infectadas se estabilizará por encima del valor deseado.

4.2. Cumplimiento de los objetivos

En el desarrollo de la presente investigación se cumplió el objetivo que se enunció en la
propuesta de investigación, el cual era formular y analizar modelos matemáticos basados
en sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan la dinámica de
transmisión y control biológico de la enfermedad del dengue, teniendo en cuenta el crecimien-
to poblacional del mosquito transmisor y sus criaderos. Este objetivo se cumplió llevando a
cabo las siguientes actividades:

Se hizo una revisión bibliográfica durante el tiempo que duró la investigación en cuanto
a la epidemiología de la enferemedad, mecanismos de control, modelos matemáticos
planteados para dicha enfermedad y biología de la bacteria Wolbachia.

Se planteó y analizó un modelo matemático que describe la dinámica de transmisión del
virus incluyendo el crecimiento poblacional del mosquito transmisor y sus principales
criaderos.

Se estimó el número reproductivo básico R0 de la enfermedad.

Se validó el modelo propuesto mediante publicaciones en revistas científicas especiali-
zadas, participación en eventos científicos y el ajuste de las soluciones del modelo a los
datos reportados por el SIVIGILA del Instituto Nacional de Salud para la ciudad de
Medellín en los años 2010 y 2016. Las publicaciones fueron realizadas en la revista Ap-
plied Mathematical Sciences Hikari Ltd. [29, 28] y en los eventos MACI 2013 (Buenos
Aires, Argentina 2013), XII SEMBIOMAT (Lima, Perú 2016) y I CIMME (Armenia,
Colombia 2016).

Se formuló y analizó un modelo que incluye el control biológico utilizando la bacteria
Wolbachia, la cual inhibe la transmisión del virus a los humanos.

Se planteó y resolvió un problema de control óptimo.
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Se planteó y analizó un sistema no suave con control constante, para el cual se realizó
también un estudio de bifurcaciones locales de codimensión 1.

4.3. Trabajos a futuro

Realizar un análisis de estabilidad del sistema (2-1)

En el capítulo 2 se realizó un análisis de estabilidad completo para el sistema (2-1) usando la
teoría de los sistemas epidémicos asintóticamente autónomos [8], sustituyendo los equilibrios
asintóticamente estables. Esto es, para el sistema (2-4) se utilizó el hecho de que γi > 0, para
reemplazar el punto P8 en el sistema (2-3). Para este sistema se tuvo en cuenta que h > 1 para
reemplazar las componentes del equilibrio Q2 en el sistema (2-2) y finalmente, se normalizó
el sistema resultante para disminuir la dimensión a un sistema bidimensional. Este proceso
se hizo con el fin de simplificar el análisis de estabilidad y estudiar el caso de interés para
esta investigación, es decir, donde persiste la población de mosquitos en el medio. De tal
manera que no se realizó un análisis de estabilidad directamente sobre el sistema (2-1). El
trabajo que se propone es hacer un análisis de estabilidad para el sistema (2-1) hallando
inicialmente sus puntos de equilibrio, los cuales son solución de un sistema de 9 ecuaciones
no lineales.

Realizar un análisis de bifurcaciones para el sistema (3-7)

Como fue presentado en la subsección 3.4.3 se realizó un análisis de bifurcaciones del sistema
no suave a nivel local haciendo variar un sólo parámetro (bifurcaciones de codimensión
1). El trabajo que se propone es realizar el análisis bifurcaciones al variar dos parámetros
(bifurcaciones de codimensión 2) y realizar la interpretación de las mismas.

Por otra parte, se podría realizar un estudio de bifurcaciones del sistema (3-7) a nivel global,
ya sea variando uno o dos parámetros.

Control óptimo para el sistema no suave (3-7)

En la sección 3.3 se planteó y resolvió un problema de control óptimo para el sistema (2-8)
ligando una función de costos la cual fue minimizada utilizando el Principio del Máximo de
Pontryagin al considerar el control u como una función dependiente del tiempo. Mientras
que en la sección 3.4 se planteó un sistema no suave al considerar el control u como una
constante, el cual sólo se aplicaba cuando la proporción de personas infectadas superaba o
tocaba el umbral q = ζ.
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El trabajo que se propone a futuro es que, cuando la proporción de personas infectadas
llegue al umbral q = ζ, se inicie la aplicación de un control que dependa del tiempo, logrando
disminuir nuevamente la proporción de infectados y minimizando los recursos utilizados para
tal fin, considerando un mínimo costo en su aplicación.

Análisis de los modelos propuestos desde las redes complejas

El análisis de los modelos propuestos en este trabajo fue enfocado en un solo nodo o foco,
que en este caso, fue la población de Medellín. El trabajo que se propone es estudiar con
los mismos modelos el efecto del control biológico considerando diferentes nodos (Medellín,
Bello, Envigado, entre otros) y su transito de personas infectadas entre uno y otro. Este
análisis se basa en el estudio de redes complejas cuyos nodos son sistemas dinámicos que
en este caso estarán representados por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales.
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