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Mathematics, rightly viewed, possesses not only
truth, but supreme beauty — a beauty cold and
austere, like that of sculpture, without appeal to any
part of our weaker nature, without the gorgeous
trappings of painting or music, yet sublimely pure,
and capable of a stern perfection such as only the
greatest art can show. The true spirit of delight, the
exaltation, the sense of being more than Man, which
is the touchstone of the highest excellence, is to be

found in mathematics as surely as poetry.

Bertrand Russell.
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Resumen

Si bien la definicion de la K-teoria de un espacio topoldgico parece relativamente sencilla, el calcu-
lo explicito de las clases de isomorfimos de fibrados vectoriales sobre dicho espacio topolégico

suele ser una tarea compleja.

En este sentido, esta tesis se concentra en exponer la sucesiéon espectral de Atiyah-Hirzebruch
(SEAH), como una de las herramientas fundamentales para el cdlculo de la K-teoria en espacios

que estén dotados de una filtracion.

Aunque en su version mas general la SEAH es usada para el célculo de cualquier teoria de coho-
mologia generalizada, este trabajo se enfoca en estudiar el caso de la K-teoria para espacios to-

poldgicos con la estructura de CW-complejo, donde la filtracion usada es la filtracion esqueletal.

Incluso en este contexto, una de las dificultades de los computos realizados con la SEAH, es el
desconocimiento de una férmula explicita para los diferenciales en grados altos. En este documento
se muestra que para grado tres, el diferencial debe ser una operaciéon cohomoldgica estable, y
asi, con un ejemplo explicito y el teorema de clasificacion para operaciones cohomoldgicas, se

concluye que el diferencial en grado tres es una operacion llamada el tercer cuadrado de Steenrod
3
Sq7.

Palabras clave: Sucesion espectral, Atiyah-Hirzebruch, K-teoria, Cuadrados de Steenrod, Operacio-

nes cohomologicas .



Contenido

Agradecimientos
Resumen
1 Introduccién

2 Sucesiones espectrales
2.1 Introduccidn a las sucesiones espectrales . . . . . . .. ... ... oL
2.2 Sucesidénespectralde Serre . . . . . . ...
2.2.1 Cohomologia de espacios de Eilenberg-Mac Lane . . . . . . .. ... ...
2.3 Sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch . . . . . . .. .. ... o000

3 Operaciones cohomolégicas
3.1 Teoremade clasificacion . . . . . . . . . . . . . e
3.2 EltercerdiferencialenlaSEAH . . . . . . . . .. ... .. ... ... ...

4 Cuadrados de Steenrod
4.1 Axiomas de los cuadrados de Steenrod . . . . . . . . . . ... ...

4.2 Construccion de los cuadrados . . . . . . . . . . ...

5 Determinacion del tercer diferencial

5.1 Determinacion del tercer diferencial . . . . . . . . . . . ... ... ...

Bibliografia

VI

32
32
36

39
39
41

52
52

55



1 Introduccion

La K-teoria tiene sus origenes en los afios cincuenta con el trabajo de Alexander Grothendieck en
el estudio de sheaves coherentes sobre una variedad algebraica X. Gréthendieck, con la intencion
generalizar el teorema de Riemann-Roch [1], defini6 el grupo K(X) como el grupo generado por
las clases de isomorfismo de sheaves donde se identificaba la extension de dos sheaves con su

suma.

Poco tiempo después, Michael Atiyah y Friedrich Hirzebruch notaron que las ideas de Grothen-
dieck podian traducirse a la topologia algebraica en el estudio de fibrados vectoriales sobre espa-
cios topoldgicos compactos. En este contexto, como la suma en K(X) correspondia a la suma de
Whitney, se pudo definir la estructura de anillo utilizando el producto tensorial fibra a fibra. Esto, y
el teorema de periodicidad de Bott, permitieron definir K" (X), y asi demostrar que esta construc-
cion satisfacia los axiomas de Eilenberg-Steenrod para una teoria de cohomologia generalizada,

con excepcion del axioma de dimension [2].

El desarrollo del dlgebra homoldgica, y en particular el trabajo de Leray, Cartan y Koszul en
la teoria de sucesiones espectrales [3], permitié desarrollar una herramienta fundamental en el
computo de una teoria de cohomologia generalizada sobre un espacio topoldgico X conociendo

una filtracion del mismo, esta herramienta es la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch.

Este trabajo se enfonca en el estudio de dicha sucesion espectral para el caso de la K-teoria de
un espacio con el tipo de homotopia de un CW-complejo, y en particular en demostrar que los
diferenciales estan relacionados con la cohomologia de espacios de Eilenberg-Mac Lane [4]. Mas

explicitamente, si X es un CW-complejo con filtracion esqueletal dada por

XCX1CXo C---CX, CXpyy1 C--- CX,



definimos la pareja exacta

A o > Aq
PN
Ela

donde AP? = KPT9(X /X,_1) y E}? = KPT9(X,,/X,_1) con deg(o) = (—1,41), deg(B) = (0,0)
y deg(y) = (—1,0). Y a partir de esta pareja exacta podemos construir una sucesién espectral
Er+1 = H(Eradr)-

Al considerar que el espacio X es un CW-complejo, se tiene X,,/X,,_| = Vn(p)SP. Usando esto, y

la propiedad de suspension de una teoria de cohomologia, es posible demostrar que
EVT=HP(X;K(x)) = KP9(X).

De esta manera, resulta fundamental estudiar los diferenciales para poder calcular explicitamente
K*(X). Puesto que los diferenciales que definen la sucesion espectral son homomorfismos de la
forma d, : HP (X;Z) — HPT"(X;Z), estos se pueden ver como operaciones cohomoldgicas de tipo
(Z,p:Z,p+r).

Al desarrollar la teoria de operaciones cohomoldgicas de tipo (7,n,G,m) en general se hace evi-
dente su relacion con los espacios de Eilenberg-Mac Lane [5]. De hecho, se probd que existe una
correspondencia uno a uno

O(m,n;G,m) < H"(K(m,n);G).
Mediante un cémputo explicito de la cohomologia de K(Z/2,3) se muestra que el tercer diferencial

de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch corresponde a una operacion cohomoldgica bien

conocida, el cuadrado de Steenrod Sq%.

Los teoremas en este documento corresponden a resultados clasicos cuyos detalles han sido com-
pletados y refinados, y en algunos casos los espacios utilizados en las pruebas han sido simplifica-

dos. El documento esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se da una exposicion sobre las sucesiones espectrales en general haciendo énfasis
en la construccién con parejas exactas y en la convergencia, seguido del estudio de dos suce-
siones espectrales importantes: la sucesion espectral de Serre, y la sucesion espectral de Atiyah-

Hirzebruch.
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En el Capitulo 3, se muestran los axiomas que deben satisfacer las operaciones cohomoldgicas
y se prueba el teorema de clasificacion de las mismas. En particular, se estudia como el tercer

diferencial d3 de la SEAH es una operacion cohomoldgica.

En el Capitulo 4, se construye explicitamente una operacion cohomolégica no trivial que al exten-

derse a los enteros tiene la misma graduacion que el diferencial ds.

Y finalmente, en el Capitulo 5, mediante computos directos, se demuestra que d3 no puede ser la
operacion cohomoldgica trivial, y que por los resultados de los capitulos anteriores, la tinica opcién

que queda es que dz = Sq%.



2 Sucesiones espectrales

En este capitulo se estudiardn las sucesiones espectrales de tipo cohomol6gico como una herra-
mienta fundamental en topologia algebraica, dando detalladamente su definicion y el concepto de

convergencia.

A continuacién se estudiardn dos sucesiones espectrales bien conocidas: la sucesion espectral de
Serre y la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch. La primera, serd usada como una herramienta
para calcular la cohomologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane, dichos espacios juegan un
rol importante en la teoria de homotopia. Y la segunda, serd estudiada a mayor profundidad al ser
el objetivo de la tesis y se utilizard como una herramienta importante para calcular la K-teoria de

espacios topoldgicos con el tipo de homotopia de un CW-complejo [6], [7], [8].

2.1. Introduccién a las sucesiones espectrales

Para el estudio de sucesiones espectrales de tipo cohomoldgico, trabajaremos sobre médulos bi-
graduados de manera similar a las sucesiones de tipo homoldgico, con la diferencia de que la

graduacion se escribird en los superindices para ser consistente con la notacién de cohomologia.

Definicion 1: Un médulo diferencial bigraduado sobre un anillo R es una coleccion de R-mdédulos
{EP1}, 47, junto con un mapeo R-lineal d : E** — E** de bigrado (s,1 —s), para algin s € Z,

que satisface que dod = 0.
Adicionalmente, definimos la homologia del médulo diferencial bigraduado (E**,d) por:

Ker (d cEP4 — Ep+s,q—s+1)

D:q ( E*s*
H (E ad) - Im (d - Ep—s.gt+s—1 _ EP»Q) ’




2 Sucesiones espectrales

Definicion 2: Una sucesion espectral de tipo cohomoldgico es una coleccion de médulos diferen-
ciales bigraduados {E, ", d, }, que est4 indexada por los niimeros naturales y donde cada diferencial
k%
p

tiene bigrado (r,1 —r), donde ademds se cumple que EZ;% es isomorfo a H”9(E;"",d,) para todo

p,qeZyreN.

Por convencién al término {E,”*,d,} lo llamaremos la r-ésima pégina de la sucesién espectral.
Con esta convencion, una sucesion espectral es una secuencia de paginas indexadas por los nime-

ros naturales de tal manera que la pagina r + 1 se obtiene como la homologia de la pagina r.

Nota 1. Una pégina (E;",d,) de una sucesién espectral determina los médulos en la siguiente

E;:kl = H**(E,”",d,) pero no especifica cémo calcular el diferenciald, . |. Por lo que es necesario

mads informacién de la secuencia para encontrarlos.

Presentaremos ahora una forma alternativa de pensar las sucesiones espectrales que facilitara com-

prender el concepto de convergencia de una sucesion espectral.

Para esto, usemos el hecho de que E;”" = H(E",d} ), més explicitamente:

Ker <d1 :EPY — E{’H’q)

Ep’q — Hp,q<El7¢1 dl) —
2 b . -1l P\

Denotemos por Z]'? = Ker <d1 EVT— Ef+1’q> y por BV =Im (dl :Ef_l’q — E{”q>, de esta
manera, como {E**, d; } es un dlgebra diferencial graduada, entonces dj od; = 0 y obtenemos que
Bf 4 C Z‘f 1 C Ef’ . Por simplicidad en la notacién no usaremos los indices p,q en esta discusion.
Tenemos que E, ~ Z; /By, por el teorema de correspondencia, podemos tomar Z, C Z; y By C B;
submédulos de E! tales que By C B, C Z, C Z; C E; . Razonando de manera inductiva, podemos

ver la sucesion espectral como una torre de submoédulos de la siguiente forma:
BiCB,CB3C By C---CZ, CZy 1 C--- 2 CZ) CEy,

con la propiedad de que E, ~ Z,/B, y los diferenciales los podemos tomar como funciones dj, | :
Z,/Bn, — Z, /B, tales que

Kerd, 1 = Zn+l/Bn7 Imd, 4 = B}’l—l—l/B}’h
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con lo que la secuencia
dnJrl
0 —— Z,41/By, —— Z,/By, —— Bn11/B, —— 0,
es exacta corta.

En la préctica estaremos interesados en encontrar los elementos que estan en todos los nucleos y

los que eventualmente son imagenes de los diferenciales.

s o7 k% .z . z .
Definicion 3: Sea E, una sucesidn espectral de tipo cohomoldgico vista como una torre de
submoddulos. Diremos que un elemento en Z, sobrevive el r-€simo paso y un elemento en B, es

una frontera en el r-ésimo paso. Definimos:

(oo}
B = U BY* los elementos que eventualmente son fronteras,
=1

(o)

750" = ﬂ z* los elementos que sobreviven por siempre,

r=1

y definimos la pagina infinito como el cociente Eow = Zoo/Beo.

Definicion 4: Decimos que una sucesion espectral {E**, x} colapsa en el N-ésimo término si
d, =0 paratodor > N.

Note que en el caso de una sucesion espectral que colapsa en el N-€simo término, entonces dy+1 =

0 y tenemos una secuencia exacta corta
0 — Zvi1/By —— Zn/By - By 1/By — 0.
De la exactitud de la secuencia corta se tiene que
Imi = Kerd = Zy /By,
luego Zy+1 = Zy+1. Ademas,
0 =Imd = KerO = By+1/Bn,
y por tanto By11 = By. Asi la sucesion espectral se estabiliza y

ByCB3C---CBy=Byy1 = =B CZo=-=ZyCZy_1C---C 2.
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Dada una sucesion espectral que colapsa en el N-é€simo término, es de interés estudiar el objeto
donde ella se estabiliza. Existe un gran numero de aplicaciones donde dicha condicion se satisface

naturalmente, por ejemplo, en una sucesion espectral acotada.

Definicion 5: Decimos que una sucesién espectral {E*?} de tipo cohomolégico es acotada si para

cada grado total n = p + ¢ hay finitos médulos no triviales.

Sin embargo, en nuestro caso de interés, por la periodicidad de la K-teoria, en la mayoria de casos
nuestras sucesiones no seran acotadas, por lo que es necesario introducir condiciones mas fuertes

para definir una nocién buena de convergencia. Para ello introduciremos la nocién de filtracion.

Definicion 6: Una filtracion (decreciente) F* en un R-md6dulo A es una familia de submddulos
{FPA} ez tal que:
QFPHAQF”AQ ...CF'ACA.

En dicho caso, podemos encontrar el médulo asociado Ej(A) dado por E(A) = FPA/FPT1A.

En particular, si A es graduado, podemos definir FPA" = FPANA", y por tanto el médulo asociado

serd bigraduado y estard definido por:

EDY(AF) = FPAPTA JpPrippTa,

Naturalmente, cuando existe tanto la estructura de filtracion como de graduacion es necesario

agregar cierta condicion de compatibilidad.
Definicion 7: Un R-médulo diferencial graduado y filtrado satisface:
1. A=A
n=0
2. Existe un mapeo R-lineal d : A” — A"+ tal que d od = 0.
3. A tiene una filtracién y d la respeta, es decir, d : FPA — FPA.

Como el mapeo d respeta la filtracién, H(A,d) = Kerd /Imd hereda la filtracién

FPH(A,d) =Im(H(FPA,d)) — H(A,d).
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Con esta informacién podemos definir la nocién es convergencia.

Definicion 8: Una sucesion espectral converge a un R-mddulo graduado H* si existe una filtracion
F en H* tal que EX? = E["/(H*,F). Y en este caso decimos que EX* es el limite de la sucesion

espectral.

Mas explicitamente, podemos escribir la pdgina infinito como
EPY = EP(H,F) = FPHPT /PP gPTa,

Note que incluso al conocer la pagina infinito de una sucesion espectral, atin queda trabajo para

recuperar H a partir de la filtracion.

Para garantizar que no existan problemas de unicidad en el limite, y que las sucesiones espectrales

si calculen lo que deseamos, es necesario poner algunas restricciones a las filtraciones.

Definicion 9: Sea A un médulo diferencial graduado y filtrado. Decimos que:

1. F se dice exhaustiva si A = UF SA.
S

2. F es débilmente convergente si para todos (p,q) se tiene que

FPAP*4NKerd = ((FPAP*nd~ (FPHAPTaHY),

r

3. F es Hausdorff si es débilmente convergente y ademas

(FPH(A,d) = {0}.
p

4. F se dice fuertemente convergente o completa si es débilmente convergente y el morfismo
inducido u : H(A) — lim._, H(A)/FPH(A) es un isomorfismo.
Nota 2. Introduzcamos la siguiente notacion:
n ZPT = FPAPTANd (FPHTAPTaTY) y 707 — Kerd N FPAP T,
» B = FPAPTINd(FP"APT41) y BE? = Imd N FPAP*Y,

= ED?=(\ZzP4/| JBP.
r r
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Y consideremos una sucesion espectral vista como la torre de submdédulos

(b)
—N—
Pq Pq , , , , Pq P.q
BYICBMC...C|  BprCBriCczeiCc(zbe .-z Czl.
r r
—_———
(a)

Asi, la condicion de que F* sea exhaustiva garantiza que en (a) se de la igualdad, mientras que la
convergencia débil es por definicién que en (b) se cumpla la igualdad. Tal y como es de esperarse,

la propiedad de ser Hausdorff es precisamente la unicidad del limite.

Nos centraremos ahora en una manera explicita de construir sucesiones espectrales: las parejas

exactas.

Definicion 10: Sean D y E R-médulos, y seani: D — D, j: D — E, k : E — D morfismos de
R-médulos. Decimos que (E,D) es una pareja exacta con morfismos estructurales i, j, k si ocurre
que

Im(i) = Ker(j), Im(j)=Ker(k), Im(k)=Ker(i).

Es decir, en el siguiente diagrama cada esquina es exacta:

D i s D
E.

Cuando necesitemos hablar de mas de una pareja exacta, o queramos hacer explicitos los morfis-

mos estructurales, escribiremos (E, D, i, j, k) en lugar de (E, D).

Una idea central que permitird definir una sucesion espectral con una pareja exacta, es que siempre
podemos construir una nueva pareja exacta a partir de la original, llamada la pareja derivada, de la

siguiente forma.

Sea d : E — E el homomorfismo de mddulos dado por d = jo k. Con este homomorfismo, E se

convierte en un médulo diferencial graduado pues dod = (jok)o(jok) = jo(koj)ok=0.

Definamos los R-mddulos

E'=H(E,d) = Ker(d)/Im(d), D' =Im(i) = Ker(}),
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y homomorfismos estructurales
® &' = i|jm() : D' — D' la restriccion de i.
= /1D = E' por j/(i(x) = [j(x)] = j(x) + dE.
w k' E' — D pork([e]) =k(e+dE) =k(e).

La buena definicién y exactitud de la pareja derivada es idéntica al caso de sucesiones espectrales

de tipo homoldgico, por esta razén s6lo lo enunciaremos como un teorema sin prueba.

Teorema 1: Sea (E,D) una pareja exacta con morfismos estructurales i, j, k. Entonces, la pareja

derivada (E’,D’) con morfismos estructurales 7/, j/, k' es también una pareja exacta [6].

Usando inductivamente el teorema anterior podemos construir la n-ésima pareja derivada. Note
que si realizaramos el mismo procedimiento con médulos bigraduados, dado que la relacion entre
E y E' es sacar homologia, podemos usar este método para construir una sucesién espectral a partir

de una pareja exacta.

Teorema 2: Sean D** = {DP4} y E** = {EP?} R-mddulos bigraduados con homomorfismos
estructurales i con bigrado (—1,1), j con bigrado (1,0) y k con bigrado (0,0). De tal manera que

el siguiente diagrama es exacto en cada esquina.

D** i S D
E*’*,

entonces, {E,,d,} es una secuencia espectral donde E, es el médulo derivado de E,_; con la

construccién anterior y dy = j") o k().

Demostracion. Note que de la definicidn de la pareja derivada ya se tiene la condicion de que una
pagina se obtienen sacando homologia de a la pagina anterior. Asi, es suficiente verificar que los

diferenciales d, tienen bigrado (r,1 — r). Para esto, razonemos por induccion.

En el caso de d| = jok, el bigrado estd dado por (1,0) 4 (0,0) = (1,0) como se desea. Razonemos

por induccién, y supongamos que d,_; tiene bigrado (r — 1,2 — r). Note que como k1) ([e]) =
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k(r_z)(e), entonces la graduacion de k=1 es la misma graduacién de k. Como d,_; = jU~ 1)

@)
k=1, y el bigrado de k es (0,0), para que se cumpla la hiodtesis inductiva es necesario que la

graduacién de j"~1) sea la misma que la de d,_1, es decir (r—1,2—r).

Calculemos ahora los bigrados de k(") yJ '(’). Para k(") se sigue del mismo argumento de antes que
tiene bigrado (0,0). Por otro lado, para j(") tenemos que j) (i"~"D(x)) = j0=D(x) +d,_ E" Dy

(r=2)

ademds como i~V : D"1 — D" s aplicar i restringinda a la imagen de i , entonces aplicarla

s6lo sube el grado en (—1, 1), de esta manera,
deg(j")) = deg(j"~V) —deg(i) = (r—1,2—r) = (=1,1) = (.1 7).
Ast, d, tiene bigrado (r,1—r). O

Una forma util de presentar una pareja exacta es como un diagrama donde se suprime uno de los

bigrados

.y pptLx s DPo* s pp—lx o .

\/\/

Ep]*

Proposicién 1: Sea Z7* =k~ ! (Imi" : DP*"* — DP*! x) ysea BY™ = j(Keri"~! : DP* — DP~"+1)
submoédulos de EP-*. Entonces estos submoédulos determinan la sucesion espectral asociada a la

pareja exacta:
p7* ~Y p7* p7*
Er — Zr /Br .

Ademds, E2™ = ﬂZf’*/ UBﬁ”*.
r r

Tenemos entonces una forma de construir sucesiones espectrales a partir de parejas exactas. Una

vez mas, para evitar problemas de convergencia nos limitaremos a cierto tipo de pareja exacta.

Definicion 11: Decimos que la pareja exacta (E;,D;) es acotada si para cada grado total n € Z

existen enteros s(n) y t(n) tales que
1. Si p < s(n) entonces D7 = 0.

2. Si p > t(n) entonces i : DV 7 — D" 7PH e un isomorfismo.
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Como es de esperarse, las sucesiones espectrales de tipo cohomolégico que provienen de una

pareja exacta convergen a cierto limite inverso.

Teorema 3: Sea (Ej,D)) una pareja exacta acotada con morfismos estructurales iy, ji,k; con bi-
grados (—1,1), (1,0) y (0,0) respectivamente. Entonces, la sucesién espectral inducida por la
pareja exacta converge al limite inverso H* dado por:

H* = @( cee DS _l> DS~ Lx—s+l _l> )
donde H* estd filtrado por FPH* = Ker(H* — DP~1*=P+1),

Demostracion. Para demostrar que Ef 4 converge a HP*4 necesitamos ver que para todo grado
total n = p + g se tiene que EL" ¥ ~ FPH" /FPT1H",

En primer lugar, note que d, se puede escribir como d, = j(") ok(") = joi(="+1 o k. Por la exactitud
de la pareja exacta Ker(d,_;) = Ker(joi{~"t? ok), y los elementos en dicho kernel son los x tales
que i ~"+2(k(x)) = i(y) para algin y, de esta manera
Ker(a’,_l ) — kfl (l-rfl (Ds+r71,tfr+l>)‘

Tomemos R = max {s(n),t(n)}, entonces para r > R el Ker(d,_) es independiente de r pues i se
convierte en isomorfismo.

Por otro lado, Im(d,) son los elementos en la imagen de j para los cuales i"~2(x) estdn en la imagen
de k, por exactitud i"~2(x) es el kernel de i y por tanto x est4 en el kernel de i"=1) Para r > R como

i=1) = 0 entonces Im(d,_; = Im(j)).
Usando lo anterior, el segundo teorema de isomorfismos y la exactitud de la pareja obtenemos
EL""P =Ker(dg)/Im(dg)
=~ Im (i) N Im(k)
=~ Im(i®)) N Ker(i).

De la definicién de la filtracién, y por la tltima linea, en E£" 7 est4n los elementos de FPH" y

que se identifican cuando coinciden en la imagen de i®). De esta manera,

EP"P = pPH" | FPTIE
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En muchos casos, en topologia algebraica es ttil considerar ciertas construcciones functoriales de
categorias algebraicas o topoldgicas que a cada objeto le asignan una sucesion espectral. De esta
manera, es conveniente definir los morfismos para hacer de las sucesiones espectrales una categoria

que denotaremos por SpecSeq.

Definicién 12: Dadas dos sucesiones espectrales (E,;”,d,), y (E;,d,),. Definimos un morfis-
mo de sucesiones espectrales como una familia de homomorfismos de médulos bigraduados f; :
(E>",d,) — (E"",d,) de grado (0,0) para todo r tal que f, conmuta con los diferenciales, es decir,
fod,=d,o f, tal que para cada r se tiene que f,, es el homomorfismo inducido en homologia

por f, es decir,

(fr)

H — - -
frr1 BT 2 H(EY,dy) —" H(E**,d,) 2 E]}.

r+

Si consideramos a las sucesiones espectrales como torres de submodulos de la segunda pagina,
podemos considerar f : E; — E>. Y en este caso, la condicién de conmutar con los diferenciales

permite identificar f,; 1 con la funcién inducida por f>,
fr—H Er= Zr/Br — Zr/Br = Er+1~

Mis ain, tenemos foo : Ew — Eo. Ademads, la condicién de que £, 1 sea la inducida en homologia

se puede escribir como la conmutatividad del siguiente diagrama

0 —— Kerd, —— Imd, —— E,;1 —— O

lfr lfr lfrﬂ

0 —— Kerd, —— Imd, —— E, 11 —— 0.

Del lema de los cinco se sigue el siguiente resultado.

Teorema 4: Si f,: (E,”",d,) — (E;"",d,) es un morfismo de sucesiones espectrales, y para algiin
n, f,: E, — E, es un isomorfismo de médulos bigraduados, entonces para todo r tal que n < r < oo,

se tiene que f, : E, — E,.
Con estas ideas, podemos enunciar un teorema de comparacion que suele ser util.

Teorema 5: Suponga que ¢ : (A,d,F) — (A,d,F) es un morfismo de médulos diferenciales gra-

X,k ok, X . ~ . .
duados, tal que ¢, : E;; — E,” es un isomorfismo para algun »n. Si las filtraciones son exhaus-



2.1 Introduccidn a las sucesiones espectrales 15

tivas y débilmente convergentes, entonces ¢ induce un isomorfismo en los mddulos asociados
Ey"(H(A,d),F)yEy"(H(A,d),F). Mas atn, si las filtraciones son completas, entonces ¢ induce
un isomorfismo en homologia H(¢) : H(A,d) — H(A,d) (ver [6]).

Como la sucesion espectral de mayor importancia en esta tesis se construye a partir de parejas
exactas, es preciso conocer como morfismos entre parejas exactas inducen morfismos entre las
respectivas sucesiones espectrales. Para esto, formalicemos primero la idea de morfismo de pare-
jas exactas. Aunque para nuestro objetivo necesitamos que los médulos tengan una graduacion,
haremos la discusion sin considerarla pues el argumento es exactamente el mismo, y el no hacerlo

facilita la notacion.

Definicion 13: Sean (E,D, i, j,k)y (Eo, Do, io, jo,ko) dos parejas exactas. Un morfismo de parejas

exactas
((paW) : (E7D7i7j7k) — <E07D07i07j05k0>7

consiste de una pareja de homomorfismos de R-médulos

¢:E—>E0,
v :D — Dy,

que satisfacen las siguientes tres condiciones de conmutatividad

yoi=ipoVy,
$poj=jooy,
ll/ok:k()o(Z).

Si denotamos pord = jok:E — E ydy: jookoy: Ey — Ep, alos diferenciales de E y E respecti-

vamente, entonces tenemos que nuestras definiciones implican la relacion de conmutatividad

pod=¢o(jok)=(jooy)ok= joo(kgod)=dyo .

Con esto, tenemos que ¢ induce un homomorfismo ¢’ : E" — Ej, y como y(A") C Aj, entonces
también tenemos un homomorfismo y’ : D’ — Dj,. Es rutinario verificar que la pareja de homo-

morfismos (@, ) es también un morfismo de parejas exactas en las primeras parejas derivadas,
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diremos que (¢, y’) es el morfismo de parejas exactas inducido por (¢, y). Iterando el procedi-

miento tenemos una familia de morfismos de parejas exactas (q)(”), l[/(”)).

Note que del argumento anterior, { q)(”)} es precisamente un morfismo de sucesiones espectrales.

2.2. Sucesion espectral de Serre

Recordemos que una fibracion, con fibra F, es una funcién continua de espacios topoldgicos 7 :
E — B que satisface la propiedad de levantamiento de homotopia, esto es, si K es un espacio
topoldgico y tenemos una funcién g : K — E y una homotopia H : K x I — B tal que mog(x) =

H(x,0), entonces H se puede levantar a una homotopia H : K x I — E tal que ToH = H.

K—2 L F

5T
L,O)\[ I;I// ln

KXIT>B.

Denotaremos las fibraciones por F < E % B, donde F = n~!(b) para un punto basico b € B.

Nos restringiremos a espacios del tipo de homotopia de CW-complejos. De esta manera, todos
nuestros espacios seran sustituidos por CW-complejos equivalentes que estdn dotados de una fil-

tracion esqueletal.

Teorema 6: Sea R un anillo conmutativo con unidad. Suponga que F — E % B es una fibra-
cion donde B es arco-conexa y F es conexa. Entonces existe una sucesion espectral de dlgebras (en
el primer cuadrante) {E;"", d, }, que converge a H(E;R) como dlgebra con EY"? = H?(B; H(F ;R)),
con la cohomologia del espacio B con coeficientes locales en la cohomologia de la fibra de 7. Esta

sucesion espectral es natural respecto a los morfismos que preservan fibras [6].

En muchos casos, el término E; de la sucesion espectral se simplifica y deja ser necesario utilizar

cohomologia con coeficientes locales.

Proposicion 2: Suponga que el sistema de coeficientes locales en B determinado por la fibra es
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simple, es decir F es conexo, F' y B son de tipo finito, entonces para un campo k, tenemos

EY? =~ HP(B;k) @ H(F ;k).

Bajo ciertas hipdétesis, no s6lo podemos describir la segunda pagina de la sucesion espectral como
un producto tensorial, sino también el médulo al que converge. A este teorema se le conoce como

el teorema de Leray-Hirsch.

Definicion 14: Sea F — E - B una fibracién. Diremos que F es totalmente no homologo a

cero en E respecto al anillo R si 1*(E; k) — H*(F;R) es sobreyectiva.

Teorema 7 (Leray-Hirsch): Dada F — E 2, B una fibracién con F conexo, B de tipo finito
para el cual el sistema de coeficientes locales es simple; entonces si F es totalmente no homologo

a cero en E con respecto al campo k, entonces tenemos que
H*(E;k) =2 H*(B;k) @ H*(F;k),

como espacios vectoriales. De hecho, bajo estas condiciones la sucesion espectral colapsa en la

pagina E; [6].

2.2.1. Cohomologia de espacios de Eilenberg-Mac Lane

Sea X un espacio topoldgico y xg € X. Consideremos el espacio de caminos
PX={y:[0,1] =X | ¥(0)=xydonde yes continua}

con la topologia compacta abierta, entonces PX es contractil y 7w : PX — X definido por 7(y) =

7(1) es una fibracion, y la fibra sobre xj es precisamente el espacio de lazos en X:
7 (x0) = {y:1]0,1] — X|¥(0) = xo, 7(1) = xo donde ¥ es continua} = QX.

Escribimos la fibracion por QX — PX — X.

Recordemos que un espacio de Eilenberg-Mac Lane de tipo K(G,n) es un CW-complejo tal que

7,(K(G,n)) = Gy el resto de grupos de homotopia son triviales.



18

2 Sucesiones espectrales

Tomemos ahora como caso particular X = K(Z,n), y consideremos la fibracién anterior
QK(Z,n) — P(K(Z,n)) — K(Z,n).

Como QK(Z,n) tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo, y ademas por la adjuncién de los

grupos de homotopia y el espacio de lazos, tenemos que 7;(QK(Z,n)) = w11 (K(Z,n)), entonces

Z i=n—1,

7 (QK (Z,n)) = { 0 itn—1.

Es decir, QK(Z,n) es un K(Z,n— 1). Como los espacios de Eilenberg-Mac Lane son tinicos salvo

equivalencia homotdpica, entonces la fibracion toma la forma de
K(Z,n—1)— P(K(Z,n)) — K(Z,n).

Usaremos la sucesion espectral de Serre para calcular la cohomologia de estos espacios en ciertos

grados que serdn de interés mas adelante.
Teorema 8: Paran > 2, H?(K(Z,n);Z) =0sin< p<n+3yH"3(K(Z,n);Z) = 7./2.
Demostracion. Razonemos por induccién sobre n.
= Caso base n=3.
Consideremos la fibracién K (Z,2) — P(K(Z,3)) — K(Z,3). Y calculemos H”(K(Z,3);7Z).

Note que K(7Z,2) = CP*, P contrictil, y todos los espacios son simplemente conexos. En-

tonces, la sucesion espectral de Serre es en la segunda pagina:
EVY = HP(K(Z,3);HI(K(Z,2); 7).

Inicialmente sabemos que la cohomologia del espacio proyectivo complejo de dimension
infinita es un algebra polinomial con un generador a de grado dos y ademas, por el teorema

de Hurewicz
7 =0,3
HP(K(Z,3):Z) = P="5
0 p=1,2.

Con lo que, de la estructura multiplicativa de la sucesion espectral, podemos deducir que la

segunda pégina tiene la forma
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q

Za?

4 o ) o) o

3 o) ) o) 0
Za

2 [ ) o le} o) o

1 o) [¢) o) ¢}
Z, 7z

0 ) o ) o

p
0 1 2 3 4

Como K(Z,2) sélo tiene cohomologia en grados pares, entonces todos los diferenciales d»
salen o entran de una entrada cero en la sucesion espectral. Luego E3 = E;. En estd pagina

empiezan a aparecer diferenciales posiblemente no triviales.

Sabiendo que P es contractil, toda su cohomologia excepto en grado cero se anula. Usaremos
este hecho para garantizar que en grado total distinto de cero, en la pdgina infinito no pueden
sobrevivir términos no nulos.

q

Note que cualquier diferencial d,, r > 3 que salga de E? 2 cae en el cuarto cuadrante, y
cualquier diferencial que llegue sale del segundo cuadrante, esto fuerza a que EY? = Zla]
tenga que desaparecer en la pagina 4, es decir

~ Ker(ds :Eg’2 — E33’0)

Im(ds: E; 2t — ED?)

02

luego ds : Eg 2 E33 O debe ser inyectiva. Andlogamente, como d3 : Eg R E33 Des el
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unico diferencial no trivial que llega a E>°, entonces éste debe desaparecer en la pagina 4,

es decir

_ Ker(ds : E33’0 — E36’72)

0,2
E%? =0 ,
! Im(d3 :E32’O — E33’0)

pero E36 2 = 0, luego dj3 : E32 o E;’ 0 debe ser sobreyectivo y por tanto, isomorfismo.
Denotemos por x = d3(a) el generador de Eg Y De la estructura multiplicativa de la sucesion
espectral de Serre, d(a®) = 2ada = 2ax y E; 2 = Zax. Esto implica que ds : Za> — Zax es

una funcioén inyectiva, de donde H (Eg1 ’0,d3) = Ej’o =0.

También sabemos que Eg “ también debe ser cero, puesto que todos los diferenciales que
salen de alli son triviales, y llegan alli son triviales. Ahora bien, a E; 9 Jos diferenciales d3
y d4 salen de grupos triviales, y el diferencial ds : Eg O Eg Y serfa el dltimo diferencial
posiblemente no trivial, pero E*Y se anula desde el paso 4. Luego E35 Y también debe ser

CE€ro.

Tenemos hasta el momento que

Z p=0,3,

HP(K(Z,3);7) =
(K(Z.3):2) {0 p=1,2,4,5.

Note que en grado total 5, el tinico grupo posiblemente no trivial es E>? = Zax, y como el

unico diferencial no trivial que llega a él es d3, para que se desvanezca tiene que ocurrir que

_ Ker(ds :Eg”2 — E36’0)
Im(ds : By — E37)

EX*=0

con lo que Ker(ds : E3* — ES¥) = Im(ds : E3* — E37).
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Ademads, el tnico diferencial no trivial que llega a E;’ 0 es ds : Eg’ 2 E36 9 con lo que

también debe desaparecer en la pigina 4, esto es

B Ker(d; : E367O — E397_2)

Im(ds :E;”2 — E36’0)) ’

6,0 _

y como el diferencial que sale es trivial, el kernel es todo el grupo, y por tanto d5 : E; 2 E36 0
tiene que ser sobreyectiva. Teniendo en cuenta que Im(ds : Eg 4 E;’ ’2) = 2Zax de las

cuentas anteriores se sigue que

EY° =2 E3? /Ker(ds : E;” — ESY)
> %/ Im(dy : By — E37)
= Zax/2Zax
~7/2.

Con esto hemos probado el caso base, es decir:

Z  p=0,3,
HP(K(Z3):Z)={ 0  p=12,45,
7]2 p=6.

= Veamos ahora el paso inductivo.
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Supongamos que

Z p=0,n,

0 0<p<n,
HP(K(Z,n);Z) = P

0 n<p<n+3,

Z]2 p=n+3.

y calculemos la cohomologia de K(7Z,n+ 1) hasta grado n+4. Por ser un espacio de Eilenberg-

Mac Lane, el teorema de Hurewicz nos garantiza que

Z p=0,n+1,

HP(K(Z,n+1),Z) =
0 O<p<n+l.

Entonces la sucesion espectral de Serre en la segunda pagina toma la forma

n+3
n—+2

n+1

p
0 n n+ln+2n+3n+4

n+2—rr—1 n+2,0
r r

Note que a E"20 s6lo llegan diferenciales triviales, pues si d, : E — E , el

unico grado posiblemente no trivial es cuando p =0, estoes n+2 —r =0 luego r =n+2,
pero Eg’”ﬂ_l = 0 con lo que concluimos que Eg+2’0 = 0 desde el inicio de lo contrario
sobreviviria hasta la pagina infinito y por tanto el espacio de caminos tendria cohomologia

no trivial en grado n 4 2. Andlogamente, E; 30— .

El primer diferencial interesante es dy11 : E,’[| — EZL , de hecho, es el dnico diferencial

no trivial que sale de E,?fl y el unico diferencial no trivial que llega a E:Ill 0

unica forma de que ambos se desvanezcan en la pagina n+2 es que d,,.-1 se un isomorfismo.

, esto hace que la
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Tenemos hasta el momento

p=0n+1,
HP(K(Z,n+1);Z) =4 0 0<p<n+l,
0 n+l<p<n+4.

< 4 . . . . .
Queda restando saber qué ocurre con Eg+ O El dnico diferencial posiblemente no trivial

4—rp—1 4 . -
d,: EMAerrl ) gm0 Geurrirfa cuando 4+ 4 — r = 0, es decir, cuando r = n 44 y

q = n+ 3. Note que el diferencial d;;;4 : EZI}O — Er?f: !

.. 0.n+4 . . . ..
mente no trivial que llega a E ok por lo que tiene que ser inyectivo, y similarmente, es

n+4
el unico diferencial no trivial que sale de E:ij’o por lo que también estd condicionado a

. En+3,O E07n+4

n+4 n+4
4,0 ~ . ..
que EZL’ =~ 7./2. Asi, como esta entrada no se ve alterada desde la pagina dos, entonces

H""(K(Z,n+1);Z) =7/2.

es el unico diferencial posible-

ser sobreyectivo. Concluimos que d,, 14 es un isomorfismo, y por tanto

Hemos probado que

4 p=0,n+1,

0 O<p<n+1,

0 n+1<p<n+4,
Z]2 p=n-+4.

HP(K(Z,n+1);Z) =

y con esto concluimos el paso inductivo.

2.3. Sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch

Sea X un espacio topoldgico y sea

PCXpCX]C---CXC---CX

_— _= _= Y

una filtracion de X. Aunque la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch esta definida para cualquier

teoria de cohomologia generalizada, s6lo se estudiara el caso de K-teoria.
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Recordemos que para un espacio topoldgico X, denotamos por Vect(X) al conjunto de clases de
isomorfismo de fibrados vectoriales sobre X. Como este conjunto tiene la estructura de semigrupo
abeliano bajo la suma de Whitney podemos utilizar la construccion de Grothendieck para comple-
tarlo a un grupo abeliano, denotado K(X) y llamado la K-teoria de X. De hecho, K(X) también

tiene estructura como anillo con el producto tensorial.

Ademads, para toda funcion continua de espacios topoldgicos f : X — Y se tiene una funcion induci-
da en K-teoria dada por el pull-back de fibrados vectoriales. Con esto, podemos pensar a la K-teoria

como un functor contravariante de la categoria de espacios topoldgicos a los anillos conmutativos.

Adicionalmente, si x € X y consideramos la funcién constante c, : * — X, obtenemos un morfismo
inducido en K-teoria ¢} : K(X) — K(*), definimos entonces la K-teoria reducida como el kernel de
dicho morfismo, y la denotamos por K(X) = kerc®. Con esto, si (X,Y) es una pareja de espacios
compactos, definimos la K teorfa relativa por K(X,Y) = K(X/Y), donde X /Y tiene como punto
base Y /Y.

Motivados por el teorema de periodicidad de Bott, las definiciones anteriores se pueden extender

a grados superiores. Sin > 0
s K(X)=K(Z"X).
» KM(X,Y)=K"(X/)Y).
= K"(X)=K"(X,0).

De esta forma, los functores de K-teoria forman una teoria de cohomologia generalizada puesto

que cumplen todos los axiomas de Eilenberg-Steenrod salvo el axioma de dimension.

Apliquemos el functor K-teoria a la tripleta de espacios X, | € X, € X y a los espacios cocientes

Xp/Xp+1 — X /Xp+1 — X /X, con las inclusiones naturales inducidas por los cocientes.
Definicion 15: La filtraciéon F”(K*X) para la K-teoria de X estd definida por

FP(K™X) = Im(K™(X /X,_1) — K" (X)).

Note que la filtracion anterior es decreciente puesto que la secuencia

X—>X/Xp—1 > X/Xp,
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induce en K-teoria la secuencia
K*(X,X,) = K*(X,X,_1) = K*(X).
Luego, FPT1K™(X) C FPK™(X). Por otro lado, tenemos también la secuencia
* = Xp /X1 = X/Xp—1 = X/Xp = %,

de la cual obtenemos el diagrama para los K-grupos dado por

KPH(X,X,) ——— KPTI(X,X, 1)

q lj

Krta-l (Xp, Xp—1) KPH(X,, X, 1),

donde los morfismos son los inducidos la secuencia inicial. Note que hay un desplazamiento en

los grupos del lado izquierdo. Esto permite definir una pareja exacta de la siguiente manera:

Definicion 16: La pareja exacta para K-teoria es

Dy i s Dy
Ela

donde D} = KP*9(X,X,) y EVY = KPY9(X,, X, 1).

Con esta notacion, tenemos que el diagrama para los K-grupos se reescribe como:

j -1 1
Df’q ! )Df g+

i I

) ) +1
EV1 EVTT
Asi, j tiene bigrado (1,0), k tiene bigrado (0,0), e i tiene bigrado (—1,1).

De la discusion sobre parejas exactas que se tuvo en 2.1 la pareja exacta anterior induce una

sucesion espectral {E,,d,} con d, = j(’) ok,

Al igual que con la sucesion espectral de Serre, no estamos interesados en cualquier espacio que

tenga una filtracion, sino en aquellos que son CW-complejos dotados de una filtracion esqueletal.
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En este caso, como la primera pagina estd dada por Ef’ 4 = Kgpta (X,,X,—1), la escritura se vuelve
mds sencilla ya que los cocientes sucesivos son cuiias de esferas, esto es, si m(p) denota el conjunto
de p-celdas, entonces
X,/ Xp-12= \/ Sh.
acm(p)
Con esto, y teniendo en cuenta que la K-teoria es una teoria de cohomologia generalizada, podemos

calcular explicitamente la primera pagina de la sucesién. Si denotamos por C% = K (X", X"~ 1)

entonces:

[n< :Kn(Xn’Xn—l) gkn(Xn/Xn—l> gkn( \/ SI&)
)

ocm(n
H K"(S}) = H K0 (*q)
ocm(n) oem(n)
H Lay,.
ocm(n)

Lo que obtenemos es un complejo de cocadenas que tiene un generador por cada celda de dimen-

sion n, donde el diferencial d : Cg — C,’é+1 estd dado por:

Kn(Xn’anl) dy N Kn+1(Xn+17Xn)
jn %
K"(X™).
Sin embargo, como sabemos que dg : [ Zdy — [] Zaﬁ“, podemos escribir directa-
acm(n) Bem(n+1)
mente el diferencial en términos de las funciones de pegado para las celdas;
st T, xn T xnxn () = sn
B . . —in (e(x) —Yua

\/

heg
Asi, h* I : K"(S}) — K”(S’ﬁ), y como sabemos que estos son grupos son copias de Z, tenemos

que necesariamente 7, (x) = dgpx, donde dgp es el justamente el grado de /4.

De esta forma, como E{’ 4 = KPta (Xp,Xp—1), por la discusion anterior tenemos que la pagina E;

no es mas que el complejo de cocadenas celulares CP(X; K9(x)) con el diferencial

L
di i EPY = KPT9(X,, X, 1) — KPP (X010, X,) = EP T
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como el operador frontera usual de cohomologia celular.

Usando los resultados de 2.1, y lo que acabamos de describir, tenemos:

Teorema 9: Para un CW-complejo X, existe una sucesion espectral E, que satisface:
] Ef I = CP(X,K4(x)), donde d es el operador frontera usual en cohomologia,
» EVY=HP(X,K9(x)) Yy,
= existe una filtracion FPK*(X) tal que,
EP4 = FPKPTA(X) /FPTIKPTI(X).

Ejemplo 1: Sea X = RP?, calculemos K*(X) usando la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch.

Del teorema anterior tenemos que EY? = HP (X, K%(x)), y ademds

K9() Z Si q es par,
k) =
0 Si g es impar.

Asi, como
Z Sip=0,
HP(RP3Z)=¢ 0 Sip=16n>2,
Z/2 Sip=2.

Luego la segunda pagina se tiene la forma
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Note que como K7(x) es trivial para ¢ impar, las filas con numeracion impar en la segunda pagina
también lo serdn. Esto causa que el diferencial d, siempre salga o llegue a una un grupo trivial.
Asi, el diferencial es cero y la tercera pagina es idéntica a la segunda. Al tener todos los grupos
no triviales condensados en las columnas cero y dos, el tercer diferencial también es trivial. De
hecho, lo anterior ocurre para todos los diferenciales d, para n > 3. Esto implica que la sucesion
espectral colapsa en la segunda pagina, es decir EZ? = Eé’ 1. Del teorema anterior sabemos que
ELY = FPKPY(X)/FPTIKPT4(X). Por el teorema de periodicidad de Bott, es suficiente ver qué

ocurre en grado total uno y dos.

Para grado total 1, todos los grupos que aparecen son triviales, de donde XK' (X) = 0. En grado total

2, tenemos varios grupos no triviales:
» E92 =7 =FK*(X)/F'K?*(X).
» EN =0=F'K?(X)/F?K?*(X).
» E20=7/2=F’K*(X)/F*K*(X).

Dicha informacion se traduce a las siguientes secuencias exactas cortas:
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0 —— F'K*(X) —— FOK%(X) s Z

~

0,

~
)
~

0 —— F2K*(X) —— F'K%(X) 0,

0 —— FK*(X) —— F’K*’(X) —— Z/2 —— 0.

De lo anterior, tenemos que como F3K?(X) = 0, tenemos que F2K*(X) = Z/2 y que existe un

isomorfismo entre F?K?(X) y F!K?(X), de donde obtenemos la secuencia exacta corta

0 —— Z/2 —— F°K%(X) W/ > 0.

Y como esta secuencia se parte, tenemos que F'K*(X) = K*(X) = Z® Z/2.

En el ejemplo anterior, pudimos recuperar completamente la informacion de la K-teoria a partir
de lo obtenido en la pagina infinito de la sucesion espectral de forma directa. Sin embargo, las
secuencias exactas cortas que se obtienen al final no necesariamente se parten, y aparecen los
llamados problemas de extension. En estos casos, se requieren herramientas externas para poder

determinar la K-teoria completamente.

Ejemplo 2: Sea X = RP* y calculemos su K-teoria usando la sucesion espectral de Atiyah-

Hirzebruch.

Al igual que en el primer ejemplo, la sucesion colapsa en la segunda pagina y esta tiene la forma

En este caso también ocurre que K'(X) = 0 trivialmente, y en el caso de grado total par tenemos
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la siguiente informacion:
» 92 =7 =FK*(X)/F'K*(X).
» EN =0=F'K?*(X)/F’K*(X).
» E20=17/2 = F?K*(X)/F3K?*(X).
» B3 =0=F3K*(X)/F*K*(X).
» EY72=7/2=F*K*(X)/FK*(X).
» £33 =0=FK*(X)/F°K*(X).

Tenemos entonces que F K?(X) = FOK?(X)=---=0, F'K*(X) = F2K*(X), F3K*(X) = F*K?*(X),
y ademds F3K?(X) = 7/2. Asf, de manera andloga al ejemplo anterior obtenemos las secuencias

exactas cortas:

0 —— F'K?(X) —— FK?(X) >y 7 > 0,

0 s 7./2 » FIK>(X) —— 7Z/2 —— 0.

Aunque la primera secuencia exacta se parte, no podemos determinar directamente de la sucesion

espectral a F'K?(X), s6lo podemos afirmar que necesariamente FOK?(X) = F'K*(X) & Z.

Sin embargo, de la segunda secuencia exacta corta F!'K?(X) es un grupo abeliano finitamente
generado, y s6lo puede ser Z /4 6 Z./2© 7./2. Asi, K°(X) =Z/4 6 K°(X) = Z/2© 7/ 2.

Para distinguir cudl grupo es en realidad, tendremos que usar herramientas de K-teoria. Note que
la diferencia fundamental de ambos grupos es que uno tiene elementos de orden mayor a dos, por
este motivo, basta mostrar que existe fibrado vectorial complejo que al hacer la suma de Whitney

dos veces con sigo mismo no se convierte en un fibrado establemente trivializable.

Consideremos el fibrado tautoldgico }/j — RP*, aunque este fibrado vectorial es real, mostraremos
que su complexificacion satisface lo deseado, y para verificarlo usaremos que la clase de Stiefel-

Whitney de }/j es no trivial.

Mis explicitamente, se sabe que H*(RP*;Z/2) = (Z/2[a])/&’, y ademés, la clase de Stiefel-
Whitney de dicho fibrado es w(y}) = 1+ a.
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Sea H = }/j &) }/j &) }/j &) }/4}. Utilizando la férmula del producto de Whitney, tenemos que
w(H) =1+a*.

Esto indica que este fibrado no es trivializable como fibrado real, pues de lo contrario tendria clase

total igual a uno.

Definamos E como la complexificacion del fibrado tautoldgico, es decir, E = }/j ®r C. Como

fibrado real E es isomorfo a yj ® yj, aunque como fibrado complejo es un fibrado de rango uno.

Si consideramos E @ E, obtenemos un fibrado complejo de rango 2, que como fibrado real es
isomorfo a H, y por lo tanto, visto como fibrado real tiene clase de Stiefel-Whitney w(E ® E) =

14 o®.

De lo anterior, si E & E fuera establemente trivializable como fibrado complejo, entonces seria es-
tablemente trivializable como fibrado real, pero esto no es posible pues su clase de Stiefel-Whitney

es distinta de cero.

Esto muestra que existe un fibrado complejo tal que E & E no es establemente trivializable, y por

lo tanto K°(RP*) no puede ser Z/2 @ Z/2 ya que existe un elemento de orden mayor que dos.

Concluimos que
Z®ZJ/4 Siqes par,

0 Si g es impar.

K9(RP*) = {
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En este capitilo se presentard el concepto en general de una operacion cohomoldgica con el ob-
jetivo de entender los diferenciales en la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch. En particular,
se estudiard como su clasificacion estd dada por la cohomologia de los espacios de Eilenberg-Mac
Lane, y finalmente se estudiard como el primer diferencial no trivial de la sucesion espectral de

Atiyah-Hirzebruch es una operacién cohomoldgica estable [S], [9].

3.1. Teorema de clasificacion

En el capitulo anterior vimos que las sucesiones espectrales eran colecciones de modulos diferen-
ciales bigraduados {E,”*,d,}, donde los diferenciales tenfan bigrado (r,1 —r), y que cumplian que
EP9 >~ gra (Ej’_*1 ,dr_1). Note que explicitamente los diferenciales son morfismos entre grupos de

cohomologia

. —rq—1+r ,
d,: EP™H — EP4

dy: HP~R= A (EPT RN gy HPA(EP d, ).

r—1°

Mas aun, si nos fijamos en las sucesiones de Serre y Atiyah-Hirzebruch, tenemos que los dife-
renciales deben cumpler las mismas propiedades para cualquier espacio topoldgico al que se le
apliquen. La importancia que tienen los diferenciales para determinar los limites en las sucesiones

espectrales motiva el estudio de este tipo de operaciones en general.

Definicion 17: Sean G y 7 grupos abelianos. Una operacién cohomoldgica 6 de tipo (7,n;G,m)

es una transformacion natural entre los functores H"(—; ) y H"(—; G), esto es, para cada espacio
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X y cada funcién f: X — Y, tenemos que Oy : H"(X;m) — H™(X;G) es tal que el siguiente

diagrama conmuta

H'(Y;7) —2 H"(Y;G)

Ir I

H'(X;7) —% H"(X;G).
Al conjunto de operaciones cohomoldgicas lo denotaremos por &(m,n; G, m).

La ventaja que tiene estudiar las operaciones cohomoldgicas en general, en lugar de los diferencia-
les directamente, radica en que las operaciones cohomoldgicas estan clasificadas en términos de la

cohomologia de ciertos espacios de Eilenberg-Mac Lane.

Recordaremos algunas definiciones y teoremds cldsicos sin demostracion, para usarlos en la prueba

del teorema que da dicha clasificacion.

Definicion 18: El homomorfismo de Hurewicz i : m;(X ) — H;(X;Z), es tal que dado un generador
u € Hi(S57Z),y [f] € m(X), entonces h([f]) = fi(u).

Teorema 10 (Hurewicz): Si X es un espacio topoldgico (n— 1) conexo, el mapeo de Hurewicz es

un isomorfismo para i < n (ver [9]).

Del teorema de coeficientes universales para cohomologia tenemos que la secuencia
0 —— Ext'(H, 1(X;7)) —— H"(X;n) —— Hom(H,(X;7),x) — 0,

es exacta corta. En particular si X es (n — 1) conexo, Ext'(H,_1)(0,7) = 0, luego H"(X; 1) ~

Hom(H,(X), ). Si hacemos 7 = m,(X) entonces
H"(X,m,(X)) =~ Hom(H,(X),m,(X)).
Identificando H,(X) = m,(X), entonces 4! corresponde a la identidad de 7,(X) — 7, (x).

Definicion 19: Sea X un espacio topoldgico n-conexo. Decimos que ty es la clase fundamental de

X, si 1 es la imagen de 4~! bajo el isomorfismo anterior en H"(X; 7, (X)).

En particular, si X = K(G,n) denotaremos a la clase fundamental por 1,. En caso que haya més

de un espacio de Eilenberg-Mac Lane en el argumento, usaremos 1 , para distinguir el grupo de
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coeficientes.

Teorema 11: La cohomologia de un espacio X estd clasificada por las clases de homotopia del
espacio a un espacio de Eilenberg-Mac Lane, explicitamente, existe una correspondencia uno a
uno dada por

[X,K(m,n)] < H"(X,T),

donde para cada clase de homotopia [f] € [X,K(7,n)|, se le asigna el elemento de cohomologia

[f1—= f*(1n) (ver [5]).

Nos referifemos a este teorema como la representacion homotdpica de la cohomologia. En el caso
particular de que el espacio X también es un espacio de Eilenberg-Mac Lane podemos concluir

dos hechos interesantes.

Corolario 12: Si X = K(m,n), existe una correspondencia uno a uno entre [K(7,n),K (' ,n)]y

Hom(m,n').

Demostracion. De la representacion homotdpica de la cohomologia, el teorema de coeficientes

universales, y del teorema de Hurewicz tenemos que

(K (m,n),K(n',n)] = H" (K (7t,n), )
= Hom(Hy(K (m,n),'))

~ Hom(r, ')

Corolario 13: El tipo de homotopia de K(7,n) estd completamente caracterizado porny 7 .

Demostracion. Sea n fijo, y consideremos dos grupos abelianos 7y 7’ tal que 7 =2 7’. Veamos que
existe una equivalencia homotdpica entre K (7,n) y K(7’,n). Del corolario anterior todo homomor-
fismo entre 7 y 7’ se puede realizar por una funcién continua entre f : K(7w,n) — K(',n). Como
todos los grupos de homotopia salvo el n-ésimo son triviales y la funcién f es la que representa el
isomorfismo entre 7 y 7’ entonces f induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia. Co-
mo en este contexto le pedimos a los espacios de Eilenberg-Mac Lane ser CW-complejos estamos
en las condiciones para aplicar el teorema de J. H. C. Whitehead y decir que f es una equivalencia

homotopica. 0
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Teorema 14 (Clasificacion): Existe una correspondencia uno a uno entre las operaciones coho-
moldgicas de tipo (7,n;G,m) y H"(K(m,n);G) dada por
0(m,n;G,m) = H"(K(m,n);G)
60— 0(1,)
Demostracion. Mostraremos que la asignacion 6 — 6(1,) tiene inversa a ambos lados.

Sea ¢ € H™(K(m,n);G) queremos construir una operaciéon cohomoldgica de tipo (7,n; G,m) que
denotaremos por (. Para esto fijemos un espacio topolégico X y definamos la operacion ¢x de
la siguiente manera. Sea u € H"(X;x), tomemos f : X — K(7,n) tal que [f] representa a u en
el teorema de la representacién homotépica de la cohomologia, es decir, u = f*(1z ), entonces
definimos @x (1) = f*(¢) € H"(X;G).

Veamos que @ si es una operacion cohomoldgica de tipo (7,n; G,m), para esto tenemos que probar
que ¢ es una transformacion natural. Fijemos un espacio topoldgico X, y sea g : X — Y una funcion

continua, debemos probar que el siguiente diagrama conmuta:

H'(Y:7) —2— H™(Y;G)

s s

H'(X:7) —2 H"(X;G).
Es decir, necesitamos verificar que g* o oy = @y o g*.

Seawe H"(Y,m),yseah:Y — K(m,n) tal que w = h*(1z »). Por definicién

g'(w) =g (W (tz.n)) = (hog) (tzn),

ast, Px(g*(w)) = (hog)*(¢). Por otro lado @y (w) = h* (@), luego
g (pr(w)) =g (h"(9)) = (hog)*(9),

de donde @ es una transformacién natural.

Finalmente, veamos que las asignaciones 6 — 0(1,) y ¢ — @ son inversas a ambos lados.
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Por un lado sea 6 € O(mw,n;G,m). Si fijamos un espacio topoldgico X, necesitamos verificar que

0(1z,n)y = Ox. En efecto, como 6x : H"(X;m) — H"(X;G), consideremos u € H"(X;7) y sea f

como antes, entonces

f6(
60/ (
Gx(u)

)

6 (txn)y () Lin
lzn))

Por otro lado, ¢ € H"(K(m,n),G). Si X = K(m,n), necesitamos calcular @x(iz,). Note que la
funcién que representa a a 1 , es precisamente id : Kn,n) — K(7,n), asi
@(1zn) =id"(¢) = .

Asi, como la asignacién 6 — 6(1,) tiene inversas a ambos lados, tenemos que es una correspon-

dencia uno a uno. L]

3.2. EIl tercer diferencial en la SEAH

Para la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch partimos de un espacio topoldgico filtrado X.
En particular, se estard interesado en un espacio del tipo de homotopia de un CW-complejo, por
este motivo, al contar con el teorema de aproximacién celular podemos considerar que todas las

funciones que consideraremos son funciones celulares.

Si f: X — Y es una funcidn celular, entonces ésta induce morfismos en K-teoria tales que

. D’f’q — Kl’+q(Y, Yp) E , Df’q = [{174—61()77 Yp)
— Tl —
DY = KPTA(X, X)) » Dy = KPH(X, X))

T
. EP9 = KPH(Y,Y, )

—

E{”q =KPH(X, X, 1),
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es un diagrama conmutativo. Esto dice que en f induce un morfismo (f*, f*) entre las parejas exac-
tas que definen la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch para K*(X) y K*(Y) y como vimos en
el capitulo 2, un morfismo de parejas exactas induce un morfismo entre las correspondientes suce-
siones espectrales que conmuta con los diferenciales en cada grado. Dicha conmutatividad corres-
ponde a la naturalidad de los diferenciales, mds explicitamente, como E}"? = H? (X;K9(x)) = E{

si denotamos por f (") al morfismo inducido en la n-ésima pareja exacta, tenemos que
fWody =dyof™,

Note que, como la segunda y tercera pigina son iguales, y el segundo diferencial siempre es trivial,

tenemos que para el caso n = 3 la igualdad anterior es precisamente
ffods=dsof",

donde f* es la funcion inducida en cohomologia, y los diferenciales corresponden a los espacios X
y Y respectivamente. Esto es, d3 es una transformacion natural. De hecho, en general tenemos que
para cualquier teoria de cohomologia generalizada el primer diferencial no trivial de la sucesion
espectral de Atiyah-Hirzebruch es una transformacion natural. Adicionalmente, la conmutatividad
de los diferenciales de orden superior con las funciones inducidas no corresponde a la naturalidad
usual, pero da espacio al estudio de lo que se conoce como operaciones cohomoldgicas de orden

superior.

Aparte de la naturalidad, el diferencial d3 satisface otra propiedad que nos serd ftil, esta es, que
conmuta con el isomorfismos suspension inducido por el producto cruz relativo. Para ver esto,
usaremos un caso particular de la naturalidad. Sea (¥, A) una pareja de espacios topoldgicos A — Y,
entonces de la secuencia exacta larga en cohomologia, y del argumento anterior, tenemos que en

la tercera pagina Eé’ . con g impar, el diferencial d5 es tal que el siguiente diagrama conmuta

S HYY;Z) —5 s HYAZ) —% s HYY(Y,AZ) —— -

o s J

. Hk+3(Y;Z) i )Hk+3(A;Z) g §Hk+4(Y,A;Z) SR

Consideremos ahoraA = X y Y = CX el cono de X, entonces la secuencia anterior se convierte en
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. —— HNCX;Z) —— HYX:Z) —— HYY(CX,X:Z) —— -

J J J

D (X, Z) — B3 (X;2) —2 HYMCX X Z) —— -
Adicionalmente, por el isomorfismo inducido por el producto cruz reducido, sabemos que
AN cx, x;z) = AN (cx /x;7) = AN (2X, Z),

con lo que finalmente, si denotamos por ¢ a la compuesta del homomorfismo conexién 0 y los

isomorfimos de la ecuacién anterior, tenemos el diagrama conmutativo

HYX;Z) —%— H"(XX:Z)

J e

Diremos entonces que d3 es estable bajo suspension.
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Como se mostré en el capitulo anterior, el tercer diferencial de la sucesion espectral de Atiyah-
Hirzebruch es una operacién cohomoldgica estable, y con los computos de la cohomologia de los
espacios de Eilenberg-Mac Lane podemos concluir que so6lo existen dos operaciones cohomoldgi-
cas que incrementan el grado en tres. Puesto que la operacion trivial siempre existe, es conveniente
estudiar la operacién cohomolégica no trivial en estas dimensiones, el cuadrado de Steenrod S¢° y

su extension entera Sq3Z.

En este capitulo se estudiard una familia de operaciones cohomoldgicas que resulta ser funda-
mental en la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch, los cuadrados de Steenrod. Se estudiara
la definicién de estas operaciones y se hard una construccion explicita que garantiza la existen-
cia de dichas transformaciones naturales. El lector puede consultar las referencias [10], [4], [11],
[12],[13].

4.1. Axiomas de los cuadrados de Steenrod

Para iniciar, mostraremos un conjunto de axiomas que determinan de manera tnica los cuadrados
de Steenrod. Esta presentacion corresponde a la caracterizacidon axiomatica que dieron Steenrod y
Epstein en 1962 y vienen motivados por el comportamiento que tiene el producto copa en coho-

mologia con la adicion de volverse estable bajo suspension.

Definicién 20: Decimos que S¢' es un cuadrado de Steenrod si satisface las siguientes propiedades

para todo espacio topoldgico X:
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. Es una operacién cohomoldgica de tipo (Z/2,n;7/2,n+ i), es decir, si para toda funcién

continua f : X — Y, se tiene que siguiente diagrama conmuta

Sqt .
H'(Y;Z/2) —2 s H"™i(Y;Z)2)

I I

H'(X;Z/)2) =2 gmi(x;z)2).

. El cuadrado de Steenrod en grado cero coincide con la identidad

Sq% : H"(X;Z/2) — H"(X;Z/2)

X = X.

. Sideg(x) = i, entonces Sq'(x) = x?, es decir, x € H (X;Z,), sucede que

Sql - H'(X;Z/2) — H¥(X;Z/2)

XHXZZXVX.

. Sii> deg(x), S¢i; (x) = 0.
. Sq'(a+B) = Sq'(a) +S¢'(B).

. Sq'(o — B) ZSq o) — Sq' I (B).

. S¢'(c(a)) = 6(S¢'(at)), donde ¢ : H*(X;Z/2) — H""1(£X;Z/2) es el isomorfismo indu-

cido por el producto cruz reducido.

. Sq' es el homomorfismo de Bockstein para la secuencia de coeficientes.

0—-2/2—7/4—7/2—0,

esto es, en la secuencia larga en cohomologia dada por el lema de la serpiente el homomor-

fismo conexién coincide con el cuadrado de Steenrod Sq!, explicitamente

1
o HN(XiTa) —— H'(XiZa) —— H(X:Z2) o B (XiZ) —— -

Aunque las propiedades 7 y 8 no son necesarias para que los cuadrados queden determina-
dos de manera tnica, y no estaban explicitas en la formulacién de Steenrod y Epstein, son

propiedades utiles que se pueden deducir de las anteriores.
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4.2. Construccion de los cuadrados

A priori no es claro que existan operaciones cohomoldgicas no triviales que satisfagan todos los
axiomas mencionados antes. Por esta razén haremos una construccién explicita de los cuadrados

de Steenrod.

Sea X un espacio topolégico con punto base xo € X y consideremos a X"> =X AX =X x X /X VX

con punto base (xg,y) ~ (y,xo) para cualquier y € X. Definamos

T:XxX —XxX

(x17x2) — (-x27-x1)7

Esta funcién induce una accién de Z/2 en X’\2, explicitamente, si escribimos Z/2 = {1,7} con

notacién multiplicativa, entonces 72 = 1 y

L-(x1,x2) = (x1,x2),

T-(xl,)CQ) :T(xl,)CQ) :(XQ,)CI).

Adicionalmente, la funcién T también permite definir una accién de Z/2 en la esfera infinita
S = limS" como la accion antipodal, es decir multiplicaciéon por menos en cada componente.
—

Asi, podemos definir la accién diagonal en el producto S x X”? por
T-(s,x) =(T-5,T-x)
= (=5, T(x)).

Denotemos por I'X = (S x X/\?)/Z/2 al espacio de 6rbitas. Note que esta construccién corres-
ponde a la construccién de Borel X? x, 2 E7/2 puesto que EZ/2 — BZ/2 es precisamente

S — RIP”. De aqui, se obtiene la fibracion

X2 s TX —% 5 RP™.

Denotemos por {xo} al punto base de X"\, entonces la inclusién S x {xo} < S x X"? induce

una seccion s : RP* — I'X es decir, s es tal que el siguiente diagrama conmuta

rx —4 ., rx

fae
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Explicitamente podemos definir s([x]) = [x,x0]. Note que la buena definicion se tiene pues s([7 -

x]) = [T x,x0] pero

(7-x,x0) ~ T+ (T-x,%0) = (% -x,7-x0) = (x,7 - X0),
de donde s([7-x]) = [x,T-x0] = [x,x0]. Si identificamos a RP™ con su imagen bajo s, podemos
definir
AX =X /RP*

Como s es una seccién, s(RIP™) toca en un tinico punto a la fibra X"? de donde se sigue que cuando

pasamos al cociente AX, ésta todavia contiene como fibras a X2

Geométricamente nos podemos imaginar a AX como en la siguiente figura

rx AX

RP>™

Note que podemos realizar la misma contruccién de I'X y AX reemplazando S* por S" para cual-
quier entero positivo n. Asi, encontramos espacios IX C I'X y A"X C AX. La ventaja de realizar
esta construccion para cada entero, es que permite dar una estrutura de CW-complejo de manera
natural a I'X y AX.

Por notacion, veremos a o € H"(X;7/2) como una funcion a : X — K(Z/2,n) tal que a*(1,) = a.,
con 1, la clase fundamental. Si denotamos a el n-esqueleto de K(Z/2,n) por K, entonces t, €
H"(K,;Z]2).

Recordemos que la férmula de Kiinneth nos dice que la funcién
H*(X;R)QrH*(Y;R) — H*(X XY;R)

es un isomorfismo si X y ¥ son CW-complejos y H*(Y;R) es un R-médulo libre finitamente gene-

rado. Ademads, lo anterior también es cierto para el caso reducido.
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En nuestro caso, usaremos como coeficientes para la cohomologia al campo Z/2, y espacios to-
pologicos del tipo de homotopia de un CW-complejo, por lo que se satisfacen las hipodtesis de la
férmula de Kiinneth y obtenemos H(X"\2;Z/2) = H*(X;7/2) ®z,/2 H*(X;7Z/2). Denotamos los

elementos de H(X"\?) por oy ® ap y ot®?.
El objetivo es construir A (o) € H**(A;7Z/2) tal que al restringir a las fibras se obtiene ar®2.

Para construir operaciones cohomoldgicas necesitamos que dichas transformaciones sean natura-

les, es decir, si o : X — K, entonces el siguiente diagrama conmuta

H' (K Z/)2) —%— H"(X;Z/2)

g b

H™(AK,;Z/2) —%— H(AX;Z)2),
donde A (a(1,)) = a*(A(1,)) = A(). Por la naturalidad es suficiente construir A (1,,) € H>"(AK,;;Z/2).

Ahora, como T*(1%%) = 192, se tiene que si 12 € H>"(K/?;7,/2) entonces

2 . A2
1® 'Kn — Ky,

son funciones homotdpicas como funciones que preserva el punto base
* (1 R2 . N2
T*(1%%) K} — Ky,

Tenemos entonces una homotopia H : I x K> — K;, tal que

H(0,—) =192

que se puede completar a una funcién S' x K2 — K»,, y por tanto obtenemos una funcién I''K;, —

K3, que desciende al cociente A, : A'K, — Koy,

Como K, se obtiene de S" pegando celdas de dimensién mayor a n, entonces AK,, se obtiene de

A'K, pegando celdas de dimensién 21+ 1.
Puesto que S! x (S)"? tiene celdas de dimension dim(Celdas(S")"?) +dim(Celdas(S')) = 2n+1.

Ahora
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skl Ak, Mk

A
DfF —— A'K, LD/~

Dicho A existe si y s6lo si [@ o] € m_1(Kz,) es trivial. Como estamos pegando celdas de di-
mensién mayor a 2n + 1, tenemos que dicho representante es trivial puesto que 7;(K>,) = 0 si

1> 2n.

De esta manera tenemos que A : AK, — K>, es una funcién que restringida a K,% es homotopica a
192, Ademds A es tnica salvo homotopia pues el 2n—esqueleto de AK,, est4 contenido en K2 de
donde
2n . 2n (N2,
H"(AK,;Z)2) - H"(K,*,7/2)
es inyectiva, a este le conoce como el argumento de unicidad. Definimos entonces para o €

H"(X;Z/2), aA(a) por A(a) = a*(A(1,)).

Estamos ahora en condiciones para definir las operaciones cohomoldgicas. Note que hay una in-
clusién RP* x X — I'X, dada por

SexX L 5 Sexx? 41X

~,

RP” x X.

Como Z/2 actdaen S* x X 2 _entonces esto define una accién en la imagen bajo j. Explicitamente,
T-(j(s,x)) =1(s, (x,x)) = (—s, (x,x)). Pasando al cociente, se tiene una funciéon RP” x X —-T'X.Y

componiendo con el cociente 'X — AX, obtenemos V : RP* x X — A, que al pasar a cohomologia
V* H"(AX;Z)2) - H (RP” x X;Z/2) ~ H (RP™;Z/2) @ H* (X;Z/2).

Asf, paracada o € H"(X;7/2), A(«) € H'(AX;7/2), podemos calcular V*(A(«)) € H?*(RP™ x
X;Z/2), y escribirlo como

Vi(A(0) = Y 000" (a).

donde ®; es el generador de H/(RP*;Z/2) definimos Sq'(a) = 6" (a).

Veamos que la construccion anterior satisface las propiedades mencionadas
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Primero que Sq¢’(o + B) = Sq' (o) + S¢'(B). Para esto veamos primero que A(x+ ) = A (o) +
A(B)

Analizando la estructura de CW-complejos de AX y K2, se verifica que el 2n-esqueleto de K2
contiene el 2n-esqueleto de AX y por lo tanto 1* : H*"(AK,;Z/2) — H*"(K/\?;7,/2) es inyectiva,

es decir, es suficiente ver que pasa en las fibras.

Por un lado,
U(A(a+B)) = (a+B)*
y por otro lado
U (A(a) +A(B) = 1" (A(a)) + 17 (A(B))
— OC®2—|—[3®2.
Pero en Z/2, a®% + B2 = (o + B)*2.

Asi, para a, B € H"(X;7,/2) se tiene que

i 0" g (a1 ) = V(A +B)) = V' (A(0) + V* (A(B))
= Z 0" ' ®Sq' (o) + Z "' ®Sq' (B)
i=0 i=0

Y 0" 1o (54 (o) +5¢(B))

i=0
Luego Sq'(at +B) = Sq' () +Sq'(B).

A continuacién ,veamos que Sq° = Id para todo espacio X.

Por definicién Sq" : H*(X;7/2) — H"(X;7/2) es una transformaci6n natural. Dichas transforma-
ciones estan clasificadas por la cohomologia H"(K((Z/2,n);Z/2)) = Z/2. Por lo tanto es sufi-

ciente mostrar que S¢° no es la transformacién trivial.

Como Sq” conmuta con la suspensién, es suficiente demostrar que Sq° : H' (S';Z/2) — H'(S';Z/2)

no es trivial.
Por lo tanto, es suficiente calcular S¢° para X =S! yn = 1.

Sea G =7/2 = 1, 7. La construccién anterior se puede ver como
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v

/—\

EGxS! — % EGxg(S'AS!) —Z— EG x5 (S! AS!)/S(BG)

BG xS =RP* x S! rs! AS!
Lema 1: V*: H?(EG x5 (S'AS');Z/2)/S(BG) — H*(EG xS';7Z/2) es inyectiva.

Demostracion. Realizaremos la prueba en dos pasos 1. Sea S! NN (S'AS!) via el mapeo

diagonal. Notemos que Y = S' AS! = S? tiene una accién de G = Z/2 tal que
Yo={yev/r-y=yp=sl
Si denotamos Y¢ = F, entonces

i)rk(Hi(F;Z/z)) =2= i)rk(H"(Y;Z/z))

Como nuestro espacio es un CW-complejo con finitas celdas en cada dimension, lo anterior implica

que la pareja (X,A) es totalmente no homdloga a cero mod p en (Xg,Ag)-
Luego, por los teoremas de VII.1.5 y VII.1.6 de [10], tenemos que
jr=(id xgi)* : H*(EG x¢ (S' ASY):Z/2) — H*(BG x S';Z/2),
es inyectivo.
2. Veamos que
' H*(EG xg (S'ASY))/S(BG);Z/2) — H*(EG xgS' AS';Z/2),
es inyectiva.
Notemos que H(EG x (S' ASY)/S(BG);Z/2) = H*(EG x5 (S' ASY),EG xg %, Z/2).
Para estudiar 7%, podemos utilizar la sucesion exacta larga en cohomologia. Si
A—=X— (X,A)

es una secuencia de parejas de espacios topoldgicos, entonces la secuencia larga en cohomologia

para parejas es
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HY (EG xg (S'ASY);Z/2) s HY(EG xg%,7,/2)

|

H*(EG % (S'AS');Z/2) «—— H*(EG % (S'AS'),EG xg+Z/2).
Por la exactitud es suficiente probar que
HY(EG x (S'ASY:2/2) = HYEG xg%,7/2),

es sobreyectiva. Para esto compararemos dos sucesiones espectrales.

Primero, EY! = HP(Z/2; HI(S' ASY)) es

q
Z)2 72 Z)2
2 ° ° )
1 ) o
7] 72 7)2
0 ° °
p
0 1 2 3

q
1 o o
Z)>_ ZJ)2 )2
0 ° °
p
0 1 2 3

Del teorema de comparacion de sucesiones espectrales se sigue que
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HY (EG x5 (S'ASY);Z/2) —— HYEG xg,7/2)

Soo X Z/2 Sz RPOO
es un isomorfismo. Adicionalmente, consideremos la fibracion

$? —— S”xz/,$* —— RP~.
S

Entonces en la secuencia larga de los grupos de homotopia obtenemos

0 ~ LZ)2
I —— m(S?) —— m(S® %z, S*) —— m(RP) 22

Lo anterior demuestra que V* : H*(EG x¢ (S' ASY)/S(BG);Z/2) — H*(EG xS';7/2) es in-
yectiva. 0

Sea o € H'(S';Z/2) no trivial. Entonces A (&) € H*(EG x5 (S' AS')/S(BG);Z/2) es no trivial

ya que su restriccién a la fibra o @ o # 0 y por lo tanto

Vi(A(a)) = 0 ®8¢°(a) # 0 = S¢°(ax) #0.

Como sélo existian dos transformaciones naturales, dadas por la identidad y la trivial, se tiene que
Sq° =1d.

Ahora probaremos que Sq'(a — ) =¥ ;Sq'(ot) — Sq'~/(B). Al igual que con la suma, vere-
mos que el resultado es cierto para A salvo posiblemente un signo, sin embargo, como estamos

trabajando con coeficientes en Z, dicho signo desaparece.

V(Ao = B)) = (a = B)** = (a — B)@ (o — B) = pi (. — B) — p3 (ot — B)
= pi(@) = pi(B) — pz(a) — pa(B) = (pi () — pz(a)) — (pi(B) — p2(B))
=a — B2 =1"(A(a)) — 1" (A(B))-
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Ahora bien, calculemos la compuesta con V¥, si |a| =ky |B| =1, entonces k+1=ny

Y 0@ (e — B) = V'(A(a — B)) = V*(4(a) — A(B)) = V*(A(@) — V*(A(a)

i=0
_ ( ; a)k_j®qu(Oc)> - (Zl‘, wl"®561”(l3)>
j

r=0

= i Y 0" '@Se(a) - Sq’(B) :

k=i
A continuacién consideremos
A H"(X;7./2) — H(AX;Z,/2).
y sea 1 : X? — AX el mapeo dado por

X" —— §% xzp X" —— AX

a > 20,0 > (1,a).
Si tenemos que |a| = n, entonces

(M) = a®a € BNX:Z/2) @ A" (X:Z/2) — B*(X%7,2).

Veamos que S¢"(a) = a — a = a. Sea
J: X > RP*xX
x> (Z0,X),
donde 7y es un punto fijo en RP”. Por definicion de 6, () se sigue que
Ou(a) = (Vo )" (A(a)),

lo anterior pues

JH'(RP® x X;2/2) = (PH (RP™Z/2) 9 H' *(X;Z/2) — H"(X;Z/2)
k=0

es el mapeo proyeccion.

Notemos que el siguiente diagrama conmuta
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X/\Z
PN
X AX
RP* x X.

Por lo tanto

8q"(a) = 6p(a) = (Vo )" (A(a)) = (tod)"(A (@) = d" (1" (A(a))) =d" (@@ a) = & — .

Esto demuestra que la construccion presentada satisface los axiomas de los cuadrados de Steenrod.

Note que en todo el capitulo se han considerado coeficientes en Z /2, sin embargo, los diferenciales
que usamos en la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch son con coeficientes en Z. Para poder
determinar la relacién del tercer diferencial con los cuadrados de Steenrod, es necesario primero

extender la construccion presentada a los coeficientes adecuados.

Sea X es un espacio topoldgico, y consideramos la secuencia exacta corta de coeficientes dada por

0 y 7 —2 7 242 7)) s 0,

entonces con un argumento similar al del lema de la serpiente, tenemos un homomorfismo cone-

xi6n en cohomologia que sube el grado en uno, y que denotaremos por
B:H"X:7Z)2) — H*(X;7),

a este homomorfimos se le conoce como el homomorfismo de Bockstein de la secuencia de coefi-
2n+1

cientes. Para los nimeros enteros impares 2n + 1 definimos la el cuadrado de Steenrod Sgq;

con
valores enteros, por la composicién de Sg*" con el homomorfismo de Bockstein B de la secuencia

anterior, explicitamente
Sq?"t' = BoSq”" 1 H'(X;Z/2) — H" (X, Z).

Y finalmente, si denotamos por p : H*(X;Z) — H*(X;Z/2) el homomorfimos inducido por la

reduccion modulo 2, definimos la extension entera del cuadrado de Steenrod Sq%’“rl Ccomo:

Sq%n-i-l — qun-i-l op = B OqunOp ZHi(X;Z> —)Hi+2n+l(X;Z).
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Serd de nuestro interés estudiar el caso particular cuando n = 1, es decir Sq%. Esta operacion
cohomoldgica es de tipo (Z,n,Z,n+3) y por el teorema de clasificacion de las operaciones coho-

moldgicas, tenemos que hay una correspondencia biyectiva entre
O(Z,n,Z,n+3) = H" 3 (K(Z,n);Z).

los célculo de la cohomologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane hechos con la sucesion
espectral de Serre, tenemos que H""3(K(Z,n);Z) = 7/2. Esto muestra que sélo pueden existir
dos operaciones de este tipo, y se puede verificar facilmente de las propiedades que Sq% no es la

operacion cohomoldgica trivial.
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Como vimos antes, s6lo existen dos operaciones cohomoldgicas estables que pueden jugar el papel
del tercer diferencial, la operacidn trivial y Sq%. En este capitulo demostrard que el tercer diferen-

cial de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch es el tercer cuadrado de steenrod Sq%.

Para esto calcularemos la K-teoria de un espacio conocido directamente, y luego mostrar que si el

tercer diferencial fuera la operacion trivial tendriamos un resultado distinto [4].

5.1. Determinacion del tercer diferencial

Sea X = RP? x RP*. En el capitulo de sucesiones espectrales calculamos que

Z®7/2 Six=0,
0 Six=1.
7Z®Z/4 Six=0
K*(RP4): D / 1% )
0 Six=1.

Para K-teoria también tenemos una férmula de Kiinneth para el producto, de donde se obtiene

ZBL2BZL/2BZ/4 Six=0,
K*RP?xRPH) = 7 2OLR2SL
0 Six=1.
Calcularemos ahora, la K-teoria del mismo espacio usando la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch.

En primero lugar necesitamos conocer la cohomologia con coeficientes en Z de los espacios pro-

yectivos, por un lado sabemos que
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7Z  Sip=0, Z  Sip=0,
HP(RP%Z)=<{ 0 Sip=16p>2, HP(RPYZ) =< 0 Sip=1,3,6p>4,
Z)2 Sip=2. Z/2 Sip=24.

Asi, de la férmula de Kiinneth para cohomologia obtenemos

H"(RP? x RP*,Z) = ( P HP(RIP’Z;Z)®H‘1(RIP’4;Z)> @( a Tor(HP(RP%Z),HfI(RP“;Z))

p+q=n pH+g=n+1
Z Sip=0,6p>6
0 Sip=1,
H"(RP? x RP*,Z) = P
Z)207)2 Sip=2,4
7.)2 Si p=3,5,6.

Ahora, usemos la sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch para calcular la K-teoria de RP? x RP*,
Recordemos que la segunda pagina de la sucesion espectral es Eé) 4= HgP (]R]P’2 X RIP’4;K4(*)), asi,

la segunda pégina es de la forma

q
L2672 7)2 L2672 7)2 7)2
4 ' ° ° ° °
3 o o o o e}
Z)26L)2  Z)2 72
2 ° ° °

Z207)2  1)2 7)207/2 7]

Z20Z)2  1)2 7)20Z)2  1)2
[ ] { ] [ { ]

Como siempre es el caso en la SEAH para K-teoria, el segundo diferencial debe ser trivial, por lo

que la tercera pagina es igual a la segunda. Sin embargo, note que E; e/ /2, el problema aqui es
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que si dz = 0, entonces sucederia que este término sobreviviria hasta la pagina infinito, puesto que
ds es el ultimo diferencial posiblemente no trivial que llega a €l. Asi, si esto ocurriera se tendria
que en grado total impar la K-teorfa de RIP?> x RP* serfa no trivial, contradiciendo los cémputos

anteriores.

Esto demuestra el siguiente teorema

Teorema 15 (Teorema Fundamental): Sea X un CW-complejo compacto. Entonces la sucesion
espectral de Atiyah-Hirzebruch converge a la K-teoria de X y es tal que la tercera pagina tiene la

forma:
EP4_ gpd _ HP(X;Z) siq =2k,
3 2 .
0 sig=2k+1,
donde si g es impar, el primer diferencial posiblemente no trivial es:

d3 = Sq3, HP (X;Z) = EP? — B2 — gp3(x:7).

Demostracion. Como se demostré en e teorema 8, H"3(K(Z,n);Z) = 7/2. Podemos concluir

del teorema de clasificacion es las operaciones cohomoldgicas que solo existen dos operaciones
L, . .. .. , 3 .. .

cohomoldgicas, una trivial y una no trivial. Asi, como tanto d3 y Sq son no triviales, concluimos

que estas deben ser iguales. [
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