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INTRGDUCCION

La EStadlstica v la Teagria de Probabllidades. presentan unos
principlios generales de aplicacion en diversos campos de lsa
cilencia v la tecnologia, o en diversos procedimientos
adminitstrativos vy de oroguccion, 2ntre otros. Los conceptos
de la estadistica pusden sEer uti1lizados con escelentes
resul tados en la Invescigacion Clentifica v en la toma de

decisiones bajo condiciores de 1ncertidumbre2 v riesgo.

El objetivo de la Estadistica, s la I[nferencia acerca de la
naturaleza de la poblacion con base en la evidencla emplrica,
la cual puede ser conocida & partir de la informacion
muestral. Esta Inferencia. es entendida como una
generallizacion para toda la poblacion, de las conclusiones
obtenidas a partir de la informacion contenida en  una
muestra, v por lo tanto 1ncorpora la incertidumbre v la
necesidad de cuantificar la contiabilidad en las conclusiones
y los riesnos 1nnerenta2s de tomar la decilsion serronea.

La Infer=sncia Estadistica pusae consistisr en l1a ogrueba de
hipdtesis © 2n ia Egtimacion de los pDArametTros k=] Una
poblacion. Los procedimientos estadisticos para efectuar la

inferencia estan basacos en el concepto de una muestra
aleatoria extralda A partir de la poblacién de 1interes,
mediante un procedimiento explicito que garanticsa tal

comportamiento aleatorio.

La Teoria de Prohbabilidades suministra el lenguare v ia
cuantificacion de la i1ncertidumbre vy de los riesgos aspciados

con ella. Egsta tearia Zg  wutllizada CoOmo una nerramienta
necesaria pDara construir, manipular v anaiitzar el mode lo
matematico dJdel femnmenpg  aleatorio v OAra manigpular ia

incertidumbre i1nherente =n &1.

trabalo., 2s presentar algunos conceptos

de probanllidades desde ei puntao de
vista de las no Yy principlos fundamentales, dge tal
manera qua oeral su utilizacion en el trabajo aplicado &n
diferentes campos de la ciencia, la tecnologia v los
procedimientos agministrativos v productivos.
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El enfoque utilizado en zsta elaboracion, esta orientado

hacia Ia asimilaciocn  de los  conceptos de una manera
intuitiva, Dara facilitar su adecuada utilizacidn v la
correcta tnterpretacion  de los resultados en cada caso. 52
enfatiza la profundidad conceptual MAs que el rigar
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agqui no es | ofundizeao, mT se realize la demostragion de los
teoremas ni '€ las propiedades matematicas.

Er el primer Caplitulo se presenta el congepto e probabilidad
y sus princirypseles interpretaciones, tales como la clasica, la
frecuentista ¥ la subjetiva. El sequndo capitulo presenta el
modelo matemwmatico de la teorias de probabiladades, sus
PDrincipios anerales vy las leves utilizadas en el cé&lculo de
estas probab:lidedes para sucesos complelos. ’

Bl tercer capitulo presenta los conceptos de variable
aleatoria v distribuciéon de probabilidades, y ademas, SUS
parametros pertinentes mas utilizados, los cuales son la
Esperanza Mal!€matica v la Varianza. Este tercer capitulo
termina con «ha presentacion  del teorema de Chebyshev, el
cual muestra una relacion interesante entre los conceptos de
esperanza v desviarion estandar de urna variable aleatoria ¥
la probapilicad de gue dicha variable tome un valor dentro de

cierto intervelo.

Muchos de 10% eJjemplos referenciados estan mas CErcanos a la
Economia gque & ©otros campos,., sin  embargo, los conceptos v
principios e0n elaborados en forma general, de tal manera gue
sea posible Su aplicacion en oiras areas de investigacion,
segun el puen criterigc del analista vy segun sean las
circunctanciasS 0N una situacion dada.



1. EL CONCEPTO DE PROBABILIDAD.

1.1 EL AZAR ESTADISTICO.

1.1.1 EL CONCEPTO DE AZAR.

El “azar’ aparece en la base de los fundamentos de la
Estadistica. 5in embargo., no se tienen definiciones claras vy
precisas de él, 86lo 8e tiene una idea vaga, inicialmente

extralida a partir de los juegos de azar. Esta idea intuitiva es
aplicable a fendmenos imprevisgibles. Para tales fendmenos no
puede predecirse un resultado particular antes de observarlos o
de realizar el experimento, aungue 8e conozcan sus posibles
resultados, no puede afirmarse un resultado &a priori de su
comportamiento, ya que al realizar el experimento bajo
condiciones similares pueden obtenerse resultados diferentes.

Buscando codificar razones por las cuales se presenta el azar,
Persz QGutierrez dice que: El azar es ignorancia. es complejidad
de causas, es asunto de errores inevitables, es8 no considerar
causas que se creen independientes de otros hechos. 3 un asunto
relactivo vy variable en el tiempo v en el espacio. No se debe
descartar gque el azar tenga otras explicaciones (1).

1.1.2 MULTIPLICIDAD EN LA OCURRENCIA.

Es posible someter a leves éstos fenomenos imprevisibles?
Para 1la definicién de azar estadistico, la imprevieicon es
condicién necesgaria pero no suficiente, El azar estadistico

requliere una caracteristica mas. Esta caracteristica. conocida
como multiplicidad en la ocurrencia. es3 la posibilidad de

repetir el experimento, o la observacion del fenomeno, una
infinidad de veces “bajo un sistema de causas constantes’, esto
es, en condiciones 1iguales © muy semejantes, ain que wvarien

significativamente las condiciones bajo las cuales se realiza y
sin agotar los eventos a probar.

1.1.3 LA REGULARIDAD ESTADISTICA O ESTABILIDAD DE FRECUENCIAS.

La regularidad estadistica es una abstraccidén a partir de
fenémenos empiricos frecuentemente observados, cuyosg resultados
individuales =on imprevisibles vy aparecen caprichosamente si se
observan en forma aiglada, pero cuando s2e observa un numero
suficientemente grande de repeticiones de ellos, adguieren una
sorprendente regularidad, la cual &se manifiesta £1 la
esgtabilidad de las frecuencias relativas, o proporciones
estables. en que aparecen las modalidades del fendmeno.



La citaeda "Estabilidad de frecuenciae’” eg la que conduce a la
“"Teoria de probabilidades” vy es la gue prororciona el nombre a
ios "Fenomenos aleatorioce”, los cuales son los susceptibles del
trabajo estadistico.

1.2 LA ALEATORIEDAD.

El concepto de aleatoriedad ee un término mas especifico para
hacer referencia al ‘“azar estadistico” v conviene diferencisrlo
del szaYy. entendido simplemente como la caracteristica
fundamental de los fendémenos imprevisibles. tal como se vié en
el apartado 1.1.1 de este capitulo. En el contexteo de este
trabajio. como es de uso corriente en la bibliografia
estadistica. cuando sBe habla de azar se esta haciendo referencisa
al "azar estadistico” o aleatoriedad.

De dénde proviene la aleatoriedad?

De 1la variabilidad en las condiciones bajioc las cuales se produce
el fenétmenc. va gue no hayv posibilidad en la préactica de fijar o
controlar todos los factores gue intervienen. Si fuera posible
fijar todas las fuentes de variacidn en un experimento. €ste no
Beria aleatorio sino deterministico, por tanto seria posible
conocer & priori su resultaedo v para €1 no seria necesaria la
Estadistica.

La Varisbilidad estd presente en la mavoriaea de loes fendmenos,
pPeEro, a veces, bajo circunstancias esencialmente estables, se
apega & cierto patrén o modelo v puede ser factible percibir la
regularidad existente en estas situaciones de variabilidad e
incertidumbre. Esta regularidad es la que permite el trabajo

estadistico.

1.3 EJEMPLOS DE FENOMENOS ALEATORIOS.

Loe ejemplos mase populares de fenbmenos sleastorios, donde
interviene el azar estadisticce. son loe juegos de azar. Dentro
de éstos, los més ampliamente conocidos son. entre otros, 108
lanzamientos de monedas., los lanzamientos de dados, la ruleta,
la baraja yv la extraccién de fichas numeradas de una urna o de
bolillas de diferentes colores.



Algunos otros edjemplos, un roco mas interegantes desde el punto
de vista del trabajo aplicado. podrian ser:

- Registrar el ingreso anual de un trabajador. tomado &l azar,
en una planta.

- Entrevistar un consumidor para determinar la marca preferida
de un producto determinado.

— Kegistrar el valor de una accién de la bolea de valores en un
momento tomado al azar.

- Inspeccionar una linea de ensamblaje para determinar si el
numeroc de articulos defectucsos excede a los especificados.

- Registrar el tipro y el monto de una pdliza vendida por un
agente de seguros.

1.4 ALGUNAS DEFINICIONES.

1.4.1 ESCOGER AL AZAR UNC O MAS OBJETOS DE UNA COLECCION DADA.

FParece conveniente aqui, citar en forma textual Ila
definicién dada por Mever:

T . .Supongamcs gque tenemos N obietos. digamos ai, az. ... .&BN.

{a) Escoger al aszar un objeto de los N. sgignifica que cadsa
uno de los objetos tiene la misma probabilidsd de ser escogido.
Esto es,

Prob(elegir 81) = 1/N, i= 1., 2, ... .N.

(b} Escoger al azar dos objetos entre N obietos significa gue
cada uno de los pares de objetos (gin considerar el crden) tiene
la misma probabilidad de ser escogido gue cualguier otro par.

{c) Escoger &8l azar n objetoe (n £ N) entre N objetos
significa gque cada n-tuplo. B1:1. 812, ... . 81w  tiene tantas
probabilidades de ser escogido como cualguier otro n-tuplo” (2).

1.4.2 ESPACIO MUESTRAL.

Un espacio muestral S. es definido como el condunto de
todos los resultados posibles gque pueden obtenerse al efectuar
un experimento aleatorio €, en un momento determinado de tiempo.
El espacio muestral, desde el punto de vista de la "Teoria de

2 Mever, Paul, Probsabilidad vy Aplicaciones Estadisticas. p. 23.


http:int.eresant.es

conjuntos’, es el conjunto Universal o conjunto de referencia
formade por la totalidad de los puntos muestrales., eventos
elementales o eventos atédmicos.

El espacio muestral puede ser discreto, s8i presenta una cantidad
finita o infinita numerable de puntos. Y continuo. 8i presenta
una cantidad infinita no numerable de puntos. (En el capitulo 3,
se trata mas detalladamente este aspecto)

Loe reesultedos de un experimento aleatorio pueden escribirse de
varias maneras distintas, por lo tanto el experimento puede
tener varios espacios muestrales. ’

1.4.3 SUCES0 O EVENTO.

Un suceso o evento se define como una coleccidn especifica
de algunos de 1los resultados o puntos muestrales que son de
interés en un caso particular. el cual puede ser seleccionado en
forma arbitraria. Es un subconjuntoc del espacioc muestral 5. Pars
su notacién se utilizan las primeras letras mayusculas del
alfabeto asgi: A, B. C, D, etc.

Un evento simple o elemental es considerado como aguel evento
que no puede descomponerse en otros. Un experimento regulta en
uno ¥ s6lo uno de sus eventos eimples., puée no es posible que
dos eventos simplees ocurran al mismo tiempo.

Un evento compuestc eg considerado como la combinacion de doe o

mas eventosg simples: generalmente se describe mediante las
operaciones sobre conjuntos. Las operaciones mas utilizadas son:
Unién, Interseccion, Complemento v algunas combinaciones de
éstas.

Algunas de las relaciones mas comunes entre eventog son: eventos
mutuamente excluventes, complementarios. condicionales,
indepedientee. colectivamente exhsustivos.

1.5 PROBABILIDAD CLASICA.

1.5.1 DEFINICION CLASICA DE LA PROBARILIDAD.
La probabilidad de ocurrencia del suceso A se define como:

P(AY = CF/CP Donde: P(A)Y: Probsebilidad del suceso A.
CF: Casos favorables.
CP: Caeos posibles o totales.

La probabilidad de éxito., o probabilidad de ocurrencia. del
suceso A suele denotarse como p. La probabilidad de fracaso —de
no ocurrencia- del suceso, A queda definidsa como la relacion:



Casoa Desfavorables / Casos Posibles, la cual puede escribirse
como g = 1-p, luego p + aq = 1.

El espacio muestral no necezariamente debe ser finito. Esta
definicion puede aplicarse para hallar 1la probabilidad de
obtener un numero par ai s=leccionar aleztoriamente un numero
entre todos los Naturalez., En e3te cazn &l espacio muestral 5 es
infinito y  htanto log  ~asos tavorables como los ~AS0S
desfavorables -obtener numero par &  lmpar respectivamente- son
también infinitos. pero  puede saberse que  la  probabilidad
degeada es 1./2. {La mitad de todos los numeros naturales son
paresi.

1.5.2 SUPUESTOS EN LA DEFINICION CLASICA DE LA PROBABILIDAD.
Todos los resultados del experimento son mutuamente

excluyentes e igualmente posibles. Esta sBuposicidon a veces 3e
hace para simplificar 1los cAalculos pero de ninguana manera debe

considerarse como un hecho. =8ino que debe justificarse
cuidadosamente. Para algunos experimentos tal suposicion puede
garantizarse. pero tambisn existen s=2ituacilones  en ias gue

conduciria a grandes errores. Por ejemplo. sSeria poco realista
guponer igualmente probable el hecho de no recibir llamadas
telefénicas en una central entre la 1 v las 2 A.M. vy entre las 5
vy las b P.M.

Otro ejemplo de la inconveniencia de tal suposicidn seria: Sea
el experimento aleatorio €: Lanzar doas monsdas al aire v
observar el numero de caras resultante. Sea X = {0, 1, 23},
Estos valores para A no son  igualmente posibles: sus

probabilidades son 1/4. 1/2 v 1/4 respectivamente.

Esta surosicidn de egquiprobabilidad esta basada en 1 Principio
de simetria o indiferencia v =n el Principic de la razdn
suficiente, log cuales fuernn (o3 iniciadores de [a Estadistica.
En forma simpis v breve estcs principios dicen que 81 se corocen

todos los posibles resultados. v por lz torma de realizar el
experimento  8e oree  aQue ninguno de eilos esta Tavorecido  oon
regspects  a otro. Puede suponerse simetria s1 no hay razones que

Justifiquen 1o contrario.

31 hay n resultados igualmente posibles. a cada uno e le azigna
una probabilidad p+ = 1/n., antonces P(A) = CF/CP &3 una
consecusncia de la suposicion de equiprobabilidad: la definicidn
cléasica de la probabilidad no sirve como una definicién general.



1.2.3 EJEMPLOZ: APLICACION DE LA PRUBAEBILIDAD CLASICA.

Ejemple 1.1 Sea el experimentsc aieatoric €: lanzar al aires una
moneda normal v observar el resultaqo: cara ¢ =eilo.
Fl espacio muestral 5, seria estonces & = {cara. sellolt.

Sean los sucesos A: {Obtener cara}l. B:{ocbtener sellcl. A v B son
dos sucesos mutuamente excluyentes € igualmente posibles. Sus
probabilidades seran:

P(A)
P(B)

CF/CP
CF/CP

1/z.
1/72.

ton
1

Ejemplo 1.2. Sea el experimento aleatorio €: Lanzar al sire un
dado normal v observar el numero de puntos en la

cara superiocr. El espacio muestral consta de seis resuitados

igualmente peosibles. loe cuales son., &: {1, Z. 3. 4, 5, &}.

Sean los sucesos:
A: {Obtener un numero prar}t. luego A:{2.4.8}, P{A}

B: {Ubtener un numero mayor de 4}. B:{5.6}. P(E)
C: {Obtener un numero impar}., C:{1.3.5}, v P(C)

i
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Eiemplo 1.3 (Adaptado del ejemplo 2.4 de Mever, pp. 24.29).

Un lote de 100 articulos contiene 20 defectuoneos y
80 no defectuosocs. 8Se eligen diez articulos &1 s&zar. sin
substituir un articulo antes gue sea elegido el préxime. Cual es
la prrobabilidad de gue exactamente la mitad de los earticulos
egcogidos sean defectuosoe?

Solucién:

3
o
oo
3
I
i
tH
1
i

I

|

i

l

!

i
"
1

0.021

Para esimplificar los célcules., este resultado puede obhhensrse
mediante leogaritmos de facteoriales gque se  encuentran en las
tablase de la distribucion Hipergeometrica. (Generalizacidon del
caso  anterior v el cuasl puede consultarse en cuvalguier libro de
Eztadistica).

Ejemplo 1.4 Suponga gque un experimento consiste en extraer cinco
cartas sin reposicidn de un mazo de 52 naipes. Cull
eg la probabilidad de sacar 4 ases en una sola extraccidn.

Sclucion:
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Ejemplo 1.5 (Problema 2.2 de Mever, . 31.

En una habitacicn 10 perscnas tienen insignias
numeradas del 1 al 10. Be eligen tres personas ali azar v se les
pide gue dejen la habitacion inmediatamente y se &noctan 1o
Nimercs de las inslgnisas.

a) Cuadl es la probabilidad de gue el numere mencr de las
insiginias sea b7
b} Cual es la rprobabilidad de gue el numerce mavor de las
ineigniae sea 5%
Solucion:
ay A: 48alir un &% v salir dos numeros mavores gue 5% . Los do
Numeros mavores gque 5 pueden ser: 6., 7, 8. &, o 10.
1 5 51 SLxgxE
CF 1 Z 3tz BL*7 16 1
P(AY = - T e e T e e T e T e ——— = —
CF 10\ 10! FAABFGH 10 R NGE TS 12
3 7131 EE . 3CE
b) B: {Salir un 5 vy salir dos numeros mencres que cincol}. Los
dos numeros menores que cinco pueden ser 1, 2, 3, 0 4.
(1 4 41 ZLik3%4
CF 1 Z 2121 2Lz 6 36 1
P(R) = —— T e e o e T e e T TP JE
CF 10 10 FLABF SR 720 720 20
2 VARcE EES BSE BCH £
1.5.4 CRITICA A LA DEFINICION DE PROBABTLIDAD CLASICA.

El céalcule de la probabilidad depende de un analisis a
rricri. Los resultados se suponsn simetriceos v pueden  ser
deducidos por légica. Implica un razonamiento abstracto mas que
basado en la experiencia: supone una moneda bién balanceada, un

dado no sesgado. una rueda

un razonamiento
puede recurrirs

Cuandao

a
simetria &

-

de ruleta honesta.
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falla debidc la falta de

ria probabiliistica relativa.
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1.6 PROBABILIDAD FRECUENTISTA O EMPIRICA.

1.6.1 LA FRECUENCIA RELATIVA.

Supéngase que se repite n veces el experimento €; sean A V
B dos sucesos asociados con €:. v 8ean na YV ne €l numero
respectivo de veces gue ocurren A v B en las n repeticiones.
La frecuencia relativa del suceso A es definida como:

fa = na / n.
Donde: fa: Frecuencia relativa del suceso A.

na: Numero de veces gue ocurre €l sucesc A.

n: Numero de repeticiones del experimento.

1.6.2 PROFPIEDADES DE LA FRECUENCIA RELATIVA.

1. 0 1.

1A
H
>

1A

51 fa = 0, A nunca ocurre en las n repsticiones v en este
caso se considera gue A es un suceso falso.

51 fa = 1. A ocurre todas las veces en las n repeticiones vy
en tal caso se dice qQue A es un suceso cierto.

En amboe extremos. se tendréd un experimento deterministico.
En el intervalo., se tendra un fendmeno probabilistico
propiamente dicho.

2. favp = fa + fe, 81 A v B son dos sucesos mutuamente
excluventes, es decir que no pueden ccurrir Jjuntos, ANB = @&.

3. fa "Converge” en cierto sentido probabilistico a8 1a
probabilidad. P(A). cuando el numero de experimentos crece
indefinidamente. Por lo tantc. usando el resultado de la

regularidad estadistica o estabilidad de frecuencias, se
acostumbra esgcribir:

Lim fa = P(A).

n-—>@
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1.86.3 COMENTARIOS ACERCA DE LA PROBABILIDAD FRECUENTISTA.

Esta  anfogque axperimental  ouaede avudar a verificar la
suposicidn  de eveanos egquipronables. Puede ser 1ivil para estimar
las rprobabllidades de vent por medico de experimentos

repetidos. o eiemplo, moneda no valanceada, cual es
la probabiliaad de  ocmar Ay realizacidn de experimentos
consistira en arroiar la moneda v observar los resultados. 51 s
lanza n = 100 wveces en Las mismas circunstancias v se anota l
proporcion  de veces que sale cara, vy sl esta frecuencia relativa
es 45/100, eata geria una estimacidn de la probabilidad p. Aun

con una moneda pertecna. esta frecuencia relaciva no
necesariamente geria exactamente 50/100. Esto indica que no
puede obtenerse la probabilidad  verdadera a partir de
experimentos repernidos. La estimacidn se aproximara a  la

relacion verdadera -la probabilidad- a medida que n aumenta.

D

Cuando se arroia un dado equilibrado 8 veces. es poczo probable
qQue cada numero de los B aparezca  exactaments 1 vez. Con n
grande puede esperarse que a la larga. o =n promedio. cada una
de las 5 caras del dJdado aparezca aproximadamente 178 «de las
veces. La prokabilidad de obtener cualguiera de los numeros de

un dado en una Tirada aleatoria es 1/6.

En realidad nunca rpodria obtenerse la probabilidad de un evennto
por este limite. Ezsta propabilidad supcne un ooneepto a Largo
plazo. En iLa practica 10 puede {Lratarse de Sotener  ana
estimacidén cercana a FPAT basado 2n un n #rande. La desventaja
de egte enfogque 235 La gran cantidad de tiempo Vv COSLOS
necesarios para realizar los zperimentos v las dificultades
para planearios v controlaric

LY OVISION ZUBJETIVA DE LA FROBABILITAD.

Los  anteriores Cconceptos  San interpre itones oojetivas de la
probabilidad. deonde su magnitud se  2btiene unicamente a partir
del fendmeno de  interes. bien sea medlante un analisis légico o
mediante el empleoc de pruebas repetidas. v sin que intervenga el
Juicic personal.

"
Sh N
"5
+ i
Ct
&
30

La ©orobabilidard cominmente aparece disfrazada como posibilidad o
incertljumbpm de gque  algo ocurra. Por ejemplo. &l cielo nublado
pueds dar alguna 1dea de ia posibilidad de lluvia.

Tom

d puede =
la verdad
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La probabilidad intuitiva es muy utilizada en la investigacién
cientifica para la verificacidn de hipotesgis, permitiendo
cuantificar el riesgo involucrado en la toma de decisiones y la
cenfianza que puede depositarse respecto de las hipdtesis
establecidas. Ha habido intentos de definirla vy formalizarla
matematicamente, para algunos eventos unicos que ocurren solo
una vez y no pueden estar sujetns a experimentos repetidos por
su naturaleza 0 por su CoOsStoO.

La interpretacién subjetiva de la probabilidad presenta la

desventaja de qQue dos individuos, por diferencias individuales
razonables., pueden diferir en sus grados de confianza incluso
cuando se les ofrezca la misma evidencia. Sin embarso. es un
concepto muy flexible que tiene aplicaciones en una amplia gama
de situaciones: puede asignarse a hechos con los que la
probabilidad clasica no se asocia, puede dar soluciones mas

realistas va que la experimentacidén es a menudo inadecuada por
razones de costos en tiempo v dinero. ademds de resultar a veces
imposible de realizar en la practica.

“"El Subjetivista puede aplicar las probabilidades a todos los
problemas de un claegicista. a los de un Ifrecuentista v a muchos
otros. (Cuando se presenta simetria reconocera un razonamiento
apriori y cuando la cantidad de datos es grande obtendra las
mismas probabilidades gque un frecuentista”™ (3).

BT o h am e g e e rme v mE 2 aey s pve 4 e W £m o o am W s % 0% ) rmimy o e oy gy e oy o ey oo o] e



Z. LA

(2]

'EORIA DE PROBABILIDADES.

[

& probevilidad axiomatica no requiere definir los elementos que
sviefacen los axiomas. Con una abstraccidn de este tipo. fue
nnecesario que los Matematicos abordaran el problema de definir
a prokbzbilidad. La Teoria de Probabilidades postula la
existenciz de la probabilidad come un numerc real. en formsa
independiente del concepto gque se tenga de ella. Esta teoris
centra su2 atencion en la deduccidn de los princirpics v leves
generales que ayudan a calcular las probabilidades ae eventos
compuestos a partir de las probsbilidades de =sus eventos
elementales. lae cuales se suponen conocidas. Para €l calculo de
tales probabilidadees. esta teoria utilizs como apovo funcamental
la Teoria de Conjuntoe.

g

bt pete Iy FA

Z.1 PROBARILIDAD AXIOMATICA.

Sean los siguientes elementos:

€: Un experimento aleatorio.
5: El espacio muestral asociado con €.
A v E: Los sucesos de interés.
: Probabilidad de A.
P{B): Probabilidad de E.

(b

P(A) es un numero real. asociado al sucesco A, gue ¢
siguientes condiciones O axiomas.

AXIOMAS:

1. 0 = P(&) = 1.

B

Pig) = 1.

3. FLAUB) = P(A)Y + P(RB)Y, 81 A v B son mutuamente excluventes.

.2 OBSERVACIONES.
0. P(B) es un numerc real. asocoado al suceso B, que satisface
las miemas condiciones o axiomas definidas para P(A}.

1. Ee préctica comin., en algunos contextos. multiplicar este
numero por 100 vy expresar la probabilidad como un porcentaje.
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P{A} = O representa un suces30 A que &3 imposible: nunca sucede.
P(A) = 1 representa un suceso A Qque es cierto. Existe una

certeza total (del 100%) de que el sucesoc A ccurre.

2. La suma de las probabilidades de todos los eventos simples es
1 (el 100 %3.

3. Leos sucesos A, B son mutuamente excluyentes si no pueden
ocurrir juntosa., esto es ANB = ¢. La ocurrsncia del uno

AULOMAYL j namente imposibilita la ocurrencia del otro.

Graficamente puede visualizarse en un Diagrama de Venn. asi:

€3]

I

Figura 1. Diagrama de Venn
para dos sucesos mutuamente exclutentes. A y B.

Esta definicidn puede generalizarse para K sucescs mutuamente
excluventes de var en par. asi:

s
PL U Ai] = PlAL)

i=1 1

i~ s

1

Y para el caso de infinito numero de sucesos. 3e tiene:

PriJ Ai] = Z P(A1} = P(ALl) + P(AZ) + ... + P(An) +
1=1 1=1

Loz =ziguilentes teoremas. Co :
t.enen au demestracion matematica rizurosa vy pusden consul
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1. Prg)y = 0. La prokabilidad del coniunto vacio es cero (0).
2. PtA"y = 1 - P(AY. Donde A" es el Complemento de A. A" =5 - A
3. PiAYr) = P(A) + P(B)Y - P(ANB). Este teorema es conocido como

“"Lev Aditiva’ y se usa para el calculo de la rrobabilidad de
la iinion de dos sucesos. en forma general. (Ver figura 29

S

Figura 2. Diagrama de Venn
de dos sucesos, A y B, en general.

Para el caso particular de dos sucesos mutuamente excluventes
donde AiiZ = @g. se tendria:

b

P{AUBY = P(A) + P(B) - P(&)

= P(A) + P(BYy - 0 = P(A) + P(B). tal
como e postuld en el axioma 3.

Esta 1lev aditiva puede generalizarse. Para 3 sucesos. quedaria
asi:

PAAUEDR ) = P(A) + P(B) + F(&) - PARB) - P(ANCY - P(BNCY +
P(ANBNC).

4. 51 A& O B, entonces P(A}Y = P{B).

EFn musnts contextos, la union de conjuntos se entiende de una

manera x«naloga a la suma de eventos y  la interseccidn  al
products.  Ademas para la solucion de problemas. es importante

utilizar 1los resultadeos de la Teoria de Conjuntos. Algunos de
ellos son las Leyves de De Morgan, cuyva notacion es:

CAUBY = AN BT, v (AN BY = AU B".

Ll
ke

Estaa leve pueden generalizarse. FPara ucesce, aQuedarla como:

Y= AN BT o,y CANBNY T = A U B U CF
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2.4 EJEMPLOS.

Ejemplo 2.1 (Ejemplo 2.1 de Mevyer. p.Z1).

Supongamos que s86lo son posibles tres resultados en
un eroerimento. digamos ai. az. as. Ademas, supongamos que la
ocurr=ncia de ai es dos veces mAas  probable que la de a=z=, la
cual. a su vez, e3 dos veces mas probable gue az. Entonces:

p1 = Zpz +
pz = Zps
3 = r3

P1 + p2 +p3 = 7p3
1 = 7Tpa (La suma de las tres probabilidades es 1)

De donde pa = 1/7. luesgo pe = 2/7 v p1 = 4/7.

Ejemplo 2.2 (Problema 1.15 de Meyer, P. p. 20)

Cierto tipo de motor eléctrico falla por obstruccion
de 1oz cojinetes, por combustidn del embobinado o por desgaste
de 1as escobillas. Supdongase que la probabilidad de la
obstrucecion es el doble de 1la de combustidn, la cual es cuatro
veces mas probable gue la inutilizacidn de las escobillas. 7Cual
es la probabilidad de que el fallo sea por cada unc de esos tres
mecanismos’?

Solucidén. Sean los sucesos v 1as respectivas probabilidades:

Fl: Cbstruccidén de los cojinetes --- pi = Zpz, p1 = B3ps
F2: Combustion del embobinado -———-= Lz = 4pa = ez = d4dpa
F3: Desgaste de las escobillasg -———-—- pz = D3 = ra = 3
p1 + pz2 + pa = 13p=

1 = 13p=

De donde pa = 1/13. luego p1r = 8/13 v pz = 4/13

Eiemplo Z.3 (Problema .17 de Mever, p. Z0).

supnngase que A, B, v ¢ =Eon 3ucescs tal
P(BY = P(CY = 1/4. P(ANB) = P(CNBY = 0 v P{ANC) =
la probabilidad de <que al menos uno de los suce
ocurra.

& e P{A}
1/78. Calcular
[S1e) 0

0]
o=
v 8
o}

Solucidn:

P(A) = P(B) = P(C) = 1/4
P(ANB)Y = P(CNB) = O
PANCY = L/3.

- B I L N T S o —_ 4 e — PR . poa B o PR o e ey D S . R U T



Ejemplce 2.4 (Problema 2.1 de Mever. p. 31).

En una habitacion se encuentras el siguiente grupo de
rersonas: 5 hombres mavores de 21. 4 hombres menores de 21, 8
mujeres mayores de 21 vy 3 mujeres menoree de Z1. Se elige una
rercsona al azar. Se definen los sucesos siguientes:
A: {la persona es mavor de Z21}t: B: {la persona es menor de 2Z1};
C: {a persona e& hombre!: D: {La persona es mujer}’. Evaluar las
siguientes probabilidades:

a) P{BUM
by PAUCH)
Sclucidn:
JA JB = A
Mavores Menores Tcotal
de 21. de 21.
C > Hombres 5 4 g
D= C'—-> Muieres 6 3 g
Total 11 7 18

PtA) = 11/18

P(B) = 7/16
P(C) = 8/18B = 1/2
P(D) = 9/18 = 1/Z

a) P(BUD) = P(B) + P(D) - P(BnD) = 7/18 + 9/18 - 3/18 = 13/18
b) P(A'UCHY=P{ANC) = 1 - P(ANC) = 1 - 5718 = 3718, o también:
P(A ) + P(C™) = P(A'OY C7)

7/18 + 9718 - 3718
13/18

b) P(ATUC")

i

Ejemplo 2.5 S5e arrcjan Jjuntos una moneds Vv un dado. Sea A: la
moneda sale gelio v H: El dado cae en 3 o en 4. Cual
es la probabilidad de que A o B aparezcan?

Solucién. Aparecen Z puntos en la intercesion: {(5,3),(5,4)}

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 1/2 + z/6 - 2/12
=172 + 1/3 - 1/86 = (3+2-1)/6 = 4/6
= 2/3.

Ejemplo Z.6 En un grupo de 1200 rpelotas de golf, 40 tienen
cubiertas imperfectas. 32 no rebotan v 12 presentan
los 2 defectos. 8i se selecciona una pelota aleatorismente del



conjunto, cuayl eg la rrobabilidad de oque la p=loctas sea
defectuosa”?

P(AUR) P(AY + P(B)Y - P(ANB)Y = 40/1200 + 32/1200 - 12,1200
0.05

o

2.5 PROBABILIDAD CONDICIONAL.

Se¢ habla de probabilidad condicional cuando la ocurrencia o no
ocurrencia de un sUCEs0, depende de 1a occourrencia © no
ocurrencia de otro suceso. La probabilidad de ocurrencia del uno
cepende de si el otro ha ocurrido ¢ no.

Z2.5.1 DEFINICION.
Sean A v B dos sucesos asoclados con un experimento €.
Sea P{(B/A): la probabilidad condicional del suceso B dado que el

sucesc A ha ocurrido.

P(B/A)

it

P(ANB)/P{A)., Donde: P(A) F 0. o sea P(A) > 0. v

P(A/B)

H

P(ANB)/P(B), Donde: P(B) ¥+ 0, o sea P(B) > O

Graficamente puede visualizarse el sentido de esta definicidn,
asi:

l
|
> P(B/A)Y = P(ANB}Y /P(A).

Figura 3. Probabilidad Condicional P(B/A).

Para calcular la probabilidad condicional P(B/A} puede hacerse

uso de la definicidn clasicsa de probabilidad, Casos
favorables/Casos posibles, donde los casos posibles estan
representados por el é&rea P(A). Dado que el sucesoc A ha

ocurrido, puede considerarse el espacio muestral reducido §° (Un
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subconjunto del espacio muestral original 8) como el Area
encerrada por el suceso A, v los casoe favorables como los casos
en que B ocurre sin salirse del espacio muestral reducide, donde
A  ha ocurrido: esto es representado en la grafica como el é&rea
P(B/A).

Se tienen dos maneras de calcular la probabilidad condicional
P(B/A), asi:

a) Directamente, como en la anterior ilustracidén, considerando
la probabilidad de B con respecto al espacio muestral reducido
S = P{(A). La probabilidad del espaci¢ muestral reducido debe

ser mavor gque 0. de 1o contrario la probabilidad condicional no
estaria definida.

b) Usando la definicidén de probabilidad condicional. P(B/A) =
P(ANB)/P(A)., donde P(ANB) v P(A) se calculan con respecto al
espacio muestral original S.

En general P(A/B) + P(ANB). Como un caso particular podris
considerarse: P{(A/B) = P(ANB) s6lo cuando B = S. Ya que, como se

sabe por el axioma 2, P(S) = 1 v en éste caso se tendria:
P(A/B) = P(ANBY/P(B) = P(ANB)/P(5) = P(ANB)Y/1 = P(ANB) = P(ANS)
= P(A).

Es conveniente insistir en la diferencia existente entre 1los
conceptos de probabilidad libre -no condicional- P(A), y el de
probabilidad condicional P(A/B). En este 1ultimo caso s8e tiene
informacidn adicional ©para calcular la probabilidad de
ocurrencia del suceso A: su notacidén no seréd P(A) sino P(A/B).
S5e sabe gque un suceso B ha ocurrido y por lo tanto el espacio
muestral ha sido reducido: los casos poseibles para el cédlculo de
P(A/B)Y estan circunscritos a los casos observados en P(A). La
informaciodn adicional es valiosa, sirve para corregir las
probabilidades.

2.5.2 EJEMPLOS.

Ejemplo 2.7 La probabilidad de gue una persona seleccionada al
azar entre toda la poblacién viva hasta los 65 afios,
serad diferente a la probabilidad de gue una persona seleccionada
al azar entre un grupo de individuos de 20 afios de edad viva
hasta loe 65 afioe. 51 8e definen 1loe sucesos, A: {Una persona

vive hasta los 65 afios} vy B: {Una persona tiene 20 aflos . de
edad}, y usando la notacion adecuada de probabilidad
condicional. se observa claramente P(A) ¥ P(A/B) para los casos

de este ejemplo.
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Ejemplo 2.8 Sean los sucesos. A: {Observar lluvia un dig dado} vy
B: {Observar cielo nublado}.

81 60% de todos los dias sgon nublados. entonces P(B) = 0.6. Si

el 30% de los dias son lluviosos y nublados, P(ANB) = 0.3;
P(A/B) = P(ANB)/P(B) = 0.3/0.6 = 1/2 = 0.5 = B0%. Y se tiene:
P(A/B) = Porcentaje de dias lluviosos en la subpoblacién de dias

nublados. P(A) seria el porcentaje de dias lluviosos en la
poblacién de todos 1los dias, pero cabe esperar lluvia con mayor
probabilidad 8i el cielo estd nublado.

2.5.3 COMPARACION DE LAS MAGNITUDES DE P(A/B) Y P(A)Y.

Meyer, PFaul pare analizar la posibilidad de hacer una
afirmacién general acerca de la magnitud relativa de P(A/B) vy
P(A), coneidera 4 casos asi:

{a) Para dos sucesos mutuamente excluyentes A yv B, agquellos que

noc pueden ocurrir simultéaneamente, ésto es ANB = ¢, entonces
P(AYBy = 0 = P(A), puesto gque A no puede ocurrir s8i B ha
ocurrido. ‘

(b Si A € B, luego P(A/B) = P{(ANB)/P(B) = P{(AY/P(B)} = P(A),

puesto que 0 £ P(B) = 1.

{(c) B C A, luego P(A/B) = P(ANBY/P(B) = P(B)/P(B) = 1 = P(A)

{(d} Ninguno de los casos anteriores, ésto es8 cuando A y B son
intersecantes., en general, no puede hacerse ninguna afirmacibn
acerca de la magnitud relativa de P(A/B) yv P(A).

Meyer observa, ademés, que P(A) =z P(A/B) en el caso (m), P(A) =

P(A/B) en los casose (b) v (c), v no puede hacerse ninguna
comparacion en el caso (d). (4). )

2.5.4 LEY MULTIPLICATIVA O LEY DE PROBABILIDAD CONJUNTA.

Aplicando la anterior definicién de probabilidad condicional,
P(B/A)Y = P(ANB)/P(A), para hsllar P(ANB). se tiene:

P(ANE)
P(BNA)

P(A) * P(B/A), o también
P(B) * P(A/B).

(NI

Este resgultado es conocido como “Teorema de Multiplicacidn de
probabilidades” o “Ley de Probabilidad Conjunta” para la
ocurrencia simulténea de los dos sBucesos A y B.

4 Meyer, Paul, Op. cit, p. 38B.



Z.8 INDEPENDENCIA ESTADISTICA.

Existen casos donde sabilendo que el suceso B ha ocurride, sge da
una informacidén valiosa referente & la probabilidad de
ocurrencia de A. Sinembargo existen muchos casos en los cuales
se  sabe gque i un sucesc B ocurre no tiene influencia alguna
Qgﬁpeggggrg lalmgeugrggcza o, no ocurren?ia de A, y viceversa. De

: & @&ucescs A v B sera, considerados sucesos
independientes entre gi.

2.6.1 DEFINICION INTUITIVA.

i se considera gue el resultado de un suceso no afecta ni
es afectacao por el resultade de otro. intuitivamente rpuede
pensarse que la probabilidad libre es igusal a la probebilided
condicional. para ambos sucesos en relacidén mutua, la cual puede
expresarse asi:

dp]

F{A/R}
P(Br/A}

FP(A). con P(A) > O, ¥
P(bi. con P(B) » O

Il

2.6.2 DEFINICION FORMAL.

S1  las probabilidades condicicnales son  igualss a las
probabilidades no condicionales correspondientes. como se dijo
en el parrafo anterior, y usando el teorema de multipiicacicn de
probabilidades se tiene:

P{ANB)
P{BOA)

F(A) x P(B/A)
P(B) x P(A/B)

il

P(A) * P(B), v también.
P(B) x P(A) :

1
il

Ls siguiente definicidn formal sera véalida aun s8i P(A) o P(B)
son igualee a 0, O sea, sera valida pars F(A) =z O v P(R) = O

A v B son sucesos independientes =i v edlo si:

F(ANBY = P(AY * E(B).
Puede hacerse la extensién del concepto de independencia a 3
BUCEEB0E ascciados con un experimento, mediante la siguiente
Definicion:

Se  dice gque tres sucesos A. B v C son mutuamente indepsendientes
sl v 86lo Bi, todas las condiciones siguientes se cumplen:

POANE) = P(AY * P{E)
P(ANT) = P(A) * P(O)
F(BNCH = P(B)Y * P(C)
PCANBNC) = P(A) * P(B) * P(C;)



En la mavor parte de las aplicaciones no necesita verificarse
todas las condiciones: generalmente se supone la  inderedencia
con  base en lo que se sabe acerca del experimento, ¥y entonces se
usa esta suposicion para calcular las probabilidades conjuntas.

2.6.3 RECONSIDERACION DE LA LEY ADITIVA.

kecordando la Lev Aditiva para la Uniéon de dos sucescs A v
E. F(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB). puede observarse algunos casog
de intereés: '
1. &1 A v B son dos sucescs mutuamente excluventes. P(ANBY = O vy
entonces P(AUB)Y = P(A) + P(R). {Comc fué mencionadc antes).

Z. S5i A v B son independientes, P(ANB) = P{(A) ¥ P(B), v entonces
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A) ¥ P(B).

3. 81 A v B no son independientes (son dependientes). luego
P(ANB)Y = P(A)Y * P(B/AY = P(B) *x P(A/B), por 1lo tanto Be tiene

P(AUB)Y = P(A) + P(B) - P(A) * P(B/A). tambien puede hallarse

P(AUB) = P{AY + P(B) - P(B) x P(A/B).

2.6.4 BEJEMPLOGS.

Ejemplo 2.9 (Adaptado del Ejemplo 3.6 de Mever, p. 43).
Supongamos que ge lanza un dado normal dos veces.
Definimos los sucesos A v B como sigue:

A = {el primer dado muestra un numero par;},

B = {el segundo dado muestra un 5 o un 6},
Por intuicién se sabe que loe eucesose A vy B no estén
relacionadoe: la ocurrencia (o no ocurrencia) de unc, no
proporciona informacidédn acerca de la ocurrencia del otro. Parsa
corroborar el resultado intuitivo pueden efectuarse los
calculos. Considerando el espacio muestral con 36 resultados

igualmente posibles S, Be tiene:

S = {(1.13, (1.2), (1.3). ... (1.6}
(Z.1). (2.2). (2.3), ... (2.6)
(6.1), (6.237. (8.3}, ... i6.6)7.

P(A) = 3/6 = 1/2

P(B) = 2/6 = 1/3

ANB: {(2,5), (2,86), (4.5). (4.8), (8.,5), (6,6)}, entonces.
P(ANB) = 6/36 = 1/6



P(A/B)
P(B/A)

P(ANB)/P(B)
P(ANB)/P(A)

(1/6)/(1/3)
(1/6)/(1/2)

172
2/6

P(A)
173 = P(B)

i
o

i
[E]|

A v B son independientes ya que se cumple la definicién:
P(ANEB) P(A) * P(B): de los resultados anteriores, se tiene:
/6 = 1/2 * 1/3.

I

A y B son independientes, entonces se sabe que no son mutuamente
excluventes. Para hallar P(AUB) puede procederse asi:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)., seglin el teorema 3, entonces:
P(AUB) = 1/2 + 1/3 - 1/6 = (3 + 2 -~ 1)/86 = 4/6 = 2/3.
Nota. Debe observarse que si A v B  son dos eventos

independientes c¢con probabilidades distintas de 0. entonces debe
haber por lo menos un evento elemental comun en el conjunto de
la intersecciodn.

Ejemplo Z.10 (Adsptado del Ejemplo 3.2Z de Meyver, p. 37).

Suptngase gque una oficina tiene 100 maqQuinas
calculadoras. Algunas de esas magquinas son eléctricas (E),
mientras gque otras son manuales (M). Ademas. algunas son nuevas
(N), mientras las otras son usadas (U). La tabla da el numero de
magquinas de cada categoria. Una persona entra en la oficina,
escoge una maquina al azar, v descubre que es nueva. Cuédl es la
probabilidad de que sea eléctrica?”.

TABLA
E M
N 40 30 70
U 20 10 30
60 40 100

Solucidn: Se desea calcular P(E/N)

a) ©S6lo considerando el espacio muestral reducido, N, las 70
méguinas nuevae. se tiene P(E/N) = 40/70 = 4/7.

b) Usando la definicidén de probasbilidad condicional, se tiene:
P(E/N)Y = P{(ENN)/P(N) = (407100)/(70/100) = 40/70 = 4/7

Otros célculos adicionales de interés, en este ejemplo, pueden
ser los que se presentan a continuacion.

Probabilidedes Marginales:

P(N)
P(U)

707100
307100

7/10
3/10

Hon
"o



P(E)
P{R)

650./7100
407100

375
2/5

" n

it

Probabilidades Conjuntas:

P(NNE) = 40/100 = 2/5
P(NNAM)= 30/100 = 3/10
P(UNE) = 20/100 = 1/5
P(UNM) = 107100 =1/10

Probabilidades Cndicionales:

P(N/E) = 40/60
P(E/N) = 40/70

2/3
4/7

Ejemplo Z2.11 (Adaptado del Ejemplo 3.1 de Mever. p. 35:.

Se lanzan dos dados normales v se inot=n los
resultados (xi,x2) en donde x1 es el resultado del i-és=ii-» dado
i = 1,2. El espacio muestral S puede representarse por 36
resultados igualmente probables., asi: ‘

"

5 = {(1.1), (1.2), (1.3), ... (1.6)
(z.1), (2,2)., (2,3), ... (2.6)

(6.1). (6.2), (6,3). ... (6.6)}.
Sean los sucesos siguientes:

A: {(X1.X2)/ X1 + Xz = 10}
B: {(X1, X2)/ X1 > Xz}

C: {(X1,X2)/ X1 + X2 < 4}
D: {{(X1.X2)/ X1 + Xz < 31}
E: {(X1,X2)/ X2 = 2}

Estoe sucesos y sus respectivas probabilidades pueden ascritvirse
como:

A:{(4,6).(5.,5),(6.4)}, luego P(A) = 3/36
B:{(6.5), (6.4). (6.3). (6.2). (6.1). (5,4). (5.3). (5.2},
(Z2,1)]

{(5.1Y, (4.,3), (4,2). (4.,1}. (3.2, (3.1, (2 Y, lugo:
P(B) = 15/36

k4

Cr {(1.1).(1.23,(1,3),(2.131.(2.Zy, (3,1}, PI(C) = 8736 = 1/86
D: {£1.1).¢1.2).(2.,1)}, entoncee P(D) = 3736 = 1/1Z.

E: {(2.1),(2,2).(2.3).(2.4), (2.5), (2,8)}, P(E) = 6/36 = 1/6
P(ANB) = 1/36

Para el célculo de las probabilidades Condicionales, puede
procederse asi:


http:2,1).(2,2),(2.3),(2.4L

a) Utilizando la definicién de Frobabilidasd Condiciconsal:

It

P(A/B = P(ANB)/P(B) = (1/36)/(15/36)
P(B/A) = P(ANB)/P(A) = (1/36)/(3/36)

17156
1/3

1

b) Utilizando el espacio muestral reducido:

CF CF
P(A/B) = —— = 1/15b v F(B/A)= ~- = 1/3
CP Cp

¢) De la definicién de Probabilidad Condicional. pude
observarse: P(CND) = 3/36 = 1/1Z.

d) Por el espracio muestral reducido. se tiene:
P(CND) = P(CYy *x P(D/C)Y = 1/6 ¥ 3/6 = 3/36 = 1712,
o también., P(CND) = P(D) * P(C/D) = 3/36 ¥ 1 = 3/36 = 1/12

2.7 TEOREMA DE MULTIPLICACION DE PROBABILIDADES
O LEY DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Esta ley de probabilidad conjunta, vista en el apartado Z2.5.4 es
utlizada para Eventos Dependienteg, donde la probabilidad de uno
de los eventos ege condiciona o depende de la ocurrencia o no
ocurrencia de otros eventos. Por ejemplo, al esacar dos cartas
aleatoriamente sin reemplazo de una baraja, la probabilidad en
la segunda carts depende del resultado obtenido en la primersa.

Otro edemplo que puede citarse e ilustrarese con céalculos es el
siguiente: El gerente de una firma estima gque s8i pone un aviso
en cierta revista, éste eserda leido por la mitad de los
sBuscriptores v el 1% de los que leen el aviso compraran el
producto ofrecido. FP(Lectura del aviso v compra del producto) =
P(Lectura del aviso) x P(compra del producto / Lectura del
aviso) = (0.5) (0.01) = 0.005b6.

Generalizando este teorema para n sucesos dependientes, gquedaria
de la siguuiente manera:

P(A1 N A2 ... N An) = P(A1) % P(A2/A1) * P{Az/Axr,Az) * ... X
P(An/A1,Az, ... An-1)

Ejemplo 2.12 (Adaptado del Ejemplo 3.8 de Meyer, p. 45).

Consideremos un lote grande de articulos, digamos
10.000. Supongamos gque el 10% de estos articulos es defectuoso y
el 90% no. Se escogen dos articulos al azar. Cull es la
probabilidad de gue ambos no sean defectuosos?

Pueden definirse los sucesos A yv B asi:



A
B

{el primer articulo no es defectuoso},
{el segundo articulo ne es defectuoso}.

a) Con sustitucidn, A yv B son independientes., por lo tanto:
P(ANB) = P(A) ¥*x P(B) = 0.9 x 0.9 = 0.81

b) Sin substitucién, A v B son dependientes. por 1o tanto:

8990
P(ANB) = P(A) ¥ P(B/A) = 0.9 X ~---- = (0.81
9999
Suponer los sucesos A y B independientes causa un error
despreciable., en este caso va gque n es grande. En el caso en

que n sea pegueno, tal surcosicidn conducira a granaes errores.

2.8 TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL O DE LA ELIMINACION.

Antes de estudiar este teorema e8 necesario considerar 1la
definicién de una Particion del espacio muestral.

2.8.1 PARTICION DEL ESPACIO MUESTRAL.

Existe una particién del espacio muestral S en los sucesos
B+ coni =1, 2, ... K, 8i al efectuar el experimento €, ocurre
uno y 8610 uno de los sucesoes Bi.

Los sucesos Bi, Bz, ... .Bx representan una particion del
espacio muestral 5. i satisfacen lae siguientesg condiciones:
son mutuamente excluyentes, colectivamente exhaustivos y no
vaciose. O, escrito mas formalmente, si: '

]

a) BinBj @ Para todo i % J.

*
b) U B

i=121

il

S

c¢) F(Bs) > O Para todo 1.

2.8.2 EL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL.

Sea A algin esuceso con respecto a 5 v sea Bi, Bz, ... B,
una particidén de S. En el diagrama de Venn de la figura se
ilustra ésto para K = 7.
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Figura 4. Particion del espacio muestral &. &n bi.izl,>....,7

Algunas de las intersecciones. ANBi. pueden s2r vacias v aun asi
sigue siendo valida 1la anterior descomposicién del suceso A, el
cual puede escribirmse como:

A = (ANBi) U (ANBz) U...(ANBx),

donde todos los sucesos (ANBi), (ANBz}. ... (AitEyY sBOnN
mutuamente excluyentes.

Puede aplicarse la propiedad aditiva para sucesos mutuamente
exluyventes, axioma 3, v escribir:

F(A) = P(ANBi1) + P(ANBz) + ... + P(ANBx)

Aplicando 1a definicién de probabilidad condicional. cada
término P(ANBi) puede Ber expresado como P(A) * P(Bi/A}, 0 como
P(Bs) * P(A/Ba), y por lo tanto:

P(A) = P(B1)*¥P(A/B1) + P(Bz2)*P(A/Bz) + ... + P(Bx)}*P(A/Bx).

El resultado anterior también puede escribirse como:

%
P(A) = z P(Bs) * P(A/Bs)

J=1

Este teorema de la probabilidad total. es de gran utilidad en
algunas aplicaciones, ya que, frecuentemente, puede sger dificil
calcular directamente la probabilidad P(A)}, pero puede ser
factible disponer de informacidén sdicional ascerca de las P(Bz) y
de las P{A/Bs). las cuales mediante la férmula anterior
permitirian hallar P(A).
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Ejemplo 2.13 (Adaptado de los ejemplos 3.3 v 3.4 de Meyer, p.p.

37, 39). De un lote de BU articulos buenos v 20
defectuosos. escogemos al azar dos articulos. Sean los sucesoe
A: {el primer articulo es defectuosoi. B: {el segundo articulo

es defectuoso}. El calculo de las probabilidades seria:

a) Con sustitucion. P(A) = P(B) = 20/100 = 1/5.
b) Sin Sustitucidn. F(AY = 20/100 = 1/5.

¢) Probabilidad de aque los dos articulos sean defectuoeos:
P(ANB)Y = P(A) * P(B/7A)Y = 1/5 % 19/99 = 19,495,

d) Cuél es la probabilidad de que el segundoc articulo sea
defectuosc” P{(EB: = 7

Depende de 1o gque halla ocurrido con el primero. 81 el primer
articulo resulto defectuoso. ocurrid A, luege P(B/A) = 18/80.
Pero Bi el primer articulc fué no defectuosoc. entonces se tiene
P(B/A")Y = 20/99. 7 Sera P(B) = P(B/A) + P(B/A™) 7

No. L& probabilidaed total del suceso B -el segundoe articulo es
defectuoso- no es la suma ni el promedio simple de las
probabilidades condicionales de los casos resultantes del primer
articulo Ay A’°. La probabilidad totel es un promedio ponderado
de FP(B/A) y P(B/A" ). donde las ponderaciones son las respectivas
probabilidades P(A} y P{A"), como lo ilustra el teorema de la
rrobablilided total. Para este caso. los calculos seran:

P(B) = P(A) * P(B/AY + P(A") * P(B/A")
19/89 x 175 + 20/99 x 4/56
(19+480)/7(99x5) = 98/(99x5) = 1/5

1noH

NOTA: Este resultado puede ser un poco sorprendente. En el caso
a) con sustitucidn, se tenia P(B) = 1/56 !

Ejemplo Z2.14 (Adaptado del ejemplo 3.13 de Mever, p. 40).
Suponga gue entre sels pernos, dos son mas cortos
que una longitud especifica. 51 se escogen dos pernos al azar,

a) Cual es la probebilidad de gqgue los dos mé&s cortos sean los
egeogidos”

b) Cudl es le prrobabilidad de que el segundo perno escogido ses
corto?

Solucidn:
a) Hea el suceso Ai: {el perno 1 eescogido es corto}l, i = 1,2

P(A1NAz) = P(A1)Yx P(Az/A1) = 2/6 x 1/0 = 1/3 »x 1/6 = 1/715. 0,
de otra manera:



P(A1NA2) = --= = ——-———~ T mee——m———— T e = 1/15
cP (s) 61/(214! 4! x5BR6/4 %2

b)Yy P(Az) P{(Az2/A1) * P(A1) + Pi{Az/A17) * P{(A1")
1/b X 2/6 + 2/5 x 4/6 = (2+8)/30

10/30 = 1/3.

1

En la solucidn de este problema. Meyer, dice:
"La solucion comun pero Iincorrecta s escribir:
P(Ai1NAz)Y = P(A2)P(A1) = 1/5 « 2/6 = 1/15.

Lo importante. en realidad, es que aunque la respuesta es
correcta. la identificacién de 1/5 como P(Az) es incorrecta; 1/5
representa P(Az/A1)" (5B).

2.9 TEOREMA DE BAYES

Sea Bi, Bz,...,Bx. una particién de 8. v 8ea A un suceso

agociado a 8; por definicidén de probabilidad condicionsal, se
tiene:

F{(BinA)
P(Bi/A) = ——————- i= 1,2, ... .k

El numerador de esta expresiodn, puede desarrollarse haciendo uso
de la probabilidad conjunta para eventos dependientes; y el
denominador, utilizesndo el tecrema de la probabilidad total para
P(A) -visto en 1la seccidén anterior- por lo tanto el teorema de
Baves puede ser expresado como:

P(Bi) * P(A/Bi)
P(Bi/A) & ——m—mmmmmmm e i=1,2, ... .k

X
Z P(BY) x P(A/B3)
3=1

Este resultado se conoce como una formula para la-probabilidad
de lag "'causas” que conducen al suceso A. Los Bi son una
particidén del espacio muestral S. y por lo tantoc uno y 86lo uno
de los Ba ocurre, es decir, uno v 86lo uno de los Bi es el
causante de A.

5 Meyer, Paul, Op. cit, p. 48.
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El teorema permite calcular P(Bi/A), la probabilidad de un Bai
cualquiera -une& ‘‘causa’ - dado qgue el suceso A ha ocurrido. Para
su aplicacidén deben conocerse las probabilidades de las causas,
estag probabilidades son representadas por los valores de P(Bi);
la Gnica restriccién esg gque todas las hipdtesis pueden ser
aceptablesr en una situacion dada v que no se le asigne a ninguna
una probabilidad a priori de 0 o 1. Este teorema en sentido
matemético es perfectamente correcto; es por la eleccidn
impropia de P{Bi) que puede prestarse a controversias y hacer el
resultaedo objetable.

El teorema de Baves parece implicar algin tipo de razonamiento
inverso o hacia el origen, pero apunta hacia una forma natural
de formular las preguntas. La probabilidad posterior o
aposteriori se determina después de que 8son conocidos los
resultados del experimento aleatorio.

Esta Regla Bayesiana es de gran aplicacién en la toma de
decisiones. El Bujeto gque toma la decisidn a menudo se enfrenta
con un conjunto de hipotesis mutuamente excluyentes Vv
exhaustivas en relacién con el fenomeno de interés vy, antes de
efectusr el experimento. le puede ser dificil asociar
rrobabilidades previas, o pronderaciones, al conjunto de
hipétesis, vy por lo tanto puede verse forzado s aslignarlas en
forma subjetiva de tal modo que sean proporcionales al '"'grado de
creencia’” gque tengs sobre ellsas.

Diferentes suijetos que toman la decisidn pueden asignar
diferentes probabilidades previas al mismo conjunto de
hipétesis. Por ejemplo, pares Jjuzgar 81 una moneda no esté
cargads, al comienzo, un individuo puede asignar iguales
probabilidades &a cara y sello: pero otra persona creyendo gue
estd cargada puede asignar probabilidades asi: P(Cara) = 2/3 vy
P(Sello) = 1/3. Estas dificultades iniciales no obstaculizan la
utilizacién del teorema de Baves, va que justamente su meta es
la modificacién de las probabilidades previss P(Hi) mediante
experimentos. Después de realizar el experimento se reemplaZza
P(H1i) por P(Hi1/E).

Fueden reslizarse nuevos experimentoe usando las probabilidades
posteriores del ejemplo anterior como probabilidades previas. A
medida que ee prosigue con experimentos repetidos, se scumula
evidencia y se modifican las probabilidades a priori iniciales vy
la intensidad de la creencis en las diversas hipdtesis. Las
estimaciones repretidas pronto produciran probabilidsedes
posteriores tan bsjae para algunas hipbotesis que pueden dejar de
ser conslideradas més. Cuanto mayor es la evidencia ascumulada.
menor es la importancia de las probabilidades & priori.

Ejemplo 2.15 (Adaptado del ejemplo 3.5 de Mever, p. 38-41).
Cierto articulo es manufacturado por tres féabricas,

sean 1, 2 yv 3. Se sabe que la primera produce el doble de

articulos que la gegunda v gque ésta Yy la tercera producen el



mismo nimero de articulos (durante un periodo de produccion
especificado). ©Se sabe también qgque el 2% de los &articulos
producidos por las dos primeras fabricas es defectuoso mientras
que el 4% de los manufactursdos por la tercera es defectuoso. Se
colocan Jjuntos todos los articulos producidos en una fila y se
escoge uno al azar. Cuéal es la probabilidad de que éste articulo
sea defectuoso?

Solucidén: P(A) = 7
Sean los siguientes sucescs:

A: {el Articulo es defectuoso}

Bi: {el articuleo proviene de la fabrica 11}
Bz: {el articulo proviene de la fabrica 2}
Ba: {el articulo proviene de la fabrica 3}

P(A)Y P(A/B1) x P(B1) + P{A/Bz) x P(Bz) + P(A/Bzs) x P(Ba)
zZ/100 x 1/2 + 27100 x 1/4 + 4,100 * 1/4
0.025 ’

(L I

Supdngase gue del depdsito se escoge un articulo y se encuentra
que es defectuosce. Cual es la probabilidad de que se produjese
en la primera féabrica?

Solucioén: P(Bi/A) = ?
P(A/B1) * P(Bi)

P(A/Bx) * P(Ba) + P(A/Bz) ¥ P(Bz) + P(A/Bs) X P(Ba)

P(B1/A)

H

(0.02) % (1/2)
(0.02) * (1/2) + (0.02) * (1/4) + (0.04) x* (1/4)
= 0.4

De la misma manera, puede hallarse la probabilidad de las
fabricae 2 v 3 asi:

P(Bz/A) = 0.005 7 0.0256 = 0.2
P(Ba/A)Y = 0.01 7 0.025 = 0.4
Y verificando, la suma de eestas tres probabilidades debe

resultar en 1, asi: 0.4 + 0.2 + 0.4 = 1.0

Para mavor facilidad de célculo vy claridad en sus significados,
los anteriores resultados pueden presentarse en una tabla como
la siguiente:



[y

PB4 PLA/RBs P{B1y¥P{A/Ba1 - P(Ei/8)

1 1/2 27100 : 17100 2 /5

2 1/4 2/100 1/200 1/5

3 1/4 47100 1/100 9 /5,
PIAY=E/200=0.025 5/5=1

Z.10 CALCULC DE LA PROBAEILIDAD DE UN EVENTO.

Mendenhall /Reinmuth hacen un epoz0  de jog&  Bilgulentes  dos
procedimientos para el céalculo de ia probabilidad de un evento.
En lo que resta de este capitulce se hacen unas peguehas
adaptaciones &l texto original de los autores.

2.10.1 PROCEDIMIENTO POR PUNTOS MUESTRALES
1. Defina el exrerimento.

2., Haga una lists de los eventos simples asociados &l
experimentc v verifigue que va no puedan descomponerse. Esto
define el espac:o muestral &.

3. Asigne probabilidades (racionalmente) a los puntos muestrales
de S, verificanuo que 2 P(Ei)Y = 1.
=

4. Defina con precieién el evento de interes A. c¢como una
coleccion especifica de puntos muestrales. (Un punto muestral
estéd en A, 81 A ocurre cuandoc ese punto muestral ocurra.

Verifique pars cada punto muestral de 5 si estd o no estd en
A).

5. Encuentre P{A) simplemente sumando las probabilidades de los
puntos muestrales de A.

2.10.Z PROCEDIMIENTCO DE COMPOSICION.
1. Defina el experimento.

2. Visualice lsa naturaleza de los puntos muestrales de manera
clara. ldentifique algunos puntos muestrales para cerciorarse.

3. Escriba una ecuacion que exprese el evento de interés A, como
una composicion de dos o mas eventos usandce mlguna o las dos
formas de l1ls composicion (unioneg e intersecciones). Note que
ésto es una igualdad entre conjuntos de puntos muestrales.
asi que verifique que el evento asl definido, en efecto
representa a los mismos puntos muestrales gque A representa.


http:event.os
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4, fApligue las leyes probabilisticas Aditiva vy Multiplicativa &
la ecuacidn obtenida en el paso 3 v encuentre asi P(A).

La Evaluacion de la probabilidad de un evento por el
procedimiento 2.10.1 -por puntps muestrales— es sistemdtica vy
proporciona la soluciédn correcta si se aplica correctamente. Las
fuentes mas comunes de errores son: no definir claramente el
experimento, no especificar correctamente los eventos simples vy
no asignar probabilidades validas a los puntos muestrales.

Este modelo probabilistico para la poblacion tiene cierta
elegancia vy es de gran utilidad. Proporciona un método directo,
simple vy logico de calcular la probabilidad de un evento. 5Su
desventala aparece si el numero de puntos muestrales es muy
arande, ya qQue el procedimiento se vuelve tedioso e inmaneiable;
la excepcidn a lo anterior se presenta cuando los puntos
muestrales son equiprobables, en este caso, las sumas se hallan
por conteo, basta listarlos vy verificar que nainguno se haya
omitido.

El procedimiento 2.10.2 -~Composicion de eventos— usualmente es
mas poderoso. No requiere del listado fisico de todos los puntos
muestrales de S vy por ello puede usarse cuando este numerp ge
puntos muestrales es muy grande. Este procedimiento usa las
relaciones entre eventos, v dos leves de probabilidad gue pueden
simplemente darse y aceptarse, vya que, son consistentes con el
modelo hasta ahora descrito y con la reslidad. El método no es
tan directo v regulere de experiencia. Reguiliere expresar el
evento como union o interseccién (o una combinacidn) de dos o
mas eventos cuyas probabilidades sean, desde luego, méas faciles
de calcular. Esto puede hacerse de muchas maneras, perg puede
requerirse de bastante creatividad para expresar los eventos
compuestos de la manera gue resulte méas sencilla.

El pasoc 3 es el més dificil, se pueden encontrar muchas
combinaciones gque sean eguivalentes a A. EI "truco" es tomar
aguella composicion en la cual todas las probabilidades que se
requieran en el paso 4 sean cponocidas (tener en la mente éstas).

La wtilidad de las relaciones entre eventos se torna evidente:
Para la Union de eventos mutuamente excluyentes, no se requieren
las probabilidades de las intersecciones. Si1 los eventos son
independientes no se requieren las probabilidades condicionales
para obtener las iIntersecciones. (&)

& Mendenhall/Reinmuth, Estadistica para administracion vy
economia, pp. 71, B3
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3. VARIABLE ALEATORIA Y DISTRIBUCION DE FPRUOBABILIDADES

3.1 INTRODUCCION

Una poblacion estadistica, es la totalidad de las observaciones
o datos que pueden reunirse W observarse, de acuerdo con la
formulacion o definicion de un  problema en terminos
estadisticos, y que, mediante su andlisis, llevarian al logro de
los objetivos planteados en la investigacion. La muestra esta
conformada por las observaciliones realmente reunidas u
observadas.

Una poblacidn estadistica puede presuponer la existencia de un
experimento aleatorio, por lo tantc puede considerarse gue "es
engendrada" o generada al repetir el experimento aleatorio un
numero grande de veces vy considerando el conjunto de mediciones
asocliadas a las caracteristicas de 1ntereés. El experimento
aleatorio necesita la existencia de un mecanismo por medio del
cual el "azar" se manifieste.

La caracteristica de interés en dicho experimento es 1 lamada
"variable aleatoria': variable porgue puede asumir distintos
valores; aleatoria porque estos valores ocurren segun el azar
estadistico.

El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles
resultados de efectuar el experimento y puede ser cualitativo o
cuantitativo, lo mismo gue la variliable aleatoria. E1 espacio
muestral debe representar eventos mutuamente excluyentes vy
colectivamente exhaustivos.

En los casos de wvariable alestoria cualitativa, cuando sus
diversas modalidades son categorias no medibles, se habla de

estadistica de atributos vy se supone gue al efectuar el
experimento aleatorio, todos los posibles resultados pueden ser
identificados. Como algunos ejemplos de variable aleatoria
cualitativa, pueden mencionarse entre otros: obtener caras o

sellos en el lanzamiento de una moneda normal; observar hombre ©
mujer en la detrminacion del sexo de una persona, O anotar su
profesitn o estado civil; detectar articulos buenos, regulares o
malos, en la producciétn de articulos en un cierto proceso; O
dequstar cafe suave, amargo o muy amargo, en la determinacibn de
la calidad de este.

Las varilables cualitativas se toman generalmente en las escalas
nominal W ordimal, en las cuales los nNumeros tienen significado
stlo si se conocen las reglas de equivalencia entre éstos vy los
atributos de interes, Datos confidenciliales pueden codificarse
por una asi tamn extrafa regla y stlo s1 esta regla o formula se
conocce, el numero tabulado tiene algun sentido.
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El espacio muestral puede ser numerico., g1 sus diversas
modalidades son medibles o numerables, es decir. si a cada una
de las modalidades se les asigna un nimero. y en estos casos Be
habla de variable aleatoria cuantitativa 1la cual puede ser
discreta 0 continua.

Una variable aleatoria es DISCRETA cuando sus posibles
resultados son CONTABLES. o sea qQue pueden contarse (ponerse en
relacién uno a uno con los numeros naturales), por ejemplo: el
nimero de articulos defectuosos en un lote de produccién; el
namero de p6lizas vendidas en una semana por un agente de
seguroe: €l numero de robos ocurridos’ en un almacén en un
determinado periodo de tiempo: el numero de autos vendidos en un
mesg; el numero de accidentes en una prlanta durante cierta
semapa; el nuimero de clientes esperando servicio en una caja
resgistradora; el numero de tubos de televisién producidos en
una hora.

Una variasble aleatoria es CONTINUA cuando es el resultado de
MEDIR. 1lo cual corresponde a asignar un numero real (racional) a
una mnagintud continua como tiempo, peso, longitud, etc. Por
ejemplo: el tiempo requerido por un empleado para terminar una
tarea determinada cuando es observado en un estudio de “tiempos
v movimientoe'; la cantidad de gasolina consumida por un
vehiculo en una prueba de 100 km.: la duracién de una bombilla
eléctrica en un experimento; el punto de fatiga, en kg. por
cm2., de un cable de acero de dos centimetros de diémetro: la
demanda diaria de energia eléctrica en una determinada ciudad;
la distancia entre el centro de abastecimiento y un posible
consumidor. En general todas las magnitudes relacionadae con el
espacio tales como longitud, superficie o volamen: con el tiempo
como edad y duracién de vida; o con las combinaciones de estos
elementos como velocidad, consumo de fluido eléctrico, densidad,
ete.

Una variable =#leatoria es dilscreta cuando pueden ocurrir
s6lamente valores separados en una escala. Es continua cuando
puede tomar cualgquier wvalor en un intervalo, tedricamente puede
asumir un numero infinito de valores dentro de un rango
especifico v supone un instrumento de medicibdn exacto. La altura
de un individuo con la precisién de dm., cm., mm., es concebible
tebricamente, pero una medida continua es impoesible de obtener
en la practica, debido a las imprecisiones en loe instrumentos
de medicién. Para gimplificar los calculos, en algunos
experimentos aleatorios se trabajan varisbles aleatorias
continuas como discretas, por ejemplo la edad en afios cumplidos,
la altura en cm., etc.

Una distribucién de probabilidades es un modelo matemético. Es
una distribucién teérica referida a una varisble aleatoria.
Incluye todos los valores poegibles gque puede tomar dicha
variable (sBe supone que es8 posible conocerlos todos), Jjunto con
sup respectivas probabilidades: por lo tanto se refiere a toda
la poblacién. Se interesa no s86lo por la probabilidad de un
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suceso o evento particular sino por la distribuciétn de lae
probabilidades en &1 ezpectro total de los posibles resultados
del experimento aleatoric. Fuede no referirse a una poblacidn

real sinoc a un modelo probabilistico que represente una
poblacion ideal.

La distribucion de probabilidades puede analizarse mediante
medidas descrirtivas de sus propiedades llamdas parametros de la
distribucion ¢ de la poblacion.

Una distribucién de frecuencias es una distribucién empirica,
generads en el ‘mundo resal”: se refiere a datoe reales obtenides
mediante un censc © un muestreo v es elaborada segun las
técnicas proporcionadas por la Estadistica Descriptiva. Describe
un conjunto de valores asumidos por una variable estadistica gque
son medidos u observados. La distribucion de frecuencias es uno
de los métodos gque se puede emplear para estimar o inferir una
distribucién de probabilidades.

3.2 DEFINICION DE VARIABLE ALEATORIA

Dado un experimento aleatorio €, con un espacio muestral
asociado 8. una variable aleatoria X es una funcién que asigna
un numero (real), xi1 a cada suceso, S8i1.

Graficamente se tiene:

) X

X(e1) = xa

Figura 5. La variable mleatorias como una funcion

Una variable aleatoria es una FUNCION de S en R, esto es, €8 un
mecanismo bién especificado para asignar un numero a todos ¥y
cada uno de 1los resultados o eventoe elementales del espacio
muestral S; por ejemplo si el interés esté centrado en el numero
de caras obtenidas en el lanzamiento de una moneda normal, la
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variable alesatoria puede tomar los wvalores x = 1 o x = 0, al
obtener cara o sello resgpectivamente.

Para establecer una funcién bién definida, deben satisfacerse
adecuadamente las siguientes condiciones:

1. A todog los resultados del espacio muestral 5 {(Dominio de la
funcién) debe ser posible asignarles un valor resl, xi; o sea,
todos los elementos del dominio deben tener imagen.

2. A ningun resultado del espacio muestral, S, se le puede
asignar mas de un valor de X, esto es, ningun elemento del
dominio puede tener mas de una imagen; aunque un valor de X
puede representar mas de uno de los posibles resultados de S.

Cualquier wvalor de una variable aleatoria es un suceso o evento.
va que dicho valor expresa un resultado del experimento
aleatorio vy siempre hay algin evento elemental, o conjunto de
estos, al que Be le puede asignar este valor.

Al resolver problemas., en la préactica es necesario definir
claramente:

1) Qué valorese puede tomar la variable aleatoria X.

2) La regla gque indica para cada suceso simple s8i, el
correspondiente valor xi.

51 el eepacio muestral consta de infinitos puntosg muestrales o
eventos simples, es imposible listarlos o enumerarlos todos. En
la practica, si el espacio muestral es finito pero grande puede
ger dificil v/o muy tedioso construir toda la lista; esta lista
podria ser analizadsa conceptualmente, descomponiéndose el
espacio muestral en conjuntos mutuamente excluyentes y a estoe
conjuntosg asociarles valores numéricos, ya gue los numeros son
mae sadaptables a descripcidn y andlisie matemético.

A veces puede ocurrir gue log repultados a observar sean,
directamente, valores numéricos tales como la cotizecibn al
final del dia de una accién industrial, el numero de defectos en
determinado articulo de manufactura, la calificacién promedio de
un estudiante, o 1la anotacién de edades, entre otros: en estos
casos el espacio muestral original & es numerico, la varisable
aleatoria es cuantitativa, y ésta seria ya la variasble aleatoria
X de interés: 1la funcién asociada seria la funcidédn idéntica, la
cual transforma ceda valor del espacio muestral original, S en

el mismo valor numérico, X(8).

Esta técnica de 1la variable s&aleatoria permite trasladar la
solucién de un preoblema en el mundo real, que es8 mas diflcil
usando el espacio muestral original 8, a otro eguivalente en un
mundo teédrico llamado “modelo matemaAtico”, wusando la variable
aleatoria X. Eeto consiste en reemplaszar la poblacién real por
un modelo probabilistico, el cual representa una poblacién



ideal.

Generalmente, para el trabajo estadistico posterior, se centra
la atencitn en los valores de la variable aleatoria y no se hace
referencia a la "variable independiente", que representa los

resul tados del espacio muestral original S, a menos que los
resul tados sean, por casualidad, los valores de la variable
aleatoria misma.

3.2 VARIABLE ALEATDRIA DISCRETA Y FUNCION DE PROBABILIDAD

Si los valores posibles de la varlable aleatoria X son finltos o
infinito numerables, el espacio muestral numeérico, X(sj, consta
de numeros x., Xzgs+eXmne-a3 & Cada uno de estos numeros se le
asocia como probabilidad de x:, un numero p(xs) = P{X = xg).

LA FUNCIOGN DE PROBABILIDAD PUNTUAL, o simplemente la FUNCION DE
PROBABILIDAD O FUNCION DE CUANT4LA, queda conformada por todas
las parejas (x1, p(xi)), © sea todos y cada uno de los valores
que puede tomar la wvariable aleatoria X con =YW respectiva
probabilidad.

Para que la funcion de probabilidad de una variable aleatoria X
quede bien definida, los numeros p(xi) deben satisfaccer los
axiomas de la probabilidad, los cuales son:

1. O £ p(x1) £ 1 para todo x1i.
2. Z p{xi) = 1 pars todo xi.

Esta funcitn de probabilidad puede representarse de varias
maneras, asi:

~ Por una tabla © cuadro: una lista de todos los valores gue
puede tomar 1la variable aleatoria con SUS respectivas
probabilidades.

-~ Por una grafica o disgrama: En este caso, el eje de las
abcisas contiene los diferentes valores de la variable aleatoria
X v el eje de las ordenadas, sus respectivas probabilidades,
p{xi)., Esta grafica puede tomar la forma de un diagrama de
puntos, un diagrama de lineas o un diagrama de barras segun se
muestra en el ejemplo 1. En el diagrama de barras, para una
variable aleatorias discreta, el ancho de las barras no tiene
significado, sOlo sirve para avudar a8 visualizar la distribucion

- A veces es Tacil hallar la ley general de composiciébn para
expresar la funcidon de probabilidad mediante una ecuacidn
funcional, la cual muestra la relacidon entre cada resultitado y su
probabilidad de apariciotn asociada. Puede ser mas conveniente vy
de mavor interés analizar e investigar esta relacion, antes gue

- J e S S [ S T T e v s 1 4 v pod gy o %7 =1 1e T S e N Y



7

probabilidades.

Cuando los resultados de 1nterés son numéricos, como en el caso
del numero de caras obtenidas en el lanzamiento de monedas, se
puede wutilizar el espacio muestral original S como upa ayuda
para obtener los valores de la variable aleatoria X ¥ para
calcular SuUs respectivas probabilidades, aunque ésto no siempre
es necesarlo.

Bajo este concepto de funcion de pfobabilldades vacen los
fundamentos matematicos de la Estadistica.

3.4 FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA.

La funcion de distribucidon acumulativa (o simplemente funcibn de
distribucitn o funcién de raparticidon) de 1la variable aleatoria
X se define como:

Fix) = P{X 2 x},

donde x es uno cualguiera de los posibles valores gue puede
asumir la variable aleatoria de interés, X.

Si X &s una variable aleatoria discreta, entonces se tiene:!
F(x) = Z p{xi} con 1 tales gque xi % x.

Esta funcion de distribucitn representa la probabilidad
asociada, acumulada hasta cualguier valor x de la wvariable
aleatoria X, © ses la probabilidad de gue la vaeriable aleatoria
tome todos los valores inferiores o© iguales a x, o0 en otras
palabras la probabilidad & la izqquierde de x. (GBréaficas de F(x)
son mostradas en la figura 5. ¥y en la seccién 3.95)

OBSERVACIONES:

1. F(x) estd definida para todos los numeros reales. Los
valores de la variable aleatoria gue no son posibles reciben una
probabilidad cero (0), la cual puede irse acumulando sobre F(x).
Asi, pi{xl)} tambien puede considerarse definida para todos los
numeros reales.

2. QO £ F{x) £ 1. F(x) es una probabilidad (acumulada) y por la
definici®n de probabilidad debe permanecer en el intervalo
[0,17].

3. P({X oo®) = 1 - P(X £ x). De esta forma puede hallarse la
probabilidad & la derecha de x (sin incluir el valor x). El
signo “=" podria pasarse al otro lado de la ecuacion, la cuail
guedaria asi: P(X 2 * ) = 1 - P(X < x). Esto puede hacerse,

recordande gue la suma de todas las probabilidades debe ser
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ser igual a 1. vy en tal caso se tiene:
P(X = x)+PX>xx)=1., o0, PIX < =)y + P(X =)y =1.

4. Pla <X <£b) = P(X<Db) - P(X £ a) = F(b) — F(a). De esta
manera podria hallarse la probabilidad para un intervalo (a,b].
Graficamente, puede observarse: .

F(XOT
~F{(b)4mmm e 1
!
i
L"F( a }’,?1' ———————— ‘j
e g >
o b X

F(b)-F(a) = P(a < X £ b)

Figura 6. Calculo de la probabilidad para un intervalo.
usande la Funcién de distribucién acumulativa.

3.5 EJEMPLOS DE VARIABLE ALEATORIA DISCRETA.

Ejemplo 3.1 Sea la variable aleatoria X: el numero de caras
obtenidas en el lanzamiento de 2. monedas normales

Juntas. Hallar:

a. p(xi): funcién de probabilidad puntual y su gréfica.
b. F(xi): funcién de distribuciédn (acumulativa) vy su grafica.
c. P x> 2.
d. P( Xz 2 ).
e. P( X = 1)).
Soluciébn:
a) v b)

>3 p{xi) F{xi)

0 1/4 174

1 1/2 3/4

2 1/4 4/4 = 1
c) P(X > 2) =0

P(Xz22) = P(X=2) = 1/4

P(X 1) = P(X =0) + P(X = 1)

= 1/4 + 1/2 = 3/4,



o también P(X < 1) = Ft1l)y = 3/4

P
<

CF/CP :(x)/ 2% :(xl4 con x = 0,

i

Ecuaciones: p(x)

x (2)
F(x)y = 2 {x// 4 con x = U, 1, 2.
i=i
pi(x) '
1_
3/4-
1/2-
1/4~» .
4 >
b 1 2 X

Figura 7. Diagrama de puntoe (Ejimemplo 3.1:.
p(x) 1

3/4-
1/2-

| |

0 1 X

AN

Figura 8. Diagrama de lineas (Eimemplo 3.1).

p{x)

3/4-

1/2-

1/4-~

>

0 1 2 X

Figura 9. Disgrama de barras (Ejmemplo 3.1)

o
e

S
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F(x) 0
1~ . >
3/4-] . . . . o
1/2-
1/4—0—— &
< >
b 1 2 X

Figura 16. Funcién de distribucién de probabilidades (kiem. 3.1).

Ejemplo 3.2 Lo mismo que en 1. en el lanzamiento ds cuatro
monedas normales juntas.

Solucién:
a) y b)
xi p(xi) F(xi)
0 1/16 1/16
1 4/16 5/16
2 6/16 11/16
3 4/16 15/16
4 1716 16/16 = 1
c) P(X > 2) = P(X = 3) + P(X=4) = 4/16 + 1/16 = /15
P(X 22) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = &)
= 6/16 + 4/16 + 1/16 = 11/16
o, P(IX22)=1-P(X < 2)y=1-PX= 1)
= 1 - F{1) = 1 - br16 = 11/16
P(X £ 1) P(X = 0) + P(X = 1)

i

1/16 + 5/16 = 5/16,
o también P(X = 1) = F(1) = 5/16

4) (4L

Ecuacionee: p(x) = CF/CP =(x S 42 ={xy16 con x = 0O, 1. 2, 3. 4.

X (4)

F(x) = & {x¢ 16 con Xx = 0, 1, 2, 3, 4.
i=1



p(x)

6/16-|. . . . . . . .

4/16- . . . ..

2/16—

[T 1 [ ]

O 1 Z 3 4 X

\I

Figura 11. Diagrama de barras (Eimemplo 3.2)

< | 5
b 1 2 3 4 %

Figura 12Z. Funcién de dietribucién de probabilidades (Ejem. 3.2)

Ejemplo 3.3 De una barada de 40 cartas. se sacan dog al azar;
definimos como xi el numerc de ares que 8e

obtengan, v con pi la probabilidad respectiva.

Hallar p{(xi) y F(xi). 5e dejs como ejercicio la reasiizacion de

lae respectivas graficas.

Solucién:
xi p(xi) F(xi)
O 21/26 21/26
1 12/65 129/30
2 17130 130/130 = 1



Ejempleo 3.4 Encontrar la funciopn de probabilidades de 1la

variable aleatoria X: el numero de vecesg gue se
arroija un dado legal hasta que aparece el 6 (incluyendo la
prueba en gue aparece 6).

Solucion:

X p{x)

1 1/86

2 5/6%1/6

3 5/6%5/6%1 /6

4 5/6%5/6%5/6%1 /6

5 5/6%5 /6%5 /6%5 /6%1 /6

6 5/6*5/6%5 /6%08 /6%5 /6%1 /6
X (b/8)(x=10%(1/8).

Ejemplo 3.5 (Se deja como ejercicio al lector).

Se arroja una moneda legal v se representa con X el
numero de pruebas realizasdas hasta que aparece por primera vez
una cara {(incluvendc el ensavo en que aparecié la cara). Hallar
p{x) v su grafica.

Ejemplo 3.6 Establecer la ley de prrobabilidades de la ;
variable X, definida por la suma de puntos, obtenida
8l tirar dos dados homogéneos simetricos.

Solucidn:

xi pi{xi) F(xi)
2 1/38 1/36
3 2/36 3/36
4 3/36 6/36
5 4/36 10,36
6 5/36 15/36
7 6/36 217386
8 5736 26/38
9 4/36 30/36

10 3/36 33/36

11 2/386 35/36

12 1/36 38/36 = 1
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Figura 14. Funcioén de distribucién de probabilidades (Ejem. 3.6)

p(x) = (1/36) * (6 - |x - 71)

Ejemplo 3.7 Se tiran doe dados, queda definida la variable
aleatoria X como el mayor de los numeros gue aparece

en un dado. Definir la 1ley de probabilidades: p(x), F(x) y sus

gréficas.

Solucibn:
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xi ixi) F{xin
1 1736 1/36
2 3/36 4/36
3 5/36 S/36
4 7/36 16736
5 9/36 25/36
6 11/36 36/36

p(x) = (1/36) * (Zx - 1)
p(x) T
11736~ [
9/36- 1
7/36- I
5/36-
3/36-

ol |

) 1 2 3 4 5 6 X

Figura 15. Diagrama de lineas (Ejmemplo 3.7).

Edemplo 3.8 Sea X el numero de quimicos en un comité u= 3

- personas seleccionadas al azar entre un grupo de 4
quimicos v 3 bidlogos. Hallar pi{xi), F(x) vy sus graficas.

Solucibn:

Sea X: El nimero de gquimicos en 1 comité.

[e) (5

P(xX)= == =z 0,1,2.3. ,0 sea P(xX)s ——————— , va que, el

7) 7 44 xEXBFT 35
3 T e TD e e e — o = 35
314! 4L% 3%z 1
4 3 4 3
(0)(3«0) 1) 3-1\
p(0)= —~——m—— = 1/35 p(l)= ——————- = 12/35



3.6 VARIABLE ALEATORIA CONTINUA Y

FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

3.6.1 DEFINICION.

51 la variasble aleatoria puede tomar valores infinto no
numerables dentro de un intervalce finito, no puede apignarse
prebabilidades a un punto, va gque los casoe posibles serian

infinitos. el cociente casos favorables esobre casos posibles
tenderisa a cero (0) v se tendria pi(xi) = P(X = x1) = O para todo
i; aeil todos los puntos dentro el intervalo tendrilan

probabilidad cero (0). La asignacion de probsbilidsdes de esta
manera no tendria mucho sentido practico v por lo tanto se pasa
a la silguiente definiciodn.

Se dice gue X es una variablea asleatoris continua si existe una
funcién f, llamadas FUNCIAN DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD (f.d.p.)
de x que satisface las siguientes condiciones:

1. f{(x} 2 0 para todo x.
+m@

2. - f{xidx = 1.

Esta fﬁnoién f no mide la probabilidad, sino la DENSIDAD
O CONCENTRACION de probabilidad dentro de un intervalo.

La probabilidad para un intervalo queds definida como sigue:

b
P(a £ X £ b) = Ja f(x)dx para cualesguiera a v b reales.
Esta integral definide entre s v b representa el area bajo la
curva de densidad f(x), entre los limites del intervalo [a,b]l ¥
sobre el eje X. La probabilidad esté representada por el &rea.

La funcidén de distribucion (acumulativa) gqguedsa definide como
sigue:

jx
F(x) = P(X £ %x) = J-o f(s)ds.

Donde s: es una varisble muda gque reemplaza & >, el limite
superior de integracién, para evitar ambigliedades.
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3.6.2 OBSERVACIONES.

Le grafica de F(x) es "una curvsa gue. €n general. tiene la forme
de wuna 8 deformada o “curvae ojival’ . llamada &asi por su
semejianza con la curva arguitectonica de este nombre.” (7)

Conoccer - la funcion f(x), o mejor F(x). significa describir
totalmente 1la variable aleatoria. es decir su distribucion. La
curva de densidad de probabilidad f(x), puede interprestarse
como la velocidad de cambio de F(x), la funcion de distribucion
acumulativa. F(x). f(x) puede interpretarse como la derivada de
F(x). '

“"Cualquier funcion f(x) que cumple las propiedades.... puede
utilizarse come una funcién de densidad v las areas encerradas
por f(x) dentro de 1los intervalos pueden considerarse como
probabilidades. Es facil construlr funciones de densidad.
Cualquier funcién f(x) no negativa puede emplearse si el area
encerrada por la curva es finita. 8Si el area es ¢ en lugar de
1., construimos una nueva f(x) dividiendo 1la antigua por c.
Construir funciones de probabilidad gque dan probabilidades
reales para problemas reales no es tan facil v es una tarea gque
normalmente requiere un esfuerzo conjunto por parte del
estadistico matemédtico y el cientifico experimental. El céalculo
del &area encerrada por las funciones de densidad més importantes
es un problema dificil. Afortunadamente, se dispone de tablas
que hacen el célculo facil en los casos que estudiamos’™ (8).

3.6.3 EJEMPLOS DE VARIABLE ALEATORIA CONTINUA.

Ejemplo 3.9 Siendoc X una variable aleatoria continua con funcién
de densldad de probabilidades definida como sigue:

f(x) 1/(b-a), para a < x < b.

= 0, en otro caso.

La funcién de distribucién acumulstiva quedas deflinida agi:

J-m f(B)dS = .[n 1/ (b"&) des = 1/(b-a){sla

F(x) =
= x/{b-a)~a/(b-8) = x-a/(b-a). Entonces F(x) gueda:
= 0, rara x = a.
Fix) = (x~-8)/{(b-8), para a< x < b.
=1, para » Z b.

a, entonces F(x)
b, entonces F(x) =

Por lo tanto si x
81 x

H
= O

Hu

7 Toranzos, Estadistica, p. 29.
8 Guenther. Introduccidén s la inferencia estadistica, p.40,41



En este caso se dice que 1a variable aleatoria X estd
distribuida uniformemente, o qgque tiene una distribucidn
rectangular, en €l intervalc a < 3 < b.

Ejemplo 3.10 Sea la variable aleatoria X con f.d.p. dada por:

fix) = x2/3, para ~1 < x < Z.
= 0, en otro caso.
&a. Verificar qgue f(x) es una f.d.p. legitima.
b. Hallar P(O0 < x £ 1), a partir de 1la definicioén.
c. Hallar F(x).
d. Hallar P(O < x £ 1), utilizando F(X)
Solucidn:

a. 1i). x2/3 2 0 , para todo X en el intervalo de definiciédn.
J: :
il). J-1 x2/3 dx = [®X®/9]-1 = 8B/8 + 1/9 = 1,

i 1
b. PO < x =1) = Io ®»2/3 dx = [x%/Qlo = 1,/0.

* 3

c. F(x) = J-w f(t)dt = [t3/8]-2

H

(x=2+1)/9.

I

d. P(O < x =2 1) = F(1) - F(0O) 2/8 - 1/8 = 1/8

Ejemplo 3.11 Una wvariable continua X que toma sélamente valores
entre O v 4 tiene una f.d.p. dada por f(x) = l1/2-ax
donde a es una constante. Hallar:

a. el valor de la costante a.
b. La probabilidad, P(1 < x <2).

Solucidn:
a. Para gque f(x) sea una f.d.p. legitima, debe acumular una
probabilidad de 1 en todo el intervalo de definicién, ésto es:
j‘d
o (1/2 - ax)dx = 1. Al desarrollar esta integral, se obtiene:

<4

I: I :
o (1/2)dx + o (-~ax)dx = 1, luego, [x/2]o [-8x2/2]o = 1, ¥

[2-0] - a{B-0] =1, 2 -8Ba =1, 2-1 =8a, 1 = Ba, a = 1/8.
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Ejemplo 3.1Z La variable aleatoria continua X tiene la f.d.p.
f(X) = 3%Z para ~12x £ 0 . 51 b es un numero que
satisface -1 < b < O, calcular P[{x>b)/(x<b/2)].

Solucién:
Jb/z b2
P(b<x<b/2) b 3x2dx [3x3/3]w
Pl(x>b)/(x<b/2)] = ———=—————= T e T e
P(x<b/2) Ib/E B2
-1 3x<edx [3x8/3F~2
b3/6 -b& {b2-8b3)/8 -7b=
/8 ~(-1) (b2+8)./8 b3+8

3.7 ESPERANZA MATEMATICA O VALOR ESPERADO

DE UNA VARIABLE ALEATORIA.

3.7.1 DEFINICION DE LA ESPERANZA MATEMATICA E(X).

LLa Esperanza Matematica o Valor Esperado de una variable
aleatoria X se denota por E(X), o simplemente u, o0 uUX para
especificar que se trata de la variable aleatoria X, y se define
como:

&) Si X es una variable aleatoris discreta con veloreeg posibles
X1, X2, .. . Xna ... VvV Bl p(x1) = P(X = x4), con 1 = 1. 2, 3,
... n, ... Entonces:
o
E(X) = 2 xap(xai).
i=]

b) &i X es una variable aleatoria continua con f.d.p. f(x),
entonces:

+oo
FE(X) = J~w xf(x)dx.

Puede suceder gue esta integral, impropia, no converja; por lo
tanto se dice gue E(X) existe si y sclo si ixlf(x)dx es finitea.

3.7.2 SIGNIFICADO DE LA ESPERANZA MATEMATICA E(X).

La Esperanza Matemética es un parémetro de la distribucién
de probabilidad tedrica o de la poblacidn, puesto gue, la
variable aleatoria constituve toda la poblacién. No implica que
este valor esperado aparezca con frecuencia ¢ que tenga una
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elevads probabilidad. En muchos casos nil sigulera es posible gue
la variable aleatoria tome un valor igual & su valor esperado.
(Ver elzemplo 1.

La Esperanza Matematice puede interpretarse como un promedio a
largo pla&zo si el experimento a&aleaioric se realiza un numero
suficientemene qrande de veces. Es un promedio probabilistico:
el promedio de togos los valores gue puede asumir la variable
aleatoria ponderados por sus respectivas probabilidades.

Dados los numeros Xi 3 Xm 4 a2 X donde xi ocurre Ny VEeCeS,
con &Zng = n para todo 1. Tomando f, = ny/n, &2f;y = 1, el promedio
ponderado de los numerns x1 ....xk’ se define como {(1/n) %X Zngxg
= Sfixa, para 1 = 1,Z2,...k.

Asi, la media aritmetica ponderada, X se transforma en la
Esperanza Matematics, u, cuando la frecuencia relativa T se
reemplazse por la probabilidad p(>i).

En este sentido, la Esperanza Mateméatica es una medida de
tendencia central: Representa el centro de masa de la
distribucion vy viene expresada en las mismas unidades de la
variable sleatoria X.

"Si X toma solo un numero Tinito de valores, la expresion

™

anterior llega a ser E(X) = T ema P{xXs)xag. Esta se puede
considerar COmo un ‘promedio ponderado’ de los valores posibles
Xaw ews Heow S1 todos los valores posibles son igualmente

probables, E(X) = (1/NJZsms Xi, lo que representa el promedlo

aritmeético ordinario de los n valaores posibles.” (9)

3.7.3 APLICACICONES DEL CONCEPTO DE ESPERANZA MATEMATICA.

S1 p es la probabilidad de gque una persona recliba una suma de
dinero S, la esperanza matematica se define como E{(X) = pb.
Generalizando este resultado para varios sucesos guedaria E(X) =
Z piSi. Para los 1 resultados adecuados.

La Esperanza Matematica representa el producto o ganancia
potencial de un jugador consuetudinario o perdida gque
teoricamente alcanzaria, apostando en las mismas condiciones,
durante un periodo muy largo de las repeticiones del juego.

Algunas definiciones gue muestran aplicaciones interesantes de
la Esperanza Matematica, son dadas & continuacion:

"Todo Juego donde las ganacias esperadas sean cero es llamado
Juego normal. En un salon de juegos nO podria operar un jueqQo en
el cual las ganancias esperadas tueran positivas va qgue l1los

- [ ——— —— — L B Revd



Jugadorese se darian cuente de ésto rapidamente, ¥ con el tiempn
guebrariasa la casa. En situaciones normales €l sa8lon operars
juegos en los cuales las ganancias esperadas son ligeramente
negativase pare loe apostadoree, es decir, a largo plazo éstos
rierden dinero. De esta manera el salon gana lo suficiente parsa
cubrir gastos y obtener ganancias.” (10)

“"En un juego de azar, EBE(X) tiene un significado interesante:

expresa el promedio de la suma qu+- ge espera ganar por  cada
Jugada. siempre gue se realice un  gran numero de Jugadars.
Entendemos por juego equitativo entr¢e dos personas. agquel en que
las esperenzas matematicas de log "dos  contendientes  sean
iguales. lo cual significae gue larr posibles ganancias son,
apriori, iguales para ambos. Si el Jjuego no fuera equitative. el

jugador deberé pagar como derecho a participar un vsalor igual &
s  esperanza matemdtica: entonces, €l Jjuego Be convierte en
equitativo”™ (11)

"JUEGO DE SUMA CERO. Es el Jjugade por un numero determinado de
rersonas. en el cual el vencedor toma todas las apuestas
realizadas por los rerdedores, de tal modo gque la suma
algebréaica de las ganancias en cualquier etapa es cero.

Se ha argumentado gue muchos problemas de decisidén podian ser
vistos como juegos de suma cero entre dos personas.’ (12)

"RUINA DEL JUGADOR. Expresién dada a uno de los temas clasicos
en la&a teorism de la probabilidad. Un Jjuego de azar puede ser
relacionado con una serie de pruebas de Bernoulli, en las cuales
un Jjugador gana una cierta suma prefijada de dinero por cada
"6xito"” v pilerde una segunda sums de dinero por cads fraceso’.
El1 Jjuego puede durar hasta que su capital inicial se agote vy,
por tanto, se arruine. Loe problemas estadisticos .que ello
implica estén relacionadoe con la probabilidaed de ruina de un
jugador, dadas las apuestas, capital inicial y oportunidades de
éxito, y con temas tales como la distribucidn de la longitud del
Juego.

Existen muchas variaciones a este problema clasico, el cual
estd intimamente asociado con los del recorrido &aleatorio, en
particular., del muestreo secuencial.” (13)

"SOBRE LA TEORIA DE LA RUINA DE LOS JUGADORES.

La nocion de esperanza matematice permite resolver féacilmente el
clasico problema de la ruina de los jugasdores.

Doe jugadores. A vy B, cuvos capitales son, respectivamente, a
y b. Qué probabilidad tiene A de arruinar a B: es decir, de
ganarle todo su dinero, y reciprocamente?

10 Hadley. Probabilidad v estadistica. Una introduccién a la
teoria de la decisgién, p. 54.

11 Toranzos, op. cit. p.33

12 Kendall, Diccionario de Estadistica, p. 207.

13 Kendall, Diccionario de Estadistica, p. 319.
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Suponemos un  Jjuego eguitativo, en que las esperanzas
matemdticas de ambos resultan iguales. Sea P la probabilidad gque
tiene A de arruinar a B, v ®Q =z 1-P la de gque B arruine a sBu

adversario A.
La ganancia posible de A es b, con probabilidad P; luego,
U esperanza matematica es

E(A}y = b.P,
v andlogamente E(B) = a(1-P),
v por la eguidad del juego, b.F = a(i-P):
luego P = a/(b+a).
vV en consecuencia &G = 1-P = brsla+b).
Es decir, la probabilidaed de gue A arruine a B eg directamente

proporcional a su capital e inversamente proporcional a la suma
de los capitales de ambos.

De lo dicho results gque un Jjugador A. poeeedor de un
capital 1limitado &, v gue persiste en Jjugar con juego equitativo
contra una banca de capital préacticamente ilimitado. o contra un
conjunto de adversarios sucesivos. que suman también cepitalesg
préacticamente ilimitasdoe, tiene una probabilidad gque se Bcercs &
la certeza de arruinarse.” (14)

"JUEGO EQUITATIVO. En ls teoria de los Juegos, un Juego que
consta de una sucesidén de pruebas eg coneiderado como un juego
equitativo si el coste de cada prueba es igual al valor esperado
de la ganancia de cada una de esas pruebas. Un juego equitativo
en este sentido puede no ger justo en el caso de dos adversarios
con recursce desiguales: es bien sabido Qque en un Juego
equitativo el jugador con mavor cantidad para apostar tiene una
excelente oportunidad para arruinar a su oponente’ (1H).

"MARTINGALA. Originalmente, es un proceso conocido por los
Jjugadores bajo el cual el perdedor en un Jjuego equitativo
doblaba sus apuestas en la siguiente jugada. vy asi suceegivamente
en cada pérdida, con la paradoja de que & largo plazo aparecia
como seguro ganador més tarde o mas temprano, de tal modo que en
algin momento tendria una ganancia neta.

Recientemente, al términoc le ha sido dada una significacién
precisa en la teoria de losg procesos estocasticos.’” (16)

3.7.4 EJEMPLOS DE ESPERANZA MATEMATICA.

-~

Ejemplo 3.13 (En los juegos de azar).
Un Jjugador tira un dado: la banca pREAra tagntos

pesos  como runtos obtenga el Jjugador. Cuénto debe pagar el
Jugador a la banca para que el juego resulte equitativo?

14 Toranzos. Estadistica, pag. 35.
15 Kendall, Dieccionario de Estadistica, p. 2086.

16 Ibid, p. 216



Ganancia X (X)) Xpi{x)
1 1/6 1/6
2 1/6 2/6
3 1/6 3/6
4 1/6 4/6
5 1/6 5/6
) 1/6 6/6

Este razonamiento puede generalizarse para todos ios juegos de
azar, tomando como =xi los valores de las gananciee eep-=radae en
cada uno de los ©posibles resultados: E(X) resulta ser una
valuacion de la posible ganancia: en otras palabras s lo que
vale su derecho a participar en el Jjuego.

Ejemplo 3.14 (En la loteria)

Un billete de loteria, gque sortea con 2B millares
tiene los siguientes premios: un premio de US $25.000.00, cinco
prremios de US $1000.00, 10 premios de US $250.00, 50 premioe de
Us $100.00 v dos mil quinientos premios $5.00 (para la
terminacion). Cual debera ser el valor del billete?

Ganancia X p(x) Xp(X)
25000 1/25000 25000/25000
1000 5/25000 5000/25000
250 10/25000 2500/25000
100 50/25000 5000/25000
5 2500/25000 12500,/25000

Estrictamente el valor deberia ser $2.00. En 1la préactica el
valor comercial es &algo mayor;:; lo que excede es un recargo en
favor del que emite los billetes.

Ejemplo 3.15 (En el Jjuego del chance)
Por cada peso apostado para tres cifras pags

$400.00
Ganancia X p(x) Xp(x)
3998 0.001 0.399
-1 0.999 -0.888


http:25.000.00

gl

Por cada peso apostado. el apostador pierde 60 centavos. Estos
60 centavos posiblemente son repartidos entre la Beneficencia.
la casa de chance y el vendedor.

Ejemplo 3.16 (En los sBeguros).

L.a probabilidad de gue una caesa de cierto tipo ses
destruida por incendio en un periodo de doce meses (cuaslguiera)
es de 0.005. Una compafiia de seguroe ofrece en venta al duehc de
esa casa una poliza de seguro contra incendio por el término de
un afo de US 20.000 con una prime de US150. Cual es la ganancia
esperada de la compafiia? '

Ganancia X pi{x) Xp(x)
150 0.985 149.5
-19850 0.005 -99.25b
50.00

Ejemplo 3.17 (En produccién)

Un fabricante produce articulos ¢ tal modo que €l
10% Bon defectucsos v el 90% no lo son. &: s8se produce un
articulo defectuoso, €l fabricante pierde $ .: misrntras que un
articulo sin defectos le produce una utilidad ne $ 5.

La utilidad neta por articulc seréa:

X p(x) xp(x)
-1 0.1 -0.1
5 0.9 4.5

4.4

El1 productor espera ganer $4.40 por articulo a la larga,
independientemente del numero de articulos proaucidos.

3.7.5 EJERCICIOS.

Ejercicio 3.1 (Adaptado de Ya Lun Chou p. 142).

Un procesoc es ajustado para llenar una libra de
café instantanesa en cada frasco. Debido a 1a varisbilidsd. el
peso del café vertido en cada frasco varia realmente de 0.97 a
1.03 1libras. Las frecuencias relativas de varios pesos sugieren
gque la curva de densidad para la variable W, peso, puede ser
aproximada muy bién por un triangulo iso6celes. Para simplificar
los célculos hagamos gque W = U corresponda a una libra, el punto
medio de la amplitud de W:; que W = -3 corresponda al wvalor
minimo 0.97, de 1la amplitud de W:; v que W = 3 corresponda al
valor maximo, 1.03, de la amplitud de W. Es decir, la curva de



densidad de W seria shora un triéngulo iséceles con base de -3 a
3.

a). Hallar la altura del triangulo (h).
b). Hallar f(x}), F(x) v sus gréficos.

Supongamos gue un frasco es escogido al azar de la producqién de
un dia y que se halla el pesec del café inestanténeo contenido en
€l. Hallar ls prrobabilided de gue 1 peso neto del fra=c0:

c). Sea menor o igual s 0.98 libras.

d). bea menor o igual a 1.015 libras.

e). Esté en el intervalo de 0.88L a 1.015 libras.

f). Esté fuera del intervalo -1.5 < W < 1.5 o fuera del
intervalo de 0.985 & 1.105 libras.

Edjercicio 3.2 (Adaptado de Merrill pag. 151-154)

Una esgtacién de servicio recibe gasolina
semanalmente. Las estadisticas anteriores sugieren aque la
distribuciodn de probabilidades de las ventas semanales X,
medidas en miles de galones se aproxima mucho a un triangulo

isoceles cuyva base se extiende de mil a tresmil galones
semanales. en tanto que €l vértice se halla en los 2000 galones.

&). Hallar la altura del trié&ngulo, h.

b). Hallar f(x) y su gréafica.

¢). Hallar f(1.5) y £f(2.8B).

d). Hallar 1la probabilidad de que X sea menor gue un numero c
para 1 <€ ¢ < 2.

e). 51 ¢ = 1.5, hallar la probabilidad anterior.

f). La probabilidad de que X B8e encuentre entre dos numeros
dados ¢c vy d, donde ¢ s d, 1 < ¢c <2y 1=<dz=x2.

g). sic = 1.5y d= 1.8, cuél es 1la probabilidad anterior?

h). Hallar P(1.2 < x < 1.6).

i). P(x > 2).

J). Hallar P{(2.8B < x < 3.0).

k). En casc de que la distribucidn de probsbilidad de X deba
utilizarse con frecuencia, seria conveniente disponsr de una
tabla de la funcioén de distribucidn F(m) donde:

F(m) = P(x < m), para 1 < m < 3. ‘

1). P(1.3 < x < 1.9).

m). P(1.8 < x < 2.3).

n). P(2.2 <« »x < 2.7).

o). P{x > 2.4).

p). Hallar E(X.)

Q). Supongamos gue el propietario de la estacidn de servicio no
desesn aque ésta se quede sin combustible mas del 8% del
tiempo cuando el camién tangue semanal viene a llenar sus
depositos. Cuél es la capacidad minima de almacenamiento de
gasolina que debe tener?



3.8 VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA.

Cual es 1la importancia de la Esperanza Matematica E(X}) ?

Segun se mostrdé en la seccion anterior. la Esperanza Matematica
puecd= interprretarse como una de las medidas de tendencia central

de una variable alesatoria. Una medida de tendencia central es
conocida comunmente como un rromedio, ee un namero
“"representativo” de la serie. pero no puede dar cuenta de los
datoe originales. El rromedio oculta las variaciones
individuales. ’

La Varianza es la caracterigtica mas importante de una variable

alegtopig, rPuesto que €8 una medida cuantitativa de la
variabilidad o la dispersiocon de 1los datos con resgprecto a su
media. la esperanza. Esta variabilidad puede ser tanto o mas

importante que el promedio. La variasbilidad es la escencia de la
estadistica

Una magnitud pequefia en la variabilidad de los datos, indica que
€stos presentan concentracién alrededor del promedio, y por lo
tanto este promedio es una buena medida representativa de ellos,
Yy en tal caso suele decirse que los datos son homogéneos o
estables. Una magnitud grande en su variabilidad. indica gran
dispersiétn de los datos, entonces el promedio no es una buena
medida representativa y suele decirse que égtos son inestables o
no representativos de un grupo homogeéenec.

La varianza de una variable aleatoria, cuya notacion corriente
es V(X), o 02(X)., 02x, B8e define como:

V(X) = E(X —‘u)2, o también V(X) = E[X - E(X)]=

Esta férmula calcula la ESPERANZA MATEMATICA de lag desviaeciones
cuadraticas de 1los valores de la varible &aleatorima X ©oOn

respecto a su esperanza E(X). La varianza puede interpretarse
entonces como la desviaciodn cuadratica promedio (no méxima),
donde cada desviacidn cuadratica es ponderada ror su

probabilidad. (La Esperanza por fuera del paréntesie en la
definicién 1lleva implicita la ponderaciétn por las recspectivas
probabilidades).

Para facilitar el célculo de 1la varianza de una variable
aleatoria, puede hacerse uso del siguiente teorema.

TEOREMA: V(X) = E(X2) - [E(X)]=
La ralz cuadrada positiva de 1ls varisnza s8e llamsa Desviacion
Estandar o Desviacidén Tipica de X v esté denotada por o(X). o©

O .

La varianza de X, V(X), €S8 un numero qQue viene expresado en
unidades cuadradas de las unidades en qQue aparece la variable



original X. B1 esta Ul'ima viene expresada en pesos, litros, o
dolares, entonces la varianza, V(X), viene expresada en pesos
cuadrados, litros cuadrados, o dolares cuadrados,
respectivamente; estas unidades pueden no tener mucho sentido
practico, como en  esStos casos. FPor tal razon es frecuentemente
considerada mas bien 1, Desviacion Estandar, la cual simpre
tendra las mismas unidedes de 1los datos originales vy de la
Esperanza Matematics.

Refiriendose a la variansa, JToranzos dice:

"En la tecnica experimental suele usarse ] concepto de
precision de una medida indicandola con h. Es éste un valor tal,
que aumenta & medida gue disminuve la dispersion, vy esta
relacionado con h por le formula h = Krfg, siendo k una constante
gue suele tomarse en algunos casos igual a 1 v en otros 1 / 4 2.
-.». R.A. Fischer afirmsa gue todos los estudios referentes a la
variabilidad o dispersion de los fenomenos constituven el nucleo
central de todos los estudios de la Estadistica moderna' (17)

En  cuanto a la interpretacion de la Esperanza vy la Varianza,
Mills comenta:

"Debe ser comprensible por gue un ejecutivo de empresa, en la
consideracion de un proyecto de inversion de capital, utiliza la
varianza como una medida rustica del riesgo asociado con  esa
inversion. Esto es, 51 nuestra variable aleatoria X es la
ganancia neta en un afo particular de un proyecto de inversion,

entonces el ejecutivo asigna probabilidades (subjetivas) a
varias ganancias netas posibles de ocurrir ese afio. E1  puede
desear maximizar la ganancia esperada, E(x), y minimizar el

riesgo, var{x)." (1B}

Ejemplo 3.18 (Adaptsdo de Neter y otros pp. 202-204)
Considérese la distribucion de probabilidad dada
por f(x) = 1 - 1/2(x), para Q0 £ x £72.

a. Encontrar la probabilidad de gue la variable aleatoria x tome
un valor comprendido entre © vy 1.

b. Hallar la Esperanza E(Xx),

c. Hallar la Varianza V{(X) y la Desviaci®on estandar o..

Solucion:

1

4
k3
a. P(O £ x £ 1) = j@ {1 - 1/2(x)1dx fx - »x=/847., = 0.75.

17 Toranzos, op. cit., p. 38.
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b. E(X)

H

Jo x [1 - 1/72(x))dx = [x=2/7 - XS/S}; = [2Z2 - B/6]
= 2/3 = 0.6¢6
j‘?_
c. 029(x) = Jo [x - 2/312[1 - 1/2(x})]dx

b4
[-x4/8 + 5x3/9 - Tx2/9 + 4x/9]o = 2/9 = 0.2%.

t

c¢”. 0, también puede hallarse agi:

2

=2
E(x=) Jo x2f(x)dx = jo x2{1 - 1/2(x)]1dx

P

2 2
= Jo [x2 - 1/2(x3]jdx = [=2/3 - x4/BJo

[B/3 - 16/8} - [0] = 8/3 - 2 = 2/3.

il

02(x) = 2/3 - (2/3)2 = 2/3 - 4/9 = (6-4)/8 = 2/8 = 0.Z2

La Desviacién estandar seréd: ox = {0.22 = 0.47.

= 4/6



3.9 PROPIEDADES DE LA ESPERANZA Y DE LA VARIANZA.

Llas siguientes propiedadee pueden ser demoetradas a rpartir de
lag definiciones anteriores vy se encuentran en la bibliocgrafia
estadistica corriente. En este trabajo sdlo se enuncian, v se
supone que el lector puede interpretar su significado y 1los
simbolos utilizados.

Dados a, b, ¢, constantes reales. vy siendo X. Y variables
aleatorias. se tiene:

3.9.1 PROPIEDADES DE LA ESPERANZA.

1). E(e) = ¢

2). E{cX) = ¢ x E(X)

3). E{X + Y) = E(X) + E(Y)

3a). E(X + ¢) = E(X) + ¢

3b). E(X1 + X2 + Xm) = E(X1) + E(XZ) + ... + E(Xm)

3c). E(S aiXi) = 5 aiE(Xi), Para i = 1.2....n
3d). E(aX + b) a ¥ E(X) + b Propriedad de Linealidad

ot 4+

4). E(X x Y) = E(X) » E(Y) si X.Y son independientes

4a). E(X1 x X2 % ... *x Xm) = E(X1) ¥ E(X2) * ... * E(Xm),
gl las variables Xi son mutuamente independientes.

3.9.2 PROPIEDADES DE LA VARIANZA.

1). V(c) = 0O

2)Y. V(cX) = ¢ * V(X)
28). 81 ¢ = -1, Entonces V(-X) = V(X)

3) VX + YY) = V(X)) + V(YY) 81 X.Y son independientes

3a). V(X + ¢) V(X)

3b). V(X1 + X2 + ... + Xm) = V(X1) + V(X2) + ... + V(Xm),
gl las variasbles X1 son mutuamente independientes.

3c). V(eX + b ) = a ¥ V(X). la varianza no cumple con la

prropledad de linealidad

3.10 EJERCICIOS.

Ejercicio 3.3 (Adaptado de Mills pp. 64, 65).

Un wvendedor de automéviles usados tiene lsa
oportunidad de trabajar con el comerciante A o con el
comerciante B. El1 vendedor evalta los prospectos de venta de
cada comerciante como sigue:



[Sal

Comerciante A Comerciante B

A P(A) B P(B)

O 0.4 0 0.2

1 0.3 )] 0.6

2 0.2 2 0.2

3 0.1 3 0.0
1.0 1.0

a. Graficar ambae distribuciones de probabilidad.

b. Hallar E(A) v V(A).

c. Hallar E(B) v V(BY.

d. A la larga. esperaria el vendedor vender mas automdviles con
el comerciante A o con el comerciante B?

e. Seris mé&s estable el “informe de ventas semanales’” con el
comerciante A o con B?

f. E1 comerciante A 1le ofrece al vendedor prospectivo una
comigién de $100 por automévil vendido. Cudl es el valor
esperado de 1los ingresos semanales del vendedor con esta
oferta”? Y cual su varianza? (sugerencia: tomar X = 100A).

g. El1 comerciante R esta muy interesado en adgquirir los
gervicios de este vendedor v le ofrece %200 por sutombévil
como comisiébn. 8i se toma y = 200B, hallsr E(B) v V(B).

h. Cudl de 1los dos comerciantes ofrece los ingresos esperados
mas altos? Cu&l oferta da la mayor variabilidad en ingresos
semanaleg?

i. El comerciante A llega c¢on una contraoferta; €1 vendedor
recibira $100 por semana, més $100 por sutomébévil vendido.
3?@688 W = 100 + X (O sea, W = 100 + 100A). Qué son E(W) vy

37

J. CoObmo comparar shora los ingresos esperados?

De cuadl comerciante esgperaria el vendedor menog variabilidad
en los ingresos semanales? Es V(W) diferente de V(X)) en f.7

Ejercicio 3.4 (Adaptado de Mills p. 84).

Usted es el unico economista en la iela de Sow
Fee. La unidad monetaria en esta isla es la "“libra cobre” o €.
Su prediccion del Ingreso Nacional neto (y) para €l afio
siguiente estéd dado por (Millones de €):

Yi: 3 4 5 6
p(Yi): 0.3 .5 0.1 0.1

a. Hallar E{v) ¥y V(y).

b. Se descubre petrdleo en el mar cerca de la iesla de Sow Fee.
La compafiia extranjera qQue hizo el descubrimiento ofrece al
Gobierno un milloén de & 8l afio por los derechos de
perforacion. (hay regalias estipuladas perc no ee recibirén



durante varios aNge), [Como afecta esto su prediccién? (la
cuota es extgena para la ecomomia de Sow Feei: sea X = Y + 1),
c. Hallar E(X) yv V(X). Cual es la relacion entre V(X)) vy V(Y)?

d. Suponga que la taesa de cambio con respecto al dolar americano
es %72 por €E. (tomar W = 2X). Comp 1informaria us ted al
embalador de EE.UU sobre el Ingreso Nacional Neto estimado?

e. Hallar E(W) v VW),

. Suponga que ] f 1
pong 9 @ UﬂClCh de consumo para la 1sla de Soe Fee. es

C =2 + (0.8)X. Cusl es la distribucion de probabilidaed para

€ (en millones de E£)7

0. Hallar E(C) v V(C).

3.11 TEDREMA DE CHEBYSHEV (TCHEBYSHEFF O TCHEBICHEWV)

51 se Conocce la distribucitn de probeabilidades de una variable
aleatoria, puede calcularse E(X) y  V(X), si1 existen. Sin
embargo, lo reciproco no es verdadero. Esto es, conociendo E(X)
Y VX)) no puede reconstrulirse la distribucidn de probabilidades
de X vy por lo tanto no puede calcularse cantidades tales como
P( X—u{ £ ). S5in embargo, es posible hallar una cota superior
(o inferior) muy dutil para tales probabilidades.

£l Matemdtico Ruso Chebyshev descubrid que hay una relacion
entre la Desviaclidn esténdar y la probabilidad gque se encuentra
entre dos valores cualesguiera, simétricos con respecto a 1la
media. En términos sencillos, este teorema establece gue SIN
IMPORTAR LA FORMA QUE ASUMA LA DISTRIBUCCION DE PROBABILIDADES,
se cumple:

a). PC |X-p| 2 K ) K=

~
[
™

b). PC |[X-u| < K1) >1 -1/ K=

El significado de este teorema para cada una de las dos formas
de expresarlo es la sigulente:

al. La probabilidad de que uma variable aleatoria se desvie
absolutamente de su media en Ko (caigs por fuera del intervalo)
es siempre menor o igual gque 1/K2.,

b). Por lo menos 1 - 1/7K2 de la probabilidad asociada con
cualguier wvariable aleatoria estara dentro de K desviaciones

esténdar de la media.

Por ejemplo, la probabilidad de que una variable aleatoria asuma



rartir de su media es por lo mence 1 - 1/42 =1 - 1716 = 1b/16
= 0.8375 = 93.7b%.

Dentro de un 1intervalo a dos desviaciones estandar a partir de
la media, la probabilidad es por lo menos 1 - 1/22 = 1-1/4 = 3/4
= 0.75 = 75%.

ste . teqrema establece una relacion entre la Eesperanza, la
Eesglac1on estandar y la probabilidad asociada & un intervalo.
mplea la desviacion estandar rara proporcionar informaciodn

acerca de 1la forma en que la probabilidad se acumula en
intervalos centrados alrededor de la -media. Sus resultados son
generalmente debiles

va que rroporciona una estimaciotn
conservadora de la probabilidad: el valor dado por dicho teorema
€€ Unicamente un limite, inferior o superior, pero no se

CQHOCEP&n las probabilidadese exactas a menos que se conozca la
distribucion de probabilidades.

Ejemplo 3.19 Sea la distribucion de probabilidades dada por la
tabla siguiente:

X p(x)
1 0.1
2 0.1
3 0.2
4 0.3
b 0.3

E(X) = 3.6

co(x) = 1.28

Dentro de un intervalo a dos desviaciones estandar a partir de
la media, el teorema dice que se encuentra por lo menos el 75%
de la probabilidad. En realidad el céalculo exacto seria el
siguiente:

P(X_“é 206) = P( -20 < X - 3.6 £ 20 ) =

P(-2(1.28) < X - 3.6 £ 2(1.28)) =

P( -2.56 + 3.6 <X <X 2.56+ 3.6) =P( 1.04 =X =6.16 ) =
P(2) + P(3) + P(4) + P(5) = 0.9

Dentro de un intervalo a tres desviaciones estandar a partir de
la media, el teorema dice gue se encuentra por lo menos 1 - 1/9
= B8/9 de la probabilidad. En realidad se encuentra: P(|X-p| = 3)
= P(-0.24 £ X < 7.44) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) =1, el
100% de de la probabilidad.


http:P(-2(1.28

A MANERA DE CONCLUSIONES.

El mecanismo natural de la intuicion humana es insuficiente para

hacer inferencias wvalidas. va gue. eg incapaz de utilizar
grandes volumenes de datos vy evaluarlos mentalmente, con
exactitud v precision. para efectuar buenas inferencias vy

provecciones sobre algunas variables de interés y para realizar
una toma de decisiones acertada y util.

Para una adecuada toma de decisiones gon necesarios un buen
marco tedrico y un enfoque con sentido comin. El1 analieis de
decisiones debe combinar los criterios formales brindados por la
teoria de probabilidades tales como los conceptos de variable
aleatoria, esperanza v Vvarianza, v ademés debe incorporar la

informacidén subjetiva, la intuicidén vy los conocimientos previos
del problema al marco del proceso de decision.

Este trabajo recoge algunas experiencias del autor en su labor
docente en el Aarea de estadistica para la carrera de Economia
Agricola. Trata de llenar algunog vacios existentes en la
bibliografia estadistica corriente, tales como 1la falta de una
pregentacion detallada de los conceptos que se presiten a una
facil asimilacidén por parte de los estudiantes, vy la dificil
adecuacion de ejemplos gue a la vez sean ilustrativos de los
conceptos elementales v de facil aplicacidon v operatividad en
sug célculos.

Con la presentacion de este trabajo se espera hacer una
contribucién en la clarificacion de los conceptos de
probablilidad y variable aleatoria. asi como de otros conceptos
fundamentales de la estadistica, que vyacen en sus bases y cuya
agimilacién es de vital importancia para el trabajo aplicado
utilizando estas herramientas, vy para gue los resultados tengan
algun sentido practico.

Se espera, ademés, dejar sentadas las bases para facilitar a los
lectores interessdos su continacién en la profundizacidén de
otros temas relacionados con la estadistics aplicada, talees como
los modelos probabilisticeos, la teoria de decisiones vy la
inferencia estadistica, entre las multiples opciones que se
presentan en el Area.

Si este trabajo logra que sus lectores asimilen los conceptos
pregentados v puedan resolver adecuadamente los ejercicios gue

se han dejadc planteados, wvalié la pena el ezfuerzo vy su

objetivo ha sido cumplido. £i 1los 1lectores han guedado
motivados 8 seguir profundizando en tales conceptos y/0
continuar estudiando otros temas relacionados, el objetivo ha

sido supersado.
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