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Resumen

En este trabajo se utilizan el método de la viscosidad nula junto con el método de las
regiones invariantes y el principio del maximo para demostrar la existencia de una solucién
débil global Lipschitz-continua para un sistema de leyes de balance. El sistema hiperbodli-
co subyacente es no estricto y corresponde al sistema de las ecuaciones isentrépicas de la
dindmica de gases en coordenadas eulerianas, también conocido como el sistema de las ecua-
ciones de Euler para fluidos compresibles.

Palabras clave: Sistemas hiperbdlicos, leyes de conservacién, solucién débil, viscosidad

nula, dindmica de gases isentrépicos, regiones invariantes, principio del maximo.

Abstract

In this work we use the vanishing viscosity method along with the invariant regions met-
hod and the maxium principle to prove the existence of a global weak Lipschitz-continuous
solution for a system of balanced laws. The underlying hyperbolic system is not strict and
corresponds to the system of equations of isentropic gas dynamics in Eulerian coordinates,
also known as the system of Euler equations for compressible fluids.

Keywords: hyperbolic systems, conservation laws, weak solution, vanishing viscosity,

isentropic gas dynamics, invariant regions, maximum principle.
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1 Introduccion

Una gran variedad de fenémenos naturales expresan comportamientos de conservacién o de
balance. El movimiento repetitivo de un péndulo, el rebote continuo de una pelota contra
el suelo, e incluso nuestra necesidad de beber agua cada cierto tiempo, son ejemplos que
muestran este tipo de comportamientos.

Dichos comportamientos se pueden reformular en términos de ecuaciones diferenciales par-
ciales, llamadas leyes de conservacion. Tres ejemplos comunes son: la ley de conservacion de
masa, la ley de conservaciéon de momento y la ley de conservacion de energia. Estas ecua-
ciones aparecen frecuentemente en problemas de flujo de trafico, de dinamica de fluidos, de
teoria de elasticidad, de fenémenos de onda lineales y no lineales, etc, y poseen la siguiente
forma:

w(x,t) + f(u(x,t)), =0,

donde x € R, t > 0, y uy f son funciones suaves llamadas vector de cantidades conserva-
das y wvector flujo respectivamente. Varias ecuaciones de este tipo en conjunto forman un
sistema homogéneo, el cual es llamado sistema hiperbolico de leyes de conservacion cuando
los valores prépios de la matriz jacobiana de f(u) son todos reales y distintos. Si algunos de
ellos coinciden en algin punto, el sistema es llamado no estrictamente hiperbolico.

Generalmente estos sistemas admiten soluciones discontinuas, y por lo tanto, no diferencia-
bles. Surge entonces el concepto de solucion débil, el cual es una generalizacién del concepto
de solucién clésica (Ver [20] o [28]).

Una consecuencia importante de extender la nocién de solucién clasica a la de solucion débil,
es la pérdida de unicidad de esta tltima. En la pagina 15 de [3] hay un ejemplo sencillo de
un sistema hiperbdlico de leyes de conservacién con infinitas soluciones débiles.

Para garantizar la unicidad de la solucion se requiere la imposicién de condiciones adicionales,
que en la mayoria de los casos estan motivadas por problemas de la fisica. Estas condiciones
involucran el concepto de entropia, como se puede ver mas detalladamente en [12], pagina
35, o en [3], pagina 16.

Una manera usual en que se demuestra la existencia de una solucién débil de un sistema
hiperbélico de leyes de conservacion, es con el llamado método de la viscosidad nula (Ver [2],



[10], y [25]), el cual consiste en introducir un término difusivo en las ecuaciones para obtener
un sistema con una tunica solucion suave, y entonces hacer que el coeficiente de este término
tienda a cero.

La solucién débil que se obtiene por el método de la viscosidad nula generalmente es local (es
decir, esté definida solo para valores de ¢ muy pequenos). Como el interés esta en soluciones
globales (es decir, definidas para todo t > 0), es necesario extender esa solucién local a una
solucién global. Esto se consigue aplicando el método de las regiones invariantes, el cual
consiste en definir una regién que contenga cualquier solucion local del sistema junto con su
dato inicial y/o valores de frontera. Asi, se obtienen estimaciones (o cotas) a priori sobre las
soluciones, y con dichas estimaciones se extiende la solucién local paso a paso, obteniendo
una solucién global (Ver [28], pagina 198, o [31], teorema 1.1). Otra forma de obtener es-
timaciones a priori sobre las soluciones, es por la aplicacion del pricipio del mdzimo. Una
descripcion completa de esta importante herramienta se encuentra en [18] o en [28§].

En dindmica de gases surge el siguiente sistema de leyes de conservacion de tamano 2 X 2 no
estrictamente hiperbdlico:

e+ (pv)e = 0, (1-1)

(pv)e + (pv* + P(p)), = 0. (1-2)

Dicho sistema ha sido ampliamente estudiado, y se le conoce como el sistema de las ecua-
ciones isentropicas, o sistema de ecuaciones de Fuler para fluidos compresibles. La primera
ecuacion representa la ley de conservacion de masa y la segunda la ley de conservacion de
momento lineal. Este sistema describe los movimientos isentrépicos de un gas no viscoso,
compresible y que no conduce calor, que fluye a través de un tubo, donde la densidad y la
velocidad son constantes a lo largo de secciones transversales del tubo (Ver [13]). Aqui x € R
representa la ubicacién del gas a lo largo del tubo, t > 0 el tiempo, p = p(z,t) la densidad
del gas, v = v(x, t) la velocidad del gas, y P(p) la presién (cuya forma se establece mediante
observaciones experimentales). Las regiones en el espacio fisico donde p = 0 son identificadas
con regiones de vacio del flujo, y son justamente ahi donde se pierde la hiperbolicidad estricta.

En [26] y [21] se demuestra la existencia de una solucién débil global Lipschitz-continua de
(I=1)),(I=2) junto con un dato inicial suave y acotado en el espacio C'(R), cuando la presién
P(p) esté definida por P(p) := [ s*f*(s)ds, donde f € C*(0,+00), y satisface:

+oo

i (s)ds =+, f(p)>0, f(p)<0 o f(p)=0, 2f(p)+pf(p)>0 para

p>0.



4 1 Introduccién

Si al sistema (I=1]),(I=2]) adicionamos un par de funciones hy(p,v,z,t) y ha(p,v,z,t) en el
lado derecho:

pr+ (pv)w = hl(ﬂ,v, ZL’,t), (1_3)

()i + (pv® + P(p)), = ha(p, v, z,1), (1-4)

entonces claramente deja de ser homogéneo. Ahora pertenece a un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales mas general, llamado leyes de balance. Las funciones h; y hy son llamadas
términos fuente o términos de forzamiento, y representan efectos externos en el sistema hi-
perbélico subyacente (Ver [1], [7] o [24]). Estos efectos pueden ser de caracter geométrico,
como restricciones sobre el dominio de la solucién del sistema, o fisicos, como amortigua-
mientos, fricciones, o efectos gravitacionales.

Las ecuaciones (I=3),(I=4]) son un modelo de la dindmica de gases en forma no conservativa
con una fuente. Por ejemplo, si hi(p,v,z,t) = 0y ha(p,v,x,t) = a(x,t), entonces a(x,t)
representa una fuerza que actia sobre el cuerpo (bodyforce), por lo general, la gravedad que
actua en todo el fluido en cualquier volumen. Si hy(p, v, x,t) = 0y ha(p, v, z,t) = —k(z) pu|ul,
entonces el efecto de esta fuente es un término de amortiguamiento. Si hy(p,v,z,t) = 0y
ho(p,v,z,t) = —p(x)p — cpulu|, entonces dichas ecuaciones son un modelo extendido del

caudal de un rio, donde (x) corresponde fisicamente a la pendiente topografica y cplu| a

/ /
un término de friccién. Por tltimo, si hy(p, v, z,t) = _a((x)) pu'y ho(p,v,z,t) = —&?pu{
a(x a(x

entonces dichas ecuaciones modelan el flujo transénico de un gas a lo largo de una tobera
divergente a través de un conducto de drea variable. La funcién a(x), que depende de sélo
x, representa el area de la seccion transversal en x del conducto. Los sistemas con este ti-
po de fuentes son de interés por que ocurren fenémenos de resonancia (Ver [19], [6], [L5], [30]).

Los resultados referentes a la existencia de soluciones débiles globales para sistemas de leyes
de balance son comparativamente menores que en el caso homogéneo. Algunos pueden encon-
trarsen en [22], [5], [29], [32], [6], [15], [30] y [24]. En este trabajo, demostraremos la existencia
de una solucién débil global Lipschitz-continua al sistema de leyes de balance (I=3)),(I=4),
junto con un dato inicial suave, acotado y medible (p(z,0),v(x,0)) = (po(x),vo(x)), apli-
cando el método de la viscosidad nula junto con el método de las regiones invariantes y el
principio del maximo.



2 Preliminares

Antes de empezar a demostrar lo establecido en el resumen, es necesario conocer algunas
generalidades respecto a los sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacion. Por esa razén,
este capitulo esta dedicado a mostrar aquellas definiciones y resultados fundamentales en
este tema.

2.1. Leyes de conservacion escalar

Definicién 1 Una ley de conservacion escalar es una ecuacion diferencial parcial de
primer orden de la forma:

ou(z,t)  Of(u(z,t))
ot 7 os

donde x € R, es una variable unidimensional, y t € [0, +00), representa el tiempo.

=0,

Comunmente u es llamada cantidad conservada y f el flujo. La razén de su nombre se ve en
la siguiente observacién:

& [ vt tiae = [ Ghean = = [ HEED 0~ fuga ) - flat)

que significa; la cantidad total de u contenida dentro de algtin intervalo finito dado [a, b],
puede cambiar solo debido al flujo de u a través de los puntos frontera.

Las leyes de conservacion escalar frecuentemente describen fenémenos de transporte. Tam-
bién surgen en problemas de dindmica de fluidos, de teoria de elasticidad, y de fenomenos de

onda no lineal, cuando se ignoran los efectos de la disipacion, tales como la viscosidad (Ver
31, [28], o [9]).

Algunas ecuaciones de este tipo no admiten soluciones cldsicas globales, es decir, funciones
en el espacio C'(R x [0,+00)), definidas para todo ¢t > 0, que satisfagan la ecuacién en
cuestion. Por ejemplo:

Ejemplo 1 Considerese la ecuacion de Burger invisida (sin viscosidad) también cono-
cida como ecuacion de onda no lineal de primer orden:

uy + <“;) ~0. (2-1)
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Este es el ejemplo mds sencillo de una ley de conservacion escalar. Ahora considerese el dato
inicial:
1

u(z,0) = ug(x) = o2

(2-2)
Se usard el método de las caracteristicas (Ver [14], pag. 8) para tratar de encontrar una
solucion cldsica global. Como u debe ser suave, podemos escribir [2=1) como u;+uu, = 0 <
(u,ug) - (Lu) = 0, lo cual signica que la derivada direccional de la funcion u = u(x,t) a

lo largo del vector (1,u) se anula. Por lo tanto, para cada x € R, u debe ser constante a lo
largo de la curva caracteristica:

{(z + tug(x),t) :t20}:{(x+ﬁ,t) 1t >0} (2-3)

Ast, la solucion al problema de Cauchy [2-1)),[2=2) estd dada implicitamente por:

u(x+Lt): L (2-4)

1+ 22’ 1+ 22

Sin embargo, para t > %, las lineas [2=3) comienzan a intersecarsen. Esto implica que la
aplicacion:

T =T+ —7
1+ 2%

no es 1 —1 y ast, (2-4) no define una solucion de valor simple para dicho problema, es decir,
no eziste solucion cldasica mas alld del tiempo t = 3%73 (Ver [3], pag. 8).

El ejemplo 1 muestra la necesidad de generalizar la nociéon de solucién de una ley de conser-
vacion escalar, llegando asi a la siguiente definicién:

Definicién 2 Sean f : R — R suave y u, : R — R continua. Considerese una ley de
conservacion escalar u; + f(u), =0, con dato inicial u(x,0) = ug(z). Una solucion débil,
o solucion generalizada, para dicho problema de Cauchy es una funcion u(zx,t) tal que
ella y f(u) estén en Li (R x (0, —i—oo))EI Y

+Oo i 8 8 +oo
/0 /—oo (uﬁ_(f * f(u)a—i) chudt + /_Oo (upg)dx = 0,

para toda ¢ € C§(R x (0, —I—oo))@(Ver [20] o [28]).

L) ={f: Q=R | f-1lxk €L (Q), VKCQ, K compacto} (Ver |3] pag. 74, o [4] pag. 61).
2Cg°(2), también notado D(12), es el espacio de las funciones de prueba, es decir, el espacio de las funciones

de clase C*° en ) con soporte compacto (Ver [20] o [18]).
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Observacién 1 FEste concepto de solucion débil es una generalizacion del concepto de so-
lucion clasica, es decir, toda solucion clasica es una solucion débil. Reciprocamente, si una
solucion débil es de clase C*, ésta resulta ser una solucion cldsica. Para probar este hecho,
en primer lugar obsérvese que esta nueva definicion tiene sentido suponiendo que u y ug sean
tan solo acotadas y medibles. Y en sequndo lugar; Sea u una solucion débil de u;+ f(u), = 0.
Entonces:

[ [ ook s i =0 (25)

para toda ¢ € CP(R x (0,400)). Si u € CYR x (0,+00)), integrando por partes (2=5)

obtenemos:
—+oco +oo

para toda ¢ € C§°(R x (0,400)). De aqui; uy + f(u), =0, c.t.p. (casi en toda parte), pero
como u € C*, us + f(u), = 0, luego, u es solucion cldsica.

Ejemplo 2 Considerese de nuevo la ecuacién invisida de Burger; u; + (u*/2), = 0, pero
ahora con la condicion inicial:

u(x,0) = ug(z) = {1 v<0

0 >0

Como en el ejemplo 1, mediante el método de las caracteristicas, se prueba que no existe
solucion clasica global. Sin embargo, la funcion discontinua

(2.1) 1 z<t/2
uaj? = Y
0 z>t/2

es una solucion débil global para el problema.

2.2. Sistemas hiperboélicos de leyes de conservacion

Definicién 3 Un sistema de leyes de conservacion es un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales de la forma:

Dy (z,t) + ZFi(wi (1), us(, t), ..., un (2, 1)) = 0,
' (2-6)
gtun(:)s t)+ 3 F (ur(z, t), us(x, t), ..., up(z,t)) =0,

donde (z,t) € R x [0, +00).
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Haciendo v = (u1,ug, ..., u,)" € R*y F = (Fy, Fy, ..., F,,)' : R* — R", se puede escribir (2-0])
como en el caso escalar:

ur + F(u), = 0. (2-7)

Por la regla de la cadena, F'(u), = DF(u) - u,, donde

8’!1,1 8un
DF(u)= | @ . ],

0F, ... 0OF,

8’!1,1 8un

es la matriz jacobiana de F' en el punto u. Entonces se puede escribir (2-1)) como:

uy + DF(u) - u, = 0. (2-8)

Cuando un sistema de leyes de conservacion es escrito en la forma (2-8)), suele ser clasificado
de la siguiente manera:

Definicién 4 Considerese un sistema de leyes de conservacion en la forma [2=8). Si los
valores prépios de la matriz DF(u) son reales para todo wu, entonces se dice que el siste-
ma es hiperbolico. Si ademds, dichos valores propios son todos diferentes, el sistema se
dice estrictamente hiperbolico. Y si para algunos puntos de w, hay valores propios que
coinciden, entonces el sistema es llamado no estrictamente hiperbolico o hiperbolico
degenerado.

Ejemplo 3 Un ejemplo cldasico de un sistema hiperbolico de leyes de conservacion es el
sistema de las ecuaciones isentro’pz’cafﬁ de la dinamica de gases en coordenadas eulem’anm@:

pt+ (pv), =0, (ley de conservacion de masa) (2-9)

(pv)e + (pv* + P(p)), = 0. (ley de conservacion de momento) (2-10)

3En termodindmica, un proceso isentrépico es aquel en el que la entropia (funcién que mide el desorden
molecular) del fluido (gases o liquidos) que forma el sistema permanece constante (Ver [16], pag. 24).

4El movimiento de los fluidos y cualquier componente (temperatura, concentracién, etc) transportado por
los mismos se puede describir desde dos puntos de vista: bien de forma estacionaria o bien desplazandose
con la corriente. La primera perspectiva donde la corriente y sus componentes se describen respecto a
posiciones espaciales fijas y respecto al tiempo, son las coordenadas eulerinas. La segunda pespectiva
donde la descripcion se hace desplazandose con la corriente, son las llamadas coordenadas lagrangianas
(Ver [16], pag. 40).
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Estas ecuaciones describen los movimientos isentropicos de un gas invisidcﬁ, compresiblt@
y que no conduce calor, que fluye a través de un tubo donde la densidad y la velocidad son
constantes a lo largo de secciones transversales del tubo (Ver [13]). Aqui x € R representa
la ubicacion del gas a lo largo del tubo, t > 0 el tiempo, p = p(z,t) la densidad del gas,
v =wv(x,t) la velocidad del gas, y P(p) la presion (como funcién de la densidad p) que sa-
tisface P'(p) > 0.

Dichas ecuaciones constituyen un sistema hiperbolico, pues en los puntos donde p # 0, el

sistema (2=9),[2-=10) es equivalente a:

pr +my =0, (2-11)

7m+(%?+P@0m:Q (2-12)

donde m = pv denota la masa. Al escribir el sistema 2=I1)),2-12)) en la forma [2=8)), se
tiene que:
u(a:,t) _ ul(Iat) _ p(l’,t) ’
l@(l‘,t) m(x,t)

m(z,1)
m? T, )
p(i‘,t)t) + P(p(l’, t))

con

o
—~
I
—
K
~
S~—
S~—
Il
VR
=

—~
RS
B
N
[
[N}
RS
~
S~—
S~—

~_

Il

por lo tanto:

9 9
g—i 3_5; 3,(m) am (1)
m2 m2
omooon ] \Z(Z4prp) & (Z+P)
0 1
N m2 m 7
P
luego, el sistema (2-111),(2=12)) en la forma (2=8)) queda asi:
0 1
() (n)=(0)
my om My 0

—+Plp) Z

5Un fluido invisido, también llamado fluido ideal, es aquel que no presenta viscosidad. En realidad, todos
los fluidos conocidos presentan algo de viscosidad. Sin embargo, un modelo con viscosidad nula es una
muy buena aproximacién para ciertas aplicaciones (Ver [16], pdg. 79).

6Un fluido se dice compresible cuando existen variaciones de densidad significativas producidas por cambios
de temperatura, presién o por grandes velocidades (Ver [16], pdg. 58).
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Ahora se hallaran los valores propios de DF(u):

A 1
2 2
det(DF(u) — AI) = 0 & —0e N2 P =0

m m P P
A P() o
m
@A:;i\/P/(p)
Reemplazando m = pv, se obtiene que los valores prdpios de DF (u) son:
A=vE+Pl(p). (2-13)

Como P'(p) > 0, dichos valores propios son reales, es decir el sistema es hiperbélico.

La forma particular de la presion P(p) en el sistema de leyes de conservaciéon (2-9),(2-10)
depende del gas en consideracién y se establece mediante observaciones experimentales. Por
ejemplo, para el llamado gas politrdpico, la presion tiene la forma P(p) = ¢p?, donde ¢ y
son constantes que satisfacen ¢ > 0y v > 1. En [26] y [21], se estudia en detalle el sistema
de leyes de conservacion (2-9),(2=10). Alli suponen que la presién P(p) estda dada por:

P(p) = /p s> f2(s)ds, (2-14)

0

donde f satisface las siguientes condiciones:

(A) f € C*0,+00), [, f(s)ds = +ooy f(p) > 0, f'(p) <00 f(p) >0,2f(p)+pf (p) > 0
para p > 0.

Esta manera de describir la presion contiene, como caso particular, el gas politropico.

Observacion 2 Si en el ejemplo 3, la presion P(p) satisface la ecuacion [2-14), entonces

d [°
P(o) =5 [ 2 F6)s = 2,
P Jo
luego, \/P'(p) = pf(p), por lo tanto, los valores prépios 2=13)) del sistema [2=9),[2=I0) son:

A=vEpflp) (2-15)

De aqui se concluye que el sistema ([2=9),(2=10) es estrictamente hiperbdlico cuando p > 0,
y no estrictamente hiperbolico cuando p = 0. Las regiones en el espacio fisico donde p = 0
son identificadas con regiones de vacio del flujo.

"El exponente v suele ser llamado exponente adibatico.
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Y andlogamente a como se hizo en el caso escalar, se define lo que es una solucion débil para
un sistema de leyes de conservaciéon como (2=1)) (Ver [20] o [28]). En el caso particular del
sistema (2=9),(2-10), dicha definicién queda de la siguiente manera (Ver [17]):

Definicién 5 Consideremos el sistema hiperbdlico de leyes de conservacion (2-9)),([2=10),
con dato inicial

(p(2,0),v(x,0)) = (po(x), vo(x)). (2-16)

Una solucion débil para_el problema de Cauchy [2-9),[2-10),([2=16), es un par de funciones
p,v € L¥(R x [0, —i—oo))@ tales que:

+oo oo +oo
| s o dsies [ moteo)da o

o0

/om /_:O ((p0)de + (pv* + P(p))) dadt + / e iz =0,

—00

para toda ¢ € CF°(R x (0,400)).

Este nuevo concepto de soluciéon incluye funciones discontinuas. De hecho, el interés principal
es encontrar soluciones de clase C! a trozos, es decir, soluciones con un ntmero finito de
discontinuidades. Sin embargo, no toda discontinuidad es admisible. Se puede demostrar
que las discontinuidades de las soluciones débiles satisfacen una condicion de salto, mejor
conocida en dindmica de gases como la condicion de Rankine - Hugoniot, que dice: si C' es
una curva que estd parametrizada por (X(¢),t), y que a lo largo de la cual la solucién débil
u es discontinua, entonces: s[u] = [f(u)], donde s = dX/dt es la velocidad de propagacion
de la discontinuidad, [u] = u; — u, con u; y u, los valores de u evaluada a la izquierda y
derecha de C' respectivamente, y [f(u)] = f(w) — f(u,). Para una descripcién mas detallada,
constltece [12], pagina 25.

Observacién 3 En realidad, los sistemas de leyes de conservacion son un caso particular
de otros sistemas de ecuaciones diferenciales parciales llamadas leyes de balance (Ver [12]
o [T7]). Se puede obtener un sistema de leyes de balance simplemente adicionando un par de
funciones hy y ho al lado derecho de algun sistema hiperbolico de leyes de conservacion. Por

ejemplo, (2-9),[2-10) queda asi:
Pt + (p'U)x = h'l(p>'Ua Zlﬁ',t),

(p0)i + (pv* + P(p)), = ha(p, v, 2,1).

8L°°(Q2) := Espacio de las funciones medibles y acotadas en ().
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Una solucién débil para este sistema es un par de funciones p,v € L>®(R X [0,400)) tales

que: o i .
[ ot osdnat+ [ mota 00t
0 —0o0 —00
+0o0 +00
:/ / hl(p,v,x,t)¢dxdt,
0 —00
)

/0+°° /_:O ((pv)e + (pv* + P(p))bs) ddt + /ﬁo povod(z, 0)dz =

—00

+oo +o0
/ / (Uh'l(pvv7$7t) +ph2(p,’0,l’,t))¢d$dt,
0 —00

para cualquier funcion de prueba ¢ € C(R x [0,+00)). En el siguiente capitulo se tratara
esto en detalle.

Observacién 4 Considerese el problema de Cauchy:

u2
wet (?)x -0

1 >0
u(x,0) = 0 o0

Es facil ver que, para cualquier 0 < a0 < 1,

0 x<at/2,
Ua(2,t) = a at/2<z<(1+a)t/2,
1 2> 1+ a)t/2,

es una solucion débil para el problema. En efecto, como u, es una funcion constante a trozos,
se ve sin problema que satisface u,,/Ot+0(u? /2)/0x = 0 en los intervalos abiertos. También

1 >0
Ue(x,0) = {0 - 0 y ademas cumple con las condiciones de Rankine - Hugoniot a lo largo
T <

de las dos lineas de discontinuidad {x = at/2} y {x = (1 + a)t/2}, para todo t > 0.

2.3. Condiciones de admisibilidad

La observacién anterior muestra que el concepto de solucién débil no es lo suficientemen-
te fuerte para garantizar unicidad de solucion. En consecuencia, si el sistema de leyes de
conservacién proviene de un problema de ciencias fisicas, no se puede tener una interpreta-
cién adecuada de la solucion. Es claro entonces, que para garantizar unicidad de solucion,
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y su dependencia continua sobre el dato inicial, la nociéon de solucién débil debe ser com-
plementada con otra condicién que permita distinguir la solucién fisicamente relevante. En
otras palabras, para que un problema de Cauchy en este contexto de sistemas hiperbdlicos
esté bien planteado, se requiere que las candidatas a ser soluciones, ademas de satisfacer que
sean soluciones débiles del sistema, satisfagan también otra condicion adicional que permite
determinar cual de entre ellas es la soluciéon buscada. Hay varias opciones, denominadas en
conjunto las condiciones de admisibilidad (Ver [3], pag. 15).

Condicion de admisibilidad I: Supongase que, por consideraciones fisicas, el sistema de
leyes de conservacién u; + F(u), = 0 puede ser obtenido como una aproximacién de un
sistema mas general, por ejemplo;

u + F(u), = eA(u), (2-17)

para algun ¢ > 0 pequeno. Generalmente A(u) denota un operador diferencial de orden
méas alto. Una escogencia natural para A(u) es tomar el operador difusion, definido como
A(u) := u,,. Haciendo esto con la ecuacién (2=IT), resulta:

w + F(u)y = elgy. (2-18)

Entonces se dice que una solucién débil u = u(x,t) del sistema u;+ F'(u), = 0 es admisible en
el sentido de la viscosidad nula si existe una solucion suave u® para la ecuacion perturbada
(M) la cual define una sucesion {u®}.~¢ que posee una subsucesién que converge a u en
L, cuando € — 0.

El principal inconveniente de este camino es que es muy dificil conseguir unas estimaciones
a priori sobre las soluciones viscosas para el sistema de orden mas alto (2-I8)), y caracterizar
los limites correspondientes cuando ¢ — 0 (Ver [2]).

Cuando se tiene un sistema de leyes de conservacion y se busca una solucién débil que sea
admisible en el sentido de la viscosidad nula, es decir, por el camino que indica la condicién
de admisibilidad I, se dice que se ha utilizado el método de la viscosidad nula. Con este
método no se garantiza unicidad de solucion, sélo la coherencia fisica.

Condicion de admisibilidad II: Un camino alternativo para encontrar soluciones admi-
sibles se encuentra en el concepto de entropia. Un par (n,q) de funciones 7,q : R* — R

9Un problema para el cual tenemos existencia, unicidad y dependencia continua sobre el dato inicial es
llamado bien planteado (en el sentido de Hadamard)(Ver [I8], pagina 29).

0Esta ecuacién es llamada frecuentemente la regularizacion parabélica del sistema uy + F(u), = 0, ya que
se ubica dentro de la teoria de las ecuaciones parabdlicas. En este campo se muestra que dicha ecuacién
tiene solucién u® y la llaman solucidn viscosa (Ver [11], [23] o [27], Teorema 1.0.2.).
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se dicen un par de entropia convera-flujo del sistema u; + F(u), = 0, si 7 es conveX, y
ademas satisfacen que:

Vi(u) - DF(u) = Vq(u), (2-19)

vu € R*[4. Entonces se dice que una solucién débil u = u(x,t) del sistema u; + F(u), = 0
es admisible en el sentido de la entropia si satisface:

| ot atwrs e = o

para cualquier par (7, ¢) de entropia convexa-flujo del sistema u,+F'(u), = 0, y para cualquier
¢ € C3(R x (0,400)), con ¢ > 0.

Esta condicién de admisibilidad es 1til sélo si se conoce algtin par de entropia convexa-flujo
no trivial del sistema. Para sistemas de leyes de conservaciéon n x n, las ecuaciones (2-19)
pueden ser contempladas como un sistema de primer orden de n ecuaciones para las dos
variables escalares 7),q, asf:

on on I B dq
(o) (T ) ()
ouy Oun

Cuando n > 3, este sistema es sobredeterminado. En general, se deberian esperar soluciones
s6lo en el caso n < 2. Sin embargo, hay importantes ejemplos fisicos de sistemas grandes
los cuales admiten un par de entropia convexa-flujo no trivial. Es importante senalar que
cuando se encuentra una solucién admisible en el sentido de la entropia para algtn sistema,
ésta resulta ser tnica (Ver [12], Sec 1.7).

Finalmente, se conocen otras condiciones de admisibilidad de acuerdo a la naturaleza de
las soluciones. Entre ellas tenemos la condiciéon de admisibilidad de Liu y la condicion de
admisibilidad de Lax (Ver [3], paginas 19 y 20).

2.4. Invariantes de Riemann

Definicién 6 Dado un sistema de leyes de conservacion 2 x 2 estrictamente hiperbdélico,
us+ F(u), =0,t >0, x € R, un par de funciones diferenciables z,w : R* — R se dicen

HUna funcién n: Q@ C R™ — R se dice convexa en 2 si n(fz + (1 — 0)y) < On(x) + (1 — 0)n(y), Va,y € Q y
Ve € [0,1].

12Un ejemplo de un par de entropia convexa-flujo para un sistema, se da en [I7], donde se calculan cuatro
pares de entropia convexa-flujo para el sistema ([2=9)),(2=10).
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invariantes de Riemann correspondientes a los valores propios Ay y Ao, si sus gradientes
Vz,Vw son vectores propios a izquierda de DF', es decir, si Yu € Dom(F), satisfacen las
siguientes relaciones:

Vz(u) - DF(u) = M (u) - Vz(u), (2-20)
Vw(u) - DF(u) = A2(u) - Vw(u),
donde A\ (u), y Aa(u) son los diferentes valores propios de la matriz DF (u).

Ejemplo 4 Considerese las ecuaciones isentropicas de la dinamica de gases en coordenadas

eulerianas (2-9)),([2=10):
pt + (pv)r = 07

(pv): + (pv* + P(p)), = 0,

donde la presion P(p) esta definida por la ecuacion ([2=14). En el ejemplo 3 se vio que
este sistema es estrictamente hiperbolico cuando p > 0. Vamos a hallar sus invariantes de
Riemann z y w. Haciendo m = pv tenemos que:

0 1
DF(U) = ) )
I+ ) A

y por ([2-18), los valores propios son

MWZ%—M@, y —MW=%+M@-

Por otro lado z = z(uj,us) = z(p,m) y w = w(uy, uz) = w(p,m). Por lo tanto, Vz(u) =
(0z/0uy,0z/0us) = (0z/0p,0z/0m) y Vw(u) = (Ow/duy,0w/duy) = (Ow/dp,0w/Om).

Primero se hallerd z. Reemplazando lo anterior en la ecuacion [2=20) se tiene que:

Vz(u) - DF(u) = A (u) - Vz(u)

o (% %) . _ (T _pf(p)) . (% ﬁ)
dp’ Oom _72_22 + 02 f2(p) 27m p dp’ Oom

o (o) aw (5) o) = (5 -00) 5 (5 -00) )
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Haciendo z,, = *

% - fopf(s)ds_ Pero m = pv, luego:

m

en esta ultima ecuacion, se obtiene; z, = —% = f(p), y de aqui, z =

Z2=0v— /Op f(s)ds. (2-21)

Andlogamente se halla w, se obtiene:

w=uv+ /Op f(s)ds. (2-22)

Se puede probar que los invariantes de Riemann siempre existen para los sistemas 2 x 2
estrictamente hiperbdlicos (Ver [9], Sec 7.3). Los invariantes de Riemann son importantes ya
que con ellos se puede transformar el sistema en otro mas simple. La manera en que se hace
esto es la siguiente; considerese un sistema 2 x 2 estrictamente hiperbdlico:

uy + DF(u) - u, =0,

oF  oF

8u1 8u2
donde u = (uy,uq), F'= (F1,F5) y DF(u) =

oF,  oFy

8u1 8u2

Sean z = z(u1,us) y w = w(uy,uz) un par de invariantes de Riemann correspondientes a A
y Ao respectivamente. Multipliquese por Vz el lado izquierdo del sistema. Se obtiene:

Vz-(uy+DF(u) u) =Vz-u+Vz-DF(u) - u, =Vz-u +MVz-u,

= (Zuys Zug)- (Ure; Uae) F M (20 s Zug ) (Ui Uoz) = Zuy “Unp-Zuy Uoe A1 (Zuy UigF2uy U2e) = Z2eFA1 2.
Osea que z; + A1z, = 0. Y andlogamente se encuentra que w; + \aw, = 0.

En la pdgina 393 de [28], se prueba que la aplicacién (uj,us) — (w,z) es biyectiva en
cualquier regién simplemente conexa, luego, cada vez que hayan soluciones suaves (es decir,
clésicas) se tendrd la siguiente equivalencia:

wy + Agw, = 0,
Flu),=0«&
Ut + (U) { 2t + )\1290 =0.

2.5. Regiones invariantes

Cuando se tiene la solucion global de algin problema, se puede estudiar completamente la
evoluciéon del mismo, lo cual es extraordinariamente util. Por esa razon, el interés principal
estd en las soluciones globales. Algunos problemas, como el del ejemplo 1, poseen una solucién
clasica definida sé6lo para tiempos muy pequenos. Se puede extender esa solucion clédsica local
a una solucion débil global usando el concepto de region invariante (Ver [28], pagina 198, o

8])-
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Definicién 7 Considerese un sistema de la forma:
vy = €Dy + Mu, + f(v,1), (2-23)

donde x € R, t>0,v € R", D= D(v,x) y M = M(v,z) son funciones de valor matricial
nxnyf:R"x][0,00) = R" es suave, junto con el dato inicial:

v(x,0) = vo(x). (2-24)

Un subconjunto cerrado ¥ C R"™ es llamado una region invariante para la solucion local
definida por 2-23),(2=24)), si cualquier solucion v(x,t) con valores frontera y/o iniciales en
¥, satisface v(x,t) € X para todo v € R, y para todo t € [0,1ty).

Ejemplo 5 Un ejemplo tipico de una region invariante, viene dado por la ecuacion del calor
en su forma mds simple: u; = ug,. El principio de mdzimo (Ver teorema 9.1 de [28]) implica
que la region ¥ :={u: —1 <u < 1} es invariante.

Hay varias caracterizaciones y resultados respecto a regiones invariantes. Algunos de ellos
(junto con sus respectivas demostraciones) se pueden consultar en [8]. Entre ellos esta un
corolario bastante 1til que dice que para sistemas parabdlicos de tamano 2 x 2 como ([2=17)),
si las curvas z = constante y w = constante son mondtonas y concavas contrarias, donde z y
w denotan los correspondientes invariantes de Riemann, entonces las regiones Y de la forma
Y ={(up,uz) 1 <z <cof N{(ug,us) : co <w < ¢}, donde ¢, ¢o ¥ ¢3 son constantes que
satisfacen ¢; < ¢y < 3, son invariantes para todo e > 0.

Ejemplo 6 Considerese la reqularizacion parabolica de las ecuaciones isentropicas de la
dindmica de gases en coordenadas eulerianas (2-9)),(2=10):

pr + (pv)x = €Pza,

(pv)e + (pv* + P(p)), = €(p0) e

donde la presion P(p) estd definida por la ecuacion (2=I4)). En el ejemplo 4 se vio que un
par de invariantes de Riemann z y w correspondientes a los valores prdopios \y = v — pf(p)
yXa=v+pf(p), sonz=v— [ f(s)ds yw=wv+ [] f(s)ds, respectivamente. Sean ¢y, ¢y
y c3 constantes que satisfacen ¢; < cg < c3. Entonces:

z:cl<:>v—/0 f(s)ds:cl<:>v:cl+/0 f(s)ds,

d d?
de aqui; d_v = f(p) vy d—g = f'(p). Por las condiciones (A) que cumple f, vemos que,
p p
, dv d?v , )
cuando f'(p) < 0, o >0y 2 < 0, osea que la curva z = c¢; es creciente y cdoncava
p p
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hacia abajo. Sucede igual con z = co. Razonando de manera similar con las curvas w = co
y w = cg, resulta que éstas son decrecientes y concavas hacia arriba. Cuando f'(p) > 0, lo
unico que cambia son las concavidades (Ver Figura [2-1)). Por lo tanto, las regiones de la
forma ¥ = {(p,v) :c1 < z < e} N{(p,v) : ca < w < ¢3} son invariantes para todo € > 0,
para este sistema.

Figura 2-1: Regiones Invariantes

u
P zZ=cCy
o ’ o
Z=C
=tr P p
e ; E’_!__/_/_,/-.<w=03 < __Z \&
/\ ) W=¢s
/01 —W=C> . wec
=Cz
Si f'(p) <0 Si f'(p) >0

De la existencia de regiones invariantes, se obtienen estimaciones (o cotas) a priori sobre las
soluciones. Y con dichas estimaciones a priori, se puede establecer la existencia de soluciones
suaves globales. En la parte (ii) del teorema 1.1 de [31], se demuestra este hecho, para
sistemas de la forma u; + F(u), = h(u) + €u,,. En el siguiente ejemplo se muestra este
resultado para un sistema de la forma (2=IF]).

Ejemplo 7 Considerese el problema de Cauchy:
w + F(u), = €y,

u(z,0) = up(x).

Supongase que tiene una solucion local u(z,t), y que ésta se encuentra definida para x € R y
0 <t <ty, para un tiempo ty pequenio. Supongase ademds que ty depende sélo de || uo(x) | oo,
es decir, to = to(|| uo() ||oo), v que dicha solucion u(z,t) tiene una estimacion L a priori,
esto es, existe ¢ = c(|| uo(z) ||oo) > 0 tal que || u(-,t) ||o< ¢, para cualquier 0 < t < tq.
Como to depende sdlo de || uo(z) ||, se puede usar u(z,ty) como dato inicial, y usando la
estimacion a priori, se ve que:

up + F(u)y = €Uy,

u(x,0) = ug(x),

tiene una solucion local u(x,t), definida para © € R y ty < t < tg+ /. Repitiendo este
proceso, se muestra que dicho problema tiene una solucion global.
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2.6. El principio del maximo

Otra herramienta bastante util para encontrar estimaciones a priori es el famoso principio
del mdxzimo, que se expondra a continuacion:

Considerese el operador lineal dado por:

- 0*u " o o
Lu = . Lgu ' Ou
u igl af’l] (xy t) a[lfla[[’j _I_ - b’l(xy t) axl + C([lf, t)u at ,

definido en Q7 :=Q x (0,7), con T' > 0 y Q C R abierto y acotado.

Escribase
n n
0%u

ou
Au = Z a,-j(a?,t)m + 1 bz(l’,t)a—xl + C(Z’,t)u,

i,j=1 =

y supongase que los coeficientes a;;,b; y ¢ son funciones acotadas en Q7. Se define:
8*QT = 8QT \ QxT.
Entonces:

Definicién 8 FEl operador L se dice parabdlico en Qp si existe A > 0 tal que

n

Z aij(x7t)§i€j > )\||€||27

ij=1
para todo (x,t) € Qr y para todo vector £ € R™, £ # 0.

Ejemplo 8 Un ejemplo tipico de un operador parabolico es el operador del calor:

ou
L=A_22
ot’
donde )
"9
N = —
0x?’

es el operador de Laplace.

Los operadores parabdlicos satisfacen la siguiente importante propiedad, la cual sera utilizada
en el siguiente capitulo para conseguir unas estimaciones a priori. Dicha propiedad es llamada
el principio del maximo en forma débil y dice: Sea L un operador parabdlico en Qr, v
supongamos c(x,t) < 0. Siu € C*(Qr) N 62(QT) y L(u) = A(u) — u; > 0, entonces

SUpQ U = marg, U < maxg-qu’,
donde u = ut —u~, y ut = max{u,0}. Para el caso particular c(x,t) = 0, tenemos:

SUPQ, U = MATq, U = MAT g+ U
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2.7. Problemas de Riemann

Definicién 9 Un problema de Riemann es un problema de Cauchy para un sistema
de leyes de conservacion con condiciones iniciales que son constantes a trozos y con una
discontinuidad, es decir, es un problema de la forma:

ur + F(u), =0,

< 0,
u(x,0) = ug(x) = e
u, x>0,

donde u; y u, son constantes.

La importancia de los problemas de Riemann radica en el hecho de que son la herramienta
bésica hacia la solucién de problemas de Cauchy con datos iniciales mas generales. Para mas
informacién, constltece [3], pdgina 20.

Definicién 10 Considerese un sistema 2 X 2 de leyes de conservacion estrictamente hi-

perbolico:
0 d
FTAi %fl(ulauﬂ =0,
0 d
Erichs %fz(ul, ug) =0,

y sean 11, ro vectores propios a derecha correspondientes a los valores propios Ay, A\o. El
sistema se dice genuinamente no lineal en el campo caracteristico \; si V;-r; # 0, para
1=1,2., y se dice linealmente degenerado en el dominio D sobre el campo caracteristico
Ai, st VA -1r; =0 sobre D, parai=1,2.

Ejemplo 9 Considerese las ecuaciones isentropicas de la dinamica de gases en coordenadas
eulerianas en su forma equivalente (2=11),(2=12):

pr +my =0,
m2
P x
Ya se vio que dicho sistema es estrictamente hiperbdlico cuando p > 0, y que sus valores

propios son Ay = 5t — \/P'(p) y Ay = 2 + \/P'(p). Dos vectores prdpios derechos 11 y 12
correspondientes a los valores propios A1 y Ay son respectivamente:

e G) ) (% - 1P'<p>> ST <;> - <% * 1P’(p)> |
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Por lo tanto,

\vo VIR T m_ P'p) 1} 1 __pP"(p) +2P(p)
b p* 2/P'(p) p o~ V) 20/ P'(p)

e [m o PP 1Y 1 _ pP"(p) +2P(p)
Ve <p2+2 P/(p)’p> <%+\/P’(p)> 20/ P'(p)

luego,
VAi-ri=0% pP"(p) +2P(p)=0<p ( s2f2(s) ) ( 2fz(s)als> =0

< 20°f*(p)[2f (p) + pf'(p)] = O,

para 1 = 1,2, y de aqui conclutmos que el sistema es genuinamente no lineal en el campo
caracteristico \; en el dominio {(x,t)/p(x,t) > 0}, y que es lineal degenerado en el campo
caracteristico A; en el dominio {(x,t)/p(x,t) =0}, i =1,2.

Resulta que los sistemas cuyos campos caracteriticos son genuinamente no lineales o lineal-
mente degenerados son especiales, ya que la solucion del problema de Riemann para estos
sistemas tiene una estructura simple; consiste en la superposiciéon de n ondas elementales;
choques, rarefacciones y discontinuidades de contacto (Ver [3], pagina 25).

2.8. Funcidén de Green y funciones Holder-continuas

Estos preliminares finalizan con cuatro definiciones que no son exclusivas dentro de la teoria
de las leyes de conservacion, pero que usaremos bastante en el siguiente capitulo:

Definicién 11 La funcion G : R x (0,+00) — R definida por:

G(z,t) ==
es llamada funcion de Green.

La funcién de Green surge cuando se soluciona la ecuacién del calor con la transformada
de Fourier (Ver [20], pagina 40). Su importancia radica en las propiedades que satisface. A
continuacion se listan algunas. Su demostracion es sencillamente aplicar definiciones y pro-
piedades bésicas:
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—_

*x Gz, t)(€) = e 4,
* fj;o Gz —y, t)dy = 1.

* fot [T Gz —y,t — s)dyds = t.

* fgfj;o | Go(z —y,t —s) | dyds:fgfj;o | Gy(x—y,t—s)|dyds:2\/i.

e

Definicién 12 Una funcion u : Q C R™ — R se dice Holder-continua de exponente o en
Q, si existen constantes positivas ¢ y «, tales que:

| u(zy) —u(z) |< c|| 21—z ||, para todo xy, x4 € S

En el caso particular a« = 1, u se dice Lipschitz-continua en ), y si ademds, ¢ < 1,
entonces u se dice una contraccion en ).

Observacién 5 Recuerdese que si p > n, entonces el espacio de Sobolev WIP(R™) es el

n
espacio de las funciones Holder-continuas de exponente 1 — — en R", y que se tiene la

inclusion continua WYP(R") < L®(R"™) (teorema del embebimiento). Que siu: Q C R™ —
R tiene derivadas parciales acotadas, entonces, por el teorema del valor medio, u es Lipschitz-
continua en . Y también que si X es un espacio de Banach yu : X — X es una contraccion
en X, entonces u tiene un unico punto fijo (Teorema del punto fijo de Banach).
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fuente

En este capitulo se demostrard la existencia de una solucién débil global Lipschitz-continua
para el sistema de las ecuaciones isentropicas de la dindamica de gases en coordenadas eule-
rianas con términos fuente:

Pt + (p'U)x = hl(p,'U, Zlf,t), (3_1)

(pv); + (pv* + P(p)), = ha(p, v,2,1), (3-2)

junto con un dato inicial acotado, medible y suave:
(p(a,0), v(,0)) = (po(), vo()). (3-3)

Las condiciones impuestas sobre P(p) son las siguientes: P(p) := [ s*f*(s)ds, donde f
satisface:

(A) f € C*(0,400), [;™ f(s)ds = +ooy f(p) > 0, f'(p) <00 ['(p) = 0,2f(p)+pf'(p) = 0
para p > 0.

Y las funciones hy(p,v,z,t) y ha(p, v, x,t) satisfacen:

C1: Son continuas.

C2: Existe k > 0 tal que
|A(w, z,2,t)| <k, v |Bw,zzt)] <k,

para todo w,z € C*°(R x [0,+00)) N L¥(R X [0, +00)), y para todo (x,t) € R x [0, +00),
donde:

A(U),Z,.Z’,t) = fl(p)hl(p7vax7t) + h2(p7v7x7t)7
B(w,z,x,t) = _fl(p)hl(pvvaxvt) + hg(p,v,x,t),

y h1y hy estan evaluadas en ([ fi(s)ds = “5%,v = “F= 2. 1), y fi(p) == f(p + 20), donde

0 es una constante positiva fija, y p > —d.
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C3: Existe L > 0 tal que:
|A(wr, 21,2, t) — A(wg, 29, 2, t)| < L(|wy — wa| + |21 — 22)),

|B(wy, 21, 2, t) — B(wa, 20, x,t)| < L(Jwy — wa| + |21 — 22|),

para todo wy, wa, 21,29 € C®°(R x [0,+00)) N L>®(R x [0,+00)), y para todo (z,t) € R X
[0, 4+00), donde A y B son como en C2.

Ch: Ay(w,z,2,t), By(w,z,z,t), Ay(w,z,2,t) y By(w,z,x,t) son no negativas y acotadas
para todo w, z € C*°(R x [0,+00)) N L®(R X [0, +00)), y para todo (x,t) € R x [0, +00),
donde A y B son como en C2.

C5: Existen constantes positivas C' y C tales que:

|A(w, z,2,t)| < Clw|+C, vy [B(w,z,z,t)| < Clz[ +C,
para todo (w, z) € C*°(R x [0,+00)) N L*(R x [0,+0)), y para todo (z,t) € R x [0, +00),
donde A y B son como en C2.

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones C1-C5 son no vacias, es decir, muestra
que existen por lo menos un par de funciones hy(p, v, x,t) y ha(p, v, x,t) que satisfacen dichas
condiciones:

Ejemplo 10 Sean hi(p,v,z,t) := 0y ho(p,v,z,t) := tan™ (x)+tan1(t). Entonces A(w, z,z,t) =
B(w, z,z,t) = tan~'(z) + tan~'(t), y se wverifica fdcilmente las propiedades C1-C5 con
k=mn,L=1,C=1yC =n.

Los valores prépios del sistema (B=1),(B=2) son:

m=v—pflp), v  pa=v+pf(p)

Evidentemente coinciden cuando p = 0, por lo que el sistema es no estrictamente hiperbdlico.

En primer lugar se perturba el sistema (B-II),(B3-2)) introduciendo una constante § > 0 (lla-
mada pardmetro de perturbacién) a la funcién no lineal P(p), asi:

Pt + (pv)x = hl(p> v, T, t)a (3'4)
(pv)t + (pv2 + Pl(p))x = h2(pa v, T, t)> (3'5)
donde
P(p) = [ pis)as (3-6)
y
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Observacion 6 Por (A), es facil ver que fi(p) satisface:

(A) filp) € C*(=6,4+00), [7 fi(s)ds = +oo y filp) >0, fi(p) <00 fi(p) >0, 2fi(p) +
pfi(p) =0 para p > —0.

El propésito de introducir este pardmetro de perturbacién se verd sélo hasta el final (en el
teorema principal).

Los valores prépios del sistema perturbado (3-4)),([3=3) son: \y = v—pfi(p) vy A2 = v+ pfi(p).
De aqui se ve que este nuevo sistema es también no estrictamente hiperbdlico.

Para buscar soluciones suaves, se aplicara el método de la viscosidad nula. En el método de
la viscosidad nula estandar, se consiguen soluciones de (B=4)),(3=5]) como limites (¢ — 07) de
soluciones suaves de los sistemas:

pe + (pv)z = hi(p, v, 2,t) + €ppa, (3-7)

(p0)i + (pv* + Pi(p)), = ha(p, v, 2, 1) + €(ptt) za- (3-8)

Sin embargo, el método que se usara aqui, es una ligera variacion del método de la viscosidad
nula estandar, como se vera a continuacién.

Los invariantes de Riemann del sistema (B8-4)),(3-5) correspondientes a los valores prépios
A =v—pfi(p) y A2 =v+ pfi(p), son respectivamente:

z:v—/opfl(s)ds, y w:v—l—/opfl(s)ds

Con ellos se deduce que:

—Z w+ Z
/f1 s y v = 2 .

Como el mapeo (p,v) — (w, 2) es blyectlvo entonces se puede escribir el sistema ([3-4)),(3-0)
en términos de w y z. Esto se consigue multiplicando yw = (w,, w,) = (fi(p),1) y vz =
(25, 20) = (= f1(p), 1), por el lado izquierdo de las ecuaciones (3=4)),(B-5), como se mostré en

el capitulo anterior. Resulta:

wy + Aw, = A(w, 2, z,t), (3-9)

2+ Mz = B(w, 2,2, 1), (3-10)

donde
A(w> 2 ZL’,t) = fl(p)hl(p>va :L’,t) + h2(/0>'Ua ZL’,t),
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B(w,z,:):,t) = _fl(p)hl(pav>$at) + hz(p,v,x,t),

y h1y hy estan evaluadas en ([ fi(s)ds = “5%,v = 22 2. 1),

Este nuevo sistema (3-9)),(3=10) que se ha obtenido, es equivalente al sistema (3=4)),([3-5)) en
el sentido clasico de una solucion, y es a éste al que se le aplicard el método de la viscosidad
nula. Osea que en la discusién de soluciones suaves, se reemplazan los sistemas (3=1),(3=8))

por:
wy + Aow, = A(w, z,x,t) + €wyy, (3-11)
z+ Mze = B(w, 2,2, t) + €244, (3-12)

y el dato inicial es:
(w(z,0), 2(z,0)) = (wo(x), 20(x)), (3-13)

donde:
po(z) po(z)
wo(x) = vo(x) —i—/ fi(s)ds, y zo(x) = vo(z) — / f1(s)ds,
0 0
Y po, vo son dados por ([B=3)).
Entonces, la existencia de la solucién global del problema de Cauchy (B=1)),([3-2),([3=3)) es

reducida a obtener las estimaciones C! necesarias de la solucién del problema de Cauchy
(B-11)),([3-12)),(3-13). El programa a seguir es el siguiente:

Seccion 3.1. Usando el principio de la aplicacién contractiva y el método de las regio-
nes invariantes, se demuestra que para todo € > 0 y 6 > 0 fijos, el problema de Cauchy
(B-11),([B=12)), (3-13)), tiene una solucién local acotada (w<°, 24%). Por simplicidad se notaré es-
ta solucién (w, z), es decir, se omitird el exponente €, d.

Seccion 3.2. Mediante el principio del maximo, se obtienen estimaciones a priori de w y
z, en el espacio C!. Dichas estimaciones resultan ser independientes de la viscosidad €, y
del pardmetro de perturbacién §. Como consecuencia, la solucién local (w, z) del problema

de Cauchy (B-11]),([3-12)),([3=13)) se extiende globalmente en el tiempo, y ademds se obtienen
unas estimaciones de p y v.

Seccién 3.3. Mediante una serie de calculos, se obtienen estimaciones a priori de w,, 2z,
wy v % en el espacio O,

Seccién 3.4. Por las representaciones de w y z, y por las estimaciones obtenidas en Seccién
3.2. y Seccidén 3.3., por el teorema del embebimiento, se deduce que existe una subsucesion
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(perOn vendn) que converge uniformemente a un par de funciones (p, v) Lipschitz-continuas,
cuando n — +00, 0 equivalentemente, cuando €, — 0F.

Seccién 3.5. Finalmente, se demuestra que el par de funciones (p,v) obtenidas en Seccién

3.4., son efectivamente una solucién débil para el problema de Cauchy (B3=1]),([3=2),([B=3)).

En lo que sigue, ¢1,co,c3 y M seran constantes reales fijas que satisfacen ¢; < ¢o < ¢3, v
M > 0.

3.1. Existencia local

Teorema 1 (Existencia local)

Sean hi(p,v,x,t) y ho(p,v,z,t) funciones que satisfacen las condiciones C1-C5. Sea fi(p)
una funcion que satisface (A), y sean zo(z), wo(z) € CY(R) tales que:

c1 < 20(7) < e, cg < wo(w) < ez,

202 ()] < M, |wou ()] < M,

para todo * € R. Entonces el problema de Cauchy B=11)),([3-12),B-13) tiene una tnica
solucion suave (w(z,t), z(x,t)) definida en una region Q, := R x (0,1¢), para un ty pequeno,
que satisface:

o — <z, t) < e+, cg —y < w(w,t) <cz+7,

|Z$(x7t)‘ S 2M7 |wm(x7t)| S 2M7

para todo (x,t) € Qy, donde v = fis fi(s)ds > 0.

Demostracién:
Para cada 7 > 0, se define el espacio vectorial:

Ul = {we L=(Q,) /we, w, € L=(2,)}.
Y para cada w € U}, se define la norma:
[wlloy == llwllpee + |lwallzee + [Jwe]| Lo

U! junto con esta norma es un espacio de Banach (Ver [20], teorema 2.1.1).
Ahora considérese el subconjunto:

Ul ={weU! | co—y<w<ecs+7v, w, existe y |w,| <2M}.
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Ul es un subconjunto cerrado de U}. Para demostrar lo anterior, sea (wy,)zen una sucesion en
UL, convergente en U!. Supongamos que wy, — w. Se debe mostrar que w € U?, es decir, que:

i) co —y < w(z,t) < ¢+, para todo (z,t) € €2,.

i) wy(x,t) existe y |w,(x,t)| < 2M para todo (z,t) € €2,.

Demostracién de i)

Como wy, € U}, entonces co —v < wy < ¢34y, para todo k, por lo tanto la sucesién (wg)ren
es uniformemente acotada, por lo que converge puntualmente a w y asi, w esta igualmente

acotada, es decir, cg — v < w < c3+ 7.

Demostracién de ii)
Sea (z,t) € €),. Entonces:

lw(z,t)] := |limp_0

w(x + h,t) —w(z,t) ‘
h

w(z + h,t) —wi(x + h,t) + wi(x + ht) — wi(z, t) + wp(x, t) —w(z,t) ’
h

limp—0

< w(x + h,t) — wg(z + h,t)

wi(z,t) — w(z,t)

limp_o

limp

wi(x + h,t) — wi(x,t) '_|_

n '+'limh_>0

w(x + h,t) — wg(z + h,t)
h

w(x + h,t) — wg(x + h,t)
h

— 2M, cuando k — 4o00.

h

limp_o

limp_o

‘ + |Opwy(x, )] +

wy(z,t) — w(x,t)'
h
wi(z,t) —w(z,t) ‘
h

< |limp—0 limy, 0

‘+2M+

Luego w, existe y |w,| < 2M como queriamos.

De manera analoga, se definen:
U2 :={z€ L®(Q,)/z,2 € L™(2,)},
1zllvz == NIzl + llzellzoe + (12t 2o,
U2:={2€U? | e;—v<z2<c+7, 2 existe y |z]|<2M}.
Y se muestra que U? es un espacio de Banach y que U_T2 es un subconjunto cerrado.

Sean U, := U x U? y U, :=

Banach con la norma suma y

Ul x U2. Entonces, por todo lo anterior, U, es un espacio de
U, es un subconjunto cerrado de U,. De aqui, como U, es un

i
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cerrado en un Banach, es completo.

Un analisis como el del ejemplo 6 del capitulo anterior, permite esbozar las graficas de las cur-
Vas z = €1 —7, 2 = Co+7, W = co—7 y w = c3+7 en el plano p—v, y con ellas a U,. Queda asi:

Figura 3-1:
I l
Z=Co+ ¥ =ty
S z=ci=7 P — Z2=C;—y p
: =c;—
g U T __/_/-/"'_<w=c3+ ¥ T UT/__/-/
: = /\/ w=esty
p=-0 S p==0 w=cz—y
St f'(p) <0 St f'(p) 2 0

Como se puede apreciar en ambos casos, U, es una regién invariante para el sistema (B8-=11]),([3-12).
Nétece ademds que wy y 2 € Uy, luego, cualquier solucién local (w(z,t), z(z,t)) del problema
de Cauchy (B-11),([3-12),([3-13) también estara en U,, es decir, satisfacera:

a—7 <z t) < e+, o —y <wx,t) <+,
|22 (2, t)| < 2M, we (2, t)| < 2M,

para todo (z,t) € .. Se Demostrara entonces que efectivamente existe una solucién suave

local para el problema de Cauchy (B=1TI),([3-12),([3-I3). Més atin, se vera que dicha solucién
es unica. Esto se hara utilizando el principio general de la aplicacién contractiva, o mas
precisamente, el teorema del punto fijo de Banach.

Sobre U, definimos el operador T'(w, z) := (T3 (w, z), Tz (w, 2)), donde:

fe'e) t [e'e)
Ty(w,2) = / G — g, yw(y)dy + / / (Ao, + Aw, 2,5, 8))G(@ — y,t — )dyds,
_ 0 —00

00 t 0o
Th(w, z) := / Gz —y,t)z0(y)dy + / / (=Mzy + B(w, 2,9, 5))G(x —y,t — s)dyds,
— 00 0 J—oo
22

y G(x,t) = e_E, es la funcién de Green.

4ret
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Nétece que T'(w, z) = (w, z) es equivalente a (B-11I),([3-12),([3-13). En efecto, consideremos
(B=11)). Por simplicidad se escribird A(w, z, x,t) = A. Entonces, por las propiedades de A, x*
y G, se tiene que:
Wy + AWy = A + €Wyy
A {E(ga t)t + )\/2:[;:1} = A\ - 477-2652'&7(67 t)
& DG, 1) +47°ePD(E, 1) = —Dgw, + A

& W(E )™ 4 DE, ) An2e?e' ™ = (—Xquw, + A)e'™ <
d, . I
= E(w(g,t)eZLﬂ-ZGSZt) _ (_)\Q'UJI + A)e4ﬂ2€§2t

d
& —(w

(@&, 8)e" ™) = (“Agw, + A)elmeE

t t
0 ds 0
t
& B(E D™ —D(E,0) = / (—Agw, + A)et™ €5 s
0
t
& B = D(E,0) + / (—Aowy + A)et™ € s
0
t
& B, 1) = e EH(E,0) +/ (=X, + A)e €= g
0
t
& 0(6,1) = Gl )OTE0) + [ (~Aaws+ DGlart - 5)(€)ds
0
t
& 0(E,1) = (G(x,1) x w(z,0)" + / ((—Xow, + A) x G(x,t — 5))"ds
0
t
S w(r,t) = G(x,t) * wo(r) + / (=Aowy + A) * G(z,t — 5)ds
0
+00 ¢ too
S w(z,t) = Gz —y, t)wo(y)dy + / / (=Xaw, + A)G(z — y,t — s)dyds
0 J—oo

—00

+00 t +oo
s w(x,t) = Gz — y,)wo(y)dy + / / (—Xowy, + A(w, z,y,s))G(x —y,t — s)dyds
0 J—-o0o

—00

< w="T(w,z2) & Ti(w, z) = w,

Osea que w; + Aw, = A(w,z,z,t) + ew,, < Ti(w,z) = w. Andlogamente 2z, + Az, =
B(w, z,x,t)+ €240 < To(w, 2) = z. Asi; T(w, 2) = (w, 2) es equivalente a (B3=11)),([3-12), B=13).
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Por lo anterior, es claro que si se muestra que 7' tiene un tnico punto fijo (w, z) en U,, para
algin 7 > 0, entonces el problema de Cauchy (B=I1)),(B3-12),([3-I3)) tiene una tnica solucién
(w, z) suave, definida en 2. En otras palabras, si se muestra que 7' tiene un tnico punto
fijo, se habra terminado la demostracion.

Para demostrar la existencia de este unico punto fijo de 7', se utiliza el teorema del punto
fijo de Banach. Pero para aplicar este teorema se debe mostrar que se verifican sus hipotesis.
Por lo tanto, se debe mostrar que existe un ¢, > 0 tal que:

I. 7(U,) C U, < si (w,z) € Uy, entonces T(w,z2) € Uy, < si (w,z) € Uy, entonces
=y < Tr(w, z) < e+, ca—y < Th(w, 2) < 347, [0, To(w, 2)| < 2M y [0, Th (w, 2)| < 2M.

II. T es una contraccién en Uy, < existe 0 < ¢ < 1 tal que || T(wy,2) — T (w2, 22) ||y, <
cl[(wi, 21) — (w2, 22) ||, » Para todo (w1, 21), (w2, 22) € Uy,.

Todo se reduce entonces a mostrar la existencia de un ¢y que satisfaga I. y II. Antes de
mostrar esto, obsérvese que A; y Ay son funciones continuas de p y v, luego, cuando estan

definidas en un compacto como U,, existe un o > 0 tal que |[A\], ¥y |Ao| son < «, y que
ademads, las funciones A(w, z,z,t) y B(w, z, x, t) satisfacen las propiedades C2 y C3.

Sea (w, z) € U,. Entonces:

+00 t +oo
mm@:/ mwwﬁm@@+// (—Aowy + A(w, 2,9, 8)G(@ — y,t — )dyds
— 0 —00

oo

+00 t +oo
< 03/ G(x—y,t)dy+(2Ma+k:)/ / G(r —y,t — s)dyds
— 0 —00

o0

=c3(1) + (2Ma + k)(¢)
=c3+ (2Ma + k)t.

Por otro lado:

+00 t “+o00
mm@:/ mwwwm@@+// (—Aowy + Alw, 2,9, )Gz — y,t — )dyds
_ 0 —00

[e.e]

+oo t +oo
> o Gz —y,t)dy + (—2Ma — k)/ / G(zr —y,t — s)dyds
—0o0 0 —0o0
=co(1) — (2Ma + k)(t)
=0 — (2Ma + k)t.
Es decir que:

co— 2Ma+ k)t <Ty(w,2) <c3+ (2Ma+k)t, V(w,z) € U,. (3-14)
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Anélogamente:

aq—2Ma+ k)t <Tyw,z) <co+ 2Ma+k)t, Y(w,z) € U.. (3-15)

Por otra parte:
|89UT1 (w7 Z) |

400 t +o00
Oy G(x — y, )wo(y)dy + 0, / / (—Xwy, + A(w, 2,9, s))G(x — y,t — s)dyds
0 J—oo

) t +o00
390/ / Gz —y,t — s)dyds
0 —00

t +o0
/ 0,G(x —y,t — s)dyds
0

t +oo
/ / Gi(x —y,t — s)dyds
0 —00

400 t —+o00
< M‘/ G(x—y,t)dy’+(2Ma+k)/ / Gz —y, t — 5)|dyds
—00 0 —00

< [0 (G(x, 1) * wo(w))| + (2Ma + k)

= [(G(2, 1) * wor ()| + (2Ma + k)

= ‘/_:O Gz — y,t)wa(y)dy’ + (2Ma + k)

— M|1| + (2Ma + k) (2 i)

e
t
=M+ 2Ma+ k)2 —.
e
Es decir que:
t _
|0 T (w, 2)| < M+ (2Ma + k)24 — Y(w, z) € Us. (3-16)
Analogamente:
10, T(w, 2)| < M + (2Ma + k)2 /%, V(w, 2) € T, (3-17)

Ahora sean (wy, 21), (ws, 23) € U,. Entonces:
|T1(w1, 21) - Tl(w27 22)|

t +o00
/ / (—=Xowry + A(wy, 21, y, 5) + Aowsy — A(ws, 29,9, 5))G(x — y,t — s)dyds
0 J—oo

t +oo
< / / _)\2(w1y - w2y>G(SL’ -yt = S)dde
0 —00

t +oo
+ / / (A(wlv 21, Y, S) - A(w27 22, Y, 8))G(I‘ /2 S)dyds
0 J—-oo
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<

t +oo
/ / aly(wy — w2)G(x — y,t — s)dyds
0 J—o0

_|_

t +oo
/ / (A(w17 21, Y, S) o A(w27 %2, Y, 8))G($ /1 S)dyds
0 J—oo

t
<« / Op (w1 — wo) x G(x,t — s)ds
0

t +00o
_'_/ / | A(w17217y7 S) —A(UJQ,Zg,y,S) ‘ G(ﬂ?-y,t—S)dde
0 J—oo

«

/0 (wr(z, s) —wy(x,s)) * 0,G(z,t — s)ds

t 400
_'_/ / | A(wlvzlvyv S) —A(UJQ,Zg,y,S) ‘ G(ﬂ?-y,t—S)dde
0 J—oo

<

/ot /_:O(wl (Y, 8) — waly, )9, G(x — y, t — s)dyds

t “+o0o
+L// (|wy —wa |+ |21 — 22 |)G(x —y,t — s)dyds
0 —00
t “+o0o
< af|lwy _wQHLoo/ / | Gy(x —y,t—s) | dyds
0 —00

t +o0o
+L(||lwy — wal| = + || 21 —Z2HLO<>)/ / G(zr —y,t — s)dyds
0 —00

t
< alflwy — wl| <2\/ ;) + L([lwy — wal|p + [z = 22/ ) (2)

t
< a(ljwr —wa|pe + (|21 — 22| 2o) (2\/ E) + L([Jwy — wal| g~ + |21 — 22| 1)t

t
= <2oq/ — + Lt) (llwr = wa| L + ||21 — 22| o).

[t
|T1(w1,z1)—T1(w2,z2)| S <2OA E + Lt) (||w1—w2||Loo+]|zl—z2||Loo),V(wl,zl), (wg,Zg) c UT.

Luego:

Anélogamente:

[t
|T2(w1,z1)—T2(w2,z2)| S (20& 7'(‘_6 + Lt) (||w1—w2||Loo+]|zl—z2||Loo),V(wl,zl), (wg,Zg) € UT.
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De aqui:
1T (w1, 21) — T (w2, 22)]|v,

= |[(T1 (w1, 21), To(w1, 1)) — (T1(wa, 22), Ta(wa, 29))||v,
= ||(T1(7~U1, 21) - T1(7~U2, 22),T2(7~U1, 21) - T2(w2, Z2))||U,
= ||T1(w1,21) - Tl(w2722)||Loo + HT2(UJ17 21) - T2(w27 Zz))HLoo

t
<2 <2m/E + Lt) (llwr — wal|pe + ||z1 — 22| L)
t
=9 <2a\/— + Lt) | (w1 — wa, 21 — 22)||v,
TE
It
=2 <2C¥ E + Lt) ||(wlazl) - (w2a ZQ)HUT‘

t
1T (w1, 21) — T(wa, 22) ||, <2 (204 — + Lt) (w1, 21) — (w2, 22)||v, ,

Es decir que:

TE

V(wi, 21), (we, 22) € U,. (3-18)

Finalmente, al elegir 7 = t;, > 0 tal que:

t t
@Ma+kito<~,  CMa+k)2(/><M, vy 2 (204/—0 + Lt0> <1,
e e

entonces, por (3-14),(3-13)),([3-16)), (3-17),([3-18), tenemos L. y II., como se queria.
3.2. Solucién global
El teorema que sigue contiene las estimaciones a priori, independientes de € y 9, que reque-

rimos para la existencia de solucion global:

Teorema 2 (Estimaciones de w y z)

Supongase que todas las condiciones del teorema 1 son satisfechas y supongase que (w(z,t), z(z,t))

es la solucion suave del problema de Cauchy [B=I1)),[3=12),B=13)). Entonces para todo 0 <
T < 400 fijo, existe M(T') > 0 tal que:

l2(a, 1)) < M(T), y ()| < M(T), Y(z,1) € Q. (3-19)
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Demostracién:
Considérese ([B=IT). Multiplicando por 2w, usando la igualdad 2ww,, = (w?)., — 2w?, la
condicion C5 y la desigualdad 2C|w| < w? + 62, tenemos que:
Wi + AWy = A + €Wy,
2w + A2ww, = 2WA + 2Ww,,,
() + M) = 20A 4 () — 202),
(w?)y + Aa(w?)y = 2WA + €(w?) e — 2ew2,
(W) 4 a(w)e < 2hul(Clul +0) + () — 2602
(W?)e + Ao (w?)s < 2/w|(Clw] + C) + e(w?)a,
(w?); + Ao (w?)y < €(w?) e + 2C|w|* + 2C|w),
(W) + Mo (w?)y < €(W?)ge + 20w + 0 + T,
(w2), + Na(w?)y < e(w?)pe + (2C + Dw? + C-. (3-20)
Ahora considérese la siguiente transformacion:
ok
2 _ =, (2C+1)t _ ] -21
w” = we 501 (3-21)
De (B3=21)) se obtiene inmediatamente que:
(w?), = WPV 4 (20 + 1)ePH i, (3-22)
(w?), = W,eoTI (3-23)
(0?) g = WeePCHVL, (3-24)
Reemplazando (8-22)),(3-23) y ([B-24) en (3-20), y simplificando, resulta:
Wy + AWy < €Wgy. (3-25)
Ahora considérese de nuevo ([B=21I]). Despejando w se tiene que:
o
T — 2 —(20+1)t‘ 3-26
w <w + Yol 1) e (3-26)

De aqui, como wqy < c3, se observa que:

—2 —2
w(x,0) =we(x) = wg +

< _—.
20+1-53"T2011
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Por lo tanto, aplicando el principio del méaximo a (3=25]), se obtiene que:

—2

E(x,t)§c§+20+1.

De esta ultima desigualdad, por (B3-26), se tiene que, para todo (z,t) € Qr:

—2 —2
c c
2 —(2C+1)t 2
t < -
(w (x’)+20+1>6 SGT e

—2 —2

C C
2 —2Cc+nT 2
<w (%) 2C+1>6 =S T o0y

— —2
C C
w(x,t) + < (c% + 7> ePCHIT

20+1

2C+1

62 1/2
lw(z, )| < ((c§ + ﬁ) 6(2C+1)T> ’

w(z,t)| < M(T).

1
—2
2 2 C 2Cc+1)T
w (ZE, t) S C3 + € )

La estimacion |z(z,t)] < M(T) se consigue de manera analoga.

Como se vio en el capitulo anterior, las estimaciones a priori implican existencia global.
Por lo tanto, basados en el teorema 1 de existencia local, y en las estimaciones a priori del
teorema 2, se tiene el siguiente resultado de existencia global:

Corolario 1 (Existencia global)

Supongase que todas las condiciones del teorema 2 son satisfechas. Entonces el problema de
Cauchy B-I1),[3-12)), B=I3)) tiene una solucion débil global (w(x,t), z(x,t)), que satisface:

|z(z,t)| < M(T), Y lw(x,t)] < M(T), V(z,t) € R x [0, +00).

Por las representaciones de w y z, las estimaciones dadas en el corolario 1 y las propiedades
(A) que satisface fi(p), se tienen las siguientes estimaciones para p y v:

Corolario 2 (Estimaciones de p y v)

En las mismas condiciones del corolario 1, se tiene que:

lu(x, )| < M(T), Yy 0 < p(x,t) < M(T), V(z,t) € R x [0, +00). (3-27)
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3.3. Estimaciones a priori

En el teorema que viene a continuacién se encuentran estimaciones para w, y z,. Sin em-
bargo, antes de anunciarlo, tengamos en cuenta los siguientes calculos que se usaran en su
demostracion:

Recuérdese que:

w:v—l—/opfl(s)ds, v z:v—/opfl(s)ds.

Entonces:
z+w
w4z =20 = V= 5

w—z:2/0pf1(s)ds = /Opfl(s)ds:wgz.

Un célculo réapido en estas dos igualdades, permite concluir que:

1
- -2

Vy = Vy =

1
Pw = —Pz = m (3_29)

Ahora considérese el valor prépio A\; = v — pfi(p). Derivando respecto a w, usando las
ecuaciones ([3-28)),(3-29) y simplificando, se obtiene:

M =v—pfilp),

Mw = Vw — pufi(p) = pf1(p)puw,

v =(3) = (5505) 50 - e20) (57.5 ).

/!
)\lw = _p—fl
2f1
Haciendo lo mismo pero ahora con respecto a z, resulta:
pfi
A, =14 =,
1 2fi
Y operando en forma similar con el valor prépio \s, se llega a:
/ !
)\szl_‘_p—fl y )\22__p—fl

2f1’ B 2f1
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Se pueden resumir estos cuatro resultados en las siguientes dos ecuaciones:

pfi
>\w:>\Z:_—7 _
1 9 o, (330)
pfi
Ao = A, = 1+ —. -31
2 1 +2f1 (3-31)

Ahora un resultado que servird en una parte de la demostracion del teorema 3.
Proposicion 1 Ay, Aow, A1z, Ao, son positivos y acotados, cuando fi(p) < 0.

Demostracion:
Primero se vera que son positivos:

Por (A), tenemos que 2f1(p)+pfi(p) > 0. Dividiendo entre 2f;(p) > 0, resulta 1+200) >

2f1(p)
Pero por (3=31)), 1 + gﬁgg; = Aow = 12, luego Aoy, > 0y A\, > 0. Ahora, por el corolario 2,
p > 0, y por hipétesis, fi(p) < 0, luego, como fi(p) > 0, tenemos que —gﬁgg; > 0. Pero por

B30), —5H8 = Ay = Aoz, Tuego Ay > 0y Mg > 0.

Ahora se mostrara que son acotados:

Por (A), tenemos que 2f1(p)+pfi(p) > 0. Dividiendo entre 2f;(p) > 0, resulta 1+ gﬁgg >0,

y de aqui, 1 > —gﬁg;’;, Pero por (3=30), —gﬁgg = Mw = A2z, luego A, = Ao, < 1. Ahora,

por el corolario 2, p > 0, y por hipétesis, f{(p) < 0, luego, como fi(p) > 0, tenemos que

% < 0, de aqui, 1 + gﬁgﬁ; < 1, Pero por (331, 1 + gﬁgﬁ; = Aoy = A1z, luego Ao, <1y
1z S 1.

Ahora sf el teorema.

Teorema 3 (Estimaciones de w, y z,)

Sean hi(p,v,x,t) y ho(p,v,z,t) funciones que satisfacen las condiciones C1-C5. Sea fi(p)
una funcion que satisface (A), y sean zo(z), wo(z) € CH(R) tales que:

1 < 2zp(x) < ¢, co < wp(x) < ez,

0 < zp.(z) < M, 0 < wp(x) < M,

para todo x € R. Supongase que (w(z,t), z(x,t)) es la solucion suave del problema de Cauchy

B=11)), 3=12),B=13), y que estd definida en Qr := R x [0,T), con 0 < T < +oo. Entonces la
solucion (w(x,t), z(z,t)) satisface:

0 < z.(z,t) < M, Yy 0 < wy(x,t) < M, V(z,t) € Qr. (3-32)
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Demostracién:
Se presentan dos casos; el primero cuando f{(p) < 0y el segundo cuando f{(p) > 0, formando
un total de ocho desigualdades por mostrar:

0<z(z,t) <M, y 0L wy(x,t) <M, V(x,t)eQpr, cuando fi(p) <0,

0<zy(z,t) <M, y 0<wy(x,t) <M, V(x,t)e€Qpr, cuando fi(p)>0.

Bastara verificar la mitad de ellas;

0< z(zt), v 0<we(zt), V(zt)e€Qr, cuando fi(p) <0, (3-33)

zo(x,t) <M, vy we(x,t) <M, VY(x,t) €Qpr, cuando f{(p) > 0. (3-34)

Los cuatro casos restantes resultan de manera anéloga.
Antes de mostrar (3=33) y (B8=34]), considérese las ecuaciones (3=11]),(B-12);

wy + Aow, = A(w, 2,2, t) + €Wy,

2+ Mze = Bw, z,x,t) + €244.

Diferenciando cada una de ellas respecto a x, haciendo z, = s, w, = r, simplificando y
usando las ecuaciones ([B=30),([B=31), se obtiene:

e 4+ Aare + (A2wr)T + (M2or)s = Ag(w, 2,2, 1) + €y, (3-35)
St + AMSze + (Mws)r + (A128)s = Be(w, 2,2, t) + €Sy (3-36)
Estas ecuaciones se usaran para demostrar (3=33) y (B8=34)).
Demostracién de (8=33]): Considérese las siguientes transformaciones:
r= (F — %(1’2 + cLet)) e, Yy s = (E - %(1’2 + cLet)) e, (3-37)

donde ¢, 5, L son constantes positivas, y N es la cota de r = w, y s = z, sobre Qr (por el
teorema 1 de existencia local, N puede ser obtenido). De (B=37)) se obtiene inmediatamente

que:
N 1)N
r = Tt + BePT — BN 2ot _ Méﬁ“)t, (3-38)
L2 L
N 1N
Sp = gteﬁt + 666t§ _ 6 $2€Bt _ Me(ﬁ"'l)t’ (3_39)

2 L
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40
2N 2N
ry = Tpe’t F:ceﬁt, Y Sy = Sye’t — Fmem, (3-40)
2N 2N
pr_ Pt y Spp = Sppl’t — Feﬁt. (3-41)

Tog = Tag€ 12

Reemplazando (3=38)-(B-41)) en (B3-35)),(3-36) correspondientemente, se obtiene:

N N
+ (B + Awr + )\gzs)ﬁ(x2 + cLe)

= (cLe' + 2z)y — 2¢) I

Ft + )\2Fm - Eme

— (B + Agwr + Ao ST + Ap(w, 2, 2, 1), (3-42)
_ _ — t N N 2 t
S + M5y — €840 = (cLe' + 22\ — 2€)ﬁ + (B + At + Alzs)ﬁ(:c + cLe')
—(B 4+ Mo + A28)S + Be(w, 2,2, t). (3-43)
Ahora considérese de nuevo (B=37). Despejando T y 3, se tiene que:
s= N (@2 1 eLet) 4 e 44
y S—L2(£L' +cLe’) + e s, (3-44)

N
(2% + cLe') + e Plr,

T=—

12
En (B=44) se puede observar que:

i) 7(z,0) > 0 y 5(x,0) > 0 para todo = € (—L, L).

En efecto. 7(z,0) = 25(2? + cL) + r(2,0) > 0y 5(z,0) = (2 + cL) + s(x,0) > 0,
= wa(x) y

pues las constantes ¢, L y N son > 0, y por hipdtesis, r(z,0) = w,(z,0)

s(x,0) = zz(z,0) = 2p.(x) son > 0.

ii) 7(FL,t) > 0y S(FL,t) > 0 para todo t € (0,7").
t (FL,t N
En efecto. F(FL, 1) = N 1+ % Ve B, (FL,t) > N+Lﬁt’) > N-— > N-N=0,
e e
pues las constantes ¢, L, f y N son > 0, y |w,| < N. Igualmente para s.

Por (3-42)), (3=43)), i) y ii) se tiene la siguiente afirmacion:
Afirmacién 1 7(z,t) >0 y 5(z,t) >0 en (=L, L) x (0,T).

Demostracion de la afirmacién: La haremos sélo para 7. Para s es completamente andlo-
ga. Supongamos que no fuera asi. Existiria un punto (z,t) en (—L,L) x (0,7T) tal que
T(x,t) < 0. Sea t la minima cota superior de los valores de ¢ en los cuales 7 > 0. Entonces
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por la continuidad, 7 = 0 en algunos puntos (7,t) € (=L, L) x (0,T). As{; 7, < 0,7, =0y
—€Tz: < 0 en (T,t), luego:

T+ ATy — €Fpp < 0, en (z,t) € (=L, L) x (0,T). (3-45)

Por otra parte:

a) Por el corolario 2, p > 0, ademés, estamos en el caso fi(p) < 0, por lo tanto, por la
proposicion 1, A1y, Aow, A1z, Ao, son positivas y acotadas.

b) w y z provienen del teorema 1 de existencia local, luego w, = r y 2z, = s son acotadas.

c) Como A\ y Ay son funciones continuas, entonces, en el compacto [—L, L] x [0,T] estédn
acotadas.

a), b) y c¢) implican que se pueden escoger las constantes (3 y ¢ suficientemente grandes para
que:

B+ (Mowr +X2.8) >0 y  cle'+2xM—2¢>0 en (—=L,L)x (0,7). (3-46)

Ahora considérese ([B-42)), y evaluemos en (7,t) € (—L,L) x (0,7). Fijémonos en el lado
derecho de esta ecuaciéon. Como 7(Z,t) = 0y A, (w, z,T,t) > 0 (condiciéon C4), las desigual-
dades (B=46)), implican que 7y + \oT, — €T, > 0 en (T, ¢), contradiciendo (B=45]). Por lo tanto
7(z,t) >0en (—L,L) x (0,T), y asi la afirmacién 1 esta probada.

De acuerdo a la afirmacién 1 y a i), se tiene que 7(z,t) > 0y 5(x,t) > 0en (=L, L) x [0,T).
Por (B-44)), esto es equivalente a:

N N
ﬁ(a:2+cLet)+e_Btr(a:,t)>O, y ﬁ(a:2+cLet)+e_Bts(a:,t)>O, en (—L,L)x[0,T),

es decir, que

N N
r(z,t) > —ﬁ(x2 +cLe)eP, y  s(x,t) > —ﬁ(zz +cLeh)e’,  en(—L,L) x [0,T).
(3-47)

Haciendo que L — oo en (B=47) se obtiene r(x,t) > 0,y s(z,t) > 0, en (—o0,00) x [0,7), o
equivalentemente;

0 < wg(zx,t), y 0 < z(z,t), en £,

que es justamente (B=33).

Demostracién de (3-34)): Considérese las siguientes transformaciones:
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N(x? + cLe') N(x? + cLet)

r=7+4+M + 72 : y s=35+ M+ 72 : (3-48)
donde ¢, L'y N son constantes como en el caso anterior. De (B=48]) se obtiene inmediatamente
que:

B _I_cNet B +cNet (3.49)
=T 5 =73 -
t ¢ 7 y t t I
_ 2Nz _ 2Nz
Tm:Tm—i-?, y SmISx—F?, (3—50)
2N 2N
Tee = Tyz T ﬁ’ y Spx = Szz T ﬁ, (3—51)
Reemplazando (3-29)-(B-51)) en (B3-35)),(3-36) correspondientemente, se obtiene:
N(2? 4 cLe*
T+ Moo + 7(Asw + o) (M + %) + awr)T + (Ao2r)5
t N A —
+(cLe" 4+ 2 o — QE)E — Ap(w, z,x,t) = €T 4y, (3-52)
N(x? + cLe!
St + )\1§x + S()\lw + )\12) (M + %) + ()\111,8)7 + ()\128)5
¢ N _
+(cLe" 4+ 2\ x — QE)ﬁ — By(w, z,x,t) = €54y (3-53)
Ahora considérese de nuevo ([B=48)). Despejando T y 5, se tiene que:
_ N (2?4 cLe') _ N (2% + cLe')
r:r—M—T, y SZS_M_T' (3-54)

Y de manera similar al caso anterior, se observa que:

iii) 7(x,0) < 0 y 5(z,0) < 0 para todo x € (—L, L).

iv) 7(FL,t) < 0y S(FL,t) < 0 para todo t € (0,T).

Por (B52), (B=53)), iii) y iv) se tiene la siguiente afirmacién:

Afirmacién 2 7(z,t) <0 y 3(z,t) <0 en (=L, L) x (0,T).
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Demostracién de la afirmacién: Supéngase que no fuera asi. Existiria un punto (x,t) en
(—L,L)x(0,7T) tal que 7(x,t) > 0 0 3(z,t) > 0. Sea ¢ la minima cota superior de los valores
de t en los cuales T < 0 (0 3 < 0). Entonces por la continuidad:

7 =0, N 5<0, en algunos puntos (z,t) € (=L, L) x (0,T). (3-55)
Ast;

Ty >0, e =0, y €Tre <0, en (z,t) € (=L, L) x (0,T). (3-56)
Por otra parte:

d) Como estamos en el caso fi(p) > 0, y ademds, por hipdtesis, p > 0y fi(p) > 0, en-

/ /
tonces —g—fl < 0, pero por , —p—fl = Ao, luego Ay, < 0. Por otro lado, de manera
1

2f1

similar a como se demostré ([B=33)), se demuestra que w, > 0 cuando f{(p) > 0, es decir, pa-
ra este caso, se tiene que r > 0. Por lo tanto, como 5 < 0 por ([3=53)), se tiene que (Ay,7)s > 0.

e) Por c), A\, es acotada, ademés, —A, (w, z,z,t) es acotada por hipdtesis (condicién C4),
por lo tanto se puede escoger c¢ suficientemente grande para que

N
(cLe' + 2)\ox — 26)§ — Ap(w, z,z,t) > 0, en (—L,L)x(0,T).
f) Por (BBDD y (BBJ:D’ Aoy + Aoz = 17 luego, T(>\2w =+ )\2,2) =r=>0.

Ahora consideremos ([B=52)) y evaluemos en (,t). Fijémonos en el lado izquierdo de esta
ecuacién. Por (B56)); 7 > 0y AoT, = 0. Por f); 7(Agy+A2.) = r > 0. Por (B-53)); (Agr)7 = 0.
Por d); (As.r)5 > 0. Y por e); (cLe' + 2 oz — 2¢) 45 — Ay(w, z,2,t) > 0. Todo esto implica
que €7, > 0 en (T,t), contradiciendo (B=506). Por lo tanto 7(z,t) < 0y 3(z,t) < 0 en
(—L,L) x (0,T), y asi la afirmacién 2 esta probada.

De acuerdo a la afirmacion 2 y a iii), se tiene que 7(z,t) < 0y 5(x,t) < O0en (—L,L)x[0,T).
Por (B-57)), esto es equivalente a:

N(x? + cLe')
12

N(x? + cLet)

r— M — i

<0, y s—M — <0, en (—L,L)x]0,T),

es decir, que

N(2? + cLet)

N (2% + cLe?)
Y
72

s(x,t) < M + en(—L,L) x [0,7).

(3-57)
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Haciendo que L — oo en (B=57)) se obtiene r(z,t) < M y s(x,t) < M en (—oo,00) x (0,7T),
0 equivalentemente;

we(z,t) < M, v zg(z,t) <M, en Qp,

que es justamente (B=34)).

Para conseguir la solucién Lipschitz-continua del problema de Cauchy (3-1)),(3-2),(3=3), es
necesario obtener también estimaciones de w; y z;. El teorema que viene a continuacién nos
las d4. Sin embargo, antes de anunciarlo, una observacién, necesaria para su demostracion:

Observaciéon 7 Si las condiciones del teorema 3 son satisfechas, se puede usar un mollifier
para suavizar wy(x) y zo(x), de tal forma que las funciones obtenidas wi(z) y 2 (x) € C*(R),
y satisfagan:

1 < zj(z) < e, co <wj(x) < ¢,
0< @) <M, 0<uwfy(e) <M,
|ngxx(z)| S Ml’ |ngxx(z)| S M1>

donde M es una constante independiente de 7. Se Omitird este proceso y se asumird direc-
tamente que wy(z,0) y z(x,0) (las derivadas con respecto a t de la solucion (w(x,t), z(x,t))
evaluadas en t = 0) son acotadas.

Teorema 4 (Estimaciones de w; y z;)
Supongase que todas las condiciones del teorema 3 son satisfechas. Mds aun, supongase que
wo(x) y zo(z) € C*(R), y que

jwi(z,0)] < My, [z(z,0)] < My,
para todo x € R, donde My es una constante positiva. Entonces:
1) Si fi <0, se tiene que:
lwy (z,t)| < Mae, Yy |z (2, )| < Mae, V(x,t) € Qrp,

donde

A= max{O, SupRX[O,T)(A2z - )\2w>wm7 SupRX[O,T) ()\lw - )\lz)zm}-

i) Si fi >0, se tiene que:

lwe(z,t)] < M, Yy |ze(z,t)| < Ma, Y(z,t) € Q.
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Demostracion:
Es bastante similar a la demostracién del teorema 2. Se hara sélo para ¢). Sean X = w; y
Y = 2. Derivando (B=I1]),(B3-12) respecto a t, y usando esta nueva notacién, resulta que:

Xi+ XX, + (AowX + A Y)w, = Ay(w, 2,2, t) + € Xy, (3-58)

i+ MY + (Mo X +A12Y)2, = Bi(w, 2,2, t) + €Y. (3-59)
Ahora considérese las siguientes transformaciones:

N(2? + cLe')
72

_ N(z2 + cLét
)e’\t, y Y:(Y+M2+%) A (3-60)

X =- (7 + My +
donde ¢ y L son constantes positivas, N es la cota superior de X = w; y Y = z; sobre Qr,
y My es la constante dada en las hipétesis. Un célculo sencillo, pero bastante largo en las
ecuaciones (B3=60]), permite obtener expresiones para Xy, Y;, X, Yy, Xyz, Yir. Reemplazando
dichas expresiones correspondientemente en (3-58)),(3-59)), resulta:

12

o [
X 20X+ (20X = AoV Jwy + AX + A+ (g — da:)wr) (M + M)

N
+(cLe' + 2z)y — QE)ﬁ — A(w, z,x,t) = X 4, (3-61)
_ — — — — N(z? + N(z? +cLe')
YitMYe+ (AnY — AwX)ze + AY + (A + (A — Aiw)2e)
t N N
+(cLle® 4+ 2z — 2¢)— — By(w, z,2,t) = €Y 4. (3-62)

12
Ahora considérese de nuevo ([B-60). Despejando X y Y, se tiene que:

N N
X——Mg—ﬁ(x +cle') = Xe ™ vy Y= —Mg—ﬁ(x +cle') +Ye ™. (3-63)

En (B=63) se puede observar que:
v) X(2,0) <0y Y(x,0) <0 para todo z € (=L, L).
En efecto. X(z,0) = —M, — —(x +cL) — X(2,0) = =My — $5(2? 4 ¢cL) — wy(x,0) <

—M, — £ (x* 4+ cL) + My = —£&(2* + ¢L) < 0, pues Las constantes ¢, L, N y M, son > 0,
y por hlpote81s, wy(z,0) < Ms. Igualmente para Y.
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vi) X(FL,t) <0y Y(FL,t) <0 para todo t € (0,7T).

t
En efecto. X(FL,t) = —My — (L% + cLe') — e MX(FL,t) = —My, — N <1 + E) _

L2 Js
'UJt(:FL, t)

L.t
= <—M2—N—%S—M2—N—wt<n,t>s—M2—N+N=—M2<0,

pues las constantes ¢, L, N y My son > 0, |w;] < N y A = max{0, suprxjo,r)(A2: —
Aow ) Wa, SUPRx(0.7)(Aw — A12)2 }. Igualmente para Y.

Por (3=61)), (3=62)), v) y vi) se tiene la siguiente afirmacién:
Afirmacién 3 X (z,t) <0y Y(z,t) <0 en (=L,L) x (0,7).

Demostracién de la afirmacién: Supéngase que no fuera asi. Existiria un punto (x,t) en
(=L, L) x (0,T) tal que X(z,t) > 0 (o Y(x,t) > 0). Sea ¥ la minima cota superior de los
valores de t en los cuales X < 0 (o Y < 0). Entonces por la continuidad:

X =0, y Y <0, en algunos puntos (Z,t) € (=L, L) x (0, 7). (3-64)
luego:
X; >0, X,=0, y X <0, en (z,t) e (-L,L) x (0,T). (3-65)

Por otra parte:
g) Ya se probé en el teorema 3 que w, > 0.
h) Por g) y por la definicién de A, se tiene que A + (Agyy — Ao, )w, > 0.

i) Por c), Ay es acotada, ademds, —A;(w, z, x,t) es acotada por hipdtesis (condicién C4),
por lo tanto se puede escoger c¢ suficientemente grande para que

N
(cLe' + 2Xg1 — QE)ﬁ — Ai(w, z,x,t) > 0, en (—L,L)x(0,7T).

Ahora considérese ([B=61]) y evaluemos en (7, t). Fijémonos en el lado izquierdo de esta ecua-
cién. Por B=68); X; > 0y A\ X, = 0. Por a), g) v B=64); (A2 X — Xo.Y)w, + AX > 0. Por
h); A+ (Aow — Aoz)w, > 0, y por i); (cLe' + 2z — 26) 7% — Ay(w, z,x,t) > 0. Todo esto
implica que €X,, > 0 en (7, ), contradiciendo ([B=63)). Por lo tanto X (z,t) <0y Y(z,t) <0
en (—L,L) x (0,T), y asi la afirmacién 3 esta probada.

De acuerdo a la afirmacién 3 y a v), se tiene que X (z,t) < 0y Y(x,t) < Oen (—L,L)x[0,T).
Por (B=63)), esto es equivalente a:

N(x? + cLet)

—My— 73

—XeM<0, vy —M,—

+Ye ™ <0, en (—L,L)x[0,T),
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es decir, que
N (2% + cLe! N(2? + cLe!
—MyeM — %&t < X(z,t), v Y(x,t) < M+ %e’\t (3-66)

en (—L,L) x [0,T). Haciendo que L — oo en (3-66]) resulta:

—Mye™ < X (), y Y (z,t) < Mye™, en (—oo,+00) x [0,T). (3-67)
De manera similar, se prueba que:

X(z,t) < Mye™, y =My <Y(x,t), en (—oo0,+00)x[0,T). (3-68)

Juntando (B=67)) y (3-68), se tiene:

X (z,t)] < Mae™, vy |Y(x,t)| < Mye™, en  Qp,
lo cual es equivalente a:

wi(,8)] < MM,y |z(w,t)] < Mae™, en  Q,

que es justamente ).

3.4. Funciones Lipschitz-continuas

Ahora se aplicaran las estimaciones dadas en los teoremas 3 y 4 para dar la solucién Lipschitz-
continua del problema de Cauchy (B=1)),([3=2),([3-3). El siguiente teorema dé estimaciones de
Pz, Uz, pr v ;. Estas estimaciones pueden obtenersen usando las representaciones de w y z,

y las estimaciones de w,, z,, w; vy z; obtenidas en los teoremas 3 y 4:

Teorema 5 (Estimaciones de p,, v., p; Yy v;)
Si las condiciones del teorema 4 son satisfechas, entonces:

i) Si f| <0, se tiene que:

vz (2, )| < M, y |pa(,t)] < M,

|Ut(x7t)| < M27 Yy ‘pt(l',t” < Ms.

1) Si f] >0, se tiene que:

N )

vz, )| < Mo, y ‘(/Op fl(s)ds>t

Para todo (x,t) € Qr, donde M y My son constantes independientes de € y §.

<M,

< Ms.

(3-69)

(3-70)

(3-71)

(3-72)
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3.5. Solucidén débil global Lipschitz-continua

Se ha mostrado entonces que, bajo ciertas condiciones, el problema de Cauchy (3=111),([3=12), (3-13)
tiene una unica solucién suave (w, z), definida en {7, para todo €, > 0. De manera equi-
valente, se puede decir que se ha construido una sucesién {w®?, 2%} s~ de soluciones apro-

ximadas para el problema de Cauchy (B-I11),([3-12),3=13). Como el mapeo (p,v) = (w,2)
es biyectivo, se tiene entonces una sucesion {p“° v*°} s-0 de soluciones aproximadas para

el problema de Cauchy (B3=4)),(3=H),([3=3). Por el teorema 5, dichas soluciones aproximadas
(p=°, v*%) satisfacen las estimaciones (3=69),(B-70), si f{(p) < 0, y satisfacen las estimaciones

B-71),B-72), st fi(p) = 0.

En el primer caso (f](p) < 0), como (p=°, v<°) satisfacen (B=69),([B=70), entonces la sucesién
{p=°,v5°}. 550 pertenece al espacio de Sobolev W1>(Qr), para 0 < T' < +o00. Como ademds,
(p=°, v9?) satisfacen (B=2T)), entonces la sucesién {p“°, v°}. 5-9 es uniformemente acotada,
por lo tanto, posee una subsucesién {p“%» v<m9n} que converge uniformemente a un par de
funciones (p, v), sobre cualquier regién acotada 2 de R x [0, +00). Por el teorema del embe-
bimiento, tenemos la inclusién continua WH(Qr) < L>®(Q7r), de aqui, el par de funciones
(p,v) son Holder-continuas de exponente 1 en €2, es decir, son Lipschitz-continuas en €2, y

ademads satisfacen las estimaciones (3=27),(3-69)), ([3-70).

En el segundo caso (f{(p) > 0), se ha construido una sucesién {p“°, v°}. 550 de soluciones
aproximadas (p%, v%°) tal que (f0p€7 f1(s)ds,v*°) son uniformemente acotadas en W1 (Qy),
para 0 < T' < 400, la cual, por el teorema del embebimiento tiene una subsucesién sobre
cualquier regién acotada 2 de R x [0,+00), que converge uniformemente a un par de fun-
ciones (p, v) Holder-continuas de exponente 1 en €2, tales que ([ fi(s)ds, v) son acotadas en

Whtee(Q) y satisfacen las estimaciones (3=27)),(3=71),([B3=12).

En el teorema principal (y final), se mostrard que este par de funciones (p,v) Lipschitz-
continuas en €2, son una solucién débil del problema de Cauchy (B=1)),([3=2)),(3=3). Finalmente,
como (p, v) satisfacen las estimaciones a priori (3-27), entonces podemos deducir la existen-
cia global.

Teorema 6 (Teorema principal)

Sean hi(p,v,x,t) y ha(p,v,x,t) funciones que satisfacen las condiciones C1-C5. Sea f(p)
una funcion que satisface (A), y sean zo(z), wo(z) € CH(R) tales que:

1 < 2zp(x) < ¢, co < wp(x) < ez,

0 < zp,(z) < M, 0 < wpe(x) < M,
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para todo © € R. Entonces el problema de Cauchy ([B=1),[B3-2),[3=3) tiene una solucion
débil global (p,v) Lipschitz-continua tal que satisface ([B3=21),[3=69),B=20) si f'(p) < 0, o
B-27),B-T1),B-72) si f'(p) = 0

Demostracion:
Por todo lo anterior, lo tinico que se debe mostrar es que el par de funciones limite (p, v) son
en efecto, una solucién débil. Escribamos (3=11]),([3-12)) en forma matricial:

Wy We Ao A(w, z, x,t) Wy
—+ . = + € .
2 0 A\ B(w, z,z,t) Zaw

Ahora multipliquemos en ambos lados por la matriz:

0

2z

-1 1 1

Wy Wm 2f1 2f1
C .= = ,
1 v 1 v
% m ierz) 30-3)
donde m = pv. Resulta:
€
pi+ (p)e = (A B) + 57 (Waz — 24a)

A € €v
(pv): + (pv* + P1(/)))m =3 (p + %) + g (p })1> L (Wee + 222) + o, (Waz — Zaa) 5

0 equivalentemente:

€
Pt + (pv)x - h'l + —(wxx - Z:c:c)a (3_73)
2
(p0)e+ (90 Pi(p)), = v o pha 5 (e 20) 5 (e = 2). - (374)
1

E integrando por partes (B=73)),([3=74]), se tiene que para cualquier funcién de prueba ¢ €
C§°(R % [0,400)):

/0+°° /_:O (pdy + (pv)oy) dxdt + /+oo pod(x,0)dr = /0+oo /_:O hi(p,v,x,t)pdxdt

—00

oo e f1Pz
/ / (2f1 Op — 27 ) (wy — z,)dxdt, (3-75)

—+00

/0+oo /_+°° ((pv)oy + (pv® + P(p))$s) dudt + / povod(, 0)dx —

o0 —00
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400 ptoo oo oo q
/ / (vhi(p, v, z,t) + pha(p, v, z,t))pdxdt + 6/ / §(px¢ + pda) (we + 2;)
0 —00 0 —00

(Y (% Uf{px
+ (Q—fl% + 2—f1¢ — P ) (wy — 2z, )dxdt. (3-76)

Si fi(p) < 0, entonces fi(p) es una funcién no creciente, luego, tomando € mas pequeno
que §, y tal que ¢/ f1(p) = €/f(p+20) v ¢/ fi(p) = €/ f*(p + 25) tiendan a cero cuando e, §
tiendan a cero, entonces usando las estimaciones (3-27),(3-32)),([3-69), y la convergencia de
{pendn yendn} sobre cualquier regién acotada 2 C R x [0, +00), se obtiene inmediatamente

haciendo €, § — 0 en (B=71)),(B=70), que:
+oo oo +o0
[ o osdnar+ [ mote.0pts
0 —00 —_

o0

+00 +00
= / / hy (pv v, T, t)¢d$dt, (3_77)
0 —00

—+00

/0+oo /_+°° ((pv)d¢ + (pv* + P(p))os) dxdt+/ povod(z, 0)da =

o0 —00

+o0 +o00o
/ / (Uh'l(pavwxat) ‘l‘ﬂhg(ﬂ,’ll,[lf,t))ﬁbdl’dt, (3_78)
0 —00

para cualquier funcién de prueba ¢ € C§°(R x [0, 4+00)). Lo que quiere decir que el par de
funciones Lipschitz-continuas (p, v) son una solucién débil global para el problema de Cauchy

Si fi(p) > 0, entonces fi(p) es una funcién no decreciente, luego:

R S|
2fi(p)  2f(p+20) ~ 2f(20)’

‘(fop fl(s)ds)x} M

S T R (e
M

'px :'2_}? </0pf1(8)d5)x < M

2/t 2f3(26)
Por lo tanto, tomando € mas pequeiio que §, y tal que €/f(25) y €/f3(25) tiendan a cero
cuando €, d tiendan a cero, entonces usando las estimaciones ([B=21),(B=32),([3=71), y la con-
vergencia de {p° v} sobre cualquier regiéon acotada Q C R x [0,+00), se obtiene
inmediatamente haciendo €,0 — 0 en (B-75)),(B=76)), las ecuaciones ([B-77),([3-78)). De aqui,
el par de funciones Lipschitz-continuas (p,v) son una solucién débil global para el problema

de Cauchy (3-I)),(B-2),([3=3), igual que en el caso anterior.
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