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Resumen 

Se analizan dos sistemas que presentan el efecto de arco: arco de cilindros y arco de 

poliedros rectangulares. El objetivo es calcular las fuerzas interparticulares y otras 

variables de respuesta como ángulos de fricción interna, momentos, etc. Se definen 

métodos programables para cada caso y se analiza la falla. 

 

En el arco de esferas se plantean y resuelven las ecuaciones de equilibrio de cada 

partícula secuencialmente. De tal manera que se obtienen las resultantes entre fuerzas 

normales y cortantes friccionales, denominadas empujes, los ángulos de fricción y los 

momentos en cada partícula; luego se usa un método de prueba y error para calcular la 

deformada del sistema. En general se obtiene que el sistema no tiende a ser estable 

según lo obtenido para las condiciones deformadas del sistema. Se obtienen mejoras del 

comportamiento al añadir cohesión al sistema. 

 

Para el arco con bloques o viga tajada, la metodología, basada en la elasticidad, calcula 

el valor de flecha máxima que genera fuerzas interparticulares, producto de los traslapos 

entre bloques, que equilibran el momento generado por las fuerzas externas al sistema. 

Luego se aplica la metodología de equilibrio límite determinando los modos de falla 

respectivos. Se ejecuta el método de relajación de Brady-Brown, cuyos resultados se 

comparan contra la tesis para confirmar la concepción empírica de que cuanto más 

discontinuidades tenga un sistema, su comportamiento será menos competente, debido 

a que con el método de  tesis, la respuesta del sistema es más cercana a la falla. Se 

establece el modo de falla denominado ñCapacidad m§xima debida al momento internoò. 

 

 

Palabras clave: efecto de arco, viga tajada o voussoir, atascamiento, tolva, sistemas de 

bloques. 

 

 



VIII El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 

 

 

 

Abstract 

Two systems showing the arching effect are analyzed; cylinders arch and rectangular 

polyhedron arch. The objective is to estimate interparticular forces and the other variables 

of response as friction angles, moments, etc. Programmable methods are defined for 

each case and failure is analyzed. 

 

In the spheres arch, equilibrium equations of each particle are stated and solved 

sequentially. In this way, resultants between normal and shear forces are obtained and 

named ñEmpujeò, also friction angles and moments in each particle are also estimated; 

then a trial and error method is used to estimate the deformed condition of the system. In 

general, it is observed that the system is not stable according to the deformed results. 

After adding cohesion at the system, an improvement in the behavior is observed. 

 

Analyzing the blocks arch or voussoir beam, the methodology, based in elasticity, 

estimates the value of maximum deflection that generates the interparticular forces, 

produced by overlaps between blocks, that equilibrates the moment generated by 

external forces to the system. Then, limit equilibrium methodology is applied to define the 

respective failure modes. The Brady-Brownôs relaxation method is executed, which 

results are against the thesis confirming the empirical statement that suggest that the 

more discontinuities has a rock massif, the less competent will be its behavior, due that 

the thesis ethos reveals results closer to the failure. Also, the failure mode called 

ñMaximum capacity due to the intern momentò is explained and stated. 

 

 

Keywords: arching effect, voussoir beam, clogging, hopper, block system. 
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Introducción 

 

La forma curva característica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han 

sido conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos; sin embargo, es 

imposible establecer su fecha de invención, tal como en el caso de la invención de la 

rueda. 

 

Kurrer (2009) afirma que tal vez hubo varias maneras en las que las personas de la 

antigüedad pudieron haber empezado a usar los arcos, como por ejemplo, notar las 

ventajas que un arco tiene sobre un dintel, o tal vez fueron colocando cuñas entre dos 

losas que salvaban un vano con el fin de reducir la longitud de estas, etc. Además las 

estructuras en arco también han sido usadas como elementos decoradores, para uso en 

rituales, como parte de proyectos artísticos incluso para artistas contemporáneos o el 

conocido uso estructural. 

 

El desarrollo de los arcos va ligado a la evolución de su geometría, desde los romanos 

que se centraron en usar la forma semicircular para los arcos y que les permitió crear 

imponentes estructuras de las cuales algunas de ellas permanecen en la actualidad, 

hasta las construcciones de la época del Renacimiento en la que se empezaron a utilizar 

diferentes formas geométricas, como es el caso de la forma de catenaria. 

 

Ahora, observando la evolución de las teorías de análisis de un arco, según las 

afirmaciones del autor Kurrer (2009), el desarrollo del arco se centra en la transición que 

se dio durante la historia desde el arco como sistema portante hasta el sistema 

estructural del arco elástico, un tipo de barra cóncava elástica fija en los apoyos. 

 

En el contexto geotécnico, el análisis del efecto de arco que se puede generar dentro de 

un material granular es un fenómeno aplicable a varios contextos prácticos como la 

estabilidad del techo de túneles y minas, la salida de un material granular de una tolva, 
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etc. El efecto de arco generado dentro de una masa de algún material granular fue 

investigado y documentado por primera vez a inicios de la década de 1800, cuando 

ingenieros militares franceses diseñaron silos de almacenamiento. 

 

Aproximadamente en 1910, debido a grandes proyectos de alcantarillados y drenaje en 

los Estados Unidos de América, se observó un fenómeno en el que las tuberías fallaban 

luego de la instalación y el relleno. Luego se determinó que por el efecto de arco la carga 

sobre las tuberías era diferente al peso del suelo que la enterraba. 

 

En las décadas de 1920 y 1930 se reconoce la importancia del efecto de arco en la 

ingeniería de suelos alrededor de túneles, para diseño del revestimiento. El análisis del 

fenómeno por medio de las experiencias en campo, dio lugar al desarrollo de relaciones 

empíricas para tener en cuenta dichas reducciones de carga debidas al efecto de arco. 

Dentro de estas relaciones empíricas Terzaghi realizó importantes aportes para el diseño 

de revestimiento de túneles. 

 

El emergente interés en las cargas que actúan sobre el revestimiento de un túnel permitió 

más tratamientos teóricos y experimentales con el fin de entender el fenómeno de arco. 

Luego se desarrolló la investigación de Terzaghi (1943) en la que se realiza el primer 

tratamiento te·rico sobre el tema con base en el denominado ñExperimento de 

compuertaò, que se explicará detalladamente dentro de este documento. 

 

Las recientes investigaciones de este siglo sobre el efecto de arco han incorporado los 

métodos numéricos para el análisis del fenómeno, como por ejemplo elementos finitos, 

diferencias finitas, etc. 

 

Dado el breve contexto histórico anterior, se puede establecer la importancia del efecto 

de arco en la ingeniería denotando sus aplicaciones, como es el caso de la estabilidad de 

taludes al construir pilotes entre los cuales se forma un arco que sostenga el terreno, o 

en el diseño de muros de contención, el diseño de cimentaciones en el que el suelo 

descarga mayores esfuerzos en las partes más rígidas de la estructura de cimentación, 

en el diseño del revestimiento de túneles y finalmente en el atascamiento de tolvas 

rellenadas con materiales particulados en las que el mismo atascamiento constituye un 

arco que sostiene el resto de material sobre él y no permite su salida. También se aplica 
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el efecto de arco en la estabilidad del techo de excavaciones mineras subterráneas o en 

el análisis del problema de flexión de estratos. 

 

Dado que en las investigaciones realizadas sobre el efecto de arco no se ha puesto 

suficiente atención a la forma de las partículas involucradas dentro del efecto, así como a 

las fuerzas en detalle, que se producen dentro del efecto de arco a una escala inter-

particular, la investigación que se desarrolla en este documento adquiere relevancia ya 

que intenta atender estos vacíos en el conocimiento y trata de centrarse en analizar las 

tendencias de comportamiento de las fuerzas interparticulares dentro de los arcos. 

 

Teniendo en cuenta las limitaciones de las investigaciones pasadas, en el desarrollo de 

esta tesis de investigación, se pretende analizar las fuerzas y acciones presentes en el 

efecto de arco que se forma en sistemas de esferas o bloques que serán aplicables a 

procesos geotécnicos, como por ejemplo la estabilidad del estrato de techo de minas 

subterráneas o el atascamiento del flujo de un material granular a través de una tolva, 

entre otras. 

 

Según lo anterior, se deduce que los profesionales más interesados en el desarrollo del 

tema desde el ámbito académico son los ingenieros geotecnistas especializados en la 

mecánica de rocas que estén interesados en algunas de las aplicaciones mencionadas 

antes. Otro tipo de interesados en el efecto de arco son los físicos que estudian el 

problema de atascamiento de flujos de conjuntos de partículas o elementos. 

 

Para lograr el objetivo propuesto en esta tesis, la metodología por usar se basa en aplicar 

métodos de equilibrio estático, apoyado en algunas ocasiones con conceptos básicos de 

la dinámica, así como las teorías propias de los materiales elásticos para establecer las 

reacciones o fuerzas internas que se presentan en los contactos entre elementos del 

sistema. Finalmente se usa la metodología del equilibrio límite para analizar los modos 

de falla del sistema, en el caso de los poliedros rectangulares o bloques. 

 

Como toda investigación, en el desarrollo de esta tesis se han realizado suposiciones 

que se constituyen en limitaciones para esta. Entonces, dentro de este trabajo se 

presenta la limitación de haber trabajado solo en dos dimensiones. También para permitir 

los desarrollos teóricos se analizaron elementos uniformes tanto para las esferas como 
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para los bloques. Otra de las limitaciones se centra en que los sistemas analizados 

siempre son simétricos en cuanto a geometría y cargas aplicadas, las cuales por cierto 

solo se tomaron en cuenta en dirección vertical, aunque en los programas se dejó una 

variable de entrada referente a la inclinación de las cargas a modo de invitación para que 

futuros investigadores solucionen la limitación. 

 

Otra de las limitaciones con las que cuenta esta investigación es el énfasis único hacia el 

desarrollo de modelos teóricos, sin tener la oportunidad de desarrollar modelación y 

experimentación física para complementar los resultados de los modelos y programas 

basados en la teoría. 

 

Sin duda, todas las limitaciones listadas constituyen oportunidades de mejorar esta 

investigación y en general el estado del conocimiento referente al efecto de arco y sus 

aplicaciones a la ingeniería en general. 

 

 



 

 
 

1. Objetivos 

1.1 Objetivo principal 

Analizar las fuerzas y acciones presentes en el efecto de arco que se forma en sistemas 

de cilindros o bloques aplicables a procesos geotécnicos, como la estabilidad del estrato 

de techo de minas subterráneas o el atascamiento del flujo de un material granular a 

través de una tolva. 

1.2 Objetivos específicos 

Para lograr el objetivo principal se deben desarrollar las siguientes actividades 

principales: 

 

Llevar a cabo el modelo teórico adecuado para cada sistema de bloques que permita 

determinar las fuerzas internas en los contactos así como las demás acciones y 

parámetros asociados, como ángulos de fricción movilizada, momentos, traslapos, etc. 

 

Ejecutar programas de computador para sistematizar el modelo teórico y aplicarlo a los  

determinados sistemas de bloques. El algoritmo determina las fuerzas interparticulares 

presentes en los contactos y las demás acciones a las que haya lugar. 

 

Realizar varias ejecuciones con los programas para establecer patrones de 

comportamiento de los resultados ante variaciones de algunos de los parámetros 

mecánicos o geométricos de entrada. 

 

 

 





 

 
 

2. El arco en ingenier²a 

Como en la tesis que se desarrolla en este documento se pretende analizar y entender el 

fenómeno de arco que se genera en materiales particulados y sistemas de bloques 

contenidos por estructuras discontinuas, para contribuir a su autosostenimiento, es 

indispensable, en primera medida, revisar las ideas y formulaciones que se han 

desarrollado durante milenios acerca del comportamiento de los arcos como elementos 

estructurales utilizados como instrumentos rituales y arquitectónicos y, a partir de allí, 

observar la evolución de los conceptos para su uso en geotecnia como un elemento 

contribuyente a la estabilidad y contención de terrenos, entre muchas otras aplicaciones 

actuales, como lo son, la cimentación de terraplenes en terrenos blandos, el 

hinchamiento de pilotes tubulares, el diseño de túneles y cimentaciones teniendo en 

cuenta la interacción suelo-estructura. 

 

Sobre ese aspecto histórico del desarrollo del conocimiento en este tema, vale la pena 

destacar el capítulo 4 del libro de Karl-Eugen Kurrer (2009) y la tesis desarrollada por 

Hsien-Jen Tien (1996), los cuales contienen una visión integral sobre el arco en 

estructuras y en geotecnia, respectivamente. Sobre esos documentos es pertinente 

destacar los aspectos que se mencionan en las siguientes secciones de este capítulo de 

tesis. 

 

Además de lo anterior, también se realiza una exposición de los antecedentes 

relacionados con los arcos desde el significado textual de la palabra y desde sus 

orígenes antiguos hasta sus desarrollos y aplicaciones actuales en la ingeniería y 

concretamente en la geotecnia. El propósito de este capítulo es contextualizar al lector 

dentro del lenguaje usual para tratar los arcos y concienciar sobre los diferentes 

desarrollos y limitaciones que ha tenido a lo largo de la historia. 
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Entonces, en primera instancia se analiza el arco en estructuras, ya que es allí donde 

tiene su origen. Primero, se presentan algunas hipótesis razonables sobre la lógica del 

pensamiento que pudieron haber tenido personas de tiempos antiguos, para llegar a 

imaginarse un arco y aplicarlo en su entorno, de acuerdo con Kurrer (2009).Además, se 

presentan algunos comentarios relacionados con el desarrollo cronológico de la 

geometría de los arcos construidos en estructuras como puentes. 

 

La segunda parte del capítulo se centra en el tratamiento del efecto de arco aplicado a la 

geotecnia, en el que una manera de comprender dicho fenómeno producido en suelos, 

es por medio del ensayo de compuerta de Terzaghi que se explica de manera adecuada. 

Así mismo se definen los conceptos de efecto de arco activo y pasivo como insumo 

necesario para entender la breve recopilación cronológica sobre los estudios más 

relevantes sobre efecto de arco desarrollados en la historia. Finalmente se plantea el 

vacío en el estado del arte que se pretende atender mediante el desarrollo de la 

investigación. 

2.1 El arco en estructuras 

2.1.1 Arco en la antigüedad 

Según el diccionario de la Real Academia de la Lengua en su edición número 23, el arco 

se define como una palabra derivada del latín arcus, que en un contexto geométrico es la 

porción continua de una curva, y en un ambiente estructural se define como ñfábrica 

generalmente curva que cierra un vano y descarga los empujes desviándolos 

lateralmenteò (Real Academia Española, 2014); por otra parte, una estructura cóncava 

portante es un arco de mampostería cuando la función de soporte de carga se provee 

mediante materiales rígidos unidos con resistencia a la tensión despreciable (Kurrer, 

2009). 

 

La forma curva característica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han 

sido conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos, sin embargo es 

imposible establecer su fecha de invención, tal como en el caso de la invención de la 

rueda. Por ejemplo, Kurrer menciona que en el Museo de Prehistoria e Historia Antigua 
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de Berlín, se pueden apreciar cámaras mortuorias con más de 5 mil años de antigüedad, 

en las que el techo se construyó en forma de bóveda encañonada. 

 

Kurrer también menciona que pudo haber varias vertientes histórico-lógicas que al final 

desembocaron en el arco de mampostería. Por ejemplo, puede que durante la 

construcción de una estructura antigua el techo se haya derrumbado de tal manera que 

las cuñas de roca pudieron haber formado un arco, como se muestra en la Figura 2-1 (a), 

o que probablemente una o varias cuñas pudieron haber sido insertadas entre dos losas 

autosoportantes, con el ánimo de reducir la longitud de dichas losas, como se muestra en 

la Figura 2-1 (b), o también se pudo caer en la cuenta de motivos técnicos que obligaron 

a los constructores antiguos a cambiar el dintel por el arco en la construcción de las 

puertas, como se muestra en la Figura 2-1 (c).  

 

Figura 2-1: Desarrollos histórico-lógicos del arco. 

          

Tomado de (Kurrer, 2009) 

2.1.2 La geometría del arco y su desarrollo 

Los desarrollos de los arcos de mampostería han ido variando en cuanto a su forma 

geométrica desde los romanos, cuyas construcciones con arcos son imponentes y 

permanecen en la actualidad, hasta los arcos de la Edad Media y el Renacimiento. 

 

Los romanos ejecutaron grandes obras de ingeniería utilizando arcos con forma de 

semicircunferencias o medias circunferencias, es decir, con relaciones de alto a vano de 

1:2. Luego, a inicios del Renacimiento, se intentó adoptar el modelo romano de 

construcción de arcos, pero debido a las limitaciones de esta forma geométrica, siendo 

una de ellas su limitada aplicación en entornos urbanos, se comenzaron a usar nuevas 

formas más planas para los arcos. De las nuevas formas usadas tres se destacaron: la 

forma elíptica, la forma de catenaria invertida y el arco tricentrado (Kurrer, 2009). 

a.) 

b.) 

c.) 
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El primer ejemplar del uso del arco con forma de catenaria invertida nació en la ciudad 

italiana de Florencia en la construcción del puente Santa Trinidad, que cruza el río Arno, 

y en cuyo diseño tuvo parte el conocido escultor Miguel Ángel. La historia del diseño del 

puente es interesante desde el punto de vista de la construcción y la ingeniería, puesto 

que fue la obra pionera en este tipo de arcos. 

 

Obsérvese que los arcos pueden tener geometrías variadas dependiendo de las 

necesidades que deba satisfacer, sin que esto signifique un impedimento para su 

estabilidad. 

 

Ahora, analizando la evolución de las teorías de análisis de un arco según las 

afirmaciones del autor Kurrer, el núcleo lógico del proceso histórico de desarrollo del arco 

es la transición que se dio en algún momento desde el arco como sistema portante, hasta 

el sistema estructural del arco elástico, un tipo de barra cóncava elástica fija en los 

apoyos. También menciona que en una investigación fotoelástica realizada por Bert 

Heinrich, se observa que en arcos continuos se ven grandes esfuerzos flectores, 

mientras que en los arcos discontinuos de mampostería la capacidad de carga se 

concentra puramente en la propagación de la compresión a lo largo de una línea en el 

arco que denomina ñl²nea de empujeò, como se muestra en la Figura 2-2. 

 

Figura 2-2: Arco de mampostería y línea de empuje. 

 

Tomado de (Kurrer, 2009) 

2.2 El arco en geotecnia 

Teniendo en cuenta que los materiales estudiados en la geotecnia son de naturaleza 

particulada en el caso de los suelos, o un sistema de bloques, en el de los macizos 

rocosos, en la naturaleza existen varios casos en los que se pueden presentar las 
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condiciones necesarias para generar arcos en estos materiales. Por lo tanto es válido 

cuestionar el modo en que unas partículas o bloques en una masa de suelo o roca 

generan un arco. 

 

Al analizar cómo deben ser las condiciones para que una partícula sometida a una fuerza 

vertical no caiga, se pueden observar dos casos que explican el origen del efecto de arco 

como un problema de resistencia al corte y como un problema de arco de compresión en 

el que la fricción tiene una función secundaria.  

  

Considérese una partícula sometida a una fuerza vertical; una manera de que la partícula 

sea estable es comprimirla lateralmente con otras partículas, de tal manera que se 

genere una fuerza normal lo suficientemente grande como para que el esfuerzo cortante 

entre las partículas compense la fuerza vertical actuante. 

 

La otra forma de estabilizar la partícula es colocando dos partículas de tal manera que le 

den un apoyo inclinado a la partícula. Dichas fuerzas inclinadas generan componentes 

verticales que compensan la fuerza vertical actuante y las componentes horizontales se 

anulan. 

2.2.1 Definición del efecto de arco 

En esta parte del capítulo se explica con detalle el ensayo de compuerta de Terzaghi, el 

cual fue el primer investigador en realizar experimentos del tema y además 

documentarlos desarrollando formulaciones teóricas del fenómeno. 

 

Para mejorar el entendimiento del efecto de arco y sobre todo de la distribución de 

esfuerzos en el revestimiento de túneles, en el año 1936 Terzaghi desarrolló 

experimentos en Viena en los que midió los esfuerzos dentro de una masa de suelo 

confinada en una caja con una compuerta en el fondo, que podía desplazarse según lo 

deseara el investigador; este ensayo es conocido como el experimento de compuerta de 

Terzaghi. En la Figura 2-3 se observa un esquema del montaje experimental. De los 

resultados obtenidos en dichas experimentaciones, en 1943 Terzaghi publica la 

correspondiente teoría del efecto de arco en el quinto capítulo de su libro llamado 
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Theorical Soil Mechanics, la cual fue desarrollada con base en varias suposiciones y 

simplificaciones del problema. 

 

Figura 2-3: Esquema detallado del ensayo de compuerta de Terzaghi en condiciones 
iniciales. 

 

Basado en (Terzaghi, 1943) 

 

En la Figura 2-3 se muestra el esquema del ensayo en el cual se tiene una caja que 

contiene un material granular. En el fondo del contenedor se dispone una compuerta que 

se puede hacer descender a voluntad. Si la compuerta se hace descender con respecto 

al fondo de la caja, se puede decir que la columna de arena que está sobre la compuerta 

pierde soporte e intenta descender; sin embargo, el resto de la masa de suelo 

permanece estacionaria y, por lo tanto, se moviliza la resistencia al corte en los planos de 

falla generados entre el prisma rectangular de suelo que se desplaza y el resto de la 

arena que no se desplaza; el movimiento descrito se ilustra en la Figura 2-4. Allí se 
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observa el detalle del corte AA en condiciones deformadas, es decir, en la condición en la 

que la compuerta ha descendido cierto valor. 

 

Figura 2-4: Vista A-A de la Figura 2-3 en condición deformada. 

 

La resistencia al corte que tiende a mantener la masa de suelo que se desplaza en su 

posición inicial, también reduce la presión que actúa sobre la compuerta y la incrementa 

en el fondo de la caja en las zonas más cercanas a la compuerta. 

 

Terzaghi observó que los esfuerzos medidos en la compuerta son menores que el peso 

del prisma de arena sobre ella y, además que, el esfuerzo en las zonas del fondo de la 

caja más cercanas a la compuerta aumentaron superando el peso de la arena sobre 

estas zonas. Se observa entonces que se produjo una redistribución de los esfuerzos de 

tal manera que el peso de la arena sobre la compuesta fue transmitido al fondo fijo de la 

caja. 

 

Resumiendo las anteriores observaciones, Terzaghi definió en ese momento el efecto de 

arco como la transferencia de esfuerzos de una masa de material que ha perdido su 

soporte, sea cual fuere, hacia otras partes del suelo que no se mueven y que están 

adyacentes a esta columna de suelo que intenta desplazarse. La redistribución de 

esfuerzos en este caso favorece la estabilidad ya que se reduce la presión en la zona 

curvas. 
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donde se ha perdido soporte. En la Figura 2-5 se muestra la distribución de esfuerzos en 

un plano horizontal que representa el fondo de la caja. 

 

Figura 2-5: Distribución de esfuerzos generada por el suelo sobre el fondo de la caja. 

 

Tomado de (Tien, 1996) 

2.2.2 Efecto de arco activo y pasivo 

Si se hace descender la compuerta del fondo de la caja, entonces la resistencia al corte 

actúa hacia arriba en los planos de falla y reduce la presión que ejerce el suelo sin 

soporte sobre la compuerta. Si por el contrario se hace ascender la compuerta, entonces 

el prisma de suelo sobre la compuerta también intenta ascender, pero a este movimiento 

se le opone la resistencia al corte ejercida por parte del resto de suelo que está 

estacionario; en este proceso la carga sobre la compuerta se ve incrementada mientras 

se reduce en las zonas del fondo de la caja cercanas a la compuerta. Dichos fenómenos 

se denominan como el efecto de arco activo y pasivo, respectivamente. A continuación 

se explica el mecanismo para cada caso. 

 

Para ilustrar el efecto de arco activo considérese la Figura 2-6 (a) en la que se observa 

una estructura rectangular enterrada en un terreno más rígido. Ante la aplicación de una 

presión Ps en el sistema, los desplazamientos en la estructura tienden a ser mayores que 

en el terreno tal y como en la Figura 2-6 (b). Según Tien (1996), si se asume que la 

estructura sufre deformaciones uniformes en los planos AA y BB, entonces los esfuerzos 
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en dicha estructura tienden a ser menores en sus bordes, debido a los esfuerzos 

cortantes movilizados en el suelo, como se puede observar en la Figura 2-6 (c). 

 

Figura 2-6: Estructura sometida al efecto de arco activo. 

 

Tomado de (Tien, 1996) 

 

Para el caso del efecto de arco pasivo, considérese el mismo sistema mostrado en la 

Figura 2-6, pero en este caso la estructura rectangular enterrada es más rígida que el 

suelo circundante. Ante la aplicación de una carga en los planos AA y BB, se espera que 

en el terreno se generen mayores desplazamientos en comparación con la estructura, tal 

a.) Estructura dentro de la masa de suelo, So hay fuerzas. 

b.)  Desplazamientos bajo la presión Ps cuando la estructura es más 

compresible que el suelo circundante. 

c.) Distribución de esfuerzos en el plano AA o BB. 
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y como se muestra en la Figura 2-7 (b). Según Tien (1996), si las deformaciones 

estructurales se consideran uniformes en los planos AA y BB, entonces los esfuerzos son 

mayores en sus bordes y menores en el eje central, como se ve en la Figura 2-7 (c). 

 

Figura 2-7: Efecto de arco pasivo. 

 

Tomado de (Tien, 1996) 

En el caso meramente teórico de que el suelo y la estructura tuvieran la misma rigidez, 

no se formaría el efecto de arco, de tal manera que las distribuciones de esfuerzo sobre 

los planos AA y BB serían uniformes. 

a.) Estructura dentro de la masa de suelo, So hay fuerzas. 

b.)  Desplazamientos bajo la presión Ps cuando la estructura es menos 

compresible que el suelo circundante. 

c.) Distribución de esfuerzos en el plano AA o BB. 
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2.2.3 Breve historia de los estudios sobre efecto de arco 

La forma característica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han sido 

conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos. Terzaghi en 1943 afirmó 

en su libro Theorical soil mechanics, que el efecto de arco es uno de los fenómenos 

universales más encontrados en los suelos en campo y laboratorio. 

 

Aunque el efecto de arco dentro de un medio continuo o una masa de suelo se ha 

reconocido e investigado en el campo de la ingeniería desde hace un siglo 

aproximadamente, las investigaciones relacionadas con el tema han sido esporádicas 

como se podrá constatar a continuación. 

 

El efecto de arco generado dentro de una masa de algún material granular fue 

investigado y documentado por primera vez a inicios de la década de 1800, cuando 

ingenieros militares franceses diseñaron silos de almacenamiento y observaron que la 

carga en la base del cilindro que constituía dichos silos era menor a la que se había 

calculado en la etapa de diseño del proyecto. Por el contrario, la carga vertical en las 

paredes verticales del silo era mayor a la predecida en la etapa de diseño. Luego, por la 

vía de la experimentación, se concluyó que la carga que actúa sobre la base del silo es 

independiente de la altura del material almacenado en él y se afirmó que se había 

formado un arco sobre la base del silo. A finales de la década de 1800 la información de 

la experiencia ganada en el proyecto de construcción de dichas estructuras se usó para 

crear una guía de diseño para este tipo de almacenamientos.  

 

Aproximadamente en 1910, debido a grandes proyectos de alcantarillados y drenaje en 

los Estados Unidos, se observó un fenómeno en el que las tuberías fallaban luego de la 

instalación y el relleno. Por medio de una extensiva investigación se encontró que las 

cargas sobre los conductos pueden variar desde una fracción de la carga del suelo 

suprayacente a la tubería, hasta un valor mayor a la carga de dicho suelo. El fenómeno 

se atribuyó al efecto de arco activo y pasivo, respectivamente, como se muestra en la 

Figura 2-8 y en la Figura 2-9. Estos fenómenos se han explicado antes en la sección 

2.2.2. 
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Figura 2-8: Efecto de arco sobre conductos enterrados. 

 

Tomado de (Tien, 1996) 

Figura 2-9: Distribución de esfuerzos en un plano a nivel de la parte superior de una 
tubería, cuando el relleno es menos rígido que la tubería. 

 

Tomado de (Tien, 1996) 

En las décadas de 1920 y 1930 se reconoció la importancia del efecto de arco en la 

ingeniería de suelos alrededor de túneles, ya que las cargas verticales soportadas por el 

revestimiento del túnel eran mucho menores que la carga debida al peso del suelo sobre 

las obras debido a la redistribución de esfuerzos en sentido radial al túnel. El análisis del 

fenómeno por medio de las experiencias en campo dio lugar al desarrollo de relaciones 

empíricas, para tener en cuenta dichas reducciones de carga debidas al efecto de arco. 

Dentro de estas relaciones empíricas se encuentran, por ejemplo, los valores de diseño 

que sugirió Terzaghi para las cargas que soporta el revestimiento de un túnel en varias 

condiciones de carga. El emergente interés en las cargas que actúan sobre el 

a.)  Acción favorable del arco. b.)  Acción del arco invertida. 

Dirección del 

asentamiento 

relativo 

Dirección del 

asentamiento 

relativo 
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revestimiento de un túnel permitió más tratamientos teóricos y experimentales con el fin 

de entender el fenómeno de arco. Luego se desarrolló la investigación de Terzaghi que 

se explicó en la sección 2.2.1 de este documento. 

 

En 1983 aparece la obra Silos de Revanet (1983) cuyo primer capitulo expone algunos 

conocimientos empíricos relacionados con el flujo de medios granulares por tolvas. 

 

Comenzando la década de 1970, y con la aparición de los computadores, se inicia el uso 

de los métodos numéricos como un apoyo para solucionar las ecuaciones diferenciales 

que describen los fenómenos mecánicos. Dentro del conjunto de investigaciones que 

surgieron se pueden mencionar, a modo de ilustración sin la idea de ahondar en los 

detalles de cada modelación, las siguientes: la modelación en diferencias finitas de 

Getzler (1970), en la que se analizaron las presiones de arco en el modelo de suelo 

elástico lineal, la modelación en elementos finitos elástico lineal por parte de Rude (1982) 

para predecir el comportamiento de una alcantarilla, y la modelación de Sakaguchi y 

Osaki (1993) con el método de elementos discretos, con el que realizaron simulaciones 

en la formación del efecto de arco cuando se hinca un pilote tubular, considerando el 

efecto de la fricción entre partículas. 

2.2.4 Aplicaciones en geotecnia 

La estructura propuesta para esta sección del capítulo consistirá en explorar las 

investigaciones realizadas en las aplicaciones del efecto de arco en la ingeniería, 

realizando comentarios relacionados con el trabajo de tesis propuesto. Los temas por 

tratar serán: Ensayo de compuerta, Estabilización de taludes con pilotes, Muros de 

contención, Terraplenes con pilas, Estabilización del suelo, Túneles y entrabamientos en 

silos. Dicha exploración es imprescindible, aunque monótona, de realizar y de leer. 

 

Á Ensayo de compuerta 

Según Tien (1996) muchos investigadores han realizado el ensayo de la compuerta 

siguiendo el método del libro de Terzaghi (1943), como por ejemplo Harris (1974) y  

Evans (1984), los cuales analizaron el ensayo con compuertas múltiples para analizar el 

avance de un túnel o Iglesia et al., quienes en 1990 usaron la centrífuga para modelar el 

ensayo a escala. 
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En la actualidad se continúa reproduciendo el ensayo de compuerta con diferentes 

modificaciones al ensayo original para buscar alcanzar diferentes objetivos, como es el 

caso del uso de compuertas circulares concéntricas analizando arenas. En este estudio 

Sadrekarimi y Abbasnejad (2010) encontraron que el diámetro de la compuerta y la 

densidad relativa de la arena son parámetros significativos en la formación del 

mecanismo de arco. 

 

En el año 2011, Bastien Chevalier y Otani reprodujeron el ensayo de compuerta, pero 

esta vez consideraron las tres dimensiones y una compuerta rectangular, compararon 

modelos experimentales con modelaciones numéricas a través del método de elementos 

discretos y encontraron concordancia entre los resultados de los modelos desarrollados. 

 

Luego, B. Chevalier, Combe y Villard (2012) realizaron el experimento con varios 

materiales en condición plana de deformaciones. Compararon soluciones analíticas por 

medio de modelaciones de elementos discretos y valores experimentales, confirmaron la 

relevancia del estudio de Terzaghi y mostraron que la resistencia al corte es el parámetro 

clave en la transferencia de esfuerzos del efecto de arco. 

 

Pardo y Sáez (2014) realizaron un estudio numérico y experimental para analizar el 

efecto de arco en arena gruesa, así como para evaluar y deducir la capacidad que 

poseen dos modelos constitutivos elastoplásticos (modelos de Mohr-Coulomb y Hejeux) 

de reproducir el fenómeno. 

 

Á Estabilización de taludes con pilotes 

Se destacan algunos de los estudios desarrollados, como por ejemplo, en el año 2002, 

Chen y Martin usaron el método de elementos finitos para discutir el mecanismo de 

movilización de resistencia de grupos de pilas pasivas expuestas a movimientos laterales 

del suelo, desde el punto de vista del efecto de arco. Se observó que la formación y 

forma de la zona de arco depende de parámetros como la forma del arreglo de pilas, etc. 

Se observó que en condiciones no drenadas, sin dilatancia, se genera un doble efecto de 

arco, uno en frente de las pilas y el conocido efecto de arco entre pilas consecutivas. 
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Bo y Yong-chao (2014) estudiaron el mecanismo del arco friccional, la capacidad final del 

arco y la zona de arco del suelo con diferentes secciones de pilotes de estabilización de 

taludes. Se observa que las pilas rectangulares son más efectivas en la retención de 

tierras. 

 

Más tarde (2015), Guo y Li realizaron un análisis de la ley de distribución de presiones 

sobre las pilas de estabilización; además se analizó el mecanismo de transferencia de 

esfuerzos cuando hay dos filas de pilas por medio del efecto de arco. Basado en lo 

anterior se desarrolló un estudio sobre el efecto del creep en el arco del suelo. 

 

Á Muros de contención 

Se presentaron varios trabajos en los que se aplicó el efecto de arco en el cálculo de las 

presiones de tierras activas contra muros de contención, como es el caso de Paik y 

Salgado (2003), quienes mostraron una formulación nueva para calcular la presión de 

tierras activa contra muros de contención rígidos que se desplazan lateralmente. Dichas 

formulaciones predijeron satisfactoriamente la distribución de presiones y la fuerza lateral 

activa sobre el muro de retención. 

 

Li y Wang (2014), basados en el análisis de equilibrio límite, propusieron una 

metodología para calcular la presión de tierras activa contra muros de retención rígidos 

que se desplazan horizontalmente. En el método se tiene en cuenta la trayectoria del 

esfuerzo principal menor, causada por el efecto de arco en la masa de suelo tras el muro. 

El eje en forma de arco de la trayectoria del esfuerzo principal menor se aproxima a un 

eje lineal de manera horizontal. Se observó una limitación en la anterior investigación 

debido a que se realizaron simplificaciones en cuanto a la forma verdadera del arco. 

 

D. Li, Wang y Zhang (2014) también presentaron una solución de tajadas diferenciales 

modificada, al tener en cuenta el efecto de arco para calcular la distribución de presión de 

tierras activa en muros de contención que rotan alrededor de su base. Para conocer la 

influencia de los diferentes factores que intervienen en la determinación de la presión de 

tierras se tiene en cuenta el efecto de arco, la forma de desplazamiento del muro y el 

círculo de Mohr, obteniendo resultados concordantes con resultados de laboratorio. 
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Obsérvese que el efecto de arco no necesariamente se refiere a un arco físico fácilmente 

observable: ñAunque el t®rmino arco ha sido aceptado en la literatura geot®cnica, el 

concepto de efecto de arco no está relacionado con la formación de un arco físico, sino 

más bien a una distribución de presiones en la que componentes más rígidos del sistema 

atraen m§s cargasò (D. Li et al., 2014).  

 

Á Terraplenes y pilas para estabilización del suelo 

Este es uno de los temas en los que más ampliamente se han realizado investigaciones, 

en las cuales se busca hacer más eficiente el sistema de cimentación con pilotes para 

mejorar el suelo o para emplazar alguna clase de terraplén. En este caso el efecto de 

arco se da entre las puntas de los pilotes, lo que genera mayor soporte al terraplén o al 

suelo mejorado. 

 

También se han realizado estudios usando el método de los elementos finitos con 

respecto a este tema, como por ejemplo el de Zhuang (2009) en el que se estudió el 

mecanismo de efecto de arco en terraplenes con pilotes, obteniéndose que la altura del 

terraplén así como la distancia entre centros de pilas son parámetros clave en el proceso 

y se mejora el entendimiento general de la variación del comportamiento con la altura del 

terraplén. 

 

En 2009 se realizó otro estudio como una aproximación experimental en la que se 

investigaron los terraplenes reforzados con pilas: analizaron los resultados de ensayos 

centrífugos comparándolos con los modelos predictivos existentes. También se 

estudiaron los asentamientos del terraplén y se propuso el uso en el diseño de curvas de 

reacción del terreno para caracterizar el efecto de arco en el terraplén (Ellis & Aslam, 

2009). 

 

Luego, Indraratna, Basack y Rujikiatkamjorn (2013) presentaron una modelación 

numérica para analizar la respuesta de suelo blando reforzado con columnas de roca 

ante la carga de un terraplén, adoptando el modelo de deformación libre (sin la hipótesis 

de igual deformación) y considerando los efectos de arco y bloqueo o atascamiento 

(clogging). El modelo resultante permite obtener la presión de poros, el asentamiento que 

se dará en el tiempo, el mecanismo de transferencia de carga y la extensión del área 

mejorada con la técnica. 
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Para continuar con modelaciones con el método de los elementos discretos que se 

aplicará en la tesis en desarrollo, se han realizado también investigaciones sin analizar a 

fondo parámetros micromecánicos. Tal es el caso de Lai, Zheng, Zhang, Zhang y Cui 

(2014) que realizaron simulaciones con el código de flujo de partículas PFC 2D para 

estudiar la evolución del efecto de arco en el suelo con el incremento de la sobrecarga en 

un terraplén con pilotes, y concluyeron que las geomallas impiden que el efecto de arco 

generado en el relleno pierda su eficacia. 

 

En el anterior estudio no se analizó específicamente la influencia de la fricción movilizada 

en los contactos entre elementos en la formación del efecto de arco. 

 

(Drusa, Kais & Bulko, 2014) presentaron una aproximación numérica con el método de 

elementos finitos enfocándose en el estudio de la influencia de la geometría en el 

desarrollo y la formación del efecto de arco en las capas de refuerzo en la base, 

especialmente en la distribución de las fuerzas internas en las geomallas de refuerzo. 

 

Lu y Miao presentaron un método simplificado para evaluar cuantitativamente el efecto 

de arco, sin limitar la altura del arco a un valor constante, así como también evaluar la 

tensión en el geosintético de refuerzo, lo que hace es correlacionar el estado de 

esfuerzos y deformaciones en el eje longitudinal del arco (eje neutro del arco) con el 

esfuerzo cortante movilizado y se correlaciona con los desplazamientos diferenciales 

entre la pila y el subsuelo (Lu & Miao, 2015). En este estudio se toman arcos de altura 

arbitraria aún sin definir. 

 

Á Túneles 

Las investigaciones desarrolladas en el campo del diseño de túneles aplicando la teoría 

del efecto de arco han sido desarrolladas con situaciones ajustables en campo, tal como 

se muestra en el estudio de Ting, Shukla y Sivakugan (2011) o en túneles verticales 

como en el de Cho, Lim, Jeong y Kim (2015). 

 

En el estudio de Ting, Shukla y Sivakugan se provee una expresión analítica para el 

esfuerzo vertical en cualquier profundidad del relleno de perforaciones inclinadas de 

extracción de mineral, incorporando el efecto de arco dentro de este y obteniendo buena 
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correspondencia con otras expresiones de la literatura. También se observa que la 

geometría de la perforación de extracción, las propiedades del relleno y la inclinación de 

dicha perforación son factores críticos en la expresión matemática que determinaron. 

 

(Cho et al., 2015) analizaron la magnitud y distribución de la presión de tierras en pozos 

circulares verticales considerando el efecto de arco. Usaron experimentos centrífugos y 

análisis de elementos finitos para concluir que al tener en cuenta el efecto de arco, la 

presión lateral de tierras calculada es el 80 % de la calculada con la teoría convencional 

de Rankine y que el efecto de arco es más significativo en pozos flexibles que en rígidos. 

 

Á Atascamientos en la descarga de tolvas 

Gran parte de las investigaciones relacionadas con los arcos formados por partículas 

aproximadamente uniformes, se presentan en el fenómeno de atascamiento de tolvas 

que contienen algún tipo de material granular, debido a que los arcos están en cualquier 

tipo de material granular, como por ejemplo en coloides, suspensiones o grandes 

conjuntos de seres vivos, tal como explica Hidalgo et al. (2013). También define un arco 

como un sistema de elementos que están mutuamente estabilizados por la acción de 

algún campo de fuerza, como es el caso del gravitacional (Hidalgo et al., 2013). 

 

Dentro de las investigaciones relacionadas con los arcos en materiales granulares, se 

encuentran las que se centran en el análisis de los arcos que atascan tolvas o 

contenedores similares, tales como el atascamiento en una puerta cuando una multitud 

intenta atravesarla, como en las investigaciones de Helbing et al. (2005) y Parisi y Dorso 

(2005). Sin embargo se han desarrollado varias investigaciones sobre los arcos formados 

en las salidas de silos, como por ejemplo las de Garcimartín y Zuriguel (2009; 2011; 

2003) y otras en las que se han analizado características de los arcos como la geometría 

básica, la cantidad de esferas en el arco y la probabilidad de atascamiento de la tolva. 

 

No obstante, no se ha abordado tan ampliamente el tema de análisis de fuerzas dentro 

de estos arcos o se han desarrollado otras aproximaciones, como por ejemplo, los 

estudios de Hidalgo et al. (2013), en los que se estudian y registran las fuerzas normales 

y cortantes promedio en el arco, obtenidas de un modelo de elementos discretos. En 

estos estudios se analizan las fuerzas promedio generadas en el arco, sin embargo, es 

deseable entender la transmisión de fuerzas en el arco y observar la influencia que tienen 
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las características mecánicas de las partículas en la estabilidad de este, es decir, analizar 

cada una de las fuerzas interparticulares generadas en los contactos de las partículas. 

2.3 Propósito de la tesis 

Aunque el ensayo de compuerta de Terzaghi mostrado en la Figura 2.3 se ha 

reproducido muchas veces modificando el ensayo original para diferentes propósitos, la 

distribución de esfuerzos en la compuerta y la verdadera forma de las superficies de 

deslizamiento a través de las cuales se genera el esfuerzo cortante que hace posible el 

efecto de arco, permanecen con alto grado de incertidumbre. Según Tien en 1996, en 

general los avances obtenidos en la teoría del efecto de arco con los proyectos de 

investigación que se han realizado a lo largo de la historia no han sido tan significativos 

comparados con la aproximación inicial de Terzaghi al problema. Además, Tien también 

establece que no se conoce cuál es la influencia de las características de las partículas 

individuales sobre la formación del efecto de arco y la redistribución de esfuerzos que 

conlleva. Entre dichas características de las partículas se encuentran la forma y el 

tamaño. 

 

Al observar las investigaciones realizadas del efecto de arco, se concluye que se han 

hecho varias aplicaciones del efecto de arco para los trabajos propios de la geotecnia, sin 

embargo no se han llevado a cabo análisis de las partículas individuales que están 

involucradas en el proceso con el fin de afinar las metodologías y aplicaciones existentes. 

Por lo tanto, en el desarrollo de esta tesis se analizará la interacción en cuanto a fuerzas 

internas entre las partículas individuales involucradas en arcos usando dos casos 

asumiendo que las fuerzas deben permanecer en equilibrio para permitir la formación de 

un arco: el primero caso analizado se centra en la interacción de partículas esféricas que 

se entraban en una tolva y el segundo, en el análisis de interacción de los bloques de 

una viga tajada y la correspondiente generación del arco de compresión. 

 

Ambos casos mejorarían el entendimiento de la interacción de las partículas individuales 

dentro de arcos, además de que los métodos de cálculo pueden ser aplicados para 

mejorar metodologías existentes, como por ejemplo el caso del modelo de bloques y el 

modelo por desarrollar se comparará contra la metodología existente de la viga voussoir 

(Brady & Brown, 1993). 





 

 
 

3. Estabilidad de un arco formado por 
part²culas cil²ndricas discretas 

3.1 Metodología general 

En el contexto del análisis de contención de sistemas de bloques mediante arreglos de 

elementos se comienza a trabajar sobre un sistema de bloques cilíndricos que se 

encuentran confinados en una tolva y que conforman un arco circular, como el de la 

Figura 3-1. 

 

Se inicia el análisis del problema al deducir las propiedades geométricas que tiene un 

arreglo bidimensional de bloques cilíndricos, sólidos e indeformables, cuyos centros 

están en un arco circular. El objeto es identificar los parámetros y las expresiones 

matemáticas mínimas y suficientes para describir completamente cualquier arco circular. 

 

Luego, se calculan las fuerzas internas que están en los contactos entre cilindros; para 

eso se establecen y resuelven las ecuaciones de equilibrio secuencialmente para cada 

una de las partículas. Además de las fuerzas internas, también se obtienen el ángulo de 

fricción interna movilizado en cada contacto y el momento en cada partícula. 

 

Después de construir un programa que sistematice el proceso, se aplica para diferentes 

casos variando algunos datos de entrada. Con los resultados se describen las tendencias 

y comportamientos del modelo propuesto.  

 

Finalmente se analiza la estabilidad, observando el comportamiento de los ángulos 

movilizados de fricción. También se deducen valores de cohesión movilizada en los 

contactos con base en los resultados de ángulo de fricción y fuerzas internas. 
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3.2 Geometría del arco 

Para poder entender la transmisión de fuerzas en un arco, es fundamental iniciar 

realizando un estudio de su geometría, pues las propiedades encontradas en esta 

sección serán de utilidad para plantear el equilibrio y calcular las fuerzas internas. 

 

A continuación se trata el análisis geométrico del problema. En este caso se describe 

primero el sistema que será analizado y luego se establecerán las variables y ecuaciones 

que describen el problema. 

3.2.1 Descripción del sistema y definición del problema 

Figura 3-1: Ejemplo simple de sistema de arco, ángulo de incidencia   Ȣ 

 

 



Estabilidad de un arco formado por partículas cilíndricas discretas 29 

 

En la Figura 3-1 se tiene una tolva cuyas paredes forman un ángulo — con la horizontal. 

La tolva contiene un arco con un número ὲ de partículas redondas de radio ὶ; el arco es 

de forma circular, tiene un radio Ὑ e interseca la tolva en los puntos ὥ y ὥ. Trazando una 

línea tangente al arco en el punto ὥ, se forma el ángulo   con respecto a la tolva. La 

primera partícula del arco está en contacto con la tolva en el punto ὦ. 

 

Teniendo en cuenta lo anterior, el problema por solucionar es establecer la geometría del 

arco para que los centros de las partículas estén en un arco circular, de tal manera que 

las partículas extremas estén al mismo nivel y en contacto con las paredes de la tolva. 

Una estrategia para lograr lo expuesto es buscar una expresión que relacione el número 

de partículas en el arco, ὲ, con los demás parámetros geométricos, es decir, —ȟ ὶ, Ὑ y  . 

3.2.2 Análisis geométrico 

 

Para solucionar el problema, inicialmente se estudia el sistema y los ángulos que se 

generan para deducir algunas propiedades básicas del sistema, que son útiles para la 

etapa de programación. 

 

En el triángulo aOC de la Figura 3-1, el ángulo en su v®rtice ñaò es igual a   y en su 

vértice O es —. Por lo tanto, se establece el ángulo en el vértice C. 

 

ὅ᷃   —                                                                                                                     (3.1) 

 

Con los ángulos ya definidos y sabiendo que el segmento de línea ὥὅ corresponde a uno 

de los radios del arco, se determina la distancia H entre el centro del arco y el vértice de 

la tolva, así como la magnitud del segmento ὕὥ: 

 

Ὄ Ὑ
ÃÏÓ 

ÃÏÓ—
 

(3.2) 

ὕὥ ὙÓÉÎ  ÔÁÎ—ÃÏÓ   (3.3) 
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Á El contacto del arco con la tolva. Ángulo ‍ y longitud ὥὩ. 

 

Ahora se analizará el triángulo abe o el triángulo aeC, para calcular el ángulo ‍, que es el 

ángulo formado por los segmentos de línea ὥὦ y ὥὩ, y la magnitud del segmento de línea 

ὥὩ. Para determinar las dos variables en cuestión se realizará un sistema de dos 

ecuaciones y con dos incógnitas: 

 

ὈὩὰ ὸὶὭÜὲὫόὰέ ὥὦὩ             O             ÓÉÎ‍
ὶ

ὥὩ
 (3.4) 

  

ὈὩὰ ὸὶὭÜὲὫόὰέ ὥὩὅ             O            ὥὩ ςὙÃÏÓ
“

ς
  ‍  (3.5) 

  

Para solucionar el sistema de ecuaciones, se usa el método de la sustitución, 

reemplazando la Ecuación (3.4) en la (3.5). De la expresión cuadrática que resulta para 

la variable ὥὩ, se realizan las correspondientes simplificaciones y despejes obteniendo 

una expresión para la longitud del segmento de línea  ὥὩ. 

 

ὥὩ ЍςὙ
ὶ

Ὑ
ÃÏÓ  ÓÉÎ ÓÉÎ 

ὶ

Ὑ
ςÃÏÓ 

ὶ

Ὑ
ÓÉÎ   (3.6)  

 

De las dos soluciones planteadas por la Ecuación (3.6), la que tiene sentido físico en el 

problema es la que resta. Ahora, reemplazando la Ecuación (3.6) en la Ecuación (3.4), se 

encuentra el valor del ángulo ‍. 

 

‍ ÓÉÎ
ὶ

ЍςὙ

ὶ

Ὑ
ÃÏÓ  ÓÉÎ  ÓÉÎ 

ὶ

Ὑ
ςÃÏÓ 

ὶ

Ὑ
ÓÉÎ 

ϳ

 (3.7) 

 

Á Variación de inclinación de las líneas que unen centros de partículas consecutivas. 

 

Habiendo calculado ‍, se definirá el valor del ángulo en el que varía la inclinación de las 

líneas que unen los centros de partículas consecutivas, denominado ‪. Este valor es 

importante ya que se usará más adelante para establecer la relación entre el número de 

cilindros en el arco y las demás variables geométricas. 
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Se comienza calculando el valor de ‌ de la Figura 3-1. Para eso, obsérvese el triángulo 

rectángulo CLM de la Figura 3-1, en el que un radio de la partícula es el cateto adyacente 

al ángulo analizado, mientras que su hipotenusa es uno de los radios del arco. Por lo 

tanto, se establece ‌ como se muestra a continuación: 

 

‌ ÃÏÓρ
ὶ

Ὑ
 (3.8) 

  

También se observa en la Figura 3-1 que la línea que une los centros de dos partículas 

consecutivas tiene una variación constante a medida que se avanza de izquierda a 

derecha en el arco. Este ángulo de giro o de variación de la inclinación se llamará ‪ y su 

valor se define como:  

 

‪ “ ς‌ (3.9) 

 

Sin embargo, nótese que la variación de inclinación de la línea ὦὩ, que une el centro de la 

partícula 1 y su contacto con la tolva, con respecto a la línea que une los centros de las 

partículas 1 y 2 no equivale a ‪ sino a un valor diferente que se denominará ‪ . 

 

Entonces para determinar el ángulo ‪ , entre los segmentos de línea ὩὪ y ὩὫ de la 

Figura 3-1, se aprovecha el valor obtenido anteriormente de ‍. Nótese que los ángulos 

ὥ᷃Ὡὦ y ὥ᷃Ὡὅ son como se muestra a continuación: 

 

ὥ᷃Ὡὦ
“

ς
‍        Ǫ      ᷃ ὥὩὅ

“

ς
  ‍ (3.10) 

 

Entonces teniendo en cuenta la Ecuación (3.10) se puede determinar el ángulo ‪ : 

 

‪ “ ὥὩὦ ὥὩὅ ‌ 

‪ ς‍   ‌ (3.11) 
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Á Inclinaciones de las líneas entre centros de esferas consecutivas 

 

El centro de la partícula inicial y su contacto con la tolva forman una línea que se inclina 

un ángulo denominado ‚, cuyo valor es —, como se muestra en la Figura 3-1. 

 

A continuación se observa que la línea que une los centros de la primera y segunda 

partícula gira respecto a la línea mencionada anteriormente un ángulo de ‪ , y su valor 

se obtiene con la Ecuación (3.11). 

 

Entonces, la inclinación con respecto a la horizontal de la línea que une los centros del 

primer par de partículas, ‚, está dada por: 

 

‚
“

ς
— ‪  (3.12) 

 

Ahora, se obtiene la inclinación de la línea que une los centros de las partículas 2 y 3, ‚, 

mediante el análisis de la Figura 3-1, a partir de la cual se puede concluir que ‚ ‚

 ‪ y en general se tendría la Ecuación: 

 

‚ ‚ ‪   ὴὥὶὥ Ὦ ρȟς (3.13) 

 

Á Determinando la ecuación del número de partículas 

Teniendo en cuenta los anteriores desarrollos se procede a determinar una expresión del 

número de partículas en el arco, n, en función de los parámetros geométricos restantes 

que son el ángulo característico de la tolva, el ángulo entre la pared de la tolva y la línea 

tangente al arco en su punto de intersección, y los radios de las partículas y del arco. 

 

Como el arco es simétrico, se requiere que el ángulo de la línea entre el centro de la 

última partícula con su punto de contacto con la tolva esté inclinada con la horizontal un 

ángulo de igual magnitud a ‚, pero con signo contrario; es decir, que debe satisfacerse 

la igualdad  ‚ ‚ , o sea: 

 

‚ —
“

ς
 (3.14) 
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Por otro lado, una manera distinta de determinar el ángulo ‚ , es por medio de los 

cambios de inclinación que existen entre las líneas que unen los centros de partículas 

consecutivas, como se muestra a continuación: 

 

‚ ‚ ‪ ὲ ς‪ ‪  

‚
“

ς
— ς‪ ὲ ς‪ (3.15) 

 

Igualando las ecuaciones (3.14) y (3.15), podemos despejar el valor de ὲ: 

 

ὲ
 “ ς— ς‪

‪
ς (3.16) 

 

Ahora reemplazando los valores de ‪ y ‪ , en las ecuaciones (3.9) y (3.11), 

respectivamente, además del valor de ‌ de la Ecuación (3.8), se obtiene el valor de ὲ así: 

 

ὲ
σ“ ς  — ÃÏÓ

ὶ
Ὑ ς‍

“ ςÃÏÓ
ὶ
Ὑ

 (3.17) 
 

 

Se puede decir que la Ecuación (3.17) es la expresión matemática que define la 

geometría del problema puesto que de esta ecuación puede despejarse cualquiera de las 

demás variables geométricas del arco y se obtendría su respectiva relación con el resto 

de variables. Esas ecuaciones se obtienen a continuación ya que serán necesarias en la 

programación. 

 

En la Ecuación (3.17) se observa el valor de ‍, que si bien puede reemplazarse con la 

Ecuación (3.7), no se hará por motivos de presentación porque la ecuación resultante 

sería muy grande. Sin embargo, ‍ no depende de —; por lo tanto, esta variable puede ser 

despejada de la Ecuación (3.17) para encontrar una expresión de — en función de ὲ,  ȟὶ 

y Ὑ, para obtener: 

 

—
σ“

ς
ὲ
“

ς
ÃÏÓ

ὶ

Ὑ
ς‍   ÃÏÓ

ὶ

Ὑ
        ὴὥὶὥ ὲ ρȟςȟȢȢȢȟЊ  (3.18) 
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Ahora se buscarán relaciones para el radio de la partícula, el radio del arco y el ángulo  , 

en función de los demás parámetros. En este caso no es posible despejar las 

expresiones de manera explícita debido a que la ecuación de ‍ ὪὶȟὙȟ   no lo permite. 

Por lo tanto se realizarán los despejes parciales de las variables de interés y se 

solucionarán las ecuaciones mediante el método numérico de aproximaciones sucesivas. 

 

Para el ángulo  , se reescribe la Ecuación (3.18) así: 

   —
σ“

ς
 ὲ
“

ς
ÃÏÓ

ὶ

Ὑ
ς‍ ÃÏÓ

ὶ

Ὑ
        ὴὥὶὥ ὲ ᴓ (3.19) 

 

Las expresiónes para los radios de las partículas y del arco se obtienen de la Ecuación 

(3.18): 

 

ὶ

Ὑ
ÃÏÓ
— ς‍   ὲ σ

“
ς

ὲ ρ
        ὴὥὶὥ ὲ ᴓ 

(3.20) 
 

 

Del proceso realizado hasta este momento, se concluye que para definir de manera 

completa la geometría del arco circular son necesarios cuatro de los cinco parámetros 

siguientes, ya que el parámetro faltante puede ser obtenido de los otros cuatro usando 

alguna de las ecuaciones (3.17), (3.18), (3.19) o (3.20), dependiendo del caso. 

  

Á El ángulo que caracteriza la posición de la tolva, —, que es el ángulo agudo entre la 

pared de la tolva y la horizontal. 

Á El ángulo de incidencia del arco respecto a la tolva,  , que es el ángulo inferior 

formado entre la pared de la tolva y una línea tangente al arco en su punto de 

intersección con la tolva. 

Á El número de partículas que conforman el arco, ὲ. 

Á El radio del arco, Ὑ. 

Á El radio de las partículas, ὶ. 
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3.2.3 Consideraciones para ángulos obtusos de ♦ 

 

En la Figura 3-2 se tiene una tolva que contiene un arco cuyo valor de   “Ⱦς. El centro 

del arco se ubica debajo del vértice de la tolva. Las partículas extremas están en 

contacto con la tolva en los puntos b y bô. El arco circular interseca la tolva en los puntos 

a y aô. Bajo las condiciones anteriores, el ángulo ‪  se debe calcular con una expresión 

diferente a la Ecuación (3.11). Dado que las ecuaciones de los parámetros geométricos 

dependen de ‪ , se tiene que sus ecuaciones también varían. 

 

En esta sección se analiza un arco en el que el valor de   es obtuso, mostrado en la 

Figura 3-2, y se obtienen expresiones aplicables cuando   “Ⱦς. Es decir que se busca 

extender el rango de aplicabilidad de las ecuaciones que definen la geometría del arco. 

 

Figura 3-2: Geometría de un arco con   “Ⱦς. 
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Para calcular los valores de ‍ y el segmento de línea ὥὩ, se emplean las ecuaciones 

(3.6) y (3.7), debido a que son válidas para todo el dominio de la variable  . 

 

Á Ecuación para ‪  general. 

Entonces teniendo en cuenta un ángulo   “Ⱦς, el valor del giro ‪ , que es el que se 

restaría de ‚ para obtener ‚, es ‪ “ ὦ᷃Ὡὅ‌, donde el ángulo ὦ᷃Ὡὅ es: 

 

ὦ᷃Ὡὅ‍
“

ς
 

“

ς
‍     O        ᷃ὦὩὅς‍   “ (3.21) 

 

Por lo tanto, ‪  se calcula así: 

‪ ς“ ς‍   ‌ (3.22) 

 

La Ecuación (3.22) es válida para cuando   “Ⱦς. Escribiendo una ecuación general 

para ‪ , teniendo en cuenta la Ecuación (3.11), se obtiene lo siguiente: 

 

‪ Ὢ ȟὶȟὙ
ς‍   ‌ȟ  

“

ς

ς“ ς‍   ‌ȟ  
“

ς

 (3.23) 
 

 

Á Relación entre variables geométricas, para    

A partir de la Ecuación (3.16) que es aplicable a cualquier caso, reemplazamos los 

valores de ‪ , ‪ y ‌, y se obtiene así la expresión para calcular ὲ: 

 

ὲ
ς‍   —

“
ς ÃÏÓ

ὶ
Ὑ

“
ς ÃÏÓ

ὶ
Ὑ

 
(3.24) 

 

 

De la Ecuación (3.24) se logra la expresión para — aplicable cuando   : 

— ς‍   ὲ ρ
“

ς
ὲ ρÃÏÓ

ὶ

Ὑ
 (3.25) 

Partiendo de la anterior ecuación se despeja el valor de : 



Estabilidad de un arco formado por partículas cilíndricas discretas 37 

 

ὶ

Ὑ
ÃÏÓ

— ς‍   ὲ ρ
“
ς

ὲ ρ
 

(3.26) 

Teniendo en cuenta en lo anterior, en la programación se tuvo en cuanta si el ángulo   

es agudo o grave para aplicar las ecuaciones correspondientes. 

 

La Ecuación (3.19) se continúa usando para calcular que el valor   resulte mayor o 

menor que 90 °. Sin embargo, siempre se debe tomar el valor absoluto de la expresión 

como el valor por usar. 

3.3 Análisis de equilibrio del arco 

3.3.1 Metodología del análisis de equilibrio 

 

Luego de definir la geometría del problema se procede con el análisis de equilibrio del 

arco para determinar las fuerzas que actúan en los contactos entre elementos y demás 

incógnitas del sistema. 

 

Con el propósito de entender el mecanismo de falla, para poder establecer la orientación 

de las fuerzas que actúan en el sistema, se estudia la cinemática de los elementos del 

arco. Con base en lo anterior, se identifican claramente las fuerzas que afectan el 

sistema, incluyendo sus direcciones y sentidos; en este proceso también se reconocen 

las incógnitas del problema. 

 

Para calcular el valor de las incógnitas, se plantean y solucionan las ecuaciones de 

equilibrio de cada partícula de manera secuencial y ordenada. Para iniciar el proceso se 

analiza el arco como un conjunto rígido o viga sostenida por la tolva y se hace el 

equilibrio global de fuerzas para encontrar las reacciones, que son las componentes 

verticales de los empujes en los extremos del arco, Ὁ y Ὁ . 

 

A continuación se desarrollan los pasos brevemente expuestos en los párrafos 

anteriores: 
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3.3.2 Cinemática del problema 

Figura 3-3: Cinemática de movimiento para un arco de 7 partículas. 

 

 

Para poder determinar la posible dirección de las reacciones en el arco es indispensable 

imaginar la cinética o la posible lógica del movimiento de sus elementos, desde sus 

posiciones iniciales hasta la falla, es decir, cuando las esferas se vuelvan inestables. En 

la Figura 3-3 se muestra una cinemática propuesta en la que las partículas giran de 

forma antihoraria y horaria de forma intercalada, y que las mitades del arco se separan 

paulatinamente hasta que la partícula media cae, generando la falla del arco; a 

continuación se explica este mecanismo detalladamente. 

 

Teniendo en cuenta que por sí solas las partículas no pueden fallar al moverse en 

sentido vertical, ya que físicamente no pueden pasar a través de las partículas vecinas, 

se establece como un mecanismo de falla, que la partícula 1 gire en dirección antihoraria, 

de tal manera que su contacto con la partícula vecina ascienda. Debido a su inercia, la 

partícula 2 trata de mantener su posición y gira en sentido horario, pero un menor ángulo 

comparado con la partícula 1, de tal forma que su centro de masa asciende de todas 

formas; luego la tercera partícula gira antihorariamente pero un ángulo menor a la dos 

anteriores, por lo que en general la partícula sube sobre la partícula 2; se continúa 

sucesivamente hasta que se llega a la partícula media que no gira. Según lo anterior, se 

observa que las partículas tienden a ascender. 
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En cuanto a la mitad derecha del arco, todas esas partículas giran de forma simétrica 

respecto a las partículas del lado izquierdo, de tal manera que al final ambas mitades del 

arco se separan generando espacio a la partícula central para que pierda sustento, 

haciendo que el arco falle. En caso de que n sea par, los giros de las partículas 

permitirían que las dos partículas centrales fallen. 

 

Á Consideraciones respecto a las partículas centrales 

 

Como se observa en la Figura 3-4, si un arco tiene un número impar de partículas 

entonces habrá solamente una partícula central, pero cuando el arco tiene un número par 

de partículas, entonces habrá dos partículas centrales simétricas. 

 

Figura 3-4: Partículas centrales en arcos pares e impares. 

 

Cuando se trata con un arco par entonces las dos partículas centrales tienden a fallar, 

pero se asume que en el contacto entre ellas no se genera fuerza cortante, por lo que no 

se moviliza nada del ángulo de fricción interna. Además de lo anterior, se asume que en 

ninguna de estas partículas se genera momento. Las suposiciones anteriores son 

importantes para el desarrollo del problema pues permiten la falla del arco. 

 

3.3.3 Variables del problema 

Para identificar las fuerzas y demás incógnitas que afectan el problema, se estudia el 

diagrama de cuerpo libre de una partícula general j del arco, como se muestra en la 

Figura 3-5. 
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Figura 3-5: Diagrama de cuerpo libre de una partícula general j. 

 

En la Figura 3-5 se muestra una partícula general j del arco que está confinada entre las 

partículas j-1 y j+1, con las cuales hace contacto en los puntos j y j+1, respectivamente. 

Los centros de las partículas pertenecen a un arco circular con centro en el punto C. La 

partícula j está sometida a la acción externa denominada A, cuyo ángulo de inclinación 

con la horizontal se considera positivo cuando se mide de forma antihorario. 

 

Además de la acción externa, la partícula j está sometida en cada punto de contacto a 

una fuerza normal a la partícula y dos fuerzas ortogonales a esta; en dirección radial a la 

partícula se aplica la fuerza normal y en sentido tangente, las fuerzas friccional y 

cohesiva. Se observa que la fricción y la cohesión en el contacto j actúan hacia fuera del 

arco mientras que la dirección de esas fuerzas en el contacto i+1 es hacia al punto C; los 

dos conjuntos de fuerzas constituyen un par y, por lo tanto, generan un momento horario 

que se equilibra mediante el momento ὓ . 
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Á Ángulos de inclinación de los empujes 

 

Como se observa en la Figura 3-5, los ángulos de inclinación de los empujes se 

denominan con la letra griega ɕ  y se calculan de acuerdo con la Figura 3-5, así: 

 

‒ ‚ ‰ (3.27)  

 

Donde ‚ es la inclinación respecto a la horizontal de la línea que une los centros de las 

partículas j-1 y j.  

 

Según la Ecuación (3.27), para las partículas de la izquierda del arco se suma ‰ al valor 

de ‚. Sin embargo, para las partículas del lado derecho del arco, se debe restar el 

ángulo de fricción interna al ángulo ‚. Para tener en cuenta la anterior condición dentro 

de la programación y formulación, se introduce el parámetro unitario ‖. 

 

El signo del parámetro unitario ‖ determina si se suma o se resta el valor del ángulo de 

fricción interna a ‚, dependiendo de si las partículas corresponden a la mitad izquierda  

o derecha del arco. Para calcular el valor de ‖ para una partícula j, se usa la función 

definida a continuación: 

 

‖

ừ
Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
ứ
ὲ ρ
ς Ὦ

ὲ ρ
ς Ὦ

ὲ ρ ςὮ

ȿὲ ρ ςὮȿ
ȟȣȣȣȣȢίὭ ὲ Ὡί Ὥάὴὥὶ ώ Ὦ

ὲ ρ

ς

ρȟȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣίὭ ὲ Ὡί Ὥάὴὥὶ ώ Ὦ
ὲ ρ

ς
ὲ
ς Ὦ

ὲ
ς
Ὦ
  
Î ςὮ

ȿÎ ςὮȿ
ȟȣȣȣȣȣ ίὭ ὲ Ὡί ὴὥὶ ώ  Ὦ

ὲ

ς
 ώ Ὦ

ὲ

ς
ρ

ρȟȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȢȣȣȣȣȢίὭ ὲ Ὡί ὴὥὶ ώ  Ὦ
ὲ

ς

πȟȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣ ίὭ ὲ Ὡί ὴὥὶ ώ Ὦ
ὲ

ς
ρ

    (3.28) 

De tal manera que se calcula ‒ de forma general así: 

 

‒ ‚ ‖Ȣ‰ (3.29) 
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Á Análisis de variables 

 

La razón de la disposición de las fuerzas mostrada en la Figura 3-5 se fundamenta en la 

cinemática del arco expuesta anteriormente y en la manera en que una partícula 

interactúa con las dos partículas vecinas. 

 

En la Figura 3-5, la partícula j+1 se apoya en la partícula j, por lo tanto, las fuerzas que la 

partícula j+1 le aplica a su vecina van hacia abajo; por otro lado, la partícula j-1 tiende a 

soportar a la partícula j, por lo que las fuerzas que la partícula j-1 ejercen sobre la 

partícula j van hacia arriba. 

 

Para simplificar los cálculos se prefiere trabajar con la resultante de fuerzas entre la 

fuerza normal y la cortante, que en este caso se llamará como E, haciendo referencia a la 

palabra ñempujeò, que es como se denominar§ esta resultante. Dicha fuerza, se inclina 

con respecto a la fuerza normal un ángulo igual al ángulo de fricción interna requerido, 

que se denomina ‰. 

 

Según lo anterior, se concluye que cada partícula del arco está sometida al efecto de seis 

fuerzas que son: dos resultantes E, dos cohesiones, un momento y una acción externa A. 

De tales fuerzas solamente se conoce el vector de la acción externa y la cohesión que se 

asume como un valor de entrada constante en todos los contactos; por lo tanto, las 

magnitudes de las otras tres acciones se consideran como incógnitas. 

 

Además de las incógnitas mencionadas, se identifican otras más: se tratan de los 

ángulos de fricción interna requeridos en cada contacto. 

3.3.4 Empujes en los contactos con la tolva 

Para obtener los empujes en los contactos con la tolva se debe hacer el equilibrio de 

fuerzas en cada partícula de manera secuencial. Para iniciar el proceso, primero se 

definen los empujes Ὁ y Ὁ , que están aplicados en los contactos entre las 

partículas de las extremas y las paredes de la tolva. 

Con las condiciones iniciales del problema es posible hallar las componentes verticales 

de los empujes en los extremos del arco analizándolo como si fuera una viga 



Estabilidad de un arco formado por partículas cilíndricas discretas 43 

 

simplemente apoyada; y también teniendo la geometría completamente definida es 

posible inferir el valor de Ὁ y Ὁ .  

 

En la Figura 3-6 se muestra el diagrama de cuerpo libre del arco analizándolo como si 

fuera una viga sostenida por la tolva, que está sometida a la acción de varias cargas 

puntuales verticales. Al realizar el análisis correspondiente se obtiene: 

Ὁ Ὁ
ρ

ς
ὃ ὧÓÉÎ— (3.30)  

 

Figura 3-6: Arco analizado como viga, m es el indicador de la partícula media. 

 

Figura 3-7: Componentes de los empujes en los contactos de la tolva. 

 

Con la Ecuación (3.30) y al observar la Figura 3-7, se establece E1 o En como se ve a 

continuación, teniendo en cuenta que las cargas externas son simétricas en este caso y, 

por lo tanto, los empujes en ambos extremos serán de igual magnitud. 



44 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 

Ὁ
Ὁ

ÓÉÎ‒
 (3.31) 

Ὁ
Ὁ

ÓÉÎ‒
 (3.32) 

 

Ahora, usando el empuje en el contacto con la tolva, se asume un valor del ángulo de 

fricción movilizado en el primer contacto ‰ , y se resuelve la primera partícula 

encontrando los valores del ángulo de fricción movilizado en el segundo contacto ‰ , el 

empuje 2 Ὁ y el momento de la partícula analizada ὓ . Luego se resuelve la partícula 2 

al usar sus ecuaciones de equilibrio y encontrando el ángulo de fricción movilizado en el 

tercer contacto ‰ ,  el valor del empuje en la partícula 3 Ὁ, y el momento 2 ὓ . 

 

Se continúa con las partículas de forma sucesiva hasta llegar a la partícula n, en la que 

las incógnitas que se resolverían son el valor del ángulo de fricción movilizado en el 

último contacto, el empuje n+1, que es el empuje en el contacto de la partícula del 

extremo derecho con la tolva y el momento en n. 

 

Ya que el procedimiento es secuencial, seguidamente se procede con la solución de las 

ecuaciones de equilibrio locales en una partícula general de uno de los lados del arco. 

Para ese propósito se analiza en detalle el diagrama de cuerpo libre mostrado en la 

Figura 3-5. En la Figura 3-8 se detallan específicamente las fuerzas actuantes que deben 

estar en equilibrio. 

Figura 3-8: Diagrama de cuerpo libre para partículas de la mitad izquierda del arco. 
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Al establecer las ecuaciones de equilibrio estático para el diagrama de la Figura 3-8, se 

obtiene lo siguiente para el equilibrio de fuerzas en el eje vertical z, el eje horizontal x y el 

equilibrio de momentos, respectivamente: 

 

Ὂ π Ḉ 

ὉÓÉÎ‒ Ὁ ÓÉÎ‒ “ ὧÓÉÎ‏ ὧÓÉÎ‏ ὃÓÉÎ‫ π 

 

Al reemplazar las ecuaciones mostradas en la Figura 3-8 y las identidades 

trigonométricas que correspondan, se obtiene: 

 

ὉÓÉÎ‒ Ὁ ÓÉÎ‒ ὧ‖ÃÏÓ‚ ‖ ÃÏÓ‚ ὃÓÉÎ‫ π (3.33) 

 

Ὂ π    Ḉ 

ὉÃÏÓ‒ Ὁ ÃÏÓ‒ “ ὧÃÏÓ‏ ὧÃÏÓ‏ ὃÃÏÓ‫ π 

 

Reemplazando las ecuaciones mostradas en la Figura 3-8 y las identidades 

trigonométricas que correspondan, se logra: 

ὉÃÏÓ‒ Ὁ ÃÏÓ‒  ὧ‖ ÓÉÎ‚ ‖ÓÉÎ‚ ὃÃÏÓ‫ π (3.34) 

 

ὓ π       Ḉ      ὓ ὶὉÓÉÎ‰ Ὁ ÓÉÎ‰ ‖Ὦ ‖ὮρὧȢὶ 

 

Para tener en cuenta si la partícula está al lado derecho o izquierdo del arco, en la 

ecuación anterior se debe usar el valor de ‖ para los empujes también, de tal manera 

que: 

 

ὓ ὶ‖ὉÓÉÎ‰ ‖ Ὁ ÓÉÎ‰ ‖Ὦ ‖ὮρὧȢὶ (3.35) 

 

Las Ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.35) conforman el sistema de las ecuaciones de 

equilibrio que se puede plantear para cada partícula y en el que las tres incógnitas por 

determinar son:  

Ὁ ȟὓȟ‰  
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El valor de ‰ es conocido, ya sea porque se halló en el equilibrio de la partícula 

precedente o porque se asume cuando se analiza la partícula 1. 

 

Ahora se solucionan las incógnitas, se inicia despejando de la Ecuación (3.34) el valor 

Ὁ , luego la expresión resultante se reemplaza en la Ecuación (3.33), de la que 

finalmente se despeja el valor del ángulo de fricción movilizado en el contacto entre la 

partícula j y j+1, que es ‰ . Luego el valor encontrado de ‰ , se utiliza para hallar 

Ὁ  y ὓ .  

 

Despejando de la Ecuación (3.34) el valor Ὁ : 

 

Ὁ
ὉÃÏÓ‒ ὃÃÏÓ‫   ὧ‖ ÓÉÎ‚ ‖ÓÉÎ‚

ÃÏÓ‒
 (3.36)  

 

Ahora se remplaza la Ecuación (3.36) en la Ecuación (3.33), y se despeja el ángulo de 

fricción entre las partículas j y j+1. Describiendo el proceso de despeje: primero se 

multiplica toda la expresión por ÃÏÓ‒  y se reemplaza el ÃÏÓ‒  con ρ ÓÉÎ‒  y 

luego se despeja ÓÉÎ‒  para elevar la expresión al cuadrado, obteniéndose así: 

ÓÉÎ‒
ὉÓÉÎ‒ ὃÓÉÎ‫ ὧ‖ÃÏÓ‚ ‖ ÃÏÓ‚

ЍὈὉὔ
 (3.37) 

 

Donde la variable ñDENò se refiere al denominador de la Ecuaci·n (3.37), que se define 

con la expresión matemática siguiente: 

 

ὈὉὔ ὉÓÉÎ‒ ὃÓÉÎ‫ ὧ‖ÃÏÓ‚ ‖ ÃÏÓ‚

ὉÃÏÓ‒ ὃÃÏÓ‫ ὧ‖ ÓÉÎ‚ ‖ÓÉÎ‚  
(3.38) 

 

 

Reduciendo el radical del denominador y reemplazando la Ecuación (3.29), para luego 

despejar el ángulo de fricción ‰ , obtenemos: 
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‰ ‖ ÓÉÎ
ὉÓÉÎ‒ ὃÓÉÎ‫ ὧ‖ÃÏÓ‚ ‖ ÃÏÓ‚

ЍὈὉὔ
‚  (3.39) 

 

Finalmente, teniendo el valor de ‰  se procede a determinar el empuje j+1, aplicando la 

Ecuación (3.36), posterior al cálculo de ‒ . Se usa la Ecuación (3.35) para determinar el 

momento. 

 

Las ecuaciones (3.35), (3.36) y (3.39) son válidas para todas las partículas del arco, pero 

es necesario tener en cuenta algunas aclaraciones en cuanto a las implicaciones que 

tenga que el número de partículas sea par o no. Al recordar lo mencionado en la 

cinemática del sistema, si el arco tiene un número par de partículas entonces existen dos 

centrales que se consideran sin momento y en su contacto no se moviliza fuerza de 

fricción. 

 

 

Basados en los desarrollos anteriores, lo que se debe realizar a continuación es aplicar la 

metodología para ir resolviendo las partículas en forma secuencial y ordenada, de tal 

manera que se obtendrían los empujes, momentos y ángulos de fricción movilizados en 

los contactos entre los elementos del arco. 

 

Para solucionar las partículas se comienza resolviendo la partícula 1, que se refiere a la 

que está en contacto con la tolva en el lado izquierdo del arco. Luego se continua de 

izquierda a derecha hasta terminar solucionando la partícula que está en contacto con la 

tolva del lado derecho del arco, o partícula n, tal y como se muestra en el esquema de la 

Figura 3-9. 
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Figura 3-9: Orden secuencial para solucionar las partículas de un arco. 

 

 

3.4 Deformada del arco 

Hasta el momento se tiene un método que calcula un conjunto diferente de empujes, 

ángulos de fricción y momentos en las partículas, para cada valor que se asuma para ‰ . 

Ahora, en esta sección se menciona cómo se tratará este problema según la mecánica, 

en este caso, aplicando la ecuación de trabajo-energía, para determinar cómo se mueven 

las partículas del arco debido a los momentos obtenidos del método. 

 

Al desarrollar lo anterior, se encontraría la geometría deformada del arco cuando se 

aplican los giros que generan los momentos que se obtuvieron del análisis secuencial del 

arco. 

 

Para lograr el objetivo propuesto, se deben desarrollar las siguientes tareas 

fundamentales: 

Á Analizar la manera de aplicar las ecuaciones de trabajo para encontrar el giro de 

cada partícula. Para esto se aplica la ecuación de trabajo-energía, teniendo en 

cuenta un torque. 

Á Examinar cómo es que cada partícula gira sobre un plano inclinado como la tolva y 

dónde quedaría su contacto con la siguiente partícula, si se mantuvieran en contacto 

en el mismo punto. 

Á Estudiar el giro que una partícula tiene sobre la superficie de otra, y calcular la 

posición del contacto que tiene con la partícula siguiente como si se mantuvieran en 

contacto en el mismo punto. 
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Á Programar los pasos anteriores para sistematizarlos para todo el arco y finalmente 

obtener las posiciones de las partículas al final del desplazamiento o deformación del 

arco. 

 

El propósito de esta parte es mencionar la manera de trabajar el problema mediante la 

mecánica, exponiendo una posible forma de analizar para encontrar la deformada final 

del arco. 

3.4.1 Ecuación de trabajo-energía 

Acá se expone brevemente la ecuación de trabajo-energía para las condiciones 

enunciadas en el problema por analizar y la posible forma de aplicarla en el arco de 

cilindros. 

 

Á Ecuación trabajo-energía cinética 

 

Se analiza ahora la dinámica de un cilindro que rueda sin deslizar sobre otra superficie, 

inicialmente un plano inclinado. Sin importar si el cilindro gira sobre un plano o sobre otro 

cilindro, se puede afirmar lo siguiente: al analizar el problema como un sistema de 

partículas, si no hay deslizamiento, es decir que la partícula rueda sin deslizar sobre la 

superficie, en un instante de tiempo dado como se muestra en la  

Figura 3-10, se observa que las fuerzas normal y friccional en el contacto no se mueven y 

por lo tanto no producen trabajo. 

 

Figura 3-10: Fuerzas que afectan el cilindro que rueda sin deslizar sobre un plano. 
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Según la Figura 3-10, solo el peso W y el torque T generan trabajo en el sistema. 

 

El trabajo que ejerce el peso, llamado ר , es: 

 

ר ύ(3.40) ‏ 

 

En la Ecuación (3.40) ύ se refiere al peso del cilindro mientras que ‏ es la 

distancia en la que el peso desarrolla el trabajo. 

 

 

Figura 3-11: Momento o torque T transformado en un par de fuerzas. 

 

 

Para calcular el trabajo del torque Ὕ, se tiene en cuenta el esquema de la Figura 3-11 en 

el que se observa el torque como un par de fuerzas de magnitud Ὂ , cuando el 

cilindro gira un ángulo Ὠʀ entonces el cilindro avanza una distancia Ὠὒ ὶ Ὠʀ, de tal 

forma que se verifica la siguiente igualdad. 

 

Ὠר ςὊὶὨ‐   Ḉ   Ὠר ς
Ὕ

ςὶ
ὶὨ‐   Ḉ   Ὠר ὝὨ‐ (3.41) 

 

Al integrar la Ecuación (3.41) se obtiene el trabajo ejercido por el torque: 

 

ר Ὕ‐ (3.42) 
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Para las condiciones de este problema se asumirá que la velocidad no es tan grande y 

que por lo tanto se puede asumir como nula, entonces la energía cinética es nula 

también y, de esta manera, se puede establecer la Ecuación (3.43), al determinar la 

ecuación o principio dinámico de que la variación de la energía cinética está relacionada 

al trabajo desarrollado por las fuerzas, estableciendo la simplificación: ר ЎὉὅ 

(Shames, 1999), así: 

 

ύ‏  Ὕ‐ (3.43) 

 

Como se observa, la expresión anterior depende del torque y el giro. Ahora se puede 

aplicar la Ecuación (3.43), para los casos particulares del problema que se está 

analizando: cuando la partícula gira en el plano de la pared de la tolva y cuando una 

partícula gira sobre la superficie de una partícula adyacente. 

 

Al aplicar los casos anteriores el procedimiento consiste en identificar el valor de delta, es 

decir, de la distancia a través de la cual el peso desarrolla su trabajo. Esto se logra 

analizando cuidadosamente la geometría de cada caso de desplazamiento: giro de 

cilindro en plano inclinado y giro entre cilindros. Al final se obtendrá para cada caso, una 

función del giro en la partícula que depende del momento y las propiedades geométricas 

del sistema. 

 

3.4.2 Análisis del giro de una partícula 

El siguiente análisis se desarrolla con el fin de determinar las posiciones de los contactos 

de una partícula con la anterior, o con la tolva, desde donde se debe iniciar a contar el 

giro. Lo anterior permite obtener las características geométricas necesarias para realizar 

el dibujo de los elementos del arco en la condición deformada. 

 

Giro de una partícula sobre plano inclinado 

 

En primera medida se analiza el movimiento de la partícula en contacto con la tolva 

analizando la posición del contacto con la partícula siguiente, asumiendo que estuvieran 

adheridas. Dicho punto de contacto se denomina M, como se muestra en la Figura 3-12. 
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Figura 3-12: Giro antihorario de una partícula sobre un plano inclinado. 

 

Al girar un ángulo ‐, el cilindro pasa de la posición (1) a la posición (2). El punto de 

contacto inicial es (A), y el diámetro de contacto es (A)(B). En la nueva posición, el punto 

de contacto con la tolva es (Aô), ubicado sobre el plano a una distancia ὶ‐ de (A). El 

nuevo di§metro de contacto es (Aô) (Bô). El punto (M), que formaba un §ngulo de  con el 

diámetro de contacto inicial, medido desde (A), en la nueva posición forma un ángulo de 

‐ ‪ ςϳ  con respecto al nuevo di§metro de contacto (Aô)(Bô), medido en (Aô). 

 

Entonces nótese que para encontrar la nueva posición del elemento se parte del punto 

de contacto inicial (A), y se encuentra el punto de contacto con la tolva en la condición 

deformada que está a una longitud ὶ‐ de (A). Finalmente se traza una línea que esté 

inclinada un ángulo de ‐ ‪ ςϳ  con el di§metro de contacto (Aô)(Bô) para establecer 

el punto de contacto como la intersección de esta línea con la circunferencia. Este punto 

es el contacto con la siguiente partícula si se asume que las partículas están pegadas 

monolíticamente en el contacto inicial. 
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Giro de una partícula sobre otra 

 

Figura 3-13: Giro horario de una partícula sobre otra. 

 

Como se muestra en la Figura 3-13, el cilindro (2) rueda sin deslizar sobre el cilindro (1), 

hasta llegar a la posici·n (2ô). Inicialmente el punto de contacto es el punto (A), y el 

diámetro de contacto es (A)(B). Al girar un ángulo ‐ el di§metro de contacto es (Aô)(Bô). 

 

El punto (M), que formaba inicialmente un ángulo ‪Ⱦς con el diámetro de contacto, 

medido desde A, ahora formará un ángulo ‪ ‐Ⱦς con el nuevo diámetro de contacto. 

Entonces, para dibujar el punto (Mô) se parte de la l²nea que une el centro de la part²cula 

anterior con el punto (A) y se identifica el punto (Aô), al medir el giro de manera horaria. 

 

Finalmente, se puede adicionar otro caso que trata del giro antihorario sin deslizamiento 

de un cilindro sobre otro; no obstante, se encuentra fácilmente una situación similar en la 
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mostrada con el giro de la partícula sobre el plano, en el que se obtuvo que el punto de 

contacto con la siguiente partícula forma un ángulo de ‐ ‪Ⱦς medido desde el punto 

de contacto con la partícula anterior respecto al diámetro de contacto en la condición 

final. 

 

Es decir que para encontrar el punto de contacto de unas partículas j y j+1, luego de que 

la j ha girado, primero se traza la línea desde el centro de la partícula j-1 hasta el punto 

de contacto con j en la condición final girando un valor igual al giro la partícula j en 

sentido antihorario. A continuación se traza una línea que forme el ángulo ‐ ‪Ⱦς 

respecto el diámetro de contacto para hallar el punto M, o contacto entre j y j+1. 

 

Con lo anterior quedaría definida la manera de encontrar cómo se deforma el arco para 

determinar si los arcos al final de la aplicación de las cargas son estables o no. 

3.5 Algoritmo y programación 

3.5.1 Pasos de programación 

 

El programa por desarrollar tiene como objetivo calcular las fuerzas, los momentos y 

ángulos de fricción movilizado en cada contacto, mediante el método estático secuencial, 

de un sistema de arco conformado por partículas esféricas, dadas unas condiciones 

iniciales establecidas para las constantes geométricas y mecánicas. 

El algoritmo desarrollado se divide en las siguientes partes que facilitaron el proceso de 

programación: 

 

Entrada de datos y validación 

 

Como paso inicial es indispensable colocar los datos de entrada dentro del algoritmo 

para que sean procesados y finalmente obtener las soluciones deseadas. También es 

necesario, además de hacer que el programa reciba los datos de entrada, realizar su 

validación para buscar incongruencias o datos que no sean posibles desde el punto de 

vista físico; también se homogenizan las unidades, etc. 
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Para entrar los datos al programa, simplemente se deben anotar los valores en el archivo 

de Excel 98 denominado ñentradas Arco_Circular_no-perp.xlsò, luego guardar el archivo 

en una ruta que debe ser ingresada manualmente en el código fuente de los programas. 

 

Las variables de entrada son las mostradas en la Tabla 3-1. 

 

Tabla 3-1: Datos de entrada del polinomio desarrollado. 

VARIABLES DE ENTRADA DEL PROBLEMA 

NOMBRE VARIABLE 
SÍMBOLO 

DOCUMENTO 

SÍMBOLO 

PROGRAMACIÓN 

Unidades de fuerza, longitud y ángulo ---- [f; l; an] 

El radio de las partículas ὶ R 

El radio del arco Ὑ R 

El número de partículas ὲ N 

El ángulo de inclinación de la tolva con la 

horizontal 
— Th 

Si el — es máximo o mínimo  Maxomin 

El ángulo de incidencia del arco   Om1 

El tipo de carga por aplicar  Tipocarga 

Él ángulo de fricción supuesto en el primer 

contacto 
‰  Phi_s 

El valor del error admisible – Etha 

 

A continuación se explican los procesos de validación que se llevaron a cabo en cada 

uno de los parámetros anteriores: 

 

Ajuste de unidades para los ángulos 

Como el lenguaje de programación usado trabaja con ángulos en términos de radianes, 

si el usuario está trabajando con grados es necesario realizar la correspondiente 

conversión de dichos ángulos. 
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Rango de variación adecuado para ,  

Se verifica que el ángulo de inclinación de las paredes de la tolva con respecto a la 

horizontal sea menor a  o mayor a , ya que si no se cumple este concepto, se estaría 

trabajando con tolvas de paredes verticales o con abertura hacia abajo, que se 

consideran sistemas inestables. 

 

Validación del ángulo de incidencia del arco 

 

Se debe identificar el rango de variación del ángulo para verificar que el valor entrado por 

el usuario es el correcto. 

 

El valor máximo del ángulo de incidencia corresponde a un arco con radio infinito en el 

que las partículas se alinean horizontalmente. Se considera esta condición como el límite 

de estabilidad para el arco. 

 

Es decir, como se observa en la Figura 3-14, dicho límite se alcanza cuando el valor del 

ángulo formado entre la tolva y el radio del arco que pasa por el punto a, sea igual a 

—, por lo tanto se establece que: 

 
“

ς

“

ς
—           ÅÎÔÏÎÃÅÓ 

   “ — (3.44) 

 

En el otro extremo del rango está el valor mínimo del ángulo que es de cero,   π, 

puesto que con ángulos negativos el arco formado se habría podido definir con algún 

valor de omega mayor que cero, como se ilustra en la Figura 3-15. 
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Figura 3-14: Un arco con radio infinito generando el omega máximo. 

 

 

Figura 3-15: Arcos con ángulos de incidencia A.) Igual a cero y B.) Menor a cero. 

 

En la Figura 3-15 (A), se observa un ejemplo en el que, cuando el valor de omega es 

igual a cero y el arco es tangente a la tolva, aun así puede definirse un arco y ubicarse 

las partículas de forma lógica. Mientras que en la Figura 3-15 (B) se ve un arco definido 

mediante un valor negativo de  ; nótese también que el mismo arco se puede definir con 
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un  ᴂ como se observa en la figura. Dicho ángulo  ᴂ es el ángulo de incidencia del arco 

pero en el punto aô. 

 

¶ Si el radio del arco es igual, cercano, o menor al r de partícula 

Al analizar todas las figuras de los arcos expuestas hasta ahora, se puede deducir que el 

radio del arco debe ser mayor al radio de la partícula, ya que si ambos valores son 

iguales, no se podrá describir ningún arco. Por lo anterior se debe establecer un límite 

para la relación entre los radios a fin de evitar la situación explicada. 

 

Por lo tanto se asume que si el radio de las partículas es la mitad del radio del arco, se 

manda un mensaje de advertencia al usuario pidiéndole que disminuya el radio de las 

partículas o que aumente el del arco. Pero en dado caso de que el radio de la partícula 

sea mayor al 60 % del radio del arco, entonces se detiene la ejecución del programa 

pidiéndole al usuario rectificar los valores de los radios. 

 

¶ Si alguno de los radios es negativo 

También se verifica que ninguno de los radios que se entran al programa sean negativos 

ya que esta situación no es posible físicamente. 

 

¶ Se revisa si ▪ es un número natural 

Los valores que se consideren para el número de partículas deben ser estrictamente 

valores pertenecientes al conjunto de números naturales. De lo contrario, los valores 

recibidos por el algoritmo serán redondeados hasta el número natural anterior más 

cercano. 

 

¶ Si se usarán cargas puntuales diferentes entonces se debe conocer ▪. 

En el caso de que el tipo de carga por utilizar sean puntuales diferentes, entonces como 

condición el valor de ὲ debe estar previamente definido; de lo contrario se detiene la 

ejecución del programa para que el usuario determine el valor del número de partículas o 

cambie el tipo de carga. 
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¶ Se verifica que no haya más de un vacío en las cinco variables geométricas 

Para definir completamente la geometría del arco circular analizado, se debe establecer 

un mínimo de cuatro parámetros geométricos del total de cinco definidos anteriormente. 

En caso de que el usuario defina menos parámetros geométricos, el algoritmo se cancela 

para que el usuario realice las correcciones pertinentes. 

 

Definición del arco 

 

Tabla 3-2: Casos de entrada de datos geométricos del sistema. 

CASO 
VARIABLES 

ENTRADAS 

VARIABLES 

CALCULADAS 
ACCIÓN 

1 
—  ĕ — ȟ 

Ὑȟὶȟ  
ὲ ώ — 

Generar una lista de ὲ vs —, usando la Ecuación 

(3.18) o (3.25), dependiendo del valor de  , 

luego elegir la pareja ὲȟ— cuyo — se acerque 

más al solicitado por el usuario. 

2 ὲȟὙȟὶȟ  — 
Se utiliza la Ecuación (3.18) o (3.25), 

dependiendo del valor de  . 

3 —ȟὲ ȟὙȟ  ὶ 

Se despeja ὶ de la Ecuación (3.20) o  (3.26), 

dependiendo del valor de  . Se aplica el método 

de aproximaciones sucesivas con la expresión 

resultante. 

4 —ȟὲȟὶȟ  Ὑ 

Se despeja Ὑ de la Ecuación (3.20) o (3.26), 

dependiendo del valor de  . Se aplica el método 

de aproximaciones sucesivas con la expresión 

resultante. 

5 —ȟὲȟὶȟὙ   
Se aplica el método de aproximaciones 

sucesivas con la Ecuación (3.19). 

6 —ȟὲȟὶȟὙȟ  --- 

Se usa la Ecuación (3.18) o (3.25), según el valor 

de  , para corroborar —, y corregirlo si es 

necesario. 
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Como variables para definir la geometría del arco se tienen el ángulo de inclinación de la 

tolva —, el ángulo de incidencia  , el número de partículas que conforman el arco  ὲ, y los 

radios del arco y de las partículas que lo conforman Ὑ y ὶȟ respectivamente. 

 

Para definir totalmente el arco, el programa requiere por lo menos cuatro parámetros 

geométricos para poder calcular el quinto; en caso de que se ingresen menos variables, 

se abortará la ejecución del algoritmo y se le pedirá al usuario que ingrese valores 

adecuados. En la Tabla 3-2 se muestran los diferentes casos válidos que se pueden 

presentar cuando se ingresen los datos de la geometría del arco y las acciones que 

ejecuta el algoritmo en cada caso. 

 

En el último caso, cuando el usuario suministra los cinco parámetros geométricos, el 

programa verificará que los valores correspondan entre sí; de lo contrario, aplicará el 

caso 2 y recalculará el valor de —. 

 

Definición de cargas externas 

 

Al sistema de arco analizado se le pueden aplicar varios tipos de cargas, pero en este 

caso se inicia con el análisis de tres casos simples: se pueden aplicar cargas 

uniformemente distribuidas sobre la proyección horizontal del arco, cargas puntuales 

debidas el peso propio de cada partícula o cargas puntuales diferentes para cada 

partícula, aunque con esta última opción es necesario conocer el número de partículas 

del arco. 

 

Según lo anterior, se observa que otra de las entradas importantes del algoritmo es un 

vector con las acciones aplicadas en cada una de las esferas, o el valor de una carga 

distribuida a lo largo del arco o también el peso unitario de las partículas para calcular su 

peso propio. El usuario definirá cuál de las opciones usará. 

 

Como entrada también se debe ingresar información relacionada con la inclinación de las 

cargas, por lo tanto, en el caso de que se ingrese un valor de una carga distribuida, se 

colocará también un valor de su inclinación con la horizontal. Si se ingresan fuerzas 

puntuales en las partículas, también se tendrá que ingresar una lista con los ángulos de 
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cada una de las fuerzas. Pese a lo anterior, el alcance de esta tesis se centra únicamente 

en el análisis de cargas verticales, por lo que los ángulos de inclinación de las fuerzas 

siempre serán “ςϳ , que es la condición vertical hacia abajo. 

 

Análisis de equilibrio del arco 

Habiendo definido los valores característicos del arco y las cargas, se procede a calcular 

algunos parámetros auxiliares como por ejemplo establecer los valores finales de la 

geometría del arco, el indicador de la partícula media, que se define de manera diferente 

dependiendo de si el arco es par o impar, y el vector de ángulos de inclinación respecto a 

la horizontal de las líneas que unen los centros de partículas consecutivas ‚, denominado 

ñxsiò dentro del algoritmo. 

Seguidamente se determina el valor de la variable auxiliar, ‖ o ñkappaò en el algoritmo, 

aplicando la Ecuación (3.28). Luego se aplica la Ecuación (3.29) a todas las partículas 

para determinar un vector con los valores de ‒. 

 

Ahora es necesario calcular el empuje externo que la tolva ejerce sobre la partícula del 

extremo izquierdo, por lo tanto se asume un valor para el ángulo de fricción movilizado en 

el primer contacto ‰ , y se aplica la Ecuación (3.31); el resultado se agrega al inicio del 

vector de empujes. 

 

Para calcular los demás empujes y momentos, se usa un ciclo que recorra todos los 

indicadores de partículas desde 1 hasta n. En cada iteración se aplican la Ecuación 

(3.35) para determinar el empuje en el siguiente contacto (3.36) para obtener el momento 

en la partícula y (3.39) para la fricción movilizada en el siguiente contacto. De esta 

manera se logran los vectores llamados, E, mom y fricción. En el algoritmo se pueden 

realizar comprobaciones del equilibrio para demostrar que el sistema cumple el equilibrio 

estático en todas las formas. 

 

 

 

 

 

 



62 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
Resultados, figuras y tablas por mostrar 

 

Finalmente se desarrollan todas las tablas y los códigos que expongan los resultados 

obtenidos al aplicar el método. Las salidas principales del programa deben ser las 

magnitudes de las reacciones y los ángulos de fricción movilizados en cada contacto. Los 

anteriores datos aparecen junto con los momentos calculados para cada partícula. 

 

Primero se presenta o imprime en pantalla un resumen con los datos de entrada en el 

que se consignan los valores de los cinco parámetros geométricos, especificando cuál de 

ellos fue calculado. También se colocan los valores de las propiedades mecánicas 

asumidas como el valor del ángulo de fricción movilizado en el primer contacto y la 

cohesión. También se muestra una tabla con las cargas externas en el centro de masa 

de cada partícula. 

 

Como salida adicional se muestra una figura con un dibujo del arco que se analizó y los 

vectores de fuerza dibujados en cada uno de los contactos del sistema. 

3.5.2 Diagrama de flujo 

En las siguientes figuras se presentan los diagramas de flujo que representan los 

algoritmos de programación y que resumen la sección anterior. En la Figura 3-16 y la 

Figura 3-17, se muestra el algoritmo para el programa que calcula los empujes y los 

ángulos de fricción movilizados en cada contacto, así como los momentos en cada 

partícula. Su código fuente se enseña en el Anexo C. 

 

Obsérvese que el algoritmo mostrado en las figuras no está totalmente detallado, debido 

a que si lo estuviese, su extensión seria tal que no podría presentarse dentro de este 

documento. 
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Figura 3-16: Diagrama de flujo del algoritmo para calcular empujes, fricción y momentos. 
Parte I. 
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Figura 3-17: Diagrama de flujo del algoritmo que calcula empujes, fricción y momentos. Parte II. 
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3.6 Resultados 

3.6.1 Resultados generales del algoritmo 

 

El algoritmo creado calcula los empujes y ángulos de fricción interna movilizados en los 

contactos, además de los momentos en cada cilindro. De la misma forma, luego del 

análisis de equilibrio, el algoritmo muestra un gráfico en el que se observa la geometría 

del arco en condiciones iniciales con los vectores de carga que representan los empujes 

en cada contacto además de los vectores que representan las cargas externas al arco, 

en este caso el peso. 

 

A continuación se muestra un ejemplo en el que se analiza un arco compuesto por siete 

partículas de 0.83 m de radio. Cada cilindro pesa 100 kN. La tolva se inclina con la 

horizontal un ángulo de 40 ° y el arco incide con la tolva con un ángulo de 80 °. Al 

ejecutar el algoritmo se obtienen las siguientes tablas de respuestas, basadas en los 

datos de entrada: 

 

Primero el resumen de los datos de entrada, que también arroja el programa. 

 

  

 

También se muestran las tablas con las inclinaciones respecto a la horizontal de las 

líneas entre centros de partículas consecutivas. 
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Se presentan las cargas aplicadas en cada partícula, según la siguiente tabla, así como 

el valor usado para el ángulo de fricción movilizado en el primer contacto: 
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Finalmente, se enseña la tabla con los empujes, ángulos de fricción movilizado y los 

momentos obtenidos: 

 

 

 

Y el correspondiente esquema del arco que se esta analizando, está en la Figura 3-18. 

 



68 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
Figura 3-18: Arco de 7 partículas en condición inicial con los vectores de fuerzas 
interparticulares y fuerzas de peso externas. 

 

 

Se observa que en los ejemplos mostrados en esta tesis, las respuestas del arco en 

cuanto a empujes, ángulos de fricción y momentos es simétrica, puesto que la 

geométrica del arco también lo es y las cargas externas solo se consideran verticales. 

 

En el ejemplo anterior, al analizar las tendencias de las variables de salida en los 

contactos del arco, se destaca que, a medida que se avanza por los contactos del arco, 

el empuje disminuye gradualmente hasta llegar al contacto izquierdo de la partícula 

media, en el que se tiene un empuje mínimo. 

 

Para el caso del ángulo de fricción interna, se tiene que la respuesta también es 

simétrica, pero esta vez se observa que dicho parámetro en el primer contacto es igual 

‰ , debido a que se supone antes de ejecutar el programa. Luego este valor aumenta 

superando el valor de ‰  en un contacto cerca al cuarto de la longitud del arco, para 

después ir descendiendo paulatinamente hasta la partícula central en la cual se puede 

encontrar el valor mínimo de este parámetro. 

 

Finalmente, se observa que los momentos son máximos en las partículas extremas del 

arco y comienzan a disminuir hasta que en la partícula del centro se encuentra el valor 

mínimo, que es igual a cero. 
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3.6.2 Análisis de variables mecánicas; fricción y cohesión. 

Con el algoritmo desarrollado se procede a estudiar la influencia sobre el comportamiento 

del sistema de dos variables mecánicas: el ángulo de fricción del primer contacto y la 

cohesión. Para lo anterior se desarrollan dos análisis distintos, uno para cada parámetro. 

 

Primero se analiza el sistema sin cohesión; en esta parte se estudian las tendencias que 

presentan los empujes y ángulos de fricción movilizados en los contactos y los momentos 

de las partículas, al variar el ángulo de fricción movilizado en la primera partícula. El 

proceso desarrollado consiste en ejecutar el programa establecido para un mismo arco 

pero se variará el ángulo de fricción del primer contacto. Luego los resultados se 

organizan en cuatro gráficos en los que cada curva corresponde a un valor diferente de 

‰ . Según lo anterior, los gráficos por obtener para cada valor de ‰  son: 

 

Á Gráfica de los empujes en cada contacto. 

Á Gráfica de la inclinación respecto a la horizontal de los vectores de empujes. 

Á Gráfica de los ángulos de fricción movilizados en los contactos. 

Á Gráfica de los momentos en cada partícula.  

 

En el segundo análisis se ejecuta el algoritmo para varios valores de cohesión, desde 

cohesión nula hasta una cohesión alta observada en rocas reales. En esta parte, el 

ángulo de fricción interna supuesto para el primer contacto se deja constante y se varía el 

número de partículas involucrado. Se observará el comportamiento de las variables de 

salida. Estas son: los empujes y ángulos de fricción movilizados en los contactos y los 

momentos en las partículas. 

 

Efecto del ángulo de fricción supuesto en el primer contacto 

 

Debido a que se probarán varias cantidades de partículas, en los siguientes ejemplos la 

carga sobre cada partícula será colocada de tal forma que las reacciones verticales por 

parte de la tolva sean siempre las mismas; por lo tanto, se hará que la carga total por 

soportar por el arco sea de 2450 kN y se distribuye entre las partículas, como muestra la 

siguiente tabla: 
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Tabla 3-3: Cargas en las esferas para mantener reacciones constante en los apoyos. 

Número de partículas, n (partículas) Carga sobre cada partícula, A (kN) 

7 350.00 

9 272.22 

15 163.33 

49 50.00 

 

A continuación, las gráficas de los análisis sobre un arco con idéntica geometría que la 

sección 3.6.1, pero con varios valores ‰  y los n mostrados en la Tabla 3-3. 
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Figura 3-19: Resultados algoritmo, para varios ‰ y arco de 7 esferas. 
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Figura 3-20: Resultados algoritmo, para varios ‰ y arco de 9 esferas. 
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Figura 3-21: Resultados algoritmo, para varios ‰ y arco de 15 esferas. 
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Figura 3-22: Resultados algoritmo, para varios ‰  y arco de 49 esferas. 
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Como se observa desde la Figura 3-19 hasta la Figura 3-22, se aprecia que, en general, 

el ángulo de fricción movilizado en el primer contacto es directamente proporcional a los 

ángulos de fricción movilizados en los demás contactos y a los momentos en las esferas. 

Además ‰  es inversamente proporcional a los empujes calculados en los contactos. 

 

Nótese el comportamiento del ángulo de fricción movilizado, al observar las gráficas: 

Figura 3-19 (C), Figura 3-20 (C), Figura 3-21 (C) y Figura 3-22 (C), en las que se ve que 

‰  es igual al valor dado inicialmente; luego en el segundo contacto, generalmente se 

moviliza un menor ángulo de fricción. Después a medida que se avanza por los contactos 

del arco, la magnitud de ‰ va aumentando su valor hasta llegar a un máximo en algún 

punto antes de la mitad del arco. Seguidamente ‰ comienza a descender hasta alcanzar 

otro valor mínimo local en los contactos de la mitad del arco. 

 

Al analizar las tendencias mostradas por los empujes en las gráficas: Figura 3-19 (A), 

Figura 3-20 (A), Figura 3-21 (A) y Figura 3-22 (A), se observa que los máximos valores 

siempre se dan en los contactos del arco con la tolva y que el valor mínimo se encuentra 

siempre en la mitad del arco. 

 

Por otro lado, los momentos hasta la mitad del arco de los gráficos: Figura 3-19 (D), 

Figura 3-20 (D), Figura 3-21 (D) y Figura 3-22 (D) muestran que el momento en el centro 

del arco siempre es cero, como se había establecido inicialmente. También se observa 

que la forma general de la curva dibujada para medio arco es parabólica con su lado 

convexo hacia abajo.Se destaca que la gráfica correspondiente al arco de 49 partículas 

es la de mayor precisión, es decir, que muestra el comportamiento del sistema con mayor 

detalle. Se nota que la forma parabólica de la curva inicia desde la segunda esfera en 

adelante y que el momento de la primera partícula siempre es mayor que el de la 

segunda. 

 

Para el empuje se observa que cuanto mayor sea el valor de ‰ , se obtienen menores 

valores de los empujes, hasta que se encuentra el valor máximo. 

 

Nótese también que el número de partículas solamente altera la resolución del gráfico, de 

tal manera que la mejor gráfica para observar el comportamiento del fenómeno sería el 



76 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
arco de 49 partículas. Lo anterior se comprueba observando que todas las gráficas son 

idénticas en su forma, valores máximos, mínimos y rango. Lo anterior debido a que la 

carga sobre cada partícula fue establecida de tal forma que las reacciones verticales en 

los apoyos siempre fue constante. Según lo anterior, se puede concluir que arcos con las 

mismas características geométricas que soportan la misma carga total, pero con 

diferentes valores del número de partículas, son semejantes en su comportamiento ya 

que se obtienen empujes, ángulos de fricción y momentos que pertenecen a una misma 

curva de respuesta indiferentemente al valor de n. 

 

La estabilidad del arco, en cuanto a fricción se refiere, depende del material del que 

estén constituidos los cilindros y la tolva, de tal forma que un arco será estable siempre y 

cuando ninguno de los ángulos de fricción movilizados supere el ángulo de fricción del 

material. 

 

El arco puede estar irremediablemente en falla, si en el primer contacto se moviliza una 

cantidad del ángulo de fricción igual al ángulo máximo que soporta el material. En este 

caso es seguro afirmar que el arco falla debido a que siempre en algún contacto del arco 

cercano a un cuarto de su longitud, se moviliza más fricción que en el primero. 

 

Efecto de la cohesión 

A continuación se mostrarán cuatro figuras más. En las tres primeras se presentan 

gráficas semejantes a la Figura 3-22, pero cada una se realiza con un valor diferente de 

cohesión; y en la cuarta gráfica, se enseñan los resultados del algoritmo usando varios 

valores de cohesión y manteniendo en 10 ° el valor del ángulo de fricción del primer 

contacto. En los siguientes ejemplos se continúa utilizando la geometría del arco de la 

sección 3.6.1. Las gráficas: Figura 3-22, Figura 3-23, Figura 3-24 y Figura 3-25 son los 

resultados del algoritmo para varios valores de ‰  y 49 partículas. Además cada figura se 

realizó con base en un valor diferente de cohesión: 0 kN, 50 kN, 100 kN y 700 kN, 

respectivamente.  

 

Analizando lo gráficos mencionados en el párrafo anterior, los empujes son, en general, 

menores a medida que se aumenta el valor de cohesión, hecho que es lógico teniendo 

en cuenta que la cohesión aporta resistencia al sistema y que la carga se mantiene 

constante, como se menciona anteriormente. Sin embargo, se nota que a medida que 
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aumenta el valor de cohesión, las partículas del centro tienden a experimentar un 

aumento en los empujes respecto a los valores obtenidos al usar cohesiones menores. 

Este hecho se ve confirmado por la gráfica de inclinaciones de los empujes, mostrada en 

las gráficas B de cada figura, en las que se observa cómo en el centro del arco, las 

inclinaciones del empuje con respecto a la horizontal son opuestas a las direcciones 

comunes o predominantes de los empujes en la mitad del arco analizada. 

 

En cuanto a las gráficas de ángulos de fricción movilizados en los contactos, se observa 

que a medida que crece la cohesión, la forma de las curvas se mantiene; no obstante, los 

valores obtenidos en los contactos medios disminuyen; incluso pueden llegar a ser 

valores negativos para los mayores ‰  probados. 

 

También se observa que a medida que aumenta el valor de cohesión, el máximo valor de 

‰  que se puede probar desciende. Esa es la razón por la que en la Figura 3-25 se 

muestran solo dos curvas: la de ‰ πЈ y ‰ υЈ, ya que valores mayores de dicho 

ángulo generan incongruencias en las respuestas del algoritmo y consecuentemente 

gráficas que no reflejan ningún patrón de comportamiento. 

 

Lo anterior se debe a que un arco con cohesión cada vez mayor, puede soportar cada 

vez más de las cargas externas hasta que se llega al punto en el que todas las fuerzas 

externas son soportadas por la cohesión, por lo que la fricción movilizada en los 

contactos tiende a cero; en el caso en el que la cohesión supere las fuerzas actuantes, el 

ángulo de fricción se vuelve negativo con el fin de contrarrestar la cohesión. 

 

El anterior fenómeno se aprecia en la Figura 3-26 (C), en el que a mayor cohesión 

disminuyen los valores de ángulo de fricción movilizado en los contactos, hasta el punto 

en el que la mayoría de los valores sean negativos, como se observa en la curva 

correspondiente a la cohesión de 700 kN. 
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Figura 3-23: Resultados algoritmo, para varios ‰ , arco de 49 esteras y C=50 kN/m2. 
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Figura 3-24: Resultados algoritmo, para varios ‰ , arco de 49 esteras y C=100 kN/m2. 
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Figura 3-25: Resultados algoritmo, para varios ‰ , arco de 49 esteras y C=700 kN/m2. 
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Figura 3-26: Resultados algoritmo, varias cohesiones, arco de 49 esteras y ‰=10 °. 
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En la Figura 3-26 (A) se observa que los empujes son inversamente proporcionales a la 

cohesión, como se mencionó anteriormente, y además que para la cohesión de 500 kN, 

cerca al cuarto de la longitud del arco, la magnitud de los empujes comienza a aumentar, 

generándose un valor máximo local en los contactos del centro del arco. Lo anterior en 

contraste con las funciones de empuje de las demás cohesiones, las cuales tienen 

formas parabólicas con su lado convexo en el sentido positivo del eje de las ordenadas. 

 

También se nota en la Figura 3-26 (B), cómo las inclinaciones de los empujes comienzan 

a ser opuestas a lo asumido en la cinemática del sistema. Este fenómeno también se 

atribuye a que la cohesión supera el efecto de las acciones impuestas sobre el arco. 

 

En cuanto a la gráfica de momentos que se muestra en la Figura 3-26 (D), se observa un 

comportamiento en concordancia con los mostrados antes, sin variaciones apreciables, 

en la que el momento disminuye de la primera a la segunda partícula, para luego 

describir un comportamiento con forma parabólico, con la parte cóncava hacia abajo, 

hasta que en la mitad del arco se llega al valor de momento nulo. 

 

3.6.3 Ángulo de fricción del contacto tolva-cilindro 

 

Como se observa en los resultados anteriores, Figura 3-19 a Figura 3-25, se tienen 

varias soluciones según el valor del ángulo de fricción requerido en el contacto tolva-

cilindro, llamado ‰ , en adelante denominado primer contacto; por lo tanto, a 

continuación se demuestra que el valor de dicho ángulo se puede tomar como el valor de 

la inclinación de la tolva con respecto a la horizontal. Para llegar a esta conclusión se 

analizan el polígono que se puede formar con las fuerzas aplicadas en el primer contacto. 

 

Según la Figura 3-27, el primer cilindro está en contacto con la tolva en el punto b. En 

este punto se aplica la fuerza normal FN y la fuerza tangente FT, y también está la fuerza 

vertical del peso de medio arco. 
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Figura 3-27: Fuerzas involucradas en el primer contacto. 

 

Con base en la Figura 3-27, se puede encontrar el valor de la fuerza tangente así: 

 

ÔÁÎ‚
Ὂ

Ὂ
        Ḉ    Ὂ

Ὂ

ÔÁÎ‚
 (3.45)  

 

Al igualar la Ecuación (3.46) con Ὂ ὊÔÁÎ‰ , se concluye que: 

 

‰ ÔÁÎÃÏÔ‚  (3.46)  

 

Dado que ‚ —, se obtiene: 

 

‰ — (3.47)  

 

Al analizar el ejemplo que se presenta en esta sección, se observa que    sería 

aproximadamente igual a 40 º, que se considera un valor relativamente alto, de tal forma 

que si  , máximo que de los elementos fuera aproximadamente igual a   , 

inevitablemente la estabilidad del arco se perdería. Lo anterior debido a que en arcos de 

varias partículas siempre existirá algún contacto que tenga un mayor ángulo de fricción 

requerido que en el primer contacto. 

 

Por lo tanto, se concluye también que tolvas o superficies donde se formen arcos con 

valores de — bajos, pueden ser más estables debido a que el ángulo de fricción requerida 

del primer contacto sería menor, lo cual genera mayor margen para que se desarrolle el 

mayor valor de la fricción requerida, sin superar el ángulo de fricción máximo. 
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3.7 Deformación del arco 

 

Se desarrolla a continuación un método que se basa en encontrar la deformación del 

arco, para luego encontrar un esfuerzo promedio. Este método también servirá para 

establecer la deformación del arco mediante la flecha que deciende su centro, de tal 

forma que se podrá utilizar para establecer la posible falla del arco por pandeo. 

 

El método por utilizar es uno de prueba y error, asumiendo valores para la distancia que 

desciende el centro del arco ‏, hasta que se encuentre el que genere esfuerzos internos 

que cumplan la ecuación de equilibrio de momentos. Este método también se usará en el 

siguiente capítulo de la tesis para el análisis de bloques. 

 

3.7.1 Deformación del arco y esfuerzo promedio 

 

En la Figura 3-28 se muestra el arco en condición inicial, cuyo centro desciende un valor 

 desde el punto C hasta el punto Cô, haciendo que el arco se aplane hasta llegar a la ,‏

posición del arco deformado. Durante el movimiento se asume que los puntos a y aô no 

varían. 

 

En la condici·n inicial, el radio del arco que une los puntos C y aô forma un §ngulo con la 

horizontal de (  — “Ⱦς. Luego de la deformación el radio del arco deformado, 

llamado Ὑᴂᴂ, crece y para calcularlo se usa el teorema del coseno aplicado al triángulo 

CCôaô, obteniendo: 

 

Ὑᴂᴂ Ὑ ‏  ςὙ‏ÃÏÓ  — (3.48) 

 

El §ngulo que forma el radio que une los puntos Cô y aô con la horizontal se llama ” y se 

calcula así: 

 

ÓÉÎ”
‏ ὙÓÉÎ  — “Ⱦς

Ὑᴂᴂ
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” ÓÉÎ
‏ ὙÃÏÓ  —

Ὑᴂᴂ
 (3.49) 

 

Ahora, se calcula la deformación con base en la variación de la longitud del arco entre los 

puntos a y aô. Por lo tanto, se calculan las longitudes de arco inicial ὒ y deformada ὒᴂ, 

así: 

 

ὒ ςὙ“   — (3.50)  

ὒᴂ Ὑᴂᴂ“ ς ὧὬ (3.51)  

 

Figura 3-28: Arco inicial y deformado debido a cargas externas. 

 

 

Usando las ecuaciones (3.50) y (3.51) se calcula la deformación unitaria del arco ‐ y el 

esfuerzo normal promedio „ , teniendo en cuenta un Módulo de Young E, así: 

 

‐
ὒ ὒᴂ

ὒ
               „ Ὁ‐  (3.52)  
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Para calcular la fuerza normal con base en el esfuerzo de la Ecuación (3.52), se debe 

encontrar el área en la cual está aplicado. Para eso se asume el arco de cilindros como 

una viga continúa que tienen la misma área que los círculos que representan a los 

cilindros. 

 

En la Figura 3-29 se ve un esquema que muestra el área de los cilindros y el área 

sombreada de un arco contínuo, con la misma área que los cilindros. Obsérvese que el 

área en la que se aplicaría la fuerza normal es el espesor de la viga equivalente 

multiplicada por una profundidad unitaria. Dicho espesor del arco continuo equivale al 

duplo de un radio equivalente, ὶ. 

 

Figura 3-29: Área del arco equivalente 

 

El área de los círculos es: 

 

ὃὶὩὥþ  ὲ“ὶ (3.53) 

  

Y el del arco continuo es: 
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ὃὶὩὥ  
ς“   —

ς“
“ Ὑ ὶ Ὑ ὶ τ“   —Ὑὶ (3.54) 

  

Al igualar las ecuaciones (3.53) y (3.54) es posible despejar el valor de ὶ, obteniendo: 

 

ὶ  
ὲ“ὶ

τὙ“ Џ —
 (3.55) 

 

Por lo tanto, la fuerza normal en el arco es: 

 

Ὂ ς„ὶ (3.56) 

 

3.7.2 Equilibrio de momentos 

Se establece la ecuación de equilibrio de momentos respecto al contacto entre la primera 

partícula y la tolva. También se usa un corte imaginario en la mitad del arco continuo 

para calcular dicho momento, como se ilustra en el diagrama de cuerpo libre de laFigura 

3-30. 

 

La ecuación de equilibrio de momentos es de la forma: 

 

- π       Ḉ       ὓ ὓ  (3.57)  

 

Donde: 

 

ὓ : Momento producido por la fuerza normal. 

ὓ : Momento producido por los pesos. 

 

De acuerdo con la ¡Error! No se encuentra el origen de la referencia., el valor del 

omento producido por los pesos o acciones en cada cilindro es: 
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ὓ ὃ ὼ  (3.58) 

 

Donde ὼ  es la distancia horizontal desde el contacto tolva-partícula, o punto b, hasta el 

centro de la partícula i. Los cambios de estas distancias debidas a la deformación del 

arco se desprecian debido a que se esperan deformaciones relativamente pequeñas. 

 

Figura 3-30: Diagrama de cuerpo libre de medio arco. 

 

 

El valor del momento producido por la fuerza normal interna, aplicada en la mitad del 

arco es: 

 

ὓ  ς„ὶ ὤὤ (3.59)  

 

El valor ὤὤ de la Ecuación (3.59) corresponde al brazo del momento de la fuerza normal 

y equivale a la distancia vertical entre el punto de aplicación de Ὂ  en la mitad del arco y 

el contacto tolva-partícula, cuando el arco esta deformado, como se muestra en la Figura 

3-30¡Error! No se encuentra el origen de la referencia.. Este valor se calcula así: 
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ὤὤ
Ὑᴂᴂςρ ÓÉÎὧὬ ÃÏÓὧὬ Ⱦ ὨὭίὸ      ίὭ Џ “Ⱦς

Ὑᴂᴂςρ ÓÉÎὧὬ ÃÏÓὧὬ Ⱦ ὨὭίὸ      ίὭ Џ “Ⱦς
  (3.60)  

 

Donde Џ  es el ángulo entre la tangente al arco en su intersección con la tolva cuando 

el arco esta deformado. También, teniendo todos los parámetros geométricos del arco 

deformado que se mencionan en la sección 3.2 y que tendr§n el sub²ndice ñdefò, se 

calcula el parámetro ὨὭίὸ de la Ecuación (3.60) de la siguiente forma: 

 

ὨὭίὸ
ὶ

ÔÁÎ‍
ÓÉÎ— (3.61) 

 

Á Proceso de prueba y error 

 

Para recapitular, teniendo el arco de cilindros definido geométricamente en su condición 

inicial y las cargas externas aplicadas en cada uno de ellos, se procede a asumir un 

rango en el que ‏ esté contenido. Del rango asumido se toman 11 valores equidistantes y 

se aplican las ecuaciones de las secciones anteriores, 3.7.1 y 0, obteniendo así una lista 

del esfuerzo normal promedio y el momento interno ὓ , que genera cada uno de los 

once valores. 

 

La lista de momentos se compara contra el momento externo o momento de los pesos 

ὓ , buscando los dos valores más cercanos. Los deltas que generen los momentos 

internos mas cercanos al momento externo, se convierten en los límites de un nuevo 

rango con el que se repite el proceso descrito. 

 

Se realizan iteraciones reduciendo el rango de ‏ hasta que sea menor a un valor de error 

o precisión definido por el usuario. Finalmente, del último rango utilizado se toma el límite 

inferior como el valor de ‏ del arco cuando se somete a las cargas externas impuestas. 

Con la elección del ‏ de solución también queda establecido el esfuerzo y la fuerza 

normal promedio en el arco. 

 

En la Figura 3-31 se muestra el diagrama de flujo que corresponde al subalgoritmo 

desarrollado en esta sección. 
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Figura 3-31: Diagrama de flujo método para calcular deformación del arco. 

 

El código programado para este diagrama de flujo se muestra en el final del Anexo C. 
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3.7.3 Formas de falla 

Luego de obtener el valor de delta para el cual hay equilibrio de momentos, se puede 

constatar si ese estado conlleva alguno de los siguientes tipos de falla, con el fin de 

determinar su estabilidad mecánica. 

 

Falla por compresión, cuando el esfuerzo normal promedio sobrepasa el esfuerzo 

máximo que soportaría el material que constituye los cilindros, es decir, hay falla por 

compresión cuando: 

 

„ „ (3.62) 

 

Falla por cortante cuando la resistencia al corte máxima que depende del material de los 

cilindros sea superado por el esfuerzo cortante, que provocan las cargas externas en el 

primer contacto, es decir, hay falla por corte cuando: 

 

ὊÔÁÎ‰
Вὃ

ς
ÃÏÓ— (3.63) 

 

Falla por pandeo, cuando el brazo con el que la fuerza normal ejerce el momento interno 

se vuelve nulo debido a una excesiva deformación del arco. La falla por pandeo se evita 

si: 

 

ὤὤᴂ π (3.64) 

 

3.7.4 Ejemplo 

 

En esta parte se aplica el método mencionado para encontrar la deformación, la fuerza 

normal promedio y analizar la estabilidad para los casos desarrollados y explicados en la 

sección 3.6 de resultados del análisis secuencial de cilindros. 

 

Luego de aplicar el método de prueba y error para calcular la deformación del arco se 

obtiene la siguiente pantalla de resultados: 
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Los anteriores resultados fueron para el arco de 7 cilindros. Del mismo modo se 

obtuvieron los resultados para los valores de n, 9 y 15, con los cuales se realizó la 

siguiente tabla: 
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Tabla 3-4. Resultados del análisis de deformación para los diferentes n considerados. 

 

 

En el ejemplo desarrollado siempre se tendrá   τπ Ј ya que — τπ Ј. Según esto, en 

este caso las únicas curvas que son válidas de las figuras, desde la Figura 3-19 hasta la 

Figura 3-24, en la sección 3.6, son las más cercanas a 40 °. 

 

Según la Tabla 3-4 es lógico el comportamiento en el cual para más cantidad de cilindros 

se tienen deformaciones mayores debido a que la carga aumenta junto con el número de 

partículas. Esta deformación representa un mayor aplanamiento del arco en la condición 

deformada, lo que genera un mayor aumento del radio de curvatura al incrementar el 

valor de n. 

 

También se observa un aumento en la fuerza normal promedio en el arco y de la 

deformación unitaria, también debidas a la mayor carga soportada. 

 

Al observar los valores de la altura del arco deformado se nota que la falla por pandeo no 

se presenta en ninguno de los casos estudiados, ya que el valor siempre es mayor a 0.  

 

Por otro lado, para completar el análisis de estabilidad de un arco se debe establecer si 

se supera la resistencia a la compresión o la resistencia cortante en alguno de los 

contactos. Para lo anterior se deben definir las propiedades del material de los cilindros: 

el esfuerzo normal máximo de la roca y el ángulo de fricción máximo que soporta el 

material. 

Magnitud obtenida Unidades

n, cantidad cilindros cilindros 7 9 15

Delta solución, (ɻ ύ m 0.623 1.038 3.592

Longitud del arco final, (L'a) m 11.291 14.377 23.154

Radio del arco final, (R'') m 5.907 7.725 14.050

Radio equivalente, (re) m 0.649 0.650 0.651

Angulo de inclinación del radio, (́) º 35.241 36.685 42.791

Esfuerzo normal, (̀N) kN/m2 322.658 403.959 714.516

Deformación normal, (ʁN) adim 0.032 0.040 0.071

Fuerza normal, (FN) kN 418.973 525.183 930.234

Momento interno, (Mint) kNm 1041.84 1615.70 4075.90

Altura arco inicial, ( ZZm) m 2.785 3.577 5.953

Altura arco deformado, (ZZ'm) m 2.487 3.076 4.382

Valor de la magnitud
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En el ejemplo desarrollado, se establecen los parámetros „ ρππππkN/m2 y  =40 º, 

para ilustrar la situación de falla, en la que   es aproximadamente igual a   . Se dan los 

siguientes resultados para los cuatro valores de n probados: 

 

Para 7 cilindros 

 

 

Para 9 cilindros 

 

 

Para 15 cilindros 

 

 

Observe en los resultados de las tablas anteriores que los esfuerzos que actúan sobre 

los contactos para intentar desestabilizar son mayores que los esfuerzos que resisten y 

mantienen la estabilidad, para el caso de los cortantes en los contactos en los que el 

factor de seguridad es inferior a 1, indicando un arco inestable. Sin embargo se nota que 

en un arco de 15 partículas la carga normal fue lo suficientemente grande para lograr 

aumentar la resistencia cortante y generar un factor de seguridad mayor a uno, indicando 

un arco estable. 
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En cuanto al esfuerzo normal no se presentan problemas debido a que en este caso se 

asumió un resistencia a la compresión de la roca relativamente alta, por lo que el factor 

de seguridad respecto a la compresión es bastante mayor a 1. No obstante se resalta el 

hecho de que a medida que se aumenta la carga sobre el arco o el número de cilindros, 

el esfuerzo normal promedio en el arco incrementa, disminuyendo el factor de seguridad 

a compresión pero beneficiando la resistencia a la falla por cortante. 

 

 

 

 



 

 
 

4. El arco conformado por poliedros 
rectangulares 

4.1 Metodología general 

Se realiza el análisis de una viga conformada por poliedros rectangulares y apoyada en 

los extremos con elementos indeformables y rígidos. Se busca encontrar el valor de la 

flecha máxima que se genera en la viga cuando cada uno de los elementos se carga con 

una fuerza constante. 

 

Para desarrollar el problema primero se realiza un análisis de la geometría del sistema 

para definir completamente la deformada que se genera como resultado de una flecha 

máxima, llamada Ў. Se estudia la deformada asignándole dos formas diferentes: la de 

una parábola y la de una función sinusoidal. Durante este proceso se identifica la 

posición de las aristas de los bloques usando vectores de posición referenciados a un 

sistema coordenado global. 

 

A continuación se calculan las fuerzas que se producen en los contactos entre elementos 

mediante el análisis de los traslapos que se presentan entre cada par de bloques 

consecutivos. 

 

Teniendo en cuenta lo anterior, se establece un método iterativo en el que se prueban 

varios valores de Ў, calculando las respectivas fuerzas en los contactos. El algoritmo 

desarrollado seleccionará la deflexión máxima que desarrolle fuerzas en los contactos 

tales que se satisfaga el equilibrio del sistema. También se desarrollan análisis de falla. 
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Al final se realiza una comparación de la metodología llevada a cabo en esta tesis con 

respecto a la metodología para analizar vigas tajadas, propuesta por Brady-Brown 

(1993). 

4.2 Geometría del sistema 

Definir la geometría del sistema es importante pues las variables y cantidades que aquí 

se deduzcan serán variables por usar en las ecuaciones mecánicas por utilizar en la 

siguiente sección de este capítulo. Se inicia el análisis describiendo detalladamente el 

sistema por analizar. 

4.2.1 Descripción del sistema 

 

En este capítulo de la tesis se analizará una viga conformada por ὲ bloques o poliedros 

rectangulares uniformes. La viga está confinada en los extremos mediante dos apoyos 

que se asumen indeformables, invariables e infinitamente rígidos. En la Figura 4-1 se 

muestra un esquema del sistema por analizar. 

 

En la Figura 4-1 (A) se observa que el origen global del sistema coordenado se 

encuentra en el punto medio de la pared izquierda del primer bloque, ubicado en el 

extremo izquierdo, con el eje z positivo proyectado hacia abajo. La viga está seccionada 

en ὲ elementos rectangulares de dimensiones (altura, largo y profundidad) = ὸ  ὰ ὦ. 

En la Figura 4-1 (B) se muestra un elemento general e, cuyo centro de masas es el punto 

c, que a su vez es el origen del sistema coordenado local. Los giros de los elementos se 

asumirán positivos cuando su sentido sea horario, como se muestra en la Figura 4-1 (C). 

 

Limitando el movimiento del centro de masas de cada elemento solamente en el sentido 

Z, sin moverse en el eje X, cuando el sistema inicial es solicitado por unas cargas en 

cada elemento, se asume que los centros de masa descienden formando una parábola, o 

una forma sinusoidal, cuyo punto más bajo está a una distancia Ў medida en dirección 

del eje Z desde el eje inicial de la viga. 
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Figura 4-1: Sistema de viga por analizar, A. Condición inicial y deformada parabólica, B. 

Detalle de bloque, C. Sentido positivo del giro. 

 

 

Luego de ocurrida la deformación, cada elemento habría experimentado un giro igual a la 

pendiente de la parábola, o la función sinusoidal, en el punto donde haya quedado el 

centro de masas sobre la curva. 

 

Al observar la viga deformada en la Figura 4-1 (A), nótese que el bloque 1 está separado 

del bloque 2 debido al alto valor de Ў que fue representado, de la mismo forma que el (n-

1) lo está del bloque n. Esta condición sugiere que el sistema ha fallado, pues ya no hay 

posibilidad de transmisión de cargas. Por lo tanto, uno de los objetivos es encontrar el 

valor crítico de Ў a partir del cual valores mayores inducen separación de elementos y de 

esta manera, la falla. 
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4.2.2 Análisis geométrico de los elementos 

En esta sección se determinan los vectores de posición, respecto al sistema cartesiano 

global, de las aristas de los bloques en la condición deformada. 

 

Para lograr lo anterior se deben atender y solucionar los siguientes aspectos: 

 

¶ Establecer las características geométricas de la parábola o curva sinusoidal que 

define la forma de la deformada. Seguidamente se calculan los giros de todos los 

bloques así como las coordenadas globales de sus centros de masa. 

¶ Determinar las coordenadas respecto a los sistemas coordenados locales de las 

aristas de los bloques en la condición deformada. 

¶ Fijar los vectores de posición, respecto al sistema global, de las aristas de los 

bloques al sumar los vectores referenciados al sistema local con los del centro de 

masa del bloque analizado, con respecto al sistema global. 

 

A continuación se desarrolla lo mencionado para los tipos de deformada que se 

consideran: cuando se asume una forma parabólica y una sinusoidal. 

4.2.3 Análisis de la parábola 

Como se observa en la Figura 4-2, se tiene una parábola cuya rama izquierda pasa por el 

origen del sistema coordenado global. La distancia entre los puntos de intersección de la 

parábola con el eje horizontal es igual a la longitud de la viga, por lo tanto la distancia 

horizontal hasta la mitad de la parábola es ὲὰȾς. 

 

Recordando la definición de parábola, como el conjunto de puntos que equidistan a una 

línea directriz y a un foco, punto F, entonces al analizar un punto P cualquiera de la 

parábola, con coordenadas (x, z), se obtiene: 

 

Ὂὖ ὖὗ 

 

ὼ
ὲὰ

ς
ᾀ Ὢ ςὥ Ὢ ᾀ (4.1)  
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Figura 4-2: Parábola referenciada. 

 

 

Al reescribir la Ecuación (4.1), despejar la variable z y remplazar el valor de ὥ Ў Ὢ, 

se obtiene: 

 

ᾀ ὥ Ὢ
ρ

τὥ
ὼ ὲὰὼ

ὲὰ

τ
 (4.2) 

 

La Ecuación (4.2) es de la parábola que define la coordenada z para cualquier valor de x. 

Dicha ecuación está en función del Ў, el número de partículas ὲ, el largo de cada bloque 

ὰ y la coordenada z, hasta el punto focal Ὢ. 

 

Para determinar cuál es el valor de Ὢ, se usan las condiciones de frontera del problema 

geométrico, entonces según la Figura 4-2: 

 

Si ὼ π O   ᾀ π, se obtiene el valor de Ὢ así: 

 

Ὢ Ў
ὲὰ

ρφЎ
 (4.3)  
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Al remplazar la Ecuación (4.3) en la Ecuación (4.2) y reducir los términos, se tiene: 

 

ᾀ
τЎὼ ὲὰὼ

ὲὰ
 (4.4)  

 

La Ecuación (4.4) define la parábola en función del número de bloques analizados ὲ, el 

largo de los bloques ὰ y la deflexión máxima asumida Ў. La anterior expresión solo es 

válida para cuando los bloques tienen dimensiones uniformes. 

 

Á Giros de los bloques 

 

Para calcular los giros de los bloques se usará la primera derivada de la función de la 

curva, que se muestra a continuación. Esa función se evaluará en los puntos de los 

centros de masa de cada elemento. 

 

—
Ὠᾀ

Ὠὼ

τЎ

ὲὰ
ςὼ ὲὰ (4.5) 

  

4.2.4 Análisis de curva sinusoidal 

Para suponer que la deflexión de la viga analizada tiene una forma sinusoidal, es 

necesario analizar la función para escoger un dominio que se ajuste a la deformada 

esperada; por lo tanto, en la Figura 4-3 se puede notar que la parte de la función que 

puede ser utilizada para simular la deformada de la viga se encuentra entre “ςϳ  y υ“ςϳ  

para el valor de ‗. 

 

A continuación se adapta la función para ajustarla a los ejes globales de la viga 

analizada. En la Figura 4-3 se comparan los ejes coordenados de la función seno, con 

respecto a los ejes globales de la viga. Para adaptar la función al problema que se está 

analizando, se realiza el cambio de variable de ‗ a ὢ . 

 

Al estudiar los ejes de las abscisas, la función que relaciona las variables ‗ a ὢ  se 

puede obtener de los valores conocidos que se observan en la Figura 4-3, estos son:  
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Si ‗ “ςϳ  entonces ὢ π, y si ‗ υ“ςϳ  entonces ὢ ὲὰ. Teniendo en cuenta lo 

anterior y una relación lineal entre los ejes, se obtiene: 

 

‗
“

ς
ρ
τ

ὲὰ
ὢ  (4.6) 

 

Figura 4-3: Función seno comparando los ejes contra las coordenadas globales de la 
viga. 

 

 

Ahora, al analizar el eje de las ordenadas y observar los valores conocidos, se puede 

deducir una función que cumple con las condiciones de frontera del problema. 

 

ὤ Ў
ρ ÓÉÎ‗

ς
 (4.7) 

 

Entonces al remplazar la Ecuación (4.6) en la Ecuación (4.7) se obtiene la ecuación que 

describe la curva deformada de la viga, cuando se supone una forma sinusoidal: 

 

ὤ
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ς
ρ
τ

ὲὰ
ὢ  (4.8) 
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Á Giros de los bloques 

 

Para calcular los giros de los bloques se usará la primera derivada de la función de la 

curva, Ecuación (4.8). Esa función se evaluará en los puntos de los centros de masa de 

cada elemento. 

 

—
Ὠᾀ

Ὠὼ
Ў
ʌ

ὲὰ
ÃÏÓ
“

ς
ρ
τ

ὲὰ
ὢ  (4.9) 

4.2.5 Vectores de posición de las aristas de los bloques 

Obsérvese la Figura 4-4, en la que se muestra un bloque girado cuyas paredes son 

paralelas a los ejes locales (x, z); el objetivo es encontrar las coordenadas de las 

esquinas respecto a los ejes globales (XG y ZG) utilizando la metodología de 

transformación de coordenadas. 

 

Para lo anterior, se rotan los ejes locales (x, z) hasta unos ejes que sean paralelos a los 

globales, que serían los ejes (xô, zô). Finalmente, para llegar a los ejes globales (XG, ZG), 

se realiza el proceso de traslaci·n de los ejes (xô, zô). 

 

Figura 4-4: Transformaci·n de coordenadas para la arista ñjò de un bloque. 
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Primero se obtienen las coordenadas de los vértices respecto a los ejes locales, como se 

muestra en las ecuaciones siguientes. Respecto a la nomenclatura de los vectores de 

posición, corresponde a su punto de inicio y final. 

 

ὅᴆ ὼȟᾀ
ρ

ς
ὰȟὸ (4.10) 

ὅὍᴆ ὼȟᾀ
ρ

ς
ὰȟὸ (4.11) 

ὅὯᴆ ὼ ȟᾀ
ρ

ς
ὰȟὸ (4.12) 

ὅάᴆ ὼȟᾀ
ρ

ς
ὰȟὸ (4.13) 

 

Ahora se procede con la respectiva transformación de coordenadas y se realizará la 

demostración usando la esquina j. Se inicia con la rotación de los ejes coordenados 

locales del bloque hasta los ejes (xô, yô), que son paralelos a los ejes globales. Para eso 

se usa la matriz de transformación: 

 

ὼ

ᾀ

ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

ὼ
ᾀ  (4.14)  

 

Teniendo las coordenadas referenciadas a los ejes (xô, zô), se procede a trasladar hasta 

los ejes globales. Para lo anterior se suma cada vector de posición en las coordenadas 

(xô, zô) con el vector de posici·n del centro de masas del elemento, punto C, referenciado 

al sistema coordenado global. 

 

Las coordenadas referenciadas al sistema coordenado global se denotan con el 

superíndice G durante esta sección del documento. Entonces, el centro de masa de un 

bloque e, se encuentra en las coordenadas mostradas a continuación: 

 

ὕὧᴆ ὢ ȟὤ ὰὩ
ρ

ς
ȟὰὥ ὪόὲὧὭέὲ ὨὩ ὰὥ ὨὩὪέὶάὥὨὥ ὩὺὥὰόὥὨὥ Ὡὲ ὢ  (4.15) 

 

Evaluando ὤ  a través de la Ecuación (4.4), de la función de la parábola y realizando las 

correspondientes factorizaciones y simplificaciones, se obtiene: 
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ὤ
ςЎ

ὲ
ςὩὲ Ὡ ρ ὲ

ρ

ς
 (4.16)  

 

Entonces se concluye que el vector de posición del centro de masas del bloque e, 

respecto al sistema coordenado global, al usar la deformada con forma parabólica, es 

así: 

 

ὕὧᴆ ὢ ȟὤ ὰὩ
ρ

ς
 ȟ
ςЎ

ὲ
ςὩὲ Ὡ ρ ὲ

ρ

ς
 (4.17)  

 

Ahora, al evaluar ὤ  con la Ecuación (4.8), de deformada sinusoidal y realizar las 

correspondientes factorizaciones y simplificaciones, se tiene que: 

 

ὤ
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ςὲ
ὲ τὩ ς  (4.18)  

 

Por lo tanto, el vector de posición del centro de masas del bloque e respecto al sistema 

coordenado global, al usar la deformada sinusoidal es: 

 

ὕὧᴆ ὢ ȟὤ ὰὩ
ρ

ς
 ȟ
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ςὲ
ὲ τὩ ς  (4.19)  

 

Según lo anteriormente descrito y las ecuaciones (4.17) y (4.19), el vector que representa 

la posición de la arista j del bloque e, es como se muestra a continuación para una forma 

parabólica: 

 

ὕᴆ ὕὧᴆ ὅᴆ ὢ ȟὤ ὼȟᾀ  

ὕᴆ
ὢ

ὤ

ὰὩ
ρ

ς
ςЎ

ὲ
ςὩὲ Ὡ ρ ὲ

ρ

ς

ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

ὼ
ᾀ  (4.20)  

 

 

Y para una deformada sinusoidal: 
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ὕᴆ
ὢ

ὤ

ὰὩ
ρ

ς

 
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ςὲ
ὲ τὩ ς

ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

ὼ
ᾀ  (4.21) 

 

Las ecuaciones (4.20) y (4.21) se pueden aplicar para cualquier otro punto del bloque e, 

y no solo para la arista j. De tal manera que se pueden calcular los valores para 

ὕὍᴆȟὕὯᴆ ώ ὕάᴆ, para ñeò, variando desde 1 hasta el número de bloques considerados. 

 

En general para todos los puntos de interés de los bloques: el centro de masas y las 

aristas, se tienen las siguientes ecuaciones para calcular sus coordenadas en el sistema 

global, para deformada parabólica y sinusoidal, respectivamente. 

 

Para la deformada parabólica: 

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứὕὅ
ᴆ

ὕὍᴆ

ὕᴆ

ὕὯᴆ

ὕάᴆữ
ỬỬ
Ữ

ỬỬ
ử

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὢ

ὢ

ὤ

ὤ

ὢ

ὢ

ὢ

ὤ

ὤ

ὤ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὰὩ
ρ

ς

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứρ
ρ
ρ
ρ
ρữ
Ử
Ữ

Ử
ử

ςЎὊὥὧὸέὶ

ὲ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứρ
ρ
ρ
ρ
ρữ
Ử
Ữ

Ử
ử

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ὼ

π
ᾀ

ὼ
ὼ
ὼ

ᾀ
ᾀ
ᾀ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (4.22) 

Donde ὊὥὧὸέὶςὩὲ Ὡ ρ ὲ  (4.23)  

 

Y para la deformada sinusoidal: 

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứὕὅ
ᴆ

ὕὍᴆ

ὕᴆ

ὕὯᴆ

ὕάᴆữ
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Ụ
Ụ
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ὢ

ὤ
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ὤ

ὤ
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ủ
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Ụ
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ợ
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Ừ
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ρ
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Ử
Ừ

Ử
ứρ
ρ
ρ
ρ
ρữ
Ử
Ữ

Ử
ử

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ὼ

π
ᾀ

ὼ
ὼ
ὼ

ᾀ
ᾀ
ᾀ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (4.24) 

 

Donde Ὂὥὧὸέὶ
Ў
ρ ÓÉÎὲ τὩ ς  (4.25) 
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4.2.6 Flecha crítica para separación de bloques 

Es adecuado analizar esta característica especial puesto que representa una condición 

extrema en la que el sistema falla. En esta sección se analiza dicha condición. 

 

Como se puede observar en la Figura 4-1, cuando la viga se ve sometida a una flecha 

máxima lo suficientemente grande, usando una forma parabólica para la deformada, se 

presentará en algún momento la separación de los pares de bloques en los extremos de 

la viga. Lo anterior se debe a que en los extremos de la viga es en donde se produce 

más giro debido a la forma geométrica asumida. 

 

En  cuanto al anterior caso se deduce a continuación la expresión para calcular el valor 

de la flecha máxima que produciría tal separación de los bloques, que se denominará con 

el símbolo Ўͺ . 

 

Se puede establecer que si Ў toma un valor mayor al crítico, entonces se satisface que: 

 

ὢ ὢ    Ǫ   ὤ ὤ  

 

Y exactamente cuando la deformada tiene como flecha máxima a Ў, las coordenadas de 

los vértices j del bloque 1 e i del bloque 2 coinciden y se cumplirá que: 

  

ὢ ὢ    Ǫ   ὤ ὤ  (4.26) 

 

Para establecer los giros de las partículas, se usa la Ecuación (4.5) remplazando los 

valores de x correspondientes de cada bloque, que son ὢ Ƞ ὢ , de tal forma 

que se obtiene: 

 

—
τЎ

ὲὰ
ὰ ὲὰ

τЎ

ὲὰ
ὲ ρ (4.27)  

—
τЎ

ὲὰ
σὰ ὲὰ

τЎ

ὲὰ
ὲ σ (4.28) 

 

A continuación se determina Ў, al igualar las expresiones para las coordenadas en X de 

las aristas j e i de los elementos 1 y 2, respectivamente. Estas abscisas son: 
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ὢ ὰρ
ρ

ς
ÃÏÓ—ὼ ÓÉÎ—ᾀ  (4.29)  

ὢ ὰς
ρ

ς
ÃÏÓ—ὼ ÓÉÎ—ᾀ  (4.30) 

 

Igualando las ecuaciones (4.29) y (4.30), remplazando los giros de las ecuaciones (4.27) 

y (4.28) y las coordenadas locales de los puntos analizados. Finalmente se despeja el 

valor de la flecha máxima crítica para la separación de los bloques, obteniendo: 

 

Ўͺ
ὲὰ

τὲ ρ
ÃÏÓς ÃÏÓ

τЎ

ὲὰ
ὲ σ

ÓÉÎ
τЎ

ὲὰ
ὲ σ ÓÉÎ

τЎ

ὲὰ
ὲ ρ

ὸ

ὰ
 

(4.31)  

 

Para un mejor manejo de la Ecuación (4.31) se usan las siguientes variables: 

 

ὃ ÓÉÎ
τЎ

ὲὰ
ὲ σ ÓÉÎ

τЎ

ὲὰ
ὲ ρ  

 ὃ ς ÃÏÓ
τЎ

ὲὰ
ὲ σ      Ǫ     ὃ

ὲὰ

τὲ ρ
 

(4.32) 

 

Entonces la Ecuación (4.31) se puede reescribir así: 

 

Ўͺ ὃσÃÏÓὃς ὃρ
ὸ

ὰ
 (4.33)  

 

4.3 Análisis mecánico del sistema 

En este segmento se analizan y calculan las fuerzas que afectan el sistema producto de 

las cargas impuestas en cada uno de los bloques. 

 

Al observar la Figura 4-5, que es una ampliación de la Figura 4-1 (A), se observa que las 

paredes laterales de los bloques se traslapan con las de sus bloques vecinos. En este 

análisis se asumirá que los traslapos representan zonas en las que los bloques están 

sometidos a compresión. Sin embargo, se asume que en los contactos no puede haber 
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tensión, por lo tanto las paredes de bloques consecutivos que estén separados no 

aportan fuerza al sistema. 

 

Figura 4-5: Traslapo de dos bloques consecutivos. 

 

Sobre aquellas zonas de compresión, actúan esfuerzos que se pueden calcular a partir 

de las características del material con el que esté constituido el bloque y la deformación 

que se obtiene del análisis de las zonas de traslapo entre bloques consecutivos. 

 

Partiendo de los esfuerzos de compresión es posible obtener las fuerzas que actúan 

sobre cada uno de los elementos, de tal forma que se pueden realizar los 

correspondientes análisis de equilibrio del sistema, y así revisar si se cumplen las 

condiciones de equilibrio, así como verificar si se presenta falla. 

 

El objetivo final de esta sección es encontrar el valor de Ў de la deformada que satisfaga 

las condiciones de equilibrio del sistema y que revise si el sistema ha alcanzado alguna 

de las condiciones de falla. 

 

En resumen, las etapas principales por desarrollar en esta parte son: análisis de la 

deformación de los bloques con base en los traslapos sucedidos en la configuración 

deformada, obtención de la función de la deformación en la sección, obtención de la 

fuerza y su punto de aplicación en la sección. Finalmente se revisa el equilibrio del 

sistema para determinar la validez del valor de Ў usado. 

4.3.1 Deformación en los bloques 

 

Para obtener la deformación en los bloques se comparan los vectores de posición de las 

aristas para definir las magnitudes de los traslapos. 
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Al analizar los traslapos entre bloques consecutivos, se pueden encontrar varios casos 

dependiendo de si el traslapo abarca toda la pared lateral de los bloques o no; a saber, 

los casos que se pueden presentar se observan en la Figura 4-6: 

 

Á Compresión en la parte superior del bloque y separación en la parte inferior, Figura 

4-6 (A). 

Á Compresiones en la parte inferior del bloque y separación en la parte superior, Figura 

4-6 (B). 

Á Traslapo total de una pared en la otra, Figura 4-6 (C). 

Á Se pierde el contacto entre los bloques, Figura 4-6 (D). 

 

Figura 4-6: Posibilidades de traslapo entre dos bloques consecutivos. 

 

 

Entonces, asumiendo que las deformaciones en el sentido Z no son significativas, y para 

establecer la compresión como positiva, el desplazamiento de compresión y la 

deformación unitaria en X para la pared derecha de un bloque Ὡ se definen así: 

 

En la fibra Superior (S) 

Ўὢ ὢ ὢ          O           ‐ 
Ўὢ

ὰ
 (4.34) 

 

En la fibra Inferior (IN) 

Ўὢ ὢ ὢ      O          ‐ 
Ўὢ

ὰ
 (4.35)  
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4.3.2 Distancia hasta intersección de traslapo 

Para establecer las fuerzas en los contactos es necesario conocer el área en la que se 

aplican. Por lo tanto, es necesario definir claramente el punto de intersección entre las 

paredes en contacto. Además se requiere calcular la distancia desde el punto j del 

elemento Ὡ hasta el punto de intersección entre la pared derecha del elemento e e 

izquierda del elemento (e+1), que de ahora en adelante se denominará con la letra ñgò. 

 

Para lograrlo se usarán los puntos ὮὩ ώ ὯὩ y ὭὩ ρ ώ άὩ ρ, para calcular las rectas 

que pasan por cada par puntos y luego encontrar el punto de intersección al igualar 

ambas expresiones. Para encontrar las ecuaciones de la recta se usa la ecuación de 

punto pendiente mostrada como sigue: 

 

ᾀ ᾀ άὼ ὼ   (4.36) 

 

Para la pared derecha del bloque e 

En este caso, para aplicar la Ecuación (4.36) se usa como punto al vector ὕËᴆ

ὢ ȟὤ  y para obtener la pendiente se usa además el vector ὕᴆ ὢ ȟὤ . Por 

simplicidad se obviará el superíndice G, pues ya se conoce que se refiere al término 

ñGlobalò. Por lo tanto, se obtiene: 

ᾀ ὤ
ὤ ὤ

ὢ ὢ
ὼ ὢ  (4.37) 

 

Para la pared izquierda del bloque e+1 

El punto por utilizar sería el correspondiente al vector ὕą ᴆ ὢ ȟὤ , y la 

pendiente se encontraría usando además del anterior el punto del vector ὕÍ ᴆ

ὢ ȟὤ  

 

ᾀ ὤ
ὤ ὤ

ὢ ὢ
ὼ ὢ  (4.38) 

 

Hallando intersección 
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Llamando 

ὴͺ

ὤ ὤ

ὢ ὢ
     ώ         ὴ ͺ

ὤ ὤ

ὢ ὢ
 (4.39) 

 

Igualando las ecuaciones (4.37) y (4.38) y despejando el valor de X del punto g, que se 

denomina ὢ , que corresponde a la intersección de los bloques e y e+1, se obtiene: 

 

ὢ
ὤ ὤ ὢ ὴͺ ὢ ὴ ͺ

ὴ ͺ ὴ ͺ
 (4.40)  

 

Por lo tanto, remplazando la Ecuación (4.40) en la (4.37), la coordenada en z del punto  

de intersección entre las paredes es: 

 

ὤ ὤ
ὤ ὤ

ὢ ὢ
ὢ ὢ  (4.41) 

 

Existen unos casos especiales en los apoyos de la viga en la que la Ecuación (4.40) tiene 

variaciones. Cuando se analice la pared izquierda de la viga ὢ π y cuando se analice 

la pared derecha de la viga ὢ ὲὰ 

 

Distancia entre je y g 

Habiendo hallado la intersección se procede a determinar la magnitud del vector Ὣᴆ, que 

corresponde con la distancia entre los puntos que definen el alto del área en la que actúa 

el esfuerzo en el contacto. 

 

El vector Ὣᴆ puede ser calculado al restar el vector de ὕᴆ al vector de la intersección 

que recién se ha determinado por las ecuaciones (4.40) y (4.41), como se muestra a 

continuación: 

 

Ὣᴆ ὕὫᴆ ὕᴆ ὢȟὤ ὢ ȟὤ  

Ὣᴆ ὢ ὢ ȟὤ ὤ  (4.42) 
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Por lo anterior, se denomina como el espesor crítico del bloque e, tce, a la magnitud del 

vector analizado que se calcula así: 

 

ὸ ὢ ὢ ὤ ὤ  (4.43)  

 

4.3.3 Fuerzas en los contactos y puntos de aplicación 

Para determinar la fuerza que está aplicada en la pared derecha del bloque e, se 

determina una función para la distribución de deformación unitaria en la sección afectada 

por la compresión. Luego dicha función se multiplica por el módulo de Young del bloque y 

se procede a integrar en Z, de tal manera que se obtiene la ecuación para calcular la 

fuerza. 

 

Dependiendo del traslapo entre los bloques se tienen cuatro casos diferentes de análisis, 

tal como se mostró en la Figura 4-6. 

 

Compresión superior. Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

 

En este caso hay compresión en la zona superior de la pared, de tal forma que para el 

elemento Ὡ, la zona de compresión abarca desde ὤ ὤ  hasta ὤ ὤ ὸ . 

 

Para obtener la distribución de deformaciones sobre la pared del bloque, se usará una 

aproximación lineal; específicamente, se utilizará la ecuación de punto pendiente 

tomando como referencia los puntos ὤȟ‐  y ὤ ὸȟπ, obteniendo: 

 

‐ ‐ 
‐ 
ὸ

ὤ ὤ  (4.44)  

 

La Ecuación (4.44) que describe la deformación de la pared derecha del bloque e, es 

aplicable a cualquier valor de Z dentro de la zona de compresión. 
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Ahora bien, para determinar la expresión de la fuerza en la sección analizada, la 

Ecuación (4.44) se multiplica por el módulo de Young y se integra en z. Realizando lo 

anterior junto con las simplificaciones correspondientes, se obtiene: 

 

Ὂ „ Ὠᾀ Ὁ‐ Ὠᾀ 

 

Ὂ Ὁ
‐ ὸ

ς
 (4.45) 

 

Para poder realizar el análisis de equilibrio es necesario encontrar el punto de aplicación 

de la fuerza en la sección del bloque analizado. Para esto, se debe encontrar la ecuación 

del momento en la sección y luego dividirlo entre la fuerza obtenida en la Ecuación 

(4.45). 

 

Figura 4-7: Elemento diferencial de deformación para hallar el momento. 

 

 

Para calcular el momento de la sección se toman momentos diferenciales respecto al 

origen del sistema coordenado usando como guía la Figura 4-7. Luego se integra la 

expresión resultante. 

 

Asumiendo que el espesor del bloque en el sentido Y es unitario, se obtiene: 

 

ὓ
Ὁ

φ
‐ ὤ σ

ςὤ σὤ

ὸ
 (4.46)  
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Resolviendo y reduciendo el término entre paréntesis cuadrados de la Ecuación (4.46), la 

expresión matemática se puede reescribir como en la siguiente ecuación, que se usa 

para calcular el momento de toda la sección. 

 

ὓ
Ὁ

φ
‐ ὸ σὤ ὸ  (4.47)  

 

Ahora, el punto de aplicación se denominaría ὤӶ y usando las ecuaciones (4.45) y (4.46), 

se obtiene así: 

 

ὤӶ
ὓ

Ὂ
        O           ὤӶ ὤ

ὸ

σ
 (4.48)  

 

Según la Ecuación (4.48), se concluye que la distribución de esfuerzos en la pared del 

bloque tiene forma triangular. 

Sin embargo, dado que, en realidad, las paredes de los bloques en la condición 

deformada, están inclinadas con respecto a la dirección vertical un ángulo igual al giro del 

elemento. Teniendo en cuenta este efecto, se usa la siguiente ecuación:  

 

ὤӶ ὤ
ὸ

σ
ÃÏÓ— (4.49)  

 

Compresión en toda la sección. Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

 

Este caso se refiere a la Figura 4-6 (C), en la cual hay compresión en toda la pared del 

bloque y se seguirá una metodología igual a la del anterior caso; se obtiene la ecuación 

de la distribución de deformaciones en la sección, luego se multiplica por el módulo de 

Young y se integra la expresión en Z para establecer la fuerza. Después se calcula el 

momento en la sección, para definir el punto de aplicación de la fuerza. 

 

Entonces, se obtiene la ecuación correspondiente a la función de deformación al asumir 

una distribución lineal, de tal forma que se puede usar la ecuación de punto pendiente, 

usando como referencia los puntos ὤȟ‐  y ὤ ὸȟ‐ , se tiene: 
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‐ ‐ 
‐ ‐ 

ὸ
ὤ ὤ  (4.50)  

 

La Ecuación (4.50) se multiplica por el módulo de Young para obtener el esfuerzo y luego 

se integra a lo largo de la pared en Z para determinar la fuerza aplicada en la sección, 

como muestra la siguiente expresión, de la cual se concluye que la distribución de 

deformación en la sección tiene forma trapezoidal. 

  

Ὂ
Ὁ

ς
ὸ‐ ‐  (4.51)  

 

De la misma forma que en el anterior caso, ahora se define el momento: 

 

Ὠὓ ὨὊᾀὉ‐ ᾀ Ὠᾀ 

ὓ
Ὁὸ

φ
σὤ ὸ ‐ ‐ ‐ ὸ (4.52) 

 

Habiendo hallado el momento, se procede a calcular el punto de aplicación dividiéndolo 

entre la fuerza establecida con la Ecuación (4.51), de tal forma que se obtiene: 

 

ὤӶ ὤ
ὸ‐ ς‐ 

σ‐ ‐ 
 (4.53)  

 

De la Ecuación (4.53), se puede notar que el punto de aplicación es igual a la 

coordenada en Z de la arista j, más una expresión que denota el centro de gravedad para 

un trapecio cuyas bases mayor y menor son ‐  y ‐ , respectivamente, y con una 

altura igual a la del bloque t. 

 

Teniendo en cuenta el giro se obtiene: 

 

ὤӶ ὤ
ὸ‐ ς‐ 

σ‐ ‐ 
ÃÏÓ— (4.54) 
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Compresión inferior. Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

 

Este caso específico se ilustra en la Figura 4-6 (B), en donde las compresiones se 

producen en la parte inferior de la viga. En este caso también se tiene en cuenta la 

intersección entre las paredes que ya fue calculada en el análisis de la compresión 

superior; sin embargo, la compresión estará aplicada en la longitud t-tce de la parte 

inferior del bloque. 

 

Para deducir las expresiones de la fuerza y su punto de aplicación en la pared del bloque 

se usará la misma metodología que en los anteriores dos casos. Por lo tanto, para 

encontrar la función de deformación en función de Z, se usan como referencia los puntos 

ὤ ὸȟπ y ὤ ὸȟ‐  y se obtiene: 

 

‐
‐ 

ὸ ὸ
ὤ ὤ ὸ  (4.55)  

 

Multiplicando la Ecuación (4.55) por E, y luego integrando en Z para obtener la fuerza en 

la pared derecha del bloque e, se establece la siguiente ecuación que se usa para 

calcular la fuerza en la pared del bloque e. 

 

Ὂ
Ὁ‐ 
ς

ὸ ὸ  (4.56) 

 

Ahora se determina el punto de aplicación de la fuerza mostrada en la Ecuación (4.56); 

para lo anterior se puede proceder como en los dos casos pasados, pero en realidad se 

aplica lo aprendido de dichos casos, de tal forma que el punto de aplicación de la 

distribución de esfuerzos triangular se ubicaría según la siguiente ecuación, en la que 

también se tiene en cuenta la inclinación de la pared del bloque. 

 

ὤӶ ὤ
ρ

σ
ςὸ ὸ ÃÏÓ— (4.57) 
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Separación. Si  Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

 

Este último caso se ilustra en la Figura 4-6 (D), en el que las paredes de los bloques no 

se intersectan y están separadas; por lo tanto, no hay compresión en ninguna parte de la 

sección y el sistema falla. 

 

En la Figura 4-1 (A) se observa que el tipo de falla de separación de los bloques se 

presentaría primero en los extremos de la viga, más específicamente entre los bloques 1-

2 y (n-1)-n. 

 

Aunque en este caso no es posible calcular fuerzas ni puntos de aplicación, sí es 

importante calcular el máximo Ў crítico para generar la separación o Ўͺ , a partir del 

cual valores mayores de la variable generen la separación completa entre algunos 

bloques de la viga. El correspondiente análisis de geometría ya se desarrolló en la 

sección de Flecha crítica para separación de bloques. 

 

4.3.4 Equilibrio del sistema 

 

En esta sección se establece la manera de analizar y comprobar el equilibrio del sistema 

analizado. Como insumo para lo anterior se cuenta con todas las dimensiones del 

problema y puntos característicos de los bloques que conforman la viga. También se han 

calculado todas las fuerzas internas que se ejercen en las paredes de todos los bloques; 

todo lo anterior con base en un valor supuesto de la flecha máxima en la viga Ў. 

 

Dado que solo se han calculado componentes horizontales de fuerza y asumiendo que 

las componentes en la dirección Z no son significativas, únicamente se verifica el 

equilibrio de momentos. 

 

Para analizar el equilibrio de momentos se tomará una sección de la viga en la condición 

deformada y se comprobará el equilibrio calculando el momento, tomando como punto de 

referencia el punto de aplicación de la fuerza en la pared izquierda del primer bloque. 
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Entonces, según la Figura 4-8 se analizará la viga con una sección en la mitad de su 

longitud, esto es, se tendrán en cuenta la mitad de los elementos, si n es par, o (n+1)/2 

elementos, en caso de que n sea impar. Las fuerzas que afectan el sistema son los 

pesos de todos los bloques, la reacción encontrada en el apoyo y finalmente la fuerza 

interna hallada en la pared derecha de la viga. 

 

Figura 4-8: Diagrama de cuerpo libre para la mitad derecha de la viga deformada. 

 

 

Entonces tomando momentos respecto al punto de aplicación de la fuerza en el primer 

contacto, se tiene: 

 

Ὂ ὤӶ ὤӶ ὖὢ ὖὢ Ễ ὖὢ Ễ ὖ ὢ  

Ὂ ὤӶ ὤӶ ὖὢ  (4.58)  

 

Para que el equilibrio se mantenga en el sistema, la Ecuación (4.58) debe satisfacerse, y 

de no ser así, se cambia el valor de la flecha máxima de la viga y se aplica de nuevo el 

procedimiento para calcular las nuevas fuerzas y poder revisar nuevamente si se 

satisface el equilibrio. 

 

4.3.5 Condiciones de falla 

Hasta este punto se tiene un método que analiza un sistema de una viga compuesta de 

bloques rectangulares. En dicho análisis se supone un valor de la flecha máxima de la 



El arco conformado por poliedros rectangulares 121 

 

viga, luego se establece la forma deformada de la viga una vez se haya aplicado la carga 

y se calculan las fuerzas internas y sus puntos de aplicación que hay en los contactos de 

los bloques. Luego se corrobora si se cumple el equilibrio; de no ser así, se usa otro valor 

de la flecha máxima y se repite todo el proceso. Se continúa realizando el análisis de 

prueba y error hasta determinar el valor de Ў que satisface la Ecuación (4.58) de 

equilibrio de momentos. 

 

Ahora en esta sección del documento se evaluarán los posibles modos de falla que 

pueden ocurrir en el sistema dado y se establecerán cuantitativamente las condiciones 

que permitirían dicha falla. 

 

Es importante definir lo que se entiende por falla en el contexto de esta tesis: la falla del 

sistema es la condición geométrica o mecánica, que implica la pérdida de capacidad del 

sistema de soportar cargas. Sus efectos pueden ser el colapso de la estructura o la 

incapacidad de soportar mayores cargas a las soportadas en la etapa de falla. Bajo esta 

perspectiva se establecen los modos de falla que se mencionan a continuación. 

 

 

Modos de falla 

 

Para que una viga tajada como las analizadas en este capítulo experimente la falla, se 

pueden presentar tres casos: 

 

Á La fuerza externa P en cada bloque es tal que en la condición deformada los bloques 

extremos se separen o pierdan el contacto, y por lo tanto ya no es posible la 

transferencia de carga y el arco falla. 

Á La falla se da si el momento interno en la mitad del arco, es decir, el término a la 

izquierda del igual en la Ecuación (4.58) tiene un valor igual o menor a cero, debido a 

que la coordenada en Z del punto de aplicación de la fuerza interna en la mitad del 

arco es mayor a la coordenada en Z del punto de aplicación de la fuerza en el primer 

contacto. 

Á Las acciones externas sobre la viga generan acciones internas en los contactos de 

los bloques. La falla se presentaría si en alguno de los contactos el esfuerzo normal 
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supera la resistencia a la compresión de la roca o material del que esté compuesto el 

bloque. A esta condici·n se le denomina ñPlastificaci·n del materialò en el contexto de 

este documento. 

Á Se presenta la falla si en alguno de los contactos el esfuerzo cortante supera el 

esfuerzo cortante de falla, que se calcularía como el esfuerzo normal multiplicado por 

la tangente del ángulo de fricción entre los bloques. 

Á La última condición de falla o capacidad máxima de carga por geometría del arco, se 

presenta cuando la viga muestra una deformación tal que la fuerza interna en el 

centro de la viga genera el momento interno máximo. Esta condición se explicará en 

detalle durante la presentación de los resultados. 

 

Entonces a continuación se analizarán cada uno de los casos mencionados, 

estableciendo la estrategia de análisis, desarrollándola matemáticamente y 

programándola dentro del algoritmo. 

 

Separación de los pares de bloques extremos 

 

Este tipo de falla se considera una condición extrema teórica ya que antes de llegar a 

esta ya se debieron haber desarrollado otros tipos de falla. Sin embargo, es adecuado 

realizar el análisis dada la simplicidad de su cálculo. 

Este caso se genera cuando los desplazamientos y giros de los bloques son tan grandes 

que se pierde el contacto físico entre algún par de bloques consecutivos, de tal forma que 

la viga queda cortada y falla. 

 

Dada la cinemática planteada al inicio del análisis, en la que los centros de masa de los 

bloques solo pueden desplazarse verticalmente, se observa en la Figura 4-1 que este 

tipo de falla ocurre primero en los pares de bloques en los extremos de la viga, cuando 

se usa la deformada con forma parabólica y tiende a no presentarse cuando se usa la 

deformada sinusoidal. 

 

La ecuación para encontrar el valor de la flecha máxima del arco que implica la 

separación de los bloques extremos, ya se ha calculado anteriormente; no obstante, aún 

es necesario definir el valor la carga aplicada en los centros de masa de los bloques para 

generar tal deflexión máxima. 
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Para desarrollar lo anterior se estudiará la condición en la que la flecha máxima en la 

viga es igual a Ўͺ . Cuando se alcanza el valor de delta crítico, los bloques laterales 

están en contacto solamente por un punto que sería la arista y también se tienen unos 

traslapos entre los demás bloques con base en los cuales se pueden calcular las fuerzas 

internas. Luego se calcula el momento interno producido por la fuerza interna del bloque 

en la mitad de la viga. 

 

Con base en la Ecuación (4.58) se obtiene finalmente la siguiente ecuación para definir la 

carga sobre los bloques, ὖͺ , que genera dicha condición inestable. Lo anterior 

asumiendo que todos los bloques están sometidos a la misma carga y que la flecha 

máxima de la viga es igual a Ўͺ . 

 

ὖͺ
Ὂ ὤӶ ὤӶ

В ὢ
 (4.59) 

 

Donde ά es el indicador correspondiente a la partícula media en la viga. 

 

Se supera la resistencia a la compresión del material 

 

Como se tienen los valores de todas las fuerzas en los contactos se procede con el 

cálculo de los esfuerzos. Dado que el cálculo de esfuerzos se hace con base en las 

deformaciones y que estas dependen del modo de traslapo entre los bloques, se tendrán 

cuatro ecuaciones diferentes para calcular los esfuerzos, de acuerdo con la Figura 4-6. 

 

Como la distribución de deformaciones en los contactos usualmente no es uniforme, la 

distribución de esfuerzos tampoco lo será, de tal manera que se usará el valor máximo 

para revisar si el sistema falla. 

 

Entonces, se usa solo el valor máximo de la distribución de esfuerzos para compararlo 

con el valor del esfuerzo último o de falla del material que compone los bloques y definir 

la falla cuando el valor de resistencia a la compresión del material sea superado por el 

esfuerzo máximo en el contacto, así: 
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Ὂὥὰὰὥ ίὭ    „  „ (4.60)  

 

Donde 

„ =   Resistencia a la compresión máxima del material. 

„  =  Valor máximo de la distribución de esfuerzos que actúa en la pared 

derecha del elemento e. 

 

Para determinar el valor del esfuerzo máximo en la distribución, se debe tener en cuenta 

el tipo de traslapo, por lo tanto se tienen los siguientes casos: 

 

¶ Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

En este caso hay compresión solo en la parte superior de la sección y el esfuerzo 

máximo en la distribución es: 

 

„  Ὁ‐  (4.61) 

 

¶ Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝  

 

En este caso hay compresión en toda la sección o pared del bloque y el esfuerzo máximo 

en la distribución debe ser calculado, seleccionando el valor máximo entre ‐  y 

‐ , y nombrándolo como ‐ , así: 

 

„  Ὁ άὥὼ‐ ȟ‐ Ὁ‐  (4.62) 

 

¶ Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝ . 

 

En este caso hay compresión solo en la parte inferior de la sección y el esfuerzo máximo 

en la distribución es: 

 

„  Ὁ‐  (4.63) 
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¶ Si Ў╧▄╢  y Ў╧▄╘╝ . 

 

En este caso se presenta directamente el caso de falla analizado cuando se separan los 

bloques extremos. 

 

Una vez calculado el valor del esfuerzo máximo en cada una de las paredes o contactos, 

se procede a compararlos contra el esfuerzo último y verificar si se supera o no. 

 

 

Identificar punto crítico de falla por compresión 

 

El anterior proceso determina si el sistema analizado inicialmente falla con las cargas 

introducidas por el usuario; si no es así, sería de gran utilidad identificar la carga externa, 

asumida igual para todos los bloques, que motiva que el esfuerzo interno en alguno de 

los contactos supere a la resistencia a la compresión. 

 

Entonces, suponiendo que el esfuerzo máximo en alguna pared iguala al esfuerzo último 

del material „, se realiza la integral de la distribución de esfuerzos y así se obtiene la 

fuerza última a compresión correspondiente, Ὂ . 

 

Basados en los gráficos de fuerzas en cada contacto para una deformada parabólica, 

que se presentarán en la sección de resultados, se observa que la fuerza máxima 

siempre se presenta en los contactos de los bloques extremos con los apoyos, y como en 

estos contactos el traslapo genera compresiones en la parte inferior del bloque, se usará 

la Ecuación (4.63) para calcular la fuerza última que genera la falla: 

 

Ὂ
„

ς
ὸ ὸ  (4.64)  

 

La Ecuación (4.64) permite calcular la fuerza crítica que debe alcanzar el primer contacto 

para que el sistema falle. Donde ὸ  es la longitud de la distribución de esfuerzos sobre la 

pared izquierda del bloque 1. 
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Se optará por usar un método iterativo sobre el gran programa que ya se tiene, de tal 

manera que se probarán varios valores posibles para las acciones externas dentro del 

rango πȟὖͺ . Como a cada valor de acciones externas corresponde un valor de 

fuerza en el contacto izquierdo del bloque 1, se identifica el par de fuerzas internas en el 

contacto 1 que se acerque más al valor de Ὂ . Las acciones que produzcan esas fuerzas 

internas más cercanas a Ὂ , se toman como lo límites de un nuevo rango por revisar. El 

proceso se continúa hasta que el rango de acciones externas por revisar sea tan 

pequeño como un error definido por el usuario. 

 

Con respecto a la deformada sinusoidal, la diferencia se centra en que la zona de la viga 

en la que se presenta el mayor esfuerzo normal, es en el contacto de la mitad de la viga y 

no en los extremos, como en el caso de la deformada parabólica; por lo tanto el valor de 

la fuerza que actúa en ese contacto se calculará con la Ecuación (4.61). 

 

Identificar falla por cortante 

En este caso se calcula el esfuerzo cortante interno de la misma forma que se analizaría 

la viga en estructuras, es decir, se calcula el diagrama de momentos que tendría la forma 

que se muestra en la Figura 4-9 

 

Figura 4-9: Diagrama de cortante de la viga tajada. 

 



El arco conformado por poliedros rectangulares 127 

 

 

De acuerdo con el diagrama de cortantes de la Figura 4-9, para un bloque e de la viga se 

tendrá un valor de cortante en su pared derecha ὠ, como se muestra en la Ecuación 

(4.65). 

 

ὠ
В ὖ

ς
ὖ (4.65)  

 

Teniendo en cuenta que en el caso que estamos estudiando, P tiene el mismo valor para 

todos los bloques, la Ecuación (4.65) se puede escribir así: 

ὠ
ὲ

ς
Ὡὖ (4.66)  

 

Ahora se calcula el esfuerzo cortante dividiendo la fuerza hallada en la Ecuación (4.66), 

entre el área de contacto del bloque, que se considera con un ancho unitario, 

obteniéndose: 

 

†
ὲ

ς
Ὡ
ὖ

ὸ
 (4.67)  

 

Los cortantes que actúan en cada contacto derecho de los bloques se comparan contra 

la resistencia al corte correspondiente, que se calcula como se muestra a continuación, y 

se determina si alguno de los contactos falla: 

 

† „  ὸὥὲl (4.68)  

 

Lo anterior implica que el usuario ingrese en el algoritmo un valor para el ángulo de 

fricción interna del material analizado. La falla se produciría si se cumple que el esfuerzo 

cortante interno supera la resistencia cortante. 

 

Se observa de la Figura 4-9 que los valores máximos de cortante están en los extremos 

de la viga, sin embargo en esos lugares también se presentan los mayores valores de 

resistencia cortante porque el esfuerzo normal también es máximo en esa zona. Para el 
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caso de la deformada sinusoidal, la mayor resistencia a cortante está en los contactos de 

la mitad de la viga. 

 

Identificar punto crítico de falla por cortante 

 

Ahora se calcula el valor crítico de las acciones P en cada bloque de la viga para las 

cuales el sistema llega a la falla por cortante. Ese valor crítico de P se denominará ὖ . 

Para que se obtenga una falla por cortante se requiere que el esfuerzo cortante interno 

que actúa en algún contacto iguale y supere la resistencia al corte correspondiente. 

Entonces, en este proceso se deben analizar detalladamente estas dos variables: la 

resistencia al corte y el esfuerzo cortante interno actuante en el contacto. 

 

En cuanto a los dos actores principales de este problema es necesario realizar las 

siguientes observaciones: 

 

La resistencia al corte en un contacto no es una constante en el sistema ya que depende 

del esfuerzo normal y este a su vez, de la flecha máxima asumida. No es como la 

resistencia a la compresión que es una propiedad inherente al material constituyente de 

los bloques. 

 

Es decir, la resistencia al corte varía de contacto a contacto y también varía dependiendo 

de la flecha máxima analizada, debido a que, cada valor de la flecha genera ciertos 

traslapos entre bloques que se traducen en esfuerzos normales, y según el criterio de 

falla de Mohr-Coulomb, la resistencia al corte depende del esfuerzo normal. 

 

En cuanto a los esfuerzos cortantes internos actuantes en los contactos, se tiene que sus 

valores se determinan del diagrama de momentos al analizar la viga como si fuera 

continua y según la metodología de la ingeniería estructural. Entonces los valores de 

estos esfuerzos cortantes actuantes dependen exclusivamente de las cargas externas 

aplicadas en cada bloque, y no dependen de la respuesta mecánica del sistema; es 

decir, que dichos esfuerzos actuantes no dependen de la flecha máxima analizada. 

 



El arco conformado por poliedros rectangulares 129 

 

Dado lo anterior se puede concluir que para cualquier valor de las acciones externas 

existirá un valor de la flecha máxima de la deformada para la cual se presenta la falla por 

cortante en alguno de los contactos. 

 

Se establece, pues, el comportamiento de las acciones externas en cada bloque en 

función de las flechas máximas de la deformada para cada contacto de la viga tajada. 

 

Por lo tanto se buscará la falla por cortante analizando varios valores de Ў, es decir, que 

se encontrará el valor de las acciones que generan la falla, o ὖ . Seguidamente se 

realizará la gráfica de ὖ  contra las flechas máximas correspondientes para observar el 

comportamiento del sistema. 

 

Ya que la falla se presenta si, en cualquier contacto, el esfuerzo cortante interno supera 

la resistencia al corte, entonces se buscará la condición crítica en la que los valores de 

dicha condición se satisfagan. 

 

Se tiene un rango de flechas máximas de la viga por probar y con cada una de ellas se 

pueden calcular los correspondientes valores de la resistencia al corte en cada bloque. 

También se tiene un valor de P, que genera un diagrama de cortante y 

consecuentemente unos valores de esfuerzo cortante interno. Se comparan las dos listas 

de vectores de esfuerzos cortantes para identificar ὖ  y Ўͺ, cuando se encuentren 

valores coincidentes o muy parecidos, dependiendo de la precisión deseada. 

 

Análisis de arco de compresión 

 

En esta parte se analizará el arco de compresión y se encontrará el valor de deflexión 

vertical, o flecha, que genera que su altura sea cero. 

 

Cuando la altura del arco de compresión llega a cero debido a cierta flecha en la viga, 

que se denominará Ўͺ , el momento interno también será igual a cero, de tal manera 

que para flechas más grandes los momentos internos se orientarán en el mismo sentido 

que los externos, entonces se podría cumplir la ecuación de equilibrio. 

 



130 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
Por lo anterior, se observa que es importante identificar dicha flecha que genera que sea 

nula la altura del arco de compresión, ya que a partir de este punto el sistema no cumple 

la ecuación de equilibrio de momentos. 

 

La estrategia por utilizar será establecer una ecuación que determine la coordenada z del 

punto de aplicación de las fuerzas en las paredes de los bloques. Luego la ecuación se 

aplicará para la pared izquierda del bloque 1 y la pared derecha del bloque medio. Al 

igualar las ecuaciones se podrá trabajar la expresión para despejar el valor Ўͺ . 

 

La expresión que se había obtenido para encontrar la coordenada Z del punto de 

aplicación de la fuerza es la Ecuación (4.57) para la pared izquierda del bloque 1 y la 

Ecuación (4.49) para la pared derecha del bloque medio, m. 

 

Al aplicar las ecuaciones mencionadas en el párrafo anterior se obtienen las siguientes 

ecuaciones, respectivamente, para la pared izquierda del bloque 1 y pared derecha del 

bloque m. 

 

ὤӶ ὤ
ρ

σ
ςὸ ὸ ÃÏÓ— (4.69) 

ὤӶ ὤ
ὸ

σ
ÃÏÓ—  (4.70) 

 

En las ecuaciones anteriores el valor de la incógnita buscada, que es Ў, está implícita 

dentro de los términos ὤȟὤ ȟὸȟὸ ȟ— ώ — , por lo tanto se revisa cada uno de estos 

factores para establecer su ecuación correspondiente. 

 

Para ὤ ώ  ὤ , que son las ordenadas en los ejes globales de las aristas i del bloque 1 y 

j del bloque medio, se usa la Ecuación (4.22) para la deformada parabólica y la Ecuación 

(4.24) en el caso de la deformada sinusoidal, de tal manera que se obtienen las 

siguientes ecuaciones dependiendo del tipo de deformada. 

 

Deformada parabólica 

ὤ
ςЎ

ὲ
ὲ
ρ

ς
ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ— (4.71)  
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ὤ
ςЎ

ὲ
ςάὲ ά ρ ὲ

ρ

ς
ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ—  (4.72)  

 

 

Deformada sinusoidal 

ὤ
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ςὲ
ὲ ς ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ— (4.73)  

ὤ
Ў

ς
ρ ÓÉÎ

“

ςὲ
ὲ τά ς ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ—  (4.74)  

 

Seguidamente, para establecer ὸ ώ ὸ  se aplica la Ecuación (4.43) y para establecer 

— ώ —  se usa la Ecuación (4.5) cuando la deformada es parabólica y la Ecuación (4.9) 

cuando la deformada es sinusoidal. 

 

Luego de lo anterior se deduce que al reemplazar las variables analizadas en las 

ecuaciones (4.69) y (4.70), se obtendrán expresiones muy largas y complejas para 

despejar el valor de Ўͺ . Por lo tanto, la estrategia por aplicar consiste en establecer 

la igualdad de las ecuaciones (4.69) y (4.70) y solo se reemplazará las ecuaciones de la 

(4.71) y (4.72) o (4.73) y (4.74), dependiendo de la deformada. 

 

Finalmente, de la expresión resultante se despeja implícitamente Ўͺ  y se usa el 

método numérico de las aproximaciones sucesivas para encontrar la solución de la 

variable de interés. 

Al ejecutar el anterior procedimiento se encuentran las siguientes ecuaciones implícitas, 

respectivamente para la deformada parabólica y sinusoidal: 

 

Ўͺ

ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ— ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ—
ὸ
σÃÏÓ—

ρ
σςὸ ὸ ÃÏÓ—

τȾὲ ὲ άὲ ά ρ
 

(4.75)  

Ўͺ

ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ— ὼ ÓÉÎ— ᾀ ÃÏÓ—
ὸ
σÃÏÓ—

ρ
σςὸ ὸ ÃÏÓ—

ρȾς ÃÏÓ
“
ὲά ρ ÃÏÓ

“
ὲ

 
(4.76)  
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4.4 Análisis viga tajada según Brady-Brown 

 

Con el objetivo de validar los resultados producto de la sección anterior, se compara la 

metodología desarrollada con la establecida por Brady-Brown (1993). 

 

Por lo tanto, en este capítulo se realiza una descripción de la metodología desarrollada 

por Brady-Brown, en la que se exponen las principales ecuaciones desarrolladas y luego 

se explica el método iterativo numérico que desarrollaron para resolver una viga tajada. 

En la siguiente sección de programación, se expone la manera en la que se desarrolla la 

programación para calcular las variables incógnitas del problema. 

 

Una aplicación de las metodologías de análisis de vigas tajadas es el análisis de 

estabilidad de techos de minas en terrenos estratificados. En este tipo de obras, el techo 

no es una viga continua puesto que los macizos rocosos son predominantemente 

sistemas de bloques debido a sus discontinuidades. 

 

El sistema anterior se simplifica analizando el problema en condiciones de deformación 

plana y suponiendo que aunque la viga puede tener varias discontinuidades, la grieta 

central se considera predominante en el comportamiento del sistema, como se muestra 

en la Figura 4-10.  

 

Figura 4-10: Estrato de techo con discontinuidades como el techo de la cámara de una 

mina subterránea. 

 

 

Entonces, el método analiza una viga compuesta solamente por dos bloques regulares 

de dimensiones t y S/2, que soportan cargas en sus centros de masa, es decir, con esta 
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metodología no se tiene en cuenta la influencia en el comportamiento mecánico de las 

demás discontinuidades que se puedan presentar en una viga. 

 

Se asume que la estabilidad de la viga viene dada por un arco de compresión que se 

forma en las articulaciones del sistema, como se observa en la Figura 4-11. 

 

Figura 4-11: Arco de compresión de la viga tajada. 

 

Cuando los bloques de la viga intentan girar, se generan unas articulaciones en tres 

zonas del sistema, específicamente en la parte inferior de la pared izquierda del bloque 

izquierdo y en la pared derecha del bloque derecho, y además en la parte superior de la 

discontinuidad principal. Se establece que la longitud de las articulaciones es igual con 

un valor –ὸ. 

 

Se asume que en las tres articulaciones de la viga, se presentan distribuciones de 

esfuerzos triangulares de igual magnitud, cuyo valor máximo se asume como Ὢ. Las 

resultantes de fuerza que representan las distribuciones de esfuerzo en las articulaciones 

se denominan Ὕ. Finalmente las fuerzas T en los apoyos quedan separadas una 

distancia igual a ὤ, que se denomina como la altura del arco de compresión. 

 

La línea de compresión une los puntos de aplicación de las fuerzas T en cada una de las 

articulaciones y está contenida dentro del arco de compresión. 

 

Teniendo en cuenta los sistemas de falla explicados hasta el momento para el método 

desarrollado en esta tesis, se observa que este sistema puede fallar mediante tres 

mecanismos diferentes: 
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Á Cuando los esfuerzos normales en las articulaciones o contactos superen la 

resistencia a la compresión del material de los bloques. 

Á Se puede presentar falla por corte en los apoyos o empotramiento. 

Á Se presenta falla por pandeo cuando la altura del arco de compresión Z, sea nula. 

 

A continuación se describen los análisis desarrollados para establecer las expresiones 

que permiten calcular cada variable de interés. 

 

Altura inicial del arco de compresión 

 

Según la Figura 4-11, se puede observar que el valor de la altura inicial del arco de 

compresión ὤ, está dada por: 

 

ὤ ὸρ
ς

σ
–       ĕ      –

σ

ς
ρ
ὤ

ὸ
 (4.77)  

 

Esfuerzo axial máximo 

 

Para establecer el valor de Ὢ, se realiza el equilibrio de momentos de uno de los bloques 

respecto al punto de aplicación de T en la articulación del apoyo. En este punto se tiene 

en cuenta la fuerza que actúa en el centro de masa del bloque. Esta fuerza se puede 

referir al peso propio, en cuyo caso sería: ὖὩίέ ὦὰέήόὩρςϳ ‎Ὓὸ. También se tienen 

en cuenta la reacción que ejerce el apoyo en el bloque, la cual en este caso equivale al 

peso de un bloque. 

 

Calculando el equilibrio de momentos, de acuerdo con lo mencionado, se establece la 

siguiente ecuación para calcular el esfuerzo axial máximo, notando que Ὕ ρςϳ Ὢ–ὸ. 

 

Ὢ
‎ί

τ–ὤ
 (4.78)  

 

Longitud del arco de compresión 
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Brady-Brown (1993) asume que la línea de compresión tiene forma parabólica, por lo que 

establecieron la función, como se muestra a continuación, estableciendo el origen del 

sistema coordenado en el punto de aplicación de T en el contacto del centro: 

 

ώ
τὤ

ί
ὼ (4.79) 

 

La longitud de arco se puede obtener usando el cálculo integral, del cual se obtiene la 

siguiente aproximación: 

 

ὒ 3
ψ

σ

ὤ

Ὓ
 (4.80) 

 

Altura del arco de compresión general 

La altura del arco de compresión se logra al obtener la variación de la longitud del arco, 

Ўὒ, es decir, restar ὒ de ὒ. De la expresión resultante se despeja el valor buscado: 

 

ὤ ὤ
σὛ

ψ
Ўὒ (4.81)  

 

Esfuerzo axial promedio 

 

Es el esfuerzo axial promedio, Ὢ , que se podría medir dentro de uno de los bloques. 

Brady-Brown (1993) expone que se han usado métodos numéricos y algunos prototipos 

instrumentados, y se han establecido dos aproximaciones: una basada en una 

distribución lineal y la otra, en una distribución parabólica. En este trabajo se usará la 

aproximación parabólica, que se ve como sigue, por considerarla más precisa. 

 

Ὢ
ρ

σ
Ὢ
ς

σ
– (4.82)  
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Compresión elástica del arco 

 

Según Brady-Brown, la ecuación para calcular la variación del arco de compresión 

suponiendo un comportamiento elástico lineal, es: 

 

Ўὒ
Ὢ

Ὁ
ὒ (4.83) 

 

Bajo dicha metodología y las ecuaciones mostradas hasta el momento, se pueden 

obtener los parámetros de la respuesta mecánica de una viga tajada, tales como el 

esfuerzo máximo en los contactos o articulaciones, la altura del arco de compresión y la 

porción de la pared del bloque que está sometida a la acción de la distribución de 

esfuerzos de compresión, –. 

4.5 Algoritmo y Programación 

 

En el desarrollo de esta tesis se han realizado tres códigos que pueden ser aplicados 

para ambos casos de deformada: deformada parabólica y deformada sinusoidal. 

4.5.1 Bloques 

El primero de los códigos desarrollados se basa en unas condiciones geométricas dadas, 

unas cargas aplicadas definidas y unas propiedades específicas de los materiales para 

calcular la deflexión que tendría la viga ante tales acciones externas. El algoritmo se 

muestra en la Figura 4-13 o Figura 4-14, cuyos códigos de programación se muestran en 

el Anexo D. 

 

Para programar el método descrito, que ya se explicó de manera teórica, se recorrerán 

los siguientes cinco pasos básicos: 

Á Entrada de datos  

Á Análisis geométrico 

Á Obtención de fuerzas 

Á Equilibrio de momentos e iteración 

Á Mostrar los resultados 
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Entrada de datos 

 

Los parámetros principales que definen el sistema analizado se pueden clasificar en dos 

categorías diferentes: parámetros geométricos y mecánicos. 

 

Los parámetros geométricos son: 

ὲȡ el número de bloques en los que se considera que la viga se secciona. 

ὸȡ la dimensión en dirección Z de los bloques, igual a la altura de la viga. 

ὰȡ la longitud en la dirección X de los bloques. 

En cuanto a los parámetros mecánicos, se tienen: 

ὖȡ un vector con las fuerzas aplicadas en el centro de masa de los bloques. En todos 

los ejemplos usados en la tesis, todas las entradas de P son iguales, asumiendo que 

todas las partículas soportan las mismas acciones externas. 

Ὁȡ el módulo de Young del material de los bloques. 

 

Otros valores de entrada auxiliares: 

Ὥὲὧȡ el número de incrementos o pasos en los que se divide el rango de Ў. 

–ȡ error admisible en el cálculo de momentos. 

–ȡ error admisible en el cálculo de longitudes. 

 

Los parámetros anteriores se escriben en una hoja de cálculo que luego se puede usar 

en la ejecución del programa o algoritmo. En la Figura 4-12 se muestra un pantallazo de 

la hoja de Excel diseñada para ingresar los parámetros de entrada al programa. 

 

Análisis geométrico 

 

La primera actividad por desarrollar en esta parte es obtener el rango de Ў y dividirlo en 

los pasos que el usuario defina. Entonces se encontrarán valores importantes de Ў, como 

por ejemplo Ўͺ , para el cual se produce separación completa de las paredes laterales 

de los dos bloques en el extremo de la viga; y Ўͺ , el cual es el valor de la flecha que 

induce que el momento interno en la mitad sea nulo. 
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También se determina el valor de Ўͺ , que corresponde al valor máximo de fuerza 

que puede soportar el sistema de viga analizado. Este tema se explica en detalle en la 

sección de resultados. 

 

Las ecuaciones correspondientes para calcular los valores distintivos e importantes de Ў, 

en su mayoría deben solucionarse mediante el método de las aproximaciones sucesivas 

que consiste en asumir un valor del Ў buscado, y se evalúa la expresión. Si el valor 

asumido y el calculado no coinciden dentro de cierta zona de tolerancia del error, se 

realiza una nueva iteración considerando el valor calculado como el nuevo valor 

supuesto. 

Figura 4-12: Pantallazo de las variables de entrada para la viga tajada. 

 

 

 

Luego se procede entonces a calcular las coordenadas de todas las aristas de los 

bloques analizados, para cada uno de los Ў por evaluar. Por lo tanto, simplemente se 
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programará la Ecuación (4.22) o (4.24), dependiendo de la deformada, de forma 

ordenada, de tal manera que las coordenadas de las aristas y del centro de cada bloque 

queden ordenados en un arreglo de tres dimensiones. 

 

Es decir que se organizarán las coordenadas, como se muestra en la matriz de tres 

dimensiones ὧέέὶὨ con un tamaño de υȟὲȟς, como aparece en la Ecuación a 

continuación: 

 

ὧέέὶὨ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ Ễ ὢ ȟὤ Ễ ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ Ễ ὢ ȟὤ Ễ ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

Ễ
Ễ
Ễ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ

Ễ
Ễ
Ễ

ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ

ὢ ȟὤ ὢ ȟὤ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 
(4.84)  

 

La matriz de la Ecuación (4.84) debe escribirse para cada uno de los Ў que se vayan a 

calcular, de tal forma que se obtendrá una hipermatriz de tres dimensiones, en la que 

cada celda contendrá el vector de posición de un punto. 

 

Ahora se calculan los traslapos entre paredes de bloques adyacentes mediante la resta 

de las coordenadas en X, de los puntos extremos de los bordes de bloques por analizar. 

 

 

Obtención de fuerzas 

 

Como se observó en la sección 4.3.1, las fuerzas aplicadas en las paredes entre los 

bloques se calculan de acuerdo al tipo de traslapo entre bloques adyacentes. Por lo 

tanto, primero se identificará el tipo de traslapo mediante las cuatro condiciones lógicas 

establecidas en la sección mencionada. 

 

Una vez identificado el tipo de traslapo, se aplican las ecuaciones que le correspondan 

para calcular las fuerzas entre bloques y los puntos de aplicación. 

 

Las fuerzas y sus puntos de aplicación se organizan en diferentes vectores columna. 
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Equilibrio de momentos e iteración 

 

Primero se define el dominio dentro del cual se debería encontrar un valor que satisfaga 

el equilibrio representado por la Ecuación (4.58). Dicho rango se tomará como πȟЎͺ . 

Luego ese intervalo se divide en cierto número de incrementos de acuerdo con lo 

establecido por el usuario. 

 

Resumiendo el procedimiento del algoritmo: se iniciaría el cálculo usando el valor más 

bajo de Ў. Al aplicar el algoritmo con un valor de Ў establecido, se obtiene como 

resultado un conjunto de traslapos entre los bloques. Estos traslapos pueden 

cuantificarse y, suponiendo que representan la deformación de los bloques, es posible 

calcular los esfuerzos y, eventualmente, las fuerzas y sus puntos de aplicación en cada 

pared entre bloques. 

 

Se busca establecer cuantitativamente si se satisface el equilibrio en el sistema 

deformado. Por eso, se usa la Ecuación (4.58) de equilibrio de momentos cuando se 

hace un corte virtual en la pared derecha del bloque en la mitad de la viga. 

 

El proceso consiste en programar aparte ambos lados de la igualdad de la Ecuación 

(4.58), luego se comparan los valores y la diferencia entre ambos resultados se 

almacena en un vector que tiene el mismo tamaño que el de valores de Ў por analizar y 

que se denominará Residuos en el texto y ñDMò dentro del programa. 

 

Se espera que con base en el vector de residuos se pueda identificar el delta para el cual 

se obtuvo el menor residuo, de tal manera que dicho valor de Ў se adoptaría como la 

solución del problema. Sin embargo, lo que realmente se hace es identificar el par de 

residuos consecutivos cuyos valores absolutos estén más cercanos a cero; entonces los 

correspondientes valores de Ў se toman como los nuevos límites de un nuevo rango de Ў 

por analizar en la siguiente iteración del algoritmo en el que se repite todo el proceso 

descrito hasta el momento. 
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Se continúan las iteraciones hasta lograr que la diferencia entre los límites del rango de Ў 

sea menor o igual al error en longitud, –. Finalmente el valor solución de Ў para las 

condiciones iniciales dadas sería el límite cuyo residuo (DM) sea el más cercano a cero. 

 

Revisión de falla 

 

Se debe revisar si alguno de los contactos del sistema llegó a fallar por compresión o por 

esfuerzo cortante. Por lo tanto, se deben tomar las fuerzas en los contactos y se dividen 

en el área en la cual están aplicadas para obtener los correspondientes esfuerzos 

normales. 

 

Luego dichos esfuerzos normales se comparan contra la resistencia a la compresión 

última del material que constituye los bloques y se define si hubo falla cuando la 

resistencia a la compresión sea superada por el esfuerzo normal actuante. 

 

Después se aplica el criterio de falla de Mohr-Coulomb, para establecer la resistencia al 

corte en cada contacto con base en los esfuerzos normales recién calculados y el valor 

del ángulo de fricción interna del material, que también sería ingresado por el usuario. 

 

Una vez obtenido el valor de la resistencia al corte, en cada contacto se procede a 

calcular los esfuerzos cortantes. Utilizando el diagrama de fuerzas cortantes de la viga, 

calculándolo como se hace usualmente en la ciencia del análisis estructural, se toman las 

fuerzas cortantes en cada contacto y se dividen sobre el área de contacto, obteniendo así 

los esfuerzos cortantes. 

 

Finalmente se realiza la comparación de esfuerzos cortantes actuantes y resistentes, y 

se identifican los contactos que fallan cuando su resistencia es superada por el esfuerzo 

actuante. Los indicadores de los contactos que se identifican como fallados, tanto por 

compresión como por cortante, se guardan en vectores fila. 
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Mostrar resultados 

 

Como salidas del programa se deben obtener las siguientes cuestiones: 

 

Á Resumen de datos de entrada. 

Á Tabla con las cargas en cada pared y sus puntos de aplicación, para cada valor de Ў. 

Á Mostrar los ñresiduosò, la diferencia del momento interno y externo para cada Ў. 

Á Dar a conocer los indicadores de los contactos que han fallado por compresión y por 

cortante. 

Á Gráficos: Gráfico de fuerzas vs. pared, donde cada curva corresponde a un valor de 

Ў. Gráfico mostrando los residuos vs, el vector de Ў analizado inicialmente, es decir, 

el vector πȟЎͺ , y finalmente mostrar la posición deformada de los bloques. 

 

Algoritmos 

A continuación, en las siguientes páginas, el diagrama de flujo de los procesos del 

programa. 
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Figura 4-13: Diagrama de flujo del método para hallar la deflexión de una viga tajada. 
Parte I. 
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Figura 4-14: Diagrama de flujo del método para hallar la deflexión de una viga tajada. 
Parte II. 
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4.5.2 Bloques_Puv_Puc 

Además de analizar el sistema anterior con las cargas P que cargan los bloques, 

establecidas por el usuario, en esta sección se explica el código diseñado para averiguar 

el valor de P que motivaría la falla por compresión de un sistema de viga dado, ὖ , y el 

valor de P, a partir del cual algúno de los contactos falla por cortante, denominado ὖ . 

 

La metodología que se usará para realizar este código es la siguiente: 

 

Se modificará el primer algoritmo, el de la sección 4.5.1, para transformarlo en una 

subfunción denominada ñtajada_Tò, que tome un valor de P, y arroje las siguientes tablas: 

 

Á Esfuerzo normal actuante en cada contacto y la resistencia a la compresión del 

material de los bloques, que correspondan al Ў que cumple el equilibrio. 

Á Esfuerzo cortante actuante y resistente en cada contacto, correspondientes al Ў que 

cumple el equilibrio. 

 

Seguidamente se muestran unas tablas que ilustran los resultados que se obtendrán de 

la función, con base en el algoritmo de bloques. 

 

Tabla 4-1: Esfuerzos cortantes arrojados por la función para una carga ὖ en cada bloque. 

ὖ 

† actuante en cada contacto Ў generado por ὖ 

†  : esfuerzo cortante resistente superior ὖͺ . 

†  : esfuerzo cortante resistente inferior 
Ў Ü  correspondiente a 
ὖͺ  

άὥὼ †  ȟ†  † 
Fuerza en el contacto 
medio 

ὸ 0 

 

Tabla 4-2: Esfuerzos normales arrojados por la función para una carga ὖ en cada bloque. 

ὖ 

„  : esfuerzo normal actuante superior Ў generado por ὖ 

„  : esfuerzo normal actuante inferior ὖͺ . 

„ άὥὼ†  ȟ†   0 

 

 



146 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
Una vez realizada la subfunción, el método inicia calculando el rango de P que será 

probado, este debe ser πȟὖ ; dicho rango también se divide en el número de pasos 

establecido por el usuario en las entradas al programa, generando así un conjunto de 

valores de P por probar. 

 

Luego se prueba cada valor de P con la subfunción creada, de tal forma que al final se 

tendrá una tabla de esfuerzos normales o de esfuerzos cortantes para cada uno de los 

valores de P probados, según el análisis que se realice. Lo anterior debido a que los 

procesos de identificación de la falla por cortante y por compresión se deben hacer en 

serie. 

 

Después se analizan las tablas para identificar el menor valor de P con el que se alcanzó 

la falla por cortante o por compresión, según el caso analizado. Seguidamente se 

identifica el mayor valor de P que no produce falla. 

 

Luego los valores de P identificados, se usan como los límites de un nuevo rango de 

valores de P por probar dentro del algoritmo desarrollado. Con este rango nuevo se 

realiza la siguiente iteración, repitiendo el proceso anterior, desde la división del rango 

hasta la identificación de nuevos límites más cercanos al P de falla. 

 

Las iteraciones se realizan hasta que el rango de P de falla por cortante o por 

compresión sea tan pequeño como el error establecido por el usuario.  

 

Un promedio de los límites del último rango de P de falla por compresión define el valor 

de falla por compresión ὖ , o por cortante ὖ , según el caso que se esté analizando. 

 

Al final de este algoritmo las salidas que se observarán son las siguientes: 

 

Á Mostrar en pantalla el valor de ὖ  y ὖ . 

Á Gr§fico ñCorte en articulacionesò en el que se muestran las curvas correspondientes a 

la razón entre el esfuerzo cortante actuante y resistente en las ordenadas, contra el 

número de contacto en las abscisas. Cada curva corresponde a un valor de P del 

primer rango de valores usado en el algoritmo; esto es, el rango πȟὖ . 
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Á Gr§fico ñPlastificaci·n en las articulacionesò, en el que se observan curvas 

correspondientes a cada P del primer rango analizado πȟὖ . En las ordenadas se 

representa la razón entre el esfuerzo normal actuante y la resistencia a la compresión 

del material de los bloques; en las abscisas se representa el número de contacto. 

Á Gráfico en cuyas abscisas se representa la razón entre la flecha sobre la flecha 

correspondiente a la carga máxima en la viga. En las abscisas se expresa el peso de 

los bloques. 

Á Gráficos del esfuerzo promedio en los contactos de media viga respecto al peso de 

los bloques P. El objetivo de este gráfico es la comparación contra el método de 

Brady-Brown. 

 

Algoritmo 

En la Figura 4-15 se muestra el diagrama de flujo correspondiente a este programa y en 

el Anexo E se muestra el código fuente. Nótese que la función en la que se basa el 

programa es una modificaci·n del c·digo del programa ñBloquesò. La modificaci·n del 

programa ñBloquesò implica hacer que este organice los resultados de esfuerzos 

cortantes y normales en tablas para cada P que se pruebe. 

 

4.5.3 Método Brady-Brown 

 

El método de Brady-Brown se concentra en encontrar el valor de – para un sistema de 

viga tajada dado. Para eso se recurre a un método iterativo, en el que se busca minimizar 

el esfuerzo normal máximo Ὢ. 

 

En el algoritmo creado de la metodología propuesta por Brady-Brown para resolver una 

viga tajada, denominado el ñm®todo de la relajaci·nò, luego se convierte en una función, 

que pueda ser aplicada para encontrar el valor de P que hace que una viga falle por 

compresión y por cortante, tal y como se hizo con la metodología propuesta en esta tesis. 
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Figura 4-15: Diagrama de flujo del método para hallar los valores de P que generan falla 
por compresión y cortante. 

 

 

El método de la relajación 

 

El proceso consiste en los siguientes pasos: 

Á Suponer un valor para –, donde i corresponde al contador de iteraciones. 

Á Calcular el valor de ὤ, de acuerdo con la parte correspondiente de la Ecuación 

(4.77). 

Á Valorar el esfuerzo promedio Ὢ  ͅusando la Ecuación (4.82). 
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Á Calcular la longitud del arco correspondiente a esa iteración ὒ. 

Á Ahora, se calcula el valor del cambio de la longitud del arco, como se describe en la 

Ecuación (4.83), Ўὒ . 

Á Se continúa calculando el valor de ὤ , pero en esta parte se usa la Ecuación (4.81) 

y también se calcula el valor de –  mediante la parte correspondiente de la 

Ecuación (4.77). 

 

Con todos los valores anteriores calculados, se procede a evaluar la condición de prueba 

lógica; simplemente se deben comparar los valores obtenidos para ὤ y ὤ , de tal 

manera que si son iguales y además se satisface que – y  – , entonces se ha llegado a 

la solución buscada; de no ser así, a – se le coloca el valor de –  y lo mismo se realiza 

con el valor de Z. 

 

Luego se repite todo el proceso hasta que las condiciones de prueba se satisfagan lo 

más posible, es decir, hasta que se obtenga la mínima diferencia entre ὤ y ὤ  y – y  

– . 

 

En el momento en el que se identifique el valor correcto o más aproximado para la 

respuesta, las demás variables calculadas para la iteración i corresponderán a la viga 

soportando las cargas impuestas. 

 

Con este método también se puede establecer la falla, usando secuencias de algoritmo 

parecidas a los del método desarrollado en esta tesis. 

 

Método para establecer la carga de falla por compresión y cortante 

 

Para determinar los valores de P de falla para un determinado sistema de viga tajada, 

simplemente se toma el método de la relajación y se prueba con varios P en el rango 

πȟὖÜ ; analizando los resultados obtenidos se deduce el valor de P de falla en cada 

caso. El procedimiento es similar al usado con el método llevado a cabo en esta 

investigación. 
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Primero se toma el método de la relajación y se transforma en una subfunción. Al realizar 

esto, se hace que el resultado que arroje sea un arreglo con los valores que se muestran 

en la Tabla 4-3 correspondientes a la solución encontrada. 

 

Tabla 4-3: Arreglo con los valores arrojados por la subfunción basada en el método de la 

relajación de Brady-Brown. 

– ᾀ Ὢ Ὢ  ὒ ὤ  –  – –  

 

Luego de establecer la subfunción, se procede a tomar los valores de entrada que 

tambi®n se extraen del archivo de Excel ñBloques Entradasò, como todos los programas 

presentados aquí para el análisis de bloques. 

 

Para probar varios valores de P en la subfunción se utiliza un ciclo que recorra todos los 

P que se tengan dentro de un vector de (inc+1), elementos que abarquen el rango 

πȟὖÜ . Para cada valor de P probado, se obtendrá un arreglo de salidas como el 

mostrado en la Tabla 4-3. Se designa la matriz ñdataò para almacenar todos los vectores 

fila que resulten del proceso descrito. 

 

Para revisar la falla por corte se debe comparar la resistencia a la compresión del 

material con respecto a los valores de Ὢ de la matriz ñdataò, de tal forma que la falla se 

da cuando Ὢ supera la resistencia del material. 

 

Se analiza la tabla de diferencias entre Ὢ y la resistencia del material, se toman nuevos 

valores de los límites del vector de P; esto es, como límite inferior se toma el P 

correspondiente al mayor valor de Ὢ que no genera falla y como límite superior del rango, 

se toma el P que corresponda al menor Ὢ que genera la falla. 

 

Luego con el nuevo rango de P establecido, se determina un nuevo vector de P, 

dividiendo el rango en (inc+1) valores por probar dentro de la subfunción. Las iteraciones 

o repeticiones se llevan a cabo hasta que el rango de P sea tan pequeño como la 

tolerancia al error, denominada –. 

 

Finalmente, el valor de ὖ ͺ  se obtiene al promediar los límites del último rango de P 

calculado. 
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Para establecer el valor del P que genera la falla por cortante con el método de la 

relajación de Brady-Brown, o ὖ ͺ , se sigue un proceso idéntico al usado para 

establecer ὖ ͺ . Pero en este caso, la diferencia radica en que los valores por comparar 

son las fuerzas cortantes que resisten a la falla o resistentes, representadas por Ὕz

ÔÁÎ‰, y las fuerzas cortantes actuantes o que inducen la falla, representadas por la 

fuerza cortante en los apoyos; esta fuerza ya se ha calculado como la reacción en el 

apoyo de la viga; por lo tanto, su valor es ρςϳ ‎Ὓὸ. 

 

Por lo antes expuesto, el factor de seguridad ante la falla por cortante sería así: 

 

ὊȢὛȢ

ρ
ς
Ὢ–ὸ ÔÁÎ‰

ρ
ς‎Ὓὸ

Ὢ– ÔÁÎ‰

‎Ὓ
 (4.85)  

 

De la Ecuación (4.85), se puede deducir la ecuación con la que se puede establecer si se 

produce falla por cortante solamente analizando los valores de Ὢ, así: 

 

ὔέ Ὤὥώ Ὢὥὰὰὥ ίὭȡ            Ὢ
‎Ὓ

– ÔÁÎ‰
 (4.86)  

 

Algoritmo 

 

A continuación, en la Figura 4-16 se muestra el diagrama de flujo que representa el 

programa ñVoissoir_Brady-Brown_Psò para calcular los P de falla en compresión y en 

cortante mediante la metodología de análisis de Brady-Brown para las vigas tajadas de 

solo dos bloques. En el Anexo F se muestra el correspondiente código fuente. 
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Figura 4-16: Diagrama de flujo del método para hallar los valores de P que generan falla 
por compresión y cortante, con el método de la relajación de Brady-Brown. 
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Figura 4-17: Subfunci·n ñrelajaci·nò para analizar una viga tajada con P determinado. 
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4.6 Resultados 

El análisis de bloques que se ha explicado anteriormente ha generado varios resultados, 

y dado que se analizará el comportamiento del sistema al variar algunos parámetros de 

entrada, como la geometría de los bloques, entonces para cada análisis se obtiene un 

juego diferente de resultados de los que se obtienen conclusiones. Entonces, cada 

conjunto de resultados está compuesto por 17 gráficas generadas por los tres conjuntos 

de códigos realizados, como se muestra en la Tabla 4-4.  

 

Tabla 4-4: Lista de códigos desarrollados y sus gráficas de resultados. 

CÓDIGO GRÁFICAS DE RESULTADO 

Bloques          (Deformada parabólica) 

Sen_Bloques  (Deformada sinusoidal) 

Fuerzas internas en los contactos 

Momentos internos 

Deformada del sistema 

Bloques_Puv_Puc          (Def. parabólica) 

Sen_Bloques_Puv_Puc  (Def. sinusoidal) 

Corte en las articulaciones 

Plastificación en articulaciones 

Capacidad máxima geométrica de la viga 

Esfuerzo promedio 

Viga tajada, Método de Brady-Brown (BB) 

Corte en articulaciones, BB 

Plastificación en articulaciones, BB 

Esfuerzo Promedio, BB 

 

 

Los casos de análisis que se desarrollan en esta tesis se basan en cambiar el valor de 

una de las dimensiones de los bloques. Específicamente en esta investigación se 

cambiará el parámetro t usando tres valores distintos. A saber, se utilizarán los valores t 

= 1.0 m, t = 0.8 m y t = 0.5 m, teniendo constante la otra dimensión de los bloques en 1.0 

m. 

 

En el desarrollo de este capítulo solamente se mostrarán y explicarán los 17 tipos de 

gráficas correspondientes al valor de t = 1.0 m. Además,  las gráficas se dividirán en tres 

grupos de acuerdo al código o programa usado para crearlas. El resto de las gráficas 

correspondientes a los valores de t = 0.8 m y t = 0.5 m, se mostrarán dentro de los 

anexos A y B correspondientes. 
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Aun así, en este capítulo se presenta la discusión relacionada con el comportamiento del 

sistema al modificar las dimensiones de los elementos, manteniendo el resto del sistema 

sin cambios. 

 

Además, luego de presentar las primeras seis gráficas correspondientes al código de 

programaci·n ñBloques y Sen_Bloquesò, se tendrán insumos suficientes para explicar 

detalladamente el último mecanismo de falla que quedó pendiente en la sección 4.3.5. 

que trata sobre la capacidad máxima de carga del arco debido a la geometría. 

 

También se presentan las gráficas obtenidas al aplicar el método de la relajación de 

Brady-Brown, y se realiza la respectiva comparación con las gráficas homólogas por 

parte del método desarrollado en esta tesis, es decir, los códigos de programación 

ñBloques_Puv_Pucò y ñSen_Bloques_Puv_Pucò. 

 

Los ejemplos que se llevarán a cabo en este trabajo tienen como constantes los 

siguientes parámetros: n = 6, l = 1 m, E = 1.9 GPa. Resistencia a la compresión de la 

roca = 100 MPa. En cuanto a la carga sobre los bloques, siempre se velará por usar una 

carga que sea alrededor del 99 % de la capacidad máxima de la viga debido al momento 

interno máximo, para dar mayor posibilidad a la falla por compresión o cortante. 

4.6.1 Resultados de Bloques 

A continuaci·n se muestran los resultados obtenidos con el c·digo ñBloquesò, teniendo 

en cuenta los parámetros de entrada constantes. Para que la carga en los bloques sea el 

99 % de la capacidad máxima de la viga debido al momento interno máximo ὖÜ , se 

ejecuta el programa una vez y se observa el valor obtenido de ὖÜ , de tal forma que se 

ejecuta una segunda corrida del programa usando un valor de πȢωωzὖÜ . Los resultados 

de la segunda ejecución son los mostrados en este capítulo. 

 

Resultados mostrados en pantalla 

 

A continuación se muestran los resultados devueltos por el programa y que se imprimen 

directamente en pantalla: 
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Tabla 4-5: Variables de entrada impresas luego de ejecutar el programa. 

 

 

Los valores impresos en pantalla, mostrados en la Tabla 4-5, son un resumen de las 

variables de entrada. En la Tabla 4-6 se ven las fuerzas internas en las paredes de los 

bloques para los deltas pertenecientes al último intervalo de deltas calculado. Se observa 

que a medida que Ў aumenta, también lo hacen las fuerzas internas. 

 

Luego, en la Tabla 4-7 se muestran los puntos de aplicación en las paredes de los 

bloques de las fuerzas enseñadas en la Tabla 4-6. También se observa una relación 

directa entre las fuerzas y sus puntos de aplicación, a medida que aumenta Ў. 

 

En la Tabla 4-8 se observa una lista de los momentos internos calculados respecto al 

punto de aplicación de la fuerza interna en el contacto con el apoyo, o contacto 0, así 

como de los momentos externos. Cada par de valores se escribe para cada valor de Ў 

del último rango probado. Obsérvese que el momento externo es constante, sin importar 

el valor de Ў, esto es debido a que en el programa no varía el P de los bloques sino que 

busca el valor de Ў, que genera unas fuerzas internas tales que el momento interno 

iguala al momento externo que producen las cargas externas. En la tabla mencionada 
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también se incluye la diferencia entre los dos tipos de momento, entonces se observa 

que el equilibrio se alcanza cuando el momento externo sea igual al interno; por 

consiguiente, cuando la diferencia sea nula. 

 

Tabla 4-6: Fuerzas obtenidas en los contactos para los Ў del último rango calculado. 
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Tabla 4-7: Tabla de los puntos de aplicación de las fuerzas en los contactos, para el 
último rango de Ў probado. 
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Tabla 4-8: Momentos internos y externos calculados para el último rango de Ў. 
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Tabla 4-9: Resultados de algunos valores críticos del sistema y del análisis de fallas. 

 

 

En la Tabla 4-9 se observa el resultado de Ў que equilibra las cargas P impuestas al 

sistema de viga de bloques analizado. También, algunos valores de Ў que corresponden 

a ciertos estados críticos como por ejemplo Ўͺ  y Ўͺ . Así mismo, se muestra el 

valor de ὖ , que es el valor del peso máximo de los bloques que soportaría la viga 

debido a la geometría. Este se obtiene de la Tabla 4-9, de la l²nea que dice ñ El valor del 

peso m§ximo de los bloques que soporta la viga eséò. 

 

Finalmente se muestra el análisis de falla de los elementos, en el cual se le informa al 

usuario el número de los contactos que han fallado por compresión o por cortante. 

 

Gráfico de fuerzas internas en los contactos 

 

En la Figura 4-18 y en la Figura 4-19  se observa la tendencia de comportamiento de las 

fuerzas en los contactos para los Ў pertenecientes al primer rango probado, πȟЎͺ . 

Para el caso de la deformada parabólica, Figura 4-18, se nota que en los contactos con 

los apoyos se genera la mayor fuerza, mientras que en los contactos contiguos a los 

apoyos la fuerza es mínima; esto contrasta con los resultados de fuerzas en la 

deformada sinusoidal, mostrada en la Figura 4-19, en la que la mayor fuerza se presenta 

en el contacto medio y las menores en los contactos entre la mitad y los apoyos. 
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Figura 4-18: Fuerzas internas en los contactos para deformada parabólica. 
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Figura 4-19: Fuerzas internas en los contactos para una deformada sinusoidal. 
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Curva de momentos internos y recta de momentos externos 

 

Figura 4-20: Momentos internos y externos para cada delta. Deformada parabólica. 
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Figura 4-21: Momentos internos y externos para cada delta. Deformada sinusoidal. 

 

 

Obsérvese que en las gráficas de la 
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Figura 4-20, para el caso parabólico, y la Figura 4-21, para el caso sinusoidal, siempre 

existen valores máximos para las curvas del momento interno; por otro lado, las rectas 

que representan el momento externo no dependen de ȹ e intersectan la rama izquierda 

de la curva del momento interno, justo en el punto para el Ў que cumple el equilibrio. Este 

gráfico es una forma visual de observar la Tabla 4-8. 

 

Gráfico de las condiciones deformadas de las vigas 

 

En la Figura 4-22 y la Figura 4-23 se muestran las condiciones deformadas de los vigas 

tajadas analizadas, teniendo en cuenta deformada parabólica y sinusoidal, 

respectivamente. Se observa que la deformada sinusoidal es mas suave en su forma, es 

decir, que la transición de los giros es gradual a lo largo de la viga, excepto en el centro 

en donde el giro de los bloques sufre una transición brusca de horario a antihorario. En la 

deformada parabólica la transición de los giros es suave en toda la longitud de la viga 

excepto en los contactos con los apoyos en los que el giro tiene el mayor valor, siendo 

esta una transición abrupta respecto a los apoyos cuyo giro es nulo. Obsérvese que los 

giros de los apoyos parecen estar relacionados directamente con la magnitud de los 

traslapos entre bloques, y por lo tanto, con las fuerzas internas calculadas. 

 

Las flechas máximas de la viga que se muestran en los gráficos corresponden con el Ў 

que equilibra la carga puesta sobre los bloques. Es decir, que los gráficos representan la 

condición final esperada de deformación de la viga, una vez se impongan las cargas. 
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Figura 4-22: Deformada del sistema asumiendo una forma parabólica. 
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Figura 4-23: Deformada del sistema asumiendo una forma sinusoidal. 
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4.6.2 Capacidad máxima de la viga debido al momento interno 
máximo 

Dentro de esta tesis, una falla en el sistema de viga compuesta por bloques se genera 

cuando existe alguna condición que limita la capacidad del sistema de seguir soportando 

cargas, es decir, cuando se produce alguna condición de falla, la viga no puede soportar 

cargas mayores a la que generó la condición. 

 

Teniendo en cuenta lo anterior, se establecieron en la sección 4.3.5 cinco modos 

diferentes de falla en las que se generan condiciones que limitan la capacidad portante 

de la viga y de las cuales se explicaría la quinta en esta sección. Estas son: la falla por 

compresión, que se da cuando P es tal que los esfuerzos normales internos superan la 

resistencia a la compresión del material de los bloques; y la falla por corte, que se genera 

cuando P es tal que la fuerza cortante resistente en alguno de los contactos es superada 

por las fuerzas cortantes en el contacto obtenida del diagrama de cortantes respectivo. 

 

Al analizar la geometría del problema, se identificó la falla por separación de los bloques 

que se da cuando P es tal que la deformación de la viga permite la separación completa 

de algunos bloques. La falla por pandeo, se genera cuando P es tal que la deformación 

ocasionada hace que los puntos de aplicación de las fuerzas en los contactos del apoyo 

y medio, estén a la misma distancia del eje X, por lo que no generan un par y por 

consiguiente, no producen momento que soporte el momento generado por el peso de 

los bloques. 

 

De la misma forma que en los anteriores casos resumidos brevemente, ahora se 

identifica una condición que también limita la capacidad portante de la viga, es decir que 

no puede soportar mayores cargas que cierto valor. Esta condición es independiente a 

las mencionadas antes y se explicará a continuación teniendo en cuenta los resultados 

mostrados en la Figura 4-20 para la deformada parabólica y la Figura 4-21 para la 

deformada sinusoidal: 

 

Para analizar esta condición y enfatizar su importancia es vital comprender a cabalidad la 

gráfica de la Figura 4-20 o de la Figura 4-21 y el objetivo y proceso del algoritmo 

ñBloquesò. Resumiendo el c·digo ñBloquesò, se inicia considerando un sistema de viga 

tajada con todas las características geométricas establecidas para los bloques. Además 
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también se cuenta con las propiedades mecánicas del material que los constituye y se 

tiene un valor de la fuerza vertical P que actúa sobre el centro de masa de cada bloque. 

 

Ante el anterior sistema inicial mostrado, el objetivo principal del programa ñBloquesò es 

calcular la flecha máxima, Ў, que tendrá la viga luego de aplicar las cargas P. 

 

Para cumplir el anterior objetivo, se utiliza la técnica de prueba y error, en la que, para el 

mismo sistema inicial, se prueban la mayor cantidad de valores de Ў dentro del rango de 

valores posibles. Este rango se consideró πȟЎͺ , recordando que Ўͺ  es la flecha 

máxima en la condición límite para falla por pandeo y que se calcula geométricamente. 

 

Ahora, hay que tener en cuenta que cada valor de Ў probado genera unos traslapos entre 

bloques que se pueden convertir en fuerzas internas en los contactos, como se explica 

en las secciones 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3. Para finalizar, se establece el equilibrio de 

momentos como en la sección 4.3.4, de tal forma que el Ў seleccionado como solución 

es aquel cuyas fuerzas internas satisfagan la Ecuación (4.58) de equilibrio. 

 

Ahora bien, la Ecuación (4.58) establece que el momento interno, el producido por las 

fuerzas internas que dependen de Ў, debe igualar al momento externo, el producido por 

el peso de los bloques o las fuerzas P. Según lo anterior, se observa que el momento 

externo no depende de Ў, solamente de P. 

 

Entonces, ahora analizando la gráfica de momentos internos y externos vs. Ў,  

Figura 4-20 o Figura 4-21, se nota que la curva de momentos internos es cóncava hacia 

abajo, de tal manera que tiene un máximo; el momento interno tiene un máximo. 

También se observa la recta del momento externo, recta porque no depende de Ў. 

 

Obsérvese que si se cambia el valor de P o las cargas sobre los bloques, lo único que 

varía en la gráfica es el momento externo, de tal manera que la recta correspondiente 

intersectará la curva del momento interno en otro punto, revelando así otro Ў de solución. 

De esa gráfica también se observa, que partiendo de una condición sin deformar, a 

medida que aumenta el valor de P, la flecha máxima de la viga aumenta.  
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El valor de P puede seguir aumentando y la viga lo equilibra respondiendo con un valor 

mayor de Ў, sin embargo, cuando se llega a determinado valor de ὖ ὖÜ , el 

correspondiente momento externo iguala al momento interno máximo. De esta forma, 

nótese, que si P aumentara más, el momento externo generado no podría ser soportado 

por ningún momento interno, ya que ningún Ў es capaz de generar fuerzas internas 

suficientemente grandes o el brazo del momento es muy pequeño. 

 

Es decir, obsérvese que a partir del Ў que corresponde al momento interno máximo, el 

momento interno comienza a disminuir y no puede igualar los momentos externos 

mayores, ya que las rectas que los representarían pasarían por encima de la curva de 

momento interno. Al no darse intersecciones entre la curva de momento interno y la recta 

horizontal de momento externo, se concluye que para valores de P mayores a ὖÜ , no 

es posible encontrar un Ў de solución. 

 

Como se puede notar, los anteriores argumentos explican la forma en la que esta 

condición crítica se puede considerar una falla, además del origen del nombre usado 

para identificarla: ñcapacidad m§xima de la viga debido al momento interno m§ximoò. 

4.6.3 Resultados de Bloques_Puv_Puc 

A continuaci·n se presentan los resultados del programa llamado ñBloques_Puv_Pucò 

cuyo objetivo es usar el método de prueba y error, probando varios P dentro de la 

metodolog²a del programa ñBloquesò, hasta identificar los P que generan la falla por 

compresión y por cortante del sistema analizado. Además de mostrar, gráficas de los 

esfuerzos normales y cortantes para los P probados contra los contactos. 

 

Resultados en pantalla 

Lo que se muestra en pantalla son los valores de las fuerzas en las partículas P, que 

generan la falla por compresión y por cortante. Obsérvese que se llega a la falla con un 

valor mayor en el caso sinusoidal. 

Á Parábola 
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Á Sinusoidal 

 

 

Corte en las articulaciones 

 

Seguidamente se muestra la gráfica de corte en las articulaciones. La misma información 

se presenta mediante dos gráficos, como se observa en la Figura 4-24 y en la Figura 

4-25. 

 

En el gráfico de la izquierda se observa en las ordenadas que se representa la razón 

entre el esfuerzo cortante actuante y su respectivo esfuerzo cortante resistente, mientras 

que en las abscisas se representan los contactos entre los bloques del sistema. En esta 

gráfica se observa que ninguno de los contactos presenta falla por cortante, puesto que 

los valores de la ordenada son menores a 1. 

 

En la segunda gráfica los esfuerzos cortantes resistentes se grafican al mismo tiempo 

que los actuantes. Se debe tener en cuenta que los esfuerzos cortantes resistentes 

corresponden a las gráficas con mayores valores de cortante, mientras que los esfuerzos 

cortantes actuantes se representan con las curvas más lineales con menores magnitudes 

en los esfuerzos cortantes. En esta gráfica se observa claramente la superioridad de los 

esfuerzos resistentes respecto de los actuantes. 

 

En la Figura 4-24, correspondiente a la deformada sinusoidal, se ve que los contactos 

más cercanos a la falla son los contactos 1 y 5 para seis bloques; esto se da porque 

como se nota en la Figura 4-18, en esos contactos se presenta el menor esfuerzo 

normal, por lo tanto al aplicar el criterio de falla de Mohr-Coulomb se observa que el 

esfuerzo resistente es muy pequeño. 

 

En contraste con lo anterior, con la deformada sinusoidal, Figura 4-25, los contactos más 

cercanos a la falla están en los apoyos, puesto que allí es el mayor esfuerzo cortante 

actuante. 



172 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques 

 
Figura 4-24: Corte en las articulaciones con la deformada parabólica. 
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Figura 4-25: Corte en las articulaciones con la deformada sinusoidal. 
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Plastificación en las articulaciones 

Figura 4-26: Plastificación en las articulaciones para la deformada parabólica. 
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Figura 4-27: Plastificación en los contactos para la deformada sinusoidal. 
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En las Figura 4-26 para el caso parabólico y Figura 4-27 para el caso sinusoidal, se 

muestran las gráficas de plastificación en las articulaciones, en las que se presentan los 

valores de esfuerzo normal actuante comparado con la resistencia a la compresión de los 

bloques, para cada contacto. 

 

La información de los esfuerzos cortantes también se representa de dos maneras 

mediante dos gráficos, tal y como se realizó con los esfuerzos cortantes. En el gráfico de 

la izquierda se presenta en las ordenadas, la razón de los esfuerzos normales actuantes 

y la resistencia a la compresión de la roca, mientras que en las ordenadas se muestran 

los contactos. En esta gráfica la falla se evidencia cuando se supera el valor de 1. 

 

Por su parte, en la gráfica de la derecha se muestran las curvas de esfuerzos normales 

actuantes en los contactos y la resistencia a la compresión, que al ser una constante 

quedará plasmada como una recta horizontal, que de ser superada, representaría una 

falla por compresión. 

 

Como la resistencia a la compresión es una constante del material, las gráficas 

mostradas tienen exactamente la misma forma que la Figura 4-18, para el caso 

parabólico y Figura 4-19, para el sinusoidal. 

 

Capacidad máxima de la viga y esfuerzo promedio 

 

Las gráficas de capacidad máxima de la viga, mostradas en la parte superior de la Figura 

4-28 y Figura 4-29, tratan de evidenciar el hecho de que la falla crítica, que se presenta 

primero, dentro de los modos de falla diferentes al cortante y compresión, es la falla 

debida a que se alcanza la capacidad máxima de la viga debido al momento interno 

máximo. 

 

Por lo tanto, en esta gráfica se plasma en las ordenadas la razón entre la flecha y la 

flecha que corresponde al momento máximo generado por 0 , que se observa en la 

Figura 4-20 o Figura 4-21, mientras que en las abscisas se muestran los valores de P 

probados. 
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Figura 4-28: Capacidad máxima de la viga por momento máximo y esfuerzo promedio 
contra los P probados. Deformada parabólica. 
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Figura 4-29: Capacidad máxima de la viga por momento máximo y esfuerzo promedio 
contra los P probados. Deformada sinusoidal. 

 

 

En las gráficas de capacidad máxima de la viga, debido al momento interno máximo, se 

observa que a medida que aumenta el peso de los bloques, la flecha máxima de la viga 

también va aumentando proporcionalmente hasta que se llega a un valor unitario en las 

ordenadas, que corresponde a una fuerza en los bloques igual a ὖ . 

 

Las gráficas en la parte inferior de la Figura 4-28 y Figura 4-29 establecen en las 

ordenadas el esfuerzo normal promedio entre los esfuerzos calculados para los contactos 
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de medio arco. El parámetro se normaliza dividiéndolo entre la resistencia a la 

compresión del material. En las abscisas se representan los valores de P probados. 

 

En estas gráficas se aprecia que cuanto mayor sea el P al que se someta un sistema de 

viga, se obtendrá como resultado mayores valores para el esfuerzo promedio en el 

sistema. 

 

Estas gráficas se compararán con las correspondientes de la metodología de Brady-

Brown, para establecer las relaciones del esfuerzo promedio que se puedan observar. 

 

4.6.4 Comparación contra método de la relajación de Brady-
Brown (BB) 

A  continuación se muestran los resultados obtenidos para el ejemplo analizado al aplicar 

el método de la relajación de Brady-Brown. 

 

Resultados en pantalla 

 

Son los valores críticos de las fuerzas sobre los bloques P, a partir de las cuales se entra 

en la condición de falla por compresión o por cortante. En el caso del ejemplo analizado, 

se obtiene que ninguno de los contactos falla por compresión o por cortante. 
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Corte en articulaciones (BB) 

Figura 4-30: Corte en las articulaciones usando el método de la relajación de Brady-
Brown. 
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