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Resumen y Abstract Vi

Resumen

Se analizan dos sistemas que presentan el efecto de arco: arco de cilindros y arco de
poliedros rectangulares. El objetivo es calcular las fuerzas interparticulares y otras
variables de respuesta como angulos de friccion interna, momentos, etc. Se definen

métodos programables para cada caso y se analiza la falla.

En el arco de esferas se plantean y resuelven las ecuaciones de equilibrio de cada
particula secuencialmente. De tal manera que se obtienen las resultantes entre fuerzas
normales y cortantes friccionales, denominadas empujes, los angulos de friccién y los
momentos en cada particula; luego se usa un método de prueba y error para calcular la
deformada del sistema. En general se obtiene que el sistema no tiende a ser estable
segun lo obtenido para las condiciones deformadas del sistema. Se obtienen mejoras del

comportamiento al afiadir cohesion al sistema.

Para el arco con bloques o viga tajada, la metodologia, basada en la elasticidad, calcula
el valor de flecha maxima que genera fuerzas interparticulares, producto de los traslapos
entre bloques, que equilibran el momento generado por las fuerzas externas al sistema.
Luego se aplica la metodologia de equilibrio limite determinando los modos de falla
respectivos. Se ejecuta el método de relajacion de Brady-Brown, cuyos resultados se
comparan contra la tesis para confirmar la concepciéon empirica de que cuanto mas
discontinuidades tenga un sistema, su comportamiento serd menos competente, debido
a que con el método de tesis, la respuesta del sistema es mas cercana a la falla. Se

estableceelmodo de falla denominado ACapacidad m8xi m

Palabras clave: efecto de arco, viga tajada o voussoir, atascamiento, tolva, sistemas de

bloques.
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Abstract

Two systems showing the arching effect are analyzed; cylinders arch and rectangular
polyhedron arch. The objective is to estimate interparticular forces and the other variables
of response as friction angles, moments, etc. Programmable methods are defined for
each case and failure is analyzed.

In the spheres arch, equilibrium equations of each particle are stated and solved
sequentially. In this way, resultants between normal and shear forces are obtained and
named AEMpuj eo, a | d momeéntsiincetch panticleaare galsceestimateat;
then a trial and error method is used to estimate the deformed condition of the system. In
general, it is observed that the system is not stable according to the deformed results.

After adding cohesion at the system, an improvement in the behavior is observed.

Analyzing the blocks arch or voussoir beam, the methodology, based in elasticity,
estimates the value of maximum deflection that generates the interparticular forces,
produced by overlaps between blocks, that equilibrates the moment generated by
external forces to the system. Then, limit equilibrium methodology is applied to define the
respective failure modes. The Brady-Br own 6 s rel axation met hod i s e
results are against the thesis confirming the empirical statement that suggest that the
more discontinuities has a rock massif, the less competent will be its behavior, due that
the thesis ethos reveals results closer to the failure. Also, the failure mode called

AiMaxi mum capacidgryn dmemdmt & hies iendpl ai ned and stat et

Keywords: arching effect, voussoir beam, clogging, hopper, block system.
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Introduccioén

La forma curva caracteristica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han
sido conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos; sin embargo, es
imposible establecer su fecha de invencién, tal como en el caso de la invencion de la

rueda.

Kurrer (2009) afirma que tal vez hubo varias maneras en las que las personas de la
antigiiedad pudieron haber empezado a usar los arcos, como por ejemplo, notar las
ventajas que un arco tiene sobre un dintel, o tal vez fueron colocando cufias entre dos
losas que salvaban un vano con el fin de reducir la longitud de estas, etc. Ademas las
estructuras en arco también han sido usadas como elementos decoradores, para uso en
rituales, como parte de proyectos artisticos incluso para artistas contemporaneos o el

conocido uso estructural.

El desarrollo de los arcos va ligado a la evolucion de su geometria, desde los romanos
gue se centraron en usar la forma semicircular para los arcos y que les permitié crear
imponentes estructuras de las cuales algunas de ellas permanecen en la actualidad,
hasta las construcciones de la época del Renacimiento en la que se empezaron a utilizar

diferentes formas geométricas, como es el caso de la forma de catenaria.

Ahora, observando la evolucion de las teorias de andlisis de un arco, segun las
afirmaciones del autor Kurrer (2009), el desarrollo del arco se centra en la transicién que
se dio durante la historia desde el arco como sistema portante hasta el sistema

estructural del arco elastico, un tipo de barra concava elastica fija en los apoyos.

En el contexto geotécnico, el andlisis del efecto de arco que se puede generar dentro de
un material granular es un fenémeno aplicable a varios contextos practicos como la

estabilidad del techo de tuneles y minas, la salida de un material granular de una tolva,
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etc. El efecto de arco generado dentro de una masa de algun material granular fue
investigado y documentado por primera vez a inicios de la década de 1800, cuando

ingenieros militares franceses disefiaron silos de almacenamiento.

Aproximadamente en 1910, debido a grandes proyectos de alcantarillados y drenaje en
los Estados Unidos de América, se observd un fendmeno en el que las tuberias fallaban
luego de la instalacion y el relleno. Luego se determiné que por el efecto de arco la carga
sobre las tuberias era diferente al peso del suelo que la enterraba.

En las décadas de 1920 y 1930 se reconoce la importancia del efecto de arco en la
ingenieria de suelos alrededor de tdneles, para disefio del revestimiento. El analisis del
fenébmeno por medio de las experiencias en campo, dio lugar al desarrollo de relaciones
empiricas para tener en cuenta dichas reducciones de carga debidas al efecto de arco.
Dentro de estas relaciones empiricas Terzaghi realizé importantes aportes para el disefio

de revestimiento de tuneles.

El emergente interés en las cargas que actian sobre el revestimiento de un tinel permitié
mas tratamientos teoricos y experimentales con el fin de entender el fenbmeno de arco.
Luego se desarrollé la investigacion de Terzaghi (1943) en la que se realiza el primer
tratamiento te-rico sobr e el t ema con

comp u e rquease explicara detalladamente dentro de este documento.

Las recientes investigaciones de este siglo sobre el efecto de arco han incorporado los
métodos numéricos para el andlisis del fenébmeno, como por ejemplo elementos finitos,

diferencias finitas, etc.

Dado el breve contexto histérico anterior, se puede establecer la importancia del efecto
de arco en la ingenieria denotando sus aplicaciones, como es el caso de la estabilidad de
taludes al construir pilotes entre los cuales se forma un arco que sostenga el terreno, o
en el disefio de muros de contencion, el disefio de cimentaciones en el que el suelo
descarga mayores esfuerzos en las partes mas rigidas de la estructura de cimentacion,
en el disefio del revestimiento de tuneles y finalmente en el atascamiento de tolvas
rellenadas con materiales particulados en las que el mismo atascamiento constituye un

arco que sostiene el resto de material sobre él y no permite su salida. También se aplica

base

e
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el efecto de arco en la estabilidad del techo de excavaciones mineras subterraneas o en

el andlisis del problema de flexion de estratos.

Dado que en las investigaciones realizadas sobre el efecto de arco no se ha puesto
suficiente atencién a la forma de las particulas involucradas dentro del efecto, asi como a
las fuerzas en detalle, que se producen dentro del efecto de arco a una escala inter-
particular, la investigacion que se desarrolla en este documento adquiere relevancia ya
que intenta atender estos vacios en el conocimiento y trata de centrarse en analizar las

tendencias de comportamiento de las fuerzas interparticulares dentro de los arcos.

Teniendo en cuenta las limitaciones de las investigaciones pasadas, en el desarrollo de
esta tesis de investigacion, se pretende analizar las fuerzas y acciones presentes en el
efecto de arco que se forma en sistemas de esferas o bloques que seran aplicables a
procesos geotécnicos, como por ejemplo la estabilidad del estrato de techo de minas
subterraneas o el atascamiento del flujo de un material granular a través de una tolva,

entre otras.

Segun lo anterior, se deduce que los profesionales mas interesados en el desarrollo del
tema desde el ambito académico son los ingenieros geotecnistas especializados en la
mecanica de rocas que estén interesados en algunas de las aplicaciones mencionadas
antes. Otro tipo de interesados en el efecto de arco son los fisicos que estudian el

problema de atascamiento de flujos de conjuntos de particulas o elementos.

Para lograr el objetivo propuesto en esta tesis, la metodologia por usar se basa en aplicar
métodos de equilibrio estéatico, apoyado en algunas ocasiones con conceptos basicos de
la dinamica, asi como las teorias propias de los materiales elasticos para establecer las
reacciones o fuerzas internas que se presentan en los contactos entre elementos del
sistema. Finalmente se usa la metodologia del equilibrio limite para analizar los modos

de falla del sistema, en el caso de los poliedros rectangulares o bloques.

Como toda investigacion, en el desarrollo de esta tesis se han realizado suposiciones
gue se constituyen en limitaciones para esta. Entonces, dentro de este trabajo se
presenta la limitacién de haber trabajado solo en dos dimensiones. También para permitir

los desarrollos tedricos se analizaron elementos uniformes tanto para las esferas como
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para los bloques. Otra de las limitaciones se centra en que los sistemas analizados
siempre son simétricos en cuanto a geometria y cargas aplicadas, las cuales por cierto
solo se tomaron en cuenta en direccién vertical, aunque en los programas se dejé una
variable de entrada referente a la inclinacién de las cargas a modo de invitacion para que

futuros investigadores solucionen la limitacién.

Otra de las limitaciones con las que cuenta esta investigacion es el énfasis Unico hacia el
desarrollo de modelos teodricos, sin tener la oportunidad de desarrollar modelacion y
experimentacion fisica para complementar los resultados de los modelos y programas

basados en la teoria.

Sin duda, todas las limitaciones listadas constituyen oportunidades de mejorar esta
investigacion y en general el estado del conocimiento referente al efecto de arco y sus

aplicaciones a la ingenieria en general.



1.0bj eti vos

1.1 Objetivo principal

Analizar las fuerzas y acciones presentes en el efecto de arco que se forma en sistemas
de cilindros o bloques aplicables a procesos geotécnicos, como la estabilidad del estrato
de techo de minas subterraneas o el atascamiento del flujo de un material granular a

través de una tolva.

1.2 Objetivos especificos

Para lograr el objetivo principal se deben desarrollar las siguientes actividades
principales:

Llevar a cabo el modelo tedrico adecuado para cada sistema de bloques que permita
determinar las fuerzas internas en los contactos asi como las demas acciones y

pardmetros asociados, como angulos de friccion movilizada, momentos, traslapos, etc.

Ejecutar programas de computador para sistematizar el modelo tedrico y aplicarlo a los
determinados sistemas de bloques. El algoritmo determina las fuerzas interparticulares

presentes en los contactos y las demas acciones a las que haya lugar.

Realizar varias ejecuciones con los programas para establecer patrones de
comportamiento de los resultados ante variaciones de algunos de los parametros

mecanicos o geométricos de entrada.
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Como en la tesis que se desarrolla en este documento se pretende analizar y entender el
fendbmeno de arco que se genera en materiales particulados y sistemas de bloques
contenidos por estructuras discontinuas, para contribuir a su autosostenimiento, es
indispensable, en primera medida, revisar las ideas y formulaciones que se han
desarrollado durante milenios acerca del comportamiento de los arcos como elementos
estructurales utilizados como instrumentos rituales y arquitecténicos y, a partir de alli,
observar la evoluciéon de los conceptos para su uso en geotechia como un elemento
contribuyente a la estabilidad y contencidon de terrenos, entre muchas otras aplicaciones
actuales, como lo son, la cimentacion de terraplenes en terrenos blandos, el
hinchamiento de pilotes tubulares, el disefio de tuneles y cimentaciones teniendo en

cuenta la interaccion suelo-estructura.

Sobre ese aspecto historico del desarrollo del conocimiento en este tema, vale la pena
destacar el capitulo 4 del libro de Karl-Eugen Kurrer (2009) y la tesis desarrollada por
Hsien-Jen Tien (1996), los cuales contienen una vision integral sobre el arco en
estructuras y en geotecnia, respectivamente. Sobre esos documentos es pertinente
destacar los aspectos que se mencionan en las siguientes secciones de este capitulo de

tesis.

Ademas de lo anterior, también se realiza una exposicion de los antecedentes
relacionados con los arcos desde el significado textual de la palabra y desde sus
origenes antiguos hasta sus desarrollos y aplicaciones actuales en la ingenieria y
concretamente en la geotecnia. El propdsito de este capitulo es contextualizar al lector
dentro del lenguaje usual para tratar los arcos y concienciar sobre los diferentes

desarrollos y limitaciones que ha tenido a lo largo de la historia.
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Entonces, en primera instancia se analiza el arco en estructuras, ya que es alli donde
tiene su origen. Primero, se presentan algunas hipétesis razonables sobre la légica del
pensamiento que pudieron haber tenido personas de tiempos antiguos, para llegar a
imaginarse un arco y aplicarlo en su entorno, de acuerdo con Kurrer (2009).Ademas, se
presentan algunos comentarios relacionados con el desarrollo cronolégico de la

geometria de los arcos construidos en estructuras como puentes.

La segunda parte del capitulo se centra en el tratamiento del efecto de arco aplicado a la
geotecnia, en el que una manera de comprender dicho fenédmeno producido en suelos,
es por medio del ensayo de compuerta de Terzaghi que se explica de manera adecuada.
Asi mismo se definen los conceptos de efecto de arco activo y pasivo como insumo
necesario para entender la breve recopilacion cronolégica sobre los estudios mas
relevantes sobre efecto de arco desarrollados en la historia. Finalmente se plantea el
vacio en el estado del arte que se pretende atender mediante el desarrollo de la

investigacion.

2.1 El arco en estructuras

2.1.1 Arco en la antigiedad

Segun el diccionario de la Real Academia de la Lengua en su edicién namero 23, el arco

se define como una palabra derivada del latin arcus, que en un contexto geométrico es la
porcién continua de una curva, y en un ambiente estructural se d e f i ne fabrikano A
generalmente curva que cierra un vano y descarga los empujes desviandolos

| at er a |(Rea Adadedia Espafiola, 2014); por otra parte, una estructura céncava
portante es un arco de mamposteria cuando la funcién de soporte de carga se provee
mediante materiales rigidos unidos con resistencia a la tensién despreciable (Kurrer,

2009).

La forma curva caracteristica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han
sido conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos, sin embargo es
imposible establecer su fecha de invencién, tal como en el caso de la invencién de la

rueda. Por ejemplo, Kurrer menciona que en el Museo de Prehistoria e Historia Antigua
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de Berlin, se pueden apreciar cAmaras mortuorias con mas de 5 mil afios de antigtiedad,

en las que el techo se construyd en forma de béveda encafionada.

Kurrer también menciona que pudo haber varias vertientes historico-légicas que al final
desembocaron en el arco de mamposteria. Por ejemplo, puede que durante la
construccion de una estructura antigua el techo se haya derrumbado de tal manera que
las cufias de roca pudieron haber formado un arco, como se muestra en la Figura 2-1 (a),
0 que probablemente una o varias cufias pudieron haber sido insertadas entre dos losas
autosoportantes, con el animo de reducir la longitud de dichas losas, como se muestra en
la Figura 2-1 (b), o también se pudo caer en la cuenta de motivos técnicos que obligaron
a los constructores antiguos a cambiar el dintel por el arco en la construcciéon de las

puertas, como se muestra en la Figura 2-1 (c).

Figura 2-1: Desarrollos histérico-légicos del arco.

b)

& %%%%

Tomado de (Kurrer, 2009)

2.1.2 La geometria del arco y su desarrollo

Los desarrollos de los arcos de mamposteria han ido variando en cuanto a su forma
geométrica desde los romanos, cuyas construcciones con arcos son imponentes y

permanecen en la actualidad, hasta los arcos de la Edad Media y el Renacimiento.

Los romanos ejecutaron grandes obras de ingenieria utilizando arcos con forma de
semicircunferencias o medias circunferencias, es decir, con relaciones de alto a vano de
1:2. Luego, a inicios del Renacimiento, se intent6 adoptar el modelo romano de
construccion de arcos, pero debido a las limitaciones de esta forma geométrica, siendo
una de ellas su limitada aplicacién en entornos urbanos, se comenzaron a usar nuevas
formas mas planas para los arcos. De las nuevas formas usadas tres se destacaron: la

forma eliptica, la forma de catenaria invertida y el arco tricentrado (Kurrer, 2009).
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El primer ejemplar del uso del arco con forma de catenaria invertida naci6 en la ciudad
italiana de Florencia en la construccion del puente Santa Trinidad, que cruza el rio Arno,
y en cuyo disefio tuvo parte el conocido escultor Miguel Angel. La historia del disefio del
puente es interesante desde el punto de vista de la construccion y la ingenieria, puesto

gue fue la obra pionera en este tipo de arcos.

Obsérvese que los arcos pueden tener geometrias variadas dependiendo de las
necesidades que deba satisfacer, sin que esto signifigue un impedimento para su
estabilidad.

Ahora, analizando la evolucibn de las teorias de analisis de un arco segun las
afirmaciones del autor Kurrer, el nacleo légico del proceso histérico de desarrollo del arco
es la transicion que se dio en algiin momento desde el arco como sistema portante, hasta
el sistema estructural del arco elastico, un tipo de barra concava elastica fija en los
apoyos. También menciona que en una investigacion fotoelastica realizada por Bert
Heinrich, se observa que en arcos continuos se ven grandes esfuerzos flectores,
mientras que en los arcos discontinuos de mamposteria la capacidad de carga se
concentra puramente en la propagacién de la compresion a lo largo de una linea en el

arco gque denomi n a,cdnb$emeestraerela FigumipAi2i e 0

Figura 2-2: Arco de mamposteria y linea de empuije.

Tomado de (Kurrer, 2009)

2.2 El arco en geotecnia

Teniendo en cuenta que los materiales estudiados en la geotecnia son de naturaleza
particulada en el caso de los suelos, 0 un sistema de blogques, en el de los macizos

rocosos, en la naturaleza existen varios casos en los que se pueden presentar las
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condiciones necesarias para generar arcos en estos materiales. Por lo tanto es valido
cuestionar el modo en que unas particulas o bloques en una masa de suelo o roca

generan un arco.

Al analizar como deben ser las condiciones para que una particula sometida a una fuerza
vertical no caiga, se pueden observar dos casos que explican el origen del efecto de arco
como un problema de resistencia al corte y como un problema de arco de compresién en

el que la friccién tiene una funcién secundaria.

Considérese una particula sometida a una fuerza vertical; una manera de que la particula
sea estable es comprimirla lateralmente con otras particulas, de tal manera que se
genere una fuerza normal lo suficientemente grande como para que el esfuerzo cortante

entre las particulas compense la fuerza vertical actuante.

La otra forma de estabilizar la particula es colocando dos particulas de tal manera que le
den un apoyo inclinado a la particula. Dichas fuerzas inclinadas generan componentes
verticales que compensan la fuerza vertical actuante y las componentes horizontales se

anulan.

2.2.1 Definicion del efecto de arco

En esta parte del capitulo se explica con detalle el ensayo de compuerta de Terzaghi, el
cual fue el primer investigador en realizar experimentos del tema y ademas

documentarlos desarrollando formulaciones teéricas del fenémeno.

Para mejorar el entendimiento del efecto de arco y sobre todo de la distribucion de
esfuerzos en el revestimiento de taneles, en el afio 1936 Terzaghi desarrollé
experimentos en Viena en los que midié los esfuerzos dentro de una masa de suelo
confinada en una caja con una compuerta en el fondo, que podia desplazarse segun lo
deseara el investigador; este ensayo es conocido como el experimento de compuerta de
Terzaghi. En la Figura 2-3 se observa un esquema del montaje experimental. De los
resultados obtenidos en dichas experimentaciones, en 1943 Terzaghi publica la

correspondiente teoria del efecto de arco en el quinto capitulo de su libro llamado
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Theorical Soil Mechanics, la cual fue desarrollada con base en varias suposiciones y

simplificaciones del problema.

Figura 2-3: Esquema detallado del ensayo de compuerta de Terzaghi en condiciones
iniciales.
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VISTA A-A
Basado en (Terzaghi, 1943)

En la Figura 2-3 se muestra el esquema del ensayo en el cual se tiene una caja que
contiene un material granular. En el fondo del contenedor se dispone una compuerta que
se puede hacer descender a voluntad. Si la compuerta se hace descender con respecto
al fondo de la caja, se puede decir que la columna de arena que esta sobre la compuerta
pierde soporte e intenta descender; sin embargo, el resto de la masa de suelo
permanece estacionaria y, por lo tanto, se moviliza la resistencia al corte en los planos de
falla generados entre el prisma rectangular de suelo que se desplaza y el resto de la

arena que no se desplaza; el movimiento descrito se ilustra en la Figura 2-4. Alli se
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observa el detalle del corte AA en condiciones deformadas, es decir, en la condicién en la

gue la compuerta ha descendido cierto valor.

Figura 2-4: Vista A-A de la Figura 2-3 en condicion deformada.
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La resistencia al corte que tiende a mantener la masa de suelo que se desplaza en su
posicién inicial, también reduce la presién que actla sobre la compuerta y la incrementa

en el fondo de la caja en las zonas mas cercanas a la compuerta.

Terzaghi observé que los esfuerzos medidos en la compuerta son menores que el peso
del prisma de arena sobre ella y, ademas que, el esfuerzo en las zonas del fondo de la
caja mas cercanas a la compuerta aumentaron superando el peso de la arena sobre
estas zonas. Se observa entonces que se produjo una redistribucion de los esfuerzos de
tal manera que el peso de la arena sobre la compuesta fue transmitido al fondo fijo de la

caja.

Resumiendo las anteriores observaciones, Terzaghi definié en ese momento el efecto de
arco como la transferencia de esfuerzos de una masa de material que ha perdido su
soporte, sea cual fuere, hacia otras partes del suelo que no se mueven y que estan
adyacentes a esta columna de suelo que intenta desplazarse. La redistribucién de

esfuerzos en este caso favorece la estabilidad ya que se reduce la presién en la zona
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donde se ha perdido soporte. En la Figura 2-5 se muestra la distribucion de esfuerzos en

un plano horizontal que representa el fondo de la caja.

Figura 2-5: Distribucion de esfuerzos generada por el suelo sobre el fondo de la caja.
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2.2.2 Efecto de arco activo y pasivo

Si se hace descender la compuerta del fondo de la caja, entonces la resistencia al corte
actia hacia arriba en los planos de falla y reduce la presidon que ejerce el suelo sin
soporte sobre la compuerta. Si por el contrario se hace ascender la compuerta, entonces
el prisma de suelo sobre la compuerta también intenta ascender, pero a este movimiento
se le opone la resistencia al corte ejercida por parte del resto de suelo que esta
estacionario; en este proceso la carga sobre la compuerta se ve incrementada mientras
se reduce en las zonas del fondo de la caja cercanas a la compuerta. Dichos fenébmenos
se denominan como el efecto de arco activo y pasivo, respectivamente. A continuacién

se explica el mecanismo para cada caso.

Para ilustrar el efecto de arco activo considérese la Figura 2-6 (a) en la que se observa
una estructura rectangular enterrada en un terreno mas rigido. Ante la aplicacién de una
presion Ps en el sistema, los desplazamientos en la estructura tienden a ser mayores que
en el terreno tal y como en la Figura 2-6 (b). Segun Tien (1996), si se asume que la

estructura sufre deformaciones uniformes en los planos AA y BB, entonces los esfuerzos
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en dicha estructura tienden a ser menores en sus bordes, debido a los esfuerzos

cortantes movilizados en el suelo, como se puede observar en la Figura 2-6 (c).
Figura 2-6: Estructura sometida al efecto de arco activo.
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Tomado de (Tien, 1996)

Para el caso del efecto de arco pasivo, considérese el mismo sistema mostrado en la
Figura 2-6, pero en este caso la estructura rectangular enterrada es mas rigida que el
suelo circundante. Ante la aplicacion de una carga en los planos AA y BB, se espera que

en el terreno se generen mayores desplazamientos en comparacion con la estructura, tal
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y como se muestra en la Figura 2-7 (b). Segun Tien (1996), si las deformaciones
estructurales se consideran uniformes en los planos AA y BB, entonces los esfuerzos son

mayores en sus bordes y menores en el eje central, como se ve en la Figura 2-7 (c).

Figura 2-7: Efecto de arco pasivo.
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En el caso meramente tedrico de que el suelo y la estructura tuvieran la misma rigidez,
no se formaria el efecto de arco, de tal manera que las distribuciones de esfuerzo sobre
los planos AA y BB serian uniformes.
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2.2.3 Breve historia de los estudios sobre efecto de arco

La forma caracteristica de los arcos y sus propiedades de soporte de cargas han sido
conocidas y usadas por la humanidad desde tiempos antiguos. Terzaghi en 1943 afirmé
en su libro Theorical soil mechanics, que el efecto de arco es uno de los fenémenos

universales mas encontrados en los suelos en campo y laboratorio.

Aunque el efecto de arco dentro de un medio continuo o0 una masa de suelo se ha
reconocido e investigado en el campo de la ingenieria desde hace un siglo
aproximadamente, las investigaciones relacionadas con el tema han sido esporadicas

como se podra constatar a continuacion.

El efecto de arco generado dentro de una masa de algun material granular fue
investigado y documentado por primera vez a inicios de la década de 1800, cuando
ingenieros militares franceses disefiaron silos de almacenamiento y observaron que la
carga en la base del cilindro que constituia dichos silos era menor a la que se habia
calculado en la etapa de disefio del proyecto. Por el contrario, la carga vertical en las
paredes verticales del silo era mayor a la predecida en la etapa de disefio. Luego, por la
via de la experimentacién, se concluyé que la carga que actta sobre la base del silo es
independiente de la altura del material almacenado en él y se afirm6é que se habia
formado un arco sobre la base del silo. A finales de la década de 1800 la informacién de
la experiencia ganada en el proyecto de construccion de dichas estructuras se uso para

crear una guia de disefio para este tipo de almacenamientos.

Aproximadamente en 1910, debido a grandes proyectos de alcantarillados y drenaje en
los Estados Unidos, se observéd un fendmeno en el que las tuberias fallaban luego de la
instalacion y el relleno. Por medio de una extensiva investigaciéon se encontré que las
cargas sobre los conductos pueden variar desde una fraccién de la carga del suelo
suprayacente a la tuberia, hasta un valor mayor a la carga de dicho suelo. El fenémeno
se atribuy6 al efecto de arco activo y pasivo, respectivamente, como se muestra en la
Figura 2-8 y en la Figura 2-9. Estos fendmenos se han explicado antes en la seccion
2.2.2.
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Figura 2-8: Efecto de arco sobre conductos enterrados.
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Figura 2-9: Distribucion de esfuerzos en un plano a nivel de la parte superior de una
tuberia, cuando el relleno es menos rigido que la tuberia.

Tomado de (Tien, 1996)

En las décadas de 1920 y 1930 se reconoci6é la importancia del efecto de arco en la
ingenieria de suelos alrededor de tlneles, ya que las cargas verticales soportadas por el
revestimiento del tunel eran mucho menores que la carga debida al peso del suelo sobre
las obras debido a la redistribucién de esfuerzos en sentido radial al tunel. El analisis del
fenébmeno por medio de las experiencias en campo dio lugar al desarrollo de relaciones
empiricas, para tener en cuenta dichas reducciones de carga debidas al efecto de arco.
Dentro de estas relaciones empiricas se encuentran, por ejemplo, los valores de disefio
gue sugirid Terzaghi para las cargas que soporta el revestimiento de un tinel en varias

condiciones de carga. El emergente interés en las cargas que actian sobre el
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revestimiento de un tanel permitié6 mas tratamientos teéricos y experimentales con el fin
de entender el fenbmeno de arco. Luego se desarroll6 la investigacion de Terzaghi que

se explico en la seccion 2.2.1 de este documento.

En 1983 aparece la obra Silos de Revanet (1983) cuyo primer capitulo expone algunos

conocimientos empiricos relacionados con el flujo de medios granulares por tolvas.

Comenzando la década de 1970, y con la aparicion de los computadores, se inicia el uso
de los métodos numéricos como un apoyo para solucionar las ecuaciones diferenciales
gue describen los fendbmenos mecéanicos. Dentro del conjunto de investigaciones que
surgieron se pueden mencionar, a modo de ilustracién sin la idea de ahondar en los
detalles de cada modelacion, las siguientes: la modelacion en diferencias finitas de
Getzler (1970), en la que se analizaron las presiones de arco en el modelo de suelo
elastico lineal, la modelacion en elementos finitos elastico lineal por parte de Rude (1982)
para predecir el comportamiento de una alcantarilla, y la modelacion de Sakaguchi y
Osaki (1993) con el método de elementos discretos, con el que realizaron simulaciones
en la formacién del efecto de arco cuando se hinca un pilote tubular, considerando el

efecto de la friccion entre particulas.

2.2.4 Aplicaciones en geotecnia

La estructura propuesta para esta seccion del capitulo consistira en explorar las
investigaciones realizadas en las aplicaciones del efecto de arco en la ingenieria,
realizando comentarios relacionados con el trabajo de tesis propuesto. Los temas por
tratar serdn: Ensayo de compuerta, Estabilizacién de taludes con pilotes, Muros de
contencién, Terraplenes con pilas, Estabilizacion del suelo, Tuneles y entrabamientos en

silos. Dicha exploracién es imprescindible, aunque monétona, de realizar y de leer.

A Ensayo de compuerta

Segun Tien (1996) muchos investigadores han realizado el ensayo de la compuerta
siguiendo el método del libro de Terzaghi (1943), como por ejemplo Harris (1974) y
Evans (1984), los cuales analizaron el ensayo con compuertas multiples para analizar el
avance de un tunel o Iglesia et al., quienes en 1990 usaron la centrifuga para modelar el

ensayo a escala.
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En la actualidad se continta reproduciendo el ensayo de compuerta con diferentes
modificaciones al ensayo original para buscar alcanzar diferentes objetivos, como es el
caso del uso de compuertas circulares concéntricas analizando arenas. En este estudio
Sadrekarimi y Abbasnejad (2010) encontraron que el diametro de la compuerta y la
densidad relativa de la arena son parametros significativos en la formacion del

mecanismo de arco.

En el afio 2011, Bastien Chevalier y Otani reprodujeron el ensayo de compuerta, pero
esta vez consideraron las tres dimensiones y una compuerta rectangular, compararon
modelos experimentales con modelaciones numéricas a través del método de elementos

discretos y encontraron concordancia entre los resultados de los modelos desarrollados.

Luego, B. Chevalier, Combe y Villard (2012) realizaron el experimento con varios
materiales en condicién plana de deformaciones. Compararon soluciones analiticas por
medio de modelaciones de elementos discretos y valores experimentales, confirmaron la
relevancia del estudio de Terzaghi y mostraron que la resistencia al corte es el pardmetro

clave en la transferencia de esfuerzos del efecto de arco.

Pardo y S&ez (2014) realizaron un estudio numérico y experimental para analizar el
efecto de arco en arena gruesa, asi como para evaluar y deducir la capacidad que
poseen dos modelos constitutivos elastoplasticos (modelos de Mohr-Coulomb y Hejeux)

de reproducir el fenémeno.

A Estabilizacion de taludes con pilotes

Se destacan algunos de los estudios desarrollados, como por ejemplo, en el afio 2002,
Chen y Martin usaron el método de elementos finitos para discutir el mecanismo de
movilizacién de resistencia de grupos de pilas pasivas expuestas a movimientos laterales
del suelo, desde el punto de vista del efecto de arco. Se observd que la formacion y
forma de la zona de arco depende de parametros como la forma del arreglo de pilas, etc.
Se observo que en condiciones no drenadas, sin dilatancia, se genera un doble efecto de

arco, uno en frente de las pilas y el conocido efecto de arco entre pilas consecutivas.
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Bo y Yong-chao (2014) estudiaron el mecanismo del arco friccional, la capacidad final del
arco y la zona de arco del suelo con diferentes secciones de pilotes de estabilizacion de
taludes. Se observa que las pilas rectangulares son mas efectivas en la retencion de

tierras.

Mas tarde (2015), Guo y Li realizaron un andlisis de la ley de distribucion de presiones
sobre las pilas de estabilizacion; ademas se analizdé el mecanismo de transferencia de
esfuerzos cuando hay dos filas de pilas por medio del efecto de arco. Basado en lo
anterior se desarrollé un estudio sobre el efecto del creep en el arco del suelo.

A Muros de contencién

Se presentaron varios trabajos en los que se aplico el efecto de arco en el célculo de las
presiones de tierras activas contra muros de contencion, como es el caso de Paik y
Salgado (2003), quienes mostraron una formulacién nueva para calcular la presion de
tierras activa contra muros de contencion rigidos que se desplazan lateralmente. Dichas
formulaciones predijeron satisfactoriamente la distribucién de presiones y la fuerza lateral

activa sobre el muro de retencion.

Li y Wang (2014), basados en el analisis de equilibrio limite, propusieron una
metodologia para calcular la presion de tierras activa contra muros de retencién rigidos
gue se desplazan horizontalmente. En el método se tiene en cuenta la trayectoria del
esfuerzo principal menor, causada por el efecto de arco en la masa de suelo tras el muro.
El eje en forma de arco de la trayectoria del esfuerzo principal menor se aproxima a un
eje lineal de manera horizontal. Se observé una limitacion en la anterior investigacion

debido a que se realizaron simplificaciones en cuanto a la forma verdadera del arco.

D. Li, Wang y Zhang (2014) también presentaron una solucién de tajadas diferenciales
modificada, al tener en cuenta el efecto de arco para calcular la distribuciéon de presién de
tierras activa en muros de contencion que rotan alrededor de su base. Para conocer la
influencia de los diferentes factores que intervienen en la determinacion de la presion de
tierras se tiene en cuenta el efecto de arco, la forma de desplazamiento del muro y el

circulo de Mohr, obteniendo resultados concordantes con resultados de laboratorio.
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Obsérvese que el efecto de arco no necesariamente se refiere a un arco fisico facilmente

observable: A Aunque el t ® mino arco ha sido aceptado

concepto de efecto de arco no esta relacionado con la formacién de un arco fisico, sino
mas bien a una distribucion de presiones en la que componentes mas rigidos del sistema
atraen m§@®.Lcehal., Rc14).0

A Terraplenes y pilas para estabilizacion del suelo

Este es uno de los temas en los que mas ampliamente se han realizado investigaciones,
en las cuales se busca hacer més eficiente el sistema de cimentacion con pilotes para
mejorar el suelo o para emplazar alguna clase de terraplén. En este caso el efecto de
arco se da entre las puntas de los pilotes, lo que genera mayor soporte al terraplén o al

suelo mejorado.

También se han realizado estudios usando el método de los elementos finitos con
respecto a este tema, como por ejemplo el de Zhuang (2009) en el que se estudi6 el
mecanismo de efecto de arco en terraplenes con pilotes, obteniéndose que la altura del
terraplén asi como la distancia entre centros de pilas son parAmetros clave en el proceso
y se mejora el entendimiento general de la variacién del comportamiento con la altura del

terraplén.

En 2009 se realiz6 otro estudio como una aproximacién experimental en la que se
investigaron los terraplenes reforzados con pilas: analizaron los resultados de ensayos
centrifugos comparandolos con los modelos predictivos existentes. También se
estudiaron los asentamientos del terraplén y se propuso el uso en el disefio de curvas de
reaccion del terreno para caracterizar el efecto de arco en el terraplén (Ellis & Aslam,
2009).

Luego, Indraratna, Basack y Rujikiatkamjorn (2013) presentaron una modelacion
numérica para analizar la respuesta de suelo blando reforzado con columnas de roca
ante la carga de un terraplén, adoptando el modelo de deformacion libre (sin la hip6tesis
de igual deformacién) y considerando los efectos de arco y bloqueo o atascamiento
(clogging). El modelo resultante permite obtener la presion de poros, el asentamiento que
se dara en el tiempo, el mecanismo de transferencia de carga y la extension del area

mejorada con la técnica.

e
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Para continuar con modelaciones con el método de los elementos discretos que se
aplicara en la tesis en desarrollo, se han realizado también investigaciones sin analizar a
fondo pardmetros micromecanicos. Tal es el caso de Lai, Zheng, Zhang, Zhang y Cui
(2014) que realizaron simulaciones con el cédigo de flujo de particulas PFC 2D para
estudiar la evolucion del efecto de arco en el suelo con el incremento de la sobrecarga en
un terraplén con pilotes, y concluyeron que las geomallas impiden que el efecto de arco
generado en el relleno pierda su eficacia.

En el anterior estudio no se analiz6 especificamente la influencia de la friccion movilizada

en los contactos entre elementos en la formacién del efecto de arco.

(Drusa, Kais & Bulko, 2014) presentaron una aproximacién numérica con el método de
elementos finitos enfocandose en el estudio de la influencia de la geometria en el
desarrollo y la formacion del efecto de arco en las capas de refuerzo en la base,

especialmente en la distribucién de las fuerzas internas en las geomallas de refuerzo.

Lu y Miao presentaron un método simplificado para evaluar cuantitativamente el efecto
de arco, sin limitar la altura del arco a un valor constante, asi como también evaluar la
tension en el geosintético de refuerzo, lo que hace es correlacionar el estado de
esfuerzos y deformaciones en el eje longitudinal del arco (eje neutro del arco) con el
esfuerzo cortante movilizado y se correlaciona con los desplazamientos diferenciales
entre la pila y el subsuelo (Lu & Miao, 2015). En este estudio se toman arcos de altura

arbitraria aun sin definir.

A Tuneles

Las investigaciones desarrolladas en el campo del disefio de tuneles aplicando la teoria
del efecto de arco han sido desarrolladas con situaciones ajustables en campo, tal como
se muestra en el estudio de Ting, Shukla y Sivakugan (2011) o en tuneles verticales

como en el de Cho, Lim, Jeong y Kim (2015).

En el estudio de Ting, Shukla y Sivakugan se provee una expresion analitica para el
esfuerzo vertical en cualquier profundidad del relleno de perforaciones inclinadas de

extraccion de mineral, incorporando el efecto de arco dentro de este y obteniendo buena
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correspondencia con otras expresiones de la literatura. También se observa que la
geometria de la perforacién de extraccion, las propiedades del relleno y la inclinacion de

dicha perforacion son factores criticos en la expresion matematica que determinaron.

(Cho et al., 2015) analizaron la magnitud y distribucién de la presion de tierras en pozos
circulares verticales considerando el efecto de arco. Usaron experimentos centrifugos y
andlisis de elementos finitos para concluir que al tener en cuenta el efecto de arco, la
presion lateral de tierras calculada es el 80 % de la calculada con la teoria convencional
de Rankine y que el efecto de arco es mas significativo en pozos flexibles que en rigidos.

A Atascamientos en la descarga de tolvas
Gran parte de las investigaciones relacionadas con los arcos formados por particulas
aproximadamente uniformes, se presentan en el fenbmeno de atascamiento de tolvas
gue contienen algun tipo de material granular, debido a que los arcos estan en cualquier
tipo de material granular, como por ejemplo en coloides, suspensiones o grandes
conjuntos de seres vivos, tal como explica Hidalgo et al. (2013). También define un arco
como un sistema de elementos que estdn mutuamente estabilizados por la accién de

algun campo de fuerza, como es el caso del gravitacional (Hidalgo et al., 2013).

Dentro de las investigaciones relacionadas con los arcos en materiales granulares, se
encuentran las que se centran en el analisis de los arcos que atascan tolvas o
contenedores similares, tales como el atascamiento en una puerta cuando una multitud
intenta atravesarla, como en las investigaciones de Helbing et al. (2005) y Parisi y Dorso
(2005). Sin embargo se han desarrollado varias investigaciones sobre los arcos formados
en las salidas de silos, como por ejemplo las de Garcimartin y Zuriguel (2009; 2011;
2003) y otras en las que se han analizado caracteristicas de los arcos como la geometria

basica, la cantidad de esferas en el arco y la probabilidad de atascamiento de la tolva.

No obstante, no se ha abordado tan ampliamente el tema de analisis de fuerzas dentro
de estos arcos o se han desarrollado otras aproximaciones, como por ejemplo, los
estudios de Hidalgo et al. (2013), en los que se estudian y registran las fuerzas normales
y cortantes promedio en el arco, obtenidas de un modelo de elementos discretos. En
estos estudios se analizan las fuerzas promedio generadas en el arco, sin embargo, es

deseable entender la transmision de fuerzas en el arco y observar la influencia que tienen
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las caracteristicas mecdnicas de las particulas en la estabilidad de este, es decir, analizar

cada una de las fuerzas interparticulares generadas en los contactos de las particulas.

2.3 Proposito de la tesis

Aunque el ensayo de compuerta de Terzaghi mostrado en la Figura 2.3 se ha
reproducido muchas veces maodificando el ensayo original para diferentes propésitos, la
distribucién de esfuerzos en la compuerta y la verdadera forma de las superficies de
deslizamiento a través de las cuales se genera el esfuerzo cortante que hace posible el
efecto de arco, permanecen con alto grado de incertidumbre. Segun Tien en 1996, en
general los avances obtenidos en la teoria del efecto de arco con los proyectos de
investigacion que se han realizado a lo largo de la historia no han sido tan significativos
comparados con la aproximacién inicial de Terzaghi al problema. Ademas, Tien también
establece que no se conoce cual es la influencia de las caracteristicas de las particulas
individuales sobre la formacion del efecto de arco y la redistribucion de esfuerzos que
conlleva. Entre dichas caracteristicas de las particulas se encuentran la forma y el

tamanfo.

Al observar las investigaciones realizadas del efecto de arco, se concluye que se han
hecho varias aplicaciones del efecto de arco para los trabajos propios de la geotecnia, sin
embargo no se han llevado a cabo andlisis de las particulas individuales que estan
involucradas en el proceso con el fin de afinar las metodologias y aplicaciones existentes.
Por lo tanto, en el desarrollo de esta tesis se analizara la interaccion en cuanto a fuerzas
internas entre las particulas individuales involucradas en arcos usando dos casos
asumiendo que las fuerzas deben permanecer en equilibrio para permitir la formacion de
un arco: el primero caso analizado se centra en la interaccién de particulas esféricas que
se entraban en una tolva y el segundo, en el andlisis de interaccién de los blogues de

una viga tajada y la correspondiente generacion del arco de compresion.

Ambos casos mejorarian el entendimiento de la interaccion de las particulas individuales
dentro de arcos, ademas de que los métodos de célculo pueden ser aplicados para
mejorar metodologias existentes, como por ejemplo el caso del modelo de bloques vy el
modelo por desarrollar se comparara contra la metodologia existente de la viga voussoir
(Brady & Brown, 1993).
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3.1 Metodologia general

En el contexto del andlisis de contencion de sistemas de bloques mediante arreglos de
elementos se comienza a trabajar sobre un sistema de bloques cilindricos que se
encuentran confinados en una tolva y que conforman un arco circular, como el de la

Figura 3-1.

Se inicia el andlisis del problema al deducir las propiedades geométricas que tiene un
arreglo bidimensional de bloques cilindricos, sélidos e indeformables, cuyos centros
estdn en un arco circular. El objeto es identificar los parametros y las expresiones

matematicas minimas y suficientes para describir completamente cualquier arco circular.

Luego, se calculan las fuerzas internas que estan en los contactos entre cilindros; para
eso se establecen y resuelven las ecuaciones de equilibrio secuencialmente para cada
una de las particulas. Ademés de las fuerzas internas, también se obtienen el &ngulo de

friccion interna movilizado en cada contacto y el momento en cada particula.

Después de construir un programa que sistematice el proceso, se aplica para diferentes
casos variando algunos datos de entrada. Con los resultados se describen las tendencias

y comportamientos del modelo propuesto.

Finalmente se analiza la estabilidad, observando el comportamiento de los angulos
movilizados de friccion. También se deducen valores de cohesién movilizada en los

contactos con base en los resultados de &ngulo de friccion y fuerzas internas.

|l dad de un arco
cul as ci |l 2ndri cas
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3.2 Geometria del arco

Para poder entender la transmision de fuerzas en un arco, es fundamental iniciar
realizando un estudio de su geometria, pues las propiedades encontradas en esta
seccion seran de utilidad para plantear el equilibrio y calcular las fuerzas internas.

A continuacion se trata el andlisis geométrico del problema. En este caso se describe
primero el sistema que sera analizado y luego se estableceran las variables y ecuaciones
gue describen el problema.

3.2.1 Descripcién del sistema y definicion del problema

Figura 3-1: Ejemplo simple de sistema de arco, angulo de incidencia -8

|
n/z-e‘f‘n/z—e

1
1
]
® | ®
|
[}
1
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En la Figura 3-1 se tiene una tolva cuyas paredes forman un angulo —con la horizontal.
La tolva contiene un arco con un nimero ¢ de particulas redondas de radio i ; el arco es
de forma circular, tiene un radio Y e interseca la tolva en los puntos @y . Trazando una
linea tangente al arco en el punto &y se forma el angulo  con respecto a la tolva. La

primera particula del arco esta en contacto con la tolva en el punto @

Teniendo en cuenta lo anterior, el problema por solucionar es establecer la geometria del
arco para que los centros de las particulas estén en un arco circular, de tal manera que
las particulas extremas estén al mismo nivel y en contacto con las paredes de la tolva.
Una estrategia para lograr lo expuesto es buscar una expresion que relacione el nimero

de particulas en el arco, ¢, con los deméas parametros geométricos, es decir, —hi , 'Yy
3.2.2 Analisis geomeétrico

Para solucionar el problema, inicialmente se estudia el sistema y los angulos que se
generan para deducir algunas propiedades basicas del sistema, que son Utiles para la

etapa de programacion.

En el triAngulo aOC de la Figura 3-1, elanguloens u v ®r t i ce i aOyersl

vértice O es - —Por lo tanto, se establece el angulo en el vértice C.
0 — (3.2)

Con los angulos ya definidos y sabiendo que el segmento de linea @ Ocorresponde a uno
de los radios del arco, se determina la distancia H entre el centro del arco y el vértice de

la tolva, asi como la magnitud del segmento 0 &

yal O (3.2)
AT-O

0w YOET OAJAT O (3.3)

O

i gual



30 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques

A El contacto del arco con la tolva. Angulof y longitud & Q

Ahora se analizara el triAngulo abe o el triangulo aeC, para calcular el angulof , que es el
angulo formado por los segmentos de linea ¢ ¢y & Qy la magnitud del segmento de linea
®'QPara determinar las dos variables en cuestion se realizard un sistema de dos

ecuaciones y con dos incégnitas:
0QAIEAQ6 @HQ O OBT (34)
0Q@iEOQe @06 © G CYAT & (3.5)

Para solucionar el sistema de ecuaciones, se usa el método de la sustitucion,
reemplazando la Ecuacién (3.4) en la (3.5). De la expresion cuadrética que resulta para
la variable & 'Qse realizan las correspondientes simplificaciones y despejes obteniendo

una expresion para la longitud del segmento de linea ®'Q

— b . -
GQ VY JAT O OETOET OE]| (3.6)

De las dos soluciones planteadas por la Ecuacion (3.6), la que tiene sentido fisico en el
problema es la que resta. Ahora, reemplazando la Ecuacion (3.6) en la Ecuacién (3.4), se

encuentra el valor del angulof .

cAT O

OEIl (3.7)

p2
(@}
(@)
mh
—
(@)
M

] i
Y Y
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N

<
<l

A Variacién de inclinacién de las lineas que unen centros de particulas consecutivas.

Habiendo calculadot , se definira el valor del &ngulo en el que varia la inclinacién de las
lineas que unen los centros de particulas consecutivas, denominado [ . Este valor es
importante ya que se usara mas adelante para establecer la relacion entre el nimero de

cilindros en el arco y las demas variables geométricas.
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Se comienza calculando el valor de | de la Figura 3-1. Para eso, obsérvese el triangulo
rectdngulo CLM de la Figura 3-1, en el que un radio de la particula es el cateto adyacente
al 4ngulo analizado, mientras que su hipotenusa es uno de los radios del arco. Por lo

tanto, se establece| como se muestra a continuacion:

I AT © (3.9)

I
Y
También se observa en la Figura 3-1 que la linea que une los centros de dos particulas
consecutivas tiene una variacion constante a medida que se avanza de izquierda a

derecha en el arco. Este angulo de giro o de variacién de la inclinacién se llamara| y su

valor se define como:

r " dq (3.9)
Sin embargo, nétese que la variacién de inclinacion de la linea @ ‘Qque une el centro de la

particula 1 y su contacto con la tolva, con respecto a la linea que une los centros de las

particulas 1y 2 no equivale a[ sino a un valor diferente que se denominararf
Entonces para determinar el angulo [, entre los segmentos de linea Q"Q 'Q "@e la

Figura 3-1, se aprovecha el valor obtenido anteriormente de{ . N6tese que los dngulos

T MO'QW ¢ 'Q8on como se muestra a continuacion:
EANONAT N Q " wQo - f

G G (3.10)
Entonces teniendo en cuenta la Ecuacion (3.10) se puede determinar el angulo T

r “ OQR B |
[ q | (3.11)
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A Inclinaciones de las lineas entre centros de esferas consecutivas

El centro de la particula inicial y su contacto con la tolva forman una linea que se inclina

un angulo denominado, , cuyo valor es - —-como se muestra en la Figura 3-1.

A continuacion se observa que la linea que une los centros de la primera y segunda
particula gira respecto a la linea mencionada anteriormente un angulo de[ , y su valor

se obtiene con la Ecuacion (3.11).

Entonces, la inclinacion con respecto a la horizontal de la linea que une los centros del

primer par de particulas, , , esta dada por:
, - (3.12)

Ahora, se obtiene la inclinacién de la linea que une los centros de las particulas 2y 3, , ,
mediante el andlisis de la Figura 3-1, a partir de la cual se puede concluir que , :

[y en general se tendria la Ecuacion:

A Determinando la ecuacién del nimero de particulas

Teniendo en cuenta los anteriores desarrollos se procede a determinar una expresion del
namero de particulas en el arco, n, en funcién de los parametros geométricos restantes
gue son el angulo caracteristico de la tolva, el &ngulo entre la pared de la tolva y la linea

tangente al arco en su punto de interseccioén, y los radios de las particulas y del arco.

Como el arco es simétrico, se requiere que el angulo de la linea entre el centro de la
Gltima particula con su punto de contacto con la tolva esté inclinada con la horizontal un
angulo de igual magnitud a , , pero con signo contrario; es decir, que debe satisfacerse

la igualdad , , ,0sea:

: — (3.14)
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Por otro lado, una manera distinta de determinar el angulo , , €s por medio de los
cambios de inclinacién que existen entre las lineas que unen los centros de particulas

consecutivas, como se muestra a continuacion:

. € ¢l T

: - — q € qf (3.15)

Igualando las ecuaciones (3.14) y (3.15), podemos despejar el valor de ¢:

5 CT al C (3.16)

Ahora reemplazando los valores de [ y [ , en las ecuaciones (3.9) y (3.11),

respectivamente, ademas del valor de| de la Ecuacioén (3.8), se obtiene el valor de ¢ asi:

e
o — Ai oL
¢ v @ (3.17)

2

Y

Se puede decir que la Ecuacion (3.17) es la expresibn matematica que define la
geometria del problema puesto que de esta ecuacion puede despejarse cualquiera de las
demas variables geométricas del arco y se obtendria su respectiva relacion con el resto
de variables. Esas ecuaciones se obtienen a continuacion ya que seran necesarias en la

programacion.

En la Ecuacién (3.17) se observa el valor det , que si bien puede reemplazarse con la
Ecuacion (3.7), no se hara por motivos de presentacion porque la ecuacion resultante
seria muy grande. Sin embargo,T no depende de —-por lo tanto, esta variable puede ser
despejada de la Ecuacion (3.17) para encontrar una expresion de —en funcion de &, h
y Y, para obtener:

o " o o] e e e
g Al OV nowitw pledib (3.18)
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Ahora se buscaran relaciones para el radio de la particula, el radio del arco y el angulo
en funciébn de los demas parametros. En este caso no es posible despejar las
expresiones de manera explicita debido a que la ecuacion det  "QifiYh no lo permite.
Por lo tanto se realizaran los despejes parciales de las variables de interés y se

solucionaran las ecuaciones mediante el método numeérico de aproximaciones sucesivas.

Para el angulo , se reescribe la Ecuacion (3.18) asi:
(on “ L |
— — ¢ - Al O Al O N WIEWD & 3.19
c c v v N (3.19)
Las expresidones para los radios de las particulas y del arco se obtienen de la Ecuacion
(3.18):

q ¢ 0¢ (3.20)

Del proceso realizado hasta este momento, se concluye que para definir de manera
completa la geometria del arco circular son necesarios cuatro de los cinco parametros
siguientes, ya que el parametro faltante puede ser obtenido de los otros cuatro usando
alguna de las ecuaciones (3.17), (3.18), (3.19) o (3.20), dependiendo del caso.

A El angulo que caracteriza la posicion de la tolva, — que es el angulo agudo entre la
pared de la tolva y la horizontal.

A El angulo de incidencia del arco respecto a la tolva, , que es el angulo inferior
formado entre la pared de la tolva y una linea tangente al arco en su punto de
interseccion con la tolva.

A El numero de particulas que conforman el arco, €.

A El radio del arco, ‘Y.

A Elradio de las particulas, i .
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3.2.3 Consideraciones para angulos obtusos de ¢

En la Figura 3-2 se tiene una tolva que contiene un arco cuyo valor de “¥¢. El centro

del arco se ubica debajo del vértice de la tolva. Las particulas extremas estan en

contacto con | a tolva en | os punt os lodbpunjos b 6 .

a vy Bagodas condiciones anteriores, el &ngulo[  se debe calcular con una expresion
diferente a la Ecuacion (3.11). Dado que las ecuaciones de los pardmetros geométricos

dependen de[ , se tiene que sus ecuaciones también varian.
En esta seccién se analiza un arco en el que el valor de  es obtuso, mostrado en la
Figura 3-2, y se obtienen expresiones aplicables cuando “¥¢. Es decir que se busca

extender el rango de aplicabilidad de las ecuaciones que definen la geometria del arco.

Figura 3-2: Geometria de un arco con “Ic.

C (centro del arco)

El
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Para calcular los valores de | y el segmento de linea & Qse emplean las ecuaciones

(3.6) y (3.7), debido a que son vélidas para todo el dominio de la variable

A Ecuacion para]  general.

Entonces teniendo en cuenta un angulo “¥¢, el valor del giro[ , que es el que se
restaria de, para obtener, ,esf “ Qb ,donde el angulo” & Q és:
0Qo1 < < I O TQHQ6d “ (3.21)

Por lo tanto, | se calcula asi:

r ¢ | (3.22)

La Ecuacion (3.22) es vélida para cuando “¥¢. Escribiendo una ecuacion general

paral ,teniendo en cuenta la Ecuacion (3.11), se obtiene lo siguiente:

D,
¢
|

(3.23)

Q
=2
¢
_<
N

YA
¢
all

A Relacion entre variables geométricas, para -

A partir de la Ecuacién (3.16) que es aplicable a cualquier caso, reemplazamos los

valoresde[ ,[ Y|,y se obtiene asi la expresion para calcular €:

. i
[ Oy (3.24)

p2

q — =
& ; C

EAIO

<~

De la Ecuacion (3.24) se logra la expresion para —aplicable cuando -

X " . o 2 |
— ¢ pg & pATOY (3.25)

Partiendo de la anterior ecuacion se despeja el valor de - :
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(3.26)

) |

| I
= Al
Y

m-
©

Teniendo en cuenta en lo anterior, en la programacion se tuvo en cuanta si el angulo

es agudo o grave para aplicar las ecuaciones correspondientes.

La Ecuacion (3.19) se continla usando para calcular que el valor  resulte mayor o
menor que 90 °. Sin embargo, siempre se debe tomar el valor absoluto de la expresion

como el valor por usar.

3.3 Analisis de equilibrio del arco

3.3.1 Metodologia del analisis de equilibrio

Luego de definir la geometria del problema se procede con el analisis de equilibrio del
arco para determinar las fuerzas que actian en los contactos entre elementos y demas

incognitas del sistema.

Con el propésito de entender el mecanismo de falla, para poder establecer la orientacién
de las fuerzas que actian en el sistema, se estudia la cineméatica de los elementos del
arco. Con base en lo anterior, se identifican claramente las fuerzas que afectan el
sistema, incluyendo sus direcciones y sentidos; en este proceso también se reconocen

las incégnitas del problema.

Para calcular el valor de las incognitas, se plantean y solucionan las ecuaciones de
equilibrio de cada particula de manera secuencial y ordenada. Para iniciar el proceso se
analiza el arco como un conjunto rigido o viga sostenida por la tolva y se hace el
equilibrio global de fuerzas para encontrar las reacciones, que son las componentes

verticales de los empujes en los extremos del arco, O y O

A continuacion se desarrollan los pasos brevemente expuestos en los pérrafos

anteriores:
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3.3.2 Cinemética del problema

Figura 3-3: Cinematica de movimiento para un arco de 7 particulas.

direccion de movimiento

sentido de giro

Posicién inicial

Posicién final

Para poder determinar la posible direccion de las reacciones en el arco es indispensable
imaginar la cinética o la posible I6gica del movimiento de sus elementos, desde sus
posiciones iniciales hasta la falla, es decir, cuando las esferas se vuelvan inestables. En
la Figura 3-3 se muestra una cinematica propuesta en la que las particulas giran de
forma antihoraria y horaria de forma intercalada, y que las mitades del arco se separan
paulatinamente hasta que la particula media cae, generando la falla del arco; a

continuacion se explica este mecanismo detalladamente.

Teniendo en cuenta que por si solas las particulas no pueden fallar al moverse en
sentido vertical, ya que fisicamente no pueden pasar a través de las particulas vecinas,
se establece como un mecanismo de falla, que la particula 1 gire en direccién antihoraria,
de tal manera que su contacto con la particula vecina ascienda. Debido a su inercia, la
particula 2 trata de mantener su posicién y gira en sentido horario, pero un menor angulo
comparado con la particula 1, de tal forma que su centro de masa asciende de todas
formas; luego la tercera particula gira antihorariamente pero un angulo menor a la dos
anteriores, por lo que en general la particula sube sobre la particula 2; se continda
sucesivamente hasta que se llega a la particula media que no gira. Segun lo anterior, se

observa que las particulas tienden a ascender.
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En cuanto a la mitad derecha del arco, todas esas particulas giran de forma simétrica
respecto a las particulas del lado izquierdo, de tal manera que al final ambas mitades del
arco se separan generando espacio a la particula central para que pierda sustento,
haciendo que el arco falle. En caso de que n sea par, los giros de las particulas

permitirian que las dos particulas centrales fallen.

A Consideraciones respecto a las particulas centrales

Como se observa en la Figura 3-4, si un arco tiene un numero impar de particulas
entonces habra solamente una particula central, pero cuando el arco tiene un nimero par

de particulas, entonces habra dos particulas centrales simétricas.

Figura 3-4: Particulas centrales en arcos pares e impares.

En este contacto no se moifiliza friccion
( ﬁ j j ) O()F
@ )N

a) Arco Impar b) Arco par
Cuando se trata con un arco par entonces las dos particulas centrales tienden a fallar,
pero se asume que en el contacto entre ellas no se genera fuerza cortante, por lo que no
se moviliza nada del &ngulo de friccién interna. Ademés de lo anterior, se asume que en
ninguna de estas particulas se genera momento. Las suposiciones anteriores son

importantes para el desarrollo del problema pues permiten la falla del arco.

3.3.3 Variables del problema

Para identificar las fuerzas y demas incégnitas que afectan el problema, se estudia el
diagrama de cuerpo libre de una particula general j del arco, como se muestra en la

Figura 3-5.
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Figura 3-5: Diagrama de cuerpo libre de una particula general j.

Cl

=§.Hed—m

§int

j-1

i

C

En la Figura 3-5 se muestra una particula general j del arco que esta confinada entre las
particulas j-1 y j+1, con las cuales hace contacto en los puntos j y j+1, respectivamente.
Los centros de las particulas pertenecen a un arco circular con centro en el punto C. La
particula j estd sometida a la accidn externa denominada A, cuyo angulo de inclinacion

con la horizontal se considera positivo cuando se mide de forma antihorario.

Ademas de la accién externa, la particula j esta sometida en cada punto de contacto a
una fuerza normal a la particula y dos fuerzas ortogonales a esta; en direccién radial a la
particula se aplica la fuerza normal y en sentido tangente, las fuerzas friccional y
cohesiva. Se observa que la friccién y la cohesién en el contacto j actian hacia fuera del
arco mientras que la direccion de esas fuerzas en el contacto i+1 es hacia al punto C; los
dos conjuntos de fuerzas constituyen un par y, por lo tanto, generan un momento horario

gue se equilibra mediante el momento 0 .
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A Angulos de inclinacion de los empujes

Como se observa en la Figura 3-5, los angulos de inclinacion de los empujes se

denomi nan con lyase cadloalanrdaacuendao cergaaFigera 3-5, asi:

- . K (3.27)

Donde , es la inclinacion respecto a la horizontal de la linea que une los centros de las

particulas j-1y j.

Segun la Ecuacion (3.27), para las particulas de la izquierda del arco se suma %oal valor

de , . Sin embargo, para las particulas del lado derecho del arco, se debe restar el
angulo de friccion interna al angulo , . Para tener en cuenta la anterior condicién dentro

de la programacién y formulacién, se introduce el parametro unitario Il

El signo del parametro unitario | determina si se suma o se resta el valor del angulo de
friccién interna a, , dependiendo de si las particulas corresponden a la mitad izquierda

o derecha del arco. Para calcular el valor de I para una particula j, se usa la funciéon

definida a continuacion:

I Q ¢ 0. &

e " P St gssd woran oh ——P

|’P8 P 0 € p ¢Q C

I’y .

Y - o~y w7 € p

pPB88888888888888i KQIQa n oh —
£ 5 - -

e @ 1 o e e B & (3.28)
Ee— J cgB8ses iR eb -0l - p
e 7
1’rQ Q :

L pB8888888888888888d QI OdOQ c
'y . . &
yTBB888888888888888 1 KON GOR = p

De tal manera que se calcula — de forma general asi:

- 18 (3.29)
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A Andlisis de variables

La razon de la disposicion de las fuerzas mostrada en la Figura 3-5 se fundamenta en la
cinematica del arco expuesta anteriormente y en la manera en que una particula

interactla con las dos particulas vecinas.

En la Figura 3-5, la particula j+1 se apoya en la particula j, por lo tanto, las fuerzas que la
particula j+1 le aplica a su vecina van hacia abajo; por otro lado, la particula j-1 tiende a
soportar a la particula j, por lo que las fuerzas que la particula j-1 ejercen sobre la
particula j van hacia arriba.

Para simplificar los calculos se prefiere trabajar con la resultante de fuerzas entre la
fuerza normal y la cortante, que en este caso se llamara como E, haciendo referencia a la
pal abmpwujfied, que es como se denominar § e
con respecto a la fuerza normal un angulo igual al angulo de friccidon interna requerido,

gue se denomina %o

Segun lo anterior, se concluye que cada particula del arco esta sometida al efecto de seis
fuerzas que son: dos resultantes E, dos cohesiones, un momento y una accién externa A.
De tales fuerzas solamente se conoce el vector de la accién externa y la cohesion que se
asume como un valor de entrada constante en todos los contactos; por lo tanto, las

magnitudes de las otras tres acciones se consideran como incognitas.

Ademas de las incdgnitas mencionadas, se identifican otras mas: se tratan de los

angulos de friccion interna requeridos en cada contacto.

3.3.4 Empujes en los contactos con la tolva

Para obtener los empujes en los contactos con la tolva se debe hacer el equilibrio de
fuerzas en cada particula de manera secuencial. Para iniciar el proceso, primero se
definen los empujes O y O , que estan aplicados en los contactos entre las
particulas de las extremas y las paredes de la tolva.

Con las condiciones iniciales del problema es posible hallar las componentes verticales

de los empujes en los extremos del arco analizdndolo como si fuera una viga

st

a

resul
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simplemente apoyada; y también teniendo la geometria completamente definida es

posible inferir el valor de O y O

En la Figura 3-6 se muestra el diagrama de cuerpo libre del arco analizandolo como si
fuera una viga sostenida por la tolva, que esta sometida a la accion de varias cargas

puntuales verticales. Al realizar el andlisis correspondiente se obtiene:

0 © g 6 wOEF (3.30)

Figura 3-6: Arco analizado como viga, m es el indicador de la particula media.

A m-1 A m A m+1

A n-1

o °
%o

Figura 3-7: Componentes de los empujes en los contactos de la tolva.

A) B.)

Con la Ecuacién (3.30) y al observar la Figura 3-7, se establece E; o E, como se ve a
continuacion, teniendo en cuenta que las cargas externas son simétricas en este caso Y,

por lo tanto, los empujes en ambos extremos seran de igual magnitud.
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O FE (3.31)

) O
O oET (3.32)

Ahora, usando el empuje en el contacto con la tolva, se asume un valor del angulo de
friccibn movilizado en el primer contacto %., y se resuelve la primera particula
encontrando los valores del angulo de friccion movilizado en el segundo contacto %o, el
empuje 2 'O y el momento de la particula analizada 0 . Luego se resuelve la particula 2
al usar sus ecuaciones de equilibrio y encontrando el angulo de friccion movilizado en el

tercer contacto %o, el valor del empuje en la particula 3 'O, y el momento 2 O

Se continda con las particulas de forma sucesiva hasta llegar a la particula n, en la que
las incognitas que se resolverian son el valor del angulo de friccion movilizado en el
ultimo contacto, el empuje n+1, que es el empuje en el contacto de la particula del

extremo derecho con la tolva y el momento en n.

Ya que el procedimiento es secuencial, seguidamente se procede con la solucion de las
ecuaciones de equilibrio locales en una particula general de uno de los lados del arco.
Para ese propdsito se analiza en detalle el diagrama de cuerpo libre mostrado en la
Figura 3-5. En la Figura 3-8 se detallan especificamente las fuerzas actuantes que deben
estar en equilibrio.

Figura 3-8: Diagrama de cuerpo libre para particulas de la mitad izquierda del arco.

-1
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Al establecer las ecuaciones de equilibrio estatico para el diagrama de la Figura 3-8, se
obtiene lo siguiente para el equilibrio de fuerzas en el eje vertical z, el eje horizontal x y el

equilibrio de momentos, respectivamente:

no T C

O\

m
—_
=

OO0El O OE4 “ C@OEl OOET

Al reemplazar las ecuaciones mostradas en la Figura 3-8 y las identidades
trigonométricas que correspondan, se obtiene:

OOEl O OBl ®IAT,01 AT,0 060Kl = (3.33)
no T[ ¢
OAT-O 0 AT© “ MO A0 6 ANO0 =

Reemplazando las ecuaciones mostradas en la Figura 3-8 y las identidades
trigonométricas que correspondan, se logra:
OAT-O0 0 AI-O ool OET 1 0ET 86ANO = (3.34)

0 m ¢ 0O i1i00BhH O OB o lq, @

Para tener en cuenta si la particula estd al lado derecho o izquierdo del arco, en la

ecuacion anterior se debe usar el valor de Il para los empujes también, de tal manera

que:
O il1o00B% I O OB& o lqp ca (3.35)
Las Ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.35) conforman el sistema de las ecuaciones de

equilibrio que se puede plantear para cada particula y en el que las tres incognitas por

determinar son:
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El valor de %o es conocido, ya sea porque se hallé en el equilibrio de la particula

precedente o porque se asume cuando se analiza la particula 1.

Ahora se solucionan las incégnitas, se inicia despejando de la Ecuacién (3.34) el valor
‘O , luego la expresion resultante se reemplaza en la Ecuacion (3.33), de la que
finalmente se despeja el valor del &ngulo de friccion movilizado en el contacto entre la

particula j y j+1, que es %o . Luego el valor encontrado de %o , se utiliza para hallar
O ybi.

Despejando de la Ecuacion (3.34) el valor O

OAT-O 0 AT1O ol OE1 Il OE1
AT-O

(3.36)

Ahora se remplaza la Ecuacion (3.36) en la Ecuacion (3.33), y se despeja el angulo de

friccibn entre las particulas j y j+1. Describiendo el proceso de despeje: primero se
multiplica toda la expresion por AT-O vy se reemplaza el AT-O con p OE+ y

luego se despeja O E-1  para elevar la expresion al cuadrado, obteniéndose asi:

oe; OOET 8OET &IAIO I AIO
006 (3:37)

Dondel a v armENOblsee fr efi ere al d e n 3B nqaalse defing

con la expresion matematica siguiente:

000 OOEl 0 OBET ol Ai,0 I Ai,O
e e w e o (3.38)
OAT-O 0 A0 Il OEIT Il OEI

Reduciendo el radical del denominador y reemplazando la Ecuacién (3.29), para luego

despejar el &ngulo de friccion %o , obtenemos:

e

a

Ecua



Estabilidad de un arco formado por particulas cilindricas discretas 47

% I OET — : (3.39)

Finalmente, teniendo el valor de %0  se procede a determinar el empuje j+1, aplicando la
Ecuacion (3.36), posterior al calculo de — . Se usa la Ecuacién (3.35) para determinar el

momento.

Las ecuaciones (3.35), (3.36) y (3.39) son validas para todas las particulas del arco, pero
€s necesario tener en cuenta algunas aclaraciones en cuanto a las implicaciones que
tenga que el nimero de particulas sea par o no. Al recordar lo mencionado en la
cinematica del sistema, si el arco tiene un nimero par de particulas entonces existen dos
centrales que se consideran sin momento y en su contacto no se moviliza fuerza de

friccion.

Basados en los desarrollos anteriores, lo que se debe realizar a continuacion es aplicar la
metodologia para ir resolviendo las particulas en forma secuencial y ordenada, de tal
manera que se obtendrian los empujes, momentos y angulos de friccibn movilizados en

los contactos entre los elementos del arco.

Para solucionar las particulas se comienza resolviendo la particula 1, que se refiere a la
gue esta en contacto con la tolva en el lado izquierdo del arco. Luego se continua de
izquierda a derecha hasta terminar solucionando la particula que esta en contacto con la
tolva del lado derecho del arco, o particula n, tal y como se muestra en el esquema de la

Figura 3-9.
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Figura 3-9: Orden secuencial para solucionar las particulas de un arco.

3.4 Deformada del arco

Hasta el momento se tiene un método que calcula un conjunto diferente de empujes,
angulos de friccibn y momentos en las particulas, para cada valor que se asuma para %eo.
Ahora, en esta seccion se menciona cOmo se tratara este problema segun la mecanica,
en este caso, aplicando la ecuacion de trabajo-energia, para determinar como se mueven

las particulas del arco debido a los momentos obtenidos del método.

Al desarrollar lo anterior, se encontraria la geometria deformada del arco cuando se
aplican los giros que generan los momentos que se obtuvieron del analisis secuencial del

arco.

Para lograr el objetivo propuesto, se deben desarrollar las siguientes tareas

fundamentales:

A Analizar la manera de aplicar las ecuaciones de trabajo para encontrar el giro de
cada particula. Para esto se aplica la ecuaciéon de trabajo-energia, teniendo en
cuenta un torque.

A Examinar como es que cada particula gira sobre un plano inclinado como la tolva y
donde quedaria su contacto con la siguiente particula, si se mantuvieran en contacto
en el mismo punto.

A Estudiar el giro que una particula tiene sobre la superficie de otra, y calcular la
posicion del contacto que tiene con la particula siguiente como si se mantuvieran en

contacto en el mismo punto.
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A Programar los pasos anteriores para sistematizarlos para todo el arco y finalmente
obtener las posiciones de las particulas al final del desplazamiento o deformacion del

arco.

El propdsito de esta parte es mencionar la manera de trabajar el problema mediante la
mecanica, exponiendo una posible forma de analizar para encontrar la deformada final

del arco.

3.4.1 Ecuacién de trabajo-energia

Acd se expone brevemente la ecuacién de trabajo-energia para las condiciones
enunciadas en el problema por analizar y la posible forma de aplicarla en el arco de

cilindros.
A Ecuacion trabajo-energia cinética

Se analiza ahora la dinamica de un cilindro que rueda sin deslizar sobre otra superficie,
inicialmente un plano inclinado. Sin importar si el cilindro gira sobre un plano o sobre otro
cilindro, se puede afirmar lo siguiente: al analizar el problema como un sistema de
particulas, si no hay deslizamiento, es decir que la particula rueda sin deslizar sobre la
superficie, en un instante de tiempo dado como se muestra en la

Figura 3-10, se observa que las fuerzas normal y friccional en el contacto no se mueveny

por lo tanto no producen trabajo.

Figura 3-10: Fuerzas que afectan el cilindro que rueda sin deslizar sobre un plano.
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Segun la Figura 3-10, solo el peso W y el torque T generan trabajo en el sistema.

El trabajo que ejerce el peso, llamado , es:

1 01 (3.40)

En la Ecuacion (3.40) 0 se refiere al peso del cilindro mientras que |1 es la

distancia en la que el peso desarrolla el trabajo.

Figura 3-11: Momento o torque T transformado en un par de fuerzas.

Para calcular el trabajo del torque "Y se tiene en cuenta el esquema de la Figura 3-11 en
el que se observa el torque como un par de fuerzas de magnitud 'O —, cuando el

cilindro gira un angulo ‘Qr entonces el cilindro avanza una distancia Q0 i (r, de tal

forma que se verifica la siguiente igualdad.
(03} ¢Ol QC O C a i Q-C O™ YQ- (3.41)
Al integrar la Ecuacion (3.41) se obtiene el trabajo ejercido por el torque:

L (3.42)
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Para las condiciones de este problema se asumira que la velocidad no es tan grande y
gue por lo tanto se puede asumir como nula, entonces la energia cinética es nula
también y, de esta manera, se puede establecer la Ecuacién (3.43), al determinar la
ecuacion o principio dinamico de que la variacién de la energia cinética esta relacionada
al trabajo desarrollado por las fuerzas, estableciendo la simplificacién: 2 YO &
(Shames, 1999), asi:

01 ¥ (3.43)

Como se observa, la expresion anterior depende del torque y el giro. Ahora se puede
aplicar la Ecuacién (3.43), para los casos particulares del problema que se esta
analizando: cuando la particula gira en el plano de la pared de la tolva y cuando una

particula gira sobre la superficie de una particula adyacente.

Al aplicar los casos anteriores el procedimiento consiste en identificar el valor de delta, es
decir, de la distancia a través de la cual el peso desarrolla su trabajo. Esto se logra
analizando cuidadosamente la geometria de cada caso de desplazamiento: giro de
cilindro en plano inclinado y giro entre cilindros. Al final se obtendra para cada caso, una
funcién del giro en la particula que depende del momento y las propiedades geométricas

del sistema.

3.4.2 Andlisis del giro de una particula

El siguiente andlisis se desarrolla con el fin de determinar las posiciones de los contactos
de una particula con la anterior, o con la tolva, desde donde se debe iniciar a contar el
giro. Lo anterior permite obtener las caracteristicas geométricas necesarias para realizar

el dibujo de los elementos del arco en la condicién deformada.

Giro de una particula sobre plano inclinado

En primera medida se analiza el movimiento de la particula en contacto con la tolva
analizando la posicién del contacto con la particula siguiente, asumiendo que estuvieran

adheridas. Dicho punto de contacto se denomina M, como se muestra en la Figura 3-12.
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Figura 3-12: Giro antihorario de una particula sobre un plano inclinado.

Al girar un angulo -, el cilindro pasa de la posicion (1) a la posicion (2). El punto de
contacto inicial es (A), y el diametro de contacto es (A)(B). En la nueva posicidn, el punto

de contacto con |l a tolva es (A6),i ddb(A)cBEdo sobre
nuevodi 8§metro de contacto es (A6) (BO) —cokdl punto (M

diametro de contacto inicial, medido desde (A), en la nueva posicion forma un angulo de

-0 jgccon respecto al nuevo di8metro de contacto (

Entonces nétese que para encontrar la nueva posicion del elemento se parte del punto
de contacto inicial (A), y se encuentra el punto de contacto con la tolva en la condicion
deformada que esta a una longitud i -de (A). Finalmente se traza una linea que esté
inclinada un angulo de - T jgcon el di 8metro de contacto (AO6)
el punto de contacto como la interseccion de esta linea con la circunferencia. Este punto
es el contacto con la siguiente particula si se asume que las particulas estan pegadas

monoliticamente en el contacto inicial.
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Giro de una particula sobre otra

Figura 3-13: Giro horario de una particula sobre otra.

(2
Como se muestra en la Figura 3-13, el cilindro (2) rueda sin deslizar sobre el cilindro (1),

hasta ||l egar a |l a posici-n (2086). I niAxyel ment e

didmetro de contacto es (A)(B). Al girar un angulo - e | di 8metro de contacto

El punto (M), que formaba inicialmente un angulo [ ¢ con el diametro de contacto,

medido desde A, ahora formard un angulo [ - 7¢ con el nuevo diametro de contacto.
Entonces, para dibujar el punto (M&6) se parte
anterior con el punto (A) y se identifica el p L

Finalmente, se puede adicionar otro caso que trata del giro antihorario sin deslizamiento

de un cilindro sobre otro; no obstante, se encuentra facilmente una situacién similar en la
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mostrada con el giro de la particula sobre el plano, en el que se obtuvo que el punto de
contacto con la siguiente particula forma un angulo de - [ 7¥¢ medido desde el punto
de contacto con la particula anterior respecto al diametro de contacto en la condicion

final.

Es decir que para encontrar el punto de contacto de unas particulas j y j+1, luego de que
la j ha girado, primero se traza la linea desde el centro de la particula j-1 hasta el punto
de contacto con j en la condicion final girando un valor igual al giro la particula j en
sentido antihorario. A continuacidon se traza una linea que forme el angulo - [ 7¢

respecto el didmetro de contacto para hallar el punto M, o contacto entre j y j+1.

Con lo anterior quedaria definida la manera de encontrar como se deforma el arco para

determinar si los arcos al final de la aplicacion de las cargas son estables o no.

3.5 Algoritmo y programacion

3.5.1 Pasos de programacion

El programa por desarrollar tiene como objetivo calcular las fuerzas, los momentos y
angulos de friccibn movilizado en cada contacto, mediante el método estatico secuencial,
de un sistema de arco conformado por particulas esféricas, dadas unas condiciones
iniciales establecidas para las constantes geométricas y mecanicas.

El algoritmo desarrollado se divide en las siguientes partes que facilitaron el proceso de

programacion:

Entrada de datos y validacion

Como paso inicial es indispensable colocar los datos de entrada dentro del algoritmo
para que sean procesados y finalmente obtener las soluciones deseadas. También es
necesario, ademas de hacer que el programa reciba los datos de entrada, realizar su
validacién para buscar incongruencias o datos que no sean posibles desde el punto de

vista fisico; también se homogenizan las unidades, etc.
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Para entrar los datos al programa, simplemente se deben anotar los valores en el archivo

de Excel 9 8 ahteadas ArconGircllar_nf-perp. x| s 0, l uego guardar

en una ruta que debe ser ingresada manualmente en el cddigo fuente de los programas.

Las variables de entrada son las mostradas en la Tabla 3-1.

Tabla 3-1: Datos de entrada del polinomio desarrollado.

VARIABLES DE ENTRADA DEL PROBLEMA
NOMBRE VARIABLE SIMBOLO SIMBOLO ’
DOCUMENTO | PROGRAMACION
Unidades de fuerza, longitud y angulo [f; I; an]
El radio de las particulas i R
El radio del arco Y R
El nimero de particulas € N
El &ngulo de inclinacion de la tolva con la B -
horizontal
Si el —es méaximo o minimo Maxomin
El angulo de incidencia del arco Ooml
El tipo de carga por aplicar Tipocarga
El angulo de friccion supuesto en el primer _
%0 Phi_s
contacto
El valor del error admisible - Etha

A continuacién se explican los procesos de validacion que se llevaron a cabo en cada

uno de los parametros anteriores:

Ajuste de unidades para los angulos

Como el lenguaje de programacion usado trabaja con angulos en términos de radianes,
si el usuario esta trabajando con grados es necesario realizar la correspondiente

conversion de dichos angulos.
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Rango de variaciéon adecuado para , - -

Se verifica que el angulo de inclinacion de las paredes de la tolva con respecto a la

horizontal sea menor a— 0o mayora -, ya que si no se cumple este concepto, se estaria

trabajando con tolvas de paredes verticales o con abertura hacia abajo, que se

consideran sistemas inestables.

Validacion del anqulo de incidencia del arco

Se debe identificar el rango de variacién del angulo para verificar que el valor entrado por

el usuario es el correcto.

El valor maximo del angulo de incidencia corresponde a un arco con radio infinito en el
gue las particulas se alinean horizontalmente. Se considera esta condicién como el limite

de estabilidad para el arco.

Es decir, como se observa en la Figura 3-14, dicho limite se alcanza cuando el valor del

angulo formado entre la tolva y el radio del arco que pasa por el punto a, sea igual a

- —por lo tanto se establece que:
- - — AT 01T AAO
- (3.44)
En el otro extremo del rango esta el valor minimo del angulo que es de cero, T,

puesto que con angulos negativos el arco formado se habria podido definir con algun

valor de omega mayor que cero, como se ilustra en la Figura 3-15.
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Figura 3-14: Un arco con radio infinito generando el omega maximo.

Arco
a e /\
L]
B
b
Q—_|
Uno de los radios Tolva
del arco O—m /2
o
E n/2-0
\f
_________________________________ aRRREEEEEETEEETES

Hacia el punto C
en el infinito

Figura 3-15: Arcos con angulos de incidencia A.) Igual a cero y B.) Menor a cero.

En la Figura 3-15 (A), se observa un ejemplo en el que, cuando el valor de omega es
igual a cero y el arco es tangente a la tolva, aun asi puede definirse un arco y ubicarse
las particulas de forma légica. Mientras que en la Figura 3-15 (B) se ve un arco definido

mediante un valor negativo de ; nitese también que el mismo arco se puede definir con
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un axomo se observa en la figura. Dicho &ngulo aes el angulo de incidencia del arco

peroen el punto abo.

9 Si el radio del arco es igual, cercano, o menor al r de particula
Al analizar todas las figuras de los arcos expuestas hasta ahora, se puede deducir que el
radio del arco debe ser mayor al radio de la particula, ya que si ambos valores son
iguales, no se podra describir ningun arco. Por lo anterior se debe establecer un limite

para la relacién entre los radios a fin de evitar la situacion explicada.

Por lo tanto se asume que si el radio de las particulas es la mitad del radio del arco, se
manda un mensaje de advertencia al usuario pidiéndole que disminuya el radio de las
particulas o que aumente el del arco. Pero en dado caso de que el radio de la particula
sea mayor al 60 % del radio del arco, entonces se detiene la ejecucion del programa
pidiéndole al usuario rectificar los valores de los radios.

I Sialguno de los radios es negativo
También se verifica que ninguno de los radios que se entran al programa sean negativos

ya que esta situacion no es posible fisicamente.

M Serevisasi= es un nimero natural
Los valores que se consideren para el nUmero de particulas deben ser estrictamente
valores pertenecientes al conjunto de nimeros naturales. De lo contrario, los valores
recibidos por el algoritmo seran redondeados hasta el ndmero natural anterior mas

cercano.

1 Siseusaran cargas puntuales diferentes entonces se debe conocer = .
En el caso de que el tipo de carga por utilizar sean puntuales diferentes, entonces como
condicion el valor de ¢ debe estar previamente definido; de lo contrario se detiene la
ejecucion del programa para que el usuario determine el valor del nimero de particulas o

cambie el tipo de carga.
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1 Se verificaque no haya méas de un vacio en las cinco variables geométricas

Para definir completamente la geometria del arco circular analizado, se debe establecer

un minimo de cuatro parametros geométricos del total de cinco definidos anteriormente.

En caso de que el usuario defina menos pardmetros geométricos, el algoritmo se cancela

para que el usuario realice las correcciones pertinentes.

Definicion del arco

Tabla 3-2: Casos de entrada de datos geométricos del sistema.

CASO

VARIABLES
ENTRADAS

VARIABLES
CALCULADAS

ACCION

€ w—

Generar una lista de ¢ vs —-usando la Ecuacion
(3.18) o (3.25), dependiendo del valor de
luego elegir la pareja & h— cuyo —se acerque

mas al solicitado por el usuario.

Se utiliza la Ecuacion (3.18) o (3.25),
dependiendo del valor de

Se despejai de la Ecuacion (3.20) o (3.26),
dependiendo del valor de . Se aplica el método
de aproximaciones sucesivas con la expresion

resultante.

&
=y
¢

Se despeja Y de la Ecuacion (3.20) o (3.26),
dependiendo del valor de . Se aplica el método
de aproximaciones sucesivas con la expresion

resultante.

—Rh RY

Se aplica el método de aproximaciones

sucesivas con la Ecuacion (3.19).

Se usa la Ecuacion (3.18) o (3.25), segun el valor
de , para corroborar —y corregirlo si es

necesario.
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Como variables para definir la geometria del arco se tienen el angulo de inclinacion de la
tolva —- el angulo de incidencia , el nimero de particulas que conforman el arco €, y los

radios del arco y de las particulas que lo conforman Yy i hrespectivamente.

Para definir totalmente el arco, el programa requiere por lo menos cuatro pardmetros
geométricos para poder calcular el quinto; en caso de que se ingresen menos variables,
se abortara la ejecucion del algoritmo y se le pedira al usuario que ingrese valores
adecuados. En la Tabla 3-2 se muestran los diferentes casos validos que se pueden
presentar cuando se ingresen los datos de la geometria del arco y las acciones que

ejecuta el algoritmo en cada caso.
En el dltimo caso, cuando el usuario suministra los cinco pardmetros geométricos, el
programa verificard que los valores correspondan entre si; de lo contrario, aplicara el

caso 2 y recalculara el valor de —

Definicidn de cargas externas

Al sistema de arco analizado se le pueden aplicar varios tipos de cargas, pero en este
caso se inicia con el andlisis de tres casos simples: se pueden aplicar cargas
uniformemente distribuidas sobre la proyeccién horizontal del arco, cargas puntuales
debidas el peso propio de cada particula o cargas puntuales diferentes para cada
particula, aunque con esta ultima opcion es necesario conocer el nimero de particulas

del arco.

Segun lo anterior, se observa que otra de las entradas importantes del algoritmo es un
vector con las acciones aplicadas en cada una de las esferas, o el valor de una carga
distribuida a lo largo del arco o también el peso unitario de las particulas para calcular su

peso propio. El usuario definira cual de las opciones usara.

Como entrada también se debe ingresar informacion relacionada con la inclinacion de las
cargas, por lo tanto, en el caso de que se ingrese un valor de una carga distribuida, se
colocara también un valor de su inclinacién con la horizontal. Si se ingresan fuerzas

puntuales en las particulas, también se tendra que ingresar una lista con los angulos de
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cada una de las fuerzas. Pese a lo anterior, el alcance de esta tesis se centra Unicamente
en el analisis de cargas verticales, por lo que los angulos de inclinacién de las fuerzas

siempre seran  “j ¢, que es la condicién vertical hacia abajo.

Analisis de equilibrio del arco

Habiendo definido los valores caracteristicos del arco y las cargas, se procede a calcular
algunos parametros auxiliares como por ejemplo establecer los valores finales de la
geometria del arco, el indicador de la particula media, que se define de manera diferente
dependiendo de si el arco es par o impatr, y el vector de &ngulos de inclinacién respecto a
la horizontal de las lineas que unen los centros de particulas consecutivas , , denominado
fixsi o dentro del algoritmo.

Seguidamente se determina el valor de la variable auxiliar,l o fAkappad en
aplicando la Ecuacion (3.28). Luego se aplica la Ecuacién (3.29) a todas las particulas

para determinar un vector con los valores de —.

Ahora es necesario calcular el empuje externo que la tolva ejerce sobre la particula del
extremo izquierdo, por lo tanto se asume un valor para el angulo de friccibn movilizado en
el primer contacto %o, y se aplica la Ecuacion (3.31); el resultado se agrega al inicio del

vector de empuijes.

Para calcular los demas empujes y momentos, se usa un ciclo que recorra todos los
indicadores de particulas desde 1 hasta n. En cada iteracion se aplican la Ecuacién
(3.35) para determinar el empuje en el siguiente contacto (3.36) para obtener el momento
en la particula y (3.39) para la friccion movilizada en el siguiente contacto. De esta
manera se logran los vectores llamados, E, mom vy friccién. En el algoritmo se pueden
realizar comprobaciones del equilibrio para demostrar que el sistema cumple el equilibrio

estatico en todas las formas.

el

al
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Resultados, figuras y tablas por mostrar

Finalmente se desarrollan todas las tablas y los cédigos que expongan los resultados
obtenidos al aplicar el método. Las salidas principales del programa deben ser las
magnitudes de las reacciones y los &ngulos de friccion movilizados en cada contacto. Los

anteriores datos aparecen junto con los momentos calculados para cada particula.

Primero se presenta o imprime en pantalla un resumen con los datos de entrada en el
gue se consignan los valores de los cinco parametros geométricos, especificando cual de
ellos fue calculado. También se colocan los valores de las propiedades mecanicas
asumidas como el valor del angulo de fricciobn movilizado en el primer contacto y la
cohesion. También se muestra una tabla con las cargas externas en el centro de masa

de cada particula.

Como salida adicional se muestra una figura con un dibujo del arco que se analizé y los

vectores de fuerza dibujados en cada uno de los contactos del sistema.

3.5.2 Diagrama de flujo

En las siguientes figuras se presentan los diagramas de flujo que representan los
algoritmos de programacion y que resumen la seccién anterior. En la Figura 3-16 y la
Figura 3-17, se muestra el algoritmo para el programa que calcula los empujes y los
angulos de friccibn movilizados en cada contacto, asi como los momentos en cada

particula. Su cédigo fuente se ensefia en el Anexo C.

Obsérvese que el algoritmo mostrado en las figuras no esta totalmente detallado, debido
a que si lo estuviese, su extension seria tal que no podria presentarse dentro de este

documento.
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Figura 3-17: Diagrama de flujo del algoritmo que calcula empuijes, friccion y momentos. Parte II.
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3.6 Resultados

3.6.1 Resultados generales del algoritmo

El algoritmo creado calcula los empujes y angulos de friccién interna movilizados en los
contactos, ademas de los momentos en cada cilindro. De la misma forma, luego del
analisis de equilibrio, el algoritmo muestra un gréfico en el que se observa la geometria
del arco en condiciones iniciales con los vectores de carga que representan los empujes
en cada contacto ademas de los vectores que representan las cargas externas al arco,

en este caso el peso.

A continuacion se muestra un ejemplo en el que se analiza un arco compuesto por siete
particulas de 0.83 m de radio. Cada cilindro pesa 100 kN. La tolva se inclina con la
horizontal un angulo de 40 ° y el arco incide con la tolva con un angulo de 80 °. Al
ejecutar el algoritmo se obtienen las siguientes tablas de respuestas, basadas en los
datos de entrada:

Primero el resumen de los datos de entrada, que también arroja el programa.

EESUMEN DE DATOS DE ENTEADL
>»> Datos Geométricos:
Tr=0.83m !

'TE=5.5705953m Calculado !
! !
Itheta=40"° !
1 1
In=7 !
! !
1Cmega=80° !
1 1

!Cohesidn=15kN/m"2 !

También se muestran las tablas con las inclinaciones respecto a la horizontal de las

lineas entre centros de particulas consecutivas.
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Tabla con las inclinmaciones de la=s lineas entre centros de particulas
'Particula Finmal Incli. linea Entre Centros (%) !

L a0 !

1 1
12 42,843787 1
1 1
13 25.706217 1
1 1
14 8.5686468 1
1 1
15 -8.5689233 1
1 1
16 -25.706493 1
1 1
17 -42.844063 !
1 1
18 -50.000276 1

Se presentan las cargas aplicadas en cada particula, segun la siguiente tabla, asi como

el valor usado para el angulo de friccion movilizado en el primer contacto:

»>»>»Datos de cargas:

'Particula Accion (kM) Inclinacidom (%) !
! !
11 100 -20 !
! !
12 100 -390 !
! !
13 100 -20 !
! !
LR 100 -390 !
! !
!5 100 -20 !
! !
LY 100 -390 !

Lo 100 -390 !
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}}}ﬁngulo friccidn movilizado en contacto 1 y error admisible en célculos (Grados):
'Friccidn contacto 1 Error admisible !

! !

20 0.0000017 !

Finalmente, se ensefia la tabla con los empujes, angulos de friccibn movilizado y los

momentos obtenidos:

>»>RESULTADCS
S5e llegd a la solucidn en 1 iteraciones

Tabla con lo= valores de los empujes en cada una de las particulas:

'Particula Empuje (k¥N) Inclinacidon (°) Fricciom (°) Momento (kNm) !
] 1
11 362.20162 T0 20 203.978391

!

12 268.60769 62.845656 20.001869 160.42424

!

13 181.00%905 48.939865 23.233648 98.854032

!

14 119.89797 17.056303 8.48376562 0.0004749

!

'S 115.859804 -17.056298 8.4873746 -98.852891

!

'a 181.00912 —-458.939856 23.233362 -160.42257

!

7 262. 60776 —62.2845651 20.001588 -203.97654

!

8 362.20168 -69.99999%¢ 15.999720 0

HWOTRA: Recuerde gue todos los angulos se miden positivos en sentido anti-horario

dezsde el eje horizontal positivo, con origen en la <<cola>>» del wvector

Y el correspondiente esquema del arco que se esta analizando, esta en la Figura 3-18.
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Figura 3-18: Arco de 7 particulas en condicién inicial con los vectores de fuerzas
interparticulares y fuerzas de peso externas.
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Se observa que en los ejemplos mostrados en esta tesis, las respuestas del arco en
cuanto a empujes, angulos de friccibn y momentos es simétrica, puesto que la

geométrica del arco también lo es y las cargas externas solo se consideran verticales.

En el ejemplo anterior, al analizar las tendencias de las variables de salida en los
contactos del arco, se destaca que, a medida que se avanza por los contactos del arco,
el empuje disminuye gradualmente hasta llegar al contacto izquierdo de la particula

media, en el que se tiene un empuje minimo.

Para el caso del angulo de friccion interna, se tiene que la respuesta también es
simétrica, pero esta vez se observa que dicho parametro en el primer contacto es igual
%o, debido a que se supone antes de ejecutar el programa. Luego este valor aumenta
superando el valor de %o en un contacto cerca al cuarto de la longitud del arco, para
después ir descendiendo paulatinamente hasta la particula central en la cual se puede

encontrar el valor minimo de este parametro.

Finalmente, se observa que los momentos son maximos en las particulas extremas del
arco y comienzan a disminuir hasta que en la particula del centro se encuentra el valor

minimo, que es igual a cero.
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3.6.2 Andlisis de variables mecanicas; friccion y cohesion.

Con el algoritmo desarrollado se procede a estudiar la influencia sobre el comportamiento
del sistema de dos variables mecénicas: el angulo de friccion del primer contacto y la

cohesion. Para lo anterior se desarrollan dos analisis distintos, uno para cada parametro.

Primero se analiza el sistema sin cohesion; en esta parte se estudian las tendencias que
presentan los empujes y angulos de friccion movilizados en los contactos y los momentos
de las particulas, al variar el angulo de friccion movilizado en la primera particula. El
proceso desarrollado consiste en ejecutar el programa establecido para un mismo arco
pero se variard el angulo de friccion del primer contacto. Luego los resultados se
organizan en cuatro gréficos en los que cada curva corresponde a un valor diferente de

%o . Segun lo anterior, los graficos por obtener para cada valor de %o son:

>

Grafica de los empujes en cada contacto.

>

Grafica de la inclinacién respecto a la horizontal de los vectores de empuijes.

>

Grafica de los angulos de friccion movilizados en los contactos.

>

Grafica de los momentos en cada particula.

En el segundo analisis se ejecuta el algoritmo para varios valores de cohesion, desde
cohesion nula hasta una cohesién alta observada en rocas reales. En esta parte, el
angulo de friccion interna supuesto para el primer contacto se deja constante y se varia el
ndamero de particulas involucrado. Se observard el comportamiento de las variables de
salida. Estas son: los empujes y angulos de friccibn movilizados en los contactos y los

momentos en las particulas.

Efecto del anqulo de friccién supuesto en el primer contacto

Debido a que se probaran varias cantidades de particulas, en los siguientes ejemplos la
carga sobre cada particula sera colocada de tal forma que las reacciones verticales por
parte de la tolva sean siempre las mismas; por lo tanto, se hard que la carga total por
soportar por el arco sea de 2450 kN y se distribuye entre las particulas, como muestra la

siguiente tabla:
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Tabla 3-3: Cargas en las esferas para mantener reacciones constante en los apoyos.

Numero de particulas, n (particulas) Carga sobre cada particula, A (kN)
7 350.00
9 272.22
15 163.33
49 50.00

A continuacion, las gréficas de los andlisis sobre un arco con idéntica geometria que la

seccion 3.6.1, pero con varios valores %o Yy los n mostrados en la Tabla 3-3.
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Figura 3-19: Resultados algoritmo, para varios %o y arco de 7 esferas.
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Figura 3-20: Resultados algoritmo, para varios %o y arco de 9 esferas.
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Figura 3-21: Resultados algoritmo, para varios %o y arco de 15 esferas.
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Figura 3-22: Resultados algoritmo, para varios %o y arco de 49 esferas.
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Como se observa desde la Figura 3-19 hasta la Figura 3-22, se aprecia que, en general,
el angulo de friccion movilizado en el primer contacto es directamente proporcional a los
angulos de friccibn movilizados en los demas contactos y a los momentos en las esferas.

Ademdas %o es inversamente proporcional a los empujes calculados en los contactos.

Nétese el comportamiento del angulo de friccion movilizado, al observar las graficas:
Figura 3-19 (C), Figura 3-20 (C), Figura 3-21 (C) y Figura 3-22 (C), en las que se ve que
%o es igual al valor dado inicialmente; luego en el segundo contacto, generalmente se
moviliza un menor &ngulo de friccion. Después a medida que se avanza por los contactos

del arco, la magnitud de %0 va aumentando su valor hasta llegar a un maximo en algun
punto antes de la mitad del arco. Seguidamente %. comienza a descender hasta alcanzar

otro valor minimo local en los contactos de la mitad del arco.

Al analizar las tendencias mostradas por los empujes en las gréficas: Figura 3-19 (A),
Figura 3-20 (A), Figura 3-21 (A) y Figura 3-22 (A), se observa que los maximos valores
siempre se dan en los contactos del arco con la tolva y que el valor minimo se encuentra

siempre en la mitad del arco.

Por otro lado, los momentos hasta la mitad del arco de los graficos: Figura 3-19 (D),
Figura 3-20 (D), Figura 3-21 (D) y Figura 3-22 (D) muestran que el momento en el centro
del arco siempre es cero, como se habia establecido inicialmente. También se observa
gue la forma general de la curva dibujada para medio arco es parabdlica con su lado
convexo hacia abajo.Se destaca que la gréafica correspondiente al arco de 49 particulas
es la de mayor precision, es decir, gue muestra el comportamiento del sistema con mayor
detalle. Se nota que la forma parabdlica de la curva inicia desde la segunda esfera en
adelante y que el momento de la primera particula siempre es mayor que el de la

segunda.

Para el empuje se observa que cuanto mayor sea el valor de %o, se obtienen menores

valores de los empujes, hasta que se encuentra el valor maximo.

Notese también que el nimero de particulas solamente altera la resolucién del gréfico, de

tal manera que la mejor gréfica para observar el comportamiento del fendmeno seria el
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arco de 49 particulas. Lo anterior se comprueba observando que todas las graficas son
idénticas en su forma, valores maximos, minimos y rango. Lo anterior debido a que la
carga sobre cada particula fue establecida de tal forma que las reacciones verticales en
los apoyos siempre fue constante. Segun lo anterior, se puede concluir que arcos con las
mismas caracteristicas geométricas que soportan la misma carga total, pero con
diferentes valores del nUmero de particulas, son semejantes en su comportamiento ya
gue se obtienen empujes, angulos de friccibn y momentos que pertenecen a una misma

curva de respuesta indiferentemente al valor de n.

La estabilidad del arco, en cuanto a friccion se refiere, depende del material del que
estén constituidos los cilindros y la tolva, de tal forma que un arco sera estable siempre y
cuando ninguno de los angulos de friccibn movilizados supere el angulo de friccion del

material.

El arco puede estar irremediablemente en falla, si en el primer contacto se moviliza una
cantidad del angulo de friccion igual al angulo maximo que soporta el material. En este
caso es seguro afirmar que el arco falla debido a que siempre en algun contacto del arco

cercano a un cuarto de su longitud, se moviliza mas friccién que en el primero.

Efecto de la cohesién

A continuacion se mostraran cuatro figuras mas. En las tres primeras se presentan
graficas semejantes a la Figura 3-22, pero cada una se realiza con un valor diferente de
cohesion; y en la cuarta grafica, se ensefian los resultados del algoritmo usando varios
valores de cohesion y manteniendo en 10 ° el valor del &ngulo de friccion del primer
contacto. En los siguientes ejemplos se continda utilizando la geometria del arco de la
seccion 3.6.1. Las gréficas: Figura 3-22, Figura 3-23, Figura 3-24 y Figura 3-25 son los
resultados del algoritmo para varios valores de %o y 49 particulas. Ademas cada figura se
realizé con base en un valor diferente de cohesién: 0 kN, 50 kN, 100 kN y 700 kN,

respectivamente.

Analizando lo graficos mencionados en el parrafo anterior, los empujes son, en general,
menores a medida que se aumenta el valor de cohesién, hecho que es l6gico teniendo
en cuenta que la cohesién aporta resistencia al sistema y que la carga se mantiene

constante, como se menciona anteriormente. Sin embargo, se nota que a medida que
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aumenta el valor de cohesién, las particulas del centro tienden a experimentar un
aumento en los empujes respecto a los valores obtenidos al usar cohesiones menores.
Este hecho se ve confirmado por la grafica de inclinaciones de los empujes, mostrada en
las graficas B de cada figura, en las que se observa cdmo en el centro del arco, las
inclinaciones del empuje con respecto a la horizontal son opuestas a las direcciones

comunes o predominantes de los empujes en la mitad del arco analizada.

En cuanto a las graficas de dngulos de friccibn movilizados en los contactos, se observa
gue a medida que crece la cohesion, la forma de las curvas se mantiene; no obstante, los
valores obtenidos en los contactos medios disminuyen; incluso pueden llegar a ser

valores negativos para los mayores %o probados.

También se observa que a medida que aumenta el valor de cohesién, el maximo valor de
%0 que se puede probar desciende. Esa es la razon por la que en la Figura 3-25 se
muestran solo dos curvas: la de % T Jy % UL Jya que valores mayores de dicho
angulo generan incongruencias en las respuestas del algoritmo y consecuentemente

gréaficas que no reflejan ningun patron de comportamiento.

Lo anterior se debe a que un arco con cohesion cada vez mayor, puede soportar cada
vez mas de las cargas externas hasta que se llega al punto en el que todas las fuerzas
externas son soportadas por la cohesién, por lo que la friccion movilizada en los
contactos tiende a cero; en el caso en el que la cohesién supere las fuerzas actuantes, el

angulo de friccién se vuelve negativo con el fin de contrarrestar la cohesion.

El anterior fenbmeno se aprecia en la Figura 3-26 (C), en el qgue a mayor cohesién
disminuyen los valores de angulo de friccion movilizado en los contactos, hasta el punto
en el que la mayoria de los valores sean negativos, como se observa en la curva

correspondiente a la cohesion de 700 kN.
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50 kN/m?.

Figura 3-23: Resultados algoritmo, para varios %o, arco de 49 esterasy C
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100 kN/m?.

Figura 3-24: Resultados algoritmo, para varios %o, arco de 49 esterasy C
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Figura 3-25: Resultados algoritmo, para varios %o, arco de 49 esteras y C=700 kN/m?.
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Figura 3-26: Resultados algoritmo, varias cohesiones, arco de 49 esteras y %.=10 °.
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En la Figura 3-26 (A) se observa que los empujes son inversamente proporcionales a la
cohesién, como se menciond anteriormente, y ademas que para la cohesion de 500 kN,
cerca al cuarto de la longitud del arco, la magnitud de los empujes comienza a aumentar,
generandose un valor maximo local en los contactos del centro del arco. Lo anterior en
contraste con las funciones de empuje de las demas cohesiones, las cuales tienen

formas parabdlicas con su lado convexo en el sentido positivo del eje de las ordenadas.

También se nota en la Figura 3-26 (B), como las inclinaciones de los empujes comienzan
a ser opuestas a lo asumido en la cinemética del sistema. Este fendbmeno también se

atribuye a que la cohesion supera el efecto de las acciones impuestas sobre el arco.

En cuanto a la grafica de momentos que se muestra en la Figura 3-26 (D), se observa un
comportamiento en concordancia con los mostrados antes, sin variaciones apreciables,
en la que el momento disminuye de la primera a la segunda particula, para luego
describir un comportamiento con forma parabdlico, con la parte cdéncava hacia abajo,

hasta que en la mitad del arco se llega al valor de momento nulo.

3.6.3 Angulo de friccion del contacto tolva-cilindro

Como se observa en los resultados anteriores, Figura 3-19 a Figura 3-25, se tienen
varias soluciones segun el valor del angulo de fricciébn requerido en el contacto tolva-
cilindro, llamado %. , en adelante denominado primer contacto; por lo tanto, a
continuaciéon se demuestra que el valor de dicho angulo se puede tomar como el valor de
la inclinacion de la tolva con respecto a la horizontal. Para llegar a esta conclusion se

analizan el poligono que se puede formar con las fuerzas aplicadas en el primer contacto.

Segun la Figura 3-27, el primer cilindro esta en contacto con la tolva en el punto b. En
este punto se aplica la fuerza normal Fy y la fuerza tangente F+, y también esta la fuerza

vertical del peso de medio arco.
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Figura 3-27: Fuerzas involucradas en el primer contacto.

X Contacto del
cilindro 1

o T\

OAIl 2 ¢ ©o A—OA (3.45)
O OAl

Al igualar la Ecuacion (3.46) con"™O "0 O A%, , se concluye que:

% OATATO (3.46)

Dado que, — —rse obtiene:

%  — (3.47)

Al analizar el ejemplo que se presenta en esta seccidén, se observa que seria

aproximadamente igual a 40 °, que se considera un valor relativamente alto, de tal forma
gue si , maximo que de los elementos fuera aproximadamente igual a ,
inevitablemente la estabilidad del arco se perderia. Lo anterior debido a que en arcos de
varias particulas siempre existira algan contacto que tenga un mayor angulo de friccion

requerido que en el primer contacto.

Por lo tanto, se concluye también que tolvas o superficies donde se formen arcos con
valores de —bajos, pueden ser mas estables debido a que el &ngulo de friccion requerida
del primer contacto seria menor, lo cual genera mayor margen para que se desarrolle el

mayor valor de la friccién requerida, sin superar el angulo de friccibn méaximo.
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3.7 Deformacioén del arco

Se desarrolla a continuacion un método que se basa en encontrar la deformacion del
arco, para luego encontrar un esfuerzo promedio. Este método también servird para
establecer la deformacion del arco mediante la flecha que deciende su centro, de tal
forma que se podra utilizar para establecer la posible falla del arco por pandeo.

El método por utilizar es uno de prueba y error, asumiendo valores para la distancia que
desciende el centro del arcof , hasta que se encuentre el que genere esfuerzos internos
gue cumplan la ecuacién de equilibrio de momentos. Este método también se usara en el

siguiente capitulo de la tesis para el andlisis de bloques.

3.7.1 Deformacion del arco y esfuerzo promedio

En la Figura 3-28 se muestra el arco en condicion inicial, cuyo centro desciende un valor

1,desde el punt o C, hdtiensld cue etdrco pelaplan® hastadlegar a la

posicion del arco deformado. Durante el movimientos e asume que | os
varian.

En | a condici-n inicial, el radio del ar
horizontal de ( — “7¢ . Luego de la deformacion el radio del arco deformado,

llamado ‘Yeg&rece y para calcularlo se usa el teorema del coseno aplicado al triangulo

CCbabdb, obteniendo:

Yee Y CYIAT O — (3.48)
El §ngul o que forma el radi o que une ’lycs
calcula asi:

e 1 YOET — “Ig

Yo e

puntos

co que

puntos

a

C
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1 YAT O —

" OEl Yo @ (3.49)

Ahora, se calcula la deformacién con base en la variacion de la longitud del arco entre los

puntos a Yy a&e caldlarrlas lomgitudea detamo inicial 0 y deformada Oee,

asi:
o qY* — (3.50)
D Yete ¢dQ (3.51)

Figura 3-28: Arco inicial y deformado debido a cargas externas.

C
7
®

Arco deformado
Arco inicial

Usando las ecuaciones (3.50) y (3.51) se calcula la deformacién unitaria del arco - vy el

esfuerzo normal promedio ,, , teniendo en cuenta un Modulo de Young E, asi:

- -~ » !O'
5 (3.52)



86 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques

Para calcular la fuerza normal con base en el esfuerzo de la Ecuacion (3.52), se debe
encontrar el area en la cual esta aplicado. Para eso se asume el arco de cilindros como
una viga continda que tienen la misma &area que los circulos que representan a los

cilindros.

En la Figura 3-29 se ve un esquema que muestra el area de los cilindros y el area
sombreada de un arco continuo, con la misma area que los cilindros. Obsérvese que el
area en la que se aplicaria la fuerza normal es el espesor de la viga equivalente
multiplicada por una profundidad unitaria. Dicho espesor del arco continuo equivale al

duplo de un radio equivalente, i .

Figura 3-29: Area del arco equivalente

Arco continuo con igual area que cilindros

El area de los circulos es:

61 Qo & (3.53)

Y el del arco continuo es:
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. “ G" — . .
01l Qw —_—) " Y i Yo T —MYi
q (3.54)

Al igualar las ecuaciones (3.53) y (3.54) es posible despejar el valor de i , obteniendo:

. €1
L e U — (3.55)

Por lo tanto, la fuerza normal en el arco es:

0 ¢, i (3.56)

3.7.2 Equilibrio de momentos

Se establece la ecuacién de equilibrio de momentos respecto al contacto entre la primera
particula y la tolva. También se usa un corte imaginario en la mitad del arco continuo
para calcular dicho momento, como se ilustra en el diagrama de cuerpo libre de laFigura
3-30.

La ecuacion de equilibrio de momentos es de la forma:

- m ¢ b0 (3.57)
Donde:

0 : Momento producido por la fuerza normal.

0 : Momento producido por los pesos.

De acuerdo con la jError! No se encuentra el origen de la referencia., el valor del

omento producido por los pesos o0 acciones en cada cilindro es:
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b 0 (3.58)

Donde w es la distancia horizontal desde el contacto tolva-particula, o punto b, hasta el
centro de la particula i. Los cambios de estas distancias debidas a la deformacién del

arco se desprecian debido a que se esperan deformaciones relativamente pequeias.

Figura 3-30: Diagrama de cuerpo libre de medio arco.

Arco continuo con igual area que cilindros

\:‘{D
;\0

¢

2

L
=4

Arco deformacdo

El valor del momento producido por la fuerza normal interna, aplicada en la mitad del

arco es:

0 G 1 QW (3.59)

El valor & & de la Ecuacion (3.59) corresponde al brazo del momento de la fuerza normal
y equivale a la distancia vertical entre el punto de aplicacion de "O en la mitad del arco y
el contacto tolva-particula, cuando el arco esta deformado, como se muestra en la Figura

3-30jError! No se encuentra el origen de la referencia.. Este valor se calcula asi:
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G’ Q0 oI “Tc
Yeeep OHD AT @7 QQi 6l  “Tc (3.60)

Donde LI  es el angulo entre la tangente al arco en su interseccion con la tolva cuando
el arco esta deformado. También, teniendo todos los pardmetros geométricos del arco
deformado que se mencionan en la seccion 3.2y que tendr 8n el
calcula el parametro 'Q "Qdeda Ecuacion (3.60) de la siguiente forma:

7, r b l £ Ea ~
00i og 77— OE+ (3.61)

A Proceso de pruebay error

Para recapitular, teniendo el arco de cilindros definido geométricamente en su condicion
inicial y las cargas externas aplicadas en cada uno de ellos, se procede a asumir un
rango en el que| esté contenido. Del rango asumido se toman 11 valores equidistantes y
se aplican las ecuaciones de las secciones anteriores, 3.7.1 y 0, obteniendo asi una lista
del esfuerzo normal promedio y el momento interno 0 , que genera cada uno de los

once valores.

La lista de momentos se compara contra el momento externo o momento de los pesos
0 , buscando los dos valores mas cercanos. Los deltas que generen los momentos
internos mas cercanos al momento externo, se convierten en los limites de un nuevo

rango con el que se repite el proceso descrito.

Se realizan iteraciones reduciendo el rango de| hasta que sea menor a un valor de error
o precision definido por el usuario. Finalmente, del Gltimo rango utilizado se toma el limite
inferior como el valor de del arco cuando se somete a las cargas externas impuestas.
Con la eleccion del 1 de solucién también queda establecido el esfuerzo y la fuerza

normal promedio en el arco.

En la Figura 3-31 se muestra el diagrama de flujo que corresponde al subalgoritmo

desarrollado en esta seccion.

sub2znd
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Figura 3-31: Diagrama de flujo método para calcular deformacién del arco.

iene de Linea 267,
algoritmo de Fig 3.16
y Fig 3.17

Calcula
coordenadas de
centros y contactos
de cilindros
respecto al
contacto 1.

'_I

"DELTA",
"Fnormal”,
"EsfNormal”,
"DefNormal"

v

(delta_techo-delta_piso) > NoO——p|

Si Factores de seguridad:
Y "FSnormal”,
vector de Delta a "FScortante”

probar l
Para D=1 hasta
inc+1

Pardmetros geméricos:
La, LL, R2prima, ch,
Laprima, r_equivalente

Y

Deformacion del
arco: epsilon

Datos del arco.
Datos de cargas.
RESULTADOS:
Longitud del arco final,
adio del arco final, Radio equivalente
(r_e), Ang inclinacién radio, Esfuerzo
normal, deformacion normal, fuerza
normal, momento interno.
ESTABILIDAD:
mostrar factores
de seguridad

Esfuerzo normal promedio: "sigma”;
Esf. Corte promedio: "tau®;
Fuerza normal: "Fuerza" FIN

v

Calculo brazo del
momento interno:
"ZZmprima"

Momentos: "Mint"; "Mext";
comparacion de momentos.

Calculo:
"delta_piso";"delta_techo"
para el nuevo rango de Delta

El cédigo programado para este diagrama de flujo se muestra en el final del Anexo C.
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3.7.3 Formas de falla

Luego de obtener el valor de delta para el cual hay equilibrio de momentos, se puede
constatar si ese estado conlleva alguno de los siguientes tipos de falla, con el fin de

determinar su estabilidad mecanica.

Falla por compresion, cuando el esfuerzo normal promedio sobrepasa el esfuerzo
maximo que soportaria el material que constituye los cilindros, es decir, hay falla por

compresion cuando:

. (3.62)

Falla por cortante cuando la resistencia al corte maxima que depende del material de los
cilindros sea superado por el esfuerzo cortante, que provocan las cargas externas en el

primer contacto, es decir, hay falla por corte cuando:

O0MAL —AT-O (3.63)

Falla por pandeo, cuando el brazo con el que la fuerza normal ejerce el momento interno

se vuelve nulo debido a una excesiva deformacién del arco. La falla por pandeo se evita

Si:
Wwee (3.64)
3.7.4 Ejemplo

En esta parte se aplica el método mencionado para encontrar la deformacion, la fuerza
normal promedio y analizar la estabilidad para los casos desarrollados y explicados en la

seccién 3.6 de resultados del andlisis secuencial de cilindros.

Luego de aplicar el método de prueba y error para calcular la deformacion del arco se

obtiene la siguiente pantalla de resultados:
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RESUMEN DE DATCS DE ENTRADR

>»» Datos Geométricos v mecanicos de entrada:
'r=0.83m !
;R=5.5?D5953m Calculado ;

Itheta=40" !

1Omega=80° !
1 1

ICohesion=15kN,/m"2 !
! !
'Médulo Young=10000kN/m"~2 !
>»>Datos de cargas:

'Particula Accion (kM) Inclinacidn (°) !

L 100 -a0 !

! !
e 100 -a0 !
! !
'3 100 -a0 !
! !
L 100 -850 !
! !
'a 100 -850 !

'a 100 -a0 !
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»»>RESULTADCS
El delta con el gque se cumple el equilibrio es:
D.g225822
Tabla con los wvalores de otros resultados:
'Longitud del arco final= 11.250580m !
;Radiu del arco final= 5.8067306m !
;Radin equivalente,r e= 0.6452525m !
'&ng inclinacion radio= 35.240678° !
;Esfue:zn normal= 322.83762kN/m"2 !
'Deformacion normal= 0.0322658 !
;Fue:za normal= 418.9727T7TkN !
'momento internco= 1041.8360kNm !
;Altu:a del arco inicial, ZZIm inicial= 2.78528%7Tm !

'ABltura del arco deformado, Z2Zm prima= 2.436643Tm !

Takhla con la revizion de estabilidad, essfuerzos en kEN/m"~2
= Aotuantes Resistentea F.5. !
'Ezfuerzo normal 322.65762 10000 30.5992605 !

'Eafuerzo cortante 350 345.47791 0.9870797 !

Los anteriores resultados fueron para el arco de 7 cilindros. Del mismo modo se
obtuvieron los resultados para los valores de n, 9 y 15, con los cuales se realizo la

siguiente tabla:
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Tabla 3-4. Resultados del analisis de deformacién para los diferentes n considerados.

Magnitud obtenida Unidades Valor de la magnitud

n, cantidad cilindros cilindros 7 9 15
Delta solucién,i( 0 m 0.623 1.038 3.592
Longitud del arco final, (L'a) m 11.291 14.377 23.154
Radio del arco final, (R") m 5.907 7.725 14.05(
Radio equivalente, £y m 0.64¢ 0.65C 0.651
Angulo de inclinacion del radig, ) ° 35.241 36.685 42.79]
Esfuerzo normal, () kN/m2 322.658 403.959 714.516
Deformacién normal k() adim 0.032 0.04C 0.071
Fuerza normal, {f kN 418.973 525.183 930.234
Momento interno, (Mint) kNm 1041.84 1615.70 4075.9(
Altura arco inicial, ( ZZm) m 2.785 3.577 5.953
Altura arco deformado, (ZZ'm) m 2.487 3.07€ 4.382

En el ejemplo desarrollado siempre se tendra T Wyaque — Tt 1@ Seguln esto, en

este caso las Unicas curvas que son validas de las figuras, desde la Figura 3-19 hasta la
Figura 3-24, en la seccioén 3.6, son las més cercanas a 40 °.

Segun la Tabla 3-4 es l6gico el comportamiento en el cual para méas cantidad de cilindros
se tienen deformaciones mayores debido a que la carga aumenta junto con el nimero de
particulas. Esta deformacién representa un mayor aplanamiento del arco en la condicion
deformada, lo que genera un mayor aumento del radio de curvatura al incrementar el
valor de n.

También se observa un aumento en la fuerza normal promedio en el arco y de la

deformacién unitaria, también debidas a la mayor carga soportada.

Al observar los valores de la altura del arco deformado se nota que la falla por pandeo no

se presenta en ninguno de los casos estudiados, ya que el valor siempre es mayor a 0.

Por otro lado, para completar el andlisis de estabilidad de un arco se debe establecer si
se supera la resistencia a la compresion o la resistencia cortante en alguno de los
contactos. Para lo anterior se deben definir las propiedades del material de los cilindros:
el esfuerzo normal maximo de la roca y el angulo de friccibn maximo que soporta el

material.
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En el ejemplo desarrollado, se establecen los parametros ,, p Tt kiNiMm2 y =40 ©,
para ilustrar la situacion de falla, en la que es aproximadamente igual a . Se dan los

siguientes resultados para los cuatro valores de n probados:

Para 7 cilindros

Tabla con la revisidén de estabilidad, esfuerzos en kN/m"2
= Actuantes Resistentes F.S.
!Esfuerzo normal 322.65762 10000 30.992605 !

'Esfuerzo cortante 350 345.47791 0.9870797

Para 9 cilindros

-~

Tabla con la revisidén de estabilidad, esfuerzos en kN/m"2

'=- Actuantes Resistentes F.S.

] )

'Esfuerzo normal 403.95875 10000 24.755003 '

! !

'Esfuerzo cortante 450 436.30875 0.969575

Para 15 cilindros

Tabla con la revisidén de estabilidad, esfuerzos en kN/m"2

! Actuantes Resistentes F.S.

! !

'Esfuerzo normal 714.51624 10000 13.995483 !
] !

!Esfuerzo cortante 750 783.26821 1.0443576 !

Observe en los resultados de las tablas anteriores que los esfuerzos que actian sobre
los contactos para intentar desestabilizar son mayores que los esfuerzos que resisten y
mantienen la estabilidad, para el caso de los cortantes en los contactos en los que el
factor de seguridad es inferior a 1, indicando un arco inestable. Sin embargo se nota que
en un arco de 15 particulas la carga normal fue lo suficientemente grande para lograr
aumentar la resistencia cortante y generar un factor de seguridad mayor a uno, indicando

un arco estable.
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En cuanto al esfuerzo normal no se presentan problemas debido a que en este caso se
asumio un resistencia a la compresion de la roca relativamente alta, por lo que el factor
de seguridad respecto a la compresion es bastante mayor a 1. No obstante se resalta el
hecho de que a medida que se aumenta la carga sobre el arco o el numero de cilindros,
el esfuerzo normal promedio en el arco incrementa, disminuyendo el factor de seguridad

a compresion pero beneficiando la resistencia a la falla por cortante.



4.E | arco conformado por
rectangul ares

4.1 Metodologia general

Se realiza el analisis de una viga conformada por poliedros rectangulares y apoyada en
los extremos con elementos indeformables y rigidos. Se busca encontrar el valor de la
flecha maxima que se genera en la viga cuando cada uno de los elementos se carga con

una fuerza constante.

Para desarrollar el problema primero se realiza un andlisis de la geometria del sistema
para definir completamente la deformada que se genera como resultado de una flecha
maxima, llamada Y. Se estudia la deformada asignandole dos formas diferentes: la de
una parabola y la de una funcién sinusoidal. Durante este proceso se identifica la
posicion de las aristas de los bloques usando vectores de posiciéon referenciados a un

sistema coordenado global.

A continuacién se calculan las fuerzas que se producen en los contactos entre elementos
mediante el analisis de los traslapos que se presentan entre cada par de bloques

consecutivos.

Teniendo en cuenta lo anterior, se establece un método iterativo en el que se prueban
varios valores de Y, calculando las respectivas fuerzas en los contactos. El algoritmo
desarrollado seleccionara la deflexion maxima que desarrolle fuerzas en los contactos

tales que se satisfaga el equilibrio del sistema. También se desarrollan analisis de falla.
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Al final se realiza una comparacién de la metodologia llevada a cabo en esta tesis con
respecto a la metodologia para analizar vigas tajadas, propuesta por Brady-Brown
(1993).

4.2 Geometria del sistema

Definir la geometria del sistema es importante pues las variables y cantidades que aqui
se deduzcan seran variables por usar en las ecuaciones mecanicas por utilizar en la
siguiente seccidén de este capitulo. Se inicia el analisis describiendo detalladamente el

sistema por analizar.

4.2.1 Descripcion del sistema

En este capitulo de la tesis se analizara una viga conformada por ¢ bloques o poliedros
rectangulares uniformes. La viga esta confinada en los extremos mediante dos apoyos
gue se asumen indeformables, invariables e infinitamente rigidos. En la Figura 4-1 se

muestra un esquema del sistema por analizar.

En la Figura 4-1 (A) se observa que el origen global del sistema coordenado se
encuentra en el punto medio de la pared izquierda del primer bloque, ubicado en el
extremo izquierdo, con el eje z positivo proyectado hacia abajo. La viga esta seccionada
en ¢ elementos rectangulares de dimensiones (altura, largo y profundidad) = 6 & .
En la Figura 4-1 (B) se muestra un elemento general e, cuyo centro de masas es el punto
C, que a su vez es el origen del sistema coordenado local. Los giros de los elementos se

asumiran positivos cuando su sentido sea horario, como se muestra en la Figura 4-1 (C).

Limitando el movimiento del centro de masas de cada elemento solamente en el sentido
Z, sin moverse en el eje X, cuando el sistema inicial es solicitado por unas cargas en
cada elemento, se asume que los centros de masa descienden formando una parabola, o
una forma sinusoidal, cuyo punto mas bajo esta a una distancia ¥ medida en direccién

del eje Z desde el eje inicial de la viga.
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Figura 4-1: Sistema de viga por analizar, A. Condicién inicial y deformada parabdlica, B.

Detalle de bloque, C. Sentido positivo del giro.
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Luego de ocurrida la deformacion, cada elemento habria experimentado un giro igual a la
pendiente de la parabola, o la funcién sinusoidal, en el punto donde haya quedado el
centro de masas sobre la curva.

Al observar la viga deformada en la Figura 4-1 (A), n6tese que el bloque 1 esta separado
del bloque 2 debido al alto valor de ¥ que fue representado, de la mismo forma que el (n-
1) lo esta del bloque n. Esta condicién sugiere que el sistema ha fallado, pues ya no hay
posibilidad de transmision de cargas. Por lo tanto, uno de los objetivos es encontrar el
valor critico de Y a partir del cual valores mayores inducen separacion de elementos y de

esta manera, la falla.
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4.2.2 Andlisis geométrico de los elementos

En esta seccion se determinan los vectores de posicion, respecto al sistema cartesiano

global, de las aristas de los bloques en la condicion deformada.
Para lograr lo anterior se deben atender y solucionar los siguientes aspectos:

9 Establecer las caracteristicas geométricas de la pardbola o curva sinusoidal que
define la forma de la deformada. Seguidamente se calculan los giros de todos los
blogues asi como las coordenadas globales de sus centros de masa.

91 Determinar las coordenadas respecto a los sistemas coordenados locales de las
aristas de los bloques en la condicion deformada.

1 Fijar los vectores de posicion, respecto al sistema global, de las aristas de los
bloques al sumar los vectores referenciados al sistema local con los del centro de

masa del blogue analizado, con respecto al sistema global.

A continuacién se desarrolla lo mencionado para los tipos de deformada que se

consideran: cuando se asume una forma parabdlica y una sinusoidal.

4.2.3 Analisis de la parabola

Como se observa en la Figura 4-2, se tiene una parabola cuya rama izquierda pasa por el
origen del sistema coordenado global. La distancia entre los puntos de interseccion de la
pardbola con el eje horizontal es igual a la longitud de la viga, por lo tanto la distancia

horizontal hasta la mitad de la parabola es € a 1¢.
Recordando la definicion de parabola, como el conjunto de puntos que equidistan a una
linea directriz y a un foco, punto F, entonces al analizar un punto P cualquiera de la

parabola, con coordenadas (X, z), se obtiene:

00 00

a4 'Q  cd Q a (4.1)

N
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Figura 4-2: Pardbola referenciada.

n{

Linea Directriz

Al reescribir la Ecuacion (4.1), despejar la variable z y remplazar el valor de ® Yy Q

se obtiene:

a O Q — w0 &aw— (4.2)
W

La Ecuacion (4.2) es de la parabola que define la coordenada z para cualquier valor de x.

Dicha ecuacion esta en funcion del ¥, el nimero de particulas ¢, el largo de cada bloque

ay la coordenada z, hasta el punto focal "Q

Para determinar cual es el valor de "Q se usan las condiciones de frontera del problema

geomeétrico, entonces segun la Figura 4-2:

Siw mO & T se obtiene el valor de "Qasi:

<
[92]
Q-

(4.3)

©
L=
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Al remplazar la Ecuacion (4.3) en la Ecuacién (4.2) y reducir los términos, se tiene:

. Y £aw
O« @ — (4.4)
€ a

La Ecuacion (4.4) define la parabola en funcion del nimero de bloques analizados €, el

largo de los bloques Gy la deflexién maxima asumida Y. La anterior expresion solo es

valida para cuando los bloques tienen dimensiones uniformes.

A Giros de los bloques

Para calcular los giros de los bloques se usara la primera derivada de la funcién de la
curva, que se muestra a continuacion. Esa funcién se evaluarad en los puntos de los

centros de masa de cada elemento.

Qa oy .,
— 9o g @ Ea (4.5)

o

4.2.4 Andlisis de curva sinusoidal

Para suponer que la deflexibn de la viga analizada tiene una forma sinusoidal, es
necesario analizar la funcién para escoger un dominio que se ajuste a la deformada
esperada; por lo tanto, en la Figura 4-3 se puede notar que la parte de la funcién que
puede ser utilizada para simular la deformada de la viga se encuentra entre “j ¢ y v“j ¢

para el valor de _.

A continuacién se adapta la funcion para ajustarla a los ejes globales de la viga
analizada. En la Figura 4-3 se comparan los ejes coordenados de la funcién seno, con
respecto a los ejes globales de la viga. Para adaptar la funcion al problema que se esta

analizando, se realiza el cambio de variable de _a & .

Al estudiar los ejes de las abscisas, la funciéon que relaciona las variables _ a & se

puede obtener de los valores conocidos que se observan en la Figura 4-3, estos son:
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Si_ “jgentonces @ T ysi_ UL‘jg entonces @ €& OTeniendo en cuenta lo
anterior y una relacion lineal entre los ejes, se obtiene:
113 .[ .

- C P z &0 (4.6)
Figura 4-3: Funcién seno comparando los ejes contra las coordenadas globales de la
viga.

nl
sen A & XC
VY
0— 1
0 > A
14+ -1
\ /2 m 3m2 2m 5S5m2 37

Ahora, al analizar el eje de las ordenadas y observar los valores conocidos, se puede

deducir una funcién que cumple con las condiciones de frontera del problema.
4.7)

. OE
o yP 2=
q

Entonces al remplazar la Ecuacion (4.6) en la Ecuacion (4.7) se obtiene la ecuacién que

describe la curva deformada de la viga, cuando se supone una forma sinusoidal:
(4.8)

O
ms
N4 =
o
m | —
Q€=
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A Giros de los bloques

Para calcular los giros de los bloques se usara la primera derivada de la funcion de la
curva, Ecuacién (4.8). Esa funcion se evaluara en los puntos de los centros de masa de

cada elemento.

Qa . .

A
— = YA 6p & (4.9)
£ o C a

ml,_|

4.2.5 Vectores de posicion de las aristas de los blogues

Obsérvese la Figura 4-4, en la que se muestra un bloque girado cuyas paredes son
paralelas a los ejes locales (x, z); el objetivo es encontrar las coordenadas de las
esquinas respecto a los ejes globales (X® y Z°) utlizando la metodologia de

transformacién de coordenadas.

Para lo anterior, se rotan los ejes locales (x, z) hasta unos ejes que sean paralelos a los

globales, que serianlosej esz @6, Fi nal mente, paraXf,E®%gar a

se realiza e | proceso de traszléaggc.i -n de |1 os ejes (x0,
Figura4-4:Tr ansf ormaci -n de coordenadas para | a ari
A xC
el | |Je F“-..XG
= 5 L
O| 2 !
|
> A |
' | |
. |
RN Z'_| . [
G_|_T—~_ /- LT LB TSN
Z e Tt IJ '
g/ T X
=— /o= N B
| € |®e
X
|
v k
V z Z

st a
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Primero se obtienen las coordenadas de los vértices respecto a los ejes locales, como se
muestra en las ecuaciones siguientes. Respecto a la nomenclatura de los vectores de

posicién, corresponde a su punto de inicio y final.

e P .

(o] w c ¢th o (4.10)

690 o M L (4.11)
13

680 o M P & (4.12)
C

68 o M P& (4.13)
c .

Ahora se procede con la respectiva transformacién de coordenadas y se realizara la
demostracion usando la esquina j. Se inicia con la rotacion de los ejes coordenados
|l ocales del bl oque hasta | os ejes (x0, yo), gu

se usa la matriz de transformacion:

© A0 OEF ©
& OBl Ai0 d (4.14)

Teniendo | as coordenadas z@&Yersacpadasda &aobtr a
los ejes globales. Para lo anterior se suma cada vector de posicidn en las coordenadas
(x266) con el vector de posici-n del centro de r

al sistema coordenado global.

Las coordenadas referenciadas al sistema coordenado global se denotan con el
superindice G durante esta seccion del documento. Entonces, el centro de masa de un

bloque e, se encuentra en las coordenadas mostradas a continuacion:

6 oK a0 g i & O OEED Q08 | AUDBNE SRR & (4.15)

Evaluando & a través de la Ecuacion (4.4), de la funcién de la parabola y realizando las

correspondientes factorizaciones y simplificaciones, se obtiene:
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Y

() é—c'Qé Q p ¢ P

(4.16)

Entonces se concluye que el vector de posicion del centro de masas del bloque e,
respecto al sistema coordenado global, al usar la deformada con forma parabdlica, es
asi:
e Py )
OB & hd aQ - h— Qe Q £ -

% P C (4.17)

Ahora, al evaluar @® con la Ecuacion (4.8), de deformada sinusoidal y realizar las

correspondientes factorizaciones y simplificaciones, se tiene que:

p OEH ¢ 1Q ¢ (4.18)

N | <K

Por lo tanto, el vector de posicién del centro de masas del blogue e respecto al sistema

coordenado global, al usar la deformada sinusoidal es:

Cc
&h
€
g<
Q
Q
Val el
AT
o
O
m
Q-'—) =
m

TQ ¢ (4.19)

Segun lo anteriormente descrito y las ecuaciones (4.17) y (4.19), el vector que representa
la posicion de la arista j del blogue e, es como se muestra a continuacién para una forma

parabdlica:

0P OB 6P O hd o M
5o P o
. w C Al-©6 OBt ®
ue Y, YEL A0 ¢ 4.20
& <y . P OEF Ai-© «a (4.20)
— ¢Qe Q p ¢ E

Y para una deformada sinusoidal:
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: s o P ‘
O af - AT-6 OEL ©
ub o PPN -~ s
& y L OEL A6 « (4.21)
Ep OE'C'EE TQ ¢

Las ecuaciones (4.20) y (4.21) se pueden aplicar para cualquier otro punto del bloque e,
y no solo para la arista j. De tal manera que se pueden calcular los valores para

0P@ OO &, p a ¢ variante desde 1 hasta el nimero de bloques considerados.
En general para todos los puntos de interés de los bloques: el centro de masas y las
aristas, se tienen las siguientes ecuaciones para calcular sus coordenadas en el sistema

global, para deformada parabdlica y sinusoidal, respectivamente.

Para la deformada parabdlica:

o el
o " " h, p P i
|'vU 6 v n,(t) (,L’) Ul IP‘ Q E .‘.p."’u N T .
I’I’UBO,P 1 W W n 11 ','p'," ¥l ~ L . o~ Nld) a I
h2) | I(I) ) Il 11 U’pﬂ’ il A,\ |’—A9 ~O__ E_,l- : ) & ':'
L LN Lpa T OB+ Al© o 4 » (422
0Ly @O yonoheeT " w G
o @ W O U P ' ‘
1y € e Tl
u wptr U
Donde OO GO £€4QE Q p & - (4.23)
Y para la deformada sinusoidal:
o Rl
o " " I P P n
Y %) o n’(_:\‘) (D Ul L§! Q E P n —
v 0 POy 1 W a ] Pee . 2 A NI"‘O a I
) | I(:) ) 1 ] Pl n A I’—AQ ~Q E_,l- : | & ':I
re . v o , n 11 L D- N OB+ Al-©O oY d :’: (424)
o0 &y 0 W o Cee 1 o a
w0 ® & W w 5 ' )

R

Uy
c =

L) L

p
O * R
U IlOwwqpl 1l
P
u wp

Donde 0O G o £ip OE+ & 1Q ¢ (4.25)
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4.2.6 Flecha critica para separacion de blogues

Es adecuado analizar esta caracteristica especial puesto que representa una condicion

extrema en la que el sistema falla. En esta seccion se analiza dicha condicion.

Como se puede observar en la Figura 4-1, cuando la viga se ve sometida a una flecha
maxima lo suficientemente grande, usando una forma parabdlica para la deformada, se
presentard en algin momento la separacién de los pares de bloques en los extremos de
la viga. Lo anterior se debe a que en los extremos de la viga es en donde se produce

mas giro debido a la forma geométrica asumida.
En cuanto al anterior caso se deduce a continuacién la expresion para calcular el valor

de la flecha maxima que produciria tal separacion de los bloques, que se denominara con

el simbolo ¥

Se puede establecer que si ¥ toma un valor mayor al critico, entonces se satisface que:

Y exactamente cuando la deformada tiene como flecha maxima a ¥ , las coordenadas de

los vértices j del bloque 1 e i del bloque 2 coinciden y se cumplird que:
® O Q0w (4.26)

Para establecer los giros de las particulas, se usa la Ecuacion (4.5) remplazando los
valores de x correspondientes de cada bloque, que son & -N® —, de tal forma

gue se obtiene:

10 10
X ta- P (+:27)
Ty | : TY :

— ta ° tat © (4.28)

A continuacion se determina Y , al igualar las expresiones para las coordenadas en X de

las aristas j e i de los elementos 1y 2, respectivamente. Estas abscisas son:
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Al-6n OEt) (4.29)

NI NIDO

AT-Sn OE+G (4.30)

Igualando las ecuaciones (4.29) y (4.30), remplazando los giros de las ecuaciones (4.27)
y (4.28) y las coordenadas locales de los puntos analizados. Finalmente se despeja el

valor de la flecha maxima critica para la separacién de los bloques, obteniendo:

. g a . LY
Yy Al O¢ Al ©5¢ o©
~ TE P €
.1y LTy 0 (4.31)
OE+—=¢ o OE4+—=¢ p =
€« € a a
Para un mejor manejo de la Ecuacion (4.31) se usan las siguientes variables:
LY . _ 1Y
o] OE4+—=¢ o© OE+—=¢ p
€ a € a
N 52 g a (4.32)
0 ¢ Al O=¢ 0O Q o -
€ Q TE p
Entonces la Ecuacién (4.31) se puede reescribir asi:
o 6 ox o 2n e
Y. 0cAl O0c 0Opg (4.33)

4.3 Analisis mecanico del sistema

En este segmento se analizan y calculan las fuerzas que afectan el sistema producto de

las cargas impuestas en cada uno de los bloques.

Al observar la Figura 4-5, que es una ampliacién de la Figura 4-1 (A), se observa que las
paredes laterales de los bloques se traslapan con las de sus bloques vecinos. En este
andlisis se asumira que los traslapos representan zonas en las que los bloques estan

sometidos a compresion. Sin embargo, se asume que en los contactos no puede haber



110 El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques

tension, por lo tanto las paredes de bloques consecutivos que estén separados no

aportan fuerza al sistema.

Figura 4-5: Traslapo de dos bloques consecutivos.

Compresion

Sobre aquellas zonas de compresion, actlan esfuerzos que se pueden calcular a partir
de las caracteristicas del material con el que esté constituido el blogue y la deformacién

gue se obtiene del analisis de las zonas de traslapo entre blogques consecutivos.

Partiendo de los esfuerzos de compresién es posible obtener las fuerzas que actian
sobre cada uno de los elementos, de tal forma que se pueden realizar los
correspondientes analisis de equilibrio del sistema, y asi revisar si se cumplen las

condiciones de equilibrio, asi como verificar si se presenta falla.

El objetivo final de esta seccién es encontrar el valor de Y de la deformada que satisfaga
las condiciones de equilibrio del sistema y que revise si el sistema ha alcanzado alguna

de las condiciones de falla.

En resumen, las etapas principales por desarrollar en esta parte son: andlisis de la
deformacién de los bloques con base en los traslapos sucedidos en la configuracién
deformada, obtencion de la funcién de la deformacién en la seccién, obtencién de la
fuerza y su punto de aplicacion en la seccion. Finalmente se revisa el equilibrio del

sistema para determinar la validez del valor de ¥ usado.

4.3.1 Deformacion en los bloques

Para obtener la deformacion en los bloques se comparan los vectores de posicion de las

aristas para definir las magnitudes de los traslapos.
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Al analizar los traslapos entre bloques consecutivos, se pueden encontrar varios casos
dependiendo de si el traslapo abarca toda la pared lateral de los bloques o no; a saber,

los casos que se pueden presentar se observan en la Figura 4-6:

A Compresion en la parte superior del bloque y separacion en la parte inferior, Figura
4-6 (A).

A Compresiones en la parte inferior del bloque y separacién en la parte superior, Figura
4-6 (B).

A Traslapo total de una pared en la otra, Figura 4-6 (C).

A Se pierde el contacto entre los bloques, Figura 4-6 (D).

Figura 4-6: Posibilidades de traslapo entre dos bloques consecutivos.

i(e+1) i(e+‘l) je je

losr) e ji

2 ) ]

Mies) ke Ko

(e+1)

(e+1) Ke

Compresion

Separacion de los bloques

Entonces, asumiendo que las deformaciones en el sentido Z no son significativas, y para
establecer la compresibn como positiva, el desplazamiento de compresion y la

deformacién unitaria en X para la pared derecha de un bloque ‘Qse definen asi:

En la fibra Superior (S)

o Y&

Y& O o - 5 (4.34)
En la fibra Inferior (IN)

o Y&

Yo o o @ ° - 5 (4.35)
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4.3.2 Distancia hasta interseccion de traslapo

Para establecer las fuerzas en los contactos es necesario conocer el area en la que se
aplican. Por lo tanto, es necesario definir claramente el punto de interseccién entre las
paredes en contacto. Ademas se requiere calcular la distancia desde el punto j del
elemento Q hasta el punto de interseccion entre la pared derecha del elemento e e

izquierda del elemento (e+1), que de ahora en adelante se denominard con laletrafi g o .
Para lograrlo se usaran los puntos Q@QY 0Q p wad Q p, para calcular las rectas
gue pasan por cada par puntos y luego encontrar el punto de interseccion al igualar
ambas expresiones. Para encontrar las ecuaciones de la recta se usa la ecuacion de
punto pendiente mostrada como sigue:

@ o aGo e (4.36)

Para la pared derecha del blogue e

En este caso, para aplicar la Ecuacion (4.36) se usa como punto al vector UEP
& R vy para obtener la pendiente se usa ademas el vector 6 P & Fd . Por
simplicidad se obviara el superindice G, pues ya se conoce que se refiere al término
i G| o Par lo tanto, se obtiene:

Para la pared izquierda del blogue e+1

El punto por utilizar seria el correspondiente al vector 0g P @& o , Y la

pendiente se encontraria usando ademas del anterior el punto del vector Gi P

a @ - ; W ® (4.38)

Hallando interseccidn
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Llamando

n . P L ) ) (4.39)

Igualando las ecuaciones (4.37) y (4.38) y despejando el valor de X del punto g, que se

denomina & , que corresponde a la interseccion de los bloques e y e+1, se obtiene:

® ‘ q ‘ (4.40)

Por lo tanto, remplazando la Ecuacion (4.40) en la (4.37), la coordenada en z del punto

de interseccién entre las paredes es:
O T W W (4.41)

Existen unos casos especiales en los apoyos de la viga en la que la Ecuacién (4.40) tiene

variaciones. Cuando se analice la pared izquierda de la viga @& 1Yy cuando se analice

la pared derechadelaviga® € @

Distancia entre jevy g

Habiendo hallado la interseccién se procede a determinar la magnitud del vector " que
corresponde con la distancia entre los puntos que definen el alto del area en la que actla

el esfuerzo en el contacto.

El vector "®puede ser calculado al restar el vector de 0 P al vector de la interseccion
gue recién se ha determinado por las ecuaciones (4.40) y (4.41), como se muestra a

continuacion:

OBV ol N AN ® hod

MO O O (4.42)
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Por lo anterior, se denomina como el espesor critico del bloque e, tce, a la magnitud del

vector analizado que se calcula asi:

0 ®w ® (4.43)

4.3.3 Fuerzas en los contactos y puntos de aplicaciéon

Para determinar la fuerza que estd aplicada en la pared derecha del bloque e, se
determina una funcién para la distribucién de deformacién unitaria en la seccién afectada
por la compresién. Luego dicha funcién se multiplica por el médulo de Young del bloque y
se procede a integrar en Z, de tal manera que se obtiene la ecuacion para calcular la

fuerza.

Dependiendo del traslapo entre los bloques se tienen cuatro casos diferentes de analisis,
tal como se mostro en la Figura 4-6.

Compresion superior. Si )vfé-ﬂ y )vfé- L

En este caso hay compresion en la zona superior de la pared, de tal forma que para el

elemento ‘Q la zona de compresién abarcadesde @ @ hastadd & 0 .

Para obtener la distribucion de deformaciones sobre la pared del bloque, se usara una
aproximacion lineal; especificamente, se utilizar4d la ecuacién de punto pendiente

tomando como referencia los puntos & h y & O ht, obteniendo:

T O o (4.44)

La Ecuacién (4.44) que describe la deformacion de la pared derecha del bloque e, es

aplicable a cualquier valor de Z dentro de la zona de compresion.
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Ahora bien, para determinar la expresion de la fuerza en la seccidon analizada, la
Ecuacion (4.44) se multiplica por el médulo de Young y se integra en z. Realizando lo

anterior junto con las simplificaciones correspondientes, se obtiene:

0o O0—— (4.45)

Para poder realizar el andlisis de equilibrio es necesario encontrar el punto de aplicacion
de la fuerza en la seccidn del bloque analizado. Para esto, se debe encontrar la ecuacion

del momento en la seccion y luego dividirlo entre la fuerza obtenida en la Ecuacion

(4.45).

Figura 4-7: Elemento diferencial de deformacion para hallar el momento.

<« dF=Eex.b.dz
ce

N
©
Pared izquierda
Pared derecha
elemento e \fk\ 0 elemento (e+1)
SR G
Exe(IN)

Para calcular el momento de la seccién se toman momentos diferenciales respecto al
origen del sistema coordenado usando como guia la Figura 4-7. Luego se integra la

expresion resultante.

Asumiendo que el espesor del blogue en el sentido Y es unitario, se obtiene:

. O . Cw oW
s w o — (4.46)
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Resolviendo y reduciendo el término entre paréntesis cuadrados de la Ecuacion (4.46), la
expresion matematica se puede reescribir como en la siguiente ecuacion, que se usa

para calcular el momento de toda la seccion.

- 0 o 0 (4.47)

Ahora, el punto de aplicacion se denominaria ¢Jy usando las ecuaciones (4.45) y (4.46),

se obtiene asi:

. ¢
& °  d o — (4.48)

5
6
Segun la Ecuacién (4.48), se concluye que la distribucién de esfuerzos en la pared del
blogue tiene forma triangular.

Sin embargo, dado que, en realidad, las paredes de los bloques en la condicién
deformada, estan inclinadas con respecto a la direccién vertical un angulo igual al giro del

elemento. Teniendo en cuenta este efecto, se usa la siguiente ecuacion:

o.

T oo YA
g @ 5 e (4.49)

Compresion en toda la seccion. Si )U’J—-.Jl! y yé- Ly

Este caso se refiere a la Figura 4-6 (C), en la cual hay compresion en toda la pared del
blogue y se seguird una metodologia igual a la del anterior caso; se obtiene la ecuacion
de la distribucion de deformaciones en la seccion, luego se multiplica por el médulo de
Young y se integra la expresién en Z para establecer la fuerza. Después se calcula el

momento en la seccién, para definir el punto de aplicacién de la fuerza.

Entonces, se obtiene la ecuacion correspondiente a la funcién de deformacion al asumir

una distribucion lineal, de tal forma que se puede usar la ecuacién de punto pendiente,

usando como referencia los puntos @ R y @ o h , Se tiene:
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. : AR (4.50)

La Ecuacion (4.50) se multiplica por el médulo de Young para obtener el esfuerzo y luego
se integra a lo largo de la pared en Z para determinar la fuerza aplicada en la seccién,
como muestra la siguiente expresion, de la cual se concluye que la distribucién de

deformacién en la seccién tiene forma trapezoidal.

0 —o- - (4.51)
C
De la misma forma que en el anterior caso, ahora se define el momento:

Q0 Q000 aQd

. ©Oo . | .
0 0 o O - - - o (4.52)

Habiendo hallado el momento, se procede a calcular el punto de aplicacion dividiéndolo
entre la fuerza establecida con la Ecuacion (4.51), de tal forma que se obtiene:

(4.53)

De la Ecuacion (4.53), se puede notar que el punto de aplicacion es igual a la
coordenada en Z de la arista j, mas una expresion que denota el centro de gravedad para
un trapecio cuyas bases mayor y menor son - y - , respectivamente, y con una

altura igual a la del blogue t.

Teniendo en cuenta el giro se obtiene:

Jd O AT-©
5 - (4.54)
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Compresidn inferior. Si )“’é.JI! y yé. Ly

Este caso especifico se ilustra en la Figura 4-6 (B), en donde las compresiones se
producen en la parte inferior de la viga. En este caso también se tiene en cuenta la
interseccién entre las paredes que ya fue calculada en el andlisis de la compresién
superior; sin embargo, la compresion estard aplicada en la longitud t-t.. de la parte
inferior del bloque.

Para deducir las expresiones de la fuerza y su punto de aplicacién en la pared del bloque
se usara la misma metodologia que en los anteriores dos casos. Por lo tanto, para
encontrar la funcién de deformacion en funcién de Z, se usan como referencia los puntos

© ohmy ® o y se obtiene:

T 5 @ @ 0 (4.55)

o‘
o‘

Multiplicando la Ecuacién (4.55) por E, y luego integrando en Z para obtener la fuerza en
la pared derecha del bloque e, se establece la siguiente ecuacion que se usa para

calcular la fuerza en la pared del bloque e.

— O L
O ——— o0 o (4.56)

Ahora se determina el punto de aplicacion de la fuerza mostrada en la Ecuacion (4.56);
para lo anterior se puede proceder como en los dos casos pasados, pero en realidad se
aplica lo aprendido de dichos casos, de tal forma que el punto de aplicacion de la
distribucion de esfuerzos triangular se ubicaria segun la siguiente ecuacion, en la que

también se tiene en cuenta la inclinacion de la pared del bloque.

o P . . s
— Al
d @ 5 G0 0 -0 (4.57)
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Separacion. Si i’é_ﬂ y yé_ Ly

Este ultimo caso se ilustra en la Figura 4-6 (D), en el que las paredes de los bloques no
se intersectan y estan separadas; por lo tanto, no hay compresion en ninguna parte de la
seccion y el sistema falla.

En la Figura 4-1 (A) se observa que el tipo de falla de separacién de los bloques se
presentaria primero en los extremos de la viga, mas especificamente entre los bloques 1-
2y (n-1)-n.

Aunque en este caso no es posible calcular fuerzas ni puntos de aplicacion, si es
importante calcular el maximo ¥ critico para generar la separacion o Y ~, a partir del
cual valores mayores de la variable generen la separacibn completa entre algunos
bloques de la viga. El correspondiente analisis de geometria ya se desarrollé en la

seccion de Flecha critica para separacién de bloques.

4.3.4 Equilibrio del sistema

En esta seccion se establece la manera de analizar y comprobar el equilibrio del sistema
analizado. Como insumo para lo anterior se cuenta con todas las dimensiones del
problema y puntos caracteristicos de los bloques que conforman la viga. También se han
calculado todas las fuerzas internas que se ejercen en las paredes de todos los bloques;

todo lo anterior con base en un valor supuesto de la flecha méaxima en la viga Y.

Dado que solo se han calculado componentes horizontales de fuerza y asumiendo que
las componentes en la direccion Z no son significativas, Unicamente se verifica el

equilibrio de momentos.

Para analizar el equilibrio de momentos se tomara una seccion de la viga en la condicion
deformada y se comprobara el equilibrio calculando el momento, tomando como punto de

referencia el punto de aplicacion de la fuerza en la pared izquierda del primer bloque.
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Entonces, segun la Figura 4-8 se analizard la viga con una seccién en la mitad de su
longitud, esto es, se tendran en cuenta la mitad de los elementos, si h es par, o (n+1)/2
elementos, en caso de que n sea impar. Las fuerzas que afectan el sistema son los
pesos de todos los bloques, la reaccion encontrada en el apoyo y finalmente la fuerza

interna hallada en la pared derecha de la viga.

Figura 4-8: Diagrama de cuerpo libre para la mitad derecha de la viga deformada.

Xe(n+1)/2
Xe(n-1)/2

Entonces tomando momentos respecto al punto de aplicacién de la fuerza en el primer

contacto, se tiene:

"0 &

C
e

C
e:
Th
C
€

[Th
C
e

o 5 (4.58)

Para que el equilibrio se mantenga en el sistema, la Ecuacion (4.58) debe satisfacerse, y
de no ser asi, se cambia el valor de la flecha méxima de la viga y se aplica de nuevo el
procedimiento para calcular las nuevas fuerzas y poder revisar nuevamente si se

satisface el equilibrio.

4.3.5 Condiciones de falla

Hasta este punto se tiene un método que analiza un sistema de una viga compuesta de

bloques rectangulares. En dicho andlisis se supone un valor de la flecha méxima de la
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viga, luego se establece la forma deformada de la viga una vez se haya aplicado la carga
y se calculan las fuerzas internas y sus puntos de aplicacion que hay en los contactos de
los blogues. Luego se corrobora si se cumple el equilibrio; de no ser asi, se usa otro valor
de la flecha maxima y se repite todo el proceso. Se continla realizando el andlisis de
prueba y error hasta determinar el valor de ¥ que satisface la Ecuacion (4.58) de

equilibrio de momentos.

Ahora en esta seccion del documento se evaluaran los posibles modos de falla que
pueden ocurrir en el sistema dado y se estableceran cuantitativamente las condiciones

gue permitirian dicha falla.

Es importante definir lo que se entiende por falla en el contexto de esta tesis: la falla del
sistema es la condicidbn geométrica 0 mecanica, que implica la pérdida de capacidad del
sistema de soportar cargas. Sus efectos pueden ser el colapso de la estructura o la
incapacidad de soportar mayores cargas a las soportadas en la etapa de falla. Bajo esta

perspectiva se establecen los modos de falla que se mencionan a continuacion.

Modos de falla

Para que una viga tajada como las analizadas en este capitulo experimente la falla, se

pueden presentar tres casos:

A La fuerza externa P en cada bloque es tal que en la condicién deformada los bloques
extremos se separen o pierdan el contacto, y por lo tanto ya no es posible la
transferencia de carga y el arco falla.

A La falla se da si el momento interno en la mitad del arco, es decir, el término a la
izquierda del igual en la Ecuacion (4.58) tiene un valor igual o menor a cero, debido a
gue la coordenada en Z del punto de aplicacion de la fuerza interna en la mitad del
arco es mayor a la coordenada en Z del punto de aplicacion de la fuerza en el primer
contacto.

A Las acciones externas sobre la viga generan acciones internas en los contactos de

los bloques. La falla se presentaria si en alguno de los contactos el esfuerzo normal
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supera la resistencia a la compresién de la roca o material del que esté compuesto el
bloguee A esta condici-n se | e denomina API
este documento.

A Se presenta la falla si en alguno de los contactos el esfuerzo cortante supera el
esfuerzo cortante de falla, que se calcularia como el esfuerzo normal multiplicado por
la tangente del angulo de friccion entre los bloques.

A La ultima condicién de falla o capacidad méxima de carga por geometria del arco, se
presenta cuando la viga muestra una deformacion tal que la fuerza interna en el
centro de la viga genera el momento interno maximo. Esta condicidn se explicara en

detalle durante la presentacion de los resultados.
Entonces a continuacibn se analizaran cada uno de los casos mencionados,
estableciendo la estrategia de andlisis, desarrolldndola matematicamente vy

programandola dentro del algoritmo.

Separacion de los pares de bloques extremos

Este tipo de falla se considera una condicién extrema tetrica ya que antes de llegar a
esta ya se debieron haber desarrollado otros tipos de falla. Sin embargo, es adecuado
realizar el andlisis dada la simplicidad de su calculo.

Este caso se genera cuando los desplazamientos y giros de los bloques son tan grandes
gue se pierde el contacto fisico entre algin par de bloques consecutivos, de tal forma que

la viga queda cortada y falla.

Dada la cinematica planteada al inicio del andlisis, en la que los centros de masa de los
bloques solo pueden desplazarse verticalmente, se observa en la Figura 4-1 que este
tipo de falla ocurre primero en los pares de bloques en los extremos de la viga, cuando
se usa la deformada con forma parabdlica y tiende a no presentarse cuando se usa la

deformada sinusoidal.

La ecuacién para encontrar el valor de la flecha méxima del arco que implica la
separacion de los blogues extremos, ya se ha calculado anteriormente; no obstante, aun
es necesario definir el valor la carga aplicada en los centros de masa de los bloques para

generar tal deflexion maxima.

ast

f

cac
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Para desarrollar lo anterior se estudiard la condicién en la que la flecha maxima en la
viga es igual a ¥ . Cuando se alcanza el valor de delta critico, los bloques laterales

estdn en contacto solamente por un punto que seria la arista y también se tienen unos
traslapos entre los demas bloques con base en los cuales se pueden calcular las fuerzas
internas. Luego se calcula el momento interno producido por la fuerza interna del bloque

en la mitad de la viga.

Con base en la Ecuacion (4.58) se obtiene finalmente la siguiente ecuacion para definir la

carga sobre los bloques, f)_ , que genera dicha condicién inestable. Lo anterior

asumiendo que todos los bloques estan sometidos a la misma carga y que la flecha

maxima de la viga es igual a ¥ \

v B— (4.59)

Donde & es el indicador correspondiente a la particula media en la viga.

Se supera laresistencia ala compresién del material

Como se tienen los valores de todas las fuerzas en los contactos se procede con el
célculo de los esfuerzos. Dado que el célculo de esfuerzos se hace con base en las
deformaciones y que estas dependen del modo de traslapo entre los bloques, se tendran

cuatro ecuaciones diferentes para calcular los esfuerzos, de acuerdo con la Figura 4-6.

Como la distribucion de deformaciones en los contactos usualmente no es uniforme, la
distribucion de esfuerzos tampoco lo serd, de tal manera que se usara el valor maximo

para revisar si el sistema falla.

Entonces, se usa solo el valor maximo de la distribucion de esfuerzos para compararlo
con el valor del esfuerzo ultimo o de falla del material que compone los bloques y definir
la falla cuando el valor de resistencia a la compresion del material sea superado por el

esfuerzo maximo en el contacto, asi:
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"Ow ai a'd ” (4.60)

y = Resistencia a la compresion méaxima del material.
" = Valor maximo de la distribucion de esfuerzos que actia en la pared

derecha del elemento e.

Para determinar el valor del esfuerzo maximo en la distribucion, se debe tener en cuenta

el tipo de traslapo, por lo tanto se tienen los siguientes casos:

PVl VL
T s y_l'” y y_l Ld
En este caso hay compresion solo en la parte superior de la seccién y el esfuerzo

maximo en la distribucion es:
. 5 (4.61)
M1 Si S"é- ] y S"é- Ld

En este caso hay compresién en toda la seccién o pared del blogue y el esfuerzo maximo

en la distribucién debe ser calculado, seleccionando el valor maximo entre - y
- , Y nombrandolo como - , asf:
i Od O w h (03 (4.62)

T SivEy y¥L s

En este caso hay compresion solo en la parte inferior de la seccion y el esfuerzo maximo

en la distribucién es:

; (o3 (4.63)
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1 Si S’/é-“ y S’/é- Ld

En este caso se presenta directamente el caso de falla analizado cuando se separan los

blogues extremos.

Una vez calculado el valor del esfuerzo maximo en cada una de las paredes o contactos,

se procede a compararlos contra el esfuerzo ultimo y verificar si se supera o no.

Identificar punto critico de falla por compresion

El anterior proceso determina si el sistema analizado inicialmente falla con las cargas
introducidas por el usuario; si no es asi, seria de gran utilidad identificar la carga externa,
asumida igual para todos los bloques, que motiva que el esfuerzo interno en alguno de

los contactos supere a la resistencia a la compresion.

Entonces, suponiendo que el esfuerzo maximo en alguna pared iguala al esfuerzo ultimo
del material ,, , se realiza la integral de la distribucién de esfuerzos y asi se obtiene la

fuerza Ultima a compresion correspondiente, "O .

Basados en los graficos de fuerzas en cada contacto para una deformada parabdlica,
gue se presentaran en la seccidon de resultados, se observa que la fuerza maxima
siempre se presenta en los contactos de los bloques extremos con los apoyos, y como en
estos contactos el traslapo genera compresiones en la parte inferior del bloque, se usara

la Ecuacion (4.63) para calcular la fuerza Gltima que genera la falla:

0o —~00 (4.64)

La Ecuacion (4.64) permite calcular la fuerza critica que debe alcanzar el primer contacto
para que el sistema falle. Donde 0 es la longitud de la distribucion de esfuerzos sobre la

pared izquierda del bloque 1.
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Se optara por usar un método iterativo sobre el gran programa que ya se tiene, de tal
manera que se probaran varios valores posibles para las acciones externas dentro del
rango T[Fﬁl . Como a cada valor de acciones externas corresponde un valor de
fuerza en el contacto izquierdo del bloque 1, se identifica el par de fuerzas internas en el
contacto 1 que se acerque mas al valor de "O . Las acciones que produzcan esas fuerzas
internas mas cercanas a "O , se toman como lo limites de un nuevo rango por revisar. El
proceso se continla hasta que el rango de acciones externas por revisar sea tan

pequefio como un error definido por el usuario.

Con respecto a la deformada sinusoidal, la diferencia se centra en que la zona de la viga
en la que se presenta el mayor esfuerzo normal, es en el contacto de la mitad de la viga 'y
no en los extremos, como en el caso de la deformada parabdlica; por lo tanto el valor de

la fuerza que actla en ese contacto se calcularé con la Ecuacion (4.61).

Identificar falla por cortante

En este caso se calcula el esfuerzo cortante interno de la misma forma que se analizaria
la viga en estructuras, es decir, se calcula el diagrama de momentos que tendria la forma

gue se muestra en la Figura 4-9

Figura 4-9: Diagrama de cortante de la viga tajada.

1 2 (e-1) (e) (e+1) (n-1) n
M P P . P P P~ P PN
t[? X = XC
_ N
ZG‘]
TP/2
s/ LP/2-(e-1)P
2P/2-eP
V(x) ——

(e1) () (er1)

—XP/2
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De acuerdo con el diagrama de cortantes de la Figura 4-9, para un bloque e de la viga se
tendra un valor de cortante en su pared derecha &, como se muestra en la Ecuacion
(4.65).

0 — Y (4.65)

Teniendo en cuenta que en el caso que estamos estudiando, P tiene el mismo valor para

todos los bloques, la Ecuacion (4.65) se puede escribir asi:

e
S Q0 (4.66)

Ahora se calcula el esfuerzo cortante dividiendo la fuerza hallada en la Ecuacion (4.66),
entre el area de contacto del bloque, que se considera con un ancho unitario,

obteniéndose:

3 9 0
C o (4.67)
Los cortantes que actlan en cada contacto derecho de los bloques se comparan contra

la resistencia al corte correspondiente, que se calcula como se muestra a continuacion, y

se determina si alguno de los contactos falla:

o, o0dé (4.68)

Lo anterior implica que el usuario ingrese en el algoritmo un valor para el angulo de
friccion interna del material analizado. La falla se produciria si se cumple que el esfuerzo

cortante interno supera la resistencia cortante.

Se observa de la Figura 4-9 que los valores maximos de cortante estan en los extremos
de la viga, sin embargo en esos lugares también se presentan los mayores valores de

resistencia cortante porque el esfuerzo normal también es maximo en esa zona. Para el
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caso de la deformada sinusoidal, la mayor resistencia a cortante esta en los contactos de

la mitad de la viga.

Identificar punto critico de falla por cortante

Ahora se calcula el valor critico de las acciones P en cada bloque de la viga para las
cuales el sistema llega a la falla por cortante. Ese valor critico de P se denominaré 0

Para que se obtenga una falla por cortante se requiere que el esfuerzo cortante interno
gue actla en algun contacto iguale y supere la resistencia al corte correspondiente.
Entonces, en este proceso se deben analizar detalladamente estas dos variables: la

resistencia al corte y el esfuerzo cortante interno actuante en el contacto.

En cuanto a los dos actores principales de este problema es necesario realizar las

siguientes observaciones:

La resistencia al corte en un contacto no es una constante en el sistema ya que depende
del esfuerzo normal y este a su vez, de la flecha maxima asumida. No es como la
resistencia a la compresion que es una propiedad inherente al material constituyente de

los bloques.

Es decir, la resistencia al corte varia de contacto a contacto y también varia dependiendo
de la flecha maxima analizada, debido a que, cada valor de la flecha genera ciertos
traslapos entre blogues que se traducen en esfuerzos normales, y segun el criterio de

falla de Mohr-Coulomb, la resistencia al corte depende del esfuerzo normal.

En cuanto a los esfuerzos cortantes internos actuantes en los contactos, se tiene que sus
valores se determinan del diagrama de momentos al analizar la viga como si fuera
continua y segun la metodologia de la ingenieria estructural. Entonces los valores de
estos esfuerzos cortantes actuantes dependen exclusivamente de las cargas externas
aplicadas en cada bloque, y no dependen de la respuesta mecanica del sistema; es

decir, que dichos esfuerzos actuantes no dependen de la flecha maxima analizada.
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Dado lo anterior se puede concluir que para cualquier valor de las acciones externas
existira un valor de la flecha maxima de la deformada para la cual se presenta la falla por

cortante en alguno de los contactos.

Se establece, pues, el comportamiento de las acciones externas en cada bloque en

funcién de las flechas méximas de la deformada para cada contacto de la viga tajada.

Por lo tanto se buscaré la falla por cortante analizando varios valores de ¥, es decir, que
se encontrara el valor de las acciones que generan la falla, o 0 . Seguidamente se
realizaré la gréafica de 0 contra las flechas maximas correspondientes para observar el

comportamiento del sistema.

Ya que la falla se presenta si, en cualquier contacto, el esfuerzo cortante interno supera
la resistencia al corte, entonces se buscara la condicion critica en la que los valores de

dicha condicion se satisfagan.

Se tiene un rango de flechas maximas de la viga por probar y con cada una de ellas se
pueden calcular los correspondientes valores de la resistencia al corte en cada bloque.
También se tiene un valor de P, que genera un diagrama de cortante y
consecuentemente unos valores de esfuerzo cortante interno. Se comparan las dos listas
de vectores de esfuerzos cortantes para identificar 0y )“’\ , cuando se encuentren

valores coincidentes o muy parecidos, dependiendo de la precision deseada.

Analisis de arco de compresién

En esta parte se analizara el arco de compresion y se encontrara el valor de deflexion

vertical, o flecha, que genera que su altura sea cero.

Cuando la altura del arco de compresion llega a cero debido a cierta flecha en la viga,
que se denominara ¥ ~, el momento interno también sera igual a cero, de tal manera
gue para flechas més grandes los momentos internos se orientaran en el mismo sentido

gue los externos, entonces se podria cumplir la ecuacion de equilibrio.
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Por lo anterior, se observa que es importante identificar dicha flecha que genera que sea
nula la altura del arco de compresién, ya que a partir de este punto el sistema no cumple

la ecuacién de equilibrio de momentos.

La estrategia por utilizar sera establecer una ecuacién que determine la coordenada z del
punto de aplicacion de las fuerzas en las paredes de los bloques. Luego la ecuacion se
aplicara para la pared izquierda del bloque 1 y la pared derecha del bloque medio. Al

igualar las ecuaciones se podra trabajar la expresién para despejar el valor ¥ \

La expresidbn que se habia obtenido para encontrar la coordenada Z del punto de
aplicacion de la fuerza es la Ecuacion (4.57) para la pared izquierda del bloque 1 vy la

Ecuacion (4.49) para la pared derecha del bloque medio, m.

Al aplicar las ecuaciones mencionadas en el parrafo anterior se obtienen las siguientes

ecuaciones, respectivamente, para la pared izquierda del bloque 1 y pared derecha del

bloque m.
G o P o Aio (4.69)
- |
g o Aio
o — (4.70)

En las ecuaciones anteriores el valor de la incognita buscada, que es Y, esta implicita

dentro de los términos & hd M M h—@—, por lo tanto se revisa cada uno de estos

factores para establecer su ecuacién correspondiente.

Para® w® , que son las ordenadas en los ejes globales de las aristas i del bloque 1y
j del bloque medio, se usa la Ecuacion (4.22) para la deformada parabdlica y la Ecuacion
(4.24) en el caso de la deformada sinusoidal, de tal manera que se obtienen las

siguientes ecuaciones dependiendo del tipo de deformada.

Deformada parabolica
o Y P4 oEl & A6
& C ~ (4.71)
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. 9%
W —
3

it a p ¢ g o OEF & Ai-0 4.72)

Deformada sinusoidal

AT OE+- ¢ w OB+ 4 AT-©

C p S q y (4.73)
. y I , e
w E p OE_QIE € 14 ¢ w O+ o Al-© (4.74)

Seguidamente, para establecer 6 w0 se aplica la Ecuacién (4.43) y para establecer
— w— se usa la Ecuacién (4.5) cuando la deformada es parabdlica y la Ecuacion (4.9)

cuando la deformada es sinusoidal.

Luego de lo anterior se deduce que al reemplazar las variables analizadas en las
ecuaciones (4.69) y (4.70), se obtendran expresiones muy largas y complejas para
despejar el valor de ¥ ~ . Por lo tanto, la estrategia por aplicar consiste en establecer
la igualdad de las ecuaciones (4.69) y (4.70) y solo se reemplazara las ecuaciones de la
(4.7) y (4.72) 0 (4.73) y (4.74), dependiendo de la deformada.

Finalmente, de la expresion resultante se despeja implicitamente S'" y se usa el
método numérico de las aproximaciones sucesivas para encontrar la solucion de la
variable de interés.

Al ejecutar el anterior procedimiento se encuentran las siguientes ecuaciones implicitas,

respectivamente para la deformada parabdlica y sinusoidal:

~
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4.4 Andlisis viga tajada segun Brady-Brown

Con el objetivo de validar los resultados producto de la seccion anterior, se compara la
metodologia desarrollada con la establecida por Brady-Brown (1993).

Por lo tanto, en este capitulo se realiza una descripcion de la metodologia desarrollada
por Brady-Brown, en la que se exponen las principales ecuaciones desarrolladas y luego
se explica el método iterativo numérico que desarrollaron para resolver una viga tajada.
En la siguiente seccion de programacion, se expone la manera en la que se desarrolla la

programacion para calcular las variables incégnitas del problema.

Una aplicacion de las metodologias de andlisis de vigas tajadas es el andlisis de
estabilidad de techos de minas en terrenos estratificados. En este tipo de obras, el techo
Nno es una viga continua puesto que los macizos rocosos son predominantemente

sistemas de bloques debido a sus discontinuidades.

El sistema anterior se simplifica analizando el problema en condiciones de deformacion
plana y suponiendo que aunque la viga puede tener varias discontinuidades, la grieta
central se considera predominante en el comportamiento del sistema, como se muestra

en la Figura 4-10.

Figura 4-10: Estrato de techo con discontinuidades como el techo de la cAmara de una

mina subterranea.

Estrato de techo con
discontinuidades
verticales Zj

discontinuidad centra
(predominante)

S

Columna
Columna

Camara de la mina

Entonces, el método analiza una viga compuesta solamente por dos bloques regulares

de dimensiones t y S/2, que soportan cargas en sus centros de masa, es decir, con esta
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metodologia no se tiene en cuenta la influencia en el comportamiento mecanico de las

demas discontinuidades que se puedan presentar en una viga.

Se asume que la estabilidad de la viga viene dada por un arco de compresion que se

forma en las articulaciones del sistema, como se observa en la Figura 4-11.

Figura 4-11: Arco de compresion de la viga tajada.

Arco de compresion

nt

A

Linea de compresion

S

Cuando los bloques de la viga intentan girar, se generan unas articulaciones en tres
zonas del sistema, especificamente en la parte inferior de la pared izquierda del bloque
izquierdo y en la pared derecha del bloque derecho, y ademas en la parte superior de la
discontinuidad principal. Se establece que la longitud de las articulaciones es igual con

un valor — 0

Se asume que en las tres articulaciones de la viga, se presentan distribuciones de
esfuerzos triangulares de igual magnitud, cuyo valor maximo se asume como Q Las
resultantes de fuerza que representan las distribuciones de esfuerzo en las articulaciones
se denominan “Y Finalmente las fuerzas T en los apoyos quedan separadas una

distancia igual a @, que se denomina como la altura del arco de compresién.

La linea de compresién une los puntos de aplicacion de las fuerzas T en cada una de las

articulaciones y esta contenida dentro del arco de compresion.

Teniendo en cuenta los sistemas de falla explicados hasta el momento para el método
desarrollado en esta tesis, se observa que este sistema puede fallar mediante tres

mecanismos diferentes:
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A Cuando los esfuerzos normales en las articulaciones o contactos superen la
resistencia a la compresiéon del material de los bloques.

A Se puede presentar falla por corte en los apoyos o empotramiento.

A Se presenta falla por pandeo cuando la altura del arco de compresion Z, sea nula.

A continuacién se describen los andlisis desarrollados para establecer las expresiones

gue permiten calcular cada variable de interés.

Alturainicial del arco de compresién

Segun la Figura 4-11, se puede observar que el valor de la altura inicial del arco de

compresién @ , esta dada por:

195
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(4.77)

04

Esfuerzo axial maximo

Para establecer el valor de "Q se realiza el equilibrio de momentos de uno de los bloques
respecto al punto de aplicacion de T en la articulacion del apoyo. En este punto se tiene
en cuenta la fuerza que actla en el centro de masa del bloque. Esta fuerza se puede
referir al peso propio, en cuyo caso seria: 0 ‘Qic¥x &€ | 6R¢ [ "YOTambién se tienen
en cuenta la reaccion que ejerce el apoyo en el bloque, la cual en este caso equivale al

peso de un bloque.

Calculando el equilibrio de momentos, de acuerdo con lo mencionado, se establece la

siguiente ecuacion para calcular el esfuerzo axial maximo, notando que 'Y pj ¢ "Q- 0

o
P (4.78)

Longitud del arco de compresién
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Brady-Brown (1993) asume que la linea de compresién tiene forma parabdlica, por lo que
establecieron la funcién, como se muestra a continuacién, estableciendo el origen del

sistema coordenado en el punto de aplicacién de T en el contacto del centro:

w T—w (4.79)

La longitud de arco se puede obtener usando el calculo integral, del cual se obtiene la

siguiente aproximacion:

0 3 —— (4.80)

Altura del arco de compresion general

La altura del arco de compresion se logra al obtener la variacion de la longitud del arco,

Y0 , es decir, restar 0 de 0. De la expresion resultante se despeja el valor buscado:

0w ® —Y0 (4.81)

Esfuerzo axial promedio

Es el esfuerzo axial promedio, "Q , que se podria medir dentro de uno de los bloques.
Brady-Brown (1993) expone gue se han usado métodos numéricos y algunos prototipos
instrumentados, y se han establecido dos aproximaciones: una basada en una
distribucion lineal y la otra, en una distribucién parabdlica. En este trabajo se usara la

aproximacion parabolica, que se ve como sigue, por considerarla mas precisa.

Q
alo
o
aln
|

(4.82)
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Compresion elastica del arco

Segun Brady-Brown, la ecuacion para calcular la variacion del arco de compresion

suponiendo un comportamiento elastico lineal, es:

Vo 50 (4.83)

Bajo dicha metodologia y las ecuaciones mostradas hasta el momento, se pueden
obtener los parametros de la respuesta mecanica de una viga tajada, tales como el
esfuerzo maximo en los contactos o articulaciones, la altura del arco de compresion y la
porcién de la pared del bloque que estd sometida a la acciéon de la distribucién de

esfuerzos de compresion, —.
4.5 Algoritmo y Programacion

En el desarrollo de esta tesis se han realizado tres cddigos que pueden ser aplicados

para ambos casos de deformada: deformada parabélica y deformada sinusoidal.

4.5.1 Bloques

El primero de los cédigos desarrollados se basa en unas condiciones geométricas dadas,
unas cargas aplicadas definidas y unas propiedades especificas de los materiales para
calcular la deflexion que tendria la viga ante tales acciones externas. El algoritmo se
muestra en la Figura 4-13 o Figura 4-14, cuyos cédigos de programacion se muestran en
el Anexo D.

Para programar el método descrito, que ya se explicd6 de manera tedrica, se recorreran
los siguientes cinco pasos basicos:

A Entrada de datos

A Anélisis geométrico

A Obtencion de fuerzas

A Equilibrio de momentos e iteracion
A

Mostrar los resultados
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Entrada de datos

Los parametros principales que definen el sistema analizado se pueden clasificar en dos

categorias diferentes: parametros geométricos y mecanicos.

Los parametros geométricos son:
€del nimero de bloques en los que se considera que la viga se secciona.
odJa dimension en direccion Z de los bloques, igual a la altura de la viga.
¢dla longitud en la direccion X de los bloques.
En cuanto a los pardmetros mecanicos, se tienen:
0 dun vector con las fuerzas aplicadas en el centro de masa de los bloques. En todos
los ejemplos usados en la tesis, todas las entradas de P son iguales, asumiendo que
todas las particulas soportan las mismas acciones externas.

‘Odel médulo de Young del material de los bloques.

Otros valores de entrada auxiliares:
"Q&déd nimero de incrementos o pasos en los que se divide el rango de .
— derror admisible en el calculo de momentos.

— derror admisible en el calculo de longitudes.
Los parametros anteriores se escriben en una hoja de calculo que luego se puede usar
en la ejecucion del programa o algoritmo. En la Figura 4-12 se muestra un pantallazo de

la hoja de Excel disefiada para ingresar los parametros de entrada al programa.

Analisis geométrico

La primera actividad por desarrollar en esta parte es obtener el rango de Y y dividirlo en
los pasos que el usuario defina. Entonces se encontraran valores importantes de ¥, como
por ejemplo ¥ ~, para el cual se produce separacion completa de las paredes laterales
de los dos blogues en el extremo de la viga; y ¥ ~, elcual es el valor de la flecha que

induce que el momento interno en la mitad sea nulo.
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También se determina el valor de ¥ ~, que corresponde al valor maximo de fuerza
gue puede soportar el sistema de viga analizado. Este tema se explica en detalle en la

seccion de resultados.

Las ecuaciones correspondientes para calcular los valores distintivos e importantes de VY,
en su mayoria deben solucionarse mediante el método de las aproximaciones sucesivas
que consiste en asumir un valor del ¥ buscado, y se evalta la expresién. Si el valor
asumido y el calculado no coinciden dentro de cierta zona de tolerancia del error, se
realiza una nueva iteracién considerando el valor calculado como el nuevo valor
supuesto.

Figura 4-12: Pantallazo de las variables de entrada para la viga tajada.

DATOS DE ENTRADA PARA EL SISTEMA DE BLOQUES

UNIDADES USADAS

F= kN ERROR ADMISIBLE
L= m nM 0.0001 kNm
angulo |Grados nL 0.001 m

GEOMETRIA DE LA VIGA TAJADA EN BLOQUES Y MODULO DE YOUNG
Por favor coloquelos valores de las variables geométricas

pasosi - 20 pasos

n= 6 bloques PARA EL ANALISIS DE FALLA

= 0.5 m ESFEURZO COMPRESION o, | 10000 kN/mA2
I= 1m ANGULO FRICCION INT. & 20 Grados
E= 1900000 kN/m~2

ACCIONES SOBRE EL ARCO
Se pueden ingresar cargas puntuales en cada particula o definir una carga
distribuida que actie en la proyeccion horizontal del arco.

TIPO DE CARGA: |Puntuales diferentes|

y= 25 kN/mr3 |
Acciones puntuales diferentes Carga uniforme distribuida
Angulo de Angulo de
Bloque | Carga (kN) inclinacion Carga (kN) inclinacion
1 80 -90 10 -90
2 80 -90
A 80 -90

Luego se procede entonces a calcular las coordenadas de todas las aristas de los

bloques analizados, para cada uno de los ¥ por evaluar. Por lo tanto, simplemente se
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programard la Ecuacion (4.22) o (4.24), dependiendo de la deformada, de forma
ordenada, de tal manera que las coordenadas de las aristas y del centro de cada bloque

gueden ordenados en un arreglo de tres dimensiones.

Es decir que se organizaran las coordenadas, como se muestra en la matriz de tres
dimensiones ¢ ¢ icd@ un tamafio de ufER; , como aparece en la Ecuacién a

continuacion:

HeEEl Q

LSO o R E ofd E o oo
SN - . e . " W oo T (4.84
0O D R E o E O & o .,.( )
AR O E o E & ' AN A

yod B o B oo m B oo 0 R o U

La matriz de la Ecuacion (4.84) debe escribirse para cada uno de los ¥ que se vayan a
calcular, de tal forma que se obtendra una hipermatriz de tres dimensiones, en la que

cada celda contendra el vector de posicién de un punto.

Ahora se calculan los traslapos entre paredes de blogues adyacentes mediante la resta

de las coordenadas en X, de los puntos extremos de los bordes de bloques por analizar.

Obtencion de fuerzas

Como se observd en la seccién 4.3.1, las fuerzas aplicadas en las paredes entre los
bloques se calculan de acuerdo al tipo de traslapo entre bloques adyacentes. Por lo
tanto, primero se identificara el tipo de traslapo mediante las cuatro condiciones l6gicas

establecidas en la seccién mencionada.

Una vez identificado el tipo de traslapo, se aplican las ecuaciones que le correspondan

para calcular las fuerzas entre bloques y los puntos de aplicacion.

Las fuerzas y sus puntos de aplicacion se organizan en diferentes vectores columna.
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Equilibrio de momentos e iteracion

Primero se define el dominio dentro del cual se deberia encontrar un valor que satisfaga
el equilibrio representado por la Ecuacion (4.58). Dicho rango se tomara como Y _
Luego ese intervalo se divide en cierto niumero de incrementos de acuerdo con lo

establecido por el usuario.

Resumiendo el procedimiento del algoritmo: se iniciaria el calculo usando el valor méas
bajo de Y. Al aplicar el algoritmo con un valor de Y establecido, se obtiene como
resultado un conjunto de traslapos entre los bloques. Estos traslapos pueden
cuantificarse y, suponiendo que representan la deformacion de los bloques, es posible
calcular los esfuerzos y, eventualmente, las fuerzas y sus puntos de aplicacién en cada

pared entre bloques.

Se busca establecer cuantitativamente si se satisface el equilibrio en el sistema
deformado. Por eso, se usa la Ecuacion (4.58) de equilibrio de momentos cuando se
hace un corte virtual en la pared derecha del bloque en la mitad de la viga.

El proceso consiste en programar aparte ambos lados de la igualdad de la Ecuacién
(4.58), luego se comparan los valores y la diferencia entre ambos resultados se
almacena en un vector que tiene el mismo tamafio que el de valores de ¥ por analizar y

gue se denominard Residuosen el texto y ADMO dentro d

Se espera que con base en el vector de residuos se pueda identificar el delta para el cual
se obtuvo el menor residuo, de tal manera que dicho valor de ¥ se adoptaria como la
solucion del problema. Sin embargo, lo que realmente se hace es identificar el par de
residuos consecutivos cuyos valores absolutos estén mas cercanos a cero; entonces los
correspondientes valores de Y se toman como los nuevos limites de un nuevo rango de ¥
por analizar en la siguiente iteracion del algoritmo en el que se repite todo el proceso

descrito hasta el momento.

el

progr a
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Se contintan las iteraciones hasta lograr que la diferencia entre los limites del rango de ¥
sea menor o igual al error en longitud, — . Finalmente el valor solucién de ¥ para las

condiciones iniciales dadas seria el limite cuyo residuo (DM) sea el mas cercano a cero.

Revision de falla

Se debe revisar si alguno de los contactos del sistema llegé a fallar por compresion o por
esfuerzo cortante. Por lo tanto, se deben tomar las fuerzas en los contactos y se dividen
en el area en la cual estan aplicadas para obtener los correspondientes esfuerzos

normales.

Luego dichos esfuerzos normales se comparan contra la resistencia a la compresion
tltima del material que constituye los bloques y se define si hubo falla cuando la

resistencia a la compresién sea superada por el esfuerzo normal actuante.

Después se aplica el criterio de falla de Mohr-Coulomb, para establecer la resistencia al
corte en cada contacto con base en los esfuerzos normales recién calculados y el valor

del angulo de friccién interna del material, que también seria ingresado por el usuario.

Una vez obtenido el valor de la resistencia al corte, en cada contacto se procede a
calcular los esfuerzos cortantes. Utilizando el diagrama de fuerzas cortantes de la viga,
calculandolo como se hace usualmente en la ciencia del analisis estructural, se toman las
fuerzas cortantes en cada contacto y se dividen sobre el area de contacto, obteniendo asi

los esfuerzos cortantes.

Finalmente se realiza la comparacion de esfuerzos cortantes actuantes y resistentes, y
se identifican los contactos que fallan cuando su resistencia es superada por el esfuerzo
actuante. Los indicadores de los contactos que se identifican como fallados, tanto por

compresion como por cortante, se guardan en vectores fila.
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Mostrar resultados

Como salidas del programa se deben obtener las siguientes cuestiones:

A Resumen de datos de entrada.
A Tabla con las cargas en cada pared y sus puntos de aplicacién, para cada valor de VY.
A Mostrarl os Aresi duoso, la diferencia d¥l moment o
A Dar a conocer los indicadores de los contactos que han fallado por compresiéon y por
cortante.
A Gréficos: Gréfico de fuerzas vs. pared, donde cada curva corresponde a un valor de
Y. Gréfico mostrando los residuos vs, el vector de ¥ analizado inicialmente, es decir,

el vector Ty \ , ¥ finalmente mostrar la posicion deformada de los bloques.

Algoritmos
A continuacion, en las siguientes péaginas, el diagrama de flujo de los procesos del
programa.
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de una viga tajada.

Diagrama de flujo del método para hallar la deflexiéon

Figura 4-13
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de una viga tajada.

Diagrama de flujo del método para hallar la deflexion

Figura 4-14
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4.5.2 Bloques_Puv_Puc

Ademas de analizar el sistema anterior con las cargas P que cargan los bloques,
establecidas por el usuario, en esta seccion se explica el codigo disefiado para averiguar
el valor de P que motivaria la falla por compresion de un sistema de viga dado, 0 , y el

valor de P, a partir del cual algino de los contactos falla por cortante, denominado 0
La metodologia que se usara para realizar este codigo es la siguiente:

Se modificara el primer algoritmo, el de la seccién 4.5.1, para transformarlo en una

subfuncibnd e n o mi nada due taeaud\alor 8P, y arroje las siguientes tablas:

A Esfuerzo normal actuante en cada contacto y la resistencia a la compresion del
material de los blogques, que correspondan al ¥ que cumple el equilibrio.

A Esfuerzo cortante actuante y resistente en cada contacto, correspondientes al ¥ que

cumple el equilibrio.

Seguidamente se muestran unas tablas que ilustran los resultados que se obtendran de

la funcién, con base en el algoritmo de bloques.

Tabla 4-1: Esfuerzos cortantes arrojados por la funcién para una carga 0 en cada bloque.

T actuante en cada contacto Y generado por 0
T - esfuerzo cortante resistente superior | 0 .
5 T : esfuerzo cortante resistente inferior %/ u correspondiente a
& O 6ot it " Fuerza en el contacto
medio
0 0

Tabla 4-2: Esfuerzos normales arrojados por la funcién para una carga 0 en cada bloque.

: esfuerzo normal actuante superior | ¥ generado por 0
0 N . esfuerzo normal actuante inferior 0

. Goa bt

o
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Una vez realizada la subfuncién, el método inicia calculando el rango de P que sera
probado, este debe ser T ; dicho rango también se divide en el nUmero de pasos
establecido por el usuario en las entradas al programa, generando asi un conjunto de

valores de P por probar.

Luego se prueba cada valor de P con la subfuncidén creada, de tal forma que al final se
tendra una tabla de esfuerzos normales o de esfuerzos cortantes para cada uno de los
valores de P probados, segun el analisis que se realice. Lo anterior debido a que los
procesos de identificacién de la falla por cortante y por compresion se deben hacer en

serie.

Después se analizan las tablas para identificar el menor valor de P con el que se alcanz6
la falla por cortante o por compresion, segun el caso analizado. Seguidamente se

identifica el mayor valor de P que no produce falla.

Luego los valores de P identificados, se usan como los limites de un nuevo rango de
valores de P por probar dentro del algoritmo desarrollado. Con este rango nuevo se
realiza la siguiente iteracion, repitiendo el proceso anterior, desde la division del rango

hasta la identificacidon de nuevos limites mas cercanos al P de falla.

Las iteraciones se realizan hasta que el rango de P de falla por cortante o por

compresion sea tan pequefio como el error establecido por el usuario.

Un promedio de los limites del Gltimo rango de P de falla por compresiéon define el valor

de falla por compresion 0 , o por cortante 0 , segln el caso que se esté analizando.

Al final de este algoritmo las salidas que se observaran son las siguientes:

A Mostrar en pantalla el valorde 0y 0

A Gr8fico ACorte en articulacioneso en el
la razén entre el esfuerzo cortante actuante y resistente en las ordenadas, contra el
namero de contacto en las abscisas. Cada curva corresponde a un valor de P del

primer rango de valores usado en el algoritmo; esto es, el rango 1D

que

S
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>

correspondientes a cada P del primer rango analizado 1D . En las ordenadas se
representa la razon entre el esfuerzo normal actuante y la resistencia a la compresion
del material de los bloques; en las abscisas se representa el nUmero de contacto.

A Grafico en cuyas abscisas se representa la razon entre la flecha sobre la flecha
correspondiente a la carga maxima en la viga. En las abscisas se expresa el peso de
los bloques.

A Graficos del esfuerzo promedio en los contactos de media viga respecto al peso de
los blogues P. El objetivo de este gréfico es la comparacion contra el método de

Brady-Brown.

Algoritmo

En la Figura 4-15 se muestra el diagrama de flujo correspondiente a este programa y en
el Anexo E se muestra el cédigo fuente. Nétese que la funcion en la que se basa el
programa es una modificaci - -n del c-digo
progr ama i Bl ogues 0 ebtenpryanicealos heauttadas deq aesfeerzos

cortantes y normales en tablas para cada P que se pruebe.

4.5.3 Método Brady-Brown

El método de Brady-Brown se concentra en encontrar el valor de — para un sistema de
viga tajada dado. Para eso se recurre a un meétodo iterativo, en el que se busca minimizar

el esfuerzo normal maximo "Q

En el algoritmo creado de la metodologia propuesta por Brady-Brown para resolver una
viga tajada, denominado el i m® tuegd se cah@ertd em una tuhcian,
gue pueda ser aplicada para encontrar el valor de P que hace que una viga falle por

compresion y por cortante, tal y como se hizo con la metodologia propuesta en esta tesis.

Gr§8§fico APl astificaci -n en | as enam turvasu |l ac i

del

aci

on

o/
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Figura 4-15: Diagrama de flujo del método para hallar los valores de P que generan falla

por compresion y cortante.

INICIO:
Bloques_Puv_Puc

ENTRADA DE DATOS: Leer archivo de
excel: "BloquesEntradas.xIs" y extraer las
variables de entrada: Unids, inc, n, t, |,
tipocarga, E, etha_M, etha_L, sigmau, phi.

1]

Identificar PuMax, al correr la funcion
con cualquier valor de P y extraerlo de la
tabla de resultados de esfeurzos
cortantes. Fila 2, Columna n+2.

L]

Inicializando variables.
P_piso=PuMax*0.01
P_techo=PuMax*0.999

abs
(P_techo-P_piso)

La sub-funcién
“tajada_T" debe
estar activay se
basa en "Bloques"

ubicvV=min(find(T>0))

>etha L

Yes

Y

Calcula vector con (inc+1)
valores de P a probar. Sus
limites son P_techo y P_piso
>>Ps

!

Para acc=1 hasta
(inc+1)

[normal, cortant]=tajada_T(Ps(acc))
taus(:,:,acc)=cortant(:,1:n+1)
flecha(acc,:)=cortant(1,n+2)
fmitad(acc,:)=cortant(4,n+2)

Y

’__EP
Calcular Vector T, que identifica
con cero los P que no generan

falla por cortante y con valores
positivos los P que si la generan.

(]

Analizar T y establecer P_piso,
como el mayor valor de P que no
genera falla de corte. P_techo, es

el menor valor que genera falla.

Guardar:
TT=T;
Eltaus=taus;
FLECHAS=flecha;
FMITAD=fmitad

ubicC=min(find(EN>0))|

\J

Puv=Ps(ubicV)

v

Inicializando variables.
P_piso=PuMax*0.01
P_techo=PuMax*0.999 N

Y

abs

>etha_L

Yes

Calcula vector con (inc+1)
valores de P a probar. Sus
limites son P_techo y P_piso
>>Ps

v

Para acc=1 hasta

Y

Puc=Ps(ubicC)

“la falla por cortante
se da cuando P="
>Puv
\la falla por compresion se da
cuando P="
>Puc

Calculo de tablas de
Esfeurzos cortantes y
normales respecto a cada
Py contacto. Se usaran
para graficar.

\_+

> (inc+1)

'

[normal, cortant]=tajada_T(Ps(acc))
EsfNor(:,:,acc)=normal(:,1:n+1)

— QO
Calcular Vector EN, que identifica
con cero los P gue no generan

falla por compresién y con valores
positivos los P que la generan.

'

Analizar EN y establecer P_piso,
como el mayor valor de P que no
genera falla por compresién.
P_techo, es el menor valor que
genera falla por compresion.

Guardar:

El método de la relajaciéon

PPP=Ps; ENEN=EN;
NORMALES=EsfNor

El proceso consiste en los siguientes pasos:

A

A

Graficos
(Se plotean solo algunos valores)
plot (Tau/Tau resistente)
plot (sigmalsigma resistente)
plot(delta/delta_max Vs P)
plot
(esfuerzo normal
promedio Vs P)

!

FIN

Suponer un valor para — , donde i corresponde al contador de iteraciones.

Calcular el valor de @, de acuerdo con la parte correspondiente de la Ecuacién

4.77).

Valorar el esfuerzo promedio "Q  usando la Ecuacion (4.82).
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>

Calcular la longitud del arco correspondiente a esa iteracion 0 .

A Ahora, se calcula el valor del cambio de la longitud del arco, como se describe en la
Ecuacion (4.83), Y0

A Se continla calculando el valor de & , pero en esta parte se usa la Ecuacion (4.81)

y también se calcula el valor de — mediante la parte correspondiente de la

Ecuacion (4.77).

Con todos los valores anteriores calculados, se procede a evaluar la condicion de prueba
l6gica; simplemente se deben comparar los valores obtenidos para @ y & , de tal
manera que si son iguales y ademas se satisface que — y — , entonces se ha llegado a
la solucion buscada; de no ser asi, a — se le coloca el valor de —  y lo mismo se realiza
con el valor de Z.

Luego se repite todo el proceso hasta que las condiciones de prueba se satisfagan lo
mas posible, es decir, hasta que se obtenga la minima diferencia entre ® y @ y -y

En el momento en el que se identifique el valor correcto o mas aproximado para la
respuesta, las demas variables calculadas para la iteracion i corresponderan a la viga

soportando las cargas impuestas.

Con este método también se puede establecer la falla, usando secuencias de algoritmo

parecidas a los del método desarrollado en esta tesis.

Método para establecer la carga de falla por compresién y cortante

Para determinar los valores de P de falla para un determinado sistema de viga tajada,
simplemente se toma el método de la relajacion y se prueba con varios P en el rango
D y ; analizando los resultados obtenidos se deduce el valor de P de falla en cada
caso. El procedimiento es similar al usado con el método llevado a cabo en esta

investigacion.
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Primero se toma el método de la relajacién y se transforma en una subfuncién. Al realizar
esto, se hace que el resultado que arroje sea un arreglo con los valores que se muestran

en la Tabla 4-3 correspondientes a la solucion encontrada.

Tabla 4-3: Arreglo con los valores arrojados por la subfuncién basada en el método de la

relajacion de Brady-Brown.

C-
S:
|
|
|

~ a o) o)

Luego de establecer la subfuncion, se procede a tomar los valores de entrada que
tambi ®n se extraen del BEnrtcrha doanstodos losEprogramas A Bl oques

presentados aqui para el andlisis de bloques.

Para probar varios valores de P en la subfuncion se utiliza un ciclo que recorra todos los
P que se tengan dentro de un vector de (inc+l), elementos que abarquen el rango
D ¢ . Para cada valor de P probado, se obtendra un arreglo de salidas como el
mostrado en la Tabla 4-3. Se designa | a matriz fAdatad para alr

fila que resulten del proceso descrito.

Para revisar la falla por corte se debe comparar la resistencia a la compresion del
material con respecto a los valores de "Qdelamatr i z fidat ao, de t al forma ¢

da cuando "Qsupera la resistencia del material.

Se analiza la tabla de diferencias entre "Qy la resistencia del material, se toman nuevos
valores de los limites del vector de P; esto es, como limite inferior se toma el P
correspondiente al mayor valor de "Qque no genera falla y como limite superior del rango,

se toma el P que corresponda al menor "Qque genera la falla.

Luego con el nuevo rango de P establecido, se determina un nuevo vector de P,
dividiendo el rango en (inc+1) valores por probar dentro de la subfuncién. Las iteraciones
0 repeticiones se llevan a cabo hasta que el rango de P sea tan pequefio como la

tolerancia al error, denominada — .

Finalmente, el valor de 0 . se obtiene al promediar los limites del dltimo rango de P

calculado.
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Para establecer el valor del P que genera la falla por cortante con el método de la
relajacion de Brady-Brown, o 0 ~, se sigue un proceso idéntico al usado para
establecer 0 . Pero en este caso, la diferencia radica en que los valores por comparar
son las fuerzas cortantes que resisten a la falla o resistentes, representadas por “Yz
O A%, y las fuerzas cortantes actuantes o que inducen la falla, representadas por la
fuerza cortante en los apoyos; esta fuerza ya se ha calculado como la reaccion en el
apoyo de la viga; por lo tanto, su valores pj ¢ "Y0O

Por lo antes expuesto, el factor de seguridad ante la falla por cortante seria asi:

g 8o 0 b "0 0 Ao

= 4.85
gr ~o Ty (4.85)

De la Ecuacion (4.85), se puede deducir la ecuacién con la que se puede establecer si se

produce falla por cortante solamente analizando los valores de "Q asi:

0 €@Duwaiod "Q — (4.86)

Algoritmo

A continuacién, en la Figura 4-16 se muestra el diagrama de flujo que representa el
programa fVoissoir_Brady-Brown_Pso para calcular los P de falla en compresiéon y en
cortante mediante la metodologia de analisis de Brady-Brown para las vigas tajadas de

solo dos bloques. En el Anexo F se muestra el correspondiente cédigo fuente.
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Diagrama de flujo del método para hallar los valores de P que generan falla
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Figura 4-17: Subfunc i

n Ar el aj a c iunarviga tgladarcan Paletesintiniado.a r

INICIO:Funcién
"relajacion”

Argumentos de la
funcién:
t,gammat,S,E

v

n=0.5;
nimas1=0.15;
etha=0.00001; i=0

nimasl>(n+etha))&
n<l

Si
¥

NOp»

Seleccionar el arreglo
correspondiente a la
solucion. Es el que
tenga el minimo fc.

n=nimasl

fhlo—<ED>—si

z=Zimasl z=t*(1-2/3*n)

v

fc=gammat*S"2/(4*n*z)

fav=fc/3*(2/3+n)
L=S+8/3*2"2/S
deltaL=fav*L/E

FIN

SUBFUNCION

Zimasl=

sqrt(z*2-3*S*deltal/8)

*_I

i=i+1

nimas1=3/2*(1-Zimasl/t)

Y

n_fc(i,:)=[n z fc fav L deltalL Zimasl

nimasl n-nimasi]
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4.6 Resultados

El analisis de blogues que se ha explicado anteriormente ha generado varios resultados,
y dado que se analizara el comportamiento del sistema al variar algunos parametros de
entrada, como la geometria de los bloques, entonces para cada analisis se obtiene un
juego diferente de resultados de los que se obtienen conclusiones. Entonces, cada
conjunto de resultados estd compuesto por 17 gréficas generadas por los tres conjuntos
de cdodigos realizados, como se muestra en la Tabla 4-4.

Tabla 4-4: Lista de cddigos desarrollados y sus gréficas de resultados.

CODIGO GRAFICAS DE RESULTADO

Fuerzas internas en los contactos

Bloques (Deformada parabdlica)

Sen_Bloques (Deformada sinusoidal)

Momentos internos

Deformada del sistema

Bloques_Puv_Puc (Def. parabdlica)

Sen_Bloques Puv_Puc (Def. sinusoidal)

Corte en las articulaciones

Plastificacion en articulaciones

Capacidad maxima geométrica de la viga

Esfuerzo promedio

Corte en articulaciones, BB

Viga tajada, Método de Brady-Brown (BB) | Plastificacion en articulaciones, BB

Esfuerzo Promedio, BB

Los casos de analisis que se desarrollan en esta tesis se basan en cambiar el valor de
una de las dimensiones de los bloques. Especificamente en esta investigacion se
cambiard el pardmetro t usando tres valores distintos. A saber, se utilizaran los valores t
=1.0m,t=0.8myt=0.5m, teniendo constante la otra dimension de los bloques en 1.0

m.

En el desarrollo de este capitulo solamente se mostraran y explicaran los 17 tipos de
gréficas correspondientes al valor de t = 1.0 m. Ademas, las gréficas se dividiran en tres
grupos de acuerdo al cédigo o programa usado para crearlas. El resto de las gréficas
correspondientes a los valores de t = 0.8 m y t = 0.5 m, se mostraran dentro de los

anexos Ay B correspondientes.
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Aun asi, en este capitulo se presenta la discusion relacionada con el comportamiento del
sistema al modificar las dimensiones de los elementos, manteniendo el resto del sistema

sin cambios.

Ademads, luego de presentar las primeras seis gréficas correspondientes al cédigo de
programaci -n fABl oqg usdendyan iBsemos Bufictentas garad explicar
detalladamente el ultimo mecanismo de falla que quedo6 pendiente en la seccion 4.3.5.
gue trata sobre la capacidad maxima de carga del arco debido a la geometria.

También se presentan las gréficas obtenidas al aplicar el método de la relajacion de
Brady-Brown, y se realiza la respectiva comparacion con las graficas homoélogas por
parte del método desarrollado en esta tesis, es decir, los cédigos de programacion
fBloques_Puv_Puco vy Bl&ees_Puv_Puco .

Los ejemplos que se llevaran a cabo en este trabajo tienen como constantes los
siguientes parametros: n = 6, | = 1 m, E = 1.9 GPa. Resistencia a la compresion de la
roca = 100 MPa. En cuanto a la carga sobre los blogues, siempre se velara por usar una
carga que sea alrededor del 99 % de la capacidad maxima de la viga debido al momento

interno maximo, para dar mayor posibilidad a la falla por compresion o cortante.

4.6.1 Resultados de Bloques

A continuaci-n se muestran | os resulteéniendoos obt e
en cuenta los pardmetros de entrada constantes. Para que la carga en los bloques sea el
99 % de la capacidad maxima de la viga debido al momento interno maximo 0  , se
ejecuta el programa una vez y se observa el valor obtenido de 0 (;, de tal forma que se
ejecuta una segunda corrida del programa usando un valor de T80 @ 0 (j . Los resultados

de la segunda ejecucién son los mostrados en este capitulo.

Resultados mostrados en pantalla

A continuacion se muestran los resultados devueltos por el programa y que se imprimen

directamente en pantalla:
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Tabla 4-5: Variables de entrada impresas luego de ejecutar el programa.

EESUMEN DE DATOS DE ENTRADA
»>>»> Datos Geométricos:

'pasos en dominio de Delta= 20 divisiones !
1 1

'n=6 blogues !
1 1

1t=1m !
! !

11=1m !
! !

'E=1300000kN,/m"2 !
1 1

QSigma_c=100900kam“2 !
»»>» Datos de Cargas:

1Blogue Accidn (KN) !

;1 1300 1

12 1300 !

Los valores impresos en pantalla, mostrados en la Tabla 4-5, son un resumen de las
variables de entrada. En la Tabla 4-6 se ven las fuerzas internas en las paredes de los
blogues para los deltas pertenecientes al Gltimo intervalo de deltas calculado. Se observa

que a medida que Y aumenta, también lo hacen las fuerzas internas.

Luego, en la Tabla 4-7 se muestran los puntos de aplicaciébn en las paredes de los
bloques de las fuerzas ensefiadas en la Tabla 4-6. También se observa una relacién

directa entre las fuerzas y sus puntos de aplicacion, a medida que aumenta V.

En la Tabla 4-8 se observa una lista de los momentos internos calculados respecto al
punto de aplicacion de la fuerza interna en el contacto con el apoyo, o contacto 0, asi
como de los momentos externos. Cada par de valores se escribe para cada valor de ¥
del ultimo rango probado. Obsérvese que el momento externo es constante, sin importar
el valor de ¥, esto es debido a que en el programa no varia el P de los bloques sino que
busca el valor de ¥, que genera unas fuerzas internas tales que el momento interno

iguala al momento externo que producen las cargas externas. En la tabla mencionada
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también se incluye la diferencia entre los dos tipos de momento, entonces se observa
gue el equilibrio se alcanza cuando el momento externo sea igual al interno; por

consiguiente, cuando la diferencia sea nula.

Tabla 4-6: Fuerzas obtenidas en los contactos para los Y del Gltimo rango calculado.

RESPUESTA DEL SISTEMA,FUERZAS EN LOS CONTACTCS ¥ PUNTOS DE APLICACION
»»»Fuerzas internas en las paredes de los blogues (kN)
Delta pared 0 pared 1 pared 2 pared 3 pared 4 pared 5 pared & !

'0.3173712 34619.9%48 g8107.0558 13886.30% 1lelel.Z27 13889.871 8lz2g8.6741 346l19.948 !

m

;0.31?&556 34627.264 E107.3002 13889.265 1lele5.420 13892.831 B81l28.9388 34627.264 !
;0.31?5&01 34634.580 E8107.5438 13892.221 1leled.562 13855.791 81295.2027 34634.580 ;
50.3176245 34641.895 B8107.78e6 13895.177 16173.703 1389%8.750 81295.4659 34641.89%5 i
50.3177039 34649.208 8108.0286 13898.132 16177.845 13901.709 8129.7282 34649.208 ;
50.3177933 34656.521 8108.26597 13901.086 16181.987 13904.667 8129.589%8 34656.521 !
50.3173777 34663.832 8108.5101 13904.041 16186.129 13%07.625 8130.2506 34663.832 ;
;0.31?9621 34671.143 8108.7457 13906.9%5 16190.270 139%910.583 48130.5106 34671.143 ;
;0.3180&65 34678.453 E€108.9885 13909.949 16l194.412 13913.540 8130.769%8 34678.453 !
;0.3181309 34685.762 E1l09.2264 13912.902 16198.553 139%16.497 8131.0282 346E85.762 ;
50.3 82153 34653.069% 8105.4636 13915.855 1e6202.654 13915.454 8131.2858 34693.069 i
50.3132997 34700.376 8109.7000 13918.807 16206.836 13%22.410 8131.5427 34700.376 ;
50.3133341 34707.682 B8109.9355 13%21.759 16210.577 13525.366 8131.7987 34707.682 !

'0.3184685 34714.987 8110.1703 13%24.711 16215.118 13928.322 8132.0540 34714.987 !

'0.3185529 34722.291 8110.4043 13527.663 16219.25% 13931.277 8132.3084 34722.281 !
'0.3186373 34725.593 B8110.6374 13530.614 16223.400 13934.231 B8132.5621 34729.583 !

34736.895 E8110.8g9%8 13933.564 16227.540 13937.186 E8132.8150 34736.835 !

[
L
[y
m
-1
%]
[y
(&)

34744.1%8 £111.1013 13936.514 16231.681 13940.140 8133.0871 34744.1%% !

=]
]
[y
o]
5]
=]
o]
[ %]

'0.3188906 34751.4%@ E111.3321 13539.464 16235.822 13943.093 B133.3184 34751.4%6 !
'0.3189750 34758.785 E€111.5621 13542.414 16239.962 13946.047 B133.5690 34758.735 !

'0.3190594 34766.0%3 8111.7912 13545.363 16244.103 13949.000 B133.8187 34766.083 !
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Tabla 4-7: Tabla de los puntos de aplicacion de las fuerzas en los contactos, para el
ultimo rango de ¥ probado.

>»>Puntos de aplicacidn respecto

Delta

!
'0.3173712
'0.3174556
'0.3175401
10.3176245
'0.3177089
10.3177933
'0.3178777
10.3179621
'0.3180465
10.3181309

10.3182153

10.31823987

10.318552%9

10.3186373
10.3187218
10.3188062
10.3188206
10.3189750

10.3190554

paredl

0.3519403

0.351944

0.35139477

0.35158514

0.3519552

0.3519589

0.351%96286

0.3519663

0.3519700

0.3519738

0.3519775

0.3518812

0.3519849%

0.351888

0.3518%923

0.35193861

0.35195%8

0.3520035

0.3520072

0.3520109

0.352014¢6

-0.

-0.

paredl

1926035

1925645

1925255

.1924865

.1924475

.1924085

1923695

1923305

.19223815

1922525

1922135

.1921745

.1921354

1920564

.1920574

.1920184

.1919734

.1915404

.19139014

1918624

.1818233

al eje x

pared2

-0

-0.

-0

-0

-0

-0

-0

-0

.0552633

055188

.0551144

.0550400

.0549656

.05485%11

.0548167

.0547423

.0546678

0545534

.0545189

.0544445

.0543701

0542856

0542212

.0541467

.0540723

.05353979

0535234

.0538490

.0537745

-0.

-0.

pared3

oos87e7

0087937

0087076

0096215

.0095354

0094454

.0093633

0082772

0091511

.0081050

.0080130

.0089329

.0088468

0087607

0086746

0084164

.0083303

.0082442

.0081582

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

pared4

0568514

0567778

0567042

0566306

056557

0564834

0564098

0563362

0562626

056188

0561153

0560417

0559681

0558945

0558209

0557473

0556737

0556001

0555264

0554528

.0553792

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0

-0.

-0.

pared5s

1955381

1955005

1954630

1954255

19538789

1953504

1953128

1952753

1952377

1252002

1951626

1951251

1950875

1950500

1950124

.13945749

1945373

.154839%98

1348622

.1948247

.1547871

paredé

0.3519403

0.351944

0.3519477

0.3519514

0.3519552

0.3519589

0.3519626

0.3519663

0.3519700

0.3519738

0.3519775

0.3519812

0.351984%9

0.351988

0.3519923

0.3519861

0.3519558

0.3520035

0.3520072

0.3520109

0.3520146
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Tabla 4-8: Momentos internos y externos calculados para el dltimo rango de V.

'a

'Delta

L3173712

. 3174556

.3175401

. 3176245

3177088

3177933

L31T78TTT

3179621

. 31804865

. 3181308

.3182153

.31825987

. 31855289

. 3186373

.3187218

. 3188062

. 3188506

. 3189750

. 3190554

REVISISN DE EQUILIERIC

M.interno (KNm)

S5E847T.4740

5847.6413

584T7.8079

SDE84T.9738

5848.1350

5848.3035

5848.4672

5848.6302

SE848.T925

5848.9541

5849.1149

5849.2750

5849.4344

5E849.5931

584%5.7511

5849.5083

5850.0648

5850.22086

5850.3757

5850.5300

M.externo

{ KT}

Mint-Mext (kNm)

-2

-2.

.5260389

3586932

1320701

0261694

8605912

. 6965355

5328022

. 3697914

. 2075029

. 0453369

. 8850932

L T243720

5655731

. 4068965

2485423

.0917105

0.0647981

0.2205864

0.37536513

0.52993940

0.6836145
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Tabla 4-9: Resultados de algunos valores criticos del sistema y del andlisis de fallas.

El valor delta gue permite el equilibrio e=z: 0.3187218m

El valor de delta critico para separacion: 0.59780275m

El wvalor de delta critico para pandeo compr es3: 0.6820787m

El peso maximo de los blogues que soporta la viga es 1303.7657kN

El sistema falla por compresidn en los contactos:

El =sistema no falla por cortante

En la Tabla 4-9 se observa el resultado de ¥ que equilibra las cargas P impuestas al

sistema de viga de bloques analizado. También, algunos valores de ¥ que corresponden

a ciertos estados criticos como por ejemplo ¥ oy y . Asi mismo, se muestra el
valor de 0, que es el valor del peso maximo de los bloques que soportaria la viga
debido a la geometria. Este se obtienedela Tabla4-9, de |l a | 2nea que dice 0
peso m8ximo de | os bloques que soporta |l a viga es

Finalmente se muestra el analisis de falla de los elementos, en el cual se le informa al

usuario el numero de los contactos que han fallado por compresion o por cortante.

Gréfico de fuerzas internas en los contactos

En la Figura 4-18 y en la Figura 4-19 se observa la tendencia de comportamiento de las
fuerzas en los contactos para los ¥ pertenecientes al primer rango probado, Y .

Para el caso de la deformada parabdlica, Figura 4-18, se nota que en los contactos con
los apoyos se genera la mayor fuerza, mientras que en los contactos contiguos a los
apoyos la fuerza es minima; esto contrasta con los resultados de fuerzas en la
deformada sinusoidal, mostrada en la Figura 4-19, en la que la mayor fuerza se presenta

en el contacto medio y las menores en los contactos entre la mitad y los apoyos.
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Figura 4-18: Fuerzas internas en los contactos para deformada parabdlica.
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Figura 4-19: Fuerzas internas en los contactos para una deformada sinusoidal.
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Curva de momentos internos y recta de momentos externos

Figura 4-20: Momentos internos y externos para cada delta. Deformada parabdlica.
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Figura 4-21: Momentos internos y externos para cada delta. Deformada sinusoidal.
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Figura 4-20, para el caso parabdlico, y la Figura 4-21, para el caso sinusoidal, siempre
existen valores maximos para las curvas del momento interno; por otro lado, las rectas
gue representan el moment o externo no dependen
de la curva del momento interno, justo en el punto para el ¥ que cumple el equilibrio. Este

gréfico es una forma visual de observar la Tabla 4-8.

Gréfico de las condiciones deformadas de las vigas

En la Figura 4-22 y la Figura 4-23 se muestran las condiciones deformadas de los vigas
tajadas analizadas, teniendo en cuenta deformada parabdlica y sinusoidal,
respectivamente. Se observa que la deformada sinusoidal es mas suave en su forma, es
decir, que la transicion de los giros es gradual a lo largo de la viga, excepto en el centro
en donde el giro de los bloques sufre una transicidn brusca de horario a antihorario. En la
deformada parabdlica la transicion de los giros es suave en toda la longitud de la viga
excepto en los contactos con los apoyos en los que el giro tiene el mayor valor, siendo
esta una transicién abrupta respecto a los apoyos cuyo giro es nulo. Obsérvese que los
giros de los apoyos parecen estar relacionados directamente con la magnitud de los
traslapos entre bloques, y por lo tanto, con las fuerzas internas calculadas.

Las flechas méaximas de la viga que se muestran en los gréaficos corresponden con el ¥
gue equilibra la carga puesta sobre los bloques. Es decir, que los gréficos representan la

condicion final esperada de deformacion de la viga, una vez se impongan las cargas.
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Figura 4-22: Deformada del sistema asumiendo una forma parabdlica.
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Figura 4-23: Deformada del sistema asumiendo una forma sinusoidal.
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4.6.2 Capacidad maxima de la viga debido al momento interno
maximo

Dentro de esta tesis, una falla en el sistema de viga compuesta por bloques se genera

cuando existe alguna condicién que limita la capacidad del sistema de seguir soportando

cargas, es decir, cuando se produce alguna condicion de falla, la viga no puede soportar

cargas mayores a la que generd la condicién.

Teniendo en cuenta lo anterior, se establecieron en la seccién 4.3.5 cinco modos
diferentes de falla en las que se generan condiciones que limitan la capacidad portante
de la viga y de las cuales se explicaria la quinta en esta seccidn. Estas son: la falla por
compresion, que se da cuando P es tal que los esfuerzos normales internos superan la
resistencia a la compresion del material de los bloques; y la falla por corte, que se genera
cuando P es tal que la fuerza cortante resistente en alguno de los contactos es superada
por las fuerzas cortantes en el contacto obtenida del diagrama de cortantes respectivo.

Al analizar la geometria del problema, se identifico la falla por separacion de los bloques
gue se da cuando P es tal que la deformacion de la viga permite la separacion completa
de algunos bloques. La falla por pandeo, se genera cuando P es tal que la deformacién
ocasionada hace que los puntos de aplicacion de las fuerzas en los contactos del apoyo
y medio, estén a la misma distancia del eje X, por lo que no generan un par y por
consiguiente, no producen momento que soporte el momento generado por el peso de

los bloques.

De la misma forma que en los anteriores casos resumidos brevemente, ahora se
identifica una condiciéon que también limita la capacidad portante de la viga, es decir que
no puede soportar mayores cargas que cierto valor. Esta condicién es independiente a
las mencionadas antes y se explicara a continuacién teniendo en cuenta los resultados
mostrados en la Figura 4-20 para la deformada parabdlica y la Figura 4-21 para la

deformada sinusoidal:

Para analizar esta condicion y enfatizar su importancia es vital comprender a cabalidad la
grafica de la Figura 4-20 o de la Figura 4-21 y el objetivo y proceso del algoritmo
ABl ogResomi endo el c, -sal inigiaoconsideranola) wn sistaina de viga

tajada con todas las caracteristicas geométricas establecidas para los bloques. Ademas
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también se cuenta con las propiedades mecanicas del material que los constituye y se

tiene un valor de la fuerza vertical P que actla sobre el centro de masa de cada bloque.

Ante el anterior sistema inicialmo st r ad o, el objetivo prin

calcular la flecha méaxima, Y, que tendré la viga luego de aplicar las cargas P.

Para cumplir el anterior objetivo, se utiliza la técnica de prueba y error, en la que, para el
mismo sistema inicial, se prueban la mayor cantidad de valores de Y dentro del rango de
valores posibles. Este rango se consider6 Y ‘ , recordando que ¥ ~eslaflecha

maxima en la condicién limite para falla por pandeo y que se calcula geométricamente.

Ahora, hay que tener en cuenta que cada valor de ¥ probado genera unos traslapos entre
bloques que se pueden convertir en fuerzas internas en los contactos, como se explica
en las secciones 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3. Para finalizar, se establece el equilibrio de
momentos como en la seccién 4.3.4, de tal forma que el ¥ seleccionado como solucién

es aquel cuyas fuerzas internas satisfagan la Ecuacién (4.58) de equilibrio.

Ahora bien, la Ecuacion (4.58) establece que el momento interno, el producido por las
fuerzas internas que dependen de ¥, debe igualar al momento externo, el producido por
el peso de los bloques o las fuerzas P. Segun lo anterior, se observa que el momento

externo no depende de ¥, solamente de P.

Entonces, ahora analizando la grafica de momentos internos y externos vs. ¥,
Figura 4-20 o Figura 4-21, se nota que la curva de momentos internos es concava hacia
abajo, de tal manera que tiene un maximo; el momento interno tiene un maximo.

También se observa la recta del momento externo, recta porque no depende de V.

Obsérvese que si se cambia el valor de P o las cargas sobre los bloques, lo Gnico que
varia en la grafica es el momento externo, de tal manera que la recta correspondiente
intersectara la curva del momento interno en otro punto, revelando asi otro Y de solucién.
De esa grafica también se observa, que partiendo de una condicién sin deformar, a

medida que aumenta el valor de P, la flecha maxima de la viga aumenta.

ci pal
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El valor de P puede seguir aumentando y la viga lo equilibra respondiendo con un valor
mayor de ¥, sin embargo, cuando se llega a determinado valor de 0 0 g, el
correspondiente momento externo iguala al momento interno méaximo. De esta forma,
nétese, que si P aumentara mas, el momento externo generado no podria ser soportado
por ningin momento interno, ya que ningin Y es capaz de generar fuerzas internas

suficientemente grandes o el brazo del momento es muy pequefio.

Es decir, obsérvese que a partir del ¥ que corresponde al momento interno maximo, el
momento interno comienza a disminuir y no puede igualar los momentos externos
mayores, ya que las rectas que los representarian pasarian por encima de la curva de
momento interno. Al no darse intersecciones entre la curva de momento interno y la recta
horizontal de momento externo, se concluye que para valores de P mayores a 0 (;, no

es posible encontrar un ¥ de solucién.

Como se puede notar, los anteriores argumentos explican la forma en la que esta
condicion critica se puede considerar una falla, ademas del origen del nombre usado
para identificarla: fAcapacidad m8ximaode | a viga

4.6.3 Resultados de Blogues_Puv_Puc

A continuaci-n se presentan |l os resultados del
cuyo objetivo es usar el método de prueba y error, probando varios P dentro de la

met odol og2a del programa 0Bl que geeesan la falltagpert a i dent i
compresion y por cortante del sistema analizado. Ademas de mostrar, graficas de los

esfuerzos normales y cortantes para los P probados contra los contactos.

Resultados en pantalla

Lo que se muestra en pantalla son los valores de las fuerzas en las particulas P, que
generan la falla por compresion y por cortante. Obsérvese que se llega a la falla con un
valor mayor en el caso sinusoidal.

A Parabola

nungun P del rango (0,FP max) genera falla por cortante

la falla por compresidon se da cuando P= 1094.4781
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A Sinusoidal

la falla por cortante e da cuando P= 1472.835
a0

la falla por compresion =se da cuando P= 2386.
6644

Corte en las articulaciones

Seguidamente se muestra la gréafica de corte en las articulaciones. La misma informacién
se presenta mediante dos graficos, como se observa en la Figura 4-24 y en la Figura
4-25.

En el gréfico de la izquierda se observa en las ordenadas que se representa la razon
entre el esfuerzo cortante actuante y su respectivo esfuerzo cortante resistente, mientras
gue en las abscisas se representan los contactos entre los bloques del sistema. En esta
gréfica se observa que ninguno de los contactos presenta falla por cortante, puesto que

los valores de la ordenada son menores a 1.

En la segunda gréafica los esfuerzos cortantes resistentes se grafican al mismo tiempo
gue los actuantes. Se debe tener en cuenta que los esfuerzos cortantes resistentes
corresponden a las graficas con mayores valores de cortante, mientras que los esfuerzos
cortantes actuantes se representan con las curvas mas lineales con menores magnitudes
en los esfuerzos cortantes. En esta grafica se observa claramente la superioridad de los

esfuerzos resistentes respecto de los actuantes.

En la Figura 4-24, correspondiente a la deformada sinusoidal, se ve que los contactos
mas cercanos a la falla son los contactos 1 y 5 para seis blogues; esto se da porque
como se nota en la Figura 4-18, en esos contactos se presenta el menor esfuerzo
normal, por lo tanto al aplicar el criterio de falla de Mohr-Coulomb se observa que el

esfuerzo resistente es muy pequeiio.

En contraste con lo anterior, con la deformada sinusoidal, Figura 4-25, los contactos mas
cercanos a la falla estan en los apoyos, puesto que alli es el mayor esfuerzo cortante

actuante.
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Figura 4-24: Corte en las articulaciones con la deformada parabdlica.
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Figura 4-25: Corte en las articulaciones con la deformada sinusoidal.

El arco conformado por poliedros rectangulares

Feo
a0

E o

Fzo-

Fzo

F 0

Fao

20

paleJ ap OISwnp PRae] S CTSUTN
£ Z L 0 9 S ¥ £ z b 0
. . . | . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
=
g
=
[
<]
]
=]
&
ju
g
=8
r
B
T
MHBEZLER G2 =2NDoIq 5 N o— M
NHZE0Z0°Z8Z =BNDOIG 52 bt | [ 5
WHOSFFL GES =ONDOIg B0d & - - = - e [ 000 56 — MNAGEZ LBR'ET =0NBO|G e80g
NP{ZHOZ PEL =3Nbo 255d me s m w m| [ MAZEOZOERE =BnBO|g e m mm = m
NOZEE'DSOL =aNDOIG 088 == = =m = == NAOOFFL BES =BNBO|] 0SB mm mwmm
MA9SLE Q08| =anbong oy F MALZRAZ vEL =8nbo| thag
MHOSER ZLT] =nboig 65y m — [ 000 O MADZEE OG0L =anbo|g 58y = - -
MHOSEE T =8NDON 68y s e | | MGG LS O0EL =BNDO|0 D90 = = o e
PHZROL 0BG =anboj ey & — e -~ | NHOBEE ZL7L =0nbojg 6504 8- —-a--—s
MABPEE BFE| =Snbojg teey em e - 000 S NHO9BE Eip) =anbo|g 0say = =- =
NHSEFE Z0ZE =Bnboig eay =t ——t | [ MEZLOL 06SL =8nbo|g (S8 ——tr—
MHZZL0 BSpE =anboig mag NS PEE GPEL =Onbo|g g e——e—s
— 000 0S
TAYNAOO000T =2 TAYNAODO00GI=H 9=U [(OpwEEuLON o) SHNOIDYINDLIYY A1H00 s TALNROO000T =70 TAYNF0OO006I=H 9=U SHNOIDVINILIMY SV NH AIHOD™uwg

UL COPREIRLIIION 2UTHI00 OEIANTSH

[rzrpa

Lzl



El efecto de arco aplicado a sistemas de bloques

174

Plastificacion en las articulaciones

Figura 4-26: Plastificacion en las articulaciones para la deformada parabdlica.
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los contactos para la deformada sinusoidal.
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Figura 4-27
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En las Figura 4-26 para el caso parabdlico y Figura 4-27 para el caso sinusoidal, se
muestran las gréficas de plastificacion en las articulaciones, en las que se presentan los
valores de esfuerzo normal actuante comparado con la resistencia a la compresion de los

blogues, para cada contacto.

La informacion de los esfuerzos cortantes también se representa de dos maneras
mediante dos graficos, tal y como se realizé con los esfuerzos cortantes. En el gréfico de
la izquierda se presenta en las ordenadas, la razon de los esfuerzos normales actuantes
y la resistencia a la compresion de la roca, mientras que en las ordenadas se muestran

los contactos. En esta grafica la falla se evidencia cuando se supera el valor de 1.

Por su parte, en la grafica de la derecha se muestran las curvas de esfuerzos normales
actuantes en los contactos y la resistencia a la compresion, que al ser una constante
guedara plasmada como una recta horizontal, que de ser superada, representaria una

falla por compresion.
Como la resistencia a la compresion es una constante del material, las graficas
mostradas tienen exactamente la misma forma que la Figura 4-18, para el caso

parabdlico y Figura 4-19, para el sinusoidal.

Capacidad maxima de la viga y esfuerzo promedio

Las gréaficas de capacidad maxima de la viga, mostradas en la parte superior de la Figura
4-28 y Figura 4-29, tratan de evidenciar el hecho de que la falla critica, que se presenta
primero, dentro de los modos de falla diferentes al cortante y compresion, es la falla
debida a que se alcanza la capacidad maxima de la viga debido al momento interno

maximo.

Por lo tanto, en esta gréafica se plasma en las ordenadas la razon entre la flecha y la
flecha que corresponde al momento maximo generado por 0 , que se observa en la
Figura 4-20 o Figura 4-21, mientras que en las abscisas se muestran los valores de P

probados.
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Figura 4-28: Capacidad maxima de la viga por momento maximo y esfuerzo promedio
contra los P probados. Deformada parabdlica.
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Figura 4-29: Capacidad maxima de la viga por momento maximo y esfuerzo promedio
contra los P probados. Deformada sinusoidal.
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En las gréficas de capacidad méaxima de la viga, debido al momento interno maximo, se
observa que a medida que aumenta el peso de los bloques, la flecha maxima de la viga
también va aumentando proporcionalmente hasta que se llega a un valor unitario en las

ordenadas, que corresponde a una fuerza en los bloques igual a 0

Las graficas en la parte inferior de la Figura 4-28 y Figura 4-29 establecen en las

ordenadas el esfuerzo normal promedio entre los esfuerzos calculados para los contactos
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de medio arco. El parametro se normaliza dividiéndolo entre la resistencia a la

compresion del material. En las abscisas se representan los valores de P probados.

En estas graficas se aprecia que cuanto mayor sea el P al que se someta un sistema de
viga, se obtendrda como resultado mayores valores para el esfuerzo promedio en el

sistema.

Estas gréficas se comparardn con las correspondientes de la metodologia de Brady-
Brown, para establecer las relaciones del esfuerzo promedio que se puedan observar.

4.6.4 Comparacion contra método de la relajacion de Brady-
Brown (BB)

A continuacién se muestran los resultados obtenidos para el ejemplo analizado al aplicar

el método de la relajacion de Brady-Brown.

Resultados en pantalla

Son los valores criticos de las fuerzas sobre los bloques P, a partir de las cuales se entra
en la condicion de falla por compresiéon o por cortante. En el caso del ejemplo analizado,

se obtiene que ninguno de los contactos falla por compresién o por cortante.

nungun P del rango (0,F max) genera falla por cortante

nungun P del rango (0,F max) genera falla por compresion
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Corte en articulaciones (BB)

Figura 4-30: Corte en las articulaciones usando el método de la relajacion de Brady-
Brown.
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