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Resumen

En este trabajo se emplean unas herramientas combinatorias denominadas
trayectorias reticulares, para describir las entradas del Triangulo de Pascal y
para obtener el Teorema del Binomio. De hecho este teorema y las trayectorias
descritas previamente permiten definir los nimeros de Catalan y algunas de
sus propiedades. Finalmente se proponen actividades que permitan acercar a
los estudiantes a la comprension y aplicacion del Teorema del Binomio.

Palabras clave: Teorema del Binomio, Teorema de Newton, niimeros
de Catalan, trayectorias reticulares, conjuntos ordenados, Triangulo de

Pascal, coeficiente binomial, combinaciones.

Abstract

In this work, some combinatorial tools called lattice paths are used in order to
define entries in the Pascal’s Triangle. Furthermore, a proof of the Binomial
Theorem by using lattice paths is described as well, this theorem and lattice
paths allow to define Catalan numbers and there are presented some of
its properties. Finally, we presented activities to allow students a better
understanding of Binomial Theorem and some of its applications.

Keywords: Binomial Theorem, Theorem of Newton, Catalan numbers,
lattice paths, ordered sets, Pascal’s Triangle, binomial coefficient,

combinations



Indice general

Agradecimientos
Resumen

indice de figuras
indice de tablas
Introduccion

1. Reseiia histérica

1.1. Antigiiedad . . . . . . . . ... ..
1.1.1. Babilonia (2000 a.C al 1600 a.C) . . . . . ... ... ..
1.1.2. Grecia (600 a.C al 300d.C) . ... ... ... ... ...
1.1.3. India Antigua (900 a. C. al200d. C.) . . . . . . ... ..

1.2 Edad Media . . . . . . . . .o
1.2.1. India Clasica (Hacia 400 - 1600 ) . . . . ... ... ...
1.2.2. Arabia (Hacia 642 - 1258) . . . . .. .. ... ... ...

1.3. Edad Moderna . . . . . . .. ...
1.3.1. China y el Tridngulo de Pascal (500 a.C al 1300 d.C)
1.3.2. Europa y el Tridngulo de Pascal . . . . .. .. ... ...
1.3.3. Newton y el Teorema del Binomio . . . . . . . ... ...

2. Teorema del Binomio
2.1. Preliminares . . . . . . . . . .. ...
2.2. Una interpretacién combinatoria del coeficiente binomial
2.3. Propiedades y teoremas basicos . . . . . ... ...

VI



2.4. Férmula del desarrollo de la potencia de un binomio . . . . . . . 46

. Nuimeros de Catalan 57
3.1. Situaciones conducentes a los nimeros de Catalan . . . . . . .. 58
3.1.1. Triangulaciones de poligonos . . . . . . . .. .. ... .. o8

3.1.2. Cadenas bien formadas con paréntesis. . . . . . . . . .. 59

3.1.3. Trayectorias reticulares monétonas . . . . . . . . . . .. 60

3.2. Foérmulas explicitas para los nimeros de Catalan . . . . . . . .. 62
3.3. Foérmulas recursivas para los numeros de Catalan . . . . . . .. 66
3.4. Triangulo de Pascal y Ntimeros de Catalan . . . . . .. ... .. 68
3.5. Arreglos triangulares de Catalan . . . . . . ... ... ... ... 71

3.6. Obtencion de la formula explicita a partir de una funcién
generatriz . . . ... .o 76

. Propuesta didactica para la ensenanza del Teorema del

Binomio 80
4.1. Modelo pedagogico constructivista. . . . . . .. .. ... .. 80
4.1.1. Postulados del constructivismo . . . . . ... ... ... 81
4.1.2. Beneficios del enfoque metodolégico constructivista . . . 83

4.2. Aprendizaje basado en problemas (ABP) . . . . .. ... ..., 83
4.3. Guias de trabajo y actividades . . . . . . . ... ... ... ... 85
4.3.1. Guia 1. Factorial de un niimero . . . . . . ... ... .. 88
4.3.2. Guia 2. Tridngulo de Pascal . . . . . ... ... ... .. 94
4.3.3. Guia 3. Coeficiente binomial . . . . . . . ... ... ... 103
4.3.4. Guia 4. Teorema del Binomio . . . . ... ... .. ... 114
4.3.5. Guia 5. Aplicaciones del Teorema del Binomio . . . . . . 123

. Conclusiones y recomendaciones 139
Bibliografia 141

VII



Indice de figuras

1-1. Tridangulo construido por Al-Karaji. . . . . . . . . ... ... .. 10
1-2. Tridngulo de Pascal en el escrito original de Pascal . . . . . .. 11
1-3. Representacion esquematica del Meru-prastara . . . . . . . .. 12
1-4. Tridangulos de Jia Xian y Yang Hui . . . . . . .. ... ... .. 13
1-5. Frontispicio del libro Célculos Comerciales . . . . . .. . .. .. 14
1-6. Imaéagenes del libro Trattato . . . . .. .. ... ... ... ... 14
1-7. Imagenes del libro Arithmetica Integra . . . . . . .. ... ... 15
2-1. Diagrama de Hasse para el conjunto de partes de {a,b, ¢} . . . . 23
2-2. Representaciones del reticulo (N2, <) . . . ... ... ... ... 25
2-3. Reticulo (N?, <) y trayectorias reticulares . . . . . . ... .. .. 26
2-4. Procedimiento recursivo para Tio9) . . . . . . . ... ... ... 27
2-5. Numero de trayectorias para Tio9) . . . . . . . . . . .. ... .. 28
2-6. Trayectorias reticulares desde (2,2) . . .. ... ... ... ... 31
2-7. Trayectorias de longitud 3 . . . . . .. ... ... L. 32
2-8. Trayectorias asociadas a los primeros puntos del reticulo (N? <) 33
2-9. Tridngulo de Pascal . . . . . . . .. ... ... ... 33

2-10. Distribucién rectangular de los nimeros del Triangulo de Pascal 34
2-11. Nimeros combinatorios asociados a los primeros puntos del

reticulo (N?, =) . . . . ... 38
2-12. Coeficientes binomiales . . . . . . . .. . ... ... .. 39
2-13. Trayectorias reticulares . . . . . . . . . ... ... 41
2-14. Aplicaciéon de la férmula de Pascal . . . . . . . .00 L. 45
3-1. Triangulaciones de un poligono . . . . . . . ... ... ... .. 58

3-2. Trayectorias Reticulares y monétonasconn=1,n=2yn=3 61

VIII



3-3.
3-4.
3-2.

4-1.

Trayectorias Reticulares y mondétonas conn =4 . . . . . . . .. 61

Triangulo de Pascal y Ntumeros de Catalan -1 . . . . . . .. .. 69
Triangulo de Pascal y Nimeros de Catalan-2 . . . . ... ... 69
. Triangulo de Pascal y Nimeros de Catalan-3 . . .. ... ... 70
Plano de Bogota 1890 . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 95

IX



[ndice de tablas

2-1.

2-2.
2-3.
2-4.

3-1.
3-3.
3-4.

3-9.
3-6.

4-1.

Secuencias numéricas generadas a partir de las trayectorias
reticulares asociadas a puntos sobre diagonales del reticulo

(N2 =) o 41
Desarrollo del binomio y Tridangulo de Pascal . . . . . . . . . .. 52
Caracterizaciéon de las trayectorias de longitud 3 . . . . . . . .. 54
Caracterizaciéon de las trayectorias de longitud n . . . . . . . . . 55
Cadenas bien formadas paran =1,2,3,4. . . .. ... ... .. 59
. Trayectorias reticulares y monétonas . . . . . . ... ... ... 62
Los primeros 10 nimeros de Catalan . . . . . ... .. ... .. 63
Trayectorias reticulares monoétonas y no monétonas . . . . . . . 64
Triangulo de Catalan . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 71
Matriz de Catalan . . . . . . . . ... ... ... ... ... 73
. Otro arreglo de Catalan . . . . . ... ... ... ... ... ... 74
Aprendizaje tradicional y ABP . . . . ... ... 84



Introduccion

La historia de las matematicas comienza con la aparicion del hombre y
su evolucion, puesto que ambos han influido reciprocamente en su avance.
Las matematicas son el impulso al desarrollo cientifico y tecnoldgico de la
humanidad.

Un topico fundamental en la ensenanza de la matemaéatica bésica es el
relacionado con el dlgebra, donde se desarrollan aspectos tales como la
introduccién del lenguaje formal simbdlico y el significado y estructura de
las expresiones algebraicas.

El desarrollo del pensamiento algebraico se inicia con el estudio de
regularidades y la deteccion de los criterios que rigen esas regularidades o las
reglas de formacion para identificar el patrén que se repite periédicamente [12].
Asi mismo, un aspecto importante en el aprendizaje del algebra, corresponde
a la utilizacién con sentido y al consecuente estudio de los objetos algebraicos,
haciendo que el célculo algebraico surja como una generalizacion del trabajo
aritmético. A este respecto, en el grado octavo de educacién media, se plantea
la ensenanza del Teorema del Binomio y aplicaciones.

Generalmente en las instituciones de educacién media, la presentacion de las
potencias de los binomios se lleva a cabo en dos etapas, siendo la primera
de ellas la realizacién del producto aplicando la ley distributiva, conmutando
y reduciendo términos semejantes para finalmente conseguir el resultado. La
segunda etapa consiste en reconocer el resultado obtenido como un producto
notable del algebra, enunciando una propiedad, en el caso del cuadrado y el
cubo del binomio. Luego para situaciones similares, se recomienda la aplicacién



de estas reglas de manera memoristica, empleando como ayuda nemotécnica el
parafraseo, reduccion que desconoce su razén y aplicabilidad y desaprovecha
la presencia de elementos geométricos y contextos que la motiven. La forma
de presentar el tema, descrita anteriormente no incluye su generalizacion, es
decir, no se plantea como determinar la enésima potencia del binomio, (a+b)",
resultado que es conocido como Teorema del Binomio o Binomio de Newton.

Desde la antigiiedad el Teorema del Binomio era conocido, el caso de n = 2 se
encuentra en los Elementos de Euclides (300 a. C.), en el libro II, en el cual
se tratan geométricamente 6 proposiciones. El teorema fue descubierto por
primera vez por Al-Karaji alrededor del ano 1000, hacia el ano 1544 Stiefel
introdujo el término “coeficiente binomial” y mostré como calcular (1 + a)™ a
partir de (1 + a)"~'. Mas adelante Pascal, (1654), obtuvo los coeficientes del
desarrollo del binomio empleando el arreglo triangular que lleva su nombre;
aunque este arreglo ya era conocido en la India, China y Arabia desde mucho
antes. En 1665, Newton mostré como calcular (1 + a)™ directamente sin hacer
referencia a (1 + a)"~*. [27].

El objetivo de este trabajo es el de realizar una revision del Teorema del
Binomio desde el punto de vista histérico y epistemoldgico, analizando su
desarrollo, para finalmente realizar una propuesta didactica para su ensenanza.
Para tal fin, el documento se ha organizado en 4 capitulos.

En el capitulo 1, se muestra el desarrollo histérico que ha tenido el Teorema
del Binomio y el Tridngulo de Pascal; se inicia con los registros desde el siglo
IV antes de Cristo, continuando con su desarrollo en los siglos V, VII al XI, y
finalmente se concluye con el aporte en los siglos XV al XVIII.

En el capitulo 2, se presentan inicialmente algunas definiciones y propiedades
referentes a conjuntos ordenados y trayectorias reticulares. Luego se realiza
una interpretacion combinatoria del coeficiente binomial estableciendo y
demostrando propiedades, asi como la generacién del Tridngulo de Pascal para
finalmente obtener y demostrar la formula del Teorema del Binomio.

El capitulo 3, se inicia explorando algunos problemas, cuya solucién conduce
a la misma sucesion numérica, conocida como nimeros de Catalan. A partir
de los escenarios propuestos y de la solucién obtenida, se proponen formulas



explicitas y por recurrencia para estos niumeros. Ademas se explora la obtencién
de los numeros de Catalan a partir del Triangulo de Pascal, y algunas
maneras practicas para generarlos mediante el empleo de arreglos triangulares,
conjeturando propiedades. El capitulo se finaliza deduciendo la formula cerrada
de los numeros de Catalan a partir de una funcién generatriz y la aplicacion
del Teorema del Binomio.

En el capitulo 4 se realiza una aproximacién tedrica al Aprendizaje Basado en
Problemas (ABP) dentro de un ambiente constructivista, referentes teéricos en
los cuales esta soportada la propuesta didactica. En la parte final del capitulo
se proponen cinco guias de aprendizaje enmarcadas en esta metodologia.






Capitulo

Resena historica

“La historia de la matematica debe ser, realmente,
el nicleo de la historia de la cultura”
George Sarton.

En este capitulo se presenta el desarrollo histérico que han tenido el Teorema
del Binomio y el Tridngulo de Pascal. Se inicia con los registros desde el siglo
IV antes de Cristo, continuando con su desarrollo en los siglos V, VII al XI, y
finalmente se concluye con el aporte en los siglos XV al XVIII.

1.1. Antiguedad

1.1.1. Babilonia (2000 a.C al 1600 a.C)

Los documentos matematicos de Babilonia datan del tercer milenio a.C.,
en ellos se evidencia una escritura cuneiforme y un sistema de numeracién
sexagesimal, con una ligera mezcla del sistema decimal. Las mateméticas
estaban dominadas por la aritmética, con cierto interés en medidas y calculos
geométricos, donde las reglas eran establecidas por la prueba y el error, con
sustento en la experiencia practica sin mencion de conceptos matematicos como
axiomas o demostraciones formales.[5]



El legado matematico de los babilonios quedé plasmado en tablillas de arcilla,
de las cuales, la mayoria de las recuperadas datan del 1800 al 1600 a. C.
y abarcan topicos que incluyen fracciones, algebra, tablas de multiplicar y
métodos para resolver ecuaciones lineales y ecuaciones cuadraticas. La tablilla
babilénica YBC 7289, la cual se encuentra en la Universidad de Yale, da una
aproximacién de v/2, con una exactitud de cinco posiciones decimales.[7]

Siguiendo a Bell, se resalta la reaccion de los algebristas babilonios ante los
numeros irracionales, para los cuales sus tablas y ecuaciones les decian que no
todos los racionales que figuraban en ellas tenian una raiz cuadrada tabulada.
Ante este hecho procedieron a obtener valores aproximados por medio de la

regla
2 2 1 b2
%)z = -
(a + )2 a—+ ;

la cual reaparece unos dos mil anos después con Herén de Alejandria. [5]

Por otra parte, en la técnica empleada por los babilonios para multiplicar dos
numeros se aplica de manera implicita el desarrollo del cuadrado del binomio.
JJ O’Connor y EF Robertson describen la expresion empleada en Babilonia

para hacer mas facil la multiplicacién al aplicar ab = w

w para la cual solo requerian de una tabla de

y ain mejor
es su férmula ab =
cuadrados, luego tomar su diferencia y a continuacion, hallar la cuarta parte
de la respuesta.[31].

1.1.2. Grecia (600 a.C al 300 d.C)

Los griegos tomaron elementos de las matematicas de los babilonios y de los
egipcios. La innovacién mas importante fue la invencién de las matematicas
abstractas, basadas en una estructura légica de definiciones, axiomas y
demostraciones. Este avance comenzé en el siglo VI a.C. con Tales de Mileto
y Pitdgoras de Samos; este tltimo ensend la importancia del estudio de los
numeros para poder entender el mundo. Algunos de sus discipulos hicieron
importantes descubrimientos sobre la teoria de nimeros y la geometria, que se
atribuyen al propio Pitdgoras.[28]



Euclides, hacia el ano 300 a.C., escribio el texto los Elementos, compuesto por
trece libros los cuales contienen la mayor parte del conocimiento matematico
existente hasta finales del siglo IV a.C., en &areas tan diversas como la
geometria de poligonos y del circulo, la teoria de numeros, la teoria de los
inconmensurables, la geometria del espacio y la teoria elemental de dreas y
volimenes. Es precisamente en dicho tratado donde se encuentra el primer
registro del Teorema del Binomio, aunque no aparece en el sentido estricto del
término. Especificamente en en libro II, denominado “Algebra geométrica” en
el cual se tratan geométricamente 14 proposiciones, se presenta el desarrollo
para n = 2 en la proposicién 4, la cual dice: “Si se divide mediante un
punto cualquiera una recta dada, el cuadrado de la recta entera es igual a
los cuadrados de las partes mds el doble del rectangulo que tiene a esas partes
como lados”[27].

Si la expresion anterior, se representa algebraicamente, asignando a y b a los
segmentos, se tiene que

(a+b)? =a*+2ab+V?

En el mismo libro II, la proposicion 7 presenta la formula correspondiente para
el cuadrado de una diferencia, la cual se enuncia asi: “Si se corta al azar una
linea recta, el cuadrado de la recta entera y el de uno de los segmentos tomados
conjuntamente son iguales a dos veces el rectangulo comprendido por la recta
entera y el segmento conocido mas el cuadrado del segmento restante”[4].

Para la representacion algebraica se toma a a como el segmento total, y b como
una parte de ese segmento, entonces se cumple que

a® +b* = 2ab+ (a — b)?

de donde
(a —b)* = a* — 2ab + b*.
Se resalta el hecho de que en la obra de Euclides no se menciona el cubo de

un binomio y tampoco se da una generalizacién del resultado.

Otra situacién donde se usa el desarrollo binomial, ademés del realizado por
Euclides, fue para descubrir los valores aproximados de las raices de niimeros.



Uno de estos métodos se le atribuye a Herén de Alejandria (126 a.C - 50 a.C)
en el cual para hallar v/C, se parte de un valor aproximado a; v se halla un
segundo valor aplicando la férmula

(4 0)
a9 — — a1+—
2 ay

continuando con este procedimiento se obtiene un valor aproximado de la raiz
buscada[7]. Sin embargo, actualmente este procedimiento corresponde a un
caso particular, tomado f(z) = 2% — C, del método desarrollado para calcular
las raices de una funcién, y que curiosamente tiene el nombre de método de
Newton, conocido también como el método de Newton-Raphson o el método
de Newton-Fourier, el cual consiste en encontrar los ceros de una funcién f(z),
partiendo de un valor aproximado x(, mediante la expresion recursiva,

T T )
n

donde n € Ny f/(x) denota la derivada de f(z).

1.1.3. India Antigua (900 a. C. al 200 d. C.)

Los Sulba Sutras (Siglo VIII a.C. y II d.C), apéndices de textos religiosos,
corresponden a los registros mas antiguos de la India y en ellos se observa
un origen de las matematicas a partir de los rituales religiosos, ya que se
dan reglas para construir templos y altares de diversas formas. Ademas en
ellos se encuentran métodos aproximados de la cuadratura del circulo, lo cual
los llevé a lograr aproximaciones del niimero 7. También, obtuvieron el valor
de la raiz cuadrada de 2 con varias cifras de aproximacion, listas de ternas
pitagoricas y el enunciado del teorema de Pitagoras.[26] Segin Dutta [23],
profesor asociado de matematicas en el Indian Statiscal Institute: Kolkata, para
las construcciones religiosas aplicaron implicitamente identidades algebraicas
tales como:

(a+0)? = a® £ 2ab + b, a>—b* = (a+b)(a—0b)

a+0b\° a—0b\> 9 n+1\> , n—1\>,
o= () () v e () e ()




1.2. Edad Media

1.2.1. India Clasica (Hacia 400 - 1600 )

Aryabhata (476 — 550 d. C) escribi6 un tratado matemaético y astronémico en
versos llamado Aryabhatiyam; en él se hace referencia a temas de aritmética,
algebra, trigonometria plana y trigonometria esférica. Uno de sus versos dice:
“hay que sustraer la suma de los cuadrados del cuadrado de la suma; la mitad
de eso es el producto de los factores”[27]. Al expresar algebraicamente el
enunciado se tiene que:

(a+0)? - (a® +1?)
2

ab =

lo cual efectivamente es correcto y para llegar a tal resultado debe realizarse
el desarrollo del cuadrado del binomio.

En la china, el origen y desarrollo del Teorema del Binomio para potencias
enteras positivas se dio mas a partir de la extraccién de raices, que al calculo
de potencias.

1.2.2. Arabia (Hacia 642 - 1258)

El conocimiento algebraico en Arabia comienza en la segunda mitad del siglo
IX a partir de la obra de Al-Khuwarizmi (780-850), quien realizé tareas
que inclufan la traduccion de manuscritos cientificos griegos y estudios sobre
algebra, geometria y astronomia [30]. Escribié un texto sobre astronomia
y el famoso tratado de &algebra Hisab al-jabr w’al-muqabala. A partir del
titulo de esta obra es que tenemos la palabra dlgebra y se le considera el
primer libro escrito sobre esta rama de la matematica. Al-Khuwarizmi en
su texto proporciond una descripcion exhaustiva de la solucién de ecuaciones
polinémicas de segundo grado, aplicando el método geométrico, consistente en
considerar que tanto la variable como la constante son lados de un rectangulo.
La multiplicacion de variable por variable, variable por niimero o niimero por
nimero, es considerada como un area. Para la solucién de las ecuaciones
se parte de un cuadrado, anexando o restando &areas segun corresponda y
aplicando el procedimiento inverso al desarrollo del cuadrado de un binomio,
(factorizacién de un trinomio) a partir de la representacién geométrica.[7, 19]



Siguiendo a O’Connor y Robertson [30] se tiene que Al-Karaji (953 — 1029)
escribe un tratado sobre algebra llamado Al-Fakhri fi'l-jabr wa’l-muqabala
(glorioso en dlgebra) en el cual utiliza una forma de induccién matematica
en sus argumentos y la aplica en su trabajo sobre el Teorema del Binomio,
los coeficientes binomiales y el Tridngulo de Pascal. En Al-Fakhri realiza el
desarrollo de (a + ) y en otro de sus textos, Al-Badi, calcula (a — b)® y
(a+b)%

Segin Rashed y Ahmad (citado en O’Connor y Robertson) la construccién
general del Tridngulo de Pascal fue dada por Al-Karaji, lo cual se menciona
en los ultimos escritos de Al-Samawal, quien recopila parte del trabajo de Al-
Karaji y presenta una descripcion de la construccion general del Triangulo de
Pascal el cual se parece al de este, s6lo que es construido sobre uno de sus
lados.[29]

|C01]EC012|C013 Cold |ColS | ...

"

Figura 1-1: Tridngulo construido por Al-Karaji.

Otro matematico arabe que contribuyé notablemente en el desarrollo del tema
que nos ocupa fue Omar Khayyam (1048 — 1122) quien en su libro Maqalat
fi al-Jabr wa al-Muqabil’” on Algebra proporciona avances en este campo,
desarrollando la expansiéon binomial para el caso en que el exponente es un
nimero entero positivo y afirmé, aunque no dio la ley, que podia encontrar
las raices cuartas, quintas, sextas y mayores, aplicando una ley que habia
descubierto, la cual no dependia de figuras geométricas, haciendo referencia a
lo que hoy conocemos como Tridngulo de Pascal.[36, 32]
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1.3. Edad Moderna

1.3.1. China y el Triangulo de Pascal (500 a.C al 1300 d.C)

Se llama Tridngulo de Pascal, a un arreglo triangular de nimeros, los cuales
representan los coeficientes binomiales. Su nombre es en honor al matematico
francés Blaise Pascal (1623 - 1662), quien introdujo esta notacién en su libro
Tratado sobre el triangulo aritmético, obra que se edité en 1665, después del
fallecimiento de su creador.[40].

El nombre de Triangulo de Pascal fue dado por Pierre Raymond de Montmort
(1708), quien lo llamé: Tabla del Sr. Pascal para las combinaciones 'y
por Abraham de Moivre (1730), quien lo llamé: Triangulum Arithmeticum
Pascalianum (del latin: Tridngulo aritmético de Pascal), que se convirtié en el
nombre con el que hoy lo conocemos.[16]

En su texto Pascal define una matriz rectangular ilimitada, como una matriz
en la que el nimero en cada celda es igual a la suma del nimero en la celda
anterior de la misma columna, con el nimero la celda anterior de la misma fila,
y donde la primera fila y la primera columna estan conformadas por nimeros
unos. Simbdlicamente se ha definido

fir=fi;=1 1,]=2,3,4, ..

fijg = Ffici;+ fij—1 4,7 =2,3,4,..

T = _
TRAITE i (TR o
DY TRIANGLE X% {";IJ EaEd Ve
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ATIC QYILQVIS ANTLES
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A | A | ]
T
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X
=
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Figura 1-2: Triangulo de Pascal en el escrito original de Pascal
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Las propiedades y aplicaciones del tridngulo ya eran conocidas con anterioridad
a Pascal por matematicos indios, chinos y persas, pero fue Pascal quien
desarroll6 muchas de sus aplicaciones y el primero en organizar la informacion
de manera conjunta, mostrando la relacién existente con la férmula del
binomio.[17]

La primera representacion explicita del tridngulo de coeficientes binomiales
data del siglo X, en los comentarios de los Chandas Shastra, un antiguo
libro indio de prosodia del sédnscrito, escrito por Pingala alrededor del ano
200 A.C.[15]. De este trabajo solo se tienen fragmentos, lo que se conoce,
corresponde a los comentarios realizados por Halayudha, aproximadamente
hacia el anno 975, quien menciona el interés que se tenia en establecer el nimero
de métricas que tenian n notas largas y k notas cortas, lo que fue equivalente
a encontrar los coeficientes binomiales. Halayudha se refiere al Triangulo de
Pascal como Meru-prastara “la escalera al Monte Meru”, dice lo siguiente:
“Dibuja un cuadrado, a partir de la mitad del cuadrado, dibuja otras dos
cuadrados similares por debajo de él; debajo de estos dos, otros tres cuadrados,
y asi sucesivamente. En el cuadrado superior se debe comenzar por poner 1.
Poner 1 en cada uno de los dos cuadrados de la sequnda linea. En la tercera
linea poner 1 en los dos cuadrados extremos y, en la casilla central, la suma
de los digitos de los dos cuadrados situados encima de ella. En la cuarta linea
poner 1 en los dos cuadrados extremos. En los del medio poner la suma de los
digitos de los dos cuadrados que estan por encima de cada uno, continuar de
este modo. De estas lineas, la sequnda proporciona las combinaciones con una
silaba, la tercera con las combinaciones de dos silabas”[23]

| I 1Y ()"

o I Do, Bai B (a5

_1 g l3 11 3, B, B, B, (a5

1 |« | |_4 | o Ao, Ao, de, e (bt

1 g 5 I l-u- . 3000 B, T, Bey ey B, B, pr =

Figura 1-3: Representacion esquematica del Meru-prastara
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Para Kumar es evidente la identidad entre el Meru-prastara con el Triangulo
de Pascal, resaltando que en la tultima linea del texto de Halayudha, citado
anteriormente, claramente se senala que la segunda linea es la expansion de
una métrica con una silaba, es decir (a 4 b)', la tercera linea una métrica con
dos silabas, equivalente a (a + b)?, y asf sucesivamente. Concluye que de esta
manera, la expansién general del binomio (a + b)" se obtuvo facilmente para
una métrica de n silabas.[23]

Las propiedades del triangulo fueron discutidas por los matematicos persas
Al-Karaji (953-1029) y Omar Khayyam (1048-1131), por lo que en Irdn
es conocido como el triangulo Khayyam-Pascal, o simplemente el triangulo
Khayyam.[29]

En China se tenia conocimiento de este tridngulo desde el siglo X1, el
matematico Jia Xian (1010-1070) lo expone en su libro titulado Shi Suo
Suan Shu. Sin embargo, el método de Jia fue explicado en detalle por Yang
Hui (1238-1298), quien reconocié explicitamente su fuente: “Mi método para
encontrar raices cuadradas y cubicas se baso en el método de Jia Xian en Shi
Suo Suan Shu” [16]. En China se le llama tridngulo de Yang Hui.

I] %> B X 3 &

- :

w1

P =0 = T

e *;‘::\%J.r*'l‘i *
A€ € & 93
IRERS ﬁr‘e&
'f‘@f Q

k1585 'f:-—*’ ‘s
fi":iﬁj i)

""L: HH!-H ] wia-t&‘w%mz!:u

Figura 1-4: Tridngulos de Jia Xian y Yang Hui
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El tridngulo aparece en la portada del libro FEspejo precioso de los cuatro
elementos (Ssu Yuan Yii Chien) de Chu Shi-Chieh, escrito en 1303. Los cuatro
elementos a que se refiere el titulo son: el cielo, la tierra, el hombre y la
materia y representan incognitas de una ecuacion. En el diagrama figuran los
coeficientes para el desarrollo del binomio hasta la octava potencia, escritos
con toda claridad en el sistema de niimeros a base de varillas y con un simbolo
redondo para el cero. Chu no pretende ser el autor del tridangulo, sino que se
refiere a él como el “diagrama del viejo método para hallar potencias octavas e
inferiores”; en algunos textos se menciona que hace referencia a él como: “El
Viejo Método del Diagrama de los Siete Cuadrados Multiplicativos”.[9]

1.3.2. Europa y el Triangulo de Pascal

El primer registro que se tiene en Europa se debe a Petrus Apianus (1495-1552)
quien publicé el triangulo en el frontispicio de su libro sobre cdlculos
comerciales en 1527. [36]

yin Iﬁﬁjﬂ €|

XD volgeariindre |
onereveyfing allir Ranffimam] Reds |

jrsting (o Baegen Biduerme e fuhdoen B |
?ﬂmfﬂrm[;ﬂndmﬁ riffem . Rmn@ere |
M:n_tdl-rﬂrlwnbhg,m'hlguremwr ;s
| Welitha Praceicavi Tollren gefrawdir
| meate s oo gleydien farmalg weioer
Teuegfehier mockh (n YO REer fpracy nic ||
metucf e, bardy Peeriom Spdand | |
won Rovindclad Niltranama |

o Tingelflas Ortinae gl

il s werferrigee, e

Figura 1-5: Frontispicio del libro Célculos Comerciales

En Italia se menciona como el Tridngulo de Tartaglia, llamado asi en honor al
algebrista italiano Niccolo Fontana apodado Tartaglia (1499 — 1577), quien en
1556 publica su obra Trattato, donde se refiere al descubrimiento del triangulo
aritmético y al desarrollo del binomio. [36]
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Figura 1-6: Imagenes del libro Trattato

El monje aleman Michael Stifel (1487-1567), publica en 1544 su libro
Arithmetica Integra en el cual abarcé los conceptos basicos de dlgebra, usando
los simbolos alemanes para potencias de los exponentes negativos desconocidos
y presenté el Tridngulo de Pascal (un siglo antes de Pascal) como una
herramienta para encontrar las raices de nimeros.

Figura 1-7: Imégenes del libro Arithmetica Integra

Otros autores ademés de los mencionados, escribieron sobre el triangulo
aritmético tales como Viete (1540-1603), Stevin en 1625 o Herigone en 1634,
razén por la cual Boyer [1996] afirma que el nombre de Tridngulo de Pascal le
parece inadecuado, ya que se evidencia que éste existia varios siglos antes de
que Pascal se ocupara de él. El mismo autor resalta el hecho de que su aparicion
se dio al relacionarlo con el cdlculo de raices y no con el de potencias. [7]
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El primer escritor en tener un acercamiento al desarrollo del binomio con
potencias fraccionarias fue James Gregorio, que dio la férmula en 1670. Su
método aproximado se dio de forma indirecta, en el aparente deseo de encontrar
un antilogaritmo.[10]

1.3.3. Newton y el Teorema del Binomio

Mencion especial debemos hacer de Isaac Newton (1642-1727) de quien se dice
ha sido uno de los mas grandes cientificos de la historia de la humanidad.
Su trabajo mas conocido y admirado es Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (1687) en el que establece las leyes del movimiento de los cuerpos
y las leyes de la gravitacién universal sobre bases geométricas; también hizo
contribuciones fundamentales en éptica y por eso la idea que se tiene de él es
la de un fisico-matemaético. Sin embargo, su contribucién a las “matematicas
puras” y en particular al desarrollo del algebra, son suficientes para asegurarle
un lugar junto a los méas grandes mateméticos de todos los tiempos. [5]

Newton manifiesta que sus avances académicos los ha obtenido a partir de
los grandes genios historicos de su época, en los que se apoyd para lograr
sus deducciones. En una carta enviada a Hooke, le escribe la famosa frase de
Chartres (siglo XII) “Si he logrado ver mdas lejos, ha sido porque he subido a
hombros de gigantes”. Se sabe que estudié la filosofia de Descartes, Gassendi,
Hobbes y en particular, a Boyle. Le atrajo la mecanica de la astronomia
copernicana de Galileo y también estudié la optica de Kepler. Registro sus
pensamientos en un libro que tituldé Quaestiones Quaedam Philosophicae
(Cuestiones Filoséficas Ciertas) en 1664. Otras obras que ley6 fueron el Clavis
Mathemaética de Oughtred, la Geometria de René Descartes traducida al latin
por Frans Van Schooten, la nueva geometria algebraica y analitica de Viete.
Ademas estudié la Opera mathematica de Viete, editada por Van Schooten
y, en 1664, la Aritmética de John Wallis, que le serviria como introduccién a
sus investigaciones sobre las series infinitas, el Teorema del Binomio y ciertas
cuadraturas, las cuales realizé en el periodo determinante en su vida, de 1664

a 1667.6, 14, 28]
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El desarrollo del binomio fue descubierto por Newton el invierno de 1664.
Aparece expuesto en dos cartas, la Epistola prior de Junio de 1676 y la
Epistola posterior de Octubre de 1676, que mandé al secretario de la Royal
Society of London, Henry Oldenburg, para que se las transmitiera a Leibniz;
posteriormente aparecié publicado por primera vez en el Tratado de Algebm
de Wallis (1685), atribuyendo a Newton este descubrimiento.

Dice Newton:
“La extraccion de raices cuadradas se simplifica con este teorema

m m  m m—n m —2n m—3n
(P+PQ) =Pn + —AQ + BQ + cqQ + DQ+---
n 3n 4dn
(1)
donde A, B, C, D --- son los términos inmediatos que les preceden en el
desarrollo”
Lo anterior significa que los coeficientes estdn dados asi,
A=P%n
B="a0="p%0
n n
m-—n m-—n /m _m %(;—1) m o
C - Q="""("PQ)Q- PrQ
2n 2n n 2
m — 2n m —2n m(m_) m m(m_l)(m_Q) m
D = CO = n \n P 2 _ mn\n n P 3
3n ¢ 3n ( 2 @ e 3-2 ¢

Reemplazando los coeficientes en (1),

m o __

313

(P + PQ)
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factorizando

m
n

PEA4Q)E = P <1+%Q+%(%—1)Q2+%(%— )(%—2)Q3+_,,>

simplificando se tiene

33

140)% - <1+%Q+%(%2—1)Q2+%(%—1) (%—2>Q3+...) )

que corresponde a una expresion mas familiar y usada actualmente.

Aunque el binomio para enteros positivos era conocido desde hacia tiempo,
tal como se expuso en las secciones anteriores, el interés del descubrimiento de
Newton esta en que lo usa para exponentes fraccionarios y negativos y en que
aparece una suma infinita en vez del desarrollo finito.

En nuestra notacién actual escribimos comunmente

(a+b)" = i (Z) "k (3)

k=0

donde a,b y n pueden ser cualquier nimero real y los coeficientes llamados
coeficientes binomaiales, estan dados por la formula

ny\ n! nn—1)(n—-2)---(n—k+1)
(k) Ckl'(n—k) k! ()

siendo n! el factorial de un nimero n natural, el cual se define como

1 sin=0
':
" { n(n—1)"! sin>1 (5)

Si n es un entero positivo se obtiene en la Férmula (3) un desarrollo finito ya
que (Z) = (0 para k > n, al ser cero uno de los factores del numerador que
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define el coeficiente binomial. En el caso de no ser n entero positivo aparecen
series infinitas.

Es de aclarar que Newton no dio una demostracién rigurosa del teorema sino
que llegd a su formulacion después de sus investigaciones sobre el calculo de
dreas bajo curvas con ordenadas de la forma (1-z2)".[7]

Newton, al concluir que la férmula del binomio podia extenderse a cualquier
exponente racional obtuvo una gran ayuda en su formulacion del célculo
infinitesimal, pues con ella logré hacer desarrollos en serie de algunas funciones
y generalizaciones de operaciones con series de potencias, integrar o derivar
funciones racionales y obtener la cuadratura de algunas curvas como la
cicloide.[34]. También concluyé que mediante su aplicacién, el célculo de las
raices se hace mas corto.[7, 9]

Las demostraciones rigurosas del teorema del binomio las realizaron después:
McLaurin, para valores racionales de n; Salvemini y Kastner, para valores
enteros de n; Euler para valores fraccionarios de n y Niels para exponentes
complejos. [36]
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Capitulo

Teorema del Binomio

“Mientras el Algebra y la geometria tomaron caminos distintos, su avance
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Pero cuando las dos ciencias se
complementaron, se contagiaron una a la otra de vitalidad y de ahi

en adelante marcharon mas rapido hacia la perfeccién”

Joseph-Louis Lagrange.

En este capitulo se presentan inicialmente algunas definiciones y propiedades
referentes a conjuntos ordenados y trayectorias reticulares. Luego se realiza
una interpretacion combinatoria del coeficiente binomial, estableciendo y
demostrando propiedades. Finalmente se obtiene y se demuestra la férmula
del Teorema del Binomio.

2.1. Preliminares

Se presentan a continuaciéon algunas definiciones béasicas y notaciones
concernientes a conjuntos parcialmente ordenados, reticulos y trayectorias
reticulares.

Definicién 2.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Un conjunto ordenado (o conjunto parcialmente ordenado o poset) es una
pareja ordenada de la forma (P, <), donde P es un conjunto y < una relacién
binaria de orden parcial en P; lo cual significa que la relacion < es reflexiva,
antisimétrica y transitiva, es decir, para todo z, y y z en P se tiene que: [11].
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(1) x <z (reflexividad).
(2) Siz<yyy <z, entonces x = y (antisimetria).
(2) Siz <yyy<z entonces z < z (transitividad)

Los elementos de P son llamados los puntos del conjunto ordenado. Se
escribird x < y parax < yy x # y, en este caso diremos que x es estrictamente
menor que .

Un conjunto ordenado se llama finito (infinito) siy sélo si el conjunto P es finito
(infinito). Usualmente, simplemente se dird que P es un conjunto ordenado.

Sea P un conjunto ordenado y sean x,y € P. Se dice que y cubre a x si
r<yyax<z<yimplica z = z.

Un conjunto finito ordenado P se puede representar mediante una
configuracién de circulos (representando los elementos de P) y lineas que los
interconectan (muestran la relacién de cubrimiento). La construccién de un
diagrama de este tipo es la siguiente:

(1) A cada punto x € P, asociarle un punto p(x) del plano euclidiano R?
representado por un pequeno circulo con centro en p(z).

(2) Para cada par cubierto z < y en P, tomamos un segmento de linea [(z, y)
uniendo el circulo de p(z) con el circulo de p(y).
(3) Llevar a cabo (1) y (2) de tal forma que
(a) Six <y, entonces p(x) estd més abajo que p(y).
(b) El circulo de p(z) no intersecta el segmento de linea I(z, y) si z # «
Y27 Y.

Una configuracién que satisface (1)-(3) es llamada un diagrama de Hasse o
diagrama de P. Por otra parte, un diagrama puede ser utilizado para definir
un conjunto finito ordenado.

En la Figura 2-1 se presenta el diagrama de Hasse para el conjunto parcialmente

ordenado correspondiente al conjunto de partes de {a, b, ¢} con el orden parcial
C (inclusién de conjuntos).
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{a,b,c}
[ ]

{a,b} /{avc}\ {b,c}
[ ] [ ] [ ]

{2}><{ﬁ}><{:}
N

Figura 2-1: Diagrama de Hasse para el conjunto de partes de {a,b, c}

.
0

En general, no es posible representar totalmente un conjunto infinito ordenado
con un diagrama, pero si su estructura es suficientemente regular, entonces
puede ser sugerido mediante un diagrama.

Un conjunto ordenado C' es llamado una cadena (o un conjunto linealmente
ordenado o (C, <) es un conjunto totalmente ordenado) si y sélo si para todo
p,q € C setiene p < qo q < p (es decir, p y ¢ son comparables). Por otra parte,
un conjunto ordenado P es llamado una anticadena si x < y en P, solamente
six =y [11].

Una cadena C, en un conjunto ordenado P, se llamard una cadena mazimal si
y s0lo si para toda cadena K C P con C' C K, se tiene que C' = K.

Nota 2.2. El conjunto de los numeros naturales, con el orden
usual (m < n siexiste k € N tal que n = m + k) es un conjunto totalmente
ordenado. De la misma forma, también lo son (Z, <), (Q, <) y (R, <).

El siguiente teorema resulta 1util en ciertas ocasiones, ya que muestra la
forma de construir un nuevo conjunto parcialmente ordenado a partir de dos
conjuntos parcialmente ordenados dados.

Teorema 2.3. Producto cartesiano de dos conjuntos ordenados

Si (P, <) y (Q, Q) son conjuntos parcialmente ordenados, entonces el producto
cartesiano o directo de P y @, es el conjunto ordenado (P x Q,=) sobre el
conjunto P x Q = {(z,y) : ® € P,y € Q} tal que (x,y) < (2,y'), sixz < 2
(en P)yy <y (en Q).
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Demostracion. Verificaremos que la relacién binaria =< es reflexiva,
antisimétrica y transitiva sobre el conjunto P x Q).

1. Si(x,y) € P x @, entonces (z,y) < (z,y) yaquex <zxen Pyy <Jyen
Q; de este modo < satisface la propiedad reflexiva.

2. Sean (z,y); (¢',y') € P x Q y supongamos que (z,y) = (z",y) y
(',y") 2 (x,y). Entonces
r<z'yr'<zenP yydyyy JyenQ
Como P y @ son conjuntos parcialmente ordenados, la antisimetria de
los 6rdenes parciales en Py () implica que

/

r=2'yy=y

de donde (z,y) = (2/,y'). Por lo tanto =< satisface la propiedad
antisimétrica.

3. Por ultimo supdéngase que

(z,y) 2 (2", ) y (@) = (@",y"),

donde z,2’,2" € Py y,9/,y" € Q. Entonces x < 2/ y 2/ < 2", de
modo que z < z”, por la propiedad transitiva del orden parcial en P. De
manera analoga,

y<y' vy 2y,

de modo que y < y”, por la propiedad transitiva del orden parcial en Q.
Por lo tanto

(z,y) = (=", y").
En consecuencia, la propiedad transitiva es valida para < y se concluye
que (P x @, <) es un conjunto parcialmente ordenado. 0

Si x y y pertenecen a un poset P entonces una cota superior de x y y es un
elemento z € P, el cual satisface que x < z y y < z. La minima cota superior
de = y y es una cota superior z de x y y, tal que cada cota superior w de x y y
satisface que z < w. Si existe una minima cota superior de x y y, entonces ésta
es unica y se denota por x V y. De manera analoga se definen: cota inferiory
mdxima cota inferior que se nota: x A y.
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Definicién 2.4. Reticulos

Un reticulo es un poset L, para el cual cada par de elementos tiene una minima
cota superior (sup) y una méaxima cota inferior (inf). Se dice que un poset P
tiene un minimo (notado 0), si existe un elemento 0 € P, tal que 0 < = para
todo € P. De manera similar, se dice que P tiene un méximo (notado 1), si
existe un elemento 1 € P, tal que < 1 para todo = € P. Toda trayectoria
finita tiene 0 y 1.

Nota 2.5. Dado que el conjunto de los niimeros naturales es un conjunto
totalmente ordenado con el orden usual, entonces de acuerdo al Teorema 2.3
se tiene que L = (N2, <) es un conjunto parcialmente ordenado en donde =
se define por (z,y) =< (2/,y') siysélosi v < 2’ y y < y/. Se cumple que
L = (N?, <) es un reticulo.

(3,3)
O
(273)/ \(3’2) OO CORN CORNC)
O N | | | |
(1,3) (2,2) (3,1)
(@] O (@] (0‘2) _ (1‘2) _ (2‘2) o (3‘2)
(0,3)/ \(172>/ \(2,1)/ \(3,0)
(@] (@) [e) (@]
\(0(7)2)/ \(1(7)1)/ \(2(?)0)/ e —— 66 —— o —— o
(0,1) (1,1) (2,1) (3,1)
Nap” Nap” ]
(@) 0]
e —— &6 —— o —— ©o
\ / (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
@)
(0,0)

Figura 2-2: Representaciones del reticulo (N?, <)

Definicién 2.6. Trayectorias reticulares

Stanley en [38] define y cuenta un gran nimero de trayectorias; de manera
similar a la alli realizada, definimos una trayectoria reticular finita no negativa
en el plano, con pasos unitarios a la izquierda y abajo como una secuencia
L = (vy,v,...,v;), donde v; € N* y v; 11 —v; es (—1,0) o (0,—1).
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2.2. Una interpretacion combinatoria del
coeficiente binomial

La solucién de la siguiente situaciéon nos llevara a establecer una férmula para
el coeficiente binomial.

Problema 1: Determinar el numero de trayectorias reticulares existentes para
mover un objeto desde un punto inicial, situado en el reticulo (N? <), hasta
el origen (0,0), de tal forma que los movimientos permitidos para el objeto
corresponden solo a pasos unitartos a la izquierda o hacia abajo.

De acuerdo con la condicién dada, los desplazamientos permitidos son una
secuencia L = (vy,v9,...,v;), donde v; € N? y v;,1 — v; es (—1,0) o
(0,—1). Asi, al partir de un punto P, de coordenadas (z,y) y efectuar un
desplazamiento unitario se llega al punto P;_; de coordenadas (z — 1,y)
o (x,y — 1). Esto significa que partiendo del punto (n,k), la cantidad de
trayectorias asociadas a él para llegar a (0,0), estd determinada por la suma
de dos valores correspondientes al nimero de trayectorias de los puntos que
se obtienen al disminuir en 1, cada una de las coordenadas del punto, y
asi sucesivamente hasta que una de las componentes sea igual a cero, caso en el
cual se tiene una sola trayectoria asociada a dicho punto, la cual corresponde
a la recta vertical en el evento que la abscisa del punto sea cero, y a una recta
horizontal en el evento que la ordenada sea cero.

(0,3) (1,3) (2,3) (3,3)
[ ] ®

(0,3)

o — J— — o — O +— @ — o

| | | | L |
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (0,2) (1,2) (2,2) (3,2)

o — o — o — o o — @ {— @ — o

e — e — o — o l — l — l — l
(0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

| | | | L

e — e — o — o o — @ {— @ — o
(0,0) (1,0 (2,0) (3,0) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 2-3: Reticulo (N?) <) y trayectorias reticulares
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La observacién anterior nos lleva a establecer la siguiente definicién, con la
cual se tiene la solucién al problema, aplicando un procedimiento recursivo.

Definicién 2.7. Niimero de trayectorias
El nimero de trayectorias desde el punto (n, k) al origen se simboliza por T(,, )
y se obtiene recursivamente asi

T 1 sin=0 ok=0
(n, k) = )
Ty +Tmp—1y sin#0 yk#0

Ejemplo 1. Trayectorias reticulares partiendo del punto (2,2).

Si el punto inicial es (2,2) al aplicar la Definicién 2.7 se determina que el
nimero de trayectorias existentes desde él hasta el origen es seis. Veamos por
que

Tio2) = T2) + T2
= {T(0,2) + T(l,l)} + {T(l,l) + T(2,o)}
= T2 +{To1) + Tao} +{Twoy + Tao}t + Tio
— 14141414141
-6

Este procedimiento recursivo, se muestra en la Figura 2-4 y finaliza cuando
alguna de las componentes del punto es igual a cero, caso en el cual por
definicién, se le asocia el nimero 1.

T(2,2)
(@]

T(1’2) / \ T<2’1)

(@] O

Tio,1) T(1,1) T(1,1) T(2,0)
(@] O O (o]

Tio,1) T(1,0) Tio,1) T(1,0)

O [@] (e} (@]

Figura 2-4: Procedimiento recursivo para T(, )
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El nimero de trayectorias reticulares asociado a cada punto de la trayectoria
desde (2,2) al origen se presenta en la Figura 2-5

6
o

7\, AN
é/ \é é/ \é

Figura 2-5: Nimero de trayectorias para T{s 2)

A continuacién se presentan las 6 trayectorias obtenidas, partiendo de (2,2) y
una representacion grafica de ellas se da en la Figura 2-6.

(2,2) —— (1,2) —— (0,2) —— (0, 1) —— (0,0)
(2,2) (1,2) (1,1) — (0,1) — (0, 0)
(2,2) (1,2) (1,1) — (1,0) —— (0,0)
(2,2) (2,1) (1,1) — (0,1) — (0,0)
(2,2) (2,1) (1,1) — (1,0) —— (0,0)
(2,2) (2,1) (2,0) — (1,0) —— (0, 0)

Definicién 2.8. Longitud de una trayectoria reticular

Se denomina longitud de una trayectoria a la cantidad total de pasos unitarios
horizontales y verticales que se realizan. Para el punto (n, k) la longitud de la
trayectoria es m = n + k.

Teorema 2.9. Nimero de trayectorias reticulares de longitud m
El numero de trayectorias reticulares de longitud m es 2™

Demostracion. Para construir una trayectoria de longitud m partiendo del
punto (n, k) se debe eligir el punto P,_; de coordenadas (n—1,k) o (n,k—1).
Se tiene entonces dos posibilidades. Una vez elegido P; hay dos posibilidades de
elegir P;_o y asi sucesivamente, al aplicar el principio de multiplicacion (nota
2.10) entonces pueden construirse 2™ trayectorias de longitud m. 0
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Nota 2.10. Los conteos de las posibilidades que se pueden dar al
considerar una serie de alternativas u opciones relacionadas con una
circunstancia particular, se fundamentan en dos principios que son: Principio
de multiplicaciony Principio de adicion [25]. En los dos principios se considera
que, si una primera accién puede concluir de n, formas diferentes; una segunda
accion puede concluir de ny formas diferentes y asi sucesivamente, hasta llegar
a una accion k que puede concluir de ny formas diferentes; entonces, segin
el Principio de multiplicacion las k acciones pueden concluir conjuntamente
de ny - ng - ng,...,n, formas diferentes, y segun el Principio de adicion, si
solo una de estas k acciones se puede realizar, entonces el nimero de formas
como puede concluir la primera, o la segunda, ..., o la accién k estd dado por
ny+ng +ng+ ...+ Ng.

Teorema 2.11. Nuimero de puntos con trayectorias asociadas de
longitud m

El niimero de puntos en el reticulo (N?, <) que tienen asociada una trayectoria
de longitud m es m + 1 y son {(m,0),(m —1,1),...,(1,m —1),(0,m)}.

Demostracién. De acuerdo a la Definicién 2.8, los puntos (n,k) para los
cuales la longitud de la trayectoria asociada es m, son aquellos que cumplen

la condicion n + k = m, como n > 0 A k > 0; entonces los puntos son
{(m,0),(m—1,1),(m—2,2),...,(2,m—2),(1,m—1),(0,m)} siendo en total
m+ 1. O

Corolario 2.12. Eziste una cantidad impar de puntos en el reticulo (N?, <)
que tienen asociada una trayectoria de longitud m, con m un nimero par y una
cantidad par de puntos cuya trayectoria asociada sea de longitud un niumero
mpar p.

Definicién 2.13. Relacién de equivalencia.
Una relacién binaria R definida sobre un conjunto no vacio M, es una relacién
de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:

1. Reflexiva: Si x € M entonces xRzx.
2. Simétrica: Si z, y € M y xRy entonces yRx.

3. Transitiva: Si x,y,2 € M, xRy y yRz entonces xRz.
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Definicién 2.14. Particion
Se llama particién de un conjunto M a una colecciéon de subconjuntos de M
tal que:

1. Los elementos de esa coleccion son “disyuntos” entre si.
2. Todo elemento de M pertenece a algtin elemento de dicha coleccién.
3. La unién de la coleccién es el conjunto M.

El siguiente teorema, facilmente demostrable, evidencia la relacién existente
entre las relaciones de equivalencia y las particiones.

Teorema 2.15. Toda relacién de equivalencia implica una particion
Una relacion de equivalencia en el conjunto no wvacio M determina una
particion de éste y toda particion de M determina una relacion de equivalencia
en M.

Teorema 2.16. Particién de trayectorias de longitud n
Los puntos de (N? <) que tienen trayectorias de igual longitud inducen una
particion en el reticulo (N?, <) .

Demostracién. Sea la relacién de equivalencia “Puntos de (N2, <) que tienen
trayectorias de igual longitud”. De la Definicién 2.8 se sabe que un punto (z, y)
tiene asociada una trayectoria de longitud n siy sélo si  + y = n. Sean (a, b)
y (c,d) puntos de (N? <), definimos la relacién (a,b) ~ (c,d) si y solo si
a+b=c+d, la cual es de equivalencia en N x N ya que cumple las siguientes
propiedades:

1. Reflexividad: (a,b) ~ (a,b) ya que a +b=a+b.

2. Simetria: si (a,b) ~ (c,d) entonces a +b = c+d, es decir, c+d=a+b
lo cual significa que (¢, d) ~ (a,b) por la simetria de la igualdad.

3. Transitividad: Si (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (e, f) entonces a +b=c+dy
ct+d=e+ fporlotantoa+b=c+d=e+ fdedondea+b=c+ f
lo cual significa que (a,b) ~ (e, f).

Asi la relacion definida es de equivalencia y por el Teorema 2.15 se sabe que
induce una particién en N? | con lo cual queda probado el enunciado. [l
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(0,2) (1,2) (2,2)

Figura 2-6: Trayectorias reticulares desde (2,2)
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Ejemplo 2. Trayectorias de longitud 3

Por el Teorema 2.9 se tiene que el nimero de trayectorias de longitud 3 es
23 = 8; ademads, por el Teorema 2.11 se sabe que existen 4 puntos que tienen
asociada una trayectoria de longitud 3, siendo ellos (0, 3), (1,2), (2,1), (3,0).
Estas trayectorias se pueden observar en la Figura 2-7.

(0,3)
[ ]
l (0,2) (1,2) (1,2) (1,2)
o — o ° [
) I I |
l (0,1) (0,1) (1,1) (1,1)
o o — o L4
(0,1) l l l
[ ]
l ° ¢ ° <—(1‘0)
(0,0) (0,0) (0,0)
[ ]
(0,0
(0,1) (1,1) (2,1) (1,1) (2,1) (2,1)
e — @ +—— o e — o °
l o — l o — o — i
(0,0) (0,0) (1,0) (0,0) (1,0) (2,0)

o — O — o <— o
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 2-7: Trayectorias de longitud 3

En la pagina 26 se propuso el problema de contar las trayectorias reticulares
desde un punto al origen; apoyandonos en la Definicion 2.4 se dio la
solucion mediante la Definicion recursiva 2.7 y se revisaron detalladamente
las trayectorias asociadas al punto (2,2). Aplicando un razonamiento parecido
al realizado con Ty ) se determina el niimero de trayectorias de los primeros
puntos del reticulo (N2, <); el resultado se presenta en la Figura 2-8 .
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(OTS) L (1T3) L (QTS) L (3T3) i o ﬁ o 1.0 L 2.0
(0‘2) o (1‘2) o (2‘2) o (3‘2) i é é IL
e — e — o — o ° ° ° (]
(0,1) (1,1) (2,1) (3,1) 1 2 3 4
| | | | _— | |
R A

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 2-8: Trayectorias asociadas a los primeros puntos del reticulo (N?, <)

Los numeros obtenidos corresponden al arreglo triangular conocido como
Triangulo de Pascal. Para observarlo mejor, basta con rotar la figura 135°
en sentido negativo (en el sentido de las manecillas del reloj).

N\, 1
VAN v
NN,
NNV ANV
\1.0/ \1.0/ 1 D 10 10 5 1
\./ 1 6 15 20 15 6 1

Figura 2-9: Triangulo de Pascal

La solucién dada al problema 1 no es eficiente ya que, aunque la Definicién
2.7 permite determinar el nimero de trayectorias asociadas a cada punto del
reticulo (N? <), requiere conocer los términos precedentes, siendo extenso
el procedimiento para puntos distantes del origen. Sin embargo, al aplicarla
reiteradamente se obtuvo el Triangulo de Pascal, ante lo cual, se plantea un
segundo problema.
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Problema 2: Determinar una formula explicita que permita expresar los
elementos del Triangulo de Pascal y con ello solucionar el problema 1
directamente y no de forma recursiva.

Debido a la relacion existente entre el nimero de trayectorias reticulares
asociadas a los puntos de N? y el Tridngulo de Pascal, la cual se manifest6 en
la pagina 33, es posible representar dicho arreglo de forma rectangular y no
necesariamente de manera triangular.

1 7 28 84 210 462 924
e — 66 — o — o — [ J — [ ] —_— [ J
| | | | | | |
1 6 21 56 126 252 462
e — &6 — o — o — [ J —_— [ ] — [ J
| | | | | | |
1 5 15 35 70 126 210
e — 66 — &6 — o — o — [ ] —_— [ J
e — 66 — &6 — e — o — o — o
1 4 10 20 35 56 84
| | | | | | |
[ ] [ ] [ ] [ ] e — e —— o
1 3 6 10 15 21 28
| | | | | | |
[ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ ] [ J
1 2 3 4 5 6 7
| | | | | | |
[ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ ] [ J
1 1 1 1 1 1 1
n I~ &
] — —
= & 3
= o0 L
= =) z
= o =
= = <
z. = =
z  Z z.

Figura 2-10: Distribuciéon rectangular de los nimeros del Triangulo de Pascal
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Para llegar a la soluciéon del problema 2, se listaran algunas conclusiones
obtenidas al observar las columnas de la Figura 2-10, las cuales corresponden
a diagonales en el evento de tomar el arreglo de forma triangular, tal como se
presenta en la Figura 2-9.

1. La primera columna esta conformada por solo unos, ya que tenemos una
tunica trayectoria para llegar al origen, estando en el punto (0, k) entonces

Tiow =1 (1)

2. La siguiente columna corresponde a los niimeros naturales y se obtienen
para todos los puntos de coordenadas (1, k). El nimero de trayectorias
correspondiente esta dado por k + 1. Lo podemos representar asi,

Taw=k+1 (2)

3. Para los puntos (n, k) de las columnas posteriores se aplicara la siguiente
regla:
Realizar un primer desplazamiento horizontal desde la posicién inicial
hacia la izquierda, hasta llegar a la columna de los niimeros naturales, una
vez alli, se efectiia un desplazamiento ascendente en sentido vertical, de
longitud igual a la del desplazamiento horizontal realizado previamente,
finalmente un desplazamiento diagonal, para volver al punto de partida,
formando asi un tridangulo rectangulo isésceles. Para obtener el niimero
de trayectorias correspondiente a ese punto, efectuar el producto de los
numeros que estan sobre el cateto vertical y dividirlos entre el producto
de los factores 1,2, ..., n.

L T Punto inicial

4. En la tercera columna se observa la secuencia correspondiente a los
nimeros triangulares 1,3,6,10,15,21..., los cuales se han obtenido de
las trayectorias asociadas a los puntos de la forma (2, k). Empleando la
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Figura 2-10 y la regla descrita anteriormente en 3, al punto (2,3), se

tiene que T(a3) = % = 10; similarmente, para el punto (2, 5) se tiene que
Tiops) = 12—6 = 21. El proceso anterior permite inferir que un punto de la

forma (2, k) tendra asociado un nimero Ty ) obtenido asi:

(k+2)-(k+1)
1-2

ok = (3)

5. En la cuarta columna tenemos la sucesién de nimeros tetraedrales
1,4,10,20, 35,56, ..., los cuales provienen de contar las trayectorias
reticulares de los puntos de la forma (3, k). Al aplicar la regla descrita
en el item 3, a los puntos (3,0) y (3,4) se tiene que T(30) = % =1y
T34y = % = 35. De acuerdo a los resultados se infiere que los niimeros
tetraedrales tienen asociado el ntimero T{3 ) dado por

(4)

Tisp) — (k+3)-(k ;2) (k+1)

1-2-3

6. Se infiere, a partir de los procedimientos anteriores, que para los puntos
de la forma (4, k), se tiene asociado el valor

(k+4)-(k+3)-(k+2)-(k+1)
1-2-3-4

= o)

Tiaw) =

7. A partir de las observaciones anteriores se tiene que el nimero T{,
asociado al punto (n, k) esta determinado por

(k+n)-(k+(n—=1))...(k+2) - (k+1)
1-2:3...n

Tingy = (6)

Al aplicar la expresién (6) al punto (6,4) se tiene

10-9-8-7-6-5
G4 = 1.9.3.4-5-6

Resultado que puede observarse en la Figura 2-10.

Con la férmula (6) se tiene la solucién al Problema 2 y por lo tanto al Problema
1 que previamente se habia solucionado, pero de forma recursiva. Por lo tanto,
la formula anterior, ademés de permitirnos calcular los valores en el Triangulo
de Pascal, representa el niimero de trayectorias reticulares en (N2, <) existentes
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desde un punto de coordenadas (n, k) hasta el origen.

Aplicando el factorial del niimero k, el cual se presenté en la pagina 18 se tiene

que
(n+ k)!

(k+n)-(k+(n—=1)...(k+2) - (k+1) = AR

y reemplazando esta expresion en la férmula (6) se obtiene

(n+ k)!
Ty = n!- k! (")

. . n +
Este nimero se escribe frecuentemente como I o de la forma C, ik, k)

y se denomina Ndmero combinatorio, con lo cual el nimero de trayectorias
reticulares esta dado por

n-+k
Ting) = Congr, k) = < i ) (8)

Asumiendo que k < n, como n = (n — k) + k entonces el nimero combinatorio
Cn ) s igual a

o= (1) = orrm )

Al aplicar la férmula (8) al punto (2,2) se tiene
2+2 4!
T — = — = 6
@32) ( 2 ) 212!
siendo el mismo resultado obtenido en el ejemplo 1 al aplicar la Definicién 2.7.
La expresién determinada en (8) pone a disposicién una férmula que permite
encontrar cualquier término del Triangulo de Pascal o de trayectorias asociadas

a cualquier punto del reticulo (N2, <).

Los resultados de la aplicacién de la expresion (8) a otros puntos de (N2, <)y
una rotacion de estos valores se presenta a continuacion.

37



booo 00
8 8 8 8 G @ 0
VoW 56 6
OGN o0

Figura 2-11: Numeros combinatorios asociados a los primeros puntos del
reticulo (N?, <)

n
Nota 2.17. Los nimeros ( k’) obtenidos en (9) se conocen como coeficientes

binomiales, numeros combinatorios o combinaciones, pero es frecuente referirse
a ellos como el numero de combinaciones n en k o simplemente n en k, debido
a otro enfoque con el cual se obtienen, el cual consiste en asociarlo al niimero
de subconjuntos de k elementos escogidos de un conjunto con n elementos.
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Figura 2-12: Coeficientes binomiales



Aplicando 2.17 es posible demostrar el resultado obtenido en (8)

Teorema 2.18. Nimero de trayectorias reticulares
El nimero de trayectorias reticulares que parten del punto de coordenadas

(n.E) es <n —]; k)

Demostracién. Para contar las trayectorias P, P,,_1... Py con P, = (n,k)
y Py = (0,0) se observa que m = n + k, (Definicién 2.8) ya que cada vértice
Pi(1 < i < m) tiene su abscisa o su ordenada una unidad menor que la
del vértice anterior P;y;. Por lo tanto, para ir desde (n, k) hasta (0,0) una
trayectoria debe tener n segmentos horizontales y k segmentos verticales,
siendo su longitud m = n + k. También se tiene que, el camino queda
determinado si conocemos cuales de sus n+ k segmentos son horizontales, pues
los restantes seran necesariamente verticales. La situacién se reduce entonces a
escoger n elementos en un total de n + k, lo cual puede hacerse de C(n+ k,n)
maneras, de acuerdo a la definicién de coeficiente binomial (2.17). O

Corolario 2.19. El numero de trayectorias reticulares que parten del punto
(r,s) hasta (p,q), conp <r yq<s estd dado por <(r B p; + ((; B Q))
Nota 2.20. Es interesante el proceso de generar secuencias numeéricas a
partir de las trayectorias reticulares asociadas a cada punto del reticulo
(N?,<). Para tal fin se van a tomar los niimeros que estén sobre
las diagonales, esto se puede apreciar en la Figura 2-13, donde para
aquellos puntos cuyas componentes son iguales, se tiene la secuencia:
1,2,6,20,70,252,924, 3432, 12870, 48620, - - - . Si se traza lineas paralelas a
aquella que contiene los numeros anteriores y se listan los numeros
sobre ella, se obtiene las secuencias, 1, 3,10, 35, 126,462, 1716, 6435, 24310, - - -
correspondiente a los puntos cuya segunda componente difiere en una unidad de
la primera. Para los puntos cuya segunda componente difiere en dos unidades
de la primera se tiene la secuencia 1,4, 15,56,210,792,3003,11440, - - -; este
proceso se puede continuar indefinidamente, las primeras seis secuencias
numéricas obtenidas de la forma descrita se presentan el la tabla 2-1.
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Figura 2-13: Trayectorias reticulares

Stnm) = 1,2,6,20,70,252,924, 3432, 12870, 48620, - - -
Sm-1) = Stmsny = 1,3,10,35,126, 462, 1716, 6435, 24310, - - -
Stnn-2) = Stnmsz) = 1,4, 15, 56,210,792, 3003, 11440, - - -
Stnm-3) = Sunts) = 1,5,21,84, 330, 1287, 5005, - - -
Stm-t) = Snnia) = 1,6,28,120, 495, 2002, - - -

Stnn—5) = S(n,n+5)

= 1,7,36,165, 715, - - -

Tabla 2-1: Secuencias numéricas generadas a partir de las trayectorias
reticulares asociadas a puntos sobre diagonales del reticulo (N?, <)
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2.3. Propiedades y teoremas basicos

Con el fin de lograr la comprensién del Teorema del Binomio es necesario
considerar una serie de proposiciones relativas al coeficiente binomial, las cuales
permitiran obtener el conocido Tridangulo de Pascal y el desarrollo de binomios,
asi como solucionar situaciones especificas.

Para la realizacion de las demostraciones emplearemos una estrategia
combinatoria, consistente con el razonamiento realizado en la sesién 2.2,

n
interpretando ( k‘) como el nimero de trayectorias reticulares desde (n — k, k)

hasta (0,0).
Teorema 2.21. Suma de los coeficientes binomiales

50)--

k=0

Para todon > 1, se tiene

Demostracion:

S () =6) () () (1) ()

Aplicando que C, )y = T(n—kk), (férmula (8)), se tiene

" /n
; <k> =Tno) +Ttn-1,1) + Tin-22) + -+ T1n-1) + Tion) = Z Ttk

Por la Definicion 2.8, la longitud de la trayectorias consideradas en cada uno de
los sumandos es n, y se tiene n 4+ 1 sumandos (correspondientes a la totalidad
de puntos que tienen asociada una trayectoria de longitud n, (Teorema 2.11)),
ademas por el Teorema 2.9 se tiene que el cardinal del conjunto de trayectorias

de longitud n es 2", por lo tanto > ;_, (Z) = 2", U
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Ejemplo 3.

2 (0)-6)+0)+C)+0)

=T0) + T2y + T2 + Ti0,3)
=1+3+3+1

—8

=23

Esta situacion corresponde a determinar el nimero de trayectorias de longitud
3, el cual fue realizado en el ejemplo 2 y las 8 trayectorias se pueden
apreciar en la Figura 2-7. Alli se observa que el nimero de trayectorias de
longitud 3, partiendo de los puntos (0,3), (1,2), (2,1) y (3,0) es 1, 3, 3, y 1
respectivamente.

El Teorema 2.21, visto en el reticulo (N? <) corresponde a la suma de las
trayectorias asociadas a los puntos, que requieren n movimientos para llegar a
(0,0) y son aquellos que estén sobre una misma diagonal, lo cual en el Tridngulo
de Pascal, es justamente la suma de los elementos de la fila n.

Teorema 2.22. Simetria
Para todon >1 y 0 < k <n, se cumple que

La simetria respecto a la bisectriz del reticulo (N2, <) (es decir la recta

Demostracion:
y = x) establece una correspondencia biyectiva entre el nimero de trayectorias

reticulares que parten de (n — k, k) y el nimero de ellas que parten del punto
simétrico (k,n — k). Al aplicar la férmula (8) se tiene que

() (") o= (7))

O
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En el Triangulo de Pascal, Figura 2-9, el eje de simetria corresponde a la recta
perpendicular a la filas y que pasa por los nimeros 1, 2, 6, 20,..., siendo
éstos los coeficientes centrales.

Nota 2.23. Los coeficientes centrales estan determinados por las trayectorias
asociadas a los puntos del reticulo (N?, <) cuyas componentes son iguales.
Al aplicar la expresion (8) se tiene una férmula para determinar los nimeros

n-+n 2n
o= (") = (7)

Teorema 2.24. Férmula de Pascal

o)) =)

centrales, la cual es

Demostracion:
El ndmero de trayectorias reticulares partiendo del punto (n — k,k) es
(n—Fk)+k n . :
i = i) pero también se puede determinar al sumar

las trayectorias asociadas a los dos puntos que le preceden en la fila
y columna respectiva, siendo ellos (n — k — 1,k) y (n — kk — 1),
debido a que ellas constituyen dos clases disyuntas. Las trayectorias desde

(n—k—1.k) son ((n—k—l)—i—k _(n—1

. 1 1
(n—k,k—1) son a su vez (n—k)+(k )) = (Z 1); por lo tanto

-G+ :

Nota 2.25. La formula dada en el Teorema 2.24 se conoce también con el

, mientras que las del punto

nombre féormula de Stifel o férmula de recurrencia y permite calcular los
coeficientes binomiales recursivamente, si estos se organizan en una tabla
triangular ( “Tridngulo de Pascal” ) como en la Figura 2-14, entonces cada
uno de ellos es igual a la suma de los dos que estan en la fila inmediatamente
anterior, a su izquierda y a su derecha.
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1

N
1 1
NN
1 2 1
NN N
1 3 3 1
N N N N
1 4 6 4 1
NN YN N N
1 5 10 10 5 1

Figura 2-14: Aplicacién de la férmula de Pascal

Teorema 2.26. Paridad del coeficiente binomial central.
Los Coeficientes Binomiales Centrales son nimeros pares.

Demostracién:
Al aplicar la férmula de Pascal (Teorema 2.24) y la simetria del coeficiente
binomial (Teorema 2.22) es posible reescribir el coeficiente binomial central

<2:>, asi:
(2:) _ (2:_—;) N <2nn— 1)
<2nn— 1) N <2nn— 1)

Como cada coeficiente binomial es un numero entero, se concluye que el
coeficiente binomial central es un nimero par. U
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2.4. Férmula del desarrollo de la potencia de un
binomio

Obtendremos la formula del desarrollo de la potencia de un binomio y se
realizarda la respectiva demostracion.

Sean n y m enteros positivos fijos y (D, <) el subreticulo de (N?, <) tal que:
D={(z,y) eN*:0<x<n,0<y<m}. (z,y) 2 (¢/,y) siysolosiz<a
y y <4’ en donde N denota el conjunto de los niimeros naturales y < el orden
usual de N.

Cada punto (i,j) € D tiene asociadas un par de funciones denotadas 8?” )y
e tales que e (i, 5) = (i +1,7) y e$7(i,5) = (i,5 + 1) por lo que cada
trayectoria reticular P con punto inicial (0,0) y punto final (7,7) se puede
escribir en la forma:

5(070)(070)

0,0 2900, (0,0 e 7(0,0), 29(0,0), (0,0
(0,0) | (0,0 I e " (£127(0,0)) || €5 " (5 P 0,00) | -
(10)
donde h € {1,2}

Denotamos con L el conjunto de todos las trayectorias reticulares que empiezan
en (0,0) y finalizan en un punto de D. Entonces sobre £ se puede definir una
relacion de equivalencia denotada ~ tal que si P,() € L entonces P ~ () si y
solo si el punto final de P es igual al punto final de Q.

Sea L el conjunto de sumas formales de representantes de clases de £ tal que:
!
L= {Z ao P, : a, € k, P, es representante de una clase de elementos E}
a=1

donde [ es el cardinal o tamano de £, {P, | 1 < a <1} es un conjunto fijo de
representantes y k es un campo (de hecho k puede ser un anillo conmutativo
con unidad). Se cumple que

! l
ZaaPa = Z%’PB si s6lo si a, = ag para todo a 'y 3.
a=1 B=1
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En £ existe el elemento

!
= E 0P,
a=1
correspondiente a la clase de la trayectoria sin vértices ni flechas.

Como cada trayectoria reticular que comienza en (0,0) esta determinada por
el vértice terminal, cada representante P, de una clase en L se puede denotar
de la forma

Py = [(m,n)]

en donde (m,n) es el punto final de los elementos de la clase P,. Por lo que
un elemento de £ se puede escribir de la forma

Z aa[(Ma; o )]

En particular 0 - [(m,n)] = [(0,0)] = [0] para todo (m,n) € L.

Asumiendo la notacion descrita, definimos las operaciones + y - en £ de la
siguiente forma:

+: L x L —> L se define de forma tal que:

l l

Zaa[(maa na)| + Zbﬁ[(mﬂ’nﬁ)] = Z(aa + ba)[(ma, 14

a=1 ﬁ:l a=1

. L x L — L se define por la siguiente regla:

l l l

Y aal(ma,na)l - Y bsl(ms,n)l =D Y (aa - bg)[(ma + ms, na + n)]

a=1 p=1 p=1 a=1
Se observa que +, esta bien definida ya que si

l l

Z(aa—i-b (M, Na)] ch My, Ny )]

a=1 y=1
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entonces por definicién ¢, = (aq + by), para todo a y v. De manera similar
se tiene que que - también esta bien definido, por lo que podemos enunciar el
siguiente resultado:

Teorema 2.27. Anillo (£, +,")
La estructura (L, +,-) es un anillo conmutativo con unidad.

Demostracion:

- ! !
Sean r,y,z S £7 con r = Za:l aa[(mOH na)]? Yy = Zﬁ:l bﬁ[(mﬂ7 ’I’Lﬂ)] Yy
z = nyzl ¢y[(my, n)] entonces:

(a) + es asociativa. En efecto,

I
Ao [(Ma, Ng) —i—Z bs + c5)[(mg, ng)]

MN

4+ (y+z) =
a=1 B=1
l
= (aq + (ba + o)) [(Ma; na)]

((@a +ba) + ca) [(Ma; n4)]

I
MN

2
I

l

(aa + ba)[(mm na)} + Z c’y[(mvv n’y)]

7=1

I I
—~ Q

8 -~
g
=

+

N

(b) El elemento neutro de £ es [0] ya que se cumple que

=" aal(ma,na)] + Y 0[(mg,ng)]
a=1 p=1

l

= Z(aa + 0)[(Ma, na)]

a=1

= Z aa[(ma, na)]

=T
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(¢) Definimos —z de forma tal que —z = Zla:l(—aa)[(ma, ne)| y se cumple
que

= [0]

Por lo que cada = € L tiene un inverso aditivo.

(d) Como S (aa + ba)[(Mar 1a)] = 3241 (ba + 60 )[(Ma; na)] entonces +
es claramente conmutativa.

(e) - es asociativo ya que

l l l

Z (M na)] - (ZZ bs - ¢y) mﬁ_’_mwnﬁ"f_nv)])
a=1 y=1 B=1

l l

ZZZ o (b5 €)) [(Ma + (Mg +m,), 10 + (ng +1,))]
v=1 B=1 a=1

ZZZ : [((ma +mg) +my, (ng +ng) +n,)]

=1 =1 a=1

= (Z Z(aa ~bg)[(Ma +mpg,ng + nﬁ)]) : Z ¢y [(my, ny)]

a=1 =1

=(z-y)- 2
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(f) - es distributivo respecto de la suma. En efecto,

(y+2) = Zaa (Ma; na)] <Z(bﬂ+cﬁ)[(mﬁanﬁ7)]>

p=1

= Z Z Ao - (bg + cg)[(ma + mp, ng + np))

a=1 g=1

l !
=YD (@a b+ aq - c5)[(ma +mg,na +np)]
a=1 =1
l

I Lo
Z Ao - bgl(Mma +mg,ng +ng)] + Z Z Ao - cgl(Ma + Mg, ng + ng)]
a=1 ﬁ:l a=1 ﬁ:l

=xy+x2

(g) Si definimos ahora el elemento 1 tal que 1 = 3 s—1 Us|(ms,ns)], en donde

1 sio=1
us =
0 de otro modo
con (my,n1) = (0,0). Entonces para todo z € £ se cumple la siguiente
igualdad

l l

:ZZ Ao - Us) [(Ma + Mg, N + n5)]

6=1 a=1
l

= aa[(ma + 0,04 +0)]

a=1
l

= Z aal(Ma, na)]

a=1

=T

Como la conmutatividad de - se prueba de forma analoga al caso de
la suma, se concluye que L con las operaciones definidas es un anillo
conmutativo con unidad.
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Nota 2.28. De hecho £ se puede ver como un algebra cuya base consta de
las trayectorias reticulares o representantes de clases de ellas, por lo que un
problema interesante consiste en estudiar los médulos sobre esta algebra.

Si para P € L notamos cada flecha del tipo (i,7) || (¢ + 1,7) con z y cada
flecha del tipo (4, 7) || (4,7 + 1) con el simbolo y entonces por la Férmula (10),
P puede escribirse en la forma x%y®, para unos enteros no negativos o y 3.
En particular, se tiene para [(0,0)], [(ma,0)] ¥ [(0,n4)] en L, las siguientes
identidades:

M, 0)] (11)
]

Ademés, un elemento P € L tiene la forma:

P =" aa[(ma, 0)][(0,n0)] = > aaz™y"

De acuerdo a las consideraciones realizadas se tiene en £, que:
1. La suma de z con y esta dada por = +y = [(1,0)] + [(0,1)]
2. El producto de z con y es z -y = [(1,0)] - [(0,1)] = [(1,1)]

3. El producto z - (x + y)es

y- (z+y) = [0, D] ({(1,0)] + (0, )])
= [0, )] - [(1, 0)] + [(0, D)][(0, 1)])
= [(1, D]+ [(0,2)]

51



5. El producto (z +y) - (x + v)

(z+y) - (z+y) = ([(1,0)] + [(0, 1)]) - ([(1,0)] + [(0,1)])
= [(1,0)] - ([(1,0)] + [(0, D]) + [(0, D] - ([(1,0)] + [(0, 1)])
=[(2,0)] + [(1, D] + [(1, D] + [(0, 2)]
= [(2, 0)] +2[(1,1)] + [(0,2)]
= 2% + 22y + ¢

Se concluye que el cuadrado de un binomio, satisface la igualdad,
(x+ 1) = 22 + 22y + ¢?

Este proceso podria continuarse indefinidamente para cualquier n, con el fin
de determinar (z + y)™.

Al aplicar los resultados alcanzados en la seccién 2.2, se observa que es posible
reescribir las igualdades obtenidas, en términos de las trayectorias asociadas a
cada punto, ya que los coeficientes en estos desarrollos coinciden.

Se aprecia la igualdad entre los coeficientes obtenidos en cada uno de los
productos y los elementos en las filas del Triangulo de Pascal.

n Desarrollo del binomio Tridngulo
de Pascal
0 (x+yPl=1 1
1| (x4y)= ! + ! 11
rTy)= 0 € 1 Y
2 2 2
2 2= 2 2 1 21
(@+y)=(, )"+ (4 my+(2>y
3 3 3 3
3| (z+y)= 0 x> + ) 2%y + 5 my2+<3)y3 1331
4 4 4 4 4
4 4__ 4 3 2,2 3 4 1 4 4 1
(x+y) 0)® + ) iy + 5)%Y +(3>xy +(4>y 6

Tabla 2-2: Desarrollo del binomio y Tridngulo de Pascal
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En la seccion 2.2, en la solucién del problema 2 se obtuvo una expresién
que permite determinar los coeficientes binomiales (nimeros en el arreglo
triangular), entonces podemos conjeturar la siguiente generalizacién:

Teorema 2.29. Teorema del Binomio

r+y)" = n) z" ok
(z+y) kZ:O ( P Ea
Demostracion:

La expresién (z +y)™ es el nimero de trayectorias reticulares con n flechas, el
cual corresponde a la suma de todos los productos de trayectorias reticulares
de la forma [(n — k,0)][(0,k)] = 2" *y* 0 < k < n. Cada producto aparece
tantas veces como trayectorias reticulares se tengan desde el punto (n — k, k)

n
a (0,0); por la férmula (8) este nimero es justamente L) Asi, el término

2" Fy* tiene coeficiente " , por lo tanto (z + y)" = " " kyk O
y )P (z +y) ; i y

Nota 2.30. Generalmente se demuestra el Teorema del Binomio por induccién,
aplicando la férmula de Pascal (Teorema 2.24). Preferimos esta sencilla
demostracion combinatoria pues ademas de su brevedad, permite obtener la
formula para el desarrollo del binomio, mientras que las demés demostraciones
requieren conocer la férmula previamente.

El Teorema 2.9 afirma que el nimero de trayectorias de longitud n es 2", y
el Teorema 2.11 permite determinar todos los puntos sobre (N?, <), para los
cuales su trayectoria reticular esta compuesta de n movimientos. El Teorema
2.29 nos permite determinar la naturaleza de esas trayectorias.

Ejemplo 4. Caracterizacién de las trayectorias de longitud 3

1. Por el Teorema 2.9, sabemos que el nimero de trayectorias de longitud
3 es 23 = 8, la representacién grafica de ellas se puede observar en la
Figura 2-7.
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2. El Teorema 2.11 nos indica que existen 4 puntos para los cuales las
trayectorias reticulares asociadas son de longitud 3 siendo ellos (3,0),

(2,1), (1,2) y (0,3).

3. Al aplicar la Férmula (8) se obtiene el nimero de trayectorias asociadas
a cada punto, siendo 1, 3, 3, y 1, para los puntos (0,3), (1,2), (2,1) y
(3,0) respectivamente.

4. Al aplicar el Teorema 2.29, se tiene

a3 (e

k=0

_ (3 3,0 3\ 21 3\ 1,0 3\ 0,3
—(O>xy +<1)xy + 9 |TY + 3 Ty
=12%y" + 32%y" + 3z'y® + 12°y°

=2+ 32°y' + 32'y* + ¢

5. Es decir, que
a) partiendo del punto se tiene una trayectoria, del tipo 3.

b

3,
partiendo del punto (2,1) se tienen tres trayectorias, del tipo x2y.
1
0

(3,0)
) (2,1)
c¢) partiendo del punto (1,2) se tienen tres trayectorias, del tipo zy?.
) (0,3)

d) partiendo del punto se tiene una trayectoria, del tipo v°.

9

6. En resumen,

Punto | Numero de | Desplazamientos [Desplazamientos
trayectorias horizontales verticales

(3, 0) 1 3 0

(2, 1) 3 2 1

(1, 2) 3 1 2

(0, 3) 1 0 3

Total 8 6 6

Tabla 2-3: Caracterizacién de las trayectorias de longitud 3
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Ejemplo 5.Caracterizacién de las trayectorias reticulares en (N?, <)
para las cuales la longitud es n.

Un razonamiento similar al realizado en el ejemplo 4, nos permite caracterizar
todas las trayectorias de longitud n, esto se ha resumido en la Tabla 2-4 y por
el Teorema 2.29, es posible expresarlas asi

(z+y)" = i (Z) z" Ty

k=0

Punto Numero de | Desplazamientos [Desplazamientos
trayectorias horizontales verticales
n
0 0
(n—1,1) 711 n—1 1
(n—2,2) " n—2 9
2
(2,n —2) " 2 n—2
n—2
n
1,n—1 1 -1
0,n " 0 n
(
n
Total on n(n2+1) n(n2+1)

Tabla 2-4: Caracterizacién de las trayectorias de longitud n
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Capitulo

Numeros de Catalan

“Cémo es posible que la matemdtica, un producto del pensamiento humano,
independiente de la experiencia, se adapte tan admirablemente

a los objetos de la realidad”

Albert Einstein

En este capitulo se exploran algunos problemas conducentes a la sucesiéon
numérica conocida como numeros de Catalan. También se deducen férmulas
explicitas y recursivas, junto con arreglos triangulares que permiten conjeturar
diversas propiedades de estos nimeros. Finalmente se deduce la férmula
cerrada de los nimeros de Catalan a partir de una funcién generatriz y la
aplicacién del Teorema del Binomio.

Los numeros de Catalan son muy apropiados en el contexto del presente
documento, por su relaciéon con los coeficientes binomiales. Ademas, para
su ensenanza permiten la exploracién, la experimentacién y el establecer
conjeturas, sirviendo para modelar problemas de combinatoria en disciplinas
como el algebra, la informadtica, la teoria de grafos y la geometria [21].

Se denomina numeros de Catalan a la secuencia 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, - - -,
la cual corresponde a la sucesion AQ000108 en la base de datos
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) [35]. Estos nimeros deben
su nombre al matemético belga Eugéne Charles Catalan (1814 — 1894) quien
los relaciond en uno de sus trabajos en 1838, mientras estudiaba formaciones
gramaticales con paréntesis. Sin embargo, ya eran conocidos por FEuler
alrededor de 1751, al asociarlos a triangulaciones de poligonos convexos [21].
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3.1. Situaciones conducentes a los numeros de
Catalan

Los ntumeros de Catalan aparecen en diversos problemas de enumeracién
aparentemente inconexos. Algunos de estos problemas estan relacionados con
la enumeracién de las maneras en que un poligono con n lados se puede cortar
en n tridngulos, el nimero de formas de colocar parejas de paréntesis en una
secuencia de numeros, para ser multiplicados de dos en dos; el nimero de
arboles, con raices trivalentes con n 4+ 1 nodos, caminos de Dyck y escrutinios
electorales, donde el candidato ganador siempre va a la cabeza (o empatado)
y termina con exactamente un voto mas que el perdedor. Stanley en su
pégina en internet [37], en la versién del 25 de Mayo de 2013, presenta 207
interpretaciones combinatorias conducentes a la secuencia de Catalan, dentro
de ellas, las primeros 66 estan propuestas en el ejercicio 6,19 de su libro
de combinatoria [38], las demds conforman el “Catalan Addendum” el cual
es actualizado permanentemente. Aqui se presentan algunas situaciones, con
ilustraciones para una mayor comprension.

3.1.1. Triangulaciones de poligonos

Se plantea la situacion de contar el numero de formas distintas de triangular
un poligono reqular convero de n + 2 lados.

/\

AR=ANEZR
ARV A
POOPWY LR

Figura 3-1: Triangulaciones de un poligono
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El proceso de triangular un poligono consiste en dividirlo en triangulos,
conectando los vértices con lineas rectas sin que ellas se intersecten. La figura
3-1 ilustra las triangulaciones de los poligonos de 3, 4, 5 y 6 lados; se observa
que existen 1, 2, 5 y 14 maneras, respectivamente, de llevar a cabo este proceso.

Esta situacién fue desarrollada por Euler quien, aplicando un proceso de
induccién que él mismo calificé de “francamente laborioso” [18] obtuvo la
siguiente férmula para determinar las triangulaciones (7;,) de un poligono de
n lados, con n > 3

2.6-10... (4n — 10)
B (n—1)! (1)

T,

3.1.2. Cadenas bien formadas con paréntesis

En 1938, Catalan resolvié el problema referente a determinar el nimero de
formas en que se pueden introducir paréntesis en una cadena de n letras,
dadas en orden fijo, para dividirla en n — 1 pares de paréntesis, de modo
que en el interior de cada par de paréntesis izquierdo y derecho, haya dos
“términos”. Estos dos términos emparejados pueden ser dos letras adyacentes
cualesquiera, o una letra y un agrupamiento adyacente encerrado en paréntesis
o dos agrupamientos contiguos. [18]

n Cadenas bien formadas maneras

1 (a) 1

2 (a-b) 1

3 (@-b)-c,a-(b-c) 2

4 [(a-b)-c]-d, Ja-(b-¢)]-d, (a-b)-(c-d), 5
a-[b-(c-d)], a-[b-c)-d]

Tabla 3-1: Cadenas bien formadas paran = 1,2, 3,4
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3.1.3. Trayectorias reticulares monétonas

Hallar el numero de trayectorias mondtonas de longitud 2n a través del reticulo
(N2, <), de orden n.

Se entiende por trayectoria mondtona aquella trayectoria reticular (pdgina 25)
que nunca cruza la diagonal (recta y = x), es decir aquellas trayectorias que
quedan por debajo de la recta y = x.

2n
El nimero de trayectorias reticulares desde el punto (n,n) hasta (0,0) es )
n

(nota 2.23), pero sblo se desea contar aquellas que quedan bajo la diagonal
y = x, para tal fin se determinara la cantidad de trayectorias que estdn por
encima de la diagonal y aquellas que cortan la diagonal.

En las figuras 3-2 y 3-3 se presenta las trayectorias reticulares para
n=1,2,3,4. En estos graficos se ha representado con color negro las
trayectorias mondétonas y con color rojo las no monodtonas. Al observar los
diagramas se tiene que, para n = 1 hay 2 trayectorias reticulares de las cuales
1 estd por encima de la recta y = x. Si n = 2 se tienen 6 trayectorias, 4 no
son mondétonas. Cuando n = 3, hay 15 trayectorias de un total de 20, que
estan por encima de la diagonal o que cortan la diagonal. Para n = 4 existen
70 trayectorias reticulares, de las cuales 56 no son mondtonas. Al realizar
la diferencia entre el total de trayectorias reticulares y aquellas que no son
monoétonas se tiene la cantidad de trayectorias monodtonas, para los cuatro
casos discutidos, estas son 1, 2, 5 y 14, respectivamente.

Se resalta el hecho de que por cada trayectoria mondtona existe una trayectoria
simétrica, respecto a y = =z, que no lo es. Similarmente el nimero de
trayectorias restantes que no son monoétonas se obtienen como la suma de
dos cantidades iguales. Asi, para n = 1 hay una trayectoria monétona y la
respectiva simétrica que no lo es; si n = 2 se tiene 2 trayectorias mondtonas,
2 simétricas que no lo son y dos restantes, simétricas entre si, que tampoco
lo son; cuando n = 3 existen 5 trayectorias mondétonas, por lo tanto, hay 5
simétricas a ellas que no lo son y las 10 restantes que no son monodtonas se
pueden obtener como la suma de dos veces 5; en el evento de n = 4 hay 14
trayectorias mondtonas, 14 simétricas a las mondtonas que no lo son y otras
42, no mondtonas, las cuales se pueden obtener como la suma de dos grupos
simétricos cada uno con 21 trayectorias.
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Figura 3-2: Trayectorias Reticulares y monétonas conn=1,n=2yn =3
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Figura 3-3: Trayectorias Reticulares y monoétonas con n = 4
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El resultado de continuar con el proceso descrito previamente se presenta en
la tabla 3-2, hasta n = 10. Se ha empleado el simbolo C), para representar el
numero de trayectorias reticulares mondtonas y se observa que los ntmeros
correspondientes a aquellas “otras trayectorias no monotonas” se pueden
expresar como un multiplo de la cantidad de trayectorias mondtonas. En la
parte final de la tabla se da una generalizacion de los resultados obtenidos.

n  Punto Trayectorias Trayectorias Trayectorias no mondtonas
Reticulares ~ Monétonas | Simétricas otras

1 (1,1) 2 1 1 0

2 (2,2 6 2 2 1+1

3 (3,3) 20 ) 5 5+5

4 (4,4) 70 14 14 21421

5  (5,5) 252 42 42 84 + 84

6 (6,6) 924 132 132 330 + 330

T (7,7 3432 429 429 1287 + 1287

8 (8,8) 12870 1430 1430 5005 + 5005

9 (9,9 48620 4862 4862 19448 +4- 19448

10 (10,10) 184756 16796 16796 75582 + 75582

2n c C
n  (n,n) (n) Cy, C, S-(n—-1)+%-(n-1)

Tabla 3-2: Trayectorias reticulares y monoétonas

Al igual que el procedimiento aplicado en la seccién 2.2 con los numeros
combinatorios, a continuaciéon se explorara la obtencién de una regla de
recurrencia o de una féormula explicita que facilite la obtencion, o que permita
determinar directamente los nimeros de Catalan.
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3.2. Foérmulas explicitas para los numeros de
Catalan

De la tabla 3-2 se infiere que la suma de las Trayectorias Mondtonas, las
trayectorias simétricas no mondtonas y las otras trayectorias no monotonas es
wgual al numero de trayectorias reticulares, para un n dado. De acuerdo con
los simbolos dados, la expresién algebraica correspondiente es,

C, C, _(2n
Cn+Cn+7-(n—1)+7~(n—1)— (n)

despejando C,, con el fin de encontrar una férmula explicita para el nimero
de trayectorias reticulares monotonas, se tiene

C"+C”+%'(n_1>+%'(n—1):(277;)
20, 4+ Cp - (n—1) = (27;1)
Co-(nt2-1) = (2:)

de donde

C”:nil'c:) @)

Al nimero C),, que para esta situacion corresponde a la cantidad de trayectorias
mondtonas asociadas al punto (n,n), se le conoce con el nombre de nimero de
Catalan y la expresién obtenida es valida incluso para n = 0. En la tabla se
presentan los valores de C,, para n < 10

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C, 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796

Tabla 3-3: Los primeros 10 nimeros de Catalan
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Una forma alterna para determinar C), consiste en clasificar las trayectorias
reticulares como mondétonas y no mondétonas, esto se puede observar en la tabla

3-4.

n  Punto Trayectorias| Trayectorias Trayectorias
Reticulares mondtonas | no monotonas

1 (1,1) 2 1 1

2 (2,2 6 2 4

3 (3,3 20 5 15

4 (4,4) 70 14 56

5 (5,5) 252 42 210

6  (6,6) 924 132 792

7T (7,7) 3432 429 3003

8 (8,8) 12870 1430 11440

9 (9,9 48620 4862 43758

10 (10, 10) 184756 16796 167960

n  (n,n) Tinn) Cy Tinn+2)

Tabla 3-4: Trayectorias reticulares mondtonas y no monotonas

La ultima columna corresponde a las trayectorias no mondtonas y coincide
justamente con la secuencia S(,,42) (con n > 2), la cual fue presentada
en la Tabla 2-1, correspondiente a las secuencias numéricas generadas por
las trayectorias reticulares asociadas a puntos pertenecientes a diagonales del
reticulo (N2, <). La secuencia Sinn+2) € equivalente a la secuencia S,—1n41)
(conn >1).

Se cumple que el nimero de trayectorias reticulares asociado a un punto (n,n)
es igual a la suma de las trayectorias mondtonas, (Cy), y las trayectorias no

mondotonas, entonces

T(n,n) = Cn + T(n—l,n—l—l)
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aplicando las féormulas (8), y (9) del capitulo 2

= T(n,n) - T(nfl,n+1)
2n 2n
n n+1
por la propiedad de simetria del coeficiente binomial entonces,
2 2
“= () -0 @
n n—1

siendo ésta, una férmula alterna para calcular los niimeros de Catalan C,,.

Ch
Cy

Nota 3.1. La expresién (3) muestra que C),, es un nimero natural, ya que
se trata de la diferencia de dos niimeros naturales. Esto no es evidente en la
Férmula (2).

Aplicando la férmula (9) del capitulo 2, facilmente se demuestra la equivalencia
entre las expresiones (2) y (3)

() -() -

2n)! (2n)!

)2 (n—1)(n+1)!
2n)! (2n)In

)2 (n+ 1)l

2n)! n(2n)!

n)2  (n+1)(n!)?

66



Nota 3.2. Una expresion equivalente a las ya planteadas se puede obtener de
1 2
m )
n+1 n

1 2n-(2n—1)---(n+2)-(n+1)-n!
(n+1) nln-n-1)-(n—2)---3-2
_ (n+2)(n+3)---(2n—1)2n
o 2.3...¢

la férmula (2), asi

esta expresion se puede escribir en forma sintética

tn+k
C, = 4
g k (4)

Nota 3.3. La férmula hallada por Euler, en el problema de triangular un
poligono convexo permite calcular los niimeros de Catalan de manera explicita,
haciendo C,, = T, 2 v asumiendo que Cy = 1. Al sustituir n por n + 2 en la
férmula (1) se obtiene la siguiente férmula, valida para n > 1

2.6-10--- (4n — 2)
B (n+1)!

Ca (5)

3.3. Foérmulas recursivas para los numeros de
Catalan

Una férmula de recurrencia para una sucesion es una expresion que relaciona
cada término con sus términos anteriores.

A continuacion se presentan algunas expresiones recursivas, las cuales permiten
obtener formas interesante de calcular cada término en la secuencia de Catalan,
conociendo previamente los anteriores.

En la seccién 3.1.1 se enunci6 el problema planteado por Euler respecto a

la triangulacién de un poligono convexo. En la figura 3-1 se muestra que se
puede triangular un tridangulo de una unica manera, un cuadrado de dos y
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un pentagono de cinco maneras diferentes. El problema se complica cada vez
que se aumenta el nimero de lados del poligono. Se buscard una expresién
recursiva que permita calcular estos valores facilmente. Sea C,, el nimero de
maneras de descomponer un poligono utilizando exactamente n tridngulos
es decir, (), es el nimero de maneras de triangular un poligono de n — 2
lados. Procediendo por induccién en n para calcular C),, se supone que se
sabe triangular todos los poligonos con un maximo de n + 2 lados y con
esta informacién se triangula un poligono con n + 3 lados. Para un tridngulo
el problema es trivial. Para un n mayor se procede de la siguiente manera.
Primero se escoge un lado favorito del poligono de vértices 1, 2, ---, n + 3.
Se tomara como lado favorito el que une a los vértices 1 y n + 3. Este lado
pertenece a un unico tridngulo en la triangulacion, T;, cuyo tercer vértice
i pertenece al conjunto {2,3,---,n + 2}; si se elimina el tridngulo T; del
poligono, se obtienen dos nuevos poligonos que se encuentran triangulados 6 un
poligono de n + 2 lados. El primero de ellos tiene como vértices a los niimeros
1,2, -+ .4, y en consecuencia, puede ser triangulado de C;_5 maneras diferentes.
El segundo poligono tiene como vértices a los numeros ¢,72 4+ 1,--- ,n+ 3,y
en consecuencia puede ser triangulado de C),_; ;s maneras distintas. Las dos
elecciones son independientes, por lo tanto el niimero de maneras de triangular
el poligono, que contienen al tridangulo T; es C;C,,_;1 2. Al variar el tercer vértice
del triangulo T; sobre todos los valores posibles, 2,3,--- ,n + 2, y considerar
que Cy = 1, se obtiene la secuencia de Catalan

Cn+1 = C()Cn + ClCn,l + -+ Cn,101 + CnC() (6)

La cual se puede expresar de manera sucinta, asi
n
Cn+1 - E CzCn—z (7)
i=0

Esta expresién fue obtenida en 1761 por Segner(1704-1777), por lo que los
nimeros de Catalan también reciben el nombre de nimeros de Segner[3].
Mediante un razonamiento similar al realizado, y partiendo de alguno de los
otros problemas planteados inicialmente se llega a deducir la secuencia (6).
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Por otra parte, partiendo de la férmula explicita (5), es posible obtener otra
férmula recursiva, la cual es conocida como férmula recursiva de Fuler, asi

2:6-10---(4n - 2)

Cn
(n+1)!
_4n—2 2-6-10---(4n —6)
on+1 n!
4n — 2
= *dn4l

n—+1
obteniendo, la férmula recursiva, valida para n > 1, con Cy = 1

_2(2n—1)
Cn = n—+1 . On—l (8)

al sustituir n por n + 1, se tiene una expresion equivalente

2(2n 4 1)

Cn+1: n+2

-Ch (9)

La expresién (9), también se puede obtener a partir de la férmula explicita de
los nimeros de Catalan (2), al considerar la razén % y despejar C, 1 en

términos de C,,.

3.4. Triangulo de Pascal y Numeros de Catalan

Las férmulas explicitas (2) y (3), halladas para determinar los nimeros de
Catalan estan dadas en términos de coeficientes binomiales, en consecuencia,
se explorara el Triangulo de Pascal con el fin de extraer de él, los nimeros
de Catalan . Koshy [22] presenta otras maneras de obtener los nimeros de
Catalan a partir del triangulo de Pascal.

1. La manera obvia de calcular los nimeros de Catalan es usando la férmula

1

explicita C,, = s , la cual, de acuerdo a la nota 2.23 equivale a

dividir el coeficiente central binomial por n + 1. Por lo tanto, dividiendo
los nimeros de los rectangulos sombreados, en la figura 3-4, entre la mitad
de los nimeros de la fila més uno. Ejemplo, para hallar el tercer niimero

de Catalan, de la sexta fila de triangulo de Pascal se lee (g) = 20;

entonces dividiendo a 20 entre 3 + 1 = 4, se tiene C3 = % =5
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Fila0 — 1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 3. 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Figura 3-4: Tridngulo de Pascal y Nimeros de Catalan -1

2 2
2. En la seccién 3.2 se obtuvo la férmula C,, = ") n1> la cual
n n—

permite calcular C), al restar del coeficiente binomial central, el niimero
inmediato a su izquierda o a su derecha. En la figura 3-5, corresponde
a la diferencia entre los nimeros de los rectangulos sombreados y los de

los rectangulos de linea doble. Ejemplo, el tercer nimero de Catalan,

SRR

(0] 1
1 1
2 1
1 3 3 1
1 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 20 15 6 1
1 7 21 35 3. 21 7 1

1 8 28 |56 |[vof 56 28 8 1

Figura 3-5: Triangulo de Pascal y Numeros de Catalan -2
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3. Otra forma de obtener los nimeros de Catalan a partir del Tridngulo de
Pascal se obtiene al reescribir la férmula explicita (2), asi

=g i 1 (2: ) G %(—2?11))7!1!71! ~nn +(12)T()T!L S %(”211 1)

lo cual corresponde a dividir el término inmediatamente a la izquierda o

a la derecha del coeficiente central binomial, entre la mitad del ntimero
de la fila respectiva. Por ejemplo, para calcular Cj3, se lee el niimero 15

6
de la sexta fila y se divide entre 3, (5 = %(2> = % <15 =5.

Filao — 1

1 8 28 56 70

[t
(=]
[t
(S}
[\V]
o
g 5 B B
=]
—

Figura 3-6: Triangulo de Pascal y Nimeros de Catalan -3

4. Los numeros de Catalan también se pueden obtener al sumar los
cuadrados de los los nimeros en cada fila del Tridngulo de Pascal y
dividir entre el nimero de elementos de la fila.

Ejemplo,

124524102+ 102 + 5% + 12 252
o ki —g +5% 4 B2
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3.5. Arreglos triangulares de Catalan

A continuacién se presentan arreglos rectangulares y triangulares con los cuales
se pueden obtener facilmente los nimeros de Catalan, de manera similar a la
forma como se determinan los coeficientes binomiales a partir del Triangulo
de Pascal. Es interesante la gran posibilidad que brindan estos arreglos
para formular conjeturas, establecer propiedades y determinar patrones en su
formacion.

1. Tridngulo de Catalan

k o 1 2 3 4 5 6 7
n
0
1 1
2 12
3 1 3 5
4 1 4 9 14
5 1 5 14 28 42
6 1 6 20 48 90 132
7 17 27 75 165 297 429 [429

Tabla 3-5: Triangulo de Catalan

En la tabla 3-5 se presenta el llamado triangulo de Catalan, ya que en la
diagonal se pueden leer dichos niimeros. En la base OEIS [35] corresponde
a la secuencia A009766, al ser leidos de izquierda a derecha.

Propiedades del triangulo de Catalan.
» Cada fila comienza con un 1.
» Todas las fila terminan en un nimero Catalan.

» El elemento en la fila n y la columna %, C, ), se puede obtener
mediante la suma del nimero a la izquierda y el nimero que
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estd justamente encima de €él; es decir Cippy = Clnp—1) + Cin-1.),
para n, k > 1. Por ejemplo, Cs3) = Cg2) + C(5,3) = 20 + 28 = 48.

= La suma de los primeros m elementos en la fila n — 1 es igual al
elemento de la fila n, columna m Ejemplo, 1 4+ 6 + 20 4 48 = 75.

= Los dos tltimos elementos de cada fila, excepto la fila 0, son iguales;
es decir C, ) = Clnn—1)-

= A partir de las observaciones anteriores es posible obtener una
férmula recursiva para cada elemento Cy, ), asi

1 sik=0
Clupy = n sik=1 (10)
7 Clnp—1) + Cino1y  sil<k<n
0 sik>n

= Aun més interesante es el determinar una férmula explicita para
cada elemento C, ) en el tridngulo, la cual es

n—k+1/n+k
Coorwy = =77 ( k ) (11)

2. Matriz de Catalan.
Con este nombre Aigner [3] presenta el arreglo triangular de la Tabla 3-6.
En la base OEIS [35] corresponde a la secuencia A053121 al ser leidos de
izquierda a derecha.
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Tabla 3-6: Matriz de Catalan

Propiedades de la Matriz de Catalan.

Se inicia con un 1.
Las filas impares inician con un 0.
Todas las filas terminan en 1.

El elemento en la fila n y la columna &, C, 1) es igual a cero si n+k
es impar.

El elemento en la fila n y la columna k, C, ), se puede obtener
mediante la suma del nimero a la izquierda y el nimero a la
derecha, de la fila inmediatamente superior; es decir, se cumple
que Cry = Ctn1,k-1) + Cn—1,k+1), para n,k>1. Por ejemplo,
Ci3)y=Cea) +Cea =9+5=14.

Todas las filas pares inician con un nimero de Catalan, es decir se
cumple que C,, = Ca,,0).

Es posible obtener una férmula recursiva que resume las propiedades
enunciadas y que permite construir la matriz triangular inferior.

1 sin=0y k=0
Clny =40 sin=0yk>0  (12)
Con-1p-1) + Cnmipyy sil<k<n
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3. Otro arreglo triangular de Catalan.
Gracias al proceso seguido de explorar y conjeturar resultados, se
lleg6 al arreglo triangular de la Tabla 3-7, el cual es llamativo por su
sencilla construccién y las multiples propiedades que presenta. Al leer los
nimeros de cada diagonal de forma consecutiva, coincide con la secuencia

A078391 en la base OEIS [35].

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n
0 132] [429] [1430]
1 132 429
2 4 10 28 84 264
3 10 25 70 210
4 28 70 196
5 84 210
6 264
7 429
8 1430

Tabla 3-7: Otro arreglo de Catalan

Su construccion se puede llevar a cabo facilmente a partir de las siguientes
reglas:

= Se inicia con un 1, en la posicién C(gg).

= Kl primer elemento de cada fila o columna esta dado por la suma
de los elementos de la diagonal anterior.

= Los elementos que no pertenecen a la fila cero o a la columna cero,
se hallan multiplicando el primer elemento de la fila por el primer
elemento de la columna respectiva. Por ejemplo,

Co1) = C1,0) = Cpop) = 1

Cl20) = Clo2) = Cony + Cug =1+1=2
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Ci0) = Co3) = Cro0 +Can+Co2 =2+1+2=5

donde C(l,l) = Cl 'Cl =1-1=1

Propiedades de este arreglo triangular.

= Las reglas dadas para su construccion permiten enunciar una
férmula recursiva, para generar la matriz triangular superior
hallada.

1 sin=0y k=0
Cong) = Cino) - Clom sin>00k>0 (13)
Z:'L:_ol Cin-iiy sin=00k=0

Es simétrico respecto a la diagonal 1,1,4,25,196,1764 - - -, es decir
se cumple que C, ) = Crny y los elementos del eje de simetria
corresponden a los cuadrados de los niimeros de Catalan, ya que

Clnm) = Clom) - Clom) = C - Cn = (C)?

En las filas cero y uno, asi como en la columnas cero y uno aparecen
los niimeros de Catalan, ya que se cumple que,

CV(O,n):C’OC(nzlC’n:C’n:C’n1:C(nC’O:C’(n,O)
Climy = O Cp=1-Cp = Cp= Cp-1=Cp - Cy = Cu
Por ejemplo,

Cigy=Ch-Co=1-132=132=132-1 = Cs - Cy = Cg1)

En la segunda fila, asi como en la segunda columna se tiene el doble
cada nuimero de Catalan,

Comy=02-C,=2-C,,=2C,=C,-2=0C,-Cy=Ca
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» Fn la tercera fila, asi como en la tercera columna se tiene el producto
de 5 por cada nimero de Catalan,

C’(gm):CgCn:5Cn:5Cn=Cn5:CnC’3=C’(n73)

= En general en la fila 7 , asi como en la columna 7 se tiene el producto
del i_ésimo nimero de Catalan por cada niimero de Catalan,

= A partir de las observaciones realizadas es posible obtener una
formula explicita para cada elemento en la fila n y la columna k,
Cn k) del arreglo, la cual estd dada por el producto de los niimeros
de Catalan C), y C}, los cuales se encuentran en las posiciones C, o)
y Clox) respectivamente, es decir, se cumple que

3.6. Obtencidn de la formula explicita a partir de
una funcion generatriz

Una de las técnicas empleadas para determinar una férmula cerrada, a partir
de una secuencia de ntimeros ag, ay, as, as, - - - es expresarlos como una serie de
. 00 k s . . .,
potencias, ) ,_, axz" la cual se conoce como funcién generatriz. A continuacién
se utiliza este procedimiento con el fin de obtener la férmula explicita de los
numeros de Catalan, de forma elegante; para ello se aplica la recurrencia de
Catalan planteada por Segner’s (6) y el Teorema 2.29 del binomio de Newton.

Se considera la funcién

C(z) =Co+ Crx + Cox® + -+ + Cpz™ + - - - (15)
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Entonces

[Cx))?=(Co+Cra+4---+Cpz™+---)- (Co+Crx+ -+ Cpx™ +---)
= (CoCo) + (CoCy 4 C1Co)x 4 (CoCl + C1Cy + CoCo)a® + - --

+ (CoCr + C1C, 1 + - + CCo )™ + - - -
=(1-D+1-1+1-Dz+1-2+1-1+2- 1)+ ---
=1+2z+52%+---
= C12° + Cow + C32° + -+ + Cppq @™ + - -

G+ G + O + - 4+ Cpa™ + - -

x
_(Co+clx+02$2+03$3++Cnl'n+)—00
N x
Por lo tanto,
C(x) — C
cy = 4D

de donde

obteniendo la expresion cuadratica
2C(x)> - C(z) +1=0
Solucionandola, para C'(x), se obtiene la funcién generatriz de Catalan,

1-+v1-4
C(z) = S (16)
2z
Se utilizé el signo — en lugar del signo & habitual en la férmula cuadratica, ya
que se sabe que C'(0) = 1, y si se tomara el signo + cuando z — 0, C'(z) — 0.
A continuacién se aplica la férmula (2) del capitulo 1, referente a la

generalizacion del Teorema del Binomio realizada por Newton, con el fin de
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obtener el desarrollo de /1 — 4z = (1 — 42)2, asf

(amp o1 By WD g QODCD) .
EDEDE) w0 GEDEDEDED s
' 111'3'2 ! (4;:)1_ 55'34'13'2'1 7 5(4;)1+
zl—ﬂZx—§4x2 = 3 _ 1 162* — = 3225 —

Por lo tanto, la expresién (16) se puede escribir de la forma

1 3.1 5- 3-1 s T-5- 3 1

C(z )_1+

El producto de los factores impares, tales como 7-5-3-1 presentan una similitud
con el factorial, excepto que faltan los nimeros pares, pero observando que,
22.21 =4.2, 23.31 =6-4-2, 2*.4!1 = 8-6-4-2, y asi sucesivamente, entonces se
cumple que (7-5-3-1)-2%.4! = 8!, aplicando esta idea a la expresién anterior,

se tiene
1, 2! 1, 4! 1, 6! 1, 8l
Clz) =1+ Z(=— (=22 3 D (—
() =1+ 5 () + 307" + 3" + 5 (G +
de donde,
> 1 2n
Clx) = " 17
(z) kzz(]n—l—l(n)x (17)

Igualando los coeficientes de z™ de las expresiones (15) y (17) se obtiene la
formula explicita de los nimeros de Catalan

c - 1 <2n>
n+1 n

Asi, en este capitulo se han presentado los numeros de Catalan como

una aplicacion del binomio de Newton, donde la exploracion realizada a
partir de situaciones concretas ha permitido obtener férmulas explicitas y
expresiones recursivas que los generan. De igual manera el proceso realizado
permitio obtener arreglos triangulares similares a las del triangulo de Pascal,
para los cuales se establecieron propiedades. Se finalizé obteniendo los ntimeros
de Catalan a partir de una funcién generatriz.
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Capitulo

Propuesta didactica para la
ensenanza del Teorema del
Binomio

“El principal objetivo de la educacién consiste en formar personas que sean
capaces de hacer cosas nuevas y no simplemente de repetir lo que otras
generaciones han realizado ”

Jean Piaget.

La propuesta metodolégica para la ensenanza del Teorema del Binomio
esta centrada en el aprendizaje basado en problemas, dentro de un ambiente
constructivista; referentes para los cuales a continuacién se realiza una
aproximaciéon tedrica. En la parte final del capitulo se proponen cinco guias
de aprendizaje enmarcadas en esta metodologia, las cuales estan dirigidas a
estudiantes del grado octavo.

4.1. Modelo pedagégico constructivista.

El constructivismo educativo propone un paradigma en donde el proceso de
ensenanza se percibe y se lleva a cabo como un proceso dinamico, participativo
e interactivo del sujeto, de modo que el conocimiento sea una auténtica
construccién operada por la persona que aprende [33]. En este modelo el
supuesto principal es que el conocimiento es activamente construido por el
sujeto, partiendo de las nociones previas para generar uno nuevo. Involucrando
procesos de adaptacién, acomodamiento, asimilacion y equilibrio de la nueva
informacion.
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Los individuos son capaces de crear nuevos conocimientos mediante la
reflexion sobre sus acciones fisicas y mentales. Este proceso de construccién
del conocimiento conlleva conflictos cognitivos, reflexion y reorganizacion
conceptual.

Dos representantes del constructivismo son Piaget y Vygotski, quienes
coinciden en que el estudiante organiza de forma activa sus experiencias; sin
embargo, sus perspectivas presentan algunas diferencias segin el énfasis puesto
en la dimensién social y cultural del desarrollo. Piaget se centra en como
se construye el conocimiento partiendo desde la interaccion con el medio.
Por el contrario, Vygotski se centra en cémo el medio social permite una
reconstrucciéon interna [33]. Los dos enfatizan que la realidad social juega
un papel principal en la determinacién del funcionamiento intelectual. En
esencia, su teoria relaciona los fenémenos sociales y cognitivos. A través de la
interacciéon social, los individuos crean las interpretaciones de las situaciones,
resuelven los propios conflictos, toman una u otra perspectiva y negocian los
significados compartidos.

Finalmente, todo conocimiento es construido, por ello el conocimiento
matematico es edificado, al menos en parte, por medio de un proceso de
atraccién reflexiva, donde las estructuras cognitivas de los estudiantes se
activan en los procesos de construccion, porque ellas estan en desarrollo
cognitivo, lo que lleva a una trasformacion de las existentes. Es decir que
constantemente el que aprende estd construyendo su propio conocimiento.

4.1.1. Postulados del constructivismo

Los siguientes son algunos de los postulados formulados por el profesor
Lafrancesco, referente a las bases tedricas para el paradigma constructivista y
su didactica y son tomados de [24].

1. Lo que hay en la mente de quien aprende tiene importancia para facilitar
nuevos aprendizajes.

2. La mente no es una tabla rasa sobre la que se puede ir grabando
informacion.
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10.

11.

12.

13.

El comportamiento inteligente de una persona no depende de unos
procesos abstractos, sino que esta intimamente ligado a la clase de
conocimientos e ideas que dicha persona posee sobre la situacién
particular planteada.

Las preconcepciones de los estudiantes no solo influyen en sus
interpretaciones, sino que también determinan incluso qué datos
sensoriales han de ser seleccionados y a cudles hay que prestarles mayor
atencion.

El aprendizaje previo y los esquemas conceptuales preexistentes son
importantes para el aprendizaje significativo ya que los conceptos son
estructuras evolutivas.

Es necesario definir la influencia del contexto sociocultural sobre los
aprendizajes y contextualizar estos ultimos en los primeros.

El que aprende es porque construye activamente significado.

Las personas cuando aprenden tienden a generar significados consistentes
y consecuentes con sus propios aprendizajes anteriores.

Los aprendizajes implican procesos dinamicos y no estaticos, pues se
producen cuando las estructuras de conocimiento ya existentes se pueden
modificar y reorganizar en mayor o menor medida.

Los estudiantes son responsables de su propio aprendizaje; solo ellos
pueden dirigir su atencién hacia la tarea del aprendizaje y realizar un
esfuerzo para generar relaciones entre los estimulos y la informacion
acumulada, y poder construir por si mismos los significados.

El maestro debe ser creador, inventor y disenador de situaciones de
aprendizaje adecuadas. No debe ensenar, debe facilitar el aprendizaje.

En un ambiente generalizado de actitudes negativas de rechazo al
aprendizaje no es posible la construccion de conocimientos.

Los maestros no deben esperar recetas infalibles para mejorar las
condiciones didécticas; deben estar atentos y en disposiciéon de aplicar
la imaginacion y la creatividad sin caer en reduccionismos.
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4.1.2. Beneficios del enfoque metodolégico constructivista

Algunos de los beneficios del enfoque metodolégico constructivista son:

1.

4.2.

El estudiante aprende mas y disfruta el aprendizaje porque estd mas
activamente involucrado en el mismo, en lugar de ser un ente pasivo.

. La educacion trabaja mejor cuando se concentra en el pensamiento

critico y el entendimiento, en lugar de dedicarse a la memorizacion.
El constructivismo se concentra en el aprendizaje de cémo pensar y
entender.

. El aprendizaje constructivista es transferible. En aquellos salones donde

se usa el enfoque constructivista, los estudiantes crean patrones de
aprendizaje que pueden transferirlos a otros escenarios educativos.

. El constructivismo le da apotestamiento al estudiante de su aprendizaje,

debido a que el mismo estd basado en la exploraciéon y las preguntas
hechas por el estudiante. Generalmente el estudiante tiene acceso al
diseno y evaluacién del proceso.

Por medio de actividades de aprendizaje ricas y dentro del contexto de
un mundo real y auténtico el constructivismo envuelve al estudiante.
Los estudiantes en salones constructivistas aprenden a cuestionar cosas
y aplicar su curiosidad natural del mundo.

. El constructivismo promueve destrezas sociales y de comunicacién

creando un ambiente que enfatiza la colaboracién e intercambio de ideas.

Aprendizaje basado en problemas (ABP)

El método del Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) se origina en la escuela

de medicina en la Universidad de Case Western Reserve en los Estados Unidos

y en la Universidad de McMaster en Canada en la década de los 60’s. La

metodologia se desarrollé con el objetivo de mejorar la calidad de la educacién

médica cambiando la orientaciéon de un curriculum que se basaba en una

educacion tradicional, a uno mas integrado y organizado en problemas de la

vida real y donde confluyen las diferentes areas del conocimiento que se ponen

en juego para dar solucién al problema.

84



El ABP
estd fundamentado en tres principios bésicos:

se sustenta en el enfoque de la teoria constructivista, y

e El entendimiento con respecto a una situaciéon de la realidad surge de las
interacciones con el medio ambiente.

e El conflicto cognitivo al enfrentar cada nueva situacion estimula el
aprendizaje.

e El conocimiento se desarrolla mediante el reconocimiento y aceptacién de
los procesos sociales y de la evaluacion de las diferentes interpretaciones
individuales del mismo fenémeno.

En la educacién tradicional los estudiantes se encuentran desmotivados y
siguen procesos de memorizacién de una gran cantidad de informacién, la
mayoria de ella irrelevante en situaciones reales fuera de la escuela, presentando
dificultades al asumir responsabilidades correspondientes a sus cargos y con
problemas al realizar trabajos de forma colaborativa. En la tabla 4-1 se
presentan algunas diferencias entre el aprendizaje tradicional y el aprendizaje
basado en problemas.

Aprendizaje tradicional

Aprendizaje basado en problemas

EI profesor asume el rol de experto o
autoridad formal.

Los profesores tienen el rol de facilitador,
tutor, guia, coaprendiz, mentor o asesor.

Los profesores transmiten Ia informacion
a los alumnos.

Los alumnos son responsables en su
proceso de aprender y crear alianzas con
los alumnos.

EI profesor presenta el contenido de sus
asignaturas en exposiciones magistrales.

Los profesores disenian su curso basado en
problemas abiertos.

Los alumnos son  vistos  como
“recipientes vacios” o receptores pasivos
de informacién.

Los alumnos son vistos como sujetos que
pueden aprender por cuenta propia.

La comunicacion es unidireccional.

Los alumnos localizan recursos y los
profesores los guian en este proceso.

Los alumnos absorben, transcriben,
memorizan y repiten la informacién para
actividades especificas como pruebas o
examenes.

Los estudiantes participan activamente,
en identificacién y solucién de problemas.

La evaluacién es sumatoria. EI unico
evaluador es el docente.

Los estudiantes evaliian su proceso, y el
de los demas.

Tabla 4-1: Aprendizaje tradicional y ABP
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4.3.

Guias de trabajo y actividades

En la metodologia propuesta del ABP, se resalta la importancia de que los

alumnos trabajen en equipos para hallar la solucién a problemas propuestos,

ante lo cual se proponen cinco guias de trabajo, las cuales son:

1.
2.
3.
4.

5.
Cada
1.

Factorial de un nimero.
Tridangulo de Pascal.
Coeficiente binomial.
Teorema del Binomio.

Aplicaciones del Teorema del Binomio.
una de las guias se ha organizado en tres etapas:

Actividad introductoria.

Corresponde a la parte de motivacion o introduccién a la tematica; para
ésto se propone una actividad interesante o una lectura llamativa, la cual
permite realizar algunos ejercicios y contestar unas preguntas sencillas,
buscando disponer positivamente al estudiante para abordar el problema
a solucionar.

. Actividad principal.

Se propone un problema, el cual puede ser analizado, discutido y
solucionado en equipos de trabajo. Para llegar a su solucién se han
formulado unas preguntas que van conduciendo al estudiante a la
obtencion de unas respuestas a situaciones particulares, para finalmente
llegar a obtener una férmula general y asi la soluciéon al problema
planteado. La respuesta obtenida debe ser validada a partir de los valores
obtenidos en las situaciones previamente desarrolladas y luego aplicada
para otros valores distintos.

. Actividad complementaria.

Las situaciones y preguntas finales buscan el reforzar la solucién dada al
problema, complementandola y obteniendo algunas propiedades. En esta
seccién se ha incluido a manera de informacion una breve resena historica
relacionada con la situacién desarrollada. Ademas, estas preguntas
pueden ser empleadas como mecanismo de autoevaluacion.
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“Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero hay una pizca de
descubrimiento en la solucién de cualquier problema. Tu problema puede ser
modesto, pero si es un reto a tu curiosidad y trae a juego tus facultades
inventivas, y si lo resuelves por tus propios métodos, puedes experimentar la
tension y disfrutar del triunfo del descubrimiento.”

GEORGE POLYA
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4.3.1. Guia 1. Factorial de un nimero

1. Actividad introductoria. Lectura jUn signo de admiracion!
Tomado de: De los nimeros y su historia, Isaac Asimov

Aunque brevemente, voy a cambiar drésticamente de tema. ;Alguno de
ustedes leyé la obra de Dorothy Sayers, Nine Tailors (Nueve sastres)?
La lef hace muchos anos. Es la historia de un crimen misterioso, pero no
recuerdo nada ni del crimen, ni de los personajes, ni del argumento, ni
de nada de nada, con excepcién de un punto. Ese punto tiene que ver
con lo que se denomina “tocar las distintas variaciones” posibles. Segin
parece (por lo que logré entender lentamente cuando lef el libro), al tocar
las distintas variaciones, usted comienza con una serie de campanas que
estan afinadas para dar notas distintas, encargando a un hombre la tarea
de tocar cada campana. Se tanen las campanas en orden: do, re, mi, fa,
etc. Luego se las tane nuevamente en un orden distinto. Después se las
vuelve a tafier en otro orden diferente. Luego se las vuelve a taner...Usted
sigue asi hasta haber hecho sonar a las campanas en todos los ordenes
(o “variaciones”) posibles. Para hacerlo uno debe seguir ciertas reglas de
modo, por ejemplo, que ninguna campana pueda correrse en mas de un
lugar con respecto al orden que haya ocupado en la variaciéon anterior.
Hay muy diversas maneras de cambiar el orden en las distintas formas de
“tocar las variaciones”, y estas maneras son interesantes en si mismas.
Pero todo lo que me interesa aqui es el nimero total de variaciones
posibles que se pueden lograr con un nimero prefijado de campanas.
Simbolicemos una campana por medio de un signo de admiracién (!)
que representara el badajo, y asi podremos hablar de una campana
como 1!, de dos campanas como 2!, etcétera. Si no tenemos ninguna
campana habra una sola forma de sonar ... no sonando, de manera que
0! = 1. Si suponemos que toda campana que exista debera sonar, entonces
una campana sélo puede sonar de una manera (bong), asi que 1! = 1.
Esté claro que dos campanas, a y b, pueden sonar de dos maneras: ab y
ba, asi que 2! = 2. Tres campanas, a,b y ¢, pueden sonar de seis formas
distintas: abc, acb, bac, bea, cab y cba, y de ninguna otra forma, de modo
que 3! = 6.
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De acuerdo a la lectura y la notacién alli empleada, completar la
siguiente tabla.

Niimero de
Simbolos Formas diferentes de sonar Total

campanas =

0 1

1 a

2 ab . ba

3

4 24

5 a.'bacrdae
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2. Actividad principal

a. A partir del procedimiento realizado en la tabla anterior, pero sin
que sea necesario listar todas las formas, continuar con el proceso
para 6,7,8,9 y 10 campanas, empleando el simbolo ! mencionado
en la lectura.

Niimero de v Formas diferentes
Simbolos 3

campanas de sonar
4 4!
F
8 40320
9 9
10

b. El simbolo ! representa el factorial del nimero, asi 8! = 40320.

(Se lee “ocho factorial”). Revisar los valores obtenidos en la ltima
columna y establecer su relacion con el nimero de campanas.
Enuncie el procedimiento o regla aplicado para determinar el
factorial de un nimero.
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c. Observe que: 3! =3-21=3-2-1, 4/l =4-31=4-3-21=4-.3-2-1;
en general para cualquier nimero entero positivo se tiene que
nl'=mn-(n—1)---2-1. De acuerdo a los desarrollos obtenidos
complete la definicion del factorial de un ntmero n:

[ ] sin=| |

nfn — 1}!

nl| =
Sin=

d. Verifique la formula obtenida, hallando el factorial de los primeros
10 nimeros naturales y comparar los resultados obtenidos con las
respuestas dadas en las tablas anteriores.

3. Actividad complementaria
Algo de historia ...

La operacion de factorial aparece en muchas areas de las matemaéticas,
particularmente en combinatoria y analisis matemaéatico. De manera
fundamental, el factorial de n representa el nimero de formas distintas
de ordenar n objetos distintos (elementos sin repeticién). Este hecho ha
sido conocido desde hace varios siglos. La notacién actual n! fue usada
por primera vez por Christian Kramp en 1803.

92



a. Célula maligna.

Una extrana célula se reproduce por division de la siguiente manera:

Primera generacion: La célula se divide en dos formando nuevas
células.

Segunda generacién: Cada una de las dos células de la primera
generacion se divide en tres, para un total de seis nuevas células.
Tercera generacion: Cada una de las seis células de la segunda
generacion se divide en cuatro ...

e ;Cuantas células malignas habréd en la quinta generacion?

e La menor cantidad de generaciones que se requieren para que el
numero de células malignas sobrepase el millén de ejemplares
es

b. Escribir Verdadero o falso.

e 341 =17!
e 2.3=3!

o 3l +41=17!
o 3.4l =12!
o 71.5!=2!
o 10! =5l =T
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c. Ordene de menor a mayor:
3!- 5!
4! 4!
16!
2! - 4!
10! =+ 5!
1! 6!

d. Ordene de mayor a menor:
(5!)
V3! 3!
3! + 6!
(24 4)!
3!1-50.2!.6!
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4.3.2. Guia 2. Triangulo de Pascal

1. Actividad introductoria, lectura Plan hipodamico

Un plan hipodamico, trazado hipodamico o trazado en damero, es el tipo
de planeamiento urbanistico que organiza una ciudad mediante el diseno
de sus calles en dngulo recto, creando manzanas (cuadras) rectangulares.

El apelativo hipodamico proviene del nombre del arquitecto griego
Hipodamo de Mileto (en griego: Hippodamos), considerado uno de los
padres del urbanismo, cuyos planes de organizacién se caracterizaban
por un disenio de calles rectilineas que se cruzaban en angulo recto.
Se utiliza un plano urbano llamado plano ortogonal, equirrectangular,
en cuadricula o en damero. Las ciudades que presentan este tipo
de planeamiento urbano tienen una morfologia urbana perfectamente
distinguible en su trazado vial.

Este tipo de planeamiento tiene la ventaja de que su parcelamiento es
mas facil por la regularidad de la forma de sus manzanas. Pese a esta
simplicidad aparente, este tipo de plan presenta algunos inconvenientes,
pues prolonga la longitud de los trayectos. Para evitarlo se puede
completar con calles diagonales. Para aumentar la visibilidad en los
cruces de las calles estrechas, se pueden disenar edificaciones con
chaflanes. Aunque no es un trazado adecuado en ciudades de abrupta
topografia, sin embargo, la fuerte pendiente de las calles de San Francisco
(un ejemplo de los més conocidos), es un inconveniente que constituye,
precisamente, uno de los encantos de esta ciudad.

Hay ejemplos de planos ortogonales en Antiguo Egipto y Babilonia. En
la Edad Antigua destacan las ciudades helenisticas y las que surgieron
de un campamento romano; en la Edad Media las bastidas francesas y
las nuevas ciudades aragonesas siguiendo las ideas de Eiximenes; en la
Edad Moderna la ciudad colonial espanola; y en la Edad Contemporanea
el Plan Haussmann en Paris o los ensanches urbanos espanoles.

Generalmente, en las ciudades diagramadas segun el diseno de damero,
miden 100 metros, aunque en muchas ciudades, especialmente en Europa,
las cuadras son totalmente irregulares. En Manhattan (Nueva York) y
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Bogot4 (Colombia), es conocido el diseno urbano en manzanas regulares.
Las dimensiones de las manzanas en Colombia son de 80m x 80m.

Figura 4-1: Plano de Bogota 1890

A partir de la lectura realizada previamente, responder las siguientes
preguntas:

a. (En qué consiste el tipo de planeamiento urbanistico denominado,
plan hipodédmico, trazado hipoddmico o trazado en damero? __

b. ;De dénde proviene el nombre de plan hipoddamico?

¢. Mencione algunas ciudades cuyo ordenamiento sea ortogonal.
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d. Ademas del modelo urbanistico mencionado en la lectura, existen
otras formas de organizar las ciudades. De acuerdo a cada diagrama
presentado, escriba el que considera es el nombre mas indicado para

cada uno de ellos.

@ D

000000

\/\/C
\|

)
A

BN

&

0

00000
00000
000000

e. Si un arquitecto en Bogota dispone de un lote cuya area utilizable
es cuadrada de lado 350 metros y desea urbanizar, dejando un
espacio entre cuadras de 6 metros de ancho para la construccién
de vias, jcudl es el maximo de manzanas que puede proyectar, bajo
las condiciones mencionadas? Argumente su respuesta.

97



2. Actividad principal
El conjunto residencial Casas de la Sabana en Bogota estd organizado
por manzanas, cada una de ellas de 80m por 80m.

.L_| ..
i .'.

En cada manzana se han construido 4 casas. La casa (esquina inferior)
de la cuadra inferior izquierda se ha destinado para la parte social, alli se
tiene el salén de juegos. Algunos de los nifios y nifias que viven alli son,
Liliana y NicK, en las casas amarillas; Camilo, Danilo y Santiago, en las
casas verdes; Aurita, Katherine, Valentina y Maria, en las casas color
Naranja; Esteban, Ivan y Pedro en las casas azules; Humberto y Genaro
en las casas de color violeta; y en la casa de color café vive Orlando.

a. Completar la siguiente tabla, donde se han listado los ninos y ninas,
el color de la casa que habitan y el minimo de cuadras que deben
caminar para llegar a la sala de juegos.
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Nombre

Color & la casa
que fabita

Distancia en cuadras
a la sala de fuegos

Liliana
Nick
Camilo
Danilo
santiago
Aurita
Katherine
Valentina
FAaria
Esteban
[van
Pedro
Humberto
Genaro
Orlando

b. Observando la tabla realizada, ;que se puede concluir?

c. Para dirigirse a la sala de juegos, algunos jovenes tienen méas de una

forma de realizar el recorrido, por ejemplo Ivan tiene 6 opciones para

su desplazamiento, todas ellas de longitud 4 cuadras, veamos cuales

son,

—
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Para cada uno de los jovenes graficar las trayectorias posibles para
realizar su desplazamiento de la casa a la sala de juegos.
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d. Completar el esquema con el nimero de opciones que tiene
cada joven para llegar a la sala de juegos. Recordando que
dichos recorridos se realizan considerando solo aquellos de longitud
minima. En el diagrama, en lugar de la inicial del nombre se
colocard el numero de trayectorias obtenido, asi en lugar de la I
de Ivan tenemos un 6; a la sala de juegos por defecto se le asignara
el nimero 1.

e. El esquema obtenido anteriormente se puede simplificar dejando
s6lo los numeros. Rotarlo 135° en sentido negativo (en el sentido de
las manecillas del reloj) y relacionar las trayectorias existentes, con
la distancia en cuadras hasta la sala de juegos.

Trayectonas exgstentes Distancia en cuadras

[o]
1 O [
[

[T T T T &= ]
[T I T T TP TTTT ] T+ L4
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3. Actividad complementaria

Algo de historia ...

T‘f RAITE
e

La primera representacién explicita de un triangulo de coeficientes
binomiales, hoy conocido como Triangulo de Pascal, data del siglo X, en
los comentarios de los Chandas Shastra, un libro antiguo de prosodia del
sédnscrito escrito por Pingala en la India alrededor del ano 200 a.C. Las
propiedades del triangulo fueron discutidas por los matematicos persas
Al-Karaji (953-1029) y Omar Khayyam (1048-1131); de aqui que en
Irdn sea conocido como el triangulo Khayyam-Pascal o simplemente el
triangulo Khayyam. Se conocian también muchos teoremas relacionados,
incluyendo el Teorema del Binomio.

En China, este tridngulo era conocido desde el siglo XI por el matematico
chino Jia Xian (1010-1070). En el siglo XIII, Yang Hui (1238-1298)
presenta el tridangulo aritmético, equivalente al Triangulo de Pascal, de
aqui que en China se le llame triangulo de Yang Hui.

Petrus Apianus (1495-1552) publicé el tridngulo en el frontispicio de
su libro sobre célculos comerciales Rechnung (1527). Este es el primer
registro del triangulo en Europa. En Italia, se le conoce como el triangulo
de Tartaglia, en honor al algebrista italiano Niccolo Fontana Tartaglia
(1500-1577). También fue estudiado por Michael Stifel (1486 — 1567) y
Frangois Viete (1540 — 1603).

En el Traité du triangle arithmétique (Tratado del tridngulo aritmético)
publicado en 1654, Blaise Pascal retine varios resultados ya conocidos
sobre el tridangulo y los emplea para resolver problemas ligados a la
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teoria de la probabilidad; demuestra 19 de sus propiedades, deducidas en
parte de la definicién combinatoria de los coeficientes. Algunas de estas
propiedades eran ya conocidas y admitidas, pero sin demostracion. Para
demostrarlas, Pascal pone en practica una version acabada de induccién
matematica. Demuestra la relacion entre el tridngulo y la férmula del
binomio.

El triangulo fue bautizado Tridngulo de Pascal por Pierre Raymond
de Montmort (1708) quien lo llamé: Tabla del Sr. Pascal para las
combinaciones, y por Abraham de Moivre (1730) quien lo llamé:
“Triangulum Arithmeticuam PASCALIANUM” (del latin: “Tridngulo
aritmético de Pascal”), que se convirtié en el nombre occidental moderno.

a. Continuar el tridngulo obtenido hasta la fila 11.

b. Pares e impares.
En el Triangulo de Pascal, usar 2 colores distintos uno para colorear
los niimeros pares y otro para los impares. El patrén obtenido se
denomina Triangulo de Sierpinski.
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c. En el Tridngulo de Pascal, obtener la suma de los elementos de
cada una de las filas (o reglones) y completar la secuencia con los

resultados: 1, 2, , , ;

Redactar una conclusién, con la cual se pueda obtener la suma de
cada una de las filas.

d. En el Tridngulo de Pascal, traza una linea vertical por los nimeros
1,2,6,20,70,..., observa los numeros que se encuentran a la
izquierda de esta linea y comparalos con los de la derecha; ;qué se
puede concluir?
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4.3.3. Guia 3. Coeficiente binomial
1. Actividad introductoria,

a. Con el fin de tener una ubicaciéon més precisa de los habitantes de
la urbanizacion Casas de la Sabana se introduce una nomenclatura
de calles y carreras la cual se puede apreciar en la figura.

Carrera 4

!

!
_JEEl 55
) I B B
_ JEESE]

Carrera 2

Carrera £ —>

Carrera 1 ——»

Carrera 0 —=

Calle O ——
Calle 1 —
Calle 2 —>
Calle 3 ——=
Calle 4 —=

b. Es posible realizar la representaciéon en un sistema coordenado.
Completar la informacién presentada en él.
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c. Ahora en el lugar donde se encontraba la inicial de cada uno de los
nombres, ubicar las coordenadas del punto correspondiente.

¥l
(0,4)
(0,3) | | |
(0,2) | | |
(0,1) | |
{0,0; (1,0) (2,0) 30 (4,0) ;x
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d. En la guia 2 se hall6 el nimero de opciones disponibles por
cada joven, para llegar a la sala de juegos, considerando sodlo
aquellas trayectorias de longitud minima. De acuerdo a lo realizado
completar el siguiente parrafo:

Aurita, Camilo, Liliana, Nick, Santiago y Maria disponen de
manera de realizar el recorrido; Danilode - ;

Katherine y Valentina de ____ maneras; Esteban y Pedro

tienen ___ formas;Ivan____ posibilidades; Humberto

y Genaro _ y Orlando puede realizar el recorrido de
maneras.

Esta informacién nos permite determinar el nimero de trayectorias
posibles desde cada punto hasta el origen del sistema coordenado.
Escribir la informacién faltante en el siguiente diagrama.

e. Note que la primera fila y la primera columna estan formadas
solamente por unos. Enuncie una regla que permita determinar los
elementos de la figura anterior, a partir de la primera fila y la
primera columna.
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2. Actividad principal

Se pretende obtener una férmula que permita hallar los elementos del

arreglo rectangular anterior. La expresion a determinar corresponde al

numero de trayectorias asociadas a cada uno de los puntos de la figura,
hasta el punto (0, 0).

Para indicar las trayectorias que se tienen desde un punto (n,k) se
empleara el stmbolo T{, ).

a. Completar el siguiente listado de conclusiones obtenidas al observar

las dos primeras columnas de la figura.

La primera columna estd conformada solamente por nimeros
, ya que tenemos una unica trayectoria para llegar
al origen.

Estando en punto (0, k), el nimero de las trayectorias existentes
al origen es

Tow = ——— (1)

La siguiente columna corresponde a los nimeros |y
se obtienen para todos los puntos de coordenadas (1, k).

El nimero de trayectorias correspondiente al punto de la forma
(1,k) estd dadopor — | es decir,

T(l,k) —_ (2)

b. Para los puntos (n, k) de las columnas siguientes se aplicard la regla

del “triangulo rectdngulo isosceles” dada a continuacion:

Realizar un primer desplazamiento horizontal, desde la posicién

inicial, hacia la izquierda hasta llegar a la columna de los nimeros

naturales, una vez alli, se efectiia un desplazamiento ascendente en

sentido vertical, de longitud igual a la del desplazamiento horizontal

realizado previamente, finalmente un desplazamiento diagonal, para

volver al punto de partida, formando asi un tridangulo rectangulo
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isosceles. Para obtener el ntimero de trayectorias correspondiente
a ese punto, efectuar el producto de los nimeros que estan sobre
el cateto vertical y dividirlos entre el producto de los factores
1,2,...,n.

L T Punto inicial

Aplicando el procedimiento descrito, completar la siguiente tabla,
en la cual se busca determinar el nimero de trayectorias asociadas
a algunos puntos; de igual manera en la ultima fila proponga una
posible formula que permita determinar el nimero de trayectorias
asociadas a un punto (n, k), hasta el punto (0, 0).

Punto Nidmeros en el Factorss Producto niimeros Producto Factores Niimero da

m k) cateto vertical 1 . el cateto vertical L2...,8 trayectorias

2.9) 3,4 1,2 12 2 B
2.3) 4.5 1,2 20 2
(2, 4) 1.2

2.2 34,5 23 10
(3.3) 4
(3, 4) 210

(4,2 1.2,3. 4
4. 3) L.BET
{4, 4) 70

[2.2)

(5.3)
(4. 4)

In. K

c. En la tercera columna del diagrama obtenido en d) se observa la
secuencia 1, 3,6, 10, 15,21 . ... Estos nimeros se pueden representar
asi,
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Al seguir la secuencia, jcuales seran los primeros diez niimeros?

) ) )

. Qué nombre cree que reciben estos niimeros?

ipor qué se llamarén asi?

Los numeros 1,3,6,10,15,21... se han obtenido de las
trayectorias asociadas a los puntos de la forma (2, k).

Empleando la regla del “tridngulo rectangulo isdsceles”
(descrita anteriormente en b.) al punto (2,3) debi6 obtener en
54

la tabla que T(z3) = 75 = 10.

Similarmente, para el punto (2,4) se tiene que el nimero de
trayectorias asociadas estd dado por T4 = —— = 15.

Para el punto (2,5) se tiene que T(y5 = —— = 21.
Dado el punto (2,6) se tiene que T(g,5 = ———— =

El proceso anterior permite inferir que un punto de la forma
(—, —) tendra asociado un ntimero 7(__ obtenido asi:

(k+2)-(k+1)
ok = 1

- 3
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d. En la cuarta columna tenemos la sucesiéon

)

denominados numeros tetraedrales, los cuales provienen de contar
las trayectorias reticulares de los puntos de la forma (3, k).

Al aplicar la regla descrita al punto (3,0), se tiene solo una

trayectoria asociada, T{30) = % =1.

e De manera similar, para el punto (3,2) se tiene que

Tis2) = 123 =
e Para el punto (3,4) se cumple que T34 = —— = 35.

e Dado el punto (3,5) se cumple que T34 = —— =

e De acuerdo a los resultados se infiere que los niimeros de la
forma tienen asociado el numero T(3 ;) dado

por

Tia k) = (4)

e. A partir de los procedimientos anteriores, ;como se puede expresar
el nimero de trayectorias asociado a los puntos de la forma (4, k)?

Tlaw = (5)

f. De acuerdo a lo realizado anteriormente se tiene que el ntimero de
trayectorias T, k) asociado al punto (n, k) estd determinado por

(ktn)-(k+m—1))...(k+2) (k+1)

1-2-3...n (6)

Ty =
e Aplicar la expresion (6) al punto (6,4),

10-9-8-7-6-
5.

5
69 = 77973 6
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Obtener el resultado en cada caso,

[ ] T(571) e —

o Ti73 = =

o Tig10) = =

g. En la primera guia se obtuvo el factorial del nimero k, el cual
esta definido como

Kl=k-(k—1)-(k—2)...3-2-1,

con 0! = 1. El numerador de la expresién (6) se puede reescribir
como
(n+k)!
(k+n)-(k+(n—-1)...(k+2)-(k+1)= o
e Reemplazar esta expresion en la férmula (6)
Lo = (7)

, . n+k
h. Este ntimero T{, se escribe frecuentemente como ( ) o}

k

de la forma C(,41, k) y se denomina Nidmero combinatorio,o
Coeficiente binomsial con lo cual, el niimero de trayectorias del
punto (n, k) al origen estd dado por

n+k
Tk = Congr, k) = ( i ) (8)

Al igualar lo obtenido en (7) con lo expresado en (8) se tiene

k
<n—]: ) = (Z!t’f!)! cuando k < ny ya que n = (n — k) + k entonces

Clnky = (Z) = (n+‘)'k" (9)
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3. Actividad complementaria

°

7N

NN

~—
I

b. De acuerdo a los resultados obtenidos en el item a. contestar,

e ;Qué tienen en comun estos coeficientes binomiales?

e ;A qué corresponden los coeficientes obtenidos?

c. Completar el Tridangulo de Pascal, y el tridngulo de coeficientes

binomiales.
] )
NN 00
1 [ ]| |2 BRI
HEEIREENE G 0 1] 1@
il o [ ] [a] |2 G0 G e 0
i) [ ] Js] [ [s] |n O @ 0O @ 0@
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d. Hallar:

M-

i}
o

w

)
™
[\&)

()
/‘\Q/‘\
~ S~

Il
SN S22
—_ —

+

S~ N 7 N

[ )

~_

+

VO

[N )

~_

e
|

20 =000 () ()=

o

e. Teniendo como referente los anteriores ejercicios, escribir el valor de
las siguientes sumas

+2()-

k=0

+2(0)-

8
ey (k) _
k=0
10
10
k=0
f. Generalizando,
" /n
ey (k) _

k=0

e Formule una conclusion,
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g. El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A, se
denomina conjunto de partes de Ay se denota por P(A). Cuando
el conjunto A tiene n elementos, se dice que el cardinal de A es n.

e Complete la siguiente tabla,

inal ardimal de
Cardinal def Conjunto A Su 5coﬂjuntus des Cardmal de
confunta A parees de A

0 {1 {} 1

1 {a}

2 {a, b} {+ {a} {6} {a.b}

3 fa, b, gl

4 {a. b, c, d} 16

5 o, by o, d; el

e Compare los resultados de la tabla anterior con los datos del
Tridngulo de Pascal. Encuentre una (o varias) relacién (es) entre
el cardinal del conjunto de partes de un conjunto de n elementos
y el Triangulo de Pascal.

h. Hallar,
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()
(1)

(5)-
d

(

i. A partir de los resultados obtenidos en el ejercicio anterior formule
una propiedad, y mencione como se cumple en el Tridngulo de

Pascal.

j. Escriba otros coeficientes binomiales y verifique que se cumple la
propiedad obtenida en el ejercicio anterior.
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k. Complete las siguientes igualdades
! + A + 10 o
[ ] = = e
1 2 2
. 5 n 5\ n B A
3 4) B -4
. 7 n AN n B B
3 4) B B
° ; + = — + = =
5 6) B B
. Ubique los tres coeficientes binomiales de cada item del ejercicio

anterior en el Tridngulo de Pascal y encuentre otra propiedad del
Triangulo de Pascal y los coeficientes binomiales.

m. Escriba otros coeficientes binomiales y verifique que se cumple la
propiedad anterior.
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4.3.4. Guia 4. Teorema del Binomio

1. Actividad introductoria

Retomando la situacion ya trabajada referente a la ubicacion de las casas
de los jovenes en el conjunto residencial Casas de la Sabana.

a. Ubicar las coordenadas de cada uno de los puntos en el plano.

(0,4)

(0,3)

(0,2)

(0, 1)

(0,0) (1,00 (2,00 (3,00 (4,0) N

b. Escribir el nimero correspondiente a la cantidad de trayectorias
posibles existentes para desplazarse desde cada punto hasta el origen
del sistema coordenado. Recuerda que en la Guia 3, se hallé la
férmula del coeficiente binomial que permite hacer estos célculos
rapidamente.
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2. Actividad principal

Vamos a codificar las trayectorias definidas previamente asi: los
desplazamientos horizontales en cada cuadra se representaran con una

“x’ y los desplazamientos verticales en cada cuadra con una “y”

a. De acuerdo con la convencién planteada, completar el siguiente
diagrama,

¥

b. Cada trayectoria se escribird como el producto de los simbolos
empleados en el desplazamiento desde el punto hasta el origen. Asi,
para el punto (2,2) se tiene 6 trayectorias, las cuales estdn dadas
por




Realizando la asociacién descrita en el item a, su representacion es

X x (22 x (2.7 x (2.2
Y N L ¥
s
¥ ¥ ¥
x
(0. 0) (0, 0) (0.0)
(2.2) (2.2) 2.2
¥ ¥ ¥
X X X
¥ ¥ i ¥
s b p
(0. 0) (0, 0) (0, 0)

Las 6 trayectorias zzyy, ryry, ryyz, yrry, yryc, yyrxr que parten

del punto (2,2) son equivalentes y la podemos denotar de la forma
2,2

xoy”.

Realizar el grafico de las trayectorias respectivas de cada punto

dado, asociandoles los simbolos = vy y a los desplazamientos. Luego

denotar esas trayectorias de la forma 2COy©.

e Punto inicial (2,0)

e Punto inicial (1, 1)
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e Punto inicial (0, 2)

e Punto inicial (3,0)

e Punto inicial (2,1)
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e Punto inicial (1, 2)

e Punto inicial (0, 3)

c¢. Completar la siguiente informacion:

e Los puntos (2,0), (1,1) y (0,2) son los unicos que requieren
movimientos para llegar al origen.

e partiendo del punto (2,0) setiene ___ trayectoria(s),
del tipo z2.

e partiendo del punto (1,1) setiene __ trayectoria(s),
del tipo xy.

e Partiendo del punto (0,2) setiene____ trayectoria(s),
del tipo 2.
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d. Resumir en una tabla la informacion obtenida en el item anterior,

Gunto’ NTiuyectonizs @expi’&_‘zamwﬁrm @mp@mwﬂtm Tipo
horizontales verticales

(2. 0) 2

(1. 1) Xy

(0. 2) y?

Total 4

e. Completar

e Los puntos (3,0), (2,1) (1,2) y (0,3) son los tnicos que

requieren ___ movimientos para llegar al origen.

e partiendo del punto (3,0) se tiene ___ trayectoria,
del tipo 3.

e partiendo del punto (2,1) se tiene __ trayectorias,

del tipo z%y.

e partiendo del punto (1,2) se tiene —__ trayectorias,
del tipo

e Partiendo del punto (0,3) se tiene __ trayectoria,
del tipo
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f. Resumir en una tabla la informacién obtenida en el item anterior,

oati (iapctioniie @esp@zammntos -I)esp&z;_zm%mrm Tipo
honzontales verticales

(3. 0) 3

(2. 1)

(1,2) =

(0. 3

Total 8

g. De acuerdo a lo realizado en c. y d. podemos “contar” todas las
trayectorias que requieren dos movimientos para llegar al origen.
Estas trayectorias son del tipo z2, xy y 2, entonces obtenemos la
siguiente igualdad :

v(x+y) Fylz+y) = (x+y)? =2+ 20y + 3

Con la informacién obtenida en e. y f. es posible “contar” todas las
trayectorias que requieren tres movimientos para llegar al origen.
Estas trayectorias son del tipo 23, 22y, xy? v 3, entonces obtenemos

la igualdad

vz +y) +yle+y) = (r+y)° =

Realizando un procedimiento similar al llevado previamente obtener
el desarrollo de cada uno de los siguientes binomios

o (x+y)t=
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o (r+y)t =

(x+y)° =

(z+y)° =

=
°

Completar la siguiente tabla,

n Desarrollo del binomio Tridngulo
de Pascal

0| (x+y)=1 1

1 1
1] (z+y)= 0 x—l—(l)yzlx—I—ly

2 2 2
2 | (z+y)*= 0 x2+(1)a:y+(2)y2: 121
3| (z+y)’=

4| (z+y)'=

e Se observa la relacién existente entre los coeficientes en el
desarrollo del binomio y el Tridngulo de Pascal. Completar
la conclusion: Los —— en la expansiéon binomial
de (x + y)" se encuentran en la linea _  del

i. La expresiéon general que permite hallar la expansién de (z + y)"
es conocido como Teorema del Binomio o Binomio de Newton. De
acuerdo al trabajo realizado previamente formular una expresién
que permita hallar en general el desarrollo de (z + y)".

o (r+y)" =
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3. Actividad complementaria

Algo de historia ...

Isaac Newton (1642 — 1727) John Wallis (1616- 1703)

El Teorema del Binomio es atribuido a Isaac Newton, aunque en realidad
ya se tenia conocimiento de él previamente. El teorema fue descubierto
por primera vez por el ingeniero y matemdtico persa Abu Bekr ibn
Muhammad ibn al-Husayn al-Karaji alrededor del ano 1000, quien
ademas defini6é la manera de operar los polinomios, tal como lo hacemos
actualmente.

Newton no publicé nunca el teorema del binomio. Lo hizo el matematico
John Wallis por primera vez en 1685 en su Algebra, atribuyendo a
Newton este descubrimiento.

El Teorema del Binomio para n = 2 se encuentra en los Elementos de
Euclides (300 a. C.), asi mismo el término “coeficiente binomial” fue
introducido por Michel Stifer en el siglo XVTI.
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a. De

acuerdo al trabajo adelantado previamente, completar las

siguientes conclusiones respecto al desarrollo de (z + y)™.

El desarrollo de (z +y)™ tiene — términos.

Las potencias de x empiezan con , en el primer término y

van en cada término, hasta llegar a cero en el
ultimo.

en el primer

Las potencias de y empiezan con exponente
término y van en uno en cada término, hasta

n en el ultimo.

Para cada término la de los exponentes de x
y y es
Los coeficientes de cada uno de los términos se pueden obtener

del al seleccionar los elementos de la fila

b. Obtener el desarrollo en cada caso:

(3z + 2y)°

(22 — 3y)*

(42® + 2y°)?

c. Completar cada uno de los enunciados

El término central en el desarrollo de (4 + Ty)® es

El ntiimero de términos de (222 + /4y)™ es

El octavo término en el desarrollo de (222 — 1)7 es

El coeficiente del término central en el desarrollo de la expresion
(5z* — 10y°)8 es
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4.3.5. Guia 5. Aplicaciones del Teorema del Binomio

1. Actividad introductoria.

Lectura: Palindromos numéricos y verbales

De manera general, se llaman «palindromas» a palabras, nimeros, frases
e incluso grupos de frases que pueden leerse, con idéntico resultado,
tanto en el sentido progresivo, de izquierda a derecha, el habitual, como
en sentido retrégrado, de derecha a izquierda. En algunos paises, los
nimeros palindréomicos suelen llamarse «capictias».

Los aficionados a charadas y juegos de palabras, asi como los numerélogos
de todo pelaje, se han interesado desde siempre por la palindromia de
todo tipo, seguramente a causa del profundo y semi-inconsciente placer
estético que nos causa la peculiar simetria de los palindromos.

Los palindromos tienen homélogos en otros campos: hay melodias que
pueden ejecutarse desde el final hacia adelante; hay dibujos y pinturas
concebidos con simetria axial; casi todos los animales muestran simetria
bilateral, simetria con respecto a un plano.
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a. Algunas ejemplos de palabras palindromas son ama, elle, radar,
narran, anilina, acurruca, reconocer, las cuales tienen 3, 4, 5, 6, 7,
8 vy 9 letras respectivamente.

Escribir 5 palabras palindromas.

b. Dos ejemplos de frases palindromas son “dabale arroz a la zorra el
abad” y “Anita lava la tina”.

Escribir 2 frases palindromas.

c. Una clésica conjetura de origen desconocido, sobre palindromos
es como sigue. Se toma un nimero entero positivo cualquiera. El
numero se escribe entonces en orden inverso; los dos nimeros se
suman. El proceso se repite con el nimero suma, obteniéndose
entonces una segunda suma, y se prosigue de igual forma hasta
lograr un capicua.
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La conjetura afirma que luego de un nimero finito de adiciones
terminard por obtenerse un capicia. Por ejemplo, 84 genera un
capicua en tres pasos,

Numero de
partida
132

24
/ 48 / 231
84 132 363 «—— Cupictia

Partiendo del nimero 89 y siguiendo el proceso anterior es necesario
realizar 24 pasos para llegar al nimero 8,813,200,023,188.

Para cada uno de los niimeros hallar el capicia asociado.

e (69

e 143
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2. Actividad principal

A continuacién se proponen 3 situaciones con el fin de realizar el conteo
de las opciones indicadas en cada una de ellas y formar una sucesion.

a. Hallar el numero de caminos mondtonos que se pueden trazar a
través de las lineas de una malla de n x n celdas cuadradas.

Un camino mondtono es aquél que empieza en la esquina inferior
izquierda y termina en la esquina superior derecha, y consiste
Unicamente en tramos que apuntan hacia arriba o hacia la derecha
y quedan por abajo de la diagonal y = x.

Como ejemplo se presenta el gréfico de las trayectorias mondtonas
paran=1yn=2.

e Sin=1

H Travyectorias mondtonas Total

]

e Sin=2

n Trayectonas mondtonas Total

2 B J 2
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e Sin=3

" THIVECHOMAr MOROtORIs
3

e Sin=4
f Trayectorias mondtonas
4

e Completar la tabla con los resultados obtenidos

Total

Total

[

Trayectorias mondtonas 1
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b. Contar el numero de formas distintas de triangular un poligono regular

convexo de n + 2 lados.

Triangular un poligono consiste en dividirlo en tridngulos, conectando
los vértices con lineas rectas sin que ellas se intercepten. Cuando n = 1
se tiene un triangulo, si n = 2 un cuadrado. Estos dos poligonos ya se

han triangulado como ejemplo.

e Tridngulo (Sin =1)

TRIAMGELULD

= Gridficar 4f triangulbciones Total

n+l2=3

JEw A ZN ]

e Cuadrado (Sin = 2)

n CuabDRADO

_FG'm_;F_.,a..': de Maﬂgﬂi&cicue: Total

i

n+d=4

o]
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e Pentdgono (Sin = 3)

o PEMTAGOMC

n+2=3

JELE)

e Hexdgono (Sin =4)

% HEXAGOMO
n+2=f

- O

e Completar la tabla con los resultados obtenidos

Em_,'Fm.': de tra l‘sg‘ﬂl:h.‘]::lﬁ-é‘.‘.’

Graficas de trigngulaciones

Total

Total

Total triangulaciones
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c. Determinar el nimero de maneras en que se puede leer la palabra o frase
propuesta en cada uno de los arreglos. Luego dividir el numero obtenido
entre el numero de filas del arreglo.

La lectura se realizard iniciando en la parte inferior izquierda, y
finalizando en la parte superior derecha. Las dos primeras situaciones
ya se han desarrollado a manera de ejemplo.

e Oso
Q350 Numero £ Nimern -
formas de leerla de Filas ekt
5 1a
O S [1]
e Radar

RADAR Numero dg NUMETD -
formas de leerla de Filas Copente

D AR

A D A [6]

R A D
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e Anilina

AMILIMNA Numero de Numero
formas de (eeria de Filas

L|F[N|A

/LI 1IN [ ] [ ]

BT L]

AN TIL

e Reconocer

RECOMOCER Numero de Nimero
formas de leerla e Filas

NIQC I E|IR

DNIO|IC|E

clo|N|o|C [ ] [ ]

ElC| QNG

RIEICIOIN

e Amad a la dama

AMAD A LA DAMA, Numers de Numero
formas de leerla de Filas

LIADAMA
AlLAa|D[A]M
D|A[L|A|D]A [ ] [ ]
AlD[A[L[A]D
MADA LA
AMA D AL
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e Completar la siguiente tabla donde se resumen los resultados

obtenidos.
Numero Filar Fomar de [sev [z ) .
. . Cocients obtemidn
de filar RLEMOT U palafra o frass
2 2
3 2 &
4 3
5 4
&

Recuerde el Tridngulo de Pascal y en él observe donde aparecen los
numeros 1,2,6,20,70,252,... correspondientes a las formas de leer la
palabra o la frase, en la solucién del tercer problema.

. Los ntmeros 1, 2,6, 20, 70,252, ... se denominan Coeficientes centrales 'y

2n
se pueden obtener al aplicar la expresion ( )

. Los nimeros obtenidos en la solucion de los tres problemas anteriores,
corresponden a los primeros términos de una secuencia denominada
Numeros de Catalan, los cuales sirven para modelar diversos problemas
de combinatoria en disciplinas como el algebra, la informatica, teoria de
grafos y geometria.

2
Empleando el coeficiente binomial ( n) y los resultados obtenidos en
n

la dltima tabla, escribir una férmula que permita determinar el n-ésimo
nimero de Catalan,
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f. Verificar que la formula hallada para determinar los niimeros de Catalan
es la correcta, comprobando los resultados dados en la siguiente tabla y
calcular los que hacen falta.

3. Actividad complementaria

Algo de historia ...

Los numeros de Catalan son la secuencia 1, 1, 2,5, 14, 42, 132, -- -,
la cual corresponde a la sucesién A000108 en la base de datos
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) desarrollada por
Sloane. Estos ntimeros deben su nombre al matematico belga Eugene
Charles Catalan (1814 — 1894) quien los relacioné en uno de sus trabajos
en 1838, mientras estudiaba formaciones gramaticales con paréntesis. Sin
embargo, ya eran conocidos por Leonhard Paul Fuler alrededor de 1751,
al asociarlos a triangulaciones de poligonos convexos [21].
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Se plantean 3 aplicaciones del Teorema del binomio y en cada una de
ellas algunos ejercicios.

a. Célculo de raices.

Una de las aplicaciones que tiene el desarrollo del binomio es para
el calculo de raices, dado que,

Vidta = (1+a)7ll
1-n 1—n 1-2n o (1—n)(1—2n)

- 1”%(1)"“#(2!)(1) Tt Ty W

(I1=n)(1=2n)(1—=3n),  1-am ,
) (1) ™= a" +...
1 1-n o, (1—-n)(1—-2n) 4
= 1+Ea+—n2(2!)a + 25 (30) a
(I1-n)(1—2n)(1—3n) ,
* (4]

Para calcular la raiz enésima de un numero cualquiera, se
descompone el niimero en dos sumandos, de forma tal que el primero
sea la mayor potencia perfecta del orden de la raiz y posteriormente
se expresa como factor comun.

Ejemplo: Célculo de la raiz cuadrada de 30.

V30 = V25+5

= 4/25(1+ 235
)é
(43 am () 2 () )
= 5(1+0,1—-0,005+ 0,0005...)

~ 5(1,0955)
~ 54775

= 5(1+

U] =
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Determinar la raiz indicada en cada caso,

o V80

e /145
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b. Interés compuesto.

El interés compuesto, llamado también interés sobre interés, es aquel
que al final del periodo capitaliza los intereses causados en el periodo
inmediatamente anterior. En el interés compuesto el capital cambia
al final de cada periodo, debido a que los intereses se adicionan al
capital y sobre este nuevo monto se calculan los intereses para el
siguiente periodo.

e Completar la siguiente tabla

Capital 5
Feriodo ‘L = Intevés Capital Final
Tl
" F I F
0 P 0 F,=P+0=P
P iP F,=P+iP
F, =P+
2 P +i | PA+D Fy =Pl +i) +iP(I+)
F, = P+i(I+)
F. =pP(+p*
3
4

e La expresion general que permite determinar el valor futuro F,
para un valor presente p, con una tasa de interés periddica 1,
luego de n periodos es
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Ejemplo: Célculo del valor futuro de una inversién.

Mercedes hace los siguientes depdsitos en una cuenta de ahorros
que le reconoce una tasa del 2,5 % efectiva trimestral: $500000
dentro de 6 meses y $1'000000 dentro de 9 meses. Determinar
el saldo en la cuenta al final del segundo ano.

Se determina el valor futuro de los dos depdsitos, el primero
genera unos intereses durante 6 trimestres y el segundo durante
cinco trimestres, por lo tanto es valor futuro es igual a

F = 500000 - (14 0,025)° 4+ 1000000 - (1 + 0,025)°
500000 - (1,159693418) 4 1'000000 - (1,131408213)
579846,7091 + 1'131408,213
1'711254,922

Por lo tanto el valor disponible en la cuenta al cabo de los dos
anos bajos las condiciones planteadas es de $ 1'711.254,92

Se realiza un depédsito de $ 2’500.000 en una entidad financiera
que reconoce una tasa de interés del 1,1% efectiva mensual.
Determinar el saldo al final de un ano.
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e Determinar el valor de un depdsito tnico el dia de hoy para
tener un saldo dentro de ano y medio de $ 5’000.000 si la tasa
de interés es del 2% efectiva trimestral.

e ;Cuanto tiempo se debe esperar para que una inversion al
1,89 % mensual se incremente en un 40 %?

e ;Qué tiempo debe transcurrir para que una inversion se
duplique con una tasa de interés del 3 % semestral?
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c. El nimero e

(Esta aplicacién se propone para grado 11 de educacién media)

La constante de Euler e es un ndmero irracional de gran
aplicabilidad en matematicas, el cual aproximadamente es igual a
2,718281828.

El nimero e, conocido a veces como numero de Euler o constante
de Napier, fue reconocido y utilizado por primera vez por el
matemaéatico escocés John Napier, quien introdujo el concepto de
logaritmo en el célculo matemaético.

Es considerado el nimero por excelencia del calculo, asi como 7 lo
es de la geometria y el ntimero i, del analisis complejo. El simple
hecho de que la funcién e® coincida con su derivada hace que la
funciéon exponencial se encuentre frecuentemente en el resultado
de ecuaciones diferenciales sencillas. Como consecuencia de ésto,
describe el comportamiento de acontecimientos fisicos regidos por
leyes sencillas, como pueden ser la velocidad de vaciado de un
deposito de agua, el giro de una veleta frente a una rafaga de viento,
el movimiento del sistema de amortiguacion de un automévil o el
cimbreo de un edificio metdlico en caso de terremoto. De la misma
manera, aparece en muchos otros campos de la ciencia y la técnica,
describiendo fendémenos eléctricos y electrénicos (descarga de un
condensador, amplificacién de corrientes en transistores BJT, etc.),
biol6gicos (crecimiento de células, etc.), quimicos (concentracién de
iones, periodos de semidesintegracion, etc.), y muchos maés.

El nimero e, al igual que el nimero 7 y el nimero aureo ¢, es un
irracional, no expresable por la razén de dos enteros; o bien, no
puede ser expresado con un numero finito de cifras decimales o con
decimales periddicos. Ademads, es un niimero trascendente, es decir,
que no puede ser obtenido mediante la resolucion de una ecuacién
algebraica con coeficientes racionales.
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El nimero e es un nimero real que se puede obtener al calcular el

1 n
lim (1 + —)
n—oo mn

donde n es un niimero natural.

siguiente limite

Al desarrollar la potencia del binomio, aplicando el Teorema del

Binomio se tiene:

\" nl nn—-11 nn—-1)(n-2)1 1
1+-) = 1422 - il -
(_I_n) +1n+ 1-2 n? 1-2-3 n3+ n"

L, 10— 10-p0-2)
= l+g+—p i + ..
-0 =302

Cuando n tiende a infinito, los productos que estan en los
numeradores tienden a 1, por lo que se obtiene

1 1 1 1
€:1+ﬂ+5+§“'+ﬂ"'
a. Determinar cada uno de los siguientes valores:
e a;=(1+1)=20
o ay = (1+ %)2 =
e a3=(1+3)°=
® a4 = =
° a5 = —
b. Calcular el valor aproximado de e en cada caso,
o 144 =20
o l+ 444 =
o 1+ % + % + %
1+4 45+ 35
%

1+ +5+

+
+

1
4!
1 1 _
ats=
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Capitulo

Conclusiones y recomendaciones

El desarrollo del Teorema del Binomio pone en evidencia, una vez mas, como la
Matematica se ha ido construyendo a lo largo del tiempo a partir de inquietudes
y contribuciones de diversas culturas.

El determinar el niimero de trayectorias reticulares existentes entre dos puntos
de un reticulo permite generar el Triangulo de Pascal, llegar a la féormula del
desarrollo del binomio y obtener los nimeros de Catalan, asi como generar una
propuesta didactica.

El Triangulo de Pascal es uno de los modelos numéricos mas famosos en la
historia de la Matematica, el cual se construye de forma sencilla pero provee
una fuente, aparentemente inagotable, de propiedades que permiten establecer
una hermosa correspondencia con las trayectorias reticulares y los coeficientes
del desarrollo del Binomio de Newton.

Es deber de los docentes proponer alternativas que posibiliten el mejoramiento
de los procesos de ensenanza y de aprendizaje, que lleven al estudiante a
despertar el interés por la matematica y a apropiarse del conocimiento de
una manera amena y eficaz, un proceso en el que prevalezca el aprendizaje
significativo y se vea la aplicabilidad de lo estudiado.
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A partir del Tridngulo de Pascal es posible generar otros arreglos numéricos
que permiten conjeturar propiedades y relacionarlos con la solucién de diversos
problemas. Uno de ellos es el Triangulo Armonico de Leibniz.

Pueden elaborarse futuros trabajos de grado siguiendo la linea de este
documento, realizando un enfoque combinatorio diferente al de trayectorias
reticulares y desarrollando como aplicacion otros niimeros como lo son los de
Stirling, o los nimeros de Bell.

La estrategia metodologica del aprendizaje basado en problemas demanda
planeacién, tiempo y esfuerzo por parte del docente. Al finalizar las actividades,
es conveniente evaluar el proceso realizado y reflexionar sobre los aciertos y los
errores cometidos, llevando una bitacora de ello, para lograr un mayor éxito
en las préximas aplicaciones.

Al aplicar la propuesta didactica el docente no se debe limitar a ser un
facilitador de la actividad, sino que a partir de su experiencia, debe intervenir
con sus orientaciones, explicaciones y ejemplos oportunos, respetando los
tiempos y creatividad de los estudiantes.
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