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Capitulo 1

Introducao

Em modelos normais lineares o conjunto de observacoes é denotado pelo vetor
(Y1, e, yn)', que supoe-se ser a realizagao de um vetor aleatorio Y com com-
ponentes independentes, normalmente distribuidas com média (p, ..., ,un)/ e
variancia constante o2. O conjunto de covaridveis ou de varidveis explicativas
é apresentado numa matriz X, n X p , onde cada linha de X faz referéncia a
uma observacao diferente e cada coluna a uma covariavel diferente. A relacao
entre o vetor das médias e as varidveis explicativas é dada por p = X3, onde

B = (b1, ..., Bp) . Estas idéias podem ser resumidas do seguinte modo:

1. A componente aleatéria onde as observacoes y;, i = 1,...,n, sao inde-
pendentes normalmente distribuidas com E(y;) = p; e variancia con-

stante 2.

2. Uma componente sistematica: O preditor linear n é dado por n = X,
onde X é a matriz das varidveis explicativas e 8 = (81, ..., 8,) é o vetor

dos parametros.

3. Uma ligacao entre as componentes aleatoria e sistematica: u = 7.
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Quando existe heterogeneidade da variancia, (1) nao e vélido e deverd ser
substituido. Neste casso, é conveniente considerar uma andlise com mode-
lagem explicita do parametro de dispersao, incluindo possiveis explicagoes da
heterogeneidade através de varidveis explicativas. Por exemplo, a variancia
na analise de regressao normal pode ser modelada através de varidveis ex-
plicativas, como g(c?) = z/v, onde g ¢ uma fungao real apropriada e z; =
(21, ..., 2;)" um conjunto de varidveis explicativas. Uma abordagem classica
para a modelagem da heterogeneidade da variancia na analise de regressao
normal foi proposta por Harvey (1976) com g = log.

Se € e €j, 1 # j, nao sao independentes, Var(e) = ¥ nao é uma matriz
diagonal. Assim, é necessario fazer uma analise com modelagem explicita
dos elementos da matriz de covariancia que nao estao sobre a diagonal.
Usualmente, algumas restricoes sao usadas para garantir que a matriz de
covariancias seja positiva definida. Por exemplo, nos processos estacionarios
Gaussianos estudados em Geoestatistica, a matriz de covariancias é explici-
tamente modelada através da funcao de correlagao. Esta é modelada como
uma funcdo da distancia euclideana entre as unidades de observagao. Adi-
cionalmente, dado que sao necessarias algumas restricoes para garantir a
positividade da matriz de covariancias, unicamente funcoes de correlacao
pertencentes a familia de fungoes positivas sao consideradas. Para maiores
discussoes, ver Diggle e Verbyla (1998) e Stein (1999).

Generalizando (1) na especificagao dos modelos normais lineares para dis-
tribui¢oes na familia exponencial e (3) para ligagoes diferentes da identidade
n; = h(p;), onde h é uma fungdo mondétona diferencidvel, se obtém os mo-
delos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1996). Uma metodologia
Bayesiana foi proposta por Dey, Gelfand e Peng (1997) para a modelagem



de parametros ortogonais na familia exponencial biparamétrica, da forma

f(ylo,7) = b(y) expldy + 7T (y) — p(0,7)]. (1.1)

Mostra-se na Secao 2.7 deste trabalho que, sob condicoes gerais de regulari-

dade (Zacks, 1971),

0 0?

S =EW|0m)=p e ZL=Var(y|6,7)
e que usando a notacdo U0 = %\P, e com ¥ determinado por 6 =
VO (1) e p0,7) = —W(p,7) + p¥E0 (4, 7), a equacdo (1.1) pode ser

expressada através da parametrizacao da média como

Flylp, ) = b(y) exp[(y — ) ¥ (1, 7) + 7T (y) — W (p, 7)].

Pode-se demonstrar, entao, que

7 (82 log f

— (2’1) — —
87’8M> WS (u, ) E(y — ) =0,

o que define ortogonalidade entre os parametros pu e 7. Modelando estes
parametros como h(u) = 2/ e g(7) = 2’7, onde h e g sdo fungdes mondtonas
diferenciaveis, os parametros dos modelos de regressao podem ser estimados
usando metodologia classica ou Bayesiana, mediante um processo iterativo
alternado entre 3 e 7.

Generalizando o item 2. para n; = f(x;,3), onde f é uma fungao nao
linear dos parametros, obtemos um modelo normal nao linear. Quando a
variancia nao é constante, é conveniente considerar, novamente, uma analise
com uma modelagem explicita da mesma, incluindo possiveis efeitos nao

lineares através de variaveis explicativas. Na andlise de modelos de regressao



normais nao lineares, a variancia pode ser modelada como no Capitulo 2,

2 = g(2,7), onde g é uma fungao

através de variaveis explicativas. Isto é, o
apropriada e z é um conjunto de varidveis explicativas da variancia. Uma
outra generalizagao pode ser feita em modelos nao lineares. A distribuicao
em (1) pode ser generalizada para distribuigoes na familia exponencial. Com
estas generalizacoes nés chegamos ao que poderiamos chamar modelos nao
lineares generalizados.

Neste trabalho de tese, sumarizam-se resultados da abordagem cléssica na
modelagem de parametros da familia exponencial biparamétrica como mo-
delos de regressao, e se fazem propostas de abordagem Bayesiana para esta
modelagem. Se propoe extensoes das metodologias propostas para o ajuste
de modelos nao lineares na média e no parametro de dispersao de observagoes
com distribuicao na familia exponencial biparamétrica. Também se propoe
uma abordagem Bayesiana para a modelagem da matriz de covariancias em
modelos normais de regressao linearres, quando as observagoes nao sao in-
dependentes. Esta metodologia também é estendida para a modelagem da
variancia intra-individual em modelos hierarquicos.

O Capitulo 2 faz um resumo de modelos lineares gene-
ralizados e das abordagens classica e Bayesiana para estimacao dos para-
metros, apresentando o método escore de Fisher e uma abordagem Bayesiana
usando o algoritmo de Metropolis-Hastings. Considera-se, também, a familia
exponencial biparamétrica estudada em Dey, Gelfand e Peng (1997).

No Capitulo 3 considera-se a situacao onde modelos de regressao sao pro-
postos para a média e a variancia de observagoes normalmente distribuidas.
Neste capitulo, inicialmente, resumimos uma abordagem cléssica para a mo-
delagem da heterogeneidade da variancia em andlise de regressao normal

(Aitkin, 1987). Depois, proveremos o algoritmo MCMC para obter amostras



aproximadas da distribuicao a posteriori resultante. Ilustramos este algo-
ritmo com dados simulados, o aplicamos na analise de dados de arvores de
cereja (Ryan, Joiner e Ryan 1976), e comparamos os resultados obtidos com a
andlise classica deste conjunto de dados. O capitulo ¢ finalizado com algumas
conclusoes e sugestoes de extensoes.

A idéia do Capitulo 3 é estendida no Capitulo 4 para a modelagem da
regressao na familia exponencial biparamétrica com parametros ortogonais
no sentido de Cox e Reid (1987). Como um exemplo modelamos a média e
o parametro de forma na distribuicao gama. Estendemos estas idéias para
a modelagem de regressao de parametros nao ortogonais na familia de dis-
tribuicoes exponencial de dois parametros. Como exemplos, modelamos a
média e a variancia na distribuicao gama, e a média e o parametro de dis-
persao na distribuicao beta. Varios estudos de simulacao foram feitos para
ilustrar esta metodologia. Também ¢é apresentada uma aplicacao.

As metodologias propostas nos capitulos anteriores para a modelagem
de parametros ortogonais, ou nao, na familia de distribuicoes exponencial
biparamétrica, é revista no Capitulo 5 para ajustar modelos normais nao lin-
eares com variancia varidvel. As mesmas metodologias sao propostas para a
modelagem de parametros ortogonais como modelos de regressao nao lineares
na familia exponencial biparamétrica.

No Capitulo 6 propomos uma abordagem Bayesiana para modelar estru-
turas de regressao na média e na matriz de variancias-covariancias de ob-
servacoes com distribuicao normal. Inicialmente, apresentamos a estratégia
de modelagem proposta por Pourahmadi (1999). Apresenta-se a metodologia
Bayesiana usada para ajustar os modelos, como uma generalizacao do algo-
ritmo apresentado na Secao 3.3. A abordagem ¢ ilustrada com um estudo

simulado e uma aplicagao com dados reais.
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No Capitulo 7 fazemos uma proposta para a modelagem de dados re-
sultantes de medigoes repetidas onde a relacao entre a resposta e as co-
variaveis tem uma estrutura de regressao linear, considerando uma estrutura
hierarquica com énfase particular em dois niveis de variabilidade, como uma
extensao da modelagem da matriz de covariancias proposta no capitulo 6.

O Capitulo 8 sumariza conclusoes sobre os resultados obtidos nos capitulos

anteriores.
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Capitulo 2

Aspectos teoricos

2.1 Introducao

Este Capitulo é um resumo dos modelos lineares generalizados (MLG) e
inclui elementos das abordagens classica e Bayesiana para estimagao dos
parametros. Tem como objetivo ilustrar o método escore de Fisher usado
para ajustar MLG e apresentar uma abordagem Bayesiana para obter as
estimativas dos parametros usando o algoritmo de Metropolis-Hastings.

As trés segoes seguintes deste capitulo sao apresentadas baseadas no livro
de Agresti (1990). A Secao 2.2 apresenta os modelos lineares generalizados.
A Secao 2.3 apresenta o método de Newton Raphson, como uma forma de
introduzir na Se¢ao 2.4 o método de escore de Fisher. Na Secao 2.4 se inclui
também, a relacao entre estimacgao de maxima verossimilhanca, usando escore
de Fisher e a estimagao por minimos quadrados ponderados (MQP). A Segao
2.5 apresenta alguns elementos de inferéncia Bayesiana. A Secao 2.6 apre-
senta o algoritmo de Metropolis-Hastings usado para fazer inferéncia sobre os
parametros. Na Secao 2.7 considera-se a familia exponencial biparamétrica

estudada em Dey, Gelfand e Peng (1997), e sua reparametrizagdo na média
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e no parametro de dispersao. Demostra-se a ortogonalidade entre estes dois
parametros e propoe-se o algoritmo dado em Aitkin (1987) para ajustar mod-
elos de regressao para a modelagem simultanea da média e do parametro de

dispersao.

2.2 Modelos lineares generalizados

Nos modelos lineares generalizados (MLG), a componente aleatoria Y =

(Y1, .-, yn)" € formada por observagoes independentes, com fungoes de proba-

bilidade da forma

f(wil0i, ¢) = exp {[yiti — b(0:)]/a(®) + c(yi, )}, i = 1,..,n. (2.1)

O parametro 0; é chamado de parametro natural. A funcdo a(¢) fre-
quentemente tem a forma a(¢) = ¢/w; para pesos conhecidos w;, e ¢ é
comunmente chamado de parametro de dispersao. b(.) e ¢(.) sao fungdes de
valor real especificas.

Expressoes gerais para a média e a variancia de Y usam termos em (2.1).
Seja £(0;, ¢|y;) = log f(yi]0;, ) o logaritmo da func¢ao de densidade consi-

derado como uma funcao de 6; e ¢, dado y;. Entao,

0(0:, Plys) = [yiei - b(ei)}/a(ﬁb) + c(yi, ¢)

e 90/00; = [y —V'(6:)|/al9), D/06} = =V"(6:)/a(0), (2.2)

onde b (0;) e b"(0;) denotam a primeira e segunda derivada de b avaliada em

13



0;. Dado que sob condigoes de regularidade de Cramér-Rao (Zacks, 1971, pg.
182),

E(00/00) =0 e — E(0*/06*) = E*(0¢/00)

de (2.2) se conclui que

i = B(yi) = (6;) e o7 = Var(y;) = V"(6;)a(9).

A componente sistematica, a segunda componente dos modelos lineares

generalizados, refere-se as varidveis explicativas usando o preditor linear

n=Xp,

onde n = (M1, ...,n), B = (B1,...,0p) e X é uma matriz n X p como na
introducao .
A funcao de ligacao que é a terceira componente dos modelos lineares

generalizados conectam p; = E(y;) com o preditor linear por

i = h(,ul)>z = 17 ey T

onde h é uma funcao monodtona e diferenciavel. A funcao h, para a qual

h(p;) = 6; em (2.1), é chamada de ligacdo canonica.

2.2.1 Verossimilhanca e equacao de informacao

Em modelos lineares generalizados, dado Y = (y;, ..., ¥,)’ com componentes
independentes e distribuicao na familia exponencial biparamétrica definida

pela equagao (2.1), a funcao de verosimilhanca estd dada pelo produto

onde a notagao L(f) é adotada para indicar que © = (61, ..., 6,) depende de
B.

14



Nosso objetivo é determinar o valor de 8 que maximiza L(f). Entao,
dado que as fungoes L(f3) e £(/3) alcancam seu valor maximo no mesmo valor

de 3, por simplicidade maximizamos a funcao.

M=

(p) = > log f(yil0i,¢)

@
Il
—

I
M:

g( X ¢‘yl)

@
Il
—

I
NE

Hwe—b<ﬂ/w@+w@h@}

.
[y

O primeiro passo nesta direcao é determinar a funcgao escore definida pelo
vetor das derivadas primeiras de ¢() com rela¢do as componentes de . Isto
é, a funcdo escore esta definida pelo vetor (0¢/0p,,...,00/0p,). Para isto,
calculamos

ot;  0t; 90; Oy I
8@]’ 90; Op; On; 3@"

= [~ V(6] /al6) . pi = V(6) e Var(y) = V'(6)a(6).

ggi = (i — pi)/a(®)

a:ui 1
86, = b"(0;) = Var(y:)/a()

Destas equacoes, concluimos que

0t _ (yi—pi) al¢) Opi
oh a(p) Var(y,) on;~ "

dado que Op;/0n; depende da funcao de ligacao h para o modelo, e dn;/03; =

(2.3)

x;;. Em consequencia, o sistema de equagoes que se tem que solucionar para

determinar os valores de § que maximizam a funcao de verossimilhanca é

" (yi — i) wij O :
=0,7=1,...,p.
; Var(y;)  On;
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2.2.2 Matriz de informacao de Fisher

A matriz de informagao é o valor negativo do valor esperado da matriz Hes-
siana. Isto é, o valor negativo do valor esperado da matriz de segundas
derivadas do logaritmo da fungao de verossimilhanca. Das equagoes de reg-

ularidade de Cramér-Rao (Zacks, 1971, pg. 182)segue

E(ﬁﬁzﬁj) N _E(aﬁl)(aﬁj)

_ —E{(‘% — 1) it Opt (Yi — 1) T4 3/%}

B Var(y;) mn;  Var(y;) On;
_ L1 (8#1)2
Var(y;) \on; /-~

De onde

—5(

%L, ) B -Iilxij) (a/ﬁi>2. (2.4)

opiB;7  Var(y;) \om;
Em consequéncia, a matriz de informacao de Fisher, que tem elementos

— E(0%((B)/0B,08;), pode também ser definida por
I=XWX,

onde W é a matriz diagonal com elementos na diagonal definidos por

w; = (8ui/8ni)2/Var(yi).

Sob condigoes de regularidade, o estimador de méxima verossi-
milhanca de § tem, para uma amostra grande, distribui¢cao normal com ma-
triz de covariancias igual ao inverso da matriz de informacao de Fisher.

Seja B um estimador de méaxima verossimilhanca de . Para ilustrar a

normalidade assintética de 5’ , partimos da seguinte aproximagao de Taylor

16



o _oup)  orp),,
%— 8ﬁ +8ﬂaﬁl<ﬁ_6)’

onde 9¢(3)/083 e dL*(3)/0BOS representam %/f) e O*(B)/0BOB avaliados

em 3 = B . Usando as igualdades

o0(B) _

op =90,

86(6)_ ny—1

=5 =TViz

862(3) o / _ n—1
Gy = XWX =-TVIT,

onde
22'11(6#1/6771) cee iUln(aMn/ann)
T, - )

Tp1 (Opa/Om) .. Tpn(Opa/Om1)
V = diag(1/Var(y;)) e Z o vetor com componentes

Ay
2= ———,
var(y;)
se obtém:

B—B~ (T'VIT) TV 27
Usando teoria asintética se pode concluir que:

B— B~ N,(B,(XWX)™) = Ny(B,I,").

Esta distribucao é usada para construir intervalos ou regioes de confianca
para fungoes de 3. Inicialmente, o intervalo de confianga 100(1 — ) % para
[ tem limites Bk + za/gikk onde i** é o k-ésimo elemento da matriz !,

k=1,..p.
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2.3 Método de Newton Raphson

O método de Newton Raphson é um método para solucionar equagoes nao
lineares. Este método pode solucionar equacoes tais como as equagoes da
verossimilhanca, que determinam o ponto em que uma funcao de verossi-
milhanca é maximizada. O método requer um valor inicial para o valor que
maximiza a funcao. A funcao é aproximada numa vizinhanca desse valor
inicial por um polinémio de segundo grau, e o segundo valor é o ponto onde
este polinomio alcanca seu valor maximo. A funcao é entao aproximada numa
vizinhanca desse segundo valor por outro polinomio de segundo grau, e o
terceiro valor é o ponto onde este polinomio alcanca seu méaximo valor. Desta
maneira, o método gera uma sequéncia de valores. Estes valores convergem
para a localiza¢do do maximo quando a funcao é adequada e/ou o valor inicial
é apropriado. Se o valor inicial nao for apropriado, o método de Newton
Raphson pode gerar uma sequéncia de valores que convergem para um ponto
onde a fungao tem maximo local. Em consequéncia, para determinar o ponto
onde a funcao alcanca seu valor maximo, é recomendavel repetir algumas
vezes o processo considerando valores iniciais distintos.

Mais detalhadamente, o método de Newton Raphson determina o valor

B do vetor 8 = (1, .., Bp)' que maximiza uma funcao £(5). Seja ¢ =
(8%, - 8%)’ o vetor das derivadas primeiras, e H a matriz das segundas
derivadas
o2
W,Z] =1,...,p.

Sejam ¢*) e H® os termos ¢ e H, respectivamente, avaliados num valor
corrente 3%). Entdo, denotando por Q¥)(3) a aproximacao de £(3) dada por

termos de até segunda ordem na sua expansao de Taylor em torno de 5%,

Q(B) = UB™) + (@) (5~ B) + (8 — F0) HW (3 — 50,

18



Esta funcao Q™ () alcanca seu valor méximo no ponto S#+1) para o qual

oQ®)
a5 — 1+ HY(BE- ) =0
Isto é, para
BUHD = g _ () =14(k), (2.5)

Uma estimativa do ponto onde ¢(() alcanca seu valor méximo, é encon-
trada repetindo (2.5) até que algum critério definido entre estimativas de

ciclos sucessivos seja satisfeito.

2.4 Newton-Raphson e escore de Fisher

O método iterativo mais utilizado para ajustar modelos lineares generalizados
é chamado escore de Fisher, e é parecido com o método de Newton-Raphson.
A distingao é que escore de Fisher usa o valor esperado da matriz das segun-
das derivadas.

Se ) denota a k-ésima aproximacio para os valores que maximizam a

verossimilhancga, para o método de Newton Raphson,

B(’f“) - 5(’6) 4 (H(k))*lq(k)7

onde H é a matriz que tem como entradas g;fég)‘, l,j=1,...p, q é o vetor
J
que tem elementos OL(ﬂ), e H® ¢ ¢®) sao H e ¢ avaliados em 3 = g%, A

9B;
formula de escore de Fisher é

B+ — gk) | ([(k))*lq(’c)
ou
W g+ — k) gk) 4 (k) (2.6)
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k)

onde I é o valor da matriz de informacao no ponto S%¥), isto é, I*) tem

9%¢(B)
04108;)

No contexto dos modelos lineares generalizados, em continuacao, mostra-

elementos — E( ), avaliados em 3*).

se a relagao entre estimacao de maxima verossimilhanca usando escore de
Fisher e a estimacao por minimos quadrados ponderados. O lado direito da

equagao (2.6) é o vetor p-dimensional que tem como componentes

*(p™ 92(B® ar(3»)
(~ B[, (BB g} (PE) i,

onde usamos a notagao (SR /08, e 0% (%) /0508, para indicar que
dU(B) /0B, e O*(B)/0BOB;, 7 = 1,...p, estdao avaliados em B®) | a k-ésima
aproximacao de . Substituindo nesta expressao baseados em (2.3) e (2.4)

se conclui que o vetor I®*)3®) 4 ¢ tem como l-ésima componente

(k)
TaZiy  OWiN2 (k) (yi — pi " )wa O .
5. [3, b ()] oy Wi B JTa Ol s 1,
i Var(Yi)(am)BJ J+ Var(Y;) om’ 7 Pyt

onde p; e g‘;? estao avaliados em $%*). Colocando na forma matricial temos

T®BH) 1 k) — X' )

onde W) ¢ a matriz com elementos w; = (g—’;?)z /Var(Y;) na diagonal prin-

cipal, avaliada em 8%, e §*) tem elementos

~(k k k) /Ot (k)
i = S+ - ))(877-)

(k) (k)y (Db (0
= n W) 5) -
(o)

Assim a equagao (2.6) pode ser escrita na forma
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(X/W(k)X)B(kH) = X' Ww® gk,

Esta é a equacao usada para o ajuste de minimos quadrados ponderados de
um modelo linear com varigvel dependente §*), quando a matriz de varidveis

explicativas é X e a matriz dos pesos é W®) A equacio tem solucio
Bl — (X/W(k)X)_lX/W(k)gj(k).

A variavel ¢ nesta formulacao é uma forma linearizada da funcao de ligacao

em p, avaliada em y, pois a expansao de Taylor g(y;) em torno de p;
on;
O
Esta variavel ajustada g, também chamada variavel de trabalho ou variavel
(k)

i

9(ys) = g() + (v — pa)g () = mi + (i — ) (=) = ¥

ajustada, tem i-ésimo elemento dado por g, para o k-ésimo ciclo do esquema
iterativo. Neste ciclo, nés fazemos regressao de §*) em X com pesos W®*)
para obter uma nova estimativa S**1). Esta estimacdo leva a um novo
valor do preditor linear n*+1) = X 3*+1) ¢ a uma nova variavel dependente
ajustada §**1 para o ciclo seguinte. O estimador de méxima verossimilhanca
(EMV) ¢ o limite de 8¥) quando k vai para co. Em resumo, o EMV resulta
do uso de minimos quadrados ponderados, em que as observagoes e matriz
de pesos se substituem a cada ciclo. O processo é chamado de minimos
quadrados ponderados iterativos.

Uma forma simples de iniciar o processo iterativo usa os dados como a
primeira estimacao de u. Isto determina a primeira estimacao da matriz dos
pesos W e entao da estimativa inicial de . O processo de iteragoes con-
tinua até que algum critério de parada seja satisfeito, por exemplo, até que
as diferencas entre estimativas de ciclos sucessivos sejam suficientemente pe-
quenas. No primeiro passo, pode ser necessario ajustar ligeiramente algumas

observagoes para que g(y), o valor inicial de z, seja finito.
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A matriz de covariancia assintotica de [ é a inversa da matriz de in-

formagao, estimada por

Cou(p) = (X WX)™,

onde W é W avaliada em 3. De (2.7), a forma de W depende da fungao de

ligacao escolhida para o modelo

2.5 Inferéncia Bayesiana

Num estudo estatistico especifico é possivel que os pesquisadores tenham in-
formagao prévia sobre os valores dos parametros. Esta informagao podera
ser incorporada formalmente nas analises estatisticas através de uma funcao
de distribuicao para 6, com densidade ou fungao de probabilidade p(f), que
dependerd de um conjunto de parametros #’, comumente chamados de hiper-
parametros, e que inicialmente sdo assumidos conhecidos. p(f) é chamada
de distribuicao a priori.

Entao, observados os valores da varidavel de interesse Y, tém-se duas fontes
de informagao sobre os parametros: a funcao de verosimilhanga L(6|Y) =
I1f(y;|0) e a distribuicdo a priori p(f). Assim, nas andlises estatisticas, as
inferéncias podem ser baseadas na ditribuicao de 6 depois de observados os
dados. Esta distribuicao, chamada de distribuicao a posteriori de #, denota-se

7(0) e pode ser obtida através do teorema de Bayes
m(0) o< L(0)p(0).

Na abordagem Bayesiana, inferéncias sobre 6 sao baseadas na distribuicao
a posteriori w(f). O conceito de distribui¢ao a priori e de distribuicao a

posteriori sao relativos ao tempo em que sao feitas as observacoes.
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Ezemplo. Suponha que as observacoes y; € ©; = (T, ..., Tip)', 1 = 1, ..., n,
seguem o modelo

y; = 7,8+ €, € ~ N(0,07),

onde 8 = (S, ..., Bp)" é o vetor de parametros de regressao e os €;, i = 1, ..., n,

sao independentes. A funcao de verossimilhanca, assumindo que o parametro

2

de dispersao o° é conhecido, é dada por

L(Blo%) ox exp { — S(V = X527 (Y = X5)},

onde X é a matriz n x p de varidveis explicativas e ¥ = 021,.
Assumindo que a informacao a priori sobre 3 é dada por uma distribuicao
normal com média b e variancia B, a distribuicao a posteriori, aplicando o

teorema de Bayes é:

w(Bl0%) o exp{ — SV — XB)ST(Y — XB) — £(5 - b)B(5 -0} (27)

Assim, mostra-se que 7(3|c?) tem distribuigao normal com média b* e
variancia B* determinadas por b* = B*(B7'b + X’Y71Y) e B* = (B~ +
X'Y71X) 7t De (2.7) temos que

m(Bly) [ (B '+ X'S'X)8— (VB ' +Y'S'X)B

exp { -
~3(B 1b+X21Y)]}
x exp{ -
{-

[ B+ X'STY) (BT + X'STX) TN (BT + XS} x

D

Xp

[\3\»—1\3\

[8'(B4X"S71X) (b B~ 487 X) 3-8 (B~ X5 Y) |}
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pois o primeiro fator exponencial nao depende de ( e entra formando parte

da constante de proporcionalidade. Reagrupando alguns termos, se obtém:

x exp{ - ;[5’(3—1 +X'STX) = (VBT 4+ Y'STX))]
x[8— (B + X'87X) (B b+ X'571Y)|}

x exp{ - ;[5—(B—I+X’z—1X)—1(B—lwx’z—ly)} B+ X'S7IX
- (B + X' X) (B b+ X2V},

o que conclui a demostracao.

A escolha de uma distribuicao normal como a priori é um exemplo de
distribuicao a priori conjugada. Isto é, de distribuicoes para as quais a dis-
tribuicao a priori e a distribuicao a posteriori pertencem a mesma familia de
distribuicoes.

Note que se B = 021, a quantidade de informacao contida na priori se

2 cresce. No limite, quando o2 tende a infinito se

reduze a medida que o
obtém uma distribuigao a priori nao informativa.

Nas simulacoes e aplicagoes dadas neste trabalho, se consideram dis-
tribuigoes a priori com variancia na forma cl,, com c suficientemente grande.
Para um estudo detalhado sobre prioris nao informativas, ver Jeffreys (1961),
Bernardo (1979) e Berger e Bernardo (1992).

Na abordagem Bayesiana as inferéncias sobre os parametros sao baseadas
na distribuicao a posteriori. Dado que nem sempre é possivel sumarizar a in-
formagao a posteriori analiticamente, neste trabalho usamos métodos basea-
dos em simulagao estocastica usando cadeias de Markov, que usam amostras
da distribuicdo 7 para resumir a informacao. Estes métodos provem uma

aproximacao da distribuicao a posteriori, e deverao ser usados unicamente

quando nao é possivel resumir a informagao a posteriori analiticamente.
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2.6 O algoritmo de Metropolis-Hastings

Esta secao apresenta um dos métodos propostos para fazer inferéncia es-
tatistica quando a distribuicao a posteriori nao é tratdavel analiticamente. O
método aqui apresentado é chamado Metropolis-Hastings e ¢ um dos métodos
de simulagao estocastica, que usa cadeias de Markov.

Seja m uma distribuicao conhecida e suponha que desejamos gerar uma
amostra de m usando cadeias de Markov. Neste caso, temos que construir
um nucleo de transigdo p(f,¢) tal que 7 seja a distribuigdo de equilibrio
da cadeia. Uma forma facil de fazer isto é quando p satisfaz a condicao de

reversibilidade da cadeia

m(0)p(0,¢) = w(¢)p($,0), para todo 0,6,

que é conhecida como equagao de equilibrio detalhado (Green, 1995). Esta é
uma condicao suficiente para que 7 seja a distribucao de equilibrio da cadeia,

pois o processo de integracao implica que

/w(@)p(@, ¢)df = w(¢p), para todo ¢.

O nucleo p(#, ¢) pode ser construido em duas partes: um nucleo arbitrario
de transicao q(6, ¢), onde [ q(0, ¢)d¢ = 1, e uma probabilidade de aceitagao
a0, ¢) tal que

p(0,¢) = q(0,¢)a(0,¢), 0F#¢

p(0.0) =1~ [ a8, 6)a(0, )do.
O ntcleo de transicao (6, ¢) propde o movimento da cadeia e quando o

processo estd no ponto 6, este gera um novo valor ¢ a partir de ¢(6,¢). A

expressao para a probabilidade de aceitagao é

— min M
af, o) = {1’ 7(0)q(0, ¢) } '
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O quociente nesta expressao foi chamado razao de teste por Hastings (1970).
Com « definido deste modo podemos ver que p(0, ¢) satisfaz a condigao de
reversibilidade.

A simulacao de uma amostra de 7 usando métodos de cadeias de Markov

pode ser descrito como segue

1. Inicialize o contador de iteragoes da cadeia em 5 = 1 e forneca os valores

iniciais de cadeia 0(©.
2. Proponha um novo valor ¢ gerado da densidade ¢(AV~Y, ).

3. Calcule a probabilidade de aceitacdo do movimento, a(#U~Y ¢). Se o
movimento é aceito, entdo #Y) = ¢. Se o0 movimento nao é aceito, entao

00 = 9U-1 ¢ a cadeia ndo se movimenta.

4. Mude o contador de j para j+1 e retorne ao passo 2 até a convergéncia.

O passo 3 é implementado computacionalmente gerando uma quantidade
u de uma distribuigao uniforme no intervalo (0,1), independente de 6. Se
u < o 0 movimento é aceito e se u > a o movimento ¢é rejeitado. Os valo-
res obtidos sao considerados como uma amostra da densidade 7 unicamente
depois que a cadeia passa pelo estado transiente e o efeito dos valores iniciais
se torne suficiente pequeno para que possa ser ignorado. Existem muitos
métodos para verificar convergéncia. Para uma descricao e uma lista de
referéncia veja Gamerman (1997a).

Em muitos casos, a quantidade # nao é atualizada num tnico bloco.
Quando a dimensao de 6 é grande, 6 pode ser dividido em blocos de di-
mensoes pequenas. Em cada iteragao, um bloco é atualizado. A escolha do
bloco pode ser feita aleatoriamente ou numa forma fixa entre todos os blocos.

O tnico requerimento técnico é que cada bloco deve ter uma probabilidade
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positiva de ser visitado infinitamente. Neste caso pode ser usada uma versao
por componentes do algoritmo de Metropolis-Hastings. Esta ¢ especificada

pelo seguinte algoritmo:

1. Inmicialize o contador de iteracoes da cadeia em j = 1 e dé o valor inicial

da cadeia 6.

2. Inicialize o valor do contador das componentes ¢ aleatoriamente ou

numa forma fixa.

3. Proponha um movimento para a i-ésima componente do vetor § para

(4-1) )

i

um novo valor ¢; gerado da proposta ¢;(6

4. Calcule a probabilidade de aceitacao do movimento, ai(é’(j _1), ®i). Se

i
o movimento é aceito, entao 91(] ) = ¢;. Se o movimento nao é aceito,

entdo 09 = VY,
5. Mude o contador de j para j+1 e retorne a 2 até a convergeéncia.

Nao é dificil mostrar que a probabilidade de aceitagao é dada por

7Ti(¢i)Q(¢i79i) }
7i(0)qi(0;, ¢;) ’

onde m;(6;) = 7(6;]0_;) e 0_; é o vetor § sem sua i-ésima componente 6;. ;

a(f, ¢) = min {1,

é usualmente chamado distribuicao condicional completa de 6;.
Existem muitas formas possiveis de visitar os blocos. Nos usamos a mais
comum, visitando todos os blocos em sucessao. Neste caso, é costume re-

definir uma iteracao do algoritmo pela visita total a todos os blocos.

2.7 Familia exponencial biparamétrica

Seja a familia de distribuicoes exponencial de dois parametros definida por
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F(y ] 0,7) = b(y) exp [0y + 7T (y) — p(6,7)] (2.8)

considerada por Dey, Gelfand e Peng (1997). Sob condigoes de regularidade
de Cramér-Rao (Zacks, 1971, pg. 182) temos as seguintes propriedades

= by exp oy + 77) — p(0.7) Yy =0 ¢

/Oo bly) exp [0y +7T(y) — p(6,7) |y — aaep(@, Ndy=0 (2.9

—0o0

e, entao,

dp(0,7)
00

=FEyl|6,7)=p

Derivando (2.9) com relagao a 0,

/Oo {lv- 59,0(@, T)r - aa;p(& 7) }b(y) exp |0y + 7T (y) — p(6,7)|dy = 0

—0o0

e, portanto,

Opl0,7) _ /OO [ 0 (0, T)Fb(y) exp [Hy + 7T (y) — p(#, T)]dy =0.

o2~ )V 0"
Logo,
02
87(9[2) = Var(y | 0, 7).
Para nosso objetivo é conveniente considerar (2.8) através da parametriza¢ao
na média
Flylp, ™) =b(y) exp [(y — )T (,7) + 7T(y) + U(p,7)],  (210)
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ouiort

onde por comparacdo com (2.8), com a notacio WU = U, temos que
0 =00 (u,7) e p(0,7) = =W (p, 7) + p0H (, 7)
De (2.10),

U, 7) = log(f) = log [b()] + (v — WO (1, 7) + 7T(y) + W (1, 7),

86(“» T) o . (2,0)
o (y — )= (u, 7)
e
0*0(,7) _ (2,1)

Dado que E(y) = p, resulta que os parametros p e T sdo ortogonais no sentido

de Barndorff-Nielsen (1978, p.184), e Cox e Reid (1987). Isto é, resulta que

B (L) 2wt nmg - p =0
oTou ’ ‘

Assim, considerando os modelos h(p) = 2/ e g(r) = 27, onde h e
g sao funcoes mondtonas diferenciaveis apropriadas, podemos estimar os
parametros dos modelos mediante um processo iterativo alternado entre 3
e 7, classico ou Bayesiano. Uma andlise Bayesiana é dada em Dey, Gelfand
& Peng F. (1997). Um exemplo de estimacao usando um processo itera-
tivo classico é dado em Smyth (1989). Exemplos de abordagems classica
e Bayesiana usando um processo iterativo alternado sao desenvolvidos no
Capitulo 3. Nos dois casos modelada-se a média e a variancia em modelos
de regressao normal. No Capitulo 4 apresentam-se exemplos da modelagem

de parametros na familia de distribui¢oes exponencial biparamétrica.
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Como um exemplo de distribuicoes pertencentes a esta familia exponen-
cial biparamétrica consideramos a distribuicao gama, com parametros a e A,

positivos, que tem densidade

exp(—Ay + (o — 1) log(y) + log % para y > 0.
Flyla N) = o) :
0 para y <0

e que pode ser considerada através da parametrizacao da média,

T+1 (r+1
= - 1 log|——="—=
f(y|:u77—> exp{ L y+7'0g (Y) + Og[ufr-i—ll“(T_i_ 1)} ’

com p = % e 7 = a— 1. Consequentemente, y e 7 sao parametros ortogonais

no sentido de Nielsen (1978 p. 184) e Cox e Reid (1987), pois
2
p(Plel) _ply 1) _,
OTop proop

E, assim, dado h(p) = 2'8 e g(1) = 2’7, onde h e g sdo funcdes monétonas e

diferenciaveis, um algoritmo iterativo de escore de Fisher alternado entre 3
e v, pode ser proposto para obter as estimativas de maxima verossimilhanga
de 5 e . Como p e a também sao ortogonais neste sentido, se h(u) = 2/f e
g(a) = 2’7, um algoritmo iterativo escore de Fisher, alternado entre § e v,

poderd ser proposto para ajustar o modelo.
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Capitulo 3

Modelagem da meédia e
variancia em modelos de

regressao normal

Resumo

Este capitulo considera a situacao onde algumas modelos de regressao sao
propostos para a média e a variancia de observacoes normalmente distribuidas.
Inicialmente, resumimos a abordagem cléssica para a modelagem da hetero-
geneidade da variancia em andlise de regressao normal (Aitkin, 1987). De-
pois, apresentamos o algoritmo MCMC, para obter amostras aproximadas
da distribuicao a posteriori resultante. Ilustramos este algoritmo com da-
dos simulados e o aplicamos a dados de cerejeiras (Ryan, Joiner & Ryan,
1976). Comparamos os resultados com os da anélise classica deste conjunto

de dados. O capitulo é finalizado com conclusoes e sugestoes de extensoes.
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3.1 Introducao

Em modelos lineares classicos o conjunto de observacoes é denotado por um
vetor de observacoes Y = (yi,...,%,) . O conjunto de covarfaveis, também
chamado de variaveis explicativas, é ordenado como uma matriz X, n X p.
Cada linha de X faz referéncia a observagoes diferentes e cada coluna a uma
covariavel diferente. O conjunto de parametros é um vetor denotado por
B = (B1,...,0p) e e éum vetor n x 1 de erros das observagoes. Formalmente,

temos a seguinte relacao entre estes elementos
Y =XB+e,
com as seguintes hipoteses:

1. O vetor € = (eg,...,€6,) tem componentes normalmente distribuidas,
independentes e identicamente distribuidas, com média zero e variancia

o2 constante.

2. Todas as covaridveis sao deterministicas. Isto é, z; = (2, ..., T5p),

1 =1,...,n, sao fixos, nao estocasticos.

Quando existe heterogeneidade da variancia, a hipétese de homoscedas-
ticidade em 1. falha. Algumas vezes é possivel alcancar esta hipétese com
uma tranformacgao da varidvel de resposta (Box & Cox, 1964). Como isto
nem sempre ¢ possivel, é conveniente considerar uma analise com modelagem
explicita da variancia. Esta analise pode ser desenvolvida modelando a het-
erogeneidade da variancia através de varidveis explicativas.

Neste capitulo, consideramos modelos de regressao normal com mode-
lagem através de covariaveis para a heterogeneidade da variancia. Isto sig-
nifica que

yi = i + ¢, € sioind. N(0,07),i=1,...,n,
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com

w=x8 e  glo}) =2,

onde z; = (21, ..., zi)’ pode conter algumas ou todas as variaveis em z; e out-
ras variaveis nao incluidas em z;. Neste capitulo proporemos uma metodolo-
gia Bayesiana para estimar os parametros dos modelos, e nos referiremos ao
modelo p = /3 como o modelo da média e a g(c?) = 2’y como o modelo de
dispersao. A funcgao g deve ser monotona, diferenciavel e deve considerar a
positividade da variancia. Uma escolha tipica é ¢ = log, mas outras escolhas
sao possiveis.

A préxima segao apresenta uma revisao do método classico. A Segao
3.3 apresenta o modelo Bayesiano e o algoritmo MCMC usado para fazer
inferéncias neste modelo. A Secao 3.4 apresenta simulagoes para estudar
a consisténcia dos métodos apresentados. A Segao 3.5 reanalisa dados de
cerejeiras (Ryan, Joiner & Ryan, 1976) e compara nossos resultados com as
prévias andlises classicas. A Secao 3.6 mostra algumas conclusoes e possiveis

extensoes.

3.2 Abordagem classica

Nesta segao consideramos o modelo Y = X3 +¢, ¢; ~ N(0,0?), com g(0?) =
/ . , . ., . . .

27, © = 1,...,n, onde X é uma matriz n X p de varidveis explicativas da
J O / ., . . . oA .

média e z; = (21, ..., 2i) 0 vetor de varidveis explicativas da variancia que

* 7 . . 7 I

pode conter algumas ou todas as variaveis incluidas em X. = (f,...0,)
/ ~ A z .

ey = (7,..7) sdo os vetores de parametros dos modelos da média e da

variancia, respectivamente.
Dadas as observagoes (y;, z;,2;), ¢ = 1,...,n, seguindo este modelo com

g = log, o nicleo da fungao de verossimilhancga é
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1

n 1 " 2\2
L(B,7) o iy - exp - 207 (i — 2:8)°]

e seu logaritmo

£(8,7) = —5 i [lom(o?) + 5 — 16)?]

Assim, as primeiras e segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossi-

milhanca com relagao aos parametros sao:

@aéj = Z?10112( Jiﬁ)x”,]_l P

gfj = —52?1[1 - 012(@/ — 2,8z, j =1, .7
622%- N _2?1;3% Tiy L,y =1,..p
ajz@ = —Xi 1013@ 2, 8) iz, L=1,..,m, j=1,..,p
832;% = —Xi 1212(y —2yB8) 2z, 1,j =1, .ym

E, entao, a matriz de informacao de Fisher estd determinada por

_E»agzﬁj- — z;.;l;%xijxﬂ, Lji=1,..p
o4
_E_a%aﬁj_ = 0,l=1..,r7=1..p
_E:aﬁiz%: = S L =17
Dado que —F [%] = 0, a matriz de informagao de Fisher é uma ma-

triz bloco diagonal, em que um dos blocos, Ig, corresponde a matriz de
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informacao de e o outro, I,, a matriz de informacao de v. O que sig-
nifica que os parametros f e 7 sao globalmente ortogonais (Cox e Reid,1987)
e suas estimativas de maxima verossimilhancga, B e 7, sao assintoticamente
independentes. Assim, pode ser proposto um algoritmo iterativo alternado
para estimacao conjunta de g e 7.

Mostra-se agora a relagao entre estimacao de maxima verossimilhanca
usando o método escore de Fisher e o método de estimacao por minimos

quadrados ponderados. Dada a forma diagonal da matriz de informacao de

Fisher, da equacao (2.6) resulta

Iék)ﬁ(kﬂ) _ [ék)ﬁ(k) + quk), (3.1)
k) q(k+1)  _  7(k) plk (k
ST (CF R (3.2)

onde qék) e qg’“) representam os vetores
(DL/)DBy, ..., 0L)DB,) e (9L)dV, ..., 0L D),

respectivamente, avaliados em (3*), v(*)). E dado que a j-ésima componente

da segunda parte da igualdade (3.1) é

1
2 k n ’ .
(]/(3 )B(k))j + q](- )= Zi:1§$z‘j(nz‘ +yi—xB), j=1,....p,

(]

a varidvel de trabalho na estimacio de 86 Y =Y. A equacio (3.1) pode ser

expressa na forma
5(k+1) _ (X’W(k)X)*lXW(k)Y, para todo Kk, (3.3)

sendo W) a matriz diagonal n x n com entradas w® = 1/(02)® onde

(0F)® = exp(2;7™®).

7
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Por outro lado, dado que a j-ésima componente da segunda parte da
igualdade (3.2) é

1

1% [m + p(yi —z;8)% — 1],

k), (K (k) _
(1999) +alf =25

Y

e a variavel de trabalho para a estimacao de v é

. 1 )
Yi =1ni + ;(yz —x,8)* — 1.

)

Logo a equagao (3.2) pode ser escrita na forma
A — (Z W) Z WY, (3.4)

onde W = (1/2)1,, onde I,, é a matriz identidade n-dimensional (Cordeiro,
1993).

Assim, dado o valor inicial 4(%) do parametro +, um algoritmo iterativo
alternado para obter as estimativas de maxima verossimilhanca de 3 e ~
pode ser proposto (Aitkin, 1987), a partir das equacdes (3.3) e (3.4). g*+1)
se obtém mediante a equacdo (3.3), dado o valor corrente de v, e *+b
é obtido a partir da equagao (3.4) dados os valores correntes de 5 e v. O
processo iterativo continua até que algum critério de parada entre estimagoes
de ciclos sucessivos seja atingido.

Quando o algoritmo ¢é iterado até convergeéncia, este prové estimativas
simultaneas de maxima verossimilhanca (B ,7y) e a estimativa da matriz de
informacio esperada I = diag{] 5,15} avaliada nas estimativas de mdxima

verossimilhanga. A teoria asintética é usada para determinar a distribuigao

aproximada dos estimadores de maxima verossimilhanca como

>
=
>

~ N

5
-2



Esta distribugao aproximada é usada para construir intervalos de confianca
ou regioes para funcoes de [ e ~. Inicialmente, o intervalo de confianga
100(1 — «) para [3; tem limites Bk: + za/gz’kk, onde i** é o k-ésimo elemento
da matriz [ 1k =1,.., p. Idéias similares sao usadas para construir inter-
valos de confianca para cada um dos r elementos de . Este procedimento
foi proposto por Harvey (1976), quando este modelo foi introduzido. Note,
também, que resultados asintoticos implicam ortogonalidade entre (5 e 7, isto

é, independencia entre 3 e 7.

3.3 Abordagem Bayesiana

Para implementar uma metodologia Bayesiana para estimar os parametros
é necessario especificar uma distribugao a priori para eles. Por simplicidade

assumimos uma distribugao a priori p(f, ) dada por

I6] N bo | By C
Y 90 C' Gy
Entao, usando o teorema de Bayes, w(3,7) o L(83,7)p(53,7), encontramos

como distribuicao a posteriori

7(8,7) o [S]7F exp{—5(V = XBY' S (Y = XB) = (6~ 60)55"(6 — o)}

1
2
onde ¥ = diag(a?), 6 = (8,7)" e 6 = (bo, 90)"-

Dado que (3, ) é intratavel analiticamente, propomos um procedimento
de inferéncia usando amostragem aproximada de § baseada no uso do método
de amostragem por blocos explicitado na Se¢ao 2.6. Considerando 6 confor-
mado por dois blocos # e v, um passo intermédiario importante é obter as
distribuicoes condicionais completas para cada um deles. Denotando estas
distribuicoes por mg e m,, respectivamente, a distribuicao condicional s é

dada por
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~(B-0)B(B-1)).

(Y = X3 Y - XB) - 5

w(B) o exp { —

onde b e B sao dados pelos momentos da distribuicao condicional a priori
Bly ~ N (b, B). Isto é, b= by — CGy (v — ) e B= By — CGy*C".

Procedendo como na Secao 2.5, resulta que

(Bly) ~ N(b", BY),
onde

b = BB b+ X'TY),

B* = (B 4+ X'v'X)

Note que é possivel amostrar 3 diretamente de m3. Pode-se obter van-
tagem computacional deste fato definindo gg = mg. Neste caso, novos valores
podem ser propostos diretamente de 7g e aceitos com probabilidade 1. Isto
é o amostrador de Gibbs (Geman & Geman, 1984).

Ao contrario da distribuicao condicional de 3, a distribuicao condicional
total de v ¢é intratavel analiticamente e nao é facil gerar dela. Neste caso,
pode-se aplicar a metodologia de Gamerman (1997b) e o algoritmo escore de
Fisher para construir propostas apropriadas.

Especificamente, o algoritmo requer variaveis de trabalho para apro-
ximar transformacgoes das observagoes em torno das estimativas correntes
dos parametros. Nas iteracoes de 7, f é fixado em seu valor corrente 5 e o

modelo observacional assumido é

ti = (yi — x;ﬁ(c)f ~ olx3, parai=1,.. n.

2

Desta forma, as observagoes ¢; tém média E(t;) = o7, variancia Var(t;) =

207, e estao relacionadas com os parametros de regressao vy através de g[E(t;)] =
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zlv. Dada a diferenciabilidade de g,

g(t:) = glE(t:)] + g'[E@)][t: — E(t:)]-

Esta aproximacao de g(t;), é a variavel de trabalho que resulta do algoritmo

escore de Fisher. Denotando esta variavel por g; temos que
Var[g(t:)] ~ Var(g;) = Var{g[E(t;)] + g'[E(t:)][t: — E(t:)]}

2
= {g[Et)]} Var(t:)
em alguma vizinhanca de E(t;) = 02. Em consequéncia, se 3¢ e 79 sio os

valores correntes de [ e v, as observagoes de trabalho sao
gi = 209 + g'lg = (ys — 258 — g7 (=)
Estas tém variancia associada

Var(g,) = [g' (=) Var(t;)

= 2[¢'(z}7') g™ (z}7')]%.

Quando g = log, as expressoes anteriores se simplificam e o vetor de
observacoes de trabalho é Y = (4, ..., §), com

(© 4 (y; — 2;8'9)?
exp(27(?)

Ui = 2y -1, 2=1,...,n,

e variancia associada de trabalho igual a 2. O nicleo de transicao ¢, baseado

no método escore de Fisher é a distribuicao a posteriori, que resulta da
. ~ . ~ / . .

combinacao do modelo observacional §; ~ N(z;7,2),i = 1,...,n, com a dis-

tribui¢ao a priori v|8 ~ N(g, G), ou seja,

¢,(v', ") = N(g*, G*),
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onde

g = G(Glg+27'2Y)

G* = (G '+27'7'7)7
Os valores de g e G sdo dados pela distribuicao a priori 7|8 ~ N (g, G), onde
g=go—C'By*(B—by) e G=Gy—C'By'C.

Esta idéia foi introduzida por Gamerman (1997b) para definir uma pro-
posta geral para fazer inferéncia Bayesiana em problemas de modelos lineares
generalizados. Gamerman (1997b) usa esta idéia no contexto de modelos li-
neares generalizados mistos. Similar procedimento pode ser aplicado no caso
de outras transformacoes g para obter propostas apropriadas.

Nas aplicacoes, esta proposta, que é a usada neste trabalho, tem um
taxa de aceitacao de aproximadamente 60%. Outra forma para 7; que leva a
propor um nucleo de transicao com uma taxa de aceitacao maior que 80% é

dada por
exp(32{7(?))’
com modelo de trabalho correspondente 3; ~ N(z/y,1). A combinacao deste

Ui = 2y

modelo de trabalho com a priori |8 ~ N(g,G) leva a uma proposta normal

¢y, normal, com média
g =G (G 'y + Z'Y)

e variancia

G'=(G '+ 722"

3.4 Estudo de simulacao

Um estudo de simulacao foi conduzido para comparar as estimativas com

os valores dos parametros. Para cada uma das varidaveis X, Xs, X3, X4
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foram simulados n = 40 valores, x1; = 1 (para definir um modelo com in-
tercepto), x9; gerado de uma distribui¢ao uniforme no intervalo (0,400), z3;
gerado de uma distribui¢ao uniforme no intervalo (10, 23), x4 de uma dis-
tribui¢ao uniforme no intervalo (0, 10) e y; de uma distribui¢do normal com
média p; = —35 + 0.35x9; — 1.7x3; e Var(y;) = exp(—8 + 0.026z9; — 0.4xy;).
Nos obtemos mediante uma metodologia Bayesiana estimativas dadas pelas
médias a posteriori (com seus respectivos desvios padrao a posteriori) mostra-
dos na Tabela 3.1. Em todos os casos foi usada como distribuicao a priori
(8,7) ~ N(0,10*I5), onde I, é uma matriz identidade p X p .

Depois, geramos um outro conjunto com 360 pontos adicionais e es-
timamos os parametros na mesma forma com n = 400. Os valores dos
parametros e as estimativas (com seus respectivos desvios padrao a posteri-
ori) também sdo dados na Tabela 3.1. Podemos ver melhores estimativas dos
parametros, e menores desvios padrao no segundo estudo, como esperavamos,

dado o incremento de informagao na verossimilhanca.

Tabela 3.1.

modelo da média modelo de dispersao

n o B B2 70 g V2
valor —35 0,35 —-1,7 -8 0,026 —0,40
40 | estimativas | —35,003 0,350 —1,699 | —8,061 0,035 —0,366
d.p. 0,0091  0,00042 0,0003 | 0,695 0,018 0,108
400 | estimativas || —35,004 0,350 —1,699 | —7,964 0,026 —0,409
d.p. 0,004 2x107° 0,0003 | 0,255 0,001 0,025

A Tabela 3.2 lista a correlacao a posteriori entre as estimativas dos
parametros. Esta mostra uma pequena mas nao-desprezivel correlagao entre

as estimativas dos parametros do modelo da média e parametros do modelo
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de dispersao, com valores entre —0.256 e 0.216. Mas, em geral, este resultado

¢é consistente com a forma bloco diagonal da matriz de informacao.

Tabela 3.2. Correlagoes a posteriori

Bo B Pa Yo g V2
Bo || 1,000

B || —0,083 1,000

Ba || —0,777 —0,266 1,000
Y% || 0,068 —0,113 0,215 1,000

v || —0,011 0,124 —0,255 | —0,827 1,000

v || —0,028 —0,104 0,154 | —0,236 —0,202 1,000

A Figura 3.1 mostra uma amostra da distribuicao a posteriori para cada
par de parametros. A Figura 3.2 mostra os histogramas das distribuicoes
marginais a posteriori dos parametros, e a Figura 3.3 o comportamento da
amostra da cadeia para cada parametro na analise com n = 400. Carac-
teristicas gerais das distribuicoes a posteriori podem ser facilmente identifi-
cadas a partir destas figuras. Por exemplo, a localizacao marginal a posteri-
ori e a dispersao para cada par de parametros dos modelos, alta correlacao
negativa entre 3y e 2, e uma pequena correlacao positiva entre vy e 5. Os
histogramas parecem indicar que a distribuicao marginal a posteriori de cada
um dos parametros é aproximadamente normal.

Em todas as simulacoes desta secao e na aplicacao dada na Secao 3.5,
varias cadeias foram geradas, partindo de valores iniciais diferentes. Todas
elas exibem o mesmo comportamento qualitativo através das iteragoes de-
pois de um periodo inicial de transicao, fornecendo uma forte indicacao de
estacionalidade. Este comportamento ¢ ilustrado para uma das cadeias da
simulagao com n = 400 na Figura 3.

Um estudo mais geral foi feito com n = 40 e correlacao entre X,, X3
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Figura 3.1: Amostra da distribuicao a posteriori de cada par de parametros

no estudo de simulagao, com n = 400
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Figura 3.2: Histograma da distribuicao marginal a posteriori no estudo de
simulagao, com n = 400. Parametros do modelo da média: (a) Sy, (b) 51,

(c) py. Parametros do modelo da variancia: (d) 7o, (€) 71, (f) 2.

e X4. Inicialmente, consideramos os modelos da média e da variancia com
as mesmas variaveis explicativas X, e X3. Depois, consideramos o modelo
da média com X, e X3 como variaveis explicativas e o modelo da variancia
tendo como variaveis explicativas X5 e X4. Em todos os casos, as estimativas
obtidas mediante a metodologia Bayesiana estiveram muito perto dos valores
reais dos parametros. Os histogramas mostraram que a distribuicao marginal
a posteriori para cada um dos parametros é aproximadamente normal e os
resultados revelam uma pequena mas nao desprezivel correlacao entre os

parametros do modelo da média e parametros do modelo da variancia.
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Figura 3.3: Comportamento da cadeia amostral para cada um dos parametros

no estudo de simulagao, com n = 400. Parametros do modelo da média: (a)
Bo, (b) 51, (c) [a. Parametros do modelo da variancia: (d) 7o, (e) 71, (f)

Y2-
3.5 Aplicacao

Uma aplicagao considerada por Aitkin (1987) foi a anélise de dados de cere-
jeiras (Ryan, Joiner & Ryan, 1976). A varidvel de resposta é o volume V
de madeira 1til em cada um de 31 cerejeiras, com altura h e diametro d das

arvores como variaveis explicativas. O modelo proposto é

VY3 = By + Bih + Bad + €.
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Com um modelo de dispersao incluindo h e d, Aitkin (1987) obtém as esti-
mativas dos pardmetros (e desvios padrao) para um modelo linear na média
e um modelo loglinear de dispersao. Estas estimativas sao dadas na Tabela
3.3. (Os valores da variancia de Sy e 7 nao sao reportados no artigo de
Aitkin). Nesta tabela podemos ver as estimativas obtidas numa abordagem
Bayesiana, com uma priori nao informativa (3,7) ~ N(0,10%Is). Para estas
estimativas o valor da verossimilhanca é 1.949x 102", que é maior que o valor

da verossimilhanga calculado nas estimativas obtidas por Aitkin (1987).

Tabela 3.3. Comparacao entre inferéncia cléssica e Bayesiana

(estimativas e erros padrao )

Método de modelo da média modelo de dispersao | verossimilhanca
inferéncia Bo B B2 Yo T V2
classica -0,099 0,0149 0,150 | —13,98 0,109 0,032 1,742 x10%*
0,0021  0,0049 0,047 0,097

0,171  0,0027 0,0065 | 3,082 0,044 0,117

Bayesiana | —0,012 0,0134 0,152 | —8,591 0,042 0,041 1,949 x10%7

Utilizando o algoritmo proposto no final da Secao 3.2 para determi-
nar as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros dos mode-
los da média e da variancia considerados por Aitkin (1987), encontramos
B = (—0.0109,0.0133,0.150) e 4 = (—9,087,0.046,0.042) como estimativas
de méaxima verossimilhanca de 3 e v, respectivamente. Esses valores estao
mais préximos das médias a posteriori da Tabela 3.3 que das estimativas

reportadas por Aitkin (1987).
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3.6 Extensoes

Este capitulo apresenta a metodologia Bayesiana para modelar a heterogenei-
dade da variancia em modelos de regressao linear. As simulagoes e os exem-
plos dados mostraram a eficiéncia da metodologia Bayesiana na modelagem
da heterogeneidade da variancia. O estudo de simulacao com n=400 intro-
duz estimativas muito préximas dos valores dos parametros, e na aplicacao
se obtém estimativas muito proximas as obtidas na abordagem classica. Isto
indica que esta formulagao fornece uma metodologia que pode ser aplicada
em muitos outros estudos.

A mesma idéia desenvolvida neste capitulo para modelar a heterogenei-
dade da variancia nos modelos de regressao normal pode ser estendida para

estimar parametros do modelo
y=p+e, e sioind. N(0,07),

com h(p) = 2’8 para alguma fungao diferencidavel h. Dado a diferenciabili-

dade de h, temos

h(y) =~ h[E(y)] + M[E(y)]ly — E(y)].

Esta aproximagao de h(y) é a varidvel de trabalho que resulta do uso do

método escore de Fisher. Denotando esta varidvel por ¢ temos que
Var[h(y)] = Var(g) = {N[EY)]}*Var(y),

em alguma vizinhanga de F(y). Neste caso, as observagoes de trabalho cor-

respondentes sao
g _ .T/B(C) + h/(l'lﬁ(c))[y . hfl(wlﬂ(c))],
e a variancia associada
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Var(g) = [I ('8 @g~1(24).

Outras aplicagoes também podem ser consideradas, incluindo aquelas que
consideram uma modelagem da variancia com g diferente da fungao logarit-

mica.
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Capitulo 4

Uma abordagem Bayesiana
para a modelagem de regressao

na familia exponencial

Resumo

No Capitulo 3 se propoe uma aproximacao Bayesiana para modelar hetero-
geneidade da variancia na analise de regressao normal, baseados na ortogonal-
idade entre a média e a variancia, e 0. Esta idéia é estendida neste capitulo
para a modelagem de regressoes na familia exponencial biparamétrica com
parametros ortogonais no sentido de Cox e Reid (1987). Como um exemplo
modelamos a média e o parametro de forma na distribuicao gama. Também,
estendemos esta idéia para a modelagem de regressao de parametros nao or-
togonais na familia de distribuicoes exponencial de dois parametros. Como
exemplos, modelamos a média e a variancia na distribuicao gama, e a média

e o parametro de dispersao na distribuicao beta. Varios estudos de sim-
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ulagao foram feitos para ilustrar esta metodologia. Também, apresenta-se

uma aplicacao a dados reais.

4.1 Introducao

Dey, Gelfand e Peng (1997) estudam a familia exponencial biparamétrica da

forma

fl0,7) = b(y) expl@y + 7T (y) — p(0, 7)]. (4.1)

Eles mostraram, como se detalha na Segao 2.7, que sob condigbes gerais de

regularidade (Zacks, 1971), tem-se

op _ 82/)_
%—E(M@»T)—M e @—Var(ylﬁ,f)

Fazendo 6 = WO (. 1) e p(0,7) = =W (p, 7) + p¥ O (. 7), a equacdo (4.1)

pode ser expressa através da parametrizacao da média como

Fylp,m) = by) exp[(y — p) U, 7) + 7T (y) — U(p, 7)),

e, entao,

> 02 log f
oTou

Isto é, os parametros i e 7 sao ortogonais no sentido de Barndorff-Nielsen

(1978, p. 184) e Cox e Reid (1987).

) =V (1, 7)E(y — p) = 0.

Como consequéncia da ortogonalidade entre p e 7, considerando as com-
ponentes sistematicas h(u) = 2’8 e g(r) = z'v, onde h e g sdo fungoes

monoétonas diferencidveis, um algoritmo iterativo alternado, como o proposto

50



no Capitulo 2, usando as metodologias classica ou Bayesiana, pode ser ado-
tado para obter as estimativas dos parametros dos modelos.

Neste capitulo, aplicamos a metodologia Bayesiana usada para mode-
lar a média e a variancia em modelos de regressao normal, para modelar
parametros ortogonais, ou nao, na distribui¢ao exponencial de dois parametros.

Este capitulo esta organizado como segue. Na Secao 4.2 apresentamos ex-
emplos da abordagem classica para obter estimativas de maxima verossimil-
hanca dos parametros em distribuicoes na familia exponencial biparamétrica.
Na Secao 4.3 apresentamos um algoritmo MCMC para obter uma amostra
aproximada da distribuicao a posteriori dos parametros 3 e ~, amostrando
por blocos usando Metropolis-Hastings, e damos alguns exemplos das variaveis
de trabalho usadas neste algoritmo. Na Segao 4.4 mostramos um estudo
de simulacao com o objetivo de examinar quao similares sao as estimativas
a posteriori dos parametros e os valores originais dos mesmos. Também,
mostramos que quanto maior for o nimero de observagoes, as estimativas
estarao mais préximas dos valores dos parametros. Nesta secao, a média e
o parametro de forma da distribuicao gama sao modelados no primeiro ex-
emplo. Estes sao parametros ortogonais. Um segundo estudo de simulacao
¢é realizado com o mesmo objetivo mas modelando a média e a variancia da
distribucao gama, que nao sao parametros ortogonais. Sao também apresen-
tados exemplos de
modelagem de parametros nao ortogonais da distribuicao beta. Na Se¢ao
4.5 se aplicam estas idéias para a andlise de dados do [.P.T.U. na cidade de
Recife, Brasil. Na secao 4.6 estendemos a idéia sobre a abordagem Bayesiana
proposta para distribuicoes que nao pertencem a familia de distribuigoes ex-

ponencial biparamétrica.
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4.2 Abordagem classica

Nesta secao apresentamos exemplos da abordagem cléssica para obter esti-
mativas de maxima verossimilhanca dos parametros de modelos de regressao
na modelagem de parametros de distribuicoes na familia exponencial bi-
paramétrica. Inicialmente, considera-se a abordagem cldssica na modelagem
da média e do parametro de forma através de regressoes na distribuicao
gama, e, em continuacao, a abordagem classica na modelagem da média e da

variancia através de regressoes na distribuicao gama.

4.2.1 Abordagem para parametros ortogonais

Para determinar a matriz de informacao de Fisher na modelagem da média e
do parametro de forma da distribuicao gama é conveniente escrever a funcao
de distribuigao gama G(a, \)

(67

A
f(yla, X) = F(a)y“’l exp(=Ay), ¥y >0, a >0, >0,

na forma

flolon) = ()" exp(=2),

forma usada na teoria dos MLG, onde u = A/a é a média de y. Entao,
dadas as observagoes y; ~ G(ay, A\;), i = 1,...,n, com médias p;, a fungdo de
verossimilhanca pode ser escrita na forma

1 iINY gy i
L=1I, T(a,) (31) Yi ! CeXp ( - Z:yz‘)

e seu logaritmo ¢ = log L. como
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0= { —log [M(a)] +aslog (T2 —tog(y) — (%)}

7 7

. . L. ’ ’
Logo, considerando as componentes sistematicas u; = x,;0 e o; = exp(z;7y),
onde x; = (i1, ..., Tip)' € z; = (21, ..., zi)' 580 0s vetores de varidveis explica-
tivas e 5 = (51, ...,8,) e v = (71, ...,7)" 0s vetores de parametros, a funcao

escore tem componentes:

or n i !
5 - zll—zi(l z)“’”’J_l
aajr _ E?:l[ dd log I'(a;) + a; log ( :Zyl) - Zyi} Zil

n d a;Y; Y;
— T2, il logT(as) — log(“%) — 1+ %]

7 7

Zil s = 1, T

E a matriz Hessiana esta determinada por

0% Q; 2y;
= Zln 1— Lij lea]alfla“'apa
0B15; 1#? ( 2 ) !
0?0 « Y
= X ——Z(l l):z:l Zi,J=1,..p, l=1,...r
a’)/lﬂj =1 L 14 J ) 7 ) )
0?0 d ;Y Yi
= X', —o logI'(ey;) — 1o -1+ Zii %
010 ' [d@i alos) —log(= ) uj 7

2

— X {azd log (o) — 1}z,~jzz~l, gl=1,..r

Z

Para determinar a matriz de informacao de Fisher, lembramos que se ¢
tem distribuicao gama com parametro de forma « e parametro de escala igual

al, G(a,1), entao

E log / F e~ log(t)dt
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Entao, dado que % tem distribuicdo gama com parametro de forma « e

parametro de escala igual a 1,

B[1og ()] = - 1oeT(@)

e a matriz de informacao de Fisher esta dada por:

0%
—F - EZL xz T j:lil oD,
(aﬁlﬁj) % 7
0%
_E = O’ ] - 1, ...7p, l = 17 r)
(3%@-)
020 d? 1
= X, log I'(ay; i %
('3%8%') [d 2 ogl'(a) = Oéi]ZjZl
d2 1 .
= ¥, [d > logl'(ey;) — a']zz‘jzib Jl=1,..r

Assim, a matriz de informagao de Fisher é uma matriz bloco diagonal,
em que um dos blocos corresponde a matriz de informacao de 8 e o outro
a matriz de informacao de 7. Os parametros [ e v sao globalmente ortog-
onais (Cox e Reid, 1987) e seus estimadores de méxima verossimilhanga, B
e 9, sao assintoticamente independentes. Assim, pode ser novamente pro-
posto um algoritmo iterativo alternado para obter as estimativas de méaxima
verossimilhanga dos parametros S e 7.

Dada a forma diagonal da matriz de informacao de Fisher, da equagao
(2.6) resultam novamente as equagoes (3.1) e (3.2). De (3.1) temos que a

variavel de trabalho na proposta para a estimacao de 8 é y; = y; e, entao,
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gy — (X'Wwh X)X Wwky, (4.2)

onde W®) ¢ a matriz com elementos wZ(k) = (p? /)™ na diagonal principal.
Para o parametro v, dado que a j-ésima componente da segunda parte

da igualdade (3.2) é

(IPy®); 4+ ¢ = 50 [ddzz log T'(cv) — — | 23
- ¥, {azd z logI'(a;) — log (O;fz) 1+ Z}zij
W9 1 d? 1q-1
= X |« {W log I'(av;) — Ej {m [F log I'(av;) — —Z]
s .

1 d? 1y-1p d iYi i
P ai} 1[dai logF(ai)—log(au?j>—1+Zi]

com média e variancia definidas por

E@y) = n,
2 _ ay: .
Var(y) = o;{dc(l)ﬂ log () — ;Z} 2Var[log (OZ%) — /ZZ}

Para determinar a variancia da variavel de trabalho, inicialmente resum-
imos alguns resultados: se t tem distribui¢ao gama com parametro de forma

« e parametro de escala iqual a um, segue que

95



Fazendo t = ay/u,

Var[log ((Ly> - =

BEt) = o (4.3)
Blog'(t] = i,
Eltlog(t)] — F(la) [ e e gyt
~ I(a+1)
N [(«)
E@®) = >/Ooot(0‘+2) Lo—t gy
_ F(s(;-f) (@t 1)
iﬂ = Var{log(t)—;} (4.4)

E[logz(t)} - iE[ﬂOg( )] + iE( 2)

—[E(log(t))}2+ZE[1og( )| Bt [E(t)f

I(a;) 2I'(a+1) dlogF( ) ol (o) 1
()  ol(a) [ dov } - (o) +&
M(@l(a) =T'(a)lM(e) 1

()’ o

1
2 logT(a) — —.
5 108 () -

Como consequéncia dos resultados anteriores e da terceira equagao (4.3)

Var(y;)

d 1q-1
o | g oel(e) = |

d? d? 1 }

a; {d 2logl“( )—;J {d 2logl“(az) o

2

%
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Assim, dado ) e 4 4(*k+1) pode ser obtido mediante a equacio
FEHD — (Z'W® z2) =tz R k) (4.5)

onde W® ¢ uma matriz com elementos w!® = 1 /Var(g®)). Observe-se que
E(y;) = n; e Var(y;) = a[ﬂ% logI'(a;) — aii]*l. Como na segao anterior, no-
vamente pode ser proposto um algoritmo iterativo alternado para a obtencao
das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros. 3%+1) ¢ obtido
mediante a equacdo (4.2), dados os valores correntes de 3 e 7, e y#1 ¢

obtido a partir da equacao (4.5), dados os valores correntes de (3 e 7.

4.2.2 Abordagem para parametros nao ortogonais

Da Secao 4.2.1, dadas as observagoes y; ~ G(a, A;), temos que p; = E(y;) =

% ¢ g? = Var(y;) =

5 S 1 =1,...,n. Ologaritmo da fun¢ao de verossimilhanca
i

22

iguala

a;Y;

(2

(= E;‘:l{ —log [F(a)} + o log( ) — log(y;) — fﬁyi}.

. o ’ 2 o / ~
Logo, considerando os modelos p; = x,0 e 07 = exp(z;7y) como na Segao
4.2.1 e levando-se em conta que 02 = %%, as derivadas parciais de primeira e
7
segunda ordem do logaritmo da verossimilhanga com relacao aos parametros

Sao

- = ZZL: —
0; !

log T'(cv;) + 2 log (aiyi)

2 2
o’ doy o; LLi
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+g_02}x1]a7]_1 5D,
ol prr d ;Y Yi
— = X . logI'(ay;) + 1 -1 iiv )] =1,...,1,
7, i1~ 3[dal og (a)+0g(ui) +M]231 r
0%l 1 d 4u? d?
= X, —|—2 log T’ e logI’
aﬁlaﬁj i=1 O_ZQ{ dOéZ' 0g (al) 2 dOé 0og (al)
Y .
+210g( MZ; ) +3}xi]~xil, 5,0=1,..p,
0?0 n T2 d 2013
a’}/laﬁ = i=1 [ ) di lOgl—‘(Oél) + 4 d lOgl—‘(Oél)
J [ 7 ’L
2414 QY 2415 1 .
- o2 log( 1L; ) - 0_22 ;?(y MZ)}xijZ’il?] = ]-a7p7l: 1)"'7T
82£ 2,U/2 d QY Yi
= X 3 log'(c;) + 1o -1+ =
01107 X 7 [da 5T (e:) +log i ) /LJ
i rpd d? .
[ > d logF(al) + 1}}2@-2&1, jl=1,..r

Em consequéncia, a matriz de informacao de Fisher estd dada por ele-

mentos

02¢ 1 42 d?
B(y) = 2

n [ Do T () — 3aa, Gl =1, ... p,
86108, 10262 42 8 (o) = Baiya, J p

0%l o 2 rps d?
(508, =01 Lot aa?

log ') — 1}%]‘2@-1, l=1,.,m7=1,..,p,
o

2 2
_E<33;7j) =YL, 0f [dc;g log F(Oéi)}Zisz'z, g l=1 ..

Dado que E(2

e 86 ) # 0, na distribuigdo gama nao existe ortogonalidade
entre a média p e a variancia o%. Entao, as estimativas de méaxima verossi-
milhanca de § e v nao podem ser obtidas mediante um algoritmo iterativo

alternado, como no caso anterior. Sao obtidas resolvendo simultaneamente

como uma aplicacao do algoritmo escore de Fisher.
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4.3 Abordagem Bayesiana

Na metodologia Bayesiana, para estimar os parametros dos modelos é necesséria

uma distribuicao a priori. Como no Capitulo 2, consideramos uma dis-

tribui¢ao normal p(f,~) dada por

b By, C
Pl onl] ™ N . (4.6)
g Yo C" Gy
Com verossimilhanga L(3,~) dada por alguma distribuigao pertencente

a familia de distribui¢des exponencial biparamétrica, e usando o teorema de

Bayes, encontramos a distribuicao a posteriori

m(B,7) o< L(B,7)p(B;7)-

Dado que 7(3,7) é intratdvel analiticamente e que nao é facil gerar dela,
propomos amostrar (f3,) iterativamente usando métodos MCMC por com-
ponentes, amostrando 8 e v de 7(B|y) e 7(y|5), respectivamente. Exceto
quando modelamos a média e a variancia nos modelos de regressao normal
com h igual a fungao identidade, nao é possivel amostrar § diretamente de
w(B]7). E necessario, entdo, propor ntcleos amostrais ¢; € g2, como os pro-
postos no Capitulo 2. Eles sao baseados na especificacao em cada iteracao
de um conjunto de variaveis de trabalho com uma estrutura de regressao

normal.

Especificamente, para modelar, por exemplo a média p e um outro parametro

7, como h(u) = 2'f e g(1) = 27, se requer varidveis de trabalho para aprox-
imar h(u) e g(7) em torno das estimativas correntes dos parametros. Dados
que E(y;) = p; e h é moné6tona e diferencidvel no ponto p; = h™*(zf), se

mostrou na Segao 1.4 que a variavel de trabalho § = (91, ..., J,) para modelos
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lineares generalizados estd determinada pela aproximacgao de primeiro grau

na expansao de Taylor de h(y;) em torno da média p;. Isto é,

h(yi) == h(pi) 4+ B () (i — i) = i,

E(g) =i e Var(y) = W (u)]*Var(y).
Em consequéncia, se 5 e v(9) sdo os valores atuais de 3 e 7, as observacoes

de trabalho sao
Ji = 2,8 + W W (@B [y — b («)8))|, parai=1,..,n,
que tém variancias observacionais dadas por
67 = W[ (@8]} g ().

Dada a priori condicional 8 |y ~ N(b,B), onde b = by — CGy'(y — go)
e B = By — CGy'C" sdo obtidos da distribuicdo a priori (4.6), o nicleo
normal de transicao ¢; é dado pela distribuicao a posteriori que resulta da

combinagao da priori condicional com o modelo observacional de trabalho
v; ~ N(2i3,52). Isto é,
ql(/ﬁléa’?) = N(b* aB*>7
onde
b = BB+ X'T)e
B* — (Bfl —|—XI271X)717
sendo ¥ uma matriz diagonal com elementos 67 para i =1,...,n.

Deste nicleo de transicao ¢; sao propostos os valores de 8 que farao parte

da amostra da distribuicao a posteriori 7(/3,7).
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A distribuigao condicional completa a posteriori 7(7y|3) é intratavel ana-
liticamente e nao é facil gerar dela. Assumindo agora que existem variaveis
t; tais que E(t;) = 7, onde 7; = g~ '(zl7), tem-se que a varidvel de trabalho,
que denotaremos por ;, pode ser definida pela aproximacao de primeiro grau

na expansao de Taylor de g(t):

g(t) = g(r) +g'(7)(t —7) = 4.

Assim,
E(g) =zy e Var(y)= [ (n)]*Var(t).
Em consequéncia, se 59 e 4(¢) sdo os valores correntes de (3 e , as observacoes

de trabalho sao
g = 279 + ¢ {g_l(zgﬂy(c))} {ti — g_l(zh(c))}, para i =1,...,n.
e as variancias observacionais de trabalho igualam
52 ={glg (N} Var(t).

Dada a priori condicional v |8 ~ N(g,G), onde g = go — C'By (8 — by)
e G = Gy— C'By'C, o niicleo de transicio ¢ é dado pela distribuicdo a
posteriori que resulta da combinacao da priori condicional com o modelo

observacional y; ~ N (z}vy,52). Isto é,

QQ(VH/’B) = N(g* 7G*)7
onde

g* _ G*(G—lg + Z/\Il_1Y),

G* = (G rt+ 27212,
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sendo ¥ uma matriz diagonal com elementos &2, para i = 1,...,n. Deste
nicleo de transicao ¢ sao propostos os valores de v que farao parte da
amostra da distribuigao a posteriori (3, ).

Com a especificacao de nicleos de transicao q; e ¢o, 0 algoritmo iterativo

para o amostragem de [ e 7 esta determinado pelos seguintes passos:

1. Inicializa o contador de iteragoes da cadeia em j = 1 e de um valor

inicial (8y,70) para (6,7);

2. Movimente o vetor 5 para um novo valor ¢ gerado da densidade pro-

posta ¢i(BY~Y,);

3. Calcule a probabilidade de aceitacio do movimento, a(3Y~1, ¢). Se o

movimento é aceito, entdo ) = ¢. Se néo é aceito, entdao V) = U1,

4. Movimente o vetor v para um novo valor ¢, gerado da densidade pro-

posta q2(7/ 71, -);

5. Calcule a probabilidade de aceitagao do movimento, a(’y(j -1, ®). Se o

movimento é aceito, entdo v9) = ¢. Se nao é aceito, entdo Y\ = U=,
6. Mude o contador para j to j + 1 e retorne a 2 até convergéncia.

Em continuacao, antes das aplicacoes damos alguns exemplos de variaveis
de trabalho obtidas como foi explicado anteriormente. Em todos eles, assume-

se uma amostra de n observacoes independentes.

Ezemplo 1. Para o modelo y; ~ G(a, \;) com p; = oy /N, h(p;) = xif e

g(ay) = zlv, as observagoes de trabalho para o amostragem de /3 so:

Gi = 48 + B [0 (2B [y — b (@), i = 1,
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Para amostrar v, consideramos t; = \;y;. t; tem distribuicao gama com
média a e parametro de forma a. Como E(t;) = «;, as observagoes de

trabalho quando g = log sao:

- ! (¢ 1 c c
go= 279+ © Ay — ol)
Q;

Y

G N I LN
O gy

)
.« A . . ~ C .
com variancia associada por 52 = 1/041( ) para i =1,...,n.

Ezemplo 2. Para y ~ Beta(a, ), a média p = «o/(a + A) pode ser
modelada como logit(u) = 2/ e o parametro a + A como log(a + \) = 2.

Assim, as observagoes de trabalho para o amostragem [ sao
/ yi —
gi = 2,89 + - parai=1,..,n.

(1= )

Estas observacoes de trabalho podem ser escritas em termos dos valores cor-

rentes dos parametros 59, pois

M@ZGW%WU
" T exp(a50)

e tem variancia associada

o= (00— i1 el ]} parai = 1

Quando modelamos « + A na distribuicao beta, uma variavel t tal que

Et) =a+Xét= (a+’\)2y. Entao, as observagoes de trabalho resultantes

«

Sao0

~ ’ (aig.)\i) Yi — Oy + )\z
T = i + :
] 2 P
= ZZ’)/—F&—LZ: ) y 1,
i



que pode ser escrita em termos dos valores atuais 39 e (¢ como

exp(z;5(9)) ’

e que tem variancia de trabalho correspondente

Yi = zi7Y

o7 =(1- u(c)){u(c) {1 + exp(zi’y(c))” ' parai=1,...,n.

92L
0v08

informacao de Fisher é bloco diagonal, onde o primeiro bloco I3 é a matriz de

Se B e v sao globalmente ortogonais, E( ) = 0, entdo, a matriz de
informacao de Fisher correspondente a 3 e o outro I, é¢ a matriz de informagao
de Fisher correspondente a . Neste caso, procedendo como na Secao 3.2,
resulta do algoritmo escore de Fisher as varidves de trabalho y e g para
a proposta de amostragem de [ e 7, respectivamente. Os exemplos 3 e 4
mostram variaveis de trabalho que resultam da aplicacao do algoritmo escore

de Fisher como na Segao 3.2.

Exemplo 3. Seja o modelo y; = u; + €5, i = 1,...,n, onde e; ~ N(0,02),
h(p;) = x'B e g(c?) = zl7, para fungoes apropriadas h e g. As varidveis de
trabalho que resultam da aplicacao escore de Fisher foram explicitadas no

Capitulo 2.

Ezemplo 4. Para o modelo y ~ G(a,A) com pu = a/\, h(p) = 2/f e
g(a) = 2’7, a variavel de trabalho para amostrar 5 é definida como na Segao
1.5. Dado f, a variavel de trabalho para amostrar v, obtida da aplicacao

escore de Fisher é

1 rd?logI'(ax 17-1rdlog '«
[ g()i}[g()

da? a; do 1 1
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para a qual

E(y) = n,
. 1 d?logl(a 1,._
Var(y) = aQ[dQQ() - a] h

4.4 Estudo de simulacao

Esta secao inclui trés exemplos mostrando a eficiencia da metodologia aqui
proposta para a modelagem de parametros ortogonais ou nao ortogonais, na
familia de distribuigoes exponencial biparamétrica. O exemplo 1 é uma si-

mulacao para modelar parametros ortogonais: média e parametro de forma
na distribuicao gama. O exemplo 2 é uma simulagao para modelar parametros
nao ortogonais: média e variancia na distribuicao gama. No exemplo 3 ap-
resentase o resultado da simulagao quando modelamos média e dispersao na
distribuicao beta. Em cada caso se inclui a correlagao entre parametros dos

modelos, estimada a partir da amostra a posteriori.

4.4.1 Qualidade das estimativas

Ezxemplo 1. Um primeiro estudo de simulagao tem como objetivo examinar
quao similares sao as estimativas com os valores originais dos parametros,
quando modelamos a média e o parametro de forma para observagoes com
distribuigao gama, com u = xf e log(a) = z7y. Primeiro, geramos os valores

das variaveis explicativas. Para cada uma das variaveis X1, Xo, X3, X4, si-
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mulamos n=800 (n=400) valores, com z1; = 1 para i = 1,...,n, 9 de uma
distribuigao uniforme no intervalo (0,30), x3; a partir de uma distribuigao
uniforme no intervalo (0,20), z4; a partir de uma distribui¢do uniforme no
intervalo (10,20). Os valores y; da varidvel de interesse Y foram gerados a
partir de uma distribuicao gama com média p; = 25 + 2x9; + 223 € o; =
exp(1,4 + 0,04zy; + 0,05x4;). Uma amostra de uma distribui¢do gama com
parametro de forma « e parametro de escala A\ pode ser obtida gerando
nimeros pseudoaleatérios a partir da distribuicao gama com parametro de

forma « e com parametro de escala igual a 1 e, entao, multiplicando estes

1
A

8]
' B"
parametro de forma a. Os valores dos parametros e as estimativas (com os

por 1, se A = Assim obtém-se nimeros aleatérios com média p = 2/ e
desvios padrdes), encontrados nesta simula¢ao, com valores iniciais §; = 3 e

~v; = 0.01 para i=1,2,3, sao dados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1
modelo da média modelo do «
Bo B I Yo 4! Y2
n valores 25 2 2 1,40 0,04 0,05

800 | estimativas | 25,907 1,916 1,977 | 1,414 0,049 0,039
d. padrdo | 0,351 0,018 0,025 | 0,358 0,008 0,023
400 | estimativas | 27,284 1,931 1,864 | 1,414 0,049 0,032
d. padrdo | 0,526 0,027 0,032 | 0,493 0,011 0,031

Quando n=800, as estimativas dos parametros do modelo da média e 7
sao muito préximas dos valores reais e tém desvios padrao muito pequenos.
As estimativas de 7; e 75 nao sao tao proximas aos valores verdadeiros. As
estimativas com n=800 sao melhores que as estimativas com n=400, mais

proximas dos verdadeiros valores e com desvios padroes menores.
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Para observar o comportamento das estimativas dos parametros para
outro conjunto de dados e outros valores dos parametros, um outro estudo
de simulacao foi realizado com o mesmo objetivo das simulagoes anteriores,
com as mesmas variaveis explicativas e y; simulado de uma distribuicao gama
com média i = 15+ 2.731‘2 + 2%@3 e o; = exp(—O, 4+ 0, 031’12 + 0, 051’14) As
estimativas resultantes, com valores iniciais 8; = 2e~; = 0,02 parai =1,2,3

sao resumidas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2
modelo da média modelo do «
Bo B I Yo 94! Y2
valores 15 2 2 —0,400 0,03 0,05

n=400 | estimativas | 13,232 1,991 2,189 | —0,848 0,036 0,070
d. padrao. | 0,723 0,038 0,056 | 0,489 0,011 0,032

n=100 | estimativas | 14,152 1,795 2,841 | —0,642 0,018 0,068
d. padrao | 1,819 0,089 0,142 | 0,798 0,022 0,055

Apesar da estimativa de [y estar mais proxima de seu valor real quando
n = 100, podemos ver que as estimativas dos parametros do modelo da
média sao melhores quando n=400, pois as estimativas de (3, e 5 estao mais
proximos de seus verdadeiros valores e tém desvios padrao menores. Para
os parametros do modelo do parametro de forma, nao podemos afirmar, que
em geral, as estimativas estao mais proximas dos verdadeiros valores quando
n=400, mas os erros padrao sao significativamente menores, mostrando que

as estimativas sao melhores.

Apesar de ter-nos centrado nos modelos p = 7' e 0 = exp(z'y), esta nao

¢ a unica forma de modelar estes parametros, e em algumas aplicacoes podem
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nao ser as mais apropriadas. Muitos outras formas podem ser propostas. Em
todos os casos, uma aproximacgao de Taylor é uma boa idéia para propor um

vetor de observagoes de trabalho.

Sé para mostrar como as estimativas sao similares aos valores originais
dos parametros para outros modelos, um segundo estudo de simulagao foi
desenvolvido com n = 400, com as mesmas variaveis explicativas e com y;
simulado da distribuigdo gama com média u; = exp(1+ 0, 14z, + 0,05x13) e
a; = exp(1l,440,04x,540,05214). As estimativas obtidas com valores iniciais
bo=0,2,81=0,3,08,=0,4 e =0,0002 para i = 1, 2, 3, sao resumidas na
tabela 4.3.

Tabela 4.3

modelo da média modelo de dispersao

Bo B B2 Yo 71 V2
valores 1 0,140 0,05 1,40 0,040 0,050

estimativas | 1,040 0,143 0,047 | 1,330 0,051 0,035
d. padrio | 0,013 0,20 0,007 | 0,502 0,012 0,032

Podemos ver que as estimativas dos parametros do modelo da média
estao muito proximos de seus verdadeiros valores, bem mais que no modelo
do parametro de forma. Assim, como na ultima simulacao, esperamos que

mais dados impliquem maior precisao na estimacao.

Exemplo 2. Um segundo estudo de simulagao foi desenvolvido com o obje-
tivo de examinar quao similares sao as estimativas e os valores dos parametros
quando modelamos a média e a variancia na distribuicao gama, que sao
parametros nao ortogonais. Para cada uma das variaveis X, Xo, X3, X4, foi
simulado n=400 (n=800) valores, como no primeiro estudo de simulagao, e os

valores y; da variavel de interesse Y, foram simulados por uma distribuicao
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gama com média p; = 15 + 3x9; + 2x3; € 02-2 = exp(3 + 0, 15z9; + 0, 15x2y;).
Amostras da distribuicao gama com média p e variancia o? foram obtidas
por geracao de ntimeros pseudoaleatorios a partir de uma distribuicao gama
com parametro de forma «; = 5—2 e parametro de escala igual a 1 e, entao,
multiplicados estes por %

Os valores dos parametros e suas estimativas (desvios padrao), encon-
tradas nesta simulagao a partir da amostra a posteriori, quando os valores
inicias sao 3; = 1,7 =1,2,3, vy = 10, e 7; = 0 para ¢ = 2,3, sao dados na

Tabela 4.4.

Para mostrar que as estimativas estao mais proximas dos valores originais
dos parametros quando a amostra é grande, damos na Tabela 4.4 outros re-
sultados obtidos numa simulagao, com os mesmos valores para os parametros,

n = 800 e valores iniciais 5; = 1,1 =1,2,3, v = 10, e 7, = 0 para i = 2, 3.

Tabela 4.4
modelo da média modelo da variancia
n Bo B B Yo §a! V2
valores 15 3 2 3 0.15 0.15

400 | estimativas | 17.153 2,966 1,805 | 3,330 0,147 0,127
d. padrao | 0,709 0,036 0,053 | 0,440 0,009 0,027
800 | estimativas | 16,204 2,964 1,931 | 3,147 0,150 0,137
d. padrao | 0,502 0,026 0,037 | 0,342 0,007 0,021

Quando n = 800, as estimativas dos parametros do modelo da média
e dos parametros do modelo da variancia estao proximos dos valores reais
e tém erros padrao pequenos, mas nao podem ser consideradas boas. As
estimativas com n = 800 sao melhores que as estimativas quando n = 400,

pois estam mais proximas dos valores reais e tém erros padrao menores.
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Nas simulagoes e na aplicacao dadas neste capitulo, para a estimacao
de cada um dos parametros foram geradas varias cadeias inicializadas em
valores diferentes. Em todos os casos, todas elas exibiram o mesmo com-
portamento qualitativo através das interagoes depois de um periodo inicial,
dando um forte indicio de um comportamento estacionario, que nos permite
assumir convergéncia das cadeias. Este comportamento é mostrado nas Fig-
uras 4.1(a — ¢) para os f’s e 4.1(d — f) para para os 7’s em cadeias com
n = 400, 10.000 iteragoes e dois conjuntos diferentes de valores iniciais. Uma
cadeia com valores iniciais ; = 1,1 =1,2,3, vy = 10, e 7, = 0 para ¢ = 2, 3,
e outra com valores iniciais f; = 30, o = 1, f3 =5, 71 =5 e y; = 1 para
1=2,3.

Paran = 400 a Figura 4.2 mostra histogramas das distribui¢coes marginais
a posteriori dos parametros. A partir destes, podemos ver que a distribuicao
marginal a posteriori de cada um dos parametros é aproximadamente normal.

Para a mesma amostra a figura 4.3 mostra um scatterplot da distribuicao
a posteriori para cada par de parametros. Caracteristicas gerais da dis-
tribuicao a posteriori podem ser facilmente identificadas a partir desta figura.
Por exemplo, a localizacao da posteriori marginal a distribuicao para cada par
de parametros do modelo, e correlagoes entre as componentes dos parametros
[ e . Esta figura mostra uma alta correlagao negativa entre os parametros

dos pares (fy, 51), (Bo, 52) € (70, 71), uma correlagao positiva entre os parametros

dos pares (5o, 52)

Ezxemplo 3. Um terceiro estudo de simulagao tem como objetivo ilustrar
esta metodologia quando o vetor de observagoes Y é a realizacao de um
vetor aleatorio cujas componentes sao independentes com distribuicao beta
de parametros « e A. Neste caso, modelamos logit(y) = 2/, onde p = o€

log(a + A\) = 2’y. Cada uma destas varidveis foram simuladas com n = 400
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Figura 4.1: Comportamento da cadeia amostral a posteriori para cada um

dos parametros do estudo de simulagao, com n = 400

valores. Os valores de X; sao iguais a 1 e definem um modelo com ponto
de intersecao. Os valores de X, foram gerados de uma distribuicao uniforme
no intervalo [0,30], e os valores de X3 foram gerados de uma distribuigao

uniforme no intervalo [0,20]. Z é a matriz de varidveis explicativas Z; =
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Figura 4.2: Histograma da distribui¢cao marginal a posteriori dos parametros

nas simulacao com n = 400.

X1, Zy = X3, e Z3 com 400 valores gerados de uma distribuicao uniforme
no intervalo [0,15]. Finalmente, os valores do vetor de observagoes foram
simulados da distribuigdo beta com «a; + A; = exp(3 — 0.02z29; + 0.0423;) e
média logit(u;) = —3 + 0.02x9; + 0.04x3;.
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Figura 4.3: omportamento das cadeias amostrais para n = 400, 10000 it-
eracoes e dois conjuntos diferentes de valores iniciais. Uma cadeia com val-
ores iniciais 5; = 1,7 = 1,2,3, 74 = 10, e 7, = 0 para ¢ = 2,3, e outra com

valores iniciais f; =30, S =1, B3 =5,7 =5 e~ =1 parat =2, 3.
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Com valores iniciais f = (0.5,0,0) e v = (0.5,0,0), obtivemos as esti-
mativas da média a posteriori (e os desvios padrao respectivos) mostradas
na Tabela 4.5. Neste caso a distribuigdo a priori assumida foi (8,7) ~

N(0,10°15).

Tabela 4.5
modelo média modelo para (a + \)
n=400 Bo b o o B! "2
valores | -15 005 02 | 3 20,02 0,04

estimativas | -1,499 0,051 0,196 | 3,182 —0,01245 0,01741
d. padrao | 0,085 0,004 0,006 | 0,247 0,01329 0,01648

Esta tabela mostra boas estimativas para os parametros do modelo da
média: estimativas sao muito proximas aos valores dos parametros e com
desvios padrao pequenos. Para o modelo do parametro o + A as estimativas
dos parametros v; € 72 nao sao tao boas como as do modelo da média.

Também modelamos a média e o parametro a com a mesma metodolo-
gia, e com variaveis de trabalho definidas como na Secao 4.3. Em todos os
casos, as estimativas dos parametros estao muito proximas dos valores dos
parametros e tém erros padrao pequenos. E, como no ultimo estudo, com

um maior numero de observagoes obtém-se melhores estimativas.

4.4.2 Correlagao a posteriori entre os parametros

Outro tépico de interesse analisado é a correlacao entre as estimativas dos
parametros do modelo. Especificamente, entre as estimativas de 5 e . Para
isto, calculamos a correlagao entre as estimativas dos parametros, a partir
da amostra a posteriori, nos exemplos 1, 2 e 3.

A Tabela 4.6 mostra a correlacdo entre as amostras a posteriori dos

parametros, quando modelamos a média p e o parametro de forma « na dis-
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tribuicao gama, com n = 400. Vemos que a correlagao entre os parametros
do modelo da média e os parametros do modelo no parametro de forma é

relativamente pequena, exceto para a correlagao entre v; e f;.

Tabela 4.6
Bo P B2 7o g V2
Bo| 1
B | -0,706 1

B2 | -0,506 -0,126 1

Y | -0,132 0,083 0,052 1

v | 0,148 -0,246 0,065 -0,236 1

v | 0,086 0,002 -0,096 -0,929 -0,078 1

A Tabela 4.7 mostra a correlacdo entre amostras a posteriori para as
estimativas dos parametros e 7 quando modelamos os parametros p e o na
distribuicao beta, com n = 400. Neste caso, também é possivel afirmar que
a correlacao entre as estimativas dos parametros da média e dos parametros
do modelo de a nao sao tao pequenas. Por exemplo, a correlacao entre (5 e

~v1 € de 0.332 e entre ;1 e vy de —0.259.

Table 4.7
Bo B B2 7o g 72
Bo| 1
By | -0,703 1

By | -0,696 0,134 1
% | 0,221 -0,259 -0,113 1

7 | -0,175 0,332 0,017 -0,641 1

Y | -0,170 0,074 0,229 -0,607 -0,081 1

Os resultados mostrados nas Tabelas 4.6 e 4.7, estao em concordancia

com a forma da matriz de informagao de Fisher. A Tabela 4.6 mostra uma
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correlagao relativamente baixa, entre as componentes de [ e y. Este resultado
¢é esperado, dada a forma bloco diagonal da matriz de informacao de Fisher.

Na Tabela 4.7 observa-se uma maior correlacao entre as componentes de 5 e

-

4.5 Aplicacao

Uma analise de dados do Imposto Predial Territorial Unico (IPTU) de um
setor de Recife, Brasil, feita pelos professores Gauss Cordeiro e Enivaldo
Rocha, tem mostrado que para estes dados as variaveis que auxiliam signi-

ficativamente na explicagao da varidavel IPTU sao:

PAV  : Rua Pavimentada
ESG : Servigo de agua
ILU : Iluminacao
ORD : ocupacao ordenada

LOC : De interesse local

Todas estas variaveis sao dicotomicas: PAV=1 se a rua é pavimentada,
e 0 no caso contrario; ESG=1 se a propriedade tem servico de dgua, e 0
caso contrario; ILU se a propriedade estd numa rua com iluminacao, e 0
caso contrario; ORD=1 se a propriedade estd num setor com uma ocupagao
ordenada (planejada), e 0 caso contrario; LOC=1 se a rua é local, isto é se
nao tem interesse para outros lugares da cidade, e 0 caso contrario.

Para a analise Bayesiana destes dados foi considerado o modelo
p= B+ BPAV + B ESG + B3I LU + B,ORD + B5LOC
para modelar a média, e o modelo
o = exp(y + NPAV + 1 ESG + v30RD),
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para modelar o parametro de forma a.

Dado que as estimativas classicas dos parametros S quando « é consi-
derado constante sao conhecidas: 3y = (766.6,266.2, 77.6,81.9,93.2, —414.7),
noés consideramos uma distribuicao normal como priori para 3, com média
b = [y e matriz de variancia 10000/g. Para 7 consideramos como priori
uma distribuicao normal com média ¢ = 0 e variancia 100/4. Os valores
iniciais para § foram (766.6, 266.2, 77.6, 81.9, 93.2, -414.7), e para -y, foram
Y% =-2,7=0,7%=0.

Tabela 8
modelo da média

60 61 62 63 /84 55
média. | 742,26 262,25 29,83 54,21 87,13 -383,39
d. padrao | 18,77 1597 494 11,44 3,09 18,62

modelo do parametro de forma

Yo 4! V2 73
média 2,159 -0,353 -0,112 0,189
d. padrao 0,152 0,619 0,601 0,327

Como nos resultados reportados pelos professores Gauss Cordeiro e Eni-
valdo Rocha, nesta tabela observa-se que todas as variaveis incluidas no mod-
elo da média auxiliam significativamente na explicacao da variavel IPTU. As
variaves consideradas no modelo do parametro de forma nao auxiliam na

explicacao do comportamento deste parametro.

4.6 Extensoes

Neste capitulo temos proposto uma metodologia Bayesiana para modelar

parametros ortogonais ou nao-ortogonais na familia exponencial de dois parametros.
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A simulacao e os exemplos dados mostraram eficiencia da metodologia pro-
posta.

Uma extensao desta metodologia pode ser de particular importancia. A
distribuicao de Neyman Tipo A, que é obtida da combinacao de duas dis-

tribuicoes de Poisson, estd definida por
Py(X\, ¢) = Ply = kA, ¢] = > e (N /D)e 7[(jg)* /K]
7j=1

para k > 0, e Py(\, ¢) = Ply = 0] = exp[—A(1 — e~?)]. (Johnson,1969)

Entao, podemos modelar A = 2/ e ¢ = 2’, e implementar esta metodolo-
gia de estimacao dos parametros mediante um processo iterativo. Mas,
como nesta distribuicao F(y) = A¢, podemos modelar p = A = 2/5, e

= pu(l 4+ ¢) = exp(z'7y) para algumas matrizes X e Z de varidveis ex-
plicativas e alguns vetores de parametros 3 e X\. Neste sentido, temos que
p=%—1e )= ~L e, entao a verossimilhanca pode ser facilmente estimada
ea metodologla 1mp1ementada.

Como ilustragao, suponha que estudamos um modelo assumindo que a
varia¢ao (no numero de grupos de ovos por unidade de drea) pode ser repre-
sentada por uma distribuicao de Poisson, em que o nimero de larvas desen-
volvidas dentro de cada grupo pode ser representado por variaveis aleatérias
independentes, cada uma tendo distribuicao de Poisson. Entao, a distribuicao
das larvas numa area escolhida aleatoriamente no campo, pode ser represen-
tada por uma distribuicao de Neyman Tipo A, e seus parametros modelados
como indicado anteriormente.

Existem outras extensoes relacionadas com os topicos tratados neste capitulo.
Apresentamos algumas que se constituem, além de um complemento teérico
importante, num apoio didatico ao estudo da Estatistica.

Pode-se mostrar que quando a média e o parametro de dispersao de dis-
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tribui¢oes na familia exponencial biparamétrica definida por (2.10) sdo mod-
elados como regressoes, o processo de obtencao das estimativas de maxima
verossimilhancga usando escore de Fisher pode ser considerado como um pro-

cesso iterativo de minimos quadrados ponderados.
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Capitulo 5

Modelos normais nao-lineares

Resumo

No Capitulo 3 propusemos uma metodologia Bayesiana para modelar a he-
terogeneidade da variancia na analise de regressao normal, dada a orto-
gonalidade entre os parametros de média e variancia, p e o?. Essa idéia
foi estendida no Capitulo 4 para uma metodologia para modelar parametros
ortogonais ou nao, na familia de distribuigoes exponencial biparamétrica.
Como exemplos da aplicacao dessa metodologia, se modelou neste Capitulo,
a média e o parametro de dispersao na distribuicao beta, e a média e a
variancia na distribui¢do gama. Aqui, estendemos essas idéias para ajustar
modelos normais nao-lineares e propomos a mesma metodologia para a mo-

delagem de parametros como modelos de regressao nao-lineares, na familia

exponencial biparamétrica.
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5.1 Introducao

Como nos capitulos anteriores, tratamos a varidvel aleatoria Y = (y1, ..., y,)’
com componentes independentes e média = (1, ..., 4n)’. X representa a
matriz de varidveis explicativas da média e Z a matriz de variaveis explica-
tivas da variancia. 8 = (f1, ..., 8p)" é o vetor de parametros do modelo da
média e v = (71, ...,7)" o vetor de parametros do modelo da variancia.

Em modelos normais, generalizando a componente sistemética para n =
f(z,B), onde f é uma fungao nao linear dos parametros, obtemos um mo-
delo normal nao linear com variancia constante. Quando a variancia nao é
constante, é necessario considerar uma analise com modelagem explicita da
variancia, incluindo possiveis efeitos na variabilidade, através de variaveis ex-
plicativas. Na andlise de modelos de regressao normal nao-linear a variancia
pode ser modelada, através de varidveis explicativas, como 02 = g(z,7), onde
g ¢ uma funcao de valor real apropriada: mondtona, diferenciavel e que leva
em conta a positividade da variancia, e nao necesariamente linear com relacao
aos parametros.

Uma outra generalizacao pode ser feita: a distribuicao da variavel de
interesse pode ser generalizada para outras distribui¢coes na familia expo-
nencial. Com estas generalizacoes chegamos ao que poderiamos chamar de
modelos nao lineares generalizados.

Os modelos normais nao lineares para uma variavel de resposta Y tem
duas componentes: uma funcao nao linear caracterizando a resposta média
e uma especificacao da variancia da resposta em cada observacao. Na mo-
delagem da variancia propusemos, no Capitulo 3, modelos da forma g(c?) =
2’7y, que poderiam resultar pouco apropriados se nao existir uma funcao da

variancia que possa ser expressa em forma linear com relacao a um conjunto
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apropriado de parametros. Neste capitulo, se propoe uma metodologia que
permite a modelagem da variancia como um modelo de regressao nao linear.
Isto é, consideramos que 0 = g(z,7), onde a fungao g depende de v, o vetor
r x 1 de parametros de regressao, numa forma nao linear.

Neste capitulo, estendemos a metodologia Bayesiana usada no Capitulo 3
para modelar a média e a variancia em modelos de regressao nao linear com
heterogeneidade da variancia.

A ordem das demais segoes deste capitulo é a seguinte. A Secao 5.2
apresenta o modelo normal nao linear. A Secao 5.3 apresenta o método
iterativo de Gauss-Newton. A Secao 5.4 estuda o processo de estimacao de
maxima verossimilhanca, usando o método escore de Fisher. A Secao 5.5
apresenta a metodologia Bayesiana e o algoritmo MCMC usado para fazer

inferéncia. Finalmente, a Se¢ao 5.6 apresenta algumas extensoes possiveis.

5.2 Modelos normais nao-lineares

Os modelos normais nao lineares, para uma variavel de resposta Y tém duas
componentes: uma funcao nao linear, caracterizando a resposta média e uma
especificacao da variancia da resposta em cada observacao. Seja y; a resposta
observada no i-ésimo valor z;, i = 1, ...,n, da variavel explicativa. O modelo

para a i-ésima observagao €, usualmente, escrito como

yZ:f(ZIZ'l,B)—FEZ, EZNN(O,O'?),ZZL,H, (51)

onde a funcao de regressao f depende de 3, o vetor p x 1 de parametros de
regressao, numa forma nao linear. Os erros aleatorios ¢; refletem a incerteza

na medicao da resposta e sao independentes, normalmente distribuidos, com
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média zero e variancia o?. A variancia pode ser modelada como uma fungao
0% = g(z,7). Esta fungio deverd ser monétona, diferencidvel e deve preservar

a positividade da variancia.

5.3 O método de Gauss-Newton

Pode-se aproximar p; = f(z;, 3) em torno de valores correntes 3° de /3, por

wi = f(ai, B) = flai, B9) + V f(ai, 898 — 8, (5.2)
onde
B = (517‘”76]))/7
ﬁ(C) = ( %C)w"aﬂéd)/?
0 s 9, i)

YV f (i, B [fg%lﬁ) 55 ,w 50
De (5.1) e (5.2) tem-se

& = y; — f (2, 89) = V(i 89) (8 = ). (5-3)

No caso em que a variancia é constante, para determinar o valor § que
minimiza a soma dos quadrados dos erros, determina-se o incremento § =
B — B9 que minimiza a aproximacio da soma dos quadrados dos erros dada
por

2

S1 [yi — flai, B) = V (@i, 89) (8 — B9)]
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O processo requer valores iniciais para 39 e estd descrito em Bates e
Watts (1988. pg. 40), como o seguinte. Seja V' a matriz que tem como
i-ésima fila V f(z;, 5¢)). Usando a decomposicio QR, temos que V = QR,
onde @ é uma matriz n x n e R é uma matriz n x p tal que Q' Q =1 e R é
zero embaixo da diagonal principal. Escrevendo R = [Ry,0]’, onde R; é uma
matriz p X p triangular superior, e Q = [@1]|Q2] com Q1 tendo as primeiras p
colunas de ) e (05 as ultimas n — p colunas de @), temos V = QR = Q1 R;.

Geometricamente, as colunas de () definem uma base ortogonal, para o
espacgo de resposta, com a propriedade que as primeiras p colunas definem
o plano dos valores esperados. Entao, se w é o vetor com componentes
wy = Q’lY e wy = Q’QY, a projecao de w no plano dos valores esperados
é simplesmente [w; 0] no sistema de coordenadas explicitado por Q e 7 =
Q[w; 0] = Quw; no sistema original de coordenadas. Para determinar a
estimacao dos minimos quadrados, temos que encontrar a valor de § que
corresponde a 7). J& que ) = V4§, Q1R10 = Qiw;. O ponto f(zs, B9 + 601,
estard mais préximo de Y que f(z;, 39)",, e, entdo, atualizando o valor
corrente de B para ™ = B9 4+ § numa nova iteracio, com B¢ = ),
obtemos um novo incremento. Este processo se repete até convergencia,
isto é, até que os incrementos sejam pequenos o suficiente para nao gerarem

mudancas significativas no vetor de parametros.

5.4 Estimacao de maxima verossimilhanca

usando escore de Fisher

Sejay;, i = 1,...,n, aresposta observada nos i-ésimos valores x; = (1, ..., Ty )/

ez = (z1,..., zir) de x e z. Dados os vetores de parametros § = (51, ..., Bp)/

ey = (7, ’yr)/, se as observagoes seguem o modelo y; = p; +€,1=1,....n
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com pu; = f(xi,B), & ~ N(0,02) e 02 = g(z;,7), o nicleo da fungao de

)

verossimilhanca é

1
202

L(B,7) & H?_lj exp{ — o5 [u— i B} 0F = glz),

onde f e g sao fungoes apropriadas de valor real, nao lineares com relagao

aos parametros. O logaritmo da funcao de verossimilhanca é

£(8,7) =~ i {Tos(0?) + 5 [~ F(as, 9]}

As primeiras e segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca,

com relacao aos parametros sao:

S5 = Sageln— e A5 B = L
g = g1~ el £l ] gaten ) = L
e L
g = S B)]a;;@f(% B)Lj=1, ..
o - ayzlj?[yz—f<mi, )] 5. v 815l ),

02 1 {1_2[yi_f($ia 6)]2} 9 9

= Xili5g Y ) 5
07107, =190t o} 8%9(2 ) a%g(z )
1., 1 1 2 07 :
_§Zi:1 12{1_0_12{?%_](‘(1‘17 ﬁ)} }8’}/56’}/7"‘9(2“ 7)7 la] :1,...,7°.

E, entao, a matriz de informagao de Fisher esta determinada por

02 10
{8/818/8_7} = Zz:l;’?aiﬁlf(xu ﬂ)x
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omag) = O
]
0% , 1 0 0
_E[ﬁwa% = 2i:12ﬁ‘?67%9(22', y) % 87719%’ 7). (5.4)

Dado que —F [ ar%%j} = 0, a matriz de informacao de Fisher ¢ uma ma-
triz bloco diagonal, onde um dos blocos, I3, corresponde a matriz de in-
formacao de 8 e o outro, I,, a matriz de informacao de 7, os parametros
[ e 7 sao globalmente ortogonais (Cox e Reid,1987) e suas estimativas de
maxima verossimilhanca B e 4 sao assintoticamente independentes. Assim,
pode ser proposto um algoritmo iterativo alternado para sua estimacao.
Note-se que se f(z;, B) = 28 e g(zi, 7) = exp(2;7), as equacdes de (5.4)

se reduzem a:

0?¢ 1
B = T, e
[aﬁlaﬁj] z:lO_iQ:L‘J:L‘l
o
—E — 0,
508,
o 1
[afna,yj] 2 1:121]2217

como no Capitulo 3.

Procedendo como no Capitulo 3,
IP3W); + 4 = SLi Vi, )8
L= e D)
= 2?210112[7% +yi — [, 5)]%
onde n; = V f(z;, 8)5. Como consequéncia, a variavel de trabalho Y para a

estimacao de 8 dado v, tem componentes

Ui =ni +yi — f(x, B). (5.5)
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Para a estimacao de  dado « o algoritmo de escore de Fisher leva a
gD — (X' X)X WY (5.6)

para todo k, sendo W®*) a matriz com entradas w!® = 1/(62)®, onde

(02)®) = g(z;, v*). A matriz X tem como i-ésima linha V f(z;, ).

2

Para determinar as estimativas de 7y, do algoritmo escore de Fisher, temos

que

® _ yn 1 4
(L(,k)ﬁ(k))j tq;" = Ei:1T#V9(2ia 7)Y ¥ 87%9(% 7)
| 1 9 O
_EiZIT"?[l - ;ZQ(yz - f(mzy B)) }87%9(7517 7)
1 0 .
= X [0 — o + (yi — [ (s, 5))2]%9(21‘7 Vi=1 ..,

Da expressao anterior se conclui que a variavel de trabalho na estimacao de

v é
gi =i —op + (yi — flxi, B))° (5.7)

Neste caso, a formula decorrente do método escore de Fisher para a estimacao

de v é

A — (Z W) Z WY, (5.8)

onde W = diag(1/20%). A matriz Z tem como i-ésima linha Vg(z;, 3).

Em resumo, dados os valores iniciais 8 e v(9 para os parametros, um
algoritmo iterativo alternado para obter as estimativas de méxima verossim-
ilhanca de /3 e v pode ser proposto a partir das equacoes (5.6) e (5.8). B*+1)

se obtém mediante a equacdo (5.6), dados os valores correntes de 3 ¢ y. *+1)

87



é obtido a partir da equagao (5.8) dados os valores correntes de § e y. O pro-
cesso iterativo continua até que seja satisfeito algum critério de parada, por
exemplo, até que as mudancas entre estimativas de ciclos sucessivos sejam

suficientemente pequenas.

5.5 Metodologia Bayesiana para estimacao dos
parametros num modelo nao-linear

Como nos capitulos anteriores, por simplicidade, consideramos como dis-

tribuicao a priori, p(3, ), dada por

b B C
LR

o 9] \C @

Com a funcao de verossimilhanga L(f, ) dada pela distribuigao normal,

e usando o teorema de Bayes obten-se a distribuicao a posteriori

m(B,7) ~ L(B,7)p(B,7)-

Dado que a distribuigao a posteriori 7(/3,y) nao é tratavel analiticamente,
que dela é dificil gerar diretamente amostras dos parametros e, levando em
conta, que [ e v sao ortogonais, propomos amostrar esses parametros me-
diante um processo iterativo alternado, amostrando 3 e v a partir das dis-
tribui¢oes condicionais 7(/5|y) e m(y|3), respectivamente. Entretanto, dado
que 7(B|y) e m(v|f) ndo sao tratdveis analiticamente e que é dificil gerar
amostras de [ e v a partir delas, se propoém nicleos de transicao ¢, e
g2, para gerar amostras a posteriori dos parametros usando o algoritmo de

Metropolis-Hasting.
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Para modelar a média yu; e a variancia o? como u; = f(x;,3) e 0? =
g(zi,7y) propomos a metodologia usada no Capitulo 3. Aqui § e v sdo os
vetores de parametros, x; o i-ésimo vetor de variaveis explicativas da média,
e z; 0 i-ésimo vetor de varidveis explicativas da variancia. De (5.5) e do

algoritmo escore de Fisher, a variavel de trabalho iguala

i = V (2, BB +y; — f(x;,89),i=1,...n,

e esta tem distribuicdo normal com média E() = V f(x;, 39)3) e variancia
Var(g;) = Var(y;) = .

O nucleo de transicao q; é explicitado como a distribuicao a posteriori de
obtida da combinagao da distribuigao a priori condicional S|y ~ N(b, B) que
resulta da priori, com o modelo observacional de trabalho ; ~ N (f;ﬂ, o?),

onde #; = V f(z;, 39). Procedendo como no Capitulo 3, obtém-se:

@ (B16.9) = N(b", B),

onde

b =B (B'b+ X'27'Y),

B*=(B'4+ X'uo71X)™!

com Y = diag(c?).

A distribuigao condicional completa 7(7|3) é intratavel analiticamente e
com ela nao é facil gerar amostras de v. Procedendo como na amostragem
de 3, se B9 e 4 sdo os valores correntes de 3 e 7, de (5.7), segue que a

variavel observacional de trabalho tem i-ésimo elemento dado por

i = V(277 = (02) + (s = f(wi, 9P,
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onde 7 = (%c), ...,79) é o valor corrente de v = (71, ...,7,) €

vg(,y(c)) _ [ag(ziy 7)

oy T’%«H(C)]

Esta variavel tem média e variancia dadas por

E(y) = Vg(zi,79)y

Var(y) = Var{(y; — f(z:, 5%)*} = 29(z;,7)).

O nicleo de transicao ¢y é explicitado como a distribuicao a posteriori de
v obtida da combinagao da distribuigao a priori condicional |8 ~ N(g, G)
que resulta da priori, §; ~ N(Z3,02), onde 2 = Vg(z, 8)). Procedendo

como no Capitulo 3, obtém-se:

2(7|8) = N(g*,G"),

onde
g* _ G*(G—lg + X'E—l}?)’
G'=(G '+ 72212,

com ¥ = diag(207).

O algoritmo de amostragem esté determinado pelos seguintes passos:

1. Inicialize o contador de iteracdes em j = 1 e dé valores iniciais (3(?), 4(%)).

para (8,7)
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2. Movimente o vetor 3 para um novo valor ¢ gerado da proposta q; (39 -1, ).

3. Calcule a probabilidade de aceitacdo de movimento, a(3Y~Y ¢) . Se o

movimento é aceito, entao 59 = ¢. Se ndo é aceito, entdo V) = gU~1,

4. Movimente o vetor v para um novo valor ¢, gerado da densidade pro-

posta go(77 71, ).

5. Calcule a probabilidade de aceitacio do movimento, a(yV=Y, ¢). Se o

movimento é aceito, entdo 79 = ¢. Se nao é aceito, entdo Y\ = U1,

6. Finalmente, mude o contador para j para j + 1 e retorne a 2 até que

haja convergéncia.

5.6 Extensoes

Seja Y = (y1,...,yn) seguindo o modelo Y ~ FFE(u,7), onde a média p e
o parametro de dispersao 7 sao ortogonais. Para ajustar os modelos pu =
f(x,8) e =g(z,7), onde f e g sdo fungdes nao lineares apropriadas, pode
ser aplicada a metodologia proposta na Se¢ao 5.5. Do algoritmo escore de
Fisher, procedendo como na Segao 5.4, se obtém variaveis de trabalho g e g.
Considerando os modelos observacionais g ~ N(ji, %) e § ~ N(j1,5%), onde
i =Vf.p, %= Var(y), i = Vg.y, 5% = Var(y), e distribuigoes prioris para
os vetores de parametros 3 e 7y, as propostas ¢; e ¢ para a amostragem de

[ e de v, respectivamente, sao obtidas como no algoritmo descrito na secao.
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Capitulo 6

Modelagem da média e matriz

de covariancias

6.1 Introducao

Em modelos lineares classicos temos as seguintes hipoteses: (i) O vetor e
tem componentes €;, ¢ = 1,...,n, independentes normalmente distribuidas,
cada uma com média zero e variancia comum o?; (ii) Cada covaridvel é
deterministica, isto é, os x;; , 1 = 1,...,n, j = 1,...,p, sao varidveis fixadas
nao estocasticas.

Quando existe heterogeneidade da variancia, a hipdtese (i) falha, mas
algumas vezes pode ser obtida mediante uma transformacgao de Box e Cox
(1964) da variavel resposta. Como isto nao necessariamente ocorre, é conve-
niente fazer uma analise com modelagem explicita da variancia, por exemplo,

como foi introduzido por Harvey (1976). O modelo proposto foi dado por

Y =pu+e€ onde p=Xg, (6.1)
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com uma regressio para a variancia observacional Var(e;) = o2

)

glod) =z, i=1,..n, (6.2)

onde v = (71,...,7s) é o vetor de coeficientes da regressdao da variancia e
2z = (Z1,...,%5) e o vetor de covaridveis ou de varidveis explicativas da
variancia, onde z;; = 1, em geral, e definido para o intercepto no modelo
da variancia. Os vetores z;;’s podem conter alguns ou todas as variaveis em
x; = (x4, ..., x;) € outras varidveis nao incluidas em z;. A funcdo g é geral-
mente a func¢ao logaritmo natural. No Capitulo 3, este modelo foi estudado
sob as metodologias classica e Bayesiana.

Quando €; € €;, i # j, ndo sao independentes, entao Var(e) = ¥ nao é uma
matriz diagonal. E é necessario fazer uma andlise com modelagem explicita
dos elementos que nao estao na diagonal da matriz de covariancias. Mas,
usualmente, algumas restricoes sao usadas para garantir que a matriz de co-
variancias seja definida positiva. Por exemplo, em processos estacionarios
gaussianos estudados em Geoestatistica, a matriz de covariancias é explici-
tamente modelada através de funcoes de correlacao. Estas sao modeladas
como uma fungao da distancia euclidiana entre as unidades de observagao.
Em adicao, ja que algumas propriedades sao impostas nesta funcao pela es-
trutura espacial, unicamente funcoes de correlacao pertencentes a familias
especificas sao utilizadas. Para maiores discussoes, veja Diggle e Verbyla
(1998) e Stein (1999).

Pourahmadi (1999) mostra que a decomposi¢ao de Cholesky da matriz
de precisao ofrece uma reparametrizagao irrestrita da matriz de covariancias,
que ¢ facilmente interpretavel estatisticamente. Esta tem interpretacao es-
tatistica em dados longitudinais através da consideracao de modelos de an-

tidependéncia (Gabriel, 1962; Machiavelli e Arnold, 1994). Com esta repa-
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rameterizagao, os parametros da matriz de covariancias podem ser modelados
como funcgoes de variaveis explicativas.

Neste capitulo, seguimos a estratégia de modelagem proposta por Pourah-
madi (1999), que é baseada na decomposi¢ao de Cholesky da matriz de pre-
cisao. A secao seguinte apresenta o modelo e revisa alguns tépicos de modelos
anti-dependéncia usados em nossa proposta de modelagem da matriz de co-
variancias. A Secao 6.3 inclui alguns tépicos de dados longitudinais normais,
que podem ser ajustados como uma aplicacao dos modelos descritos aqui. A
Secao 6.4 apresenta um resumo da abordagem classica. A Sec¢ao 6.5 apresenta
a proposta Bayesiana baseada no método escore de Fisher para o algoritmo
MCMC usado para fazer inferéncia neste modelo. A Secao 6.6 apresenta a
simulacao realizada para estudar a eficiéncia dos métodos propostos. A Segao
6.7 aplica a metodologia a andlise de dados reais, originalmente reportados
por Kenward(1987) e analisados com estes modelos numa perspectiva classica

por Pourahmadi (1999, 2000). A Segao 6.8 inclui algumas conclusoes.

6.2 O modelo

Um requerimento para a analise é que a matriz de variancias-covariancias
deverd ser definida positiva. Como, além disso, é desejavel uma estrutura
de ¥ que permita sua inversao numa forma eficiente, nés adotamos a mode-
lagem da matriz de variancias-covariancias sugerida por Pourahmadi (1999).
Considere o modelo de anti-dependéncia

i—1

Yi—pi = Z(bZ](Y? — 1) + Vi, vy ~ N(0,07), i=1,..,m, (6.3)

j=1
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onde E(Y;) = u;, v; ~ N(0,0?) sdao mutuamente independentes e a notagao

0

i1 zij = 0 6 usada. Entdo, escrevendo (6.3) numa forma matricial, obtemos

v=T( —pu), v~ N(0,D) e D= diag(c?), (6.4)
onde V' = (v1,..., 1), ' = (f1, ..., ptn) € T = (t;5), com
1 if j =i

0  para outros casos

Var(v) = D = TVar(Y — )T =TXT. (6.5)

Como consequéncia de (6.3) e de (6.5), 3 é obtida indiretamente a partir
de D e T. Note que a decomposicao de Cholesky é tnica. Isto, também,
garante que X seja definida positiva ja que uma matriz simétrica X é positiva
definida, se e somente se, existe uma tnica matriz triangular inferior T, com
1’s como elementos da diagonal principal, e uma tnica matriz diagonal D
com entradas diagonais positivas tais que TST =D (Newton,1988, pg. 359;
Pourahmadi, 1999).

Assim, de (6.4)

Y =, -T)Y +v, (6.6)

onde Y =Y — p. Supondo que existe um vetor de varidveis explicativas (da

. A . !
covariancia) w;; = (wjj1, ..., Wi, ) , podemos escrever
i . .
bij = wi;A 1 <i < j <, (6.7)

onde A é o conjunto de parametros A\ = (Aj,..,)\,). Dado que ¢;; =

2wy A, @ matriz I, — 1" pode ser escrita como uma combinagao linear
I, —T =MW+ ..+ \W,, (6.8)

95



onde W, = (w;j;), | = 1,...,7, sdo matrizes n X n tais que w;;; = 0, if ¢ < j,
e w1 = 1,set > jel =1, para obter um modelo com intercepto na co-
variancia. Observe-se que nao existe uma estrutura particular imposta em
> através de T' ou D. Por exemplo, nao existem elementos particulares de
¢i; iguais a zero. Nesta forma, a matriz de covariancia segue uma estrutura
de dependéncia. Estruturas particulares podem ser impostas em 7', por ex-
emplo, fazendo algumas de suas entradas ¢;;’s com i < j iguais a 0. Isto
é possivel mediante uma escolha apropriada das matrizes de covariaveis W,
l=1,..r.

Como uma consequéncia de (6.6) e (6.8), o modelo (6.3) pode ser expresso

na forma

~h

= MWY + .+ \WY +u
= M4+ ANV 4
= VA+v, (6.9)

ondev ~ N(0,D)eV = (V4,...,V,) com V; = W)Y, paral=1,...,r. Observe
que para valores fixos de 3, 0 modelo Y ~ N(V\, D) é obtido.

Dado que ¢;; pode ser modelado como em (6.7) e que g(o?) pode ser
modelado em termos de covaridveis como em (6.2), resumimos o modelo

global para a média pu e as matrizes T" e D por

h(w) = =8, g(0?) = 27, h(diy) = wiA,

para algumas fungoes apropriadas h,g e f. Aqui z;, z;, w;; sao vetores de
varidveis explicativas p x 1, s x 1 e r x 1, respectivamente, e 5 = (S, ..., 5,)’
v =("1,-7s) € A= (A1, ..., \s) 880 0s parametros correspondentes & média,

variancia e covariancia.
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6.3 Dados longitudinais

Na Sec@o 6.2 uma tunica série de observacoes Y = (yi, ..., y,) é considerada.
Assumimos agora em vez de uma unica série de observagoes, varias séries de
observagoes associadas com unidades independentes de observagao. Explici-
tamente, consideramos m vetores aleatérios independentes Y; = (Y, ....., Y; NZ.)/,
i=1,...,m com média pu; = (1, .-, Mz’Ni)/ e matriz de variancia-covariancia

/ — . ~
¥ = T, D; '}, como descrito na Secdo 6.2. Em resumo, temos que

/

Y = (Y1, Vo) ~ N(, %),

i ’ / . .
onde = (pty, ..., it,,) € 2 = diag(%;), i =1,...,m.
Para modelar a média e a matriz de covariancia, como na Secao 6.2,

consideramos o modelo autorregressivo

v =T(Y — ) ~ N(0, D),

onde D = Var(e) = TST', T = diag(T;) e D = diag(D;). A estrutura bloco
diagonal de T e D em estudos de dados longitudinais segue da hipdtese
de independéncia entre Y;, ¢ = 1,...m, e serda usada para modelar dados

longitudinais reais na Secao 6.7.

6.4 Resumo da abordagem classica

Dado que Y ~ N(u, %), 7' = T'D7'T e que |S| = |T||D||T'| = |D|, o

logaritmo da verosimilhanca é dado por

—20(B,\Y) = log|D|+ (Y = m)S7 (Y — p)
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= ¥ log(o?) + (Yf V)\)D Y —V))

" (g V)\
= Z?llogat Z )

onde V = (V1,..., V) e V; = Sl 1wy; i

A funcao escore tem componentes

o0(0 ,

L
ag(f) = VD HY -V))e

a0(h) 1, 1, .

el §Et:12ti(1—;?<yt—vt)\)2),Zzl,...,r. (6.10)

As duas primeiras equagoes em (6.10) s@o lineares em [ e v, respectivamente.

Fazendo estas iguais a zero, obtemos

=3 = (X2 X)Y(X'T 1Y), (6.11)

A= A(B.D) = (V'DV) (V' DY),

onde (5 , D) representa um estimador de A, supondo e D conhecidos.

Por outro lado, denota-se por I, I, I os blocos da matriz de informacao
correspondentes aos parametros 3, v e A, respectivamente, e por Ig e Iy, 0s
blocos da matriz de de informagao correspondentes aos pares de parametros

(B,7) e (A7), respectivamente. Logo,
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Iy = _E(aﬁaﬁ’> = X'91X,

b= By =V

L, = —E(iggi,) = ;Z’Z,

Iy = —E(?fjé?) = —X'(%55 JE(Y — XB) =0,
(%705)

1
) == §E?leti2tjE
1

n
§Et:12tiztj .

Ainda, I, # 0, j& que

. <az2(9)

am) = B{SLiay [;tz(ﬂt—‘/{k)}%,z},

onde V, = Zf;% Wy iYi, € Vi = ZE;% wy,; 1Y;- Entao, temos que

2
E<§Afgi)j) = E{E?lztu[;?(@t—v;’x)]ml}

R _ _ _ _ _
= E{2?212@]'(ﬁzizﬁwt,k,zykyt) — (S weadi) (ShZiwn sdin V)|

= E[Z?:I'Zt,j (;ngc;llwt,k,lﬂtgk)] - EKZZ_:llwt,k,z?k) (Ei;ll@,kﬂkﬂ

1

n t—1 t—1 vt—1

= E)5:1215,3‘ (?Zkzlwt,k,lat,k - Ek:1zi:10—k,iwt,i,l¢t,i)
t

1

n t—1 t—1

= N1 [;2 V=1 (0ek — Ek:lgk,igbt,i)wt,il}'
t
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Dado que Ig\ = I3, = 0, a matriz de informacao de Fisher é uma matriz
bloco diagonal, na qual o bloco Iz corresponde a matriz de informagao de
B e o outro bloco formado por Iy,ly, Iyx, Iy, a matriz de informagao de
v e A. Assim, os parametros podem ser estimados mediante um processo
iterativo alternado onde, dado A*) e 4¥) 3 pode ser atualizado usando a
equagao (6.11) e, dado o valor corrente de 3, (v, A) pode ser atualizado
com o algoritmo de escore de Fisher, solucionando as equacoes que resultam
em fazer as duas ultimas expresdes de (6.10) iguais a zero. O algoritmo
pode ser formulado como um algoritmo sucessivo alternado entre e (v ,
A) e inicializado com valores de § e A estimados por minimos quadrados e
7=,0,...,0) 1 #0.

Um algoritmo para obter as estimativas de maxima verossimilhanca dos

parametros dos modelos de média e variancia é como segue:

—_

. Fornega valores iniciais A = 0, e v = (71,0, ..., 0).

2. Estime o valor inicial de § usando (6.11).

0

3. Atualize o = (A, 7), solucionando as equagoes “5> = 0 e 90 —

Oy

usando o método escore de Fisher.

4. Compute X e atualize 5 usando (6.11).

ot

. Repita os passos 3 e 4 até convergéncia nas estimativas de f3.

Por simplicidade, nesta secao, considerou-se um tnico vetor de observagoes
independentes Y = (yi, ..., ¥, ), mas poderia ter sido considerado varios ve-
tores de observagoes (Y1, ..., Y,,) como em Pourahmadi (2000), sem ter mu-
dancas significativas nos desenvolvimentos tedricos, ném no algoritmo pro-
posto para obter as estimativas de maxima verossimilhanca. O algoritmo it-

erativo proposto por Pourahmadi (2000) para obter as estimativas de maxima
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Verossi-

milhanca de 3, v e A usando o método escore de Fisher é como segue:

1. Dé um valor inicial B para [3.

2. Compute S = m™'S"™ (Y; — X;8)(Y; — X,f3) e seus fatores T e D para

ser-rem usados como valores iniciais no passo seguinte .

o) _ o 20 _
Y

3. Compute a = (5\, '~y)/ como uma solugao das equagoes =5~
0, usando o método iterativo escore de Fisher. Obtida a convergéncia,

compute D(X\),T(5) e 2~' = T(3) DY (N)T(7).
4. Atualize 8 usando

B=(2r, X2 X)) e, X5

5. Pare o processo se § = [ e tome [ como a estimativa de 3. As esti-

mativas de o, T, D e ¥ sdo dadas por & = &, T' = T(7), D= D(S\) e

3 = 3. Caso contrério, repita os passos 2-4 substituindo B por B

6.5 Abordagem Bayesiana

/

Assumindo o modelo observacional Y = (Y1,...,Y,) ~ N(u, %), onde p de-
pende de § através de (6.1) e ¥ depende de v e A através de (6.2) e de (6.7),

a funcao de verossimilhanca é dada por

LB oy AY) o DI e { =2 (v = w57 = )}, (6.12)

pois que [S| = [T"| |D||T| = |D].
Agora, uma distribuicio a priori p() para 6 = (5,7, )" deve ser especi-

ficada para obter a distribuicao a posteriori. Por simplicidade assumimos
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como 0 ~ N(6y, ), onde 6y = (bg, go, lp)’. Um modelo possivel para ¥ é de
forma bloco diagonal, implicando independéncia a priori entre 8,7 e A. Em
cada um dos casos, as distribuicoes a priori condicionais completas para [,
v e X sao dadas pelas distribuigoes normais, denotadas por N (b, B), N(g,G)
e N(I, L), respectivamente. Os valores de (b, g,l) e (B, G, L) sao facilmente
avaliados, como no Capitulo 3, a partir de 6y e 2.

A partir do teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori para # é dada

por

7(8,7,A) o DI exp { =S (=X B (Y=X5) - 3(0-00)' 5" (6-00)}.

(6.13)

1
2

A distribuicao a posteriori (6.13) é intratavel analiticamente e nao é facil
amostrar dela. Mas, pode-se demostrar, novamente como no Capitulo 2, que

a distribuigao condicional completa a posteriori 75 = 7(5]7y, A) é dada por:

1

78N o exp {5 (y=X8) S (Y=X5) - 3(5 -8 BB - 1)}

x e {260 BE -],

onde b* = B*(B™'b+ X'Y7'Y) e B* = (B! + X' ©7'X)~L. Desta forma, 7z
¢ uma distibuicao normal com média b* e matriz da variancias-covariancias
B*. Isto é,

(Blv, A\, Y) ~ N(b*, B"). (6.14)

Neste caso, é possivel amostrar 3 diretamente de mg. Valores de S podem
ser propostos diretamente de 7z e aceitos com probabilidade 1. Isto é Gibbs
sampler (Geman and Geman, 1984).

A forma quadrética Q(Y) = (Y — u)' =Y — p). que aparece na verossi-

milhanga pode ser escrita como
QYY) =Y'T'D'TY = (Y —VA/D Y —V)\)
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Desta forma, de (6.12) e levando-se em conta (6.9), a distribuigao condicional

= (A8, v) é dada por

T(AlB,7) o eXp{—;(Y/—VA)'D—l(Y/—VA)_;(A_l)’L—l(/\_l)},

X exp {—;()\ — 'L (N — l*)} ;

onde I* = L*(L~'+V'D7'Y) e L* = (L' + V'D'V)~!. Desta forma, 7y
¢ uma distribui¢cao normal com média [* e matriz da variancias-covariancias

L*. Assim,

(AB, 7. Y) ~ N(I", L7). (6.15)

Valores de A podem ser propostos diretamente de m(\,|5,7) e aceitos com
probabilidade 1.
Ao contrario as distribui¢oes condicionais 7 e 7y, a distribui¢ao condi-

cional 7., 7(y|8, A), dada por

w(11) o< [DI 2 exp {2 (7 = VAV DT VN = 20— ) G~ )
(6.16)
¢é intratavel analiticamente e nao é facil gerar amostras dela. Neste caso,
temos que construir uma proposta apropriada para aplicacao do algoritmo
de Metropolis-Hastings. Para tal fim, usamos a metodologia proposta no
Capitulo 3 para modelar heterogeneidade da variancia em modelos de regressao
normal para varidveis independentes.
O algoritmo requer variaveis de trabalho para aproximar transformagoes
das observacoes em torno dos valores correntes das estimativas dos parametros.
Nas iteracoes de 7, 3 e \ sdo consideradas fixas em seus valores correntes 3(¢)

e A9 e dado (6.9), procedendo como no Capitulo 3, o modelo observacional
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de trabalho é

ti = (}';;(C) _ Ul'(C)l)\(C))Z ~ 0'12X%7 para 1= 1’ vy M,

onde Y© = Y — X3 ¢ vfc) é a i-6sima linha de V(. As observacoes

t; tem média E(t;) = o? e variancia Var(t;) = 20%,

respectivamente, e sao
relacionadas aos parametros de regressao 7y através do modelo g[E(t;)] = 2.

Dada a diferenciabilidade de g,
g(ti) = glEt)] + g Bt — E(t)] =1

Esta aproximacao de g é a variavel de trabalho que resulta do algoritmo

escore de Fisher. Denotando esta varidvel de trabalho por ¢, temos que:

Var[g(t;)] ~ Var(t;) = Var{g[E(t;)] + ¢ [Et:)][t: — E(t;)]
= J[E)]*Var(t;).

Em consequéncia, se 5 e 7(© sdo os valores correntes de 3 e v, as

observagoes de trabalho sao
fi = 20+ g/ (g7 (NI = 0PN = g7 (= )]
que tem variancia
Var(t) = [¢'(g ' ))PPVar(t:)
= 20 (g7" (5" ))g ™ (i)

Quando g = log, a expressao anterior se simplifica e as observacoes de
trabalho se simplificam para

(?;(C) . UZ(C)’)\(C))Q
exp(2{7(?))

ti = Z;’Y(c) +
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que tem variancia associada igual a 2. O ntcleo de transicao normal g,
baseado no método escore de Fisher é obtido como a distribuicao a posteriori
que resulta da combinagao da distribuigao normal a priori v|8, A ~ N(g, G)

com o modelo observacional #; ~ N(zy,2), i = 1,...,n. Isto é,

¢ (v, ") = N(g*,G"), (6.17)
onde

g = GG lg+2717'Y),

G* = (G r+27' 72 7)

Esta idéia foi introduzida por Gamerman (1997b) para definir uma pro-
posta geral de amostragem baseada no algoritmo escore de Fisher, para fazer
inferéncia Bayesiana em modelos lineares generalizados.

Dadas as caracteristicas das distribui¢oes condicionais nao amostraremos
todas as componentes do vetor § = (f3,, )\)/ simultaneamente. Explicita-
mente, nés amostramos 3 e \ diretamente de suas condicionais completas e
~ da proposta descrita anteriormente.

O algoritmo MCMC seguinte pode ser usado para obter amostras da dis-

tribuicao a posteriori:

1. Inicialize o contador de iteracoes da cadeia j=1 e dé os valores iniciais

(B, 4O \©O)
2. Movimente o vetor J para um novo valor ¢z gerado de (6.14).
3. Movimente o vetor A para um novo valor ¢, gerado de(6.15).

4. Proponha um novo valor ¢., para 7 gerado do nicleo proposto (6.17).
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5. Calcule a probabilidade de aceitacao do movimento a(fy(j_l), ®+). Se o

movimento é aceito, entdo ) = ¢,. Se ndo é aceito, entao v = =L,

6. Mude o contador de j para j+1 e volte ao passo 2 até convergencia.

6.6 Estudo de simulacao

Um estudo de simulacao foi conduzido para examinar quao similares sao
as estimativas dos parametros dos modelos comparadas com os valores cor-
respondentes dos parametros. Inicialmente, simulamos n = 50 valores de 5
variaveis explicativas X;, parai =1,2,3, e W;, parai = 1,2. As varidveis X,
X; e X3 foram geradas das distribuigoes U[0, 50], U[5, 15] e U[0, 20], respec-
tivamente, e os valores (abaixo da diagonal) das varidveis explicativas W,
para i = 1,2, foram simulados das distribuigoes U|0, 20] e U[5, 15]. Os valores
de Y foram simulados de uma distribuicao normal multivariada com média
pi = B+ Boxys + Py e matriz de covariancias ¥ = T-'D(T')~!, onde D =
diag(c?), T = (—¢ij), log 02 = Y1 +Y2x1i +73T3: € dij = A1+ Aawij1 + Azwijo.
Os valores dos parametros foram g = (20,3,—1.5), v = (=8,0.09,0.1)" e
A = (—0.5,0.04, —0.02)". A distribuigao a priori usada foi § ~ N(0,103I). A
Figura 6.1 mostra o comportamento da cadeia amostral para cada parametro.
Todas elas com um estado transiente pequeno, indicando uma rapida con-
vergéncia do algoritmo. Os resultados reportados nesta secao sao baseados

numa amostra de 4,000 pontos depois dos primeiros 1,000.

106



@ (@ (©)

~ 3
=) o ]
< o o =)
N
g . E o g
o 2 >
o o 5 £ 9
3 g7 g
3 ® R
= <
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Iteration Iteration Iteration
(b) (e) ()
8 4 8
] =) [S]
g 2 8 <8
E - £
a 8§ 3 E <
I 8 s g0
3 8 g
o S =]
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Iteration Iteration Iteration
(©) ® @
o <
o~
g 3 :
Q - ?
& O N o S
9 = E o 2 3
g g £ 3 E S
o [V S
' =]
8 g g
< & ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Iteration Iteration Iteration

Figura 6.1: Comportamento da cadeia amostral para cada um dos parametros
do estudo de simulagao, com n = 50. Parametros do modelo da média: (a)
Bo, (b) 51, (c) [a. Parametros do modelo da variancia: (d) 7o, (e) 71, (f)
72. Parametros do modelo de antidependéncia: (g) Ao, (h) Ay, (i) Ae.

A Tabela 6.1 apresenta os valores da média e o desvio padrao a posteriori

para os parametros dos modelos da média, da variancia e da covariancia.
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Tabela 6.1

modelo parametros | valores reais | estimativas d.p.
Bo 20 20.025 | 0.050

média b1 3 2.999 | 0.0017
Ba —1.5 —1.500 | 0.0069

Ao —0.50 —0.5000 | 0.0066

covariancia A 0.04 0.0398 | 0.0010
A2 —0.02 —0.0200 | 0.0001

Yo -8 —7.143 | 0.763

variancia " 0.09 0.068 | 0.015
Yo 0.10 0.056 | 0.041

A Figura 6.2 mostra os histogramas da distribugoes marginais a posteriori
para cada um dos parametros. Os histogramas parecem mostrar que estas
distribuicoes sao aproximadamente normais.

A Tabela 6.2 apresenta a correlacdo a posteriori entre as estimativas dos
parametros. Em geral, o intercepto dos modelos da variancia e covariancia
tem alta correlacdo com os parametros da média. Os outros parametros
mostram uma pequena, mas nao desprezivel correlagao, ‘a excecao da alta
correlagao entre Ay e (S, f2). A figura 6.3 mostra uma amostra da posteriori

para cada par de parametros (v, ). Esta basicamente confirma as conclusoes

baseadas na tabela da correlagao a posteriori.
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Figura 6.2: Histogramas da distribuicao marginal a posteriori no estudo

de simulagao. Parametros do modelo da média: (a) By, (b) £, (c) Bo.

Parametros do modelo da variancia: (d) 7o, (e) 71, (f) 72. Parametros do

modelo de antidependéncia: (g) Ao, (h) Ay, (i) Aa.

Tabela 6.2

Bo B B2 7o 2! 72 Ao A1 Ao
Bo 1
b1 0.05 1
Ba | —0.77 —0.68 1
Yo 0.03 —0.54 0.32 1
v | -0.06 0.22 —-0.09 | —0.73 1
v | —0.12 0.21 —-0.04 | —0.70 0.28 1
Ao 0.08 0.59 —-0.44 | —0.33 0.15 0.09 1
A1 0.06 —-0.21 0.09 0.07 —=0.00 —0.05 0.59 1
A2 | —0.38 —0.77 0.77 047 —-0.17 -0.17| -0.69 —-0.21 1
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Figura 6.3: Amostra da distribuicao a posteriori para cada par de parametros

no estudo de simulagao.
6.7 Aplicacao

O experimento reportado por Kenward (1987) é baseado em peso de gado

alocado aleatoriamente a dois grupos de tratamentos A e B. Seus pesos foram
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recoletados para estudar os efeitos de tratamentos de parasitas intestinais.
30 animais receberam tratamento A e outros 30 receberam tratamento B.
Estes foram pesados n=11 vezes num periodo de 133 dias; as primeiras 10
medicgoes de cada animal foram feitas com um intervalo de duas semanas e
a ultima uma semana depois. O tempo em que foram feitas as medicoes foi
registrado como t = 1, 2, ..., 10, 10.5.

Para o grupo com tratamento A com n = 30 animais, Pourahmady (1999)
mostra que uma covariancia estacionaria nao é apropriada para a analise
destes dados e apresenta plots que revelam que os parametros do modelo au-
toregressivo e os parametros da variancia (variancia de inovagao) sao fungoes
cubicas do tempo. Ele considera o modelo saturado para a média com n=11
parametros, isto é, p' = (pq, ..., u11). Ele também, modela a matriz de co-

variancias Y através de polindmios ctibicos

logo; = o+ 7t + yet® + st

Gy = Mo+ At — )+ Nt — 5)% + As(t — §)%.

Este modelo foi ajustado com priori nao informativa para 6. A dis-
tribuicdo a posteriori para a média é resumida na Figura 6.4. As estimativas
e o desvio padrao a posteriori para os parametros dos modelos da variancia
e a covariancia sao dadas na Tabela 6.3. A Figura 6.5 mostra a distribuigao
do logaritmo das variancias contra tempo e a compara contra o logaritmo
da variancia reportada por Pourahmadi (1999, Tabela 6.1). As estimativas
a posteriori para a variancia mostram uma concordancia razoavel com os
valores amostrais dados neste artigo, mas nao quando sao comparados com

os valores ajustados obtidos por Pourahmadi (2000).
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Figura 6.4: Inferéncia a posteriori para a média: média (linha continua),

intervalos de credibilidade 80% (linha segmentada) e 95% (pontos). A média

amostral para cada um dos tempos corresponde a estimacgao da média para

o modelo saturado e é, também, mostrada com pontos.

Tabela 6.3
modelo parametros A. Bayesiana A. classica

média d.p. | média d.p.

Yo 5.073 0.523 3.52 | 2.020 x 10~*

variancia T —0.686 0.369 | -1.411]2222x 1073
Yo 0.112 0.069 0.30 | 2.222 x 1073

Y3 —5.685 x 1073 | 3.687 x 1073 || -0.85 | 2.222 x 1073

Ao —0.167 x 1073 | 1.417 x 1073 0.18 | 3.333 x 107

covariancia A 0.433 0.025 | -1.71 | 1.150 x 10~*
A2 —0.133 0.009 1.64 | 3.616 x 1074

A3 9.536 x 1073 | 0.787 x 1073 || -1.11 | 7.480 x 10~
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Tabela 6.4

modelo parametros || estimativas d.p.
Bo 213.520 1.811

média 51 13.769 0.958
Ba 0.658 0.217

B3 —0.106 0.015

% 2.535 0.242

variancia vi —1.051 0.236
o 0.208 0.059

o —0.012 0.004

Ao 9.8 x 107° | 8 x 10™*

covariancia A1 0.445 0.025
A2 —0.142 0.010

A3 0.011 | 9 x 1074

A partir da forma dos valores estimados p no modelo saturado, um
polinémio cibico no tempo para pu; = By + f1(t — 1) + ot — 1)* + B3(t — 1)3
pode ser ajustado. Como antes, um polinémio de forma cibica para o? foi
tomado como uma fungao de ¢ ao invés de t —1 com coeficientes ;. A Tabela
6.4 apresenta a média e os desvios padrao a posteriori para os parametros
dos modelos da média, variancia e covariancia. As estimativas nesta tabela
mostram que as distribui¢des marginais a posteriori de todos os coeficientes
de regressao estao significativamente longe de zero, como é antecipado na
andlise exploratéria de Pourahmadi (1999). Estas, também, sdo similares
as estimativas obtidas a partir do modelo saturado para a média. Os ter-
mos cibicos nos modelos da variancia-covariancia sao claramente relevantes,
concordando com o que foi obtido por Pourahmadi (2000). A Tabela 6.5

mostra o ajuste das variancias através da diagonal principal e estimativas
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dos parametros autoregressivos abaixo da diagonal principal. A Figura 6.5
mostra os logaritmos das variancias obtidos com este modelo e confirmam
resultados similares aos obtidos com o modelo saturado para a média.

Tabela 6.5: Variancia e parametros autoregressivos

5.54

0.31 4.68

041 031 4.17

034 041 031 3.92

0.18 034 041 031 3.87

-0.01 018 034 041 031 394

-0.16 -0.01 0.18 034 041 0.31 4.06

-0.22 -0.16 -0.01 0.18 034 041 0.31 4.15

-0.13 -0.22 -0.16 -0.01 0.18 0.34 041 031 4.14
0.19 -0.13 -0.22 -0.16 -0.01 0.18 0.34 041 0.31 3.96
045 019 -0.13 -0.22 -0.16 -0.01 0.18 0.34 041 0.31 3.77

6.8 Extensoes

A metodologia deste capitulo pode ser estendida considerando m variaveis
aleatéria nao independentes N;-dimensional Y; = (Yjq,...,Yia), i = 1,....m
tais que

Y = (Yy,..,Yn,) ~ N, %),

onde as dimensoes N/s dos Y/s sao aleatdrias. A média e a covariancia po-
dem ser modeladas como anteriormente e as dimensoes podem ser modeladas
mediante uma distribuicao discreta com parametros definidos como fungoes

de varidveis explicativas (Barnhart, Kosinski e Sampson, 1999).
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Existem outras extensoes relacionadas com os topicos tratados neste capitulo.
Apresentamos algumas que constituem além de um complemento teérico im-
portante, um apoio didatico ao estudo da estatistica. Pode-se aplicar os algo-
ritmos propostos em estudos com dados reais. Especificamente, é necessaria
a aplicacao do algoritmo proposto na Secao 6.4 para ajustar modelos de
regressao para a modelagem da média e da matriz de covariancias, e sua

comparagao com o algoritmo proposto por Pourahmadi (2000).
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Figura 6.5: Estimativa da média para o logaritmo da variancia de inovacao:
Modelo saturado para a média (linha continua) e estimativa amostral (pon-

tos).
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Figura 6.6: Inferéncia a posteriori para a variancia de inova¢ao: média (linha

continua), intervalos de credibilidade 80% (linha segmentada) e 95% (linha

segmentada com pontos).
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Capitulo 7

Modelos hierarquicos

7.1 Introducao

No Capitulo 4, consideramos m vetores aleatérios normais, N dimensionais,
com média p; = (i, ..., tiy) € variancia . Neste capitulo, a matriz de
covariancias foi modelada usando o fato de que X é definida positiva e que,
em consequeéncia, existe uma matriz triangular inferior 7', com 1’s na diagonal
principal, e uma matriz diagonal D com entradas positivas tnicas tais que,
T'ST = D. A média foi modelada com uma estrutura de regressao p = X/,
onde X corresponde a matriz de observagoes e 8 ao vetor de parametros.

Neste capitulo, fazemos uma proposta para a modelagem de dados re-
sultantes de medigoes repetidas onde a relacao entre a resposta e as co-
variaveis tem uma estrutura de regressao linear considerando uma estrutura
hierarquica, com énfase particular em dois niveis de variabilidade, por sim-
plicidade de apresentacao.

A estrutura do modelo considerado tem propriedades desejaveis: nao e-
xiste o requerimento de se ter o mesmo ntiimero de observacoes para todos os

individuos, e os parametros individuais tem uma interpretagao natural que
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¢é relevante para os objetivos do estudo, e sua estimagao pode ser usada para
a analise das diversas aplicagoes possiveis.

Este capitulo é proposto baseado na exposi¢ao de modelos lineares hierar-
quicos feita por Davidian e Giltinan (1995). A Segao 7.2 contém as especi-
ficagoes classica e Bayesiana do modelo. A Secao 7.3 apresenta a estimagao
dos efeitos quando a estrutura da variancia é conhecida. A Secao 7.4 apre-
senta uma forma de estimacao das componentes da variancia e a Secao 7.5
apresenta inferéncia Bayesiana de efeitos, se a estrutura da variancia é co-
nhecida. A Secao 7.6 apresenta a estimac@o empirica das componentes da
variancia. A Secao 7.7 contém uma especificacao Bayesiana de modelos li-
neares hierarquicos com modelagem das matrizes de variancias-covariancias
intra-individual e uma apresentacao do processo de estimacao dos parametros

de interesse.

7.2 Especificacao do modelo

7.2.1 Especificagao classica do modelo

Seja Y; um vetor aleatorio, n; x 1, para a i-ésima unidade individual, i =
1,...,m; B um vetor p x 1 de parametros e X; a matriz de planejamento,
n; X p que liga f com a média de Y;. Seja b; um vetor k£ x 1 de efeitos
individuais nao conhecidos e Z; a matriz de planejamento, n; X k, que liga b;
com a média de Y;. Para medicoes de varidveis normais multivariadas, Laird
e Were (1982) propdem, baseados nas idéias introduzidas por Harvile (1977),

o seguinte modelo:

Estado 1. Para cada unidade individual i,
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onde ¢; tem distribuicao N(0,R;). Aqui R; é uma matriz n; X n; de co-
variancias, definida positiva, que depende de i unicamente através da di-
mensao de Y;. Neste estado, § e b; sao considerados fixos, e os ¢; tém com-

ponentes nao independentes. De (7.1) tem-se

E(Y;|,b;) = XiB+ Zb;,

FEstado 2. Supoe-se que os b; tém distribuigao N (0, D), que sao indepen-

dentes de cada um dos outros e dos €;. Sob estas hipoteses, obtemos

E(Y)) = E(EYi|b))=E(X:S+ Zib) = Xip,
Cov(Y;) = E{Cov(Y;|b;)} + Cov(E(Y;|b;))
= R+ 7, DZ,.

Assim, sob a hipotese de normalidade e independéncia para b; e ¢;, in-
condicionalmente, Y; é independente e normalmente distribuido com média

X, e matriz de covariancias ¥; = R; + Z;DZi, 1=1,...,m.

7.2.2 Especificagcao Bayesiana do modelo

Como temos visto na interpretagao cldssica do modelo (7.1), 5 é um parametro
nao conhecido, X; e Z; sao as matrizes de planejamento, conhecidas, e ¢; um
vetor aleatério nao conhecido. Na interpretacao Bayesiana, a distribuigao

de ¢;, que caracteriza a variacao intra-individual é, algumas vezes, referida
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como a distribuicao amostral. Variacao em S e b; é acomodada nos niveis
hierarquicos do seguinte esquema.

FEstado 1. (Variagao intra-individual)
Yi = Xi + Zibi + €, ¢, ~ N(0, R;)
FEstado 2. (Variacao inter-individual)
b; ~ N(0,D)
FEstado 3. (distribuicao hiperpriori)
B~ N(By, H), D™' ~ Wishart, R;' ~ Wishart.

Os parametros f3,, H e as distribuicoes Wishart para D™' e R~! sdo assu-
midas conhecidas (Harvile, 1977). Uma escolha conveniente é H~! = 0. A
escolha de uma distribuicao a priori normal ou Wishart é um exemplo do uso
de uma priori conjugada.

Nas duas especificagoes, tem-se interesse de fazer inferéncia sobre os
parametros de efeito fixo 8, os efeitos aleatérios b;, e as componentes da

covariancia, R;, ¢ = 1,...m, e D.

7.3 Estimacao de efeitos se a estrutura da
variancia é conhecida

A distribuicao marginal de Y; é N(X;3,%;), onde ¥; = R; + ZiDZ;. No caso
onde R; e D sao conhecidas, inferéncias acerca de 8 e b; pode ser feita na
verossimilhanga marginal. Um modelo conjunto para os m individuos pode

ser escrito como
Y=XB+2Zb+e,
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onde Y = (Y1,..,Y), b = (b1,....,0p), X = (X1,..., X}n) e € = (€1, .., €m)-
Em consequéncia, Y tem distribuicdo marginal normal, com E(Y) = Xf e
Y =Var(Y) = R+ ZDZ', onde R = diag(Ry, ..., R,,), D = diag(D, ..., D) e
¥ = diag(Xy, ..., X,,). Dados De R,

- 1 1, ~—1 1 ,

L(B,bD,R,Y) x ——exp(—=bD b)——exp(—=(Y — X5 — Zb) R~

(8,0] ) D p(—5 NME p(—5( B — Zb)
x(Y — X3 — Zb)) (7.2)

Assim, a estimacao de § e b é obtida minimizando
~ 1= —1 " p—1
¢=1log|D|+bD b+log(|R])+ (Y —Xp—2Zb) R (Y — X5 — Zb).

Derivando ¢ com relagao a [ e b, e igualando a zero, obtém-se o seguinte

sistema de equacoes:

X'R'X XR'Z B X'RY
ZRX ZR'Z+D |\ b ZRY |
Solucionando este sistema de equacoes para 3 e b, e usando as identidades

matriciais

R'-R'ZZR'Z+D ) 'ZR' = (R+2zDZ)!
(D' +2zDZ)'ZR™' = Dz, (7.3)

obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca de 3 e b,

(X' X)X n 7y,

o
I

~

DZ' Y YY — XP) (7.4)

S
I
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que tém erros padrao

Cov(B) = E[B—E(B)(B—EPB))]
= (X'TIX)IX'STE[(Y —EY)(Y - EY)2TIX (X TX)
= (XZ7X)7 = (ERXGETX) T

(7.5)

Dada a primeira equagao de (7.4)

Cov(Y —XB) = (I-XX'2'X)'X'n™Y)
xCov(Y)(I -2 X (X'271X)1X)
= C-XXYX) X' -2 X(X' 2 X) X))
= Y- X(X'2IX)IX

= Y-XEr XY TX

Com este resultado, a partir da segunda equagao de (7.4),

Cov(b) = DZX'Cov(Y — X3)27'ZD
= DZ[I -Y7'X,Em, X, 27 X)X ZD. (7.6)

A expresao (7.6) ndo é usada para determinar o erro de estimagao de b;,

pois ignora a variacao de b;. Ao invés disso, usa-se

Cov(b; —b;) = D—-D(Z,%7'Z)D

+ DZX7IX(Em X 8T TLX R ZD.
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Se nao sao conhecidos D e R;, i = 1,...,m, e natural estimar § e b, usando

(7.4) com substitucio de ¥ e D por 3, e D.

7.4 Estimacao das componentes da variancia

7.4.1 Especificacao hierarquica que usa um ponto de

massa como priori para [

Considerando a especificagao hierarquica que usa um ponto de massa como
priori para [3:

ylB,b~ N(XB + 2b, ),

b~ N(0,D), (7.7)

obtemos a funcio de verossimilhanca para 8, R e D, fazendo integracio em
b:
L(B.D.RY) = [ L(b. 5, D, RIY )b,

onde

1
CHRRIIE
xexp[ — o {¥ — (XB+ Z0)) RHY — (X5 + Z0))
1
CORE T
1 1
@y PIRI72 " (2m)m R D]i2

L(b,3,D,R|Y) =

1,
xexp(— bD ') (7.8)

X exp [ — ;(Y — XB)RNY — XB)]

—;b'(f)l +Z R0+ VZRY(Y - XB)).
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~ —1 ’
Escrevendo A = D ~ + Z R~'Z, completando quadrados no expoente e

usando a identidade
RY'—R'ZA'ZR'=(2ZDZ + R =x71,

obtemos

1 1
(27-‘-)71,/2|R|1/2 X <2ﬂ.>km/2|f)|l/2

L(b,3,D,R|Y) =

xwm—;w—xmﬁlw—xm—;&M

—;(Y — XB)YR'ZAT'Z RY(Y — XB)]

1 1
(27T)n/2|R|1/2 X (27T)km/2|]j|1/2

xwm—;w—xmé*w—xm——;%Mm

onded=b— A"'Z' R (y — Xp).
Dado que
[expl— S Ad)db = (2m) |4,
1
(2r)/2| RIV2D /2] A] 2
xexp [~ (Y — XB)'SHY — Xp)]

1
(2m) /2[5

X exp [ — ;(Y — XB)STH(Y - XP)]

L(8,D,Rly) =

usando a identidade |R||D||A| = |X].
Assim, a estimacao de maxima verosimilhanca de R e D pode ser consi-
derada como uma estimacgao onde [ é considerado como uma constante nao

conhecida e b é integrado de acordo com a hierarquia (7.7).
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7.4.2 Especificacao hierarquica que usa priori nao in-
formativa para [

Considere o modelo hierarquico

Y|8,b~ N(XB+ Zb, R)
S ~ nao infor(—oo, c0)

b~ N(0,D).

Substituindo com o resultado da integral [ L(b, 3,D, R|y)db obtida na

Secao 7.4.1, a funcao de verossimilhanga marginal
L(D, Rly) = [ [ L(v.8,D, Rly)dbas
iguala

1 /

L. Aly) = [ s v | = 50— X8) Ry — X5)las.

O expoente nesta expressao pode ser escrito

Y -XB) 2 WY —Xp) = V{7 -2 X(X2 ' X)X o 1Yy

N

+H(B = B(X'STX)THB - B).

Dado que (3 = X(X'YS7'X)7'X'Y integrando sobre 3, obtém-se

2m)P/2| X' S X |
(27)n/2| |1/

LD, Rly) = X exp| = 2 (V'Y
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onde P, = %7 - 21X (X'S71X)IX'2 L
Assim, iferéncia relativa as matrizes D e R;,7 = 1,...,m, pode ser feita

na verosimilhanca marginal L(D, R|Y).

7.5 Inferéncia Bayesiana de efeitos se a estru-
tura da variancia é conhecida

1. Estimacao de 5. A distribuicao a posteriori é dada por

(B = — T P1B.O)ps(B)py (b)db
i I I p(Y|B,0)ps(B)ps(b)dbd,

onde

Y[8,b~ N(XB+ Zb,R), 8~ N(8°,H), b~ N(0,D).

Para maior facilidade se considera que nao existe dependéncia entre as

matrizes de dispersao. Sob uma estrutura hierarquica

/

s Bo H  Opxim HX
b ~ N Ok ) Okmxp f) f)Z/ )
Y X8, XH 7ZD XHX +ZDZ +R

onde Ok, € Opxgm 80 (km x 1) e (p x km) matrizes de zeros, repectivamente.

Em consequéncia,

V(BlY) = H—-HX (XHX +2ZDZ +R)"'XH
= (H'+X'(ZDZ + R)7'X)7!

= (H'+X2'X)™\
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Como resultado da aplicagio da primeira equagao de (7.3), com R™! = H,

obtém-se a identidade

~HX (XHX+ZDZ'+R)"'XH = (H 4X 7' X) Y I-«(H X S X)) H),

que em forma simplificada é igual a
HX'(XHX' +7ZDZ + R = —(H '+ X271 X)'X'81,

Esta dltima identidade é usada em continuagdo para determinar E(S|Y).

Temos,

EQ@Y) = B,— HX (XHX +2ZDZ + R)™\(Y — XB,)
= B,— HX (XHX +2ZDZ + R)"'X3,
~HX'(XHX +7ZDZ + R)'Y
= (H+HX (XHX +27ZDZ + R)'XHH™'8,
~HX'(XHX +2ZDZ + R)'Y
= (H '+ XS 'X)'H '8, + (H '+ X' 21 X)) (X' 2ty

= (H'+ X'S'X) " 4XI'2 Y + H716,).

Com variancia dada por

Cov(E(B|Y)) = CH(X'=71X)C,

/ — — . . ~ o . s
onde C = X' ¥7'X + H~1. No caso em que uma priori nao informativa é

escolhida para 3, H ! = 0,

EBY) = (X'271X)" XY,
Cov{E(BIY)} = (X'271X)".
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Estimacgao de b. Da mesma forma que fizemos para (3, se pode derivar a
distribuicao conjunta de b dado Y a partir da distribuicao conjunta de 3, b

e Y. Ela é normal multivariada com média
E(MbY)=(ZLZ+D)'Z LY — X8,),
onde L = (R+ XHX")™', e matriz de dispersdo

Cov(b|Y) = (Z LZ+D)™".

7.6 Estimacao empirica das componentes da
variancia

As quantidades E(5|Y), cov(Bly) e E(b]Y) envolvem parametros nao ob-
servados relativos ds covariancias D e R. Uma especificacio Bayesiana re-
quer especificar distribuicoes a priori para D e R e, entao, integrar sobre
os parametros. Uma estratégia simples é substituir por estimagoes pontuais
para D e R, para avaliar E(f|y) E(b|y). Esta estratégia ¢ chamada estimagao
empirica Bayesiana, e no contexto de modelos hierarquicos é aplicada aos

efeitos aleatorios.

7.7 Um exemplo de abordagem Bayesiana

7.7.1 Especificagao do modelo

Esta secao propoe uma metodologia Bayesiana para o ajuste de modelos
hierarquicos com modelagem da variancia intra-individual. Aqui, conside-
ramos, uma vez mais, a especificagao Bayesiana do modelo dada na Secao 2.2,

incluindo uma modificacao no estado 3, ja que as matrizes de covariancias
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R;;1 = 1,...,m, serao modeladas segundo a proposta feita por Pourahmadi
(1999).

Para cada R; existe uma tinica matriz triangular inferior 7;, com 1’s como
entradas diagonais, e uma unica matriz diagonal D;, com entradas positivas,
tais que T;R; T, = D,. Dado que R; depende de i unicamente através da
dimensao de Y}, entao T} e D; dependem de ¢ unicamente atervés da dimensao
de Y;. Se para cada entrada ¢;;;, 1 <1 < j <n,;, da matriz T}, i = 1, ..., m,
existe um vetor de varidveis explicativas wj = (wj 1, ...,wﬂm)', podemos

considerar os modelos

@ﬂ:@M (7.9)

para a modelagem de T;, sendo A = (Aq, ..., \,) o vetor de parametros corre-
spondente.

Para a modelagem de D;, procedendo como na Secao 5.2, obtém-se os
modelos Y; ~ N(V;\, D;), parai=1,...,m. Assim, os elementos of’j da diagonal

principal de D; podem ser modelados como

glo?) = zyi=1,...m, (7.10)

onde Z; = (Zj1, ..., Zj5s) ¢ o vetor de varidveis explicativas e v; = (71, ...,7s) O
vetor de parametros correspondente. g é uma funcao de ligacao apropriada.
Usualmente, temos considerado g como sendo a funcao exponencial.

Levando em conta as observagoes anteriores e considerando Y;, X;, 3, b;
definidas como na Secao 2.1, consideramos o modelo global

FEstado 1. (Variacao intra-individual)

Y= Xif+ Zbi + ¢, ¢, ~ N0, Ry),
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h(diji) = wyA,
9(01'2,3') = 2;"7-
FEstado 2. (Variagao inter-individual)
bi ~ N(0, D).
FEstado 3. (distribuicao hiperpriori)

B~ N(By, H), D' ~ Wishart, A ~ N(Xg, Lo), 70 ~ N (70, Go)

para funcoes apropriadas h e g, onde X;, Z;, wj e Z;, sao matrizes n; X p,
n; X k, r; x 1 es; x 1 de varidveis explicativas. 5, A\, v, ¢ = 1,...,m, sao os
parametros correspondentes a média, variancias e covariancias, e b; o vetor

de efeitos aleatoérios.

7.7.2 Amostragem dos efeitos dada a estrutura da variancia

Na Secao 5, observa-se que e b podem ser amostrados diretamente. S pode

ser amostrado da distribuicao a posteriori

(B1Y;6,%,D) ~ N(5*, BY), (7.11)

com

B3 = B*(H By + X ¥71Y),

B*=(H '+ X'27'x)™!,

onde 3, e H sao conhecidos, determinados pela distribuigao a priori (5]b, X, D) ~
N(Bo, H). Da mesma forma, b pode ser amostrado da distribui¢ao normal

multivariada
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(b]Y, 3,5, D) ~ N(b*, B*), (7.12)

onde

b = B*ZL(Y — Xf),

L=(R+XHX),

B*=(Z'LZ+D)™".

Nos dois casos os valores propostos a partir de (7.11) e (7.12) sao aceitos com

probabilidade 1. Isto é, a amostragem de Gibbs (Geman e Geman, 1984).

7.7.3 Amostragem dos parametros na modelagem da

covariancia intra-individual R;

Nesta secao, a metodologia aplicada no Capitulo 5 para a modelagem da
matriz de variancias-covariancia, é proposta para a modelagem das matrizes
Ri,i=12 ..m.

Nesta segao consideramos que: (i) para cada i, os efeitos 3, b, a matriz de
variancias-covariancias, D, e R_; = {Ry, ..., Ri_1, Ri+1, ..., Ry} s@o conheci-
dos. (ii) R; é modelada através dos modelos (7.9) e (7.10) como é proposto

por Pourahmadi (1999). Sob estas hipéteses de (2) segue-se

T(A|R_i, Dy, 8,0,D,Y;) o ’D1‘1/2 eXP{ - ;[Y; —(XiB+ Zibi)]lj—gDi_lT%
X {Yi — (XiB + Zibi)”
- ’Djm P [ B ;(Yfl — ViA) D (Y, — V;)\)}
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onde V; = Y; — X;8 — Ziby e V; = (Viy,..., Vi) com Vi; = W;;Y; e Wi
7 = 1,...,r matrizes n; x n; de variaveis explicativas que nao dependem
de i, definidas como no Capitulo 5. Entao, dada uma distribuicao normal
com média [y e variancia Ly, como distribuicao a priori para A, resulta a

distribuicao a posteriori

7(AR_;, Dys, 3,0,D,Y;) o ex —lﬁ—m’Dflifi—m
(’ V) ) p 2 7

1 o

—5 (i =) L5 (A = lo)|

= o[- OB L -1

Isto é, procedendo como no Capitulo 3, que

W(A’R*laDllsaﬁabaD7Y2) NN(ll*gL:)7 (713)

coml

i = Li(Ly 'l + W; D 1Y),

Li = (Ly' + W; Dy "W)™

Em consequéncia, para R_;, Dy, 5,b,D,Y; conhecidos, valores de \; po-
dem ser propostos diretamente de (7.13) e aceitos com probabilidade 1.

Faz-se agora uma proposta para a amostragem dos parametros . Dada
uma distribuicao normal com média v, e variancia GGy como a priori para 7,
a distribuicao condicional completa a posteriori de v, dados os parametros

D_;, Ry, 8,b,D,Y;, é especificada como
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1 1,5 / ~ 1 /
o P {500 = W DI (= W) = 530 650 (7.14)

Ty X
| D;

que ¢ intratavel analiticamente. Para se obter uma amostra a posteriori de
A, temos que construir uma proposta, pois nao é facil gerar a partir dela.
Procedendo como nos capitulos anteriores, para amostrar v dados outros
parametros, o algoritmo requer variaveis de trabalho para aproximar trans-
formagoes das observagoes em torno dos valores estimados dos parametros.
Na interacao de «, os outros parametros sao fixados nos valores correntes e

dado (7.8) o modelo observacional é

fig =27 + 9 (07 (N[ = () XO) = g7 (E0 )],
para j = 1,...,n;. Esta variavel observacional tem F (tz~ i) = ,Ejfy(c) e variancia
Var(fi ;) = 2[g'(971 (Z79))g ™! (%%(C))] :

Quando g = log, a expressao anterior se simplifica e o vetor de observagoes

de trabalho é Y; = (Yjy, ..., Y;,.), com

(}7.(‘6) _ (U(?))’)\(c)>2

iJ iJ
exp(Z)709)

(bl

i,j — Z;’Y(C) + -1, +1=1,....m

que tem variancia igual a 2. Como antes, o nicleo de transicao g, baseado

no método escore de Fisher obtido é

Q~ :N(’V;,G:),
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onde

v o= GiG 'y + 272,
G = (Gyt+27'Z1Z)7 Y,

)

com os valores vy e GGy dados pela distribuicao a priori

(W‘Dflﬁ Ri'S?ﬁvbaDa}/;) ~ N(.gO? GO)

7.7.4 Amostragem da matriz de covariancias

interindividual

Dado que a matriz de variancias-covariancias D = Cov(b;) é definida posi-
tiva, poderia ser modelada da mesma forma que R;, mediante a aplicacao de
modelos auto-regressivos. Mas, a partir da fungao de verossimilhanga (7.2),

da Segao 3, e baseados em Box e Tiao (1973), temos que

1 1.,
LD, B, Ri]Y) HumzlyDraexp(—ibuD—lbu)
1
= TL,|D| 2 exp(— tr (D7'5,)),
onde S é uma matriz simétrica k x k com entradas s;; = by;b,;. Entao dada a

distribuicdo a priori D' ~ W,(B™!, q), a distribuicio a posteriori 7 de D"

é

m 1 1
(D) = |D| 2 exp { - itr(D%Z?:lSu)} |D|_%qul exp [— itr(Dle)}
1 1
= |D|2(mta+t exp(—gtr(D_l(B + X 1Su))- (7.15)
Assim, D™ pode ser amostrado diretamente de uma distribuicio Wishart
com parametros B + X' S, e m + q.
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A partir dos resultados anteriores pode ser proposto um algoritmo para o
ajuste do modelo especificado na Secao 7.1, onde em cada interacao, inicial-
mente é amostrado 5 da distribuigao (7.11). A seguir obtém-se uma amostra
de b a partir de (7.12). Logo, para i = 1,...,m, e a partir das distribuigoes
(7.13) e (7.14), obtém-se ~; e ;. E Finalmente, a partir de (7.15), calcula-se

uma amostra da matriz de variancias- covariancias inter-individuais.

135



Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

8.1 Conclusoes

1. Namodelagem de parametros ortogonais como regressoes nas distribuicoes
normal e gama, é possivel considerar o processo de ajuste de maxima
verossimilhanga usando o método de escore de Fisher como um processo
iterativo de ajuste por minimos quadrados ponderados. Esta com-
paracao pode ser explicitada na modelagem da média e do parametro
de dispersao na classe de distribuicoes exponencial biparamétrica estu-

dada por Dey, Gelfand e Peng (1997).

2. O algoritmo sucessivo relaxado proposto por Aitkin (1987) para o
ajuste de modelos de regressao propostos para a média e a variancia de
observacoes normalmente distribuidas, pode ser aplicado para a mode-

lagem de parametros ortogonais na familia exponencial biparamétrica

definida por Dey, Gelfand e Peng (1997).

3. Assimulacoes e os exemplos dados no capitulo 3, mostraram a eficiéncia

da metodologia Bayesiana proposta na modelagem da heterogeneidade
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da variancia na andlise de regressao normal. No estudo de simulagao, as
estimativas sao muito proximas dos valores reais dos parametros, e na
aplicacao obtém-se estimativas que nao diferem muito das estimativas
de maxima verossimilhanca. Isto indica que esta formulacao fornece

uma metodologia que pode ser aplicada em muitos outros estudos.

A metodologia proposta no Capitulo 3 pode ser estendida para o ajuste
de modelos de regressao propostos para a modelagem de parametros

na familia exponencial biparamétrica.

As simulacoes e os exemplos dados no Capitulo 4 mostram a eficiéncia
da metodologia proposta. No caso da modelagem de parametros nao or-
togonais, como média e variancia na distribui¢ao gama, essa metodolo-
gia tem a vantagem de permitir uma amostragem por blocos. Um
bloco conformado pelos parametros do modelo da média e outro pelos
parametros do modelo de variancia. Isto poderia ser importante no

caso onde o numero de parametros em cada um dos modelos é grande.

A metodologia proposta no Capitulo 4 pode ser estendida com faci-

lidade para a modelagem de outras distribuig¢oes. Esta metodologia
apresenta a vantagem de ter uma forma simples de construir a variavel
de trabalho necessaria na construgao da proposta em que todos os casos

corresponde a uma expressao matematicamente simples.

As metodologias consideradas nos capitulos 3 e 4, podem ser estendidas
para o estudo de modelos normais nao lineares e propostos para o

estudo de modelos nao lineares em outras distribuigoes.

A metodologia Bayesiana apresentada para a modelagem da média e

da matriz de covariancias das observagoes com distribui¢ao normal tem
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mostrado eficiéncia. O estudo de simulacao foi conduzido com uma
amostra pequena, mas as estimativas foram proximas aos valores reais
dos parametros. A aplicagdo mostrou concordancia com os resultados

encontrados por Pourahmadi (1999).

8.2 Perspectivas

Multiplas extensoes das metodologias propostas podem ser desenvolvidas.
Uma delas consiste na aplicacao destas metodologias na andlise estatistica
com dados reais, obtidos da observacao de varidveis com distribuicao na
familia exponencial biparamétrica. Incluindo aplicacoes de modelos lineares,
nao lineares e hierarquicos.

Aplicagao das metodologias propostas para a modelagem de parametros
de distribuicoes que nao pertencem a familia exponencial de distribuigoes.
Por exemplo, como foi proposto, a funcao de distribuicao de Neyman tipo A.

Outra extensao a considerar esta no contexto de modelos hierarquicos,
como uma extensao de modelos nao lineares. O modelo hierarquico nao linear
é definido como no caso linear, em dois estados. No estado 1, assume-se que,

para cada individuo i, a j-ésima resposta segue o modelo
Yij = f(xij, Bi) + €ij,
onde ¢;; ¢ uma quantidade aleatodria relacionada com a incerteza da resposta,
tal que E(Eij ﬁz) =0.
Este modelo descreve a variacao sistematica e aleatéria associadas com

o i-ésimo individuo. A variacao sistematica é caracterizada pela a funcao f,

enquanto a variagao aleatéria é representada pelo vetor ¢;, com componentes
€ij-

Para completar a descri¢ao intra-individual é feita a hipdtese:
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Outras distribuicoes sao possiveis.

No estado 2, a variagao inter-individual é descrita como uma funcao de um
conjunto de caracteristicas individuais a;, o conjunto de parametros § é um
vetor de efeitos aleatorios b;, independentes e identicamente distribuidos, com
b; ~ (0, D). Mais exatamente, a variagao inter-individual estd caracterizada
por

Bi = d(az‘,ﬂ, bi)a b; ~ (O7D)-

A extensao proposta consiste em modelar a matriz de variancias-covariancias

R; como é proposto em Pourahmadi (1999, 2000). Incluindo modelos
h(¢ij) = w;‘z)\ € Q(Uz‘z,j%

definidos como na Secao 7.7.1, no primeiro estado, e distribuicoes a priori
em um terceiro estado, a abordagem metodoldgica proposta na Segao 7.7.2
pode ser aplicada para obter as estimativas dos parametros dos modelos da

matriz de variancias-covariancias.

139



Referéncias bibliograficas

1]
2]

Agresti, A. (1990). Categorical data analysis. John Wiley:New York.

Aitkin, M. (1987). Modelling variance heterogeneity in Normal Regres-
sion using Glim. Applied Statistics, 36, 332-339.

Barnhart, H., Kosinski, A. e Sampson A. (1999). A regression model for

multivariate random length data. Statistics in medicine, 18, 199-211.

Berger, J. O. e Bernardo, J. M (1992). On the development of reference
priors (with discussion), in Bayesian Statistics 4 (eds J. M. Bernardo et

al.), Oxford University Press, Oxford. pp. 35-60.

Bernardo, J. M. (1979). Reference posterior distributions for Bayesian
inference (with discussion). Journal of the Royal Statistical Society, Se-

ries B, 41, 113-47

Box, G. E. P. e Cox, D. R. (1964). An analysis of transformation (with
discussion). Journal of the Royal Statistical Society, Series B,26, 211-
252.

Box G. E. P. e Tiao G. C. (1973). Bayesian Inference in statistical anal-
ysis. Addison-Wesley: Massachusetts.

140



8]

[11]

[12]

[13]

[15]

[16]

Cook, R. e Weisberg, S. (1983). Diagnostics for heteroscedasticity in

regression. Biometrika, 70, 1-10.

Cordeiro, G. (1993). Bartlett corrections and bias correction for two

heteroscedastic regression models. Comunications in statistics, Theory

and methoods, 22, 169-188.

Davidian, M e Giltinan, D. (1995). Nonlinear Models for repeated Mea-

surement Data. Chapman & Hall: London.

Dey, D. K., Gelfand, A. E. e Peng, F. (1997). Overdispersed generalized

linear models. Journal of Statistical Planning and Inference, 64, 93-107.

Diggle, P. e Verbyla, A. (1999). Nonparametric estimation of covariance

structure in longitudinal data. Biometrics, 54, 401-415.

Gabriel, K.R. (1962). Ante-dependence analysis of and ordered set of
variables. Ann. Math. Statist., 33, 201-212.

Gamerman, D. (1997a). Markov Chain Monte Carlo: Stochastic Simu-

lation for Bayesian Inference. Chapman & Hall: London.

Gamerman, D. (1997b). Sampling from the posterior distribution in gen-

eralized linear mixed models. Statistics and Computing, 7, 57-68.

Geman,S. e Geman, D. (1984). Stochastic relaxation, Gibbs distribu-
tions, and Bayesian restoration of images. IEEE Trans. on Pattern Anal-

ysis and Machine Intelligence, 6, 721-741.

Green, P. (1995). Reversible jump Markov Chain Monte Carlo compu-

tation and Bayesian model determination. Biometrika, 82, 711-732.

141



[18]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

Goldstein, H. (1986). Multilevel mixed linear model analysis using iter-

ative generalized least squares. Biometrika, 73, 43-56.

Harvey, A. (1974). Estimating regression models with multiplicative het-
eroscedasticity. Econometrica, 44, 461-465.

Hastings, W. K. (1970). Monte Carlo sampling methods using Markov
Chains and their aplications. Biometrika, 57, 97-109.

Jeffreys, A. (1961). The Theory of Probability. Cambrid University Press,
Cambridge.

Johnson, N. e Kotz, S. (1969). Discrete Distributions. Houghton Mifflin

Company: Boston.

Laird, N. M. e Ware, J. H. (1982). Random effects models for longitu-
dinal data. Biometrics, 38, 963-974.

Macchiavelli, R.E. e Arnold, S. F. (1994). Variable order ante depen-
dence models. Commun. Statist. A, 23, 2683-2699

McCullagh, P. e Nelder, J.A. (1992). Generalized Linear Models. Chap-
man&Hall: New York.

Ryan T. A., Joiner, B. L. e Ryan, B. F. (1976). Minitab Student Hand-
book. North Scituate, Mass: Duxbury Press.

Smyth, G. M. (1989). Generalized linear models with varying dispersion.
Journal of the Royal Statistical Society B, 51, 47-60.

Pourahmadi, M. (1999). Joint mean-covariance models with applications
to longitudinal data: Unconstrained parameterization. Biometrika, 86,

667-690.

142



[29] Pourahmadi, M. (2000). Maximum likelihood estimation of generalised
linear models for multivariate normal covariance matrix. Biometrika,

87, 425-435.
[30] Stein, M. (1999). Interpolation of Spatial Data. Springer: New York.

[31] Zacks, S. (1971). The Theory of Statistical Inference. John Wiley: New
York.

143



