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Prefacio

Cuando comenc”, en el òýýÀ, mi carrera docente en la Universidad Nacional de Colom-
bia - Sede Manizales, se me encomendÑ dictar un curso sobre Teor¯a de la Elasticidad
(Mec‡nica de SÑlidos) a estudiantes de quinto semestre del pregrado de Ingenier¯a Civil.
Mi principal reto radicÑ en que no encontr” en la literatura disponible, en ingl”s o en es-
paGol, alg÷n texto gu¯a apropiado para el nivel de conocimiento y dominio matem‡tico
de mis estudiantes, ya que la mayor parte de textos eran de posgrado. A mi parecer, mu-
chos autores escriben para sus colegas y no para sus alumnos,ya que es com÷n que en
las publicaciones se omitan los pasos intermedios, las interpretaciones y las conclusiones
porque se consideran obvias, mientras que para quienes se est‡nformando dif¯cilmente
lo son. Por lo tanto, una vez concluido ese primer semestre del òýýÀ, le solicit” a Gilber-
to Alejandro Ortiz Garc¯a, uno de mis m‡s brillantes estudiantes, que transcribiera mis
apuntes de clase. Para mi sorpresa, Gilberto no solo transcribiÑ mis notas, sino todas
las suyas. Dichos apuntes fueron el esbozo de una obra de m‡s demil p‡ginas que se
dividieron en tres vol÷menes, los cuales recogen la experienciadocente de m‡s de doce
aGos durante los cuales dict” por m‡s de treinta veces no solo los cursos de Teor¯a de
la Elasticidad Ô y ò, sino tambi”n los cursos An‡lisis Estructural por el M”todo de los
Elementos Finitos Ô y ò.

El primero de esos vol÷menes es el libro que tiene ahora usted ensus manos; aqu¯
se presentan los fundamentos de la teor¯a de la elasticidad y sediscuten temas como
tensiones o esfuerzos, pequeGas deformaciones, ley de Hooke, as¯ como las ecuaciones
diferenciales fundamentales de la elasticidad en coordenadasrectangulares y cil¯ndricas.
En el segundo volumen (�lvarez-Mar¯n, òýòça), se presentar‡ la aplicaciÑn de dichos
fundamentos; all¯ se resolver‡n las ecuaciones diferenciales de la elasticidad utilizando
el m”todo de las diferencias •nitas y MicrosoŸ Excel, se estudiar‡ la torsiÑn de barras, el
enfoque energ”tico de la elasticidad y se har‡ una introducciÑn a las teor¯as de falla de
materiales. Finalmente, en el tercer volumen (�lvarez-Mar¯n, òýòçb), se analizar‡n las
teor¯as de vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko-Ehrenfest, las teor¯as de losas de
Kirchhoš-Love y de Mindlin y la estabilidad el‡stica de barras.

El propÑsito principal de esta obra es llenar ese vac¯o que encontr” en la literatura
con un texto que deduce paso a paso, pero sin reducir el nivel matem‡tico, las ecuacio-
nes propias de la teor¯a de la elasticidad lineal, teniendo muy presente la motivaciÑn
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detr‡s de cada deducciÑn, su interpretaciÑn f¯sica y la aplicabilidad de las ecuaciones y
conceptos propios del tema.

La teor¯a de la elasticidad lineal analiza el comportamiento de cuerpos hechos de
material el‡stico lineal sujetos a deformaciones muy pequeGas. A pesar de dichas limita-
ciones, esta teor¯a abarca un amplio campo de aplicaciÑn en ingenier¯a y es un requisito
fundamental para entender a fondo la matem‡tica que subyace alos modernos paquetes
de an‡lisis y diseGo estructural que se encuentran por doquier en el mercado. El libro est‡
pensado como texto gu¯a no solo para el curso de Teor¯a de la Elasticidad sino tambi”n
para los posteriores cursos de Elementos Finitos (an‡lisis estructural unidimensional,
bidimensional, tridimensional y axisim”trico), Mec‡nica Computacional o Plasticidad.

Esta obra est‡ dirigida principalmente a estudiantes de pregrado y posgrado de In-
genier¯a Civil o Ingenier¯a Mec‡nica, y asume que se han cursadopreviamente asigna-
turas sobre ‡lgebra lineal, c‡lculo univariado y multivariado, ecuaciones diferenciales,
resistencia de materiales y programaciÑn de computadores; adem‡s, supone familiari-
dad con el lenguaje de programaciÑn Matlab. Por otro lado, dado que muchas de las
ecuaciones aqu¯ deducidas son bastante engorrosas, se utilizaelsoŸwarede ‡lgebra sim-
bÑlica Maxima para su deducciÑn. Los cÑdigos de Matlab y Maxima analizados en el li-
bro se pueden encontrar enhttps://github.com/diegoandresalvarez/solidos/tree/master/
codigo. All¯ tambi”n est‡ la mayor parte de estos cÑdigos traducidos a Python en la for-
ma deJupyter Notebooks.

Durante la pandemia delh™ê†o-ÔÀ los docentes nos enfrentamos al reto de enseGar
de formas diferentes. En particular, yo escog¯ una metodolog¯a conocida como el ªau-
la invertidaº. Este enfoque requiere que el profesor realice unos videotutoriales de sus
clases. Para tal •n, hice unos tutoriales, tan completos y bienhechos como mis limita-
ciones lo permitieron, donde explico los temas analizados en varioscap¯tulos del libro,
especialmente, los m‡s complicados; estos tutoriales est‡ndisponibles en YouTube. Es-
tos videos son un excelente complemento del libro, ya que incluso en algunos de ellos
abordo tem‡ticas que no est‡n incluidas en este texto.

Podr¯a a•rmar que esta obra no solo es de mi autor¯a, sino de la autor¯a de mis cien-
tos de estudiantes, ya que mediante el uso de unawiki (ShoutWiki y en especial de la
difunta Wikispaces), ellos correg¯an cada tilde, coma y concepto poco claro del texto,
contribu¯an con gr‡•cas y ejemplos que clari•caban ciertos conceptos, correg¯an estilo,
y en general, hac¯an del texto uno f‡cil de leer, a cambio de unascuantas d”cimas; es
tanto as¯ que en las primeras versiones de este libro yo recib¯aa muchos estudiantes en
mi o•cina con dudas, pero ya con las ÷ltimas versiones eran pocaslas citas que estos me
solicitaban. Por lo tanto, quiero agradecer a cada uno de mis estudiantes que contribuyÑ
para que este libro fuera mejor; espero me perdonen por no listarlos aqu¯ uno a uno,
porque si as¯ fuera, tendr¯a que escribir varias hojas con sus nombres. Tambi”n quiero
agradecer a los profesores Carlos Eduardo Arango Restrepo,Cristhian Camilo Mendo-
za BolaGos, Daniel Alveiro Bedoya Ruiz, Jorge Eduardo Hurtado GÑmez, Jairo Andr”s
Paredes LÑpez, Luis Ricardo V‡squez Varela y Oscar Correa Calle, quienes sugirieron
tem‡ticas importantes que deb¯a tratar; Juan Pablo Herrera CastaGo me ayudÑ con el en-
sayo para obtener la fotograf¯a mostrada en la •gura¥.òâ; Juan Nicol‡s Ram¯rez Giraldo
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lomé Ángel Echeverry elaboró las animaciones de GeoGebra mostradas en el capítulo 2.
Finalmente, quiero agradecer a mi familia y a la Universidad Nacional de Colombia por
brindarme el tiempo, el espacio y los recursos para escribir este texto.

Cualquier sugerencia de adición de temas para una nueva edición, reporte de errores
o de temas poco claros o cualquier otro comentario constructivo sobre el libro siempre
será bienvenido. Mi correo es daalvarez@unal.edu.co.

Diego Andrés Álvarez Marín

Manizales (Colombia), 21 de febrero del 2023
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Conceptos básicos

El material de las secciones Ô.ç y Ô.¥ est‡ explicado en los
videos de YouTube que aparecen en la siguiente lista de
reproducciÑn:https://www.youtube.com/playlist?
list=PLOqÀelBrzPDHGRNnsNqhGFy¥IHYecCOm-

En este cap¯tulo consideraremos conceptos clave como ¿qu” esla mec‡nica de sÑlidos?,
¿cu‡les son sus ramas de estudio?, ¿qu” es un sÑlido?, ¿cu‡les son las propiedades de un
sÑlido el‡stico?, entre otros temas de inter”s.

1.1. ¾Qué es la mecánica de sólidos?

Lamec‡nica de sÑlidoses la rama de la mec‡nica cl‡sica que estudia el comportamiento
de la materia sÑlida deformable sometida a acciones externas como las fuerzas super-
•ciales, los cambios de temperatura o los desplazamientos aplicados. A continuaciÑn,
explicaremos con m‡s detalle los elementos de esta de•niciÑn.

Por su parte, lamec‡nica cl‡sica(•gura Ô.Ô) es la rama de la f¯sica que estudia el
comportamiento de los cuerpos macroscÑpicos f¯sicos (desde vigas, p”ndulos y partes
de m‡quinas hasta objetos como planetas, estrellas y galaxias) cuando est‡n sujetos a
fuerzas o desplazamientos. Esta se puede dividir en varias ramas:

· Lacinem‡tica, que describe el movimiento de los cuerpos sin considerar las razo-
nes que lo causaron.

· Ladin‡mica, que trata la relaciÑn entre el movimiento de los cuerpos y sus causas
(las fuerzas); adicionalmente, estudia algunas propiedades de los cuerpos como la
masa y la cantidad de movimiento.
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1. conceptos básicos

Mecánica
clásica

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

● Cinemática
● Dinámica
● Estática
●Mecánica celeste
●Mecánica relativista
●Mecánica estadística

●
Mecánica del
medio continuo

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

●Mecánica de �uidos

●
Mecánica
de sólidos

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

● Teoría de la elasticidad
● Teoría de la plasticidad
● Resistencia de materiales

Figura 1.1. Taxonomía de la mecánica clásica.

• La estática, que analiza la in�uencia de las fuerzas y los torques aplicados sobre sis-
temas físicos en estado de equilibrio; es decir, en una situación donde las posiciones
relativas de los subsistemas no varían con el tiempo o donde estos se mueven con
velocidad constante.

• La mecánica celeste, que estudia el movimiento de las estrellas, los planetas y otros
cuerpos celestes.

• La mecánica relativista, que incluye la teoría especial y general de la relatividad, y
que estudia el comportamiento de cuerpos que semueven a una velocidad cercana
a la de la luz.

• La mecánica estadística, que utiliza las propiedades microscópicas de los átomos
y moléculas para explicar, desde un punto de vista estadístico y mecánico, las pro-
piedades macroscópicas y termodinámicas de los materiales que se observan en
la vida diaria.

• La mecánica del medio continuo.

La mecánica del medio continuo es una rama de la mecánica clásica que propone un
modelo uni�cado para el estudio de los cuerpos sólidos y los �uidos (líquidos y gases)
modelados como un continuo. El concepto del continuo consiste en asumir que la sustan-
cia que conforma un determinado cuerpo está distribuida completamente en el espacio
que ocupa; de este modo, no tiene en cuenta que los materiales están conformados por
átomos entre los cuales existen espacios vacíos y que, generalmente, tienen alguna cla-
se de estructura heterogénea; así mismo, la mecánica del medio continuo supone que
cantidades físicas como la densidad o la masa se pueden aproximar como un límite in�-
nitesimal.

La mecánica del medio continuo se clasi�ca a su vez en dos grandes grupos: la mecá-
nica de �uidos y la mecánica de sólidos. La mecánica de �uidos estudia el movimiento
de los gases y de los líquidos, así como las fuerzas que lo provocan. Como se dijo, la
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1. conceptos básicos

• El estado líquido se caracteriza porque las atracciones intermolecularesmantienen
a las moléculas en proximidad, pero no en relaciones espaciales �jas.

• En el estado gaseoso, las moléculas están comparativamente separadas y las atrac-
ciones intermoleculares tienen un efecto pequeño en susmovimientos respectivos.

• El plasma es un gas constituido por partículas cargadas (iones) libres, cuya dinámi-
ca presenta efectos colectivos dominados por las interacciones electromagnéticas
de largo alcance entre ellas. El plasma es un estado de agregación de la materia
con características propias diferenciándose, de este modo, del estado gaseoso en
el que no existen efectos colectivos importantes.

Un cuerpo sólido se caracteriza porque opone resistencia a la deformación (cambios
de forma y de volumen); en contraste con los líquidos y los gases, la mayor parte de los
sólidos tienen altos valores del módulo de Young E y del módulo de cortante G (estos
conceptos se de�nirán en las secciones 4.3 y 4.3.2, respectivamente); los �uidos, por su
parte, tienen un módulo de cortante G bajo y, por lo general, exhiben la capacidad de
deformarse continuamente (�uir) bajo la acción de un esfuerzo cortante aplicado.

Podemos clasi�car los sólidos de acuerdo con la forma en la que estos responden al
esfuerzo aplicado en sólido rígido, elástico, viscoelástico y plástico:

Sólido rígido: es aquel que, ante cualquier esfuerzo, por grande que sea, no se deforma;
por lo tanto, en este tipo de sólido la distancia intermolecular es invariable.

Sólido elástico: es aquel que al ser sometido a fuerzas se deforma; sin embargo, luego
de suprimir dichas fuerzas, el sólido recupera su forma inicial.

Sólido viscoelástico: es aquel que se comporta elásticamente, pero que también posee
amortiguamiento; de este modo, cuando se remueve el esfuerzo aplicado, el só-
lido tiene que hacer un trabajo contra los efectos de amortiguamiento y este es
convertido en calor dentro del material. Así, la deformación del sólido depende
del tiempo; este comportamiento se encuentra en los tendones, ligamentos y teji-
dos del cuerpo humano y en ciertos polímeros.

Sólido plástico: por lo general, se comportan elásticamente cuando se les aplica un es-
fuerzo menor que el esfuerzo de �uencia (este concepto se estudiará en la sec-
ción 4.2); cuando se sobrepasa dicho esfuerzo, el material se deforma permanen-
temente y no retorna a su forma inicial después de retirar la carga aplicada.

En lo que resta del libro, estudiaremos principalmente el comportamiento de siste-
mas estructurales fabricados con sólidos elásticos, por lo que describiremos sus propie-
dades a continuación.

4



Ô.ç.£§™£†uoZou« ou• «š•†o™ u•[«±†h™ †«š±§™£™

1.3. Propiedades del sólido elástico isótropo

Los sÑlidos que usualmente se analizan en la teor¯a de la elasticidad se idealizan por las
siguientes propiedades:

Isotropía: un material es isÑtropo cuando sus propiedades f¯sicas no dependen de la
direcciÑn en la que se han medido; en otras palabras, las propiedades f¯sicas del
material son las mismas en todas las direcciones. Cuando un material no cumple
esta condiciÑn, se dice que esanisÑtropo. Por ejemplo, la madera es un material
anisÑtropo porque su resistencia en la direcciÑn perpendicular a las •bras y en
la direcciÑn de las •bras es diferente; tambi”n lo son los metalesproducidos en
procesos de rolado, ya que este tiende a ubicar los cristales del metal en ciertas
direcciones. Un ejemplo de material isÑtropo ser¯a, por ejemplo, el agua pura.

Continuidad:un material continuo se caracteriza porque no existen discontinuidades
entre sus part¯culas y, por consiguiente, no se presentan distancias intersticiales;
en otras palabras, si pudi”ramos ampliar nuestra visiÑn inde•nidamente con un
microscopio, en vez de visualizar el vac¯o inter e intraatÑmico, lo que ver¯amos es
inde•nidamente material ªcontinuoº.

Homogeneidad:un material es homog”neo cuando al extraer cualquier elementodel
sÑlido este posee las mismas propiedades f¯sicas, independientemente del lugar
donde se extraen las muestras. Se debe tener en cuenta, sin embargo, que a nivel
microscÑpico todos los materiales podr¯an considerarse heterog”neos, y la caracte-
r¯stica de homogeneidad es simplemente un promedio a nivel macroscÑpico; esto
÷ltimo sucede, por ejemplo, con el concreto u hormigÑn.

Estas propiedades se usan principalmente con el objeto de simpli•car el an‡lisis ma-
tem‡tico, ya que al analizar sÑlidos no el‡sticos o anisÑtropos la complejidad matem‡tica
de la formulaciÑn se complica notablemente.

1.4. Diferenciales de primer, segundo y tercer orden

A lo largo de este texto deduciremos muchas ecuaciones diferenciales parciales. Dichas
deducciones, usualmente, analizan un cuerpo de tamaGo in•nitesimal, por lo que es ne-
cesario estudiar la naturaleza de las cantidades in•nitesimales con las que trabajaremos.

Consideremos un elemento diferencial de arco, ‡rea o volumen como los mostrados
en la •guraÔ.ò, con tamaGos ds, dA y dV, respectivamente. Sin p”rdida de generalidad,
podemos asumir que dichos diferenciales son b‡sicamente pedazos de arco, rect‡ngulos
o paralelep¯pedos rectos; por lo tanto, en lo que respecta a los diferenciales de ‡rea y de
volumen sus tamaGos sonç dA �� dx dy y dV �� dx dydz. Si llamamos a ds, dx, dy y dz
diferenciales de primer orden, entonces nos referiremos, seg÷n corresponda, a dA y dV

ç A lo largo de este texto utilizaremos muchas veces el s¯mbolo�� que signi•ca ªse de•ne comoº.

 



1.5. fuerzas que actúan sobre un sólido
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Figura 1.3. Variación de las funciones x, x2 y x3. Observe que a medida de que x
tiende a cero por la derecha, la función x3 decrece mucho más rápido que x2 (es
decir, x3 se vuelve cero primero que x2) e incluso disminuye de forma aún más
rápida que x. Por esta razón, es posible despreciar los diferenciales de tercer y
segundo orden cuando estos se comparan con diferenciales de primer orden.

volumen. Estas fuerzas no se producen por el contacto con otro cuerpo. Denotaremos
por el campo vectorial (ver apéndice A.4)5

bˆx , y, z• �� [X(x , y, z), Y(x , y, z), Z(x , y, z)]T

la intensidad de la fuerza másica por unidad de volumen ejercida en la ubicación (x , y, z);
aquí X, Y y Z son las componentes de la fuerza másica por unidad de volumen en la
dirección de los ejes coordenados x, y y z, respectivamente; de acuerdo con lo anterior
y con lo expuesto en la sección 1.4, b(x , y, z)dV denotará la fuerza (observe que dicha
fuerza es también un campo vectorial) ejercida sobre un diferencial de volumen dV que
se ubica en la posición (x , y, z), siendo esta expresión un diferencial de tercer orden.
Por ejemplo, con respecto al sistema de coordenadas mostrado en la �gura 2.1, el campo
vectorial b representa el peso propio del cuerpo y está en este caso dado por b(x , y, z) �[0, � ρg , 0]T , siendo ρ la densidad del material y g la aceleración de la gravedad; aquí,

5 En este libro representaremos siempre los vectores como vectores columna; sin embargo, para mini-
mizar el espacio usado, a veces los escribiremos como un vector �la al que se le aplicará posterior-
mente el operador de transposición. Adicionalmente, de aquí en adelante, usaremos este recuadro
para resaltar aquellas ecuaciones fundamentales y aquellas utilizadas en la práctica para resolver
problemas.
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1. conceptos básicos

ρg es el llamado peso específico del material, que se debe entender como una “densidad
de peso”.

Por otro lado, las llamadas fuerzas de contacto, fuerzas de superficie o simplemente
fuerzas superficiales (surface forces en inglés) son aquellas que están presentes únicamen-
te en el contorno del sólido y se producen por el contacto con otro sólido o �uido. A lo
largo del texto denotaremos al sólido como Ω y a su contorno como ∂Ω; ejemplos de
dichas fuerzas son la presión de tierras o las fuerzas hidrostáticas. En este orden de ideas,
denotaremos por el campo vectorial

f (x , y, z) �� [X̄(x , y, z), Ȳ(x , y, z), Z̄(x , y, z)]T

la intensidad de la fuerza superficial por unidad de área ejercida en la posición (x , y, z);
aquí (x , y, z) pertenece necesariamente al contorno ∂Ω del sólido Ω, es decir, (x , y, z) >
∂Ω. Según lo anterior, el diferencial f (x , y, z)dΓ será un diferencial de segundo orden
que representa la fuerza ejercida sobre el diferencial de super�cie o de área dΓ, donde
dΓ ` ∂Ω; en este caso, hemos denotado por X̄, Ȳ y Z̄ las componentes de la fuerza
super�cial en la dirección de los ejes coordenados x, y y z, respectivamente.

1.6. Preguntas de control de lectura

1. ¿Cuál es la diferencia entre la mecánica de sólidos y la resistencia de materiales?

2. ¿Está claro el concepto de continuidad en un sólido y en un �uido? ¿Qué se está
asumiendo en el límite cuando las dimensiones del volumen de referencia tienden
a cero?

3. ¿Es posible considerar elementos diferenciales que no sean rectángulos o paralele-
pípedos rectos en el caso de diferenciales de área y de volumen respectivamente?
¿Por qué el análisis hecho en la sección 1.4 se restringe a diferenciales de las formas
mencionadas?

8
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2. estudio de los esfuerzos en un punto
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n̂

� n̂
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Figura 2.1. Fuerzas super�ciales f 1, f 2, . . . , f n, másicas b e internas que actúan

sobre un sólido. El vector ∆ f ∶= [ fx , fy , fz]
T
representa la resultante

de la fuerza interna que actúa sobre el área ∆A, la cual contiene el punto P y se
encuentra ubicada sobre el plano con normal n̂ que pasa por el punto P.

esfuerzos se puede representar como una función (ver apéndice A.3) continua por par-
tes, cuyo dominio son todos los puntos (x , y, z) que están contenidos en el sólido. En
ocasiones, el esfuerzo también depende del tiempo t, como en el caso de estructuras
sometidas a acciones dinámicas como sismos o vientos.

Con referencia a la �gura 2.1, considere un cuerpo en equilibrio sujeto a fuerzas su-
per�ciales f 1, f 2, . . . , f n y másicas b, el cual se divide en dos por un plano imaginario
con vector normal7 n̂. Si consideramos la mitad gra�cada en la izquierda, sobre el plano
divisor se deberá encontrar una fuerza super�cial por unidad de área, la cual tendrá la
misión de conservar el equilibrio del sólido; analicemos entonces la naturaleza de dicha
fuerza super�cial que actúa sobre un pequeño diferencial de área de ese plano.

Suponga que sobre el plano divisor está ubicada una super�cie de área8 ∆A, la cual
contiene el punto P con coordenadas (x , y, z); suponga adicionalmente que sobre la su-

per�cie actúa una fuerza cuya resultante es ∆ f �� [ fx , fy , fz]T
. El principio de esfuerzos

de Cauchy (Cauchy stress principle en inglés) establece que a medida que la super�cie se
vuelve muy pequeña y tiende al punto P, la tensión o esfuerzo (denotada por q) en el
punto (x , y, z) asociado con el plano de normal n̂ es

q(x , y, z) � ĺım
∆A� 0

∆ f

∆A
(aquí ∆A tiene normal n̂). (2.1)

La ecuación (2.1) nos dice que el vector de esfuerzos q depende de la ubicación en el
cuerpo y la orientación en el plano sobre el cual se está actuando. Observe que tanto ∆ f

7 A lo largo de este texto utilizaremos un gorro sobre una letra para denotar que dicho vector es uni-
tario: ∥n̂∥ = 1.

8 Nos referiremos a la super�cie y al área de la super�cie por ∆A. A partir del contexto se podrá deducir
a qué se está haciendo referencia.
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2.1. tensiones o esfuerzos

como q(x , y, z) son vectores con la misma dirección y sentido; además, ambos vectores
tienen generalmente una dirección diferente a la de n̂. Tenga en cuenta que q(x , y, z)
por de�nición se asocia a una super�cie; de hecho, algunos libros hacen énfasis en esto
utilizando la notación qˆ n̂• (x , y, z); sin embargo, nosotros no utilizaremos esta notación
para evitar saturar el texto. Note que, según la ecuación (2.1), en un sólido real las fuerzas
puntuales no existen porque el esfuerzo en el punto de aplicación de la carga sería in�ni-
to; lo que sí es físicamente posible es una carga distribuida repartida sobre una pequeña
área.

Observe que el esfuerzo se cuanti�ca por unidades de fuerza sobre unidades de área,
por lo que este se mide, en el sistema internacional de unidades, en newton (N) sobre
metro cuadrado (m2), es decir, N/m2 o simplemente pascales (Pa).

Dependiendo de la orientación del plano en consideración, el vector de esfuerzos
q(x , y, z) se puede descomponer de la siguiente manera:

• Un vector normal al plano, llamado el vector de esfuerzo normal (normal stress vec-
tor en inglés), denotado por σn, el cual está asociado a las fuerzas de compresión
y de tracción9 y se de�ne por

σn(x , y, z) � ĺım
∆A� 0

∆ f n

∆A
,

donde ∆ f n es la componente del vector de fuerzas internas ∆ f que es normal al
diferencial de área ∆A y que básicamente tiene la misma dirección que n̂.

• Un vector σ s ortogonal a n̂, conocido como el vector de esfuerzo tangencial o vector
de esfuerzo cortante (shear stress vector en inglés), especi�cado por

σ s(x , y, z) � ĺım
∆A� 0

∆ f s

∆A
,

donde ∆ f s representa la componente tangencial del vector de fuerzas internas ∆ f

a la super�cie de área ∆A.

Finalmente, aplicando las reglas de adición vectorial σn(x , y, z) y σ s(x , y, z), se pue-
den sumar para volver a obtener q(x , y, z):

q(x , y, z) � σn(x , y, z) � σ s(x , y, z). (2.2)

9 En este texto asociaremos cantidades positivas a los esfuerzos normales de tracción y cantidades
negativas a los esfuerzos normales de compresión.
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

2.2. Estudio de las tensiones en un punto bidimensional

En esta sección estudiaremos los esfuerzos que actúan sobre un punto bidimensional.
Para tal �n asumiremos, a continuación, que el punto tiene la forma de un elemento
in�nitesimal rectangular (sección 2.2.1) y también la forma de un elemento in�nitesi-
mal triangular (sección 2.2.2). Al ser un elemento in�nitesimal, se puede despreciar la
variación de los esfuerzos sobre las caras del rectángulo y del triángulo.

2.2.1. Análisis de un elemento infinitesimal rectangular

Analicemos un sólido bidimensional de espesor t localizado sobre el plano xy, como el
mostrado en la �gura 2.2a.10 En particular, estamos interesados en los esfuerzos en un
punto interior, que para efectos prácticos simbolizaremos con el rectángulo mostrado
en la �gura 2.2b, el cual tiene caras ortogonales a los ejes x y y. El resto del cuerpo ejerce
sobre el elemento unas fuerzas repartidas sobre las caras del rectángulo. Si el elemento
es lo su�cientemente pequeño podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que los
esfuerzos sobre las caras del sólido están uniformemente repartidos sobre ellas (¿por
qué?).

dxdx
dydy σxσx

σx

σy

σy

τxy

τxy

τ x
y

τyx

τyx

(a) (b) (c)

Figura 2.2. Análisis de esfuerzos en un elemento in�nitesimal rectangular de espesor t (no
mostrado) localizado sobre el plano xy. El grá�co muestra la convención positiva de los
esfuerzos. Del sólido mostrado en (a) extraemos un pedazo in�nitesimal rectangular

mostrado en (b). En (b) podemos ver los esfuerzos actuando sobre dicho rectángulo. Los
esfuerzos sobre este rectángulo se pueden descomponer en esfuerzos normales y cortantes

que se ilustran en (c) con una sola �echa para simpli�car la representación grá�ca.

Observe que los esfuerzos actuantes sobre la cara derecha se han dividido en los
esfuerzos normales σx y en los esfuerzos cortantes τxy (que hemos representado en la
�gura 2.2c con una sola �echa para hacer la ilustración mucho más legible). Escogimos

10 Siendo estrictos, estamos considerando aquí un sólido en estado de tensión plana. Este concepto lo
veremos en la sección 4.8.1.
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2.3. estudio de las tensiones en un punto tridimensional

Esta ecuación se conoce como la fórmula de Cauchy (bidimensional); en este sistema
la matriz simétrica σ se conoce como lamatriz de tensiones de Cauchy (bidimensional).13
Cabe aclarar que en la deducción de la ecuación (2.3) no se han tenido en cuenta las fuer-
zasmásicas por ser diferenciales de volumen, cuyo valor es despreciable en comparación
con las fuerzas de super�cie (ver sección 1.4). Se deja como ejercicio al lector hacer el
análisis anterior teniendo en cuenta las fuerzas másicas.

Mas adelante, en la sección 2.10, explicaremos el concepto de tensor y entenderemos
por qué a σ se le conoce también como el tensor de esfuerzos o el tensor de tensiones.

2.3. Estudio de las tensiones en un punto tridimensional

Como se comentó en la sección 2.1, para cada inclinación del plano que pasa por el
punto P referido en la �gura 2.1, tenemos un esfuerzo correspondiente q que equilibra
los esfuerzos internos en el sólido. En esta sección caracterizaremos dichos esfuerzos
internos utilizando un paralelepípedo y un tetraedro in�nitesimal.

2.3.1. Análisis de un paralelepípedo infinitesimal

La siguiente animación de GeoGebra, elaborada por
Salomé Ángel Echeverry, permite ilustrar de forma
interactiva el paralelepípedo considerado en esta sección:
https://www.geogebra.org/m/ve3dxtpw

En el caso tridimensional, con referencia a la �gura 2.4 y utilizando un sistema de coor-
denadas de la mano derecha (ver apéndice A.13), si consideramos un paralelepípedo
in�nitesimal tendríamos tres componentes de tensión en cada una de las seis caras del
elemento, por lo que habría dieciocho valores de las componentes de tensión. Es claro
que los vectores normales a las caras tienen igual magnitud y dirección, pero diferente
sentido que el vector de la cara opuesta (debido a que la sumatoria de fuerzas en un punto
en equilibrio estático14 debe ser cero, ∑ f � 0). Por otro lado, la condición de equilibrio
de momentos ∑m � 0 también se debe satisfacer, por lo que al hacer la sumatoria de
momentos producidos por los pares de fuerzas involucrados con respecto al centro del
paralelepípedo resulta:

∑ mx � 0 Ô⇒ (τyz dx dz)dy � (τzy dx dy)dz � 0

∑ my � 0 Ô⇒ (τzx dy dx)dz � (τxz dy dz)dx � 0

∑ mz � 0 Ô⇒ (τxy dz dy)dx � (τyx dz dx)dy � 0,

13 Es importante advertir al lector acerca de la diferencia entre la matriz σ y el vector σ . La primera es
la matriz de tensiones y el segundo es una representación alterna de la matriz σ , como el vector σ ,
que utilizaremos a partir del capítulo 4 (ver, por ejemplo, la sección 4.3.4).

14 Se dice que un cuerpo sometido a la acción de fuerzas externas se encuentra en equilibrio estático
cuando está, ya sea quieto o en movimiento, sobre una línea recta y con velocidad constante.
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0xz

0zx

x

y

z
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dy

dz

Figura ò.¥.Componentes de esfuerzos en çD. El gr‡•co muestra el sentido positivo
de los esfuerzos. Recuerde que0xz representa el esfuerzo cortante que
act÷a sobre una super•cie ortogonal al ejex y que apunta en direcciÑn

del ejez. Observe adicionalmente que los esfuerzos est‡n referidos
a un sistema de coordenadas de la mano derecha (ver ap”ndiceA.Ôç).

de donde se deduce que

0yz � 0zy 0zx � 0xz 0xy � 0yx.

Recuerde del curso Est‡tica que, cuando se estima el momento producido por un par de
fuerzas, no se considera un punto alrededor del cual se hace lasumatoria de momentos;
basta con multiplicar la distancia que separa ambas fuerzas por la fuerza del par.

En conclusiÑn, se observa que de los dieciocho valores de las componentes de los
vectores de tensiÑn correspondientes a las seis caras del paralelep¯pedo considerado, solo
hay seis componentes independientes, que son. x, . y, . z, 0xy, 0xz y 0yz.

Como nota •nal, es menester comentar que a las tres caras del cubo mostrado en la
•gura ò.¥se les llamacaras positivas, ya que est‡n en el lado positivo de los ejesx, y y z;
a las otras tres caras del cubo, las cuales est‡n ocultas en eldibujo, se les conoce como
lascaras negativas.

Ôâ



2.4. notación indicial

(a) (b)

x
x , z

yy

z

O

OA

B B

C
D

n̂

A, D,C
θ2

θ2

Figura 2.6. Relación entre los triángulos ∆ABC y ∆ACO. En el grá�co (a) se observa que
las líneas DO y BD son las alturas de los triángulos ∆ACO y ∆ABC, respectivamente;

adicionalmente, ambas líneas son ortogonales a la línea AC. En el grá�co (b)
podemos encontrar una vista de la �gura (a) en la cual el plano ∆ABC se ve como la
línea BD y la línea AC se ve como el punto verde mostrado. En este mismo
grá�co se observa claramente que el ángulo que hace el eje y con el vector n̂ es θ2.

Observe que tanto la matriz de tensiones σ como el vector normal n̂ varían de punto
a punto en el espacio, por lo que podríamos escribir q(x , y, z) � σ(x , y, z)n̂(x , y, z). La
matriz de tensiones σ representa el estado de esfuerzos presente en un punto cualquiera
con coordenadas (x , y, z), siendo su diagonal los esfuerzos normales en el punto y los
otros términos los esfuerzos cortantes.

Note que la matriz σ(x , y, z) es en este caso simétrica. No obstante, es importante
anotar que Fung et al. (2017, p. 64) dicen que, según el matemático y cientí�co escocés
James ClerkMaxwell (1831–1879), estamatriz no es simétrica en el caso de un imán en un
campomagnético y en el caso de un material dieléctrico en un campo eléctrico con dife-
rentes planos de polarización, ya que en ambas situaciones, cuando se tienen esfuerzos
cortantes muy pequeños y campos electromagnéticos muy intensos, aparecen sobre el
cuerpo del sólido “momentos másicos” que evitan que la matriz σ(x , y, z) sea simétrica.

Podemos concluir en esta sección que la matriz de tensiones σ resume el estado de
esfuerzos de un punto en el interior de un sólido y la ecuación (2.5) nos muestra el
esfuerzo q asociado a la condición de esfuerzos σ para una inclinación n̂.

2.4. Notación indicial

Una de las ideas básicas en la llamada notación indicial o notación tensorial es escribir
las fórmulas que involucran vectores y matrices del modo más compacto posible; para
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

tal �n, denotaremos los ejes de coordenadas x, y y z de la forma más general posible
como x1, x2 y x3, y los vectores î, ĵ y k̂ como ê1, ê2 y ê3, de tal modo que las direcciones
se entiendan a partir de los índices 1, 2 o 3.

Un vector q especi�cado en relación con la base {ê1, ê2, ê3} se puede de�nir como

q � q1 ê1 + q2 ê2 + q3 ê3,

o simplemente como

q � [qi] � [q1, q2, q3]T
.

Observe que las componentes del vector q, a saber: q1, q2 y q3, se pueden especi�car
en forma resumida como qi con i � 1, 2, 3; dado que qi puede representar cualquiera de
las componentes del vector q, denotaremos también al vector q como [qi] o simplemente
como qi . Esta última es la notación indicial o notación tensorial del vector q.

De forma similar a como hicimos con el vector q, podemos escribir el vector n̂ con
componentes n̂1 ∶� α, n̂2 ∶� β, y n̂3 ∶� γ como

n̂ � [n̂i] � [n̂1, n̂2, n̂3]T
,

o en la resumida forma indicial como n̂i .
Con respecto a la matriz de tensiones σ , podemos escribirla así:

σ � [σi j] �
⎛⎜⎝
σx τxy τxz
τyx σy τyz
τzx τzy σz

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

⎞⎟⎠
o en forma indicial como σi j. Observe que índices repetidos en las componentes de la
matriz σ representan esfuerzos normales (σx � σ11, σy � σ22 y σz � σ33) e índices diferen-
tes denotan esfuerzos cortantes, por ejemplo, τxz � σ13. De nuevo, la notación σi j puede
aludir a un elemento de lamatriz de tensiones σ o simbolizar lamatriz σ misma; todo de-
pende del contexto. Recuerde que la matriz de tensiones es simétrica y, por consiguiente,
σ � σT ; este hecho se expresa en notación indicial como σi j � σ ji .

Cuando se utiliza la notación indicial es muy frecuente utilizar el llamado convenio
de sumatoria de Einstein, o simplemente notación de Einstein; esta es una convención
utilizada para abreviar la escritura de sumatorias en notación indicial, en la que se supri-
me el símbolo de sumatoria ∑. Esta notación fue propuesta por el físico alemán Albert
Einstein (1879–1955) en 1916. El objetivo de esta notación es escribir expresiones como

u �
n∑

i=1
cixi � c1x1 + c2x2 + c3x3 +⋯+ cnxn

sin el sumatorio, es decir,
u � cixi ,

de manera que la expresión resultante sea aún más compacta. En resumidas cuentas,
el producto punto (ver apéndice A.15.4) de los vectores c y x se escribe utilizando la
notación de Einstein como c ⋅ x � cixi .
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

como Rik � Ai jB jk, ya que el término de la �la i y la columna k de la matriz R, denotado
por Rik, se calcula como Rik � (AB)ik � ∑n

j=1 Ai jB jk.
Adicionalmente, dado que el producto de matrices es asociativo (en otras palabras,

ABC � A(BC) � (AB)C), el producto de tres matrices A, B y C de tamañom× n, n× p
y p×q, respectivamente (es decir,D � ABC), se puede escribir utilizando el convenio de
sumatoria de Einstein como Di l � Ai jB jkCkl , puesto que Di l � (AB)ikCkl � Ai jB jkCkl �∑p

k=1 (∑n
j=1 Ai jB jk)Ckl � ∑n

j=1 ∑p
k=1 Ai jB jkCkl . En resumen:

D � ABC se escribe en notación indicial como Di l � Ai jB jkCkl . (2.7)

La notación indicial puede ser engorrosa para quien no está acostumbrado a ella;
sin embargo, es importante aprenderla, puesto que los libros avanzados de mecánica de
sólidos usualmente la emplean, principalmente con el objeto de escribir las ecuaciones
de una forma más compacta.

2.5. Cambio de base

Supongamos que tenemos un vector r de�nido en el espacio R3. Usualmente, las coor-
denadas de r se encuentran especi�cadas con respecto a la base {î , ĵ, k̂}; sin embargo,
en ocasiones, es conveniente expresar dicho vector en referencia a otra base de R3, ya
que en esta otra base la representación del vector r podría ser más sencilla o más com-
pacta. El cómo calcular la representación de r con respecto a la otra base es el tema que
trataremos a continuación.

Considere una base especi�cada por los vectores ortonormales18 ê1, ê2 y ê3; esta base
es tal que debe formar un sistema coordenado de lamano derecha y, por lo tanto, se debe
satisfacer el producto cruz ê3 � ê1 × ê2 (ver los apéndices A.12 y A.13). Adicionalmente,
supongamos que existe un punto r cualquiera con coordenadas (x , y, z) referidas a la
base {ê1, ê2, ê3}; de este modo, r � x ê1 + yê2 + z ê3.

De�namos tres vectores ortonormales êœ
1, ê

œ
2 y ê

œ
3 con respecto a los vectores ê1, ê2 y

ê3, tales que

êœ
1 � α1 ê1 + β1 ê2 + γ1 ê3 (2.8a)

êœ
2 � α2 ê1 + β2 ê2 + γ2 ê3 (2.8b)

êœ
3 � α3 ê1 + β3 ê2 + γ3 ê3, (2.8c)

18 Recuerde que un conjunto â1 , â2 , . . . ân de vectores se dice que es ortonormal si todos ellos son vec-
tores unitarios (esto es, si ∥â i∥ = 1 para todo i = 1, 2, . . . , n) y, además, son mutuamente ortogonales,
o sea, si el producto punto (ver apéndice A.15.4) entre ellos â i ⋅ â j es tal que, para i , j = 1, 2, . . . , n,

â i ⋅ â j = δ i j =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1 si i = j
0 si i ≠ j

.
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2.5. cambio de base

xœ

yœ

xz

r

ê1

ê2

ê3

êœ
1

êœ
2

êœ
3

cos� 1 β1

cos� 1 β2

cos� 1 β3

cos� 1 γ1

Figura 2.7. Dos bases ortonormales especi�cadas por los vectores
ê1, ê2, ê3 y ê

œ
1, ê

œ
2 y êœ

3. Tenga en cuenta que αi = cos (∡(êœ
i , ê1)),

βi = cos (∡(êœ
i , ê2)) y γi = cos (∡(êœ

i , ê3)), para i = 1, 2, 3.

de donde se deduce que las coordenadas de los vectores êœ
1, ê

œ
2 y êœ

3 referidas a la base{ê1, ê2, ê3} son êœ
1 � [α1, β1, γ1]T , êœ

2 � [α2, β2, γ2]T y êœ
3 � [α3, β3, γ3]T . Como los

vectores êœ
1, ê

œ
2 y ê

œ
3 son unitarios, resulta que los αi , βi y γi representan, respectivamente,

los cosenos directores de êœ
i para i � 1, 2, 3 con respecto a la base {ê1, ê2, ê3} (�gura 2.7);

en otras palabras, αi � cos (∡ (êœ
i , ê1)), βi � cos (∡ (êœ

i , ê2)) y γi � cos (∡ (êœ
i , ê3)) para

i � 1, 2, 3. Se debe tener en cuenta que la selección de los vectores êœ
1, ê

œ
2 y ê

œ
3 se hizo de

forma tal que se satisface el producto cruz êœ
3 � êœ

1 × êœ
2, ya que este nuevo sistema de

coordenadas debe también satisfacer la regla de la mano derecha.
Al realizar el producto punto de la ecuación (2.8a) con ê1,

êœ
1 ⋅ ê1 � α1 ê1 ⋅ ê1²

=1

+β1 ê2 ⋅ ê1²
=0

+γ1 ê3 ⋅ ê1²
=0

;

se concluye que êœ
1 ⋅ ê1 � α1. Procediendo análogamente al hacer el producto punto de las

ecuaciones (2.8) con ê1, ê2 y ê3 resulta:

α1 � êœ
1 ⋅ ê1 β1 � êœ

1 ⋅ ê2 γ1 � êœ
1 ⋅ ê3

α2 � êœ
2 ⋅ ê1 β2 � êœ

2 ⋅ ê2 γ2 � êœ
2 ⋅ ê3

α3 � êœ
3 ⋅ ê1 β3 � êœ

3 ⋅ ê2 γ3 � êœ
3 ⋅ ê3.

Las anteriores fórmulas se pueden entender también teniendo en cuenta que, si dos
vectores unitarios â y b̂ están separados por un ángulo θ, se tiene que

â ⋅ b̂ � ∥â∥∥b̂∥´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

cos θ � cos θ;
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2.5. cambio de base

Al comparar las ecuaciones (2.10) y (2.11) se deduce que la matriz de transformación
T es ortogonal, ya que T � 1 � TT .

La explicación anterior se podría entender mejor al asociar aquellos escalares y vec-
tores que tienen la comilla (por ejemplo, xœ

i , e
œ
i) al sistema de coordenadas en el cual es

cómodo trabajar (o sea, al llamado sistema de coordenadas locales), y aquellos que no la
tienen (por ejemplo, xi , e i) al sistema de coordenadas en el cual no se desea operar o
sistema de coordenadas globales. Desde este punto de vista, la ecuación (2.11) convierte
un punto especi�cado en el sistema de coordenadas globales (sistema de coordenadas
“incómodo”) a sus respectivas coordenadas en el sistema cartesiano en el que se desea
operar. ¿Cómo entendería usted las bases {ê1, ê2, ê3} y {êœ

1, ê
œ
2, ê

œ
3} y la ecuación (2.10)?

Es importante anotar que el determinante de una matriz ortogonal siempre debe ser
o +1 o −1 (lo contrario no siempre es verdad). Si las columnas de dicha matriz ortogonal
de�nen un sistema coordenado de la mano derecha, dicho determinante es +1 y, si espe-
ci�can un sistema coordenado de la mano izquierda, dicho determinante es −1; por lo
tanto, en nuestro caso det(T) � +1.

Por último, tenga presente que al ser T una matriz ortogonal, los vectores r y rœ

tienen la misma norma y, por tal razón, se puede decir que la función de T es rotar el
vector rœpara convertirlo en el vector r mediante la ecuación (2.10), es decir r � Trœ. Lo
anterior se demuestra teniendo en cuenta que ∥r∥2 � rTr � rœTTTTrœ, pero como T es
una matriz ortogonal TTT � I y, entonces, ∥r∥2 � rTr � rœTrœ� ∥rœ∥2; por lo tanto, se
puede entender a T como una matriz de rotación de vectores.

Ejemplo 2.1. Cambio de base en dos dimensiones

Desarrolle la formulación para el cambio de base en dos dimensiones.

Solución

Consideraremos el cambio de base que se produce al rotar los ejes ê1 y ê2 un ángulo θ
en el plano bidimensional cartesiano. De acuerdo con la �gura 2.8,

r � x ê1 + yê2 � xœ̂eœ
1 + yœ̂eœ

2,

y, procediendo análogamente a como se dedujo la ecuación (2.11), resulta:

(xœ

yœ) � (α1 β1
α2 β2

) (x
y
) ;

pero

α1 � cos θ β1 � cos (90X− θ) � sin θ

α2 � cos (90X+ θ) � − sin θ β2 � cos θ

y, en consecuencia,

(xœ

yœ) � ( cos θ sin θ
− sin θ cos θ

) (x
y
)
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2.6. matriz de esfuerzos expresada en otro sistema de coordenadas

Con el objeto de expresar la matriz de tensiones σ con respecto a los ejes êœ
1, ê

œ
2 y ê

œ
3,

debemos tener en cuenta que, según lo explicado en la sección 2.5, podemos expresar
los vectores q y n̂ en función de la base êœ

1, ê
œ
2 y ê

œ
3 por medio de las transformaciones

qœ� TTq (2.14a)

n̂œ� TT n̂, (2.14b)

siendo T la matriz de transformación

T � [êœ
1, êœ

2, êœ
3] .

Como T es una matriz ortogonal, TT � T � 1 y, por lo tanto, premultiplicando por T
ambas ecuaciones (2.14) resulta:

q � Tqœ (2.15a)

n̂ � Tn̂œ; (2.15b)

así, pues, reemplazando la fórmula (2.15b) en (2.13) y dicho resultado en (2.14a), obtene-
mos:

qœ� TTσT´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
σ ′

n̂œ,

de donde se deduce, a partir de la fórmula de Cauchy, qœ� σœ̂nœ, que

σœ� TTσT , (2.16)

la cual se escribe, según (2.7), en notación indicial de Einstein como

σœ
i l � Tjiσ jkTkl . (2.17)

Observe que aquí se están repitiendo los índices j y k, lo que quiere decir que debe haber
una sumatoria para cada uno de ellos, o sea, σœ

i l � ∑3
j=1 ∑3

k=1 Tjiσ jkTkl ; adicionalmente, se
intercambiaron los subíndices de Ti j para denotar el hecho de que la matriz T ha sido
transpuesta.

La ecuación (2.16) se puede escribir en forma expandida como

⎛⎜⎝
σx′ τx′y′ τx′z′

τx′y′ σy′ τy′z′

τx′z′ τy′z′ σz′

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
σ ′

�
⎛⎜⎝
α1 α2 α3

β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3

⎞⎟⎠
T

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
TT

⎛⎜⎝
σx τxy τxz
τxy σy τyz
τxz τyz σz

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
σ

⎛⎜⎝
α1 α2 α3

β1 β2 β3
γ1 γ2 γ3

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
T

. (2.18)

Aquí êœ
1 ∶� [α1, β1, γ1]T , êœ

2 ∶� [α2, β2, γ2]T y êœ
3 ∶� [α3, β3, γ3]T son vectoresmutuamente

ortogonales que representan los ejes del sistema de coordenadas para el cual se re�eren
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

las direcciones xœ, yœy zœ(especi�cando estos en el sistema de coordenadas de la mano
derecha).

Premultiplicando la ecuación (2.16) por T y posmultiplicándola por TT resulta:

σ � TσœTT , (2.19)

ya que TTT � TTT � I.
Las ecuaciones (2.16) y (2.19) constituyen las fórmulas de transformación de lamatriz

de tensiones entre los sistemas de coordenadas {ê1, ê2, ê3} y {êœ
1, ê

œ
2, ê

œ
3}.

2.6.1. Caracterización de la matriz de tensiones en el caso
tridimensional

A lo largo de este libro utilizaremos el so�ware libre para álgebra
simbólica Maxima (ver apéndice B), el cual nos permitirá realizar
dispendiosas operaciones de cálculo fácilmente. Antes de continuar
con la lectura del libro, se invita al lector a descargar dicho so�ware
de http://maxima.sourceforge.net/es/download.html, instalarlo, leer la
documentación que se encuentra en http://maxima.sourceforge.net/
es/documentation.html y mirar los excelentes videotutoriales reali-
zados por Daniel Suárez disponibles en https://www.youtube.com/
playlist?list=PLFk7DOCMKbw_QrywlNmPtCmaNH_wSu28g. Dedi-
que al menos dos horas en el aprendizaje de este programa.

De acuerdo con la ecuación (2.16) y la matriz de transformación T de�nida en la ecua-
ción (2.10), las fórmulas que transforman los esfuerzos a otro sistema de coordenadas se
pueden calcular con el siguiente programa de Maxima:19

1 /* Se define la matriz de tensiones en coordenadas rectangulares sigma */
2 sigma : matrix(
3 [ sx, txy, txz ],

4 [ txy, sy, tyz ],

5 [ txz, tyz, sz ]

6 )$
7

8 /* Se define la matriz de transformación T */
9 T : matrix(

10 [ %alpha[1], %alpha[2], %alpha[3] ],

11 [ %beta[1], %beta[2], %beta[3] ],

12 [ %gamma[1], %gamma[2], %gamma[3] ]

13 )$
14

19 Recuerde que si usted está utilizando la interfaz de Maxima llamada wxMaxima debe presionar
Shift ⇑ + Enter , con el objeto de evaluar los comandos escritos.
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Ô  / * Se calcula la matriz de tensiones sigmaP en el sistema de coor denadas * /
Ôâ / * especificado por los vectores definidos en la matriz T * /
ÔÞ sigmaP: transpose (T).sigma.T$ / * ecuación ( 2.18 ) * /
Ô—

ÔÀ / * Se extraen los términos de la matriz de tensiones sigmaP * /
òý sxp : expand (sigmaP[1][1]); / * elemento 1,1 de la matriz sigmaP * /
òÔ syp : expand (sigmaP[2][2]);
òò szp : expand (sigmaP[3][3]);
òç typzp : expand (sigmaP[2][3]); / * elemento 2,3 de la matriz sigmaP * /
ò¥ txpzp : expand (sigmaP[1][3]);
ò  txpyp : expand (sigmaP[1][2]);

y son las siguientes ecuaciones:

. xœ� ò� Ô� Ô0yz � ò� Ô� Ô0xz � ò� Ô� Ô0xy � � ò
Ô. z � � ò

Ô. y � � ò
Ô. x (ò.òýa)

. yœ� ò� ò� ò0yz � ò� ò� ò0xz � ò� ò� ò0xy � � ò
ò. z � � ò

ò. y � � ò
ò. x

. zœ� ò� ç� ç0yz � ò� ç� ç0xz � ò� ç� ç0xy � � ò
ç. z � � ò

ç. y � � ò
ç. x

0yœzœ� ˆ � ò� ç � � ò� ç• 0yz � ˆ � ò� ç � � ò� ç• 0xz � ˆ � ò� ç � � ò� ç• 0xy�

� ò� ç. z � � ò� ç. y � � ò� ç. x

0xœzœ� ˆ � Ô� ç � � Ô� ç• 0yz � ˆ � Ô� ç � � Ô� ç• 0xz � ˆ � Ô� ç � � Ô� ç• 0xy�

� Ô� ç. z � � Ô� ç. y � � Ô� ç. x

0xœyœ� ˆ � Ô� ò � � Ô� ò• 0yz � ˆ � Ô� ò � � Ô� ò• 0xz � ˆ � Ô� ò � � Ô� ò• 0xy�

� Ô� ò. z � � Ô� ò. y � � Ô� ò. x . (ò.òýb)

En el cÑdigo anterior de Maxima se utilizaron los comandos:matrix , el cual permite
de•nir matrices •la por •la;transpose , que calcula la transpuesta de una matriz;expand ,
comando que hace queax � aˆx � y• se vuelva òax � ay, y la orden ª. º, que multiplica
matrices; los signos ª; º y ª$º, que imprimen o no el resultado de un c‡lculo, respectiva-
mente; el par ª/ * * / º, que de•ne los comentarios, y la orden ª: º, que asigna un c‡lculo a
la variable que aparece a la izquierda de ª: º.

Se deja como ejercicio al lector demostrar que las ecuaciones anteriores se pueden
escribir alternativamente de la siguiente manera:

. xœ� ÃeœT
Ô . Ãeœ

Ô 0yœzœ� ÃeœT
ò . Ãeœ

ç � ÃeœT
ç . Ãeœ

ò

. yœ� ÃeœT
ò . Ãeœ

ò 0xœzœ� ÃeœT
Ô . Ãeœ

ç � ÃeœT
ç . Ãeœ

Ô

. zœ� ÃeœT
ç . Ãeœ

ç 0xœyœ� ÃeœT
Ô . Ãeœ

ò � ÃeœT
ò . Ãeœ

Ô.

Como la direcciÑn de los vectoresÃeœ
Ô, Ãeœ

ò y Ãeœ
ç es arbitraria, siempre y cuando estos sean

vectores mutuamente ortogonales, de las ecuaciones anteriores se sigue que el esfuerzo
normal a un plano cuyo vector normal unitario esÃn est‡ dada por

. Ãn � ÃnT . Ãn � . x � ò � . y� ò � . z� ò � ò0xy�� � ò0yz�� � ò0xz�� , (ò.òÔ)

mientras que el esfuerzo cortante en la direcciÑn del vectorÃm sobre un plano cuyo vector
normal unitario esÃn es

0Ãn Ãm � ÃmT . Ãn. (ò.òò)

òÀ



2. estudio de los esfuerzos en un punto

Observe que τn̂m̂ � τm̂n̂, ya que la matriz σ es simétrica. Tenga en cuenta que, para que
esta ecuación sea válida, m̂ y n̂ deben ser mutuamente ortogonales.

Finalmente, con el siguiente comando:

26 coefmatrix([sxp, syp, szp, typzp, txpzp, txpyp],[sx, sy, sz, tyz, txz, txy]);

podemos veri�car que el sistema de ecuaciones (2.20) se puede expresar en forma ma-
tricial como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx′

σy′

σz′

τy′z′

τx′z′

τx′y′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
σ ′

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α2
1 β21 γ21 2γ1 β1 2γ1 α1 2α1 β1

α2
2 β22 γ22 2γ2 β2 2γ2 α2 2α2 β2

α2
3 β23 γ23 2γ3 β3 2γ3 α3 2α3 β3

α2 α3 β2 β3 γ2 γ3 γ2 β3 + β2 γ3 γ2 α3 + α2 γ3 α2 β3 + β2 α3

α1 α3 β1 β3 γ1 γ3 γ1 β3 + β1 γ3 γ1 α3 + α1 γ3 α1 β3 + β1 α3

α1 α2 β1 β2 γ1 γ2 γ1 β2 + β1 γ2 γ1 α2 + α1 γ2 α1 β2 + β1 α2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Tσ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
σ

.

(2.23)
En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz de

esfuerzos σ y su representación alterna como un vector σ y que se desarrolla utilizando
la notación de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5.

2.6.2. Particularización de la matriz de tensiones al caso
bidimensional

Una particularización de las fórmulas anteriores es la rotación de los ejes x y y en su
propio plano, dejando el eje z sin modi�cación; en este caso, de modo similar a como
se de�nió la matriz de transformación que aparece en la ecuación (2.12), y usando la
�gura 2.8, tenemos que êœ

1 � [cos θ , sin θ , 0]T , êœ
2 � [− sin θ , cos θ , 0]T y el tercer vector,

que corresponde al eje z, se mantiene igual, normal al papel, es decir, êœ
3 � [0, 0, 1]T .

Desde este caso, la matriz de transformación T está dada por

T �
⎛⎜⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞⎟⎠
y, en consecuencia, si suponemos σz � τxz � τyz � 0 (aquí consideramos un caso de
tensión plana que estudiaremos en la sección 4.8.1), de acuerdo con el programa de Ma-
xima:

1 /* Se define la matriz de transformación T */
2 T : matrix(
3 [ cos(t), -sin(t), 0],

4 [ sin(t), cos(t), 0],

5 [ 0, 0, 1]

6 )$
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

x

y

xœ

yœ

z, zœ

r

P
Espesort

θ

Figura 2.9. Problema de Flamant: plano de espesor t sometido
a una carga lineal. La carga P mostrada se expresa en unidades de
fuerza sobre unidad de longitud, ya que es una carga longitudinal.

mostrados en dicha �gura, se puede demostrar (ver la ecuación [6.86]) que las com-
ponentes del esfuerzo están dadas por

σx � − 2Px2y

π(x2 + y2)2 σy � − 2Py3

π(x2 + y2)2 τxy � − 2Pxy2

π(x2 + y2)2 . (2.26)

Se pide reescribir las componentes de esfuerzo σx , σy y τxy en función de los ejes xœ

y yœ.

Solución

Recordemos que las fórmulas de conversión de coordenadas rectangulares a polares son
x � r cos θ y y � r sin θ; por lo tanto, aplicando las fórmulas anteriores, se pueden rees-
cribir las ecuaciones (2.26) como sigue:

σx � −2P sin θ cos2 θ
πr

σy � −2P sin
3 θ

πr
τxy � −2P sin

2 θ cos θ

πr
.

Teniendo en cuenta que los vectores unitarios que describen los ejes xœy yœson res-
pectivamente êœ

1 � [cos θ , sin θ]T y êœ
2 � [− sin θ , cos θ]T , podemos aplicar la ecuación

(2.16) y el siguiente código de Maxima:

1 /* Se especifican las fórmulas de conversión de coordenadas rectangulares a
2 polares, las cuales serán reemplazadas en (sx), (sy) y (txy) */
3 x : r*cos(t);
4 y : r*sin(t);
5

6 /* Se especifican las ecuaciones correspondientes al sigma x (sx), sigma y
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

θ
θ

dx

dy
σx

σy

τxy

τxy

q

σn

σ s

n̂

A

B

O

Figura 2.10. El esfuerzo q se puede descomponer en dos vectores ortogonales, un esfuerzo
normal σn que es colineal con el vector n̂ y un esfuerzo cortante σ s que yace en el plano

AB; de este modo, q = σn + σ s. Por simplicidad en la representación grá�ca, aquí se
dibuja el caso bidimensional. Observe que la inclinación del plano está descrita
por su vector normal n̂, el cual tiene una inclinación θ con respecto al eje x.

�gura 2.6b). Según lo explicado en la sección 2.1, el esfuerzo q que actúa sobre la ca-
ra AB es básicamente un vector que puede descomponerse en dos vectores ortogonales
σn y σ s que cumplen la ecuación (2.2), esto es: q � σn + σ s. Aquí, AB debe conside-
rarse como parte de la región rectangular ∆Amostrada en la �gura 2.1. Por un lado, el
vector σn representa la componente del esfuerzo normal ejercido por el vector q; este
vector es básicamente la proyección del vector q sobre el vector normal unitario n̂, o sea,
σn � Proy q/n̂ (ver apéndice A.16.4 para un repaso de la proyección de vectores),

σn � Proy q/n̂ �
q ⋅ n̂∥n̂∥2 n̂ (de acuerdo con la ecuación [A.16.4])

� (q ⋅ n̂)n̂
� ((σn̂) ⋅ n̂)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

σn

n̂;

de donde se deduce que el vector n̂ se estira (o contrae)20 σn � q ⋅ n̂ � (σn̂) ⋅ n̂ � n̂Tσn̂

veces, ya que n̂ es un vector unitario.21 Observe que ¡esta es la ecuación (2.21)! (¿Puede

20 Recuerde que a ⋅ b = aTb = bT
a y que (AB)T = BTAT .

21 En este punto es importante advertir al lector sobre la convención utilizada en el libro: los vectores
se escriben con negrilla y letras minúsculas; las matrices se escriben con negrilla y letras mayúsculas,
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2.7. esfuerzos normales y tangenciales sobre un plano

dar detalles?); en consecuencia, tenemos que ∣σn∣ (sin negrilla) es la norma del vector σn
(con negrilla): ∣σn∣ � ∥σn∥ � ∣q ⋅ n̂∣.
Se pregunta al lector, ¿por qué se debe colocar el valor absoluto en la ecuación anterior?
Particularizando la anterior ecuación al caso tridimensional, tenemos que

σn � σxα
2 + σyβ

2 + σzγ
2 + 2τxzαγ + 2τyzβγ + 2τxyαβ, (2.27)

la cual es igual a la ecuación (2.21). Cuando σn A0 se dice que σn es un esfuerzo a tracción
y cuando σn @0 se dice que σn es un esfuerzo a compresión.

Por otro lado, el esfuerzo tangencial está dado por

σ s � q − σn

� σn̂ − σnn̂

� (σ − σnI) n̂, (2.28)

donde I es la matriz identidad. La norma de σ s, denotada por ∣τn∣ ∶� ∥σ s∥, se calcula
teniendo en cuenta que aplicando el teorema de Pitágoras sobre las proyecciones de q
en la �gura 2.10, resulta ∥q∥2 � σ 2

n + τ2n y, por lo tanto,
∣τn∣ �

√(σxα + τxyβ + τxzγ)2 + (τxyα + σyβ + τyzγ)2 + (τxzα + τyzβ + σzγ)2 − σ 2
n .
(2.29)

Estas operaciones se pueden veri�car en Maxima con el código siguiente:

1 load("eigen"); /* Se carga la librería "eigen" */
2

3 sigma: matrix(
4 [sx,txy,txz],

5 [txy,sy,tyz],

6 [txz,tyz,sz]

7 );

8

9 ng: columnvector([%alpha, %beta, %gamma]); /* Se define un vector columna */
10

11 q: sigma.ng;

12

13 sigman: expand(transpose(q).ng); /* Esto es el producto punto entre q y ng */
14

15 taun2: transpose(q).q - sigman^2;

Aquí la línea 1 carga la librería de Maxima "eigen", donde se de�ne a la función
columnvector; las líneas 3 y 9 de�nen, respectivamente, la matriz de tensiones σ y el

y los escalares con letras (latinas o griegas) sin negrilla. Por esta razón, σn (sin negrilla) representa
un escalar y σ n (con negrilla) representa un vector; por otro lado, M (con negrilla) representa una
matriz.
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

vector columna n̂; en particular en la línea 9 se llamaron a las letras α, β y γ, respectiva-
mente, como %alpha, %beta y %gamma. Luego en las líneas 11, 13 y 15 se calculan, según
corresponda, las ecuaciones (2.5), (2.27) y (2.29). Observe que en la línea 13 se usa el
hecho de que q ⋅ n̂ � qT n̂ y en la línea 15 el hecho de que ∥q∥2 � q ⋅ q � qTq. Note que en
Maxima el operador punto (.) se utiliza para indicar la multiplicación de matrices por
vectores.

Observe que la ecuación (2.29) no nos informa sobre el signo del esfuerzo cortante;
sin embargo, esto no debe preocuparnos, puesto que en las aplicaciones prácticas si bien
es importante conocer la dirección en la cual se ejerce el esfuerzo cortante, es de poco in-
terés conocer su sentido. De todas formas, la dirección y el sentido del esfuerzo cortante
lo podremos determinar fácilmente utilizando la ecuación (2.28).

En el caso bidimensional, los esfuerzos normales y cortantes están dados, respecti-
vamente, por las ecuaciones (2.24a) y (2.24c), ya que con la rotación el esfuerzo σx′ se
convierte en el esfuerzo normal σn y el esfuerzo cortante τx′y′ se convierte en el esfuerzo
cortante τn y, en consecuencia,22

σn(θ) �
σx + σy

2
+ σx − σy

2
cos 2θ + τxy sin 2θ (2.30)

� σx cos
2 θ + σy sin

2 θ + 2τxy sin θ cos θ

τn(θ) � τxy cos 2θ − σx − σy

2
sin 2θ . (2.31)

Las ecuaciones anteriores se pueden relacionar, respectivamente, con las ecuacio-
nes (2.27) y (2.29), al tener en cuenta que el elemento se encuentra en el plano xy, por
lo que debemos hacer γ � 0 (ya que el ángulo entre el vector n̂ y el eje z es 90X, y en
consecuencia γ � cos 90X � 0), y haciendo23 σz � τxz � τyz � 0. Dicha comparación se
deja como ejercicio al lector.

Por último, es conveniente hacer énfasis en que tanto σn como τn son cantidades es-
calares que no tienen sentido alguno a menos que se especi�que correctamente el plano
al cual están asociadas, ya sea mediante los cosenos directores α, β y γ en el caso tridi-
mensional, o simplemente mediante el ángulo θ en el caso bidimensional.

2.8. Esfuerzos y direcciones principales

Si cambiamos la orientación del plano inclinado ABmostrado en la �gura 2.10, el vector
unitario normal n̂ cambiará junto con los vectores de esfuerzo normal σn y tangencial
σ s (recuerde que, según lo visto en la sección 2.1, la de�nición de esfuerzo siempre está
asociada a un plano).

En esta sección nos preguntaremos si es posible encontrar la dirección de la normal
n̂ para la cual el esfuerzo cortante σ s es cero; alternativamente, nos podemos preguntar

22 Tenga presente las identidades trigonométricas que aparecen en el apéndice A.1.
23 Estamos considerando aquí un sólido en estado de tensión plana. Este concepto lo veremos en la

sección 4.8.1.

36



ò.u«±¶o†™ ou •™« u«€¶u§ñ™« u• ¶• £¶•±™

2.8.1. Tensiones y direcciones principales en dos dimensiones

En dos dimensiones,ò  suponiendo que el elemento se encuentra en el planoxy, la matriz
de tensiones est‡ dada por (ver ecuaciÑn [ò.ç])

. � Œ
. x 0xy

0xy . y
‘ . (ò.çâ)

Reemplazando esta matriz en(ò.ç ), tenemos:

detˆ . � . nI • � W
. x � . n 0xy

0xy . y � . n
W

� ˆ . x � . n• ‰. y � . nŽ� 0ò
xy

� . ò
n

®
a. ò

n

� ‰. x � . yŽ. n

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
� b. n

� . x . y � 0ò
xy

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
� c

� ý. (ò.çÞ)

Observe que detˆ . � . nI • es un polinomio de segundo grado llamado elpolino-
mio caracter¯stico(characteristic polynomialen ingl”s) de la matriz. bidimensional (ver
ap”ndiceA.Ôâ.ò); adicionalmente, a detˆ . � . nI • � ý se le conoce como laecuaciÑn
caracter¯sticade. . Las ra¯ces de esta ecuaciÑn son los valores propios de. , es decir, los
esfuerzos principales. La ecuaciÑn(ò.çÞ)se asemeja a la ecuaciÑn cuadr‡tica:

a. ò
n � b. n � c � ý, (ò.ç—)

siendo, en este caso,

a � Ô b � � ‰. x � . yŽ c � . x . y � 0ò
xy. (ò.çÀ)

Las ra¯ces de la ecuaciÑn polinÑmica de segundo grado(ò.ç—)est‡n dadas por

ˆ . Ô•xy �
� b �

º
bò � ¥ac

òa
ˆ . ò•xy �

� b �
º

bò � ¥ac
òa

, (ò.¥ý)

y, reemplazando los t”rminos(ò.çÀ)en(ò.¥ý), tenemos:

ˆ . Ô•xy �
. x � . y

ò
�

¾

‹
. x � . y

ò
•

ò

� 0ò
xy

ˆ . ò•xy �
. x � . y

ò
�

¾

‹
. x � . y

ò
•

ò

� 0ò
xy.

(ò.¥Ôa)

(ò.¥Ôb)

ò  Siendo estrictos, el an‡lisis aqu¯ presentado solo es completo para un sÑlido en estado de tensiÑn
plana. En el caso de un sÑlido en deformaciÑn plana, debemos haceralgunos pasos adicionales que
detallaremos en la secciÑn¥.—.ç. Veremos los conceptos de tensiÑn y deformaciÑn plana en las sec-
ciones¥.—.Ôy ¥.—.ò, respectivamente.
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2.8. esfuerzos y direcciones principales

Note que el discriminante es siempre mayor o igual a cero, esto es b2 − 4ac C 0,
por lo que las raíces (σ1)xy y (σ2)xy son números reales, cumpliéndose la desigualdad(σ1)xy C(σ2)xy.

Se mencionó que los vectores propios relacionados a los valores propios (2.41) se
asocian a las direcciones principales; estos de�nen las direcciones en las que los esfuerzos
principales actúan, como se muestra en la �gura 2.11. Las direcciones principales corres-
pondientes al esfuerzo principal (σ1)xy se obtienen resolviendo la igualdad (2.32), esto
es σn̂ � σnn̂, y reemplazando σn con (σ1)xy. Se sigue, del hecho que det (σ − σnI) � 0 en
la ecuación (2.37), que las dos ecuaciones obtenidas aquí son linealmente dependientes
y, en consecuencia, se debe escoger una de ellas y utilizar adicionalmente la igualdad
α2
1 + β21 � 1; este sistema de tres ecuaciones ayudaría a encontrar el vector unitario del

esfuerzo principalmayor. Se procede análogamente para encontrar el vector unitario aso-
ciado al esfuerzo principal menor (σ2)xy, el cual se obtiene reemplazando en la igualdad
(2.32) el valor σn por (σ2)xy.

En conclusión, los vectores asociados a las direcciones principales se obtienen resol-
viendo los sistemas de ecuaciones:

(σx − (σ1)xy) α1 + τxyβ1 � 0 (σx − (σ2)xy) α2 + τxyβ2 � 0

τxyα1 + (σy − (σ1)xy) β1 � 0 y τxyα2 + (σy − (σ2)xy) β2 � 0 (2.42)

α2
1 + β21 � 1 α2

2 + β22 � 1;

por ende, la dirección principal correspondiente a (σ1)xy estará dada por n̂1 ∶� [α1, β1]T y

análogamente la dirección principal correspondiente a (σ2)xy es n̂2 ∶� [α2, β2]T . Observe
que tenemos dos sistemas de ecuaciones, cada uno con tres ecuaciones, pero únicamente
dos incógnitas; como se dijo, es posible veri�car que dichas ecuaciones son linealmente
dependientes, por lo que en cada sistema de ecuaciones solo se necesita utilizar dos de
ellas.

Las direcciones principales n̂1 y n̂2 indican básicamente la inclinación del plano AB
de la �gura 2.10, que elimina la componente de cortante σ s de dicha cara. Para tal �n
debemos reemplazar los esfuerzos σx , σy y τxy por (σ1)xy y (σ2)xy aplicados en las direc-
ciones n̂1 y n̂2 (�gura 2.11).

Por último, cabe anotar que en la sección 2.8.4 demostraremos que los vectores pro-
pios n̂1 y n̂2 son ortogonales.

Ejemplo 2.3. Cálculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso bidimensional

Considere un punto de un sólido bidimensional en el cual los esfuerzos son: σx � 3 Pa,
σy � 2 Pa y τxy � −4 Pa. Se pide lo siguiente:

• Plantear la matriz de tensiones σ correspondiente.

• Calcular el polinomio característico asociado a σ .
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Figura 2.12. Sólido analizado en el ejemplo 2.3. Los esfuerzos principales
correspondientes a σx = 3 Pa, σy = 2 Pa y τxy = −4 Pa son (σ1)xy = 6.53
Pa y (σ2)xy = −1.53 Pa, los cuales están aplicados en las direcciones

n̂1 = [−0.74968, 0.66180]T y n̂2 = [0.66181, 0.74968]T . Los ángulos 41.4X y 48.6X se
calculan, respectivamente, como los arcocosenos de 0.74968 y 0.66181.

si la reemplazamos en (2.35) tenemos que

det (σ − σnI) � det
⎛⎜⎝
σx − σn τxy τxz
τxy σy − σn τyz
τxz τyz σz − σn

⎞⎟⎠ � 0,

que se puede escribir en notación indicial como

det (σi j − σnδi j) � 0;

expandiendo el determinante anterior obtenemos:

(σx − σn) [(σy − σn) (σz − σn) − τ2yz] − τxy [τxy (σz − σn) − τyzτxz]
+ τxz [τxyτyz − (σy − σn) τxz] � 0;

al agrupar y reducir términos llegamos a la ecuación característica de la matriz de tensio-
nes σ tridimensional (ver apéndice A.16.2):27

−σ 3
n + I1σ 2

n − I2σn + I3 � 0, (2.45)

27 El lector se preguntará por qué esa convención de signos tan extraña en la ecuación (2.45). La razón
de dicha convención subyace al hecho de que esta es la forma usual empleada enmuchos textos sobre
la teoría de la plasticidad para de�nir los invariantes de esfuerzos; así, algunas ecuaciones propias
de dicha teoría quedan escritas de una forma más natural. Alternativamente, esta pregunta se puede
responder al analizar la ecuación (A.5), del apéndice A.16.2, ya que esta emplea la de�nición de
polinomio característico dada por (A.4).
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Figura 2.13. Ubicación espacial de los esfuerzos y direcciones principales en tres dimensiones.

Si cambiamos el sistemade coordenadas de referencia de [1, 0, 0], [0, 1, 0] y [0, 0, 1]
a uno cuyos ejes principales coinciden con los vectores n̂1, n̂2 y n̂3, respectivamente, en-
tonces, en este caso la matriz de tensiones se reduciría a

σ �
⎛⎜⎝
σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3

⎞⎟⎠ ;

aquí los términos de la diagonal principal son precisamente los valores propios de la ma-
triz de tensión original (2.44). Como los invariantes de esfuerzo son independientes del
sistema de coordenadas elegido, y dado que utilizando como base de sistema de coorde-
nadas n̂1, n̂2 y n̂3 no tenemos esfuerzos cortantes, se pueden reexpresar los invariantes
de esfuerzo como

I1 � σ1 + σ2 + σ3 (2.47a)

I2 � σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1 (2.47b)

I3 � σ1σ2σ3; (2.47c)

estas fórmulas se derivan haciendo todos los esfuerzos cortantes igual a cero en (2.46).
Observe que al comparar (2.46a) y (2.47a) se deduce que

I1 � σx + σy + σz � σ1 + σ2 + σ3;
esta relación se mantiene independientemente del sistema de coordenadas que de�ne a
σx , σy y σz. Finalmente, en la �gura 2.13 se muestra la ubicación espacial de los esfuerzos
y direcciones principales en tres dimensiones.
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Ejemplo 2.4. Cálculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso tridimen-
sional

Considere un punto P sometido a los esfuerzos σx � 1 Pa, σy � 3 Pa, σz � τxy � τxz �
0 Pa y τyz � 2 Pa. Encuentre las direcciones, las magnitudes y los planos sobre los que
actúan los esfuerzos principales en este punto.

Solución

Las magnitudes de los esfuerzos principales que actúan sobre P están dadas por los va-
lores propios de la matriz σ :

σ �
⎛⎜⎝
σx τxy τxz
τxy σy τyz
τxz τyz σz

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝
1 0 0
0 3 2
0 2 0

⎞⎟⎠ Pa, (2.48)

mientras que las direcciones de dichos esfuerzos principales son básicamente los vecto-
res propios de (2.48). Debemos encontrar los valores de σn para los que el determinante
de la matriz (σ − σnI) es cero:

det
⎛⎜⎝
1 − σn 0 0
0 3 − σn 2
0 2 −σn

⎞⎟⎠ � 0.

Calculando el polinomio característico de (2.48) e igualándolo a cero, se obtiene:

det (σ − σnI) � (1 − σn) [(3 − σn)(−σn) − (2)(2)] − 0 [(0)(−σn) − (2)(0)]
+ 0 [(0)(2) − (3 − σn)(0)]

� (1 − σn)(σ 2
n − 3σn − 4)

� (1 − σn)(σn − 4)(σn + 1)
� −σ 3

n + 4σ 2
n + σn − 4 (usa la de�nición (A.4))

� 0,

y reorganizando, para nuestra comodidad, la expresión anterior con la de�nición (A.3)
(de modo que el coe�ciente correspondiente a σ 3

n sea +1) resulta:

σ 3
n − 4σ 2

n − σn + 4 � 0. (2.49)

Note que los invariantes de esfuerzo son I1 � 4 Pa, I2 � −1 Pa2 y I3 � −4 Pa3; adicio-
nalmente, los esfuerzos principales son σ1 � 4 Pa, σ2 � 1 Pa y σ3 � −1 Pa (observe que
hemos ordenado estos valores de mayor a menor). Estos valores se obtienen ya sea fac-
torizando el polinomio característico o utilizando un programa de computador, ya que
la fórmula para calcular analíticamente las raíces de un polinomio de tercer grado es
extremadamente complicada y no es útil en la práctica (ver http://en.wikipedia.org/wiki/
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Figura 2.14. Polinomio característico (2.49). La intersección del polinomio
con el eje de las abscisas son sus raíces: σ1 = 4 Pa, σ2 = 1 Pa y σ3 = −1 Pa.

Cubic_function). En este último caso hubiéramos podido obtener las raíces del polino-
mio característico utilizando el comando de Matlab roots([1 -4 -1 4]). En la �gu-
ra 2.14 se observa el polinomio característico (2.49) y sus raíces.

Ahora proseguimos estimando la dirección de dichos esfuerzos principales. Calcule-
mos entonces el vector propio n̂1 � [α1, β1, γ1]T asociado al valor propio σ1 � 4; hacien-
do σn � σ1 y n̂ � n̂1 en (2.32) se tiene que

σn̂1 � σ1n̂1

⎛⎜⎝
1 0 0
0 3 2
0 2 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
α1

β1
γ1

⎞⎟⎠ � 4
⎛⎜⎝
α1

β1
γ1

⎞⎟⎠
y se reescriben las ecuaciones del sistema:

1α1 � 4α1 (2.50)

3β1 + 2γ1 � 4β1 (2.51)

2β1 � 4γ1. (2.52)

Por un lado, la ecuación (2.50) indica que α1 � 0 y, por otro lado, las ecuaciones (2.51)
y (2.52) forman un sistema de ecuaciones indeterminado que se reduce a β1 � 2γ1; por
lo tanto, haciendo deliberadamente28 γ1 � 1 se obtiene β1 � 2. El vector propio tiene la
misma dirección que el vector [0, 2, 1]T . Finalmente, tenemos que normalizar [0, 2, 1]T

para que sea un vector unitario y, por ende, cumplir con la condición (2.34).

Haciendo esto obtenemos el vector propio n̂1 � [0, 2º
5
, 1º

5
]T
, correspondiente al va-

lor propio σ1. Procediendo de forma similar, se puede deducir que las direcciones de los

esfuerzos principales σ2 y σ3 son, respectivamente, n̂2 � [1, 0, 0]T y n̂3 � [0, 1º
5
, � 2º

5
]T

(�gura 2.15). Por consiguiente, teniendo en cuenta que la ecuación de un plano con vec-
tor normal [a, b, c]T que pasa por el origen del sistema de coordenadas es ax+by+cz �

28 Se sugiere utilizar valores de α, β o γ diferentes de cero.
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0 (ver apéndice A.2), se deduce que los planos principales correspondientes a n̂1, n̂2 y
a n̂3 son, respectivamente, 2y + z � 0, x � 0 y y − 2z � 0, tomando P como origen del
sistema de referencia.

Es importante resaltar que el sistema de vectores n̂1, n̂2 y n̂3 debe formar un sistema
de coordenadas de la mano derecha; de este modo, se requiere que los vectores propios
cumplan la propiedad que n̂3 � n̂1 × n̂2. Esto lo podemos comprobar con Maxima:

/* La librería "vect" define el producto cruz como la combinación del
operador ~ y la función express() */
load("vect")$

n1 : [ 0, 2/sqrt(5), 1/sqrt(5) ]$
n2a : [ 1, 0, 0 ]$ /* n2 del ejercicio */
n2b : [-1, 0, 0 ]$ /* n2 con sentido contrario */

/* Se calcula el producto cruz: n1 x n2a */
n3a : express(n1 ~ n2a);

/* Se calcula el producto cruz: n1 x n2b */
n3b : express(n1 ~ n2b);

siendo la salida del código anterior:

1 2

(%o5) [0, -------, - -------]

sqrt(5) sqrt(5)

1 2

(%o6) [0, - -------, -------]

sqrt(5) sqrt(5)

Según esto, el producto cruz n̂3 � n̂1 × n̂2, o sea,

[0, 2√
5
,

1√
5
]T

× [1, 0, 0]T � [0, 1√
5
,
−2√
5
]T

(salida%o5),

se satisface con la elección de los vectores n̂1, n̂2 y n̂3 hecha. Si hubiéramos escogido como
vector n̂2 al vector [−1, 0, 0]T , hubiéramos tenido que cambiar el sentido del vector n̂3

(basta con multiplicarlo por −1), de modo que el producto

[0, 2√
5
,

1√
5
]T

× [−1, 0, 0]T � [0, −1√
5
,

2√
5
]T

(salida%o6)

se hubiera satisfecho. Este último paso es especialmente necesario si se pretende utilizar
la base {n̂1, n̂2, n̂3} como un sistema de ejes en un cambio de base, de acuerdo con lo
explicado en la sección 2.5.

Por último, observe que la transformación de lamatriz de un sistema de coordenadas
a otro, dada por la ecuación (2.16), se puede utilizar para veri�car que en el sistema de
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Figura 2.15. Direcciones principales del ejemplo 2.4. Observe
que, en este caso, el vector n̂2 y el vector î coinciden.

coordenadas descrito por los vectores {n̂1, n̂2, n̂3} no existen esfuerzos cortantes. Esto
se puede veri�car con el código de Maxima:

sigma : matrix([ 1, 0, 0 ],

[ 0, 3, 2 ],

[ 0, 2, 0 ])$

T : matrix([ 0, 1, 0 ],

[ 2/sqrt(5), 0, 1/sqrt(5) ], /* T = [n1 n2 n3] */
[ 1/sqrt(5), 0, -2/sqrt(5) ])$

sigmaP : transpose(T).sigma.T; /* ecuación (2.16) */

el cual arroja como resultado la matriz:

σœ�
⎛⎜⎝
4 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎟⎠ Pa,

con�rmando así lo ilustrado en la �gura 2.15.

2.8.3. Método de Newton-Raphson para encontrar las raíces del
polinomio característico de la matriz de tensiones utilizando
una calculadora científica

Cuando se dispone de un computador con Matlab es fácil calcular las raíces del polino-
mio característico de la matriz de tensiones σ utilizando el comando roots, tal y como
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se explicó en la página 48. Sin embargo, si solo se cuenta con una calculadora cientí�-
ca sencilla, es necesario utilizar el método de Newton-Raphson para encontrar dichas
raíces.

El método de Newton-Raphson es un algoritmo matemático bastante e�ciente para
hallar aproximaciones de los ceros o raíces de una función real f ; en otras palabras, el
método encuentra los valores x‡ que hagan f (x‡) � 0 a partir de la fórmula iterativa:

xn� 1 � xn − f (xn)
f œ(xn) (2.53)

para n � 0, 1, 2, . . ., hasta que la secuencia converja, de modo tal que en el límite n →∞,
se tenga que x‡ � xn. Con el objeto de utilizar la ecuación (2.53), se debe conocer el valor
de x0; este es un valor inicial que se suministra al algoritmo y que representa un punto
cercano a la raíz del polinomio.

La ecuación anterior se deduce de la siguiente forma: consideremos la expansión en
series de Taylor (ver apéndice A.7) de la función f alrededor del punto xn:

f (xn� 1) � f (xn) + (xn� 1 − xn) f œ(xn) + 1

2
(xn� 1 − xn)2 f œœ(xn) + . . .´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≈0

;

si se trunca esta expansión y se utilizan únicamente los dos primeros términos de ella,
tenemos que

xn� 1 � xn + f (xn� 1) − f (xn)
f œ(xn) ,

pero teniendo en cuenta que nosotros deseamos encontrar el punto xn� 1 para el cual
f (xn� 1) es igual a cero, resulta la ecuación (2.53). Tenga en cuenta que el método usual-
mente convergerá, asumiendo que el valor inicial de x0 se encuentre relativamente cerca
de x‡ y que f œ(xn) x 0.

Podemos utilizar este método para encontrar las raíces del polinomio característico
(2.49); observe que si hacemos f (x) � x3−4x2− x +4, tenemos que f œ(x) � 3x2−8x − 1
y, por lo tanto, la fórmula de iteración requerida es

xn� 1 � xn − x3
n − 4x2

n − xn + 4
3x2

n − 8xn − 1 . (2.54)

Para utilizar dicha fórmula en una calculadora cientí�ca, se hace uso de la variable
Ans, la cual almacena el último número calculado y se escribe la fórmula de iteración
(2.54) en función de esta variable. Como primer paso, se debe poner el valor de x0 en la
calculadora; para tal �n, escribimos un número real, por ejemplo: 10; luego, se oprime
Enter (o su equivalente). Esto hace que el valor 10 quede almacenado en la variable Ans.
A continuación, escribimos la fórmula

Ans - (Ans^3 - 4*Ans^2 - Ans + 4)/(3*Ans^2 - 8*Ans - 1)
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Figura 2.16. Explicación grá�ca del método de Newton-Raphson en la determinación de
la raíz x = 4 del polinomio f (x) = x3 − 4x2 − x + 4. A partir del punto x = 10, se
traza una recta con la misma pendiente que la función f (x) evaluada en el punto
10 y que pasa por el punto (10, f (10)). La recta cruza el eje de las abscisas en

x = 7.2877. Dicho procedimiento se repite iterativamente, llegando a los puntos
5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, hasta alcanzar rápidamente la raíz x = 4.0.

y se oprime Enter . Aparecerá, entonces, en la pantalla el número 7.2877; posterior-
mente, se continúa evaluando la fórmula anterior hasta que la secuencia de números
en la pantalla converja: 10, 7.2877, 5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, 4.0000, 4.0000. Ob-
serve que la secuencia convergió en 4, lo que signi�ca que 4 es una raíz del polinomio
f (x) � x3 − 4x2 − x + 4. Esta convergencia se ilustra en la �gura 2.16.

Repetimos elmismo procedimiento con otro valor de x0, por ejemplo,−8. Utilizando
este número y siguiendo el mismo procedimiento esbozado, resulta la secuencia de nú-
meros −8, −5.0353, −3.1276, −1.9547, −1.3111, −1.0504, −1.0017, −1.0000, −1.0000. La se-
cuencia ha convergido a −1 y, en consecuencia, −1 es otra raíz del polinomio f (x) �
x3 − 4x2 − x + 4. Finalmente, debemos repetir el procedimiento con otro valor de x0,
por ejemplo, 2. Obtenemos la siguiente secuencia de números: 2, 0.8000, 1.0102, 1.0000,
1.0000. En conclusión, 4, 1 y −1 son las raíces buscadas.

La selección inicial de los valores de x0 requiere tanteo, en consecuencia, se reco-
mienda escribir valores de x0 positivos, negativos y cercanos a cero, y se debe repetir el
procedimiento hasta encontrar las tres raíces del polinomio. Tenga presente que, en oca-
siones, un polinomio podría tener raíces repetidas. En este caso, su pericia matemática
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debe ser utilizada para guiarse en la búsqueda (por ejemplo, factorizando el polinomio
característico). Eventualmente, un polinomio podría tener raíces complejas; sin embar-
go, este no es nuestro caso, ya que las matrices de tensiones son simétricas y existe un
teorema que garantiza que los valores propios de una matriz simétrica son todos reales.

2.8.4. Ortogonalidad de las direcciones principales

En esta sección se demostrará que las direcciones principales son ortogonales entre sí.
Considere dos direcciones principales n̂i y n̂ j junto con sus correspondientes esfuerzos
principales σi y σ j, teniendo en cuenta que i x j; estos valores satisfacen la ecuación (2.32)
y, por consiguiente,

σn̂i � σi n̂i (2.55)

σn̂ j � σ jn̂ j; (2.56)

premultiplicamos (2.55) por n̂T
j y (2.56) por n̂

T
i :

n̂T
j σn̂i � σi n̂

T
j n̂i (2.57)

n̂T
i σn̂ j � σ jn̂

T
i n̂ j , (2.58)

y luego transponemos la ecuación (2.57):

n̂T
i σ

T n̂ j � σi n̂
T
i n̂ j; (2.59)

pero, como la matriz de tensiones σ es simétrica, σT � σ , al igualar la ecuación (2.59)
con la ecuación (2.58) se obtiene:

σi n̂
T
i n̂ j � σ jn̂

T
i n̂ j,

es decir, (σi − σ j) n̂T
i n̂ j � 0;

pero generalmente (σi − σ j) x 0, de donde se concluye que

n̂T
i n̂ j � 0 (para i x j),

lo que indica que las direcciones principales son ortogonales. Esto implica que el án-
gulo entre dos direcciones principales es 90X. De hecho, en relación con el ejemplo 2.3,
podemos ver que

n1 � [−1.1328, 1]T
n2 � [0.88279, 1]T ,

siendo su producto punto nT
1 n2 � 0. Y, en referencia al ejemplo 2.4, tenemos que

n̂1 � [0, 2√
5
,

1√
5
]T

n̂2 � [1, 0, 0]T
n̂3 � [0, 1√

5
,
−2√
5
]T

,

siendo los tres productos punto de estos vectores igual a cero: n̂T
1 n̂2 � n̂T

1 n̂3 � n̂T
2 n̂3 � 0.

Esto lo comprobamos con el código de Matlab:
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

>> n1 = [0; 2/sqrt(5); 1/sqrt(5)];
>> n2 = [1; 0; 0];

>> n3 = [0; 1/sqrt(5); -2/sqrt(5)];
>> dot(n1, n2) % Esto es equivalente a n1’*n2
ans =

0

>> dot(n1, n3)

ans =

0

>> dot(n2, n3)

ans =

0

En el código anterior se utilizó el comando deMatlab dot, el cual calcula el producto
punto entre los dos vectores dados como argumentos.

A continuación, estudiaremos otro método para encontrar los esfuerzos principa-
les actuantes en un punto, con el cual obtendremos una interpretación diferente de los
valores y vectores propios: estos indican la magnitud y la dirección de los máximos y
mínimos esfuerzos normales presentes en el sólido.

2.9. Círculo de Mohr en problemas bi- y tridimensionales

La circunferencia de Mohr (llamada incorrectamente el círculo de Mohr), fue propuesta
por el ingeniero civil alemán Christian Otto Mohr (1835–1918) en 1882 con el objeto de
representar grá�camente el estado de esfuerzos en un punto. A continuación, detallare-
mos esta representación en los casos bi- y tridimensional.

2.9.1. Círculo de Mohr en dos dimensiones

En la sección 2.7, y en referencia a la �gura 2.10, vimos que los esfuerzos σx , σy y τxy
están equilibrados por un esfuerzo normal σn y un esfuerzo cortante τn, dados por las
ecuaciones (2.30) y (2.31), que varían con la inclinación θ del plano AB.

Estas dos ecuaciones, que se reescriben aquí por conveniencia,29

σn(θ) �
σx + σy

2
+ σx − σy

2
cos 2θ + τxy sin 2θ (2.30)

τn(θ) � τxy cos 2θ − σx − σy

2
sin 2θ , (2.31)

describen una curva paramétrica30 (σn(θ), τn(θ)) que comienza en el punto (σx , τxy)
y que se gra�ca en el sentido en el que giran las manecillas del reloj a medida que θ

29 Veremos en la sección 4.8.1 que estas fórmulas, y en general la formulación del círculo deMohr aquí
presentada, son únicamente válidas para sólidos en un estado de tensión plana.

30 En el apéndice A.9 se presenta un repaso de las curvas paramétricas.
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varía31 de 0X a 180X. Observe que (σn(0X), τn(0X)) � (σn(180X), τn(180X)) � (σx , τxy).
Las ecuaciones (2.30) y (2.31) se pueden reformular como

σn − σx + σy

2
�
σx − σy

2
cos 2θ + τxy sin 2θ τn � τxy cos 2θ − σx − σy

2
sin 2θ;

al elevar al cuadrado ambos lados de cada una de las dos ecuaciones anteriores y sumar-
los resulta:

(σn − σx + σy

2
)2

+ τ2n � (σx − σy

2
cos 2θ + τxy sin 2θ)2

+(τxy cos 2θ − σx − σy

2
sin 2θ)2

;

después de abrir los paréntesis y hacer las simpli�caciones respectivas, la ecuación ante-
rior se reduce a

(σn − σx + σy

2
)2

+ τ2n � (σx − σy

2
)2

+ τ2xy .

Observe que esta ecuacióndescribe una circunferencia32 con centro en el punto ( σx � σy
2 , 0)

y radio

R �

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy ,

como la mostrada en la �gura 2.17b; dicha circunferencia es llamada incorrectamente
el círculo de Mohr en dos dimensiones y representa el lugar geométrico de las posibles
combinaciones de esfuerzos cortantes y normales que están presentes en un punto dado
para todas las inclinaciones θ del plano de referencia AB de la �gura 2.10. De todos estos
esfuerzos, es de particular interés conocer la inclinación θ para la que se producen los
esfuerzos normales σn máximos ymínimos sobre el punto en consideración; obviamente,
es también importante conocer su magnitud.

Para encontrar el valormáximo ymínimo de la función σn(θ), procedemos a derivar
(2.30) con respecto a θ y luego igualamos dicha derivada a cero:

dσn(θ)
dθ

� (σy − σx) sin 2θ + 2τxy cos 2θ � 0,

para obtener:

tan 2θ �
τxy
σx � σy

2

. (2.60)

Según se aprecia en la �gura 2.18, esta ecuación corresponde a dos triángulos: uno
con cateto opuesto τxy y cateto adyacente

σx � σy
2 , y otro con cateto opuesto −τxy y cateto

31 Observe que θ varía en el intervalo [0○, 180○), no en el intervalo [0○, 360○) como inocentemente se
puede pensar. ¿Por qué?

32 Recuerde que una circunferencia de radio r y con centro en el punto (x0 , y0) está descrita por la
ecuación

(x − x0)2 + (y − y0)2 = r2 .
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replacem

σx � σy
2

− σx � σy
2

τ
xy

−τ
xy

2θ1

2θ2 ∶� 2θ1 + 180X

√ (σx�
σ y

2
)2 + τ2xy

sin 2θ1 � τx y
R

cos 2θ1 � σx � σy
2R

sin 2θ2 � − τx y
R

cos 2θ2 � − σx � σy
2R

R �
√( σx � σy

2 )2 + τ2xy

Figura 2.18. Cálculo de sin 2θ1, cos 2θ1, sin 2θ2 y cos 2θ2. Estas
relaciones trigonométricas se obtuvieron teniendo en cuenta
que tan 2θ1 y tan 2θ2 están dadas por las ecuaciones (2.61).

Si bien el 1/2 del denominador se podría pasar al numerador como un 2, es preferible
conservar la forma mostrada por su interpretación física en las �guras 2.17 y 2.18. En la
�gura 2.17 se denota el 2θ1 como el ángulo∡AOB, de acuerdo con la ecuación (2.61a).

De la �gura 2.18 se aprecia inmediatamente que 2θ2 � 2θ1 + 180X; de aquí se despren-
de que θ2 � θ1 +90X, en otras palabras, el ángulo θ puede tomar dos valores que di�eren
en 90X. A partir de las ecuaciones (2.61) se pueden deducir varias relaciones trigonomé-
tricas, que se muestran en la �gura 2.18.

A continuación, demostraremos que, para la inclinación dada por el ángulo θ1, el
esfuerzo normal σn toma el valor máximo (σ1)xy y para la inclinación dada por el ángulo
θ2, el esfuerzo normal σn toma el valor mínimo (σ2)xy.

Reemplazando las relaciones trigonométricas deducidas con la ayuda de la �gura 2.18
para el ángulo 2θ1 en la ecuación (2.30), obtenemos:

σn(θ1) � (σ1)xy �
σx + σy

2
+ σx − σy

2

σx − σy

2R
+ τxy

τxy

R

�
σx + σy

2
+ (σx − σy)2

4R
+ τ2xy

R

�
σx + σy

2
+

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy .

Procediendo análogamente con las relaciones trigonométricas deducidas para el ángulo
2θ2 resulta:

σn(θ2) � (σ2)xy �
σx + σy

2
− (σx − σy)2

4R
− τ2xy

R

57



2. estudio de los esfuerzos en un punto

�
σx + σy

2
−

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy .

Hemos demostrado que los esfuerzos normales σn máximo (σ1)xy y mínimo (σ2)xy
sobre el plano xy se alcanzan, respectivamente, para

(σ1)xy �
σx + σy

2
+

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy

(σ2)xy �
σx + σy

2
−

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy .

(2.62a)

(2.62b)

Observe que estas son las mismas ecuaciones (2.41) y, en consecuencia, según lo
explicado en la sección 2.8, los esfuerzos cortantes son nulos sobre los planos principales.
Esto se puede veri�car grá�camente en la �gura 2.17, al observar que la coordenada en
τn de los puntos B y D es cero, mientras que sus coordenadas σn corresponden a las
dadas por las ecuaciones (2.62); alternativamente, se puede hacer τn(θ) � 0 en (2.31) y
resolver el ángulo 2θ para el cual se satisface la anterior igualdad, obteniendo de nuevo
la ecuación (2.60) (se deja este ejercicio al lector). Llamaremos a dichos valores (2.62)
los esfuerzos principales máximo y mínimo, respectivamente, y diremos así mismo, que
los correspondientes planos descritos por los ángulos θ1 y θ2 que satisfacen (2.61) son
los planos principales. Como los dos valores de θ di�eren en 90X, concluimos que los
esfuerzos principales ocurren en planos mutuamente perpendiculares.

Si se procede de igual modo con (2.31) para obtener los esfuerzos cortantes τn máxi-
mo (τmáx)xy y mínimo (τmı́n)xy sobre el plano xy, resulta que

(τmáx)xy � +(σ1)xy − (σ2)xy

2
� +

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy

(τmı́n)xy � −(σ1)xy − (σ2)xy

2
� −

√
(σx − σy

2
)2

+ τ2xy;

(2.63)

estos esfuerzos se producen para las inclinaciones dadas por los ángulos θc1 y θc2 que
satisfacen, respectivamente, las ecuaciones34

cot 2θc1 �
+τxy

− σx � σy
2

cot 2θc2 �
−τxy

+ σx � σy
2

.

(2.64a)

(2.64b)

34 Si usted desconoce el uso y la existencia de la función atan2, descrita en la sección 2.9.3, es natural
que quiera simpli�car los signos de ambas ecuaciones (2.64) para reducirlas a la única expresión

cot 2θc = −
2τx y

σx−σy
; sin embargo, se le solicita la lector que no lo haga, pues entenderá las razones

cuando estudie el uso de la función atan2.
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Veremos más adelante que θc1 y θc2 se producen a 45X de los planos principales, más
explícitamente a θc1 � θ1 − 45X � θ2 + 45X y θc2 � θ1 + 45X � θ2 − 45X.

Hemos deducido que, ya sea calculando los valores y vectores propios de la matriz
de tensiones bidimensional (2.36) o simplemente aplicando las ecuaciones (2.61) y (2.62)
podemos calcular las direcciones ymagnitudes de los esfuerzos principales. Estos esfuer-
zos no solo son los máximos y mínimos posibles, sino que se presentan para una incli-
nación en la cual los esfuerzos cortantes son nulos, como se aprecia en la �gura 2.17a.
Por último, tenga en cuenta que la relación entre los ángulos θ1 y θ2 encontrados a partir
de las fórmulas (2.61) y los vectores propios que se encuentran al resolver el sistema de
ecuaciones (2.42) están dadas por (se deja como ejercicio al lector la deducción de estas
fórmulas):

n̂1 � [cos (θ1) , sin (θ1)]T
n̂2 � [cos (θ2) , sin (θ2)]T

� [cos (θ1 + 90X) , sin (θ1 + 90X)]T (2.65)

� [− sin (θ1) , cos (θ1)]T .

Estas ecuaciones determinan las direcciones, mas no los sentidos de los vectores n̂1

y n̂2.35

2.9.2. Gráfica e interpretación del círculo de Mohr en dos dimensiones

Para gra�car el círculo de Mohr se deben seguir los siguientes pasos, los cuales están
descritos con referencia a la �gura 2.17b:

• En un plano que tiene como abscisa σn y como ordenada τn (que apunta hacia
arriba),36 trazamos una recta que pase por los puntos C y A, los cuales tienen,
respectivamente, las coordenadas C ∶� (σy ,−τxy) y A ∶� (σx , τxy).

• El punto de intersección de la recta que une los puntos A y C con el eje σn es O, el
centro de la circunferencia, el cual debe tener las coordenadas ( σx � σy

2 , 0).
• Medimos la distancia AO; esta distancia es el radio de la circunferencia, la cual

debe ser igual a
√( σx � σy

2 )2 + τ2xy.

• Medimos con un transportador, en el sentido de las manecillas del reloj, el ángulo
∡AOB y dividimos dicho ángulo entre dos para obtener el ángulo θ1. El ángulo
∡AOB satisface la ecuación (2.61a), ya que el cateto opuesto es +τxy y el cateto

35 Recuerde que todo vector, enRn , tiene tres características: longitud, dirección y sentido. La longitud
de un vector indica la distancia entre su cola y cabeza, la dirección de un vector determina la orienta-
ción de la recta en el espacio sobre la que se ubica y el sentido del vector indica hacia dónde se dirige
o apunta.

36 En muchos libros se utiliza la convención de gra�car el círculo de Mohr en un plano donde el eje de
las ordenadas τn apunta hacia abajo; esto con el objeto de hacer que el ángulo ∡AOB sea positivo
cuando se mide en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
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adyacente es� ˆ . x � . y•~ò. Tenga muy presente que el puntoA se encuentra en la
posiciÑn‰. x , 0xyŽ.

· Como complemento al dibujo de la circunferencia, hacemos un gr‡•co parecido
al que aparece en la •guraò.ÔÞa; en este caso, los ‡ngulos1Ôy 1ò se deben medir
en el sentidocontrarioa las manecillas del reloj.

La razÑn del porqu” se gra•ca el c¯rculo de Mohr de la forma descrita es la siguiente:
recuerde que el c¯rculo de Mohr bidimensional se describe por la curva param”trica
ˆ . nˆ1• , 0nˆ1••, que aparece al variar el ‡ngulo1 en el intervalo� ýX, Ô—ýX•. La gr‡•ca
resultante se dibuja en el sentido de las manecillas del reloj, a medida que1se incrementa
entre ýX y Ô—ýX. Cuando1 � ýX, se tiene quê. nˆýX• , 0nˆýX•• � ˆ . x , 0xy•, el cual es el
punto A. Conforme1 aumenta en un grado, se gra•ca un arco de dos grados de la curva
param”trica que representa el c¯rculo de Mohr; al llegar al punto B, tenemos que. nˆ1•
es m‡ximo y el ‡nguloš AOB(medido en el sentido horario) equivale a dos veces1Ô. De
igual forma, se podr¯a decir que el ‡nguloš AOD medido en sentido horario describe
el ‡ngulo para el cual. n es m¯nimo y, en este caso, el ‡nguloš AOD medido en sentido
horario ser‡ igual a dos veces el ‡ngulo1ò. Finalmente, los ‡ngulosš AOE y š AOF
(medidos en el sentido horario) representan los ‡ngulos para los cuales se encuentran
los esfuerzos cortantes m‡ximos y m¯nimos, respectivamente, esto es1cÔy 1cò.

En resumen, una vez hemos gra•cado el c¯rculo de Mohr, se debe interpretar el di-
bujo, as¯:

· La circunferencia corta el eje de las abscisas. n en dos puntos:By D. La lectura de
. n paraB es el esfuerzo principal m‡ximoˆ . Ô•xy y la deD es el esfuerzo principal
m¯nimoˆ . ò•xy.

· El radio del c¯rculo representa la magnitud del esfuerzo cortante m‡ximô 0mÂax•xy;
adicionalmente, el esfuerzo cortante m¯nimo estar‡ dado porˆ0mÂõn•xy � � ˆ0mÂax•xy.

· Los siguientes ‡ngulos medidos en sentidohorarioest‡n asociados con los esfuer-
zos normales y cortantes m‡ximos y m¯nimos (•guraò.ÔÀ):

· š AOB� ò1Ô: aqu¯1Ôes el ‡ngulo para el cual se produce el esfuerzo normal
m‡ximoˆ . Ô•xy.

· š AOD � ò1ò: aqu 1̄ò es el ‡ngulo para el cual se produce el esfuerzo normal
m¯nimoˆ . ò•xy.

· š AOE � ò1cÔ: aqu¯1cÔes el ‡ngulo para el cual se produce el esfuerzo cor-
tante m‡ximô 0mÂax•xy.

· š AOF � ò1cò: aqu¯1cò es el ‡ngulo para el cual se produce el esfuerzo cor-
tante m¯nimoˆ0mÂõn•xy.

No olvide que el plano principal donde se produce el esfuerzo normal m¯nimo se
ubica a1Ô� ÀýX, y los planos en los cuales se produce el esfuerzo cortante m‡ximo y
m¯nimo se ubican a1Ô� ¥  X y 1Ô� ¥  X, respectivamente.
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2.9. círculo de mohr en problemas bi- y tridimensionales

Finalmente, es conveniente mencionar que, a pesar de que es posible dibujar el círcu-
lo deMohr a escala para calcular la magnitud y dirección de los esfuerzos principales, es
preferible encontrar estos valores numéricamente; para tal �n, es conveniente emplear
la función atan2 que está presente en todos los lenguajes de programación e incluso en
hojas de cálculo como Excel, que se estudiará a continuación. La utilidad del círculo de
Mohr radica en la facilidad con la cual se puede representar un concepto relativamente
complicado con un esquema fácil de entender.

2.9.3. La función atan2

Supongamos que queremos obtener el ángulo medido entre el eje x positivo y el vector[−1,−1]T . Si utilizamos la función arcotangente para calcular dicho ángulo tenemos que
arctan y

x � arctan � 1
� 1 � arctan 1 � 45X, lo cual es incorrecto, ya que sabemos que ese ángulo

reside en el tercer cuadrante y es 225X � −135X (por favor verifíquelo con su calculadora).

2θ1

2θ2

2θc1

2θc2

O

A � (σx , τxy)

BD

E

F

(σ1)xy
(σ2)xy

σn

τn

τmáx

τmín

θ2 � θ1 + 90X

θc1 � θ1 − 45X

θc2 � θ1 + 45X

( σx � σy
2 , 0)

Figura 2.19. Ángulos asociados a los esfuerzos normales y cortantes
máximos y mínimos; dichos ángulos deben medirse en el sentido
horario. Recuerde que el punto A tiene las coordenadas (σx , τxy).
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

Observe que se debe tener en cuenta el cuadrante en el que reside el vector [−1,−1]T para
poder calcular correctamente el ángulo.

La función atan2 es una funciónR×R→ (−π, π] que retorna el ángulo correcto en
radianes entre un vector [x , y]T y el eje x positivo teniendo en cuenta que, para ubicar el
cuadrante, se utilizan los signos de los argumentos x y y. Esta función está de�nida por

atan2(y, x) �

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctan ( y
x ) si x A0 (cuadrantes I y IV)

arctan ( y
x ) + π si y C0, x @0 (cuadrante II)

arctan ( y
x ) − π si y @0, x @0 (cuadrante III)

+ π
2 si y A0, x � 0

− π
2 si y @0, x � 0

inde�nido si y � 0, x � 0;

de este modo, atan2(1, 1) � π/4 y atan2(−1,−1) � −3π/4. Observe que atan2 retorna su
valor en radianes. La función equivalente que retorna su valor en grados se le conoce, en
ocasiones, como atan2d (con d de degrees).

Esta función apareció por primera vez en el lenguaje de programación Fortran, en
1961 y, desde entonces, se ha popularizado al punto que prácticamente todos los lenguajes
de programación la soportan. Sin embargo, es importante revisar el nombre de la función
y el orden de los argumentos. Por ejemplo, en lenguajes como Matlab, Maxima, Python,
Julia y C, el orden de los argumentos es primero y y luego x, es decir, la función se invoca
como atan2(y, x); en otros lenguajes, como Wolfram Mathematica y en muchas hojas
de cálculo comoMicroso� Excel o Google Spreadsheets, la función atan2 tiene un orden
de argumentos inverso, en otras palabras, se emplea como atan2(x , y).

Así, pues, es recomendable utilizar la función atan2 de Excel o de su lenguaje de
programación favorito para resolver las ecuaciones (2.61) y (2.64), ya que al hacerlo se
obtiene directamente el ángulo para el cual se producen los esfuerzos normales máxi-
mos/mínimos y los esfuerzos cortantes máximos/mínimos, respectivamente. De esta
forma, evitamos preguntas del tipo: ¿será conveniente sumar o restar 90X para obtener
el ángulo apropiado? Por consiguiente, las ecuaciones (2.61) y (2.64) se pueden resolver
en Matlab utilizando el código:

ang_2t1 = atan2(+txy, +(sx-sy)/2); % ecuación (2.61a)
ang_2t2 = atan2(-txy, -(sx-sy)/2); % ecuación (2.61b)
ang_2t1c = atan2(-(sx-sy)/2, +txy); % ecuación (2.64a)
ang_2t2c = atan2(+(sx-sy)/2, -txy); % ecuación (2.64b)

No obstante, el cálculo de los ángulos de los planos principales y de los planos donde se
producen los esfuerzos cortantes máximos y mínimos, en grados, se puede realizar con
menor costo computacional, así:

ang_t1 = atan2d(txy, (sx-sy)/2)/2; % a partir de la ecuación (2.61a)
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ang_t2 = ang_t1 + 90;

ang_t1c = ang_t1 - 45;

ang_t2c = ang_t1 + 45;

Un método alterno al uso de la función atan2, es utilizar la funcionalidad de con-
versión de coordenadas rectangulares (x , y) a polares (r, θ) disponible en todas las
calculadoras cientí�cas. Por ejemplo, en algunas calculadoras Casio se utiliza la función
pol(x,y) intro para obtener r y posteriormente se oprime alpha f intro para obtener
el θ. En este caso, si se resuelve la ecuación (2.61a) con x � σx − σy y y � 2τxy el resulta-
do que proporciona la calculadora es 2R y 2θ; si se utiliza x � (σx − σy)/2 y y � τxy el
resultado que proporciona la calculadora es R y 2θ, donde R es el radio del círculo de
Mohr.

Ejemplo 2.5. Calculo de los esfuerzos y las direcciones principales

Considere un punto sujeto a los esfuerzos σx � −1 Pa, σy � 2 Pa y τxy � −3 Pa; encuen-
tre los esfuerzos principales (y su dirección) para el punto en consideración. Ilustre,
adicionalmente, el uso de la función atan2.

Solución

Aplicando las fórmulas (2.41) obtenemos los esfuerzos principales. Por lo tanto, (σ1)xy �
3.8541 Pa y (σ2)xy � −2.8541 Pa. El ángulo de inclinación θ1 asociado a (σ1)xy está dado
por la fórmula (2.61a):

tan 2θ1 �
2τxy

σx − σy
�
2 × −3
−1 − 2 �

−6
−3 .

Teniendo en cuenta los signos del numerador y del denominador de la expresión
anterior, se puede inferir que estamos trabajando con un ángulo en el tercer cuadrante.
Luego, el ángulo 2θ1 está dado por arctan(−6/−3)+π, es decir, 4.2487 radianes o alterna-
tivamente 4.2487 − 2π � −2.0344 radianes; así, θ1 � 2.1244 radianes = −1.0172 radianes
(o sea, 121.72Xo −58.28X). Sin embargo, una mejor opción es emplear el comando atan2,
el cual nos evita el trabajo de ubicar el ángulo en el cuadrante respectivo (en su defecto
puede utilizarse la funcionalidad para la conversión de coordenadas rectangulares a po-
lares que tienen la mayoría de las calculadoras cientí�cas). En este caso, debemos entrar
como argumentos los catetos opuesto y adyacente del triángulo en cuestión. De este mo-
do, en Matlab escribiríamos, por ejemplo, atan2(-6,-3)/2, obteniendo así el resultado
deseado, θ1 � −1.0172 radianes = −58.28X.

La dirección correspondiente al esfuerzo (σ2)xy se encuentra haciendo θ2 � θ1+π/2,
o sea, θ2 � 0.55357 radianes � 31.72X. Estos resultados se gra�caron en la �gura 2.20; el
círculo de Mohr correspondiente aparece en la �gura 2.21.

Por último, los esfuerzos cortantes máximo ymínimo se presentan en los planos ubi-
cados a θc1 � θ1 − 45X y θc2 � θ1 + 45X, es decir, a θc1 � −103.28X y a θc2 � −13.28X, respec-
tivamente, con una magnitud dada por la ecuación (2.63), esto es (τmáx)xy � 3.3541 Pa y
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n̂1 � [−0.5257
0.8506

]

n̂2 � [0.8506
0.5257

]

[ 0.5257
−0.8506]

[−0.8506−0.5257]

x

y(σ
1 )

xy �
3.8541 Pa (σ2) xy

� 2
.85

41
Pa

θ1 � 1.0172 rad � 58.28X

θ2 � 0.55357 rad � 31.72X

Figura 2.20. Solución al ejemplo 2.5. En este grá�co se muestran los esfuerzos principales
(σ1)xy y (σ2)xy junto con sus direcciones principales asociadas n̂1 y n̂2. Tenga en cuenta

que de los vectores n̂1 y n̂2 lo único importante es la dirección, no el sentido.
Observe que (σ1)xy es un esfuerzo a tracción y (σ2)xy es un esfuerzo a compresión.

(τmı́n)xy � −3.3541 Pa. Esto se comprueba, respectivamente, con los comandos deMatlab
atan2d(-(sx-sy), 2*txy)/2 (= 76.717X) y atan2d(sx-sy, -2*txy)/2 (=−13.283X). A con-
tinuación, procederemos a resolver este problema utilizando Maxima:

/* Cargamos la librería para calcular los valores y vectores propios */
load("eigen");

(%o1) /usr/share/maxima/5.13.0/share/matrix/eigen.mac

/* Los esfuerzos son: */
sx: -1$ sy: 2$ txy: -3$

/* Armamos la matriz de tensiones */
sigma: matrix([ sx, txy ],

[ txy, sy ]);

[ - 1 - 3 ]

(%o5) [ ]

[ - 3 2 ]
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2θ
1
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2θ 2
�

2 × 31
.72
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Figura 2.21. Círculo de Mohr asociado al ejemplo 2.5.

/* El polinomio característico se calcula con */
polinomcar: expand(charpoly(sigma, sn));

2

(%o6) sn - sn - 11

/* Las raíces del polinomio característico son la magnitud de
los esfuerzos principales */
solve(polinomcar=0, sn);

3 sqrt(5) - 1 3 sqrt(5) + 1

(%o7) [sn = - -------------, sn = -------------]

2 2

/* Los valores y vectores propios se calculan con */
uniteigenvectors(sigma);
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taumax: sqrt(((sx-sy)/2)^2 + txy^2);

3 sqrt(5)

(%o13) ---------

2

%,numer;

(%o14) 3.354101966249685

que actúa sobre los planos ubicados a 45X de θ1, en otras palabras, sobre los planos que
tienen los vectores unitarios:

[cos(t1 + %pi/4), sin(t1 + %pi/4)], numer;
[cos(t1 - %pi/4), sin(t1 - %pi/4)], numer;

(%o15) [0.97324898946773, - 0.22975292054736]

(%o16) [- 0.22975292054736, - 0.97324898946773]

Este problema también se puede resolver utilizando Matlab, para lo que utilizamos
el siguiente código:

% Los esfuerzos son:
sx = -1; % Pa
sy = 2; % Pa
txy = -3; % Pa

% Armamos la matriz de tensiones
sigma = [sx, txy; txy, sy]

sigma =

-1 -3

-3 2

% El polinomio característico se calcula con
polinomcar = poly(sigma)

polinomcar =

1.0000 -1.0000 -11.0000
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Es decir, el polinomio característico es x2 − x − 11.
% Las raíces del polinomio característico son la magnitud
% de los esfuerzos principales
roots(polinomcar)

ans =

3.8541

-2.8541

% Los valores y vectores propios se calculan con
[vecp, valp] = eig(sigma)

vecp =

-0.8507 -0.5257

-0.5257 0.8507

valp =

-2.8541 0

0 3.8541

Los vectores principales son las columnas de la matriz vecp, mientras que los valores
principales son la diagonal de la matriz valp.

% El ángulo asociado al esfuerzo principal 1 es:
t1 = atan2(2*txy, sx-sy)/2

t1 =

-1.0172

Recuerde que la respuesta está dada en radianes.

% El vector unitario asociado al esfuerzo principal 1 es:
[cos(t1); sin(t1)]

ans =

0.5257

-0.8507
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β2 �
τ2n + (σn − σ3)(σn − σ1)(σ2 − σ3)(σ2 − σ1) C0 (2.69)

γ2 �
τ2n + (σn − σ1)(σn − σ2)(σ3 − σ1)(σ3 − σ2) C0.

Recuerde que estas coordenadas de α, β y γ están dadas con respecto a la base espe-
ci�cada por n̂1, n̂2 y n̂3.

Como nota, observe que las ecuaciones (2.69) también se pueden deducir al resolver
el sistema de ecuaciones:

⎛⎜⎝
σ 2
1 σ 2

2 σ 2
3

σ1 σ2 σ3
1 1 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
α2

β2

γ2

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝
σ 2

n + τ2n
σn
1

⎞⎟⎠ ,

que resulta al escribir en forma matricial las ecuaciones (2.67), (2.66) y (2.68), respecti-
vamente.

Como σ1 A σ2 A σ3, y α2 C 0, β2 C 0 y γ2 C 0, entonces los numeradores de (2.69)
satisfacen:

τ2n + (σn − σ2)(σn − σ3) C0, ya que σ1 − σ2 A0 y σ1 − σ3 A0

τ2n + (σn − σ3)(σn − σ1) B0, ya que σ2 − σ3 A0 y σ2 − σ1 @0

τ2n + (σn − σ1)(σn − σ2) C0, ya que σ3 − σ1 @0 y σ3 − σ2 @0.

Expandiendo la primera desigualdad y sumando 1
4(σ2+σ3)2−σ2σ3 a ambos lados de

esta, obtenemos:

σ 2
n − σn(σ2 + σ3) + 1

4
(σ2 + σ3)2 + τ2n + σ2σ3 − σ2σ3 C

1

4
(σ2 + σ3)2 − σ2σ3

[σn − 1
2(σ2 + σ3)]2 + τ2n C

1

4
(σ 2

2 + 2σ2σ3 + σ 2
3 ) − σ2σ3

[σn − 1
2(σ2 + σ3)]2 + τ2n C

σ 2
2

4
− σ2σ3

2
+ σ 2

3

4[σn − 1
2(σ2 + σ3)]2 + τ2n C[ 1

2(σ2 − σ3)]2 ;
pasos análogos se pueden realizar con las otras dos desigualdades (se utiliza 1

4(σ3+σ1)2−
σ3σ1 con la segunda desigualdad y 1

4(σ1 + σ2)2 − σ1σ2 con la tercera), resultando:38

[σn − 1
2(σ2 + σ3)]2 + τ2n C[ 1

2(σ2 − σ3)]2 (ver circunferencia C1) (2.70)

[σn − 1
2(σ1 + σ3)]2 + τ2n B[ 1

2(σ1 − σ3)]2 (ver circunferencia C2) (2.71)

[σn − 1
2(σ1 + σ2)]2´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ˆ x� x0• 2

+ τ2n®
ˆ y� y0• 2

C[ 1
2(σ1 − σ2)]2´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r2

(ver circunferencia C3); (2.72)

38 Recuerde que un círculo de radio r y con centro en el punto (x0 , y0) está descrito por la ecuación
(x − x0)2 + (y − y0)2 = r2.
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σ1σ2σ3

C1

C2

C3

σn

τn

1
2 (σ1 − σ3)

1
2 (σ1 + σ3)

1
2 (σ2 − σ3)

1
2 (σ2 + σ3)

1
2 (σ1 − σ2)

1
2 (σ1 + σ2)

Figura 2.22. Círculo de Mohr en tres dimensiones. Aquí la región sombreada junto
con los bordes de las tres circunferencias C1, C2 y C3 constituyen el conjunto de
puntos (σn , τn) que representan el estado de esfuerzos normal y cortante que

satisfacen las desigualdades (2.70), (2.71) y (2.72); todo estado de esfuerzo en un
sólido tridimensional debe necesariamente yacer sobre la zona mencionada.

estas desigualdades de�nen, respectivamente, las ecuaciones de los tres círculos deMohr
para el esfuerzo, C1, C2 y C3, con radios

R1 � 1
2(σ2 − σ3) R2 � 1

2(σ1 − σ3) R3 � 1
2(σ1 − σ2),

y cuyos centros tienen, respectivamente, las coordenadas

[ 1
2(σ2 + σ3), 0] [ 1

2(σ1 + σ3), 0] [ 1
2(σ1 + σ2), 0].

Estas desigualdades muestran que todos los puntos de esfuerzo admisible (σn , τn)
yacen, ya sea sobre las circunferencias o dentro del área sombreada encerrada por las
circunferencias, tal y como se muestra en la �gura 2.22. Los puntos de esfuerzo (σn , τn)
que satisfacen la desigualdad (2.70) del círculo C1 se ubican sobre la circunferencia o
fuera del círculo C1. Los puntos de esfuerzo (σn , τn) que satisfacen la desigualdad (2.71)
para el círculo C2 yacen sobre la circunferencia o dentro del círculo C2; por último, los
puntos de esfuerzo (σn , τn) que satisfacen la ecuación del círculo C3, desigualdad (2.72),
se localizan ya sea sobre la circunferencia o fuera del círculo C3.
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2. estudio de los esfuerzos en un punto

Note que los círculos de Mohr están ubicados sobre el eje σn y se observa que sobre
este existen tres puntos para los cuales el esfuerzo cortante τn � 0; estos puntos corres-
ponden a aquellas super�cies que no están sujetas a esfuerzos cortantes. Los puntos co-
rrespondientes a σ1 y σ3 representan, respectivamente, los esfuerzos normales máximos
y mínimos que se presentan en el material y son bastante importantes, porque ellos es-
tán directamente relacionados con los esfuerzos para los cuales el material falla por la
acción del esfuerzo normal.

Con respecto a la �gura 2.22, se puede deducir que el esfuerzo cortante máximo está
dado por

τmáx �
σ1 − σ3

2
; (2.73)

en Gere y Timoshenko (1986, sección 79),39 se demuestra que este cortante máximo
actúa en el plano bisector del ángulo que forman los vectores±n̂1 y±n̂3, en otras palabras,
el esfuerzo cortante máximo se presenta en los planos ortogonales a los vectores n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y

y n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y. Este esfuerzo está directamente relacionado con el esfuerzo de Tresca, el cual

describe la �uencia de los materiales dúctiles (ver, por ejemplo,Álvarez-Marín [2023a]).

Ejemplo 2.6. Cálculo de los vectores normales a los planos donde se presenta una com-
binación dada de esfuerzos normales y cortantes

Continuando con el ejemplo 2.4, calcule los vectores normales a los planos para los
cuales se tiene que σn � 0.1 Pa, τn � 2 Pa.

Solución

Según se calculó anteriormente, σ1 � 4 Pa, σ2 � 1 Pa y σ3 � −1 Pa. A partir de las ecuacio-
nes (2.69), se tiene que

α � ±
¿ÁÁÀτ2n + (σn − σ2)(σn − σ3)(σ1 − σ2)(σ1 − σ3) � ±

¿ÁÁÀ22 + (0.1 − 1)(0.1 − (−1))(4 − 1)(4 − (−1)) � ±0.44796

β � ±
¿ÁÁÀτ2n + (σn − σ3)(σn − σ1)(σ2 − σ3)(σ2 − σ1) � ±

¿ÁÁÀ22 + (0.1 − (−1))(0.1 − 4)(1 − (−1))(1 − 4) � ±0.21985

γ � ±
¿ÁÁÀτ2n + (σn − σ1)(σn − σ2)(σ3 − σ1)(σ3 − σ2) � ±

¿ÁÁÀ22 + (0.1 − 4)(0.1 − 1)((−1) − 4)((−1) − 1) � ±0.86660;

de aquí se deduce que existen cuatro planos, que se pueden observar en las �guras 2.24,
2.25, 2.26 y 2.27, sobre los que actúan esfuerzos cortantes con magnitud τn � 2 Pa y
esfuerzos normales con magnitud σn � 0.1 Pa, cuyas normales son:

v̂1 � [+0.44796, +0.21985, +0.86660]T

v̂2 � [+0.44796, +0.21985, −0.86660]T

39 Ver también el ejercicio propuesto 22.
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v̂3 � [+0.44796, −0.21985, +0.86660]T

v̂4 � [+0.44796, −0.21985, −0.86660]T .

Los vectores

v̂‡
1 � [−0.44796, −0.21985, −0.86660]T

v̂‡
2 � [−0.44796, −0.21985, +0.86660]T

v̂‡
3 � [−0.44796, +0.21985, −0.86660]T

v̂‡
4 � [−0.44796, +0.21985, +0.86660]T ,

básicamente, de�nen losmismos planos que los vectores sin el asterisco; lo único diferen-
te es que ellos apuntan en el sentido opuesto. Debe tenerse en cuenta que tanto los vec-
tores v̂1 a v̂4 como los vectores v̂‡

1 a v̂
‡
4 están de�nidos con respecto a la base {n̂1, n̂2, n̂3}.

Se deja como ejercicio al lector la especi�cación de dichos vectores en relación con la
base {î , ĵ, k̂}.

Ejemplo 2.7. Determinación de los esfuerzos cortantes máximos y mínimos en el caso
tridimensional

Siguiendo el ejemplo 2.4, gra�que el círculo de Mohr y determine los esfuerzos cor-
tantes máximo/mínimo y los respectivos planos en los que actúan.

Solución

El círculo de Mohr asociado al ejemplo 2.4 se muestra en la �gura 2.23. Dado que los
vectores principales n̂1 y n̂3 son:

n̂1 � [0, 2√
5
,

1√
5
]T

n̂3 � [0, 1√
5
,
−2√
5
]T

,

resulta que el esfuerzo cortante máximo/mínimo se presenta en los planos con vectores
normales:

n̂1 + n̂3 � [0, 3√
5
, − 1√

5
]T

n̂1 − n̂3 � [0, 1√
5
,

3√
5
]T

;

para normalizar dichos vectores, se debe encontrar su norma:

∥n̂1 + n̂3∥ � ∥n̂1 − n̂3∥ �

¿ÁÁÀ02 + ( 1√
5
)2

+ ( 3√
5
)2

�
√
2,

de modo que dichos vectores normalizados son:

n̂1 + n̂3∥n̂1 + n̂3∥ �
[0 , 3º

5
,− 1º

5]T√
2

� [0 , 3º
10

,− 1º
10]T
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î � n̂2

ĵ

k̂

v̂3

n̂1

n̂3

1 Pa
1 Pa

4 Pa

29.934X

63.387X

102.700X

Figura 2.26. Plano con vector normal v̂3 = [+0.44796, −0.21985, +0.86660]T
de�nido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base {n̂1, n̂2, n̂3}.

î � n̂2

ĵ

k̂

v̂4

n̂1

n̂3

1 Pa

1 Pa

4 Pa
63.387X

102.700X

150.066X

Figura 2.27. Plano con vector normal v̂4 = [+0.44796, −0.21985, −0.86660]T
de�nido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base {n̂1, n̂2, n̂3}.
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Ejemplo 2.8. Cálculo de los esfuerzos σz asociados a un esfuerzo cortante máximo

Dado un sólido con un estado de esfuerzos σx � σy � τxy � 1 Pa, τxz � τyz � 0 Pa,
determine el valor de σz para el cual el esfuerzo cortante máximo τmáx en el punto
vale 3 Pa.

Solución

La matriz de tensiones asociada a la condición de esfuerzos descrita está dada por

σ �
⎛⎜⎝
1 1 0
1 1 0
0 0 σz

⎞⎟⎠ Pa.

Utilizando el siguiente código de Maxima:

sigma : matrix([ 1, 1, 0 ],

[ 1, 1, 0 ],

[ 0, 0, sz ])$

eigenvalues(sigma);

podemos calcular los valores propios de dichamatriz, obteniendo que los esfuerzos prin-
cipales son 0 Pa, 2 Pa y σz. Dichos esfuerzos se pueden ordenar de mayor a menor, de
modo que σ1 Cσ2 Cσ3, obteniendo los siguientes casos:

Caso 1: σ1 � σz, σ2 � 2 Pa y σ3 � 0 Pa.

Caso 2: σ1 � 2 Pa, σ2 � σz y σ3 � 0 Pa.

Caso 3: σ1 � 2 Pa, σ2 � 0 Pa y σ3 � σz.

El esfuerzo cortante máximo se calcula a partir de la ecuación (2.73), es decir, τmáx �
σ1 � σ3

2 . De aquí se deduce a partir del caso 1 que

τmáx �
σ1 − σ3

2
�
σz − 0 Pa

2
� 3 Pa,

de donde resulta: σz � 6 Pa.
Procediendo análogamente con el caso 3, tenemos:

τmáx �
σ1 − σ3

2
�
2 Pa − σz

2
� 3 Pa,

de donde resulta: σz � −4 Pa.
Se concluye, entonces, que si σz vale 6 Pa o −4 Pa, el esfuerzo cortante máximo τmáx

para la condición de esfuerzos indicada vale 3 Pa. Se deja como pregunta al lector: ¿por
qué no se tuvo en cuenta el caso 2?
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tener múltiples descripciones para representar la dirección del viento). El tensor de pri-
mer orden se caracteriza porque las diferentes descripciones de un vector se relacionan
mediante las ecuaciones v � Tvœy vœ� TTv.

Ahora, en la analogía anterior, el bombillo dentro de la caja representa un tensor de
segundo orden. Las diferentes inclinaciones de la caja se pueden establecer utilizando
una base en particular como {ê1, ê2, ê3} o {êœ

1, ê
œ
2, ê

œ
3}. Con respecto a cada una de

estas bases obtendremos descripciones diferentes de los esfuerzos representados por las
matrices σ o σœ, respectivamente. Ambas bases se relacionan mediante las ecuaciones
(2.19) y (2.16), esto es, σ � TσœTT y σœ� TTσT , respectivamente. De nuevo, el tensor
de esfuerzos (el bombillo) simplemente alumbra y no importa la inclinación de la caja
en la que se encuentra. El tensor de segundo orden se caracteriza porque las diferentes
descripciones del tensor se pueden relacionarmediante las leyes de transformación entre
sistemas de coordenadas σ � TσœTT y σœ� TTσT .

Por un lado, un tensor es una generalización del concepto de vector y matriz. Un
tensor de primer o segundo orden puede representarse como un vector o una matriz,
respectivamente, siempre que asignemos una base para su descripción. Por otro lado,
un vector o una matriz no representan necesariamente tensores. Por ejemplo, el vector[1, 2, 3]T no es un tensor a menos que asignemos un signi�cado especí�co a cada una
de sus componentes utilizando una base. Lo mismo ocurre con una matriz de tamaño
3 × 3 que describe la edad (columna 1), el peso (columna 2) y la altura (columna 3) de
tres personas (cada una en una �la).

En este texto y en muchos otros, utilizamos los términos vector y matriz para referir-
nos a tensores de primer y segundo orden, respectivamente. Esto es válido si existe una
base con respecto a la cual asignamos signi�cado físico a cada una de las componentes
de los vectores/matrices y si estos pueden cambiar su representación utilizando las leyes
de transformación que hemos especi�cado. Sin embargo, es responsabilidad del lector
comprender el contexto en el que se utiliza esta terminología.

2.11. Ejercicios propuestos

1. Repetir el análisis hecho en la sección 2.2.2, pero esta vez teniendo en cuenta las
fuerzas másicas. ¿Por qué se despreciaron?

2. Con referencia a la �gura 2.5, ¿por qué el área de la cara ∆ABO es γ∆ABC?

3. Demuestre la ecuación (2.17).

4. Utilizar Maxima para relacionar las ecuaciones (2.30) y (2.31) con las ecua-
ciones (2.27) y (2.29), respectivamente. Pista: se debe tener en cuenta que en el
caso bidimensional el elemento se encuentra en el plano xy, por lo que γ � 0 y
τxz � τyz � 0.

5. Deduzca la ecuación (2.31) a partir de la ecuación (2.22).
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• Ubique los ángulos de inclinación donde se producen los esfuerzos normales
máximo y mínimo. ¿Qué magnitud tienen dichos esfuerzos?

• Calcule el esfuerzo cortante máximo y ubique el plano en el cual se produce.

• Gra�que el círculo de Mohr.

• Veri�que los resultados anteriores utilizando el método de los valores y vec-
tores propios.

• Calcule los esfuerzos normales y cortantes sobre el plano 3x − 2y � 0.

10. Veri�que que si hacemos τn � 0 en (2.31) y resolvemos para el ángulo 2θ obtene-
mos de nuevo (2.60). ¿Qué se concluye?

11. Veri�que que el invariante I2 � 1
2 (σiiσ j j − σi jσi j) (ver ecuación [2.46b]).

12. Deduzca que el esfuerzo cortante máximo está dado por la ecuación (2.63), que la
inclinación para la cual se produce dicho esfuerzo es un ángulo θc1 que satisface
la igualdad (2.64a) y que θc1 � θ1 − 45X � θ2 + 45X.

13. Deduzca para qué inclinación θc2 se produce el esfuerzo cortante mínimo.

14. Relacione las ecuaciones (2.20a) y (2.20b) correspondientes a σx′ y τx′y′ con aque-
llas de σn y τn (ecuaciones [2.27] y [2.29]), respectivamente. Pista: no olvide que
ê1 � n̂, que el vector ê3 se calcula a partir del producto cruz de los vectores q̂ y n̂
y que el vector ê2 � ê3 × ê1. Explique los detalles.

15. Se sabe que el concreto sometido a compresión inicia su rotura cuando los es-
fuerzos cortantes sobrepasan cierto valor crítico. ¿Cuáles serán las direcciones de
fractura de una probeta cúbica sometida a compresión uniaxial? Sustente su res-
puesta.

16. Consideremos un cuerpo que está sometido a los esfuerzos uniformes σx � 1 Pa
y τxz � −1 Pa, siendo los otros esfuerzos nulos. Calcule el esfuerzo normal má-
ximo y las coordenadas de los puntos donde este se produce sobre la super�cie
2x2+3y2+ z2 � 1 (observe que la ecuación anterior representa un elipsoide). Pista:
recuerde que el vector normal a una super�cie dada por F(x , y, z) � 0 está dado
por ∇F(x , y, z). Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_(geometry).

17. Continuando con los ejemplos 2.4 y 2.7:

• Calcule, a partir de las ecuaciones (2.69), los vectores para los cuales se pro-
ducen los esfuerzos cortantes máximo ymínimo. Pista: se debe utilizar trans-
formación de coordenadas; además, tenga en cuenta que la solución debe ser
igual a la suministrada por los vectores n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y.

• ¿Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo σn � σ2, τn � 0?
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• ¿Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo σn � σ2 para los
dos τn, ya que yacen sobre el círculo C2 de la �gura 2.22? Exprese este plano
con respecto al sistema de coordenadas dado por los vectores î , ĵ, y k̂.

18. Se sabe que el círculo de Mohr se emplea en mecánica de suelos para analizar
los resultados del ensayo de suelos triaxial. El ensayo triaxial consiste en poner
una muestra de suelo y aplicarle una carga igual en todo sentido y dirección (el
esfuerzo de cámara), y una carga vertical que aumenta o disminuye a medida que
se efectúa el ensayo. ¿Por qué se utiliza un círculo de Mohr bidimensional para
el análisis, sabiendo que se tienen esfuerzos en todas las direcciones, es decir, que
debería ser un círculo de Mohr tridimensional? Nota: si no está familiarizado con
los términos aquí descritos, por favor, consulte un libro sobre mecánica de suelos.

19. Calcule las coordenadas de los vectores v̂1 a v̂4 del ejemplo 2.6 con respecto a la
base {î , ĵ, k̂}.

20. Un sólido está sometido a un campo de esfuerzos σy � 1 Pa, siendo el resto de los
esfuerzos normales y cortantes nulos. Calcule los esfuerzos y direcciones princi-
pales que actúan en él.

21. ¿Cuáles son el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante que actúan sobre un plano
inclinado con vector normal [2, 3, 4]T y que está sometido a los esfuerzos σx �
−3 Pa, σy � 2 Pa, σz � 2 Pa, τxy � −8 Pa, τxz � −2 Pa y τyz � 0 Pa?

22. Observe que el punto (σn , τn) � ( σ1� σ3

2 , σ1� σ3

2 ) del círculo de Mohr en 3D se
asocia al esfuerzo cortantemáximo. La pregunta es: ¿cómo calcular las direcciones
asociadas a dicha condición de esfuerzo?Apartir del siguiente código deMaxima:

1 sn : (s1+s3)/2$
2 tn : (s1-s3)/2$
3 eq1 : sn = s1*alpha^2 + s2*beta^2 + s3*gamma^2$
4 eq2 : tn^2 = (s1*alpha)^2 + (s2*beta)^2 + (s3*gamma)^2 - sn^2$
5 eq3 : alpha^2 + beta^2 + gamma^2 = 1$
6

7 /* y se resuelve el sistema de 3 ecuaciones anteriores */
8 sol : solve([eq1, eq2, eq3], [alpha, beta, gamma]);

se obtiene que α, β y γ valen:

1 1

(%o8) [[alpha = -------, beta = 0, gamma = - -------],

sqrt(2) sqrt(2)

1 1

[alpha = -------, beta = 0, gamma = -------],

sqrt(2) sqrt(2)
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1 1

[alpha = - -------, beta = 0, gamma = - -------],

sqrt(2) sqrt(2)

1 1

[alpha = - -------, beta = 0, gamma = -------]],

sqrt(2) sqrt(2)

en otras palabras, cuatro vectores son solución al sistema de ecuaciones; sin em-
bargo, dado que solo nos interesa la dirección de los vectores y no su sentido, los
vectores donde se producen los esfuerzos cortantes máximos están dados por

[ 1º
2
, 0, 1º

2
] y [ 1º

2
, 0,− 1º

2
] ;

tenga presente que estos vectores están especi�cados con respecto a la base dada
por {n̂1, n̂2, n̂3}.
A partir de la información anterior, se solicita al lector dar los detalles del por
qué el esfuerzo cortante máximo se presenta en los planos ortogonales a los vecto-
res n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y y
n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y (recuerde que estos últimos están referidos a la base dada por{î , ĵ, k̂}). Explique, adicionalmente, cómo funciona el código anterior.

¿Qué sucede si se hace el mismo análisis para encontrar el plano donde se produ-
cen los esfuerzos cortantes mínimos?

2.12. Preguntas de control de lectura

1. Con respecto al análisis hecho en la sección 2.2.1, ¿por qué podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que los esfuerzos están uniformemente repartidos sobre
las caras del rectángulo analizado?

2. ¿Será posible tomar el límite (2.1) si el material no cumpliera la propiedad de con-
tinuidad de�nida en la sección 1.3?

3. ¿Por qué no se tuvo en cuenta en el análisis de la sección 2.2.1 las fuerzas másicas?

4. ¿Por qué τxz � τzx?

5. Deduzca la fórmula de Cauchy en el caso tridimensional.

6. ¿Qué es un valor y un vector propio? ¿Qué signi�cado físico tienen estos?

7. ¿Cuál es la conexión entre los valores y vectores propios de la matriz de tensiones
con la magnitud y dirección de los esfuerzos principales? Veri�que matemática-
mente esta correspondencia.
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Figura 3.2. Posición inicial, posición deformada y campo vectorial de
desplazamientos de una viga en voladizo que se deforma bajo la acción de su

peso propio. Aquí cada �echa representa el vector de desplazamientos
u(x , y) = [u(x , y), v(x , y)]T , donde (x , y) es un punto que pertenece al sólido.

Como la función u(x , y, z) asocia un vector a cada punto del espacio, se deduce
que (3.1) es un campo vectorial (ver apéndiceA.4). Si la funciónu(x , y, z) describe el des-
plazamiento de cada uno de los puntos del sólido, el campo vectorial u se conoce como el
campo vectorial de desplazamientos del sólido. Puesto que se asume que la deformación
de un cuerpo no produce agrietamiento, los desplazamientos se reparten continuamen-
te dentro del volumen del sólido y, por lo tanto, su distribución se puede representar
como una función continua por partes, cuyo dominio son todos los puntos (x , y, z) que
están contenidos en dicho cuerpo; en ocasiones, el desplazamiento también depende del
tiempo t como en el caso de estructuras sometidas a acciones dinámicas como sismos.
En la �gura 3.2 se ilustra, por ejemplo, el campo vectorial de una viga en voladizo que
se deforma bajo la acción de su peso propio.

Si el campo vectorial de desplazamientos es constante para todos los puntos del só-
lido, se dice que el cuerpo está sometido a una traslación rígida; como veremos más
adelante, en este caso, el sólido no está sometido a deformaciones.

Finalmente, a partir de la �gura 3.1 se puede concluir que, en el caso bidimensional,

[x + u(x , y)
y + v(x , y)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
posición �nal

� [x
y]

°
posición inicial

+ [u(x , y)
v(x , y)] ;

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento uˆ x ,y•

(3.2)

una ecuación similar se puede deducir en el caso tridimensional.

3.2. Componentes de la deformación en un punto

Por simplicidad en el análisis estudiaremos, a continuación, el caso bidimensional. Con-
sidere un sólido como el mostrado a la izquierda de la �gura 3.3, que se encuentra bajo
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x

x

y

y

∆x

∆y
γ1

γ2

u

v
A B B1

B2

CD

Aœ

Bœ

CœDœD1 D2

Figura 3.3. Componentes de deformación. Aquí el diferencial de sólido que ocupa
la posición ABCD se deforma hasta alcanzar la posición AœBœCœDœ. El

rectángulo azul con líneas discontinuas denota la traslación rígida del sólido.

la acción de fuerzas super�ciales y másicas. Como se comentó en la sección anterior, to-
do punto (x , y) al interior del sólido está sometido a los esfuerzos normales σx(x , y)
y σy(x , y) y a un esfuerzo tangencial43 τxy(x , y). Estos esfuerzos producirán desplaza-
mientos en las direcciones de los ejes x y y, a saber: u(x , y) y v(x , y) para todo punto(x , y) perteneciente al sólido y harán, además, que el sólido ABCD se deforme hasta al-
canzar la posición AœBœCœDœ. Supondremos adicionalmente que los desplazamientos u y
v son funciones continuas (ver apéndice A.3.1) con derivadas continuas (por la hipótesis
de continuidad de todo sólido elástico). En el caso tridimensional, denotaremos los des-
plazamientos del punto (x , y, z) en las direcciones de los ejes x, y y z, respectivamente,
por u(x , y, z), v(x , y, z) y w(x , y, z).

Si queremos analizar la deformación del sólido en el punto A, debemos estudiar qué
pasa en el sólidoABCD y, luego, aplicar límites demodo tal queABCD tienda al puntoA.
Primero que todo, debemos determinar la posición inicial de los puntos A, B, C y D; con
la ayuda de la �gura 3.3, tenemos que

A ∶� (x , y)
B ∶� (x + ∆x , y) (3.3)

C ∶� (x + ∆x , y + ∆y) (3.4)

D ∶� (x , y + ∆y) .
43 En esta sección estamos haciendo el análisis para el caso de deformación plana (abordaremos este

tema en la sección 4.8.2); de este modo, consideramos que no existen deformaciones en el eje z, es
decir, εz = γxz = γyz = 0; estos símbolos serán introducidos más adelante.
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Supongamos que conocemos las funciones u y v que describen los desplazamientos
en todos los puntos del sólido. Así pues, sabemos que el vector de desplazamiento del
punto A ∶� (x , y) es (u(A), v(A)) � (u(x , y), v(x , y)) y, por lo tanto, su nueva posi-
ción Aœtiene coordenadas (x + u(x , y), y + v(x , y)). Para conocer las coordenadas de
los puntos Bœ, Cœy Dœ, debemos expandir los desplazamientos horizontales u y vertica-
les v en series de Taylor (ver apéndice A.7), como haremos a continuación. Utilizando
series de Taylor bidimensionales truncadas de primer orden (ver apéndice A.7),44 pode-
mos expresar los desplazamientos horizontales u por

u(A) ∶� u(x , y) � u(x , y)
u(B) ∶� u(x + ∆x , y) � u(x , y) + ∆x

∂u
∂x

∣
ˆ x ,y•

(3.5)

u(C) ∶� u(x + ∆x , y + ∆y) � u(x , y) + ∆x
∂u
∂x

∣
ˆ x ,y•
+ ∆y

∂u
∂y

∣
ˆ x ,y•

(3.6)

u(D) ∶� u(x , y + ∆y) � u(x , y) + ∆y
∂u
∂y

∣
ˆ x ,y•

,

y los correspondientes desplazamientos verticales v están dados por

v(A) ∶� v(x , y) � v(x , y)
v(B) ∶� v(x + ∆x , y) � v(x , y) + ∆x

∂v
∂x

∣
ˆ x ,y•

(3.7)

v(C) ∶� v(x + ∆x , y + ∆y) � v(x , y) + ∆x
∂v
∂x

∣
ˆ x ,y•
+ ∆y

∂v
∂y

∣
ˆ x ,y•

(3.8)

v(D) ∶� v(x , y + ∆y) � v(x , y) + ∆y
∂v
∂y

∣
ˆ x ,y•

.

La posición �nal de los puntos A, B, C y D que hemos llamado Aœ, Bœ, Cœy Dœse
puede estimar al aplicar la fórmula (3.2) y, por consiguiente, suponiendo que todas las
derivadas están evaluadas en el punto (x , y), tenemos:

Aœ∶� (x + u(x , y), y + v(x , y))
Bœ∶� ⎛⎝ x + ∆x´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

posición inicial (3.3)

+u(x , y) + ∂u
∂x

∆x´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento (3.5)

, y®
posición inicial (3.3)

+v(x , y) + ∂v
∂x

∆x´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento (3.7)

⎞⎠
44 Para propósitos prácticos, solo utilizaremos la expansión truncada en series de Taylor bidimensional

de primer orden, ya que los términos cuadráticos y de orden superior sonmuypequeños comparados
con los términos lineales (�gura 1.3); en consecuencia, podemos hacer la aproximación

f (x + ∆x , y + ∆y) ≈ f (x , y) + ∆x
∂ f (x , y)

∂x
+ ∆y

∂ f (x , y)
∂y

.
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Cœ∶� ⎛⎝ x + ∆x

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
pos. ini. (3.4)

+u(x , y) + ∂u
∂x

∆x + ∂u
∂y

∆y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento (3.6)

, y + ∆y

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
pos. ini. (3.4)

+v(x , y) + ∂v
∂x

∆x + ∂v
∂y

∆y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento (3.8)

⎞⎠

Dœ∶� ⎛⎝x + u(x , y) + ∂u
∂y

∆y, y + ∆y + v(x , y) + ∂v
∂y

∆y
⎞⎠.

A partir de la �gura 3.3 y de las ecuaciones anteriores se pueden calcular las siguientes
distancias, que utilizaremos posteriormente en nuestros cálculos:

AœB2 � CoordX(Bœ) −CoordX(Aœ) � (x + ∆x + u(x , y) + ∂u
∂x

∣
ˆ x ,y•

∆x) − (x + u(x , y))

� ∆x + ∂u
∂x

∣
ˆ x ,y•

∆x (3.9a)

AœD2 � CoordY(Dœ) −CoordY(Aœ) �
⎛⎝y + ∆y + v(x , y) + ∂v

∂y
∣
ˆ x ,y•

∆y
⎞⎠ − (y + v(x , y))

� ∆y + ∂v
∂y

∣
ˆ x ,y•

∆y (3.9b)

B2Bœ� CoordY(Bœ) −CoordY(Aœ) � (y + v(x , y) + ∂v
∂x

∣
ˆ x ,y•

∆x) − (y + v(x , y))
�

∂v
∂x

∣
ˆ x ,y•

∆x (3.9c)

D2Dœ� CoordX(Dœ) −CoordX(Aœ) �
⎛⎝x + u(x , y) + ∂u

∂y
∣
ˆ x ,y•

∆y
⎞⎠ − (x + u(x , y))

�
∂u
∂y

∣
ˆ x ,y•

∆y. (3.9d)

Observe que el sólido AœBœCœDœpresenta dos tipos básicos de deformaciones: la pri-
mera denota el cambio de longitud del elemento en una cierta dirección; la segunda
representa el cambio en el valor de un ángulo dado. Estudiaremos cada una de ellas a
continuación.

3.2.1. Deformación lineal (o deformación longitudinal)

La deformación lineal, deformación axial, deformación unitaria o deformación longitudi-
nal (longitudinal strain, axial strain o normal strain en inglés) ε es unamedida de cuánto
se estira o contrae el sólido en un punto y en una dirección en particular, y se expresa
como el cambio de longitud por unidad de longitud. Si Li y L f denotan, respectivamente,
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3.2. componentes de la deformación en un punto

y como las deformaciones longitudinales del sólido son mucho más pequeñas que 1, o

sea,47 ∂u
∂x ∣

ˆ x ,y•
P 1 y ∂v

∂y ∣
ˆ x ,y•

P 1, se deduce que

γxy(x , y) �
∂v
∂x

∣
ˆ x ,y•
+ ∂u

∂y
∣
ˆ x ,y•

.

En conclusión, cuando las derivadas del desplazamiento son pequeñas, se tiene que
∂v
∂x ∣

ˆ x ,y•
� ĺım∆x� 0 γ1 y que

∂u
∂y ∣

ˆ x ,y•
� ĺım∆y� 0 γ2. Dado que ambos ángulos estánmedidos

en radianes, se deduce que las unidades de las deformaciones angulares son también
radianes.

En la �gura 3.5 podemos observar un elemento con una deformación angular nega-
tiva, otro con deformación angular igual a cero y uno con deformación angular positiva,
respectivamente.

(c) γxy A0(b) γxy � 0(a) γxy @0

Figura 3.5. Elemento con deformación angular negativa (a), cero (b) y positiva (c). Note
que cuando la deformación angular es cero, el ángulo del elemento diferencial no varía a

pesar de que este se estira en las direcciones x y y. Aquí la línea sólida muestra la
forma antes de la deformación; la línea punteada muestra la forma deformada.

En el caso tridimensional, se tienen tres componentes de la deformación angular, a
saber:

γxy(x , y, z) ∶� ∂u(x , y, z)
∂y

+ ∂v(x , y, z)
∂x

γxz(x , y, z) ∶� ∂u(x , y, z)
∂z

+ ∂w(x , y, z)
∂x

γyz(x , y, z) ∶� ∂v(x , y, z)
∂z

+ ∂w(x , y, z)
∂y

,

(3.14a)

(3.14b)

(3.14c)

47 El símbolo≪ se debe leer como “es mucho más pequeño que”; por ejemplo, 0.003≪ 1.
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De las de�niciones (3.14) se deduce que las deformaciones angulares son simétricas con
respecto a sus índices; en otras palabras, γxy � γyx , γxz � γzx y γyz � γzy. A las deforma-
ciones angulares (3.14) se les conoce con frecuencia en la literatura como deformaciones
angulares ingenieriles (engineering shear strain en inglés). Por otro lado, es bastante co-
mún en la mecánica del medio continuo y en la teoría de la elasticidad referirse a las
deformaciones angulares matemáticas (mathematical shear strain en inglés) las cuales se
denotan, generalmente, como εxy y están de�nidas por

εxy(x , y) ∶� γxy(x , y)
2

�
∡BAD [rad] −∡BœAœDœ[rad]

2
� ĺım

∆x� 0
∆y� 0

γ1 + γ2
2

.

Si establecemos una semejanza con la ecuación (2.5), podemos organizar los térmi-
nos εx , . . . , εyz en una forma matricial que llamaremos el tensor de deformaciones in-
finitesimales de Cauchy (o la matriz de deformaciones infinitesimales de Cauchy) ε, el
cual se puede incluso representar utilizando subíndices numéricos, como se indica a
continuación:

ε �
⎛⎜⎝
εx εxy εxz
εyx εy εyz
εzx εzy εz

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝
ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
deformaciones matemáticas

�
⎛⎜⎜⎝

εx
1
2γxy

1
2γxz

1
2γyx εy

1
2γyz

1
2γzx

1
2γzy εz

⎞⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
deformaciones ingenieriles

. (3.15)

Es importante anotar que las deformacionesmatemáticas se utilizan, principalmente,
para de�nir el tensor de deformaciones in�nitesimales ε y para realizar la conversión de
las deformaciones longitudinales y angulares de un sistema de coordenadas a otro, tal y
como veremos en la sección 3.4.

A partir de las ecuaciones (3.12) y (3.14) y de la discusión en el párrafo anterior, se
puede deducir que, en notación indicial,

εi j �
1

2
(∂ui

∂x j
+ ∂u j

∂xi
)

�
ui , j + u j,i

2
.

Aquí48 u1 � u, u2 � v, u3 � w, x1 � x, x2 � y y x3 � z; adicionalmente, el subíndice “ j”
después de la coma en la expresión ui , j, signi�ca que se está derivando el término ui con
respecto a la variable j, o sea, ui , j ∶� ∂u i

∂x j
.

Se comentó, anteriormente, que en el caso de un sólido Ω sometido a una traslación
rígida se tiene que u(x , y, z) � u0 para todo (x , y, z) >Ω; aquí u0 es un vector constante.
De las ecuaciones (3.12) y (3.14) se deduce que los sólidos sometidos a traslaciones rígidas
no se deforman ni longitudinal ni angularmente, ya que ui , j � u j,i � 0 y, en consecuencia,
εi j � 0.

48 La notación a ≡ b se lee de la forma “a es equivalente a b”.
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Por último, es importante resaltar que la deducción de las ecuaciones (3.12) y (3.14)
involucra únicamente consideraciones geométricas y, como no se hace referencia algu-
na a las propiedades y características del comportamiento del material, el resultado es
aplicable a toda clase de materiales, incluyendo los elásticos y plásticos. Las únicas res-
tricciones que hacemos son que el desplazamiento sea una función continua y derivable
y que las deformaciones sean pequeñas.

3.3. Las galgas extensométricas

En los laboratorios y en las estructuras analizadas electrónicamente es usual encontrar
dispositivos que miden la deformación en un punto de modo que, con esta información,
y por medio de la relación esfuerzo-deformación del material, permiten conocer, de for-
ma indirecta, los esfuerzos en los diferentes puntos de interés de la estructura; dichos
dispositivos son las llamadas galgas extensométricas (strain gauges en inglés). Las galgas
son necesarias, ya que no es posible medir directamente los esfuerzos al interior de una
estructura y estos solo se pueden inferir mediante la medición de las deformaciones.

Las galgas extensométricas fueron inventadas, independientemente, por los ingenie-
ros estadounidenses Edward E. Simmons (1911–2004) y Arthur C. Ruge (1905–2000) en
1938. Su funcionamiento se basa en la propiedad de algunos materiales conductores y
semiconductores, para los cuales su resistencia eléctrica cambia cuando se les somete a
un esfuerzo de tracción o compresión que los deforma. Están compuestas por un sopor-
te �exible aislante que sostiene al sensor, el cual se pega a la estructura con un adhesivo;
conforme se deforma la estructura, el sensor también lo hace, lo que cambia, por consi-
guiente, su resistencia eléctrica. Esta variación del ohmiaje se mide, generalmente, con
un dispositivo llamado el puente de Wheatstone. A partir de este principio se puede en-
tonces inferir la deformación longitudinal a lo largo del cuerpo de la galga.

Cuando se usa una galga extensométrica, se deben tener en cuenta las siguientes
anotaciones:

• El esfuerzo aplicado no debe llevar a la galga fuera del margen elástico.

• La super�cie de contacto debe estar completamente limpia, debe ser libre de imper-
fecciones físicas mayores y no debe estar impregnada de cualquier tipo de grasas,
ya que de lo contrario, la galga no tendrá una adherencia adecuada y se podrían
generar lecturas incorrectas.

• La variación en la temperatura puede generar alteraciones en las lecturas de la
deformación, incluso sin variar las fuerzas másicas y super�ciales aplicadas sobre
el sólido.

• La galga se calienta debido a que la energía eléctrica que se utiliza para su funcio-
namiento se disipa como energía térmica.
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• Su estabilidad puede ser dudosa en el tiempo, ya que el envejecimiento del adhesi-
vo puede afectar su funcionamiento.

Como las galgas extensométricas solo pueden medir deformaciones longitudinales,
generalmente, con el objeto de medir la deformación en todas las direcciones sobre un
plano, es necesario utilizar al menos tres galgas organizadas en una forma conocida co-
mo la roseta de deformación (rosette strain gauge en inglés) (�gura 3.6). El análisis de
deformaciones con dichas rosetas se estudiará en la siguiente sección.

A

B
C

45X

45X

Figura 3.6. Roseta de deformación.

Para medir las deformaciones en todas las direcciones, pero esta vez en el caso tridi-
mensional, serían necesarias por lo menos seis galgas ubicadas, como mínimo, en tres
planos diferentes. ¿Podría dar los detalles?

3.4. Especificación de la deformación en otras direcciones

Supongamos que queremos determinar el estado de deformaciones en un punto a par-
tir de lecturas de deformación dadas por galgas extensométricas. Como estas galgas se
pueden ubicar en cualquier dirección (no solo en el sentido de los ejes coordenados), es
necesario desarrollar una formulación que nos permita conocer εx , εy y εxy a partir de
estas lecturas.

Con referencia a la �gura 3.7, si representamos un punto dentro del sólido por el
rectángulo ABCD (antes de tomar límites de modo que el rectángulo tienda al punto A),
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o, alternativamente, en términos de deformaciones ingenieriles como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εx′

εy′

εz′

γy′z′

γx′z′

γx′y′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α21 β21 γ21 γ1 β1 γ1 α1 α1 β1
α22 β22 γ22 γ2 β2 γ2 α2 α2 β2
α23 β23 γ23 γ3 β3 γ3 α3 α3 β3

2α2 α3 2β2 β3 2γ2 γ3 γ2 β3 + β2 γ3 γ2 α3 + α2 γ3 α2 β3 + β2 α3
2α1 α3 2β1 β3 2γ1 γ3 γ1 β3 + β1 γ3 γ1 α3 + α1 γ3 α1 β3 + β1 α3
2α1 α2 2β1 β2 2γ1 γ2 γ1 β2 + β1 γ2 γ1 α2 + α1 γ2 α1 β2 + β1 α2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T ε

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εx
εy
εz
γyz
γxz
γxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

(3.18)
Observe que Tσ y T ε son matrices de transformación entre los vectores de deforma-

ciones. Se deja como ejercicio al lector demostrar que

T � 1
σ � TT

ε . (3.19)

Como la dirección de los vectores êœ
1, ê

œ
2 y ê

œ
3 es arbitraria, bajo la condición de que

ellos sean mutuamente ortogonales, de la ecuación (3.17) se sigue que la deformación
longitudinal en una dirección del vector unitario n̂ está dada por

εn̂(α, β, γ) � n̂Tεn̂ � εxα
2 + εyβ

2 + εzγ
2 + 2εxyαβ + 2εyzβγ + 2εxzαγ, (3.20)

mientras que la deformación angular matemática sobre un plano generado por los vec-
tores mutuamente ortonormales m̂ y n̂ es:

εm̂n̂ � m̂Tεn̂, (3.21)

por lo que 2εm̂n̂ representa el decremento en radianes del ángulo que antes de la defor-
mación era 90X y que estaba indicado por los vectores mutuamente ortogonales m̂ y n̂.

Alternativamente, las ecuaciones (3.20) y (3.21) resultan a partir del hecho de que

εœ�
⎛⎜⎝
εx′ εx′y′ εx′z′

εx′y′ εy′ εy′z′

εx′z′ εy′z′ εz′

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎜⎝
êœ
1
T
εêœ

1 êœ
1
T
εêœ

2 êœ
1
T
εêœ

3

êœ
2
T
εêœ

1 êœ
2
T
εêœ

2 êœ
2
T
εêœ

3

êœ
3
T
εêœ

1 êœ
3
T
εêœ

2 êœ
3
T
εêœ

3

⎞⎟⎟⎠ �

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
êœT
1

êœT
2

êœT
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ε [êœ

1 êœ
2 êœ

3] ,
ya que la dirección de los vectores êœ

1, ê
œ
2 y ê

œ
3 es arbitraria, bajo la condición de que estos

sean mutuamente ortogonales. La demostración de esta ecuación se deja como ejercicio
al lector.

Dado que la matriz T es ortogonal (esto se discutió en la sección 2.6), premultipli-
cando la ecuación (3.17) por T y posmultiplicándola por TT resulta:

ε � TεœTT . (3.22)

Podemos, a partir del planteamiento tridimensional, obtener de nuevo la formula-
ción bidimensional suponiendo que êœ

1 � [cos θ , sin θ , 0]T , êœ
2 � [− sin θ , cos θ , 0]T y
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êœ
3 � [0, 0, 1]T , y siguiendo el mismo razonamiento empleado en la sección 2.6.2. En
este caso, la matriz de transformaciones T se convierte en52

T �
⎛⎜⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞⎟⎠ ; (3.23)

adicionalmente, si se supone que53 εz � εxz � εyz � 0, la ecuación (3.17) se convierte en

εœ�
⎛⎜⎝
εx′ εx′y′ εx′z′

εx′y′ εy′ εy′z′

εx′z′ εy′z′ εz′

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞⎟⎠
T ⎛⎜⎝

εx εxy 0
εxy εy 0
0 0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞⎟⎠ .

Si ejecutamos las anteriores operaciones con Maxima, usando el siguiente código:

1 /* Se especifica la matriz de transformación T, ecuación (3.23) */
2 T : matrix(
3 [ cos(t),-sin(t), 0],

4 [ sin(t), cos(t), 0],

5 [ 0, 0, 1]

6 )$
7

8 /* Se especifica la matriz de deformaciones def, definida con respecto
9 a la base dada por {i=e1,j=e2,k=e3} */

10 def : matrix(
11 [ex, exy, 0],

12 [exy, ey, 0],

13 [0, 0, 0]

14 )$
15

16 /* Se calcula la matriz de deformaciones defP, definida con respecto
17 a la base dada por {e1’,e2’,e3’}, ecuación (3.17) */
18 defP: trigsimp(transpose(T).def.T);
19

20 /* Se extraen las expresiones ex’, ey’, y ex’y’ de la matriz defP */
21 e_xp : expand(defP[1][1]);
22 e_yp : expand(defP[2][2]);
23 e_xpyp : expand(defP[1][2]);

obtendremos:

εx′ � εx cos
2 θ + εy sin

2 θ + 2εxy sin θ cos θ (3.24a)

εy′ � εx sin
2 θ + εy cos

2 θ − 2εxy sin θ cos θ (3.24b)

52 Aquí la primera y la segunda columna de la matriz de transformaciones T representan las coorde-
nadas de los vectores unitarios ê′1 y ê

′

2 que de�nen los ejes x′ y y′, respectivamente, tal y como se
ilustró en la �gura 2.8. Se deja como tarea al lector comparar dicha �gura con la presente explicación,

teniendo en cuenta que el giro se está haciendo alrededor del vector ê′3 = [0, 0, 1]T .
53 En otras palabras, εz = γxz = γyz = 0 en la notación ingenieril de las deformaciones. Aquí estamos

suponiendo un estado de deformación plana, el cual estudiaremos en detalle en la sección 4.8.2.
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εx′y′ � εy sin θ cos θ − εx sin θ cos θ + εxy (cos2 θ − sin2 θ) (3.24c)

εx′z′ � εy′z′ � εz′ � 0,

y utilizando las identidades trigonométricas:

sin2 θ �
1 − cos 2θ

2
cos2 θ �

1 + cos 2θ
2

sin 2θ � 2 sin θ cos θ

y la notación ingenieril de las deformaciones obtenemos de nuevo las ecuaciones (3.16).
Tenga presente que las ecuaciones (3.16) se podrían obtener directamente del código
anterior utilizando el comando trigreduce en vez del comando trigsimp en la línea
18, ya que el primero procura hacer reducciones trigonométricas de modo tal que las
ecuaciones resultantes estén expresadas en función del doble ángulo, esto es, 2θ.

Por último, las ecuaciones (3.24) se pueden expresar en forma matricial y utilizando
deformaciones ingenieriles como

⎛⎜⎝
εx′

εy′

γx′y′

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝

cos2 θ sin2 θ sin θ cos θ
sin2 θ cos2 θ − sin θ cos θ

−2 sin θ cos θ 2 sin θ cos θ cos2 θ − sin2 θ

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
T ε ,2D

⎛⎜⎝
εx
εy
γxy

⎞⎟⎠ . (3.25)

Se deja como ejercicio al lector demostrar que T � 1
σ ,2D � TT

ε,2D, donde Tσ ,2D está de�-
nida en la ecuación (2.25).

Ejemplo 3.1. Roseta de deformación de tres galgas

Considere la roseta de deformación mostrada en la �gura 3.6; en esa �gura se mues-
tran tres galgas extensométricas ubicadas en las direcciones θA � 0X, θB � 45X y
θC � 90X. Determine las deformaciones εx , εy y εxy para dicha galga.

Solución

La lectura de cada una de estas galgas es εA, εB y εC , respectivamente. Reemplazando
estas lecturas en la ecuación (3.16a) tenemos:

εA �
εx + εy

2
+ εx − εy

2
cos 0X+ εxy sin 0

X

εB �
εx + εy

2
+ εx − εy

2
cos 90X+ εxy sin 90

X

εC �
εx + εy

2
+ εx − εy

2
cos 180X+ εxy sin 180

X,

es decir,

εA � εx εB �
εx + εy

2
+ εxy εC � εy;
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de aquí se deduce que

εx � εA

εy � εC

εxy � εB − εA + εC

2
.

(3.26)

Por lo tanto, únicamente con las galgas A y C se pueden obtener directamente las defor-
maciones εx , εy y, a partir de una combinación lineal de las lecturas de las tres galgas, se
puede obtener la deformación angular εxy.

Ejemplo 3.2. Cambio de base

Con referencia a la �gura 3.8, considere una placa sometida a un estado de defor-
mación plana (o sea, εz′ � 0, γx′z′ � 0 y γy′z′ � 0) sobre la cual reposan tres galgas
extensométricas A, B y C. Asuma que la placa está ubicada en el espacio de modo tal
que esta pasa por el punto (4, 2, −5) y tiene una normal (2, 1, 5). Suponga que el
punto (4, 2, −5) es el origen de un sistema de coordenadas xœyœzœinscrito en la placa,
que el eje de coordenadas xœapunta en la dirección del punto (1, −2, −3) y que el eje
zœcoincide con el vector (2, 1, 5), el cual es normal al plano.

Si la galga A está ubicada en la dirección del eje xœ, y las galgas B yC se encuentran
a 45X y 90X, respectivamente, en sentido antihorario sobre la placa con respecto a la
galga A (de modo que la galga C apunta en la dirección del eje yœ), determine las
deformaciones en el plano xœyœy expréselas adicionalmente con respecto al sistema de
coordenadas especi�cado por los ejes x, y y z, suponiendo que εA � 10� 3, εB � 2.1×10� 3

y εC � −1.7 × 10� 3.

Solución

En el curso de Álgebra Lineal se estudió que la ecuación de un plano que tiene un vector
normal n (no necesariamente unitario) y que contiene un punto x0 está dada por n ⋅(x−
x0) � 0, donde x � (x , y, z) (ver apéndice A.2). En consecuencia, la ecuación del plano
que estamos analizando es n ⋅ (x − x0) � (2, 1, 5) ⋅ [(x , y, z)− (4, 2, −5)] � 0; de aquí
se deduce que (2, 1, 5) ⋅ (x − 4, y − 2, z + 5) � 0 y, por lo tanto, la ecuación del plano
que contiene las galgas es 2x + y + 5z � −15. Efectivamente, se puede comprobar que el
punto (1, −2, −3) pertenece a dicho plano.

Se deben ahora calcular las direcciones de los vectores êœ
1, ê

œ
2 y êœ

3. El eje êœ
1 se en-

cuentra en la dirección del vector que une los puntos (4, 2, −5) y (1, −2, −3); en otras
palabras, en la dirección del vector (1, −2, −3) − (4, 2, −5) � (−3, −4, 2). El vector êœ

3
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En el código anterior, el comando norm calcula la norma de un vector; el código de la
línea 1 nos de�ne la función vector_unitario(x) como x/∥x∥ utilizando el comando @
para de�nir dicha función en un solo renglón; el comando cross calcula el producto cruz
entre los dos vectores que han sido dados como argumentos; adicionalmente, el operador
“’” de Matlab sirve para calcular la transpuesta de una matriz de números reales y la
transpuesta conjugada de una matriz que contiene números con parte imaginaria.

Ejemplo 3.3. Más de tres galgas extensométricas

Suponga que se tienen cinco galgas extensométricas, a saber: A, B, C, D y E, ubicadas
sobre el mismo plano a unas inclinaciones de 0X, 72X, 144X, 216X y 288X, tal y como se
ilustra en la �gura 3.9. Las deformaciones medidas por las galgas fueron 3.0012× 10� 4,
3.4521 × 10� 4, 1.4935 × 10� 3, −4.0924 × 10� 4 y 1.5207 × 10� 3, respectivamente; dichas
lecturas no son precisas, ya que tienen unos pequeños errores demedición. Dadas las
mediciones anteriores, estime lamejor aproximación posible de las deformaciones εx ,
εy y εxy.

A partir de la formulación del problema de�niremos las siguientes constantes:

θA � 0X εA � 3.0012 × 10� 4

θB � 72X εB � 3.4521 × 10� 4

θC � 144X εC � 1.4935 × 10� 3

θD � 216X εD � −4.0924 × 10� 4

θE � 288X εE � 1.5207 × 10� 3.

Solución

Utilizando la ecuación (3.24a), se puede escribir εA, εB, εC , εD y εE en función de εx , εy,
εxy y el ángulo de inclinación θ, de manera que

εA � εx′(θA) � εx cos
2(θA) + εy sin

2(θA) + εxy sin(2θA)
εB � εx′(θB) � εx cos

2(θB) + εy sin
2(θB) + εxy sin(2θB)

εC � εx′(θC) � εx cos
2(θC) + εy sin

2(θC) + εxy sin(2θC)
εD � εx′(θD) � εx cos

2(θD) + εy sin
2(θD) + εxy sin(2θD)

εE � εx′(θE) � εx cos
2(θE) + εy sin

2(θE) + εxy sin(2θE).
El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εA
εB
εC
εD
εE

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
b

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos2(θA) sin2(θA) sin(2θA)
cos2(θB) sin2(θB) sin(2θB)
cos2(θC) sin2(θC) sin(2θC)
cos2(θD) sin2(θD) sin(2θD)
cos2(θE) sin2(θE) sin(2θE)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

⎛⎜⎝
εx
εy
εxy

⎞⎟⎠
²

x

;
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3.4. especificación de la deformación en otras direcciones

Este problema se resolvió con Matlab utilizando el siguiente código:

1 eA = 3.0012e-4; tA = 0;

2 eB = 3.4521e-4; tB = 72;

3 eC = 1.4935e-3; tC = 144;

4 eD =-4.0924e-4; tD = 216;

5 eE = 1.5207e-3; tE = 288;

6

7 A = [ cosd(tA)^2 sind(tA)^2 sind(2*tA)
8 cosd(tB)^2 sind(tB)^2 sind(2*tB)
9 cosd(tC)^2 sind(tC)^2 sind(2*tC)

10 cosd(tD)^2 sind(tD)^2 sind(2*tD)
11 cosd(tE)^2 sind(tE)^2 sind(2*tE) ];

12

13 b = [eA; eB; eC; eD; eE];

14

15 % Recuerde que en Matlab el operador ’ representa la transpuesta de la
16 % matriz e inv() representa la inversa de la matriz
17 X1 = (inv(A’*A)*A’)*b % ecuación (3.27)
18

19 % Lo anterior es equivalente a
20 X2 = pinv(A)*b
21 X3 = A\b

Observe en el anterior código que las líneas 17, 20 y 21 son tres posibles formas de
calcular el problema dado por la ecuación (3.27). Se recomienda en la documentación de
Matlab emplear la tercera forma (línea 21), ya que su implementación interna es mucho
más e�ciente que la de las líneas 17 y 20. Recuerde, adicionalmente, que los comandos de
Matlab sind y cosd calculan, respectivamente, el seno y el coseno del argumento, estando
este especi�cado en grados (no en radianes, en contraposición a los comandos sin y cos).

La solución del anterior problema de mínimos cuadrados es, por lo tanto,

X1 =

3.0031e-04

9.9981e-04

-1.0002e-03

X2 =

3.0031e-04

9.9981e-04

-1.0002e-03

X3 =

3.0031e-04

9.9981e-04

-1.0002e-03

Es decir, ⎛⎜⎝
εx
εy
εxy

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝

3.0031 × 10� 4

9.9981 × 10� 4

−1.0002 × 10� 3

⎞⎟⎠ .
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3.5. Rotación

En ocasiones es conveniente calcular cu‡nto rota un punto al interior de un sÑlido cuan-
do este se deforma. En la presente secciÑn analizaremos dicho problema, utilizando co-
mo referencia la •guraç.Ôý.

Considere los puntosA y C del sÑlido inicialmente no deformado mostrado en la
•gura ç.ç; una vez producida la deformaciÑn,A y C se ubicar‡n en las posicionesAœy

Ð�AC

Ð�AC

ÐÐ�AA
œ

ÐÐ�C
C

œ

$

Y$Y

Y$Y

A B

C
D

Aœ

Cœ

CÔ

CçCò � Ð�AC

Œ
� x ý
ý � y

‘
Ð�
AC

Œ
ý � xy

� xy ý
‘

Ð�
AC

�
Ð�
AC

Figura ç.Ôý.InterpretaciÑn de los vectoresAAœ(traslaciÑn r¯gida),� AC (deformaciÑn
longitudinal y angular) y� AC (rotaciÑn r¯gida). En la •gura, el sÑlido ABCD primero se
traslada r¯gidamente, luego gira r¯gidamente un ‡ngulo1 � Y$Yalrededor del vector$ ,
despu”s se deforma longitudinalmente y, por ÷ltimo, lo hace angularmente. Nota: los
vectoresAC y � AC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud de las propiedades

del producto cruz y la ecuaciÑn� AC � $ � AC; sin embargo, este gr‡•co no lo
demuestra, ya que la rotaciÑn del vectorAC se est‡ exagerando. Aqu¯ el s¯mboloB

representa una žecha (que es el vector$) que sale del papel y apunta al lector.

ÔÔý
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Cœ, respectivamente. De acuerdo con la ecuaciÑn(ç.ò), las coordenadas de los puntos
mencionados son

A �� ˆx, y•

C �� ˆx � � x, y � � y•

Aœ�� ˆ x � uˆx, y• , y � vˆx, y••

Cœ��
’

”
x � � x

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
posiciÑn inicial

� uˆx, y• �
Ku
Kx

� x �
Ku
Ky

� y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamientouˆ C•

, y � � y

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
posiciÑn inicial

� vˆx, y• �
Kv
Kx

� x �
Kv
Ky

� y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamientovˆ C•

“

•
.

Observe que la posiciÑn •nal del puntoC, o sea, la coordenada del puntoCœ, est‡
conformada por dos componentes: ªposiciÑn inicialº (que especi•ca las coordenadas del
punto C) y ªdesplazamientoº, expresados en las direccionesx y y por

uˆC• �� uˆx � � x, y � � y• � uˆx, y• �
Kû x, y•

Kx
� x �

Kû x, y•
Ky

� y

vˆC• �� vˆx � � x, y � � y• � vˆx, y• �
Kv̂ x, y•

Kx
� x �

Kv̂ x, y•
Ky

� y;

que puede escribirse matricialmente como

Œ
uˆC•
vˆC•

‘

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ÐÐ�
CCœ

� Œ
uˆA•
vˆA•

‘

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AAœ

� Œ
Ku
Kx

Ku
Ky

Kv
Kx

Kv
Ky

‘

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
H

Œ
� x
� y

‘ ,

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AC

(ç.ò—)

dondeuˆA• � uˆx, y• y vˆA• � vˆx, y• denotan las componentes del desplazamiento
del puntoA. Aqu¯, los vectores est‡n referidos a la •guraç.Ôýy, adicionalmente, la matriz
H es una matriz jacobiana conocida como lamatriz gradiente de desplazamientos(gra-
dient displacement matrixen ingl”s); de hecho, en muchos textos se denota a la matriz
H como©u.

Utilizando la igualdad

H �
H � HT

ò
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

�
H � HT

ò
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

, (ç.òÀ)

se puede reescribir(ç.ò—)en funciÑn de una matriz sim”trica� y otra antisim”trica (skew-
symmetricen ingl”s)� : â

 â Recuerde que para una matrizsim”trica ai j � aj i , mientras que para unaantisim”trica ai j � � aj i . De
esta ÷ltima igualdad se deduce que la diagonal de una matriz antisim”trica est‡ formada por ceros.

ÔÔÔ
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Œ
uˆC•
vˆC•

‘

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ÐÐ�
CCœ

� Œ
uˆA•
vˆA•

‘

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AAœ

�
’

”

Ku
Kx

Ô
ò ŠKu

Ky � Kv
Kx•

Ô
ò ŠKv

Kx � Ku
Ky•

Kv
Ky

“

•
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

’

”

� x

� y

“

•
²

Ð�
AC

�
’

”

ý Ô
ò ŠKu

Ky � Kv
Kx•

Ô
ò ŠKv

Kx � Ku
Ky• ý

“

•
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

’

”

� x

� y

“

•
²

Ð�
AC

, (ç.çý)

es decir,

Œ
uˆC•
vˆC•

‘ � Œ
uˆA•
vˆA•

‘ � Œ
� x � xy

� xy � y
‘ Œ

� x
� y

‘ � Œ
ý � $ z

$ z ý
‘ Œ

� x
� y

‘ .

En las anteriores ecuaciones se de•nieron las matrices� y � las cuales llamaremos
lasmatrices de deformaciones y de rotaciones(o degiros), respectivamente; en la literatura
tambi”n se conoce a la matriz� como eltensor de rotaciones in•nitesimal(in•nitesimal
rotation tensoren ingl”s).

En el caso tridimensional, haciendo un an‡lisis similar, resulta:

’
––
”

uˆC•
vˆC•
wˆC•

“
——
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ÐÐ�
CCœ

�
’
––
”

uˆA•
vˆA•
wˆA•

“
——
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AAœ

�
’
––
”

Ku
Kx

Ku
Ky

Ku
Kz

Kv
Kx

Kv
Ky

Kv
Kz

Kw
Kx

Kw
Ky

Kw
Kz

“
——
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
H

’
–
”

� x
� y
� z

“
—
•

,

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AC

y, utilizando de nuevo la transformaciÑn(ç.òÀ), tenemos:

’
––
”

uˆC•
vˆC•
wˆC•

“
——
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ÐÐ�
CCœ

�
’
––
”

uˆA•
vˆA•
wˆA•

“
——
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AAœ

�

’
–––
”

Ku
Kx

Ô
ò ŠKu

Ky � Kv
Kx•

Ô
ò ‰Ku

Kz � Kw
KxŽ

Ô
ò ŠKv

Kx � Ku
Ky•

Kv
Ky

Ô
ò ŠKv

Kz � Kw
Ky•

Ô
ò ‰Kw

Kx � Ku
KzŽ

Ô
ò ŠKw

Ky � Kv
Kz•

Kw
Kz

“
———
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�

’
–––
”

� x

� y

� z

“
———
•

²
Ð�
AC

�

’
–––
”

ý Ô
ò ŠKu

Ky � Kv
Kx•

Ô
ò ‰Ku

Kz � Kw
KxŽ

Ô
ò ŠKv

Kx � Ku
Ky• ý Ô

ò ŠKv
Kz � Kw

Ky•
Ô
ò ‰Kw

Kx � Ku
KzŽ

Ô
ò ŠKw

Ky � Kv
Kz• ý

“
———
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�

’
–––
”

� x

� y

� z

“
———
•

,

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AC

que se puede reescribir como

’
–
”

uˆC•
vˆC•
wˆC•

“
—
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ÐÐ�
CCœ

�
’
–
”

uˆA•
vˆA•
wˆA•

“
—
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ð�
AAœ

�
’
–
”

� x � xy � xz

� xy � y � yz

� xz � yz � z

“
—
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�

’
–
”

� x
� y
� z

“
—
•

²
Ð�
AC

�
’
–
”

ý � $ z $ y

$ z ý � $ x

� $ y $ x ý

“
—
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�

’
–
”

� x
� y
� z

“
—
•

²
Ð�
AC

, (ç.çÔ)
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3.5. rotación

donde

ωx ∶� 1

2
(∂w

∂y
− ∂v

∂z
) ωy ∶� 1

2
(∂u

∂z
− ∂w

∂x
) ωz ∶� 1

2
( ∂v

∂x
− ∂u

∂y
) . (3.32)

Observe que la matriz de deformaciones ε es la misma a la que nos estamos re�rien-
do en las ecuaciones (3.15) y (3.17). Adicionalmente, es importante anotar que tanto las
componentes de ε como las de Ω son números bastante pequeños en comparación con
la unidad, lo cual se escribe en notación indicial como εi j P 1 y Ωi j P 1; esto sucede
debido a las suposiciones realizadas al principio de este capítulo, en las que se asumió
que las deformaciones longitudinales y angulares serían muy pequeñas.

El producto cruz de dos vectores a � [a1, a2, a3]T y b � [b1, b2, b3]T se puede
escribir como el producto de una matriz antisimétrica y un vector de la siguiente forma:

a × b �
⎛⎜⎝

a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝

0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

⎛⎜⎝
b1

b2

b3

⎞⎟⎠ ; (3.33)

en este caso, al vector a � [a1, a2, a3]T se le llama el vector de rotaciones, el vector dual
o el vector axial de la matriz antisimétrica A; por consiguiente, al comparar las ecuacio-

nes (3.31) y (3.33) se puede expresar el producto Ω
Ð→
AC en el caso tridimensional como

Ω
Ð→
AC � ω ×Ð→AC ,

donde ω ∶� [ωx , ωy , ωz]T
es el vector de rotaciones o vector dual de Ω.

Hagamos una pausa para de�nir qué es la rotación rígida. Se dice que un sólido
está sometido a una rotación rígida cuando todos sus puntos experimentan el mismo
ángulo de giro alrededor de un eje dado, el cual permanece invariante en posición, en
otras palabras, como si a través de dicho punto invariante existiese un eje de rotación;
de este modo, cada uno de los puntos del sólido rígido describe trayectorias circulares
alrededor del eje de rotación. Por ejemplo, un disco que se reproduce en un tocadiscos
está sometido a una rotación rígida, ya que todos sus puntos experimentan el mismo
ángulo de giro alrededor del eje del plato.

Debemos ahora entender qué signi�can cada una de las componentes deω; por ejem-
plo, para entender ωz, considere un pedazo de sólido como el mostrado en la �gura 3.11,
el cual está sometido a una rotación rígida pequeña.

A partir de las relaciones trigonométricas mostradas, tenemos que

∡BABœ� θ � tan θ �
(∆v)rot
∆x

∡DADœ� θ � tan θ � −(∆u)rot
∆y

.

Tenga presente que tanto∡BABœcomo∡DADœestiman θ y, en consecuencia, un prome-
dio de ambos ángulos minimizaría el error de estimación de θ; por lo tanto, en el límite
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3. estudio de los desplazamientos y las pequeñas deformaciones

x

y

θ

θ

(∆u)rot

(∆v)rot
∆x

∆yA

A
B

C

C
D

Bœ

Dœ

ω

Ω
Ð→
AC

(∆u)rot � − tan θ∆y

(∆v)rot � tan θ∆x

Figura 3.11. Rotación rígida alrededor del punto A. Observe que en el punto A se ha
gra�cado el vector ω = [0, 0, θ]T con el símbolo⊙; dicho vector sale del papel y apunta
hacia el lector. Nota: los vectores AC y ΩAC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud

de las propiedades del producto cruz y la ecuación ΩAC = ω × AC; sin embargo, este
grá�co no lo demuestra, ya que la rotación del vector AC se está exagerando.

cuando ∆x → 0 y ∆y → 0, la rotación rígida promedio del rectángulo ABCD medida en
radianes es

θ �
∡BABœ+∡DADœ

2
�
1

2
((∆v)rot

∆x
− (∆u)rot

∆y
) �

1

2
( ∂v

∂x
− ∂u

∂y
) � ωz ,

expresión que coincide con la de�nición de ωz hecha en la ecuación (3.32). Haciendo
analogías similares, podemos interpretar a ωx , ωy y ωz como los ángulos de rotación del
sólido en el punto (x , y, z) medidos en radianes alrededor de los ejes x, y y z, respecti-
vamente. Se deja como ejercicio al lector demostrar, que en el caso bidimensional y con
referencia a la �gura 3.3, ωz � γ1 � γ2

2 .

De forma más general, se puede relacionar el vector ω � [ωx , ωy , ωz]T
con las com-

ponentes del rotacional (ver apéndice A.14) asociado al campo vectorial

u(x , y, z) ∶� [u(x , y, z), v(x , y, z), w(x , y, z)]T .

Recordemos que el rotacional, denotado por ∇× u(x , y, z), es un operador vectorial
que muestra la tendencia de un campo vectorial tridimensional a inducir rotación en el
punto (x , y, z). El rotacional de un campo vectorial u se de�ne como

∇× u ∶� det
⎛⎜⎝
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v w

⎞⎟⎠
� (∂w

∂y
− ∂v

∂z
) î + (∂u

∂z
− ∂w

∂x
) ĵ + ( ∂v

∂x
− ∂u

∂y
) k̂,
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· Una traslaciÑn r¯gida, de•nida por el vector
ÐÐ�
AAœ, mediante la cual

Ð�
AC se vuelve

ÐÐ�
AœCÔ(

Ð�
ACÔ�

ÐÐ�
AAœ�

Ð�
AC).

· Un giro o rotaciÑn r¯gida, determinada por el vector
ÐÐ�
CÔCò �� �

Ð�
AC y la matriz de

giro � , mediante la cual
ÐÐ�
AœCÔse vuelve

ÐÐ�
AœCò (

ÐÐ�
AœCò �

ÐÐ�
AœCÔ� �

Ð�
AC).

· UnadeformaciÑn, de•nida por el vector
ÐÐ�
CòCœ�� �

Ð�
ACy la matriz de deformaciones

� , mediante la cual
ÐÐ�
AœCò se vuelve

ÐÐ�
AœCœ(

ÐÐ�
AœCœ�

ÐÐ�
AœCò � �

Ð�
AC). Observe que a su

vez la deformaciÑn se descompone en una longitudinal
ÐÐ�
CòCç � Œ

� x ý
ý � y

‘
Ð�
AC y

otra angular
ÐÐ�
CçCœ� Œ

ý � xy

� xy ý
‘

Ð�
AC; note que los desplazamientos a causa de las

deformaciones se representaron en la •guraç.Ôýcon color gris .

De todo lo anterior, se puede concluir que el proceso de deformaciÑn de un sÑlido est‡
compuesto por una traslaciÑn (vector

ÐÐ�
AAœ), unas deformaciones longitudinales y angula-

res (vector�
Ð�
AC) y una rotaciÑn r¯gida (vector�

Ð�
AC), tal y como se ilustra en la •guraç.Ôò.

Con•guraciÑn

Con•guraciÑn
inicial

•nal

DeformaciÑn

DeformaciÑn
longitudinal

angularr¯gida

r¯gida

RotaciÑn

TraslaciÑn

Figura ç.Ôò.Componentes de la deformaciÑn. La deformaciÑn del sÑlido se descompone en
una traslaciÑn r¯gida, una deformaciÑn longitudinal, una rotaciÑn r¯gida y una deformaciÑn

angular. Se deja como ejercicio al lector gra•car de nuevo estailustraciÑn siguiendo la
secuencia de desplazamientos descrita en la •guraç.Ôý.

ÔÔâ



3.6. deformaciones principales

3.6. Deformaciones principales

Al igual que en el caso de los esfuerzos principales, es natural preguntarnos: ¿en qué
dirección se producen las deformaciones longitudinales máximas ymínimas? El análisis
de este caso es muy parecido a lo que se hizo en las secciones 2.8 y 2.9, por lo que en esta
sección solo se presentarán los resultados principales.

3.6.1. Expresión de las deformaciones principales en el caso
bidimensional utilizando maximización y minimización de
funciones

Si hacemos un análisis de las deformaciones similar al realizado en la sección 2.9.1, po-
demos encontrar la magnitud y dirección de las deformaciones longitudinales máximas
y mínimas. De hecho, calculando la derivada de (3.16a) con respecto a θ e igualándola a
cero tenemos:

dεx′

dθ
� − (εx − εy) sin 2θ + 2εxy cos 2θ � 0,

de donde se deduce que las deformaciones máximas y mínimas se encuentran, respecti-
vamente, para las inclinaciones dadas por

tan 2θ1 �
+εxy

+ εx � εy
2

tan 2θ2 �
−εxy

− εx � εy
2

.

(3.34a)

(3.34b)

Sustituyendo las relaciones trigonométricasmostradas en la �gura 3.13 en (3.16a), encon-
tramos las deformaciones principales máximas y mínimas, que están dadas por

(ε1)xy �
εx + εy

2
+

√
( εx − εy

2
)2

+ ε2xy

(ε2)xy �
εx + εy

2
−

√
( εx − εy

2
)2

+ ε2xy ,

(3.35a)

(3.35b)

donde se observa que (ε1)xy C(ε2)xy, ya que el radicando de las expresiones anteriores
siempre es no negativo. Reemplazando de nuevo las relaciones trigonométricas mostra-
das en la �gura 3.13 en (3.16c) observamos que en la dirección de las inclinaciones prin-
cipales la deformación angular del elemento es cero, en otras palabras, 2εx′y′ � γx′y′ � 0.

Teniendo en cuenta que las ecuaciones (2.30) y (2.31) y las ecuaciones (3.16a) y (3.16c)
son prácticamente iguales, si se hacen las sustituciones εx ↔ σx , εy ↔ σy, εxy ↔ τxy,
εx′ ↔ σn y εx′y′ ↔ τn, hubiéramos encontrado los mismos resultados. De hecho, es
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3.6. deformaciones principales

3.6.2. Expresión de las deformaciones principales utilizando valores y
vectores propios

Como se dijo al principio de esta sección, se desea calcular la dirección para la cual se
producen las deformaciones longitudinales máximas y mínimas. Cuando se tiene un
cambio de base, podemos establecer las deformaciones longitudinales en la dirección
dada por el vector n̂ ∶� [α, β, γ]T utilizando la ecuación (3.20), que transcribimos a
continuación:

εn̂(α, β, γ) � εxα
2 + εyβ

2 + εzγ
2 + 2εxyαβ + 2εyzβγ + 2εxzαγ. (3.20)

Se quieren encontrar los valores de α, β y γ que maximizan y minimizan dicha
deformación longitudinal εx′ , teniendo en cuenta que se debe cumplir la restricción
α2 + β2 + γ2 � 1. Dado que este es un problema de optimización con restricciones de
igualdad (ver apéndice A.8), es necesario formular la siguiente función lagrangiana:

L(α, β, γ, εn) � εxα
2 + εyβ

2 + εzγ
2 + 2εxyαβ + 2εyzβγ + 2εxzαγ + εn (1 − α2 − β2 − γ2) ,

Punto O:

A ∶� (εx , εxy)

B

C

D

E

F

(ε1)xy(ε2)xy

2θ1

εxy

−εxy

εx

εy
εx′

εx′y′

√ (ε x�
ε y

2
)2 + ε

2 xy

( εx � εy
2 , 0)

( γ
2)máx

( γ
2)mín

Figura 3.14. Círculo de Mohr en dos dimensiones para el estado de deformación plana. El
círculo de Mohr es el conjunto de todos los puntos (εx′(θ), εx′ y′(θ)) que aparecen al
variar el parámetro θ en el intervalo [0, 180X). Aquí εx′(θ) y εx′y′(θ) están descritos,
respectivamente, por las ecuaciones (3.16a) y (3.16c). El centro de esta circunferencia es

( εx � εy
2 , 0) y su radio es

√
( εx � εy

2 )2 + ε2xy. El ángulo∡AOB se utiliza para determinar la
inclinación θ1 del plano principal donde se produce la deformación longitudinal máxima.
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3. estudio de los desplazamientos y las pequeñas deformaciones

siendo εn el multiplicador de Lagrange asociado (las razones del porqué se escogió el
nombre de dicha variable se entenderán más adelante). A continuación, calculamos las
derivadas del lagrangiano L con respecto a α, β, γ y εn y las igualamos a cero:

∂L(α, β, γ, εn)
∂α

� 0 Ô⇒ εxα + εxyβ + εxzγ � εnα

∂L(α, β, γ, εn)
∂β

� 0 Ô⇒ εxyα + εyβ + εyzγ � εnβ

∂L(α, β, γ, εn)
∂γ

� 0 Ô⇒ εxzα + εyzβ + εzγ � εnγ

∂L(α, β, γ, εn)
∂εn

� 0 Ô⇒ α2 + β2 + γ2 � 1,

obteniendo a partir de las primeras tres ecuaciones el siguiente problema de valores y
vectores propios: ⎛⎜⎝

εx εxy εxz
εxy εy εyz
εxz εyz εz

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
α
β
γ

⎞⎟⎠ � εn

⎛⎜⎝
α
β
γ

⎞⎟⎠ ,

y de la cuarta ecuación la condición de que el vector n̂ � [α, β, γ]T debe ser unitario.
Si hubiéramos analizado este problema en el caso bidimensional, se tendría el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

( εx εxy
εxy εy

) (α
β
) � εn (α

β
) ,

siendo [α, β]T un vector unitario. En ambos casos, dichos sistemas de ecuaciones se
pueden expresar como el problema de valores y vectores propios

εn̂ � εnn̂.

Una interpretación alternativa de dicho problema de valores y vectores propios se
puede dar a continuación: según se estudió en la sección 3.5 y con referencia a la �gu-

ra 3.10, el vector
ÐÐ→
C2Cœ∶� ε

Ð→
AC describe la dirección de deformación del elemento. Una

pregunta necesaria es para cuál dirección del vector
Ð→
AC existe una deformación tal que

el vector
ÐÐ→
C2Cœno cambie de dirección (no rote), es decir, ε

Ð→
AC � εn

Ð→
AC o simplemente

εn̂ � εnn̂; aquí la variable εn (sin negrilla) representa la magnitud del vector
Ð→
AC para la

cual esta igualdad se cumple. Se observa que dicho problema es uno de valores y vectores
propios y así, procediendo de igual modo que se hizo en la sección 2.8, se puede deducir
que el polinomio característico de la matriz ε es en el caso bidimensional:

ε2n − (εx + εy) εn + εxεy − ε2xy � 0,

siendo las raíces de dicho polinomio las ecuaciones (3.35). Por otro lado, los vectores
propios asociados a (ε1)xy y a (ε2)xy determinan las direcciones de inclinación de las de-
formaciones principales; estos vectores propios se relacionan con el ángulo θ calculado
a partir de (3.34) de forma análoga a como se hizo con la ecuación (2.65).
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En el caso tridimensional, el polinomio característico tiene la forma:

−ε3n + Id
1 ε

2
n − Id

2 εn + Id
3 � 0, (3.36)

donde

e ∶� Id
1 ∶� εx + εy + εz � tr(ε) (3.37a)

Id
2 ∶� εxεy + εxεz + εyεz − ε2xy − ε2xz − ε2yz �

1

2
((tr(ε))2 − tr(ε2)) (3.37b)

Id
3 ∶� εxεyεz + 2εxyεxzεyz − εxε

2
yz − εyε

2
xz − εzε

2
xy � det(ε) (3.37c)

son los llamados invariantes de deformación. En particular, el invariante de deformación
Id
1 es la llamada dilatación cúbica e que describiremos en la sección 4.5.

Las raíces del polinomio característico (3.36), que llamaremos ε1, ε2 y ε3, son conoci-
das como las deformaciones principales (principal strains en inglés) y de forma análoga
al caso de esfuerzos ε1 y ε3 representan, respectivamente, las deformaciones principales
máximas y mínimas que se dan en el punto analizado. Estos valores son números reales,
los cuales se organizan generalmente de mayor a menor, o sea, ε1 Cε2 Cε3; como ε1, ε2 y
ε3 son las raíces del polinomio característico (3.36), tenemos que

(εn − ε1) (εn − ε2) (εn − ε3) � 0.

Siguiendo un procedimiento similar al realizado en la sección 2.8.4 es posible de-
mostrar que los vectores propios de la matriz de deformación ε, a saber: n̂1, n̂2 y n̂3, son
ortogonales. Dichos vectores propios nos indican las direcciones principales de deforma-
ción (directions of principal strain en inglés).

Finalmente, es posible demostrar que el valor máximo de la deformación angular
matemática (3.21) está dado por

(εm̂n̂)máx
�
ε1 − ε3
2

,

y se presenta en el plano bisector del ángulo que forman los vectores ±n̂1 y ±n̂3, es decir,
la deformación angular máxima se presenta en el plano ortogonal a los vectores n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y

y n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y.

3.7. Ejercicios propuestos

1. Demuestre que ε � 0 en todos los puntos del sólido es una condición necesaria y
su�ciente para que exista desplazamiento rígido en ese sólido.

2. Usando como referencia la �gura 3.7 y a partir del siguiente programa de
Maxima:
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4. Compare las ecuaciones (2.30) y (2.31) con (3.16a) y (3.16c), respectivamente, ha-
ciendo las sustituciones εx ↔ σx , εy ↔ σy, εxy ↔ τxy, εx′ ↔ σn y εx′y′ ↔ τn. ¿Qué
ha observado?

5. Gra�car de nuevo la �gura 3.10 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri-
tos en la �gura 3.12.

6. Gra�car de nuevo la �gura 3.12 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri-
tos en la �gura 3.10.

7. Deduzca las ecuaciones (3.35).

8. Las deformaciones también se pueden estudiar utilizando la teoría del círculo de
Mohr. Desarrolle la formulación respectiva para el caso bidimensional. Pista: uti-
lice lo visto en el capítulo 2 cuando se estudió el círculo de Mohr para analizar la
naturaleza de los esfuerzos.

9. Para las siguientes combinaciones de deformaciones (y a partir de los resultados
obtenidos en el punto anterior):

• εx � +1 × 10� 4, εy � +2 × 10� 4, γxy � +3 × 10� 4.

• εx � +1 × 10� 4, εy � +2 × 10� 4, γxy � −3 × 10� 4.

• εx � +1 × 10� 4, εy � −2 × 10� 4, γxy � +3 × 10� 4.

• εx � +1 × 10� 4, εy � −2 × 10� 4, γxy � −3 × 10� 4.

• εx � −1 × 10� 4, εy � +2 × 10� 4, γxy � +3 × 10� 4.

• εx � −1 × 10� 4, εy � +2 × 10� 4, γxy � −3 × 10� 4.

• εx � −1 × 10� 4, εy � −2 × 10� 4, γxy � +3 × 10� 4.

• εx � −1 × 10� 4, εy � −2 × 10� 4, γxy � −3 × 10� 4.

Haga lo siguiente:

• Ubique las deformaciones y los planos principales donde se producen las
deformaciones longitudinales máximas y mínimas; asimismo, calcule la de-
formación angular máxima y ubique el plano en el cual se produce.

• Gra�que el círculo de Mohr correspondiente.

• Veri�que los resultados anteriores utilizando los valores y vectores propios
de la matriz de deformación.

10. Suponga que las deformaciones en un punto dado son: εx � 1× 10� 4, εy � −3× 10� 4,
εz � 5 × 10� 4, γxy � 2 × 10� 4, γxz � 0, γyz � 7 × 10� 4. Encuentre la dirección
y magnitud de las deformaciones longitudinales máximas y mínimas. Encuentre
a su vez los planos donde ocurren las deformaciones angulares máximas: ¿qué
magnitud tienen estas? Resuelva este problema manualmente y utilizandoMatlab
y Maxima.
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3. estudio de los desplazamientos y las pequeñas deformaciones

11. Represente las condiciones de deformación del problema anterior con respecto
a la base dada por los vectores ortonormales ê1 � [−0.693, −0.322, −0.645]T ,
ê2 � [−0.219, −0.759, 0.614]T y ê3 � [−0.687, 0.567, 0.455]T . Veri�que que en
realidad dicha base sea ortonormal.

12. Demuestre a partir de las ecuaciones (3.16) que εy′(θ) � εx′ ( π
2 + θ).

13. Deduzca los invariantes de deformación (3.37).

14. Calcule y gra�que el rotacional asociado al campo vectorial [10(y − x), 28x −
xz, � 8

3 z + 5y]T .

15. Demuestre que, en el caso bidimensional y con referencia a la �gura 3.3, ωz � γ1 � γ2

2 .

3.8. Preguntas de control de lectura

1. ¿Está claro que el desplazamiento describe el cambio de posición relativa de un
punto con respecto a un sistema de coordenadas y que la deformación describe
cambios de forma de un diferencial de sólido?

2. ¿Por qué los límites utilizados en la sección 3.2 se aplican de modo tal que ABCD
tienda al punto A (posición inicial) y no al punto Aœ(posición �nal)?

3. Explique por qué las fórmulas (3.12) son válidas únicamente para pequeñas defor-
maciones. ¿En qué puntos especí�cos de la demostración del valor de εx , εy y γxy
se está considerando que las deformaciones de la estructura deben ser pequeñas?

4. ¿Qué signi�ca la cantidad γxy desde un punto de vista geométrico? ¿Puede demos-
trar matemáticamente que γyz � ∂w

∂y + ∂v
∂z ?

5. ¿Cómo se podrían entender los ángulos γxz y γyz? En este caso, ¿cuál es el análogo
de los ángulos γ1 y γ2?

6. Explique qué son las componentes ωx , ωy y ωz del rotacional del campo vectorial
de desplazamientos u(x , y, z).

7. ¿Por qué en los ejercicios 3.1 y 3.3 se utilizan únicamente las ecuaciones (3.16a) y
(3.24a) y no las ecuaciones (3.16b), (3.16c), (3.24b) y (3.24c) en los cálculos?

8. ¿Por qué es preferible trabajar con las deformaciones angulares matemáticas εxy
que con las deformaciones angulares ingenieriles γxy?

9. ¿Qué es una roseta de deformación?

10. En el caso de las rotaciones, ¿cómo podríamos formular el caso bidimensional
como uno tridimensional, para hacer uso de la teoría del rotacional?
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4
Relaciones entre los esfuerzos y las
deformaciones

Hasta el momento, todas las formulaciones que hemos deducido en los capítulos 2 y 3
han considerado únicamente factores geométricos y se ha aplicado equilibrio estático
de fuerzas. Por lo tanto, las ecuaciones derivadas anteriormente son aplicables para cual-
quier tipo de material.

En términos generales, la deformación de un sólido cuando se le aplican unos esfuer-
zos depende de la velocidad con la que estos se imponen, de la historia de carga, de la
temperatura y de las propiedades del material. Aquellos modelos matemáticos que rela-
cionan los esfuerzos y las deformaciones, teniendo en cuenta las variables mencionadas,
se conocen en la literatura como los modelos constitutivos del material. El estudio de los
modelos constitutivos es una de las ramas más interesantes y desa�antes de la mecánica
de sólidos por su complejidad y la importancia de formulaciones precisas para la inge-
niería. De hecho, existe una in�nidad de modelos constitutivos que modelan materiales
tan disímiles como el tejido muscular, los diferentes metales, el suelo, el concreto o el
asfalto; adicionalmente, debido a la complejidad inherente, muchos de estos modelos
tienen una base netamente empírica, sustentada en la evidencia experimental.

A continuación, analizaremos el modelo constitutivo de los llamados sólidos con
comportamiento elástico lineal, no solo por su simpleza matemática, sino porque tam-
bién permite modelar una gran cantidad de casos prácticos; asumiremos, adicionalmen-
te, que la velocidad de aplicación de la carga en el ensayo de carga-desplazamiento no
tiene ningún efecto en dicha relación elástica lineal.
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4.1. Materiales frágiles y materiales dúctiles

Antes de dar inicio a la discusión, es importante diferenciar entre los materiales frágiles
y los materiales dúctiles. Un material frágil es aquel que no tiene deformación plástica
y en su curva esfuerzo-deformación la deformación es prácticamente nula una vez se
alcanza su esfuerzo máximo a tracción; en este caso, el material falla de manera abrupta,
sin señal alguna de que está cercana la rotura. Ejemplos de este tipo de material son:
las rocas, el vidrio y el concreto. Por otro lado, un material es dúctil cuando se deforma
notablemente una vez se alcanza el llamado esfuerzo de �uencia. Un ejemplo de este tipo
de material es el acero dulce (mild steel en inglés). En la �gura 4.1 se presentan curvas
típicas para estos tipos de material.

4.2. Comportamiento elástico y plástico de los materiales
dúctiles

A continuación, analizaremos con cierto detalle el comportamiento elasto-plástico de
los materiales dúctiles. Como se estudió en el curso de Resistencia de Materiales, los
diagramas de esfuerzo-deformación longitudinal re�ejan el comportamiento de los di-
ferentes materiales cuando se ensayan a tracción o a compresión. Sobre dicho diagrama
(�gura 4.2) especi�caremos varios puntos, entre los cuales están: el límite de proporcio-
nalidad (punto A), el límite elástico o límite de elasticidad (punto B), el punto de fluencia
(punto E), el punto de esfuerzo último (punto H) y el punto de rotura (puntos J y Jœ) y
dos curvas de descarga-carga CDC y FGF.

Supongamos inicialmente que, cuando a un alambre o barra de acero dulce se le
aplica una carga a tracción a una velocidad extremadamente lenta, su esfuerzo y defor-
mación varían desde el punto O hasta el punto B; luego en el proceso de descarga, si el

σx

εx

Material dúctil
Material frágil

Figura 4.1. Curvas esfuerzo-deformación para materiales dúctiles y frágiles.
Mientras que un material dúctil presenta grandes deformaciones antes de

romperse, un material frágil presenta pequeñas deformaciones antes de la falla.
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σx

RangoRango
elástico plástico

A

B C

D

E
F

G

H

I

J

Jœ

O

fy

E: punto de �uencia
B: límite elástico

A: límite de
proporcionalidad

Esfuerzo
verdadero

H: esfuerzo último
J, Jœ: punto de rotura

εx

Endurecimiento
por deformación

Deformación
residual

Ciclo
histerético

Recuperación
elástica

Estricción

Figura 4.2. Ejemplo típico de la curva esfuerzo-deformación para un
esfuerzo uniaxial de tracción en un material dúctil con comportamiento

elasto-plástico. El comportamiento es elástico lineal para pequeñas
deformaciones (tramo OA) y presenta plasticidad a partir del punto B.

material sigue exactamente la misma curva y regresa al origen O, decimos que este tiene
un comportamiento elástico. Observe que la curva esfuerzo-deformación no necesaria-
mente debe ser lineal de O a B para que el material sea elástico. Sin embargo, cuando
en el tramo OB existe un subtramo (el tramo OA), para el cual existe una relación de
linealidad entre los esfuerzos y las deformaciones, se dice que el comportamiento del
sólido en el tramo OA es elástico lineal.

Si asumimos ahora que el mismo material se carga hasta un valor mayor, de modo
que se alcanza el punto C en la curva esfuerzo-deformación, al descargarlo el material
sigue la trayectoria CD en el diagrama. Cuando se llega al punto D, la carga se ha re-
movido por completo, pero en el material queda una deformación plástica, permanente
o residual, representada por la línea OD. De la deformación total OI, el tramo DI repre-
senta la recuperación elástica del material. De este modo, para cualquier punto sobre la
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

curva esfuerzo-deformación que estámás allá del punto B, se dice que elmaterial presen-
ta un comportamiento plástico. Desde este punto de vista, el límite elástico de unmaterial
representa el esfuerzo máximo que este puede soportar sin sufrir deformaciones perma-
nentes.

Por otro lado, el punto de fluencia (punto E) representa aquella condición de esfuerzo
en el material a partir de la cual este se deforma sin un aumento apreciable de la carga
aplicada; a dicho esfuerzo se le denota generalmente como el esfuerzo de fluencia σy o fy,
donde el subíndice y viene de la palabra inglesa yield, que signi�ca �uencia.

Para el punto H, por su parte, el material presenta su esfuerzo máximo a tracción
que puede resistir y que se conoce como esfuerzo último. Cerca de este punto, empieza a
aparecer una estricción (necking en inglés), adelgazamiento, estrechamiento o encuella-
miento en el espécimen; esta estricción es propia de losmateriales dúctiles. Si se utiliza el
área transversal inicial de la muestra se obtienen los llamados esfuerzos nominales (cur-
va HJ) y, si se emplea el área reducida por el cuello, resulta la curva HJœ, que representa
los esfuerzos reales o esfuerzos verdaderos. Finalmente, el punto de rotura (puntos J y Jœ)
representa el esfuerzo para el cual falla el espécimen.

Es de notar que, en el caso del acero estructural, el límite de proporcionalidad (A), el
límite elástico (B) y el punto de �uencia (E) se encuentran muy cercanos entre sí, por lo
que en la práctica se suponen iguales. El esfuerzo correspondiente a este punto se asocia
al fy del acero.

Con respecto a las curvas de descarga-carga CDC y FGF, observe que estas forman
un ciclo conocido como ciclo de histéresis (hysteresis loop en inglés). El área bajo el ciclo
de histéresis se asocia a la energía disipada por el material (por ejemplo, en forma de ca-
lor). Tenga en cuenta que las �echas indican la dirección de descarga y carga: estas no se
pueden gra�car en el sentido contrario, ya que en este caso la energía disipada sería nega-
tiva, lo cual es físicamente imposible (en otras palabras, se violaría el llamado postulado
de estabilidad de Drucker).59 Adicionalmente, para los materiales dúctiles dicho ciclo de
histéresis es usualmente muy estrecho, por lo que en muchas ocasiones se ignora.

Si en cualquier punto del tramo DC (oGF) se reversa la carga, empezará un proceso
de descarga por la misma curva hasta que se alcanza de nuevo el punto D (o G); por
lo tanto, el tramo DC (GF) es también elástico. En particular, la curva FGF comienza
la �uencia cuando se alcanza de nuevo la curva original de esfuerzo-deformación en el
punto F. Observe, por consiguiente, que ese proceso de descarga-carga producirá un
nuevo punto de �uencia cuyo valor es mayor o igual que el de fy. Este efecto, el cual
sucede en el tramo EH, se conoce como endurecimiento por deformación, endurecimiento
en frío (o como work hardening en inglés). Durante este proceso, el material cambia en
su estructura atómica, lo que origina un incremento en el punto de �uencia del material,
aunque este pierde ductilidad al hacerse más frágil.

Tenga presente que, cuando un material ha entrado en �uencia y luego se descarga,
no existe una relación uno a uno entre los esfuerzos y las deformaciones (como sí sucede

59 Para estudiar este concepto a fondo, se remite al lector a la literatura sobre la teoría de la plasticidad,
como Fung et al. (2017).
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4.2. comportamiento elástico y plástico de los materiales dúctiles

σx

εx

Rp0.2%

0.002

Figura 4.3. Determinación del esfuerzo de �uencia mediante
el método de la compensación. Este método se emplea en

materiales cuyo punto de �uencia no está claramente de�nido.

en el rango elástico), ya que para unmismo esfuerzo pueden existir varias deformaciones
asociadas, tal y como se observa en la �gura 4.2. Desde este punto de vista, para conocer
el estado �nal de deformaciones de un sólido que ha entrado en �uencia, es necesario
conocer la historia de carga del material.

Por último, es conveniente mencionar que existen materiales dúctiles que tienen
curvas esfuerzo-deformación muy diferentes a las mostradas aquí, para las cuales no
es clara la ubicación del punto de �uencia y su correspondiente esfuerzo fy; ejemplos
de dichos materiales son: el aluminio, el magnesio, el plomo, el cobre, el titanio, entre
otros. En estos casos, es necesario emplear el llamado método de la compensación o mé-
todo del corrimiento (offset method en inglés) para determinar dicho punto. El método
está avalado por la American Society for Testing andMaterials (astm), mediante su nor-
ma astm A370 y procede así: se dibuja una línea paralela a la porción recta de la curva
esfuerzo-deformación para una deformación de 0.002 = 0.2%, tal y como se ilustra en la
�gura 4.3. Esta línea cortará la curva en un solo punto y el esfuerzo asociado a ese punto
es lo que llamamos el esfuerzo de fluencia aparente. En este caso, el esfuerzo de �uencia
aparente debe reportarse, por ejemplo, de la siguiente forma:

fy (para una deformación compensada de 0.002) = Rp0.2% � 360 MPa.

Debe tenerse en cuenta que 0.002 es el valor de la deformación usualmente empleado;
sin embargo, otros valores de la deformación pueden ser usados: todo depende del tipo
de material.
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z

y

x

σx

σx

Figura 4.4. Deformación de un diferencial de sólido sometido a la contracción
lateral que se produce por el efecto de Poisson. Si sobre el cuerpo de la �gura se

aplica una fuerza de tracción en componente x, ocurre un alargamiento
relativo (deformación longitudinal) εx en esa dirección y un acortamiento,

encogimiento o contracción relativa εy y εz en las dos direcciones transversales.

Por lo tanto,

εy � −ν σx

E
εz � −ν σx

E
,

donde ν se conoce como el coeficiente de Poisson (Poisson’s ratio en inglés). Poisson pro-
puso el coe�ciente ν en 1827 y estableció que ν � 0.25 para todos los materiales; sin
embargo, estudios posteriores demostraron que dicho resultado era incorrecto. De he-
cho, demostraremos en las secciones 4.3.2 y 4.7 que −1 @ν @0.5. El signo negativo en
las ecuaciones (4.1) se incluyó para tener en cuenta la contracción del material en las
direcciones y y z a medida que se alarga en la dirección x.

De lo anterior se deduce que el coe�ciente de Poisson expresa una relación entre las
deformaciones transversales y longitudinales. En otras palabras,

ν � − εtransversal
εlongitudinal

,

el cual lleva implícito el signo negativo, ya que para la mayoría de los materiales de uso
ingenieril se observa experimentalmente que al aplicar una deformación sobre un sóli-
do el resultado será la contracción de un lado y la expansión del otro. Debe tenerse en
cuenta que el coe�ciente de Poisson depende principalmente de las posiciones espaciales
relativas de las moléculas que conforman el material.

En la tabla 4.1 se presentan los módulos de Young y el coe�ciente de Poisson para
varios materiales. Observe que existen materiales que tienen un coe�ciente de Poisson
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

longitud del lado es (1 + εx)L y en la componente y es (1 + εy)L. Adicionalmente, el
cuadrado rojo punteado en la �gura 4.7a se deforma y adquiere la forma del rombo rojo
punteado mostrado en la �gura 4.8a; observe que el ángulo α medía, antes de aplicar
las cargas, π/4 radianes (45X), por lo que este varió γ/2 radianes (donde γ es la defor-
mación angular asociada al cuadrado rojo punteado) y, por lo tanto, π/4 � α + γ/2 o
alternativamente:

α �
π

4
− γ

2
.

Utilizando la relación trigonométrica

tan(x ± y) �
tan x ± tan y
1 ∓ tan x tan y

resulta que

tan α � tan(π
4
− γ

2
) �

tan π
4 − tan γ

2

1 + tan π
4 tan

γ
2

,

(a) (b)

45X

α

α

L

γ/2

(1 + εy)L

(1 + εx)L

(1 + εy)L
2

(1 + εx)L
2

Figura 4.8. Cambios de forma del cuadrado negro considerado en la sección 4.3.2.
Recuerde que si la longitud inicial de una barra es L y esta se somete a

una carga que le imprime una deformación longitudinal ε, el estiramiento ∆L
de la barra será εL y su longitud �nal será L + εL = (1 + ε)L; esta analogía se

puede utilizar para veri�car las dimensiones del sólido deformado.
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4.3. la ley de hooke y los módulos de young y poisson

y como tan π
4 � 1 y tan γ

2 � γ
2 (por la hipótesis de deformaciones pequeñas y lo dicho en

el apéndice A.7.3), entonces,

tan α �
1 − γ

2

1 + γ
2

. (4.5)

Por otra parte, del triángulo sombreado en la �gura 4.8a, que se muestra con detalle
en la �gura 4.8b, se deduce que

tan α �
1� εx
2 L

1� εy
2 L

�
1 + εx

1 + εy
,

e igualando esta última ecuación con (4.5), resulta:

1 − γ
2

1 + γ
2

�
1 + εx

1 + εy
. (4.6)

Con la ayuda del siguiente código de Maxima, el cual hace referencia a las ecuacio-
nes (4.4) y (4.6):

ex : -tau*(1+nu)/E;

ey : tau*(1+nu)/E;

factor(solve((1 - gamma/2)/(1 + gamma/2) = (1 + ex)/(1 + ey), tau));

podemos despejar la variable τ para obtener

τ �
E

2(1 + ν)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

γ. (4.7)

Esta expresión es la que relaciona la deformación angular γ con los esfuerzos cortantes τ
aplicados sobre un sólido sometido a condiciones de esfuerzo cortante puro (�gura 4.7c).
Adicionalmente, a la constante

G ∶� E
2(1 + ν) (4.8)

se le conoce como el módulo de elasticidad tangencial, módulo de rigidez (modulus of
rigidity en inglés) o módulo de cortante (shear modulus en inglés) del material.

Como para un esfuerzo cortante τ A0 la deformación angular γ también es positiva,
se puede deducir a partir de la ecuación (4.7) que G A 0; ahora, como E

2 A 0 se tiene
necesariamente que 1 + ν A 0, por lo que ν A −1. Sin embargo, los materiales para los
cuales el coe�ciente de Poisson es negativo son extremadamente raros, por lo que en la
práctica ingenieril es seguro asumir un límite inferior nulo para ν.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

En conclusión, un elemento sólido hecho con un material elástico e isótropo some-
tido solamente a la acción del esfuerzo tangencial τxy � τyx � τ como el ilustrado en la
�gura 4.7c, sufrirá una deformación angular γxy � γ dada por

γxy �
1

G
τxy . (4.9)

Análogamente, si sobre las caras del elemento actúa únicamente el esfuerzo tangen-
cial τxz, tendremos

γxz �
1

G
τxz , (4.10)

y si τyz es el único esfuerzo actuante, entonces

γyz �
1

G
τyz . (4.11)

Observe que las fórmulas (4.9), (4.10) y (4.11) nos indican que, para un material con
comportamiento lineal, elástico e isótropo, las deformaciones longitudinales no están
afectadas por las deformaciones angulares y que no existe un efecto de Poisson para el
esfuerzo cortante; en otras palabras, la deformación angular γxy no causa deformaciones
longitudinales εx , εy o εz ni deformaciones angulares γxz, γyz adicionales.

En de�nitiva, si sobre la cara del elemento actúan esfuerzos cortantes, la deformación
angular del elemento estará dada por

γxy �
1

G
τxy γyz �

1

G
τyz γxz �

1

G
τxz . (4.12)

Por último, es conveniente anotar que las ecuaciones (4.3) y (4.12) se pueden escribir en
notación indicial como

εi j �
1

E
[(1 + ν)σi j − νδi jσkk] . (4.13)

Por ejemplo, a partir de la fórmula anterior y recordando que el delta de Kronecker δi j
está dado por la ecuación (2.6), que σx � σ11, σy � σ22, σz � σ33 y εy � ε22 y que los índices
repetidos en la notación indicial indican una sumatoria de Einstein (ver sección 2.4),
podemos volver a extraer εy de la ecuación (4.3b) haciendo i � 2 y j � 2, así:

εy � ε22 �
1

E
[(1 + ν)σ22 − νδ22 3∑

k=1
σkk]

�
1

E
[(1 + ν)σy − ν (σx + σy + σz)]

�
1

E
[σy − ν (σx + σz)] .

Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (4.12) a partir de la ecuación (4.13).
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4.3.3. Ley de Hooke generalizada para materiales isótropos

Como para un material isótropo las deformaciones longitudinales y las deformaciones
angulares son independientes, si se despejan los esfuerzos de las ecuaciones (4.3) y (4.12)
obtendremos entonces las llamadas ecuaciones de Lamé, en honor del matemático fran-
cés Père de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795–1870), quien las propuso en 1852:

σx � λe + 2Gεx

σy � λe + 2Gεy

σz � λe + 2Gεz

τxy � Gγxy

τxz � Gγxz

τyz � Gγyz .

(4.14a)

(4.14b)

(4.14c)

(4.14d)

(4.14e)

(4.14f)

Aquí, la variable e representa la llamada dilatación cúbica e ∶� εx + εy + εz del elemen-
to diferencial (en la sección 4.5 se explicará el signi�cado físico de la dilatación cúbica;
ver en particular la ecuación [4.27]) y λ se denomina constante de Lamé63 y está dada
por

λ ∶� νE(1 + ν) (1 − 2ν) . (4.15)

Las ecuaciones (4.14) se pueden escribir en notación indicial como

σi j � λδi jεkk + 2Gεi j; (4.16)

por ejemplo, si procedemos de forma similar a como se hizo con la ecuación (4.13), de la
ecuación (4.16) podemos, por ejemplo, obtener la expresión correspondiente a τxz así:

τxz � σ13 � λδ13
3∑

k=1
εkk + 2Gε13 � Gγ13 � Gγxz .

Para obtener las ecuaciones (4.14) podemos hacer dispendiosa álgebra o utilizar Ma-
xima. El siguiente código nos ayuda a despejar las variables σx , σy y σz de las ecuacio-
nes (4.3):

ec1: ex = (1/E)*(sx - nu*(sy + sz))$
ec2: ey = (1/E)*(sy - nu*(sx + sz))$
ec3: ez = (1/E)*(sz - nu*(sx + sy))$

/* Despeje sx, sy y sz de las ecuaciones ec1, ec2 y ec3 */
solve([ec1, ec2, ec3], [sx, sy, sz]);

63 Tenga en cuenta que a veces G se conoce como la segunda constante de Lamé y muchas veces en la
literatura se denota como µ.
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/* Se despeja la matriz constitutiva D para el caso isótropo: */
D : coefmatrix([sx, sy, sz, txy, txz, tyz], [ex, ey, ez, gxy, gxz, gyz]);

es posible expresar el sistema de ecuaciones (4.14) en forma matricial como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx
σy
σz
τyz
τxz
τxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
σ

�
E

1 + ν

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1� ν
1� 2ν

ν
1� 2ν

ν
1� 2ν 0 0 0

ν
1� 2ν

1� ν
1� 2ν

ν
1� 2ν 0 0 0

ν
1� 2ν

ν
1� 2ν

1� ν
1� 2ν 0 0 0

0 0 0 1/2 0 0
0 0 0 0 1/2 0
0 0 0 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
D

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εx
εy
εz
γyz
γxz
γxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
ε

, (4.17)

donde D se conoce como matriz constitutiva, matriz de constantes elásticas o matriz de
elasticidad para un material isótropo, lineal y elástico. La ecuación anterior también se
puede formular como la relación entre la matriz de tensiones y la de deformaciones
matemáticas (3.15):

σ � λ tr(ε)I + 2Gε,

donde I es una matriz identidad de tamaño 3 × 3 y tr(ε) � εx + εy + εz � e representa la
traza de la matriz ε, es decir, la suma de los elementos diagonales de ε. Observe que la
ecuación anterior es la misma fórmula (4.16), la cual está expresada en notación indicial.

En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz σ y el
vector σ : la primera es la matriz de tensiones, ampliamente analizada en el capítulo 2 y
el segundo es una representación alterna de la matriz σ que se describe en (4.17) y que
se desarrolla utilizando la notación de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5.

Se hace énfasis en que la ecuación (4.17) es válida únicamente para materiales con
comportamiento elástico, lineal e isótropo, y que dicha relación solo requiere conocer
como parámetros del material el módulo de Young E y el coe�ciente de Poisson ν.

4.3.4. Ley de Hooke generalizada para materiales anisótropos

A pesar de que en este libro estudiaremos principalmente los materiales isótropos, es
conveniente expresar la ley de Hooke para materiales anisótropos. Estos últimos poseen
propiedades mecánicas diferentes según la dirección en la que son examinadas. Si bien
muchos materiales producidos industrialmente como el acero, el aluminio, el concreto,
los ladrillos o el caucho se pueden considerar isótropos, muchos otros que ocurren en
la naturaleza, como la madera o los tejidos del cuerpo humano (huesos, piel, tejidos
colaginosos), son de hecho anisótropos. Algunos materiales fabricados industrialmente
y cuya estructura interna está formada por �bras alineadas o cuyo proceso de elabora-
ción induce alineaciones en las estructuras atómicas (cristales) como elementos de �bra
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Material isótropoMaterial anisótropo

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 4.9. Comparación de los comportamientos de los materiales isótropos y
anisótropos bajo la acción de esfuerzos normales y cortantes. Cuando un sólido hecho de

un material anisótropo se somete a la acción de esfuerzos normales o de esfuerzos
cortantes únicamente, el material se deforma longitudinal y angularmente (casos [a] y [b]).
Por otro lado, un material isótropo al ser sometido a la acción exclusiva de un esfuerzo
normal solo se deformará longitudinalmente (caso [c]) y cuando solo actúa sobre él un

esfuerzo cortante el material solamente se deformará angularmente (caso [d]).

de carbono o las placas metálicas formadas por procesos de rolado, son también ani-
sótropos. Estos compuestos tienen un comportamiento particular que se ilustra en la
�gura 4.9: bajo la acción de un esfuerzo cortante estos materiales pueden presentar esti-
ramientos y contracciones y, bajo la acción de un esfuerzo normal, pueden deformarse
angularmente. Este comportamiento no se presenta con los materiales isótropos.

En el caso general de un material anisótropo, lineal y elástico, una componente del
esfuerzo se asume como combinación lineal de las seis componentes de deformación;
por ejemplo,

σx � d1111εx + d1122εy + d1133εz + d1123γyz + d1113γxz + d1112γxy

� d1111εx + d1122εy + d1133εz + 2d1123εyz + 2d1113εxz + 2d1112εxy ,

donde, para unmaterial homogéneo, di jkl son valores independientes de x, y, z. Es conve-
niente expresar la ley de Hooke para materiales anisótropos en notación matricial. Con
este �n, emplearemos la llamada notación de Voigt (ver apéndice A.5). Como primer pa-
so, expresaremos las matrices de esfuerzo y deformaciones ingenieriles como un vector
de seis dimensiones, aprovechando el hecho de que ambas matrices son simétricas; en
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

Se puede demostrar, utilizando los principios de la termodinámica (ver, por ejemplo,
Solecki y Conant [2003, sección 5.14]), que la matriz constitutivaD es de�nida positiva64

y simétrica y, por lo tanto, di jkl � dkl i j. En consecuencia, de los 81 componentes del ten-
sor di jkl (o de los 36 componentes de lamatrizD) se requieren únicamente 21 constantes
para describir unmaterial anisótropo lineal elástico en términos generales (los términos
en la diagonal y encima de la diagonal de la matriz D). Estas constantes deben determi-
narse experimentalmente. Esto se debe contrastar con la descripción para un material
isótropo (ecuación [4.17]), ya que en este caso solo se necesitan dos constantes, a saber:
el módulo de Young E y el coe�ciente de Poisson ν. Generalmente, los materiales anisó-
tropos presentan ciertos ejes de simetría, lo que hace que las constantes se reduzcan de
21 a un número entre 2 y 21. Dichas constantes deben satisfacer unas condiciones entre
sí, de modo que la matriz D sea físicamente viable. Se re�ere al lector interesado en estas
restricciones a Ting (1996) y Ting y Chen (2005).

Por último, la inversa de la matriz D, o sea, S � D� 1, se conoce como la matriz de
conformidad (compliance matrix en inglés); de este modo, ε � Sσ . Como la inversa de
una matriz simétrica también es simétrica y la inversa de una matriz de�nida positiva
también es de�nida positiva, se tiene que S es también simétrica y de�nida positiva.

Tenga presente que aunque un material puede ser anisótropo en una escala de me-
dida, se puede considerar como isótropo en otra escala que es, en general, mayor. Por
ejemplo, el concreto puede considerarse como formado por partículas de cemento, arena
y grava. Cada una de estas partículas se orienta al azar y se supone anisótropa; sin em-
bargo, el concreto se asume isótropo para propósitos del análisis y del diseño estructural,
ya que al analizar el material en una escala macro se observa que sus propiedades mecá-
nicas son un promedio de aquellas en todas las posibles orientaciones de las partículas
individuales.

4.3.5. Ley de Hooke generalizada para materiales ortótropos

Los materiales ortótropos son un tipo de materiales anisótropos que tienen propieda-
des físicas independientes y, generalmente, diferentes en tres direcciones mutuamente
ortogonales, que se encuentran alineadas con la estructura del material, y en las que no
existe interacción alguna entre los esfuerzos normales y las deformaciones angulares y
entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones longitudinales. Por ejemplo, la madera
se considera unmaterial ortótropo, ya que sus propiedades mecánicas en un punto dado
se pueden describir con respecto a las direcciones longitudinales (paralela a la �bra), ra-
diales (normal al crecimiento de los anillos) y tangenciales (a los anillos), tal y como se
ilustra en la �gura 4.10. Otros ejemplos demateriales ortótropos son aquellos reforzados
con �bras, algunos cristales y los metales laminados.

Cuando las direcciones mutuamente ortogonales no son evidentes, pero se sospecha
que el material es ortótropo, es posible encontrar dichas direcciones cargando el sólido

64 Se dice que una matriz K ∈ Rn×n es definida positiva si xTKx = ∑n
i=1∑

n
j=1 x iK i jx j > 0 para todo

x ∈Rn . Alternativamente, una matriz es de�nida positiva si todos sus valores propios son números
reales positivos. Todamatriz de�nida positivaK es invertible; en otras palabras, su inversaK−1 existe.
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εy � −νxy

Ex
σx + 1

Ey
σy − νzy

Ez
σz (4.20)

εz � −νxz

Ex
σx − νyz

Ey
σy + 1

Ez
σz

y

γyz �
1

Gyz
τyz γxz �

1

Gxz
τxz γxy �

1

Gxy
τxy . (4.21)

El sistema de ecuaciones anterior se puede expresar en forma matricial como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εx

εy

εz

γyz

γxz

γxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
ε

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
Ex

− νyx
Ey
− νzx

Ez
0 0 0

− νx y
Ex

1
Ey

− νz y
Ez

0 0 0

− νxz
Ex
− νyz

Ey

1
Ez

0 0 0

0 0 0 1
Gyz

0 0

0 0 0 0 1
Gxz

0
0 0 0 0 0 1

Gx y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
S

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx

σy

σz

τyz

τxz

τxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
σ

, (4.22)

donde S es la matriz de conformidad para el caso de un material ortótropo. Dado que la
matriz de conformidad S debe ser simétrica, es necesario que se cumplan las igualdades
S12 � S21, S13 � S31 y S23 � S32. De aquí se deduce, en consecuencia, que

νyx �
Ey

Ex
νxy νzx �

Ez

Ex
νxz νzy �

Ez

Ey
νyz . (4.23)

Utilizando el siguiente código de Maxima:

S : matrix([ 1/Ex, -nuyx/Ey, -nuzx/Ez, 0, 0, 0],

[-nuxy/Ex, 1/Ey, -nuzy/Ez, 0, 0, 0],

[-nuxz/Ex, -nuyz/Ey, 1/Ez, 0, 0, 0],

[ 0, 0, 0, 1/Gyz, 0, 0],

[ 0, 0, 0, 0, 1/Gxz, 0],

[ 0, 0, 0, 0, 0, 1/Gxy])$

D : invert(S);

se puede demostrar que el sistema de ecuaciones (4.22) se puede expresar como

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σx

σy

σz

τyz
τxz
τxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
σ

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1� νyzνz y
EyEz∆

νyzνzx � νyx
EyEz∆

νyxνz y � νzx
EyEz∆

0 0 0
νxzνz y � νx y

Ex Ez∆
1� νxzνzx
Ex Ez∆

νz y � νx yνzx
Ex Ez∆

0 0 0
νx yνyz � νxz

Ex Ey∆
νyz � νxzνyx

Ex Ey∆
1� νx yνyx
Ex Ey∆

0 0 0

0 0 0 Gyz 0 0
0 0 0 0 Gxz 0
0 0 0 0 0 Gxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
D

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εx

εy

εz

γyz
γxz
γxy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠²
ε

, (4.24)
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donde

∆ �
1 − νyzνzy − νxzνzx − νxyνyx − 2νyxνzyνxz

ExEyEz
;

aquí D representa la matriz constitutiva del material ortótropo. Tenga en cuenta que a
partir de las tres ecuaciones (4.23) resulta que νyxνzyνxz � νxyνyzνzx .

A partir del hecho de que las matrices D y S deben ser de�nidas positivas, y con
el objeto de satisfacer ciertas restricciones termodinámicas, Lempriere (1968) demostró
que las constantes asociadas a un material ortótropo deben satisfacer las siguientes des-
igualdades:

Ex A0, Ey A0, Ez A0,

Gyz A0, Gxz A0, Gxy A0,

1 − νyzνzy A0, 1 − νxzνzx A0, 1 − νxyνyx A0,

∣νzy∣ @

√
Ez

Ey
, ∣νyz∣ @

√
Ey

Ez
, ∣νzx ∣ @

√
Ez

Ex
,

∣νxz∣ @

√
Ex

Ez
, ∣νyx ∣ @

√
Ey

Ex
, ∣νxy∣ @

√
Ex

Ey

y, también,

∆ A0, νyxνzyνxz @
1 − ν2yx

Ex
Ey
− ν2zy

Ey
Ez
− ν2xz

Ez
Ex

2
@
1

2
.

Veremos más adelante que el coe�ciente de Poisson en los materiales isótropos debe
satisfacer la desigualdad −1 @ν @0.5; sin embargo, de acuerdo con las ecuaciones an-
teriores, para materiales ortótropos los coe�cientes de Poisson νi j pueden ser mayores
que 0.5 e incluso exceder 1.

En ocasiones las direcciones de ortotropía están alineadas con respecto a un sistema
de coordenadas locales xœ, yœy zœ, por lo que la ley de Hooke, en este caso, se podría
expresar como σœ� Dœεœ. Utilizando las matrices de transformación Tσ y T ε (ver las
ecuaciones (2.23) y (3.18), respectivamente) tenemos que σœ� Dœεœse puede escribir
como Tσσ � DœT εε, es decir, σ � T � 1

σ D
œT εε, y en virtud de la ecuación (3.19), esto es

T � 1
σ � TT

ε , resulta que
σ � TT

ε D
œT ε´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D

ε. (4.25)

La ecuación D � TT
ε D

œT ε nos permite convertir la matriz constitutiva Dœde�nida para
las coordenadas locales xœ, yœy zœa una matriz constitutiva D expresada en función de
las coordenadas globales x, y y z.
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4.5. cambios de volumen y la dilatación cúbica

4.5. Cambios de volumen y la dilatación cúbica

Suponga que un volumen in�nitesimal de dimensiones dx, dy y dz, como el mostrado
en la �gura 4.12a, se somete a esfuerzos normales en cada una de sus caras; entonces
todos sus lados se deformarán de modo que la longitud de las aristas paralelas a los ejes
x, y y z medirán, respectivamente, (1+ εx)dx, (1+ εy)dy y (1+ εz)dz (�gura 4.12b); por
lo tanto, el volumen del elemento deformado Vdef es

Vdef ∶� (1 + εx)(1 + εy)(1 + εz)dx dy dz.

Dado que el volumen en su con�guración no deformada es V ∶� dx dy dz, tenemos que
el cambio de volumen es

Vdef −V � (εxεyεz + εyεz + εxεz + εxεy + εx + εy + εz)dx dy dz (4.26)

� (εx + εy + εz)dx dy dz,

donde hemos despreciado los productos de dos o más deformaciones, porque estos pro-
ductos son diferenciales de segundo y tercer orden (ver sección 1.4). En la �gura 4.12d se
observa el error inducido por la aproximación (4.26). El cambio de volumen por unidad
de volumen e está aproximado por

e ∶� Vdef −V
V

� εx + εy + εz , (4.27)

cantidad que se conoce como la dilatación cúbica o deformación volumétrica (volume-
tric strain en inglés) y es igual al invariante de deformaciones Id

1 , de�nido por la ecua-
ción (3.37a) o, alternativamente, es igual a la divergencia del campo vectorial de despla-
zamientos, esto es,

e(x , y, z) � divu(x , y, z) �
∂u(x , y, z)

∂x
+ ∂v(x , y, z)

∂y
+ ∂w(x , y, z)

∂z
. (4.28)

Este resultado tiene una gran relevancia en el ámbito matemático, puesto que nos
permite atribuir un signi�cado físico a la divergencia de un campo vectorial: la diver-
gencia cuanti�ca el grado en el que un campo vectorial se expande o contrae alrededor
de un punto (x , y, z) (ver apéndice A.10).

Así, pues, hemos demostrado matemáticamente que (1) los cambios de volumen en
el sólido son producidos exclusivamente por los esfuerzos normales; (2) si el elemento
está sometido únicamente a esfuerzos cortantes el sólido no cambia de volumen, y (3)
si el elemento está sometido a esfuerzos normales y cortantes, el cambio de volumen
en el diferencial está aproximado por (4.27). De acuerdo con lo anterior, el cambio de
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

volumen en todo el sólido Ω se puede cuanti�car al sumar las contribuciones de cam-
bio de volumen de cada uno de los diferenciales que lo componen, por lo tanto, está
aproximado por

∆V � ∫∫∫
Ω

e(x , y, z)dx dy dz

� ∫∫∫
Ω

(εx(x , y, z) + εy(x , y, z) + εz(x , y, z))dx dy dz. (4.29)

 

 

(a) (b)

(c) (d)

V Vdef

(1 + εx)dx

(1 + εy)dy

(1 + εz)
dz

dx

dy

dz

1
2 εx dx

1
2 εy dy

1
2
εz d

z

V + (εx + εy + εz)V (εxεyεz + εxεy + εxεz + εyεz)V

Figura 4.12. En (a) y (b) podemos observar, respectivamente, un cubo antes y después de
la deformación con sus respectivos volúmenes; el volumen del cubo sin deformar y ya
deformado es, respectivamente, V y Vdef. La �gura (c) muestra una aproximación del
volumen deformado del sólido, en el cual se ha supuesto que el cambio de volumen ha

sido estimado mediante la ecuación (4.29) y, en consecuencia, su volumen es
V + (εx + εy + εz)V . La �gura (d) ilustra el error incurrido al aproximar el volumen
mediante (4.29); este error tiene una magnitud de (εxεyεz + εyεz + εxεz + εxεy)V .
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Ejemplo 4.1. Cambio de volumen

Suponga que un cubo de Ôý cm de arista (al nivel del mar), fabricado con un material
con E � òý GPa y# � ý.Ô, se hunde en el oc”ano. ¿Cu‡ntos cmç se encoger¯a dicho
sÑlido si este se encuentra a una profundidad de Ôýýý m? Supongaque la densidad
del agua de mar es Ô g/cmç y desprecie la variaciÑn lateral de la presiÑn del agua sobre
las caras del cubo.

Solución

La presiÑn hidrost‡ticapejercida por un žuido se calcula mediante la expresiÑnp � - gh,
donde- es su densidad (en el caso del agua es aproximadamente Ôýýý kg/mç), g es la
aceleraciÑn de la gravedad (g � À.—Ô m/sò) y h es la altura del žuido. Dado que un l¯quido
en equilibrio ejerce fuerzas perpendiculares sobre cualquiersuper•cie sumergida en su
interior, tenemos que

p � . x � . y � . z � Ôýýý
kg
mç

� À.—Ô
m
sò

� � Ôýýý m� � À.—Ô MPa,

y que
0xy � 0xz � 0yz � ý.

Reemplazando estos valores en(¥.ç)resulta que

� x � � y � � z �
Ô

òýýýý MPa
‰̂Ô� ò� ý.Ô• � ˆ � À.—Ô MPa•Ž� � ç.Àò¥� Ôý� ¥.

Comoe � � x � � y � � z � � ç � ç.Àò¥� Ôý� ¥ � � Ô.ÔÞÞ� Ôý� ç en la ecuaciÑn(¥.òÀ)es
constante, entonces la integral se reduce aeveces el volumen del cubo (Ôýýý cmç) y, en
consecuencia, el cubo se contrae Ô.ÔÞÞ cmç.

4.6. Entendiendo el cambio de volumen de un sólido
mediante el teorema de la divergencia

Seg÷n estudiamos en la secciÑn anterior, el cambio de volumen deun sÑlido puede cuan-
ti•carse mediante la integral(¥.òÀ)que se puede escribir, utilizando(¥.ò—), como

� V � ��� �
div uˆx, y,z• dV . (¥.çý)

En esta secciÑn, veremos una forma alterna de calcular dicho cambio de volumen y lo
relacionaremos con el llamado teorema de la divergencia.

Cuando nuestro sÑlido � cambia de volumen, su forma tambi”n var¯a. Imaginemos
que la malla mostrada en la •gura¥.Ôçhace parte de la super•cie o contornoK� del
sÑlido; aqu¯, cada rect‡ngulo es un diferencial de super•cie dS. Al cambiar de volumen,
el material que conforma el sÑlido brota, emerge, se extrude o žuye de dicho diferencial

Ô ç





4.7. módulo de expansión volumétrica o módulo de compresibilidad

este resultado se conoce en matemáticas como el teorema de la divergencia, teorema de
Gauss o teorema de Ostrogradsky, y fue descubierto originalmente por el matemático,
físico y astrónomo italiano-francés Joseph-Louis Lagrange (1736–1813) en 1762; el ma-
temático y físico alemań Johann Carl Friedrich Gauss (1777–1855) lo redescubrió, para
ciertos casos particulares, en 1813; sin embargo, el matemático y físico ruso Mikhail Va-
silyevich Ostrogradsky (1801–1862) postuló la primera prueba general del teorema en
1826, cuando trabajaba en problemas de �ujo de calor.

El teorema de la divergencia nos permite calcular el cambio de volumen de un ma-
terial, bien sea como la suma de los pequeños cambios de volumen de cada uno de los
diferenciales dV que lo conforman omediante el �ujo del material a través del contorno
del sólido. Este teorema es de especial importancia en las matemáticas, puesto que con él
se deducen importantes resultados en la mecánica de �uidos, la electrostática y en otros
campos de la física, ya sea como ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales. Este
teorema es equivalente en una dimensión a la integración por partes y en dos dimensio-
nes al teorema de Green. En el apéndice A.11 se ofrece una descripción más general de
este teorema.

4.7. Módulo de expansión volumétrica o módulo de
compresibilidad

Al observar la solución del ejemplo anterior, podemos deducir que cuando un sólido
isótropo se encuentra sometido a un estado de esfuerzos hidrostáticos (como el que se
muestra en la �gura 4.14), o sea, un estado de esfuerzos para los que σx � σy � σz � p
y τxy � τxz � τyz � 0, tenemos que, a partir de las ecuaciones (4.3), las deformaciones
longitudinales son

εx � εy � εz �
1

E
(1 − 2ν)p;

p

p

p

p

p

p

Figura 4.14. Con�guración de esfuerzos hidrostáticos. Sobre todas las
caras del sólido actúa un esfuerzo p; por lo tanto, σx = σy = σz = p.
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luego, la dilatación cúbica (4.27) se reduce a

e � εx + εy + εz �
3

E
(1 − 2ν)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1
K

p �
p
K
,

siendo

K ∶� E

3 (1 − 2ν)
el llamadomódulo de expansión volumétrica omódulo de compresibilidad (bulk modulus
en inglés). Puesto que para un esfuerzo hidrostático p negativo tenemos que la dilatación
cúbica del sólido también es negativa, se deduce queK A0 y, en consecuencia, E

3ˆ 1� 2ν• A0.

Como E
3 A0, requerimos que 1−2ν A0 y, por tal razón, deducimos que ν @0.5. Note que

amedida que el coe�ciente de Poisson tiende a 0.5, el módulo de compresibilidad tiende
a in�nito, o sea, el material no se dilata volumétricamente y, en consecuencia, entre más
tienda el coe�ciente de Poisson ν a 0.5, más incompresible es el sólido. Recuerde, por
ejemplo, que un suelo saturado tiene un coe�ciente de Poisson cercano a 0.5.

En conclusión, el módulo de compresibilidad es una propiedad del material que de-
termina su incompresibilidad y es una medida de la capacidad de una sustancia de so-
portar cambios de volumen cuando se somete a esfuerzos normales, de igual magnitud,
en todas las direcciones.

4.8. Particularización de tres a dos dimensiones

Es fundamental comprender que todos los sólidos son tridimensionales. No obstante,
en ciertos casos es posible simpli�car su representación matemática tridimensional uti-
lizando solo dos dimensiones. Esto conduce a ecuaciones más simples que describen
los fenómenos y simpli�can los cálculos numéricos asociados. Existen tres casos par-
ticulares de reducción a dos dimensiones: tensión plana, deformación plana y el caso
axisimétrico. A continuación, examinaremos los casos de tensión y deformación plana,
mientras que el caso axisimétrico será estudiado detalladamente en el capítulo 6.

4.8.1. Tensión plana

El caso de tensión plana, esfuerzo plano (plane stress en inglés) o estado de membrana
se da cuando solo uno de los tres esfuerzos principales σ1, σ2 o σ3 es cero. Esto suele
ocurrir en elementos estructurales donde una de sus dimensiones es signi�cativamente
más pequeña que las otras dos; en otras palabras, cuando el elemento es muy delgado
(por ejemplo, una placa delgada, una viga de gran altura pero delgada, un muro cargado
en sus bordes, etc.). En lo que sigue, asumiremos que el vector propio n̂i , asociado al
esfuerzo principal nulo σi , de�ne la dirección del eje z. El caso de tensión plana sucede
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4.8. particularización de tres a dos dimensiones

cuando no hay cargas aplicadas en la dirección z ni en la super�cie perpendicular al eje
z, y cuando las cargas se aplican en el contorno del cuerpo de manera ortogonal al eje
z y distribuidas uniformemente en su espesor, como se ilustra en la �gura 4.15. Para el
caso de tensión plana, se tiene entonces que

σz � τxz � τyz � 0.

Haciendo uso de las ecuaciones (4.23), observe que en el caso de tensión plana, para
un material ortótropo, las ecuaciones dadas en (4.20) y (4.21) se reducen a

εx �
1

Ex
(σx − νxyσy) γxy �

1

Gxy
τxy

εy �
1

Ey
(σy − νyxσx) γyz � 0 (4.32)

εz � −νxz

Ex
σx − νyz

Ey
σy γxz � 0.

Despejando los esfuerzos, tendremos que la ley de Hooke generalizada para un material
ortótropo para el caso de tensión plana es

σx �
Ex

1 − νxyνyx
(εx + νyxεy) τxy � Gxyγxy

σy �
Ey

1 − νxyνyx
(εy + νxyεx) τxz � 0

σz � 0 τyz � 0,

 

z

y

x

Tensión plana
σz � 0
τxz � 0
τyz � 0

Figura 4.15. Elemento en estado de tensión plana.
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Además, para el caso de tensión plana, tendremos que la ley de Hooke generalizada para
un material isótropo (ecuación [4.14]) se reduce a las siguientes expresiones:

σx �
E

1 − ν2 (εx + νεy) τxy � Gγxy

σy �
E

1 − ν2 (εy + νεx) τxz � 0 (4.35)

σz � 0 τyz � 0,

que en forma matricial se expresa como

⎛⎜⎝
σx
σy
τxy

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝

E
1� ν2

Eν
1� ν2 0

Eν
1� ν2

E
1� ν2 0

0 0 E
2ˆ 1� ν•

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
εx
εy
γxy

⎞⎟⎠ .

Observe que en el caso de tensión plana εz no es cero a pesar de que σz lo es. Esto se debe
al efecto de Poisson.

De acuerdo con lo anterior, en el caso de tensión plana, la matriz de tensiones será

σ �
⎛⎜⎝
σx τxy 0
τxy σy 0
0 0 0

⎞⎟⎠ (4.36)

y la correspondiente matriz de deformaciones se reducirá a

ε �
⎛⎜⎝
εx εxy 0
εxy εy 0
0 0 εz

⎞⎟⎠ .

En este punto se recomienda al lector revisar las notas al pie de página 10, 23, 25 y 29.

4.8.2. Deformación plana

Para entender la física de la deformación plana consideremos una �la larga de personas,
en la posición militar de “�rmes”, situadas de modo tal que el hombro de un individuo
esté en contacto con el hombro del siguiente; si alguien quisiera poner los brazos en
posición horizontal, esta persona no podría hacerlo porque su vecino estaría impidiendo
el movimiento. De igual modo, si tenemos un sólido con una dimensión muy grande en
comparación con las otras dos, la deformación en la dirección de la dimensiónmás larga
no se puede efectuar, ya que las partículas vecinas impedirían el movimiento, por lo que
se asume que esta es cero, resultando así la condición de deformación plana (plane strain
en inglés). Ejemplos de este caso los constituyen: el análisis de una tubería larga, un
túnel, un muro de contención largo, una zapata corrida (strip footing en inglés) o una
presa, analizada de modo tal que el reservorio de agua aplique su carga hidrostática de
forma ortogonal al eje de esta.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

Suponiendo que la dimensión del cuerpo en la componente z es muy grande con
respecto a las otras dos direcciones, entonces en el caso de deformación plana se asume
que el sólido es cargadomediante fuerzas perpendiculares a la dirección longitudinal. En
estas secciones la carga es independiente de z como se muestra en la �gura 4.17; en otras
palabras, la carga se distribuye uniformemente a lo largo del eje longitudinal z. Dado que
las condiciones son las mismas en todas las secciones del sólido, basta con analizar una
rebanada la cual se supone con�nada entre dos planos rígidos y lisos, de modo que el
desplazamiento en la dirección axial no sea posible (es decir, w(x , y, z) � 0). Esta tajada
hará parte de la sección central del sólido y no de sus extremos, ya que en los bordes el
comportamiento del sólido se altera al no existir una última rebanada que restrinja su
movimiento en z.

Como semencionó, el caso de deformación plana aparece usualmente en estructuras
para las cuales una de sus longitudes es mucho más larga que las otras; sin embargo, su
de�nición matemática rigurosa está dada por las condiciones:

εz � γxz � γyz � 0.

Por lo tanto, para unmaterial isótropo las ecuaciones de deformación dadas en (4.3)
y (4.12) se reducen a

εx �
1 + ν

E
((1 − ν) σx − νσy) γxy �

1

G
τxy

εy �
1 + ν

E
((1 − ν) σy − νσx) γyz � 0 (4.37)

εz � 0 γxz � 0,

 

z

y
x

Deformación plana

Sección
analizada

εz � 0
γxz � 0
γyz � 0

Figura 4.17. Elemento en estado de deformación plana.
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4.8. particularización de tres a dos dimensiones

y en el caso de deformación plana, la ley de Hooke generalizada para un material isótropo
(ecuación [4.14]) se reduce a

σx �
E(1 + ν) (1 − 2ν) ((1 − ν) εx + νεy) τxy � Gγxy

σy �
E(1 + ν) (1 − 2ν) (νεx + (1 − ν) εy) τxz � 0 (4.38)

σz �
νE(1 + ν) (1 − 2ν) (εx + εy) τyz � 0,

que en forma matricial se expresa como

⎛⎜⎝
σx
σy
τxy

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎜⎝

Eˆ 1� ν•
ˆ 1� ν•ˆ 1� 2ν•

Eν
ˆ 1� ν•ˆ 1� 2ν• 0

Eν
ˆ 1� ν•ˆ 1� 2ν•

Eˆ 1� ν•
ˆ 1� ν•ˆ 1� 2ν• 0

0 0 E
2ˆ 1� ν•

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎝
εx
εy
γxy

⎞⎟⎠ . (4.39)

Se deja la demostración de las ecuaciones (4.37) y (4.38) como ejercicio al lector. Observe
que, en el caso de deformación plana, σz no es cero a pesar de que εz lo es; de hecho, σz
puede expresarse en función de σx y σy a través de

σz � ν(σx + σy), (4.40)

ecuación que aparece al hacer εz � 0 en (4.3c). Este esfuerzo σz restringe el movimiento
lateral de la tajada intermedia en la dirección z; es decir, dicho esfuerzo obliga a esa
tajada a no estirarse en la componente z.

De acuerdo con lo anterior, en el caso de deformación plana la matriz de tensiones
será la siguiente:

σ �
⎛⎜⎝
σx τxy 0
τxy σy 0
0 0 σz

⎞⎟⎠ (4.41)

y la correspondiente matriz de deformaciones se reducirá a

ε �
⎛⎜⎝
εx εxy 0
εxy εy 0
0 0 0

⎞⎟⎠ .

Finalmente, es importante anotar que se puede especi�car también el estado de defor-
mación plana asumiendo que el campo vectorial de desplazamientos toma la siguiente
forma:

u(x , y, z) �
⎛⎜⎝

u(x , y, z)
v(x , y, z)
w(x , y, z)

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎝

u(x , y)
v(x , y)

0

⎞⎟⎠ ,

o sea, el campo vectorial de desplazamientos es independiente de la coordenada z.
Concluyendo, tanto en el caso de deformación plana como en el caso de tensión plana

el análisis de esfuerzos se reduce a la determinación de σx , σy y τxy. En este punto se
recomienda al lector revisar las notas al pie de página 25, 43, y 53.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

4.8.3. Relación entre los esfuerzos principales obtenidos en el
análisis bidimensional y tridimensional

Cuando resolvimos el ejemplo 2.5 analizamos un sólido bidimensional sin hacer referen-
cia alguna a si este pertenecía a un estado de tensión o de deformación plana. A continua-
ción, revisaremos de nuevo dicho ejemplo como si fuera un problema tridimensional.

En el ejemplo 2.5 se consideró un sólido sobre el plano xy, y para este los esfuerzos
principales eran (σ1)xy � 3.8541 Pa y (σ2)xy � −2.8541 Pa, siendo sus direcciones princi-
pales correspondientes: (n̂1)xy � [−0.5257, 0.8507]T y (n̂2)xy � [0.8507, 0.5257]T .

Si consideramos el sólido comouno tridimensional, debemos agregar la componente
z, por lo que los vectores que describen las direcciones principales serán [−0.5257,
0.8507, 0]T y [0.8507, 0.5257, 0]T , respectivamente.

Deformación plana

Asumamos ν � 0.30. Si suponemos que el punto en consideración está sometido a un
estado de deformación plana, adicionalmente a σx � −1 Pa, σy � 2 Pa y τxy � −3 Pa, se
debe tener en cuenta que τxz � Gγxz � 0 Pa, τyz � Gγyz � 0 Pa y σz � ν(σx + σy) �
0.3(−1 Pa +2 Pa) � 0.3 Pa (este último esfuerzo se estimó utilizando la ecuación [4.40]).
Para calcular los valores y vectores propios del problema, y con ello los nuevos esfuerzos
y direcciones principales, ensamblamos la matriz (4.41) y hacemos en Matlab:

>> sx = -1; sy = 2; txy = -3;

>> nu = 0.30;

>> sigma = [ sx txy 0

txy sy 0

0 0 nu*(sx+sy) ]

sigma =

-1.0000 -3.0000 0

-3.0000 2.0000 0

0 0 0.3000

>> [vecp, valp] = eig(sigma)

vecp =

-0.8507 0 -0.5257

-0.5257 0 0.8507

0 1.0000 0

valp =

-2.8541 0 0

0 0.3000 0

0 0 3.8541
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Figura ¥.Ô—.VisualizaciÑn tridimensional del problema de
valores y vectores propios para el caso de deformaciÑn plana.

es necesario ajustar su sentido. De este modo, luego de reordenar los valores propios,
tenemos:

. Ô� mÂaxŠ .̂ Ô•xy , ˆ . ò•xy , #‰. x � . yŽ•

. ò � medianaŠ .̂ Ô•xy , ˆ . ò•xy , #‰. x � . yŽ•

. ç � mÂõnŠ .̂ Ô•xy , ˆ . ò•xy , #‰. x � . yŽ•

0m‡x � mÂax
’
–
”

U.̂ Ô•xy � #‰. x � . yŽU

ò
,

U.̂ ò•xy � #‰. x � . yŽU

ò
,

U.̂ Ô•xy � ˆ . ò•xyU

ò

“
—
•

.

Tensión plana

Si suponemos que este punto est‡ sujeto a un estado de tensiÑn plana, adicionalmente
a . x � � Ô Pa,. y � ò Pa y0xy � � ç Pa, se debe tener en cuenta que0xz � 0yz � . z � ý
Pa. Armando la matriz(¥.çâ)y resolviendo el problema de valores y vectores propios en
Matlab, obtenemos:

>> sx = -1; sy = 2; txy = -3;
>> sigma = [ sx txy 0

txy sy 0
0 0 0 ]

sigma =

-1 -3 0
-3 2 0

0 0 0

Ôâ¥



4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones
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Figura 4.19. Visualización tridimensional del problema de
valores y vectores propios para el caso de tensión plana.

estos son exactamente losmismos que los calculados en el ejemplo de deformación plana,
aunque estos pueden variar. Supongamos que σ1 y σ2 son cantidades positivas; entonces
en este caso tendremos un σ3 � 0. Observe, por lo tanto, que en este caso cambiarían los
valores de τmáx y los vectores

n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y y
n̂1 � n̂3

Yn̂1 � n̂3Y ya no estarían sobre el plano xy.
En resumen, para el caso de tensión plana, se tiene que

σ1 � máx ((σ1)xy , (σ2)xy , 0)
σ2 � mediana((σ1)xy , (σ2)xy , 0)
σ3 � mı́n((σ1)xy , (σ2)xy , 0)

τmáx � máx
⎛⎜⎝

∣(σ1)xy∣
2

,
∣(σ2)xy∣

2
,

∣(σ1)xy − (σ2)xy∣
2

⎞⎟⎠ ;

observe que cuando (σ1)xy A0 y (σ2)xy @0 se tiene que σ1 � (σ1)xy y σ2 � (σ2)xy.

4.9. Interpretación de los gráficos de colores de
esfuerzos y deformaciones

En el diseño de estructuras complejas, por lo general, se hace uso de programas de ele-
mentos �nitos. Dichos programas generan unos grá�cos similares a los que se presenta-
rán a continuación. El objetivo de esta sección es, en consecuencia, aprender a interpre-
tar dichos grá�cos y darles un sentido práctico que sirva en el diseño estructural. Esto
es análogo a lo que hace un médico cuando analiza las resonancias o ecografías de un
paciente.
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4.9. interpretación de los gráficos de colores de esfuerzos y deformaciones

Considere una viga con sección rectangular, ancho unitario t, altura 2c y longitud
2L mostrada en la �gura 4.20. Suponga que la viga está sujeta a una carga uniforme de
intensidad q por unidad de longitud. Con el objeto de analizar la viga se reemplazó la
fuerza concentrada ejercida en los apoyos por una carga distribuida equivalente en los
extremos x � ±L cuya intensidad es qL.

 

LLt

c
c

z

y

y

x

q

Figura 4.20. Viga referida en la sección 4.9.

Observe que las condiciones de frontera en los bordes superior e inferior de dicha
viga son las siguientes:

τxy(x , y � ±c, z) � 0 (τxy � 0 en el borde superior e inferior de la viga)

σy(x , y � −c, z) � 0 (el borde inferior no soporta cargas) (4.42)

σy(x , y � +c, z) �
q
t

(el borde superior soporta la carga distribuida).

Tenga presente que, en la fórmula anterior, q tiene unidades de fuerza sobre unidad de
longitud y t tiene unidades de longitud por lo que σy tiene unidades de fuerza sobre
unidad de área, es decir, unidades de esfuerzo. Por otro lado, en los extremos x � ±L se
tiene que la fuerza cortante V y el momento de �exión M son:

V(±L) � − ∫
c

� c ∫
t

0
τxy(±L, y, z) dz dy � ±qL (4.43a)

M(±L) � − ∫
c

� c ∫
t

0
σx(±L, y, z)y dz dy � 0, (4.43b)

mientras que la fuerza axial para todo x >[−L, L] es
faxial(x) � ∫

c

� c ∫
t

0
σx(x , y, z) dz dy � 0. (4.43c)

Las ecuaciones (4.43c) y (4.43b) establecen que sobre los extremos de la viga no actúa
ninguna fuerza axial ni momento de �exión, ya que esta está apoyada sobre una rótula y
un rodillo, los cuales le permiten girar en los extremos libremente. Como sobre la viga no
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

tenemos esfuerzos normales σz ni tampoco esfuerzos cortantes τxz y τyz, consideraremos
que esta se encuentra en un estado de tensión plana.

En consecuencia, advirtiendo que I � 2
3 c3 es el segundo momento de inercia de la

sección transversal rectangular de ancho igual a la unidad (t � 1), deduciremos en la
sección 5.4, utilizando la llamada función de tensión de Airy, que los esfuerzos en el
interior de la viga están dados por (ver ecuaciones [5.44]):

σx(x , y, z) � − q
2I

(x2y − 2

3
y3 + 2

5
c2y − L2y) (4.44a)

σy(x , y, z) � − q
2I

( 1
3

y3 − c2y − 2

3
c3) (4.44b)

σz(x , y, z) � 0 (4.44c)

τxy(x , y, z) � − q
2I

(c2 − y2) x (4.44d)

τxz(x , y, z) � 0 (4.44e)

τyz(x , y, z) � 0. (4.44f)

Observe que, según las ecuaciones anteriores, los esfuerzos son independientes de la
profundidad z, es decir, son constantes en el espesor de la viga.

A continuación, supondremos que t � 1 m, L � 3 m, c � 0.5 m y q � −10 kN/m, que
el módulo de Young es E � 21 GPa y el coe�ciente de Poisson es ν � 0.23.

4.9.1. Interpretación de los gráficos de esfuerzos σx , σy y τxy
En la �gura 4.21 se presentan65 los esfuerzos σx , σy y τxy calculados a partir de las ecua-
ciones (4.44) para los valores indicados.

En la grá�ca de σx la región roja identi�ca a aquellas partículas de la viga que ha-
cen parte de la “�bra” sometida a tracción, mientras que la zona azul corresponde a las
partículas que hacen parte de la “�bra” a compresión, estando ubicados los mayores es-
fuerzos σx en la parte central inferior de la viga; por otro lado, observe que alrededor de
la �bra neutra de la viga no se presentan esfuerzos σx signi�cativos (zona verde claro).
Adicionalmente, note que las curvas de nivel para un mismo valor de x están igualmen-
te espaciadas; esto indica que el esfuerzo σx varía linealmente con la altura de la viga.

Este hecho está acorde con la ecuación σx(x , y, z) � −Mˆ x• y
Iˆ x• , que muy probablemente se

estudió en el curso Resistencia de Materiales.
En la �gura 4.21 se observa, además, que los esfuerzos σy en el borde inferior son

cero, lo que indica que esta parte de la viga no está cargada en ese lado; por otra parte, los
esfuerzos σy en el borde superior de la viga corresponden a un esfuerzo de compresión de

65 Las �guras que semuestran a continuación están hechas con la escala de colores “jet”, que es la escala
de colores más empleada por los programas de elementos �nitos. Sin embargo, se desaconseja el uso
de jet, ya que no es perceptualmente uniforme. Esto signi�ca que iguales cambios en los valores de
jet no corresponden a iguales cambios en la percepción. En su lugar, se recomienda usar las escalas
“parula” o “viridis”, que sí son perceptualmente uniformes.
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Figura ¥.òÔ.Esfuerzos. x, . y y 0xy de la viga analizada en la secciÑn¥.À.

Ôý kPa, lo que coincide con la condiciÑn de frontera indicada en(¥.¥ò), o sea, con la carga
aplicada a la viga de� Ôý kN/m (� Ôý kN/m divididos por Ô m de ancho nos dan esfuerzos
de� Ôý kPa). Observe que las curvas de nivel, aunque paralelas, noest‡n equiespaciadas;
en efecto, seg÷n la ecuaciÑn(¥.¥¥b), . y var¯a c÷bicamente con la altura de la viga.

Finalmente, se observa que los esfuerzos cortantes0xy est‡n especialmente concen-
trados cerca de los apoyos y estos son en realidad pequeGos en el centro de la luz; note
que para unx dado estos esfuerzos var¯an de forma parabÑlica con la alturay teniendo
su m‡ximo en el eje neutro y siendo cero en los extremos superior e inferior de la viga
(hagax constante en la ecuaciÑn de0xy en(¥.¥¥), parax x ý, y observar‡ que el esfuerzo
0xy variar‡, en este caso, de forma parabÑlica cony). Esto est‡ intr¯nsecamente relaciona-
do con la ecuaciÑn0xyˆx, y,z• � Vˆ x•

òI ‰yò � hò

¥ Ž, que muy probablemente se estudiÑ en el
curso de Resistencia de Materiales. Tenga en cuenta que� c

� c � t
ý 0xyˆ � L, y,z• dzdy � � qL,

lo que coincide con la fuerza aplicada por los apoyos, la cual ha sido distribuida en los
ladosx � � L del sÑlido.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

4.9.2. Interpretación de los gráficos de las deformaciones εx , εy, εz
y γxy

Si se reemplazan los esfuerzos (4.44) en las fórmulas (4.34), se obtienen las deforma-
ciones longitudinales y angulares de la viga. Las deformaciones longitudinales εx , εy y
εz junto con la deformación angular γxy se gra�can en la �gura 4.22. Las �guras de las
deformaciones angulares γxz y γyz no se presentan por ser nulas.
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Figura 4.22. Deformaciones longitudinales εx , εy, εz y
deformación angular γxy en la viga analizada en la sección 4.9.

El grá�co de εx muestra en rojo y azul, respectivamente, las �bras que se han estirado
y aquellas que se han contraído en la componente x. Esto coincide con el hecho de que
la �bra sometida a tracción se estira en la dirección del eje x mientras que las �bras a
compresión se contraen.

Analicemos ahora la deformación longitudinal εy. Como la carga distribuida está
aplicada en la parte superior de la viga, σy � −10 kPa en el borde y � +c y no se pre-
sentan esfuerzos σy en el borde y � −c; en otras palabras, la parte superior de la viga
está sometida a compresión. En este caso, tenemos un contraste: a pesar de que las �bras
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4.9. interpretación de los gráficos de colores de esfuerzos y deformaciones

del borde superior están en compresión por la acción de la carga super�cial, las �bras
superiores de la viga se están estirando y no contrayendo como intuitivamente se podría
esperar; esto se debe a la acción del efecto de Poisson.

Por otro lado, según el grá�co de εz, lateralmente, también a causa del efecto de Pois-
son, la �bra inferior se contrae y la �bra superior se alarga. Por último, en relación con
la �gura 4.22, se puede notar que la deformación angular γxy es proporcional al grá�co
del esfuerzo cortante τxy. Es evidente que, a la izquierda de la viga, las deformaciones
angulares γxy de los elementos son negativas, mientras que a la derecha son positivas
(�gura 3.5).

4.9.3. Interpretación de los gráficos de los esfuerzos principales y del
esfuerzo cortante máximo

Los esfuerzos principales y sus direcciones son interesantes, en particular, porque estos
están directamente relacionados con los esfuerzos críticos que debe soportar la estruc-
tura. Los esfuerzos principales fueron calculados utilizando el método explicado en la
sección 2.9.1 para cada uno de los puntos interiores de la viga. En la �gura 4.23 se repre-
sentan grá�camente los esfuerzos principales con colores y las direcciones de los vectores
principales fueron indicadas utilizando la inclinación de la línea negra gruesa.
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Figura 4.23. Esfuerzos principales en la viga analizada en la sección 4.9.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

La pregunta que surge es la siguiente: ¿cómo interpretar los grá�cos de los esfuer-
zos normales (σ1)xy y (σ2)xy con las líneas mostradas? Supongamos por un momento
que la viga está hecha de concreto reforzado. Según Nawy (2008), el concreto soporta
unos esfuerzos de compresión f œc; el esfuerzo máximo a tracción que puede aguantar
está entre 0.10 y 0.20 de f œc y el esfuerzo cortante máximo que puede soportar oscila
entre 0.20 y 0.85 de f œc (este último valor se obtiene en el ensayo de corte directo). De
estos valores se observa que el concreto es especialmente débil soportando tracciones
y, por esta razón, dichas tracciones son soportadas por el refuerzo. Como los esfuerzos
máximos (σ1)xy en este caso son positivos (tracción) y tienen una inclinación θ repre-
sentada por la pendiente de las líneas gruesas del grá�co, la forma óptima para ubicar
el refuerzo de acero sería en la misma trayectoria de dichas líneas, como se ilustra en la
�gura 4.24 con líneas rojas continuas. No obstante, esto es complicado desde el punto de
vista constructivo, por lo que generalmente el refuerzo a tracción en las vigas se ubica ya
sea como varillas sin doblar o como aparece en la �gura 4.25; recuerde, de todos modos,
que parte del refuerzo a tracción en las vigas postensadas lo conforma un sistema de
cables, los cuales se ubican de forma “parabólica” siguiendo, en lo posible, la trayectoria
mencionada.

Líneas de tracción

Líneas de compresión

Figura 4.24. Líneas de tracción y de compresión en la viga analizada en la sección 4.9. A
estas líneas se les conoce también como las trayectorias de los esfuerzos o líneas isostáticas.

Observe que las líneas de tracción y de compresión son mutuamente ortogonales.

Por otro lado, observemos en la �gura 4.26 el patrón de agrietamiento de una viga
simplemente apoyada, hecha de concreto reforzado, que está sujeta a dos cargas puntua-
les de igual magnitud ubicadas en el tercio de luz. Como el concreto es muchomás débil
ante esfuerzos de tracción que ante esfuerzos de cortante, las grietas en la estructura de-
ben aparecer porque el material falla primero por tracción; estas grietas se mani�estan
en el plano ortogonal a las líneas, con inclinación θ1, que indican la dirección de las ten-
siones máximas (esta trayectoria coincide con la dirección del esfuerzo normal (σ1)xy,
siempre y cuando este esfuerzo supere la resistencia máxima a tracción del concreto ft),
tal y como se discute enWight (2016, sección 3.4, p. 83). Dichos planos contienen los vec-
tores que indican la dirección del esfuerzo normal (σ2)xy, de donde se concluye que las
inclinaciones de los esfuerzos normales mínimos (σ2)xy, esto es θ2 en el caso de tensión
plana, representan básicamente cómo se agrietaría la estructura (las grietas formadas se
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4.9. interpretación de los gráficos de colores de esfuerzos y deformaciones

conocen como grietas por tensión diagonal), solo cuando el esfuerzo (σ1)xy asociado sea
a tracción.

De la grá�ca de (τmáx)xy se observa que los esfuerzos cortantesmáximos se presentan
hacia el centro de la luz y tienen una inclinación aproximada de 45Xy 135X. Es importante
tener en cuenta que aquí se hace referencia al esfuerzo cortante τn(θ) descrito por la
ecuación (2.31), y no al esfuerzo cortante τxy � τn(0X). Recuerde que el concreto se
agrieta primero debido a la tracción y no a la acción del esfuerzo cortante, por lo que
en la estructura mostrada no aparecen grietas producidas por sobrepasar los esfuerzos
cortantes. En conclusión, no debe hablarse de fallas por esfuerzo cortante, sino de grietas
por tensión diagonal en la viga ilustrada, ya que las grietas inclinadas que se presentan en
las zonas de fuerza cortante considerable son en realidad grietas de tracción en planos
inclinados. Una falla de esfuerzo cortante propiamente dicha podría presentarse en la
cara de contacto entre dos elementos de una viga compuesta, donde el esfuerzo cortante
en dicha cara pueda exceder la resistencia al deslizamiento relativo de los dos elementos;
otros casos de grietas por esfuerzo cortante pueden aparecer en las ménsulas.

La grá�ca del esfuerzo cortante (τmáx)xy está íntimamente relacionada con el criterio
de falla de Tresca (ver, por ejemplo,Álvarez-Marín [2023a]). Esto nos dice que la grá�ca
de (τmáx)xy señala las ubicaciones donde el sólido tiende a fallar inicialmente. En efecto,
observe que dichos esfuerzos cortantes son máximos en el centro de la viga, en la �bra
superior e inferior, y esto se relaciona con el hecho de que en esta última ubicación es
donde esperamos la primera grieta, y la �bra superior en el centro de la viga es donde
esta eventualmente fallaría por aplastamiento del material.

Continuando con la discusión, como el refuerzo óptimo sigue las trayectorias del
esfuerzo (σ1)xy, este mismo evitaría que en la viga aparecieran las mismas grietas por
tensión diagonal; en ese caso, en una situación ideal, no se requerirían �ejes en la estruc-
tura para controlar las fuerzas cortantes (aunque sí se necesitarían para ayudar a armar

 Barras longitudinales
dobladas hacia arriba

No hay separación

Figura 4.25. Las varillas para soportar los esfuerzos cortantes τxy también puede
proveerse al doblar una parte de las barras longitudinales, de modo que se ubiquen

siguiendo las trayectorias indicadas por θ1 (o n̂1) en aquellas partes donde no se necesite
refuerzo para resistir los esfuerzos de tracción en la parte inferior de la viga. De
todos modos, la mayoría de diseñadores usan, por facilidad constructiva, los
convencionales �ejes verticales para controlar las grietas por tensión diagonal.
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Figura ¥.òâ.Grietas en una viga de concreto reforzado de Ô¥ý cm de longitud, Ô cm de altura y
Ôý cm de ancho. La viga aqu¯ mostrada es una doblemente reforzada (acero longitudinal
superior e inferior); adicionalmente, tiene žejes en los tercios extremos, es decir, el tercio

central de la luz no tiene žejes. Los apoyos est‡n separados Ôòýcm y las cargas puntuales, las
cuales son de igual magnitud, se aplicaron a ¥ý cm de los apoyos. En (a) se muestra el patrÑn de
agrietamiento de dicha viga; en(b) se ilustra un acercamiento de la mitad derecha; la •gura(c)
muestra el ‡ngulo de inclinaciÑn1ò para aquellas posiciones en las cuales el esfuerzoˆ . Ô• xy es

mayor que la resistencia a tracciÑn del concretoft , es decir,̂ . Ô• xy A ft . Dicho patrÑn de
agrietamiento se calculÑ mediante un programa de elementos •nitos, asumiendo que el
material de la viga tiene un comportamiento lineal el‡stico.Observe que el patrÑn de

agrietamiento de la viga coincide, en gran medida, con aquel dadopor las inclinaciones1ò; el
modelado por elementos •nitos no muestra las grietas en la zona superior de la viga, ya que
dicho modelado est‡ elaborado para un material en su estado el‡stico lineal, mientras que la
viga mostrada se ensayÑ hasta su falla, que es un estado que no es ni el‡stico ni lineal. Estas
fotograf¯as fueron tomadas por el autor en el Laboratorio de Estructuras de la Universidad
Nacional de Colombia, Sede Manizales; los ensayos fueron realizados por el profesor Juan

Pablo Herrera CastaGo y sus alumnos en el curso DiseGo de Estructuras de Concreto†.
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4.9. interpretación de los gráficos de colores de esfuerzos y deformaciones

el refuerzo, para resistir los esfuerzos producidos por la temperatura y para resistir, en
parte, los esfuerzos por la retracción plástica del concreto).66

Por último, es importante anotar que los diagramasmostrados en esta sección se em-
plean para el diseño de estructuras de concreto por el modelo puntal-tensor (strut and
tie model en inglés). El modelo puntal-tensor, reglamentado por la norma del American
Concrete Institute aci 318-19 en su capítulo 23 (o su equivalente en el Reglamento Co-
lombiano de Construcción Sismo Resistente [nsr-10] en el apéndice C-A), es unmodelo
de diseño de estructuras de concreto reforzado que considera que el refuerzo requerido
en una sección en particular no solo depende de los momentos de �exión, de torsión y
fuerzas cortantes en dicha sección, sino que abarca también la acción de los esfuerzos
principales que actúan en la estructura de concreto. El modelo puntal-tensor utiliza los
diagramas de trayectorias de esfuerzos (ver, por ejemplo, la �gura 4.23) que llevan la
fuerza hacia los apoyos para de�nir una cercha �cticia dentro de la estructura, la cual
se debe dimensionar adecuadamente para resistir las solicitaciones de la estructura de
concreto. Esta técnica hace, por lo tanto, uso extensivo de diagramas similares a los mos-
trados en esta sección, especialmente en aquellas regiones de la estructura donde existe
una distribución no lineal de las deformaciones (por ejemplo, en vigas de gran altura,
ménsulas, etc.). Para mayor información sobre esta técnica de diseño de estructuras de
concreto, se re�ere al lector a Nilson et al. (2003) y Nawy (2008), entre otros.

4.9.4. Relación de los diagramas de colores de una viga con sus
diagramas de fuerza cortante y momento flector

El lector se preguntará cómo se pueden relacionar los diagramas de fuerza cortante y
momento de �exión para la viga mostrada a partir de las ecuaciones de σx y τxy. Efecti-
vamente, existe una relación que esclareceremos en esta sección.

Se utilizarán las siguientes convenciones para la elaboración de los diagramas de fuer-
za cortante y momento de �exión: la fuerza cortante positiva es ↑ ↓ y la negativa
es ↓ ↑, mientras que el momento de �exión positivo es aquel que produce tracción
en la �bra inferior de la viga↻ ↺ y el negativo es el que produce tracción en la
�bra superior de la viga↺ ↻. La fuerza cortante se puede obtener a partir de la
función τxy utilizando la fórmula

V(x) � − ∫
c

� c ∫
t

0
τxy(x , y, z)dz dy, (4.45)

66 Las grietas por retracción plástica son un tipo de �suras que se forman en la super�cie del concreto
fresco después de su vaciado y mientras permanece en estado plástico; estas son bastante comunes
en las super�cies horizontales como las losas. Estas grietas se deben prevenir con una buena técnica
de curado y, opcionalmente, con �bras adicionadas al concreto.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

y el momento de �exión a partir de σx mediante

M(x) � − ∫
c

� c ∫
t

0
yσx(x , y, z)dz dy (4.46)

para x >[−L, L]. Dichas integrales se resolvieron fácilmente con el código de Maxima:

I : 2*c^3/3$
t : 1$

txy : -(q/(2*I))*(c^2 - y^2)*x$ /* ec. (4.44d) */
Vx : -integrate(integrate(txy, z, 0, t), y, -c, c); /* ec. (4.45) */

sx : -(qdist/(2*I))*(x^2*y - 2*y^3/3 + 2*c^2*y/5 - L^2*y)$ /* ec. (4.44a) */
Mx : -integrate(integrate(y*sx, z, 0, t),y, -c, c); /* ec. (4.46) */

dando como resultado las ecuaciones:

V(x) � qx M(x) � −q
2

(L2 − x2)
para x >[−L, L] (�gura 4.27). Este resultado coincide con las fórmulas de los diagramas
de fuerza cortante ymomento de �exión obtenidasmediante los métodos aprendidos en
el curso de Estática (por favor compruébelo). Tenga en cuenta que en el código anterior el
comando integrate(txy, z, 0, t) se utiliza para resolver la integral de�nida ∫ t

0 τxy dz.

4.9.5. Disposición de los flejes si la viga estuviera hecha con concreto
reforzado

El lector se preguntará lo siguiente: si de acuerdo con la �gura 4.23 el esfuerzo cortante
máximo τmáx es mayor en el centro de la viga, y si se supone que los �ejes se colocan
para resistir los esfuerzos cortantes en la viga, entonces para la viga mostrada, ¿por qué
se colocan los �ejes cerca de los apoyos y no en el centro donde τmáx es máximo?

El refuerzo dentro de una viga de concreto reforzado se ubica con el �n de prevenir su
agrietamiento, el cual se produce por la acción de los esfuerzos de tracción ortogonales
al plano de la grieta. De acuerdo con la �gura 4.23, en el centro de la luz los esfuerzos de
tracción asociados a (σ1)xy fracturan con mayor facilidad el concreto que los esfuerzos
cortantes máximos (τmáx)xy presentes en la �bra inferior del centro de la luz, por lo
que (σ1)xy domina el modo de falla en el centro de la luz. Por otra parte, cerca de los
apoyos, tanto los esfuerzos (σ1)xy como los esfuerzos (τmáx)xy están dominados por los
esfuerzos cortantes τxy: por ejemplo, considere el punto con coordenadas (−2.5, 0). En
virtud de las ecuaciones (4.44a), (4.44b) y (4.44d), los esfuerzos en dicho punto están
dados por σx � 0 kPa, σy � −5 kPa y τxy � −37.5 kPa, por lo que (σ1)xy � 40.08 kPa y(τmáx)xy � 37.58 kPa. Si suponemos por un momento que τxy � 0 kPa, tendremos que(σ1)xy � 5 kPa y (τmáx)xy � 2.5 kPa; por lo tanto, τxy contribuye al 93.6% del esfuerzo
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Figura 4.27. Diagrama de fuerzas cortantes V y momentos de �exión M en la viga
analizada en la sección 4.9. Recuerde que la carga aplicada es q = −10 kN/m.

principal (σ1)xy y al 99.8% del esfuerzo (τmáx)xy en el punto con coordenadas (−2.5, 0).
Esto quiere decir que en los extremos de la viga los esfuerzos de tracción (σ1)xy son los
que producen la grieta de tensión diagonal y los esfuerzos τmáx provienen principalmente
de τxy.

Una medida de intensidad del esfuerzo cortante τxy en una sección de la viga está
dada por la ecuación (4.45), la cual describe el diagrama de fuerza cortante V(x); esta
es la razón por la que los métodos tradicionales para el diseño de los �ejes en las vigas
de concreto reforzado se basan en los diagramas de fuerza cortante, puesto que como
se discutió τxy domina los esfuerzos máximos (σ1)xy y (τmáx)xy presentes cerca de los
apoyos de la viga.

De esta manera, podemos concluir que la disposición de los �ejes en una viga de
concreto reforzado depende en gran porcentaje de los esfuerzos τxy, los cuales se resu-
men en el diagrama de fuerza cortante de una viga pormedio de la ecuación (4.45). Estos
esfuerzos cortantes τxy dominan los esfuerzos principales (σ1)xy que son los directos res-
ponsables de la �suración de la viga de concreto reforzado; de este modo, los �ejes no se
utilizan para controlar los esfuerzos cortantes máximos como muchos podrían inocen-
temente pensar. Por esta razón, los métodos para diseñar los �ejes utilizan el diagrama
de la fuerza cortante de la viga. Se re�ere al lector a Nilson et al. (2003) o a Nawy (2008)
para mayor información al respecto.
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

4.10. Modificación de la ley de Hooke para tener en
cuenta los efectos térmicos en el caso de materiales
isótropos

Hasta el momento, la discusión acerca de la ley de Hooke ha considerado únicamente
situaciones en las que la temperatura del sólido analizado es constante. Sin embargo, exis-
ten casos prácticos en los cuales la temperatura puede variar dentro del sólido. Este tipo
de problemas suceden, por ejemplo, cuando se analizan procesos de soldadura, hornos,
tuberías de enfriamiento, etc. Estos gradientes de temperatura inducen en el sólido una
variación de las deformaciones que analizaremos a continuación.

Cuando un cuerpo se calienta, sus moléculas se empiezan a mover más y más y, por
consiguiente, tienden a separarse; en consecuencia, este empieza a dilatarse. Por el con-
trario, si el sólido se enfría, sus moléculas tienden a juntarse y, por esta razón, el material
se contrae. Supongamos que el sólido sufre un cambio de temperatura ∆T � Tactual − T0,
el cual es la diferencia entre la temperatura actual del sólido Tactual y la temperatura de
referencia T0, para la que no existen esfuerzos o deformaciones inducidas por la tempe-
ratura. De acuerdo con lo visto en la sección 4.5, el cambio de volumen de un sólido se
midemediante la llamada dilatación cúbica e (ver ecuación [4.27]). Experimentalmente,
se ha observado que la dilatación cúbica que presenta el sólido es proporcional al cambio
de temperatura ∆T que este sufre, siendo αV la constante de proporcionalidad entre e y
∆T , es decir,

e ∶� Vdef −V
V

� αV∆T ;

dicha constante αV se conoce como el coeficiente de dilatación térmica volumétrica del
sólido y es inherente a cada material. En un material isótropo, la dilatación y contrac-
ción del sólido en todas sus direcciones es igual y, en consecuencia, εtérmica ∶� εtérmica

x �
εtérmica

y � εtérmica
z ; por lo tanto, e � 3εtérmica � αV∆T . La dilatación longitudinal del sólido

en la dirección x, y o z estará entonces dada por εtérmica � αV
3 ∆T . El coe�ciente α ∶� αV

3
se conoce como el coeficiente de dilatación térmica lineal; en la tabla 4.3 se presenta su
valor para varios materiales de uso frecuente en ingeniería civil.

De acuerdo con el principio de superposición, las deformaciones totales de un sólido
se pueden expresar como la suma de las deformaciones elásticas, descritas por las ecua-
ciones (4.3), y las deformaciones térmicas. Como los cambios de temperatura generan,
en un material isótropo, una contracción o dilatación térmica en el sólido que única-
mente provoca deformaciones longitudinales de valor α∆T , entonces las deformaciones
totales para un problema de elasticidad lineal isótropo tridimensional se calculan así:

εx � εelásticasx + εtérmica
x �

1

E
(σx − νσy − νσz)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ecuación (4.3a)

+α∆T
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4.10. modificación de la ley de hooke para tener en cuenta los efectos . . .

Tabla 4.3. Coe�cientes de dilatación térmica lineal, medidos a 20 XC

Coeficiente de

dilatación αMaterial

(10−6/○C)
Acero 11-13
Aluminio 23
Caucho 77
Concreto 12
Hierro 11.1
Vidrio 8.5

εy � εelásticasy + εtérmica
y �

1

E
(σy − νσx − νσz)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ecuación (4.3b)

+α∆T

εz � εelásticasz + εtérmica
z �

1

E
(σz − νσx − νσy)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ecuación (4.3c)

+α∆T (4.47)

γyz �
2 (1 + ν)

E
τyz

γxz �
2 (1 + ν)

E
τxz

γxy �
2 (1 + ν)

E
τxy;

estas ecuaciones se pueden escribir en notación indicial como

εi j �
1

E
[(1 + ν)σi j − νδi jσkk] + α∆Tδi j.

Al despejar los esfuerzos de las ecuaciones anteriores, resulta:

σx � λe + 2Gεx + Eα∆T
2ν − 1 τxy � Gγxy

σy � λe + 2Gεy + Eα∆T
2ν − 1 τxz � Gγxz (4.48)

σz � λe + 2Gεz + Eα∆T
2ν − 1 τyz � Gγyz;

estas seis ecuaciones se pueden empaquetar en la única ecuación:

σi j � λδi jεkk + 2Gεi j + Eα∆T
2ν − 1 δi j,
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4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

si se usa la notación indicial; adicionalmente, se deja como ejercicio al lector demostrar
que estas ecuaciones se pueden escribir de forma matricial como

σ � D (ε − ε0) , (4.49)

donde ε0 representa el llamado vector de deformaciones iniciales por temperatura:

ε0 �

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εtérmica
x
εtérmica

y
εtérmica

z
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
� α∆T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
y D es la matriz constitutiva que aparece en el sistema de ecuaciones (4.17) (tenga cuida-
do de no utilizar la ecuación (4.18), ya que esta no es válida para materiales isótropos).
La relación constitutiva (4.49) se conoce a veces en la literatura como la ecuación de
Duhamel–Neumann67 para el caso de materiales isótropos.

Debe tenerse en cuenta que, paramateriales anisótropos, los cambios de temperatura
también pueden producir deformaciones angulares en el material. Se re�ere al lector a
Sadd (2005, sección 4.4) si desea conocer cómo es la ley de Hooke teniendo en cuenta
los efectos térmicos para el caso de materiales anisótropos.

4.10.1. Deformaciones térmicas en el caso de tensión plana

Consideraremos en este caso un material ortótropo. Cuando se trata de tensión plana
(σz � τxz � τyz � 0) las ecuaciones (4.32) se pueden expandir para las deformaciones
térmicas, quedando:

⎛⎜⎜⎝
εx

εy

γxy

⎞⎟⎟⎠ �
⎛⎜⎜⎝

1
Ex

− νyx
Ey

0

− νx y
Ex

1
Ey

0

0 0 1
Gx y

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
σx

σy

τxy

⎞⎟⎟⎠ + ∆T
⎛⎜⎜⎝
αx

αy

0

⎞⎟⎟⎠
con las ecuaciones auxiliares γxz � γyz � 0 y

εz � −νxz

Ex
σx − νyz

Ey
σy + ∆Tαz ,

67 En honor al matemático y físico francés Jean-Marie Constant Duhamel (1797–1872) y del mineralo-
gista, físico y matemático alemán Franz Ernst Neumann (1798–1895). Este último fue el padre del
famoso matemático alemán Carl Gottfried Neumann (1832–1925).
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4.10. modificación de la ley de hooke para tener en cuenta los efectos . . .

donde αx , αy y αz son los coe�cientes de dilatación térmica lineal en las direcciones x, y
y z, respectivamente. Esta formulación puede escribirse como σ � DTP(ε − ε0), siendo

ε0 � ∆T
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
αx
αy
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
el vector de deformaciones iniciales por temperatura y DTP la matriz constitutiva del
sistema de ecuaciones (4.33).

Resolviendo para los valores de σx , σy y τxy se encuentra

⎛⎜⎝
σx
σy
τxy

⎞⎟⎠ �
1

1 − νxyνyx

⎛⎜⎝
Ex Exνyx 0

Eyνxy Ey 0
0 0 (1 − νxyνyx) Gxy

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
εx
εy
γxy

⎞⎟⎠
− ∆T
1 − νxyνyx

⎛⎜⎝
αxEx + αyνxyEy
αyEy + αxνyxEx

0

⎞⎟⎠ ,

que en el caso de un material isótropo se reduce a

⎛⎜⎝
σx
σy
τxy

⎞⎟⎠ �
E

1 − ν2
⎛⎜⎝
1 ν 0
ν 1 0
0 0 1� ν

2

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝
εx
εy
γxy

⎞⎟⎠ −
Eα∆T
1 − ν

⎛⎜⎝
1
1
0

⎞⎟⎠ .

4.10.2. Deformaciones térmicas en el caso de deformación plana

Consideraremos en este caso un material isótropo. Recuerde que en estas condiciones
εz � γxz � γyz � 0. Por lo tanto, al reemplazar dichos valores en las ecuaciones (4.47) se
deduce que

εx �
1

E
(σx − νσy − νσz) + α∆T

εy �
1

E
(σy − νσx − νσz) + α∆T

0 �
1

E
(σz − νσx − νσy) + α∆T

γyz � 0

γxz � 0

γxy �
2 (1 + ν)

E
τxy;

de la tercera ecuación se obtiene

σz � ν (σx + σy) − Eα∆T ,
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4.11. ejercicios propuestos

4.11. Ejercicios propuestos

1. Investigue por qué la norma nsr-10, en su artículo C.3.5.3.1, no permite el uso
de acero corrugado de refuerzo fabricado bajo la Norma Técnica Colombiana
ntc 245 ni ningún otro tipo de acero que haya sido trabajado en frío o tre�lado.

2. Considere un trozo rectangular de membrana (por ejemplo, un pedazo de un pa-
racaídas) de 70 mm × 80 mm, como el mostrado en la �gura 4.29. Este trozo está
sujeto a los esfuerzos σx � 30 kPa y σz � 60 kPa. Sabiendo que las propiedades del
tejido son E � 87 kPa y ν � 0.34:

A

B

C

D

x

y

z

σx
σz

70
mm

80 mm

Figura 4.29. Pedazo de membrana referido en el ejercicio 2..

• Determine el cambio de longitud en los lados: AB, BC y la diagonal AC.

• Calcule los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (2.36).
Gra�que el círculo de Mohr bidimensional asociado.

• Encuentre los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (4.36).
Dibuje el círculo de Mohr tridimensional asociado.

• Compare las respuestas obtenidas. ¿Cómo se relacionan esos dos círculos de
Mohr y ambos esfuerzos y direcciones principales?

3. Considere el sólidomostrado en la �gura 4.30. Este está hecho de unmaterial para
el cual E � 6.5 MPa y ν � 0.35, y está sometido a una carga σx � −20 kPa y a un
esfuerzo σy de magnitud no especi�cada. Se pide determinar:

• La magnitud del esfuerzo σy para el cual el cambio de altura del bloque es
cero.

• El correspondiente cambio del área de la cara superior del bloque.

• El cambio de volumen del sólido.
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4.11. ejercicios propuestos

8. Gra�que los tres círculos de Mohr para cada uno de los siguientes estados:

• Compresión uniaxial σx � 2 Pa.

• Esfuerzo hidrostático σ � 4 Pa; en este caso, σ � σ I.

• Esfuerzo cortante simple τxy � 3 Pa.

• τxy � 30 Pa, τxz � −13 Pa.
• σx � −2 Pa, σy � −6 Pa, σz � 12 Pa.

En cada uno de los casos anteriores calcule, adicionalmente, los esfuerzos
principales y su dirección, el esfuerzo cortante máximo y las normales a los
planos sobre los que actúan los esfuerzos cortantes máximos. Asuma que las
componentes de esfuerzo que no se mencionan son nulas.

• Si E � 20 GPa y ν � 0.4, ¿cuáles son las deformaciones en cada uno de los
casos anteriores?

9. Deduzca la ley de Hooke para materiales ortótropos sometidos a un estado de
deformación plana.

10. Deduzca los sistemas de ecuaciones (4.34), (4.35), (4.37) y (4.38) y expréselos en
forma matricial.

11. El llamado problema de Flamant (ver sección 6.13.3) consiste en la determi-
nación de los esfuerzos en un sólido elástico semin�nito en un estado de esfuerzos
como el mostrado en la �gura 2.9 y sometido a la acción de una carga puntual lon-
gitudinal de intensidad P. Con respecto a los ejes mostrados en dicha �gura, se
puede demostrar que las componentes del esfuerzo están dadas por

σx �
2Px2y

π(x2 + y2)2 σy �
2Py3

π(x2 + y2)2 σz �
2Pνy

π(x2 + y2)
τxy �

2Pxy2

π(x2 + y2)2 τxz � 0 τyz � 0.

Calcule los esfuerzos máximos y las deformaciones en cualquier punto del cuerpo
utilizando Maxima o Matlab y haga unos grá�cos similares a los mostrados en la
sección 4.9.

12. Escribir un programa en Matlab para calcular el cambio de volumen de la
viga analizada en la sección 4.9. Nota: se podría eventualmente utilizar la función
integral3 para evaluar la integral (4.29).

13. Vuelva a calcular el ejemplo explicado en la sección 3.2, suponiendo esta vez que
la placa se encuentra en un estado de tensión plana. Asuma E � 90 MPa y ν � 0.2.

14. Un paralelepípedo rectangular de aristas 9 cm, 7 cm y 8 cm, se deforma demanera
tal que estas adquieren las longitudes de 9.005 cm, 7.006 cm y 7.998 cm, respecti-
vamente. Determine el valor de la dilatación cúbica.

189



4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

15. Considere un sólido en un estado de tensión plana, con constantes conocidas ν y
E y con una condición de esfuerzos σx � σy. Demuestre que la dilatación cúbica
para este sólido es e � 2σ

E (1 − 2ν).
16. Concluya el ejemplo de la sección 4.9 haciendo los diagramas de las defor-

maciones longitudinales y angulares máximas y mínimas de la viga considerada.
¿Cómo se interpretarían los diagramas resultantes?

17. A una estructuramuy delgada, la cual se puedemodelar por tensión plana, se le ins-
talaron 3 galgas extensiométricas sobre la super�cie xy, las cuales están ubicadas
a una inclinación de A � 0X, B � 120X, C � 240X. Suponga que las deformaciones
medidas por dichas galgas fueron: εA � 5 × 10� 5, εB � −7 × 10� 5 y εC � 3 × 10� 4. Si
la estructura se construyó con un material lineal elástico, isótropo y homogéneo
con constantes E � 20 GPa y ν � 0.1, estime la dirección en la cual se producen
las deformaciones angularesmáximas y sumagnitud; adicionalmente, gra�que los
círculos de Mohr asociados a las deformaciones y esfuerzos.

18. Demuestre la ecuación (4.49).

4.12. Preguntas de control de lectura

1. ¿Cuál es la diferencia entre un material con comportamiento elástico y otro con
comportamiento lineal?

2. Por favor, revise las notas de pie de página 10, 23, 25 y 29. ¿Es claro que la discusión
del círculo de Mohr que se plantea en la sección 2.9.1 solo es válida para el caso de
tensión plana? En este orden de ideas, ¿cómo relaciona usted las ecuaciones (2.61)
con los vectores n̂1+n̂3 y n̂1−n̂3? ¿En qué casos son aplicables las ecuaciones (2.61)?

3. ¿Cuál es la razón del signo menos en las ecuaciones (4.1)?

4. ¿Por qué se escribió en la página 133: “se observa experimentalmente que al apli-
car una deformación sobre un sólido” y no “se observa experimentalmente que al
aplicar un esfuerzo sobre un sólido”?

5. ¿Por qué los valores del coe�ciente de Poisson pueden variar únicamente entre −1
y 0.5? ¿Qué implicaciones tiene que este valor sea negativo? ¿Qué relación tiene el
coe�ciente de Poisson con el módulo de compresibilidad?

6. Calcule una expresión más exacta que la fórmula (4.29) para estimar el cambio de
volumen de un sólido que está sometido a esfuerzos normales.

7. Demuestre las ecuaciones (4.3). ¿Por qué se empleó el principio de superposición?

8. ¿Cuál es el sentido físico que le da usted al módulo de rigidez G?
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derivaremos en la secciÑn .Ôy por lasecuaciones diferenciales parciales de compatibilidad,
que derivaremos en la secciÑn .ò. Estas ecuaciones son las que resuelven los so•stica-
dos paquetes de an‡lisis estructural como Ansys, Comsol o Abaqus cuando se hace un
estudio de los esfuerzos y deformaciones en el interior de un sÑlido, asumiendo que se
utiliza un material que sigue la ley de Hooke.â—

A pesar de que las ecuaciones que veremos en este y en los siguientes cap¯tulos solo
son v‡lidas para an‡lisis el‡sticos y lineales, dichas formulaciones son m‡s que su•cien-
tes para el diseGo estructural usual de una o•cina de ingenier¯a; ÷nicamente en eldiseGo
de estructuras especiales, en el an‡lisis forense de estructuras y cuando se requiere deter-
minar la capacidad portante de estructuras antiguas, es necesario emplear teor¯as m‡s
avanzadas que tienen en cuenta el comportamiento no lineal o no el‡stico del material,
la formaciÑn de grietas y deformaciones de gran magnitud.

5.1. Ecuaciones diferenciales de equilibrio

Por simplicidad en las demostraciones, consideraremos el caso bidimensional; el caso
tridimensional se demuestra an‡logamente. Queremos encontrar unas ecuaciones que
nos permitan obtener la variaciÑn del esfuerzo de punto a puntocomo una funciÑn de
la geometr¯a, la carga y las condiciones de frontera con respecto a un sÑlido �; para tal
•n, suponga que el elemento esbozado en la •gura .Ô, el cual tiene un espesort (no
mostrado), se encuentra sometido a las fuerzas m‡sicasX � � � R y Y � � � R . Tenga
presente queX y Y son funciones dex y y, las cuales denotan las fuerzas m‡sicas que
se ejercen en las direccionesx y y, respectivamente. En la •gura se observa claramente
la variaciÑn en el espacio del esfuerzo al interior del sÑlido. Adicionalmente, como en el
l¯mite, cuando �x � ý y � y � ý, el elemento se convierte en uno in•nitesimalmente
pequeGo, de acuerdo con lo discutido en la secciÑnò.ò.Ôy la •gura ò.ò, los esfuerzos
sobre cada una de sus caras tender‡n, en el l¯mite, a ser constantes y, por lo tanto, los
esfuerzos se aproximar‡n por aquellos que se presentan en el centro de cada una de las
caras; por esta razÑn, por ejemplo, el esfuerzo cortante0xy representativo sobre la cara
BCes0xy ‰x � � x, y � � y

ò Ž.
Como el elemento se encuentra en equilibrio est‡tico, hacemossumatoria de fuerzas

enx y y, respectivamente, e igualando a cero, obtenemos:

‰. x ‰x � � x, y � � y
ò Ž� . x ‰x, y � � y

ò ŽŽ� yt

� ‰0xy ‰x � � x
ò , y � � yŽ� 0xy ‰x � � x

ò , yŽŽ� xt

� X ‰x � � x
ò , y � � y

ò Ž� x� yt � ý

y

â— Tenga en cuenta que en ocasiones estos paquetes utilizan un enfoque diferente pero equivalente,
llamado elprincipio del trabajo virtual(ver, por ejemplo,�lvarez-Mar¯n [òýòça]).
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5.1. ecuaciones diferenciales de equilibrio

σx (x , y + ∆y
2 )

τ x
y
( x,y

+∆
y 2
)

τxy (x + ∆x
2 , y)

σ
y
( x+

∆
x 2
,y

)

σx (x + ∆x , y + ∆y
2 )

τ x
y
( x+

∆
x,

y
+∆

y 2
)

σ
y
( x+

∆
x 2
,y
+∆

y)

τxy (x + ∆x
2 , y + ∆y)

∆x

∆y

x

x

y

y

X Šx � ∆x
2
, y � ∆y

2
•

Y
Šx

�
∆
x 2
,y

�
∆
y 2
•

A B

CD

Ω

Figura 5.1. Condiciones de equilibrio de un elemento rectangular cualquiera en el interior
del sólido Ω. Observe que las fuerzas másicas también varían en el espacio. Este elemento

tiene un espesor t no mostrado y un tamaño grande, que no es in�nitesimal; esto en
contraposición al elemento mostrado en la �gura 2.2 que sí tiene un tamaño in�nitesimal.

(τxy (x + ∆x , y + ∆y
2 ) − τxy (x , y + ∆y

2 ))∆yt

+ (σy (x + ∆x
2 , y + ∆y) − σy (x + ∆x

2 , y))∆xt

+ Y (x + ∆x
2 , y + ∆y

2 )∆x∆yt � 0.

Dividiendo ambas ecuaciones entre ∆x∆yt y tomando límites cuando ∆x y ∆y tienden
a cero, resulta:

ĺım
∆x� 0
∆y� 0

σx (x + ∆x , y + ∆y
2 ) − σx (x , y + ∆y

2 )
∆x

+ ĺım
∆x� 0
∆y� 0

τxy (x + ∆x
2 , y + ∆y) − τxy (x + ∆x

2 , y)
∆y
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

+ ĺım
∆x� 0
∆y� 0

X (x + ∆x
2 , y + ∆y

2 ) � 0

y

ĺım
∆x� 0
∆y� 0

τxy (x + ∆x , y + ∆y
2 ) − τxy (x , y + ∆y

2 )
∆x

+ ĺım
∆x� 0
∆y� 0

σy (x + ∆x
2 , y + ∆y) − σy (x + ∆x

2 , y)
∆y

+ ĺım
∆x� 0
∆y� 0

Y (x + ∆x
2 , y + ∆y

2 ) � 0;

�nalmente, utilizando la de�nición de derivada, obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones para un problema planteado en dos dimensiones:

∂σx(x , y)
∂x

+ ∂τxy(x , y)
∂y

+ X(x , y) � 0

∂τxy(x , y)
∂x

+ ∂σy(x , y)
∂y

+ Y(x , y) � 0.

(5.1a)

(5.1b)

Es fácil demostrar que, en el caso tridimensional, el sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales resultante sería:

∂σx(x , y, z)
∂x

+ ∂τxy(x , y, z)
∂y

+ ∂τxz(x , y, z)
∂z

+ X(x , y, z) � 0

∂τxy(x , y, z)
∂x

+ ∂σy(x , y, z)
∂y

+ ∂τyz(x , y, z)
∂z

+ Y(x , y, z) � 0

∂τxz(x , y, z)
∂x

+ ∂τyz(x , y, z)
∂y

+ ∂σz(x , y, z)
∂z

+ Z(x , y, z) � 0;

(5.2a)

(5.2b)

(5.2c)

estas fórmulas se conocen como las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (in-
terno) y se deben satisfacer en todos los puntos del cuerpo; como su nombre lo indica,
estas fórmulas expresan el equilibrio de fuerzas en las direcciones x, y y z en todos los
puntos interiores del sólido. Dichas ecuaciones fueron propuestas por el matemático e
ingeniero civil francés Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) en 1829.

Observe que en el caso bidimensional tenemos tres incógnitas (σx , σy y τxy), pero
solo las dos ecuaciones (5.1); por otro lado, en el caso tridimensional tenemos las tres
ecuaciones (5.2) y las seis incógnitas σx , σy, σz, τxy, τxz y τyz, por lo que el problema es
estáticamente indeterminado (o hiperestático) y para su solución debemos considerar la
deformación elástica del sólido, de cuyo estudio nos ocuparemos en la sección 5.2.
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5.2. ecuaciones de compatibilidad

Cuando la única fuerza másica actuante es el peso propio, entonces, X(x , y, z) �
0, Y(x , y, z) � −ρ(x , y, z)g y Z(x , y, z) � 0, donde ρ denota la masa por unidad de
volumen del sólido (densidad del material del que está hecho el sólido) y g ∶� 9.81m/s2

representa la aceleración de la gravedad (ver sección 1.5); de este modo, las ecuaciones
(5.2) se particularizan a

∂σx(x , y, z)
∂x

+ ∂τxy(x , y, z)
∂y

+ ∂τxz(x , y, z)
∂z

� 0

∂τxy(x , y, z)
∂x

+ ∂σy(x , y, z)
∂y

+ ∂τyz(x , y, z)
∂z

− ρ(x , y, z)g � 0

∂τxz(x , y, z)
∂x

+ ∂τyz(x , y, z)
∂y

+ ∂σz(x , y, z)
∂z

� 0.

En la sección 5.5.2 presentaremos un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones
diferenciales parciales de equilibrio.

Es conveniente anotar que las ecuaciones (5.2) se pueden escribir en notación indi-
cial como

σi j, j + bi � 0

para i , j � 1, 2, 3. Aquí el subíndice “ j” después de la coma signi�ca que se está derivando
el término σi j con respecto a la variable j (o sea, g,i ∶� ∂g

∂x i
), además, como hay repetición

de índices, existe una sumatoria que se debe tener en cuenta de acuerdo con la notación
de Einstein. La ecuación anterior se puede también escribir en notación vectorial como

∇ ⋅ σ + b � 0

o como
div σ + b � 0,

donde b denota el vector de fuerzas másicas b � [X , Y , Z]T .
Las ecuaciones de equilibrio son muy generales y aplicables en el análisis de esfuer-

zos de cualquier sólido, independientemente del material constitutivo (elástico, plástico,
etc.), ya que solo se utilizó en su deducción el equilibrio de fuerzas. Observe que la única
restricción que utilizamos es que los esfuerzos son funciones derivables y continuas con
respecto a la posición.

Por último, se deja como ejercicio al lector completar el análisis haciendo sumato-
ria de momentos igual a cero en el elemento rectangular considerado (observará que
obtiene 0 � 0 o alternativamente τxy � τyx en caso de que hubiera considerado dichos
esfuerzos cortantes).

5.2. Ecuaciones de compatibilidad

Recordemos que deseamos encontrar una formulación matemática que nos permita de-
terminar las componentes de la matriz de tensiones en cada punto del sólido, asumien-
do que son conocidas las distribuciones de las cargas super�ciales y las fuerzas másicas.
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

Hasta el momento hemos determinado, en el caso bidimensional, las ecuaciones dife-
renciales de equilibrio (5.1), las cuales conforman un sistema de dos ecuaciones con tres
incógnitas (σx , σy y τxy), por lo que se hace necesario buscar otra igualdad que complete
el sistema de ecuaciones y así poder resolver el problema de distribución de esfuerzos en
un cuerpo sólido bidimensional cualquiera; veremos que esta ecuación será la ecuación
diferencial (5.6). Por otro lado, en el caso tridimensional tenemos seis incógnitas (σx , σy,
σz, τxy, τxz y τyz), pero apenas las tres ecuaciones (5.2). En esta sección veremos que estas
ecuaciones se complementan con las ecuaciones (5.7), para determinar completamente
el estado de esfuerzos y deformaciones del sólido en consideración.

5.2.1. Ecuaciones de compatibilidad en dos dimensiones expresadas
en términos de deformaciones

Según lo visto en la sección 3.2, en dos dimensiones se tiene que

εx �
∂u
∂x

;

y derivándola dos veces con respecto a y, obtendremos:

∂2εx

∂y2
�

∂3u
∂x∂y2

. (5.3)

También tenemos en dos dimensiones que

εy �
∂v
∂y

,

y derivándola dos veces con respecto a x, tendremos:

∂2εy

∂x2
�

∂3v
∂y∂x2

. (5.4)

Finalmente, recordemos que

γxy �
∂u
∂y
+ ∂v

∂x
,

y derivándola una vez con respecto a x y luego una vez con respecto a y, resultará:

∂2γxy

∂x∂y
�

∂3u
∂x∂y2

+ ∂3v
∂y∂x2

. (5.5)

Si observamos detenidamente, veremos que la ecuación (5.5) es igual a la suma de
las ecuaciones (5.3) y (5.4); esta igualdad es la denominada ecuación de compatibilidad
bidimensional en términos de deformaciones

∂2γxy

∂x∂y
�

∂2εx

∂y2
+ ∂2εy

∂x2
. (5.6)
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5.2. ecuaciones de compatibilidad

Esta última ecuación, junto con las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5), nos indican que los
desplazamientos u y v deben ser funciones continuas y derivables, cuyas primeras dos de-
rivadas parciales mixtas son continuas. Adicionalmente, dicha ecuación es únicamente
aplicable cuando se presentan deformaciones pequeñas.

5.2.2. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas
en términos de deformaciones

La ecuación (5.6) también es válida en el caso tridimensional; sin embargo, no es su�cien-
te para resolver nuestro problema, por lo cual requerimos deducir aún más ecuaciones,
como se explicará a continuación.

A partir de las ecuaciones (3.14), derivando γxy con respecto a x y a z y derivando
γxz con respecto a y y a x, obtenemos

∂2γxy

∂x∂z
�

∂2

∂x∂z
(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
) ∂2γxz

∂y∂x
�

∂2

∂y∂x
(∂w

∂x
+ ∂u

∂z
) ;

sumando ambas ecuaciones, teniendo en cuenta que u, v y w son funciones continuas y
diferenciables, resulta

∂2γxy

∂x∂z
+ ∂2γxz

∂y∂x
�

∂2

∂x∂z
(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
) + ∂2

∂y∂x
(∂w

∂x
+ ∂u

∂z
)

∂2

∂x∂z
(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
) + ∂2

∂y∂x
(∂u

∂z
+ ∂w

∂x
) �

∂
∂x

[ ∂2u
∂y∂z

+ ∂2v
∂x∂z

+ ∂2w
∂x∂y

+ ∂2u
∂y∂z

]
2

∂2

∂y∂z
∂u
∂x
+ ∂2

∂x2
(∂v

∂z
+ ∂w

∂y
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
γyz

�
∂
∂x

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂
∂y

(∂u
∂z
+ ∂w

∂x
)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

γxz

+ ∂
∂z

( ∂v
∂x
+ ∂u

∂y
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
γx y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

y organizando términos tenemos:

2
∂2εx

∂y∂z
�

∂
∂x

(−∂γyz

∂x
+ ∂γxz

∂y
+ ∂γxy

∂z
) .

Esta ecuación establece una relación que debe ser satisfecha entre las deformacio-
nes longitudinales y las angulares. Para ello, es necesario que cumpla los requisitos de
continuidad y de derivabilidad de los desplazamientos, ya que así se garantiza que no
existirán grietas (esto es, discontinuidades en el campo vectorial de desplazamientos u)
o traslapos.

Procediendo de forma análoga, al intercambiar cíclicamente los índices x, y y z re-
sultan, en el caso tridimensional, seis ecuaciones conocidas como las ecuaciones de com-
patibilidad de Saint-Venant (el matemático e ingeniero mecánico francés Adhémar Jean
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

Claude Barré de Saint-Venant [1797–1886] dedujo estas ecuaciones en 1864), las cuales
deben ser satisfechas por las deformaciones:

∂2εx

∂y2
+ ∂2εy

∂x2
�

∂2γxy

∂x∂y
2

∂2εx

∂y∂z
�

∂
∂x

(−∂γyz

∂x
+ ∂γxz

∂y
+ ∂γxy

∂z
)

∂2εy

∂z2
+ ∂2εz

∂y2
�

∂2γyz

∂y∂z
2

∂2εy

∂x∂z
�

∂
∂y

(∂γyz

∂x
− ∂γxz

∂y
+ ∂γxy

∂z
)

∂2εz

∂x2
+ ∂2εx

∂z2
�

∂2γxz

∂x∂z
2

∂2εz

∂x∂y
�

∂
∂z

(∂γyz

∂x
+ ∂γxz

∂y
− ∂γxy

∂z
) ;

(5.7)

y usando la notación indicial, estas fórmulas se pueden resumir en una única ecuación

εi j,km + εmk, ji − εik, jm − εmj,ki � 0

para i , j, k,m � 1, 2, 3. Esta única ecuación representa 81 ecuaciones diferenciales par-
ciales; no obstante, debido a la simetría del tensor de deformaciones εi j, solo las seis
ecuaciones mostradas en (5.7) son distintas.

Las ecuaciones (5.7) se pueden reducir al siguiente sistema de tres ecuaciones dife-
renciales parciales independientes de cuarto orden:

2
∂4εx

∂y2∂z2
�

∂3

∂x∂y∂z
(−∂γyz

∂x
+ ∂γxz

∂y
+ ∂γxy

∂z
)

2
∂4εy

∂x2∂z2
�

∂3

∂x∂y∂z
(∂γyz

∂x
− ∂γxz

∂y
+ ∂γxy

∂z
)

2
∂4εz

∂x2∂y2
�

∂3

∂x∂y∂z
(∂γyz

∂x
+ ∂γxz

∂y
− ∂γxy

∂z
) ;

sin embargo, la forma dada por (5.7) es la que generalmente se emplea, porque su uso
matemático es mucho más sencillo, a pesar de que estas seis ecuaciones no son mutua-
mente independientes.

A continuación, plantearemos la ecuación de compatibilidad para los casos de ten-
sión y deformación plana, los cuales particularizan un caso tridimensional en uno bidi-
mensional.

5.2.3. Ecuación de compatibilidad para el caso de tensión plana
expresada en términos de esfuerzos

Recordemos que el caso de tensión plana (ver sección 4.8.1) es una particularización del
análisis de esfuerzos tridimensionales para la cual

σz � τxz � τyz � 0.
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5.2. ecuaciones de compatibilidad

Recordemos, también, las ecuaciones (4.34) que se reescriben a continuación por conve-
niencia:

εx �
1

E
(σx − νσy) εy �

1

E
(σy − νσx) γxy �

1

G
τxy;

si derivamos εx dos veces con respecto a y, εy dos veces con respecto a x y γxy una vez
con respecto a x y una vez más pero con respecto a y, tendremos

∂2εx

∂y2
�

1

E
∂2

∂y2
(σx − νσy) ∂2εy

∂x2
�

1

E
∂2

∂x2
(σy − νσx) ∂2γxy

∂x∂y
�

1

G
∂2τxy

∂x∂y
.

Al sustituir estas ecuaciones en la ecuación de compatibilidad en dos dimensiones (5.6)

∂2γxy

∂x∂y
�

∂2εx

∂y2
+ ∂2εy

∂x2
,

obtendremos

1

G
∂2τxy

∂x∂y
�

1

E
∂2

∂y2
(σx − νσy) + 1

E
∂2

∂x2
(σy − νσx)

∂2τxy

∂x∂y
�

G
E

( ∂2

∂y2
(σx − νσy) + ∂2

∂x2
(σy − νσx)) ,

y teniendo en cuenta que G � E
2ˆ 1� ν• , resulta

∂2τxy

∂x∂y
�

1

2 (1 + ν) ( ∂2

∂x2
(σy − νσx) + ∂2

∂y2
(σx − νσy)) . (5.8)

Reescribamos las ecuaciones diferenciales de equilibrio en 2D (ecuaciones [5.1]):

∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ X � 0

∂τxy

∂x
+ ∂σy

∂y
+ Y � 0;

si derivamos la primera ecuación diferencial de equilibrio con respecto a x y la segunda
ecuación diferencial de equilibrio con respecto a y, obtenemos

∂2σx

∂x2
+ ∂2τxy

∂x∂y
+ ∂X

∂x
� 0

∂2τxy

∂x∂y
+ ∂2σy

∂y2
+ ∂Y

∂y
� 0;

y sumando ambas ecuaciones y despejando el término que contiene a τxy, resulta

∂2τxy

∂x∂y
� − 1

2
(∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
+ ∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
) . (5.9)

Igualando la ecuación (5.8) con la ecuación (5.9) y manipulando matemáticamente,
obtenemos

1

2 (1 + ν) ( ∂2

∂x2
(σy − νσx) + ∂2

∂y2
(σx − νσy)) � − 1

2
(∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
+ ∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
)
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5.2. ecuaciones de compatibilidad

∂2τxy

∂x∂y
�

G (1 + ν)
E

( ∂2

∂y2
(σx (1 − ν) − νσy) + ∂2

∂x2
(σy (1 − ν) − νσx)) . (5.11)

Recordemos que, a partir de las ecuaciones diferenciales de equilibrio, hallamos la
ecuación (5.9):

∂2τxy

∂x∂y
� − 1

2
(∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
+ ∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
) ;

si igualamos esta última con la ecuación (5.11), resulta

G (1 + ν)
E

( ∂2

∂y2
(σx (1 − ν) − νσy) + ∂2

∂x2
(σy (1 − ν) − νσx)) �

− 1

2
(∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
+ ∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
) ,

y simpli�cando la ecuación anterior, teniendo en cuenta que

G (1 + ν)
E

�
E (1 + ν)
2 (1 + ν) E

�
1

2

conduce a

(1 − ν) ∂2σy

∂x2
− ν ∂2σx

∂x2
+ (1 − ν) ∂2σx

∂y2
− ν ∂2σy

∂y2
� −∂2σx

∂x2
− ∂2σy

∂y2
− ∂X

∂x
− ∂Y

∂y

(1 − ν) (∂2σy

∂x2
+ ∂2σx

∂y2
) + (1 − ν) (∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
) � −∂X

∂x
− ∂Y

∂y

(1 − ν) (∂2σy

∂x2
+ ∂2σx

∂y2
+ ∂2σx

∂x2
+ ∂2σy

∂y2
) � −1(∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
)

( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) σx + ( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) σy � − 1

1 − ν (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
) ,

se obtiene �nalmente:

( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (σx + σy) � − 1

1 − ν (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
) , (5.12)

que es la ecuación diferencial de compatibilidad para el caso de deformación plana expre-
sada en términos de esfuerzos.
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5.2.5. Ecuación de compatibilidad general para el caso bidimensional
expresada en términos de esfuerzos

De acuerdo con las ecuaciones de compatibilidad para los casosde tensiÑn y deforma-
ciÑn plana, podemos de•nir una fÑrmula general de compatibilidad para el caso en òD
en t”rminos de esfuerzos:

Œ
Kò

Kxò
�

Kò

Kyò
‘ ‰. x � . yŽ� KÔŒ

KX
Kx

�
KY
Ky

‘ , ( .Ôç)

donde

KÔ�
¢̈
¨
¦
¨̈
¤

� ˆÔ� #• para el caso de tensiÑn plana

� Ô
Ô� # para el caso de deformaciÑn plana.

( .Ô¥)

La ecuaciÑn( .Ôç)se puede escribir en notaciÑn indicial como©ò. i i � KÔbi ,i , donde
b denota el vector de fuerzas m‡sicasb � � X, Y� T (recuerde que estamos analizando
el caso bidimensional). Cabe aclarar que podr¯amos escribir la ecuaciÑn( .Ôç)de una
forma m‡s concisa utilizando la nomenclatura:

©ò ��
Kò

Kxò
�

Kò

Kyò
div b ��

KX
Kx

�
KY
Ky

, ( .Ô )

donde©ò simboliza eloperador laplaciano bidimensionaly divb expresa la divergencia
del campo vectorialb (ver ap”ndiceA.Ôý). Reemplazando las ecuaciones( .Ô ) en la
ecuaciÑn( .Ôç), tenemos

©ò ‰. x � . yŽ� KÔdiv b.

Como en la deducciÑn de la ecuaciÑn( .Ôç)se usÑ la ley de Hooke, esta solo es v‡lida
para sÑlidos hechos con materiales el‡sticos, lineales, isÑtropos y homog”neos (en com-
paraciÑn con la ecuaciÑn( .â), que es v‡lida para estructuras de todo tipo de material).
Adem‡s, como se supuso que el coe•ciente de Poisson# y el mÑdulo de YoungE no
var¯an en el espacio, se asume que el material debe ser homog”neo. Adicionalmente, las
ecuaciones( .â) y ( .Ôç)solo son v‡lidas cuando las deformaciones son pequeGas.

Observe que cuando las fuerzas m‡sicasX y Y son homog”neas (en otras palabras,
que no var¯an en el espacio),

KX
Kx

�
KY
Ky

� ý.

Por lo tanto, en este caso, la ecuaciÑn de compatibilidad( .Ôç)se reduce a la llamada
ecuaciÑn de L”vy:âÀ

Œ
Kò

Kxò
�

Kò

Kyò
‘ ‰. x � . yŽ� ý. ( .Ôâ)

âÀ En honor al ingeniero y matem‡tico franc”s Maurice L”vy (Ô—ç—±ÔÀÔý).
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5.2. ecuaciones de compatibilidad

En este caso, en la ecuación (5.16) no aparecen las constantes elásticas del material, lo
que quiere decir que la distribución de esfuerzos debe ser igual para todas las estructuras
en tensión o deformación plana, siempre y cuando se trate de contornos idénticos y de
estructuras sometidas al mismo sistema de fuerzas super�ciales y al mismo sistema de
fuerzas másicas constantes. Esta ecuación es la que fundamenta el análisis de esfuerzos
en estructuras sometidas a tensión o deformación plana mediante una técnica experi-
mental llamada fotoelasticidad.70

5.2.6. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas
en términos de esfuerzos

Si se utilizan las ecuaciones (4.3) y (5.2), es posible expresar las ecuaciones de compati-
bilidad (5.7) en términos de esfuerzos; estas son las llamadas ecuaciones de Michell, en
honor al matemático australiano John Henry Michell (1863–1940) que las propuso en
1900. Estas ecuaciones se presentan a continuación (su deducción se encuentra enTimo-
shenko y Goodier [1970, sección 85]):

∇2σx + 1

1 + ν
∂2Θ

∂x2
� − ν

1 − ν (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
+ ∂Z

∂z
) − 2∂X

∂x

∇2σy + 1

1 + ν
∂2Θ

∂y2
� − ν

1 − ν (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
+ ∂Z

∂z
) − 2∂Y

∂y

∇2σz + 1

1 + ν
∂2Θ

∂z2
� − ν

1 − ν (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
+ ∂Z

∂z
) − 2∂Z

∂z

∇2τyz + 1

1 + ν
∂2Θ

∂y∂z
� −(∂Y

∂z
+ ∂Z

∂y
)

∇2τxz + 1

1 + ν
∂2Θ

∂x∂z
� −(∂X

∂z
+ ∂Z

∂x
)

∇2τxy + 1

1 + ν
∂2Θ

∂x∂y
� −(∂X

∂y
+ ∂Y

∂x
)

(5.17)

y se pueden escribir de forma compacta con la notación indicial como

σi j,kk + 1

1 + νΘ,i j � − ν

1 − ν δi jbk,k − bi , j − b j,i ;

70 En el método fotoelástico, un material transparente se somete a una luz polarizada y a unas fuerzas;
según la llamada ley de Brewster o ley tenso-óptica, el material responderá mostrando unas fran-
jas del igual color, las cuales se pueden interpretar como curvas de esfuerzo cortante máximo τmáx

constante, siempre y cuando el esfuerzo fuera del plano sea el esfuerzo intermedio, es decir, σ2 en el
caso tridimensional. Se re�ere al lector al video http://www.youtube.com/watch?v=t6ST_sTkCNg,
a Timoshenko y Goodier (1970, capítulo 5) o a la página deWikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/
Photoelasticity para más información sobre esta técnica experimental.
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

Ejemplo 5.1.

Considere una condición de tensión plana, en la cual

εx(x , y) � a(x2 + y2) y γxy(x , y) � 2xy,

donde a es una constante. Encuentre la deformación longitudinal εy(x , y) correspon-
diente que sea físicamente válida, asumiendo una condición en la que las fuerzas má-
sicas se consideran nulas y el material es elástico, lineal, homogéneo e isótropo.

Solución

Para que εy(x , y) sea físicamente válida, se debe satisfacer las ecuaciones de compatibi-
lidad en términos de deformaciones (5.6) y esfuerzos (5.16).

En el primer caso, tenemos que, al reemplazar εx y γxy en (5.6), con la ayuda del
siguiente código de Maxima:

1 /* Se especifica que ey es una función de x y de y */
2 depends(ey, [x, y])$
3

4 /* Se definen las deformaciones longitudinales y angulares */
5 ex : a*(x^2 + y^2);

6 gxy : 4*x*y;

7

8 /* Se verifica la ecuación de compatibilidad en términos de deformaciones */
9 diff(gxy, x, 1, y, 1) - diff(ex, y, 2) - diff(ey, x, 2) = 0; /* ec. (5.6) */

resulta la ecuación diferencial

∂2εy(x , y)
∂x2

� 4 − 2a;
integrando esta ecuación una vez con respecto a x resulta

∂εy(x , y)
∂x

� (4 − 2a)x + g(y),
siendo g una función de integración. Integrando de nuevo obtenemos que

εy(x , y) � (2 − a)x2 + g(y)x + C1, (5.19)

donde C1 es una constante de integración.
En el segundo caso, para poder veri�car cómo se satisface la ecuación diferencial

de compatibilidad en términos de esfuerzos de Lévy (5.16), primero debemos calcular
dichos esfuerzos para luego reemplazarlos en la ecuación diferencial de compatibilidad,
lo cual hacemos con el siguiente código de Maxima:

10 /* Se especifica que g es una función de y */
11 depends(g, y)$
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obteniendo

Cò � �
òˆa#� # � a � ç• y

x
Cç �

òˆa#� # � a � ç• #yò � ˆ a#� # � a � Ô• xò

#x

y concluyendo que

� y � ˆ a � ò• yò � òxòa � Ô
#

� axò � CÔ.

5.3. Condiciones de frontera

La soluciÑn de las ecuaciones diferenciales presentadas en este cap¯tulo requieren tam-
bi”n la especi•caciÑn de las condiciones de frontera del sÑlido. Estas describen, por ejem-
plo, la forma como est‡ soportado el sÑlido o las cargas super•ciales aplicadas; lo anterior
se modela matem‡ticamente para de•nir ya sea los desplazamientos o los esfuerzos en
los puntos del contorno del sÑlido. Por un lado, la condiciÑn de frontera en la cual se
especi•can los desplazamientos se conoce en mec‡nica de sÑlidoscomocondiciÑn de
frontera esencial, de desplazamientoo cinem‡tica. Por otro lado, la condiciÑn de frontera
que describe los esfuerzos en el contorno del sÑlido se conoceen el ‡mbito de la mec‡-
nica de sÑlidos comocondiciÑn de frontera natural, de fuerzao de esfuerzo. La •gura .ç
muestra una idea general de especi•caciÑn de las condiciones de frontera.

 

CondiciÑn de frontera
donde se especi•can los
desplazamientosuˆx, y• � ý
y vˆx, y• � ý

CondiciÑn de frontera
donde se especi•can las
fuerzas super•cialesÅXˆx, y•
y ÅYˆx, y•

CondiciÑn de frontera
donde se especi•can las
fuerzas super•ciales
ÅXˆx, y• � ý y ÅYˆx, y• � ý

CondiciÑn de frontera
mixta donde se especi•can
las fuerzas en una direcciÑn
y los desplazamientos en la
otra

Figura  .ç. La especi•caciÑn de las condiciones de frontera incluye la descripciÑn de
los desplazamientos y los esfuerzos aplicados en la frontera del sÑlido.
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5.4. condiciones de equilibrio en la frontera

A continuación, explicaremos cómo convertir las cargas aplicadas en el contorno del
sólido a esfuerzos dentro de él, teniendo en cuenta su geometría.

5.4. Condiciones de equilibrio en la frontera

Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (ecuaciones [5.1] y [5.2]) y de compa-
tibilidad (ecuaciones [5.6] y [5.7]) forman un sistema de ecuaciones que permite mode-
lar matemáticamente la variación de los esfuerzos en el interior del sólido. Sin embargo,
no hemos revisado qué es lo que pasa en la frontera ni considerado de qué forma las
fuerzas super�ciales se convierten en esfuerzos en el interior del sólido. Este es el tema
que abordaremos en la presente sección.

Recordemos que en la frontera del sólido debe haber equilibrio de las fuerzas inter-
nas con las fuerzas externas; veremos en esta sección cómo se convierten dichas fuerzas
externas en esfuerzos en el interior del sólido, de modo tal que las fuerzas externas se
puedan entender como una continuación natural de la distribución de dichos esfuerzos
en el interior del sólido. Analizaremos primero qué pasa en el caso bidimensional y luego
en el caso tridimensional.

5.4.1. Análisis en dos dimensiones

Denotemos por ∂Ω la frontera de un sólido Ω. Como estamos trabajando en el caso bi-
dimensional, podemos describir la frontera como una curva paramétrica (x(s), y(s))
cerrada simple (ver apéndice A.9), parametrizada con respecto a la longitud de arco me-
dida a lo largo de la curva. Aquí s >D es el llamado parámetro de longitud de arco de la
curva, el cual por de�nición de las funciones x ∶ D →R y y ∶ D →R debe incrementarse
en el sentido contrario a las manecillas del reloj, tal y como se muestra en la �gura 5.4.
Como s varía con la longitud de arco, s toma valores en el intervalo D ∶� [0, p), don-
de p representa el perímetro del sólido Ω, es decir, ∂Ω; de este modo, y con abuso de
notación, (x(0), y(0)) y (x(p), y(p)) representarían el mismo punto. La ecuación de
Cauchy (ecuación [2.3]) nos permite analizar no solo los esfuerzos en el interior del sóli-
do, sino también las condiciones en la frontera. Supongamos que las fuerzas super�ciales
están representadas por un vector f (s) � [X̄(s), Ȳ(s)]T que también es paramétrico, cu-
yas componentes describen la variación de las cargas super�ciales referidas a la unidad
de longitud periférica (en el caso bidimensional) en las direcciones x y y, respectiva-
mente. Así mismo, en el punto (x(s), y(s)) tenemos un vector unitario n̂(s), normal a
la super�cie, que apunta hacia el exterior del sólido; entonces, utilizando la ecuación de
Cauchy,

(X̄(s)
Ȳ(s))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
f ˆ s•

� ( σx(s) τxy(s)
τxy(s) σy(s) )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
σˆ s•

(α(s)
β(s))

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
n̂ˆ s•

, (5.21)
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5.4. condiciones de equilibrio en la frontera

ϕ

ϕϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

dx

dx

−dx

−dx

dy

dy

−d
y

−dy

ds

ds

ds

ds

n̂(s)n̂(s)

n̂(s) n̂(s)

Caso 1Caso 2

Caso 3 Caso 4

Figura 5.5. Componentes del vector n̂ ∶= n̂(s). La curva gruesa representa la
frontera del sólido y el vector normal a ella está ubicado en el punto (x(s), y(s)).

Caso 3: como en este caso n̂ ∶� [cos (π + ϕ) , cos ( π
2 + ϕ)]T

, tenemos:

α � cos (π + ϕ) � − cosϕ � −−dy
ds

�
dy

ds

β � cos ( π
2 + ϕ) � − sinϕ � −dx

ds
.

Caso 4: �nalmente, n̂ ∶� [cos (2π − ϕ) , cos ( 3π
2 − ϕ)]T

:

α � cos (2π − ϕ) � cosϕ �
dy

ds

β � cos ( 3π
2 − ϕ) � − sinϕ � −dx

ds
.

De lo anterior se deduce que las componentes del vector n̂ están relacionadas con la
geometría del sólido mediante

α(s) �
dy(s)
ds

β(s) � −dx(s)
ds
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y, en consecuencia, en el caso bidimensional tenemos:

Ãnˆs• � �
dyˆs•

ds
, �

dxˆs•
ds

	
T

; ( .òò)

esta fÑrmula es v‡lida para todos los puntosˆxˆs• , yˆs•• que de•nen la fronteraK� del
sÑlido. Se hace ”nfasis en que la ecuaciÑn anterior es v‡lida ÷nicamente cuando la curva
ˆxˆs• , yˆs•• est” parametrizada con respecto a la longitud de arco.

Se deja como ejercicio al lector demostrar que el vector tangente a la curva param”-
trica ˆxˆs• , yˆs••, que apunta en el mismo sentido de la curva y se gra•ca a medida que
saumenta, est‡ dado por

Ãŝ s• � �
dxˆs•

ds
,

dyˆs•
ds

	
T

.

Ejemplo 5.2. Curva param”trica

Determine la curva param”trica asociada a un sÑlido con forma circular.

Solución

Considere un sÑlido circular �, cuyo contornoK� est‡ especi•cado por la curva pa-
ram”trica ˆxˆ1• , yˆ1•• dada porxˆ1• � r cos1 y yˆ1• � r sin1 donde1 > �ý, ò+•;
dichas ecuaciones corresponden a una circunferencia de radior centrada en el punto
ˆx, y• � ˆý, ý• y cuyo per¯metro es ò+r. Al intentar aplicar la ecuaciÑn( .òò) resulta el
vector

n � �
dyˆ1•

d1
, �

dxˆ1•
d1

	
T

� � r cos1, r sin1� T ,

cuya norma esYnY� r; observe quen no es un vector unitario.
Dicho contornoK� puede describirse alternativamente medianteˆxˆs• , yˆs•• , don-

dexˆs• � r coss
r y yˆs• � r sin s

r paras>�ý, ò+r•. Estas ecuaciones s¯ est‡n parametriza-
das con respecto a la longitud de arco, por lo que al aplicar la ecuaciÑn( .òò) resulta el
vector

n � �
dyˆs•

ds
, �

dxˆs•
ds

	
T

� � coss, sins� T ,

el cual es unitario, ya queYnY � Ô; este vector es normal a la circunferencia y apunta
hacia afuera del sÑlido.

He aqu¯ la importancia de parametrizar el contornoK� con respecto a la longitud de
arco para obtener, mediante la ecuaciÑn( .òò), el vector normal al contorno del sÑlido
y que apunta hacia afuera.
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5.5. equilibrio estático

5.4.2. Análisis en tres dimensiones

Si realizamos un análisis similar al propuesto para el caso bidimensional, obtendremos
el siguiente sistema de ecuaciones:

⎛⎜⎝
X̄(x , y, z)
Ȳ(x , y, z)
Z̄(x , y, z)

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
f ˆ x ,y,z•

�
⎛⎜⎝
σx(x , y, z) τxy(x , y, z) τxz(x , y, z)
τxy(x , y, z) σy(x , y, z) τyz(x , y, z)
τxz(x , y, z) τyz(x , y, z) σz(x , y, z)

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
σˆ x ,y,z•

⎛⎜⎝
α(x , y, z)
β(x , y, z)
γ(x , y, z)

⎞⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n̂ˆ x ,y,z•

, (5.23)

el cual se cumple para todo punto (x , y, z) que pertenece a la frontera ∂Ω. Este sistema
de ecuaciones relaciona las cargas super�ciales con la geometría de las fronteras del sóli-
do y con los esfuerzos internos; tenga en cuenta, sin embargo, que en tres dimensiones
no es posible describir la frontera como una curva paramétrica. Las ecuaciones (5.23) se
conocen como las ecuaciones de equilibrio externo tridimensionales, en contraste con las
ecuaciones diferenciales de equilibrio (interno) tridimensionales (5.2).

5.4.3. Nota sobre la nomenclatura

Recuerde que, según lo dicho en la sección 1.5, en este documento estamos utilizando
las funciones X, Y y Z para representar las funciones Ω →R que describen la variación
de las fuerzas másicas por unidad de volumen en el interior del sólido Ω. Por otro lado,
estamos empleando los símbolos X̄, Ȳ y Z̄ para representar las funciones ∂Ω → R que
describen la variación de las fuerzas super�ciales por unidad de área en el contorno ∂Ω
del sólido Ω; por último, x ∶� [x , y, z]T representa la posición en el espacio referida a
los tres ejes coordenados.

5.5. Equilibrio estático

Sobre un sólido Ω cualquiera actúan fuerzas másicas y super�ciales representadas, res-
pectivamente, por los campos vectoriales b � [X , Y , Z]T y f � [X̄ , Ȳ , Z̄]T . Es impor-
tante tener en cuenta que las fuerzas super�ciales son cargas distribuidas aplicadas en el
contorno ∂Ω; note que dichas cargas distribuidas incluyen la reacción de los apoyos.

Se dice que un cuerpo se encuentra en equilibrio estático cuando tanto la resultante de
las fuerzas másicas f másicas y super�ciales f super�ciales actuantes sobre dicho sólido como
la sumatoria demomentos actuantes debidos a las fuerzasmásicasmmásicas y super�ciales
msuper�ciales alrededor del origen de coordenadas 0 valen cero; en otras palabras,

f másicas + f super�ciales � 0 mmásicas +msuper�ciales � 0.
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5.5. equilibrio estático

factorizando t y teniendo en cuenta que es diferente de cero resulta

∫∫
Ω
X(x)dA+ ∫∮∂Ω

X̄(s)ds � 0 ∫∫
Ω
Y(x)dA+ ∫∮∂Ω

Ȳ(s)ds � 0,

siendo en este caso x � [x , y]T el vector posición. Adicionalmente, teniendo en cuenta
que [x , y, 0]T × [X̄ , Ȳ , 0]T � [0, 0, xȲ − yX̄]T , la ecuación (5.24b) se convierte en

t ∫∫
Ω

(xY(x) − yX(x))dA+ t ∫∮∂Ω
(x(s)Ȳ(s) − y(s)X̄(s))ds � 0

que, al factorizar t y dado que t x 0, se obtiene:

∫∫
Ω

(xY(x) − yX(x))dA+ ∫∮∂Ω
(x(s)Ȳ(s) − y(s)X̄(s))ds � 0.

Es importante recordar que aquí el perímetro del sólido está parametrizado con respecto
a la longitud de arco medida a lo largo de la curva y que s es el parámetro de longitud de
arco de la curva.

5.5.1. Ecuaciones integrales de equilibrio

El razonamiento anterior se puede generalizar, de modo que podemos postular el si-
guiente enunciado, el cual fue originalmente propuesto por Cauchy. Sea un sólido Ω,
el cual está sujeto a unas fuerzas másicas y de super�cie representadas por los campos
vectoriales b y f , respectivamente. Entonces cada subdominio V de un sólido Ω, o sea,
cada V b Ω satisface las siguientes ecuaciones de equilibrio:

∫∫∫V
b(x)dV + ∫∫∯∂V

f (x)dS � 0

∫∫∫V
x × b(x)dV + ∫∫∯∂V

x × f (x)dS � 0,

(5.25)

donde x ∶� [x , y, z]T > V representa la posición de un punto en el sólido. Dichas
ecuaciones se conocen como las ecuaciones integrales de equilibrio. Es necesario hacer
énfasis en que, a diferencia de las ecuaciones integrales (5.24), las cuales se efectúan en
el dominio Ω, las ecuaciones anteriores tienen como dominio el subconjunto V b Ω,
por lo que la ecuación (5.25) es más general.

5.5.2. Un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones
diferenciales parciales de equilibrio

En la sección 5.1 se dedujeron las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio al hacer
las sumatorias de fuerzas en un elemento diferencial de sólido. En esta sección volvere-
mos a deducir dichas ecuaciones utilizando un enfoque alternativo, el cual considera
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5.6. cálculo de los desplazamientos a partir de las deformaciones

5.6. Cálculo de los desplazamientos a partir de las
deformaciones

Por simplicidad, consideraremos el caso bidimensional. Una vez se conocen las defor-
maciones en el sólido, se podrían determinar los desplazamientos u y v a partir de la
integración de εx y εy (ecuaciones (3.12)a y (3.12)b). De este modo,

u(x , y) � ∫ εx(xœ, y)dxœ+ f (y)
v(x , y) � ∫ εy(x , yœ)dyœ+ g(x), (5.26)

y reemplazando dichas ecuaciones en la ecuación (3.14a), o sea, en γxy � ∂u
∂y + ∂v

∂x , resulta:

γxy(x , y) �
∂
∂y

( ∫ εx(xœ, y)dxœ+ f (y)) + ∂
∂x

( ∫ εy(x , yœ)dyœ+ g(x)) ,
esto es,

d f (y)
dy

+ dg(x)
dx

� γxy(x , y) − ∂
∂y

( ∫ εx(xœ, y)dxœ) − ∂
∂x

( ∫ εy(x , yœ)dyœ) . (5.27)

Observe que el desplazamiento depende de dos funciones f (y) y g(x); encontrar
f (y) y g(x) demanda cierta pericia en el cálculo de la solución, ya que estas dos funcio-
nes contienen términos asociados a los desplazamientos y rotaciones rígidas del sólido.
Por ello, la determinación de f y g requiere que existan unas condiciones de apoyo ade-
cuadas del sólido, de modo tal que se puedan controlar el desplazamiento y la rotación
como sólido rígido; de hecho, es necesario formular los desplazamientos u y v con al
menos tres ecuaciones independientes.

Ejemplo 5.3. Desplazamientos asociados al desplazamiento y la rotación rígida

Solución

Según lo discutido en la sección 3.5, ni el desplazamiento ni la rotación rígida produ-
cen deformaciones longitudinales o angulares en el sólido; en otras palabras, εx(x , y) �
εy(x , y) � γxy(x , y) � 0 para todo (x , y) en el sólido Ω. En este caso, a partir de las
ecuaciones (3.12)a y (3.12)b, (εx � ∂u

∂x y εy � ∂v
∂y , respectivamente) obtenemos que los

desplazamientos están dados por

u(x , y) � c1 + f (y) v(x , y) � c2 + g(x), (5.28)

donde c1 y c2 son constantes de integración y f y g son dos funciones, de una única va-
riable, que debemos determinar. Para tal �n, al reemplazar las dos ecuaciones anteriores
en γxy � ∂u

∂y + ∂v
∂x (ecuación [3.14a]), resulta:

γxy(x , y) �
∂
∂y

(c1 + f (y)) + ∂
∂x

(c2 + g(x)) �
d f (y)
dy

+ dg(x)
dx

� 0. (5.29)
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

x
x

y

y

(0, 0)
(x , y)

u0

u0

v0

v0

ω0

ω0

ω0x

ω0x

−ω0y−ω0y

� ω0x

� −ω0y

Figura 5.6. El rectángulo mostrado con vértices de coordenadas (0, 0) y (x , y)
sufre un desplazamiento rígido u0 en la dirección x y otro v0 en la dirección y;
adicionalmente rota rígidamente un ángulo ω0, medido en radianes y en sentido

antihorario. Observe que el desplazamiento del punto (x , y) está dado
por las ecuaciones (5.31). Para el cálculo de las distancias ω0x y −ω0y
se tuvo en cuenta el hecho de que para ángulos pequeños ω0 ≈ tanω0.

La ecuación anterior la podemos descomponer en dos ecuaciones diferenciales, a saber:

d f (y)
dy

+ ω0 � 0
dg(x)
dx

− ω0 � 0, (5.30)

siendo ω0 una constante arbitraria. Observe que al sumar las dos ecuaciones (5.30) vol-
vemos a obtener (5.29); al resolver las ecuaciones diferenciales (5.30) se deduce que
f (y) � −ω0y + d1 y que g(x) � ω0x + d2, donde d1 y d2 son otras constantes de inte-
gración. Al reemplazar esas ecuaciones en (5.28) se tiene que u(x , y) � c1 + d1 − ω0y y
que v(x , y) � c2 + d2 + ω0x; si hacemos u0 � c1 + d1 y v0 � c2 + d2, obtenemos que los
desplazamientos asociados a la rotación y al desplazamiento rígido en las direcciones x
y y están dados, respectivamente, por

u(x , y) � u0 − ω0y v(x , y) � v0 + ω0x; (5.31)

aquí u0 y v0 representan el desplazamiento rígido en las direcciones x y y, respectivamen-
te, y ω0 es una constante que representa, para ángulos pequeños, el ángulo de rotación
rígida del sólido medido en radianes. Las ecuaciones (5.31) se interpretan grá�camente
en la �gura 5.6.

En la sección 5.4 se aplicarán las ecuaciones aquí deducidas para el cálculo de los des-
plazamientos de la viga simplemente apoyada analizada en la sección 4.9 y en el ejercicio
propuesto 10. se analizará una viga en voladizo sometida a una carga uniformemente dis-
tribuida; también se hará extensivo uso de esta metodología en el capítulo 6.
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5.7. función de tensión de airy

5.7. Función de tensión de Airy

Usando un arti�cio matemático es posible, en el caso bidimensional, reducir las dos ecua-
ciones diferenciales de equilibrio (5.1) y la ecuación diferencial de compatibilidad (5.13)
a una sola ecuación diferencial.

Sea V(x , y) una función74 tal que

X(x , y) � −∂V(x , y)
∂x

(5.32a)

Y(x , y) � −∂V(x , y)
∂y

, (5.32b)

y hágase

σx(x , y) �
∂2ϕ(x , y)

∂y2
+V(x , y) (5.33a)

σy(x , y) �
∂2ϕ(x , y)

∂x2
+V(x , y) (5.33b)

τxy(x , y) � −∂2ϕ(x , y)
∂x∂y

. (5.33c)

Las funciones dadas en (5.32) y (5.33) fueron de�nidas por el matemático y astróno-
mo británico George Biddell Airy (1801–1892) en 1862, por lo que la función ϕ se conoce
como la función de tensión de Airy (Airy stress function en inglés). Note que en este caso
b � −∇V , donde b denota el vector de fuerzas másicas b � [X , Y]T .

Para propósitos prácticos, reescribimos las ecuaciones diferenciales de equilibrio
(5.1) y la ecuación de compatibilidad bidimensional (5.13):

∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ X � 0

∂τxy

∂x
+ ∂σy

∂y
+ Y � 0 (5.1)

( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (σx + σy) � K1 (∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
) . (5.13)

Si reemplazamos las ecuaciones (5.32) y (5.33) en las ecuaciones diferenciales de equili-
brio (5.1), veremos que la función de tensión de Airy satisface dichas ecuaciones (o sea,
obtendremos que cero es igual a cero [0 � 0]; por favor, ¡compruébelo!). Ahora, se de-
ben reemplazar las ecuaciones (5.32), (5.33a) y (5.33b) en la ecuación de compatibilidad
(5.13); para tal �n, es necesario calcular las derivadas indicadas a continuación:

σx �
∂2ϕ
∂y2
+V ∂σx

∂x
�

∂3ϕ
∂x∂y2

+ ∂V
∂x

∂2σx

∂x2
�

∂4ϕ
∂x2∂y2

+ ∂2V

∂x2
(5.34)

74 La función V pertenece a un tipo especial de funciones conocidas como funciones potenciales esca-
lares, las cuales sirven para representar un valor físico como la derivada de V .
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∂σx

∂y
�

∂3ϕ
∂y3
+ ∂V

∂y
∂2σx

∂y2
�

∂4ϕ
∂y4
+ ∂2V

∂y2
(5.35)

σy �
∂2ϕ
∂x2
+V ∂σy

∂x
�

∂3ϕ
∂x3
+ ∂V

∂x
∂2σy

∂x2
�

∂4ϕ
∂x4
+ ∂2V

∂x2
(5.36)

∂σy

∂y
�

∂3ϕ
∂y∂x2

+ ∂V
∂y

∂2σy

∂y2
�

∂4ϕ
∂x2∂y2

+ ∂2V

∂y2
(5.37)

X � −∂V
∂x

∂X
∂x

� −∂2V

∂x2
(5.38)

Y � −∂V
∂y

∂Y
∂y

� −∂2V

∂y2
. (5.39)

Reemplazando las ecuaciones (5.34) a (5.39) en la ecuación de compatibilidad (5.13),
tenemos:

∂4ϕ
∂x2∂y2

+ ∂2V

∂x2
+ ∂4ϕ

∂x4
+ ∂2V

∂x2
+ ∂4ϕ

∂y4
+ ∂2V

∂y2
+ ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂2V

∂y2
� −K1 (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
)

2
∂4ϕ

∂x2∂y2
+ 2∂2V

∂x2
+ ∂4ϕ

∂x4
+ ∂4ϕ

∂y4
+ 2∂2V

∂y2
� −K1 (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
)

∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4
� −2(∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
) − K1 (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
)

∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4
� (−2 − K1) (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
) ,

y haciendo K2 ∶� −2 − K1 (ver ecuación [5.14]), tenemos:

∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
©4ϕ

� K2 (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
©2V

, (5.40)

que se escribe en notación indicial como

ϕ,1111 + 2ϕ,1212 + ϕ,2222 � K2 (V,11 +V,22) ,
donde

K2 �
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ν − 1 para el caso de tensión plana

− 1� 2ν
1� ν para el caso de deformación plana.

La ecuación (5.40) también se puede escribir en forma compacta como

∇4ϕ � K2∇2V . (5.41)

222



5.7. función de tensión de airy

A este tipo de ecuaciones diferenciales parciales se les conoce como ecuaciones biarmó-
nicas y a sus soluciones como funciones biarmónicas. Aquí al término ∇4ϕ se le llama
biarmónico de ϕ y al término ∇2V se le conoce como el laplaciano de la función V .

Es importante anotar que el biarmónico de ϕ es el laplaciano del laplaciano de ϕ, es
decir, ∇4ϕ � ∇2(∇2ϕ):

∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
©4ϕ

� ( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (∂2ϕ

∂x2
+ ∂2ϕ

∂y2
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
©2ˆ© 2ϕ•

; (5.42)

esta demostración es trivial y se deja como tarea al lector.
Tenga en cuenta que en la deducción de (5.40) se empleó la ecuación (5.13); esta ecua-

ción es válida, únicamente, para materiales elásticos, lineales, isótropos y homogéneos.
Note que para el caso de fuerzas másicas constantes, la ecuación (5.41) se reduce a

∇4ϕ � 0, (5.43)

que se conoce como la ecuación biarmónica. De esta ecuación se puede concluir que para
el caso de fuerzas másicas constantes, la distribución de tensiones es la misma para el
estado de tensión plana y para el estado de deformación plana; por ejemplo, cuando la
fuerza másica resultante se reduce al peso propio tenemos que la función potencial V es

V � ρg y

y, por lo tanto,

X � −∂V
∂x

� 0 Y � −∂V
∂y

� −ρg;

en consecuencia, el laplaciano ∂2V
∂x2 + ∂2V

∂y2 de la ecuación (5.40) se anula, obteniendo (5.43).
En este caso, las ecuaciones (5.33) se reducen a

σx �
∂2ϕ
∂y2
+ ρg y σy �

∂2ϕ
∂x2
+ ρg y τxy � − ∂2ϕ

∂x∂y
.

La función de tensión de Airy se utiliza en mecánica de sólidos para deducir analíti-
camente muchas condiciones de esfuerzo presentes en sólidos con determinadas geome-
trías bidimensionales particulares de cierta importancia práctica (no existen las funcio-
nes de tensión de Airy para el caso tridimensional). El método consiste en asumir una
función de tensión ϕ que depende de unos coe�cientes desconocidos y que satisfaga el
biarmónico; luego, se estima el campo vectorial de esfuerzos, deformaciones y desplaza-
mientos y, a partir de las condiciones de frontera, se estima el valor de los coe�cientes
desconocidos. Se re�ere al lector a Timoshenko yGoodier (1970, sección 22), Sadd (2005,
capítulo 8) y Ortiz-Berrocal (1998, capítulo 6) para ver algunas deducciones relaciona-
das con estas ecuaciones. En Álvarez-Marín (2023a), estudiaremos la solución numérica
de problemas de elasticidad utilizando la función de tensión de Airy y el método de las
diferencias �nitas.

Seguidamente, se presentará un método para estimar los esfuerzos en una viga utili-
zando dicha función de tensión.
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Ejemplo 5.4. Cálculo de los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en una viga
utilizando la función de tensión de Airy

Consideremos la vigamostrada en la �gura 4.20, la cual soporta sobre su cara superior
una carga uniformemente distribuida demagnitud q. De dicha viga, se desea calcular
analíticamente los esfuerzos σx , σy y τxy, que actúan sobre ella utilizando la función
de tensión de Airy.

Solución

Antes de continuar, se solicita al lector leer de nuevo las dos primeras páginas de la
sección 4.9 para mayor provecho de las explicaciones.

Para calcular los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos del sólido en cuestión,
utilizaremos el siguiente código de Maxima:

1 t : 1$ /* espesor = 1 m */
2 V : 0$ /* V=0, ya que no se considerarán las fuerzas másicas */
3

4 /* Se propone la función de tensión de Airy */
5 phi : A20*x^2 + A21*x^2*y + A03*y^3 + A23*x^2*y^3 - A23*y^5/5$
6

7 /* Se define el laplaciano y el biarmónico de una función "f" */
8 lapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ /* laplaciano de f */
9 biar(f) := expand(lapl(lapl(f)))$ /* biarmónico de f (5.42) */

10

11 /* Se verifica que se satisfaga la ecuación (5.40) */
12 if biar(phi) = K2*lapl(V) then
13 print("La ecuación biarmónica se satisface") /* se imprimirá esto */
14 else
15 print("La ecuación biarmónica no se satisface")$
16

17 /* Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Airy */
18 sx : diff(phi, y,2) + V$ /* ecuación (5.33a) */
19 sy : diff(phi, x,2) + V$ /* ecuación (5.33b) */
20 txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /* ecuación (5.33c) */
21

22 /* Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) */
23 /* y la fuerza axial (4.43c) */
24 V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, x=xx), z, 0, t), y, -c, c)$
25 M(xx) := -integrate(integrate(ev(sx, x=xx)*y, z, 0, t), y, -c, c)$
26 faxial : integrate(integrate( sx, z, 0, t), y, -c, c)$
27

28 /* Se establecen las condiciones de frontera (4.42) */
29 e1 : ev(txy, y=+c) = 0$
30 e2 : ev(txy, y=-c) = 0$
31 e3 : ev(sy, y=+c) = q/t$

32 e4 : ev(sy, y=-c) = 0$
33

34 /* Se establecen las condiciones de frontera (4.43) */
35 e5 : V(-L) = -q*L$

36 e6 : V(+L) = +q*L$

37 e7 : M(-L) = 0$
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εy(x , y) � − q
20c3E

(−10c3 − 15c2y − 6c2νy − 15νx2y + 5y3 + 10νy3 + 15νyL2)
γxy(x , y) �

3q
2c3E

(1 + ν) (y2 − c2) x .

Por último, para calcular los desplazamientos hacemos uso de las formulaciones des-
critas en la sección 5.6.

61 /* Se calcula la ecuación (5.27) */
62 df_dy_dg_dx : gxy - diff(integrate(ex, x), y) - diff(integrate(ey, y), x);

63

64 /* y se separan sus términos df_dy y dg_dx teniendo en cuenta el término */
65 /* constante w0 */
66 df_dy : expand(ev(df_dy_dg_dx, x=0)) + w0;

67 dg_dx : expand(ev(df_dy_dg_dx, y=0)) - w0;

De esta forma,

d f (y)
dy

+ dg(x)
dx

� ω0

d̄ f (y)
dy

+ −q
20c3E

(24c2 + 15c2ν − 5x2 + 15L2) x − ω0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
dg(x)

dx

;

aquí el lado derecho de la ecuación anterior es lo almacenado en la variable df_dy_dg_dx
de la línea 62.

Observe que en la ecuación anterior se realizó la separación de términos asociados
a cada una de las derivadas d f ˆ y•

dy y dgˆ x•
dx , teniendo en cuenta que f y g son funciones de

y y x, respectivamente, y que se incluyó un tercer término constante ω0.
Como lo que nos interesa son los términos f y g, se integran estos:

68 /* Se integran las funciones df_dy y dg_dx teniendo en cuenta las */
69 /* constantes de integración u0 y v0 */
70 f : integrate(df_dy, y) + u0; /* f es una función solo de y */
71 g : integrate(dg_dx, x) + v0; /* g es una función solo de x */

Para obtener:

f (y) � ω0y + u0

g(x) �
−q

80c3E
(48c2 + 30c2ν − 5x2 + 30L2) x2 − ω0x + v0,

donde u0 y v0 son constantes de integración.
Finalmente, se calculan los desplazamientos empleando las ecuaciones (5.26):

72 /* Se calculan los desplazamientos utilizando las ecuaciones (5.26) */
73 u : integrate(ex, x) + f$

74 v : integrate(ey, y) + g$
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Estos desplazamientos quedan en funciones de las tres constantes u0, v0 y ω0 que, según
se estudió en la sección 5.6, están asociadas al desplazamiento y a la rotación rígida; las
dos condiciones de apoyo v(±L, 0) � 0 y el conocimiento de que en el centro de la viga
el desplazamiento horizontal es nulo, u(0, y) � 0, se usan para determinar el valor de
las tres constantes u0, v0 y ω0, así:

75 /* Solo resta encontrar los valores de u0, v0 y w0 a partir de las */
76 /* condiciones de frontera y el conocimiento de que en el centro de la */
77 /* viga el desplazamiento horizontal es nulo: */
78 u0v0w0 : solve([ ev(u, x=0 )=0,

79 ev(v, x=+L, y=0)=0,

80 ev(v, x=-L, y=0)=0 ], [u0, v0, w0]);

encontrando que las constantes de integración son

u0 � 0 v0 �
q

80c3E
L2 (48c2 + 30c2ν + 25L2) ω0 � 0.

Al reemplazar las constantes de integración en los desplazamientos encontrados en
las líneas 73 y 74:

81 [u, v] : [u, v], u0v0w0, expand;

obtenemos los desplazamientos de la viga:

u(x , y) �
qx

20c3E
(−10c3ν − 6c2y − 15c2νy − 5x2y + 10y3 + 5νy3 + 15yL2) (5.45a)

v(x , y) �
−qy
80c3E

(−40c3 − 30c2y − 12c2νy − 30νx2y + 5y3 + 10νy3 + 30νyL2)
+ q
80c3E

(x2 − L2) (48c2 + 30c2ν − 5x2 + 25L2) . (5.45b)

Por último, observe que la de�exión vertical de la viga en el punto x � 0, y � 0 es

82 /* Se calcula el desplazamiento vertical en x=0, y=0 */
83 v, x=0, y=0, expand;

v(0, 0) �
5qL4

24EI
(1 + 6c2ν

5L2
+ 48c2

25L2
) �

5q(2L)4
384EI

(1 + [6ν
5
+ 48

25
] c2

L2
) ;

este resultado coincide con el predicho por la teoría de vigas de Euler-Bernoulli (ver
Álvarez-Marín [2023b]) cuando c/L � 0.

5.8. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier

Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio junto con la ecuación diferencial par-
cial de compatibilidad nos permitieron calcular el esfuerzo y la deformación en todos
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los puntos del sólido. Sin embargo, si queremos calcular directamente los desplazamien-
tos de las diferentes partículas de nuestro sólido, se requiere resolver el problema de un
modo alternativo, utilizando las llamadas ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-
Navier,75 que deduciremos en esta sección. Estas ecuaciones son las más importantes de
la elastoestática.

Considere las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (5.2), que reescribimos
aquí por conveniencia:

∂σx(x , y, z)
∂x

+ ∂τxy(x , y, z)
∂y

+ ∂τxz(x , y, z)
∂z

+ X(x , y, z) � 0

∂τxy(x , y, z)
∂x

+ ∂σy(x , y, z)
∂y

+ ∂τyz(x , y, z)
∂z

+ Y(x , y, z) � 0

∂τxz(x , y, z)
∂x

+ ∂τyz(x , y, z)
∂y

+ ∂σz(x , y, z)
∂z

+ Z(x , y, z) � 0.

Es evidente que, en este caso, tenemos seis incógnitas y solo tres ecuaciones; por lo tanto,
requerimos ecuaciones adicionales que relacionen las componentes de esfuerzo σx , σy,
σz, τxy, τxz y τyz y las componentes de desplazamiento u, v y w. En el caso del material
elástico, lineal, isótropo y homogéneo, las deformaciones y los esfuerzos están relaciona-
dos por la ley de Hooke (4.14) que reescribimos aquí, reemplazando las deformaciones
longitudinales (3.12) y angulares (3.14) por su signi�cado correspondiente:

σx � λ (∂u
∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) + 2G ∂u

∂x
τxy � G (∂u

∂y
+ ∂v

∂x
)

σy � λ (∂u
∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) + 2G ∂v

∂y
τxz � G (∂u

∂z
+ ∂w

∂x
) (5.46)

σz � λ (∂u
∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) + 2G ∂w

∂z
τyz � G (∂v

∂z
+ ∂w

∂y
) ;

observe que en las ecuaciones (5.46) se tuvo en cuenta que la dilatación cúbica de un
sólido está dada por la ecuación (4.27) y es e � ∂u

∂x + ∂v
∂y + ∂w

∂z .
Reemplazando las ecuaciones (5.46) en la primera ecuación diferencial de equilibrio,

tenemos
∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ ∂τxz

∂z
+ X � 0

∂
∂x
(λ (∂u

∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) + 2G ∂u

∂x
) +G

∂
∂y
(∂u

∂y
+ ∂v

∂x
) +G

∂
∂z
(∂u

∂z
+ ∂w

∂x
) + X � 0,

y reorganizando la ecuación anterior, resulta:

(λ +G) ∂
∂x
(∂u

∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) +G (∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
+ ∂2u

∂z2
) + X � 0.

75 En algunos textos se les conoce también como las ecuaciones de Navier-Cauchy, las ecuaciones de
Navier-Lamé o simplemente como las ecuaciones de Navier, en honor a Claude Louis Marie Henri
Navier (1785–1836), matemático, físico e ingeniero civil francés.
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Siguiendo el mismo procedimiento en la dirección y y en la dirección z, deducimos:

(λ +G) ∂
∂y
(∂u

∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) +G ( ∂2v

∂x2
+ ∂2v

∂y2
+ ∂2v

∂z2
) + Y � 0

(λ +G) ∂
∂z
(∂u

∂x
+ ∂v

∂y
+ ∂w

∂z
) +G (∂2w

∂x2
+ ∂2w

∂y2
+ ∂2w

∂z2
) + Z � 0.

Estas tres últimas ecuaciones son las denominadas ecuaciones de Cauchy-Navier, las cua-
les se pueden expresar en notación vectorial como

(λ +G)∇(∇ ⋅ u) +G∇2u + b � 0,

y en notación indicial de la siguiente forma

(λ +G)u j,i j +Gui , j j + bi � 0,

donde u representa, en este caso, el vector de desplazamiento u(x , y, z) ∶� [u(x , y, z),
v(x , y, z), w(x , y, z)]T y b ∶� [X , Y , Z]T denota el vector de fuerzas másicas. Otra
forma de expresar las ecuaciones de Cauchy-Navier es

(λ +G) ∂e
∂x
+G∇2u + X � 0

(λ +G) ∂e
∂y
+G∇2v + Y � 0

(λ +G) ∂e
∂z
+G∇2w + Z � 0,

(5.47)

las cuales se expresan en notación vectorial como

(λ +G)∇e +G∇2u + b � 0. (5.48)

Tenga en cuenta que estas ecuaciones son válidas, únicamente, para sólidos hechos con
materiales elásticos, lineales, isótropos y homogéneos.

5.8.1. Condiciones de frontera asociadas a las ecuaciones de
Cauchy-Navier

La solución del sistema de ecuaciones (5.48) requiere también plantear unas condiciones
de frontera. Se puede observar que se tienen tres ecuaciones diferenciales parciales de se-
gundo orden, expresadas en términos de las funciones u(x , y, z), v(x , y, z) y w(x , y, z).
Ya que cada una de estas funciones aparece como una derivada de segundo grado, nece-
sitamos tres condiciones adicionales en cada punto de la frontera, una por cada función
(en el caso bidimensional necesitaríamos dos).
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Como tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden,
requerimos imponer condiciones en las derivadas hasta de primer orden. Esto quiere
decir que podemos especi�car los desplazamientos u(x , y, z), v(x , y, z) y w(x , y, z) o
sus derivadas (las deformaciones longitudinales y angulares) en los puntos pertenecien-
tes a la frontera. Por ejemplo, nosotros sabemos que en un apoyo empotrado no existe
movimiento en las direcciones x, y y z, por lo cual podríamos decir que en el borde
correspondiente al apoyo u(x , y, z) � v(x , y, z) � w(x , y, z) � 0.

Sin embargo, utilizando la ley de Hooke generalizada (ecuación [4.14]), podríamos
también especi�car los esfuerzos normales y cortantes en la frontera. Si se sustituyen
las ecuaciones (4.14) en la variante de la ecuación de Cauchy (5.23) que usamos para
relacionar las fuerzas super�ciales con los esfuerzos internos del material, es posible
obtener la ecuación

⎛⎜⎝
X̄
Ȳ
Z̄

⎞⎟⎠ �
⎛⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λe 0 0
0 λe 0
0 0 λe

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+G

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+G

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂u
∂x

∂v
∂x

∂w
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

∂w
∂y

∂u
∂z

∂v
∂z

∂w
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

σ

⎛⎜⎝
α
β
γ

⎞⎟⎠ , (5.49)

relacionando así las fuerzas super�ciales con los desplazamientos internos del sólido.
Esta ecuación es válida en todos los puntos (x , y, z) que pertenecen a la frontera ∂Ω.

También es posible establecer una condición de frontera en la que se detallan algunas
fuerzas y desplazamientos. Por ejemplo, en un apoyo en forma de rodillo podríamos
especi�car en la dirección y un desplazamiento vertical nulo v � 0, mientras que en la
dirección x podríamos decir que la fuerza aplicada es nula X̄ � 0. Es importante destacar
que es deber del analista estructural imponer condiciones de frontera que sean factibles
desde un punto de vista físico.

Es conveniente recalcar, por último, que las ecuaciones (5.47) junto con las condi-
ciones en la frontera de�nen completamente las tres componentes del desplazamiento
u, v y w. Observe que no es necesario tener en cuenta las ecuaciones diferenciales de
compatibilidad, puesto que las ecuaciones (4.3) y (4.12) contemplan la deformación del
sólido.

5.8.2. Particularización de las ecuaciones de Cauchy-Navier al caso
bidimensional

Las ecuaciones de Cauchy-Navier, en su forma más general, están referidas al caso tridi-
mensional; no obstante, es factible simpli�carlas al caso bidimensional.
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En el caso de la con•guraciÑn de carga Ô + ò, el problema de valor en la frontera resul-
tante aparece al sumar las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera necesarias
para resolver las con•guraciones de carga Ô y ò; en otras palabras,
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Observe que la naturaleza lineal de las ecuaciones cl‡sicas de la elasticidad es lo que
establece el principio de superposiciÑn. Una consecuencia inmediata que se deduce de
dicho principio es que el estado •nal de carga del cuerpo no depende del orden en el que
se aplican las fuerzas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta queel principio de superposi-
ciÑn no es aplicable cuando se analiza un sÑlido cuyo material tiene un comportamiento
no lineal o cuando los cambios de posiciÑn y forma de la estructuraal aplicar la con•gu-
raciÑn de fuerzas Ô se tenga que considerar antes de aplicar el sistema de fuerzas ò; esto
ocurre, por ejemplo, en el caso de una barra sometida simult‡neamente a žexocompre-
siÑn, tal y como se ilustrÑ en la •gura¥.â.

Al analizar la deducciÑn del principio de superposiciÑn se pueden establecer cuatro
condiciones necesarias para que este sea aplicable:

· El sÑlido debe ser el‡stico y, bajo las acciones exteriores, el material no se agrieta
ni se traslapa.

· Las acciones exteriores producen en el sÑlido pequeGos desplazamientos, defor-
maciones y giros. Esto se conoce a veces comoprincipio de rigidez relativa: se des-
precia el cambio de geometr¯a del sÑlido durante la deformaciÑn.

· El material se debe regir por la ley de Hooke (en otras palabras, debe haber una
relaciÑn lineal entre esfuerzos y deformaciones).

· Las deformaciones son recuperables. Existe un estado de referencia del sÑlido, nor-
malmente el estado original sin deformar, al cual vuelve el sÑlidoal retirar las ac-
ciones exteriores.
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5.11. principio de saint-venant

En resumen, el principio de superposición establece que dos soluciones para el mis-
mo sólido, con la misma geometría, pero con diferentes condiciones de frontera se pue-
den adicionar para obtener la solución al problema en el que ambos conjuntos de con-
diciones de frontera se están aplicando simultáneamente. Esta es una herramienta muy
poderosa de la cual haremos uso en capítulos posteriores.

Finalmente, es importante mencionar que a una función f que satisface el principio
de superposición se le llama función lineal, y que la superposición, en términos generales,
está de�nida por dos propiedades: la aditividad y la homogeneidad. Se dice que una fun-
ción f es aditiva cuando f (x1+x2) � f (x1)+ f (x2) y eshomogénea si f (αx) � α f (x)para
cualquier escalar α. Supongamos que tenemos una estructura elástica lineal sometida a
la acción de una única carga. Dado que en la teoría de la elasticidad las formulaciones
son lineales, cuando se duplica la magnitud de dicha carga, por la homogeneidad asocia-
da a las ecuaciones, es de esperar que los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos
presentes en la estructura también se dupliquen. Se deja como ejercicio al lector veri�car
la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en este capítulo.

5.11. Principio de Saint-Venant

Suponga que las fuerzas que actúan sobre un pequeño elemento de la super�cie de un
cuerpo elástico son reemplazadas por otro sistema de fuerzas actuando sobre la misma
porción de super�cie y que es estáticamente equivalente al anterior. Entonces, según
el principio de Saint-Venant, aunque esta distribución de fuerzas produce cambios sus-
tanciales en los esfuerzos de forma local, esta distribución de fuerzas tiene un efecto
despreciable en los esfuerzos que son producidos a distancias mayores comparadas con
las dimensiones lineales de la super�cie en la cual las fuerzas fueron cambiadas. Dicho
principio fue postulado en 1855 por el físico, ingeniero mecánico y matemático francés
Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797–1886).

La importancia del principio de Saint-Venant en mecánica de sólidos radica en que
es posible reemplazar complicadas distribuciones de carga en la frontera o condiciones
de frontera complicadas en otras que son mucho más sencillas de resolver, siempre y
cuando la región donde se aplique la carga sea relativamente pequeña en comparación
con la super�cie total del sólido (�guras 5.7 y 5.8). A lo largo del libro, haremos referencia
a este principio.

5.12. Resumen

En conclusión, en el caso bidimensional, las ecuaciones diferenciales de equilibrio espe-
ci�cadas en (5.1):

∂σx

∂x
+ ∂τxy

∂y
+ X � 0

∂τxy

∂x
+ ∂σy

∂y
+ Y � 0,
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5.12. resumen

para todos los puntos (x(s), y(s)) que pertenecen a la frontera ∂Ω, y una de las ecuacio-
nes de compatibilidad (5.13):

( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (σx + σy) � K1 (∂X

∂x
+ ∂Y

∂y
) ,

constituyen un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales con tres incógnitas (σx ,
σy y τxy), que por lo general permite la determinación completa de la distribución de los
esfuerzos en un problema bidimensional. Estas ecuaciones se pueden agrupar en una
sola ecuación diferencial, la cual está escrita en términos de la función de tensión de
Airy ϕ y de la función V :

∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4
� K2 (∂2V

∂x2
+ ∂2V

∂y2
) ;

en el caso especial que no se tienen en cuenta las fuerzas másicas, se puede hacer V � 0.
Un enfoque alternativo, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales anterior,

consiste en utilizar las ecuaciones de Cauchy-Navier para el caso bidimensional. En el
caso de deformación plana, estas son las ecuaciones (5.50):

G∇2u + (λ +G) ∂
∂x

(∂u
∂x
+ ∂v

∂y
) + X � 0

G∇2v + (λ +G) ∂
∂y

(∂u
∂x
+ ∂v

∂y
) + Y � 0,

y en el caso de tensión plana son las ecuaciones (5.51):

G∇2u + E
2(1 − ν) ∂

∂x
(∂u

∂x
+ ∂v

∂y
) + X � 0

G∇2v + E
2(1 − ν) ∂

∂y
(∂u

∂x
+ ∂v

∂y
) + Y � 0.

El problema de elasticidadmás general en 3D requiere el cálculo de los desplazamien-
tos, las deformaciones y los esfuerzos en todos los puntos de un sólido y se soluciona
resolviendo el sistema de quince ecuaciones con quince incógnitas (σx , σy, . . . , τyz, εx ,
εy, . . . , γyz, u, v y w) dado por las ecuaciones de equilibrio (5.2) (tres ecuaciones), las
ecuaciones que de�nen las deformaciones longitudinales (3.12) y angulares (3.14) (seis
ecuaciones) y la ley de Hooke generalizada (4.18) (seis ecuaciones).

Por lo general, los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales anteriores se pueden
resolver de forma numérica, utilizando, por ejemplo:

• El método de los elementos �nitos.

• El método de las diferencias �nitas.
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Figura  .À. RelaciÑn esquem‡tica de las ecuaciones diferenciales
parciales (uo£) de la teor¯a de elasticidad lineal isÑtropa.

· El m”todo de los elementos de frontera.

· El m”todo de los vol÷menes •nitos, entre otros.

En �lvarez-Mar¯n (òýòça), haremos una presentaciÑn del m”todo de las diferencias •-
nitas y resolveremos con Maxima, Matlab y Excel el problema de elasticidad basado en
las formulaciones de Airy y Cauchy-Navier. Una excelente referencia para el aprendizaje
del m”todo de los elementos •nitos es, por ejemplo,OGate(òýýÀ).

En la •gura .À se presenta esquem‡ticamente la relaciÑn entre algunas de lasecua-
ciones diferenciales parciales presentadas en este cap¯tulo.

5.13. Ejercicios propuestos

Ô.En la deducciÑn de las ecuaciones diferenciales de equilibrio serealizaron suma-
torias de fuerzas en las direccionesx y y, pero no se llevÑ a cabo la sumatoria
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5.13. ejercicios propuestos

Como ingeniero/a estructural responsable, usted debe decidir qué programa de
análisis estructural utilizar. Dé su opinión acerca de los siguientes aspectos: ¿qué
suposiciones hacen estos programas de computador (con respecto a las cargas apli-
cadas, forma de la estructura, propiedades del material, deformaciones de la es-
tructura)?; ¿estos programas son adecuados para hacer el diseño de la estructura?
Justi�que sus respuestas.

9. Veri�que la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en
este capítulo.

10. Se solicita al lector veri�car que el siguiente código de Maxima hace análisis
similar al ejecutado en la sección 5.4, pero esta vez con una viga en voladizo como
la mostrada en la �gura 5.11, asumiendo que dicha viga está sometida a una carga
uniformemente distribuida en su parte superior de magnitud q.

L

2c

q

Figura 5.11. Viga analizada en el ejercicio propuesto 10.
.

Utilice la función de tensión de Airy (verSadd [2005, p. 205]):

ϕ(x , y) � C1(L − x)2 + C2(L − x)2y + C3y3 + C4y5 − 5C4(L − x)2y3.
El código de Maxima es el siguiente:

1 t : 1$ /* espesor = 1 m */
2 V : 0$ /* V=0, ya que no se considerarán las fuerzas másicas */
3

4 /* Se propone la función de tensión de Airy */
5 phi : C1*(L-x)^2 + C2*(L-x)^2*y + C3*y^3 + C4*y^5 - 5*C4*(L-x)^2*y^3$
6

7 /* Se define el laplaciano y el biarmónico de "f" */
8 lapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ /* laplaciano */
9 biar(f) := expand(lapl(lapl(f)))$ /* biarmónico (5.42) */

10

11 /* Se verifica que se satisfaga la ecuación (5.40) */
12 if biar(phi) = K2*lapl(V) then
13 print("La ecuación biarmónica se satisface")
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

14 else
15 print("La ecuación biarmónica no se satisface")$
16

17 /* Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Airy */
18 sx : diff(phi, y,2) + V$ /* ecuación (5.33a) */
19 sy : diff(phi, x,2) + V$ /* ecuación (5.33b) */
20 txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /* ecuación (5.33c) */
21

22 /* Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) */
23 /* y la fuerza axial (4.43c) */
24 V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, x=xx), z, 0, t), y, -c, c)$
25 M(xx) := -integrate(integrate(ev(sx, x=xx)*y, z, 0, t), y, -c, c)$
26 faxial : integrate(integrate( sx, z, 0, t), y, -c, c)$
27

28 /* Se establecen las condiciones de frontera (4.42) */
29 e1 : ev(txy, y=+c) = 0$
30 e2 : ev(txy, y=-c) = 0$
31 e3 : ev(sy, y=+c) = q/t$

32 e4 : ev(sy, y=-c) = 0$
33

34 /* Se establecen las condiciones de frontera (4.43) */
35 e5 : V(0) = -q*L$

36 e6 : V(L) = 0$
37 e7 : M(0) = q*L^2/2$
38 e8 : M(L) = 0$
39 e9 : faxial = 0$ /* para todo x en [-L, L] */
40

41 /* Usando las ecuaciones "e1" a "e9" se encuentran las constantes */
42 const : solve([e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9], [C1, C2, C3, C4]);

43

44 /* Se reemplazan las constantes en los esfuerzos sx, sy y txy */
45 [sx, sy, txy] : [sx, sy, txy], const$

46

47 /* Se define el módulo de rigidez */
48 G : E/(2*(1+nu))$
49

50 /* Ley de Hooke para tensión plana, ecuaciones (4.34) */
51 ex : (1/E)*(sx - nu*sy)$
52 ey : (1/E)*(sy - nu*sx)$
53 gxy : (1/G)*txy$

54

55 /* Se calcula la ecuación (5.27) */
56 df_dy_dg_dx: gxy - diff(integrate(ex,x), y) - diff(integrate(ey,y), x);

57

58 /* y se separan sus términos df_dy y dg_dx, teniendo en cuenta el */
59 /* término constante w0 */
60 df_dy : expand(df_dy_dg_dx) + w0, x=0;

61 dg_dx : expand(df_dy_dg_dx) - w0, y=0;

62

63 /* Se integran las funciones df_dy y dg_dx, teniendo en cuenta las */
64 /* constantes de integración u0 y v0 */
65 f : integrate(df_dy, y) + u0; /* f es una función solo de y */
66 g : integrate(dg_dx, x) + v0; /* g es una función solo de x */
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5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoría de la elasticidad

4. Al analizar la �gura 5.1 se a�rmó que el elemento se encuentra en equilibrio está-
tico, debido a esto se realizó sumatoria de fuerzas en las direcciones x y y igualán-
dolas a cero. ¿Por qué no se realizó así mismo la sumatoria de momentos igual a
cero?

5. ¿Por qué se dedujeron las ecuaciones de compatibilidad? ¿Son las ecuaciones de
equilibrio su�cientes?

6. Deduzca las ecuaciones (5.7).

7. ¿Por qué se particularizaron las ecuaciones de compatibilidad para el caso de ten-
sión y deformación plana?

8. Deduzca la ecuación de compatibilidad (5.10).

9. Deduzca la ecuación de compatibilidad (5.12).

10. ¿Son válidas las ecuaciones de compatibilidad (5.10) y (5.12) en el caso de tener un
material con comportamiento elástico no lineal? ¿Qué puede decir con respecto a
las ecuaciones (5.7)? Justi�que sus respuestas.

11. Deduzca la ecuación (5.21).

12. En la sección 5.5.2 se parte del hecho de que el integrando en una integral es nulo
si esta integral vale cero al ser evaluado en cualquier subconjunto sobre el dominio
del integrando. En otras palabras, sea f ∶ Ω →R una función que se integra sobre
una región V y supongamos que su integral vale cero para todo V b Ω, en otras
palabras, ∫V f (x)dx � 0 para todo V b Ω; esto implica que f (x) � 0 para todo
x >Ω. ¿Es completamente claro lo que se acabó de decir?

13. Deduzca las tres ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio utilizando lo visto
en la sección 5.5.2.

14. ¿Para qué sirve la función de tensión de Airy? Dedúzcala. ¿Es válida esta ecuación
en el caso tridimensional? ¿Es válida en el caso de tener un material elástico no
lineal?

15. Se recomienda leer tantas veces como sea necesario la sección 5.12, hasta que usted
esté seguro de que la entiende perfectamente.

16. ¿Para qué sirven las ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier? ¿Es me-
jor resolver estas ecuaciones o el conjunto de las ecuaciones de equilibrio más las
ecuaciones de compatibilidad? Justi�que sus respuestas.

17. Deduzca las ecuaciones (5.47).
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6
Formulación de la teoría de la elasticidad
en coordenadas cilíndricas

Hasta el momento se han deducido todas las fórmulas del libro teniendo como base
un sistema de coordenadas cartesianas (también llamadas coordenadas rectangulares).
Sin embargo, en ocasiones es conveniente expresarlas en otro sistema de coordenadas,
como los de coordenadas cilíndricas o esféricas, ya que en ciertos casos las soluciones
resultantes se vuelven mucho más cortas y simples que su correspondiente formulación
en coordenadas rectangulares.

A lo largo de este capítulo, revisaremosmuchos de los términos y ecuaciones analiza-
das en las secciones anteriores, teniendo en cuenta el sistema de coordenadas cilíndricas
y sus dos simpli�caciones: los sistemas de coordenadas polares y axisimétricos. Estos
tipos de sistemas de coordenadas proveen un ambiente natural para la descripción ma-
temática de los esfuerzos, las deformaciones y los desplazamientos en túneles, tuberías
sometidas a presión, arandelas, cargas puntuales que actúan sobre planos semin�nitos,
entre otros.

En la deducción de las ecuaciones se utilizará el paquete de cálculo simbólico Ma-
xima. Veremos que con la ayuda de este programa ¡nos ahorraremos muchas horas de
dispendiosa álgebra! Por lo tanto, se invita al lector a experimentar en su computador el
código aquí mostrado para mayor provecho de las explicaciones.

6.1. El sistema de coordenadas polares

El sistema de coordenadas polares es un sistema bidimensional en el que cada punto
del plano es determinado por un ángulo y una distancia. De este modo, todo punto del
plano corresponde a un par de coordenadas (r, θ), donde r C0 es la distancia del punto
en cuestión al origen de coordenadas y θ > (−π, π] es el ángulo medido en sentido
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6. formulación de la teoría de la elasticidad en coordenadas cilíndricas

1 /* Se especifica que r y t son funciones de x y de y; adicionalmente, que */
2 /* phi es función de r y de t */
3 depends([r, t], [x, y])$ depends(phi, [r, t])$
4

5 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
6 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
7 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
8

9 /* Se escribe la fórmula del laplaciano en coordenadas rectangulares */
10 trigreduce(diff(phi,x,2) + diff(phi,y,2));

siendo el resultado de ejecución del anterior código:

2

d phi

dphi -----

---- 2 2

dr dt d phi

(%o4) ---- + ----- + -----

r 2 2

r dr

En el código anterior la línea 3 establece que r y θ son funciones de x y y, además que
la función ϕ es una función de r y θ. A continuación, en las líneas 6 y 7, se establecen las
derivadas (6.2)manualmente, como se explicará en detalle en la sección 6.1.1. Por último,
en la línea 10 se calcula el laplaciano de la función ϕ, siendo su resultado la ecuación
(6.4); dicha línea efectúa implícitamente las derivaciones (6.3) por medio de la regla de
la cadena.

Dado que Maxima nos permite evitar la dispendiosa manipulación matemática, lo
seguiremos empleando en este capítulo, para facilitar las demostraciones.

6.1.1. Una nota sobre el uso de las funciones de Maxima “depends” y
“gradef”

En el código que veremos en este capítulo utilizaremos con frecuencia las funciones
depends y gradef. El comando depends se utiliza enMaxima para declarar las dependen-
cias entre funciones y variables con el propósito de calcular derivadas, ya que si no se
hace la función se asumiría independiente de la variable y, por consiguiente, cualquier
derivada de la función valdría cero; por ejemplo, el siguiente código:

kill(all); /* se borra la memoria */
diff(phi,x); /* evalúa la derivada de phi con respecto a x */

tiene como salida:

(%o1) 0
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al despejar ∂θ
∂x , y teniendo en cuenta que sin θ � y

r , resulta:

∂θ
∂x

� − y
r2

� −sin θ
r

.

La demostración de ∂θ
∂y se hace de forma similar y se deja como ejercicio al lector.

6.1.3. Una nota sobre el término 1
r

∂
∂θ

En muchas ocasiones, a lo largo de este capítulo, encontraremos el término 1
r

∂
∂θ , tal y

como lo hemos visto en las ecuaciones (6.3). Esta expresión debe entenderse como una
derivada con respecto a la longitud de arco o derivada en la dirección angular, ya que
r dθ se asocia a un diferencial de longitud de arco. Una interpretación similar se debe
dar a la derivada segunda 1

r2
∂2

∂θ2 la cual aparece, por ejemplo, en la ecuación (6.4).

6.2. El sistema de coordenadas cilíndricas

El sistema de coordenadas polares puede extenderse a tres dimensiones con dos sistemas
de coordenadas diferentes: cilíndricas y esféricas. El sistema de coordenadas cilíndricas
añade una coordenada de distancia desde el plano xy medida en la dirección del eje z
al punto en consideración (�gura 6.1), mientras que el sistema de coordenadas esféricas
de�ne un radio r y un ángulo “polar” θ medido desde el vector k̂ y añade una tercera
coordenada que es el ángulo “azimutal” φ que se mide a partir del vector î, como se
muestra en la �gura 6.34. En esta sección solo consideraremos el sistema de coordenadas
cilíndricas; la formulación en coordenadas esféricas se tratará brevemente en el ejercicio
propuesto 7.

Como se dijo, el sistema de coordenadas cilíndricas es un sistema de coordenadas
que generaliza el sistema de coordenadas polares al añadir una tercera coordenada z
que mide la altura de un punto sobre el plano xy, de la misma forma que el sistema
de coordenadas rectangulares se extiende a tres dimensiones, de modo tal que dicha
coordenada sea (r, θ , z) (�gura 6.1).

En relación con la �gura 6.1, observe que podemos de�nir tres vectores ortonormales
en el punto P ∶� (r, θ , z):

r̂(r, θ , z) ∶� [cos θ , sin θ , 0]T � cos θ î + sin θ ĵ
θ̂(r, θ , z) ∶� [− sin θ , cos θ , 0]T � − sin θ î + cos θ ĵ
ẑ(r, θ , z) ∶� [0, 0, 1]T � k̂.

(6.5a)

(6.5b)

(6.5c)

Estos vectores indican las direcciones en las que aumentan las coordenadas r, θ y z, res-
pectivamente. La deducción de estas ecuaciones se deja como ejercicio propuesto.
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Por su parte, la ecuación v � Tvcil nos permite hacer la transformación de coordena-
das entre un punto vcil de�nido con respecto a la base {r̂, θ̂ , ẑ}, y otro punto v de�nido
con respecto a la base {î , ĵ, k̂}; esta matriz está dada por78

T(r, θ , z) � [r̂(r, θ , z) θ̂(r, θ , z) ẑ(r, θ , z)] �

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (6.6)

Finalmente, debe anotarse que las coordenadas cilíndricas pueden convertirse en
coordenadas rectangulares mediante las transformaciones:

x(r, θ , z) � r cos θ y(r, θ , z) � r sin θ z(r, θ , z) � z.

6.3. El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el
rotacional en coordenadas cilíndricas

El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional se pueden expresar en coorde-
nadas cilíndricas, y esto lo haremos a continuación.

6.3.1. El gradiente en coordenadas cilíndricas

Recordemos que el vector gradiente, o simplemente gradiente, de una función multiva-
riada x ↦ ϕ(x), denotado por ∇ϕ(x), es un campo vectorial cuyo valor en un punto

x ∶� (x , y, z) es un vector∇ϕ(x) ∶� [ ∂ϕˆ x•
∂x , ∂ϕˆ x•

∂y , ∂ϕˆ x•
∂z ]T

. El gradiente de ϕ evaluado en

x indica la dirección en la cual ϕ es más pendiente en el punto x (en otras palabras, indi-
ca la dirección demáxima pendiente) y su norma ∥∇ϕ(x)∥ representa qué tan pendiente
es ϕ en ese punto x en la dirección del vector ∇ϕ(x).

Consideremos la función ϕ, (r, θ , z) ↦ ϕ(r, θ , z), de�nida en coordenadas cilíndri-
cas. Valiéndonos de las ecuaciones (6.3) y (6.5), podemos convertir el gradiente de ϕ a
coordenadas cilíndricas, así:

∇ϕ � [∂ϕ
∂x

,
∂ϕ
∂y

,
∂ϕ
∂z

]T

�
∂ϕ
∂x

î + ∂ϕ
∂y

ĵ + ∂ϕ
∂z

k̂

� [∂ϕ
∂r

cos θ − 1

r
∂ϕ
∂θ

sin θ] î + [∂ϕ
∂r

sin θ + 1

r
∂ϕ
∂θ

cos θ] ĵ + ∂ϕ
∂z

k̂

78 Se solicita al lector repasar los conceptos tratados en la sección 2.5, con respecto al cambio de bases
de sistemas coordenados.
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6. formulación de la teoría de la elasticidad en coordenadas cilíndricas

y reorganizando términos obtenemos:

∇ϕ �
∂ϕ
∂r

[cos θ î + sin θ ĵ]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
r̂=(6.5a)

+ 1
r

∂ϕ
∂θ

[− sin θ î + cos θ ĵ]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
θ̂=(6.5b)

+∂ϕ
∂z

k̂,®
ẑ=(6.5c)

o sea,

∇ϕ(r, θ , z) �
∂ϕ
∂r

r̂ + 1

r
∂ϕ
∂θ

θ̂ + ∂ϕ
∂z

ẑ . (6.7)

No obstante, el gradiente también se puede calcular usando el siguiente programa
de Maxima:

1 /* Se especifica que r y t son funciones de x y de y y que phi es función */
2 /* de r, de t y de z */
3 depends([r, t], [x, y])$ depends(phi, [r, t, z])$
4

5 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
6 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
7 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
8

9 /* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */
10 T : matrix(
11 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

12 [ sin(t), cos(t), 0 ],

13 [ 0, 0, 1 ]

14 )$
15

16 /* Se escribe la fórmula del gradiente en coordenadas rectangulares */
17 /* y se convierte a la base especificada por los vectores r, t, z */
18 trigreduce(transpose(T).matrix([diff(phi,x)],

19 [diff(phi,y)], /* ecuación (2.11) */
20 [diff(phi,z)]));

que resulta de la ejecución la ecuación (6.7).
El código funciona así: la línea 3 dice que r y θ son funciones de x y y; además que la

función ϕ es una función de r, θ, y z. A continuación, en las líneas 6 y 7, establece las de-
rivadas (6.2) manualmente, como se explica en detalle en la sección 6.1.1. Entre las líneas
10 y 14 se de�ne la matriz de transformación de coordenadas T empleada en la línea 18
para convertir el vector gradiente, el cual se calculó con respecto a la base {î , ĵ, k̂}, a
un vector especi�cado en la base {r̂, θ̂ , ẑ}. Para tal �n, se usó la ecuación (2.11), es decir,
vcil � TTv.

6.3.2. El laplaciano en coordenadas cilíndricas

Recordemos que el laplaciano de una función ϕ, denotado por ∇2ϕ, es simplemente
una convención matemática para escribir en forma compacta la suma de las derivadas
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6.3. el gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional

segundas de ϕ con respecto a cada una de sus variables; en el caso tridimensional, y en
coordenadas rectangulares, esto es:

∇2ϕ(x , y, z) �
∂2ϕ
∂x2
+ ∂2ϕ

∂y2
+ ∂2ϕ

∂z2
. (6.8)

Utilizando una demostración similar a la empleada para deducir la ecuación (6.4),
se puede convertir el laplaciano en coordenadas rectangulares (6.8) en el laplaciano en
coordenadas cilíndricas:

∇2ϕ(r, θ , z) �
1

r
∂
∂r

(r
∂ϕ
∂r

) + 1

r2
∂2ϕ
∂θ2
+ ∂2ϕ

∂z2
. (6.9)

Ejemplo 6.1. Cálculo del laplaciano y del gradiente de una función

Calcule el laplaciano y el gradiente de la función ϕ(r, θ) � r3 cos θ.

Solución

El laplaciano de función en referencia se calcula aplicando la ecuación (6.9), es decir,

∇2ϕ �
1

r
∂
∂r

(r
∂ϕ
∂r

) + 1

r2
∂2ϕ
∂θ2
+ ∂2ϕ

∂z2
� 9r cos θ − r cos θ
� 8r cos θ;

y su gradiente se calcula valiéndonos de la ecuación (6.7):

∇ϕ �
∂ϕ
∂r

r̂ + 1

r
∂ϕ
∂θ

θ̂ + ∂ϕ
∂z

ẑ

� 3r2 cos θ r̂ − r2 sin θ θ̂ .

Estos resultados se pueden comprobar con el programa de Maxima:

1 phi : r^3*cos(t)$
2

3 /* Se especifica el laplaciano en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.9) */
4 laplaciano : (1/r)*diff(r*diff(phi,r),r)
5 + (1/r^2)*diff(phi,t,2) + diff(phi,z,2);
6

7 /* Se especifica el gradiente en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.7) */
8 gradiente : [ diff(phi,r),
9 (1/r)*diff(phi,t),

10 diff(phi,z) ];
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6.3.3. La divergencia en coordenadas cilíndricas

De acuerdo con el apéndice A.10, la divergencia de un campo vectorial f (x , y, z) ∶�
fx(x , y, z)î + fy(x , y, z) ĵ + fz(x , y, z)k̂, que es continuamente diferenciable, se de�ne
como la función escalar

∇ ⋅ f (x , y, z) � div f (x , y, z) ∶� ∂ fx(x , y, z)
∂x

+ ∂ fy(x , y, z)
∂y

+ ∂ fz(x , y, z)
∂z

; (6.10)

este operador mide el grado de divergencia (div f (x , y, z) A 0) o de convergencia
(div f (x , y, z) @0) de los vectores que conforman un campo vectorial en el vecindario
de (x , y, z), como se ilustra en la �gura A.3.

Según se estudió en la sección 4.5, en el contexto de la mecánica de sólidos, la di-
vergencia del campo vectorial de desplazamiento u de un sólido en un punto (x , y, z)
representa la llamada dilatación cúbica e(x , y, z) ∶� divu(x , y, z), que explica “el por-
centaje” de cambio de volumen del sólido en (x , y, z).

Considere el campo vectorial

f (r, θ , z) ∶�
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fr(r, θ , z)
fθ(r, θ , z)
fz(r, θ , z)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

el cual se encuentra de�nido con respecto a la base {r̂, θ̂ , ẑ}; si queremos expresar
este campo vectorial en términos de la base {î , ĵ, k̂}, debemos utilizar la transforma-
ción (2.10), es decir, ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fx
fy
fz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
fr
fθ
fz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

donde la matriz T está dada por la ecuación (6.6).
En consecuencia,

fx(r, θ , z) � fr cos θ − fθ sin θ
fy(r, θ , z) � fr sin θ + fθ cos θ

(6.11)

y, por lo tanto, utilizamos las ecuaciones (6.3) para encontrar:

∂ fx

∂x
�

∂
∂x

[ fr cos θ − fθ sin θ]
�

∂
∂r

[ fr cos θ − fθ sin θ] cos θ − 1

r
∂

∂θ
[ fr cos θ − fθ sin θ] sin θ (6.12)

∂ fy

∂y
�

∂
∂y

[ fr sin θ + fθ cos θ]
�

∂
∂r

[ fr sin θ + fθ cos θ] sin θ + 1

r
∂

∂θ
[ fr sin θ + fθ cos θ] cos θ; (6.13)
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reemplazando las ecuaciones anteriores en la de�nición de divergencia (6.10), y después
de hacer mucha álgebra, resultaría:

div f (r, θ , z) �
1

r
∂(r fr)

∂r
+ 1

r
∂ fθ
∂θ
+ ∂ fz

∂z

�
∂ fr
∂r
+ fr

r
+ 1

r
∂ fθ
∂θ
+ ∂ fz

∂z
. (6.14)

De forma análoga, se deja como ejercicio al lector demostrar que en el caso bidimen-
sional (coordenadas polares):

div f (r, θ) �
1

r
∂(r fr)

∂r
+ 1

r
∂ fθ
∂θ

�
∂ fr
∂r
+ fr

r
+ 1

r
∂ fθ
∂θ

. (6.15)

La divergencia también se puede calcular usando el siguiente programa deMaxima:

1 /* Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, t y z */
2 /* y que r y t son funciones de x y de y */
3 depends([fr, ft, fz], [r, t, z])$
4 depends([r, t], [x, y])$
5

6 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
7 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
8 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
9

10 /* Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) */
11 fx : fr*cos(t) - ft*sin(t)$
12 fy : fr*sin(t) + ft*cos(t)$
13

14 /* Se especifica la divergencia en coordenadas rectangulares, ec. (6.10) */
15 trigreduce(diff(fx,x) + diff(fy,y) + diff(fz,z));

siendo el resultado del anterior código:

dft

---

dt fr dfz dfr

(%o6) ------- + -- + --- + ---

r r dz dr

que es la ecuación (6.14).
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6.3.4. El rotacional en coordenadas cilíndricas

Como se explica en el apéndice A.14, el rotacional del campo vectorial f (x , y, z) �[ fx(x , y, z), fy(x , y, z), fz(x , y, z)]T
está de�nido por

∇ × f � rot f ∶� (∂ fz
∂y
− ∂ fy

∂z
) î + (∂ fx

∂z
− ∂ fz

∂x
) ĵ + (∂ fy

∂x
− ∂ fx

∂y
) k̂. (6.16)

Recordemos que este es un operador vectorial que muestra la tendencia de un campo
vectorial tridimensional f a inducir rotación en cada uno de sus puntos.

Considere el campo vectorial

f (r, θ , z) ∶�
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

fr(r, θ , z)
fθ(r, θ , z)
fz(r, θ , z)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

el cual se encuentra de�nido con respecto a la base {r̂, θ̂ , ẑ}; se desea calcular el rota-
cional de f (r, θ , z). Para ello, debemos especi�car dicho campo en términos de la base{î , ĵ, k̂}, para luego reemplazar (6.12) y (6.13) en (6.16).

Así, con la ayuda del siguiente programa de Maxima:

1 /* Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, t y z */
2 /* y que r y t son funciones de x y de y */
3 depends([fr, ft, fz], [r, t, z])$
4 depends([r, t], [x, y])$
5

6 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
7 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
8 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
9

10 /* Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) */
11 fx : fr*cos(t) - ft*sin(t);
12 fy : fr*sin(t) + ft*cos(t);
13

14 /* Fórmula del rotacional en coordenadas rectangulares (6.16) */
15 rot_f_ijk : trigreduce([ diff(fz,y) - diff(fy,z),
16 diff(fx,z) - diff(fz,x),
17 diff(fy,x) - diff(fx,y) ]);

podemos encontrar que

rot f (r, θ , z) � [−(∂ fr
∂z
− ∂ fz

∂r
) sin θ + ( 1

r
∂ fz
∂θ
− ∂ fθ

∂z
) cos θ] î

+ [( 1
r

∂ fz
∂θ
− ∂ fθ

∂z
) sin θ + (∂ fr

∂z
− ∂ fz

∂r
) cos θ] ĵ + [ fθ

r
− 1

r
∂ fr
∂θ
+ ∂ fθ

∂r
] k̂. (6.17)

Observe que el rotacional está expresado con respecto a la base {î , ĵ, k̂}, por lo
que es necesario expresarlo con respecto a la base {r̂, θ̂ , ẑ}. Esto se pude hacer de dos
formas: la primera consiste en operar algebraicamente reorganizando términos, así:
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rot f (r, θ , z) � ( 1
r

∂ fz
∂θ
− ∂ fθ

∂z
)(cos θ î + sin θ ĵ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r̂=(6.5a)

+ (∂ fr
∂z
− ∂ fz

∂r
)(− sin θ î + cos θ ĵ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

θ̂=(6.5b)

+ [ fθ
r
− 1

r
∂ fr
∂θ
+ ∂ fθ

∂r
] k̂,®
ẑ=(6.5c)

de modo tal que el rotacional en coordenadas cilíndricas está dado por

rot f (r, θ , z) � ( 1
r

∂ fz
∂θ
− ∂ fθ

∂z
) r̂ + (∂ fr

∂z
− ∂ fz

∂r
) θ̂ + ( fθ

r
− 1

r
∂ fr
∂θ
+ ∂ fθ

∂r
) ẑ , (6.18)

o alternativamente, utilizando la igualdad 1
r ( ∂ˆ r fθ •

∂r − ∂ fr
∂θ ) � fθ

r − 1
r

∂ fr
∂θ + ∂ fθ

∂r , como

rot f (r, θ , z) � ( 1
r

∂ fz
∂θ
− ∂ fθ

∂z
) r̂ + (∂ fr

∂z
− ∂ fz

∂r
) θ̂ + 1

r
(∂(r fθ)

∂r
− ∂ fr

∂θ
) ẑ . (6.19)

La segunda forma consiste en utilizar la transformación vcil � TTv para expresar
el vector (6.17) con respecto a la base {r̂, θ̂ , ẑ}. Esto se puede hacer fácilmente con
el siguiente código de Maxima, el cual se pone inmediatamente después de aquel que
aparece en la página 260:

18 /* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */
19 T : matrix(
20 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

21 [ sin(t), cos(t), 0 ],

22 [ 0, 0, 1 ]

23 )$
24

25 /* Se escribe la fórmula del rotacional en coordenadas rectangulares */
26 /* y se convierte a la base {r,t,z} */
27 rot_f_rtz : trigreduce(transpose(T).rot_f_ijk);

siendo el resultado de ejecución de este código:

[ dfz ]

[ --- ]

[ dt dft ]

[ --- - --- ]

[ r dz ]

[ ]

[ dfr dfz ]

(%o11) [ --- - --- ]

[ dz dr ]

[ ]

261



6.4. componentes del esfuerzo en coordenadas cilíndricas

/* Se especifica el rotacional en coordenadas cilíndricas, ecuación (6.19) */
rotacional : [ (1/r)*diff(fz,t) - diff(ft,z),

diff(fr,z) - diff(fz,r),
(1/r)*(diff(r*ft,r) - diff(fr,t)) ];

6.4. Componentes del esfuerzo en coordenadas
cilíndricas

Considere un elemento in�nitesimal de sólido, como el mostrado en la �gura 6.2, el
cual se ubica en la posición P ∶� (r, θ , z) de un sistema de coordenadas cilíndricas; este
diferencial puede aproximarse como un cubo a pesar de que su grá�co es el de una cuña,
según se explica en la nota al pie de la �gura 6.2. Dicho elemento está sujeto a unos
esfuerzos normales σr, σθ y σz y a unos esfuerzos cortantes τrθ , τrz y τθz referidos a un
sistema de coordenadas local dado por el conjunto de vectores ortonormales r̂(r, θ , z),
θ̂(r, θ , z) y ẑ(r, θ , z) (�gura 6.1). Tenga en cuenta que, de forma análoga a lo estudiado
en la sección 2.3.1, existen unos componentes de esfuerzo cortante τθr, τzr y τzθ ; se solicita
al lector demostrar que τrθ � τθr, τrz � τzr y τθz � τzθ . El signi�cado de los subíndices
es análogo al que se tiene en coordenadas rectangulares; sin embargo, aquí el sistema de
referencia no es �jo, sino que depende de la ubicación del punto P, ya que como se dijo
r̂(r, θ , z), θ̂(r, θ , z) y ẑ(r, θ , z) son campos vectoriales cuyas direcciones dependen del
vector posición (r, θ , z).

En el caso de la descripción de esfuerzos empleando coordenadas cilíndricas, el esta-
do de esfuerzos asociado a los ejes r̂, θ̂ y ẑ está dado por lamatriz o el tensor de tensiones

σ cil �
⎛⎜⎝
σr τrθ τrz
τrθ σθ τθz
τrz τθz σz

⎞⎟⎠ ; (6.21)

de ahí que las componentes de esfuerzo qcil referidas a un plano cuya normal está dada
por el vector unitario n̂cil, especi�cando las coordenadas de ambos vectores con respec-
to a la base {r̂, θ̂ , ẑ}, se pueden calcular valiéndonos de la fórmula de Cauchy (ver
sección 2.3.2):

qcil � σ ciln̂cil. (6.22)

Con el objetivo de expresar la matriz de tensiones σ cil con respecto a los ejes x, y y
z, debemos tener en cuenta que, según lo explicado en la sección 2.5, podemos expresar
los vectores qcil y n̂cil en función de la base {î , ĵ, k̂} a través de las transformaciones

q � Tqcil (6.23a)

n̂ � Tn̂cil, (6.23b)

siendo T la matriz de transformación (6.6).
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dθ

dr

dz

x

y

zr

σ
r

σθ

σz

τrθτ
rθ

τrz

τ
rz

τθz
τ
θz

r dθ
(r + dr)dθ � r dθ + dr dθ

� r dθ

Figura 6.2. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de sólido, utilizando como referencia
un sistema en coordenadas cilíndricas. Observe que las longitudes de ambos

diferenciales de arco dibujados con color rojo son aproximadamente r dθ, por lo que
matemáticamente el diferencial de sólido se puede entender como un cubo, a

pesar de que su grá�co es el de una cuña. Observe que r dθ + dr dθ ≈ r dθ, ya que
aquí se está sumando un diferencial de primer orden con uno de segundo orden.

Como T es una matriz ortogonal, entonces TT � T � 1 y, en consecuencia, a partir de
(6.23) resulta:

qcil � TTq (6.24a)

n̂cil � TT n̂; (6.24b)

por consiguiente, reemplazando (6.24b) en (6.22) y ese resultado en (6.23a), obtenemos:

q � Tσ cilT
T n̂,

de donde se deduce a partir de la fórmula de Cauchy (2.5), q � σn̂, que

σ � Tσ cilT
T . (6.25)

Premultiplicando la ecuación anterior por TT y posmultiplicándola por T resulta:

σ cil � TTσT , (6.26)
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ya que TTT � I. Observe que la deducción de las ecuaciones (6.25) y (6.26) es la misma
que la empleada para demostrar las fórmulas (2.19) y (2.16), respectivamente, haciendo
σ cil � σœy utilizando la matriz de transformación T dada por (6.6).

Las ecuaciones (6.25) y (6.26) constituyen las fórmulas de transformación de la ma-
triz de tensiones entre los sistemas de coordenadas cartesiano y cilíndrico, respectiva-
mente. Tenga en cuenta que la matriz T cambia al variar el vector posición (r, θ , z).

Por medio del siguiente código de Maxima:

1 /* Se define la matriz de tensiones "sigma" en coordenadas rectangulares, */
2 /* ecuación (2.5) */
3 sigma : matrix(
4 [ sx, txy, txz ],

5 [ txy, sy, tyz ],

6 [ txz, tyz, sz ]

7 )$
8

9 /* Se define la matriz de transformación "T", ecuación (6.6) */
10 T : matrix(
11 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

12 [ sin(t), cos(t), 0 ],

13 [ 0, 0, 1 ]

14 )$
15

16 /* Se convierte la matriz de tensiones "sigma" de coordenadas */
17 /* rectangulares a coordenadas cilíndricas, ecuación (6.26) */
18 sigma_cil: expand(transpose(T).sigma.T)$
19

20 /* Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas */
21 /* cilíndricas "sigma_cil" */
22 sr : sigma_cil[1][1];

23 st : sigma_cil[2][2];

24 sz : sigma_cil[3][3];

25 trt : sigma_cil[1][2];

26 trz : sigma_cil[1][3];

27 ttz : sigma_cil[2][3];

se resuelve la ecuación (6.26) para encontrar que las expresiones que transforman los
esfuerzos σx , σy, σz, τxy, τxz y τyz en los esfuerzos σr, σθ , σz, τrθ , τrz, y τθz son

σr � σx cos
2 θ + σy sin

2 θ + τxy sin 2θ (6.27a)

�
σx + σy

2
+ σx − σy

2
cos 2θ + τxy sin 2θ

σθ � σx sin
2 θ + σy cos

2 θ − τxy sin 2θ (6.27b)

�
σx + σy

2
− σx − σy

2
cos 2θ − τxy sin 2θ

σz � σz

τrθ �
1

2
(σy − σx) sin 2θ + τxy cos 2θ (6.27c)
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τrz � τyz sin θ + τxz cos θ

τθz � τyz cos θ − τxz sin θ .

Ahora, el código de Maxima:

1 /* Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilíndricas */
2 /* "sigma_cil", ecuación (6.21) */
3 sigma_cil : matrix(
4 [ sr, trt, trz ],

5 [ trt, st, ttz ],

6 [ trz, ttz, sz ]

7 )$
8

9 /* Se define la matriz de transformación "T", ecuación (6.6) */
10 T : matrix(
11 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

12 [ sin(t), cos(t), 0 ],

13 [ 0, 0, 1 ]

14 )$
15

16 /* Se convierte la matriz de tensiones "sigma" de coordenadas cilíndricas */
17 /* a coordenadas rectangulares, ecuación (6.25) */
18 sigma: expand(T.sigma_cil.transpose(T))$
19

20 /* Se extraen los términos de la matriz de tensiones "sigma" en */
21 /* coordenadas rectangulares */
22 sx : sigma[1][1];

23 sy : sigma[2][2];

24 sz : sigma[3][3];

25 txy : sigma[1][2];

26 txz : sigma[1][3];

27 tyz : sigma[2][3];

resuelve la ecuación (6.25), demostrando así que las ecuaciones

σx � σr cos
2 θ + σθ sin2 θ − τrθ sin 2θ

σy � σr sin
2 θ + σθ cos2 θ + τrθ sin 2θ

σz � σz

τxy �
1

2
(σr − σθ) sin 2θ + τrθ cos 2θ

τxz � τrz cos θ − τθz sin θ

τyz � τrz sin θ + τθz cos θ

(6.28)

convierten los esfuerzos σr, σθ , σz, τrθ , τrz, y τθz en los esfuerzos σx , σy, σz, τxy, τxz y τyz. A
partir de las ecuaciones (6.27) y (6.28) se observa que a medida que θ → 0 los esfuerzos
σx , σy, . . . , τyz tienden a σr, σθ , . . . , τθz y viceversa.
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6.5. Ecuaciones diferenciales de equilibrio en
coordenadas cilíndricas y polares

En la secciÑn .Ôdedujimos las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio en coor-
denadas rectangulares. En esta secciÑn lo haremos de nuevo, pero usando como marco
de referencia un sistema de coordenadas polares o cil¯ndricas. Recordemos que dichas
fÑrmulas garantizan el equilibrio de fuerzas en las direccionesx, yyzen todos los puntos
interiores del sÑlido.

Una forma de deducir dichas ecuaciones puede ser calculando lost”rminos K. x
Kx , K0x y

Ky ,
K0xz
Kz , . . . , vali”ndonos de la regla de la cadena (ver ap”ndiceA.â):

K. x

Kx
�

K. x

Kr
Kr
Kx

�
K. x

K1
K1
Kx

�
K. x

Kz
Kz
Kx

K0xy

Ky
�

K0xy

Kr
Kr
Ky

�
K0xy

K1
K1
Ky

�
K0xy

Kz
Kz
Ky

(â.òÀ)

K0xz

Kz
�

K0xz

Kr
Kr
Kz

�
K0xz

K1
K1
Kz

�
K0xz

Kz
Kz
Kz

. . . ,

y la ayuda de las ecuaciones(â.ò)y (â.ò—); luego, se reemplazan(â.òÀ)en las ecuaciones
de equilibrio rectangulares( .ò) y se reducen t”rminos utilizando simple ‡lgebra.

Adicionalmente, se debe tener en cuenta que las fuerzas m‡sicasestar‡n represen-
tadas por el campo vectorialbcil �� � br , b1, bz� T , el cual est‡ referido, a su vez, a la
basẽ Ãr , Ã1, Ãz• . Este campo vectorial est‡ relacionado con el campo vectorial de fuerzas
m‡sicasb �� � X, Y, Z� T , el cual est‡ referido a la base˜ Ãi , Ãj , Ãk• , de acuerdo con la
fÑrmula(ò.Ôý), as¯:

’
–
”

X
Y
Z

“
—
•

±
b

�
’
–
”

cos1 � sin1 ý
sin1 cos1 ý

ý ý Ô

“
—
•

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
T

’
–
”

br

b1

bz

“
—
•

±
bcil

, (â.çý)

por lo que

X � br cos1 � b1 sin1

Y � br sin1 � b1 cos1

Z � bz.

Las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cil¯ndricas aparecer‡n al realizar los
cambios de variable(â.òÀ)y (â.çý) en las ecuaciones( .ò). Esta metodolog¯a, aunque
directa, es bastante dispendiosa; afortunadamente, con Maximaes posible hacer f‡cil-
mente dichas sustituciones algebraicas. De hecho, escribamosdespu”s de la l¯nea òÞ del
programa anterior (p‡ginaòââ) el siguiente cÑdigo:

òâÞ
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(∂σr

∂r
+ 1

r
∂τrθ

∂θ
+ ∂τrz

∂z
+ σr − σθ

r
+ br) sin θ
+ (∂τrθ

∂r
+ 1

r
∂σθ
∂θ
+ ∂τθz

∂z
+ 2τrθ

r
+ bθ) cos θ � 0. (6.32)

Observe que las expresiones entre paréntesis deben ser iguales a cero, ya que las dos
ecuaciones anteriores son válidas para todo θ >[0, 2π). Adicionalmente, observe que las
expresiones entre paréntesis se repiten en ambas ecuaciones. Una forma fácil de extraer
ambas expresiones entre paréntesis es hacer sin θ � 0 y cos θ � 1, lo cual se lleva a cabo
mediante el comando (continuamos el programa anterior):

59 /* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las dos primeras ecuaciones */
60 /* diferenciales de equilibrio */
61 ev([eq1, eq2], sin(t)=0, cos(t)=1);
62

63 /* Imprimimos la tercera ecuación de equilibrio */
64 eq3;

Obtenemos así las llamadas ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilíndri-
cas:

∂σr

∂r
+ 1

r
∂τrθ

∂θ
+ ∂τrz

∂z
+ σr − σθ

r
+ br � 0

∂τrθ

∂r
+ 1

r
∂σθ
∂θ
+ ∂τθz

∂z
+ 2τrθ

r
+ bθ � 0

∂τrz

∂r
+ 1

r
∂τθz

∂θ
+ ∂σz

∂z
+ τrz

r
+ bz � 0.

(6.33a)

(6.33b)

(6.33c)

En el código anterior, en las líneas 21 a 27 (página 266), se calcularon los valores de σx ,
σy, σz, τxy, τxz y τyz. Al observar el contenido de la variable sz, se aprecia que esta se au-
tocontiene (esto es, σz � σz) y, por lo tanto, en la línea 28 se procede a borrar esa variable
de la memoria con el comando kill; observe que el sz de la línea 24 es un contenedor
que alberga el contenido de sigma[3][3], mientras que el sz de la línea 32 que se emplea
en las líneas 56 a 58 se re�ere a una variable dependiente de r, t y z. Luego, en la línea
32, se dice que σr, σθ , σz, τrθ , τrz, y τθz son todas funciones de r, θ y z, y en la línea 33 que
r y θ son funciones de x y y. En las líneas 36 y 37 se de�nen las derivadas de r y θ con
respecto a x y a y, tal y como se han escrito en las fórmulas (6.2) y se explica en detalle
en la sección 6.1.1. A continuación, de la línea 40 a la 44 se de�ne el vector de fuerzas
másicas bcil expresado en coordenadas cilíndricas, y de la línea 51 a 53 se convierte dicha
ecuación a coordenadas rectangulares utilizando para ello la de�nición de la matriz de
transformación T dada entre las líneas 10 y 14. Posteriormente, en las líneas 56, 57 y 58
se escriben las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio en coordenadas rectan-
gulares (5.2) y con el comando trigsimp se simpli�can las expresiones; �nalmente, en
la línea 61, se extraen e imprimen los términos entre paréntesis de las ecuaciones (6.31)
y (6.32), términos que son iguales a cero. Por su parte, la línea 64 imprime directamente
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la tercera ecuación de equilibrio. Es de notar que el sistema de álgebra simbólicaMaxima
calcula automáticamente las derivadas (6.29) empleando la regla de la cadena.

Otro método para encontrar las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordena-
das cilíndricas consiste en realizar una sumatoria de esfuerzos similar a la realizada en la
sección 5.1 sobre una cuña como lamostrada en la �gura 6.2. Se re�ere al lector a Solecki
y Conant (2003, sección 2.2.8) para la demostración de dichas ecuaciones, de esta forma,
en el caso tridimensional.

6.5.1. Particularizaciones de las ecuaciones de equilibrio en
coordenadas cilíndricas

Existen tres particularizaciones importantes de las ecuaciones de equilibrio (6.33) que
se ilustran en la �gura 6.3 y que se explican a continuación.

Caso 1:
polares

Caso 2:
simetría axial

Caso 3:
polares y

simetría axial

x y

z

Figura 6.3. Casos particulares de la disposición de esfuerzos en coordenadas cilíndricas.
El caso 1 (coordenadas polares) muestra una condición para la cual los esfuerzos son

independientes de z; el caso 2 (simetría axial) presenta una condición para la
cual los esfuerzos son independientes de θ, y el caso 3 es una combinación de
los casos 1 y 2. Las �echas rojas representan las cargas aplicadas sobre el sólido.
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Caso 3 (coordenadas polares + simetría axial)

Este es una mezcla de los casos 1 y 2. Si asumimos que no existe dependencia de las
componentes de esfuerzo en z ni en θ (�gura 6.3-caso 3), entonces, ∂σr

∂z � ∂σθ
∂z � ⋯ �

∂τθz
∂z � 0 y ∂σr

∂θ � ∂σθ
∂θ � ⋯ � ∂τθz

∂θ � 0 y, además, todas las componentes del esfuerzo
cortante son cero, o sea, τrθ � τrz � τθz � 0. En consecuencia, se tendrá que tanto σz
como σθ son constantes y que bz � bθ � 0 y; por tal razón, las ecuaciones diferenciales
de equilibrio (6.33) se reducirán a la única ecuación:

dσr

dr
+ σr − σθ

r
+ br � 0. (6.36)

Este caso ocurre, por ejemplo, cuando se tiene una tubería de masa despreciable que
transporta un gas a presión y que está suspendida en el aire o cuando se analizan, de
forma muy simpli�cada, los rodamientos y los ejes de transmisión de una máquina.

Antes de continuar, por favor, asegúrese de que es completamente claro para usted
qué quiere decir físicamente cada una de estas situaciones y en qué casos son aplicables
las ecuaciones deducidas en esta sección.

6.5.2. Deducción alternativa de las ecuaciones diferenciales de
equilibrio en coordenadas polares

Las ecuaciones (6.34) se pueden deducir si se considera la sumatoria de fuerzas reali-
zadas en un diferencial de sólido como el mostrado en la �gura 6.4, el cual tiene un
espesor t. Haciendo sumatoria de fuerzas en el sentido radial (en la dirección de la línea
roja ) e igualándolas a cero (∑ Fr � 0) tenemos que

(τrθ + ∂τrθ

∂θ
∆θ) t ∆r

=̄CD

cos
∆θ

2
− τrθ t ∆r

=̄AB

cos
∆θ

2

− (σθ + ∂σθ
∂θ

∆θ) t ∆r
=̄CD

sin
∆θ

2
− σθ t ∆r

=̄AB

sin
∆θ

2

+ (σr + ∂σr

∂r
∆r) t (r + ∆r)∆θ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=
ÍBC

−σr t r∆θ°
=

ÍAD

+br t r∆θ°
=

ÍAD

∆r � 0;

observe que ÍAD y ÍBC son arcos, mientras que AB y CD son líneas rectas, como lo evi-
dencian los símbolos encima de las letras. Se pregunta al lector: ¿por qué los términos
del segundo reglón tienen asociados un signo menos? Expandiendo los paréntesis, di-
vidiendo todo entre el espesor t, reduciendo términos semejantes y teniendo en cuenta
que ∆θ es un ángulo pequeño (ver apéndice A.7.3), por lo que sin ∆θ

2 � ∆θ
2 y cos ∆θ

2 � 1,
resulta:
∂τrθ

∂θ
∆r∆θ − σθ∆r∆θ − ∂σθ

∂θ
(∆θ)2 ∆r

2
+ σr∆r∆θ + ∂σr

∂r
∆r (r + ∆r)∆θ + brr∆r∆θ � 0;
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eliminando los diferenciales de tercer orden, dividiendo toda la expresión entre r∆r∆θ
y tomando límites cuando ∆r∆θ tiende a cero, se llega a

1

r
∂τrθ

∂θ
+ σr − σθ

r
+ ∂σr

∂r
+ br � 0,

la cual es básicamente la ecuación (6.34a). La deducción de la ecuación (6.34b) por este
método se hace sumando las fuerzas en el sentido angular (en el sentido de la línea verde

) e igualándolas a cero (∑ Fθ � 0); esta demostración se deja como ejercicio al
lector.

 

A

B

C

D

∆θ

∆r

r

br

bθ

x

y

θ

∆θ
2

∆θ
2

σr

σr + ∂σr
∂r ∆r

σθ + ∂σθ
∂θ ∆θ

τrθ + ∂τrθ
∂θ ∆θ

τrθ + ∂τrθ
∂r ∆r

σθ

τrθ
τrθ

Figura 6.4. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de sólido, de espesor t, utilizando
como referencia un sistema en coordenadas polares. La sumatoria de fuerzas en el

sentido radial se hace en la dirección de la línea roja . La sumatoria de
fuerzas en el sentido angular se hace en la dirección de la línea verde .

Observe que en esta deducción se han utilizado explícitamente expansiones en series
de Taylor (ver apéndice A.7); por ejemplo, el término σθ + ∂σθ

∂θ ∆θ que se aplica sobre el
lado CD apareció al hacer una expansión truncada en series de Taylor de σθ alrededor
del punto (r + ∆r

2 , θ + ∆θ):
σθ (r + ∆r

2
, θ + ∆θ) � σθ (r + ∆r

2
, θ) + ∂σθ (r + ∆r

2 , θ)
∂θ

∆θ
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+ 1

2

∂2σθ (r + ∆r
2 , θ)

∂θ2
(∆θ)2 +⋯´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≈0

;

observe que solo se han considerado los primeros dos términos de esta expansión, ya
que los otros son despreciables en el equilibrio de fuerzas. Se solicita al lector completar
los detalles.

6.6. Componentes de la deformación en coordenadas
polares

En la sección 3.2 se analizaron las componentes de deformación de un sólido teniendo
como referencia un sistema de coordenadas rectangulares. Aquí, repetiremos dicho aná-
lisis utilizando un sistema de coordenadas polares y usando dosmétodos diferentes: uno
geométrico y otro algebraico.

A continuación, nos referiremos al desplazamiento en la dirección radial r̂ y tan-
gencial θ̂ como ur y vθ , respectivamente (�gura 6.5). Tenga cuidado para no confundir
estos con las componentes de desplazamiento u y v que se utilizan en el sistema de coor-
denadas rectangulares (y que suceden en la dirección de los vectores î y ĵ); de hecho, es
posible demostrar de forma análoga a como se dedujo la ecuación (2.12):

[u
v] � [cos θ − sin θ

sin θ cos θ
] [ur

vθ
] , (6.37)

es decir,

u � ur cos θ − vθ sin θ (6.38a)

v � ur sin θ + vθ cos θ . (6.38b)

Se deja dicha demostración como ejercicio al lector.

6.6.1. Método geométrico para el cálculo de las componentes de la
deformación en coordenadas polares

Consideremos un diferencial de sólido ABCD, como el ilustrado en las �guras 6.6 y 6.7,
el cual está representado con referencia a un sistema de coordenadas polares; se quiere
cuanti�car no solo la deformación longitudinal en las direcciones radial y tangencial,
sino también la deformación angular de dicho diferencial de sólido.

Con respecto a las �guras 6.6 y 6.7, si queremos analizar la deformación del sólido
en el punto A, debemos analizar qué pasa en el sólido ABCD, el cual se deforma hasta
alcanzar la posición AœœBœœœCœœœDœœœ, para luego aplicar límites de modo tal que ABCD
tienda al punto A.
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r

θ x x

y

y

u

v

ur

vθ

r̂

θ̂

î

ĵ

Posición

Posición

inicial

�nal

Figura 6.5. Componentes del desplazamiento en coordenadas polares. El
desplazamiento del punto de coordenadas (x , y) se representa con
la �echa verde; este vector de desplazamiento se puede describir ya
sea con respecto a la base {î , ĵ} o con respecto a la base {r̂, θ̂}.

Con ayuda de la �gura 6.6, podemos de�nir, en coordenadas polares, la posición de
los puntos A, B, C y D como

coordrθ(A) ∶� (r, θ) coordrθ(B) ∶� (r + ∆r, θ)
coordrθ(C) ∶� (r + ∆r, θ + ∆θ) coordrθ(D) ∶� (r, θ + ∆θ) ;

alternativamente, la posición de dichos puntos puede especi�carse, en coordenadas rec-
tangulares, en relación con los ejes locales xœy yœ, los cuales siguen las direcciones y
sentidos indicados por los vectores r̂(A) y θ̂(A), así:

coordx′y′(A) ∶� (r, 0) coordx′y′(B) ∶� (r + ∆r, 0)
coordx′y′(C) ∶� (r + ∆r, (r + ∆r)∆θ) coordx′y′(D) ∶� (r, r∆θ) .

Ahora, en relación con las �guras 6.6 y 6.7, para que el sólido ABCD llegue a su
posición �nal AœœBœœœCœœœDœœœ, primero tiene que trasladarse rígidamente en la dirección
r̂(A) una distancia ur(A) y luego deformarse longitudinalmente en esamisma dirección,
alcanzando la formaAœBœCœDœ. Observe que al deformarse longitudinalmente en la direc-
ción r̂(A) el diferencial de sólido también se deforma, indirectamente, en la dirección
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x

y

xœ, r̂
(A)

yœ,
θ̂(A)

r

r θ

∆r

∆
θ

∆θ

(r + u
r (A))∆

θ

A

B

C

D Aœ

Bœ

Cœ

Dœ

Aœœ

Bœœ

Cœœ

Dœœ

u r(A) u r(B)v
θ (A)

v
θ (D)

ABCD: el diferencial de sólido analizado (con�guración original).

A′B′C′D′: ABCD trasladado ur(A) en la dirección radial r̂(A) e
indirectamente deformado longitudinalmente en la dirección angular θ̂(A).
A′′B′′C′′D′′: A′B′C′D′ trasladado vθ(A) en la dirección angular θ̂(A) y
deformado longitudinalmente en dirección θ̂(A).

Figura 6.6. Análisis de la deformación longitudinal en coordenadas polares. Aquí el
diferencial de sólido que se ubica en ABCD se desplaza y deforma hasta alcanzar la
posición AœœBœœCœœDœœ. Aquí, se debe tener en cuenta lo siguiente: (1) los trapecios

punteados representan el sólido después del desplazamiento rígido, pero antes de estirarse
o contraerse; (2) los diferenciales se dibujaron como rectángulos por simplicidad
en la representación; no obstante, este caso se da únicamente cuando ∆r � 0 y
∆θ � 0; (3) los ejes xœy yœno están gra�cados ortogonalmente, ya que el ángulo
∆θ mostrado es muy grande; en el límite, cuando ∆θ � 0, dichos ejes sí son

mutuamente ortogonales, y (4) mientras las líneas AœBœy AœœBœœson paralelas, las
líneas CœDœy CœœDœœno lo son, por lo que se evidencia mejor en la �gura 6.7.
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Bœœ

Cœœ

Dœœ
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urˆA•

v1ˆA•
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Figura â.Þ.An‡lisis de la deformaciÑn en coordenadas polares. En este gr‡•co la
simbolog¯a de los colores es igual a la de la •guraâ.â, por lo que no se repite. Aqu¯ el
diferencial de sÑlido que se ubica enABCDse desplaza y se deforma hasta alcanzar la
posiciÑnAœœBœœœCœœœDœœœ. En este gr‡•co se debe tener en cuenta lo siguiente: (Ô) observe

que las l¯neasAœBœy AœœBœœson paralelas, mientras que las l¯neasCœDœy CœœDœœno
lo son; (ò) el ‡nguloš B¥AœœDœœmide ÀýX; (ç) la suposiciÑn de que el ‡ngulo

š AœAœœO � š BœœBœœœAœœmida ÀýX solo es v‡lida cuando los desplazamientosurˆ A• y v1ˆ A•
se asumen mucho m‡s pequeGos quer, y (¥) � � š AœOAœœ� š BœœAœœB¥ � š CœœDœœC¥.
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6. formulación de la teoría de la elasticidad en coordenadas cilíndricas

θ̂(A), de modo que, por ejemplo, la distancia AD se convierte en AœDœy la distancia
BC se convierte en BœCœ. A continuación, el sólido AœBœCœDœse traslada rígidamente en
la dirección θ̂(A) y luego se deforma longitudinalmente, de nuevo, en dirección θ̂(A)
hasta alcanzar la posición AœœBœœCœœDœœ. Finalmente, el sólido se deforma angularmente
adoptando su con�guración �nal AœœBœœœCœœœDœœœ. Cabe recalcar que los puntos A, B, Aœy
Bœson colineales y la línea que los une es paralela al tramo AœœBœœ, como se aprecia en las
�guras 6.6 y 6.7. Por otro lado, las líneas CœDœy CœœDœœno son paralelas (¿por qué?).

Valiéndonos de las �guras 6.6 y 6.7, y asumiendo que ∆r y ∆θ son cantidadesmuy pe-
queñas, determinemos la posición de los puntos Aœ, Bœ, Aœœy Bœœ; esto se realiza aplicando
la fórmula (3.2):

posición �nal � posición inicial + desplazamiento

para obtener:

coordx′y′(Aœ) �
⎛⎝ r®
posición inicial

+ ur(A)²
desplazamiento

, 0®
posición inicial

+ 0®
desplazamiento

⎞⎠
� (r + ur(r, θ), 0)

coordx′y′(Bœ) ∶� ⎛⎝ r + ∆r²
posición inicial

+ ur(B)²
desplazamiento

, coordy′(Aœ))⎞⎠
�

⎛⎝r + ∆r + ur(r + ∆r, θ), 0⎞⎠
coordx′y′(Aœœ) �

⎛⎝coordx′(Aœ), 0®
posición inicial

+ vθ(A)²
desplazamiento

⎞⎠
�

⎛⎝r + ur(r, θ), vθ(r, θ)⎞⎠
coordx′y′(Bœœ) � ( coordx′(Bœ), coordy′(Aœœ))

�
⎛⎝r + ∆r + ur(r + ∆r, θ), vθ(r, θ)⎞⎠.

A partir de la �gura 6.6 observe, en particular, que la coordenada yœdel punto Dœœ, esto
es coordy′(Dœœ), está formada por la longitud del arco AœDœ, la cual es (r + ur(A))∆θ,
sumado al desplazamiento asociado al movimiento de AœBœCœDœhasta AœœBœœCœœDœœ, que
es vθ(D). De este modo:

coordx′y′(Dœœ) �
⎛⎝coordx′(Aœ), r∆θ°

posición inicial

+ur(A)∆θ + vθ(D)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
desplazamiento

⎞⎠
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6.6. componentes de la deformación en coordenadas polares

�
⎛⎝r + ur(r, θ), (r + ur(r, θ))∆θ + vθ(r, θ + ∆θ)⎞⎠;

adicionalmente, a partir de la �gura 6.7 se determina que

coordy′(Bœœœ) � vθ(B) � vθ(r + ∆r, θ)
coordx′(Dœœœ) � r + ur(D) � r + ur(r, θ + ∆θ),

y asumimos que (¿podría dar los detalles?):

coordx′(Bœœœ) � coordx′(Bœœ) � coordx′(Bœ)
coordy′(Dœœœ) � coordy′(Dœœ).

A partir de las �guras 6.6 y 6.7 y las posiciones de los puntos que acabamos de especi-
�car, se pueden calcular las siguientes distancias, las cuales utilizaremos posteriormente
en nuestros cálculos:

AB � coordx′(B) − coordx′(A)
� [r + ∆r] − [r]
� ∆r

AœBœ� coordx′(Bœ) − coordx′(Aœ)
� [r + ∆r + ur(r + ∆r, θ)] − [r + ur(r, θ)]
� ∆r + ur(r + ∆r, θ) − ur(r, θ)

AœœBœœ� coordx′(Bœœ) − coordx′(Aœœ)
� [r + ∆r + ur(r + ∆r, θ)] − [r + ur(r, θ)]
� ∆r + ur(r + ∆r, θ) − ur(r, θ)

AD � coordy′(D) − coordy′(A)
� [r∆θ] − [0]
� r∆θ

AœœDœœ� coordy′(Dœœ) − coordy′(Aœœ)
� [(r + ur(r, θ))∆θ + vθ(r, θ + ∆θ)] − [vθ(r, θ)]
� (r + ur(r, θ))∆θ + vθ(r, θ + ∆θ) − vθ(r, θ)

BœœBœœœ� coordy′(Bœœœ) − coordy′(Bœœ)
� vθ(r + ∆r, θ) − vθ(r, θ)

DœœDœœœ� coordx′(Dœœœ) − coordx′(Dœœ)
� [r + ur(r, θ + ∆θ)] − [r + ur(r, θ)]
� ur(r, θ + ∆θ) − ur(r, θ).

Hacemos énfasis, de nuevo, en que las coordenadas y longitudes que acabamos de
deducir son válidas siempre y cuando ∆r y ∆θ sean cantidades muy pequeñas.
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Como se vio en el capítulo 3, la deformación del sólido se descompone en deforma-
ción longitudinal, que denota el cambio en longitud del elemento en una cierta dirección,
y en deformación angular, que representa el cambio en el valor de un ángulo que origi-
nalmente era recto, es decir, que medía π/2 radianes; analizaremos cada una de ellas a
continuación.

Cálculo de la deformación longitudinal en la dirección radial εr

La deformación longitudinal en la dirección radial, que denotaremos aquí por εr, mide el
grado de estiramiento o contracción del sólido en el punto A � (r, θ) y en la dirección
r̂(A), y se de�ne como

εr(r, θ) ∶� ĺım
AB� 0

AœBœ− AB
AB

� ĺım
∆r� 0

[∆r + ur(r + ∆r, θ) − ur(r, θ)] − [∆r]
∆r

�
∂ur(r, θ)

∂r
.

Cálculo de la deformación longitudinal en la dirección tangencial εθ

La deformación longitudinal en la dirección tangencial, designada por εθ , mide el grado
de estiramiento o contracción del sólido en el punto A � (r, θ) y en la dirección θ̂(A), y
se de�ne como

εθ(r, θ) ∶� ĺım
AD� 0

AœœDœœ− AD
AD

� ĺım
∆θ� 0

[(r + ur(r, θ))∆θ + vθ(r, θ + ∆θ) − vθ(r, θ)] − [r∆θ]
r∆θ

�
ur(r, θ)

r
+ 1

r
∂vθ(r, θ)

∂θ
.

Esta ecuación contiene dos términos que se superponen: el primero, urˆ r,θ•
r , resulta

cuando el elemento diferencial ABCD se estira radial y angularmente hasta convertirse
en el elemento AœBœCœDœ; esta es una deformación producida, principalmente, por los
esfuerzos aplicados en la dirección radial. El segundo término, 1

r
∂vθ ˆ r,θ•

∂θ , resulta cuando
el diferencial AœBœCœDœse convierte en AœœBœœCœœDœœ; observe que esta es una deformación
producida, principalmente, por los esfuerzos aplicados en la dirección tangencial.

Unamanera de entender el término ur ˆ r,θ•
r es asumir un anillo de radio r sujeto única-

mente a una presión interna (�gura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad
ur; de esta forma, el perímetro del anillo no deformado es pi � 2πr y del anillo deforma-
do sería p f � 2π(r + ur). En este orden de ideas, la deformación longitudinal del anillo

en la dirección tangencial sería
p f � p i

p i
� ur

r .
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�
Kur ˆ r,1•

K1

r � urˆ r, 1• � Kv1ˆ r,1•
K1

,

y al reemplazar las ecuaciones anteriores en(â.çÀ):

� r1ˆ r, 1• �
Kv1ˆ r,1•

Kr

Ô� Kur ˆ r,1•
Kr

�
v1ˆ r, 1•

r � urˆ r, 1•
�

Kur ˆ r,1•
K1

r � urˆ r, 1• � Kv1ˆ r,1•
K1

,

y teniendo en cuenta queur y Kv1
K1 son cantidades mucho m‡s pequeGas quer, o sea,

ur P r y Kv1
K1 P r y como Kur

Kr es insigni•cante comparado con Ô, es decirKur
Kr P Ô, resulta

que

� r1ˆ r, 1• �
Kv1ˆ r, 1•

Kr
�

v1ˆ r, 1•
r

�
Ô
r

Kurˆ r, 1•
K1

.

Se deja como ejercicio al lector la interpretaciÑn f¯sica de cada uno de los t”rminos
que conforman esta ecuaciÑn.

En resumen, las componentes de la deformaciÑn longitudinal� r y � 1 y angular� r1

expresadas en coordenadas polares son

� r �
Kur

Kr

� 1 �
ur

r
�

Ô
r

Kv1

K1

� r1 �
Ô
r

Kur

K1
�

Kv1

Kr
�

v1

r
.

(â.¥ýa)

(â.¥ýb)

(â.¥ýc)

6.6.2. Método algebraico para el cálculo de las componentes de la
deformación en coordenadas polares

Las expresiones(â.¥ý) tambi”n se pueden deducir de forma algebraica a partir de las
ecuaciones(ç.Ôò)y (ç.Ô¥). De hecho, haciendo uso de la regla de la cadena, podemos
expresar� x como

� x �
Ku
Kx

�
Ku
Kr

Kr
Kx

�
Ku
K1

K1
Kx

�
Ku
Kr

cos1 �
Ô
r

Ku
K1

sin1;

derivando, con respecto ar y 1 y empleando la ecuaciÑn(â.ç—a), resulta

Ku
Kr

�
K
Kr

ˆur cos1 � v1 sin1•

�
Kur

Kr
cos1 �

Kv1

Kr
sin1

Ku
K1

�
K

K1
ˆur cos1 � v1 sin1•

ò—ò
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εr

θ

εθ

εx

Figura 6.8. Cuando θ = 0, las deformaciones longitudinales εx se convierten
en εr ; análogamente, cuando θ = π/2, las deformaciones longitudinales
εx se convierten en εθ . Por otro lado, cuando θ � 0, las deformaciones

angulares γxy se convierten en las deformaciones angulares γrθ (no ilustrado).

�
∂ur

∂θ
cos θ − ur sin θ − ∂vθ

∂θ
sin θ − vθ cos θ ,

y, utilizando (6.2), se concluye que

εx(θ) � (∂ur

∂r
cos θ − ∂vθ

∂r
sin θ) cos θ

− (∂ur

∂θ
cos θ − ur sin θ − ∂vθ

∂θ
sin θ − vθ cos θ) sin θr

.

Como ilustra la �gura 6.8, al evaluar la fórmula anterior para θ � 0 y θ � π/2, llegamos
a las ecuaciones (6.40a) y (6.40b), esto es:

εr � εx (0) εθ � εx (π/2) .
Finalmente, podemos calcular γrθ (ecuación [6.40c]) a partir de γxy(θ) como una

función de ur, vθ y θ, teniendo en cuenta que

γrθ � γxy(0) � −γxy(π/2).
Esta demostración se deja como ejercicio al lector.

6.7. Componentes de la deformación en coordenadas
cilíndricas

Como se estudió en el capítulo 3, las deformaciones miden el cambio de forma de un di-
ferencial de sólido. Estas se dividen en dos grandes clases: deformaciones longitudinales
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6. formulación de la teoría de la elasticidad en coordenadas cilíndricas

y deformaciones angulares. Las primeras miden qué tanto se estira o se contrae un dife-
rencial de sólido en una dirección dada, mientras que las segundas miden la variación
experimentada por el ángulo entre dos caras mutuamente ortogonales de un elemento
diferencial.

Al igual que se hizo con la ecuación (3.15), es conveniente organizar las deformacio-
nes en las matrices o tensores de deformaciones ingenieriles y de deformaciones matemá-
ticas en coordenadas cilíndricas. Estos tensores se indican a continuación:

εcil �
⎛⎜⎝
εr εrθ εrz
εθr εθ εθz
εzr εzθ εz

⎞⎟⎠
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

deformaciones matemáticas

�
⎛⎜⎝

εr
1
2γrθ

1
2γrz

1
2γθr εθ

1
2γθz

1
2γzr

1
2γzθ εz

⎞⎟⎠
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
deformaciones ingenieriles

. (6.41)

La matriz de deformaciones εcil se puede obtener desde el sistema de coordenadas
rectangulares haciendo uso de las ecuaciones (3.17) y (3.22), teniendo en cuenta que
εcil � εœy que la matriz T está dada por la ecuación (6.6). De este modo, a partir de (3.17)
se obtiene la fórmula

εcil � TTεT ,

que permite convertir lamatriz de deformación en coordenadas rectangulares ε a aquella
en coordenadas cilíndricas εcil; además, utilizando (3.22) resulta la ecuación

ε � TεcilT
T , (6.42)

que convierte la matriz de deformación en coordenadas cilíndricas εcil a aquella en coor-
denadas rectangulares ε.

Las componentes de la deformación expresadas en coordenadas rectangulares (ecua-
ciones [3.12] y [3.14]) pueden expresarse en coordenadas cilíndricas aplicando un pro-
cedimiento algebraico similar al explicado al �nal de la sección 6.6.2. De hecho, con el
siguiente código de Maxima podemos realizar fácilmente esa tarea:

1 /* Se especifica que ur, vt y w son funciones de r, t y z */
2 /* y que r y t son funciones de x y de y */
3 depends([ur, vt, w], [r, t, z])$
4 depends([r, t], [x, y])$
5

6 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
7 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
8 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
9

10 /* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */
11 T : matrix(
12 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

13 [ sin(t), cos(t), 0 ],

14 [ 0, 0, 1 ]
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6.7. componentes de la deformación en coordenadas cilíndricas

15 )$
16

17 /* Deformaciones matemáticas en términos de deformaciones ingenieriles */
18 ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$
19

20 /* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) */
21 def_cil : matrix(
22 [ er, ert, erz ],

23 [ ert, et, etz ],

24 [ erz, etz, ez ]

25 )$
26

27 /* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */
28 def: T.def_cil.transpose(T)$ /* ecuación (6.42) */
29

30 /* Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas */
31 /* rectangulares */
32 ex : def[1][1]$ ey : def[2][2]$ ez : def[3][3]$
33 gxy : 2*def[1][2]$ gxz : 2*def[1][3]$ gyz : 2*def[2][3]$
34

35 /* Vector de desplazamientos con respecto a la base {r,t,z} */
36 des_cil : matrix([ ur ], [ vt ], [ w ])$
37

38 /* Se expresa el vector de desplazamientos con respecto a la base {i,j,k} */
39 des: T.des_cil$

40

41 /* Se hace la asignación respectiva de los desplazamientos */
42 u : des[1][1]$
43 v : des[2][1]$
44

45 /* Deformaciones en coordenadas rectangulares, ecuaciones (3.12) y (3.14) */
46 eq1 : ex = diff(u, x)$
47 eq2 : ey = diff(v, y)$
48 eq3 : ez = diff(w, z)$
49 eq4 : gxy = diff(u, y) + diff(v, x)$
50 eq5 : gyz = diff(v, z) + diff(w, y)$
51 eq6 : gxz = diff(u, z) + diff(w, x)$
52

53 /* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las deformaciones */
54 ev([eq1, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6], sin(t)=0, cos(t)=1);

Aquí las variables ur, vθ , θ y γxy se han representado, respectivamente, como ur, vt, t y
gxy. El resultado de ejecución de este código es el siguiente:

εr �
∂ur

∂r
γrθ �

1

r
∂ur

∂θ
+ ∂vθ

∂r
− vθ

r

εθ �
ur

r
+ 1

r
∂vθ
∂θ

γθz �
∂vθ
∂z
+ 1

r
∂w
∂θ

εz �
∂w
∂z

γrz �
∂w
∂r
+ ∂ur

∂z
.

(6.43)
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En el código anterior, en la línea 3 se expresan las componentes de desplazamiento
en coordenadas cilíndricas ur, vθ y w como funciones de r, θ y z, y en la línea 4 dice
que ambas, r y θ, son funciones de x y y. En las líneas 7 y 8 se de�nen las derivadas
de las funciones r y θ con respecto a x y a y, respectivamente, como se explica en la
sección 6.1.1; estas líneas son básicamente una implementación de las ecuaciones (6.2).
En la línea 36 se de�nen las componentes del vector de desplazamiento en coordenadas
cilíndricas, es decir, ucil � [ur , vθ , w]T , y de la línea 11 a la 14 se de�nen las componentes
de la matriz de transformación T de�nida en la ecuación (6.6) y que ha sido empleada
para encontrar la representación del vector ucil con respecto a los ejes x, y y z, esto es,
u � [u, v , w]T , de acuerdo con lo comentado en el sección 2.5. Lo anterior se hizo utili-
zando la fórmula u � Tucil (ver línea 39). Por su parte, las cantidades u y v se extrajeron
del vector u mediante las líneas 42 y 43, respectivamente. De la línea 46 a la 51 se escri-
ben las ecuaciones (3.12) y (3.14), que representan las componentes de la deformación
en coordenadas rectangulares. Finalmente, en la línea 54 se hace sin θ � 0 y cos θ � 1
con base en un procedimiento similar al que se realizó para encontrar las ecuaciones de
equilibrio, en la página 268, valiéndonos esta vez las factorizaciones dadas por

facsum(ex - diff(u, x) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(ey - diff(v, y) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(ez - diff(w, z) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gxy - diff(u, y) + diff(v, x) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gyz - diff(v, z) + diff(w, y) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gxz - diff(u, z) + diff(w, x) = 0, sin(t), cos(t));

Se deja dicha comprobación como tarea al lector.

6.8. Desplazamiento y deformación en el caso de simetría
axial

Recordemos que, en el caso de simetría axial, no existe dependencia de las componentes
de esfuerzo en θ ( ∂σr

∂θ � ∂σθ
∂θ � ⋯ � ∂τθz

∂θ � 0) y, además, los esfuerzos cortantes τrθ y τθz
se anulan sobre cualquier corte del plano axial. Por la misma simetría axial se tiene que
en el caso axisimétrico vθ � 0; además, ur y w son funciones independientes de θ, esto
es ur(r, θ , z) � ur(r, z), vθ(r, θ , z) � 0 y w(r, θ , z) � w(r, z). De esto, se deduce que las
deformaciones (6.43) se convierten en el caso axisimétrico en las siguientes ecuaciones:

εr(r, z) �
∂ur(r, z)

∂r
γrθ(r, z) � 0

εθ(r, z) �
ur(r, z)

r
γθz(r, z) � 0

εz(r, z) �
∂w(r, z)

∂z
γrz(r, z) �

∂w(r, z)
∂r

+ ∂ur(r, z)
∂z

.

(6.44)
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6.9. ley de hooke

Una forma para entender εθ(r, z) � urˆ r,z•
r es asumir un anillo de radio r sujeto única-

mente a una presión interna (�gura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad
ur; de esta forma, el perímetro del anillo no deformado es pi � 2πr y del anillo deforma-
do sería p f � 2π(r + ur). En consecuencia, la deformación longitudinal del anillo en la

dirección tangencial sería εθ �
p f � p i

p i
� ur

r .

6.9. Ley de Hooke

La ley deHooke, que se estudió en el capítulo 4, es una relación constitutiva que describe
la relación entre los esfuerzos y las deformaciones en sólidos elásticos lineales. Recorde-
mos que esta relación constitutiva solo es válida para pequeñas deformaciones.

A continuación, expresaremos la ley de Hooke, en coordenadas cilíndricas, para el
caso de materiales isótropos. Para tal �n, utilizamos el siguiente código de Maxima, el
cual mediante operaciones algebraicas transforma (4.3) y (4.12) en las ecuaciones busca-
das:

1 /* Se define la matriz de transformación T, ecuación (6.6) */
2 T : matrix(
3 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

4 [ sin(t), cos(t), 0 ],

5 [ 0, 0, 1 ]

6 )$
7

8 /* Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilíndricas, ec. (6.21) */
9 sigma_cil : matrix(

10 [ sr, trt, trz ],

11 [ trt, st, ttz ],

12 [ trz, ttz, sz ]

13 )$
14

15 /* Se convierte dicha matriz de tensiones a coordenadas rectangulares */
16 sigma: T.sigma_cil.transpose(T)$ /* ecuación (6.25) */
17

18 /* Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas */
19 /* rectangulares */
20 sx : sigma[1][1]$ sy : sigma[2][2]$ sz : sigma[3][3]$
21 txy : sigma[1][2]$ txz : sigma[1][3]$ tyz : sigma[2][3]$
22

23 /* Deformaciones matemáticas en términos de deformaciones ingenieriles */
24 ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$
25

26 /* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) */
27 def_cil : matrix(
28 [ er, ert, erz ],

29 [ ert, et, etz ],

30 [ erz, etz, ez ]

31 )$
32
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33 /* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */
34 def: T.def_cil.transpose(T)$ /* ecuación (6.42) */
35

36 /* Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas */
37 /* rectangulares */
38 ex : def[1][1]$ ey : def[2][2]$ ez : def[3][3]$
39 gxy : 2*def[1][2]$ gxz : 2*def[1][3]$ gyz : 2*def[2][3]$
40

41 /* La ley de Hooke en coordenadas rectangulares, ecs. (4.3) y (4.12) */
42 eq1: ex = (1/E)*(sx - nu*(sy + sz))$
43 eq2: ey = (1/E)*(sy - nu*(sx + sz))$
44 eq3: ez = (1/E)*(sz - nu*(sx + sy))$
45 eq4: gxy = txy/G$

46 eq5: gxz = txz/G$

47 eq6: gyz = tyz/G$

48

49 /* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las ley de Hooke */
50 ev([eq1, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6], sin(t)=0, cos(t)=1);

Aquí sr, st, trt, trz, ttz y txy denotan, respectivamente, los esfuerzos σr, σθ , τrθ , τrz,
τθz y τxy, y las variables er, et y etz representan las deformaciones εr, εθ , y εθz, respecti-
vamente.

En el código anterior, las líneas 2 a 6, 9 a 13 y 27 a 31 de�nen la matriz de trans-
formación T (ecuación [6.6]), la matriz de tensiones σ cil (ecuación [6.21]) y la matriz
de deformaciones matemáticas εcil (ecuación [6.41]), respectivamente. Estas matrices se
de�nieron con el objetivo de poder calcular la matriz de tensiones σ y la matriz de defor-
maciones ε en coordenadas rectangulares, de acuerdo con las ecuaciones (6.25) y (6.42),
respectivamente, estando estas fórmulas implementadas en las líneas 16 y 34. Una vez ex-
traídos los esfuerzos y las deformaciones de las matrices σ y ε, se extraen sus términos
en las líneas 20–21 y 38–39, respectivamente. Entonces, se reemplazan dichos términos
en la ley de Hooke expresada en coordenadas rectangulares (4.3) y (4.12) entre las líneas
42 y 47 y, �nalmente, en la línea 50 se hace sin θ � 0 y cos θ � 1 de la misma forma que se
hizo para el cálculo de las ecuaciones diferenciales de equilibrio y de las deformaciones,
obteniendo así la ley de Hooke en coordenadas cilíndricas.

El resultado de la ejecución del código anterior nos dice que las ecuaciones (4.3) y
(4.12) expresadas en coordenadas cilíndricas son

εr �
1

E
(σr − ν (σθ + σz)) γrθ �

1

G
τrθ

εθ �
1

E
(σθ − ν (σr + σz)) γθz �

1

G
τθz

εz �
1

E
(σz − ν (σr + σθ)) γrz �

1

G
τrz .
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• En coordenadas polares, suponiendoun estadode tensiónplana (ver sección 4.8.1):

εr �
1

E
(σr − νσθ) γrθ �

1

G
τrθ

εθ �
1

E
(σθ − νσr) γrz � 0 (6.46)

εz � − ν
E

(σr + σθ) γθz � 0

y

σr �
E

1 − ν2 (εr + νεθ) τrθ � Gγrθ

σθ �
E

1 − ν2 (εθ + νεr) τrz � 0 (6.47)

σz � 0 τθz � 0.

• En un estado de simetría axial, esto es, si no existe dependencia de las componen-
tes de esfuerzo en θ ( ∂σr

∂θ � ∂σθ
∂θ � ⋯ � ∂τθz

∂θ � 0), los esfuerzos cortantes se anulan
sobre cualquier corte del plano axial, es decir, τrθ � τθz � 0; esto implica que la ley
de Hooke se vuelve

⎛⎜⎜⎜⎝
σr
σθ
σz
τrz

⎞⎟⎟⎟⎠ �
E(1 + ν) (1 − 2ν)

⎛⎜⎜⎜⎝
1 − ν ν ν 0
ν 1 − ν ν 0
ν ν 1 − ν 0
0 0 0 1� 2ν

2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
εr
εθ
εz
γrz

⎞⎟⎟⎟⎠ .

La demostración de las ecuaciones anteriores, así como la correspondiente al caso de
deformación plana en coordenadas polares, se dejan como ejercicio al lector.

6.10. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad

Las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilíndricas (6.33) forman un
sistema de tres ecuaciones con seis incógnitas (σr, σθ , σz, τrθ , τrz y τθz); al ser este un
problema hiperestático, se requieren al menos tres ecuaciones adicionales para poder
encontrar los esfuerzos al interior del sólido. Dichas ecuaciones se deducen utilizando
las deformaciones del sólido, teniendo en cuenta que el campo vectorial de desplaza-
mientos de este debe ser tal que no existan ni grietas ni traslapos en el material (ver
sección 5.2.7). Según se estudió en la sección 5.2, dichos criterios se cumplen al satisfa-
cer las ecuaciones diferenciales de compatibilidad, las cuales tienen dos versiones: una
en términos de deformaciones y otra en términos de esfuerzos.

A continuación, se expone el caso tridimensional y los casos bidimensionales, polar
y axisimétrico de las ecuaciones de compatibilidad tanto en términos de esfuerzos como
de deformaciones.
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6.10.1. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales

Dadas las tres ecuaciones de equilibrio(â.çç), se requieren tres ecuaciones adicionales
para calcular los seis esfuerzos. r , . 1, . z, 0r1, 0rz y 01z; estas son las ecuaciones diferencia-
les de compatibilidad. En el caso tridimensional, usualmente setrabaja no con tres sino
con seis ecuaciones de segundo orden (que corresponden a las ecuaciones( .Þ)), las cua-
les se pueden reducir a un sistema de tres ecuaciones diferenciales de cuarto orden. Sin
embargo, se pre•ere trabajar con las seis ecuaciones que se mostrar‡n a continuaciÑn,
ya que de este modo la complejidad matem‡tica de la formulaciÑn es menor.

Seguidamente, se presentan las ecuaciones diferenciales de compatibilidad en el caso
tridimensional expresadas en t”rminos de deformaciones y esfuerzos, respectivamente.

Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales en términos de
deformaciones (las ecuaciones de Saint-Venant)

Las ecuaciones de compatibilidad en t”rminos de deformaciones en el caso tridimensio-
nal, es decir, lasecuaciones de Saint-Venanten coordenadas cil¯ndricas son

Ô
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Kò� r
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(â.¥—)

Estas fÑrmulas se obtuvieron con la ayuda del siguiente programa de Maxima, el
cual convirtiÑ las ecuaciones de compatibilidad en coordenadasrectangulares (ecuacio-
nes [ .Þ]) a coordenadas cil¯ndricas:

Ô / * Se define la dependencia funcional * /
ò depends ([er, et, ez, grt, grz, gtz], [r, t, z]) $
ç depends ([r, t], [x, y]) $
¥

  / * Se especifican "manualmente" las derivadas dr _dx, dr _dy, dt _dx, dt _dy * /
â gradef (r,x, cos (t)) $ gradef (r,y, sin (t)) $ / * ecuaciones (â.òa) * /
Þ gradef (t,x, - sin (t)/r) $ gradef (t,y, cos (t)/r) $ / * ecuaciones (â.òb) * /
—

À / * Se define la matriz de transformación T (â.â) * /
Ôý T : matrix (

òÀÔ
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11 [ cos(t), -sin(t), 0 ],

12 [ sin(t), cos(t), 0 ],

13 [ 0, 0, 1 ]

14 )$
15

16 /* Se definen las deformaciones angulares matemáticas ert, erz y etz */
17 ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$
18

19 /* Se define la matriz de deformaciones en coord. cilíndricas, ec. (6.41) */
20 def_cil : matrix(
21 [ er, ert, erz ],

22 [ ert, et, etz ],

23 [ erz, etz, ez ]

24 )$
25

26 /* Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares */
27 def: T.def_cil.transpose(T)$ /* ecuación (6.42) */
28

29 /* Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas */
30 /* rectangulares */
31 ex : def[1][1]$ ey : def[2][2]$ ez : def[3][3]$
32 gxy : 2*def[1][2]$ gxz : 2*def[1][3]$ gyz : 2*def[2][3]$
33

34 /* Ecuaciones de compatibilidad en coordenadas rectangulares (5.7). Tenga */
35 /* en cuenta que estas ecuaciones se escribieron de modo tal que sus lados */
36 /* derechos sean iguales a cero */
37 e1: diff(ex, y,2) + diff(ey, x,2) - diff(gxy, x,1, y,1)$
38 e2: diff(ey, z,2) + diff(ez, y,2) - diff(gyz, y,1, z,1)$
39 e3: diff(ez, x,2) + diff(ex, z,2) - diff(gxz, x,1, z,1)$
40 e4: 2*diff(ex, y,1, z,1) - diff(- diff(gyz,x) + diff(gxz,y) + diff(gxy,z),x)$
41 e5: 2*diff(ey, x,1, z,1) - diff(+ diff(gyz,x) - diff(gxz,y) + diff(gxy,z),y)$
42 e6: 2*diff(ez, x,1, y,1) - diff(+ diff(gyz,x) + diff(gxz,y) - diff(gxy,z),z)$
43

44 /* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 en las anteriores ecuaciones */
45 eqs : expand(ev(trigsimp([e1, e2, e3, e4, e5, e6]), sin(t)=0, cos(t)=1))$
46

47 /* Se verifica que las ecs. calculadas son iguales a las ecs. (6.48) */
48 ee1: (1/r^2)*diff(er,t,2) + (1/r)*diff(r*diff(et,r) - (er-et),r)

49 - (1/r)*diff(diff(grt,r) + grt/r,t)$
50 ee2: (1/r^2)*diff(ez,t,2) + diff(et,z,2) + (1/r)*diff(ez,r)
51 - (1/r)*diff(diff(gtz,t) + grz,z)$
52 ee3: diff(ez,r,2) + diff(er,z,2) - diff(grz,r,1,z,1)$
53 ee4: (2/r)*diff(er,t,1,z,1) - (1/r)*diff(r*diff(grt,z) - gtz,r)

54 - diff((1/r)*diff(grz,t) - diff(gtz,r),r) - (1/r)*diff(grt,z) - gtz/r^2$
55 ee5: 2*diff(diff(et,r) - (er-et)/r,z) - (1/r)*diff(diff(gtz,r)
56 - (1/r)*diff(grz,t) + diff(grt,z),t) - (1/r^2)*diff(gtz,t)$
57 ee6: (2/r)*diff(diff(ez,r) - ez/r,t) - diff(diff(gtz,r) + (1/r)*diff(grz,t)
58 - diff(grt,z) - gtz/r,z)$
59

60 expand(eqs[1] - ee1); /* Imprime 0 */
61 expand(eqs[2] - ee2); /* Imprime 0 */
62 expand(eqs[3] - ee3); /* Imprime 0 */
63 expand(eqs[4] - ee4); /* Imprime 0 */
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64 expand(eqs[5] - ee5); /* Imprime 0 */
65 expand(eqs[6] - ee6); /* Imprime 0 */

Para comprobar que el resultado calculado por Maxima en la línea 45 corresponde
a las ecuaciones de Saint-Venant (6.48), se utilizaron las líneas 47 a 65. Observe que
en estas ecuaciones se han reorganizado los términos de modo que las deformaciones
longitudinales queden en la parte izquierda de la ecuación y las angulares en la parte
derecha, tal y como se presentaron las ecuaciones (5.7).

Es importante anotar que en el programa anterior, el comando diff(gxy, x,1, y,1),
de la línea 37, establece que la expresión gxy se deriva una vez con respecto a la variable

x y otra vez con respecto a y, es decir, representa la derivada mixta ∂2γx y
∂x∂y .

Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales en términos de esfuerzos
asumiendo que las fuerzas másicas son constantes (las ecuaciones de Beltrami)

Como se discutió en la sección 5.2.6, las ecuaciones de compatibilidad en términos de
esfuerzos en coordenadas rectangulares en el caso tridimensional están dadas por las
ecuaciones de Michell (5.17); sin embargo, cuando las fuerzas másicas son constantes,
dichas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de Beltrami (5.18). Se deja como tarea al
lector veri�car mediante un programa de Maxima que las ecuaciones de Beltrami (5.18)
expresadas en coordenadas cilíndricas son:

(1 + ν) (∇2σr − 4

r2
∂τrθ

∂θ
− 2

r2
(σr − σθ)) + ∂2Θ

∂r2
� 0

(1 + ν) (∇2σθ + 4

r2
∂τrθ

∂θ
+ 2

r2
(σr − σθ)) + 1

r
∂Θ
∂r
+ 1

r2
∂2Θ

∂θ2
� 0

(1 + ν)∇2σz + ∂2Θ

∂z2
� 0

(1 + ν) (∇2τθz + 2

r2
∂τrz

∂θ
− 1

r2
τθz) + 1

r
∂2Θ

∂θ∂z
� 0

(1 + ν) (∇2τrz − 2

r2
∂τθz

∂θ
− 1

r2
τrz) + ∂2Θ

∂r∂z
� 0

(1 + ν) (∇2τrθ + 2

r2
∂

∂θ
(σr − σθ) − 4

r2
τrθ) + ∂

∂r
( 1

r
∂Θ
∂θ

) � 0,

(6.49)

donde
Θ ∶� σr + σθ + σz � σx + σy + σz (6.50)

es el invariante I1 de esfuerzo, de acuerdo con la ecuación (2.46a). Recuerde que el sím-
bolo ∇2 representa el operador laplaciano en coordenadas cilíndricas, el cual se de�ne
por la ecuación (6.9).
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6.10.2. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales

En la sección 6.5 vimos que las ecuaciones diferenciales de equilibrio se pueden particu-
larizar, a dos dimensiones, de las siguientes formas:

Caso 1 (coordenadas polares): aquí las ecuaciones de equilibrio están dadas por las fór-
mulas (6.34), siendo las incógnitas por resolver las funciones σr, σθ y τrθ ; dichas
funciones dependen de las variables r y θ y son independientes de z. Recuerde que,
en este caso, σz � constante y τrz � τθz � 0. En el sistema de coordenadas polares
se tienen dos casos particulares: tensión y deformación plana.

Caso 2 (estado axisimétrico): aquí las ecuaciones de equilibrio están dadas por las fór-
mulas (6.35), siendo las incógnitas por resolver las funciones σr, σz y τrz; estas son
funciones que dependen de las variables r y z y son independientes de θ. Recuer-
de que, en este caso, σθ � constante y τrθ � τθz � 0. Adicionalmente, según lo
explicado en la sección 6.8, vθ � 0.

En el primer caso, tenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas y, en
el segundo, uno de dos ecuaciones con cuatro incógnitas que requieren ecuaciones adi-
cionales para resolver el sistema. Estas ecuaciones son las ecuaciones diferenciales de
compatibilidad, las cuales tienen dos formas: una en términos de deformaciones y otra
en términos de esfuerzos.

Caso 1 (coordenadas polares): ecuación diferencial de compatibilidad bidimensional
en términos de deformaciones

La ecuación bidimensional de compatibilidad, en términos de deformaciones en coor-
denadas rectangulares (5.6), se puede expresar en coordenadas polares como

1

r2
∂2εr

∂θ2
+ 1

r
∂
∂r

(r
∂εθ
∂r
− (εr − εθ)) �

1

r
∂

∂θ
(∂γrθ

∂r
+ γrθ

r
) .

Esta demostración se deja como ejercicio al lector. Observe que esta ecuación correspon-
de a la primera de las ecuaciones (6.48).

Caso 1 (coordenadas polares): ecuación diferencial de compatibilidad bidimensional
en términos de esfuerzos

La ecuación de compatibilidad bidimensional en términos de esfuerzos (5.13), reescrita
aquí por conveniencia:

( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (σx + σy)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
©2‰σx � σyŽ

� K1 (∂X
∂x
+ ∂Y

∂y
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
div b

, (5.13)

294



6.10. ecuaciones diferenciales de compatibilidad

puede expresarse en coordenadas polares como

( ∂2

∂r2
+ 1

r

∂
∂r
+ 1

r2
∂2

∂θ2
) (σr + σθ) � K1 (∂br

∂r
+ br

r
+ 1

r

∂bθ
∂θ

) . (6.51)

Esto resulta al reemplazar en (5.13) el laplaciano y la divergencia en coordenadas polares
(ecuaciones (6.4) y (6.15), respectivamente) y empleando (6.50).

Recuerde que en las ecuaciones anteriores K1 se calcula mediante (5.14), es decir,

K1 �
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−(1 + ν) para el caso de tensión plana

− 1
1� ν para el caso de deformación plana.

(5.14)

Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (6.51) utilizando un programa
de Maxima.

Es importante anotar el hecho de que si el campo vectorial de fuerzas másicas b �[X ,Y]T es constante, entonces div b � 0, ya que en este caso el campo vectorial b no
presenta una expansión o contracción en ningún punto del espacio. No obstante, si el
campo vectorial de fuerzas másicas bcil � [br , bθ]T es constante, se tiene que div bcil � br

r ;
en este caso, el campo vectorial estaría divergiendo del origen si br A0 o contrayéndose
hacia el origen si br @0, tal y como se muestra en las �guras A.3a y A.3b.

El hecho de que b � [X ,Y]T constante implique que div bcil � 0, incluso en el con-
texto de coordenadas polares, se puede veri�car mediante el programa de Maxima:

1 /* Se define la dependencia funcional */
2 depends([r, t], [x, y])$
3

4 /* Se especifican las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
5 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
6 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
7

8 /* Se define la divergencia en coordenadas rectangulares y polares */
9 div_rec(fx,fy) := diff(fx,x) + diff(fy,y)$ /* ec. (6.10) */

10 div_pol(fr,ft) := diff(fr,r) + fr/r + (1/r)*diff(ft,t)$ /* ec. (6.15) */
11

12 /* Se definen las fuerzas másicas en coordenadas polares */
13 br : X*cos(t) + Y*sin(t)$
14 bt : -X*sin(t) + Y*cos(t)$
15

16 /* Se calcula la divergencia en coordenadas rectangulares y polares*/
17 trigreduce(div_rec( X, Y)); /* imprime 0 */
18 trigreduce(div_pol(br, bt)); /* imprime 0 */

el cual imprime como resultado de las líneas 17 y 18, 0 y 0, respectivamente. Observe
que las fuerzas másicas X y Y se asumen constantes, ya que de estas no se especi�có la
dependencia funcional en la línea 2.
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Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad
bidimensionales en términos de deformaciones

En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi-
mensionales (6.48). Para tal �n, se tendrá en cuenta que, según las ecuaciones (6.44), en
el caso axisimétrico: γrθ � γθz � 0 y que las deformaciones εr, εθ , εz y γrz son todas fun-
ciones únicamente dependientes de r y z. Cuando se realizan estas operaciones, resultan
las siguientes cuatro ecuaciones (la cuarta y la sexta ecuación se anulan en el proceso
algebraico):

∂
∂r

(r ∂εθ
∂r
− (εr − εθ)) � 0

∂2εθ
∂z2
+ 1

r

∂εz

∂r
�
1

r

∂γrz

∂z
∂2εz

∂r2
+ ∂2εr

∂z2
�

∂2γrz

∂r∂z
∂
∂z

(r ∂εθ
∂r
− (εr − εθ)) � 0.

Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad
bidimensionales en términos de esfuerzos (asumiendo que las fuerzas másicas son
constantes)

En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi-
mensionales (6.49). Para tal �n, se tendrá en cuenta que en el caso axisimétrico: τrθ �
τθz � 0 y que los esfuerzos σr, σθ , σz y τrz son todos funciones únicamente dependien-
tes de r y z. Al realizar dichas operaciones, resultan las siguientes cuatro ecuaciones (la
cuarta y la sexta ecuación se anulan en el proceso algebraico):

∇2σr − 2

r2
(σr − σθ) + 1

1 + ν
∂2Θ

∂r2
� 0

∇2σθ + 2

r2
(σr − σθ) + 1

1 + ν
1

r

∂Θ
∂r

� 0

∇2σz + 1

1 + ν
∂2Θ

∂z2
� 0

∇2τrz − 1

r2
τrz + 1

1 + ν
∂2Θ

∂r∂z
� 0;

(6.52)

aquí el invariante de esfuerzo Θ está dado por la ecuación (6.50).
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6.11. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier

En la sección 5.8 se estudió que las ecuaciones de Cauchy-Navier describen el campo vec-
torial de desplazamientos de un sólido hecho de unmaterial elástico, lineal, homogéneo
e isótropo. En coordenadas cilíndricas, estas ecuaciones son

(λ +G)∂e
∂r
+G (∇2ur − ur

r2
− 2

r2
∂vθ
∂θ

) + br � 0

(λ +G) 1
r

∂e
∂θ
+G (∇2vθ − vθ

r2
+ 2

r2
∂ur

∂θ
) + bθ � 0

(λ +G)∂e
∂z
+G∇2w + bz � 0,

donde la dilatación cúbica e se expresa como la divergencia del campo vectorial de des-
plazamientos u, el cual está dado, según la ecuación (6.45), por

e �
1

r
∂
∂r

(rur) + 1

r
∂vθ
∂θ
+ ∂w

∂z
,

y el operador laplaciano está dado por (6.9)

∇2 �
∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r
+ 1

r2
∂2

∂θ2
+ ∂2

∂z2
.

Cuando tenemos el caso de coordenadas polares, usando el estado de deformación
plana, estas ecuaciones se reducen a

(λ +G)∂e
∂r
+G (∇2ur − ur

r2
− 2

r2
∂vθ
∂θ

) + br � 0

(λ +G) 1
r

∂e
∂θ
+G (∇2vθ − vθ

r2
+ 2

r2
∂ur

∂θ
) + bθ � 0,

y en el caso de tensión plana a

E
2(1 − ν) ∂e

∂r
+G (∇2ur − ur

r2
− 2

r2
∂vθ
∂θ

) + br � 0

E
2(1 − ν) 1r ∂e

∂θ
+G (∇2vθ − vθ

r2
+ 2

r2
∂ur

∂θ
) + bθ � 0;

en estos dos últimos casos de tensión y deformación plana, la dilatación cúbica y el ope-
rador laplaciano se convierten, respectivamente, en

e �
1

r
∂
∂r

(rur) + 1

r
∂vθ
∂θ
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y

∇2 �
∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r
+ 1

r2
∂2

∂θ2
.

Finalmente, en el caso de coordenadas axisimétricas, las ecuaciones de Cauchy-Na-
vier son:

(λ +G)∂e
∂r
+G (∇2ur − ur

r2
) + br � 0

(λ +G)∂e
∂z
+G∇2w + bz � 0,

(6.53)

donde la dilatación cúbica e se simpli�ca, de acuerdo con (6.45), así:

e �
∂ur

∂r
+ ur

r
+ ∂w

∂z
,

y el operador laplaciano estaría dado, a partir de (6.9), por

∇2 �
1

r
∂
∂r

(r
∂
∂r

) + ∂2

∂z2
�

∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r
+ ∂2

∂z2
. (6.54)

La demostración de estas fórmulas, junto con las condiciones de fronteras asociadas,
se proponen como ejercicio al lector.

6.12. Funciones de tensión

En la sección 5.7 vimos, en el caso bidimensional, que el uso de la función de tensión
de Airy permite simpli�car la formulación al reducir las dos ecuaciones diferenciales
de equilibrio y la única ecuación diferencial de compatibilidad, en términos de esfuer-
zos, a una sola ecuación diferencial. El hecho de tener que lidiar con una sola ecuación
simpli�ca notablemente la solución del problema elástico. En la sección 6.13 veremos
muchos ejemplos de aplicación que ayudarán a comprender la importancia práctica de
las funciones de tensión.

A continuación, estudiaremos dos funciones de tensión para el caso bidimensional:
la función de tensión de Airy, que se emplea en coordenadas polares (caso 1) y la función
de tensión de Love, que se emplea cuando se tiene simetría axial (caso 2).

6.12.1. Función de tensión de Airy

En la sección 5.7 vimos que la función de tensión de Airy ϕ reducía las dos ecuaciones
de equilibrio (5.1) y la única ecuación de compatibilidad (5.13) a una sola ecuación dife-
rencial que era, en el caso de fuerzas másicas constantes, igual a la ecuación biarmónica
de ϕ (5.43), es decir ∇4ϕ � 0, simpli�cando de este modo la solución al problema del
cálculo de los esfuerzos al interior del sólido.
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5 /* Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy */
6 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) */
7 gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) */
8

9 /* El laplaciano en coordenadas polares, ecuación (6.4) */
10 lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)*diff(f,r) + (1/r^2)*diff(f,t,2)$
11

12 /* sr, st y trt en términos de la función de tensión de Airy, ec. (6.55) */
13 sr : (1/r)*diff(phi,r) + (1/r^2)*diff(phi,t,2)$
14 st : diff(phi,r,2)$
15 trt : (1/r^2)*diff(phi,t) - (1/r)*diff(phi, r,1, t,1)$
16

17 /* Se reemplaza en las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34) */
18 /* asumiendo que las fuerzas másicas son nulas, o sea br = bt = 0 */
19 eq1 : expand(diff(sr,r) + (1/r)*diff(trt,t) + (sr - st)/r = 0); /* da 0=0 */
20 eq2 : expand(diff(trt,r) + (1/r)*diff(st,t) + 2*trt/r = 0); /* da 0=0 */
21

22 /* Se reemplaza en la ecuación diferencial bidimensional de compatibilidad */
23 /* en términos de esfuerzos (6.51), asumiendo que las fuerzas másicas son */
24 /* nulas, esto es br = bt = 0 */
25 eq3a : expand(trigsimp(lapl(sr + st) = 0)); /* imprime la ecuación (6.57) */
26

27 /* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy en */
28 /* coordenadas polares, ecuación (6.56) */
29 eq3b : expand(lapl(lapl(phi))) = 0; /* imprime la ecuación (6.57) */

La salida de las líneas 19 y 20 son las igualdades 0 � 0 y 0 � 0, lo que indica que las
relaciones de Airy (6.55) satisfacen las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34). Por
otro lado, a partir de las líneas 25 y 29 se deduce que la ecuación (5.43), mostrada aquí
por conveniencia:

∇4ϕ �
∂4ϕ
∂x4
+ 2 ∂4ϕ

∂x2∂y2
+ ∂4ϕ

∂y4
� ( ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
) (∂2ϕ

∂x2
+ ∂2ϕ

∂y2
) � 0, (5.43)

se puede escribir entonces en términos del laplaciano (6.4), o sea∇2ϕ � ∂2ϕ
∂r2 + 1

r
∂ϕ
∂r + 1

r2

∂2ϕ
∂θ2 ,

como

∇4ϕ � ( ∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r
+ 1

r2
∂2

∂θ2
) (∂2ϕ

∂r2
+ 1

r
∂ϕ
∂r
+ 1

r2
∂2ϕ
∂θ2

) � 0, (6.56)

o alternativamente como

∇4ϕ �
2

r
∂3ϕ
∂r3
+ 2

r2
∂4ϕ

∂r2∂θ2
− 1

r2
∂2ϕ
∂r2
− 2

r3
∂3ϕ

∂r∂θ2
+ 1

r3
∂ϕ
∂r
+ 1

r4
∂4ϕ
∂θ4
+ 4

r4
∂2ϕ
∂θ2
+ ∂4ϕ

∂r4
� 0. (6.57)

Se deja como tarea al lector hacer las mismas deducciones asociadas a la función de
tensión de Airy teniendo en cuenta las fuerzas másicas. Pista: br � − ∂V

∂r y bθ � − 1
r

∂V
∂θ .
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â.€™§“¶•Zh†š• ou •Z ±u™§‡Z ou •Z u•Z«±†h†oZo u• h™™§ou•ZoZ« h†•‡•o§†hZ«

La funciÑn de tensiÑn de Love considera una funciÑn^ que es independiente de1, es
decir,^ ˆ r, 1,z• � ^ ˆ r, z•. Dicha funciÑn de tensiÑn, que no tiene en cuenta las fuerzas
m‡sicas, de•ne los esfuerzos como

. rˆ r, z• �
K
Kz

Œ#©ò^ˆ r, z• �
Kò^ˆ r, z•

Krò
‘

. 1ˆ r, z• �
K
Kz

Œ#©ò^ˆ r, z• �
Ô
r

K ˆ̂ r, z•
Kr

‘

. zˆ r, z• �
K
Kz

Œ̂ò� #•©ò^ˆ r, z• �
Kò^ˆ r, z•

Kzò
‘

0rzˆ r, z• �
K
Kr

Œ̂Ô� #•©ò^ˆ r, z• �
Kò^ˆ r, z•

Kzò
‘ ,

(â. À)

y determina los desplazamientos empleando las ecuaciones:

urˆ r, z• � �
Ô� #

E
Kò^ˆ r, z•

KrKz

wˆr,z• �
Ô� #

E
� ò̂ Ô� #•©ò^ˆ r, z• �

Kò^ˆ r, z•
Kzò

	 .
(â.âý)

Debe tenerse en cuenta que en las ecuaciones anteriores el laplaciano por usar es el
asociado a las coordenadas axisim”tricas, que est‡ especi•cadopor la ecuaciÑn(â. ¥).

Con la ayuda del siguiente cÑdigo de Maxima:

Ô / * Se especifica que la función de tensión de Love phi es función de r y * /
ò / * z únicamente * /
ç depends (phi, [r, z]) $
¥

  / * Se define el laplaciano en el caso axisimétrico, ecuación (â. ¥) * /
â lapl(f) := (1/r) * diff (r * diff (f,r),r) + diff (f,z,2) $
Þ

— / * Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Love * /
À bphi : expand (lapl(lapl(phi))) $

Ôý

ÔÔ/ * Se definen los esfuerzos utilizando la función de tensión de Love * /
Ôò sr : diff (nu * lapl(phi) - diff (phi,r,2), z) $
Ôç st : diff (nu * lapl(phi) - (1/r) * diff (phi,r), z) $ / * ecuaciones (â. À) * /
Ô¥ sz : diff ((2-nu) * lapl(phi) - diff (phi,z,2), z) $
Ô  trz : diff ((1-nu) * lapl(phi) - diff (phi,z,2), r) $
Ôâ

ÔÞ / * Se definen los desplazamientos empleando la función de tens ión de Love * /
Ô—ur : -((1+nu)/E) * diff (phi, r,1, z,1) $ / * ecuaciones (â.âý) * /
ÔÀ w : ((1+nu)/E) * (2 * (1-nu) * lapl(phi) - diff (phi,z,2)) $
òý

çýò
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6.13. aplicaciones

Simpli�cando se sigue la ecuación diferencial de equilibrio del disco en términos de
desplazamientos, la cual a su vez es la ecuación de Cauchy-Navier para el caso conjunto
de coordenadas polares-axisimétricas (caso 3 referido en la sección 6.5.1) cuando se tiene
tensión plana:

r2
d2ur(r)
dr2

+ r
dur(r)
dr

− ur(r) � −1 − ν2
E

ρω2r3.

Esta fórmula hace parte de una familia de ecuaciones conocidas como las ecuaciones
diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler; es importante mencionar este aspecto, ya que
ellas tienen un método especial de solución, el cual se puede encontrar en cualquier li-
bro de ecuaciones diferenciales o incluso en Wikipedia.83 La fórmula anterior se puede
resolver fácilmente mediante el comando de Maxima ode2, utilizando el siguiente pro-
grama:

1 /* Se especifica que ur es una función de r y t */
2 depends(ur, [r, t])$
3

4 /* Las deformaciones, ecuación (6.63) */
5 er : diff(ur, r)$
6 et : ur/r$

7

8 /* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) */
9 sr : (E/(1 - nu^2))*(er + nu*et)$

10 st : (E/(1 - nu^2))*(et + nu*er)$
11

12 /* Se especifica la ecuación diferencial de equilibrio, ecuación (6.62) */
13 eq : expand(diff(sr,r) + (sr - st)/r + rho*omega^2*r = 0)$
14

15 /* El comando ode2() resuelve la ecuación diferencial ordinaria de segundo */
16 /* orden "eq", teniendo en cuenta que "ur" es la variable dependiente y */
17 /* que "r" es la variable independiente */
18 sol : ode2(eq, ur, r);

siendo la solución:

ur(r) � C1r + C2

r
− 1 − ν2

8E
ρω2r3. (6.64)

Para encontrar las constantes de integración C1 y C2, debemos tener en cuenta las
condiciones de frontera. En particular, analizaremos los siguientes casos:

1. El disco está sujeto a unas presiones pi y pe en su radio interior y exterior, respec-
tivamente (�gura 6.9).

2. El disco no cuenta con un hueco interior y solo está sujeto a una presión pe en su
perímetro.

83 El lector interesado puede consultar las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Euler en https://en.
wikipedia.org/wiki/Cauchy-Euler_equation.
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Caso 1

Consideremos primero el caso de un disco sujeto a unas presiones pi y pe en su radio
interior y exterior, respectivamente. En este caso, las condiciones de frontera son:

σr(ri) � −pi σr(re) � −pe . (6.65)

Aquí los signos menos se utilizan para hacer énfasis en que las presiones aplicadas son
compresiones de magnitud pi y pe , respectivamente.

Utilizando el siguiente código:

1 /* Desplazamiento radial en el disco, ecuación (6.64) */
2 ur : C1*r + C2/r - ((1-nu^2)/(8*E))*(rho*omega^2*r^3)$
3

4 /* Las deformaciones, ecuación (6.63) */
5 er : diff(ur,r);
6 et : ur/r;

7

8 /* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) */
9 sr : (E/(1 - nu^2))*(er + nu*et);

10 st : (E/(1 - nu^2))*(et + nu*er);

11

12 /* Se encuentran C1 y C2 usando las condiciones de frontera (6.65) */
13 sol : solve([ev(sr, r=r_i)=-p_i, ev(sr, r=r_e)=-p_e], [C1, C2]);

encontramos que las constantes de integración son

C1 �
(1 − ν) (8 (per2e − pir2i ) + (3 + ν)ρω2 (r4i − r4e))

8 (r2i − r2e) E

C2 �
(1 + ν)r2er2i (8 (pe − pi) + (3 + ν)ρω2(r2i − r2e))

8 (r2i − r2e) E
,

que las deformaciones en el disco estarán dadas por

εr(r) � C1 − C2

r2
− 3 (1 − ν2) ρω2r2

8E
εθ(r) � C1 + C2

r2
− (1 − ν2) ρω2r2

8E
,

y los esfuerzos por

σr(r) � C1
E

1 − ν −
C2

r2
⋅ E
1 + ν −

3 + ν
8

ρω2r2 σθ(r) � C1
E

1 − ν −
C2

r2
⋅ E
1 + ν −

1 + 3ν
8

ρω2r2.

En el código anterior hemos hecho uso del comando de Maxima ev, que sirve para
evaluar una expresión para un valor dado de una variable. Por ejemplo, consideremos
la función x ↦ f (x). Si queremos evaluar f en el punto x0, o sea, f (x0), escribimos en
Maxima ev(f,x=x0).
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7

8 /* Ley de Hooke para tensión plana, ecuación (6.47) */
9 sr : (E/(1 - nu^2))*(er + nu*et);

10 st : (E/(1 - nu^2))*(et + nu*er);

11

12 /* Se encuentra C1 teniendo en cuenta la condición de frontera (6.68b) */
13 sol : solve(ev(sr, r=r_e)=-p_e, C1);

encontramos que

C1 � −8(1 − ν)pe + ρω2r2e (ν2 + 2ν − 3)
8E

,

que las deformaciones en el disco estarán dadas por

εr(r) � C1 − 3 (1 − ν2) ρω2r2

8E
εθ(r) � C1 − (1 − ν2) ρω2r2

8E
,

y los esfuerzos por

σr(r) � C1
E

1 − ν −
3 + ν
8

ρω2r2 σθ(r) � C1
E

1 − ν −
1 + 3ν
8

ρω2r2.

En el caso particular en el que la velocidad angular ω del disco sea cero, la constante
C1 se vuelve:

C1 � −1 − ν
E

pe

y, por consiguiente, los esfuerzos al interior del disco estarán dados por

σr(r) � −pe σθ(r) � −pe τrθ(r) � 0.

En otras palabras, se obtiene una distribución igual de esfuerzos normales a compresión
demagnitud pe en todos los puntos de dicho disco y en todas las direcciones de su plano.

Ejemplo 6.3. Ajuste a presión entre anillos

Se tienen dos anillos circulares con las propiedades especi�cadas en la tabla 6.1.

Tabla 6.1. Propiedades de los anillos referidos en el ejemplo 6.3

Radio Radio Módulo de Coeficiente de
Anillo

interior exterior elasticidad Poisson

1 ri1 � 100 mm re1 � 150 mm E1 � 70 GPa ν1 � 0.33
2 ri2 � 50 mm re2 � 100.2 mm E2 � 190 GPa ν2 � 0.30

Supongamos que el anillo 1 se calienta demodo tal que el anillo 2 se coloca dentro
de este y, tras enfriarse, ambos anillos quedan encajados formando unúnico elemento,
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(a) (b) (c)

ri1

ri1

ri2

ri2

re1

re1

re2

re2 p pi2

pe1 p

∆

Ensamblaje

Anillo 1

Anillo 1

Anillo 2

Anillo 2

Figura 6.10. El anillo 1 se calienta de modo tal que el anillo 2 se coloca dentro de este y,
tras enfriarse, ambos quedan encajados formando un único elemento. Aquí (a) muestra un
corte lateral y diametral de ambos anillos y (b) y (c) ilustran, respectivamente, los anillos 1

y 2. Observe que re2 > ri1, de modo tal que la interferencia entre los anillos es
∆ = re2 − ri1. La presión p es la que aparece por el contacto entre ambos anillos.

como se ilustra en la �gura 6.10. Adicionalmente, al anillo 2 se le aplica una presión
interior de pi2 � 20 MPa y al anillo 1 una presión exterior de pe1 � 8 MPa. Se solicita
calcular la presión de contacto p existente entre ambos anillos y los esfuerzos radiales
y tangenciales máximos en cada uno de ellos tras el enfriamiento.

Solución

Cuando el anillo 1 se enfría, este debe respetar el diámetro del anillo 2 y su deformación,
demodo que el desplazamiento radial del radio interior del anillo 1 ur(ri1) debe ser igual
a la interferencia entre los anillos ∆ más el desplazamiento radial del anillo 2 en su radio
exterior ur(re2); en consecuencia,

uanillo 1
r (ri1) � ∆ + uanillo 2

r (re2). (6.69)

Adicionalmente, debe tenerse en cuenta que la presión de contacto p entre los anillos es
la misma que soporta el anillo 1 en su radio interior y el anillo 2 en su radio exterior, esto
es, p � pi1 � pe2.

Con la ayuda del siguiente código deMaxima, calculamos dicha presión de contacto:

1 /* Presiones aplicadas a ambos anillos */
2 pe1 : 8e6$ /* [Pa] */
3 pi1 : p$ /* p = presión de contacto */
4 pe2 : p$ /* p = presión de contacto */
5 pi2 : 20e6$ /* [Pa] */
6

7 /* Geometría y propiedades del material de los anillos 1 y 2: */
8 /* [m] [m] [Pa] [ - ] */
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Figura 6.11. Esfuerzo radial y esfuerzo tangencial para el conjunto de dos anillos acoplados.

26 - ri^2*re^2*(pe - pi)./(r.^2*(re^2 - ri^2)); % ec. (6.66b)
27

28 % Se calculan los esfuerzos radiales y tangenciales para cada anillo
29 sr1 = sr(r1, ri1, pi1, re1, pe1);

30 st1 = st(r1, ri1, pi1, re1, pe1);

31 sr2 = sr(r2, ri2, pi2, re2, pe2);

32 st2 = st(r2, ri2, pi2, re2, pe2);

33

34 % Se grafican los esfuerzos
35 figure
36 subplot(2,1,1); dibujar_esf(’\sigma_r(r)’, r1, sr1, r2, sr2,);

37 subplot(2,1,2); dibujar_esf(’\sigma_\theta(r)’, r1, st1, r2, st2);

38

39 % Función para graficar los esfuerzos
40 % Los radios deben estar dados en metros y los esfuerzos en pascales
41 function dibujar_esf(titulo, r1_m, esf1_Pa, r2_m, esf2_Pa)

42 plot(1000*r1_m, esf1_Pa/1e6, ’--’) % raya-raya
43 hold on
44 plot(1000*r2_m, esf2_Pa/1e6, ’-’) % raya
45 xlabel(’r [mm]’)

46 ylabel([titulo, ’ MPa’])

47 legend(’Anillo 1’, ’Anillo 2’, ’Location’,’Best’)

48 grid on
49 end

El resultado de la ejecución de este código es la �gura 6.11. Aquí el operador @ de las líneas
23 y 25 se utiliza para crear una función en línea o identi�cador de función, similar a
lo que hace el comando := de Maxima o al comando lambda de Python. Observe que
el esfuerzo σr toma, respectivamente, los valores de −20 MPa, −50.59 MPa y −8 MPa
para r igual a 50 mm, 100 mm y 150 mm, esfuerzos que corresponden a los valores de la
presión interior en el anillo 2, a la presión de contacto y a la presión exterior en el anillo 1.
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Observe que la presión de contacto, que ocurre en la interfaz entre los anillos 1 y 2, es
el máximo esfuerzo a compresión σr que se presenta en el conjunto de anillos. Por otro
lado, el esfuerzo σθ es a tracción en el anillo 1 y es a compresión en el anillo 2 (¿por qué?);
observe que este esfuerzo no es continuo entre anillos.

Por último, es conveniente mencionar que este procedimiento de ajuste entre anillos
es muy común en la fabricación de máquinas. Se remite al lector a https://es.wikipedia.
org/wiki/Interferencia_eje-agujero paramayor información sobre esta técnica de ensam-
blaje.

6.13.2. El problema de Kirsch: concentración de esfuerzos alrededor
de huecos circulares

A continuación, estudiaremos el problema de concentración de esfuerzos alrededor de
huecos circulares en láminas, el cual fue resuelto por el matemático e ingeniero mecá-
nico alemán Ernst Gustav Kirsch (1841–1901) en 1898. Este problema es de gran impor-
tancia práctica, ya que aborda la concentración de esfuerzos que se producen en una
lámina, por ejemplo, cuando existen huecos por problemas constructivos, cuando se ex-
traen núcleos de concreto de una estructura, cuando se analizan las ventanas de un avión,
cuando se taladra, etc.; adicionalmente, la generalización de este problema a elipses per-
mite estudiar el problema de grietas en estructuras. Si bien la placa que analizaremos se
considerará de un tamaño in�nito, veremos que los esfuerzos se disiparán rápidamente,
por lo que, en virtud del principio de Saint-Venant, los resultados aproximarán adecua-
damente el comportamiento de láminas en las cuales la distancia borde lámina-hueco
sea mayor que cinco veces el radio de la perforación.

Considere una lámina como la mostrada en la �gura 6.12, la cual tiene en su inte-
rior un hueco circular de radio ri � a y está sometida al estado de esfuerzos uniformes
mostrado. Es de esperar que alrededor de este hueco exista una gran concentración de
esfuerzos; sin embargo, dichos esfuerzos se disiparán amedida que la distancia aumente
demodo que, para un radio re muchomás grande que el de la perforación (re Q a, prefe-
riblemente tomando re tendiendo al in�nito), los esfuerzos en un punto se aproximarían
como σx � Sx , σy � 0 y τxy � 0. Las ecuaciones (6.27a), (6.27b) y (6.27c) nos dicen que
dicha condición de esfuerzos se representa en coordenadas polares como

σr(re , θ) � Sx cos
2 θ �

Sx

2
+ Sx cos 2θ

2

σθ(re , θ) � Sx sin
2 θ �

Sx

2
− Sx cos 2θ

2

τrθ(re , θ) � −Sx

2
sin 2θ .

Observe que dicha condición de esfuerzos se puede escribir como la suma de las dos
condiciones de esfuerzos siguientes:

σ‡
r (re , θ) �

Sx

2
σ‡
θ (re , θ) �

Sx

2
τ‡

rθ(re , θ) � 0 (6.70a)
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σ‡‡
r (re , θ) �

Sx cos 2θ

2
σ‡‡
θ (re , θ) � −Sx cos 2θ

2
τ‡‡

rθ (re , θ) � −Sx sin 2θ

2
, (6.70b)

de modo que, por ejemplo, σr(re , θ) � σ‡
r (re , θ) + σ‡‡

r (re , θ).
Por un lado, la condición de esfuerzos (6.70a) no depende ni de r ni de θ, es decir,

es una condición de esfuerzo constante, por lo que podríamos utilizar los resultados
deducidos en la sección 6.13.1 para el análisis de arandelas sujetas a un estado de esfuer-
zos axisimétricos; de este modo, con las ecuaciones (6.66) se podrá estimar el estado de
esfuerzos al interior de la lámina

1 ri : a$ /* Radio interior */
2 pi : 0$ /* Esfuerzo aplicado en el radio interior */
3 pe : -Sx/2$ /* Esfuerzo aplicado en el radio exterior */
4

5 /* Se calculan los esfuerzos en la placa, ecuación (6.66) */
6 sr : (pi*ri^2-pe*re^2)/(re^2-ri^2) + (ri^2*re^2*(pe-pi))/(r^2*(re^2-ri^2));

7 st : (pi*ri^2-pe*re^2)/(re^2-ri^2) - (ri^2*re^2*(pe-pi))/(r^2*(re^2-ri^2));

8 trt : 0;

y, asumiendo que el radio re es muy grande (en otras palabras, haciéndolo tender a in�-
nito),

9 /* Se toma el límite cuando el radio exterior tiende a infinito */
10 sr_ast1 : expand(limit(sr, re, inf));
11 st_ast1 : expand(limit(st, re, inf));
12 trt_ast1 : 0;

x

y

r

r

ri � a

θ
Sx Sx

σr

σθ

Figura 6.12. Placa con un hueco circular central de
radio ri = a sometida a un estado de esfuerzos uniaxial
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obtenemos que los esfuerzos al interior de la lámina, producidos por la condición de
carga (6.70a), están dados por

σ‡
r (r, θ) �

Sx

2
(1 − a2

r2
) σ‡

θ (r, θ) �
Sx

2
(1 + a2

r2
) τ‡

rθ(r, θ) � 0. (6.71)

Tenga en cuenta que, en la deducción de las ecuaciones (6.66), se modelaron las com-
presiones aplicadas pi y pe como números positivos; por tanto, fue necesario colocar el
menos en la línea 3, ya que el esfuerzo aplicado Sx/2 es uno a tracción. Por otro lado, no-
te que el estado de esfuerzos σ‡

θ (r, θ) evaluado para un radio r � re , que tiende a in�nito,
es igual a Sx/2 como se había solicitado en la segunda de las ecuaciones (6.70a).

Por otra parte, Kirsch observó que la funciónde tensióndeAiry ϕ(r, θ) � f (r) cos 2θ
permite modelar las condiciones de esfuerzos (6.70b). Al sustituir dicha función de ten-
sión de Airy en el biarmónico (6.56), observamos que esta se convierte en una ecuación
diferencial con coe�cientes variables, la cual se puede resolver fácilmente utilizando la
transformada de Laplace si se emplea el cambio de variables r � eξ, o alternativamente,
ξ � ln(r); se obtiene entonces que la solución general del biarmónico requiere que f (r)
tenga la forma:

f (r) � Ar2 + Br4 + C
r2
+ D; (6.72)

dicha comprobación se deja como ejercicio al lector (ver ejercicio propuesto 28.). Ob-
serve que la función de tensión de Airy propuesta toma, respectivamente, los términos
asociados a A2, C2, B2 y D2 correspondientes a la solución de Michell (6.58).

Por lo tanto, podemos proceder a estimar los esfuerzos σ‡‡
r , σ‡‡

θ y τ‡‡
rθ al interior del

sólido como función de las constantes A, B, C, y D, empleando las ecuaciones (6.55) y
el siguiente código de Maxima:

13 /* Se define la función de tensión de Airy */
14 f : A*r^2 + B*r^4 + C/r^2 + D$

15 phi : f*cos(2*t)$
16

17 /* Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuación (6.4) */
18 lapl(g) := diff(g,r,2) + (1/r)*diff(g,r) + (1/r^2)*diff(g,t,2)$
19

20 /* Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy */
21 bphi : factor(lapl(lapl(phi))); /* bphi valdrá cero */
22

23 /* Y se verifica que el biarmónico se satisfaga */
24 if bphi = 0 then
25 print("El biarmónico se satisface") /* esto es lo que se imprimirá */
26 else
27 print("El biarmónico NO se satisface")$
28

29 /* Se estiman los esfuerzos con la función de tensión de Airy, ecs. (6.55) */
30 sr : factor((1/r)*diff(phi,r) + (1/r^2)*diff(phi,t,2));
31 st : factor(diff(phi,r,2));
32 trt : factor((1/r^2)*diff(phi,t) - (1/r)*diff(phi, r,1, t,1));
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Por otro lado, al asumir en la ecuación (6.75) que θ � 90X, resulta:

σr (r, 90X) �
3Sx

2
(a2
r2
− a4

r4
) (6.77a)

σθ (r, 90X) �
Sx

2
(3a4

r4
+ a2

r2
+ 2) (6.77b)

τrθ (r, 90X) � 0; (6.77c)

en la �gura 6.15 se muestra el grá�co de σr(r, 90X) y σθ(r, 90X). Observe que σr(r, 90X)
alcanza su máximo, que es 3Sx/8, cuando r �

√
2a y que los esfuerzos σθ(r, 90X) se
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Figura 6.13. Distribución de los esfuerzos σr(r, θ), σθ(r, θ), τrθ(r, θ) y τmáx(r, θ)
normalizados por Sx . Aquí, los ejes x y y representan las distancias normalizadas en

función del radio del hueco, por lo que este aparece en el grá�co con un radio
normalizado igual a 1. Observe que σθ(r, θ) varía entre −Sx y 3Sx , de acuerdo con

lo explicado en el texto. Se sugiere comparar el grá�co de τmáx(r, θ) con una
fotografía del mismo experimento realizada mediante el método fotoelástico. Para tal

�n, busque en internet imágenes con las palabras clave “photoelasticity hole”.
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disipan rápidamente amedida quenos alejamos del hueco; de hecho, a 3 veces el radio del
hueco, se tiene que dichos esfuerzos son 1.074 veces Sx y a 5 veces el radio, σθ � 1.022Sx ,
esto es, la discrepancia con Sx es de apenas el 2.2%. Esto justi�ca el suponer que “r es
in�nito” cuando r A5a y nos muestra que el efecto del hueco es de carácter local.

A continuación, deduciremos las ecuaciones para una placa sometida a un estado de
esfuerzos σx � Sx , σy � Sy y τxy � Txy, como se muestra en la �gura 6.16; para tal �n se
utilizará el principio de superposición, encontrando primero las ecuaciones asociadas
al estado de esfuerzo normal puro en la dirección y (caso b) y luego aquellas asociadas
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Figura 6.14. Variación de σθ ˆ a,θ•
Sx con θ; aquí se muestra a la izquierda

la representación polar y a la derecha la misma función en el plano cartesiano.
Observe que el esfuerzo σθ(a, θ) es máximo e igual a 3Sx para θ = ±90X, nulo

para θ = ±30X y ±150X y mínimo e igual a −Sx para θ = 0X y θ = 180X.
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Figura 6.15. Variación de σrˆ r,90○•
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Sx (derecha) con la distancia
normalizada r/a. De la grá�ca de la derecha podemos observar que los esfuerzos

σθ(r, 90X) se disipan rápidamente, es decir, tienden a Sx a medida que r/a aumenta.
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Recordemos que, según lo visto en la sección 4.3.2 e ilustrado en la �gura 4.7, el
estado de cortante puro se puede lograr empleando dos estados de esfuerzo normales,
uno a tracción y otro a compresión. Para obtener las ecuaciones asociadas al caso (c), el
cual es cortante puro, se deben rotar 45X en sentido horario las �guras 4.7a y 4.7c; así,
utilizando el siguiente código de Maxima:

64 /* Caso c: estado de esfuerzos tau_xy = Txy, el estado es la suma de los */
65 /* esfuerzos a 45° y a 135° */
66 sr_45 : sr, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
67 st_45 : st, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
68 trt_45 : trt, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
69

70 sr_135 : sr, Sx=-Txy, t=t-3*%pi/4$
71 st_135 : st, Sx=-Txy, t=t-3*%pi/4$
72 trt_135 : trt, Sx=-Txy, t=t-3*%pi/4$
73

74 sr_Txy : expand(sr_45 + sr_135);

75 st_Txy : expand(st_45 + st_135);

76 trt_Txy : expand(trt_45 + trt_135);

podremos estimar los esfuerzos para el estado de cortante puro como

σr(r, θ) � Txy (1 − 4a2
r2
+ 3a4

r4
) sin 2θ

σθ(r, θ) � −Txy (1 + 3a4
r4
) sin 2θ

τrθ(r, θ) � Txy (1 + 2a2
r2
− 3a4

r4
) cos 2θ .

(6.79)

Finalmente, en virtud del principio de superposición, al sumar las ecuaciones (6.75),
(6.78) y (6.79):

77 /* Se suman los esfuerzos para los casos a, b y c */
78 sr_comp : expand(sr_Sx + sr_Sy + sr_Txy);

79 st_comp : expand(st_Sx + st_Sy + st_Txy);

80 trt_comp : expand(trt_Sx + trt_Sy + trt_Txy);

obtenemos las ecuaciones buscadas:

Sr(r, θ) �
Sx + Sy

2
(1 − a2

r2
) + (1 − 4a2

r2
+ 3a4

r4
)(Sx − Sy

2
cos 2θ + Txy sin 2θ)

Sθ(r, θ) �
Sx + Sy

2
(1 + a2

r2
) − (1 + 3a4

r4
)(Sx − Sy

2
cos 2θ + Txy sin 2θ)

Trθ(r, θ) � (1 + 2a2
r2
− 3a4

r4
)(Sy − Sx

2
sin 2θ + Txy cos 2θ) .

Observe que, para r � a, los esfuerzos σθ en el anillo interior son
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81 /* Se calculan los esfuerzos en el anillo interior, para r=a */
82 st_comp, r=a, factor;

σθ(a, θ) � Sx + Sy − 2 (Sx − Sy) cos 2θ − 4Txy sin 2θ .

Se deja como ejercicio al lector deducir que para un estado de esfuerzo cortante puro
el factor de concentración del esfuerzo es de 4, estando los puntos críticos ubicados a
θ � ±45X y θ � ±135X.

Por último, tenga en cuenta que los resultados deducidos en esta sección son para
láminas que tienen un hueco vacío. Si en medio del hueco existiera, por ejemplo, un
tornillo, los esfuerzos serían totalmente diferentes a los calculados aquí.

Códigos de Matlab empleados para generar las gráficas asociadas al problema de
Kirsch

A continuación, se presentan los códigos de Matlab con los cuales se generaron las �gu-
ras 6.13, 6.14 y 6.15.

La �gura 6.13 se generó con el siguiente código:

% Se definen las variables asociadas a la geometría y la posición
Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario
a = 1; % radio a unitario

theta = linspace(0, 2*pi, 361); % el ángulo theta varía entre 0 y 2*pi
rr_aa = linspace(1, 7.5, 100); % distancia normalizada r/a

[r_a,t] = meshgrid(rr_aa,theta); % puntos donde se hará el cálculo
a_r = 1./r_a; % a_r quiere decir a/r
[x,y] = pol2cart(t, r_a); % de coordenadas polares a cartesianas

% Se calculan los esfuerzos sr, st y trt, ecuaciones (6.75)
sr = (Sx/2)*(1 - a_r.^2) + (Sx/2)*(1 - 4*a_r.^2 + 3*a_r.^4).*cos(2*t);
st = (Sx/2)*(1 + a_r.^2) - (Sx/2)*(1 + 3*a_r.^4).*cos(2*t);
trt = -(Sx/2)*(1 + 2*a_r.^2 - 3*a_r.^4).*sin(2*t);

% Los esfuerzos se convierten de coordenadas polares a rectangulares
sx = sr.*cos(t).^2 + st.*sin(t).^2 - trt.*sin(2*t);

sy = sr.*sin(t).^2 + st.*cos(t).^2 + trt.*sin(2*t); % ecuaciones (6.28)
txy = (sr - st).*sin(2*t)/2 + trt.*cos(2*t);

% Se calcula el esfuerzo cortante máximo, ecuación (2.63)
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).^2 + txy.^2);

%% Se dibujan los esfuerzos
figure; dibujar_esf(’\sigma_r(r,\theta)/S_x’, x, y, sr)

figure; dibujar_esf(’\sigma_\theta(r,\theta)/S_x’, x, y, st)

figure; dibujar_esf(’\tau_{r\theta}(r,\theta)/S_x’, x, y, trt)

figure; dibujar_esf(’\tau_{máx}(r,\theta)/S_x’, x, y, tmax)
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%% Función para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)

pcolor(x, y, var) % se hace el gráfico de colores
shading interp % suavizar los colores
colorbar % colocar una barra de color
colormap jet % con los colores "jet"
axis([-5 5 -5 5]) % [xmin, xmax, ymin, ymax]
axis equal % ejes iguales
xlabel(’Eje x normalizado (r/a)’) % título del eje X
ylabel(’Eje y normalizado (r/a)’) % título del eje Y
title([’Esfuerzos normalizados ’ titulo]) % título del gráfico

end

La �gura 6.14 se generó con el siguiente código:

Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario

% Se grafica la ecuación (6.76) en representación polar
figure
theta = linspace(0,2*pi,361);
polarplot(theta, (1 - 2*cos(2*theta))*Sx)
title(’Variación de \sigma_\theta(a,\theta)/S_x con \theta’);

% Se grafica la ecuación (6.76) en plano cartesiano
figure
theta = linspace(0,360,361);
plot(theta, (1 - 2*cosd(2*theta))*Sx)
title(’Variación de \sigma_\theta(a,\theta)/S_x con \theta’);

xlabel(’\theta’);
ylabel(’\sigma_\theta(a,\theta)/S_x’);
grid on % se coloca una grilla

La �gura 6.15 se generó con el siguiente código:

Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario
r_a = linspace(1, 5, 100); % r_a quiere decir r/a, distancia normalizada
a_r = 1./r_a; % a_r quiere decir a/r

% Se grafica la ecuación (6.77a)
figure
plot(r_a, (3*Sx/2)*(a_r.^2 - a_r.^4));

title(’Variación de \sigma_r(r, 90°)/S_x con r’);

xlabel(’Distancia normalizada r/a’);

ylabel(’\sigma_r(r, 90°)/S_x’);

axis([0.9 5 0 0.4]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax]
grid on % se coloca una grilla

% Se grafica la ecuación (6.77b)
figure
plot(r_a, (Sx/2)*(3*a_r.^4 + a_r.^2 + 2));

title(’Variación de \sigma_\theta(r, 90°)/S_x con r’);

xlabel(’Distancia normalizada r/a’);
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ylabel(’\sigma_\theta(r, 90°)/S_x’);

axis([0.9 5 1 3.1]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax]
grid on % se coloca una grilla

6.13.3. El problema de Flamant: cargas distribuidas lineales en
medios seminfinitos

Un problema de gran importancia práctica es la estimación de esfuerzos, deformaciones
y desplazamientos al interior de un espacio semin�nito sujeto a la acción de dos fuerzas
distribuidas lineales Px y Py concentradas en el origen de coordenadas, como se muestra
en la �gura 6.17. Este se conoce como el problema de Flamant en honor al ingeniero civil
francés Alfred-Aimé Flamant (1839–1915), quien lo solucionó en 1892.

El problema de Flamant se puede resolver fácilmente utilizando la función de tensión
de Airy dada por

ϕ(r, θ) � (Ar ln r + Brθ) cos θ + (Cr ln r + Drθ) sin θ; (6.80)

observe que las constantes A, B, C y D corresponden, respectivamente, a los términos
D1, Bœ

1, H1 y Fœ
1 de la solución de Michell (6.58).

Al reemplazar la función de tensión (6.80) en (6.55) y con la ayuda del siguiente
programa de Maxima:

1 /* Se define la función de tensión de Airy (6.80) */
2 phi : (A*r*log(r) + B*r*t)*cos(t) + (C*r*log(r) + D*r*t)*sin(t)$
3

x

yxœ yœ

zr

Px Py

Espesort

θ

Figura 6.17. El problema de Flamant considera la distribución de esfuerzos, deformaciones
y desplazamientos en un sólido semin�nito sujeto a la acción de unas fuerzas distribuidas

lineales Px y Py. En el grá�co se observan dos conjuntos de ejes coordenados: el
global x , y, z y el local xœ, yœ, zœ, junto con el sistema de coordenadas polares r, θ.
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¥ / * Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuación (â.¥) * /
  lapl(g) := diff (g,r,2) + (1/r) * diff (g,r) + (1/r^2) * diff (g,t,2) $
â

Þ / * Se calcula el biarmónico de la función de tensión de Airy * /
— bphi : factor (lapl(lapl(phi))); / * bphi valdrá cero * /
À

Ôý / * Se verifica que el biarmónico se satisfaga * /
ÔÔif bphi = 0 then
Ôò print ( "El biarmónico se satisface" ) / * esto es lo que se imprimirá * /
Ôç else
Ô¥ print ( "El biarmónico NO se satisface" ) $
Ô 

Ôâ / * Se estiman los esfuerzos con la función de tensión de Airy, ec s. (â.  ) * /
ÔÞ sr : factor ((1/r) * diff (phi,r) + (1/r^2) * diff (phi,t,2));
Ô—st : factor ( diff (phi,r,2));
ÔÀ trt : factor ((1/r^2) * diff (phi,t) - (1/r) * diff (phi, r,1, t,1));

obtenemos:

. rˆ r, 1• �
Ô
r

K ˆ̂ r, 1•
Kr

�
Ô
rò

Kò^ˆ r, 1•
K1ò

�
Ô
r
� ˆC � òB• sin1 � ˆA � òD• cos1�

. 1ˆ r, 1• �
Kò^ˆ r, 1•

Krò
�

Ô
r
� Csin1 � Acos1� (â.—Ô)

0r1ˆ r, 1• �
Ô
rò

K ˆ̂ r, 1•
K1

�
Ô
r

Kò^ˆ r, 1•
KrK1

�
Ô
r
� Asin1 � Ccos1� .

Note que los esfuerzos quedaron expresados en funciÑn de las cuatro incÑgnitasA,
B, C y D. Para encontrarlas, debemos plantear varias ecuaciones que nos permitan de-
terminar dichas constantes; esto se har‡ a partir de las condiciones de frontera. Por un
lado, se sabe que. 1ˆ r, ý• � . 1ˆ r, +• � ý y que0r1ˆ r, ý• � 0r1ˆ r, +• � ý para todor A ý.
Con estas cuatro ecuaciones procedemos a encontrar el valor delas cuatro incÑgnitasA,
B, C y D, as¯:

òý / * Se plantean cuatro ecuaciones para encontrar cuatro incógn itas * /
òÔ sol _AC : solve ([ ev (st, t=0) = 0,
òò ev (st, t=%pi) = 0,
òç ev (trt, t=0) = 0,
ò¥ ev (trt, t=%pi) = 0 ], [A, B, C, D]);

siendo la salida de Maxima:

solve: dependent equations eliminated: (2 4)

(sol _AC) [[A=0, B=%r2, C=0, D=%r1]]

Lo anterior quiere decir que las ecuaciones ò y ¥ (. 1ˆ r, +• � ý y 0r1ˆ r, +• � ý, respecti-
vamente) son redundantes, queA � C � ý y que los valores deB y D no pudieron ser
determinados. As¯, al reemplazarA � C � ý en las ecuaciones(â.—Ô), se reducen estas a

. rˆ r, 1• �
òD cos1 � òBsin1

r
. 1ˆ r, 1• � ý 0r1ˆ r, 1• � ý, (â.—ò)

çòâ
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x

y

r

Px

Py

σr cos θ

σr sin θ

θ

dθ

Figura 6.18. Diagrama de cuerpo libre sobre un sector semicircular de sólido en el
problema de Flamant. Observe que las fuerzas que actúan en cualquier sector

semicircular deben equilibrar las fuerzas concentradas aplicadas en el origen. Aquí el
esfuerzo normal σr se descompuso en sus componentes horizontal σr cos θ y

vertical σr sin θ; recuerde, adicionalmente, que el diferencial de arco mostrado tiene
una longitud r dθ. Tenga en cuenta que las cargas Px y Py tienen dimensiones
de fuerza sobre unidad de longitud. Se pregunta al lector: ¿por qué las �echas
verdes tienen el sentido indicado y no se dibujaron en el sentido contrario?

resultado que implica que el único esfuerzo existe en el medio semin�nito es σr.
Por otro lado, para encontrar B y D debemos plantear dos ecuaciones adicionales.

Con la ayuda del diagrama del cuerpo libre del sector semicircular mostrado en la �gu-
ra 6.18, y al hacer equilibrio estático de fuerzas, podemos establecer que para todo r A0:

∑ Fx � 0 Ô⇒ Px + ∫
π

0
σr(r, θ) cos θr dθ � 0

∑ Fy � 0 Ô⇒ Py + ∫
π

0
σr(r, θ) sin θr dθ � 0.

(6.83)

Estas dos ecuaciones se pueden emplear para encontrar las constantes restantes, B y D,
de la siguiente manera:

25 /* Se escriben las ecuaciones para sr, st y trt con A=C=0 (ecs. (6.82)) */
26 sr : (2*D*cos(t) - 2*B*sin(t))/r$
27 st : 0$
28 trt : 0$
29

30 /* Se emplean las ecuaciones (6.83) para encontrar las constantes B y D */
31 sol_BD : solve([ Px + integrate(sr*cos(t)*r, t, 0, %pi) = 0,

32 Py + integrate(sr*sin(t)*r, t, 0, %pi) = 0 ], [B, D]);
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Figura 6.19. Variación de los esfuerzos σx , σy y τxy en el problema de
Flamant para una profundidad unitaria (y = 1) y una carga unitaria (Py = 1).

σy � σr sin
2 θ + σθ cos2 θ + τrθ sin 2θ � −2Py

πr
sin3 θ � − 2Pyy3

π(x2 + y2)2 (6.86)

τxy �
1

2
(σr − σθ) sin 2θ + τrθ cos 2θ � −2Py

πr
sin2 θ cos θ � − 2Pyxy2

π(x2 + y2)2 .
La �gura 6.19muestra cómo varían estos esfuerzos para una profundidad unitaria (y � 1)
y una carga unitaria (Py � 1). En particular, observe que σy es máximo en x � 0 y que los
esfuerzos prácticamente se disipan para ∣x∣ A4.

Para calcular el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales, se puede hacer
uso de las ecuaciones (2.41) y (2.63), de modo que con el código de Maxima:

42 /* El radio r solo puede tomar valores positivos */
43 assume(r > 0);

44

45 /* Se calculan los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante máximo */
46 tmax : trigreduce(sqrt(((sx-sy)/2)^2 + txy^2)); /* ec. (2.63) */
47 s1 : trigreduce((sx+sy)/2 + tmax); /* ec. (2.41a) */
48 s2 : trigreduce((sx+sy)/2 - tmax); /* ec. (2.41b) */

y la identidad trigonométrica 2 sin2 θ � 1 − cos 2θ, se obtiene que
σ1(r, θ) �

∣Py∣ − Py

πr
sin θ σ2(r, θ) � − ∣Py∣ + Py

πr
sin θ τmáx(r, θ) �

∣Py∣
πr

sin θ;

aquí el comando assume(r > 0) de la línea 43 indica a Maxima que el radio r es un
número positivo, ya que de no hacerlo el programa lo preguntaría (intente remover la
línea 43 del código y ejecútelo de nuevo para ver la in�uencia de esta línea).

El ángulo de inclinación θ1 en el que actúan los esfuerzos principales σ1 se obtiene
mediante:
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Figura 6.20. Las líneas mostradas tienen la misma inclinación que los ángulos θ1 y θ2
asociados a las direcciones principales para el problema de Flamant. Este grá�co asume
que Py > 0. Observe que los esfuerzos normales mínimos actúan para un ángulo de
inclinación θ2 = θ. Aquí las �echas asociadas a la inclinación θ2 no se han dibujado
para no saturar el grá�co; todas ellas corresponden a esfuerzos de compresión.

49 /* Se calcula el ángulo de inclinación para los esfuerzos principales */
50 tan_2t1 : trigreduce(trigsimp(2*txy/(sx-sy)));

obteniendo que tan 2θ1 � tan 2θ. No obstante, se sabe que tan 2θ � tan(2θ − π); esto
quiere decir que θ1 � θ −π/2 y que θ2 � θ1+π/2 � θ. De esto se concluye que el esfuerzo
normal máximo σ1 actúa en la dirección angular, para la cual θ1 � θ − π/2, y la tensión
normal mínima σ2 actúa en la dirección radial, para la cual θ2 � θ, como se ilustra en la
�gura 6.20.

Hagamos un alto para interpretar las ecuaciones que acabamos de deducir. En el ca-
so de que Py A0 se tiene, por un lado, que el esfuerzo principal σ1 actúa en la dirección
angular y es nulo, esto es σ1 � 0 y θ1 � θ−π/2; por otro lado, en la dirección radial θ2 � θ

todo el semiplano se encuentra a compresión. En este caso, σr � σ2 � −2τmáx � − 2Py

πr sin θ;
tanto σr como σ2 y τmáx tendrán curvas de nivel circulares anidadas que son tangentes
al plano y � 0 en el punto de aplicación de la carga (�gura 6.21a). Esto se justi�ca en el
hecho de que la función f (r, θ) � r� 1 sin θ � d � 1, para un valor d constante, se gra�ca en
el plano polar como una circunferencia de diámetro d tangente al punto de aplicación de
la carga (�gura 6.21b). Desde este punto de vista, la curva de nivel del esfuerzo cortante
máximo τmáx unitario (τmáx � 1 [Pa]) es una circunferencia con diámetro ∣Py∣/π (¿po-
dría dar los detalles?); adicionalmente, según lo expuesto, es posible escribir σr, de�nido
en (6.85) como

σr(d) � −2Py

πd
. (6.87)
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Vamos ahora a calcular los desplazamientos ur y vθ . Para tal �n, a partir de las ecua-
ciones (6.40a) y (6.40b), encontramos que

∂ur(r, θ)
∂r

� εr(r, θ) ∂vθ(r, θ)
∂θ

� rεθ(r, θ) − ur(r, θ), (6.89)

y siguiendo pasos similares a los explicados en la sección 5.6, se integran esas derivadas:

57 /* Se definen las funciones f(t) y g(r) */
58 depends(f, t)$ depends(g, r)$
59

60 /* Se especifican f y g como funciones reales: f:R -> R y g:R -> R */
61 declare(f, real)$ declare(g, real)$
62

63 /* Se integran las expresiones (6.89) para encontrar los desplazamientos */
64 ur : expand(integrate(er, r)) + f(t);

65 vt : expand(integrate(r*et - ur, t)) + g(r);

obteniendo así los desplazamientos:

ur(r, θ) � ∫ εr(rœ, θ)drœ+ f (θ)
� −2Py

πE
ln r sin θ + f (θ) (6.90a)

vθ(r, θ) � ∫ [rεθ(r, θœ) − ur(r, θœ)]dθœ+ g(r)
� −2Py

πE
(ln r + ν) cos θ − ∫ f (θ)dθ + g(r), (6.90b)

donde f ∶ R → R y g ∶ R → R son funciones arbitrarias que aparecen al integrar una
función de varias variables. Observe, en particular, que f (θ) y g(r) son funciones de θ
y r, respectivamente. A continuación determinaremos ambas funciones.

Al reemplazar ur y vθ en la ecuación (6.40c), es decir en γrθ � 1
r

∂ur

∂θ + ∂vθ
∂r − vθ

r , igualarla
con (6.88d) y multiplicar esa igualdad por r,

66 grt2 : expand((1/r)*diff(ur,t) + diff(vt,r) - vt/r); /* ecuación (6.40c) */
67

68 /* Se igualan las dos respuestas posibles de grt */
69 r*grt1 = r*grt2, expand;

resulta:
d f (θ)
dθ

+ ∫ f (θ)dθ + 2Py

πE
(ν − 1) cos θ + r

dg(r)
dr
− g(r) � 0.

Esta es una igualdad escrita en términos de las funciones f (θ) y g(r), las cuales depen-
den únicamente de una variable. De ahí que la ecuación anterior se puede descomponer
en dos igualdades:

d f (θ)
dθ

+ ∫ f (θ)dθ + 2Py

πE
(ν − 1) cos θ − c0 � 0
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r
dg(r)
dr
− g(r) + c0 � 0, (6.91)

donde c0 es una constante arbitraria. Observe que la primera de estas igualdades es fun-
ción únicamente de θ, mientras que la segunda lo es de r; al derivar la primera de estas
igualdades con respecto a θ, para eliminar la integral, se convierte en la ecuación dife-
rencial ordinaria de segundo orden:

d2 f (θ)
dθ2

+ f (θ) + 2Py

πE
(1 − ν) sin θ � 0. (6.92)

Las ecuaciones diferenciales (6.91) y (6.92) se pueden resolver con el siguiente código
de Maxima:

70 /* Se plantean las ecuaciones (6.92) y (6.91), respectivamente: */
71 eq1: diff(f(t),t,2) + f(t) + (2*Py*(1 - nu)*sin(t))/(%pi*E) = 0$
72 eq2: r*diff(g(r),r) - g(r) + c0 = 0$
73

74 /* Se resuelven y se renombran las constantes de integración: */
75 solf: ode2(eq1, f(t), t); solf: solf, %k1=c1, %k2=c2;

76 solg: ode2(eq2, g(r), r); solg: solg, %c=c3;

para obtener:

f (θ) � c1 sin θ + c2 cos θ + (1 − ν)Py

πE
θ cos θ

g(r) � c3r + c0,

donde c1, c2 y c3 son constantes de integración. Al reemplazar las funciones f y g ante-
riores en las ecuaciones (6.90), con la ayuda del siguiente código de Maxima,

77 /* Se reemplazan los valores de f y g en las ecuaciones de ur y vt */
78 ur: ev(ur, solf); /* se reemplaza en la ecuación (6.90a) */
79 vt: ev(vt, solf, solg, nouns); /* se reemplaza en la ecuación (6.90b) */
80

81 /* Nota: el "nouns" en la línea anterior se requiere para que se haga el */
82 /* reemplazo en la integral de f dt que está en vt, ecuación (6.90b) */

encontramos los desplazamientos en función de las constantes c0 a c3:

ur(r, θ) � c1 sin θ + c2 cos θ + Py

πE
[(1 − ν)θ cos θ − 2 ln r sin θ]

vθ(r, θ) � c0 + c1 cos θ − c2 sin θ + c3r − Py

πE
[(1 − ν)θ sin θ + (2 ln r + ν + 1) cos θ].

(6.93)
Para determinar el valor de las constantes c0 a c3, utilizamos las condiciones de sime-

tría del problema; así, no se tienen desplazamientos horizontales en el eje vertical (eje y)
mostrado en la �gura 6.17, lo cual se escribe matemáticamente como

vθ (r,
π

2
) � 0 para todo r A0.
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Esto lo programamos en Maxima como sigue

83 /* Se determina el valor de las constantes c_0 a c_3 */
84 ev(vt, t=%pi/2) = 0;

para obtener:

c0 + c3r + ν − 1
2E

Py − c2 � 0;

esta condición se satisface haciendo c2 � c0 + ν� 1
2E Py y c3 � 0, ya que la ecuación anterior

debe ser válida para todo r A0.
Otra condición de frontera reside en el hecho de que, a una distancia vertical pruden-

te r0 del punto de aplicación de la carga, se tiene que el desplazamiento es nulo, en otras
palabras ur(r0, π/2) � 0. Valiéndonos de esta nueva condición y el siguiente código de
Maxima:

85 ev(ur, r=r0, t=%pi/2);

se deduce que c1 � 2Py

πE ln r0.
Finalmente, sabemos que ur � vθ � 0 cuando Py � 0; en este caso c1 � 0, c2 � c0 y

c3 � 0. En consecuencia, utilizando

86 ev(ur, Py=0, c1=0, c2=c0, c3=0) = 0;

87 ev(vt, Py=0, c1=0, c2=c0, c3=0) = 0;

resulta que ur(r, θ) � c0 cos θ � 0 y vθ(r, θ) � c0(1−sin θ); estas igualdades se satisfacen
siempre y cuando c0 � 0, ya que ambas ecuaciones deben cumplirse para todo θ >[0, π].

En conclusión, al reemplazar en (6.93) los valores encontrados para las constantes de
integración, esto es c0 � c3 � 0, c1 � 2Py

πE ln r0 y c2 � ν� 1
2E Py, se tiene que el desplazamiento

del medio semin�nito está dado por

88 /* Se reemplazan las constantes de integración c0 a c3 */
89 ur : ur, c0=0, c1=2*Py*log(r0)/(%pi*E), c2=(nu-1)*Py/(2*E), c3=0;

90 vt : vt, c0=0, c1=2*Py*log(r0)/(%pi*E), c2=(nu-1)*Py/(2*E), c3=0;

ur(r, θ) �
Py

πE
[(1 − ν) (θ − π

2
) cos θ − 2 ln( r

r0
) sin θ]

vθ(r, θ) � − Py

πE
[(1 − ν) (θ − π

2
) sin θ + (1 + ν + 2 ln( r

r0
)) cos θ] , (6.94)

donde r >[0, r0].
Con el siguiente código de Maxima:

91 /* Se calcula ur y vt sobre la superficie libre */
92 factor(ev(ur, t=0)); factor(ev(ur, t=%pi));

93 factor(ev(vt, t=0)); factor(ev(vt, t=%pi));

94

95 /* Se calcula la solución sobre el eje vertical */
96 factor(ev(ur, t=%pi/2)); factor(ev(vt, t=%pi/2));
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Figura 6.22. Deformada para el problema de Flamant. Aquí se asume que Py/E =
1 y que el coe�ciente de Poisson es ν = 0.3. Observe que como en el punto de

aplicación de la carga los desplazamientos son in�nitos, se asumió una pequeña
muesca alrededor de r = 0 para poder gra�car adecuadamente la deformada.

calculamos la solución sobre la super�cie libre, es decir, para θ � 0 y θ � π:

ur(r, 0) � ur(r, π) � − Py

2E
(1 − ν)

vθ(r, 0) � −vθ(r, π) � − Py

πE
(1 + ν + 2 ln( r

r0
))

y la solución sobre el eje vertical, exactamente debajo de la carga, cuando θ � π/2:
ur (r,

π

2
) � −2 Py

πE
ln( r

r0
) vθ (r,

π

2
) � 0.

La solución que acabamos de encontrar tiene varios defectos. Primero, observe que
todos los puntos de la super�cie libre se mueven horizontalmente la misma cantidad
Py

2E (1 − ν) hacia el punto de aplicación de la carga; esto sucede también para valores de r
que tienden a r0 o incluso al in�nito. Segundo, en r � 0 se tiene un punto de singularidad
para el cual los desplazamientos son in�nitos. Tercero, el valor de r0 no está claramente
de�nido y la respuesta depende del número que se asuma en el cálculo.

En la �gura 6.22 se observa la deformada predicha por las ecuaciones (6.94) para
Py/E � 1 y ν � 0.3.
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h2 = quiver(x,y, -cos(t1), -sin(t1), esc, ’b’);

% Se dibujan las direcciones principales theta_2
esc = esc/2; % escala de las flechas
h3 = quiver(x,y, cos(t2), sin(t2), esc, ’r’, ’ShowArrowHead’,’off’);

h4 = quiver(x,y, -cos(t2), -sin(t2), esc, ’r’, ’ShowArrowHead’,’off’);

xlabel(’x’) % título del eje X
ylabel(’y’) % título del eje Y
set(gca, ’XDir’,’reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquierda
set(gca, ’YDir’,’reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo
axis equal tight % ejes iguales y ajustados
axis([-0.5 0.5 0 0.5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]
legend([h1,h3],’Dirección de \sigma_1’,’Dirección de \sigma_2’, ...

’Location’,’SouthEast’)

La �gura 6.21 se generó con el siguiente código:

% Se define la geometría
xx = linspace(-3, 3, 200);

yy = linspace( 0, 3, 200);

[x,y] = meshgrid(xx, yy); % puntos donde se harán los cálculos
[t,r] = cart2pol(x, y); % de coordenadas polares a cartesianas

% Se calculan los esfuerzos sr, sx, sy y txy
Py = 1; % carga unitaria
sr = -2*Py*sin(t)./(r*pi); % ecuación (6.85)
sx = -(2*Py*x.^2.*y)./(pi*(x.^2 + y.^2).^2);

sy = -(2*Py*y.^3 )./(pi*(x.^2 + y.^2).^2); % ecuaciones (6.86)
txy = -(2*Py*x.*y.^2)./(pi*(x.^2 + y.^2).^2);

% Cálculo del esfuerzo cortante máximo y del esfuerzo principal mínimo s2
tmax = sqrt(((sx-sy)/2).^2 + txy.^2);

s2 = (sx+sy)/2 - tmax;

% Se dibujan los esfuerzos
figure; dibujar_esf(’\sigma_r’, x, y, sr)

figure; dibujar_esf(’\sigma_2’, x, y, s2)

figure; dibujar_esf(’\tau_{máx}’, x, y, tmax)

% Función para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)

contour(x,y,var, 30, ’k’); % 30 curvas de nivel de color negro
xlabel(’x’) % título del eje X
ylabel(’y’) % título del eje Y
title(titulo) % título del gráfico
set(gca, ’XDir’,’reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquieda
set(gca, ’YDir’,’reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo
axis equal tight % ejes iguales y ajustados
axis([-0.5 0.5 0 0.5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]

end
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uniformes (por ejemplo, supongamos que deseamos calcular los esfuerzos bajo unmuro
de contención o una cimentación rectangular muy larga), y también se puede utilizar
para dar una estimación local y aproximada de los esfuerzos que aparecen cuando existe
contacto entre dos sólidos.

La �gura 6.24a muestra la vista frontal del sólido. Note cómo la carga distribuida
p se considera conformada por un número in�nito de diferenciales dp � pdx; tenga
en cuenta que la unidades de p son fuerza dividido entre área mientras que las de dp
son fuerza sobre longitud; cada diferencial es una carga lineal en z similar a la analizada
en el problema de Flamant (�gura 6.17) que actúa sobre un ancho dx. En particular,
analizaremos un diferencial ubicado a una distancia r y a un ángulo de inclinación θ del
punto (x , y); observe que el ángulo θ varía entre θ1 y θ2, donde

tan θ1 �
y

x − a
tan θ2 �

y
x − b

. (6.95)

Por su parte, en la �gura 6.24b se observa un acercamiento al diferencialmencionado.
Note que r � rœ� rœœy que θ � θœ� θœœ, ya que dθ es un diferencial de ángulo y dx es
uno de longitud. Aquí, la línea verde podría entenderse ya sea como un diferencial
de arco de longitud rœdθ o como el cateto opuesto del triángulo rectángulo rosado ,
de forma que su longitud es sin θœœdx; en consecuencia, sin θœœdx � rœdθ y de aquí se
deduce que dx � r

sin θ dθ.
Por consiguiente, el diferencial de carga dp que actúa sobre la distancia dx es

dp � pdx � p
r

sin θ
dθ . (6.96)

Al aplicar el principio de superposición, es posible sumar las contribuciones de cada
uno de esos diferenciales de carga para calcular el valor de los esfuerzos que actúan sobre

x

y

z

p

x � a
x � b

Espesort

Figura 6.23. El problema de Flamant se puede generalizar para considerar una carga
distribuida uniforme p aplicada sobre la super�cie de un medio semin�nito. Dicha carga se
ubica entre x = a y x = b y tiene un espesor t, que puede ser una cantidad �nita o in�nita.
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el punto de coordenadas (x , y); de este modo, a partir de las ecuaciones (6.86), resulta
que los esfuerzos actuantes en el punto (x , y) debido a la carga dp son

dσx � −2dp
πr

sin θ cos2 θ � −2p
π

cos2 θ dθ

dσy � −2dp
πr

sin3 θ � −2p
π

sin2 θ dθ

dτxy � −2dp
πr

sin2 θ cos θ � −2p
π

sin θ cos θ dθ .

Reemplazando (6.96) en las ecuaciones anteriores e integrando dichos diferenciales en-
tre θ1 y θ2 obtenemos los esfuerzos:

σx � ∫
θ2

θ1

dσx � −2p
π ∫

θ2

θ1

cos2 θ dθ

σy � ∫
θ2

θ1

dσy � −2p
π ∫

θ2

θ1

sin2 θ dθ

τxy � ∫
θ2

θ1

dτxy � −2p
π ∫

θ2

θ1

sin θ cos θ dθ;

dichas integrales se pueden resolver fácilmente con Maxima, así:

x � ax � b

y � b� a
2

(a) (b)

(x , y)(x , y)

xx

y

r rœ

rœœ

p dp

dθ

θ θœ

θœœ

θ1
θ2

dx

dx

Figura 6.24. La carga distribuida p, mostrada en (a), se puede descomponer en
una colección in�nita de diferenciales dp, cada uno actuando sobre un

diferencial de longitud dx. Aplicando el principio de superposición, se puede
sumar la contribución de esas cargas in�nitas para estimar los esfuerzos que
actúan en el punto (x , y). En (b) se hace un acercamiento al diferencial de
longitud dx y su carga aplicada. El esfuerzo cortante máximo (τmáx)xy,

presente en el medio, ocurrirá sobre la semicircunferencia mostrada en (a).
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sx : -2*p/%pi * integrate(cos(t)^2, t, t1, t2), trigreduce, factor;
sy : -2*p/%pi * integrate(sin(t)^2, t, t1, t2), trigreduce, factor;
txy : -2*p/%pi * integrate(sin(t)*cos(t), t, t1, t2), trigreduce, factor;

de modo que

σx � − p
2π

[2(θ2 − θ1) + (sin 2θ2 − sin 2θ1)]
σy � − p

2π
[2(θ2 − θ1) − (sin 2θ2 − sin 2θ1)] (6.97)

τxy � − p
2π

[ cos 2θ1 − cos 2θ2].
Ahora, utilizando el siguiente código de Maxima,

sx : -p/(2*pi) * (2*(t2 - t1) + (sin(2*t2) - sin(2*t1)))$
sy : -p/(2*pi) * (2*(t2 - t1) - (sin(2*t2) - sin(2*t1)))$
txy : -p/(2*pi) * (cos(2*t1) - cos(2*t2))$

tmax2 : ((sx - sy)/2)^2 + txy^2, expand, trigreduce, trigrat, factor;
sxsy2 : (sx + sy)/2, factor;

podemos demostrar que el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales están
dados por

(τmáx)xy �
p

π
√
2

√
1 − cos (2(θ2 − θ1))

(σ1)xy � − p
π

(θ2 − θ1) + p
π

√
2

√
1 − cos (2(θ2 − θ1))

(σ2)xy � − p
π

(θ2 − θ1) − p
π

√
2

√
1 − cos (2(θ2 − θ1)).

Observe que el radicando, y en consecuencia el esfuerzo cortantemáximo (τmáx)xy, toma

su valor más grande cuando cos (2(θ2 − θ1)) � −1, lo cual sucede cuando θ2 � θ1 + π
2 .

En virtud del teorema de �ales, esta situación se presenta en todos los puntos sobre la
semicircunferencia roja mostrada en la �gura 6.24a; por lo tanto, dado que θ2 − θ1 � π

2 ,
sobre dicha semicircunferencia roja tenemos:

(τmáx)xy �
p
π

� 0.3183p σ1 � − p
2
+ p
π

� −0.1817p σ2 � − p
2
− p
π

� −0.8183p.

Observe que el valor más grande del esfuerzo cortante máximo (τmáx)xy es
p
π . Según

se discute en la sección 4.9, la grá�ca del esfuerzo cortante (τmáx)xy está íntimamente
relacionada con el criterio de falla de Tresca (ver, por ejemplo, Álvarez-Marín [2023a]),
el cual es válido para materiales dúctiles. Esto nos dice que la grá�ca de (τmáx)xy señala
las ubicaciones donde el sólido tiende a fallar inicialmente. Por ejemplo, en el caso de
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Figura 6.26. Variación de los esfuerzos (σ1)xy, (σ2)xy y (τmáx)xy en el problema
de una carga distribuida aplicada en −a ≤ x ≤ b, con a = −1 y b = 1, para una
profundidad y = b y una carga distribuida p = 1

b� a . Observe en particular que

el esfuerzo (τmáx)xy alcanza su valor más grande p/π cuando y = b� a
2 .
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Figura 6.27. Variación del esfuerzo cortante máximo (τmáx)xy en el problema de una
carga distribuida aplicada en −a ≤ x ≤ b, con a = −1 y b = 1, para una profundidad y = b y
una carga distribuida p = 1

b� a . Observe en particular que el esfuerzo (τmáx)xy alcanza su
valor más grande p/π sobre la semicircunferencia mostrada en la �gura 6.24a.
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Códigos de Matlab empleados para generar las gráficas asociadas al problema de una
carga distribuida uniforme sobre un medio seminfinito

A continuación, se presentan los códigos de Matlab con los que se generaron las �gu-
ras 6.25, 6.26 y 6.27.

La �gura 6.25 se generó con el siguiente código:

% Se define la carga
a = -1;

b = +1;

p = 1/(b-a); % carga unitaria equivalente

% Se define la geometría
x = linspace(-5, 5, 200); % eje de las X
y = b; % profundidad b

% Se calculan los ángulos t1 y t2, ecuaciones (6.95)
t1 = atan2(y, x-a);

t2 = atan2(y, x-b);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy
sx = -p/(2*pi) * (2*(t2 - t1) + (sin(2*t2) - sin(2*t1)));

sy = -p/(2*pi) * (2*(t2 - t1) - (sin(2*t2) - sin(2*t1))); % ec. (6.97)
txy = -p/(2*pi) * (cos(2*t1) - cos(2*t2));

% Se hace el gráfico
figure
h = plot(x,sx, x,sy, x,txy);

set(h, {’LineStyle’}, { ’-’; ’--’; ’-.’}); % raya, raya-raya, raya-punto
set(h, {’DisplayName’}, {’\sigma_x’; ’\sigma_y’; ’\tau_{xy}’})

legend(’Location’, ’best’)

xlabel(’Distancia x (adimensional)’) % título del eje X
ylabel(’Esfuerzo para p = 1/(b-a)’) % título del eje Y
set(gca, ’XDir’,’reverse’) % eje X positivo va hacia la izquierda
grid on % se coloca una grilla

La �gura 6.26 se generó con el siguiente código:

% Se define la carga
a = -1;

b = +1;

p = 1/(b-a); % carga unitaria equivalente

% Se define la geometría
x = (a+b)/2; % graficar debajo de la mitad de la carga distrib.
y = linspace(0, 5*b, 200); % eje de las Y

% Se calculan los ángulos t1 y t2, ecuaciones (6.95)
t1 = atan2(y, x-a);

t2 = atan2(y, x-b);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy
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% Función para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)

pcolor(x,y,var);
shading interp

hold on
colormap jet
colorbar
contour(x,y,var, 30, ’k’); % 30 curvas de nivel de color negro
title(titulo) % título del gráfico
set(gca, ’XDir’,’reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquieda
set(gca, ’YDir’,’reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo
axis equal tight % ejes iguales y ajustados
axis([-5 5 0 5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]
xlabel(’Distancia x (adimensional)’) % título del eje X
ylabel(’Distancia y (adimensional)’) % título del eje Y

end

6.13.5. El ensayo brasilero o de tracción indirecta

Calculemos ahora la distribución del esfuerzo en un cilindro sujeto a un par de fuerzas,
diametralmente opuestas, uniformes y lineales, como se ilustra en la �gura 6.28; ambas
fuerzas tienen magnitud P y actúan en sentido contrario.

Este problema es de particular importancia práctica, ya que se utiliza para determi-
nar la resistencia a tracción de materiales frágiles como concreto, roca, asfalto, cerámica,
etc., en lo que se denomina ensayo brasilero, ensayo de tracción indirecta (split cylinder test
en inglés) o ensayo de resistencia a la tracción por hendimiento. Este procedimiento fue

P

P

Figura 6.28. En el ensayo de tracción indirecta o ensayo brasilero se somete un cilindro a
dos cargas uniformes, diametralmente opuestas, de magnitud igual pero sentido contrario.
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P

P

P

P 2P
πd

� ++

Solución deSolución de
Flamant 1 Flamant 2

Distribución radial
de esfuerzo

Figura 6.29. La distribución de esfuerzos sobre el cilindro en el ensayo
brasilero se puede expresar mediante el principio de superposición, esto

es, como la suma de los efectos de dos fuerzas lineales aplicadas sobre medios
semin�nitos y una distribución de esfuerzo radial a tracción de magnitud 2P

πd .

propuesto por el ingeniero brasilero Fernando Luiz Lobo Barboza Carneiro (1913–2001)
en 1943, e independientemente por el ingeniero japonés Tsunei Akazawa en el mismo
año. Este ensayo se encuentra reglamentado, para el concreto, por la Norma Técnica Co-
lombiana ntc 722:2021, que está a su vez basada en la norma86 astm C496/C496M:2017.
Por otro lado, el ensayo para núcleos de roca lo reglamenta la norma astm D3967:2016.

Para calcular la distribución de esfuerzos en ese cilindro, utilicemos como base la
solución al problema de Flamant, estudiada en la sección 6.13.3. Para tal �n, se aplicará
el principio de superposición para sumar los esfuerzos producidos por un par de fuer-
zas uniformemente distribuidas y diametralmente opuestas. Intentemos, inicialmente,
sumar las contribuciones a los esfuerzos de las dos soluciones de Flamant mostradas en
la �gura 6.29.

Según el problema de Flamant, la distribución de esfuerzos sobre la circunferencia,
mostrada en la �gura 6.21b, está dada por las ecuaciones (6.85) y (6.87), esto es:

σr � −2P
πr

sin θ � − 2P
πd

σθ � 0 τrθ � 0, (6.98)

o alternativamente por las ecuaciones (6.86) que se repiten aquí por conveniencia:

σx � − 2Px2y
π(x2 + y2)2 σy � − 2Py3

π(x2 + y2)2 τxy � − 2Pxy2

π(x2 + y2)2 . (6.99)

Observe que, según las ecuaciones (6.98), estos esfuerzos son únicamente radiales. Con
referencia a la �gura 6.30, de aquí se deduce que la carga P1 produce el esfuerzo a compre-
sión 2P1

πd y la carga P2 el esfuerzo a compresión 2P2

πd sobre cualquier punto de la circunfe-
rencia. Puesto que no existen esfuerzos cortantes sobre el diferencial y solo se tienen los
esfuerzos normales − 2P1

πd y − 2P2

πd ; además, según el teorema de�ales87 un ángulo inscrito

86 La sigla astm proviene de American Society for Testing and Materials.
87 Ver, por ejemplo, https://en.wikipedia.org/wiki/�ales’s_theorem.
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/* Se aplica el principio de superposición para encontrar la respuesta */
sx : sx1 + sx2 + sx3;

sy : sy1 + sy2 + sy3;

txy : txy1 + txy2 + txy3;

encontrando que

σx �
2P
π

[ 1
d
− x2y1

r41
− x2y2

r42
]

σy �
2P
π

[ 1
d
− y31

r41
− y32

r42
]

τxy �
2P
π

[ y21
r41
− y22

r42
] x ,

donde y1 � d
2 − y, y2 � d

2 + y, r1 �
√

x2 + y21 y r2 �
√

x2 + y22.
A partir de estas ecuaciones y utilizando el siguiente código de Matlab,

% Se definen la carga y el diámetro del cilindro
P = 1; % carga unitaria
d = 1; % diámetro unitario

% Se calculan los x, y a partir de las coordenadas polares
[r,t] = meshgrid(linspace(0, d/2, 50), linspace(0, 2*pi, 181));

% Se hace la conversión de coordenadas polares a rectangulares
[x,y] = pol2cart(t, r); % es equivalente a: x = r.*cos(t); y = r.*sin(t);

% Se calculan las coordenadas en los otros sistemas
y1 = d/2 - y; r1 = hypot(x, y1);

y2 = d/2 + y; r2 = hypot(x, y2);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy
sx = (2*P/pi)*(1/d - x.^2.*y1./r1.^4 - x.^2.*y2./r2.^4);

sy = (2*P/pi)*(1/d - y1.^3./r1.^4 - y2.^3./r2.^4);

txy = (2*P/pi)*(y1.^2./r1.^4 - y2.^2./r2.^4).*x;

% Se calculan el esfuerzo cortante máximo y los esfuerzos principales
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).^2 + txy.^2);

s1 = (sx + sy)/2 + tmax; t1 = atan2(2*txy, sx-sy)/2;

s2 = (sx + sy)/2 - tmax; t2 = t1 + pi/2;

% Se hacen los gráficos
figure
subplot(1,3,1); hacer_dibujo(’\sigma_1’, x,y,s1, 25);

subplot(1,3,2); hacer_dibujo(’\sigma_2’, x,y,s2, 200);

subplot(1,3,3); hacer_dibujo(’\tau_{max}’, x,y,tmax, 200);

% Se define la función con la que se generan los gráficos
function hacer_dibujo(titulo, x, y, var, nc)

350



https://www.youtube.com/watch?v=1kdXmNKeLII
https://www.youtube.com/watch?v=1kdXmNKeLII


6. formulación de la teoría de la elasticidad en coordenadas cilíndricas

por otro lado, en el caso de que y � 0, se tiene que y1 � y2 � d
2 y r1 � r2 �

√
x2 + d2

4 y, en
consecuencia,

σx �
2P
π

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

d
− x2d

(x2 + d2

4 )2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ σy �

2P
π

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

d
− d3

4 (x2 + d2

4 )2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ τxy � 0.

En particular, observe que los esfuerzos σx son máximos, constantes e iguales a 2P
πd

en x � 0, que es el plano sobre el cual se están aplicando las cargas. Este hecho se utiliza
en el ensayo brasilero para la determinación, de forma indirecta, del esfuerzo máximo a
tracción que puede soportar el material. El hecho de que los esfuerzos sean constantes
en x � 0 implica que la falla no iniciará en un punto en especí�co y, por el contrario,
todos los puntos sobre el diámetro vertical del cilindro fallarán al mismo tiempo.

Se debe considerar que la resistencia a la tracciónmedidamediante elmétodo brasile-
ro es, por lo general, mayor que la resistencia a la tracción directa, peromenor que la cal-
culada con el denominado ensayo de flexión (módulo de rotura, normaastmC78/C78M-
21). Además, la muestra cilíndrica debe fracturarse exactamente a lo largo de su diáme-
tro vertical, es decir, en el plano x=0, para que el resultado del ensayo sea considerado
con�able.

6.13.6. El problema de Boussinesq: cargas puntuales en medios
seminfinitos

Un problema fundamental de la teoría de cimentaciones es la determinación de los es-
fuerzos, deformaciones y desplazamientos en la masa del suelo debido a una carga pun-
tual P. Este problema fue abordado por el matemático y físico francés Joseph Valentin
Boussinesq (1842-1929) en 1888, asumiendo que el suelo es un sólido elástico lineal, ho-
mogéneo, isótropo y semin�nito. Dichas condiciones distan bastante de las propiedades
mecánicas del suelo; sin embargo, los resultados que presentaremos en esta sección le
darán al ingeniero una idea del orden de magnitud de los esfuerzos y desplazamientos
que pueden suceder. Obviamente, el ingeniero debe usar su criterio en la interpretación
de dichos resultados.

Consideremos que la carga puntual P actúa en el origen de coordenadas, como se
ilustra en la �gura 6.33. Aquí mismo se aprecia el plano z � a, el cual se encuentra
en la masa del suelo, por lo que a @0. Dado que existe simetría axial, este problema
se puede considerar como un estado de esfuerzos axisimétrico, por lo que es posible
utilizar la función de tensión de Love, analizada en la sección 6.12.2, para la solución de
este problema.

En Jog (2015, sección 6.6.14), se explica que utilizando la función de tensión de Love

ϕ(r, z) � BR + Az ln(R + z) (6.101)

podemos solucionar el problema de Boussinesq; aquí R �
√

r2 + z2.
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17 else
18 print("El biarmónico NO se satisface")$

En la línea 2 del código se especi�ca que r es un número positivo y que a es un número
negativo; las líneas 5 y 6 de�nen la función ϕ de acuerdo con la ecuación (6.101); las
líneas 8 a 12 estiman ∇4ϕ, y en las líneas 15 a 18 se veri�ca que la igualdad ∇4ϕ � 0 se
satisfaga. De hecho, la función (6.101) satisface el biarmónico (6.61).

Una vez de�nida la función de tensión de Love ϕ, se estiman los esfuerzos (6.59) y
los desplazamientos (6.60):

19 /* Se definen los esfuerzos por medio de la función de tensión de Love */
20 sr : diff(nu*lapl(phi) - diff(phi,r,2), z)$

21 st : diff(nu*lapl(phi) - (1/r)*diff(phi,r), z)$ /* ecs. (6.59) */
22 sz : diff((2-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), z)$
23 trz : diff((1-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), r)$
24

25 /* Se definen los desplazamientos empleando la función de tensión de Love */
26 ur : -((1+nu)/E)*diff(phi,r,1,z,1)$ /* ecs. (6.60) */
27 w : ((1+nu)/E)*(2*(1-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2))$

de modo tal que estos quedan en función de las constantes A y B con las cuales estaba
de�nida la función (6.101); de esta forma:

σz(r, z) �
z
R5

( (2νr2 − 3z2 + 2νz2) A+ (2νr2 − r2 + 2νz2 − 4z2) B) (6.102a)

τrz(r, z) �
r

R5
( (2νr2 − 3z2 + 2νz2) A+ (2νr2 − r2 + 2νz2 − 4z2) B). (6.102b)

Para determinar el valor de dichas constantes, se emplea la información provista por
las condiciones de frontera. Se sabe que para z � 0 no se tienen ni esfuerzos normales
σz ni esfuerzos cortantes τrz; de hecho, utilizando (6.102a), se observa inmediatamente
que σz(r, 0) � 0 y, con la ayuda de (6.102b), se obtiene:

τrz(r, 0) �
2νA+ (2ν − 1)B

r2
� 0. (6.103)

Adicionalmente, al considerar el equilibrio interno en el seno del medio, en el plano
in�nito ubicado en z � a, donde a @0, debe cumplirse que las fuerzas producidas por
los esfuerzos σz sean iguales a la carga P aplicada, por lo que

∫
ª

0
σz(r, z) 2πr dr´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

área de un
diferencial

− P � 0 para cualquier z � a. (6.104)

La fórmula anterior se calculará en la línea 35, dando como resultado:

−2π((2ν − 1)A+ (2ν − 2)B) − P � 0, (6.105)

como lo con�rma el siguiente código de Maxima:
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y los esfuerzos buscados

σr(r, z) �
P

2πR2
(−3r2z

R3
+ (1 − 2ν)R

R + z
)

σθ(r, z) �
(1 − 2ν)P
2πR2

( z
R
− R

R + z
)

σz(r, z) � − 3Pz3

2πR5

τrz(r, z) � −3Prz2

2πR5

(6.107)

recordando que R �
√

r2 + z2, que para el caso axisimétrico τrθ � τθz � 0 y que vθ � 0.
Tenga en cuenta que la solución que nos provee Maxima tiene una presentación di-

ferente de la aquí mostrada, por lo que utilizamos el código de las líneas 40 a 53 para
veri�car que ambas respuestas sean iguales desde el punto de vista algebraico.

Por último, observe que en el origen del sistema de coordenadas ((r, z) � (0, 0)) se
tiene que R � 0; en consecuencia, en el punto de aplicación de la carga existe un punto
de singularidad en las ecuaciones, para el cual las fórmulas estimadas anteriormente no
son válidas.

6.14. Ejercicios propuestos

1. Deduzca las ecuaciones (6.2).

2. Demuestre que las fórmulas dadas en (6.4) son todas equivalentes.

3. Deduzca los vectores (6.5).

4. Deduzca manualmente (algebraicamente) y también utilizando Maxima:

• El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional en coordenadas ci-
líndricas, como se hace en la sección 6.3.

• Las ecuaciones (6.40).

• Ley de Hooke para el caso de tensión y deformación plana, cuando se expre-
san estas en coordenadas cilíndricas.

• La ecuación de compatibilidad (6.51).

5. Veri�que que las ecuaciones (6.18) y (6.20) son equivalentes.

6. Explique por qué el siguiente programa de Maxima:
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θ̂ � cos θ cosφ î + cos θ sinφ ĵ − sin θ k̂
φ̂ � − sinφ î + cosφ ĵ.

Valiéndose de esta información, demuestre las siguientes expresiones en coorde-
nadas esféricas:

• Gradiente:

∇ f �
∂ f
∂r

r̂ + 1

r
∂ f
∂θ

θ̂ + 1

r sin θ
∂ f
∂φ

φ̂.

• Laplaciano:

∇2 f �
1

r2
∂
∂r

(r2
∂ f
∂r

) + 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(sin θ ∂ f
∂θ

) + 1

r2 sin2 θ

∂2 f
∂φ2

.

• Divergencia:

∇ ⋅A �
1

r2
∂ (r2Ar)

∂r
+ 1

r sin θ
∂ (Aθ sin θ)

∂θ
+ 1

r sin θ
∂Aφ

∂φ
.

• Rotacional:

 

r̂

θ̂

φ̂

î ĵ

k̂

P

r
θ

φ

Figura 6.34. Sistema de coordenadas esféricas. El punto P tiene coordenadas
esféricas (r, θ , φ). Observe que los vectores unitarios r̂, θ̂ y φ̂ indican
las direcciones en las que crecen, respectivamente, las variables r, θ y φ.
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∇×A �
1

r sin θ
⎛⎝

∂ (Aφ sin θ)
∂θ

− ∂Aθ

∂φ
⎞⎠ r̂

+ 1

r
⎛⎝ 1

sin θ

∂Ar

∂φ
− ∂ (rAφ)

∂r
⎞⎠ θ̂ + 1

r
(∂ (rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ
) φ̂.

Utilice para estas demostraciones Maxima.

¿Cuándo cree usted que debería utilizarse un sistema de coordenadas esféricas?

8. Considere la función ϕ � 2z2 − x2 − y2. Conviértala a coordenadas cilíndricas y
calcule su gradiente y laplaciano por coordenadas cilíndricas y por coordenadas
rectangulares. Compare ambas respuestas.

9. Demuestre que en coordenadas cilíndricas: τrθ � τθr, τrz � τzr y τθz � τzθ .

10. Deduzca la ecuación de equilibrio (6.34b) utilizando el enfoque explicado en la
sección 6.5.2. Repita la deducción sin tener que emplear expansiones en series de
Taylor, siguiendo pasos similares a los explicados en la sección 5.1.

11. Deduzca las ecuaciones (6.37).

12. Deduzca las ecuaciones (6.40) algebraicamente (siguiendo el procedimiento indi-
cado en la sección 6.6.2).

13. Deduzca las ecuaciones (6.63) algebraicamente.

14. Hacer un programa deMaxima para demostrar que para la dilatación cúbica
e � εx + εy + εz � εr + εθ + εz. Pista: trigreduce(ex+ey+ez);

15. ¿Es posible formular la ley de Hooke para materiales ortótropos en coordenadas
cilíndricas? ¿Bajo qué condiciones es válida dicha formulación?

16. Haga un programa de Maxima para encontrar las ecuaciones de Hooke co-
rrespondientes a los estados de tensión y deformación plana en coordenadas po-
lares, y la ley de Hooke para el caso de simetría axial.

17. Deduzca las condiciones de equilibrio en la frontera expresadas en coordenadas
cilíndricas.

18. Haga un programa de Maxima para deducir las ecuaciones de compatibili-
dad en términos de esfuerzos a partir de las ecuaciones (5.13).

19. Veri�que las ecuaciones de Beltrami (6.49).

20. Demuestre la ecuación (6.50).
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21. Deduzca las ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales mostra-
das en la sección 6.10.2.

22. Deduzca las ecuaciones de Cauchy-Navier descritas en la sección 6.11.

23. Deduzca la función de tensión de Airy teniendo en cuenta fuerzas másicas varia-
bles en el espacio.

24. Convierta las fórmulas deducidas en este capítulo de coordenadas cilíndricas a
coordenadas rectangulares.

25. Repita el análisis hecho en la sección 6.13.1, pero esta vez para un cilindro. Ten-
ga en cuenta que, en este caso, se debe emplear la ley de Hooke para el caso de
deformación plana. Aquí la �gura 6.9 representaría una sección de cilindro.

26. Repita el análisis hecho en la sección 6.13.1, pero esta vez teniendo en cuenta los
efectos térmicos. Para tal �n, modi�que la ley de Hooke usando lo explicado en la
sección 4.10, asumiendo que el cambio de temperatura es el mismo para todo el
disco. Si se considera que la velocidad angular del disco es cero, ¿en cuánto se debe
aumentar la temperatura del disco de modo tal que su radio interior se expanda
una cantidad ∆ri?

27. Encuentre las expresiones correspondientes a los desplazamientos del problema
de huecos en láminas analizado en la sección 6.13.2. Pista: utilice la ley de Hoo-
ke (6.46) y las ecuaciones (6.40).

28. Valiéndonos del siguiente programa de Maxima, veri�que que la función
(6.72) es la solución a la ecuación diferencial (6.56). Explique cada una de las líneas
de este programa:

1 depends(f, xi)$

2 depends(xi, r)$ /* xi es la letra griega ξ */
3 gradef(xi, r, diff(log(r),r))$ /* xi = log(r) <<==>> r = exp(xi) */
4

5 lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)*diff(f,r)
6 + (1/r^2)*diff(f,t,2) + diff(f,z,2)$
7

8 phi : f*cos(2*t)$
9 biarmonico : factor(lapl(lapl(phi))) = 0$

10 eq1 : factor(r^4*biarmonico/cos(2*t))$
11 eq2 : subst(f(xi), f, eq1)$
12

13 atvalue(f(xi), xi=0, C0)$
14 atvalue(’diff(f(xi),xi,1), xi=0, C1)$
15 atvalue(’diff(f(xi),xi,2), xi=0, C2)$
16 atvalue(’diff(f(xi),xi,3), xi=0, C3)$
17 desolve(eq2, f(xi))$
18
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Suplemento matemático

En este apéndice se presenta un compendio de fórmulas y conceptos que muy probable-
mente se estudiaron en los cursos de matemáticas, de forma previa a la lectura de este
texto. Por lo tanto, no es su propósito presentar al lector por primera vez dichos concep-
tos, sino compilar las ecuaciones y de�niciones que ayuden a recordar rápidamente los
temas que se han referido a lo largo del libro.

A.1. Identidades trigonométricas

A continuación, se resumen algunas identidades trigonométricas importantes:

sin2 θ + cos2 θ � 1 sin2 θ �
1 − cos 2θ

2
cos2 θ �

1 + cos 2θ
2

.

Identidades de suma y diferencia de ángulos:

sin(x ± y) � sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y)
cos(x ± y) � cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y)
tan(x ± y) �

tan(x) ± tan(y)
1 ∓ tan(x) tan(y) .

Identidades de doble ángulo:

sin 2θ � 2 sin θ cos θ cos 2θ � cos2 θ − sin2 θ .
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A.2. Planos

En el espacioR3, un plano es una super�cie bidimensional plana, que se extiende in�ni-
tamente en todas las direcciones y que contiene un número ilimitado de puntos y rectas.
En este caso, un plano es un subespacio bidimensional deR3.

Un plano se puede de�nir por su vector normal n � [a, b, c]T y un punto x0 �[x0, y0, z0]T contenido en él. Si denotamos por x � [x , y, z]T un punto genérico del
plano, se sabe que el vector x − x0 pertenece al plano. Como el vector n es normal a
cualquier recta que pertenezca al plano se tiene que n ⋅ (x − x0) � 0, es decir,

a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) � 0.

En el caso particular de que el plano pase por el origen del sistema de coordenadas,
entonces, x0 � 0 y, en consecuencia, la ecuación anterior se reduce a

ax + by + cz � 0.

A.3. Función

Para establecer la noción de función, es necesario comenzar recordando qué es una re-
lación. En matemáticas, una relación es la correspondencia entre un primer conjunto
llamado dominio y un segundo conjunto llamado rango, de manera tal que a cada ele-
mento del dominio le corresponde uno o más elementos del rango.

Por su parte, una función es una relación a la cual se le agrega la condición de que
a cada elemento del dominio le corresponde únicamente un elemento del rango. De lo
anterior se concluye que todas las funciones son relaciones, pero no todas las relaciones
son funciones. La manera habitual de denotar una función es f ∶ D → R, donde f
representa la función, D es su dominio y R es su rango; también se suele escribir x ↦
f (x), siendo x >D. Finalmente, se dice que la imagen de x en R es f (x).
A.3.1. Función continua

Se dice que una función es continua en un punto x0 si existe el límite ĺımx� x0
f (x), si la

función está de�nida en x0 y si ambos valores coinciden, o sea, si ĺımx� x0
f (x) � f (x0).

Si alguna de estas tres condiciones no se cumple, se dice que la función f es discontinua
en x0. Una función f ∶ X → Y es continua en un intervalo I b X si la función es continua
para todo punto x > I.

Se dice que una función f es continua por la izquierda en el punto x0 si el límite lateral
por la izquierda y el valor de la función en el punto son iguales, es decir, ĺımx� x−0 f (x) �
f (x0). Por otra parte, se considera que una función f es continua por la derecha en el
punto x0 si el límite lateral por la derecha y el valor de la función en el punto son iguales,
esto es, ĺımx� x+0 f (x) � f (x0). Para que una función sea continua en el punto x0 se
requiere, por lo tanto, que sea continua por la izquierda y sea continua por la derecha en
el punto x0, esto es, ĺımx� x−0 f (x) � ĺımx� x+0 f (x) � f (x0).
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A.4. Campo vectorial

Un campo vectorial es una función que asocia un vector a cada punto del espacio eucli-
diano, de la forma f ∶Rn →Rn. Los campos vectoriales se utilizan amenudo en la física
para modelar la velocidad y la dirección de un �uido que se mueve a través del espacio,
o la intensidad y la dirección de una fuerza, como la electromagnética o la gravitatoria,
pues cambian punto a punto. Un caso típico de campo vectorial en la mecánica de sóli-
dos es el de desplazamientos de un sólido, que se ilustra para una viga empotrada en la
�gura 3.2; en este caso, observe que a cada punto del espacio le corresponde un vector,
simbolizado por una �echa, cuya cola se ubica en el punto (x , y) y su cabeza indica el
desplazamiento sufrido por el punto ubicado en la posición (x , y).

Consideremos otro ejemplo. La función f (x , y) � x exp (−x2 − y2) tiene como gra-
diente

∇ f (x , y) � [(1 − 2x2) exp (−x2 − y2)
−2xy exp (−x2 − y2) ] ;

este gradiente forma un campo vectorial, ya que es un vector que depende del vector po-
sición [x , y]T . Este campo vectorial se puede dibujar utilizando los siguientes comandos
de Matlab, lo que permite obtener la �gura A.1.

[x,y] = meshgrid(-2:0.2:2);
f = x.*exp(-x.^2 - y.^2);

[dx,dy] = gradient(f, 0.2, 0.2);

figure
contour(x,y,f);
hold on
quiver(x,y, dx,dy, ’r’);

xlabel(’Eje x’); ylabel(’Eje y’);

title({’Curvas de nivel de la función f y’, ...

’campo vectorial asociado al gradiente de f’});

A.5. Notación tensorial de Voigt

La notación de Voigt, propuesta por el físico e ingeniero aeronáutico alemánWoldemar
Voigt (1850–1919), se utiliza para representar un tensor simétrico como otro tensor de
un orden menor.

Por ejemplo, considere la matriz simétrica de tamaño 2 × 2 X (tensor simétrico de
orden 2)

X � (x11 x12

x12 x22
) ,

la cual contiene tres elementos distintos: dos en la diagonal y el otro fuera de esta. Dicha
matriz se puede expresar como el vector (tensor de orden 1)

(x11, x22, x12) .
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Curvas de nivel de la función f y
campo vectorial asociado al gradiente ∇ f
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Figura A.1. Campo vectorial formado por el gradiente de la función
f (x , y) = x exp (−x2 − y2). En este grá�co se puede apreciar claramente

el hecho de que el gradiente de una función es ortogonal a las curvas de nivel.

Otro ejemplo se muestra a continuación. La matriz

ε �

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

εxx εxy ← εxz
↘ ↑

εxy εyy εyz
↘ ↑

εxz εyz εzz

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
se puede expresar utilizando la notación de Voigt como un vector de dimensión 6:

ε � [εxx , εyy , εzz , εyz , εxz , εxy]T
� [ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6]T

.

A.6. Regla de la cadena

La regla de la cadena se utiliza en cálculo para determinar la derivada de la composición
de funciones. Por ejemplo, si z � f (y) y y � g(x), entonces,

dz
dx

�
dz
dy

dy
dx

� f œ(y)gœ(x) � f œ(g(x))gœ(x).
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En el caso de que tengamos una función f (t, x1(t), . . . , xn(t)), que es una función
de t y de las n variables xi , que dependen a su vez de la variable independiente t, se tiene
por la regla de la cadena que

d f
dt

�
∂ f
∂t
+ n∑

i=1

∂ f
∂xi

dxi

dt
;

aquí, la expresión d f
dt se conoce como la derivada total de f con respecto a t. Por ejemplo,

sean las funciones f (x , y), x(t) y y(t). De acuerdo con la regla de la cadena:

d f (t)
dt

�
∂ f (x , y)

∂x
dx(t)
dt
+ ∂ f (x , y)

∂y
dy(t)
dt

.

Finalmente, si se tiene una función f (u1(x), . . . , ui(x), . . . , un(x)), que es una fun-
ción de las n variables ui que dependen a su vez del vector de variables independientes
x � [x1, . . . , x j, . . . , xm]T , se tiene por la regla de la cadena que

∂ f
∂x j

�
n∑

i=1

∂ f
∂ui

∂ui

∂x j
para j � 1, . . . , m.

A.7. Expansión en series de Taylor

Las expansiones en series deTaylor, llamadas así en honor almatemático británico Brook
Taylor (1685–1731), permiten aproximar funciones por polinomios alrededor de un pun-
to. Estas tienen dos versiones: una unidimensional y otra multidimensional, que se repa-
sarán a continuación.

A.7.1. Expansión en series de Taylor en una variable

La serie de Taylor de una función real o compleja f (x), que es in�nitamente diferenciable
en un vecindario de un número real o complejo x0, está dada por la serie de potencias

f (x0 + ∆x) �
ª∑

n=0

f ˆ n• (x0)
n!

∆xn ,

es decir,

f (x0 + ∆x) � f (x0) + f œ(x0)
1!

∆x + f œœ(x0)
2!

∆x2 + f ˆ 3• (x0)
3!

∆x3 +⋯.
De manera alternativa, la expresión anterior se puede escribir, haciendo ∆x � x − x0,
como

f (x) � f (x0) + f œ(x0)
1!

(x − x0) + f œœ(x0)
2!

(x − x0)2 + f ˆ 3• (x0)
3!

(x − x0)3 +⋯,
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donde n! indica el factorial del número n y f ˆ n• (x0) denota la derivada n-ésima de f
evaluada en el punto x0; la derivada cero de f , esto es, f ˆ0• , se de�ne como la función f
misma y los términos ∆x0 y 0! son ambos iguales a 1. En el caso particular en que x0 � 0,
la serie de Taylor se conoce también como la serie de Maclaurin, en honor al matemático
escocés Colin Maclaurin (1698–1746).

El objetivo de usar series de Taylor es, principalmente, aproximar funciones “feas”,
pero diferenciables, por medio de unos sencillos polinomios en función de ∆x con los
cuales, por obvias razones, será más agradable trabajar. Lo anterior debido a que una de
las funciones con las que es más fácil operar son los polinomios, ya que son sencillos de
evaluar, derivar e integrar. Dicha aproximación polinómica solo será válida cerca a un
punto x0; si la distancia ∆x a dicho punto es pequeña, se espera que la aproximación sea
de excelente calidad.

En este punto se recomienda al lector mirar el comando taylortool del toolbox de ál-
gebra simbólica deMatlab, para visualizar de una forma interactiva y amigable las series
de Taylor unidimensionales.

A.7.2. Expansión en series de Taylor en varias variables

La serie de Taylor para funciones multivariadas alrededor del punto (a1, a2, . . . , ad) se
de�ne como

f (x1, . . . , xd) �
ª∑

n1=0

⋯ ª∑
nd=0

(x1 − a1)n1⋯(xd − ad)nd

n1!⋯nd!
( ∂n1 ��� nd f

∂xn1

1 ⋯∂xnd

d
) (a1, . . . , ad).

Por ejemplo, para una función que depende de dos variables x y y, la aproximación
en series de Taylor alrededor del punto (x0, y0), que considera únicamente los términos
de segundo orden es

f (x0 + ∆x , y0 + ∆y) � f (x0, y0) + ∆x
∂ f
∂x

∣
ˆ x0 ,y0•

+ ∆y
∂ f
∂y

∣
ˆ x0 ,y0•

+ 1

2!

⎡⎢⎢⎢⎢⎣∆x2 ∂2 f
∂x2

∣
ˆ x0 ,y0•

+ 2∆x∆y
∂2 f

∂x∂y
∣
ˆ x0 ,y0•

+ ∆y2
∂2 f
∂y2

∣
ˆ x0 ,y0•

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
y se denomina expansión truncada en series de Taylor de segundo orden.

A.7.3. Aproximación de ángulos pequeños

La aproximación de ángulos pequeños es un procedimiento bastante utilizado en inge-
niería cuando se hacen deducciones en las que los ángulos a tener en cuenta sonmuy pe-
queños; esto se hace con el objeto de simpli�car considerablemente las demostraciones.
Esta técnica solo es válida en el límite cuando el ángulo tiende a cero y es básicamente
una aproximación de primer orden (linealización) de las funciones trigonométricas que
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trunca su correspondiente serie de Taylor, de modo que cuando el ángulo se mide en
radianes,

sin x � x

cos x � 1 o también 1 − x2

2
(si se utiliza una aproximación de segundo orden)

tan x � x .

La aproximación anterior se puede justi�car observando las series de Taylor de las
funciones trigonométricas

sin x �
ª∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!x2n� 1 � x − x3

3!
+ x5

5!
−⋯ para todo x

cos x �
ª∑

n=0

(−1)n

(2n)!x2n � 1 − x2

2!
+ x4

4!
−⋯ para todo x

tan x �
ª∑
n=1

B2n(−4)n(1 − 4n)(2n)! x2n� 1 � x + x3

3
+ 2x5

15
+⋯ para ∣x∣ @

π

2
,

donde los B2n son llamados números de Bernoulli, que están de�nidos por

Bm(n) �
m∑

k=0

k∑
v=0

(−1)v(k
v
)(n + v)m

k + 1 .

Cuando el ángulo x esmenor que un radián, las potencias x2, x3, . . . decrecen rápidamen-
te y, por lo tanto, muy pocas de ellas son necesarias. Entre más pequeño sea x mucho
más rápido decrecerán las potencias x2, x3, . . . , lo cual justi�ca el truncamiento de la
serie de Taylor.

Utilizando el siguiente código de Matlab:

x = (0:1:10)’*pi/180;
s = sin(x); error_s = 100*abs(s-x)./s;
c = cos(x); error_c = 100*abs(c-1)./c;
t = tan(x); error_t = 100*abs(t-x)./t;

[x*180/pi x s error_s c error_c t error_t]

obtenemos la tabla A.1. En ella podemos ver, por ejemplo, que los errores de aproxima-
ción de ángulo pequeño para 5X del seno, coseno y tangente de x es 0.127%, 0.382% y
0.254%, respectivamente.

A.8. Optimización de una función sujeta a una restricción
de igualdad

Elmétodo de losmultiplicadores de Lagrange se utiliza para encontrar elmínimoo elmá-
ximo local de una función, sujeta al cumplimiento de una o de varias igualdades. A con-
tinuación, repasaremos este método cuando únicamente está implicada una restricción.
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Tabla A.1. Valor de las funciones trigonométricas para diferentes ángulos

θ θ

(Grados) (Radianes)
sin(θ) (Error) cos(θ) (Error) tan(θ) (Error)

0 0 0 (0%) 1 (0%) 0 (0%)
1 0.0175 0.0175 (0.0051%) 0.9998 (0.0152%) 0.0175 (0.0102%)
2 0.0349 0.0349 (0.0203%) 0.9994 (0.0610%) 0.0349 (0.0406%)
3 0.0524 0.0523 (0.0457%) 0.9986 (0.1372%) 0.0524 (0.0914%)
4 0.0698 0.0698 (0.0813%) 0.9976 (0.2442%) 0.0699 (0.1625%)
5 0.0873 0.0872 (0.1270%) 0.9962 (0.3820%) 0.0875 (0.2540%)
6 0.1047 0.1045 (0.1830%) 0.9945 (0.5508%) 0.1051 (0.3658%)
7 0.1222 0.1219 (0.2492%) 0.9925 (0.7510%) 0.1228 (0.4980%)
8 0.1396 0.1392 (0.3257%) 0.9903 (0.9828%) 0.1405 (0.6507%)
9 0.1571 0.1564 (0.4124%) 0.9877 (1.2465%) 0.1584 (0.8238%)
10 0.1745 0.1736 (0.5095%) 0.9848 (1.5427%) 0.1763 (1.0175%)

Supongamos que deseamos minimizar la función f (x), donde x >Rm, cumpliendo
con la restricción g(x) � c, siendo c una constante. El método de los multiplicadores de
Lagrange consiste en convertir el problema de optimización con restricciones de igual-
dad en uno sin restricciones, cambiando la función objetivo. En este caso, se minimiza
la llamada función lagrangiana, la cual está dada por

L(x , λ) � f (x) − λ(g(x) − c).
Aquí la constante desconocida λ se denominamultiplicador de Lagrange. Paraminimizar
L, se deben calcular todas sus derivadas y se deben igualar a cero, de donde resulta:

∂L
∂x

�
∂ f
∂x
− λ ∂g

∂x
� 0

∂L
∂λ

� c − g(x) � 0.

En conclusión, la solución al problema de minimización se encuentra al resolver simul-
táneamente las ecuaciones ∇ f (x) � ∂ f ˆ x•

∂x � λ ∂gˆ x•
∂x � λ∇g(x) y g(x) � c; esto signi�ca

que la solución se encuentra sobre la super�cie g(x) � c en un punto que cumpla la
condición necesaria ∇ f (x) � λ∇g(x), es decir, en un punto en el que las funciones f
y g tengan gradientes que apuntan en la misma dirección. Finalmente, se debe emplear
algún método para veri�car que el punto que satisfaga las dos igualdades anteriores sea
un mínimo de f , ya que este podría ser también o un máximo o un punto silla.

A.9. Ecuaciones paramétricas

Considere dos funciones continuas f (t) y g(t) de�nidas en el intervalo [p, q]. El con-
junto de pares ordenados ( f (t), g(t)), para todo t > [p, q], se denomina curva plana
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C. Las ecuaciones x � f (t) y y � g(t) se conocen como las ecuaciones paramétricas de
C, siendo t el parámetro de dichas ecuaciones. Cuando se dibuja el conjunto de puntos(x , y) � ( f (t), g(t)) para todo t > [p, q] aparece el llamado gráfico de la curva C. Por
simplicidad, no distinguiremos entre una curva y su grá�ca. Al dibujar la curva plana
con valores crecientes de t >[p, q], esta se gra�ca en una dirección especí�ca, lo que se
conoce como la orientación de la curva.

Se dice que una curva paramétrica es cerrada cuando ( f (p), g(p)) � ( f (q), g(q));
en el caso de que la curva paramétrica no se interseque consigo misma en ningún otro
punto, se dice que la curva paramétrica es cerrada simple.

Una curva C puede tener diferentes funciones f y g que la describan. Para evitar tal
arbitrariedad, es posible parametrizar la curva con respecto a la longitud de arco, la lla-
mada parametrización normal; usualmente el parámetro de dichas ecuaciones se denota
como s. En este caso, es factible demostrar que el vector tangente a la curva C está dado

por el vector [d f ˆ s•
ds , dgˆ s•

ds ]T
, el cual es un vector unitario que apunta en la dirección en

la que la curva C se gra�ca; el vector normal a la curva está dado por [dgˆ s•
ds , −d f ˆ s•

ds ]T
,

siendo también este un vector unitario.

Ejemplo

Una curva paramétrica famosa es la denominada curva de Lissajous,88 la cual describe
un tipo especial de movimiento armónico representado por el sistema de ecuaciones
paramétricas x(t) � A sin(at + c) y y(t) � B sin(bt). El siguiente código de Matlab
sirve para ilustrar dicha curva:

1 t = linspace(0, 2*pi, 20000);

2 x = cos(5*t);
3 y = sin(7*t);
4

5 figure;
6 plot(x, y); % gráfica la curva paramétrica
7 hold on; % los comandos siguientes no borrarán la figura
8 comet(x, y); % este comando muestra el sentido de la curva
9 axis equal tight % ejes iguales y ajustados

10 xlabel(’x(t)’)
11 ylabel(’y(t)’)
12 title(’Ecuación paramétrica de Lissajous’);

La salida del código anterior se muestra en la �gura A.2. Se sugiere ejecutar este código,
ya que el comando comet, de la línea 8, reproduce una animación que ilustra la orienta-
ción de la curva.

88 Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve.
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Figura A.2. La curva de Lissajous es un ejemplo clásico de curva paramétrica. La curva
mostrada se describe por el par de ecuaciones x(t) = cos(5t) y y(t) = sin(7t).

A.10. Divergencia

En el cálculo vectorial, la divergencia es un operador vectorial que muestra la tendencia
de un campo vectorial a contraerse o expandirse alrededor de un punto, tal y como se
ilustra en la �gura A.3. La divergencia de un campo vectorial g(x , y, z) ∶� gx(x , y, z)î +
gy(x , y, z) ĵ + gz(x , y, z)k̂ continuamente diferenciable se de�ne, enR3, por el escalar:

div g(x , y, z) ∶� ∇ ⋅ g(x , y, z) ∶� ∂gx(x , y, z)
∂x

+ ∂gy(x , y, z)
∂y

+ ∂gz(x , y, z)
∂z

.

Cuando div g(x , y, z) A0, se dice que el campo vectorial se expande o diverge en el
punto de coordenadas (x , y, z), mientras que si div g(x , y, z) @0 el campo vectorial se
contrae o converge. En el caso de que div g(x , y, z) � 0, se dice que el campo vectorial es
incompresible. Esta lectura está dada a partir de interpretaciones físicas relacionadas con
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la mecánica de �uidos, que están fuera del alcance de este libro, y de las de la mecánica
de sólidos que se abordan en la sección 4.5.

A.11. El teorema de la divergencia

En cálculo vectorial, el teorema de la divergencia, también llamado teorema de Gauss o
teorema de Ostrogradsky, relaciona el valor de la integral de super�cie del �ujo de un
campo vectorial a través de una super�cie cerrada ∂Ω con la divergencia del campo
vectorial en el volumen Ω encerrado por dicha super�cie ∂Ω.

Sean H y Ω dos subconjuntos enR3, tales que Ω ` H es cerrado y acotado y el borde
de Ω, denotado por ∂Ω, es una super�cie regular o regular a trozos orientada por un
vector normal unitario n̂ ∶� [α, β, γ]T dirigido al exterior de Ω. Sea g ∶ H → R3, un
campo vectorial g ∶� gx i+gy j+gzk de claseC1, es decir, g cuenta con derivadas parciales

de primer orden continuas (esto es, ∂gx
∂x ,

∂gy
∂y ,

∂gz
∂x ,

∂gx
∂y ,⋯, ∂gz

∂z son funciones continuas).
Entonces:

∫∫∫
Ω
div g dV � ∫∫∯∂Ω

g ⋅ n̂ dS;

aquí el operador div g, a veces escrito como ∇ ⋅ g, denota

div g ∶� ∇ ⋅ g ∶� ∂gx

∂x
+ ∂gy

∂y
+ ∂gz

∂z

div g 1 � 2 A0 div g2 � −2 @0 div g3 � 0

−2
−2

−2
−2

−2

−2

−1−1−1

0

0

0
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Figura A.3. En esta �gura se muestran tres campos vectoriales: en (a) se ilustra el campo
vectorial g1 = [x , y]T , el cual tiene una divergencia positiva, ya que se observa que las

�echas del campo divergen o se expanden; la �gura (b) presenta g2 = [−x ,−y]T ,
que tiene una divergencia negativa: observe que las �echas del campo vectorial

convergen o se contraen, y la �gura (c) ilustra el campo vectorial g3 = [−y, x]T , el cual
tiene una divergencia nula; aquí las �echas del campo ni divergen ni convergen.
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Para entender físicamente el concepto de rotacional considere, por ejemplo, un �ui-
do en movimiento. Si ponemos dentro de dicho �uido una pequeña esfera rugosa (de
modo tal que su centro quede ubicado en el punto (x , y, z), pero que su rotación no esté
restringida), esta rotará alrededor de cierto eje a medida que el �uido circula sobre la
super�cie de la esfera. El rotacional se puede entender como el vector que tiene la mis-
ma dirección que el eje de rotación de la esfera y que se ubica de acuerdo con la regla
de la mano derecha (ver apéndice A.13), en relación con el sentido de la rotación, y cuya
norma es dos veces la velocidad angular de rotación de dicha esfera alrededor de ese eje.

Considere un campo vectorial u(x , y, z) � [u(x , y, z), v(x , y, z), w(x , y, z)]T . El
rotacional del campo vectorial u, denotado por∇×u(x , y, z), rot u o curl u, es el campo
vectorial de�nido por

∇ × u ∶� (∂w
∂y
− ∂v

∂z
) î + (∂u

∂z
− ∂w

∂x
) ĵ + ( ∂v

∂x
− ∂u

∂y
) k̂,

y se puede expresar de forma más concisa con ayuda del operador nabla

∇ � [ ∂
∂x

,
∂
∂y

,
∂
∂z

]T

como un producto vectorial, calculable mediante un determinante:

∇ × u ∶� det
⎛⎜⎝
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

u v w

⎞⎟⎠ .

Debe tenersemuypresente que dicho determinante en realidad no es tal, pues los elemen-
tos de la segunda �la no tienen argumento y, por lo tanto, carecen de sentido. Además,
dicho determinante solo puede desarrollarse por la primera �la. En de�nitiva, la nota-
ción en forma de determinante solo es una forma nemotécnica para recordar fácilmente
la expresión del rotacional.

A.15. Espacio vectorial

A continuación, se presentarán algunos conceptos asociados a los campos vectoriales.

A.15.1. Definición

Un espacio vectorial (real) X es un conjunto de elementos llamados puntos o vectores
junto con una función llamada suma

+ ∶ X × X → X ,
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y una función llamada multiplicación o producto

⋅ ∶R × X → X ,

que satisfacen las siguientes propiedades para todo número α, β >R y para todo vector
x , y, z >X :

1. Propiedad asociativa 1: (x + y) + z � x + (y + z).
2. Propiedad conmutativa: x + y � y + x.

3. Existencia del elemento cero: existe un elemento 0 > X llamado el elemento cero,
tal que x + 0 � x para todo x >X.

4. Existencia del negativo: para todo x > X existe un elemento −x > X, llamado el
negativo de x, tal que x + (−x) � 0.

5. Propiedad asociativa 2: α (β ⋅ x) � β (α ⋅ x) � αβ ⋅ x.
6. Elemento identidad en la multiplicación escalar: 1 ⋅ x � x.

7. Propiedad distributiva 1: α ⋅ (x + y) � α ⋅ x + α ⋅ y.
8. Propiedad distributiva 2: (α + β) ⋅ x � α ⋅ x + β ⋅ x.
Nota 1: por lo general el símbolo “⋅” de la funciónmultiplicación no se escribe cuando

se sobrentiende del contexto.
Nota 2: a los números α, β >R, generalmente, se les llama escalares.

Ejemplos

• La línea real (el conjunto de todos los números reales) con las operaciones usuales
de adición y multiplicación es un espacio vectorial que usualmente denotamos
porR.

• El conjunto de todas las parejas ordenadas (x1, x2, . . . , xn) de números reales x1,
x2, . . . , xn con sumas y multiplicaciones escalares de�nidas por

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) � (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)
α (x1, x2, . . . , xn) � (αx1, αx2, . . . , αxn)

es un espacio vectorial que llamamos el espacioRn.

• El conjunto de todas las funciones reales y continuas de�nidas en un intervalo[a, b] con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicación de fun-
ciones por números es un espacio vectorial que, por lo general, denotamos por
C0[a, b].
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A.16. Algunos conceptos de álgebra lineal

A continuación, se repasarán algunos conceptos de álgebra lineal.

A.16.1. Valores y vectores propios

Suponga un vector v x 0 y una matriz A de tamaños n × 1 y n × n respectivamente.
Al multiplicar la matriz A por el vector v, esto es, Av, obtenemos otro vector que es
básicamente una rotación y un escalamiento del vector v. El objetivo es encontrar un
vector v tal que solo se alargue o se contraiga bajo el efecto de la matriz A y que no rote.
Esto se representa matemáticamente como

Av � λv .

Desde este punto de vista, se de�ne como el vector propio o autovector (eigenvector en
inglés) v de una matriz A, a aquel vector no nulo tal que este no cambia de dirección
cuando se multiplica por dicha matriz A. Como se dijo, el efecto de la matriz A sobre
v es alargar o contraer el vector v sin cambiar su dirección; así pues, el valor propio o
autovalor (eigenvalue en inglés) λmide el cambio de longitud de v a causa de la matriz A.

A.16.2. Polinomio característico

Recordemos que el problema de valores y vectores propios se puede escribir como Av �
λv o alternativamente como (λI − A)v � 0; dado que v x 0, la matriz λI − A es singular
y, por lo tanto, su determinante es nulo, es decir det(λI −A) � 0. En este orden de ideas,
el polinomio característico de una matriz cuadrada A de tamaño n × n se de�ne como

p1(A, λ) � det(λI − A) � (λ − λ1)(λ − λ2)⋯(λ − λn),
y cuando este se iguala a cero obtenemos la ecuación característica de la matriz A:

p1(A, λ) � det(λI − A) � (λ − λ1)(λ − λ2)⋯(λ − λn) � 0; (A.3)

en otras palabras, las raíces λi , para i � 1, 2, . . . , n, del polinomio característico p son los
valores propios de la matriz cuadrada A.

Alternativamente, teniendo en cuenta que Av � λv es equivalente a (A − λI)v � 0,
también podríamos de�nir el polinomio característico de A como

p2(A, λ) � det(A− λI) � (λ1 − λ)(λ2 − λ)⋯(λn − λ). (A.4)

Observe que p1(A, λ) � −p2(A, λ), lo cual para propósitos prácticos en el cálculo
de los valores propios es indiferente; sin embargo, la de�nición (A.3) siempre resultará
en un polinomio cuyo coeficiente principal (el término que acompaña a λn) en todas las
ocasiones será +1, esto es, resulta en un polinomio mónico. Por otro lado, la de�nición
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(A.4) resultará todas las veces en un polinomio cuyo coe�ciente principal es (−1)n; por
ejemplo para n � 3, tenemos que

p1(A, λ) � +λ3 − (λ1 + λ2 + λ3)λ2 + (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)λ − λ1λ2λ3
p2(A, λ) � −λ3 + (λ1 + λ2 + λ3)λ2 − (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)λ + λ1λ2λ3. (A.5)

Tenga en cuenta que Matlab y Python (numpy) emplean la de�nición (A.3) del poli-
nomio característico, mientras que Maxima emplea la de�nición (A.4).

A.16.3. Cosenos directores

 

(a) (b)

θ1θ1

θ2θ2

θ3θ3

n � [nx , ny , nz]T n̂ � [α, β, γ]T

nx î

ny ĵ

nz k̂

xx

yy

zz

α î

β ĵ

γk̂

Figura A.5. Cosenos directores asociados al vector n:
(a) vector sin normalizar; (b) vector normalizado.

En relación con la �gura A.5, los cosenos directores de un vector n son los cosenos
de los ángulos entre n y el sistema de coordenadas ortonormal con respecto al cual se
de�ne n. Alternativamente, son las componentes del vector unitario n̂ asociado a n.

Por ejemplo, en el caso tridimensional, considere el vector n � [nx , ny , nz]T , el cual

se puede expresar como n � nx î + ny ĵ + nz k̂, donde {î , ĵ, k̂} es la base estándar en el
espacio R3. Los cosenos directores son los componentes que resultan al normalizar el
vector n, de modo tal que

α � cos θ1 �
nx∥n∥ �

nx√
n2

x + n2
y + n2

z
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El sistema de álgebra computacional
Maxima

El siguiente texto fue tomado de http://maxima.sourceforge.
net/es/

Maxima es un sistema para la manipulación de expresiones simbólicas y numéricas, in-
cluyendo diferenciación, integración, expansión en series de Taylor, transformadas de
Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de ecuaciones lineales, vectores,
matrices y tensores. Este programa genera resultados con alta precisión, mediante el em-
pleo de fracciones exactas y representaciones con aritmética de coma �otante arbitraria.
Adicionalmente, puede gra�car funciones y datos en dos y tres dimensiones.

El código fuente de Maxima puede ser compilado sobre varios sistemas operativos
comoWindows, Linux y MacOS. El código fuente para todos los sistemas y los binarios
precompilados paraWindows y Linux están disponibles en el administrador de archivos
de SourceForge.

El programa Maxima es un descendiente de Macsyma, el legendario sistema de ál-
gebra computacional desarrollado a �nales de 1960 en el Instituto Tecnológico de Mas-
sachusetts (mit). Este es el único sistema basado en el esfuerzo voluntario y con una
comunidad de usuarios activa, gracias a la naturaleza del open source. Macsyma fue re-
volucionario en sus días ymuchos sistemas posteriores, tales comoMaple yMathematica,
estuvieron inspirados en él.

La ramaMaxima deMacsyma fue mantenida porWilliam Schelter, desde 1982 hasta
su muerte en el 2001, quien en 1998 obtuvo el permiso para liberar el código fuente bajo
la licencia pública general (gpl) de gnu. Gracias a su esfuerzo y habilidad, Maxima fue
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El lenguaje de programación Matlab

Matlab es un lenguaje de programación, utilizado con frecuencia en la academia y en la
industria para el cálculo numérico, el análisis de datos y el desarrollo de algoritmos. El
matemático CleverMoler (1939–) fue profesor de álgebra lineal y análisis numérico en la
Universidad de Nuevo México. Moler desarrolló en las décadas de los setenta y ochenta,
y como proyecto en su tiempo libre, una plataforma para hacer cálculos con matrices
de una forma amigable e interactiva, que permitía a sus estudiantes acceder a las fun-
cionalidades de las librerías de álgebra lineal numérica Linpack y Eispack, sin tener que
escribir complicadas rutinas en Fortran y sin la necesidad de compilar continuamente
los programas; sin embargo, dicho so�ware no era un lenguaje de programación, era solo
una plataforma para el cálculo con matrices. Dicha plataforma se llamó posteriormente
Matlab, acrónimo de MATrix LABoratory. Más tarde Jack Little, un amigo de un estu-
diante de Moler, sugirió la creación de un producto comercial basado enMatlab; ambos
iniciaron entonces, junto con un amigo de Little llamado Steve Bangert, la creación de
un lenguaje de programación interactivo, basado en las primeras versiones de Matlab.
Dicho lenguaje se promocionó inicialmente en 1984 en una Conferencia de Control Au-
tomático del Institute of Electrical and Electronics Engineers (ieee) en Las Vegas; fue en-
tonces cuando apareció �e Mathworks Inc., la casa comercial que desarrolla Matlab. El
programaMatlab se lanzó comercialmente en 1985 y tuvo un éxito comercial inmediato,
especialmente porque incluía toolboxes especializados en ciertas ramas de la ingeniería,
como control o procesamiento digital de señales.

Desde entonces, Matlab ha evolucionado hasta convertirse en el so�ware comercial
más conocido en el mundo de la ingeniería y de la academia para el cálculo numérico.
Hoy en día, soporta decenas de toolboxes especializados, entre los que se encuentran
los de control, procesamiento digital de señales, estadística, optimización, ecuaciones
diferenciales parciales, identi�cación de sistemas, álgebra simbólica, entre otros. Adicio-
nalmente, hace grá�cos interactivos, tiene un ambiente de desarrollo amigable, cuenta
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Este libro acerca la teoría de la elasticidad al estudiante 
de pregrado de Ingeniería Civil o Mecánica, mediante la 
introspección física-matemática y la deducción paso a paso 
de cada una de las ecuaciones fundamentales de la elasti-
cidad. De hecho, lo que el libro clásico de Timoshenko y 
Goodier trata en sesenta páginas aquí se desglosa en cerca 
de trescientas. Todo esto con miras a dar al estudiante una 
fundamentación sólida para posteriores cursos sobre el 
método de los elementos �nitos, la mecánica computa-
cional o la plasticidad.

La presente obra recoge la experiencia docente de más de 
doce años del autor; su escritura se llevó a cabo con la retro-
alimentación permanente de los estudiantes. El texto hace 
uso del programa libre de álgebra simbólica Maxima, para 
deducir la mayoría de las ecuaciones complejas, y presenta 
códigos de Matlab que sirven para ilustrar numéricamente 
los ejemplos. La traducción de estos códigos a Python se 
encuentra en la página web del autor, en formato Jupyter 
Notebooks. Asimismo, el contenido se complementa con 
videos de su autoría, disponibles en YouTube.
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