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Prefacio

Cuando comenc”, en el 0yyA, mi carrera docente en la Univaddithcional de Colom-
bia - Sede Manizales, se me encomendN dictar un curso sobre Teoka Elasticidad
(Mectnica de SNlidos) a estudiantes de quinto semestre dedgoade Ingenier a Civil.
Mi principal reto radicN en que no encontr” en la literaturagtisible, en ingl’s o en es-
pakol, alg+n texto gu a apropiado para el nivel de conocimientorgidm matemitico
de mis estudiantes, ya que la mayor parte de textos eran deguwsg\ mi parecer, mu-
chos autores escriben para sus colegas y no para sus aluargpge es com+n que en
las publicaciones se omitan los pasos intermedios, las intapogies y las conclusiones
porque se consideran obvias, mientras que para quienes sdastamdo dif cilmente
lo son. Por lo tanto, una vez concluido ese primer semestreygel,de solicit” a Gilber-
to Alejandro Ortiz Garc a, uno de mis mis brillantes estutiianque transcribiera mis
apuntes de clase. Para mi sorpresa, Gilberto no solo triilSamis notas, sino todas
las suyas. Dichos apuntes fueron el esbozo de una obra de nmi$ ptEginas que se
dividieron en tres vol~menes, los cuales recogen la experidocente de mis de doce
aGos durante los cuales dict” por mis de treinta veces no solaiic®s de Teor a de
la Elasticidad Oy 0, sino tambi’n los cursos Antlisis Estruqtoreel M’todo de los
Elementos Finitos O y 0.

El primero de esos vol~menes es el libro que tiene ahora ustedsemanos; aqu
se presentan los fundamentos de la teor a de la elasticidadig@éen temas como
tensiones o esfuerzos, pe@@as deformaciones, ley de Hooke, as como las ecuaciones
diferenciales fundamentales de la elasticidad en coordemed@sngulares y cil ndricas.
En el segundo volumenl{arez-Mar n, 0yocd, se presentars la aplicaciNn de dichos
fundamentos; all se resolverin las ecuaciones diferemdiala elasticidad utilizando
el m"todo de las diferencias *nitas y MicrosoVY Excel, se eatdda torsiNn de barras, el
enfoque energtico de la elasticidad y se hart una introduccibis @br as de falla de
materiales. Finalmente, en el tercer voluméwnafez-Mar n, oyoch, se analizarfn las
teor as de vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko-Ehrgrtesteor as de losas de
Kirchhos-Love y de Mindlin y la estabilidad elfstica de barras.

El propNsito principal de esta obra es llenar ese vac o quetehenra literatura
con un texto que deduce paso a paso, pero sin reducir el nivehndaitso, las ecuacio-
nes propias de la teor a de la elasticidad lineal, teniendo mesepite la motivaciNin



detrts de cada deducciNn, su interpretaciNn f sica y la apdeahile las ecuaciones y
conceptos propios del tema.

La teor a de la elasticidad lineal analiza el comportamiento éepos hechos de
material elfstico lineal sujetos a deformaciones muy p&agieA pesar de dichas limita-
ciones, esta teor a abarca un amplio campo de aplicaciNn en ingenés un requisito
fundamental para entender a fondo la matemitica que subylase@odernos paquetes
de antlisisy digéo estructural que se encuentran por doquier en el mercadioriglést
pensado como texto gu a no solo para el curso de Teor a destacielad sino tambi”n
para los posteriores cursos de Elementos Finitos (anilisiscesal unidimensional,
bidimensional, tridimensional y axisim”trico), Mectnica Computaba Plasticidad.

Esta obra est? dirigida principalmente a estudiantes de pregrambsgrado de In-
genier a Civil o Ingenier a Mec?nica, y asume gque se han cupadiamente asigna-
turas sobre tlgebra lineal, ctlculo univariado y multivarjagtuaciones diferenciales,
resistencia de materiales y programaciNn de computadates)is, supone familiari-
dad con el lenguaje de programaciNn Matlab. Por otro ladop dps muchas de las
ecuaciones aqu_deducidas son bastante engorrosas, sealitit¥avarele tlgebra sim-
bNlica Maxima para su deducciNn. Los cNdigos de Matlab y Maximasaiaslien el li-
bro se pueden encontrar étips://github.com/diegoandresalvarez/solidos/tree/i@is
codiga All" tambi’n estt la mayor parte de estos cNdigos traducidysieR en la for-
ma deJupyter Notebooks

Durante la pandemia déi™é 1A los docentes nos enfrentamos al reto de€Ganse
de formas diferentes. En particular, yo escog una metodmlognocida como el 2au-
la invertida® Este enfoque requiere que el profesor realice wideotutoriales de sus
clases. Para tal n, hice unos tutoriales, tan completos y lgmios como mis limita-
ciones lo permitieron, donde explico los temas analizados en veajps$ulos del libro,
especialmente, los mts complicados; estos tutoriales disgonibles en YouTube. Es-
tos videos son un excelente complemento del libro, ya quesnatim algunos de ellos
abordo tem#ticas que no estfn incluidas en este texto.

Podr a asrmar que esta obra no solo es de mi autor a, sino ded® a de mis cien-
tos de estudiantes, ya que mediante el uso dewika(ShoutWiki y en especial de la
difunta Wikispaces), ellos correg an cada tilde, coma y eptiacpoco claro del texto,
contribu an con grfecas y ejemplos que clariecaban ciertaxeptos, correg an estilo,
y en general, hac an del texto uno ffcil de leer, a cambio deauzgas d’cimas; es
tanto as que en las primeras versiones de este libro yo recibuehos estudiantes en
mi oecina con dudas, pero ya con las +ltimas versiones eran dasaias que estos me
solicitaban. Por lo tanto, quiero agradecer a cada uno de ridiestes que contribuyN
para que este libro fuera mejor; espero me perdonen por tarlis aqu uno a uno,
porque sias fuera, tendr a que escribir varias hojas conmubnes. Tambi’n quiero
agradecer a los profesores Carlos Eduardo Arango Resteisthian Camilo Mendo-
za Bol&os, Daniel Alveiro Bedoya Ruiz, Jorge Eduardo Hurtado GNmiez Aladr’s
Paredes LNpez, Luis Ricardo Visquez Varela y Oscar Corleadiiadnes sugirieron
temiticas importantes que deb a tratar; Juan Pablo Herreste@eame ayudN con el en-
sayo para obtener la fotograf a mostrada en la sguceg Juan Nicolfs Ram rez Giraldo


https://github.com/diegoandresalvarez/solidos/tree/master/codigo
https://github.com/diegoandresalvarez/solidos/tree/master/codigo

y Michael Heredia Pérez tradujeron varios de los cddigos de este volumen a Python y Sa-
lomé Angel Echeverry elabor6 las animaciones de GeoGebra mostradas en el capitulo 2.
Finalmente, quiero agradecer a mi familia y a la Universidad Nacional de Colombia por
brindarme el tiempo, el espacio y los recursos para escribir este texto.

Cualquier sugerencia de adicion de temas para una nueva edicion, reporte de errores
o de temas poco claros o cualquier otro comentario constructivo sobre el libro siempre
sera bienvenido. Mi correo es daalvarez@unal.edu.co.

Diego Andrés Alvarez Marin
Manizales (Colombia), 21 de febrero del 2023






CZEt£ ™

Conceptos basicos

El material de las secciones O.¢ y O.¥ estf explicado en [Bhgt:
videos de YouTube que aparecen en la siguiente lista de %=
reproducciNnhttps://www.youtube.com/playlist? il
list=PLOgAelBrzPDHGRNNnsNghGFy¥IHYecCOm-

En este cap tulo consideraremos conceptos clave como ¢lguhestnica de sNlidos?,
¢cutles son sus ramas de estudio?, ¢ qu” es un sNlido?, goléeprepiedades de un
sNlido elfstico?, entre otros temas de inter’s.

1.1. 3%2Qué es la mecanica de solidos?

Lamectnica de sNlides la rama de la mecitnica cltsica que estudia el comportamiento
de la materia sNlida deformable sometida a acciones externaslasrfuerzas super-
«ciales, los cambios de temperatura o los desplazamientésadpk. A continuaciNn,
explicaremos con mis detalle los elementos de esta deeniciNn.

Por su parte, lanectnica clisic@gura O)les la rama de la f'sica que estudia el
comportamiento de los cuerpos macroscNpicos f sicos (desae pitpdulos y partes
de miquinas hasta objetos como planetas, estrellas y galexéslo estin sujetos a
fuerzas o desplazamientos. Esta se puede dividir en varias:ramas

- Lacinemiticaque describe el movimiento de los cuerpos sin considerar las raz
nes que lo causaron.

- Ladintmica que trata la relaciNn entre el movimiento de los cuerpos y sisasa
(las fuerzas); adicionalmente, estudia algunas propiedades duerpos como la
masa y la cantidad de movimiento.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLOq9elBrzPDHGRNnsNqhGFy4IHYecCOm-

e Cinematica

e Dindmica

e Estatica

e Mecanica celeste

e Mecdnica relativista

Mecanica .. [
e Mecdanica estadistica

clasica

e Mecanica de fluidos
Mecénica del . o Teoria de la elasticidad
. . Mecanica B .
medio continuo ° o o Teoria de la plasticidad
de solidos . . .
e Resistencia de materiales

Figura 1.1. Taxonomia de la mecdnica clasica.

« Laestatica, que analiza la influencia de las fuerzas y los torques aplicados sobre sis-
temas fisicos en estado de equilibrio; es decir, en una situacién donde las posiciones
relativas de los subsistemas no varian con el tiempo o donde estos se mueven con
velocidad constante.

« Lamecanica celeste, que estudia el movimiento de las estrellas, los planetas y otros
cuerpos celestes.

« La mecénica relativista, que incluye la teoria especial y general de la relatividad, y
que estudia el comportamiento de cuerpos que se mueven a una velocidad cercana
aladelaluz.

« La mecanica estadistica, que utiliza las propiedades microscopicas de los dtomos
y moléculas para explicar, desde un punto de vista estadistico y mecanico, las pro-
piedades macroscopicas y termodinamicas de los materiales que se observan en
la vida diaria.

« La mecdanica del medio continuo.

La mecéanica del medio continuo es una rama de la mecanica clésica que propone un
modelo unificado para el estudio de los cuerpos sélidos y los fluidos (liquidos y gases)
modelados como un continuo. El concepto del continuo consiste en asumir que la sustan-
cia que conforma un determinado cuerpo esta distribuida completamente en el espacio
que ocupa; de este modo, NO tiene en cuenta que los materiales estan conformados por
atomos entre los cuales existen espacios vacios y que, generalmente, tienen alguna cla-
se de estructura heterogénea; asi mismo, la mecénica del medio continuo supone que
cantidades fisicas como la densidad o la masa se pueden aproximar como un limite infi-
nitesimal.

La mecanica del medio continuo se clasifica a su vez en dos grandes grupos: la meca-
nica de fluidos y la mecanica de sélidos. La mecdnica de fluidos estudia el movimiento
de los gases y de los liquidos, asi como las fuerzas que lo provocan. Como se dijo, la
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« Elestado liquido se caracteriza porque las atracciones intermoleculares mantienen
a las moléculas en proximidad, pero no en relaciones espaciales fijas.

+ En el estado gaseoso, las moléculas estan comparativamente separadas y las atrac-
ciones intermoleculares tienen un efecto pequefio en sus movimientos respectivos.

« Elplasma es un gas constituido por particulas cargadas (iones) libres, cuya dinami-
ca presenta efectos colectivos dominados por las interacciones electromagnéticas
de largo alcance entre ellas. El plasma es un estado de agregacion de la materia
con caracteristicas propias diferenciandose, de este modo, del estado gaseoso en
el que no existen efectos colectivos importantes.

Un cuerpo solido se caracteriza porque opone resistencia a la deformacion (cambios
de forma y de volumen); en contraste con los liquidos y los gases, la mayor parte de los
solidos tienen altos valores del médulo de Young E y del mddulo de cortante G (estos
conceptos se definiran en las secciones 4.3 y 4.3.2, respectivamente); los fluidos, por su
parte, tienen un mddulo de cortante G bajo y, por lo general, exhiben la capacidad de
deformarse continuamente (fluir) bajo la accién de un esfuerzo cortante aplicado.

Podemos clasificar los sélidos de acuerdo con la forma en la que estos responden al
esfuerzo aplicado en sélido rigido, elastico, viscoeldstico y plastico:

Solido rigido: es aquel que, ante cualquier esfuerzo, por grande que sea, no se deforma;
por lo tanto, en este tipo de sdlido la distancia intermolecular es invariable.

Solido elastico: es aquel que al ser sometido a fuerzas se deforma; sin embargo, luego
de suprimir dichas fuerzas, el sélido recupera su forma inicial.

Solido viscoelastico: es aquel que se comporta eldsticamente, pero que también posee
amortiguamiento; de este modo, cuando se remueve el esfuerzo aplicado, el s6-
lido tiene que hacer un trabajo contra los efectos de amortiguamiento y este es
convertido en calor dentro del material. Asi, la deformacion del sélido depende
del tiempo; este comportamiento se encuentra en los tendones, ligamentos y teji-
dos del cuerpo humano y en ciertos polimeros.

Solido plastico: por lo general, se comportan eldsticamente cuando se les aplica un es-
fuerzo menor que el esfuerzo de fluencia (este concepto se estudiara en la sec-
cidén 4.2); cuando se sobrepasa dicho esfuerzo, el material se deforma permanen-
temente y no retorna a su forma inicial después de retirar la carga aplicada.

En lo que resta del libro, estudiaremos principalmente el comportamiento de siste-
mas estructurales fabricados con sélidos elasticos, por lo que describiremos sus propie-
dades a continuacion.



1.3. Propiedades del solido elastico isétropo

Los sNlidos que usualmente se analizan en la teor a de laiétabtie idealizan por las
siguientes propiedades:

Isotropia: un material es isNtropo cuando sus propiedades f sicas nodepele la
direcciNin en la que se han medido; en otras palabras, las prdeeélaicas del
material son las mismas en todas las direcciones. Cuando werialato cumple
esta condiciNn, se dice queaggsNtropoPor ejemplo, la madera es un material
anisNtropo porque su resistencia en la direcciNn perpendiautes <bras y en
la direcciNn de las *bras es diferente; tambi’n lo son los metateducidos en
procesos de rolado, ya que este tiende a ubicar los cristdlesetkd en ciertas
direcciones. Un ejemplo de material isNtropo ser a, por digrapagua pura.

Continuidad:un material continuo se caracteriza porque no existen discaidades
entre sus part culas y, por consiguiente, no se presentamdiataintersticiales;
en otras palabras, si pudi"ramos ampliar nuestra visiNn indimente con un
microscopio, en vez de visualizar el vac o inter e intraatNmicodwveuamos es
indeenidamente material 8continuo®

Homogeneidadun material es homog’neo cuando al extraer cualquier elemdato
sNlido este posee las mismas propiedades f sicas, indepemeietetalel lugar
donde se extraen las muestras. Se debe tener en cuenta, sirgenge a nivel
microscNpico todos los materiales podr an considerarsedugtezos, y la caracte-
I stica de homogeneidad es simplemente un promedio a nivel reelifEico; esto
+ltimo sucede, por ejemplo, con el concreto u hormigNn.

Estas propiedades se usan principalmente con el objeto deisian@l antlisis ma-
temitico, ya que al analizar sNlidos no elfsticos o anisNteopoasiplejidad matemitica
de la formulaciNn se complica notablemente.

1.4. Diferenciales de primer, segundo y tercer orden

A lo largo de este texto deduciremos muchas ecuaciones difatesigarciales. Dichas
deducciones, usualmente, analizan un cuerpo de @manitesimal, por lo que es ne-
cesario estudiar la naturaleza de las cantidades inenitesgcale las que trabajaremos.
Consideremos un elemento diferencial de arco, ¥rea o volumeio tos mostrados
en la «gura0.pcon tam&os o5, dA 'y dV, respectivamente. Sin p’rdida de generalidad,
podemos asumir que dichos diferenciales son bfsicamente Eed@acco, rectingulos
o paralelep pedos rectos; por lo tanto, en lo que respectdiferenciales de freay de
volumen sus tam@s soi dA dxdyydV dxdydz Sillamamos asldx, dyy dz
diferenciales de primer ordeantonces nos referiremos, seg+n correspond# a dv

¢ Alolargo de este texto utilizaremos muchas veces el s mbglee signisca se desne coma®
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Figura 1.3. Variacién de las funciones X, x* y x>. Observe que a medida de que X
tiende a cero por la derecha, la funcién x* decrece mucho mas rapido que Xx* (es
decir, X° se vuelve cero primero que X*) e incluso disminuye de forma atin més
rapida que X. Por esta razdn, es posible despreciar los diferenciales de tercer y
segundo orden cuando estos se comparan con diferenciales de primer orden.

volumen. Estas fuerzas no se producen por el contacto con otro cuerpo. Denotaremos
por el campo vectorial (ver apéndice A.4)°

b x,y,ze  [X(%Y,2), Y(X,¥,2), Z(X,Y,2)]"

la intensidad de la fuerza masica por unidad de volumen ejercida en la ubicacion (X, y, z);
aqui X, Y y Z son las componentes de la fuerza masica por unidad de volumen en la
direccion de los ejes coordenados X, Y y z, respectivamente; de acuerdo con lo anterior
y con lo expuesto en la seccién 1.4, b(X, y,z) dV denotara la fuerza (observe que dicha
fuerza es también un campo vectorial) ejercida sobre un diferencial de volumen dV que
se ubica en la posicién (X, Y, z), siendo esta expresiéon un diferencial de tercer orden.
Por ejemplo, con respecto al sistema de coordenadas mostrado en la figura 2.1, el campo
vectorial b representa el peso propio del cuerpo y estd en este caso dado por b(X, Y, z)

[0, pg, 0]T, siendo p la densidad del material y g la aceleracién de la gravedad; aqui,

5 En este libro representaremos siempre los vectores como vectores columna; sin embargo, para mini-

mizar el espacio usado, a veces los escribiremos como un vector fila al que se le aplicard posterior-
mente el operador de transposicion. Adicionalmente, de aqui en adelante, usaremos este recuadro
para resaltar aquellas ecuaciones fundamentales y aquellas utilizadas en la practica para resolver
problemas.



pg es el llamado peso especi [cd del material, que se debe entender como una “densidad
de peso”.

Por otro lado, las llamadas fuerzas de contacto, fuerzas de super [Cié o simplemente
fuerzas super Lcihles (surface forces en inglés) son aquellas que estan presentes inicamen-
te en el contorno del sélido y se producen por el contacto con otro sélido o fluido. A lo
largo del texto denotaremos al sélido como Q y a su contorno como 9€2; ejemplos de
dichas fuerzas son la presion de tierras o las fuerzas hidrostaticas. En este orden de ideas,
denotaremos por el campo vectorial

FOGY,2)  [XO6Y.2), Y6 Y,2), Z(%, Y, )]

la intensidad de la fuerza super Lcial por unidad de area ejercida en la posicion (X, Yy, z);
aqui (X, Y, z) pertenece necesariamente al contorno Q) del sélido Q, es decir, (X, y, z) >
0Q. Segun lo anterior, el diferencial f(X,Y,z)dI serd un diferencial de segundo orden
que representa la fuerza ejercida sobre el diferencial de superficie o de area dI', donde
dl' * 0Q; en este caso, hemos denotado por X, Y y Z las componentes de la fuerza
superficial en la direccion de los ejes coordenados X, Y y z, respectivamente.

1.6. Preguntas de control de lectura

1. ;Cudl es la diferencia entre la mecanica de sélidos y la resistencia de materiales?

2. ;Esta claro el concepto de continuidad en un sélido y en un fluido? ;Qué se esta
asumiendo en el limite cuando las dimensiones del volumen de referencia tienden
a cero?

3. 3Es posible considerar elementos diferenciales que no sean rectangulos o paralele-
pipedos rectos en el caso de diferenciales de area y de volumen respectivamente?
;Por qué el analisis hecho en la seccion 1.4 se restringe a diferenciales de las formas
mencionadas?
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Figura 2.1. Fuerzas superficiales f,, f,, ..., f,,, masicas b e internas que actdan
1 T
sobre un solido. El vector Af := [fx, fy, fz] representa la resultante
de la fuerza interna que acttia sobre el area AA, la cual contiene el punto P y se
encuentra ubicada sobre el plano con normal # que pasa por el punto P.

esfuerzos se puede representar como una funcién (ver apéndice A.3) continua por par-
tes, cuyo dominio son todos los puntos (X, Y, Z) que estan contenidos en el sdlido. En
ocasiones, el esfuerzo también depende del tiempo t, como en el caso de estructuras
sometidas a acciones dindmicas como sismos o vientos.

Con referencia a la figura 2.1, considere un cuerpo en equilibrio sujeto a fuerzas su-
perficiales f,, f,, ..., f,, y masicas b, el cual se divide en dos por un plano imaginario
con vector normal’ n1. Si consideramos la mitad graficada en la izquierda, sobre el plano
divisor se debera encontrar una fuerza superficial por unidad de area, la cual tendra la
mision de conservar el equilibrio del sélido; analicemos entonces la naturaleza de dicha
fuerza superficial que actiia sobre un pequefio diferencial de drea de ese plano.

Suponga que sobre el plano divisor esta ubicada una superficie de area® AA, la cual
contiene el punto P con coordenadas (X, Y, z); suponga adicionalmente que sobre la su-

perficie actia una fuerza cuya resultante es Af  [fy, fy, fZ]T. El principio de esfuerzos
de Cauchy (Cauchy stress principle en inglés) establece que a medida que la superficie se
vuelve muy pequefia y tiende al punto P, la tension o esfuerzo (denotada por q) en el
punto (X, Y, z) asociado con el plano de normal n es

x,y,2) i Af (aqui AA Tt 1n) (2.)

q(x.y, lim =+ (aqui iene normal n). :

La ecuacién (2.1) nos dice que el vector de esfuerzos q depende de la ubicacion en el
cuerpo y la orientacién en el plano sobre el cual se esta actuando. Observe que tanto Af

7 Alolargo de este texto utilizaremos un gorro sobre una letra para denotar que dicho vector es uni-

tario: [n| = 1.
Nos referiremos a la superficie y al area de la superficie por AA. A partir del contexto se podra deducir
a qué se esta haciendo referencia.



como q(X, Y, z) son vectores con la misma direccion y sentido; ademads, ambos vectores
tienen generalmente una direccién diferente a la de n. Tenga en cuenta que q(X, Y, z)
por definicidn se asocia a una superficie; de hecho, algunos libros hacen énfasis en esto
utilizando la notacién g ™ (X, Y, z); sin embargo, nosotros no utilizaremos esta notacién
para evitar saturar el texto. Note que, segun la ecuacién (2.1), en un sélido real las fuerzas
puntuales no existen porque el esfuerzo en el punto de aplicacion de la carga seria infini-
to; lo que si es fisicamente posible es una carga distribuida repartida sobre una pequefia
area.

Observe que el esfuerzo se cuantifica por unidades de fuerza sobre unidades de drea,
por lo que este se mide, en el sistema internacional de unidades, en newton (N) sobre
metro cuadrado (m?), es decir, N/m? o simplemente pascales (Pa).

Dependiendo de la orientacion del plano en consideracidn, el vector de esfuerzos
q(X,y,z) se puede descomponer de la siguiente manera:

«+ Un vector normal al plano, llamado el vector de esfuerzo normal (normal stress vec-
tor en inglés), denotado por @y, el cual esta asociado a las fuerzas de compresion
y de traccion’ y se define por

A
on(X,Y,2) Al£mO A{AT

b

donde Af, es la componente del vector de fuerzas internas Af que es normal al
diferencial de drea AA y que basicamente tiene la misma direccion que n.

« Un vector 6 ortogonal a n, conocido como el vector de esfuerzo tangencial o vector
de esfuerzo cortante (shear stress vector en inglés), especificado por

. Af
as(X,Y,2) Al'lb\mo AA?

b

donde Af representa la componente tangencial del vector de fuerzas internas Af
a la superficie de area AA.

Finalmente, aplicando las reglas de adicion vectorial 6,(X, Y,2) y 65(X, Y, Z), se pue-
den sumar para volver a obtener q(X, Y, 2):

q(X,¥,2) on(X,¥,2) o5(X,Y,2). (2.2)

En este texto asociaremos cantidades positivas a los esfuerzos normales de traccién y cantidades
negativas a los esfuerzos normales de compresion.



2.2. Estudio de las tensiones en un punto bidimensional

En esta seccion estudiaremos los esfuerzos que actiian sobre un punto bidimensional.
Para tal fin asumiremos, a continuacion, que el punto tiene la forma de un elemento
infinitesimal rectangular (seccion 2.2.1) y también la forma de un elemento infinitesi-
mal triangular (seccidn 2.2.2). Al ser un elemento infinitesimal, se puede despreciar la
variacion de los esfuerzos sobre las caras del rectangulo y del triangulo.

2.2.1. Analisis de un elemento infinitesimal rectangular

Analicemos un s6lido bidimensional de espesor t localizado sobre el plano Xy, como el
mostrado en la figura 2.2a.'° En particular, estamos interesados en los esfuerzos en un
punto interior, que para efectos practicos simbolizaremos con el rectingulo mostrado
en la figura 2.2b, el cual tiene caras ortogonales a los ejes X y Y. El resto del cuerpo ejerce
sobre el elemento unas fuerzas repartidas sobre las caras del rectangulo. Si el elemento
es lo suficientemente pequefo podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que los
esfuerzos sobre las caras del sélido estan uniformemente repartidos sobre ellas (;por
qué?).

11 E i»
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Figura 2.2. Analisis de esfuerzos en un elemento infinitesimal rectangular de espesor t (no
mostrado) localizado sobre el plano xy. El grafico muestra la convencion positiva de los
esfuerzos. Del s6lido mostrado en (a) extraemos un pedazo infinitesimal rectangular
mostrado en (b). En (b) podemos ver los esfuerzos actuando sobre dicho rectangulo. Los
esfuerzos sobre este rectangulo se pueden descomponer en esfuerzos normales y cortantes
que se ilustran en (C) con una sola flecha para simplificar la representacion grafica.

Observe que los esfuerzos actuantes sobre la cara derecha se han dividido en los
esfuerzos normales oy y en los esfuerzos cortantes 7, (que hemos representado en la
figura 2.2c con una sola flecha para hacer la ilustracién mucho mas legible). Escogimos

0 Siendo estrictos, estamos considerando aqui un sélido en estado de tensién plana. Este concepto lo

veremos en la seccion 4.8.1.









Esta ecuacion se conoce como la fdrmula de Cauchy (bidimensional); en este sistema
la matriz simétrica g se conoce como la matriz de tensiones de Cauchy (bidimensional)."
Cabe aclarar que en la deduccidn de la ecuacion (2.3) no se han tenido en cuenta las fuer-
zas masicas por ser diferenciales de volumen, cuyo valor es despreciable en comparacion
con las fuerzas de superficie (ver seccién 1.4). Se deja como ejercicio al lector hacer el
analisis anterior teniendo en cuenta las fuerzas masicas.

Mas adelante, en la seccidn 2.10, explicaremos el concepto de tensor y entenderemos
por qué a g se le conoce también como el tensor de esfuerzos o el tensor de tensiones.

2.3. Estudio de las tensiones en un punto tridimensional

Como se coment6 en la seccién 2.1, para cada inclinacién del plano que pasa por el
punto P referido en la figura 2.1, tenemos un esfuerzo correspondiente q que equilibra
los esfuerzos internos en el sdlido. En esta seccién caracterizaremos dichos esfuerzos
internos utilizando un paralelepipedo y un tetraedro infinitesimal.

2.3.1. Analisis de un paralelepipedo infinitesimal

La siguiente animacién de GeoGebra, elaborada por
Salomé Angel Echeverry, permite ilustrar de forma
interactiva el paralelepipedo considerado en esta seccion:
https://www.geogebra.org/m/ve3dxtpw

[m] s

En el caso tridimensional, con referencia a la figura 2.4 y utilizando un sistema de coor-
denadas de la mano derecha (ver apéndice A.13), si consideramos un paralelepipedo
infinitesimal tendriamos tres componentes de tension en cada una de las seis caras del
elemento, por lo que habria dieciocho valores de las componentes de tension. Es claro
que los vectores normales a las caras tienen igual magnitud y direccion, pero diferente
sentido que el vector de la cara opuesta (debido a que la sumatoria de fuerzas en un punto
en equilibrio estatico' debe ser cero, S f 0). Por otro lado, la condicion de equilibrio
de momentos Y m 0 también se debe satisfacer, por lo que al hacer la sumatoria de
momentos producidos por los pares de fuerzas involucrados con respecto al centro del
paralelepipedo resulta:

Smy 0 (ry;dxdz)dy (r,ydxdy)dz 0
S>Smy 0 (1;xdydx)dz (74, dydz)dx 0
S>Sm, 0 (1xydzdy)dx (zyxdzdx)dy O,

Es importante advertir al lector acerca de la diferencia entre la matriz ¢ y el vector o. La primera es
la matriz de tensiones y el segundo es una representacion alterna de la matriz g, como el vector o,
que utilizaremos a partir del capitulo 4 (ver, por ejemplo, la seccion 4.3.4).

Se dice que un cuerpo sometido a la accion de fuerzas externas se encuentra en equilibrio estatico
cuando estd, ya sea quieto o en movimiento, sobre una linea recta y con velocidad constante.
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Figura 0.¥.Componentes de esfuerzos €b.El grieco muestra el sentido positivo
de los esfuerzos. Recuerde @uerepresenta el esfuerzo cortante que
act+a sobre una superecie ortogonal al gjg que apunta en direcciNn

del ejez. Observe adicionalmente que los esfuerzos estfn referidos
a un sistema de coordenadas de la mano derecha (ver ap”adige

de donde se deduce que

Oyz Oy O O Oy Oy

Recuerde del curso Estftica que, cuando se estima el momehagiio por un par de
fuerzas, no se considera un punto alrededor del cual se haoenlatoria de momentos;
basta con multiplicar la distancia que separa ambas fuerda fuerza del par.

En conclusiNn, se observa que de los dieciocho valores de lasreamgmde los
vectores de tensiNn correspondientes a las seis caras delggapedo considerado, solo
hay seis componentes independientes, que.son, . ;, Oy, O Y Oy,.

Como nota *nal, es menester comentar que a las tres carasidelmostrado en la
egura 0.¥se les llamaaras positivaya que esttn en el lado positivo de los &jegy z;

a las otras tres caras del cubo, las cuales estfn ocultadibnje] se les conoce como
lascaras negativas

O
o)



(b)

Figura 2.6. Relacion entre los triangulos AABC y AACO. En el grafico (a) se observa que
las lineas DO y BD son las alturas de los tridngulos AACO y AABC, respectivamente;
adicionalmente, ambas lineas son ortogonales a la linea AC. En el gréfico (b)
podemos encontrar una vista de la figura (a) en la cual el plano AABC se ve como la
linea BD y la linea AC se ve como el punto verde Il mostrado. En este mismo
grafico se observa claramente que el dngulo que hace el eje y con el vector 7 es 6.

Observe que tanto la matriz de tensiones g como el vector normal 7 varian de punto
a punto en el espacio, por lo que podriamos escribir (X, y,z) a(X,y,z)n(x,y,z).La
matriz de tensiones g representa el estado de esfuerzos presente en un punto cualquiera
con coordenadas (X, Y, z), siendo su diagonal los esfuerzos normales en el punto y los
otros términos los esfuerzos cortantes.

Note que la matriz g(X, Y, Z) es en este caso simétrica. No obstante, es importante
anotar que Fung et al. (2017, p. 64) dicen que, segtn el matematico y cientifico escocés
James Clerk Maxwell (1831-1879), esta matriz no es simétrica en el caso de un iman en un
campo magnético y en el caso de un material dieléctrico en un campo eléctrico con dife-
rentes planos de polarizacion, ya que en ambas situaciones, cuando se tienen esfuerzos
cortantes muy pequeflos y campos electromagnéticos muy intensos, aparecen sobre el
cuerpo del solido “momentos masicos” que evitan que la matriz g (X, Y, Z) sea simétrica.

Podemos concluir en esta seccion que la matriz de tensiones g resume el estado de
esfuerzos de un punto en el interior de un sélido y la ecuacion (2.5) nos muestra el
esfuerzo q asociado a la condicion de esfuerzos ¢ para una inclinacion #.

2.4. Notacion indicial

Una de las ideas basicas en la llamada notacion indicial o notacion tensorial es escribir
las férmulas que involucran vectores y matrices del modo mas compacto posible; para



tal fin, denotaremos los ejes de coordenadas X, y y z de la forma mads general posible
como Xj, X, Y X3, y los vectores i jy k como ey, e, y e3, de tal modo que las direcciones
se entiendan a partir de los indices 1, 2 o 3.

Un vector q especificado en relacion con la base {e;, e,, €3} se puede definir como

q Jier+0ze; +Qzes,

o simplemente como
.
q [0l [o 9 as] -

Observe que las componentes del vector ¢, a saber: q;, 4, y 3, se pueden especificar
en forma resumida como ¢j con i 1,2, 3; dado que q; puede representar cualquiera de
las componentes del vector q, denotaremos también al vector g como [(;] o simplemente
como (;. Esta dltima es la notacién indicial o notacion tensorial del vector q.

De forma similar a como hicimos con el vector q, podemos escribir el vector # con
componentes Ny : a,Ny: B,yN;: ycomo

A [l [h, f Ml

o en la resumida forma indicial como ;.
Con respecto a la matriz de tensiones g, podemos escribirla as:

Ox Txy Txz on 012 013
g [o] 7t oy 7y Oy On 0O
Tzx  Tzy 07 031 03 033

o en forma indicial como ojj. Observe que indices repetidos en las componentes de la
matriz g representan esfuerzos normales (ox oy, 0y 0» Y 0; 033) e indices diferen-
tes denotan esfuerzos cortantes, por ejemplo, 7y,  013. De nuevo, la notacién ojj puede
aludir a un elemento de la matriz de tensiones ¢ o simbolizar la matriz ¢ misma; todo de-
pende del contexto. Recuerde que la matriz de tensiones es simétrica y, por consiguiente,
o oT;este hecho se expresa en notacion indicial como oij  dji.

Cuando se utiliza la notacién indicial es muy frecuente utilizar el llamado convenio
de sumatoria de Einstein, o simplemente notacion de Einstein; esta es una convenciéon
utilizada para abreviar la escritura de sumatorias en notacion indicial, en la que se supri-
me el simbolo de sumatoria . Esta notacion fue propuesta por el fisico aleman Albert
Einstein (1879-1955) en 1916. El objetivo de esta notacidn es escribir expresiones como

n
U > CiXj CyX;+CaXy+C3X3+ -+ CrXp
i=1

sin el sumatorio, es decir,
u ciX;,

de manera que la expresion resultante sea aun mas compacta. En resumidas cuentas,
el producto punto (ver apéndice A.15.4) de los vectores ¢ y x se escribe utilizando la
notacion de Einstein como ¢-x  CiX;.



como Rix  AjjBjk, ya que el término de la fila i yla columna k de la matriz R, denotado
por Rk, se calcula como Rix  (AB)ix Z?:l AijBjx.

Adicionalmente, dado que el producto de matrices es asociativo (en otras palabras,
ABC A(BC) (AB)C),elproducto de tres matrices A, By C de tamafio m x n, n x p
y p x g, respectivamente (es decir, D ABC), se puede escribir utilizando el convenio de
sumatoria de Einstein como Dj;  A;jBjkCyi, puesto que Dj;  (AB)ixCxi  AijBjkCui
ZE=1 (Z?zl Aiijk) Ck| Z?zl ZE=1 AijBJ‘ka|. En resumen:

D ABC se escribe en notacién indicial como Dj;  A;jBjkCyi. (2.7)

La notacién indicial puede ser engorrosa para quien no esta acostumbrado a ella;
sin embargo, es importante aprenderla, puesto que los libros avanzados de mecanica de
solidos usualmente la emplean, principalmente con el objeto de escribir las ecuaciones
de una forma mas compacta.

2.5. Cambio de base

Supongamos que tenemos un vector r definido en el espacio  °. Usualmente, las coor-
denadas de r se encuentran especificadas con respecto a la base {i, j» k}; sin embargo,
en ocasiones, es conveniente expresar dicho vector en referencia a otra base de 3, ya
que en esta otra base la representacion del vector r podria ser mas sencilla 0 mas com-
pacta. El cdmo calcular la representacion de r con respecto a la otra base es el tema que
trataremos a continuacion.

Considere una base especificada por los vectores ortonormales'® e;, e, y e3; esta base
es tal que debe formar un sistema coordenado de la mano derechay, por lo tanto, se debe
satisfacer el producto cruz e; e, x e, (ver los apéndices A.12 y A.13). Adicionalmente,
supongamos que existe un punto r cualquiera con coordenadas (x, y, z) referidas a la
base {e,, e, €;}; de este modo, r  xe; + ye, + ze;.

Definamos tres vectores ortonormales e7; €5y €5 con respecto a los vectores €y, €, y
e, tales que

E;ZE ‘xlé\l + ﬁlé\Z + )’123 (283)
a;e 0(261 + ﬁzéz + ))283 (28b)
é\gﬁ 0(381 + /3322 + Y3é3, (28C)

18 Recuerde que un conjunto ai, da, . .. Ay de vectores se dice que es ortonormal si todos ellos son vec-

tores unitarios (esto es, si |ai| = 1 para todo i = 1,2,...,n) y, ademéds, son mutuamente ortogonales,
o sea, si el producto punto (ver apéndice A.15.4) entre ellos a; - aj es tal que, para i, j=1,2,...,n,

a &-—5--—1 sil=]j
PR s



Figura 2.7. Dos bases ortonormales especificadas por los vectores
é1, €, &3y é5x exy €5 Tenga en cuenta que 0 = cos ( « (&x¢1)),
Bi = cos(« (e5¢,)) yyi = cos(« (é5e3)), parai =1,2,3.

de donde se deduce que las coordenadas de los vectores ey, €5y €5 referidas a la base
{e,, e, &3} son e [ay, i, yl]T, es  [aa, B yz]T yes [as, B3 y3]T. Como los
vectores €;; €5y €5 son unitarios, resulta que los a;, B; y yi representan, respectivamente,
los cosenos directores de e{°para i 1,2, 3 con respecto a la base {e,, e,, €} (figura 2.7);
en otras palabras, a; cos (« (€5ye1)), i cos(« (e5e:))yyi cos(« (efse;)) para
i 1,2,3. Se debe tener en cuenta que la seleccion de los vectores e; €5y €5 se hizo de
forma tal que se satisface el producto cruz €5 e"x €3, ya que este nuevo sistema de
coordenadas debe también satisfacer la regla de la mano derecha.
Al realizar el producto punto de la ecuacion (2.8a) con ey,

PN ~

w ~ ~ ~ ~ ~ ~
e-e o e-e +fe e +y e;-e;
=1 =0 =0

r\w ~ . /4
se concluye que e;~e; a;. Procediendo analogamente al hacer el producto punto de las
ecuaciones (2.8) con ey, €, y e; resulta:

~e ~ ~e ~ ~e ~
a e e B e e Y1 e -e;3
a, e,-e B, e;-e Y2 €5 €3
~e ~ ~e ~ ~e ~
a; e e Bs e5-e Y3 e5-es.

Las anteriores formulas se pueden entender también teniendo en cuenta que, si dos
vectores unitarios a y b estan separados por un angulo 6, se tiene que

a-b a b cosf cosb;

=1






Al comparar las ecuaciones (2.10) y (2.11) se deduce que la matriz de transformaciéon
T es ortogonal, yaque T ' T'.

La explicacion anterior se podria entender mejor al asociar aquellos escalares y vec-
tores que tienen la comilla (por ejemplo, x5 e al sistema de coordenadas en el cual es
comodo trabajar (o sea, al llamado sistema de coordenadas locales), y aquellos que no la
tienen (por ejemplo, x;, ;) al sistema de coordenadas en el cual no se desea operar o
sistema de coordenadas globales. Desde este punto de vista, la ecuacion (2.11) convierte
un punto especificado en el sistema de coordenadas globales (sistema de coordenadas
“incomodo”) a sus respectivas coordenadas en el sistema cartesiano en el que se desea
operar. ;Cémo entenderia usted las bases {e;, €,, e;} y {e}; €5, €53 y la ecuacion (2.10)?

Es importante anotar que el determinante de una matriz ortogonal siempre debe ser
o +1 0 -1 (lo contrario no siempre es verdad). Si las columnas de dicha matriz ortogonal
definen un sistema coordenado de la mano derecha, dicho determinante es +1y, si espe-
cifican un sistema coordenado de la mano izquierda, dicho determinante es —1; por lo
tanto, en nuestro caso det(T) +1.

Por ultimo, tenga presente que al ser T una matriz ortogonal, los vectores r y r®
tienen la misma norma y, por tal razén, se puede decir que la funcién de T es rotar el
vector r®ara convertirlo en el vector r mediante la ecuacion (2.10), es decir r  Tr®Lo
anterior se demuestra teniendo en cuenta que r 2 rTr r&ET Tr®pero como T es
una matriz ortogonal T'T 1 y, entonces, 2 r'r r®r®  r®2 por lo tanto, se
puede entender a T como una matriz de rotacion de vectores.

Cambio de base en dos dimensiones

Desarrolle la formulacion para el cambio de base en dos dimensiones.

Consideraremos el cambio de base que se produce al rotar los ejes e; y €, un dngulo 6
en el plano bidimensional cartesiano. De acuerdo con la figura 2.8,

r xe +ye, x%r+y%Ry
¥, procediendo analogamente a como se dedujo la ecuacién (2.11), resulta:
x® X1 /31 X .
G G 5O
pero

a; cos0O B cos(90%-0) sin6
a, ¢co0s(90%+8) —sinf B, cosf

Yy, en consecuencia,

cosf sinf
sinf cos@

x% X
(yo) C )(y)
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Con el objeto de expresar la matriz de tensiones g con respecto a los ejes ej; 5y e3,

debemos tener en cuenta que, segtn lo explicado en la seccién 2.5, podemos expresar
los vectores q y n en funcién de la base e}, €5y e5 por medio de las transformaciones

q® T'q (2.14a)
n%® T'a, (2.14b)

siendo T la matriz de transformacion
T e, ey, eﬁ )

Como T es una matriz ortogonal, T' T 'y, por lo tanto, premultiplicando por T
ambas ecuaciones (2.14) resulta:

q Tq% (2.152)
n Tn% (2.15b)

asi, pues, reemplazando la férmula (2.15b) en (2.13) y dicho resultado en (2.14a), obtene-
mos:
q® T'eTn%

g

de donde se deduce, a partir de la formula de Cauchy, g® %% que

® TTgT, (2.16)

(S

la cual se escribe, segtin (2.7), en notacion indicial de Einstein como
O'i(lla TjiO'jka|. (2.17)

Observe que aqui se estan repitiendo los indices jy k, lo que quiere decir que debe haber
una sumatoria para cada uno de ellos, o sea, o Z?:l S 21 Tiiojk Twi; adicionalmente, se
intercambiaron los subindices de Tjj para denotar el hecho de que la matriz T ha sido
transpuesta.

La ecuacion (2.16) se puede escribir en forma expandida como

-
Oxr  Txryr Txiz! o ay Qas Ox Txy Txz 01 QG Q&3

TX’y’ O'yl Tylzr ﬂl ﬁz ﬂ3 Txy Gy TyZ ﬁl ﬂz ﬁg . (218)
Txrz Tyrzr Oz Yi Y2 V3 Txz Tyz Oz Yi Y2 V3

! TT T

IS
IS}

; ~0R ~ce, ~e,
Aquie™ [ay, B, 17, €5 [z, Bo y2]Tves: [as, B3, y3]T son vectores mutuamente
ortogonales que representan los ejes del sistema de coordenadas para el cual se refieren



las direcciones x% y®y z®™(especificando estos en el sistema de coordenadas de la mano
derecha).
Premultiplicando la ecuacién (2.16) por T'y posmultiplicindola por T resulta:

g Te™’, (2.19)

vaque TT' T'T I
Las ecuaciones (2.16) y (2.19) constituyen las férmulas de transformacion de la matriz
de tensiones entre los sistemas de coordenadas {e;, €,, e;} y {e}; &5, €5}

2.6.1. Caracterizacion de la matriz de tensiones en el caso
tridimensional

A lo largo de este libro utilizaremos el software libre para algebra
simbdlica Maxima (ver apéndice B), el cual nos permitira realizar
dispendiosas operaciones de calculo facilmente. Antes de continuar
con la lectura del libro, se invita al lector a descargar dicho software
de http://maxima.sourceforge.net/es/download.html, instalarlo, leer la
documentacién que se encuentra en http://maxima.sourceforge.net/
es/documentation.html y mirar los excelentes videotutoriales reali-
zados por Daniel Suarez disponibles en https://www.youtube.com/
playlist?list=PLFk7DOCMKbw_QrywINmPtCmaNH_wSu28g. Dedi-
que al menos dos horas en el aprendizaje de este programa.

De acuerdo con la ecuacidn (2.16) y la matriz de transformacion T definida en la ecua-
cién (2.10), las formulas que transforman los esfuerzos a otro sistema de coordenadas se
pueden calcular con el siguiente programa de Maxima:"

11 /> Se define la matriz de tensiones en coordenadas rectangulares sigma =/
2| sigma : matrix(

3| [ sx, txy, txz 1,

4 [ txy, sy, tyz 1,

s| [ txz, tyz, sz ]

6 )%

7

g /= Se define la matriz de transformaciéon T =/
ol T : matrix(

o [ %alpha[l], %alpha[2], %alpha[3] ],

u [ %beta[l], <beta[2], <betal[3] 1,

2l [ %gamma[l], %gamma[2], S%gamma[3] ]

13 )%

—

9 Recuerde que si usted esta utilizando la interfaz de Maxima llamada wxMaxima debe presionar
Shift ]| + [Enter] , con el objeto de evaluar los comandos escritos.



http://maxima.sourceforge.net/es/download.html
http://maxima.sourceforge.net/es/documentation.html
https://www.youtube.com/playlist?list=PLFk7DOCMKbw_QrywlNmPtCmaNH_wSu28g
https://www.youtube.com/playlist?list=PLFk7DOCMKbw_QrywlNmPtCmaNH_wSu28g

o|/* Se calcula la matriz de tensiones sigmaP en el sistema de coor denadas */
6al/ » especificado por los vectores definidos en la matriz T * [

opsigmaP: transpose (T).sigma.T$ /= ecuacién ( 2.18 ) =x/

O—

oAl x Se extraen los términos de la matriz de tensiones sigmaP */

oy SXp : expand (sigmaP[1][1]); /* elemento 1,1 de la matriz sigmaP */
00 Syp . expand (sigmaP[2][2]);

00 SZp :  expand (sigmaP[3][3]);

oc typzp :  expand (sigmaP[2][3]); [+ elemento 2,3 de la matriz sigmaP * [

o¥ txpzp :  expand (sigmaP[1][3]);
o txpyp : expand (sigmaP[1][2]);

y son las siguientes ecuaciones:

-x‘EbOCQyZ (\)C)Coxz (‘)C)&(y (Q)z %-y %-x (OOya)
e 0500 0600z 0660y 52 Sy Sx
'ZOEOQQO)/Z o@ QOXZ OQQO’(V g'z g'y g-X
Ome "6 ¢ 0¢0z "6¢ 0¢ Oz " oc¢ o0y
0 ¢z 0 ¢y 0 ¢ X
Oyopee AOQ Og'oyz AOQ Og'oxz ) O¢ OQ'Oxy
O¢ 2z O¢y O ¢ x

Ogee " 006 060z " 006 0000 " 0606 0060y
0oz 0oy 0O o x- (0.0yb)

En el cNdigo anterior de Maxima se utilizaron los comandesk , el cual permite
deenir matrices ¢la por ¢la;transpose , que calcula la transpuesta de una matsizand ,
comando que hace quex a x Yye sevuelvaax ay,y laorden° que multiplica
matrices; los signos @y 29 que imprimen o no el resultado de un c¥lculo, respectiva-
mente; el par A+ / % que de*ne los comentarios, y la orderf3gue asigna un cilculo a
la variable que aparece a la izquierda de @

Se deja como ejercicio al lector demostrar que las ecuaciotexsoags se pueden
escribir alternativamente de la siguiente manera:

- xee %:% Oy'?"e &:&9 &:&e
Cy*® &:& Ok g:& %E:%
- & O & & & &

Como ladirecciNn de los vecto@%‘?y &ees arbitraria, siempre y cuando estos sean
vectores mutuamente ortogonales, de las ecuaciones astsgersigue que el esfuerzo
normal a un plano cuyo vector normal unitario ésestt dada por

XT X O O 0 A \ \ N A
A WA % Ly % % 00y 00y, o0, , (0.00)
mientras que el esfuerzo cortante en la direcciNn del véegmbre un plano cuyo vector

normal unitario eshes
Oaa A _A (6.00)
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Observe que T;7  Taa» Y2 que la matriz g es simétrica. Tenga en cuenta que, para que
esta ecuacion sea vélida, m y n deben ser mutuamente ortogonales.
Finalmente, con el siguiente comando:

coefmatrix([sxp, syp, szp, typzp, txpzp, txpypl,I[sx, sy, sz, tyz, txz, txyl);

podemos verificar que el sistema de ecuaciones (2.20) se puede expresar en forma ma-
tricial como

Ox/ o Poon 2y1 B 2y 20, 3y Oy
oy 5 > » 2y, B 2y, & 2a; B oy
0z o i Y3 2y; Bs 2ys a3 203 f33 0;
Tyrz! o) A3 ﬁz ﬁ3 Y2Y3 V2 ﬁ3 + ﬁz Y3 Y203+ 03)3 & ﬁs + ﬁz o3 Tyz

Tx'z! amas Pifs nys nPstPiys nastays afstPias  Tx
Txry! aoay Bify niy2 nPatPiyr naatay: afrtPiar Txy
o’ Ts o
(2.23)
En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz de
esfuerzos g y su representacion alterna como un vector ¢ y que se desarrolla utilizando
la notacion de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5.

2.6.2. Particularizacion de la matriz de tensiones al caso
bidimensional

Una particularizacion de las féormulas anteriores es la rotacion de los ejes x y y en su
propio plano, dejando el eje z sin modificacion; en este caso, de modo similar a como
se definid la matriz de transformacién que aparece en la ecuacion (2.12), y usando la
figura 2.8, tenemos que e;° [cos 6, sin 6, 0]7, &x [-sin6, cos B, 0]T yel tercer vector,
que corresponde al eje z, se mantiene igual, normal al papel, es decir, e5 [0, 0, 1]7.
Desde este caso, la matriz de transformacion T esta dada por

cosf@ —sinf 0
T sin 0 cosf 0
0 0 1

Y, en consecuencia, si suponemos 0; Tx; Ty, 0 (aqui consideramos un caso de
tension plana que estudiaremos en la seccion 4.8.1), de acuerdo con el programa de Ma-
Xima:

/> Se define la matriz de transformacion T =/
T : matrix(

[ cos(t), -sin(t), 01,

[ sin(t), cos(t), 01,

[ 0, 0, 1]

)$
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Figura 2.9. Problema de Flamant: plano de espesor t sometido
a una carga lineal. La carga P mostrada se expresa en unidades de
fuerza sobre unidad de longitud, ya que es una carga longitudinal.

mostrados en dicha figura, se puede demostrar (ver la ecuacién [6.86]) que las com-
ponentes del esfuerzo estan dadas por

2Px%y 2Py? 2Pxy?

C(x? + y2)? % C(x? + y2)? Ty (e + y2)? (2.26)

Ox

Se pide reescribir las componentes de esfuerzo oy, oy y 7yy en funcion de los ejes x*
e
Yy

Recordemos que las férmulas de conversién de coordenadas rectangulares a polares son
x rcosByy rsin0; por lo tanto, aplicando las férmulas anteriores, se pueden rees-
cribir las ecuaciones (2.26) como sigue:
2Psin 0 cos? 6 2Psin’ 6 2Psin* 6 cos 6
mr mr mr

Teniendo en cuenta que los vectores unitarios que describen los ejes x®y y®son res-
pectivamente 6% [cos 6, sin 6]" yey [-sinf, cos 0]", podemos aplicar la ecuacién
(2.16) y el siguiente codigo de Maxima:

/= Se especifican las formulas de conversién de coordenadas rectangulares a
polares, las cuales seran reemplazadas en (sx), (sy) y (txy) =/

X : rxcos(t);

y : rkxsin(t);

/> Se especifican las ecuaciones correspondientes al sigma x (sx), sigma y
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Figura 2.10. El esfuerzo q se puede descomponer en dos vectores ortogonales, un esfuerzo
normal 6y, que es colineal con el vector n y un esfuerzo cortante o5 que yace en el plano
AB; de este modo, q = oy, + 65. Por simplicidad en la representacién grafica, aqui se
dibuja el caso bidimensional. Observe que la inclinacién del plano esta descrita
por su vector normal 71, el cual tiene una inclinacién 6 con respecto al eje X.

figura 2.6b). Segun lo explicado en la seccion 2.1, el esfuerzo q que actia sobre la ca-
ra AB es basicamente un vector que puede descomponerse en dos vectores ortogonales
01 Y 05 que cumplen la ecuacion (2.2), esto es: ¢ 6y, + 05. Aqui, AB debe conside-
rarse como parte de la region rectangular AA mostrada en la figura 2.1. Por un lado, el
vector o, representa la componente del esfuerzo normal ejercido por el vector g; este
vector es basicamente la proyeccion del vector g sobre el vector normal unitario n, o sea,
on Proyq/n (ver apéndice A.16.4 para un repaso de la proyeccion de vectores),

~

o, Proyq/n q; ':ﬁ (de acuerdo con la ecuacidén [A.16.4])
n

(q-n)n
((gn) - n) n;

-~ . ~ -~ ~ AT -~
de donde se deduce que el vector n se estira (o contrae)* 0, q-n (gn)-n n gn
veces, ya que 1 es un vector unitario.”’ Observe que jesta es la ecuacion (2.21)! (;Puede

i ¢

20 Recuerdequea-b=a"b=b"ayque(AB)T =BTA".
L En este punto es importante advertir al lector sobre la convencién utilizada en el libro: los vectores
se escriben con negrilla y letras minudsculas; las matrices se escriben con negrilla y letras mayusculas,



dar detalles?); en consecuencia, tenemos que 0, (sin negrilla) es la norma del vector o,
(con negrilla):
on On q-n.

Se pregunta al lector, ;por qué se debe colocar el valor absoluto en la ecuacion anterior?
Particularizando la anterior ecuacion al caso tridimensional, tenemos que

On  0x* + 0y + 0yp” + 215,y + 2Ty, By + 21y, (2.27)

la cual es igual ala ecuacion (2.21). Cuando o, A0 se dice que oy, es un esfuerzo a traccién
y cuando 0, @D se dice que 0, es un esfuerzo a compresion.
Por otro lado, el esfuerzo tangencial esta dado por

O-s q - O-n
an—onn
donde I es la matriz identidad. La norma de o5, denotada por 7, : o5 , se calcula

teniendo en cuenta que aplicando el teorema de Pitagoras sobre las proyecciones de q
en la figura 2.10, resulta q 2 o3 + 13y, por lo tanto,

V.

Th (oxa + ¢y + Txzy)? + (Txya + 0y B + Ty ¥)? + (Txz & + Ty, + 0,7)* — 02.
(2.29)

Estas operaciones se pueden verificar en Maxima con el cédigo siguiente:

i Load("eigen"); /= Se carga la libreria "eigen” =/

2

3 sigma: matrix(

4 [sx,txy,txz],

5| [txy,sy,tyz],

6 [txz,tyz,sz]

1)

8

9/ ng: columnvector([%alpha, %beta, %gamma]); /= Se define un vector columna =/

1/ q: sigma.ng;
13/ sigman: expand(transpose(q).ng); /= Esto es el producto punto entre q y ng =/

15 taun2: transpose(q).q - sigman”2;

Aqui la linea 1 carga la libreria de Maxima "eigen”, donde se define a la funcién
columnvector; las lineas 3 y 9 definen, respectivamente, la matriz de tensiones ¢ y el

y los escalares con letras (latinas o griegas) sin negrilla. Por esta razén, o, (sin negrilla) representa
un escalar y oy, (con negrilla) representa un vector; por otro lado, M (con negrilla) representa una
matriz.



vector columna #; en particular en la linea 9 se llamaron a las letras «, f8 y , respectiva-
mente, como %alpha, %beta y %gamma. Luego en las lineas 11, 13 y 15 se calculan, segtiin
corresponda, las ecuaciones (2.5), (2.27) y (2.29). Observe que en la linea 13 se usa el
hechodequeq-n q'nyenlalineal5elhechodeque q 2 q-q ¢q"q.Notequeen
Maxima el operador punto (.) se utiliza para indicar la multiplicacién de matrices por
vectores.

Observe que la ecuacion (2.29) no nos informa sobre el signo del esfuerzo cortante;
sin embargo, esto no debe preocuparnos, puesto que en las aplicaciones practicas si bien
es importante conocer la direccion en la cual se ejerce el esfuerzo cortante, es de poco in-
terés conocer su sentido. De todas formas, la direccién y el sentido del esfuerzo cortante
lo podremos determinar facilmente utilizando la ecuacién (2.28).

En el caso bidimensional, los esfuerzos normales y cortantes estan dados, respecti-
vamente, por las ecuaciones (2.24a) y (2.24c¢), ya que con la rotacién el esfuerzo oy se
convierte en el esfuerzo normal oy, y el esfuerzo cortante 7,y se convierte en el esfuerzo
cortante T, y, en consecuencia,*

Oy +0y, Ox—0
YL y

on(6) 5 5 c0s 20 + 1y, sin 20 (2.30)
oy cos® 0 + gy sin* 0 + 274y sin 6 cos 0
Oy — 0O
70(0)  Txycos20 — % sin 26. (2.31)

Las ecuaciones anteriores se pueden relacionar, respectivamente, con las ecuacio-
nes (2.27) y (2.29), al tener en cuenta que el elemento se encuentra en el plano xy, por
lo que debemos hacer y 0 (ya que el angulo entre el vector 71 y el eje z es 90X, y en
consecuenciay ¢cos90* 0),y haciendo® 0, 1x, 7,, 0.Dicha comparacién se
deja como ejercicio al lector.

Por ultimo, es conveniente hacer énfasis en que tanto o, como 7, son cantidades es-
calares que no tienen sentido alguno a menos que se especifique correctamente el plano
al cual estdn asociadas, ya sea mediante los cosenos directores &, 8y y en el caso tridi-
mensional, o simplemente mediante el angulo 6 en el caso bidimensional.

2.8. Esfuerzos y direcciones principales

Si cambiamos la orientacién del plano inclinado AB mostrado en la figura 2.10, el vector
unitario normal # cambiard junto con los vectores de esfuerzo normal ¢, y tangencial
o (recuerde que, segun lo visto en la seccion 2.1, la definicién de esfuerzo siempre esta
asociada a un plano).

En esta seccion nos preguntaremos si es posible encontrar la direccién de la normal
n para la cual el esfuerzo cortante o es cero; alternativamente, nos podemos preguntar

22
23

Tenga presente las identidades trigonométricas que aparecen en el apéndice A1
Estamos considerando aqui un sélido en estado de tensién plana. Este concepto lo veremos en la
seccion 4.8.1.



2.8.1. Tensionesy direcciones principales en dos dimensiones

En dos dimensiones,suponiendo que el elemento se encuentra en el pianta matriz
de tensiones estt dada por (ver ecuaciNg)|

- E O (0.¢4)

y Yy

Reemplazando esta matriz énc ), tenemos:

det". .,le W " Oy w

= Oky -y +n
- - X . n. %Oy . nZ Ogy
0 o 7 C Y E
n /QOX . yZ. n -x-y ()gy y. (OQD)
® ’ 11111111111mﬁﬂﬂﬂmﬂﬂllllll11111].1.1111111111111111111111111ﬂ
a. b. c : :

Observe que dét_ .,l* es un polinomio de segundo grado llamadopelino-
mio caracter stic@@haracteristic polynomieh ingl’s) de la matriz_bidimensional (ver
ap’ndiceA.O4) adicionalmente, a dét. .,l* vy se le conoce como kcuaciNn
caracter sticde. . Las ra ces de esta ecuaciNn son los valores propioedelecir, los
esfuerzos principaldsa ecuaciN.cb)se asemeja a la ecuaciNn cuadritica:

siendo, en este caso,
a O b % .,Z C .xy O (0.cA)
Las ra ces de la ecuaciNn polinNmica de segundo fradegsttn dadas por
o (o}
R b b° ¥ac R b b° ¥ac ™
. Oxy (‘)a . b.xy Oa , (0 y)
y, reemplazando los t’rmino®.cA)en (0.¥%y), tenemos:
Y _
A = X . y = X . y 0 N N ~
- Oy 5 < 5 s @ (0.¥0a)
Y.
4 By
(0}
A - X "y - X "y N N A
< 0%xy 5 3= 02y- (0.¥Ob)

Siendo estrictos, el antlisis aqu™ presentado solo es canmaled un sNlido en estado de tensiNn
plana. En el caso de un sNlido en deformaciNn plana, debemosalguosss pasos adicionales que

detallaremos en la seccifin—.¢Veremos los conceptos de tensiNn y deformaciln plana eadas s
ciones¥.—y¥.— aespectivamente.



Note que el discriminante es siempre mayor o igual a cero, esto es b?> — 4ac C 0,
por lo que las raices (01),, y (02),, son numeros reales, cumpliéndose la desigualdad
(Ul)xy C(Uz)xy-

Se menciond que los vectores propios relacionados a los valores propios (2.41) se
asocian a las direcciones principales; estos definen las direcciones en las que los esfuerzos
principales actiian, como se muestra en la figura 2.11. Las direcciones principales corres-
pondientes al esfuerzo principal (01),, se obtienen resolviendo la igualdad (2.32), esto
esgn  onn,y reemplazando oy con (0y),,- Se sigue, del hecho que det (¢ — onI) Oen
la ecuacioén (2.37), que las dos ecuaciones obtenidas aqui son linealmente dependientes
y, en consecuencia, se debe escoger una de ellas y utilizar adicionalmente la igualdad
of + 7 1; este sistema de tres ecuaciones ayudaria a encontrar el vector unitario del
esfuerzo principal mayor. Se procede analogamente para encontrar el vector unitario aso-
ciado al esfuerzo principal menor (0,),,, €l cual se obtiene reemplazando en la igualdad
(2.32) el valor o, por (02),y.

En conclusiodn, los vectores asociados a las direcciones principales se obtienen resol-
viendo los sistemas de ecuaciones:

(ox = (o)) + Txy o1 0 (ox = (02)yy) 2 + Ty O
Txy X1 + (Uy - (Ul)xy) ﬂl 0 y Txy X2 + (Gy - (02)xy) [32 0 (242)
af + B 1 a+pr L

por ende, la direccién principal correspondiente a (01),, estard dada por m, = [, /31]T y

analogamente la direccion principal correspondiente a (02),, es n,: [ay, ﬁz]T. Observe
que tenemos dos sistemas de ecuaciones, cada uno con tres ecuaciones, pero inicamente
dos incdgnitas; como se dijo, es posible verificar que dichas ecuaciones son linealmente
dependientes, por lo que en cada sistema de ecuaciones solo se necesita utilizar dos de
ellas.

Las direcciones principales 7, y #1, indican basicamente la inclinacién del plano AB
de la figura 2.10, que elimina la componente de cortante o de dicha cara. Para tal fin
debemos reemplazar los esfuerzos ox, oy y Txy por (1), ¥ (02), aplicados en las direc-
ciones 1, y n, (figura 2.11).

Por ualtimo, cabe anotar que en la seccion 2.8.4 demostraremos que los vectores pro-
pios 1, y 11, son ortogonales.

Célculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso bidimensional

Considere un punto de un sélido bidimensional en el cual los esfuerzos son: gy 3 Pa,
oy 2Payrtyy —4Pa.Sepidelo siguiente:

« Plantear la matriz de tensiones ¢ correspondiente.

« Calcular el polinomio caracteristico asociado a g.






~ —-0.74968

o ) - 0 66181
< 4 Pa
4 Pa 48.6%
3 Pa 3 Pa
- —_—

4 Pa

4Pa— >

2 ~0.66181 0.74968

C0.74968’ Co.ce180”

Figura 2.12. Sélido analizado en el ejemplo 2.3. Los esfuerzos principales
correspondientes a ox = 3 Pa, oy = 2 Pay 7y = —4 Pason (01), = 6.53
Pay (‘72)xy —1.53 Pa, los cuales estan aplicados en las direcciones

= [-0.74968, 0.66180]" y i1, = [0.66181, 0.74968]". Los dngulos 41.4Xy 48.6% se
calculan, respectivamente, como los arcocosenos de 0.74968 y 0.66181.

si la reemplazamos en (2.35) tenemos que

Ox — On Txy Txz
Txz Tyz 0z — On

que se puede escribir en notacion indicial como
det (Oij - O'né\ij) 0;
expandiendo el determinante anterior obtenemos:
(ox = 0n) [(oy — 0n) (07 = on) - T?;z] = Txy [1xy (02 = 0n) — Ty, 7xc]
+ Txz [TxyTyz - (Uy - 0n) Txz] 0

al agrupar y reducir términos llegamos a la ecuacion caracteristica de la matriz de tensio-
nes g tridimensional (ver apéndice A.16.2):*

—0p + hop = lyon + 15 0, (2.45)

2l Ellector se preguntard por qué esa convencion de signos tan extrafia en la ecuacién (2.45). La razén

de dicha convencion subyace al hecho de que esta es la forma usual empleada en muchos textos sobre
la teoria de la plasticidad para definir los invariantes de esfuerzos; asi, algunas ecuaciones propias
de dicha teoria quedan escritas de una forma mas natural. Alternativamente, esta pregunta se puede
responder al analizar la ecuacién (A.5), del apéndice A.16.2, ya que esta emplea la definiciéon de
polinomio caracteristico dada por (A.4).






Figura 2.13. Ubicacion espacial de los esfuerzos y direcciones principales en tres dimensiones.

Si cambiamos el sistema de coordenadas de referenciade [1, 0, 0],[0, 1, 0]y [0, 0, 1]
a uno cuyos ejes principales coinciden con los vectores ny, 11, y 13, respectivamente, en-
tonces, en este caso la matriz de tensiones se reduciria a

01 0 0
a 0 oo 0 ;
0 O 03

aqui los términos de la diagonal principal son precisamente los valores propios de la ma-
triz de tensidn original (2.44). Como los invariantes de esfuerzo son independientes del
sistema de coordenadas elegido, y dado que utilizando como base de sistema de coorde-
nadas #1;, n, y 113 no tenemos esfuerzos cortantes, se pueden reexpresar los invariantes
de esfuerzo como

|1 01+ 0 + 03 (2473)
|2 0107 + 0,03 + 0307 (247b)
|3 010,035 (247C)

estas formulas se derivan haciendo todos los esfuerzos cortantes igual a cero en (2.46).
Observe que al comparar (2.46a) y (2.47a) se deduce que

i ox+oy+o, 01+0,+03;

esta relacion se mantiene independientemente del sistema de coordenadas que define a
ox, 0y y 0;. Finalmente, en la figura 2.13 se muestra la ubicacion espacial de los esfuerzos
y direcciones principales en tres dimensiones.



Célculo de los esfuerzos y direcciones principales en el caso tridimen-
sional

Considere un punto P sometido a los esfuerzos oy 1Pa, 0y 3Pa, 0, 74y 7y
0Payrty, 2Pa. Encuentrelasdirecciones,las magnitudes y los planos sobre los que
acttan los esfuerzos principales en este punto.

Las magnitudes de los esfuerzos principales que actuan sobre P estan dadas por los va-
lores propios de la matriz g:

Ox  Txy Txz 1 00
g Txy Oy Ty 0 3 2 Pa, (2.48)
Txz Tyz 07 0 2 0

mientras que las direcciones de dichos esfuerzos principales son basicamente los vecto-
res propios de (2.48). Debemos encontrar los valores de o, para los que el determinante
de la matriz (¢ — 0,I) es cero:

1-o0y 0 0
det 0 3-0, 2 0.
0 2 _On

Calculando el polinomio caracteristico de (2.48) e igualdndolo a cero, se obtiene:

det(g - onl) (1-00)[(3-0n)(=0n) - (2)(2)] - 0[(0)(~0n) - (2)(0)]
+0[(0)(2) - (3-0n)(0)]

(1-0n) (07 — 30, - 4)

(A-on)(on—4)(on +1)

~02 + 402+ 0, -4 (usala definicién (A.4))
0,

y reorganizando, para nuestra comodidad, la expresion anterior con la definicién (A.3)
(de modo que el coeficiente correspondiente a g3 sea +1) resulta:

o) —402-0,+4 0. (2.49)

Note que los invariantes de esfuerzo son I, 4 Pa, I, -1 Pa? yl; -4 Pa’; adicio-
nalmente, los esfuerzos principales son o 4Pa,0, 1Payo; -1Pa (observe que
hemos ordenado estos valores de mayor a menor). Estos valores se obtienen ya sea fac-
torizando el polinomio caracteristico o utilizando un programa de computador, ya que
la férmula para calcular analiticamente las raices de un polinomio de tercer grado es
extremadamente complicada y no es ttil en la practica (ver http://en.wikipedia.org/wiki/


http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_function

y o)-40-o0n+4
03 %) 01

Figura 2.14. Polinomio caracteristico (2.49). La interseccion del polinomio
con el eje de las abscisas son sus raices: 0y = 4 Pa, 0, = 1Pay 03 = -1 Pa.

Cubic_function). En este ultimo caso hubiéramos podido obtener las raices del polino-
mio caracteristico utilizando el comando de Matlab roots([1 -4 -1 4]1). En la figu-
ra 2.14 se observa el polinomio caracteristico (2.49) y sus raices.

Ahora proseguimos estimando la direccion de dichos esfuerzos principales. Calcule-
mos entonces el vector propio n;  [ay, B, )/1]T asociado al valor propio 0;  4; hacien-
doo, oyyn mnjen(2.32)setiene que

gﬁl Glﬁl

1 00 o o

032 B 4 pB

0 2 0 )41 Y1

y se reescriben las ecuaciones del sistema:

].0(1 40(1 (250)
3[;1 + 2)/1 4ﬁ1 (251)
2B, 4y (2.52)

Por un lado, la ecuacién (2.50) indicaque & 0y, por otro lado, las ecuaciones (2.51)
y (2.52) forman un sistema de ecuaciones indeterminado que se reduce a 3;  2y;; por
lo tanto, haciendo deliberadamente’® y; 1 se obtiene f8; 2. El vector propio tiene la
misma direccién que el vector [0, 2, 1]7. Finalmente, tenemos que normalizar [0, 2, 1]T
para que sea un vector unitario y, por ende, cumplir con la condicién (2.34).

T
Haciendo esto obtenemos el vector propio n; [0, %, %] , correspondiente al va-
lor propio o;. Procediendo de forma similar, se puede deducir que las direcciones de los
o . ~ T~ L oe21"
esfuerzos principales 0, y 03 son, respectivamente, n, [1, 0, 0] yn; [0, =, °—§]

(figura 2.15). Por consiguiente, teniendo en cuenta que la ecuacién de un plano con vec-
tor normal [a, b, c]T que pasa por el origen del sistema de coordenadas es ax + by +cz

8 Se sugiere utilizar valores de a, f8 o y diferentes de cero.


http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_function

0 (ver apéndice A.2), se deduce que los planos principales correspondientes a #;, 1, y
a n3 son, respectivamente, 2y +zZ  0,X 0yy-—2z 0, tomando P como origen del
sistema de referencia.

Es importante resaltar que el sistema de vectores ny, 11, y 13 debe formar un sistema
de coordenadas de la mano derecha; de este modo, se requiere que los vectores propios
cumplan la propiedad que n;  #, x #1,. Esto lo podemos comprobar con Maxima:

/= La libreria "vect" define el producto cruz como la combinacién del
operador ~ y la funcion express() =/
load("vect")$

nl [ 0, 2/sqrt(5), 1/sqrt(5) 1%
n2a : [ 1, 0, 0 1% /= n2 del ejercicio */
n2b : [-1, 0, 0 1% /> n2 con sentido contrario =/

/= Se calcula el producto cruz: nl x n2a =/
n3a : express(nl ~ n2a);

/* Se calcula el producto cruz: nl x n2b =/
n3b : express(nl ~ n2b);

siendo la salida del cédigo anterior:

1 2
(%05) [01 """" y T TTTTTTT ]
sqrt(5) sqrt(5)

1 2
(%06) [01 - Tttt " y TTTTTTC ]

Segun esto, el producto cruz #1; 1y x 1, 0 sea,
T T
[0, :% *’Lg] «<[1, 0,0]" [o, *Lg *&g] (salida %05),

se satisface con la eleccion de los vectores 1;, 1, y 113 hecha. Si hubiéramos escogido como

vector n, al vector [-1, 0, O]T, hubiéramos tenido que cambiar el sentido del vector 73
(basta con multiplicarlo por —1), de modo que el producto

T T
[0, :% "’Lg] < [-1, 0, 0]" [o, ig :9%] (salida %06)

se hubiera satisfecho. Este tultimo paso es especialmente necesario si se pretende utilizar
la base {n;, n,, 75} como un sistema de ejes en un cambio de base, de acuerdo con lo
explicado en la seccién 2.5.

Por dltimo, observe que la transformacion de la matriz de un sistema de coordenadas
a otro, dada por la ecuacién (2.16), se puede utilizar para verificar que en el sistema de



2. estudio de los esfuerzos en un punto

Figura 2.15. Direcciones principales del ejemplo 2.4. Observe
que, en este caso, el vector 11, y el vector i coinciden.

coordenadas descrito por los vectores {n,, 1, n3} no existen esfuerzos cortantes. Esto
se puede verificar con el codigo de Maxima:

sigma : matrix([ 1, 0, 0 ],
[o0, 3, 21,
[0, 2, 01)$
T : matrix([ 0, 1, 01,
[ 2/sqrt(5), 0, 1/sqrt(5) 1, /> T = [n1 n2 n3] =/

[ 1/sqrt(5), 0, -2/sqrt(5) 1)$

sigmaP : transpose(T).sigma.T; /= ecuacion (2.16) =/

el cual arroja como resultado la matriz:

4 0 0
® 0 1 0 Pa,

(5]

0 0 -1

confirmando asi lo ilustrado en la figura 2.15.

2.8.3. Maétodo de Newton-Raphson para encontrar las raices del
polinomio caracteristico de la matriz de tensiones utilizando
una calculadora cientifica

Cuando se dispone de un computador con Matlab es facil calcular las raices del polino-
mio caracteristico de la matriz de tensiones g utilizando el comando roots, tal y como

ul



se explicd en la pagina 48. Sin embargo, si solo se cuenta con una calculadora cientifi-
ca sencilla, es necesario utilizar el método de Newton-Raphson para encontrar dichas
raices.

El método de Newton-Raphson es un algoritmo matematico bastante eficiente para
hallar aproximaciones de los ceros o raices de una funcioén real f; en otras palabras, el
método encuentra los valores x* que hagan f (x*) 0 a partir de la férmula iterativa:

f(xn)
X Xn — 2.53
1 X Fay (2.53)
paran 0,1,2,..., hasta que la secuencia converja, de modo tal que en el limite n — oo,

se tenga que X*  X,. Con el objeto de utilizar la ecuacion (2.53), se debe conocer el valor
de X; este es un valor inicial que se suministra al algoritmo y que representa un punto
cercano a la raiz del polinomio.

La ecuacion anterior se deduce de la siguiente forma: consideremos la expansion en
series de Taylor (ver apéndice A.7) de la funcién f alrededor del punto Xp:

P 1) F(n) + (Xn 1~ Xn) fotxn)+§(xn ) FE)

~0

si se trunca esta expansion y se utilizan inicamente los dos primeros términos de ella,

tenemos que
f(Xn 1) B f(Xn)
Xn1 Xp+ >
fXxn)

pero teniendo en cuenta que nosotros deseamos encontrar el punto X, ; para el cual
f (Xn 1) es igual a cero, resulta la ecuacion (2.53). Tenga en cuenta que el método usual-
mente convergerd, asumiendo que el valor inicial de X, se encuentre relativamente cerca
de x* y que f%xp) X 0.

Podemos utilizar este método para encontrar las raices del polinomio caracteristico
(2.49); observe que si hacemos f(Xx) X*—-4Xx?—X+4, tenemos que f%x) 3x>-8x -1
¥, por lo tanto, la féormula de iteracion requerida es

X3 —4X2 - Xp + 4
SX%_SXn_l '

Xn 1 Xn-— (2.54)

Para utilizar dicha férmula en una calculadora cientifica, se hace uso de la variable
Ans, la cual almacena el ltimo nimero calculado y se escribe la férmula de iteracion
(2.54) en funcién de esta variable. Como primer paso, se debe poner el valor de X, en la
calculadora; para tal fin, escribimos un nimero real, por ejemplo: 10; luego, se oprime
(o su equivalente). Esto hace que el valor 10 quede almacenado en la variable Ans.
A continuacion, escribimos la férmula

Ans - (Ans™3 - 4xAns™2 - Ans + 4)/(3%xAns™2 - 8xAns - 1)
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Figura 2.16. Explicacion grafica del método de Newton-Raphson en la determinacion de
la raiz X = 4 del polinomio f(x) = x> — 4x? — X + 4. A partir del punto X = 10, se
traza una recta con la misma pendiente que la funcion f(X) evaluada en el punto

10 y que pasa por el punto (10, f(10)). La recta cruza el eje de las abscisas en
X = 7.2877. Dicho procedimiento se repite iterativamente, llegando a los puntos
5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, hasta alcanzar rapidamente la raiz X = 4.0.

y se oprime [Enter|. Aparecerd, entonces, en la pantalla el niimero 7.2877; posterior-
mente, se continda evaluando la férmula anterior hasta que la secuencia de numeros
en la pantalla converja: 10, 72877, 5.5750, 4.5805, 4.1220, 4.0072, 4.0000, 4.0000. Ob-
serve que la secuencia convergio en 4, lo que significa que 4 es una raiz del polinomio
f(x) x®-4x?-X+ 4. Esta convergencia se ilustra en la figura 2.16.

Repetimos el mismo procedimiento con otro valor de X, por ejemplo, —8. Utilizando
este numero y siguiendo el mismo procedimiento esbozado, resulta la secuencia de nu-
meros -8, —5.0353, -3.1276, -1.9547, -1.3111, -1.0504, —-1.0017, -1.0000, —-1.0000. La se-
cuencia ha convergido a -1y, en consecuencia, -1 es otra raiz del polinomio f(x)

X3 — 4X2 — X + 4. Finalmente, debemos repetir el procedimiento con otro valor de X,
por ejemplo, 2. Obtenemos la siguiente secuencia de nimeros: 2, 0.8000, 1.0102, 1.0000,
1.0000. En conclusion, 4,1y -1 son las raices buscadas.

La seleccidn inicial de los valores de X, requiere tanteo, en consecuencia, se reco-
mienda escribir valores de X, positivos, negativos y cercanos a cero, y se debe repetir el
procedimiento hasta encontrar las tres raices del polinomio. Tenga presente que, en oca-
siones, un polinomio podria tener raices repetidas. En este caso, su pericia matematica



debe ser utilizada para guiarse en la busqueda (por ejemplo, factorizando el polinomio
caracteristico). Eventualmente, un polinomio podria tener raices complejas; sin embar-
go, este no es nuestro caso, ya que las matrices de tensiones son simétricas y existe un
teorema que garantiza que los valores propios de una matriz simétrica son todos reales.

2.8.4. Ortogonalidad de las direcciones principales

En esta seccion se demostrara que las direcciones principales son ortogonales entre si.
Considere dos direcciones principales nj y #1j junto con sus correspondientes esfuerzos
principales o; y 0}, teniendo en cuenta que i X j; estos valores satisfacen la ecuacion (2.32)
Yy, por consiguiente,

oni Ojhj (2.55)
on; ojnj; (2.56)
premultiplicamos (2.55) por ﬁJT y (2.56) por ﬁiT:
ﬁjTgﬁi aiﬁjTﬁi (2.57)
Al g ol (2.58)
y luego transponemos la ecuacion (2.57):
Ajgiy o iy (2.59)
pero, como la matriz de tensiones g es simétrica, g g, al igualar la ecuacion (2.59)
con la ecuacion (2.58) se obtiene:
ol iy o #j,
es decir,
(0i - 09) ﬁiTﬁj 0;

pero generalmente (oj — 0j) X 0, de donde se concluye que

AT A~

nyn; 0 (paraiX j),

lo que indica que las direcciones principales son ortogonales. Esto implica que el an-
gulo entre dos direcciones principales es 90%. De hecho, en relacion con el ejemplo 2.3,
podemos ver que

n [-11328, 1] n, [0.88279,1]",

siendo su producto punto n/n, 0.Y, en referencia al ejemplo 2.4, tenemos que

T T
) ig *%] i, Moo & [o J% ig],

AT ~

' - AT~ AT
siendo los tres productos punto de estos vectores igual a cero: n; n, n, n; n,n; 0.
Esto lo comprobamos con el cddigo de Matlab:



>> nl [0; 2/sqrt(5); 1/sqrt(5)];
>> n2 [1; 0; 0O];
>> n3 = [0; 1/sqrt(5); -2/sqrt(5)];
>> dot(nl, n2) % Esto es equivalente a nl’=*n2
ans =
0

>> dot(nl, n3)
ans =
0

>> dot(n2, n3)
ans =
0

En el cddigo anterior se utiliz6 el comando de Matlab dot, el cual calcula el producto
punto entre los dos vectores dados como argumentos.

A continuacion, estudiaremos otro método para encontrar los esfuerzos principa-
les actuantes en un punto, con el cual obtendremos una interpretacion diferente de los
valores y vectores propios: estos indican la magnitud y la direccién de los maximos y
minimos esfuerzos normales presentes en el sdlido.

2.9. Circulo de Mohr en problemas bi- y tridimensionales

La circunferencia de Mohr (llamada incorrectamente el circulo de Mohr), fue propuesta
por el ingeniero civil aleman Christian Otto Mohr (1835-1918) en 1882 con el objeto de
representar graficamente el estado de esfuerzos en un punto. A continuacion, detallare-
mos esta representacion en los casos bi- y tridimensional.

2.9.1. Circulo de Mohr en dos dimensiones

En la seccién 2.7, y en referencia a la figura 2.10, vimos que los esfuerzos oy, oy y 7yy
estan equilibrados por un esfuerzo normal o, y un esfuerzo cortante 7,, dados por las
ecuaciones (2.30) y (2.31), que varian con la inclinacién 60 del plano AB.
Estas dos ecuaciones, que se reescriben aqui por conveniencia,”
oy +0y Ox — Oy

on(6) )

Oy — O
T0(0)  Txycos20 - . 5 Y sin 26, (2.31)

0826 + 14y sin 20 (2.30)

describen una curva paramétrica® (o,(8), 7,(6)) que comienza en el punto (o, Txy)
y que se grafica en el sentido en el que giran las manecillas del reloj a medida que 0

29 Veremos en la seccion 4.8.1 que estas férmulas, y en general la formulacién del circulo de Mohr aqui

presentada, son unicamente validas para solidos en un estado de tensién plana.

%0 Enel apéndice A.9 se presenta un repaso de las curvas paramétricas.



varfa’ de 0% a 180%. Observe que (0,(0%), 7,(0%))  (0n(180%), 7,(180%)) (o, Txy)-
Las ecuaciones (2.30) y (2.31) se pueden reformular como

ax+0y Ux_ay
2 2

Oy — O
c0s 20 + Ty sin 20 Tn  TyyCOs20 — % sin 26;

On

al elevar al cuadrado ambos lados de cada una de las dos ecuaciones anteriores y sumar-
los resulta:

2 2

Ox +0 ox— 0 oy — 0 2
-2y 472 (%cos29+rxysin28) +(Txyc0328—%sin20) ;

(on )

después de abrir los paréntesis y hacer las simplificaciones respectivas, la ecuacion ante-
rior se reduce a ,

ox + 0y

220y en

2

OX _0
=y 4 Tyy-

(on - >

e . . . Ox O
Observe que esta ecuacion describe una circunferencia® con centro en el punto (=5, 0)
y radio /
GX - Oy
R (——
2

como la mostrada en la figura 2.17b; dicha circunferencia es llamada incorrectamente
el circulo de Mohr en dos dimensiones y representa el lugar geométrico de las posibles
combinaciones de esfuerzos cortantes y normales que estan presentes en un punto dado
para todas las inclinaciones 6 del plano de referencia AB de la figura 2.10. De todos estos
esfuerzos, es de particular interés conocer la inclinacion 6 para la que se producen los
esfuerzos normales 0, maximos y minimos sobre el punto en consideracion; obviamente,
es también importante conocer su magnitud.

Para encontrar el valor maximo y minimo de la funcién o, (0), procedemos a derivar
(2.30) con respecto a 0 y luego igualamos dicha derivada a cero:

2
) + Ty

dog_ée) (0y — 0y) sin 20 + 27, cos26 0,
para obtener:
tan 260 Tx oy (260)

2
Segun se aprecia en la figura 2.18, esta ecuacion corresponde a dos tridngulos: uno

con cateto opuesto 7yy y cateto adyacente szay , Y otro con cateto opuesto —17yy y cateto

5L Observe que @ varia en el intervalo [0°,180°), no en el intervalo [0°,360°) como inocentemente se

puede pensar. ;Por qué?
Recuerde que una circunferencia de radio r y con centro en el punto (Xg, Yo) estd descrita por la
ecuacion

32

(x - Xo)2 +(y - YO)Z =1’



Figura 2.18. Célculo de sin 26, cos 20, sin 260, y cos 26,. Estas
relaciones trigonométricas se obtuvieron teniendo en cuenta
que tan 26, y tan 20, estan dadas por las ecuaciones (2.61).

Si bien el 1/2 del denominador se podria pasar al numerador como un 2, es preferible
conservar la forma mostrada por su interpretacion fisica en las figuras 2.17 y 2.18. En la
figura 2.17 se denota el 26, como el angulo « AOB, de acuerdo con la ecuacion (2.61a).

De la figura 2.18 se aprecia inmediatamente que 26, 20, +180%; de aqui se despren-
deque 6, 0,+90% en otras palabras, el angulo 6 puede tomar dos valores que difieren
en 90X A partir de las ecuaciones (2.61) se pueden deducir varias relaciones trigonomé-
tricas, que se muestran en la figura 2.18.

A continuacion, demostraremos que, para la inclinacién dada por el angulo 6,, el
esfuerzo normal o, toma el valor maximo (01),, y parala inclinacién dada por el dngulo
0, el esfuerzo normal gy toma el valor minimo (0),,.

Reemplazando las relaciones trigonométricas deducidas con la ayuda dela figura 2.18
para el angulo 20, en la ecuacién (2.30), obtenemos:

Oy +0 Oy — Oy Oy — O Tx
v, y y+TXy y
2 2 2R R

2
Ox + Oy (ox - Uy) Tiy
+ +

2 \/4R R
Gx+0-y+ O-)(_O-y2

5 ( 5 ) TRy

an(61) (Ul)xy

Procediendo andlogamente con las relaciones trigonométricas deducidas para el angulo
20, resulta:

2
ox+o, (ox—o0y) T3y
2 4R R

On (02) (02)xy



_\/

ox + 0y ox —

> (5

Hemos demostrado que los esfuerzos normales o, méximo (01),, y minimo (a2),,
sobre el plano xy se alcanzan, respectivamente, para

2

o
Y + Thy-

-\/ 2
Oy + O Oy — O,
(01)yy Xz Y+ ( X2 1) + 1, (2.62a)
-\/ 2
Oy + O Oy — O
(0)y — . Lo (& > 'y + 12, (2.62b)

Observe que estas son las mismas ecuaciones (2.41) y, en consecuencia, segun lo
explicado en la seccion 2.8, los esfuerzos cortantes son nulos sobre los planos principales.
Esto se puede verificar graficamente en la figura 2.17, al observar que la coordenada en
7, de los puntos B y D es cero, mientras que sus coordenadas o, corresponden a las
dadas por las ecuaciones (2.62); alternativamente, se puede hacer 7,(0) 0en (2.31)y
resolver el angulo 20 para el cual se satisface la anterior igualdad, obteniendo de nuevo
la ecuacién (2.60) (se deja este ejercicio al lector). Llamaremos a dichos valores (2.62)
los esfuerzos principales maximo y minimo, respectivamente, y diremos asi mismo, que
los correspondientes planos descritos por los angulos 0, y 0, que satisfacen (2.61) son
los planos principales. Como los dos valores de 6 difieren en 90%, concluimos que los
esfuerzos principales ocurren en planos mutuamente perpendiculares.

Si se procede de igual modo con (2.31) para obtener los esfuerzos cortantes 7, maxi-
mo (Tméx)xy y minimo (Tmin)xy sobre el plano XY, resulta que

(01)y — (02) v 2

01)yy —\O2 Ox — O

(Tmidy +—— 5 + (—5) +1 (2.63)
(01)yy = (02), ox — Oy 2

(mindy —— 2 = (BT gy

estos esfuerzos se producen para las inclinaciones dadas por los angulos 6, y 0., que
satisfacen, respectivamente, las ecuaciones™

+ T,
cot20 —5n (2.64a)
R
T
cot20; —5n. (2.64b)
2

% Si usted desconoce el uso y la existencia de la funcién atan2, descrita en la seccién 2.9.3, es natural

que quiera simplificar los signos de ambas ecuaciones (2.64) para reducirlas a la unica expresion

21 . . .
cot26; = ——">; sin embargo, se le solicita la lector que no lo haga, pues entenderd las razones
X

cuando estudie el uso de la funcién atan2.



Veremos mds adelante que 60, y 6, se producen a 45X de los planos principales, mds
explicitamente a 8;; 6, —45% 0, +45Xy 0, 6, +45% 0, — 45X

Hemos deducido que, ya sea calculando los valores y vectores propios de la matriz
de tensiones bidimensional (2.36) o simplemente aplicando las ecuaciones (2.61) y (2.62)
podemos calcular las direcciones y magnitudes de los esfuerzos principales. Estos esfuer-
zos no solo son los maximos y minimos posibles, sino que se presentan para una incli-
nacion en la cual los esfuerzos cortantes son nulos, como se aprecia en la figura 2.17a.
Por ultimo, tenga en cuenta que la relacion entre los angulos 0, y 6, encontrados a partir
de las férmulas (2.61) y los vectores propios que se encuentran al resolver el sistema de
ecuaciones (2.42) estan dadas por (se deja como ejercicio al lector la deduccion de estas
férmulas):

A, [cos(6)), sin(8)]" i, [cos(8,), sin(6,)]"
[cos (6 +90%), sin (6, + 909]"  (2.65)
[-sin (6)), cos(6:)]".

Estas ecuaciones determinan las direcciones, mas no los sentidos de los vectores #;
y 1,5

2.9.2. Grafica e interpretacion del circulo de Mohr en dos dimensiones

Para graficar el circulo de Mohr se deben seguir los siguientes pasos, los cuales estan
descritos con referencia a la figura 2.17b:

« En un plano que tiene como abscisa 0, y como ordenada 7, (que apunta hacia
arriba),’® trazamos una recta que pase por los puntos C y A, los cuales tienen,
respectivamente, las coordenadas C :  (oy, —7xy) YA: (0x, Txy)-

« El punto de interseccion de la recta que une los puntos Ay C con el eje 0, es O, el
centro de la circunferencia, el cual debe tener las coordenadas (%, 0).

o Medimos la distqpcia AO; esta distancia es el radio de la circunferencia, la cual

. ox Oy \2
debe seriguala  (Z57) + 74,

+ Medimos con un transportador, en el sentido de las manecillas del reloj, el angulo
4« AOB vy dividimos dicho angulo entre dos para obtener el angulo 6,. El angulo
« AOB satisface la ecuacion (2.61a), ya que el cateto opuesto es +7yy y el cateto

% Recuerde que todo vector, en R", tiene tres caracteristicas: longitud, direccién y sentido. La longitud

de un vector indica la distancia entre su cola y cabeza, la direccion de un vector determina la orienta-
cion de la recta en el espacio sobre la que se ubica y el sentido del vector indica hacia dénde se dirige
0 apunta.

En muchos libros se utiliza la convencién de graficar el circulo de Mohr en un plano donde el eje de
las ordenadas 7, apunta hacia abajo; esto con el objeto de hacer que el angulo « AOB sea positivo
cuando se mide en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
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adyacente es™. . .,~0. Tenga muy presente que el puiee encuentra en la
posiciNréo,, Oy Z

- Como complemento al dibujo de la circunferencia, hacemosrd®scg parecido
al que aparece en la *guraOd; en este caso, los tngulesy 1, se deben medir
en el sentidaontrarioa las manecillas del relo;.

La razNn del porqu” se grasca el ¢ rculo de Mohr de la formariteses la siguiente:
recuerde que el c rculo de Mohr bidimensional se describe pounrt@acparam”trica
"0 1s,0,"1e¢, que aparece al variar el nguleen el intervalo yX, 024 La grfeca
resultante se dibuja en el sentido de las manecillas delasgtogdida qué se incrementa
entre 'y OXyCuandol yX se tiene qué. ,"y*, 0, y%ee ", Oyy*, el cual es el
punto A. Conformel aumenta en un grado, se grasca un arco de dos grados de la curva
param”trica que representa el ¢ rculo de Mohr; al llegar akp8) tenemos que,” 1¢
es miximoy el ¥ngul® AOB(medido en el sentido horario) equivale a dos velgeBe
igual forma, se podr a decir que el $ng8l&OD medido en sentido horario describe
el ¥ngulo para el cual, es m nimo y, en este caso, el $ngulaO D medido en sentido
horario sert igual a dos veces el ¥ngijoFinalmente, los tngulds AOEy § AOF
(medidos en el sentido horario) representan los ngulos paradales se encuentran
los esfuerzos cortantes miximos y m nimos, respectivamerdessgy 1e.
En resumen, una vez hemos grascado el ¢ rculo de Mohr, se dédrpiatar el di-
bujo, as :
- Lacircunferencia corta el eje de las abscig@n dos puntosBy D. La lectura de
.n paraB es el esfuerzo principal m¥ximog,, y la deD es el esfuerzo principal
M Nimo~. ¢°,,.
- Elradio del ¢ rculo representa la magnitud del esfuerzo atetaiximo Omae®
adicionalmente, el esfuerzo cortante m nimo estarf d&d@%ﬁ'xy AngX-Xy.

- Los siguientes tngulos medidos en sentidmarioestin asociados con los esfuer-
zos normales y cortantes miximos y m nimos (sgur@):

- § AOB 015 aqu 1ees el ¥ngulo para el cual se produce el esfuerzo normal
miximo™. g,,.

- § AOD 014 aqu 1;es el £fngulo para el cual se produce el esfuerzo normal
mnimo”~. e*,,.

- § AOE 0l aqu 1nes el Ingulo para el cual se produce el esfuerzo cor-
tante miximoAOm,;X-Xy.

- § AOF 0l1y: aqu 1 es el Tngulo para el cual se produce el esfuerzo cor-
tante m nimo” Omar? -

No olvide que el plano principal donde se produce el esfuerzonabm nimo se
ubica als Ay y los planos en los cuales se produce el esfuerzo cortanienmy
m nimo se ubican 4p ¥ Xy 1lp ¥ X respectivamente.



Finalmente, es conveniente mencionar que, a pesar de que es posible dibujar el circu-
lo de Mohr a escala para calcular la magnitud y direccion de los esfuerzos principales, es
preferible encontrar estos valores numéricamente; para tal fin, es conveniente emplear
la funcidn atan2 que esta presente en todos los lenguajes de programacion e incluso en
hojas de cdlculo como Excel, que se estudiard a continuacion. La utilidad del circulo de
Mohr radica en la facilidad con la cual se puede representar un concepto relativamente
complicado con un esquema facil de entender.

2.9.3. La funcion atan2

Supongamos que queremos obtener el angulo medido entre el eje X positivo y el vector
[-1,-1]7. Si utilizamos la funcién arcotangente para calcular dicho dngulo tenemos que
arctan? arctan— arctanl 45%lo cualesincorrecto, ya que sabemos que ese dngulo
reside en el tercer cuadrante y es 225X —135% (por favor verifiquelo con su calculadora).

((szlfy , 0)

(Uz)xy

Figura 2.19. Angulos asociados a los esfuerzos normales y cortantes
maximos y minimos; dichos dangulos deben medirse en el sentido
horario. Recuerde que el punto A tiene las coordenadas (ax, Txy).



Observe que se debe tener en cuenta el cuadrante en el que reside el vector [-1, -1]T para
poder calcular correctamente el angulo.

La funcion atan2 es una funciéon x  — (-, 7] que retorna el dngulo correcto en
radianes entre un vector [X, y]T y el eje X positivo teniendo en cuenta que, para ubicar el
cuadrante, se utilizan los signos de los argumentos X y y. Esta funcién esta definida por

arctan (1) siX A0 (cuadrantes I y IV)
arctan (%) +m siyCO0,X @ (cuadrante II)
arctan (%) -7 siy@0,X @ (cuadrante III)

+7 siy A0, x 0

7 siy @,x 0

indefinido siy 0,x 0

atan2(y, X)

de este modo, atan2(1,1) n/4 y atan2(-1,-1) -37m/4. Observe que atan2 retorna su
valor en radianes. La funcidn equivalente que retorna su valor en grados se le conoce, en
ocasiones, como atan2d (con d de degrees).

Esta funcion aparecié por primera vez en el lenguaje de programacion Fortran, en
1961y, desde entonces, se ha popularizado al punto que practicamente todos los lenguajes
de programacion la soportan. Sin embargo, es importante revisar el nombre de la funcién
y el orden de los argumentos. Por ejemplo, en lenguajes como Matlab, Maxima, Python,
Julia y C, el orden de los argumentos es primero Y y luego X, es decir, la funcién se invoca
como atan2(y, X); en otros lenguajes, como Wolfram Mathematica y en muchas hojas
de calculo como Microsoft Excel o Google Spreadsheets, la funcidn atan2 tiene un orden
de argumentos inverso, en otras palabras, se emplea como atan2(X, y).

Asi, pues, es recomendable utilizar la funcion atan2 de Excel o de su lenguaje de
programacion favorito para resolver las ecuaciones (2.61) y (2.64), ya que al hacerlo se
obtiene directamente el angulo para el cual se producen los esfuerzos normales maxi-
mos/minimos y los esfuerzos cortantes maximos/minimos, respectivamente. De esta
forma, evitamos preguntas del tipo: ;serd conveniente sumar o restar 90 para obtener
el angulo apropiado? Por consiguiente, las ecuaciones (2.61) y (2.64) se pueden resolver
en Matlab utilizando el cédigo:

ang_2tl = atan2(+txy, +(sx-sy)/2); % ecuacion (2.61a)
ang_2t2 = atan2(-txy, -(sx-sy)/2); % ecuacion (2.61b)
ang_2tlc = atan2(-(sx-sy)/2, +txy); % ecuacion (2.64a)
ang_2t2c = atan2(+(sx-sy)/2, -txy); % ecuacion (2.64b)

No obstante, el calculo de los angulos de los planos principales y de los planos donde se
producen los esfuerzos cortantes maximos y minimos, en grados, se puede realizar con
menor costo computacional, asi:

ang_tl = atan2d(txy, (sx-sy)/2)/2; % a partir de la ecuacién (2.61a)



ang_t2 = ang_tl + 90;
ang_tlc = ang_tl - 45;
ang_t2c = ang_tl + 45;

Un método alterno al uso de la funcién atan2, es utilizar la funcionalidad de con-
version de coordenadas rectangulares (X, Yy) a polares (r, ) disponible en todas las
calculadoras cientificas. Por ejemplo, en algunas calculadoras Casio se utiliza la funcion
pol(x,y) intro para obtener I y posteriormente se oprime alpha f intro para obtener
el 0. En este caso, si se resuelve la ecuacién (2.61a) con X oy —oyyYy 2Tyy el resulta-
do que proporciona la calculadora es 2R y 20; si se utiliza X~ (0x —0y)/2y Yy Tyy el
resultado que proporciona la calculadora es R y 20, donde R es el radio del circulo de
Mohr.

Calculo de los esfuerzos y las direcciones principales

Considere un punto sujeto a los esfuerzos oy -1Pa, 0y 2Pay71,y -3 Pa;encuen-
tre los esfuerzos principales (y su direccion) para el punto en consideracion. Ilustre,
adicionalmente, el uso de la funcién atan2.

Aplicando las férmulas (2.41) obtenemos los esfuerzos principales. Por lo tanto, (a1)y,

3.8541Pay (02),, —2.8541Pa. Eléngulo de inclinacion 6, asociado a (01),, estd dado
por la formula (2.61a):

2Ty 2x-3 -6

tan 26, —.

Teniendo en cuenta los signos del numerador y del denominador de la expresion
anterior, se puede inferir que estamos trabajando con un angulo en el tercer cuadrante.
Luego, el angulo 20, estd dado por arctan(-6/-3) + 7, es decir, 4.2487 radianes o alterna-
tivamente 4.2487 — 2 —2.0344 radianes; asi, 8, 2.1244 radianes = —1.0172 radianes
(0 sea, 121.72% 0 —58.28%). Sin embargo, una mejor opcion es emplear el comando atan2,
el cual nos evita el trabajo de ubicar el angulo en el cuadrante respectivo (en su defecto
puede utilizarse la funcionalidad para la conversion de coordenadas rectangulares a po-
lares que tienen la mayoria de las calculadoras cientificas). En este caso, debemos entrar
como argumentos los catetos opuesto y adyacente del tridngulo en cuestion. De este mo-
do, en Matlab escribiriamos, por ejemplo, atan2(-6, -3) /2, obteniendo asi el resultado
deseado, 8; -1.0172 radianes = —58.28%.

La direccidn correspondiente al esfuerzo (02))(y se encuentra haciendo 8, 0, + /2,
osea, 0, 0.55357 radianes  31.72%. Estos resultados se graficaron en la figura 2.20; el
circulo de Mohr correspondiente aparece en la figura 2.21.

Por ultimo, los esfuerzos cortantes maximo y minimo se presentan en los planos ubi-
cadosafy 0,-45%y 0, 0,+45% esdecir,af -103.28Xyaf, —13.28% respec-
tivamente, con una magnitud dada por la ecuacion (2.63), esto es (Tméx)xy 3.3541 Pay



m L5061
‘o
2
%
@
G
"
[
~0.8506
L 452571

0.8506
m Ly 5571

~

0, 0.55357rad 31.72%

6, 10172rad 58.28%

0.5257
[—0.8506]

Figura 2.20. Solucién al ejemplo 2.5. En este grafico se muestran los esfuerzos principales
(01)xy ¥ (02)4y junto con sus direcciones principales asociadas #1; y #1,. Tenga en cuenta
que de los vectores 1, y 715 lo Gnico importante es la direccion, no el sentido.
Observe que (01), es un esfuerzo a traccién y (92), es un esfuerzo a compresion.

(Tmin) xy —3.3541 Pa. Esto se comprueba, respectivamente, con los comandos de Matlab
atan2d(- (sx-sy), 2xtxy)/2(=76.717%)yatan2d(sx-sy, -2xtxy)/2(=-13.283X). A con-
tinuacion, procederemos a resolver este problema utilizando Maxima:

/= Cargamos la libreria para calcular los valores y vectores propios =/

load("eigen");

(%01)

*/
-3%

/> Los esfuerzos son:
sx: -1$ sy: 2$ txy:

/>~ Armamos la matriz de tensiones =/

sigma: matrix([ sx, txy I,
[ txy, sy 1);

(%05) [

/usr/share/maxima/5.13.0/share/matrix/eigen.mac
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Figura 2.21. Circulo de Mohr asociado al ejemplo 2.5.

/= El polinomio caracteristico se calcula con =/
polinomcar: expand(charpoly(sigma, sn));

(%06) sn - sn - 11

/= Las raices del polinomio caracteristico son la magnitud de
los esfuerzos principales =/
solve(polinomcar=0, sn);

3 sqrt(5) - 1 3 sqrt(5) + 1
(%07) [8) = = =c==2c=2222== p BN S ==c=scccccoes 1

/= Los valores y vectores propios se calculan con =/
uniteigenvectors(sigma);






taumax: sqrt(((sx-sy)/2)72 + txy™2);

3 sqrt(5)
(%013)  aeeeaao--
2
%, numer;
(%014) 3.354101966249685

que actda sobre los planos ubicados a 45% de 6, en otras palabras, sobre los planos que
tienen los vectores unitarios:

[cos(tl + %pi/4), sin(tl + %pi/4)], numer;
[cos(tl - %pi/4), sin(tl - %pi/4)], numer;

(%015) [0.97324898946773, - 0.229752920547361
(%016) [- 0.22975292054736, - 0.97324898946773]

Este problema también se puede resolver utilizando Matlab, para lo que utilizamos
el siguiente codigo:
% Los esfuerzos son:
sx = -1; % Pa
sy = 2; % Pa
txy = -3; % Pa

% Armamos la matriz de tensiones
sigma = [sx, txy; txy, syl

sigma =

-1 -3
-3 2

% EI polinomio caracteristico se calcula con
polinomcar = poly(sigma)

polinomcar =

1.0000 -1.0000 -11.0000



Es decir, el polinomio caracteristico es x? — x — 11.
% Las raices del polinomio caracteristico son la magnitud

% de los esfuerzos principales
roots(polinomcar)

ans =

3.8541
-2.8541

% Los valores y vectores propios se calculan con
[vecp, valp] = eig(sigma)

vecp =
-0.8507 -0.5257
-0.5257 0.8507
valp =

-2.8541 0
0 3.8541

Los vectores principales son las columnas de la matriz vecp, mientras que los valores
principales son la diagonal de la matriz valp.

% EI angulo asociado al esfuerzo principal 1 es:
tl = atan2(2*txy, sx-sy)/2

-1.0172

Recuerde que la respuesta esta dada en radianes.

% EI vector unitario asociado al esfuerzo principal 1 es:
[cos(tl); sin(tl)]

ans =

0.5257
-0.8507






Co (2.69)

,  Tp+ (00— 03)(on - 07)
g (0,-03)(02 — )

2 Tat(on—0a)(on - 0)
(03— a1)(03 - 02)

Co.

Recuerde que estas coordenadas de «, 3y y estan dadas con respecto a la base espe-
cificada por ny, n, y ns.

Como nota, observe que las ecuaciones (2.69) también se pueden deducir al resolver
el sistema de ecuaciones:

2 2 2 2 2 2
o 05y 0} « op + T},
o 0 o5 p? on
1 1 1 92 1

que resulta al escribir en forma matricial las ecuaciones (2.67), (2.66) y (2.68), respecti-
vamente.

Como 0y Ao, Ads,y a2 CO, f2 C0y y* CO, entonces los numeradores de (2.69)
satisfacen:

1t + (0n - 02)(0n —03) CO, yaque 0,-0, A0 y 0,-0;A0
2+ (0n - 03)(0n— 1) BO, yaque 0,-03A0 y 0,-0, @
1t +(0n - 01)(0n—0,) CO, yaque o3-0,@ 7y 03— 0, @D.

Expandiendo la primera desigualdad y sumando ; (0, + 03)? — 0,03 a ambos lados de
esta, obtenemos:

1 1
02— on(0y + 03) + Z(OZ +03)% + T: + 0,05 — 0,03 CZ(O'Z +03)% - 0,03

2 1
[0n - 3(02+03)] + 17 CZ(OZZ + 20,03 + 07) — 0,03

2 2
2 0. 0,0 0.
[on - 3(or+ o) + 7, CZ - ==+

2 4

[on - %(02 + (73)]2 +1p C[%(Uz - 03)]2;

pasos analogos se pueden realizar con las otras dos desigualdades (se utiliza }1(03 +01)%—
0301 con la segunda desigualdad y i(al + 03)? — 010, con la tercera), resultando:*®

[on — 3(02 + 03)]2 + 15 C[3 (02 - 03)]2 (ver circunferencia C,) (2.70)

[on — 3o+ 03)]2 + 15 B[3(o1 - 03)]2 (ver circunferencia C,) (2.71)

[on — 3 (01 + 02)]2 + 1% C[3(01 - 02)]2 (ver circunferencia C;);  (2.72)
"% xge? Y Yool 2

% Recuerde que un circulo de radio r y con centro en el punto (Xp, Yo) esta descrito por la ecuacién

(x = %0)* +(y - yo)* = 12
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Figura 2.22. Circulo de Mohr en tres dimensiones. Aqui la region sombreada junto
con los bordes de las tres circunferencias C;, C, y C3 constituyen el conjunto de
puntos (on, 7n) que representan el estado de esfuerzos normal y cortante que
satisfacen las desigualdades (2.70), (2.71) y (2.72); todo estado de esfuerzo en un
sélido tridimensional debe necesariamente yacer sobre la zona mencionada.

estas desigualdades definen, respectivamente, las ecuaciones de los tres circulos de Mohr
para el esfuerzo, C;, C, y Cs, con radios

1 1 1
R 5(02 - 03) R, 5(01 - 03) R; 5(01 - 03),
y cuyos centros tienen, respectivamente, las coordenadas

[%(02 +03), 0] [%(01 +03), 0] [%(01 +0), 0].

Estas desigualdades muestran que todos los puntos de esfuerzo admisible (oy, 7,)
yacen, ya sea sobre las circunferencias o dentro del area sombreada encerrada por las
circunferencias, tal y como se muestra en la figura 2.22. Los puntos de esfuerzo (on, 1)
que satisfacen la desigualdad (2.70) del circulo C; se ubican sobre la circunferencia o
fuera del circulo C,. Los puntos de esfuerzo (oy, 7,) que satisfacen la desigualdad (2.71)
para el circulo C, yacen sobre la circunferencia o dentro del circulo C,; por ultimo, los
puntos de esfuerzo (o, 7n) que satisfacen la ecuacion del circulo Cs, desigualdad (2.72),
se localizan ya sea sobre la circunferencia o fuera del circulo C;.



Note que los circulos de Mohr estan ubicados sobre el eje o, y se observa que sobre
este existen tres puntos para los cuales el esfuerzo cortante 7, 0; estos puntos corres-
ponden a aquellas superficies que no estan sujetas a esfuerzos cortantes. Los puntos co-
rrespondientes a 0, y 03 representan, respectivamente, los esfuerzos normales maximos
y minimos que se presentan en el material y son bastante importantes, porque ellos es-
tan directamente relacionados con los esfuerzos para los cuales el material falla por la
accion del esfuerzo normal.

Con respecto a la figura 2.22, se puede deducir que el esfuerzo cortante maximo esta
dado por

01— 03
; 2.73
5 (2.73)

en Gere y Timoshenko (1986, seccion 79),” se demuestra que este cortante maximo
actta en el plano bisector del angulo que forman los vectores +#, y +#1;, en otras palabras,
el esfuerzo cortante méximo se presenta en los planos ortogonales a los vectores 2%
Y Vi .y Este esfuerzo estd directamente relacionado con el esfuerzo de Tresca, el cual

Tmax

describe la fluencia de los materiales ductiles (ver, por ejemplo, Alvarez-Marin [2023a]).

Calculo de los vectores normales a los planos donde se presenta una com-
binacion dada de esfuerzos normales y cortantes

Continuando con el ejemplo 2.4, calcule los vectores normales a los planos para los
cuales se tiene que 0, 0.1Pa, 7, 2 Pa.

Segtin se calculd anteriormente, 6y 4 Pa,0, 1Payo; —1Pa. A partir de las ecuacio-
nes (2.69), se tiene que

12 + (on — 02)(0n — 03) 22+ (0.1-1)(0.1-(-1))

R s T R € )T &5)) B
12 + (04 — 03)(0n — 1) 22+ (0.1-(-1))(0.1-4)

P @-)o-ay L a-cypa-n 0
72 + (on — 01) (0 — 02) 22+(01-4)(0.1-1)

(03 - 0'1)(0'3 _ 0-2) + ((_1) _ 4)((_1) _ 1) +0.86660;

de aqui se deduce que existen cuatro planos, que se pueden observar en las figuras 2.24,
2.25,2.26 y 2.27, sobre los que actian esfuerzos cortantes con magnitud 7, 2Pay
esfuerzos normales con magnitud o,, 0.1 Pa, cuyas normales son:

b [+0.44796, +0.21985, +0.86660]"
v, [+0.44796, +0.21985, —0.86660]"

%9 Ver también el ejercicio propuesto 22.



¥3  [+0.44796, —0.21985, +0.86660]"
v, [+0.44796, —0.21985, —0.86660]".

Los vectores

»F [-0.44796, —0.21985, —0.86660]"

»r [-0.44796, —0.21985, +0.86660]"

pE [-0.44796, +0.21985, —0.86660]"

vt [-0.44796, +0.21985, +0.86660]",
basicamente, definen los mismos planos que los vectores sin el asterisco; lo tinico diferen-
te es que ellos apuntan en el sentido opuesto. Debe tenerse en cuenta que tanto los vec-
tores ¥; a ¥4 como los vectores f/f a f/i estan definidos con respecto a la base {1y, n,, n3}.

Se deja como ejercicio al lector la especificacion de dichos vectores en relacion con la
base {i, j, k}.

Determinacion de los esfuerzos cortantes maximos y minimos en el caso
tridimensional

Siguiendo el ejemplo 2.4, grafique el circulo de Mohr y determine los esfuerzos cor-
tantes maximo/minimo y los respectivos planos en los que actdan.

El circulo de Mohr asociado al ejemplo 2.4 se muestra en la figura 2.23. Dado que los
vectores principales 7, y 113 son:

T T
i [0, A, ~e] s [0, ve, 2T
5 5 5 5

resulta que el esfuerzo cortante maximo/minimo se presenta en los planos con vectores
normales:

T T
s [0, ig —»Lg] iy [0, «LS ig];

para normalizar dichos vectores, se debe encontrar su norma:

2 2 _\/
MRy, m-f, 02+ (:Lg) . (ig) 2,
de modo que dichos vectores normalizados son:

A A 3 1
n+n; O 3 »—%]

n, + ns 2







2. estudio de los esfuerzos en un punto

102.700%

)

Figura 2.26. Plano con vector normal #3 = [+0.44796, —0.21985, +0.86660]"
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base {n;, n,, n3}.

ﬁ

hn3

150.066%

102.700%

Figura 2.27. Plano con vector normal ¥, = [+0.44796, —0.21985, —0.86660]"
definido con respecto al sistema de coordenadas formado por la base {#;, 115, n3}.
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Calculo de los esfuerzos o, asociados a un esfuerzo cortante maximo

Dado un sélido con un estado de esfuerzos ox oy 14y 1Pa, 7, 71y, 0Pa,
determine el valor de o, para el cual el esfuerzo cortante maximo 7,4 en el punto
vale 3 Pa.

La matriz de tensiones asociada a la condicion de esfuerzos descrita esta dada por

(=)

Pa.

S}

11
11
00

2

Utilizando el siguiente cddigo de Maxima:

sigma : matrix([ 1,
[ 1,
[ 0

’

’ ’

oMo}

’

, SZ

[CRST

]
1,
1)$

eigenvalues(sigma) ;

podemos calcular los valores propios de dicha matriz, obteniendo que los esfuerzos prin-
cipales son 0 Pa, 2 Pa y 0;. Dichos esfuerzos se pueden ordenar de mayor a menor, de
modo que g; Co, Cos, obteniendo los siguientes casos:

Caso1: oy 05,0, 2Payo; OPa.
Caso2: 0 2Pa,0, o0,y0; OPa
Caso3: oy 2Pa,0, OPayo; o

El esfuerzo cortante maximo se calcula a partir de la ecuacion (2.73), es decir, Ty«
o1

5% De aqui se deduce a partir del caso 1 que

0,—0 o, —0P
Tmix L 5 z a 3 Pa,
2 2

de donde resulta: g, 6 Pa.
Procediendo analogamente con el caso 3, tenemos:
oo—03 2Pa-o,

Tmax P 2 3 Pa>

de donde resulta: 0, -4 Pa.

Se concluye, entonces, que si g, vale 6 Pa 0 —4 Pa, el esfuerzo cortante maximo 7
para la condicién de esfuerzos indicada vale 3 Pa. Se deja como pregunta al lector: ;por
qué no se tuvo en cuenta el caso 2?2





https://en.wikipedia.org/wiki/HSL_and_HSV
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tener multiples descripciones para representar la direccion del viento). El tensor de pri-
mer orden se caracteriza porque las diferentes descripciones de un vector se relacionan
mediante las ecuaciones v Tv®y v® T v.

Ahora, en la analogia anterior, el bombillo dentro de la caja representa un tensor de
segundo orden. Las diferentes inclinaciones de la caja se pueden establecer utilizando
una base en particular como {é,, €,, e;} o {e}> &3 e5}. Con respecto a cada una de
estas bases obtendremos descripciones diferentes de los esfuerzos representados por las
matrices ¢ o g% respectivamente. Ambas bases se relacionan mediante las ecuaciones
(219) y (2.16), esto es, g Ta™T' y g® T gaT, respectivamente. De nuevo, el tensor
de esfuerzos (el bombillo) simplemente alumbra y no importa la inclinacién de la caja
en la que se encuentra. El tensor de segundo orden se caracteriza porque las diferentes
descripciones del tensor se pueden relacionar mediante las leyes de transformacién entre
sistemas de coordenadasg Te*T" yo® T'gaT.

Por un lado, un tensor es una generalizacion del concepto de vector y matriz. Un
tensor de primer o segundo orden puede representarse como un vector o una matriz,
respectivamente, siempre que asignemos una base para su descripcion. Por otro lado,
un vector o una matriz no representan necesariamente tensores. Por ejemplo, el vector
[1,2,3]™ no es un tensor a menos que asignemos un significado especifico a cada una
de sus componentes utilizando una base. Lo mismo ocurre con una matriz de tamafio
3 x 3 que describe la edad (columna 1), el peso (columna 2) y la altura (columna 3) de
tres personas (cada una en una fila).

En este texto y en muchos otros, utilizamos los términos vector y matriz para referir-
nos a tensores de primer y segundo orden, respectivamente. Esto es valido si existe una
base con respecto a la cual asignamos significado fisico a cada una de las componentes
de los vectores/matrices y si estos pueden cambiar su representacion utilizando las leyes
de transformacion que hemos especificado. Sin embargo, es responsabilidad del lector
comprender el contexto en el que se utiliza esta terminologia.

2.11. Ejercicios propuestos

1. Repetir el andlisis hecho en la seccidon 2.2.2, pero esta vez teniendo en cuenta las
fuerzas masicas. ;Por qué se despreciaron?

2. Con referencia a la figura 2.5, ;por qué el area de la cara AABO es yAABC?

3. Demuestre la ecuacion (2.17).

4, Utilizar Maxima para relacionar las ecuaciones (2.30) y (2.31) con las ecua-
ciones (2.27) y (2.29), respectivamente. Pista: se debe tener en cuenta que en el
caso bidimensional el elemento se encuentra en el plano Xy, porloquey 0y
Txz Tyz 0.

5. Deduzca la ecuacion (2.31) a partir de la ecuacion (2.22).






10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

+ Ubique los angulos de inclinacién donde se producen los esfuerzos normales
maximo y minimo. ;Qué magnitud tienen dichos esfuerzos?

« Calcule el esfuerzo cortante maximo y ubique el plano en el cual se produce.
« Grafique el circulo de Mohr.

« Verifique los resultados anteriores utilizando el método de los valores y vec-
tores propios.

« Calcule los esfuerzos normales y cortantes sobre el plano 3x —2y 0.

Verifique que si hacemos 7, 0 en (2.31) y resolvemos para el angulo 26 obtene-
mos de nuevo (2.60). ;Qué se concluye?

Verifique que el invariante |, % (aiiojj — gijoij) (ver ecuacion [2.46b]).

Deduzca que el esfuerzo cortante maximo esta dado por la ecuacion (2.63), que la
inclinacion para la cual se produce dicho esfuerzo es un angulo 6, que satisface
laigualdad (2.642a) y que 0, 6, — 45X 6, + 45X

Deduzca para qué inclinacion 6y, se produce el esfuerzo cortante minimo.

Relacione las ecuaciones (2.20a) y (2.20b) correspondientes a oy/ y Tyry con aque-
llas de o, v 7, (ecuaciones [2.27] y [2.29]), respectivamente. Pista: no olvide que
e; n,que el vector e; se calcula a partir del producto cruz de los vectores g y n
y que el vector e, e; x e;. Explique los detalles.

Se sabe que el concreto sometido a compresion inicia su rotura cuando los es-
fuerzos cortantes sobrepasan cierto valor critico. ;Cudles seran las direcciones de
fractura de una probeta cubica sometida a compresion uniaxial? Sustente su res-
puesta.

Consideremos un cuerpo que esta sometido a los esfuerzos uniformes oy 1 Pa
y 7x; -1 Pa, siendo los otros esfuerzos nulos. Calcule el esfuerzo normal ma-
ximo y las coordenadas de los puntos donde este se produce sobre la superficie
2x2+3y2+72 1(observe que la ecuacion anterior representa un elipsoide). Pista:
recuerde que el vector normal a una superficie dada por F(X,y,z) 0 esta dado
por VF(X, Y, z). Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_(geometry).

Continuando con los ejemplos 2.4 y 2.7:

« Calcule, a partir de las ecuaciones (2.69), los vectores para los cuales se pro-
ducen los esfuerzos cortantes maximo y minimo. Pista: se debe utilizar trans-
formacion de coordenadas; ademas, tenga en cuenta que la solucion debe ser

igual a la suministrada por los vectores .
Yn; n3Y

« ;Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo o, 0y, T, 0?



http://en.wikipedia.org/wiki/Normal_(geometry)

« ;Para qué plano corresponden las condiciones de esfuerzo o, o0, para los
dos 7, ya que yacen sobre el circulo C, de la figura 2.227 Exprese este plano
con respecto al sistema de coordenadas dado por los vectores i, j, y k.

18. Se sabe que el circulo de Mohr se emplea en mecanica de suelos para analizar

19.

20.

21.

22.

® N A W N e

los resultados del ensayo de suelos triaxial. El ensayo triaxial consiste en poner
una muestra de suelo y aplicarle una carga igual en todo sentido y direccion (el
esfuerzo de camara), y una carga vertical que aumenta o disminuye a medida que
se efectta el ensayo. ;Por qué se utiliza un circulo de Mohr bidimensional para
el andlisis, sabiendo que se tienen esfuerzos en todas las direcciones, es decir, que
deberia ser un circulo de Mohr tridimensional? Nota: si no esta familiarizado con
los términos aqui descritos, por favor, consulte un libro sobre mecanica de suelos.

Calcule las coordenadas de los vectores ¥, a ¥, del ejemplo 2.6 con respecto a la
base {i, j, k}.

Un sélido estd sometido a un campo de esfuerzos oy 1 Pa, siendo el resto de los
esfuerzos normales y cortantes nulos. Calcule los esfuerzos y direcciones princi-
pales que actian en él.

;Cuales son el esfuerzo normal y el esfuerzo cortante que actian sobre un plano
inclinado con vector normal [2, 3, 4]T y que estd sometido a los esfuerzos oy
-3Pa,0y 2Pa,0, 2Pa, 7oy -8Pa,7, -2Payrty, O0Pa?

Observe que el punto (on, 7n) (252, 25%) del circulo de Mohr en 3D se
asocia al esfuerzo cortante maximo. La pregunta es: ;como calcular las direcciones
asociadas a dicha condicién de esfuerzo? A partir del siguiente codigo de Maxima:

sn : (sl+s3)/2$

tn : (s1-s3)/2%

eql : sn = slxalpha™2 + s2xbeta”2 + s3xgamma”2$

eg2 : tn"2 = (slxalpha)”2 + (s2xbeta)”2 + (s3xgamma)”2 - sn"2$
eg3 : alpha™2 + beta™2 + gamma”™2 = 1$

/=y se resuelve el sistema de 3 ecuaciones anteriores =/
sol : solve([eql, eg2, eq3], [alpha, beta, gammal]);
se obtiene que «, By y valen:
1 1
(%08) [[alpha = ------- , beta =0, gamma = - ------- 1,

sqrt(2) sqrt(2)

[alpha =  ------- , beta = 0, gamma = ------- 1,



[alpha = - ------- , beta = 0, gamma = - ------- 1,
sqrt(2) sqrt(2)
1 1
[alpha = - ------- , beta = 0, gamma = ------- 11,
sqrt(2) sqrt(2)

en otras palabras, cuatro vectores son solucidn al sistema de ecuaciones; sin em-
bargo, dado que solo nos interesa la direccion de los vectores y no su sentido, los
vectores donde se producen los esfuerzos cortantes maximos estan dados por

(5,051 y  [25,0,-25];

tenga presente que estos vectores estan especificados con respecto a la base dada
por {n;, n,, n3}.

A partir de la informacién anterior, se solicita al lector dar los detalles del por
qué el esfuerzo cortante maximo se presenta en los planos ortogonales a los vecto-

iy fig ny_ng s et p .
res 275 Y v aoy (recuerde que estos ultimos estan referidos a la base dada por

{i, f, IAc}) Explique, adicionalmente, cdmo funciona el c6digo anterior.

;Qué sucede si se hace el mismo analisis para encontrar el plano donde se produ-
cen los esfuerzos cortantes minimos?

2.12. Preguntas de control de lectura

1. Con respecto al analisis hecho en la seccion 2.2.1, ;por qué podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que los esfuerzos estan uniformemente repartidos sobre
las caras del rectangulo analizado?

2. Sera posible tomar el limite (2.1) si el material no cumpliera la propiedad de con-
tinuidad definida en la seccion 1.32

3. sPor qué no se tuvo en cuenta en el analisis de la seccion 2.2.1 las fuerzas masicas?
4. ;Por qué 1y, ¢

5. Deduzca la férmula de Cauchy en el caso tridimensional.

6. ;Qué es un valor y un vector propio? ;Qué significado fisico tienen estos?

7. ;Cual es la conexion entre los valores y vectores propios de la matriz de tensiones
con la magnitud y direccidon de los esfuerzos principales? Verifique matematica-
mente esta correspondencia.
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Figura 3.2. Posicion inicial, posicién deformada y campo vectorial de
desplazamientos de una viga en voladizo que se deforma bajo la acciéon de su
peso propio. Aqui cada flecha representa el vector de desplazamientos
u(x,y) = [u(x,y), v(x,y)]", donde (X, y) es un punto que pertenece al sélido.

Como la funcion u(X, y,z) asocia un vector a cada punto del espacio, se deduce
que (3.1) es un campo vectorial (ver apéndice A.4). Sila funcion u(X, y, z) describe el des-
plazamiento de cada uno de los puntos del s6lido, el campo vectorial u se conoce como el
campo vectorial de desplazamientos del solido. Puesto que se asume que la deformacion
de un cuerpo no produce agrietamiento, los desplazamientos se reparten continuamen-
te dentro del volumen del sélido y, por lo tanto, su distribucion se puede representar
como una funcién continua por partes, cuyo dominio son todos los puntos (X, Y, Z) que
estan contenidos en dicho cuerpo; en ocasiones, el desplazamiento también depende del
tiempo t como en el caso de estructuras sometidas a acciones dindmicas como sismos.
En la figura 3.2 se ilustra, por ejemplo, el campo vectorial de una viga en voladizo que
se deforma bajo la accién de su peso propio.

Si el campo vectorial de desplazamientos es constante para todos los puntos del so6-
lido, se dice que el cuerpo esta sometido a una traslacion rigida; como veremos mas
adelante, en este caso, el s6lido no esta sometido a deformaciones.

Finalmente, a partir de la figura 3.1 se puede concluir que, en el caso bidimensional,

X +u(x,y) X u(x,y)
+ ; 3.2
Lyoveepd Lyl Ly, ! 02
posicion final posicién inicial ~ desplazamiento u”X,ys

una ecuacion similar se puede deducir en el caso tridimensional.

3.2. Componentes de la deformacion en un punto

Por simplicidad en el analisis estudiaremos, a continuacion, el caso bidimensional. Con-
sidere un sélido como el mostrado a la izquierda de la figura 3.3, que se encuentra bajo
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Figura 3.3. Componentes de deformacion. Aqui el diferencial de sélido que ocupa
la posicion ABCD se deforma hasta alcanzar la posicion ABEDFEl
rectangulo azul con lineas discontinuas denota la traslacion rigida del solido.

la accion de fuerzas superficiales y masicas. Como se comenté en la seccién anterior, to-
do punto (X, y) al interior del sdlido esta sometido a los esfuerzos normales oy (X, y)

y 0y(X,Y) y a un esfuerzo tangencial® 7,,(X, y). Estos esfuerzos produciran desplaza-
mientos en las direcciones de los ejes X y Y, a saber: u(X, y) y v(X, y) para todo punto

(X, y) perteneciente al s6lido y haran, ademas, que el s6lido ABCD se deforme hasta al-
canzar la posicion ABE D% Supondremos adicionalmente que los desplazamientos U y
Vv son funciones continuas (ver apéndice A.3.1) con derivadas continuas (por la hipotesis
de continuidad de todo sélido elastico). En el caso tridimensional, denotaremos los des-
plazamientos del punto (X, Y, z) en las direcciones de los ejes X, y y z, respectivamente,
por u(X,y,z),v(X,y,z) yw(X, Yy, z).

Si queremos analizar la deformacion del sélido en el punto A, debemos estudiar qué
pasaen el solido ABCD vy, luego, aplicar limites de modo tal que ABCD tienda al punto A.
Primero que todo, debemos determinar la posicién inicial de los puntos A, B, C y D; con
la ayuda de la figura 3.3, tenemos que

A: (XY)

B: (X+AX,Y) (3.3)
C: (X+AX, y+Ay) (3.4)
D: (x, y+Ay).

43 En esta seccion estamos haciendo el analisis para el caso de deformacién plana (abordaremos este
tema en la seccién 4.8.2); de este modo, consideramos que no existen deformaciones en el eje z, es
decir, &; = yxz = yyz = 0; estos simbolos seran introducidos mas adelante.



Supongamos que conocemos las funciones U y vV que describen los desplazamientos
en todos los puntos del solido. Asi pues, sabemos que el vector de desplazamiento del
punto A : (X,y) es (U(A),V(A)) (u(X,y),v(X,Yy)) ¥, por lo tanto, su nueva posi-
cién A®tiene coordenadas (X + U(X,y),y +V(X,Y)). Para conocer las coordenadas de
los puntos BE C%® D% debemos expandir los desplazamientos horizontales U y vertica-
les v en series de Taylor (ver apéndice A.7), como haremos a continuacién. Utilizando
series de Taylor bidimensionales truncadas de primer orden (ver apéndice A.7),** pode-
mos expresar los desplazamientos horizontales U por

u(A): u(x,y) u(x,y)
u(B): u(x+Ax,y) u(x,y) + Axg—i (3.5)
oy
ou ou
u(C): u(x+Ax,y+Ay) u(x,y)+ Ax— + Ay— (3.6)
OX ~xye ay -
ou
u(D): u(x,y+Ay) u(x,y) + Ay— ,
ay -, y
y los correspondientes desplazamientos verticales v estan dados por
V(A): V(X Y) V(X y)
v(B): v(x+AX,y) v(X,y) + Axa—v (3.7)
aX Ax’y.
ov ov
V(C): v(X+AX,y+Ay) Vv(X,y)+ AXx— + Ay— (3.8)
OX ~yye 0y 5y
ov
v(D): v(x,y+Ay) v(x,y) + Ayw .
—_

La posicion final de los puntos A, B, C y D que hemos llamado A% B% C®y D%se
puede estimar al aplicar la férmula (3.2) y, por consiguiente, suponiendo que todas las
derivadas estdn evaluadas en el punto (X, y), tenemos:

A% (x+u(x,y), y+v(XY))
ou ov
(053 _ —_
B X+AX  +u(x,y)+ aXAx, y +V(X,y) + OXAX

posicién inicial (3.3) desplazamiento (3.5) posicion inicial (3.3) desplazamiento (3.7)

4" Para propésitos practicos, solo utilizaremos la expansién truncada en series de Taylor bidimensional

de primer orden, ya que los términos cuadraticos y de orden superior son muy pequefios comparados
con los términos lineales (figura 1.3); en consecuencia, podemos hacer la aproximacion

of(x,y) of(x,y)
A )
0x Ay ay

f(X+AX, y+Ay) ~ f(X,y) + Ax



Jdu ou ov ov
C®  X+AX +u(X,y)+ —AX + —AY, + Ay +V(X, ) + —AX + —A
(x,y) ax dy y y+ Ay (x,y) ax dy y
pos. ini. (3.4) desplazamiento (3.6) pos. ini. (3.4) desplazamiento (3.8)

D% x+u(x,y)+g—l;Ay, y+Ay+v(x,y)+g—\;Ay.

A partir dela figura 3.3 y de las ecuaciones anteriores se pueden calcular las siguientes
distancias, que utilizaremos posteriormente en nuestros calculos:

AB, Coordx(B% — Coordx(AY (X+Ax+u(x,y)+ du AX) — (X +u(x,y))
yo

0X ~,
AX + a_u AX (3.9a)
OX ~xye
AD, Coordy(DY - Coordy(AY  y+Ay+Vv(X,y)+ g—\;, Ay - (y+Vv(X,Yy))
—_—
Ay + a_v Ay (3.9b)
0y -y ye
B,B® Coordy(BY% — Coordy(A%G  (y+Vv(X,y)+ Z_X AX) = (y +v(X,Y))
—_—
ov
a_X ey AX (3.9¢)

D,D® Coordx(D% — Coordx (A%  x+u(X,y) + g—; Ay —(X+u(x,y))
-

ou

ou (3.9d)
0y ~yy.

Observe que el sdlido ABE D ®presenta dos tipos basicos de deformaciones: la pri-
mera denota el cambio de longitud del elemento en una cierta direccion; la segunda
representa el cambio en el valor de un angulo dado. Estudiaremos cada una de ellas a
continuacion.

3.2.1. Deformacion lineal (o deformacion longitudinal)

La deformacion lineal, deformacion axial, deformacion unitaria o deformacion longitudi-
nal (longitudinal strain, axial strain o normal strain en inglés) € es una medida de cuanto
se estira o contrae el sélido en un punto y en una direccion en particular, y se expresa
como el cambio de longitud por unidad de longitud. Si L; y Lt denotan, respectivamente,





https://es.wikipedia.org/wiki/NSR-10

y como las deformaciones longitudinales del sdlido son mucho mas pequefias que 1, o

47 0u v
s€a," Gy oy ye Ply g .. P 1, se deduce que

ov ou

Pxy (X Y) % . + ay - :

En conclusidn, cuando las derivadas del desplazamiento son pequefias, se tiene que

v
0x Ax)yo

en radianes, se deduce que las unidades de las deformaciones angulares son también
radianes.

En la figura 3.5 podemos observar un elemento con una deformacién angular nega-
tiva, otro con deformacién angular igual a cero y uno con deformacién angular positiva,
respectivamente.

limax o p1yque g—‘; - limay ¢ y,. Dado que ambos dngulos estdn medidos

o“’
o® '}
e® )
presssseEEEEEE TS [} 0
: 0 ' 4 /)
] : 0
: ' [
' ' '
0 . ".
:.--------_.-___: L' o ® -
(@) yxy @O (b) yxy O (C) yxy AO

Figura 3.5. Elemento con deformacion angular negativa (a), cero (b) y positiva (c). Note
que cuando la deformacién angular es cero, el angulo del elemento diferencial no varia a
pesar de que este se estira en las direcciones X y y. Aqui la linea sélida muestra la
forma antes de la deformacion; la linea punteada muestra la forma deformada.

En el caso tridimensional, se tienen tres componentes de la deformacién angular, a
saber:

~0u(X,y,z)  ov(x,Y,z)

Pxy(X,¥,2) : dy + X (3.14a)
~0u(x,y,z) ow(x,y,z)

Yxe(X,Y,2) 5 T ax (3.14b)
Cov(x,y,z)  ow(x,Y,z)

Yyz(X,¥,2) : 5 " oy (3.14¢)

47" El simbolo <« se debe leer como “es mucho mas pequefio que”; por ejemplo, 0.003 << 1.



De las definiciones (3.14) se deduce que las deformaciones angulares son simétricas con
respecto a sus indices; en otras palabras, yxy  Yyxo Yxz Yax Y Vyz  Yzy- A las deforma-
ciones angulares (3.14) se les conoce con frecuencia en la literatura como deformaciones
angulares ingenieriles (engineering shear strain en inglés). Por otro lado, es bastante co-
mun en la mecénica del medio continuo y en la teoria de la elasticidad referirse a las
deformaciones angulares matematicas (mathematical shear strain en inglés) las cuales se
denotan, generalmente, como &y y estdn definidas por

Yxy(X,¥)  «BAD [rad] - « B®ADrad] i D122

2 2 AX 0 2
Ay 0

exy (X, ) :

Si establecemos una semejanza con la ecuacion (2.5), podemos organizar los térmi-
nos &, ..., &, en una forma matricial que llamaremos el tensor de deformaciones in-
[nikesimales de Cauchy (o la matriz de deformaciones in [nikesimales de Cauchy) ¢, el
cual se puede incluso representar utilizando subindices numéricos, como se indica a
continuacion:

1 1
& &y &xz &n € &3 & aYxy 2V«
1 1
£ Eyx &y  Eyz €1 €2 &3 3Vyx & FVyz . (3.15)
Ex &y & €31 €3 &33 %yzx %yzy &
deformaciones matemdticas deformaciones ingenieriles

Esimportante anotar que las deformaciones matematicas se utilizan, principalmente,
para definir el tensor de deformaciones infinitesimales € y para realizar la conversion de
las deformaciones longitudinales y angulares de un sistema de coordenadas a otro, tal y
como veremos en la seccion 3.4.

A partir de las ecuaciones (3.12) y (3.14) y de la discusion en el parrafo anterior, se
puede deducir que, en notacidn indicial,

1 0u; 0y
Eij 5 6_><J+a_x,
Ui+ Uji
2

«

Aqui®* u; u,u; V,Us W,X X,Xp YYyXs Z;adicionalmente, el subindice “]

después de la coma en la expresion U; j, significa que se estd derivando el término U;j con
9u;
ox;j *

Se comentd, anteriormente, que en el caso de un sélido () sometido a una traslacién
rigida se tiene que u(X, y,Z) u, paratodo (X, Y, z) >Q;aqui u, es un vector constante.
Delas ecuaciones (3.12) y (3.14) se deduce que los s6lidos sometidos a traslaciones rigidas
no se deforman ni longitudinal ni angularmente, yaque u;jj Uj; 0Y,en consecuencia,
Eij 0.

respecto a la variable J, o sea, Uj j :

8 Lanotacién a = b se lee de la forma “a es equivalente a b”.



Por ultimo, es importante resaltar que la deduccion de las ecuaciones (3.12) y (3.14)
involucra tinicamente consideraciones geométricas y, como no se hace referencia algu-
na a las propiedades y caracteristicas del comportamiento del material, el resultado es
aplicable a toda clase de materiales, incluyendo los elasticos y plasticos. Las tnicas res-
tricciones que hacemos son que el desplazamiento sea una funcién continua y derivable
y que las deformaciones sean pequefias.

3.3. Las galgas extensomeétricas

En los laboratorios y en las estructuras analizadas electronicamente es usual encontrar
dispositivos que miden la deformacién en un punto de modo que, con esta informacién,
y por medio de la relacion esfuerzo-deformacion del material, permiten conocer, de for-
ma indirecta, los esfuerzos en los diferentes puntos de interés de la estructura; dichos
dispositivos son las llamadas galgas extensométricas (strain gauges en inglés). Las galgas
son necesarias, ya que no es posible medir directamente los esfuerzos al interior de una
estructura y estos solo se pueden inferir mediante la medicion de las deformaciones.

Las galgas extensométricas fueron inventadas, independientemente, por los ingenie-
ros estadounidenses Edward E. Simmons (1911-2004) y Arthur C. Ruge (1905-2000) en
1938. Su funcionamiento se basa en la propiedad de algunos materiales conductores y
semiconductores, para los cuales su resistencia eléctrica cambia cuando se les somete a
un esfuerzo de traccion o compresiéon que los deforma. Estan compuestas por un sopor-
te flexible aislante que sostiene al sensor, el cual se pega a la estructura con un adhesivo;
conforme se deforma la estructura, el sensor también lo hace, lo que cambia, por consi-
guiente, su resistencia eléctrica. Esta variacion del ohmiaje se mide, generalmente, con
un dispositivo llamado el puente de Wheatstone. A partir de este principio se puede en-
tonces inferir la deformacion longitudinal a lo largo del cuerpo de la galga.

Cuando se usa una galga extensométrica, se deben tener en cuenta las siguientes
anotaciones:

« El esfuerzo aplicado no debe llevar a la galga fuera del margen elastico.

« Lasuperficie de contacto debe estar completamente limpia, debe ser libre de imper-
fecciones fisicas mayores y no debe estar impregnada de cualquier tipo de grasas,
ya que de lo contrario, la galga no tendra una adherencia adecuada y se podrian
generar lecturas incorrectas.

« La variacién en la temperatura puede generar alteraciones en las lecturas de la
deformacidn, incluso sin variar las fuerzas masicas y superficiales aplicadas sobre
el sélido.

« La galga se calienta debido a que la energia eléctrica que se utiliza para su funcio-
namiento se disipa como energia térmica.



« Su estabilidad puede ser dudosa en el tiempo, ya que el envejecimiento del adhesi-
vo puede afectar su funcionamiento.

Como las galgas extensométricas solo pueden medir deformaciones longitudinales,
generalmente, con el objeto de medir la deformacién en todas las direcciones sobre un
plano, es necesario utilizar al menos tres galgas organizadas en una forma conocida co-
mo la roseta de deformacion (rosette strain gauge en inglés) (figura 3.6). El andlisis de
deformaciones con dichas rosetas se estudiara en la siguiente seccion.

Figura 3.6. Roseta de deformacion.

Para medir las deformaciones en todas las direcciones, pero esta vez en el caso tridi-
mensional, serian necesarias por lo menos seis galgas ubicadas, como minimo, en tres
planos diferentes. ;Podria dar los detalles?

3.4. Especificacion de la deformacion en otras direcciones

Supongamos que queremos determinar el estado de deformaciones en un punto a par-
tir de lecturas de deformacion dadas por galgas extensométricas. Como estas galgas se
pueden ubicar en cualquier direccion (no solo en el sentido de los ejes coordenados), es
necesario desarrollar una formulacién que nos permita conocer &y, &y y &y a partir de
estas lecturas.

Con referencia a la figura 3.7, si representamos un punto dentro del sélido por el
rectangulo ABCD (antes de tomar limites de modo que el rectangulo tienda al punto A),






o, alternativamente, en términos de deformaciones ingenieriles como

2 2 2

Ex ] 1 N 7B Y1 a1 a1 B &x
2 2 2

Ey’ @) B3 Y2 y2 B2 Y2 02 ay B2 &y
2 2 2

>4 a3 3 V3 3 Bs V3 a3 a3 B3 &

Vy'z! 2003 22 B3 2y2y3 y2PB3+Pays yrazt+arys axf3+fraz|]yy:
Yx'z! 23 2B1Bs 2y1ys miBs+Piys yras+rarys a i+ Pras || yxe
Yx'y! 2000 2B1Br 22 yiPatPiy: yiaataryr oot Praz) \yxy

T,

(3.18)
Observe que T, y T, son matrices de transformacion entre los vectores de deforma-
ciones. Se deja como ejercicio al lector demostrar que

T, T.. (3.19)

. .7 ~2 e, ~0e . . . o o7
Como la direccion de los vectores e;; e;y e es arbitraria, bajo la condicion de que
ellos sean mutuamente ortogonales, de la ecuacion (3.17) se sigue que la deformacion
longitudinal en una direccion del vector unitario # estd dada por

i, Boy) M ER e+ eyfP+ &) + 265y + 26y, By + 2652, (3.20)

mientras que la deformacion angular matematica sobre un plano generado por los vec-
tores mutuamente ortonormales m y 7 es:

~T
Eqan m

£n, (3.21)

por lo que 2¢54; representa el decremento en radianes del angulo que antes de la defor-

macion era 90Xy que estaba indicado por los vectores mutuamente ortogonales m y n.
Alternativamente, las ecuaciones (3.20) y (3.21) resultan a partir del hecho de que

B ~e ~F A ~E -~ ~F
Exr &y Exrz e ge e ge, e ge; €
(0<] ~d ~®e ~d ~e ~d -~ ~B AR AR A
£ &y &y &y e, £¢, €, ge; e, £e; e; ele” e &,
Exry1 Evrar Er ~od ~e ~d  ~e ~dd e ~CGB
oG €; £€, €3 g€, €3 £¢; €

ya que la direccién de los vectores e} €5y e es arbitraria, bajo la condicién de que estos
sean mutuamente ortogonales. La demostracion de esta ecuacion se deja como ejercicio
al lector.

Dado que la matriz T es ortogonal (esto se discutié en la seccion 2.6), premultipli-
cando la ecuacién (3.17) por T'y posmultiplicandola por T resulta:

e T, (3.22)

Podemos, a partir del planteamiento tridimensional, obtener de nuevo la formula-
cién bidimensional suponiendo que e° [cos 0, sin@, 0]7, &5 [-sin6, cosd, 0] y



e® [0, 0, 1]", y siguiendo el mismo razonamiento empleado en la seccién 2.6.2. En

este caso, la matriz de transformaciones T se convierte en°?

cosf -sinf 0
T sinf@ cosf O ; (3.23)
0 0 1

adicionalmente, si se supone que™ &, &, &y, 0,laecuacion (3.17) se convierte en

. T .
& Exry Exrp cosf@ -sinf 0 &x &y 0 cosf -sin@ 0
&% guy &y ey sinf cosf O &xy €& 0 sinf cos® O
Exvy Eyy &y 0 O 1 0 0 0 0 0 1

Si ejecutamos las anteriores operaciones con Maxima, usando el siguiente c6digo:

/> Se especifica la matriz de transformacién T, ecuacién (3.23) =/
T : matrix(

[ cos(t),-sin(t), O],

[ sin(t), cos(t), 0],

[ 0, 0, 1]

)$

/= Se especifica la matriz de deformaciones def, definida con respecto
a la base dada por {i=el,j=e2,k=e3} =/

def : matrix(

[ex, exy, 0],

[exy, ey, 0],
[6, 0, 0]
)$

/= Se calcula la matriz de deformaciones defP, definida con respecto
a la base dada por {el”,e2”,e3”}, ecuacion (3.17) =/
defP: trigsimp(transpose(T).def.T);

/= Se extraen las expresiones ex’, ey’, y ex’y’ de la matriz defP =/
e_xp : expand(defP[1][1]);
e.yp : expand(defP[2][2]);
e_xpyp : expand(defP[1][2]);

obtendremos:

& & COS’ O+ gy sin @ + 2¢eyy sin 6 cos 0 (3.24a)

ey &sin® 0 + &y cos® O — 2¢4y sin O cos 0 (3.24b)

°2 Aqui la primera y la segunda columna de la matriz de transformaciones T representan las coorde-
nadas de los vectores unitarios é; y €, que definen los ejes X y Y, respectivamente, tal y como se
ilustré en la figura 2.8. Se deja como tarea al lector comparar dicha figura con la presente explicacion,
teniendo en cuenta que el giro se estd haciendo alrededor del vector e3 = [0, 0, 1] .

> En otras palabras, &; = yx; = yy; = 0 en la notacién ingenieril de las deformaciones. Aqui estamos
suponiendo un estado de deformacion plana, el cual estudiaremos en detalle en la seccién 4.8.2.



exryr €y sin B cos O — e sin 6 cos O + exy (cos’ 6 — sin* 6) (3.24¢)

€X’Z’ Eylzl 821 O,
y utilizando las identidades trigonométricas:

sin” 0 % cos’ 0 ﬁ sin20 2sin 6 cos O
y la notacién ingenieril de las deformaciones obtenemos de nuevo las ecuaciones (3.16).
Tenga presente que las ecuaciones (3.16) se podrian obtener directamente del codigo
anterior utilizando el comando trigreduce en vez del comando trigsimp en la linea
18, ya que el primero procura hacer reducciones trigonométricas de modo tal que las
ecuaciones resultantes estén expresadas en funcién del doble angulo, esto es, 20.
Por ultimo, las ecuaciones (3.24) se pueden expresar en forma matricial y utilizando
deformaciones ingenieriles como

Exr cos? 0 sin sin @ cos 0 &x
Eyr sin’ @ cos2 0 —sinf cos O &y - (3.25)
Yxry: —2sinfcos® 2sinfcos® cos?O—sin® 6  yyy
Te20

Se deja como ejercicio al lector demostrar que T, 5y, leD’ donde T, ,p esta defi-
nida en la ecuacién (2.25).

Roseta de deformacion de tres galgas

Considere la roseta de deformacion mostrada en la figura 3.6; en esa figura se mues-
tran tres galgas extensométricas ubicadas en las direcciones 5 0%, 05 45Xy
fc 90X Determine las deformaciones ¢y, €y y &xy para dicha galga.

La lectura de cada una de estas galgas es €, €g y &c, respectivamente. Reemplazando
estas lecturas en la ecuacidn (3.16a) tenemos:

& tEy E—€
Y . y

eA > cos 0%+ Exy Sin 0X
&+ € & — € .
B LA Y cos90% + Eyy SiN 90%
2 2 y
e tEy  Ex— ¢y ]
£c + cos180% + Exy SiN 180%,
B y
es decir,
En & B + Exy Ec &y



de aqui se deduce que

& €A
e e (3.26)
Ea T EC

Por lo tanto, inicamente con las galgas Ay C se pueden obtener directamente las defor-
maciones &y, €y ¥, a partir de una combinacion lineal de las lecturas de las tres galgas, se
puede obtener la deformacion angular ey .

Cambio de base

Con referencia a la figura 3.8, considere una placa sometida a un estado de defor-
macion plana (o sea, & 0, yxz 0y yyr  0) sobre la cual reposan tres galgas
extensométricas A, B y C. Asuma que la placa esta ubicada en el espacio de modo tal
que esta pasa por el punto (4, 2, —5) y tiene una normal (2, 1, 5). Suponga que el
punto (4, 2, —5) es el origen de un sistema de coordenadas X%§%2%nscrito en la placa,
que el eje de coordenadas Xx®apunta en la direccion del punto (1, -2, —3) y que el eje
z%coincide con el vector (2, 1, 5), el cual es normal al plano.

Sila galga A esta ubicada en la direccidn del eje X%y las galgas By C se encuentran
a 45%y 90%, respectivamente, en sentido antihorario sobre la placa con respecto a la
galga A (de modo que la galga C apunta en la direccion del eje Y%, determine las
deformaciones en el plano X%§% expréselas adicionalmente con respecto al sistema de
coordenadas especificado porlos ejes X, Yy z, suponiendo que ep 10 3,eg  2.1x10 3
Y éc -1.7 x 10 3.

En el curso de Algebra Lineal se estudi6 que la ecuacién de un plano que tiene un vector
normal n (no necesariamente unitario) y que contiene un punto x, esta dada por n- (x -
x0) 0,dondex (X, Y, z) (ver apéndice A.2). En consecuencia, la ecuacién del plano
que estamos analizandoesn-(x —x¢) (2,1, 5)-[(X, ¥, 2) - (4, 2, =5)] 0;de aqui
se deduce que (2, 1, 5)- (X -4, y—-2,z2+5) 0y, por lo tanto, la ecuacion del plano
que contiene las galgas es 2X + y + 5z —15. Efectivamente, se puede comprobar que el
punto (1, -2, —3) pertenece a dicho plano.

Se deben ahora calcular las direcciones de los vectores e}; €5y €5 El eje €;°se en-
cuentra en la direccion del vector que une los puntos (4, 2, -5) y (1, -2, —3); en otras
palabras, en la direccién del vector (1, =2, -3) — (4, 2, —=5) (-3, —4, 2). El vector e5°






En el codigo anterior, el comando norm calcula la norma de un vector; el cédigo de la
linea 1 nos define la funcién vector_unitario(x) como x/ x utilizando el comando @
para definir dicha funcién en un solo rengldon; el comando cross calcula el producto cruz
entre los dos vectores que han sido dados como argumentos; adicionalmente, el operador
“r” de Matlab sirve para calcular la transpuesta de una matriz de niimeros reales y la
transpuesta conjugada de una matriz que contiene nimeros con parte imaginaria.

Mas de tres galgas extensométricas

Suponga que se tienen cinco galgas extensométricas, a saber: A, B, C, D y E, ubicadas
sobre el mismo plano a unas inclinaciones de 0%, 72X 144%, 216Xy 288%, tal y como se
ilustra en la figura 3.9. Las deformaciones medidas por las galgas fueron 3.0012 x 10 4,
3.4521 x 10 4, 1.4935 x 10 3, —4.0924 x 10 * y 1.5207 x 10 3, respectivamente; dichas
lecturas no son precisas, ya que tienen unos pequefios errores de medicion. Dadas las
mediciones anteriores, estime la mejor aproximacion posible de las deformaciones ¢,

&y Y Exy-

A partir de la formulacion del problema definiremos las siguientes constantes:

Oa
Os
Oc
b
Oe

OX
72X
144%
216%
288%

ea  3.0012x10 *
eg  3.4521x10 *
ec  1.4935x10 °
ep —4.0924x10 *
g 15207 x10 °.

Utilizando la ecuacién (3.24a), se puede escribir ep, €g, €c, €p Y €e en funcion de &, €y,
exy Y el angulo de inclinacién 6, de manera que

EA
€B
&c
D
€

ex'(0a)
ex'(0s)
ex(0c)
ex'(6p)
ex(O)

El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir como

A
&g
&c
€D
€

b

cos?(0,)
cos?(63)
cos?(6c)
cos?*(0p)
cos?(0g)

sin®(04)
sin®(0s)
sin?(6¢)
sin*(6p)
sin?(6g)

A

sin(26,)
sin(260g)
sin(20¢)
sin(26p)
sin(26g)

ex 0s*(0a) + &y sin*(0a) + exy sin(26,)
ex cos*(0g) + €y sin®(0g) + &xy sin(20g)
ex cos*(0c) + ey sin®(0c) + &xy sin(26c)
&x cos*(0p) + &y sin®(Op) + &xy sin(260p)
ex cos*(Og) + ey sin*(Og) + &y sin(26k).
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Este problema se resolvié con Matlab utilizando el siguiente codigo:

eA = 3.0012e-4; tA = 0;

eB = 3.4521e-4; tB = 72;

eC = 1.4935e-3; tC = 144;

eD =-4.0924e-4; tD = 216;

eE = 1.5207e-3; tE = 288;

A = [ cosd(tA)"2 sind (tA)"2 sind(2xtA)
cosd(tB)"2 sind(tB)"2 sind (2xtB)
cosd(tC)"2 sind(tC)"2 sind(2xtC)
cosd(tD)"2 sind(tD)"2 sind (2xtD)
cosd(tE)"2 sind (tE)"2 sind(2xtE) 1;

b = [eA; eB; eC; eD; eE];

=S

Recuerde que en Matlab el operador * representa la transpuesta de la
% matriz e inv() representa la inversa de la matriz
X1 = (inv(A’*A)*A’)x*b % ecuacion (3.27)

% Lo anterior es equivalente a
X2 pinv(A)*b
X3 = A\b

Observe en el anterior cddigo que las lineas 17, 20 y 21 son tres posibles formas de
calcular el problema dado por la ecuacion (3.27). Se recomienda en la documentacién de
Matlab emplear la tercera forma (linea 21), ya que su implementacion interna es mucho
mas eficiente que la de las lineas 17 y 20. Recuerde, adicionalmente, que los comandos de
Matlab sindy cosd calculan, respectivamente, el seno y el coseno del argumento, estando
este especificado en grados (no en radianes, en contraposicion a los comandos siny cos).

La solucion del anterior problema de minimos cuadrados es, por lo tanto,

X1l =
3.0031e-04
9.9981e-04
-1.0002e-03

.0031e-04
.9981e-04
.0002e-03

= O Wl

X3 =
3.0031e-04
9.9981e-04
-1.0002e-03

Es decir,
Ex 3.0031x10 ¢

&y 9.9981x 10 *
Exy -1.0002 x 10 3



3.5. Rotacioén

En ocasiones es conveniente calcular cutnto rota un puntogianide un sNlido cuan-
do este se deforma. En la presente secciNn analizaremos ditterpa, utilizando co-
mo referencia la sgura.Oy

Considere los punto# y C del sNlido inicialmente no deformado mostrado en la
egura ¢.¢, una vez producida la deformacifNy C se ubicartn en las posiciona%y

Figura ¢.OyInterpretaciNn de los vectord@XtraslaciNn r gida),AC (deformaciNn
longitudinal y angular) y AC (rotaciNn rgida). En la sgura, el sNlido ABCD primero se
traslada r gidamente, luego gira r gidamente un £ndulo¥$ Yalrededor del vectos,
despu’s se deforma longitudinalmente y, por +Itimo, lo haceudsmgnente. Nota: los
vectoresACy AC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud de las propiedades
del producto cruz y la ecuaciNnAC  $  AC; sin embargo, este grteco no lo
demuestra, ya que la rotaciNn del ved@ se estt exagerando. Aqu™ el s mt®lo
representa una Zecha (que es el ve@pgue sale del papel y apunta al lector.



C respectivamente. De acuerdo con la ecua¢ilNi, las coordenadas de los puntos
mencionados son

A "X,y
C "x X,y vye
A® "X UX,ye, Yy VX, yee

C‘Je’xxu‘x-ﬁjxKu v‘x-ﬁlxﬁlu
” 1y KX yy’ y y !y KX Ky

7111111 11111‘1’1:[.111111
posiciNn inicial desplazamienta” Ce 5posiciNn inicial desplazamientg” Ce

NI

5

Observe que la posiciNn *nal del pun®) o sea, la coordenada del pur@s; est:
conformada por dos componentes: posiciNn inicial® (que espad&s coordenadas del
punto C) y @esplazamiento®, expresados en las direccigneg por

uCe UX X,y Yy UXYe Kux, ye X KUX, ye

KX Ky
R R R KV X, ye KV X, ye
VC VX X, * VX,Ve X ;
y |y y Kx Ky y
que puede escribirse matricialmente como
u"Ce, UA R R X
‘ Yy ¢ —o
o' Ga W RES (6.0—)
1111111111 ].’].’l].’IL’I]_’[I.’lL’[I.TL’[IJLH]11]1].11111%'|1’].‘I.‘l]111111111$|1111111ﬂ
CC‘]e H C

dondeu™As Uu"x,y* yV As VX, ye denotan las componentes del desplazamiento
del puntoA. Aqu’, los vectores esttn referidos a la «guay, adicionalmente, la matriz
H es una matriz jacobiana conocida comanatriz gradiente de desplazamientopsa-
dient displacement matrign ingl”s); de hecho, en muchos textos se denota a la matriz
H como®©u.

Utilizando la igualdad

T T

nnhoRA (.0A)

(0] (0]
711111111111 'mmm:ﬂﬂﬁlllllllllllﬂ
5 5

H

se puede reescribic.0—eén funciNn de una matriz sim”tricay otra antisim”trica kew-
symmetrien ingl’s) :?

4 Recuerde que para una matsim’trica aj aji, mientras que para unantisim”trica a; a;i. De
esta +ltima igualdad se deduce que la diagonal de una matisiraftrica est} formada por ceros.



~ ~ 1 Ku OVKU Kvg e “
u'Ce,  UAs Kx 55Ky Ko X

V" Ce V" As » O&Kv  Ku, Kv o 7 ye
71111111111 7 1 f Syeeriad Ky
. s mgjmjj:ﬂ] it 11111111111111111111111111111111
cce AAT - Re
H ) OVKU KvVgu 1 “
y 6 SK_y KX. ( ')
n O&Kv @, y o &0y
0 “Kx
11111111ummmmmmmmmmnﬂmmuun1nnm11uuuln1
es decir,

TR R R R R
V' Ce V" Ae Xy y y z Y y
En las anteriores ecuaciones se deenieron las matriges las cuales llamaremos
lasmatrices de deformaciones y de rotacifmesgirog, respectivamente; en la literatura
tambi’n se conoce a la matriz como eltensor de rotaciones inenitesin{@enitesimal
rotation tensoen ingl”s).
En el caso tridimensional, haciendo un antlisis similar, resulta

] ~ 11 ] ~ 13 ] &J @ &Ju

U C. U A. Kx Ky Kz ) Xu
— —_ = — —Kv Kv Kv—

V C' —Vv A'_ —Kx Ky Kz— Y—

» Kw  Kw  Kwg ' .
"W Cee "W Aee Kx K_y ?Z. y4
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y, utilizando de nuevo la transformaci

—\"Coe— —\v" Ae— —O&Kv Ku Kv O&Kv  Kw,——
SV SVAT IS W Ky S Ky — Y—
Coo n A.o " OO Kw &JZ C)éK_W Kv, Kw o " 70
7111111111111 Wﬂ%}%ﬁ% I : K
B D 11
cceE AA®
@
0
—O&Kv  Ku ¢ OSKv  Kw,—— , —
55K« Ky y 5k Ky = Y=
" Ogkw  Kuy OSKw Ky / o ” .
3Ry KL 59Ky Ko y z
7111111112111 111 TN RMITTTER IR ENTIm AN IInnu1m 11111111

U
gue se puede reescribir como
P UTCer o UTAS oy x0T Xe Y $, $yur xe i
—VC— VA —=— y y—Y—=-% ¥ $— y= (€cO)
W Ce* W Ae® < vz Z. z* $y $x y . z*
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1 ow ov 1 du ow 1 ov du
Wy * —(—_— (Uy. 5(—_— wyz . 5(__a_y)'(332)

dz 0x ox

Observe que la matriz de deformaciones g es la misma a la que nos estamos refirien-
do en las ecuaciones (3.15) y (3.17). Adicionalmente, es importante anotar que tanto las
componentes de € como las de Q son niimeros bastante pequefios en comparacién con
la unidad, lo cual se escribe en notacién indicial como ¢j; P 1y Q;; P 1; esto sucede
debido a las suposiciones realizadas al principio de este capitulo, en las que se asumid
que las deformaciones longitudinales y angulares serian muy pequefias.

El producto cruz de dos vectores a  [a;, @,, a;]" yb  [by, by, b3]T se puede
escribir como el producto de una matriz antisimétrica y un vector de la siguiente forma:

a,b; — asb, 0 -a; a b
axb a3b1 - a1b3 as 0 —a; b2 5 (333)
a;b, — a,b; -a, a O bs
A

en este caso, al vector a  [a;, a,, a3]T se le llama el vector de rotaciones, el vector dual
o el vector axial de la matriz antisimétrica A; por consiguiente, al comparar las ecuacio-

nes (3.31) y (3.33) se puede expresar el producto QA—C) en el caso tridimensional como
— —
QAC wxAC,

donde w: [wy, wy, wz]T es el vector de rotaciones o vector dual de Q.

Hagamos una pausa para definir qué es la rotacion rigida. Se dice que un sdlido
estd sometido a una rotacion rigida cuando todos sus puntos experimentan el mismo
angulo de giro alrededor de un eje dado, el cual permanece invariante en posicién, en
otras palabras, como si a través de dicho punto invariante existiese un eje de rotacion;
de este modo, cada uno de los puntos del sélido rigido describe trayectorias circulares
alrededor del eje de rotacion. Por ejemplo, un disco que se reproduce en un tocadiscos
esta sometido a una rotacion rigida, ya que todos sus puntos experimentan el mismo
angulo de giro alrededor del eje del plato.

Debemos ahora entender qué significan cada una de las componentes de w; por ejem-
plo, para entender w;, considere un pedazo de sélido como el mostrado en la figura 3.11,
el cual estd sometido a una rotacién rigida pequefia.

A partir de las relaciones trigonométricas mostradas, tenemos que

(&) <DAD® 6 tang AWt
AX Ay

«BAB® 0 tanf

Tenga presente que tanto « BAB%omo « DAD%stiman 0y, en consecuencia, un prome-
dio de ambos angulos minimizaria el error de estimacion de 6; por lo tanto, en el limite



(Au),y —tan6Ay

(Av)rot (Av)rot tan QAX

X

Figura 3.11. Rotacién rigida alrededor del punto A. Observe que en el punto A se ha
graficado el vector = [0, 0,8]" con el simbolo @; dicho vector sale del papel y apunta
hacia el lector. Nota: los vectores AC y QAC deben ser mutuamente ortogonales, en virtud
de las propiedades del producto cruz y la ecuacién QAC = w x AC; sin embargo, este
grafico no lo demuestra, ya que la rotacion del vector AC se est4 exagerando.

cuando AX — 0y Ay — 0, la rotacion rigida promedio del rectangulo ABCD medida en
radianes es

«BAB®+ «DAD® 1

(Av)rot (Au)rot 1
2 2 B ) 3

AX Ay 2

a_v_au

¢ ox ay @2,

(

(

expresion que coincide con la definiciéon de w, hecha en la ecuacion (3.32). Haciendo

analogias similares, podemos interpretar a wy, wy y w, como los dngulos de rotacién del

solido en el punto (X, y,z) medidos en radianes alrededor de los ejes X, Y y z, respecti-

vamente. Se deja como ejercicio al lector demostrar, que en el caso bidimensional y con
yr y2

referencia a la figura 3.3, w, 5.

/4 . T
De forma mds general, se puede relacionar el vector w  [wy, wy, w,] conlas com-
ponentes del rotacional (ver apéndice A.14) asociado al campo vectorial

u(x,y,2): [u(x,y,2), v(X,¥,2), w(X,Y, z)]T.

Recordemos que el rotacional, denotado por V x u(X, Y, Z), es un operador vectorial
que muestra la tendencia de un campo vectorial tridimensional a inducir rotacion en el
punto (X, Y, z). El rotacional de un campo vectorial u se define como

i j ok

) 9 9 9
Vxu: det 5 y %z
u vV W

Qv dwys v dug
dy 0z oz ax’? " \ox ay”






UnatraslaciNn r gidadesnida por el vectoR)AO? mediante la cuaRC se vuelve

To(ACo AA= AC).
- Un giro o rotaciNn r_gijajeterminadﬁgr el Ved%@ RC y la matriz de
giro , mediante lacu sse vuelvé\&, (%360 . iRC).

UnadeformaciNrdesnida por el vecto{g?coe :RCy la matriz de deformaciones
_, mediante la cu > Se VuelvVeAATTE( AT 5> _AC). Observe que a su

vez la deformaciNn se descompone en una Iongitu%@l; CEyX Y. RC y
y

otra <'atngula|(]c'§;)cOe & RC; note que los desplazamientos a causa de las

Xy R .
deformaciones se representaron en la sgor@ycon color gricilll.

De todo lo anterior, se puede concluir que el proceso de defoifdimade un sNlido estt

compuesto por una traslaciNn (vecPAd, unas deformaciones longitudinales y angula-
res (vector AC) y unarotaciNnr gida (vectorRC), taly como se ilustra en la sgu@aOo

A
el s
o 1 s 1
/’/ ll /’/ I'
TN N\
Iy Y VARYY
\ i Pat MR
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ConeguraciNn W _==-"7 1 Vet
enal -
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: i TraslaciNn | I DeformaciNn
: ' rgida ! i longitudinal
1

Coneguraciln
inicia

r o r N
: | RotaciNn : | DeformaciNn
i | r gida i | angular

| N ——

Figura ¢.OoComponentes de la deformaciNn. La deformaciNn del sNlido se deswep
una traslaciNn r gida, una deformaciNn longitudinal, unagitn r gida y una deformaciNn
angular. Se deja como ejercicio al lector grascar de nuevdlesteaciNn siguiendo la

secuencia de desplazamientos descrita en la sgubg



3.6. Deformaciones principales

Al igual que en el caso de los esfuerzos principales, es natural preguntarnos: ;en qué
direccion se producen las deformaciones longitudinales maximas y minimas? El analisis
de este caso es muy parecido a lo que se hizo en las secciones 2.8 y 2.9, por lo que en esta
seccion solo se presentaran los resultados principales.

3.6.1. Expresion de las deformaciones principales en el caso
bidimensional utilizando maximizacion y minimizacion de
funciones

Si hacemos un analisis de las deformaciones similar al realizado en la seccién 2.9.1, po-
demos encontrar la magnitud y direccién de las deformaciones longitudinales maximas
y minimas. De hecho, calculando la derivada de (3.16a) con respecto a 0 e igualandola a
cero tenemos:

dexl
do

de donde se deduce que las deformaciones maximas y minimas se encuentran, respecti-
vamente, para las inclinaciones dadas por

— (ex — &y) sin20 + 2¢,, cos20 0,

+&
tan20;, — 5 (3.34a)
2
—&
tan26, — - (3.34b)
=5

Sustituyendo las relaciones trigonométricas mostradas en la figura 3.13 en (3.16a), encon-
tramos las deformaciones principales maximas y minimas, que estan dadas por

-\/ 2
Ey + & Ey — &
(&1)yy XZ 1. (= . ) +e2, (3.35a)
_\/
& + € O
@)y —5— - () +&y (3.35b)

donde se observa que (&1),, C(é2),, ya que el radicando de las expresiones anteriores
siempre es no negativo. Reemplazando de nuevo las relaciones trigonométricas mostra-
das en la figura 3.13 en (3.16¢) observamos que en la direccion de las inclinaciones prin-
cipales la deformacion angular del elemento es cero, en otras palabras, 2eyryr  yxryr 0.

Teniendo en cuenta que las ecuaciones (2.30) y (2.31) y las ecuaciones (3.16a) y (3.16¢)
son practicamente iguales, si se hacen las sustituciones & < oy, &y <> Oy, &y < Txy,
& <> On Y &y <> Tp, hubiéramos encontrado los mismos resultados. De hecho, es






3.6.2. Expresion de las deformaciones principales utilizando valores y
vectores propios

Como se dijo al principio de esta seccion, se desea calcular la direccion para la cual se
producen las deformaciones longitudinales maximas y minimas. Cuando se tiene un
cambio de base, podemos establecer las deformaciones longitudinales en la direccion
dada por el vector #n : [a, f8, y]" utilizando la ecuacién (3.20), que transcribimos a
continuacion:

ea(a, B,y)  exa®+e P+ eyt + 2eqyaf + 26y, By + 2ex.a. (3.20)

Se quieren encontrar los valores de «, f y y que maximizan y minimizan dicha
deformacion longitudinal &/, teniendo en cuenta que se debe cumplir la restriccion
a? + 2 +9* 1. Dado que este es un problema de optimizacion con restricciones de
igualdad (ver apéndice A.8), es necesario formular la siguiente funcién lagrangiana:

L(a, By, €n)  &xa® + &y + &, + 2exyaf + 26y, By + 2ex,ay + &0 (1— a® = B = %),

ASX’y’
CYIs
i Az (exs exy)
SX’
B '
(el)xy Ex (Sl)xy
e Punto O:
€ o (=5%,0)
—&xy o
(%)min F/

Figura 3.14. Circulo de Mohr en dos dimensiones para el estado de deformacién plana. El
circulo de Mohr es el conjunto de todos los puntos (ex/(8), exry(0)) que aparecen al
variar el parametro 6 en el intervalo [0, 180%). Aqui ex(0) y exry(6) estdn descritos,

respectivamente, por las ecuaciones (3.16a) y (3.16¢). El centro de esta circunferencia es

(252,0) y su radio es /(25> )+ &4y El dngulo « AOB se utiliza para determinar la

inclinacion 6, del plano principal donde se produce la deformacién longitudinal maxima.




siendo & el multiplicador de Lagrange asociado (las razones del porqué se escogio el
nombre de dicha variable se entenderan mas adelante). A continuacion, calculamos las
derivadas del lagrangiano L con respecto a «, f3, y y &, y las igualamos a cero:

W 0 — Exot+ ey + ey et

(04

L b b b

oL(a.foy.en) Exy® +&yB +&yy B
0B

L b) b b

M 0 5xz“+£y2/3+82y Eny
oy

Aepra) RN

obteniendo a partir de las primeras tres ecuaciones el siguiente problema de valores y
vectores propios:

& &y &z & o
&y €& &z B e B,
&z Eyz & V4 V4

y de la cuarta ecuacion la condicion de que el vector n [a, 8, y]T debe ser unitario.
Si hubiéramos analizado este problema en el caso bidimensional, se tendria el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

Ex  Exyy O o

( )( ﬁ) en ( /5) ,

Exy &y
siendo [, B]T un vector unitario. En ambos casos, dichos sistemas de ecuaciones se
pueden expresar como el problema de valores y vectores propios

gn  enn.

Una interpretacion alternativa de dicho problema de valores y vectores propios se
puede dar a continuacion: segtn se estudid en la seccion 3.5 y con referencia a la figu-

— —

ra 3.10, el vector C,C®:  gAC describe la direccion de deformacion del elemento. Una
—>

pregunta necesaria es para cual direccion del vector AC existe una deformacion tal que

P . . .7 . V= R .
el vector C,C®no cambie de direccién (no rote), es decir, éAC ¢, AC o simplemente

&n  enn; aqui la variable e, (sin negrilla) representa la magnitud del vector AC parala
cual esta igualdad se cumple. Se observa que dicho problema es uno de valores y vectores
propios y asi, procediendo de igual modo que se hizo en la seccién 2.8, se puede deducir
que el polinomio caracteristico de la matriz g es en el caso bidimensional:

en—(ex+ey)en+exey—€5y O,

y

siendo las raices de dicho polinomio las ecuaciones (3.35). Por otro lado, los vectores
propios asociados a (&1),, y a (£2), determinan las direcciones de inclinacién de las de-
formaciones principales; estos vectores propios se relacionan con el angulo 6 calculado
a partir de (3.34) de forma analoga a como se hizo con la ecuacién (2.65).



En el caso tridimensional, el polinomio caracteristico tiene la forma:

&+ 192 —19¢, + 19 0, (3.36)
donde
e: If: e+ey+e tr(e) (3.37a)
190 eyey +exe, +eye; — Ery — Ex2 — &5z % ((tr(e)* - tr(e?)) (3.37b)
|§’ D ExEyEr + 2exyExzEyz — sxeyzz - sysxzz - ezsxy2 det(e) (3.37¢)

son los llamados invariantes de deformacion. En particular, el invariante de deformacién
19 es la llamada dilatacion clibica e que describiremos en la seccién 4.5.

Las raices del polinomio caracteristico (3.36), que llamaremos ¢, &, y &3, son conoci-
das como las deformaciones principales (principal strains en inglés) y de forma analoga
al caso de esfuerzos ¢, y €5 representan, respectivamente, las deformaciones principales
maximas y minimas que se dan en el punto analizado. Estos valores son ntimeros reales,
los cuales se organizan generalmente de mayor a menor, o sea, ¢ Ce, Ces; como €1, &, 7
&3 son las raices del polinomio caracteristico (3.36), tenemos que

(en—e)(en—&)(en—&) O.

Siguiendo un procedimiento similar al realizado en la seccién 2.8.4 es posible de-
mostrar que los vectores propios de la matriz de deformacion g, a saber: n;, 11, y #13, son
ortogonales. Dichos vectores propios nos indican las direcciones principales de deforma-
cion (directions of principal strain en inglés).

Finalmente, es posible demostrar que el valor maximo de la deformacién angular
matematica (3.21) esta dado por

&g —&
2

b

(emi) .

y se presenta en el plano bisector del angulo que forman los vectores +#, y +#;, es decir,

la deformacién angular maxima se presenta en el plano ortogonal a los vectores =2
Yan; n3Y
ny nj
Y Yan; n3Y*

3.7. Ejercicios propuestos

1. Demuestre que ¢ 0 en todos los puntos del sélido es una condicién necesaria y
suficiente para que exista desplazamiento rigido en ese sélido.

2. Usando como referencia la figura 3.7 y a partir del siguiente programa de
Maxima:






. Compare las ecuaciones (2.30) y (2.31) con (3.16a) y (3.16¢), respectivamente, ha-
ciendo las sustituciones &, <> 0y, &y <> 0y, &xy <> Tyy, & <> On ¥ &y <> Tp. 3Qué
ha observado?

. Graficar de nuevo la figura 3.10 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri-
tos en la figura 3.12.

. Graficar de nuevo la figura 3.12 siguiendo la secuencia de desplazamientos descri-
tos en la figura 3.10.

. Deduzca las ecuaciones (3.35).

. Las deformaciones también se pueden estudiar utilizando la teoria del circulo de
Mohr. Desarrolle la formulacion respectiva para el caso bidimensional. Pista: uti-
lice lo visto en el capitulo 2 cuando se estudi6 el circulo de Mohr para analizar la
naturaleza de los esfuerzos.

. Para las siguientes combinaciones de deformaciones (y a partir de los resultados
obtenidos en el punto anterior):

oo&x +1x10 % e, +2x10 4 pgy +3x10 4

o &y +1x10 %6y +2x10 4y —-3x10 “

o &y +1x10 %6, —2x10 4 yxy +3x10

oo&x +1x10 % e, -2x10 4 ygy —-3x10 *

o &y —1x10 % e +2x10 4,5y +3x10 4

e & —1x10 4e, +2x10 4,9, —3x10 4,

o & —1x10 % e, -2x10 4 pyy +3x10 4

o &y —1x10 % e -2x10 4,9y -3x10 4

Haga lo siguiente:

+ Ubique las deformaciones y los planos principales donde se producen las
deformaciones longitudinales maximas y minimas; asimismo, calcule la de-
formacién angular maxima y ubique el plano en el cual se produce.

« Grafique el circulo de Mohr correspondiente.

« Verifique los resultados anteriores utilizando los valores y vectores propios
de la matriz de deformacién.

10. Suponga que las deformaciones en un punto dadoson: &,  1x10 4, &, -3x10 4,

& 5x10% yy 2x10% 95, 0,9y, 7 x10 * Encuentre la direccién
y magnitud de las deformaciones longitudinales maximas y minimas. Encuentre
a su vez los planos donde ocurren las deformaciones angulares maximas: ;qué
magnitud tienen estas? Resuelva este problema manualmente y utilizando Matlab
y Maxima.



11.

12.
13.

14.

15.

3.8.

10.

Represente las condiciones de deformacién del problema anterior con respecto
a la base dada por los vectores ortonormales ¢,  [-0.693, —0.322, —0.645]T,
e; [-0.219, -0.759, 0.614]" y &5 [-0.687, 0.567, 0.455]". Verifique que en
realidad dicha base sea ortonormal.

Demuestre a partir de las ecuaciones (3.16) que ey (0) & (5 + 0).
Deduzca los invariantes de deformacion (3.37).

Calcule y grafique el rotacional asociado al campo vectorial [10(y — X), 28X —
xz, 2z +5y]".

Demuestre que, en el caso bidimensional y con referencia ala figura 3.3, w, 252,

Preguntas de control de lectura

;Esta claro que el desplazamiento describe el cambio de posicion relativa de un
punto con respecto a un sistema de coordenadas y que la deformacién describe
cambios de forma de un diferencial de so6lido?

;Por qué los limites utilizados en la seccion 3.2 se aplican de modo tal que ABCD
tienda al punto A (posicidn inicial) y no al punto AXposicion final)?

Explique por qué las féormulas (3.12) son validas inicamente para pequefias defor-
maciones. ;En qué puntos especificos de la demostracion del valor de &y, €y y yxy
se esta considerando que las deformaciones de la estructura deben ser pequefas?

;Qué significa la cantidad y, desde un punto de vista geométrico? ;Puede demos-

trar matemdticamente que yy, ‘3—"; + %?

;Como se podrian entender los dngulos yy, y yy,? En este caso, jcudl es el andlogo
de los angulos y; y y,?

Explique qué son las componentes wy, wy y w, del rotacional del campo vectorial
de desplazamientos u(X, Y, z).

;Por qué en los ejercicios 3.1y 3.3 se utilizan tnicamente las ecuaciones (3.16a) y
(3.24a) y no las ecuaciones (3.16b), (3.16¢), (3.24b) y (3.24c) en los calculos?

sPor qué es preferible trabajar con las deformaciones angulares matematicas ey
que con las deformaciones angulares ingenieriles yyy?

;Qué es una roseta de deformacién?

En el caso de las rotaciones, ;como podriamos formular el caso bidimensional
como uno tridimensional, para hacer uso de la teoria del rotacional?






Capitulo

Relaciones entre los esfuerzos y las
deformaciones

Hasta el momento, todas las formulaciones que hemos deducido en los capitulos 2 y 3
han considerado uinicamente factores geométricos y se ha aplicado equilibrio estatico
de fuerzas. Por lo tanto, las ecuaciones derivadas anteriormente son aplicables para cual-
quier tipo de material.

En términos generales, la deformacién de un sélido cuando se le aplican unos esfuer-
zos depende de la velocidad con la que estos se imponen, de la historia de carga, de la
temperatura y de las propiedades del material. Aquellos modelos matematicos que rela-
cionan los esfuerzos y las deformaciones, teniendo en cuenta las variables mencionadas,
se conocen en la literatura como los modelos constitutivos del material. El estudio de los
modelos constitutivos es una de las ramas mas interesantes y desafiantes de la mecanica
de sdlidos por su complejidad y la importancia de formulaciones precisas para la inge-
nierfa. De hecho, existe una infinidad de modelos constitutivos que modelan materiales
tan disimiles como el tejido muscular, los diferentes metales, el suelo, el concreto o el
asfalto; adicionalmente, debido a la complejidad inherente, muchos de estos modelos
tienen una base netamente empirica, sustentada en la evidencia experimental.

A continuacioén, analizaremos el modelo constitutivo de los llamados sélidos con
comportamiento eléstico lineal, no solo por su simpleza matemética, sino porque tam-
bién permite modelar una gran cantidad de casos practicos; asumiremos, adicionalmen-
te, que la velocidad de aplicacion de la carga en el ensayo de carga-desplazamiento no
tiene ningun efecto en dicha relacion elastica lineal.



4.1. Materiales fragiles y materiales ductiles

Antes de dar inicio a la discusion, es importante diferenciar entre los materiales fragiles
y los materiales ductiles. Un material fragil es aquel que no tiene deformacién pléstica
y en su curva esfuerzo-deformacion la deformacion es practicamente nula una vez se
alcanza su esfuerzo maximo a traccion; en este caso, el material falla de manera abrupta,
sin sefial alguna de que esta cercana la rotura. Ejemplos de este tipo de material son:
las rocas, el vidrio y el concreto. Por otro lado, un material es ductil cuando se deforma
notablemente una vez se alcanza el llamado esfuerzo de fluencia. Un ejemplo de este tipo
de material es el acero dulce (mild steel en inglés). En la figura 4.1 se presentan curvas
tipicas para estos tipos de material.

4.2. Comportamiento elastico y plastico de los materiales
ductiles

A continuacioén, analizaremos con cierto detalle el comportamiento elasto-plastico de
los materiales ductiles. Como se estudi6 en el curso de Resistencia de Materiales, los
diagramas de esfuerzo-deformacion longitudinal reflejan el comportamiento de los di-
ferentes materiales cuando se ensayan a traccion o a compresion. Sobre dicho diagrama
(figura 4.2) especificaremos varios puntos, entre los cuales estan: el limite de proporcio-
nalidad (punto A), el limite elastico o limite de elasticidad (punto B), el punto de [ugncia
(punto E), el punto de esfuerzo ultimo (punto H) y el punto de rotura (puntos J y J% y
dos curvas de descarga-carga CDC y FGF.

Supongamos inicialmente que, cuando a un alambre o barra de acero dulce se le
aplica una carga a traccion a una velocidad extremadamente lenta, su esfuerzo y defor-
macioén varian desde el punto O hasta el punto B; luego en el proceso de descarga, si el

A Oy P L —
§ \
/
I
I
l' = e == Material fragil
I Material ductil
U

Y

Figura 4.1. Curvas esfuerzo-deformacion para materiales ductiles y fragiles.
Mientras que un material ductil presenta grandes deformaciones antes de
romperse, un material fragil presenta pequefias deformaciones antes de la falla.
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Figura 4.2. Ejemplo tipico de la curva esfuerzo-deformacion para un
esfuerzo uniaxial de traccién en un material dictil con comportamiento
elasto-pléstico. El comportamiento es eldstico lineal para pequefias
deformaciones (tramo OA) y presenta plasticidad a partir del punto B.

material sigue exactamente la misma curva y regresa al origen O, decimos que este tiene
un comportamiento elastico. Observe que la curva esfuerzo-deformaciéon no necesaria-
mente debe ser lineal de O a B para que el material sea elastico. Sin embargo, cuando
en el tramo OB existe un subtramo (el tramo OA), para el cual existe una relacion de
linealidad entre los esfuerzos y las deformaciones, se dice que el comportamiento del
solido en el tramo OA es elastico lineal.

Si asumimos ahora que el mismo material se carga hasta un valor mayor, de modo
que se alcanza el punto C en la curva esfuerzo-deformacién, al descargarlo el material
sigue la trayectoria CD en el diagrama. Cuando se llega al punto D, la carga se ha re-
movido por completo, pero en el material queda una deformacion plastica, permanente
o residual, representada por la linea OD. De la deformacién total Ol, el tramo DI repre-
senta la recuperacion elastica del material. De este modo, para cualquier punto sobre la



curva esfuerzo-deformacion que esta mas alla del punto B, se dice que el material presen-
ta un comportamiento plastico. Desde este punto de vista, el limite elastico de un material
representa el esfuerzo maximo que este puede soportar sin sufrir deformaciones perma-
nentes.

Por otro lado, el punto de [ugncia (punto E) representa aquella condicion de esfuerzo
en el material a partir de la cual este se deforma sin un aumento apreciable de la carga
aplicada; a dicho esfuerzo se le denota generalmente como el esfuerzo de [Lgncia oy o fy,
donde el subindice y viene de la palabra inglesa yield, que significa fluencia.

Para el punto H, por su parte, el material presenta su esfuerzo maximo a traccion
que puede resistir y que se conoce como esfuerzo ultimo. Cerca de este punto, empieza a
aparecer una estriccion (necking en inglés), adelgazamiento, estrechamiento o encuella-
miento en el espécimen; esta estriccion es propia de los materiales ductiles. Si se utiliza el
area transversal inicial de la muestra se obtienen los llamados esfuerzos nominales (cur-
va HJ) v, si se emplea el drea reducida por el cuello, resulta la curva HJ% que representa
los esfuerzos reales o esfuerzos verdaderos. Finalmente, el punto de rotura (puntos J y J%
representa el esfuerzo para el cual falla el espécimen.

Es de notar que, en el caso del acero estructural, el limite de proporcionalidad (A), el
limite elastico (B) y el punto de fluencia (E) se encuentran muy cercanos entre si, por lo
que en la practica se suponen iguales. El esfuerzo correspondiente a este punto se asocia
al f, del acero.

Con respecto a las curvas de descarga-carga CDC y FGF, observe que estas forman
un ciclo conocido como ciclo de histéresis (hysteresis loop en inglés). El drea bajo el ciclo
de histéresis se asocia a la energia disipada por el material (por ejemplo, en forma de ca-
lor). Tenga en cuenta que las flechas indican la direccion de descarga y carga: estas no se
pueden graficar en el sentido contrario, ya que en este caso la energia disipada seria nega-
tiva, lo cual es fisicamente imposible (en otras palabras, se violaria el llamado postulado
de estabilidad de Drucker).>® Adicionalmente, para los materiales ductiles dicho ciclo de
histéresis es usualmente muy estrecho, por lo que en muchas ocasiones se ignora.

Si en cualquier punto del tramo DC (o GF) se reversa la carga, empezara un proceso
de descarga por la misma curva hasta que se alcanza de nuevo el punto D (o G); por
lo tanto, el tramo DC (GF) es también elastico. En particular, la curva FGF comienza
la fluencia cuando se alcanza de nuevo la curva original de esfuerzo-deformacion en el
punto F. Observe, por consiguiente, que ese proceso de descarga-carga producird un
nuevo punto de fluencia cuyo valor es mayor o igual que el de f,. Este efecto, el cual
sucede en el tramo EH, se conoce como endurecimiento por deformacion, endurecimiento
en frio (o como work hardening en inglés). Durante este proceso, el material cambia en
su estructura atémica, lo que origina un incremento en el punto de fluencia del material,
aunque este pierde ductilidad al hacerse mas fragil.

Tenga presente que, cuando un material ha entrado en fluencia y luego se descarga,
no existe una relacion uno a uno entre los esfuerzos y las deformaciones (como si sucede

59 Para estudiar este concepto a fondo, se remite al lector a la literatura sobre la teoria de la plasticidad,

como Fung et al. (2017).
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Figura 4.3. Determinacién del esfuerzo de fluencia mediante
el método de la compensacion. Este método se emplea en
materiales cuyo punto de fluencia no esta claramente definido.

en el rango eldstico), ya que para un mismo esfuerzo pueden existir varias deformaciones
asociadas, tal y como se observa en la figura 4.2. Desde este punto de vista, para conocer
el estado final de deformaciones de un sélido que ha entrado en fluencia, es necesario
conocer la historia de carga del material.

Por dltimo, es conveniente mencionar que existen materiales ductiles que tienen
curvas esfuerzo-deformacion muy diferentes a las mostradas aqui, para las cuales no
es clara la ubicacion del punto de fluencia y su correspondiente esfuerzo fy; ejemplos
de dichos materiales son: el aluminio, el magnesio, el plomo, el cobre, el titanio, entre
otros. En estos casos, es necesario emplear el llamado método de la compensacion o mé-
todo del corrimiento (o [set method en inglés) para determinar dicho punto. El método
estd avalado por la American Society for Testing and Materials (astm), mediante su nor-
ma astm A370 y procede asi: se dibuja una linea paralela a la porcion recta de la curva
esfuerzo-deformacioén para una deformacién de 0.002 = 0.2 %, tal y como se ilustra en la
figura 4.3. Esta linea cortard la curva en un solo punto y el esfuerzo asociado a ese punto
es lo que llamamos el esfuerzo de [Udncia aparente. En este caso, el esfuerzo de fluencia
aparente debe reportarse, por ejemplo, de la siguiente forma:

fy (para una deformaciéon compensada de 0.002) = Rp929, 360 MPa.

Debe tenerse en cuenta que 0.002 es el valor de la deformacion usualmente empleado;
sin embargo, otros valores de la deformacion pueden ser usados: todo depende del tipo
de material.



Figura 4.4. Deformacién de un diferencial de sélido sometido a la contraccién
lateral que se produce por el efecto de Poisson. Si sobre el cuerpo de la figura se
aplica una fuerza de traccién en componente X, ocurre un alargamiento
relativo (deformacion longitudinal) ex en esa direccion y un acortamiento,
encogimiento o contraccion relativa ey y &; en las dos direcciones transversales.

Por lo tanto,

Oy Ox
& Vg & Ve
donde v se conoce como el coe [ciente de Poisson (Poisson's ratio en inglés). Poisson pro-
puso el coeficiente v en 1827 y establecié que v 0.25 para todos los materiales; sin
embargo, estudios posteriores demostraron que dicho resultado era incorrecto. De he-
cho, demostraremos en las secciones 4.3.2 y 4.7 que -1 @v @0.5. El signo negativo en
las ecuaciones (4.1) se incluyd para tener en cuenta la contraccion del material en las
direcciones y y z a medida que se alarga en la direccién X.
De lo anterior se deduce que el coeficiente de Poisson expresa una relacion entre las
deformaciones transversales y longitudinales. En otras palabras,

Etransversal

>
€longitudinal

el cual lleva implicito el signo negativo, ya que para la mayoria de los materiales de uso
ingenieril se observa experimentalmente que al aplicar una deformacion sobre un sdli-
do el resultado sera la contraccion de un lado y la expansion del otro. Debe tenerse en
cuenta que el coeficiente de Poisson depende principalmente de las posiciones espaciales
relativas de las moléculas que conforman el material.

En la tabla 4.1 se presentan los moédulos de Young y el coeficiente de Poisson para
varios materiales. Observe que existen materiales que tienen un coeficiente de Poisson
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longitud del lado es (1 + &)L y en la componente y es (1 + &y)L. Adicionalmente, el
cuadrado rojo punteado en la figura 4.7a se deforma y adquiere la forma del rombo rojo
punteado mostrado en la figura 4.8a; observe que el angulo o media, antes de aplicar
las cargas, 71/4 radianes (45%), por lo que este varié y/2 radianes (donde y es la defor-
macion angular asociada al cuadrado rojo punteado) y, por lo tanto, 7/4 a + y/2 0
alternativamente:

s
« 21

4 2
Utilizando la relacion trigonométrica

tanX £ tany

tan(X = -
() I¥tanXtany

resulta que
T tanZ — tan .
tana tan (= - X) 4—n2y,
4 2 1+ tan 7 tan 3

(1+¢&)L
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Figura 4.8. Cambios de forma del cuadrado negro considerado en la seccién 4.3.2.
Recuerde que si la longitud inicial de una barra es L y esta se somete a
una carga que le imprime una deformacion longitudinal ¢, el estiramiento AL
de la barra serd eL y su longitud final serd L + eL = (1 + €)L; esta analogia se
puede utilizar para verificar las dimensiones del s6lido deformado.



ycomotanZ 1lytani L (por lahipétesis de deformaciones pequefias y lo dicho en

el apéndice A.7.3), entonces,

1-1%

2
. 4.5
- (4.5)

tan«

Por otra parte, del triangulo sombreado en la figura 4.8a, que se muestra con detalle
en la figura 4.8b, se deduce que

e igualando esta ultima ecuacion con (4.5), resulta:

. (4.6)
1+2 1+

Con la ayuda del siguiente codigo de Maxima, el cual hace referencia a las ecuacio-
nes (4.4) y (4.6):

ex : -taux(l+nu)/E;
ey : taux(l+nu)/E;
factor(solve((1 - gamma/2)/(1 + gamma/2) = (1 + ex)/(1 + ey), tau));

podemos despejar la variable 7 para obtener

_E
2(1+v) Y-

G

(4.7)

Esta expresion es la que relaciona la deformacion angular y con los esfuerzos cortantes 7
aplicados sobre un sélido sometido a condiciones de esfuerzo cortante puro (figura 4.7c).
Adicionalmente, a la constante

E

se le conoce como el mddulo de elasticidad tangencial, modulo de rigidez (modulus of
rigidity en inglés) o moédulo de cortante (shear modulus en inglés) del material.

Como para un esfuerzo cortante 7 A0 la deformacién angular y también es positiva,
se puede deducir a partir de la ecuacién (4.7) que G A 0; ahora, como £ A 0 se tiene
necesariamente que 1 + v A 0, por lo que v A —1. Sin embargo, los materiales para los
cuales el coeficiente de Poisson es negativo son extremadamente raros, por lo que en la
practica ingenieril es seguro asumir un limite inferior nulo para v.



En conclusidn, un elemento sélido hecho con un material elastico e isétropo some-
tido solamente a la accion del esfuerzo tangencial 7,y 7y« 7 como el ilustrado en la
figura 4.7¢, sufrird una deformacion angular yx, y dada por

Yxy arxy. (4.9)

Anélogamente, si sobre las caras del elemento actiia inicamente el esfuerzo tangen-

cial 7y, tendremos
1
Yxz ETXZ) (4.10)

y si 7y, es el inico esfuerzo actuante, entonces

Vyz aTyz- (4.11)

Observe que las formulas (4.9), (4.10) y (4.11) nos indican que, para un material con
comportamiento lineal, elastico e isétropo, las deformaciones longitudinales no estan
afectadas por las deformaciones angulares y que no existe un efecto de Poisson para el
esfuerzo cortante; en otras palabras, la deformacion angular yyy no causa deformaciones
longitudinales &y, €y 0 &, ni deformaciones angulares yy;, yy, adicionales.

En definitiva, si sobre la cara del elemento actiian esfuerzos cortantes, la deformacion
angular del elemento estara dada por

PYxy aTxy Yyz aTyz PYxz ETXZ- (4.12)

Por ultimo, es conveniente anotar que las ecuaciones (4.3) y (4.12) se pueden escribir en
notacién indicial como

1
€ij E [A+v)aij - viijou] - (4.13)

Por ejemplo, a partir de la férmula anterior y recordando que el delta de Kronecker dj;
estd dado por la ecuacion (2.6), que oy 011, 0y 02,0, 0 Y€y €Y quelosindices
repetidos en la notacion indicial indican una sumatoria de Einstein (ver seccion 2.4),
podemos volver a extraer ¢, de la ecuacion (4.3b) haciendoi 2yj 2,asi:

1 3
& 2 F [(A+v)on —vdn S oul
k=1
1

—[A+v)oy—v(ox+ 0y +0,)]

é [oy — v (ox + 02)].

m

Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (4.12) a partir de la ecuacion (4.13).



4.3.3. Leyde Hooke generalizada para materiales isotropos

Como para un material isétropo las deformaciones longitudinales y las deformaciones
angulares son independientes, si se despejan los esfuerzos de las ecuaciones (4.3) y (4.12)
obtendremos entonces las llamadas ecuaciones de Lamé, en honor del matematico fran-
cés Pére de Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795-1870), quien las propuso en 1852:

oy Ae+2Ggy (4.14a)
oy Ae+2Gey (4.14b)
0, MAe+2Gg (4.14¢)
Tyy  Gyxy (4.14d)
Tve  Gyx (4.14¢)
Tyz  Gyys. (4.14f)

Aqui, la variable e representa la llamada dilatacion cubicae : & + ¢, + ¢, del elemen-
to diferencial (en la seccidn 4.5 se explicara el significado fisico de la dilatacion cubica;
ver en particular la ecuacién [4.27]) y A se denomina constante de Lamé® y esta dada
por

vE (4.15)
Q+v)@-2v) '
Las ecuaciones (4.14) se pueden escribir en notacion indicial como
Oij A(gijé‘kk+2G8ij; (4.16)

por ejemplo, si procedemos de forma similar a como se hizo con la ecuacién (4.13), de la
ecuacion (4.16) podemos, por ejemplo, obtener la expresion correspondiente a 7y, asi:

3
Ty, 03 A0 > ek +2Ges Gy Gyyg.
k=1
Para obtener las ecuaciones (4.14) podemos hacer dispendiosa algebra o utilizar Ma-

xima. El siguiente cédigo nos ayuda a despejar las variables oy, oy y 0, de las ecuacio-
nes (4.3):

ecl: ex = (1/E)*(sx - nux(sy + sz))$
ec2: ey = (1/E)x*(sy - nux(sx + sz))$
ec3: ez = (1/E)*(sz - nux(sx + sy))$

/> Despeje sx, sy y sz de las ecuaciones ecl, ec2 y ec3 =/
solve([ecl, ec2, ec3], [sx, sy, sz]);

63 Tenga en cuenta que a veces G se conoce como la segunda constante de Lamé y muchas veces en la
literatura se denota como |l.



/> Se despeja la matriz constitutiva D para el caso isotropo: =/
D : coefmatrix([sx, sy, sz, txy, txz, tyzl, [ex, ey, ez, gxy, gxz, gyzl);

es posible expresar el sistema de ecuaciones (4.14) en forma matricial como

Oy 11—2‘; T VZV # 0 0 0 Ex

Oy % 11 » 1w 0 0 0 €y

e i 1 v2v 1 v2v 11 212) 0 0 0 24 (4 17)
Tyz 1+v O 0 0 172 0 0 Vyz ’ '
Txz 0 0 0 0 1/2 0 Vxz
Txy 0 0 0 0 0 1/2 Pxy

o D &

donde D se conoce como matriz constitutiva, matriz de constantes elasticas o matriz de
elasticidad para un material isétropo, lineal y elastico. La ecuacién anterior también se
puede formular como la relacién entre la matriz de tensiones y la de deformaciones
matematicas (3.15):

a Ar(e)] +2Geg,

donde I es una matriz identidad de tamafio 3 x 3y tr(g¢) &x+e¢y+¢&;, € representala
traza de la matriz g, es decir, la suma de los elementos diagonales de g. Observe que la
ecuacion anterior es la misma féormula (4.16), la cual esta expresada en notacién indicial.

En este punto, es importante advertir al lector de la diferencia entre la matriz g y el
vector o: la primera es la matriz de tensiones, ampliamente analizada en el capitulo 2 y
el segundo es una representacion alterna de la matriz g que se describe en (4.17) y que
se desarrolla utilizando la notaciéon de Voigt, la cual se explica en el apéndice A.5.

Se hace énfasis en que la ecuacion (4.17) es valida unicamente para materiales con
comportamiento elastico, lineal e isdtropo, y que dicha relacidon solo requiere conocer
como parametros del material el médulo de Young E y el coeficiente de Poisson v.

4.3.4. Leyde Hooke generalizada para materiales anisdtropos

A pesar de que en este libro estudiaremos principalmente los materiales isdtropos, es
conveniente expresar la ley de Hooke para materiales anisdtropos. Estos tltimos poseen
propiedades mecanicas diferentes segtin la direccion en la que son examinadas. Si bien
muchos materiales producidos industrialmente como el acero, el aluminio, el concreto,
los ladrillos o el caucho se pueden considerar isétropos, muchos otros que ocurren en
la naturaleza, como la madera o los tejidos del cuerpo humano (huesos, piel, tejidos
colaginosos), son de hecho anisétropos. Algunos materiales fabricados industrialmente
y cuya estructura interna estd formada por fibras alineadas o cuyo proceso de elabora-
cion induce alineaciones en las estructuras atomicas (cristales) como elementos de fibra



Material anisétropo Material is6tropo

SSETTTTTTTTTTTTTTT T T T ™~
! l} I
— (S .
[ 5 _d
(a) (c)
— ——
T -1
/ /
2 ~==7 / /
/ / Y I
/ / 1
/ / /
A = / /
I i
— —
(b) (d)

Figura 4.9. Comparacion de los comportamientos de los materiales isétropos y
anisétropos bajo la accion de esfuerzos normales y cortantes. Cuando un sélido hecho de
un material anisétropo se somete a la accion de esfuerzos normales o de esfuerzos
cortantes Unicamente, el material se deforma longitudinal y angularmente (casos [a] y [b]).
Por otro lado, un material isétropo al ser sometido a la accion exclusiva de un esfuerzo
normal solo se deformard longitudinalmente (caso [C]) y cuando solo actda sobre él un
esfuerzo cortante el material solamente se deformara angularmente (caso [d]).

de carbono o las placas metdlicas formadas por procesos de rolado, son también ani-
sotropos. Estos compuestos tienen un comportamiento particular que se ilustra en la
figura 4.9: bajo la accion de un esfuerzo cortante estos materiales pueden presentar esti-
ramientos y contracciones y, bajo la accion de un esfuerzo normal, pueden deformarse
angularmente. Este comportamiento no se presenta con los materiales isétropos.

En el caso general de un material anisétropo, lineal y eldstico, una componente del
esfuerzo se asume como combinacion lineal de las seis componentes de deformacion;

por ejemplo,

ox Odunéx + d1122€y +dpsse; + d1123)/yz + dlllSsz + dulz)/xy
Aumnéx + d1122€y + Oyaze; + 2d1123€yz + 2011385, + 2d11128xy’

donde, para un material homogéneo, d;jc son valores independientes de X, Y, z. Es conve-
niente expresar la ley de Hooke para materiales anisétropos en notaciéon matricial. Con
este fin, emplearemos la llamada notacion de Voigt (ver apéndice A.5). Como primer pa-
s0, expresaremos las matrices de esfuerzo y deformaciones ingenieriles como un vector
de seis dimensiones, aprovechando el hecho de que ambas matrices son simétricas; en



Se puede demostrar, utilizando los principios de la termodinamica (ver, por ejemplo,
Solecki y Conant [2003, seccion 5.14]), que la matriz constitutiva D es definida positiva®
y simétrica y, por lo tanto, djji  Oiij. En consecuencia, de los 81 componentes del ten-
sor dijk (o delos 36 componentes de la matriz D) se requieren inicamente 21 constantes
para describir un material anisétropo lineal elastico en términos generales (los términos
en la diagonal y encima de la diagonal de la matriz D). Estas constantes deben determi-
narse experimentalmente. Esto se debe contrastar con la descripcion para un material
isétropo (ecuacion [4.17]), ya que en este caso solo se necesitan dos constantes, a saber:
el modulo de Young E y el coeficiente de Poisson v. Generalmente, los materiales anisé-
tropos presentan ciertos ejes de simetria, lo que hace que las constantes se reduzcan de
21 a un numero entre 2 y 21. Dichas constantes deben satisfacer unas condiciones entre
si, de modo que la matriz D sea fisicamente viable. Se refiere al lector interesado en estas
restricciones a Ting (1996) y Ting y Chen (2005).

Por tltimo, la inversa de la matriz D, o sea, § D ', se conoce como la matriz de
conformidad (compliance matrix en inglés); de este modo, € = So. Como la inversa de
una matriz simétrica también es simétrica y la inversa de una matriz definida positiva
también es definida positiva, se tiene que § es también simétrica y definida positiva.

Tenga presente que aunque un material puede ser anisdtropo en una escala de me-
dida, se puede considerar como isétropo en otra escala que es, en general, mayor. Por
ejemplo, el concreto puede considerarse como formado por particulas de cemento, arena
y grava. Cada una de estas particulas se orienta al azar y se supone anisétropa; sin em-
bargo, el concreto se asume isdtropo para propositos del analisis y del disefio estructural,
ya que al analizar el material en una escala macro se observa que sus propiedades meca-
nicas son un promedio de aquellas en todas las posibles orientaciones de las particulas
individuales.

4.3.5. Leyde Hooke generalizada para materiales ortotropos

Los materiales ortétropos son un tipo de materiales anisétropos que tienen propieda-
des fisicas independientes y, generalmente, diferentes en tres direcciones mutuamente
ortogonales, que se encuentran alineadas con la estructura del material, y en las que no
existe interaccion alguna entre los esfuerzos normales y las deformaciones angulares y
entre los esfuerzos cortantes y las deformaciones longitudinales. Por ejemplo, la madera
se considera un material ortétropo, ya que sus propiedades mecanicas en un punto dado
se pueden describir con respecto a las direcciones longitudinales (paralela a la fibra), ra-
diales (normal al crecimiento de los anillos) y tangenciales (a los anillos), tal y como se
ilustra en la figura 4.10. Otros ejemplos de materiales ortétropos son aquellos reforzados
con fibras, algunos cristales y los metales laminados.

Cuando las direcciones mutuamente ortogonales no son evidentes, pero se sospecha
que el material es ortotropo, es posible encontrar dichas direcciones cargando el solido

® Se dice que una matriz K € R™" es de[nida positiva si " Kx = ¥\, ¥, XiKjjxj > 0 para todo
x € R". Alternativamente, una matriz es definida positiva si todos sus valores propios son niimeros
reales positivos. Toda matriz definida positiva K es invertible; en otras palabras, su inversa K" existe.






&y —E—X:/ax + Eiyay VE—Zzyaz (4.20)
& e X an + i02
Ex Ey =
y
1 1 1
Vyz G—yzfyz Vxz G—XZTXZ Yxy Gy Txy- (4.21)

El sistema de ecuaciones anterior se puede expresar en forma matricial como

1

<
<
x

x E "5 & 0 0 0
&y & & & 0 0 0
€ —e Bz L9 0 0
’ B B B , (4.22)
Vyz 0 0 0 G_yz 0 0 Tyz
Yxz 0 0 0 0 5 0 71¢
Pxy 0 0 0 0 0 g 7y
£ N o

donde S es la matriz de conformidad para el caso de un material ortétropo. Dado que la
matriz de conformidad S debe ser simétrica, es necesario que se cumplan las igualdades

Sz Su,S1i3 S;y Sy Ss. Deaqui se deduce, en consecuencia, que
E E E
y z z
Y — V — V —Vyy. (4.23)
yX Xy ZX Xz zy yz
Utilizando el siguiente c6digo de Maxima:
S : matrix([ 1/Ex, -nuyx/Ey, -nuzx/Ez, 0, 0, 0],
[-nuxy/Ex, 1/Ey, -nuzy/Ez, 0, 0, 0],
[-nuxz/Ex, -nuyz/Ey, 1/Ez, 0, 0, 01,
[ o, 0, 0, 1/Gyz, 0, o1,
[ 0, 0, 0, 0, 1/Gxz, o],
[ 0, 0, o, 0, 0, 1/Gxyl)$
D : invert(S);
se puede demostrar que el sistema de ecuaciones (4.22) se puede expresar como
1 vyzvzy VyzVzx Vyx VyxVzy Vzx
Ox E,E.A E,E.A E,E.A 0 0 0 Ex
VxzVzy Vxy 1 vxzvzx Vzy VxyVzx
Oy ExEzA ExEzA 1EXEZA 0 0 0 &y
VxyVyz Vxz Vyz VxzVyx VxyVyx
0z ExEyA ExEyA ExEyA 0 0 0 & > (4.24)
TXZ 0 0 O 0 GXZ O ))XZ
Txy 0 0 O O O ny )’xy



donde

1- VyzVzy = VxzVzx = VxyVyx — 2Vyxvzyvxz .
b
E(E,E,

aqui D representa la matriz constitutiva del material ortétropo. Tenga en cuenta que a
partir de las tres ecuaciones (4.23) resulta que vyxVoyVxz  VxyVyzVax-

A partir del hecho de que las matrices D y S deben ser definidas positivas, y con
el objeto de satisfacer ciertas restricciones termodinamicas, Lempriere (1968) demostrd
que las constantes asociadas a un material ortétropo deben satisfacer las siguientes des-
igualdades:

A

EX AO, Ey AO) EZ AO)
Gy, AO, Gy, AO, Gyy AO,
I_Vyzvzy AO_\,/ l_szvzx AO_\,/ l_vava AO_\,/
E, E, E,
Vzy @ E_Z; Vyz @ E_y, vix @ E_z’
y v z v X
@ & @ & @ E
1% -, 1% -, 1% —_—
Xz E, yx E, Xy Ey
y, también,
1= v B — Vi v
A A0, VyxVzyVxz @ ! 5 : . -

Veremos mas adelante que el coeficiente de Poisson en los materiales isdtropos debe
satisfacer la desigualdad -1 @v @0.5; sin embargo, de acuerdo con las ecuaciones an-
teriores, para materiales ortétropos los coeficientes de Poisson vjj pueden ser mayores
que 0.5 e incluso exceder 1.

En ocasiones las direcciones de ortotropia estan alineadas con respecto a un sistema
de coordenadas locales X% y®y z% por lo que la ley de Hooke, en este caso, se podria
expresar como 6® D%® Utilizando las matrices de transformacion T, y T, (ver las
ecuaciones (2.23) y (3.18), respectivamente) tenemos que 6® D%®se puede escribir
como T,o0 DT.¢, es decir, T,,lDoTss, y en virtud de la ecuacién (3.19), esto es
T,! T!,resultaque

o TID9,e. (4.25)

D

La ecuacion D T] DT, nos permite convertir la matriz constitutiva D®definida para
las coordenadas locales X% y®y z®a una matriz constitutiva D expresada en funcién de
las coordenadas globales X, y y z.






4.5. Cambios de volumen y la dilatacion cubica

Suponga que un volumen infinitesimal de dimensiones dx, dy y dz, como el mostrado
en la figura 4.12a, se somete a esfuerzos normales en cada una de sus caras; entonces
todos sus lados se deformaran de modo que la longitud de las aristas paralelas a los ejes
X, Yy Z mediran, respectivamente, (1+ &) dX, (1+¢y) dy y (1+¢;) dz (figura 4.12b); por
lo tanto, el volumen del elemento deformado Vs es

Vier: I+ &) (A +&y)(A + &) dxdydz.

Dado que el volumen en su configuracién no deformadaesV : dx dy dz, tenemos que
el cambio de volumen es

Vier =V (exeyés + &, + &x&; + ey + & + &y + &) dX dy dz (4.26)
(ex + &y + &) dx dydz,

donde hemos despreciado los productos de dos o mas deformaciones, porque estos pro-
ductos son diferenciales de segundo y tercer orden (ver seccién 1.4). En la figura 4.12d se
observa el error inducido por la aproximacion (4.26). El cambio de volumen por unidad
de volumen e estd aproximado por

Viaer =V

Ex + Ey + &, 4.27
V; X y z ( )

cantidad que se conoce como la dilatacion cubica o deformacion volumétrica (volume-
tric strain en inglés) y es igual al invariante de deformaciones 19, definido por la ecua-
cidén (3.37a) o, alternativamente, es igual a la divergencia del campo vectorial de despla-
zamientos, esto es,

ou(x,y,z) . ov(x,y,z) . ow(x,Yy,z)

ox ay 0z (4.28)

e(x,y,z) divu(x,y,z)

Este resultado tiene una gran relevancia en el ambito matematico, puesto que nos
permite atribuir un significado fisico a la divergencia de un campo vectorial: la diver-
gencia cuantifica el grado en el que un campo vectorial se expande o contrae alrededor
de un punto (X, Yy, z) (ver apéndice A.10).

Asi, pues, hemos demostrado matematicamente que (1) los cambios de volumen en
el solido son producidos exclusivamente por los esfuerzos normales; (2) si el elemento
esta sometido inicamente a esfuerzos cortantes el solido no cambia de volumen, y (3)
si el elemento esta sometido a esfuerzos normales y cortantes, el cambio de volumen
en el diferencial estd aproximado por (4.27). De acuerdo con lo anterior, el cambio de



4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

volumen en todo el sélido Q) se puede cuantificar al sumar las contribuciones de cam-
bio de volumen de cada uno de los diferenciales que lo componen, por lo tanto, esta
aproximado por

AV .an e(x,y,z)dxdydz

ff (ex(X, ¥, 2) + ey(X, Y, 2) + &,(X, Yy, 2)) dx dy dz. (4.29)
Q
\% Vief
=1y
|
i | | (1+¢)dy
dy L i
L1
LT I ,
—
& )’

dx

(a) (b)
V+(ex+ey+&)V (exeyes + exey + &x&7 + €y&)V
7
L1 dL
] 7
seydy
Legdx
(©) (d)

Figura4.12. En (a) y (b) podemos observar, respectivamente, un cubo antes y después de
la deformacioén con sus respectivos volumenes; el volumen del cubo sin deformar y ya
deformado es, respectivamente, V y V. La figura (C) muestra una aproximacion del
volumen deformado del sdlido, en el cual se ha supuesto que el cambio de volumen ha

sido estimado mediante la ecuacién (4.29) y, en consecuencia, su volumen es
V + (&x + &y + &;)V. La figura (d) ilustra el error incurrido al aproximar el volumen
mediante (4.29); este error tiene una magnitud de (exeye; + eye; + exez + exey) V.



Cambio de volumen

Suponga que un cubo de Oy cm de arista (al nivel del mar), dalorzon un material
conE oyGPayt y.0, se hunde en el oc’ano. ¢ Cutntossmrencoger a dicho
sNlido si este se encuentra a una profundidad de Oyyy m? Supmadensidad

del agua de mar es O gfondesprecie la variaciNn lateral de la presiNn del agua sobre

las caras del cubo.

La presiNn hidrostttigaejercida por un Zuido se calcula mediante la expregiNn gh,
donde- es su densidad (en el caso del agua es aproximadamente Oy§y kggmla
aceleraciNn de la gravedad (A.—O )y h es la altura del Zzuido. Dado que un I quido
en equilibrio ejerce fuerzas perpendiculares sobre cualgu@recie sumergida en su
interior, tenemos que

~..k N L. N N
P .x .y -z Oyy%% A.—;& Oyyym A.—O MPa,
y que
Oy Oz Oy V.
Reemplazando estos valoreg¥rt) resulta que
—————%0 0 y.0 ~ A—OMZ Aoy Oy,
XY gy MPaOOO 0 v.® A.—O MZa ¢.Ao¥ Oy

Comoe  y 7 G GC.A0¥ Oy O.0OpHOYs en la ecuaciNfit.0A)es
constante, entonces la integral se reduesvaces el volumen del cubo (Oyyy-Em en
consecuencia, el cubo se contrae O.CPP cm

4.6. Entendiendo el cambio de volumen de un sélido
mediante el teorema de la divergencia

Seg=+n estudiamos en la secciNn anterior, el cambio de volumersiéido puede cuan-
tiscarse mediante la integrdl.0A)que se puede escribir, utilizan@®.0—-como

Y% divu"x,y,ze dV. (¥.cy)

En esta secciNn, veremos una forma alterna de calcular dioifsiacde volumen y lo
relacionaremos con el llamado teorema de la divergencia.

Cuando nuestro sNlido cambia de volumen, su forma tambi’n @afmaginemos
que la malla mostrada en la «gutaOhace parte de la superscie o contorto del
sNlido; aqu™, cada rectingulo es un diferencial de super&ialatambiar de volumen,
el material que conforma el sNlido brota, emerge, se extrudg@de dicho diferencial






este resultado se conoce en matematicas como el teorema de la divergencia, teorema de
Gauss o teorema de Ostrogradsky, y fue descubierto originalmente por el matematico,
fisico y astrénomo italiano-francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en 1762; el ma-
tematico y fisico aleman Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) lo redescubrid, para
ciertos casos particulares, en 1813; sin embargo, el matematico y fisico ruso Mikhail Va-
silyevich Ostrogradsky (1801-1862) postuld la primera prueba general del teorema en
1826, cuando trabajaba en problemas de flujo de calor.

El teorema de la divergencia nos permite calcular el cambio de volumen de un ma-
terial, bien sea como la suma de los pequefios cambios de volumen de cada uno de los
diferenciales dV que lo conforman o mediante el flujo del material a través del contorno
del sélido. Este teorema es de especial importancia en las matematicas, puesto que con ¢l
se deducen importantes resultados en la mecdnica de fluidos, la electrostatica y en otros
campos de la fisica, ya sea como ecuaciones integrales o ecuaciones diferenciales. Este
teorema es equivalente en una dimension a la integracion por partes y en dos dimensio-
nes al teorema de Green. En el apéndice A.11 se ofrece una descripciéon mas general de
este teorema.

4.7. Moadulo de expansion volumétrica o médulo de
compresibilidad

Al observar la soluciéon del ejemplo anterior, podemos deducir que cuando un sélido
isotropo se encuentra sometido a un estado de esfuerzos hidrostaticos (como el que se
muestra en la figura 4.14), o sea, un estado de esfuerzos paralos que oy oy o0, P
YTxy Txz Tyz 0, tenemos que, a partir de las ecuaciones (4.3), las deformaciones
longitudinales son

1
& &y & E(l—Zv)p;

Figura 4.14. Configuracion de esfuerzos hidrostaticos. Sobre todas las
caras del solido actua un esfuerzo p; por lo tanto, oy = oy = 07 = .



luego, la dilatacion cubica (4.27) se reduce a

3
€ & teytg E(l—2v)p %,

1
K

siendo

E
3(1-2v)

el llamado médulo de expansion volumétrica o modulo de compresibilidad (bulk modulus
en inglés). Puesto que para un esfuerzo hidrostatico p negativo tenemos que la dilatacion
ctbica del sélido también es negativa, se deduce que K A0y, en consecuencia, 55 A0.

Como £ A0, requerimos que 1-2v A0y, por tal razén, deducimos que v @0.5. Note que
a medida que el coeficiente de Poisson tiende a 0.5, el médulo de compresibilidad tiende
a infinito, o sea, el material no se dilata volumétricamente y, en consecuencia, entre mas
tienda el coeficiente de Poisson v a 0.5, mas incompresible es el s6lido. Recuerde, por
ejemplo, que un suelo saturado tiene un coeficiente de Poisson cercano a 0.5.

En conclusién, el modulo de compresibilidad es una propiedad del material que de-
termina su incompresibilidad y es una medida de la capacidad de una sustancia de so-
portar cambios de volumen cuando se somete a esfuerzos normales, de igual magnitud,
en todas las direcciones.

4.8. Particularizacion de tres a dos dimensiones

Es fundamental comprender que todos los sélidos son tridimensionales. No obstante,
en ciertos casos es posible simplificar su representacion matematica tridimensional uti-
lizando solo dos dimensiones. Esto conduce a ecuaciones mas simples que describen
los fendmenos y simplifican los calculos numéricos asociados. Existen tres casos par-
ticulares de reduccién a dos dimensiones: tension plana, deformacién plana y el caso
axisimétrico. A continuacién, examinaremos los casos de tension y deformacion plana,
mientras que el caso axisimétrico sera estudiado detalladamente en el capitulo 6.

4.8.1. Tension plana

El caso de tension plana, esfuerzo plano (plane stress en inglés) o estado de membrana
se da cuando solo uno de los tres esfuerzos principales 0y, 0, 0 03 es cero. Esto suele
ocurrir en elementos estructurales donde una de sus dimensiones es significativamente
mas pequefia que las otras dos; en otras palabras, cuando el elemento es muy delgado
(por ejemplo, una placa delgada, una viga de gran altura pero delgada, un muro cargado
en sus bordes, etc.). En lo que sigue, asumiremos que el vector propio i, asociado al
esfuerzo principal nulo 0j, define la direccion del eje z. El caso de tensién plana sucede



cuando no hay cargas aplicadas en la direccién z ni en la superficie perpendicular al eje
z,y cuando las cargas se aplican en el contorno del cuerpo de manera ortogonal al eje
z y distribuidas uniformemente en su espesor, como se ilustra en la figura 4.15. Para el
caso de tension plana, se tiene entonces que

0; Txz Tyz O.

Haciendo uso de las ecuaciones (4.23), observe que en el caso de tension plana, para
un material ortétropo, las ecuaciones dadas en (4.20) y (4.21) se reducen a

1 1
Ex E_x (ox - nyay) PYxy G_xy Txy
1
y
Vxz Vyz
82 _E_XOX - E_yay YXZ O.

Despejando los esfuerzos, tendremos que la ley de Hooke generalizada para un material
ortotropo para el caso de tension plana es

Ex

ox  —— (&x + vyxey) Txy  GxyPxy
1 - vava
E
y
Uy - (sy + nygx) TXZ 0
1 - vaVyX
(4 0 Tyz 0,

Tension plana

g 0
Ty; 0
Ty; 0 X

Figura 4.15. Elemento en estado de tension plana.



Ademas, para el caso de tension plana, tendremos que la ley de Hooke generalizada para
un material isotropo (ecuacion [4.14]) se reduce a las siguientes expresiones:

ox T (ex + vey) Tyy  Gyxy

1-v
oy = (ey + vex) Tw; O (4.35)
o, 0 Tyz 0,

que en forma matricial se expresa como

E Ev
Ox 1Ev? 1Ev7 0 €x
v
Oy 1v2 142 (E) €y
Txy 0 0 > ¥y

Observe que en el caso de tension plana €, no es cero a pesar de que o; lo es. Esto se debe
al efecto de Poisson.
De acuerdo con lo anterior, en el caso de tension plana, la matriz de tensiones sera

oy Txy O
g Ty oy O (4.36)
0 0 O

y la correspondiente matriz de deformaciones se reducira a

& &y O
E &y & 0
0 0 &

En este punto se recomienda al lector revisar las notas al pie de pagina 10, 23, 25y 29.

4.8.2. Deformacion plana

Para entender la fisica de la deformacion plana consideremos una fila larga de personas,
en la posiciéon militar de “firmes”, situadas de modo tal que el hombro de un individuo
esté en contacto con el hombro del siguiente; si alguien quisiera poner los brazos en
posicion horizontal, esta persona no podria hacerlo porque su vecino estaria impidiendo
el movimiento. De igual modo, si tenemos un s6lido con una dimensién muy grande en
comparacion con las otras dos, la deformacién en la direccién de la dimensién mas larga
no se puede efectuar, ya que las particulas vecinas impedirian el movimiento, por lo que
se asume que esta es cero, resultando asi la condicién de deformacion plana (plane strain
en inglés). Ejemplos de este caso los constituyen: el analisis de una tuberia larga, un
tunel, un muro de contencion largo, una zapata corrida (strip footing en inglés) o una
presa, analizada de modo tal que el reservorio de agua aplique su carga hidrostatica de
forma ortogonal al eje de esta.



Suponiendo que la dimensioén del cuerpo en la componente Z es muy grande con
respecto a las otras dos direcciones, entonces en el caso de deformacion plana se asume
que el solido es cargado mediante fuerzas perpendiculares a la direcciéon longitudinal. En
estas secciones la carga es independiente de Z como se muestra en la figura 4.17; en otras
palabras, la carga se distribuye uniformemente a lo largo del eje longitudinal z. Dado que
las condiciones son las mismas en todas las secciones del sélido, basta con analizar una
rebanada la cual se supone confinada entre dos planos rigidos y lisos, de modo que el
desplazamiento en la direccion axial no sea posible (es decir, w(X, y,z) 0). Esta tajada
hara parte de la seccion central del sélido y no de sus extremos, ya que en los bordes el
comportamiento del sdlido se altera al no existir una ultima rebanada que restrinja su
movimiento en Z.

Como se menciond, el caso de deformacion plana aparece usualmente en estructuras
para las cuales una de sus longitudes es mucho mas larga que las otras; sin embargo, su
definicién matematica rigurosa esta dada por las condiciones:

& VYxz Vyz 0.

Por lo tanto, para un material isétropo las ecuaciones de deformacion dadas en (4.3)
y (4.12) se reducen a

1+v 1

Ex E_ ((@-v)ox - Vo'y) Pxy ETxy
1+v

& 0 12

Deformaciéon plana

& 0
Yxz 0
Yyz 0

Seccion
analizada

Figura 4.17. Elemento en estado de deformacién plana.



y en el caso de deformacion plana, la ley de Hooke generalizada para un material istropo
(ecuacidn [4.14]) se reduce a

E

Oy —(1 D a-) (A-v)ex +vey) Txy  Gyxy
E

Oy m ('VEX + (1 - V) Sy) Tyz O (438)
vE (ex +¢y) Ty, 0,

O' _—_—
LA+ v)Q-2v)
que en forma matricial se expresa como

E™1 ve Ev

Ox Tl 2ve 1 vl 2ve 0 &x

Ev E"1 ve
O-y "1yt 1 2vye 1 pe~1 2ye 0 sy . (439)
i 0 N R

Se dejala demostracion de las ecuaciones (4.37) y (4.38) como ejercicio al lector. Observe
que, en el caso de deformacidn plana, 0, no es cero a pesar de que ¢; lo es; de hecho, o,
puede expresarse en funcion de oy y oy a través de

o, v(ox +0y), (4.40)

ecuacion que aparece al hacer ¢; 0 en (4.3¢c). Este esfuerzo o, restringe el movimiento
lateral de la tajada intermedia en la direccién z; es decir, dicho esfuerzo obliga a esa
tajada a no estirarse en la componente z.

De acuerdo con lo anterior, en el caso de deformacién plana la matriz de tensiones
sera la siguiente:

ox Txy 0
o Ty oy O (4.41)
0 0 oy

y la correspondiente matriz de deformaciones se reducira a

& &y 0
£ &y & 0
0O 0 O

Finalmente, es importante anotar que se puede especificar también el estado de defor-
macion plana asumiendo que el campo vectorial de desplazamientos toma la siguiente
forma:

u(x,y.z)  u(xy)
u(x,y,2)  v(xy.z2)  V(X%y) ,
w(x,Y,z) 0
o sea, el campo vectorial de desplazamientos es independiente de la coordenada z.

Concluyendo, tanto en el caso de deformacion plana como en el caso de tension plana
el andlisis de esfuerzos se reduce a la determinacién de oy, 0y y 7xy. En este punto se
recomienda al lector revisar las notas al pie de pagina 25, 43, y 53.



4.8.3. Relacion entre los esfuerzos principales obtenidos en el
analisis bidimensional y tridimensional

Cuando resolvimos el ejemplo 2.5 analizamos un so6lido bidimensional sin hacer referen-
cia alguna a si este pertenecia a un estado de tension o de deformacion plana. A continua-
cidn, revisaremos de nuevo dicho ejemplo como si fuera un problema tridimensional.

En el ejemplo 2.5 se considerd un solido sobre el plano XY, y para este los esfuerzos
principales eran (01),, 3.8541Pay (02),, —2.8541 Pa, siendo sus direcciones princi-
pales correspondientes: (#,),, [-0.5257, 0.8507]" y (#,),, [0.8507, 0.5257]".

Siconsideramos el sélido como uno tridimensional, debemos agregar la componente
Z, por lo que los vectores que describen las direcciones principales serdn [-0.5257,
0.8507, 0]" y [0.8507, 0.5257, 0]7, respectivamente.

Deformacion plana

Asumamos v  0.30. Si suponemos que el punto en consideracidn esta sometido a un
estado de deformacion plana, adicionalmente a oy -1Pa, 0y 2Payrt,, -3Pa,se
debe tener en cuenta que 7., Gyx, OPa, 7, Gy, O0Payo, v(ox+oy)
0.3(-1Pa +2Pa) 0.3 Pa (este ultimo esfuerzo se estimo utilizando la ecuacion [4.40]).
Para calcular los valores y vectores propios del problema, y con ello los nuevos esfuerzos
y direcciones principales, ensamblamos la matriz (4.41) y hacemos en Matlab:

>> sx = -1; sy = 2; txy = -3;
>> nu = 0.30;
>> sigma = [ sx txy 0
txy sy 0
0 0 nux(sx+sy) |
sigma =
-1.0000 -3.0000 0
-3.0000 2.0000 0
0 0 0.3000

>> [vecp, valp] = eig(sigma)

vecp =
-0.8507 0 -0.5257
-0.5257 0 0.8507
0 1.0000 0

valp =
-2.8541 0 0
0 0.3000 0

0 0 3.8541
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Figura ¥.0O-VisualizaciNn tridimensional del problema de
valores y vectores propios para el caso de deformaciNn plana.

es necesario ajustar su sentido. De este modo, luego de reordsrvalores propios,
tenemos:

o MAXS 3, " 0%y, Hlox .2
o MmedianaS™. @, "oy, Hox .42
¢ MAnS. Ouyr - 0%y Ho .yl
Ul #%e AU Ulse, #%e ., AU Ulg,, "o U
Omix mAX: 5 , 5 , 5 =

Tension plana

Si suponemos que este punto estf sujeto a un estado de temaitsngudicionalmente
a.y O Pa,y, 0PayQ,y ¢ Pa, se debe tenerencuenta@ue 0, ., VY
Pa. Armando la matriz¥.ca)y resolviendo el problema de valores y vectores propios en

Matlab, obtenemos:

>> gx = -1; sy = 2; txy = -3;

>> sigma = [ sx txy O
txy sy O
0 0 0]
sigma =
-1 -3 0
-3 2 0



(b)

Figura 4.19. Visualizacién tridimensional del problema de
valores y vectores propios para el caso de tensién plana.

estos son exactamente los mismos que los calculados en el ejemplo de deformacion plana,

aunque estos pueden variar. Supongamos que 0, y 0, son cantidades positivas; entonces

en este caso tendremos un 03 0. Observe, por lo tanto, que en este caso cambiarian los
) n; nj ny nj ’

valores de Ty y los vectores 1% y w25, ya no estarian sobre el plano Xy.

En resumen, para el caso de tension plana, se tiene que

o max ((o1)y, > (02)y, > 0)
0 mediana ((01),y > (02> 0)
o3 min((01)yy,(02)y> 0)
(Ul)xy (02)xy (Ul)xy - (Uz)xy

Tmax max D) > > >

b bl

observe que cuando (01)xy A0y (02)xy @0 se tiene que o1 (01)xy Y02 (02)xy-

4.9. Interpretacion de los graficos de colores de
esfuerzos y deformaciones

En el diseflo de estructuras complejas, por lo general, se hace uso de programas de ele-
mentos finitos. Dichos programas generan unos graficos similares a los que se presenta-
ran a continuacion. El objetivo de esta seccion es, en consecuencia, aprender a interpre-
tar dichos graficos y darles un sentido practico que sirva en el disefio estructural. Esto
es andlogo a lo que hace un médico cuando analiza las resonancias o ecografias de un
paciente.



Considere una viga con seccién rectangular, ancho unitario t, altura 2¢ y longitud
2L mostrada en la figura 4.20. Suponga que la viga esta sujeta a una carga uniforme de
intensidad g por unidad de longitud. Con el objeto de analizar la viga se reemplazé la
fuerza concentrada ejercida en los apoyos por una carga distribuida equivalente en los
extremos X L cuya intensidad es qL.

Ay
A Aq
Ay
c A X
< 5
z ¢ Y
Pit ’ L L L J
I~ ’l

Figura 4.20. Viga referida en la seccion 4.9.

Observe que las condiciones de frontera en los bordes superior e inferior de dicha
viga son las siguientes:

Toy(X, Yy £C,Z) 0
oy(X,y -¢,z) 0 (el borde inferior no soporta cargas) (4.42)

a

t

oy(X,y +¢,z)

(Txy 0 en el borde superior e inferior de la viga)

(el borde superior soporta la carga distribuida).
Tenga presente que, en la férmula anterior, g tiene unidades de fuerza sobre unidad de
longitud y t tiene unidades de longitud por lo que oy tiene unidades de fuerza sobre

unidad de drea, es decir, unidades de esfuerzo. Por otro lado, en los extremos X  +L se
tiene que la fuerza cortante V y el momento de flexién M son:

ven - Z I Cr(eLy,2) dzdy =L (4.43a)
M(£tL) - IZ J;tox(iL,y, z)y dzdy 0, (4.43b)
mientras que la fuerza axial para todo X >[-L, L] es
faia0O) [ i I Lo (%,y,2) dzdy 0. (4.430)
Las ecuaciones (4.43c) y (4.43b) establecen que sobre los extremos de la viga no actua

ninguna fuerza axial ni momento de flexidn, ya que esta esta apoyada sobre una rétula y
un rodillo, los cuales le permiten girar en los extremos libremente. Como sobre la viga no



tenemos esfuerzos normales 0, ni tampoco esfuerzos cortantes 7y, y 7,,, consideraremos
que esta se encuentra en un estado de tension plana.

En consecuencia, advirtiendo que | 3¢ es el segundo momento de inercia de la
seccion transversal rectangular de ancho igual a la unidad (t 1), deduciremos en la
seccion 5.4, utilizando la llamada funcién de tensién de Airy, que los esfuerzos en el
interior de la viga estan dados por (ver ecuaciones [5.44]):

ox (X, Y,2) —% Py - §y3 + gczy - L%) (4.44a)
9Ly 2

oy(X,Y,2) ol (3y Cy -3¢ ) (4.44D)

o, (X,y,2) 0 (4.44¢)

n(61,2) =50 (- Y X (4.44d)

TXZ(X) y) Z) O (4446)

Ty (X, Y,2) 0. (4.44f)

Observe que, segtin las ecuaciones anteriores, los esfuerzos son independientes de la
profundidad z, es decir, son constantes en el espesor de la viga.

A continuacion, supondremos quet 1m,L 3m,c 0.5myq -10kN/m,que
el modulo de Young es E 21 GPa y el coeficiente de Poisson es v 0.23.

4.9.1. Interpretacion de los graficos de esfuerzos o, 0, y 7,

En la figura 4.21 se presentan® los esfuerzos oy, 0y y 7xy calculados a partir de las ecua-
ciones (4.44) para los valores indicados.

En la grafica de oy la regién roja identifica a aquellas particulas de la viga que ha-
cen parte de la “fibra” sometida a traccion, mientras que la zona azul corresponde a las
particulas que hacen parte de la “fibra” a compresion, estando ubicados los mayores es-
fuerzos oy en la parte central inferior de la viga; por otro lado, observe que alrededor de
la fibra neutra de la viga no se presentan esfuerzos oy significativos (zona verde claro).
Adicionalmente, note que las curvas de nivel para un mismo valor de X estan igualmen-
te espaciadas; esto indica que el esfuerzo oy varia linealmente con la altura de la viga.
Este hecho esta acorde con la ecuacién oy (X, Y, 2) —%, que muy probablemente se
estudid en el curso Resistencia de Materiales.

En la figura 4.21 se observa, ademds, que los esfuerzos o, en el borde inferior son
cero, lo que indica que esta parte de la viga no esta cargada en ese lado; por otra parte, los
esfuerzos o, en el borde superior de la viga corresponden a un esfuerzo de compresion de

65 Las figuras que se muestran a continuacion estin hechas con la escala de colores “jet”, que es la escala

de colores mds empleada por los programas de elementos finitos. Sin embargo, se desaconseja el uso
de jet, ya que no es perceptualmente uniforme. Esto significa que iguales cambios en los valores de
jet no corresponden a iguales cambios en la percepcién. En su lugar, se recomienda usar las escalas
“parula” o “viridis”, que si son perceptualmente uniformes.
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Figura ¥.00Esfuerzosy, . y y Oy de la viga analizada en la secciih

Oy kPa, lo que coincide con la condiciNn de frontera indicattéén) o sea, con la carga
aplicada a la viga deQy kN/m ( Oy kN/m divididos por O m de ancho nos dan esfuerzos
de Oy kPa). Observe que las curvas de nivel, aunque paraledsstnequiespaciadas;
en efecto, seg+n la ecuacifinéeb) . y var a c+bicamente con la altura de la viga.
Finalmente, se observa que los esfuerzos cort@pjestin especialmente concen-
trados cerca de los apoyos y estos son en realidad @eg@m el centro de la luz; note
que para urx dado estos esfuerzos var an de forma parabNlica con la giteméendo
su miximo en el eje neutro y siendo cero en los extremos superioeedntie la viga
(hagax constante en la ecuaciNn@j@ en(¥.¥¥) parax x y, y observart que el esfuerzo
O« variart, en este caso, de forma parabNlicagdasto estt intr nsecamente relaciona-

do con laecuacifBy, x,y,ze L X %P 17 que muy probablemente se estudiN en el
curso de Resistencia de Materiales. Tengaen cuentaccqgtd)xf L,y,ze dzdy gL,
lo que coincide con la fuerza aplicada por los apoyos, la cuatibalsstribuida en los

ladosx L del sNlido.




4. relaciones entre los esfuerzos y las deformaciones

4.9.2. Interpretacion de los graficos de las deformaciones ¢,, ¢, ¢,
Y Vxy

Si se reemplazan los esfuerzos (4.44) en las férmulas (4.34), se obtienen las deforma-
ciones longitudinales y angulares de la viga. Las deformaciones longitudinales &, &y y
&, junto con la deformacién angular yyy se grafican en la figura 4.22. Las figuras de las
deformaciones angulares yx, y yy, no se presentan por ser nulas.

Eje X (m)

Figura 4.22. Deformaciones longitudinales ey, €y, & y
deformacién angular yyy en la viga analizada en la seccién 4.9.

El grafico de ex muestra en rojo y azul, respectivamente, las fibras que se han estirado
y aquellas que se han contraido en la componente X. Esto coincide con el hecho de que
la fibra sometida a traccion se estira en la direccion del eje X mientras que las fibras a
compresion se contraen.

Analicemos ahora la deformacién longitudinal ey,. Como la carga distribuida estd
aplicada en la parte superior de la viga, 0y —10 kPa en el borde y ~ +C y no se pre-
sentan esfuerzos oy en el borde y  —C; en otras palabras, la parte superior de la viga
esta sometida a compresion. En este caso, tenemos un contraste: a pesar de que las fibras
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del borde superior estan en compresion por la accién de la carga superficial, las fibras
superiores de la viga se estan estirando y no contrayendo como intuitivamente se podria
esperar; esto se debe a la accion del efecto de Poisson.

Por otro lado, segun el grafico de ¢,, lateralmente, también a causa del efecto de Pois-
son, la fibra inferior se contrae y la fibra superior se alarga. Por ultimo, en relacién con
la figura 4.22, se puede notar que la deformacion angular yyy es proporcional al grafico
del esfuerzo cortante 7y. Es evidente que, a la izquierda de la viga, las deformaciones
angulares yyy de los elementos son negativas, mientras que a la derecha son positivas
(figura 3.5).

4.9.3. Interpretacion de los graficos de los esfuerzos principales y del
esfuerzo cortante maximo

Los esfuerzos principales y sus direcciones son interesantes, en particular, porque estos
estan directamente relacionados con los esfuerzos criticos que debe soportar la estruc-
tura. Los esfuerzos principales fueron calculados utilizando el método explicado en la
seccion 2.9.1 para cada uno de los puntos interiores de la viga. En la figura 4.23 se repre-
sentan graficamente los esfuerzos principales con colores y las direcciones de los vectores
principales fueron indicadas utilizando la inclinacion de la linea negra gruesa.

200
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-100

=200

Figura 4.23. Esfuerzos principales en la viga analizada en la seccion 4.9.



La pregunta que surge es la siguiente: ;como interpretar los graficos de los esfuer-
zos normales (01)xy y (02)xy con las lineas mostradas? Supongamos por un momento
que la viga esta hecha de concreto reforzado. Segiin Nawy (2008), el concreto soporta
unos esfuerzos de compresion f<®; el esfuerzo maximo a traccién que puede aguantar
esta entre 0.10 y 0.20 de f® y el esfuerzo cortante maximo que puede soportar oscila
entre 0.20 y 0.85 de f® (este ultimo valor se obtiene en el ensayo de corte directo). De
estos valores se observa que el concreto es especialmente débil soportando tracciones
Y, por esta razon, dichas tracciones son soportadas por el refuerzo. Como los esfuerzos
maximos (07)yy en este caso son positivos (traccion) y tienen una inclinacién 0 repre-
sentada por la pendiente de las lineas gruesas del grafico, la forma 6ptima para ubicar
el refuerzo de acero seria en la misma trayectoria de dichas lineas, como se ilustra en la
figura 4.24 con lineas rojas continuas. No obstante, esto es complicado desde el punto de
vista constructivo, por lo que generalmente el refuerzo a traccion en las vigas se ubica ya
sea como varillas sin doblar o como aparece en la figura 4.25; recuerde, de todos modos,
que parte del refuerzo a traccidn en las vigas postensadas lo conforma un sistema de
cables, los cuales se ubican de forma “parabdlica” siguiendo, en lo posible, la trayectoria
mencionada.

Lineas de traccion
.................... Ll’neas de COI’IlpI'GSlél’l

Figura 4.24. Lineas de traccion y de compresion en la viga analizada en la seccién 4.9. A
estas lineas se les conoce también como las trayectorias de los esfuerzos o lineas isostaticas.
Observe que las lineas de traccion y de compresién son mutuamente ortogonales.

Por otro lado, observemos en la figura 4.26 el patron de agrietamiento de una viga
simplemente apoyada, hecha de concreto reforzado, que esta sujeta a dos cargas puntua-
les de igual magnitud ubicadas en el tercio de luz. Como el concreto es mucho mas débil
ante esfuerzos de traccién que ante esfuerzos de cortante, las grietas en la estructura de-
ben aparecer porque el material falla primero por traccion; estas grietas se manifiestan
en el plano ortogonal a las lineas, con inclinacién 6,, que indican la direccion de las ten-
siones maximas (esta trayectoria coincide con la direccion del esfuerzo normal (o1)xy,
siempre y cuando este esfuerzo supere la resistencia maxima a traccion del concreto f;),
tal y como se discute en Wight (2016, seccion 3.4, p. 83). Dichos planos contienen los vec-
tores que indican la direccién del esfuerzo normal (o,)xy, de donde se concluye que las
inclinaciones de los esfuerzos normales minimos (0,)xy, esto es 0, en el caso de tension
plana, representan basicamente como se agrietaria la estructura (las grietas formadas se



conocen como grietas por tension diagonal), solo cuando el esfuerzo (0;)y asociado sea
a traccion.

Dela grafica de (Tmsx)xy Se observa que los esfuerzos cortantes maximos se presentan
hacia el centro de laluz y tienen una inclinacién aproximada de 45Xy 135X Es importante
tener en cuenta que aqui se hace referencia al esfuerzo cortante 7,(0) descrito por la
ecuacion (2.31), y no al esfuerzo cortante 7xy  7,(0%). Recuerde que el concreto se
agrieta primero debido a la traccién y no a la accién del esfuerzo cortante, por lo que
en la estructura mostrada no aparecen grietas producidas por sobrepasar los esfuerzos
cortantes. En conclusion, no debe hablarse de fallas por esfuerzo cortante, sino de grietas
por tension diagonal en la viga ilustrada, ya que las grietas inclinadas que se presentan en
las zonas de fuerza cortante considerable son en realidad grietas de traccién en planos
inclinados. Una falla de esfuerzo cortante propiamente dicha podria presentarse en la
cara de contacto entre dos elementos de una viga compuesta, donde el esfuerzo cortante
en dicha cara pueda exceder la resistencia al deslizamiento relativo de los dos elementos;
otros casos de grietas por esfuerzo cortante pueden aparecer en las ménsulas.

La grafica del esfuerzo cortante (Tmsx)xy esta intimamente relacionada con el criterio
de falla de Tresca (ver, por ejemplo, Alvarez-Marin [2023a]). Esto nos dice que la gréfica
de (Tmax)xy sefiala las ubicaciones donde el sélido tiende a fallar inicialmente. En efecto,
observe que dichos esfuerzos cortantes son maximos en el centro de la viga, en la fibra
superior e inferior, y esto se relaciona con el hecho de que en esta tltima ubicacién es
donde esperamos la primera grieta, y la fibra superior en el centro de la viga es donde
esta eventualmente fallaria por aplastamiento del material.

Continuando con la discusion, como el refuerzo 6ptimo sigue las trayectorias del
esfuerzo (07)yy, este mismo evitaria que en la viga aparecieran las mismas grietas por
tension diagonal; en ese caso, en una situacion ideal, no se requeririan flejes en la estruc-
tura para controlar las fuerzas cortantes (aunque si se necesitarian para ayudar a armar

— —
N yd
N _\_ v
N b /
—— S e —
Barras longitudinales ‘NO hay separacion

dobladas hacia arriba

Figura 4.25. Las varillas para soportar los esfuerzos cortantes 7yy también puede
proveerse al doblar una parte de las barras longitudinales, de modo que se ubiquen
siguiendo las trayectorias indicadas por 6 (o 1) en aquellas partes donde no se necesite
refuerzo para resistir los esfuerzos de traccion en la parte inferior de la viga. De
todos modos, la mayoria de disefiadores usan, por facilidad constructiva, los
convencionales flejes verticales para controlar las grietas por tension diagonal.
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Figura ¥.04.Grietas en una viga de concreto reforzado de O¥y cm de longitciah, @ altura y
Oy cm de ancho. La viga aqu” mostrada es una doblemente ref¢azado longitudinal
superior e inferior); adicionalmente, tiene Zejes en lositesrextremos, es decir, el tercio
central de la luz no tiene Zejes. Los apoyos esttn separadosi@dgs cargas puntuales, las
cuales son de igual magnitud, se aplicaron a ¥y cm de los apay¢s) & muestra el patrNn de
agrietamiento de dicha viga; €n) se ilustra un acercamiento de la mitad derecha; la «duja
muestra el £ngulo de inclinaciNlig para aquellas posiciones en las cuales el esflepzg es
mayor que la resistencia a tracciNn del concfgtes decir; . @xy A f;. Dicho patrNn de
agrietamiento se calculN mediante un programa de elementtsssrEisumiendo que el
material de la viga tiene un comportamiento lineal eltst@bserve que el patrNn de
agrietamiento de la viga coincide, en gran medida, con aquel gadias inclinacioneds; el
modelado por elementos ¢nitos no muestra las grietas en la zopar®r de la viga, ya que
dicho modelado estt elaborado para un material en su estadaellfséal, mientras que la
viga mostrada se ensayN hasta su falla, que es un estado cuei ebtstico ni lineal. Estas
fotograf as fueron tomadas por el autor en el Laboratorio steu€turas de la Universidad
Nacional de Colombia, Sede Manizales; los ensayos fueropa@adi por el profesor Juan
Pablo Herrera Cas@ y sus alumnos en el curso D&ede Estructuras de Concreto
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el refuerzo, para resistir los esfuerzos producidos por la temperatura y para resistir, en
parte, los esfuerzos por la retraccion pléstica del concreto).®®

Por ultimo, es importante anotar que los diagramas mostrados en esta seccion se em-
plean para el disefio de estructuras de concreto por el modelo puntal-tensor (strut and
tie model en inglés). El modelo puntal-tensor, reglamentado por la norma del American
Concrete Institute aci 318-19 en su capitulo 23 (o su equivalente en el Reglamento Co-
lombiano de Construccion Sismo Resistente [nNSr-10] en el apéndice C-A), es un modelo
de disefio de estructuras de concreto reforzado que considera que el refuerzo requerido
en una seccion en particular no solo depende de los momentos de flexion, de torsion y
fuerzas cortantes en dicha seccidn, sino que abarca también la accién de los esfuerzos
principales que acttian en la estructura de concreto. El modelo puntal-tensor utiliza los
diagramas de trayectorias de esfuerzos (ver, por ejemplo, la figura 4.23) que llevan la
fuerza hacia los apoyos para definir una cercha ficticia dentro de la estructura, la cual
se debe dimensionar adecuadamente para resistir las solicitaciones de la estructura de
concreto. Esta técnica hace, por lo tanto, uso extensivo de diagramas similares a los mos-
trados en esta seccion, especialmente en aquellas regiones de la estructura donde existe
una distribuciéon no lineal de las deformaciones (por ejemplo, en vigas de gran altura,
ménsulas, etc.). Para mayor informacion sobre esta técnica de disefio de estructuras de
concreto, se refiere al lector a Nilson et al. (2003) y Nawy (2008), entre otros.

4.9.4. Relacion de los diagramas de colores de una viga con sus
diagramas de fuerza cortante y momento flector

El lector se preguntara como se pueden relacionar los diagramas de fuerza cortante y
momento de flexion para la viga mostrada a partir de las ecuaciones de oy y 74y. Efecti-
vamente, existe una relacion que esclareceremos en esta seccion.

Se utilizaran las siguientes convenciones para la elaboracién de los diagramas de fuer-
za cortante y momento de flexion: la fuerza cortante positiva es 1 = | y la negativa
es| 1, mientras que el momento de flexion positivo es aquel que produce traccion
en la fibra inferior de la viga O O vy el negativo es el que produce traccién en la
fibra superior de la viga O 0. La fuerza cortante se puede obtener a partir de la
funcién 7y, utilizando la férmula

® t
V (x) —J-CJ; Ty (X, Y, 2) dz dy, (4.45)

65 Las grietas por retraccion pldstica son un tipo de fisuras que se forman en la superficie del concreto

fresco después de su vaciado y mientras permanece en estado plastico; estas son bastante comunes
en las superficies horizontales como las losas. Estas grietas se deben prevenir con una buena técnica
de curado y, opcionalmente, con fibras adicionadas al concreto.



y el momento de flexién a partir de ox mediante

c t
M(x) —J-CJ; yox(X,y,z)dzdy (4.46)

para X >[-L, L]. Dichas integrales se resolvieron facilmente con el cddigo de Maxima:

I : 2xc”3/3%

t : 1%

txy @ -(q/(2%I))*(c™2 - y*2)*x$ /= ec. (4.44d) =/
Vx : -integrate(integrate(txy, z, 0, t), y, -c, c); /> ec. (4.45) =/

SX : -(qdist/(2*I))*(x"2*xy - 2xy"3/3 + 2xCc™2xy/5 - L"2xy)$ /= ec. (4.44a) =/
Mx : -integrate(integrate(yxsx, z, 0, t),y, -c, c); /> ec. (4.46) =/

dando como resultado las ecuaciones:
VOO ax MO =3 (2= x)

para X >[-L, L] (figura 4.27). Este resultado coincide con las formulas de los diagramas
de fuerza cortante y momento de flexion obtenidas mediante los métodos aprendidos en
el curso de Estatica (por favor compruébelo). Tenga en cuenta que en el c6digo anterior el
comando integrate(txy, z, 0, t) se utiliza para resolver la integral definida j'ot Tyy dz.

4.9.5. Disposicion de los flejes si la viga estuviera hecha con concreto
reforzado

Ellector se preguntara lo siguiente: si de acuerdo con la figura 4.23 el esfuerzo cortante
maximo T, es mayor en el centro de la viga, y si se supone que los flejes se colocan
para resistir los esfuerzos cortantes en la viga, entonces para la viga mostrada, ;por qué
se colocan los flejes cerca de los apoyos y no en el centro donde 7,5 es maximo?
Elrefuerzo dentro de una viga de concreto reforzado se ubica con el fin de prevenir su
agrietamiento, el cual se produce por la accion de los esfuerzos de traccién ortogonales
al plano de la grieta. De acuerdo con la figura 4.23, en el centro de la luz los esfuerzos de
traccion asociados a (07)xy fracturan con mayor facilidad el concreto que los esfuerzos
cortantes maximos (Tmsx)xy presentes en la fibra inferior del centro de la luz, por lo
que (01)xy domina el modo de falla en el centro de la luz. Por otra parte, cerca de los
apoyos, tanto los esfuerzos (0;)xy como los esfuerzos (Tmax)xy estdn dominados por los
esfuerzos cortantes 7yy: por ejemplo, considere el punto con coordenadas (2.5, 0). En
virtud de las ecuaciones (4.44a), (4.44b) y (4.44d), los esfuerzos en dicho punto estan
dados por oy 0 kPa, 0y -5kPay 1y, —37.5kPa, porloque (61)xy 40.08kPay
(Tmax)xy  37.58 kPa. Si suponemos por un momento que 7y, 0 kPa, tendremos que
(0)xy 5kPay (Tmax)xy 2.5 kPa; por lo tanto, 7y, contribuye al 93.6 % del esfuerzo



Diagrama de fuerza cortante
T T T

V() [kN]

—303 -2 1 0 1 2 3

Diagrama de momento de flexién
T T

T T

M (x) [kN-m]
58 2 3

0 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Eje X [m]

Figura 4.27. Diagrama de fuerzas cortantes V y momentos de flexiéon M en la viga
analizada en la seccion 4.9. Recuerde que la carga aplicada es g = =10 kN/m.

principal (01)xy y al 99.8 % del esfuerzo (7msx)xy en el punto con coordenadas (-2.5, 0).
Esto quiere decir que en los extremos de la viga los esfuerzos de traccion (o;)xy son los
que producen la grieta de tension diagonal y los esfuerzos 7,4, provienen principalmente
de 7yy.

Una medida de intensidad del esfuerzo cortante 7y, en una seccién de la viga estd
dada por la ecuacion (4.45), la cual describe el diagrama de fuerza cortante V (X); esta
es la razén por la que los métodos tradicionales para el disefio de los flejes en las vigas
de concreto reforzado se basan en los diagramas de fuerza cortante, puesto que como
se discuti6 74y domina los esfuerzos maximos (01)xy ¥ (Tmax)xy presentes cerca de los
apoyos de la viga.

De esta manera, podemos concluir que la disposicion de los flejes en una viga de
concreto reforzado depende en gran porcentaje de los esfuerzos 7yy, los cuales se resu-
men en el diagrama de fuerza cortante de una viga por medio de la ecuacién (4.45). Estos
esfuerzos cortantes 7y, dominan los esfuerzos principales (03)xy que son los directos res-
ponsables de la fisuracién de la viga de concreto reforzado; de este modo, los flejes no se
utilizan para controlar los esfuerzos cortantes maximos como muchos podrian inocen-
temente pensar. Por esta razdn, los métodos para disefiar los flejes utilizan el diagrama
de la fuerza cortante de la viga. Se refiere al lector a Nilson et al. (2003) o a Nawy (2008)
para mayor informacion al respecto.



4.10. Modificacion de la ley de Hooke para tener en
cuenta los efectos térmicos en el caso de materiales
isétropos

Hasta el momento, la discusion acerca de la ley de Hooke ha considerado inicamente
situaciones en las que la temperatura del sélido analizado es constante. Sin embargo, exis-
ten casos practicos en los cuales la temperatura puede variar dentro del sélido. Este tipo
de problemas suceden, por ejemplo, cuando se analizan procesos de soldadura, hornos,
tuberias de enfriamiento, etc. Estos gradientes de temperatura inducen en el sélido una
variacion de las deformaciones que analizaremos a continuacion.

Cuando un cuerpo se calienta, sus moléculas se empiezan a mover mds y mas y, por
consiguiente, tienden a separarse; en consecuencia, este empieza a dilatarse. Por el con-
trario, si el solido se enfria, sus moléculas tienden a juntarse y, por esta razén, el material
se contrae. Supongamos que el sélido sufre un cambio de temperatura AT = Tycpa — Tos
el cual es la diferencia entre la temperatura actual del sélido T,cu ¥ la temperatura de
referencia T, para la que no existen esfuerzos o deformaciones inducidas por la tempe-
ratura. De acuerdo con lo visto en la seccién 4.5, el cambio de volumen de un solido se
mide mediante la llamada dilatacion ctibica e (ver ecuacion [4.27]). Experimentalmente,
se ha observado que la dilatacion ctibica que presenta el sdlido es proporcional al cambio
de temperatura AT que este sufre, siendo ay la constante de proporcionalidad entre e y
AT, es decir,

—Vdef -V 24V AT,

dicha constante ay se conoce como el coe [Ciente de dilatacion térmica volumétrica del
solido y es inherente a cada material. En un material isotropo, la dilatacion y contrac-
cion del sdlido en todas sus direcciones es igual y, en consecuencia, gtérmica ;  glérmica
gigrmica glérmica; por Jo tanto, & 3e'™i@  qy AT. La dilatacion longitudinal del solido
en la direccién X, y o Z estard entonces dada por g'rmica  SX AT, El coeficiente o :  %-
se conoce como el coe [Ciénte de dilatacion térmica lineal; en la tabla 4.3 se presenta su
valor para varios materiales de uso frecuente en ingenieria civil.

De acuerdo con el principio de superposicion, las deformaciones totales de un sélido
se pueden expresar como la suma de las deformaciones elasticas, descritas por las ecua-
ciones (4.3), y las deformaciones térmicas. Como los cambios de temperatura generan,
en un material is6tropo, una contraccion o dilatacion térmica en el sélido que tnica-
mente provoca deformaciones longitudinales de valor « AT, entonces las deformaciones
totales para un problema de elasticidad lineal isotropo tridimensional se calculan asi:

eldsticas térmica

1
& & + & E (ox —voy —vo,) +aAT

ecuacion (4.3a)



Tabla 4.3. Coeficientes de dilatacion térmica lineal, medidos a 20 *C

Coeficiente de
Material dilatacion «

(10-8/°C)
Acero 11-13
Aluminio 23
Caucho 77
Concreto 12
Hierro 11.1
Vidrio 8.5
eldsticas térmica 1
ey & + ey E (oy —vox —voy) +aAT

ecuacion (4.3b)
- . 1
&, sglastlcas + sgermlca E (O.Z — Vo — VO'y) +aAT

ecuacion (4.3c)

2(1+v)

Vyz E Tyz
21+

VYxz %sz
21+

Yxy %Txy;

estas ecuaciones se pueden escribir en notacion indicial como
1
€ij E [+ v)aij — v3ijou] + aAT §ij.

Al despejar los esfuerzos de las ecuaciones anteriores, resulta:

EaAT

oy )Le+ZGsX+2v_1 Tyy  Gyxy
EaAT

Oy )Le+268y+2v_1 Txz G)/Xz
EaAT

(o Ae+ZG£Z+2v_1 Tyz nyz;

estas seis ecuaciones se pueden empaquetar en la unica ecuacion:

EaAT
0ij )Laijskk + ZGSij + ﬁdij,

(4.47)

(4.48)



si se usa la notacion indicial; adicionalmente, se deja como ejercicio al lector demostrar
que estas ecuaciones se pueden escribir de forma matricial como

¢ D(e-¢%, (4.49)

donde &€ representa el llamado vector de deformaciones iniciales por temperatura:

s;érmica

8térmica

Stérmica

£ z aAT
0
0

0

OO O = - -

y D es la matriz constitutiva que aparece en el sistema de ecuaciones (4.17) (tenga cuida-
do de no utilizar la ecuacién (4.18), ya que esta no es valida para materiales isétropos).
La relacidn constitutiva (4.49) se conoce a veces en la literatura como la ecuacion de
Duhamel-Neumann®’ para el caso de materiales is6tropos.

Debe tenerse en cuenta que, para materiales anisotropos, los cambios de temperatura
también pueden producir deformaciones angulares en el material. Se refiere al lector a
Sadd (2005, seccion 4.4) si desea conocer cdmo es la ley de Hooke teniendo en cuenta
los efectos térmicos para el caso de materiales anisotropos.

4.10.1. Deformaciones térmicas en el caso de tension plana

Consideraremos en este caso un material ortétropo. Cuando se trata de tension plana
(0, 1%z Ty; 0) las ecuaciones (4.32) se pueden expandir para las deformaciones
térmicas, quedando:

1 b
&y e E, 0 Oy Oy
_Txy 1
&y E. E 0 oy +AT ay
1

con las ecuaciones auxiliares yx, yy, Oy

Vxz Vyz
——0x — —yay + Atag,
Ex Ey

&z

67 En honor al matemético y fisico francés Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872) y del mineralo-

gista, fisico y matematico aleman Franz Ernst Neumann (1798-1895). Este tltimo fue el padre del
famoso matematico alemdan Carl Gottfried Neumann (1832-1925).



donde ay, ay y &, son los coeficientes de dilatacion térmica lineal en las direcciones X, y
y Z, respectivamente. Esta formulacion puede escribirse como ¢  Drp(e — €°), siendo

Xx
& AT ay
0

el vector de deformaciones iniciales por temperatura y Drp la matriz constitutiva del

sistema de ecuaciones (4.33).
Resolviendo para los valores de oy, 0y y 74y se encuentra

Oy 1 Ex  Exvyx 0 Ex
Txy Xy yX 0 0 (1 - vaVyx) ny yXy
AT axEx + ayvyyEy
- [0 E + “XV XEX Py
y=y y
1 - vava 0

que en el caso de un material isdtropo se reduce a

Ox E 1V 0 & poaT
oy ] R4 1 0 gy - ]
Ty 00 Ly -

4.10.2. Deformaciones térmicas en el caso de deformacion plana

Consideraremos en este caso un material isdtropo. Recuerde que en estas condiciones
& Yxz Yyz 0.Porlo tanto, al reemplazar dichos valores en las ecuaciones (4.47) se

deduce que

1

Ex E (ox —voy —vo,) + aAT
1

& E (o) —vox —vo,) + aAT
1

0 E (0, —vox —voy) + aAT

Yy 0

Yxz 0
2(1+v)

Yxy T'fxy;

de la tercera ecuacion se obtiene

o, v(ox+0y) - EaAT,









4.11. Ejercicios propuestos

1. Investigue por qué la norma nsr-10, en su articulo C.3.5.3.1, no permite el uso
de acero corrugado de refuerzo fabricado bajo la Norma Técnica Colombiana
Ntc 245 ni ningun otro tipo de acero que haya sido trabajado en frio o trefilado.

2. Considere un trozo rectangular de membrana (por ejemplo, un pedazo de un pa-
racaidas) de 70 mm x 80 mm, como el mostrado en la figura 4.29. Este trozo esta
sujeto a los esfuerzos o0y 30 kPay o, 60 kPa. Sabiendo que las propiedades del
tejidoson E 87 kPayv 0.34:

Figura 4.29. Pedazo de membrana referido en el ejercicio 2..

« Determine el cambio de longitud en los lados: AB, BC y la diagonal AC.

+ Calcule los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (2.36).
Grafique el circulo de Mohr bidimensional asociado.

« Encuentre los esfuerzos y direcciones principales utilizando la matriz (4.36).
Dibuje el circulo de Mohr tridimensional asociado.

« Compare las respuestas obtenidas. ;Como se relacionan esos dos circulos de
Mohr y ambos esfuerzos y direcciones principales?

3. Considere el s6lido mostrado en la figura 4.30. Este esta hecho de un material para
elcual E  6.5MPayv 0.35, y estd sometido a una carga oy —20 kPayaun
esfuerzo oy de magnitud no especificada. Se pide determinar:

« La magnitud del esfuerzo oy para el cual el cambio de altura del bloque es
cero.
« El correspondiente cambio del area de la cara superior del bloque.

» El cambio de volumen del sdlido.



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Grafique los tres circulos de Mohr para cada uno de los siguientes estados:

« Compresion uniaxial oy 2 Pa.

o Esfuerzo hidrostitico ¢ 4 Pa; en este caso, ¢ ol.

« Esfuerzo cortante simple 7,y 3 Pa.

e Tyy 30Pa, 7y, -13Pa.

e ox —2Pa,op -6Pa, 0, 12Pa.
En cada uno de los casos anteriores calcule, adicionalmente, los esfuerzos
principales y su direccion, el esfuerzo cortante maximo y las normales a los

planos sobre los que actiian los esfuerzos cortantes maximos. Asuma que las
componentes de esfuerzo que no se mencionan son nulas.

« SiE 20GPayv 0.4, ;cuales son las deformaciones en cada uno de los
casos anteriores?

Deduzca la ley de Hooke para materiales ortétropos sometidos a un estado de
deformacién plana.

Deduzca los sistemas de ecuaciones (4.34), (4.35), (4.37) y (4.38) y expréselos en
forma matricial.

El llamado problema de Flamant (ver seccion 6.13.3) consiste en la determi-
nacion de los esfuerzos en un sélido elastico seminfinito en un estado de esfuerzos
como el mostrado en la figura 2.9 y sometido a la accién de una carga puntual lon-
gitudinal de intensidad P. Con respecto a los ejes mostrados en dicha figura, se
puede demostrar que las componentes del esfuerzo estan dadas por

2Px2y 2Py? 2Pvy
T nyz T 0 T 0
Xy T[(X2 i y2)2 Xz yz .

Calcule los esfuerzos maximos y las deformaciones en cualquier punto del cuerpo
utilizando Maxima o Matlab y haga unos graficos similares a los mostrados en la
seccion 4.9.

Escribir un programa en Matlab para calcular el cambio de volumen de la
viga analizada en la seccion 4.9. Nota: se podria eventualmente utilizar la funcién
integral3 para evaluar la integral (4.29).

Vuelva a calcular el ejemplo explicado en la seccién 3.2, suponiendo esta vez que
la placa se encuentra en un estado de tension plana. AsumaE 90 MPayv 0.2.

Un paralelepipedo rectangular de aristas 9 cm, 7 cm y 8 cm, se deforma de manera
tal que estas adquieren las longitudes de 9.005 cm, 7.006 cm y 7.998 cm, respecti-
vamente. Determine el valor de la dilatacion cubica.



15. Considere un solido en un estado de tensién plana, con constantes conocidas v y
E y con una condicién de esfuerzos oy ~ 0y. Demuestre que la dilatacién cibica
para este sélidoese  2(1-2v).

16. Concluya el ejemplo de la seccién 4.9 haciendo los diagramas de las defor-
maciones longitudinales y angulares méximas y minimas de la viga considerada.
;Como se interpretarian los diagramas resultantes?

17. A una estructura muy delgada, la cual se puede modelar por tensién plana, se le ins-
talaron 3 galgas extensiométricas sobre la superficie Xy, las cuales estdn ubicadas
auna inclinaciéon de A 0%, B 1205 C 240X Suponga que las deformaciones
medidas por dichas galgas fueron: g5 5x10 °,eg -7 x10 °yec 3 x10 4 Si
la estructura se construy6 con un material lineal eldstico, isétropo y homogéneo
con constantes E 20 GPay v 0.1, estime la direccién en la cual se producen
las deformaciones angulares maximas y su magnitud; adicionalmente, grafique los
circulos de Mohr asociados a las deformaciones y esfuerzos.

18. Demuestre la ecuacién (4.49).

4.12. Preguntas de control de lectura

1. ;Cual es la diferencia entre un material con comportamiento elastico y otro con
comportamiento lineal?

2. Por favor, revise las notas de pie de pagina 10, 23, 25y 29. ;Es claro que la discusion
del circulo de Mohr que se plantea en la seccion 2.9.1 solo es vélida para el caso de
tension plana? En este orden de ideas, ;como relaciona usted las ecuaciones (2.61)
conlos vectores 71, +113 y f1;— 132 s En qué casos son aplicables las ecuaciones (2.61)?

3. 3Cual es la razén del signo menos en las ecuaciones (4.1)?

4. ;Por qué se escribid en la pagina 133: “se observa experimentalmente que al apli-
car una deformacion sobre un s6lido” y no “se observa experimentalmente que al
aplicar un esfuerzo sobre un sélido™?

5. ;Por qué los valores del coeficiente de Poisson pueden variar unicamente entre —1
y 0.52 ;Qué implicaciones tiene que este valor sea negativo? ;Qué relacion tiene el
coeficiente de Poisson con el médulo de compresibilidad?

6. Calcule una expresion mas exacta que la formula (4.29) para estimar el cambio de
volumen de un sélido que estd sometido a esfuerzos normales.

7. Demuestre las ecuaciones (4.3). ; Por qué se empled el principio de superposicion?

8. ;Cual es el sentido fisico que le da usted al médulo de rigidez G?






derivaremos en la secciN@y por lasecuaciones diferenciales parciales de compatibilidad
que derivaremos en la secciNin Estas ecuaciones son las que resuelven los sosstica-
dos paquetes de antlisis estructural como Ansys, Comsoaqusbcuando se hace un
estudio de los esfuerzos y deformaciones en el interior de uncsiidmiendo que se
utiliza un material que sigue la ley de Hooke.

A pesar de que las ecuaciones que veremos en este y en los sigjaamtulos solo
son vilidas para antlisis eltsticos y lineales, dichas formokscsmn mis que suscien-
tes para el digéo estructural usual de una oscina de ingenier a; +nicamente disek
de estructuras especiales, en el antlisis forense detassig cuando se requiere deter-
minar la capacidad portante de estructuras antiguas, es nacesaplear teor as mis
avanzadas que tienen en cuenta el comportamiento no lineal ahsti@ del material,
la formaciNn de grietas y deformaciones de gran magnitud.

5.1. Ecuaciones diferenciales de equilibrio

Por simplicidad en las demostraciones, consideraremos el caisodpisional; el caso
tridimensional se demuestra antlogamente. Queremos encantes ecuaciones que
nos permitan obtener la variaciNn del esfuerzo de punto a pooneo una funciNn de
la geometr a, la carga y las condiciones de frontera con respen sNlido ; para tal
*n, suponga que el elemento esbozado en la sgutael cual tiene un espesor(no
mostrado), se encuentra sometido a las fuerzas mfXicas yY . Tenga
presente queX y Y son funciones d& y vy, las cuales denotan las fuerzas misicas que
se ejercen en las direccioney y, respectivamente. En la egura se observa claramente
la variaciNn en el espacio del esfuerzo al interior del sNlido. Adiciente, como en el
I ' mite, cuando x yy Yy vy, elelemento se convierte en uno inenitesimalmente
pequé&Dd, de acuerdo con lo discutido en la secciNm. (Y la egura 0.q los esfuerzos
sobre cada una de sus caras tendertn, en el I mite, a serrtessgapor lo tanto, los
esfuerzos se aproximartn por aquellos que se presentan arirelde cada una de las
caras; por esta razNn, por ejemplo, el esfuerzo corfyptepresentativo sobre la cara
BCesO, % X,y 27

Como el elemento se encuentra en equilibrio estttico, hacemmatoria de fuerzas
enxyy, respectivamente, e igualando a cero, obtenemos:

%o %6 X,y 2L %y LZ7Z yt
Wy %6 2y yZ Oy X, yZ7Z xt
X% Xy 27 x yt y
[0}

[o]

4= Tenga en cuenta que en ocasiones estos paquetes utilizarfaguerdiferente pero equivalente,
llamado elprincipio del trabajo virtua{ver, por ejemplojvarez-Mar n [0y0c¢d).



Ay 2
<
+
>
~ Al
e x
+ N’
> S
> A
é —)Txy(x+7X,y+AY)
JE e -
> |D e C
<
A = Ay
A O'X(X,y‘i‘Ty) 2‘:“ UX(X+AX,Y+T)
y - —_—
B XS By %-
1 A ] AN
D+
DX
|
y T
o)
o>
. x
S
: X
- >

Figura 5.1. Condiciones de equilibrio de un elemento rectangular cualquiera en el interior
del s6lido Q. Observe que las fuerzas mésicas también varian en el espacio. Este elemento
tiene un espesor t no mostrado y un tamafio grande, que no es infinitesimal; esto en
contraposicion al elemento mostrado en la figura 2.2 que si tiene un tamafio infinitesimal.

(g (X + AX, Y + 2 = 13y (X, y + 21)) Ayt
+(oy (X + &5,y + Ay) — oy (X + £%,y)) Axt
+Y (x+ 25,y + &) AxAyt 0.

Dividiendo ambas ecuaciones entre AXAYt y tomando limites cuando AX y Ay tienden
a cero, resulta:

UX(X+AX:y+%)_0—X(X)y+%)

lim
AX 0 AX
Ay 0
A A
+ lim

AX 0
Ay 0 Ay



, Ay
+lim X(x+2,y+2) 0
Jim X (x+ 55y +5)
Ay 0

Ty (X + AX, Y + 25) — 1y (X, y + 50)

im
AX 0 AX
Ay 0

ooy (X + By + AY) — oy (X + 22, y)
+ lim

AX 0 A
Ay 0 y

, Ay
+limY (x+2,y+2) 0
lim Y (x+ 55y +5)
Ay 0

finalmente, utilizando la definicién de derivada, obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones para un problema planteado en dos dimensiones:

oy (X, y) O01yxy(X,Y)

M + o +X(x,y) 0 (5.1a)
07xy (X, y)  0oy(X,Y)

I + 5 +Y(X,y) O. (5.1b)

Es facil demostrar que, en el caso tridimensional, el sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales resultante seria:

00y (X, Y,2)  07xy(X,¥,2) 07, (X,Y,2)
I + 3y + P +X(X,y,2) 0 (5.2a)
0Txy(X,Y,2) 9doy(X,y,2) 071y,(X,Y,2)
I + o + 5 +Y(X,y,2) 0 (5.2b)
07y (X, y,2) 01y, (X,¥,2)  00,(X,Y,7) .
I + w + r +2Z(X,y,2) 0; (5.2¢)

estas formulas se conocen como las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (in-
terno) y se deben satisfacer en todos los puntos del cuerpo; como su nombre lo indica,
estas formulas expresan el equilibrio de fuerzas en las direcciones X, y y Z en todos los
puntos interiores del sdlido. Dichas ecuaciones fueron propuestas por el matematico e
ingeniero civil francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) en 1829.

Observe que en el caso bidimensional tenemos tres incdgnitas (oy, 0y y 7xy), pero
solo las dos ecuaciones (5.1); por otro lado, en el caso tridimensional tenemos las tres
ecuaciones (5.2) y las seis incognitas oy, gy, 07, Txy, Txz Y Tyz» por lo que el problema es
estaticamente indeterminado (o hiperestatico) y para su solucion debemos considerar la
deformacion elastica del sélido, de cuyo estudio nos ocuparemos en la seccién 5.2.



Cuando la unica fuerza masica actuante es el peso propio, entonces, X(X, Y, )
0, Y(X,¥,2) —-p(X,¥,2)0y Z(X,¥,z) 0, donde p denota la masa por unidad de
volumen del sélido (densidad del material del que estd hecho el sélido) y g :  9.81m/s*
representa la aceleracion de la gravedad (ver seccién 1.5); de este modo, las ecuaciones
(5.2) se particularizan a

aO'X(X, y; Z) + aTXy(X’ y’ Z) + aTXZ(X’ y’ Z)

ox ay 0z 0
O01xy(X,y,2) 9doy(X,y,2) 071y, (X,Y,2)
ax Ty 0z —p(y.2)9 0
aTXZ(Xa y) Z) aTyZ(X) y) Z) aO'Z(X, y, Z)
+ + 0.
0x oy 0z

En la seccion 5.5.2 presentaremos un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones
diferenciales parciales de equilibrio.

Es conveniente anotar que las ecuaciones (5.2) se pueden escribir en notacién indi-
cial como

Oij,j + bi 0

parai,j 1,2,3. Aquiel subindice “j” después de la coma significa que se estd derivando
el término ojj con respecto a la variable j (o sea, g; : ng,-)’ ademads, como hay repeticion
de indices, existe una sumatoria que se debe tener en cuenta de acuerdo con la notacién
de Einstein. La ecuacion anterior se puede también escribir en notacion vectorial como

V-a+b 0

0 como
dive+b 0,

donde b denota el vector de fuerzas masicas b [X, Y, Z]'.

Las ecuaciones de equilibrio son muy generales y aplicables en el analisis de esfuer-
zos de cualquier sdlido, independientemente del material constitutivo (elastico, plastico,
etc.), ya que solo se utilizé en su deduccion el equilibrio de fuerzas. Observe que la tinica
restriccion que utilizamos es que los esfuerzos son funciones derivables y continuas con
respecto a la posicion.

Por ultimo, se deja como ejercicio al lector completar el analisis haciendo sumato-
ria de momentos igual a cero en el elemento rectangular considerado (observara que
obtiene 0 0 o alternativamente 7,y  7yx en caso de que hubiera considerado dichos
esfuerzos cortantes).

5.2. Ecuaciones de compatibilidad

Recordemos que deseamos encontrar una formulaciéon matematica que nos permita de-
terminar las componentes de la matriz de tensiones en cada punto del sélido, asumien-
do que son conocidas las distribuciones de las cargas superficiales y las fuerzas masicas.



Hasta el momento hemos determinado, en el caso bidimensional, las ecuaciones dife-
renciales de equilibrio (5.1), las cuales conforman un sistema de dos ecuaciones con tres
incdgnitas (oy, 0y y Txy), por lo que se hace necesario buscar otra igualdad que complete
el sistema de ecuaciones y asi poder resolver el problema de distribucion de esfuerzos en
un cuerpo solido bidimensional cualquiera; veremos que esta ecuacion sera la ecuaciéon
diferencial (5.6). Por otro lado, en el caso tridimensional tenemos seis incégnitas (o, oy,
02> Txy> Txz ¥ Tyz), pero apenas las tres ecuaciones (5.2). En esta seccion veremos que estas
ecuaciones se complementan con las ecuaciones (5.7), para determinar completamente
el estado de esfuerzos y deformaciones del s6lido en consideracion.

5.2.1. Ecuaciones de compatibilidad en dos dimensiones expresadas
en términos de deformaciones

Segun lo visto en la seccion 3.2, en dos dimensiones se tiene que
ou.
0x’
y derivandola dos veces con respecto a Y, obtendremos:
d’sx  d°u
ay2  axay?

También tenemos en dos dimensiones que

Ex

(5.3)

ov
£ S,
y ay
y derivandola dos veces con respecto a X, tendremos:
d’¢y 0V

e dyaxt (54)

Finalmente, recordemos que

ou s ov
Py Gy T ax
y derivandola una vez con respecto a X y luego una vez con respecto a Y, resultara:
%yxy  0%U . o’v
Oxdy 0xdy? 0yox?
Si observamos detenidamente, veremos que la ecuacion (5.5) es igual a la suma de

las ecuaciones (5.3) y (5.4); esta igualdad es la denominada ecuacion de compatibilidad
bidimensional en términos de deformaciones

(5.5)

0%yxy 0%y 0%y

oxdy  0y2 T (5.6)




Esta ultima ecuacion, junto con las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5), nos indican que los
desplazamientos U yV deben ser funciones continuas y derivables, cuyas primeras dos de-
rivadas parciales mixtas son continuas. Adicionalmente, dicha ecuacion es unicamente
aplicable cuando se presentan deformaciones pequefias.

5.2.2. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas
en términos de deformaciones

Laecuacion (5.6) también es valida en el caso tridimensional; sin embargo, no es suficien-
te para resolver nuestro problema, por lo cual requerimos deducir ain mas ecuaciones,
como se explicara a continuacion.

A partir de las ecuaciones (3.14), derivando yyy con respecto a X y a Z y derivando
Yxz con respecto a Y y a X, obtenemos

0*yxy 07 0_u+6_v 0%yxz 0? a_w+a_u
0xdz 0x0z "0y OX 0yox 0yox ~0x 0z

)E

sumando ambas ecuaciones, teniendo en cuenta que U, V y W son funciones continuas y
diferenciables, resulta

%yxy  0%yx, 0> _0u ov 0> ,ow ou

+ —+—)+ — + =

0Xx0z 0yox 0xdz “dy Ox~ dyox 0x 0z
0? a_u+a_v+ 02 6_u+6_w) i[azu+62v+62w+62u
0x0z "0y O0x~ 0yox "0z O0X 0X "0ydz 0x0z 0xdy 0yoz

02 ou 0% _ov oOw 0 0 ,0u oOw d0 ,0v Ou

ayaz&+ﬁ EJra_y ox ay oz ox’ oz &Jra_y ’

1

Vxz

Vyz Yxy

y organizando términos tenemos:

2 0%y i (- a)’yl n a)’xz N a)’xy
dyoz 0x ox ay 0z

).

Esta ecuacion establece una relacion que debe ser satisfecha entre las deformacio-
nes longitudinales y las angulares. Para ello, es necesario que cumpla los requisitos de
continuidad y de derivabilidad de los desplazamientos, ya que asi se garantiza que no
existiran grietas (esto es, discontinuidades en el campo vectorial de desplazamientos u)
o traslapos.

Procediendo de forma analoga, al intercambiar ciclicamente los indices X, y y Z re-
sultan, en el caso tridimensional, seis ecuaciones conocidas como las ecuaciones de com-
patibilidad de Saint-Venant (el matematico e ingeniero mecanico francés Adhémar Jean



Claude Barré de Saint-Venant [1797-1886] dedujo estas ecuaciones en 1864), las cuales
deben ser satisfechas por las deformaciones:

0ex 0y Oy 2o 0 0w Opa Oy

0y? 0x? 0xdy 0ydz OX 0x oy 0z

0%¢y . 0%, 0%y, 5 0’y 0 0Oy Oyx s ayxy) (5.7)
0z2 0dy? 0yoz 0x0z 9y -~ 0x ay 0z

6282 " 628)( 62)))(2 2 6282 2 ayyZ i ayXZ _ a)’xy) .

ax2  0z2 0x0z oxdy 9z ~ox ady o0z 7’

y usando la notacién indicial, estas férmulas se pueden resumir en una tnica ecuacién
Eijkm t €mk,ji — Eik,jm — Emjki O

para i, J,K,m 1,2,3. Esta Uinica ecuacion representa 81 ecuaciones diferenciales par-
ciales; no obstante, debido a la simetria del tensor de deformaciones &;j, solo las seis
ecuaciones mostradas en (5.7) son distintas.

Las ecuaciones (5.7) se pueden reducir al siguiente sistema de tres ecuaciones dife-
renciales parciales independientes de cuarto orden:

64£X 03 (_ a)/yz 4 nyz N a)’xy)
0y?0z> 0x0yoz X ay 0z
) a4£y 63 (a')/yz B a)/xz + a))xy)
0Xx20z> 0x0dyoz ~ 0x oy 0z
2 O, 0’ (a)’yz + 6)/xz _ a)’xy);
0x20y? 0x0ydz ~ 0x ay 0z

sin embargo, la forma dada por (5.7) es la que generalmente se emplea, porque su uso
matematico es mucho mas sencillo, a pesar de que estas seis ecuaciones no son mutua-
mente independientes.

A continuacién, plantearemos la ecuacion de compatibilidad para los casos de ten-
sion y deformacion plana, los cuales particularizan un caso tridimensional en uno bidi-
mensional.

5.2.3. Ecuacion de compatibilidad para el caso de tension plana
expresada en términos de esfuerzos

Recordemos que el caso de tension plana (ver seccidon 4.8.1) es una particularizacion del
analisis de esfuerzos tridimensionales para la cual

0; Txz Tyz O.



Recordemos, también, las ecuaciones (4.34) que se reescriben a continuacién por conve-
niencia:

1 1 1
Ex E (ox - Vay) €y E (O'y - v0y) Pxy aTxy;

si derivamos &, dos veces con respecto a Y, ey dos veces con respecto a X y yyy una vez
con respecto a X y una vez mas pero con respecto a Y, tendremos

Pey 1 02 Pe, 1 02 Py 1071y

dy> Eay? (0= voy) x> Eox? (oy = vax) oxdy G axdy’

Al sustituir estas ecuaciones en la ecuacion de compatibilidad en dos dimensiones (5.6)

0%yxy 02£X+02£y
oxdy dy* oax2’

obtendremos
égj:g; é :22 (ox —voy) + é% (oy —voy)
o S v,
y teniendo en cuenta que G %, resulta
g:a;y/ 2(11+ v) (%( “vo) + aa; (o = voy)). (5.8)

Reescribamos las ecuaciones diferenciales de equilibrio en 2D (ecuaciones [5.1]):

doy . O7xy X 0 01xy Ooy

6_xay axayYO

si derivamos la primera ecuacion diferencial de equilibrio con respecto a X y la segunda

ecuacion diferencial de equilibrio con respecto a y, obtenemos
620X 0? Ty 0X 0 0%1yy . 0%ay . oY
0x? axay X oxady 0y* ady

0;

y sumando ambas ecuaciones y despejando el término que contiene a 7y, resulta

0Ty 1 020x+620y+0_x+0_Y
oxdy 2 “0x* dy* o0x 0y

(5.9)

Igualando la ecuacién (5.8) con la ecuacioén (5.9) y manipulando matematicamente,
obtenemos
1 0? 0? 1  0%0y 620y o0X aY

2@y e (v gl va)) (G G T e T ay







g:)x)y/ = (1E+ 2 ( i (O'X A-v)-voy) + (ay 1-v)-voy)).

(5.11)

Recordemos que, a partir de las ecuaciones diferenciales de equilibrio, hallamos la
ecuacion (5.9):

oxay 2 6x2 ay> ox oy

si igualamos esta ultima con la ecuacién (5.11), resulta

);

G (1E+ V) (— (ox (1= v) - vay) + % (oy (1= v) =vox))

_l(azax 620y a_x aY)
2 " 0x? 6y ax

y simplificando la ecuacién anterior, teniendo en cuenta que

G(A+v) EQ@+v) 1

E 2(0+v)E 2

conduce a

N N S S R i

B B B O_X oY
axz  ax oy? oy? ox?  0dy?> 0X ay
0%o 0 0 020, 0%c oX aY
1— y X B X y AN AS
AN G+ g a-NCGE+3D 50—
020y 0 o 0%0y 620y o0X aY
C-NGe oy Yo "oy Gkt s
02 0*  0? 1 ,0X oY
(W O_W)GX+(W+0_)/2)GV _ﬁ(&+a_y)’
se obtiene finalmente:
62 0? 1 _0X 0Y
Fvehd ) (oetoy) -1 (G + ay) , (5.12)

que es la ecuacion diferencial de compatibilidad para el caso de deformacion plana expre-
sada en términos de esfuerzos.



5.2.5. Ecuacion de compatibilidad general para el caso bidimensional
expresada en términos de esfuerzos
De acuerdo con las ecuaciones de compatibilidad para los daedessiNn y deforma-

ciNn plana, podemos deenir una fNrmula general de compatéililara el caso en 6D
en t’rminos de esfuerzos:

KK, < KY A
=— — " %o . Z KOG':kI~ = — .0
CEK)@ Ky Q0x y Ky ( Q)
donde ¢ . N
, ~O # paraelcaso de tensiNn plana R
KO 1 (@) . (O¥)
o BF para el caso de deformaciNn plana.

La ecuaciNn.Oc¢)se puede escribir en notaciNn indicial co®b;;  Kdp; ;, donde
b denota el vector de fuerzas misibas X, Y T (recuerde que estamos analizando
el caso bidimensional). Cabe aclarar que podr-amos escribiutzcéNn .O¢)de una
forma mis concisa utilizando la nomenclatura:

s KK . KX KY A
© e Ky divb % Ky’ (.0)
donde®©° simboliza ebperador laplaciano bidimensionallivb expresa la divergencia
del campo vectoriab (ver ap’ndiceA.Oy. Reemplazando las ecuaciorie® ) en la
ecuaciNr .O¢) tenemos
©°%o .yZ Kedivb.

Como en ladeducciln de la ecuaciNdc)se usN la ley de Hooke, esta solo es vilida
para sNlidos hechos con materiales eltsticos, linealespisfiyrhomog’neos (en com-
paraciNn con la ecuacifird), que es vilida para estructuras de todo tipo de material).
Ademis, como se supuso que el coesciente de Poigsoel mNdulo de Youn& no
var an en el espacio, se asume que el material debe ser hornogttieonalmente, las
ecuacione$.a) y (.O¢)solo son vilidas cuando las deformaciones son peagie

Observe que cuando las fuerzas miskKgsY son homog’neas (en otras palabras,
gue no var an en el espacio),

KX KY

Kx Ky
Por lo tanto, en este caso, la ecuaciNn de compatibilid@d)se reduce a la llamada
ecuaciNn de L%}

y.

© K . -

4\ En honor al ingeniero y matemztico franc’s Maurice L"vy (3040y).



En este caso, en la ecuacidn (5.16) no aparecen las constantes elasticas del material, lo
que quiere decir que la distribucion de esfuerzos debe ser igual para todas las estructuras
en tension o deformacion plana, siempre y cuando se trate de contornos idénticos y de
estructuras sometidas al mismo sistema de fuerzas superficiales y al mismo sistema de
fuerzas masicas constantes. Esta ecuacion es la que fundamenta el analisis de esfuerzos
en estructuras sometidas a tensién o deformacién plana mediante una técnica experi-
mental llamada fotoelasticidad.”

5.2.6. Ecuaciones de compatibilidad en tres dimensiones expresadas
en términos de esfuerzos

Si se utilizan las ecuaciones (4.3) y (5.2), es posible expresar las ecuaciones de compati-
bilidad (5.7) en términos de esfuerzos; estas son las llamadas ecuaciones de Michell, en
honor al matematico australiano John Henry Michell (1863-1940) que las propuso en
1900. Estas ecuaciones se presentan a continuacion (su deduccién se encuentra enTimo-
shenko y Goodier [1970, seccién 85]):

L 00 v ox ov oz, ox
1+ v 0x? l1-v "0x dy 0z 0x
. 1 0’0 v 6_X+6_Y+0_Z _ZO_Y

1+v 0y? 1-v "0x dy 0z dy
L] 0’0 v 0_X+6_Y+0_Z _ZG_Z

1+v 0z? 1-v "0x 0dy 0z 0z

1 0°0 oYy 09z

V2o, +

(5.17)

2
Vit T oy Yoz oy
V21X2+Laz® &
1+v0x0z 0z Ox
5 1 0’0 0X 0Y
Vi Tyy +

1+v0xdy - $+$

y se pueden escribir de forma compacta con la notacion indicial como

1 v
Oijkk + —— @) ———8ijbkk — bij - bjs
ij,kk 1+ v Jj 11—y ijVkk i, IN

0" En el método fotoelastico, un material transparente se somete a una luz polarizada y a unas fuerzas;

segln la llamada ley de Brewster o ley tenso-Optica, el material responderd mostrando unas fran-
jas del igual color, las cuales se pueden interpretar como curvas de esfuerzo cortante maximo Tmax
constante, siempre y cuando el esfuerzo fuera del plano sea el esfuerzo intermedio, es decir, 07 en el
caso tridimensional. Se refiere al lector al video http://www.youtube.com/watch?v=t6ST_sTkCNg,
a Timoshenko y Goodier (1970, capitulo 5) o a la pagina de Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/
Photoelasticity para mas informacion sobre esta técnica experimental.


http://www.youtube.com/watch?v=t6ST_sTkCNg
http://en.wikipedia.org/wiki/Photoelasticity
http://en.wikipedia.org/wiki/Photoelasticity

Considere una condicion de tensién plana, en la cual

&, y) a(x®>+y%) v yy(xy) 2xy,

donde a es una constante. Encuentre la deformacién longitudinal ey (x, y) correspon-
diente que sea fisicamente valida, asumiendo una condicién en la que las fuerzas ma-
sicas se consideran nulas y el material es elastico, lineal, homogéneo e is6tropo.

Para que ¢y (x, y) sea fisicamente valida, se debe satisfacer las ecuaciones de compatibi-
lidad en términos de deformaciones (5.6) y esfuerzos (5.16).

En el primer caso, tenemos que, al reemplazar &y y yxy en (5.6), con la ayuda del
siguiente cédigo de Maxima:

/= Se especifica que ey es una funcion de x y de y =/
depends(ey, [x, yl)$

/* Se definen las deformaciones longitudinales y angulares =/
ex : ax(x"2 + y"2);
gxy : 4xxxty;

/= Se verifica la ecuacion de compatibilidad en términos de deformaciones =/
diff(gxy, x, 1, y, 1) - diff(ex, y, 2) - diff(ey, x, 2) = 0; /= ec. (5.6) =/

© © N O g A W N

resulta la ecuacion diferencial

0%ey(x, y)

92 4 - 2a;
X

integrando esta ecuacion una vez con respecto a x resulta

Oey(x, y)

I (4-2a)x+g(y),

siendo g una funcién de integracion. Integrando de nuevo obtenemos que

gy(x,y) Q-a)x*+g(y)x+C, (5.19)

donde C, es una constante de integracion.

En el segundo caso, para poder verificar como se satisface la ecuacion diferencial
de compatibilidad en términos de esfuerzos de Lévy (5.16), primero debemos calcular
dichos esfuerzos para luego reemplazarlos en la ecuacion diferencial de compatibilidad,
lo cual hacemos con el siguiente c6digo de Maxima:

| /> Se especifica que g es una funcion de y =/
u| depends (g, y)$



obteniendo

N A

Oa# # a ¢y c 0a# # a c#yY “a# # a @x°
o

C\
© X #X

y concluyendo que

~ aO .
y a Oy OXT ax’ Cp

5.3. Condiciones de frontera

La soluciNn de las ecuaciones diferenciales presentadag eagstlo requieren tam-
bi”’n la especiecaciNn de las condiciones de frontera del sNlitis Bascriben, por ejem-
plo, laforma como estt soportado el sNlido o las cargas stipks aplicadas; lo anterior
se modela matemitticamente para deenir ya sea los desplazasieiis esfuerzos en
los puntos del contorno del sNlido. Por un lado, la condiciNrraietéra en la cual se
especiscan los desplazamientos se conoce en mecinica de sidtidmsondiciNn de
frontera esencialle desplazamientocinemziticaPor otro lado, la condiciNin de frontera
que describe los esfuerzos en el contorno del sNlido se cenadembito de la mect-
nica de sNlidos commndiciNn de frontera naturale fuerza de esfuerzd.a sgura .c
muestra una idea general de especiscaciNn de las condicionemtkr

CondiciNn de frontera CondiciNn de frontera
donde se especiscan los donde se espem-can las
desplazamlentos X,y* ¥y fuerzas super-mal X, ye

*&Q ﬁ

CondiciNn de frontera

mixta donde se especiscan
las fuerzas en una direcciln
y los desplazamientos en la
otra

Cond|C|Nn de frontera
donde se especiscan las
fuerzas supersciales

x,y0 yy¥x,ye y

Figura .c. La especiecaciNn de las condiciones de frontera incluye laige#én de
los desplazamientos y los esfuerzos aplicados en la frontesiliigo.



A continuacidn, explicaremos coémo convertir las cargas aplicadas en el contorno del
solido a esfuerzos dentro de él, teniendo en cuenta su geometria.

5.4. Condiciones de equilibrio en la frontera

Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (ecuaciones [5.1] y [5.2]) y de compa-
tibilidad (ecuaciones [5.6] y [5.7]) forman un sistema de ecuaciones que permite mode-
lar matematicamente la variacion de los esfuerzos en el interior del sélido. Sin embargo,
no hemos revisado qué es lo que pasa en la frontera ni considerado de qué forma las
fuerzas superficiales se convierten en esfuerzos en el interior del sélido. Este es el tema
que abordaremos en la presente seccion.

Recordemos que en la frontera del sélido debe haber equilibrio de las fuerzas inter-
nas con las fuerzas externas; veremos en esta seccion como se convierten dichas fuerzas
externas en esfuerzos en el interior del sélido, de modo tal que las fuerzas externas se
puedan entender como una continuacién natural de la distribuciéon de dichos esfuerzos
en el interior del sélido. Analizaremos primero qué pasa en el caso bidimensional y luego
en el caso tridimensional.

5.4.1. Analisis en dos dimensiones

Denotemos por 0€2 la frontera de un sélido Q). Como estamos trabajando en el caso bi-
dimensional, podemos describir la frontera como una curva paramétrica (x(s), y(s))
cerrada simple (ver apéndice A.9), parametrizada con respecto a la longitud de arco me-
dida a lo largo de la curva. Aqui s > D es el llamado pardmetro de longitud de arco de la
curva, el cual por definicién de las funcionesx : D - yy:D —  debeincrementarse
en el sentido contrario a las manecillas del reloj, tal y como se muestra en la figura 5.4.
Como s varia con la longitud de arco, s toma valores en el intervalo D : [0, p), don-
de p representa el perimetro del sélido €, es decir, 0Q); de este modo, y con abuso de
notacion, (x(0), y(0)) y (x(p), y(p)) representarian el mismo punto. La ecuacion de
Cauchy (ecuacion [2.3]) nos permite analizar no solo los esfuerzos en el interior del soli-
do, sino también las condiciones en la frontera. Supongamos que las fuerzas superficiales
estan representadas por un vector f(s) [X(s), Y(s)]T que también es paramétrico, cu-
yas componentes describen la variacion de las cargas superficiales referidas a la unidad
de longitud periférica (en el caso bidimensional) en las direcciones x y y, respectiva-
mente. Asi mismo, en el punto (x(s), y(s)) tenemos un vector unitario f1(s), normal a
la superficie, que apunta hacia el exterior del sélido; entonces, utilizando la ecuacion de
Cauchy,

X(s) 0'x(5) Tx (S) “(S)
Gy Gu) 0,602 By (521

fTse “se n"se

na
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Figura 5.5. Componentes del vector # := n(s). La curva gruesa representa la
frontera del s6lido y el vector normal a ella estd ubicado en el punto (X(s), y(S)).

. T
Caso 3: como eneste caso f1: [cos (7 + @), cos (§ +¢)] , tenemos:

—dy dy
a cos(m+9) -—cosd "L ds
. ) dx
B cos(F+¢) -sind %
Caso 4: finalmente, 71 : [cos (27— ¢), cos (F - (]))]T:
a cos(Qm—¢) cosd d_y
ds
) dx
B cos(Z-9¢) -sind %

De lo anterior se deduce que las componentes del vector # estan relacionadas con la
geometria del s6lido mediante

at) LY py -2




Yy, en consecuencia, en el caso bidimensional tenemos:

dy'ss dx's T_ .

A .
s> s a5 (.00)

esta fNrmula es vilida para todos los pufitdss, y" s que deenen la frontera& del
sNlido. Se hace "nfasis en que la ecuaciNn anterior es vilida enteasuando la curva
"X s,y e est” parametrizada con respecto a la longitud de arco.

Se deja como ejercicio al lector demostrar que el vector tdagela curva param’-
trica”x" s,y s, que apunta en el mismo sentido de la curvay se graeca a medida que
saumenta, est} dado por

% dx"ss dy's T
s :
ds ds

Curva param’trica

Determine la curva param’trica asociada a un sNlido con formaleirc

Considere un sNlido circular , cuyo contorn& estt especiscado por la curva pa-
ram”trica"x"1e,y 1lee dada porx"1le rcoslyy le rsinldondel > vy,Gte;
dichas ecuaciones corresponden a una circunferencia de ramiatrada en el punto
"X,y "y, ye y cuyo per metro es#y. Al intentar aplicar la ecuaciNnoo) resulta el
vector
dy’le dx"1e '
di ' di

cuya norma e3hY r; observe que no es un vector unitario.

Dicho contornoK puede describirse alternativamente mediarite” s, y" s»¢, don-
dexss rcostyy's rsin?paras> y,0tre. Estas ecuaciones s estfn parametriza-
das con respecto a la longitud de arco, por lo que al aplicazdaa@Nr{ .00) resulta el
vector

rcosl, rsinl T,

dy'ss dx's T

ds ' ds
el cual es unitario, ya quéY O; este vector es normal a la circunferencia y apunta
hacia afuera del sNlido.
He aqu laimportancia de parametrizar el contoll@on respecto a la longitud de

arco para obtener, mediante la ecuaciNio), el vector normal al contorno del sNlido
y que apunta hacia afuera.

n

coss, sins ',



5.4.2. Analisis en tres dimensiones

Si realizamos un analisis similar al propuesto para el caso bidimensional, obtendremos
el siguiente sistema de ecuaciones:

X2 62 (e () ()
T(y.2)  tyGpn2) o(ans) mlorns) Floyz) . | (5.23)
2(6,9.2)  ta(nd) 1p(ngnz) a(upnd)  y(xp.e)

o xy,ze a X,y,z¢ n°x,y,ze

el cual se cumple para todo punto (x, y,z) que pertenece a la frontera 0€). Este sistema
de ecuaciones relaciona las cargas superficiales con la geometria de las fronteras del soli-
do y con los esfuerzos internos; tenga en cuenta, sin embargo, que en tres dimensiones
no es posible describir la frontera como una curva paramétrica. Las ecuaciones (5.23) se
conocen como las ecuaciones de equilibrio externo tridimensionales, en contraste con las
ecuaciones diferenciales de equilibrio (interno) tridimensionales (5.2).

5.4.3. Nota sobre la nomenclatura

Recuerde que, segtn lo dicho en la seccion 1.5, en este documento estamos utilizando
las funciones X, Y y Z para representar las funciones ) -  que describen la variacion
de las fuerzas masicas por unidad de volumen en el interior del sélido €. Por otro lado,
estamos empleando los simbolos X, Y y Z para representar las funciones 0Q -  que
describen la variacion de las fuerzas suprerﬁciales por unidad de area en el contorno 0Q)
del solido Q; por ultimo, x : [x, y,z] representa la posicion en el espacio referida a
los tres ejes coordenados.

5.5. Equilibrio estatico

Sobre un sélido Q cualquiera actiian fuerzas masicas y superficiales representadas, res-
pectivamente, por los campos vectoriales b [X, Y, Z]"y f [X, Y, Z]". Es impor-
tante tener en cuenta que las fuerzas superficiales son cargas distribuidas aplicadas en el
contorno 0€); note que dichas cargas distribuidas incluyen la reaccion de los apoyos.

Se dice que un cuerpo se encuentra en equilibrio estdtico cuando tanto la resultante de
las fuerzas mdsicas f,,, ¥ superficiales f . s .o, actuantes sobre dicho sélido como
la sumatoria de momentos actuantes debidos a las fuerzas masicas m ;.5 y superficiales
Myperficiales Alrededor del origen de coordenadas 0 valen cero; en otras palabras,

f mésicas T f superficiales 0 Mmssicas T Msuperficiales 0.






factorizando t y teniendo en cuenta que es diferente de cero resulta

.[[Q X(x)da+ fm X(E)ds o J]’Q Y(x)dA+ fm Y(s)ds o,

siendo en este caso x  [x, y]T el vector posicién. Adicionalmente, teniendo en cuenta
que[x, y, 0]" x[X, Y, 0]T [0, 0, xY — yX]T, la ecuacion (5.24b) se convierte en

t J].Q (xY(x) - yX(x))dA+1t fm (x ()Y (s) - y(s)X(s))ds ©

que, al factorizar t y dado que t X 0, se obtiene:

f IQ (xY(x) - yX(x)) dA + fﬁm (x(s)Y(s) - y(s)X(s)) ds .

Es importante recordar que aqui el perimetro del sdlido estd parametrizado con respecto
alalongitud de arco medida a lo largo de la curva y que s es el parametro de longitud de
arco de la curva.

5.5.1. Ecuaciones integrales de equilibrio

El razonamiento anterior se puede generalizar, de modo que podemos postular el si-
guiente enunciado, el cual fue originalmente propuesto por Cauchy. Sea un sdlido €,
el cual esta sujeto a unas fuerzas masicas y de superficie representadas por los campos
vectoriales b y f, respectivamente. Entonces cada subdominio V de un sélido (, o sea,
cada V b Q satisface las siguientes ecuaciones de equilibrio:

J' f b AV + ﬁv f(x)ds 0 (5.25)

J]I/xXb(x)dV+ ﬁvaf(x)dS 0,

donde x : [x, y, z]T > V representa la posicion de un punto en el sélido. Dichas
ecuaciones se conocen como las ecuaciones integrales de equilibrio. Es necesario hacer
énfasis en que, a diferencia de las ecuaciones integrales (5.24), las cuales se efectian en
el dominio ), las ecuaciones anteriores tienen como dominio el subconjunto V' b Q,
por lo que la ecuacién (5.25) es mas general.

5.5.2. Un enfoque alternativo para deducir las ecuaciones
diferenciales parciales de equilibrio
Enla seccion 5.1 se dedujeron las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio al hacer

las sumatorias de fuerzas en un elemento diferencial de sélido. En esta seccion volvere-
mos a deducir dichas ecuaciones utilizando un enfoque alternativo, el cual considera



5.6. Calculo de los desplazamientos a partir de las
deformaciones

Por simplicidad, consideraremos el caso bidimensional. Una vez se conocen las defor-
maciones en el sélido, se podrian determinar los desplazamientos u y v a partir de la
integracion de &y y €y (ecuaciones (3.12)ay (3.12)b). De este modo,

u(x, y) J.sx(xo,ey) dx® f(y)
V@) [ eoyIdyT (),

y reemplazando dichas ecuaciones en la ecuacion (3.14a), o sea, en yyy

(5.26)

du ov .
3yt 30 resulta:

0 0
Poen) g (et an® f6N) + 5o ([ et yIdy™ ().
esto es,

YD LD -5 et ad - ([ o389 620

Observe que el desplazamiento depende de dos funciones f(y) y g(x); encontrar
f(») y g(x) demanda cierta pericia en el calculo de la solucién, ya que estas dos funcio-
nes contienen términos asociados a los desplazamientos y rotaciones rigidas del sélido.
Por ello, la determinacion de f y g requiere que existan unas condiciones de apoyo ade-
cuadas del solido, de modo tal que se puedan controlar el desplazamiento y la rotacion
como sdlido rigido; de hecho, es necesario formular los desplazamientos u y v con al
menos tres ecuaciones independientes.

Desplazamientos asociados al desplazamiento y la rotacion rigida

Segun lo discutido en la seccion 3.5, ni el desplazamiento ni la rotacion rigida produ-
cen deformaciones longitudinales o angulares en el solido; en otras palabras, 4 (x, )
ey(x,¥)  yxy(x,y) 0 paratodo (x, y) en el sélido Q. En este caso, a partir de las
ecuaciones (3.12)a y (3.12)b, (ex g—)‘: y & g—‘)’/, respectivamente) obtenemos que los
desplazamientos estan dados por

u(x,y) a+f() v(x,y) ¢+ g(x), (5.28)

donde ¢, y ¢, son constantes de integraciéon y f y g son dos funciones, de una tnica va-
riable, que debemos determinar. Para tal fin, al reemplazar las dos ecuaciones anteriores
ou , ov

enYxy gy *ox (ecuacion [3.14a]), resulta:

df () | dg(x)
dy dx

pn) 3o @ s FON* 3 (s g)) 0. G29)
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Figura 5.6. El rectangulo mostrado con vértices de coordenadas (0,0) y (X, Y)
sufre un desplazamiento rigido Uy en la direccién X y otro vy en la direccién y;
adicionalmente rota rigidamente un angulo wy, medido en radianes y en sentido
antihorario. Observe que el desplazamiento del punto (X, y) estd dado
por las ecuaciones (5.31). Para el calculo de las distancias woX y —woy
se tuvo en cuenta el hecho de que para angulos pequefios wy ~ tan wy.

La ecuacidn anterior la podemos descomponer en dos ecuaciones diferenciales, a saber:

df (y) vy O dg(x) w0, (530)
dy dx

siendo w, una constante arbitraria. Observe que al sumar las dos ecuaciones (5.30) vol-
vemos a obtener (5.29); al resolver las ecuaciones diferenciales (5.30) se deduce que
f(y) -—woy+d yque g(x) wox + d,, donde d; y d, son otras constantes de inte-
gracion. Al reemplazar esas ecuaciones en (5.28) se tiene que u(x,y) ¢ +di— woyy
que v(x,y) ¢+ dy+ wox;sihacemosuy ¢ +dyyvy ¢+ d,, obtenemos que los
desplazamientos asociados a la rotacion y al desplazamiento rigido en las direcciones x
y y estan dados, respectivamente, por

u(x,y) up—woy v(x,y) Vo + wox; (5.31)

aqui ug y v, representan el desplazamiento rigido en las direcciones x y y, respectivamen-
te, y wy es una constante que representa, para angulos pequefios, el angulo de rotacién
rigida del solido medido en radianes. Las ecuaciones (5.31) se interpretan graficamente
en la figura 5.6.

Enla seccidn 5.4 se aplicaran las ecuaciones aqui deducidas para el calculo de los des-
plazamientos de la viga simplemente apoyada analizada en la seccidon 4.9 y en el ejercicio
propuesto 10. se analizara una viga en voladizo sometida a una carga uniformemente dis-
tribuida; también se hara extensivo uso de esta metodologia en el capitulo 6.



5.7. Funcion de tension de Airy

Usando un artificio matematico es posible, en el caso bidimensional, reducir las dos ecua-
ciones diferenciales de equilibrio (5.1) y la ecuacion diferencial de compatibilidad (5.13)
a una sola ecuacion diferencial.

Sea V(x, y) una funcion™ tal que

X(x,y) —W (5.32a)
Y(x,y) —W, (5.32b)
v hagase
ox(x, ) %;’y)woc,y) (5.33a)
oy (x> ) WJrV(x,y) (5.33b)
Txy (%, ¥) —%ﬁ;’yy). (5.33c)

Las funciones dadas en (5.32) y (5.33) fueron definidas por el matematico y astréno-
mo britanico George Biddell Airy (1801-1892) en 1862, por lo que la funcién ¢ se conoce
como la funcion de tension de Airy (Airy stress function en inglés). Note que en este caso
b -VV,donde b denota el vector de fuerzas méasicasb [X, Y] .

Para propositos practicos, reescribimos las ecuaciones diferenciales de equilibrio
(5.1) y la ecuacién de compatibilidad bidimensional (5.13):

0 0 0
99x , 9%y x4 D Iy o (5.1)
ox 0y ox 0y
0> 02 0X 0Y
w + a_);Z) (O'X + O'y) K1 (a + 5) . (513)

Si reemplazamos las ecuaciones (5.32) y (5.33) en las ecuaciones diferenciales de equili-
brio (5.1), veremos que la funcion de tension de Airy satisface dichas ecuaciones (o sea,
obtendremos que cero es igual a cero [0  0]; por favor, jcompruébelo!). Ahora, se de-
ben reemplazar las ecuaciones (5.32), (5.33a) y (5.33b) en la ecuacion de compatibilidad
(5.13); para tal fin, es necesario calcular las derivadas indicadas a continuacion:

ﬂ+V Jdox  0°¢ +8_V 0% 0y ‘¢ +62V
0y? Ox 0xdy* O0x 0x?  0x?0y*> 0x?

(5.34)

Ox

™ La funcién V pertenece a un tipo especial de funciones conocidas como funciones potenciales esca-

lares, las cuales sirven para representar un valor fisico como la derivada de V.



doy 0°¢ 0V 0%0y 64¢ 0’V

9y 9y ay o oy oy O
0 00, 29 3V o, 0'd PV
% 0x2 TV 0x 0x3 ox 0x2  Ox* " 0x2 (5.36)
doy 0°¢ OV 0’0y 0 0%V
dy 0yox? ’ oy 0y* 0x20y? ’ 0y? (5.37)
ov 0X 02V
v v v -
oy oy 0y '

Reemplazando las ecuaciones (5.34) a (5.39) en la ecuacién de compatibilidad (5.13),
tenemos:

0‘¢ .\ 0’V s 0 s 0V . 0‘¢p . 0%V . 0 s 0V 1(02V 0V
0x20y* 0x> 0x* 0x2 0dy* 0y* 0x20y> 0y? 0x? 6)/
affé"yz *2‘325 e 3}‘1’ R
04 s o9 0% (-2-K) (62V 62V

axt  “0x20y7 | 0y

y haciendo K, : -2 - K; (ver ecuacion [5.14]), tenemos:

‘¢ ‘¢ 0 0’V 0%V
+2 =+ =) 5.40
ox*  0x20y? ’ ayt N ox? i dy? (5.40)
©%9 o

que se escribe en notacién indicial como

O +20 02+ 92w Ko (Vi+ Vi),

donde
v—1 parael caso de tension plana
K, 12y 4
—7+ parael caso de deformacién plana.

La ecuacion (5.40) también se puede escribir en forma compacta como

vid K,v2V. (5.41)



A este tipo de ecuaciones diferenciales parciales se les conoce como ecuaciones biarm0-
nicas y a sus soluciones como funciones biarmonicas. Aqui al término V*¢ se le llama
biarmonico de ¢ y al término V2V se le conoce como el laplaciano de la funcién V.

Es importante anotar que el biarmoénico de ¢ es el laplaciano del laplaciano de , es
decir, V¢  V2(V?9):

0‘¢ ' 0*d 02 92¢ azq)
ox4 Zaxzayz + ay4 axz ayz) (6x2 ay2 (5.42)
©4¢ ©2°© 2¢.

esta demostracion es trivial y se deja como tarea al lector.

Tenga en cuenta que en la deduccion de (5.40) se empled la ecuacion (5.13); esta ecua-
cidn es valida, unicamente, para materiales elasticos, lineales, isétropos y homogéneos.
Note que para el caso de fuerzas masicas constantes, la ecuacion (5.41) se reduce a

vt 0, (5.43)

que se conoce como la ecuacion biarmonica. De esta ecuacidn se puede concluir que para
el caso de fuerzas masicas constantes, la distribucion de tensiones es la misma para el
estado de tension plana y para el estado de deformacién plana; por ejemplo, cuando la
fuerza masica resultante se reduce al peso propio tenemos que la funcién potencial V es

Vo opgy
¥, por lo tanto,

ov oV
X -—— Y —— -pg;
ox 0 ay PY

en consecuencia, el laplaciano % Y + 577 o V dela ecuacion (5.40) se anula, obteniendo (5.43).

En este caso, las ecuaciones (5.33) se reducen a
2¢ 2¢ 0%

Ox ayz pgy Uy axz ng Txy _axay'

La funcion de tension de Airy se utiliza en mecanica de so6lidos para deducir analiti-
camente muchas condiciones de esfuerzo presentes en sélidos con determinadas geome-
trias bidimensionales particulares de cierta importancia practica (no existen las funcio-
nes de tension de Airy para el caso tridimensional). EIl método consiste en asumir una
funcién de tension ¢ que depende de unos coeficientes desconocidos y que satisfaga el
biarmonico; luego, se estima el campo vectorial de esfuerzos, deformaciones y desplaza-
mientos y, a partir de las condiciones de frontera, se estima el valor de los coeficientes
desconocidos. Se refiere al lector a Timoshenko y Goodier (1970, seccion 22), Sadd (2005,
capitulo 8) y Ortiz-Berrocal (1998, capitulo 6) para ver algunas deducciones relaciona-
das con estas ecuaciones. En Alvarez-Marin (2023a), estudiaremos la solucién numérica
de problemas de elasticidad utilizando la funcién de tension de Airy y el método de las
diferencias finitas.

Seguidamente, se presentara un método para estimar los esfuerzos en una viga utili-
zando dicha funcion de tension.
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Célculo de los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos en una viga
utilizando la funcion de tension de Airy

Consideremos la viga mostrada en la figura 4.20, la cual soporta sobre su cara superior
una carga uniformemente distribuida de magnitud q. De dicha viga, se desea calcular
analiticamente los esfuerzos oy, oy y Tyy, que actiian sobre ella utilizando la funcién
de tension de Airy.

Antes de continuar, se solicita al lector leer de nuevo las dos primeras paginas de la
seccion 4.9 para mayor provecho de las explicaciones.

Para calcular los esfuerzos, deformaciones y desplazamientos del sélido en cuestion,
utilizaremos el siguiente c6digo de Maxima:

t : 1$ /= espesor = 1 m =/
V : 0% /> V=0, ya que no se consideraran las fuerzas masicas =/

/= Se propone la funcién de tension de Airy =/
phi : A20%x"2 + A21xx"2xy + A03xy~3 + A23xx"2xy"3 - A23xy"5/5$%

/= Se define el laplaciano y el biarménico de una funcién """ =/
lapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ 7/~ laplaciano de f ~/
biar(f) := expand(lapl(lapl(f)))$ /* biarménico de f (5.42) =/

/> Se verifica que se satisfaga la ecuacion (5.40) =/
if biar(phi) = K2xlapl(V) then
print("La_ecuacidn_biarménica_se_satisface") /= se imprimird esto =/
else
print("La_ecuacién_biarménica_no_se_satisface")$

/= Se definen los esfuerzos utilizando la funcién de tensién de Airy =/
sx : diff(phi, y,2) + V§ /= ecuacion (5.33a) =/
sy : diff(phi, x,2) + V§ /= ecuacion (5.33b) =/
txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /= ecuacion (5.33c) »~/

/= Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) =/
/>y la fuerza axial (4.43c) =/

V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, x=xx), z, 0, t), y, -c, c)$
M(xx) := -integrate(integrate(ev(sx, x=xx)xy, z, 0, t), y, -c, c)$
faxial : integrate(integrate( SX, z, 0, t), y, -c, c)$

/> Se establecen las condiciones de frontera (4.42) =/
el : ev(txy, y=+c) = 0%

e2 : ev(txy, y=-c) = 0%

e3 : ev(sy, y=tc) = q/t$

e4 : ev(sy, y=-c) = 0%

/= Se establecen las condiciones de frontera (4.43) =/
e5 : V(-L) = -qgxL$

e6 : V(+L) +q*xL$

e7 : M(-L) 0%
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ey(X,Y) ~200E (-10¢° - 15¢%y — 6¢%vy — 15vX%y + 5y° + 10vy® + 15vyL?)
3
P Y) e+ (- e)x.

Por ultimo, para calcular los desplazamientos hacemos uso de las formulaciones des-
critas en la seccién 5.6.

/= Se calcula la ecuacion (56.27) =/
df_dy_dg_dx : gxy - diff(integrate(ex, x), y) - diff(integrate(ey, y), X);

/> y se separan sus términos df_dy y dg-dx teniendo en cuenta el término =/
/= constante w0 =/

df_dy : expand(ev(df_dy_dg_dx, x=0)) + w0;

dg_dx : expand(ev(df_dy_dg_dx, y=0)) - w0;

De esta forma,

df(y) , dg¢) .
dy dx ® 7 20¢3E

af) dg(x)
dy dx

(24¢? +15¢%v — 5% + 15L2) X — wp;

aqui el lado derecho de la ecuacion anterior es lo almacenado en la variable df_dy_dg_dx
de la linea 62.

Observe que en la ecuacion anterior se realizo la separacion de términos asociados
a cada una de las derivadas df(;—yy' y dggxx' , teniendo en cuenta que f y ¢ son funciones de
Y y X, respectivamente, y que se incluyd un tercer término constante wy.

Como lo que nos interesa son los términos f y g, se integran estos:

/= Se integran las funciones df_dy y dg—dx teniendo en cuenta las =/
/= constantes de integracion u0 y vO =/

f : integrate(df_dy, y) + u0; /~ T es una funcién solo de y =/

g : integrate(dg_dx, x) + vO; /> g es una funcién solo de x =/

Para obtener:

f(y) woy+Uo

-9 2 2 2 2 y2
X) ——=(48c” +30c"v - 5X* + 30L") X* — woX + Vo,
T )X = w0y + vy
donde Uy y V, son constantes de integracion.
Finalmente, se calculan los desplazamientos empleando las ecuaciones (5.26):

/= Se calculan los desplazamientos utilizando las ecuaciones (5.26) =/
u : integrate(ex, x) + f$
v : integrate(ey, y) + g$
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Estos desplazamientos quedan en funciones de las tres constantes Uy, Vo Y wy que, segiin
se estudio en la seccion 5.6, estan asociadas al desplazamiento y a la rotacion rigida; las
dos condiciones de apoyo V(£L,0) 0y el conocimiento de que en el centro de la viga
el desplazamiento horizontal es nulo, u(0,y) 0, se usan para determinar el valor de
las tres constantes Uy, Vo Y wy, ast:

/= Solo resta encontrar los valores de u0, vO y wO a partir de las =/
/* condiciones de frontera y el conocimiento de que en el centro de la =/
/= viga el desplazamiento horizontal es nulo: =/
udvOwd : solve([ ev(u, x=0 )=0,
ev(v, x=+L, y=0)=0,
ev(v, x=-L, y=0)=0 1, [u@, vO, wO]);

encontrando que las constantes de integracion son

q

L2 (48c? + 30¢%v + 2512 0.
socE" ¢ Y ) @wo

U, 0 Vo

Al reemplazar las constantes de integracion en los desplazamientos encontrados en
las lineas 73 y 74:

[u, v] : [u, v], uGvbwO, expand;

obtenemos los desplazamientos de la viga:

u(x,y) 2(?c)§E (-10c3y — 662y — 15¢2vy — 5x2y +10y® + 5vy® + 15yL?)  (5.45a)
v(x,Y) 8;23yE (-40c’ - 30c?y — 12¢?vy — 30vx2y + 5y° + 10vy’ + 30vyL?)
q 2 2 2 2 2 2

Por ultimo, observe que la deflexion vertical de la vigaen el puntox 0,y Oes

/= Se calcula el desplazamiento vertical en x=0, y=0 =/
v, x=0, y=0, expand;

L4 2 48¢? 2L)* 4 2
v(0,0) 5q 6C v 8¢C 59(2L) 6v 8]0);

1 1 — | —
2E 50 Yo 3aaEl (LG

este resultado coincide con el predicho por la teoria de vigas de Euler-Bernoulli (ver
Alvarez-Marin [2023b]) cuando ¢/L 0.

5.8. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier

Las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio junto con la ecuacion diferencial par-
cial de compatibilidad nos permitieron calcular el esfuerzo y la deformacion en todos



los puntos del so6lido. Sin embargo, si queremos calcular directamente los desplazamien-
tos de las diferentes particulas de nuestro sdlido, se requiere resolver el problema de un
modo alternativo, utilizando las llamadas ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-
Navier,” que deduciremos en esta seccion. Estas ecuaciones son las mas importantes de
la elastoestatica.

Considere las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio (5.2), que reescribimos
aqui por conveniencia:

aO-X(X) y,Z) + aTXY(X’ y,z) 4 asz(X) Y, Z) N

ax dy 37 X(x,y,z) 0
07xy(X,Y,2) 0oy(X,y,2) 07y (X,Y,2)

0X i oy " 0z +Y(xy,2) 0
aTXZ(X) y) Z) aTyz(X) y:z) BUZ(X, y,Z)

ox + ay + 32 +Z(x,y,z) 0.

Es evidente que, en este caso, tenemos seis incdgnitas y solo tres ecuaciones; por lo tanto,
requerimos ecuaciones adicionales que relacionen las componentes de esfuerzo oy, oy,
07> Txy» Txz ¥ Tyz ¥ las componentes de desplazamiento U, vV y W. En el caso del material
elastico, lineal, isétropo y homogéneo, las deformaciones y los esfuerzos estan relaciona-
dos por la ley de Hooke (4.14) que reescribimos aqui, reemplazando las deformaciones
longitudinales (3.12) y angulares (3.14) por su significado correspondiente:

ox A 6_u+6_v+6_w +2G6_u Tyy G 0_u+6_v
X ox 0y 0z 0x Xy dy  0x
ou ov ow ov ou ow
O'y A a_X+a_y+E +2GE Txz G(E‘i‘a—x) (546)
ou ov oJw ow ov ow
A T e il
o A ox oy oz )" T e G(az 0y)
observe que en las ecuaciones (5.46) se tuvo en cuenta que la dilatacion ctbica de un
solido esta dada por la ecuacion (4.27) y es € g—)‘: + % + %—"Z"

Reemplazando las ecuaciones (5.46) en la primera ecuacién diferencial de equilibrio,

tenemos
aO'X aTXy aTXZ

a—x-‘r ay-l—az +X 0
0 Ju oOv ow ou 0 (0u ov 0 [0u oOw
&(*(Way 62) ZGax) Ga—y(a—yw)*‘;a(va)*x O

y reorganizando la ecuacion anterior, resulta:

ou oOv oOw 0’u 0*u J«
(L+G ) (GX W+E)+G(W+ayz 62) +X 0.

" En algunos textos se les conoce también como las ecuaciones de Navier-Cauchy, las ecuaciones de

Navier-Lamé o simplemente como las ecuaciones de Navier, en honor a Claude Louis Marie Henri
Navier (1785-1836), matematico, fisico e ingeniero civil francés.



Siguiendo el mismo procedimiento en la direccién y y en la direcciéon z, deducimos:

0 (0u oOv oJw 0v 0%v 0%
(A+G)a—y(a—x+a—y+a—z)+e(m+a—y2+@)+Y 0

0 (du ov odw o’w  d0*w  0*w
(/\+G)E(&+a—y+5)+G(axz+ay2+azz)+Z 0.

Estas tres ultimas ecuaciones son las denominadas ecuaciones de Cauchy-Navier, las cua-
les se pueden expresar en notacion vectorial como

(A+G)V(V-u)+GV*u+b 0,
y en notacion indicial de la siguiente forma
(A +G)ujij + Guij+bi 0,

donde u representa, en este caso, el vector de desplazamiento u(X,y,z) : [u(X,Y,Zz),
V(X,¥,2), WX, ¥,2)]T y b : [X, Y, Z]T denota el vector de fuerzas masicas. Otra
forma de expresar las ecuaciones de Cauchy-Navier es

(A+G)g—i+szu+X 0
(A+G)g—§+Gv2v+Y 0 (5.47)

(A+G)%+GV2W+Z 0,

las cuales se expresan en notacidn vectorial como
(A+G)ve+GV2u+b 0. (5.48)

Tenga en cuenta que estas ecuaciones son validas, unicamente, para sélidos hechos con
materiales elasticos, lineales, isétropos y homogéneos.

5.8.1. Condiciones de frontera asociadas a las ecuaciones de
Cauchy-Navier

La solucién del sistema de ecuaciones (5.48) requiere también plantear unas condiciones
de frontera. Se puede observar que se tienen tres ecuaciones diferenciales parciales de se-
gundo orden, expresadas en términos de las funciones u(X, y,z), v(X, y,z) yw(x, Y, z).
Ya que cada una de estas funciones aparece como una derivada de segundo grado, nece-
sitamos tres condiciones adicionales en cada punto de la frontera, una por cada funcién
(en el caso bidimensional necesitariamos dos).



Como tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden,
requerimos imponer condiciones en las derivadas hasta de primer orden. Esto quiere
decir que podemos especificar los desplazamientos u(x, y,z), v(X,y,z) yw(X,y,z) o
sus derivadas (las deformaciones longitudinales y angulares) en los puntos pertenecien-
tes a la frontera. Por ejemplo, nosotros sabemos que en un apoyo empotrado no existe
movimiento en las direcciones X, Y y z, por lo cual podriamos decir que en el borde
correspondiente al apoyo u(x,y,z) v(x,y,z) w(x,y,z) 0.

Sin embargo, utilizando la ley de Hooke generalizada (ecuacién [4.14]), podriamos
también especificar los esfuerzos normales y cortantes en la frontera. Si se sustituyen
las ecuaciones (4.14) en la variante de la ecuacién de Cauchy (5.23) que usamos para
relacionar las fuerzas superficiales con los esfuerzos internos del material, es posible
obtener la ecuacion

Y_ 0 e 0 +G g—x g—y g—z +G g—y ? g—y ﬁ , (5.49)
w  ow 9w u v aw

relacionando asi las fuerzas superficiales con los desplazamientos internos del sélido.
Esta ecuacion es valida en todos los puntos (X, Y, z) que pertenecen a la frontera ().

También es posible establecer una condicion de frontera en la que se detallan algunas
fuerzas y desplazamientos. Por ejemplo, en un apoyo en forma de rodillo podriamos
especificar en la direccién y un desplazamiento vertical nulov 0, mientras que en la
direccién X podriamos decir que la fuerza aplicada esnula X 0. Es importante destacar
que es deber del analista estructural imponer condiciones de frontera que sean factibles
desde un punto de vista fisico.

Es conveniente recalcar, por ultimo, que las ecuaciones (5.47) junto con las condi-
ciones en la frontera definen completamente las tres componentes del desplazamiento
U, v y w. Observe que no es necesario tener en cuenta las ecuaciones diferenciales de
compatibilidad, puesto que las ecuaciones (4.3) y (4.12) contemplan la deformacién del
solido.

5.8.2. Particularizacion de las ecuaciones de Cauchy-Navier al caso
bidimensional

Las ecuaciones de Cauchy-Navier, en su forma mas general, estan referidas al caso tridi-
mensional; no obstante, es factible simplificarlas al caso bidimensional.
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En el caso de la coneguraciNn de carga O + 0, el problema derviérantera resul-
tante aparece al sumar las ecuaciones diferenciales y coreaerfrontera necesarias
para resolver las coneguraciones de carga O y 0; en otrasgsalab
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Observe que la naturaleza lineal de las ecuaciones clisicesldsticidad es lo que
establece el principio de superposiciNn. Una consecuencia iataeplie se deduce de
dicho principio es que el estado *nal de carga del cuerpo no dégpedel orden en el que
se aplican las fuerzas. Sin embargo, debe tenerse en cueelggueipio de superposi-
ciNn no es aplicable cuando se analiza un sNlido cuyo mater@ltietomportamiento
no lineal o cuando los cambios de posiciNn y forma de la estruataglicar la conegu-
raciNn de fuerzas O se tenga que considerar antes de aplg@nehsle fuerzas 0; esto
ocurre, por ejemplo, en el caso de una barra sometida simwtihieate a Zzexocompre-
siNn, tal y como se ilustrN en la sgu#a.

Al analizar la deducciNn del principio de superposiciNn se puestahlecer cuatro
condiciones necesarias para que este sea aplicable:

El sNlido debe ser elfstico y, bajo las acciones exteriores elaiad se agrieta
ni se traslapa.

Las acciones exteriores producen en el sNlido p@xgudesplazamientos, defor-
maciones y giros. Esto se conoce a veces @rimoipio de rigidez relativae des-
precia el cambio de geometr a del sNlido durante la deformaciNn

El material se debe regir por la ley de Hooke (en otras palabedse haber una
relaciNn lineal entre esfuerzos y deformaciones).

Las deformaciones son recuperables. Existe un estado deneitedel sNlido, nor-
malmente el estado original sin deformar, al cual vuelve el sHliggirar las ac-
ciones exteriores.



En resumen, el principio de superposicion establece que dos soluciones para el mis-
mo sdlido, con la misma geometria, pero con diferentes condiciones de frontera se pue-
den adicionar para obtener la solucién al problema en el que ambos conjuntos de con-
diciones de frontera se estan aplicando simultaineamente. Esta es una herramienta muy
poderosa de la cual haremos uso en capitulos posteriores.

Finalmente, es importante mencionar que a una funcién f que satisface el principio
de superposicion se le llama funcion lineal, y que la superposicion, en términos generales,
esta definida por dos propiedades: la aditividad y la homogeneidad. Se dice que una fun-
cion f esaditivacuando f (X;+x;)  f(X)+f(X;) yeshomogéneasi f (ax) «f (x) para
cualquier escalar a. Supongamos que tenemos una estructura elastica lineal sometida a
la accion de una unica carga. Dado que en la teoria de la elasticidad las formulaciones
son lineales, cuando se duplica la magnitud de dicha carga, por la homogeneidad asocia-
da a las ecuaciones, es de esperar que los desplazamientos, deformaciones y esfuerzos
presentes en la estructura también se dupliquen. Se deja como ejercicio al lector verificar
la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en este capitulo.

5.11. Principio de Saint-Venant

Suponga que las fuerzas que actian sobre un pequefio elemento de la superficie de un
cuerpo elastico son reemplazadas por otro sistema de fuerzas actuando sobre la misma
porcion de superficie y que es estaticamente equivalente al anterior. Entonces, segiin
el principio de Saint-Venant, aunque esta distribucion de fuerzas produce cambios sus-
tanciales en los esfuerzos de forma local, esta distribucion de fuerzas tiene un efecto
despreciable en los esfuerzos que son producidos a distancias mayores comparadas con
las dimensiones lineales de la superficie en la cual las fuerzas fueron cambiadas. Dicho
principio fue postulado en 1855 por el fisico, ingeniero mecénico y matematico francés
Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886).

La importancia del principio de Saint-Venant en mecdnica de sdlidos radica en que
es posible reemplazar complicadas distribuciones de carga en la frontera o condiciones
de frontera complicadas en otras que son mucho mas sencillas de resolver, siempre y
cuando la regién donde se aplique la carga sea relativamente pequefia en comparacion
con la superficie total del solido (figuras 5.7 y 5.8). A lo largo del libro, haremos referencia
a este principio.

5.12. Resumen

En conclusiodn, en el caso bidimensional, las ecuaciones diferenciales de equilibrio espe-
cificadas en (5.1):

doy, OTxy
— X
[0)4 " ay i 0 X " ay



para todos los puntos (X(S), y(S)) que pertenecen a la frontera dQ), y una de las ecuacio-
nes de compatibilidad (5.13):

2 2
% 0 )(0x+(7y) Kl(aai( g;):
constituyen un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales con tres incognitas (o,
0Oy Y Txy), que por lo general permite la determinacién completa de la distribucion de los
esfuerzos en un problema bidimensional. Estas ecuaciones se pueden agrupar en una
sola ecuacion diferencial, la cual esta escrita en términos de la funcion de tension de
Airy ¢ y de la funcién V:

‘¢ s ‘¢ 64¢ K 62V 02V

Ox*  0x20y? ay 2 ( ax )

en el caso especial que no se tienen en cuenta las fuerzas masicas, se puede hacer V= 0.
Un enfoque alternativo, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales anterior,

consiste en utilizar las ecuaciones de Cauchy-Navier para el caso bidimensional. En el

caso de deformacidn plana, estas son las ecuaciones (5.50):

GVU+(A+G)6 g“ g%)+x 0
GVV+(/\+G)i g_u 3—\;’)+Y 0,

y en el caso de tension plana son las ecuaciones (5.51):

E 0 au
2
GV oy ox ) +X 0
E d ou
2
—(—+=—)+Y .
va+2(1—v)6y +ay)+ 0

El problema de elasticidad mas general en 3D requiere el calculo de los desplazamien-
tos, las deformaciones y los esfuerzos en todos los puntos de un sélido y se soluciona
resolviendo el sistema de quince ecuaciones con quince incégnitas (oy, 0y, ..., Tyz, &
&y ...» Yyz» U, V Yy W) dado por las ecuaciones de equilibrio (5.2) (tres ecuaciones), las
ecuaciones que definen las deformaciones longitudinales (3.12) y angulares (3.14) (seis
ecuaciones) y la ley de Hooke generalizada (4.18) (seis ecuaciones).

Por lo general, los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales anteriores se pueden
resolver de forma numérica, utilizando, por ejemplo:

o El método de los elementos finitos.

o El método de las diferencias finitas.



Formulacion basada en Formulacion basada en
esfuerzos desplazamientos
de compatibilidad (6) de Cauchy-Navier (3)
{ 2 N A
Vz“x*ﬁaa%?:‘f(% % ?Tf) 2% ()L+G) +GVu+X 0
%0 v (9X oY az\ _ov e Ao N
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1 0’0 Y odZ
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Figura .A. RelaciNn esquemitica de las ecuaciones diferenciales
parciales (of) de la teor a de elasticidad lineal isNtropa.

El m"todo de los elementos de frontera.

El m"todo de los vol-menes #nitos, entre otros.

En Ivarez-Mar n (0yocd, haremos una presentaciNn del m”todo de las diferencias e-
nitas y resolveremos con Maxima, Matlab y Excel el problemdadtieédad basado en
las formulaciones de Airy y Cauchy-Navier. Una excelenteeafaa para el aprendizaje
del m’todo de los elementos *nitos es, por ejemglaate(OyyA.

En la sgura .A se presenta esquemiticamente la relaciNin entre algunasedeias
ciones diferenciales parciales presentadas en este cap tulo

5.13. Ejercicios propuestos

O.En la deducciNn de las ecuaciones diferenciales de equiliméalézaron suma-
torias de fuerzas en las direccioney y, pero no se llevN a cabo la sumatoria






10.

Como ingeniero/a estructural responsable, usted debe decidir qué programa de
analisis estructural utilizar. Dé su opinion acerca de los siguientes aspectos: ;qué
suposiciones hacen estos programas de computador (con respecto a las cargas apli-
cadas, forma de la estructura, propiedades del material, deformaciones de la es-
tructura)?; ;estos programas son adecuados para hacer el disefio de la estructura?
Justifique sus respuestas.

Verifique la aditividad y la homogeneidad de todas las ecuaciones estudiadas en
este capitulo.

Se solicita al lector verificar que el siguiente cddigo de Maxima hace analisis
similar al ejecutado en la seccién 5.4, pero esta vez con una viga en voladizo como
la mostrada en la figura 5.11, asumiendo que dicha viga esta sometida a una carga
uniformemente distribuida en su parte superior de magnitud Q.

ARNNRENARNARNNRRNANS

2C

N ANNNNNNN N

Figura 5.11. Viga analizada en el ejercicio propuesto 10.

Utilice la funcién de tension de Airy (ver Sadd [2005, p. 205]):
d(x,y) Ci(L-x)*+Cy(L-x)*y + Csy’ + Cuy* = 5C4(L - x)*y°.
El cédigo de Maxima es el siguiente:

11t : 1$ /> espesor = 1 m =/
2|V : 0% /= V=0, ya que no se consideraran las fuerzas masicas =/
3

4/ /= Se propone la funcidén de tension de Airy =/

s phi @ CLl*x(L-Xx)"2 + C2*x(L-x)"2*xy + C3*xy"3 + C4xy”5 - 5xC4x(L-x)"2xy"3$
6

71 /= Se define el laplaciano y el biarménico de "f" =/

8| lapl(f) := expand(diff(f,x,2) + diff(f,y,2))$ /= laplaciano =/

o/ biar(f) := expand(lapl(lapl(f)))$ /= biarménico (5.42) =/
10

u| /> Se verifica que se satisfaga la ecuacion (5.40) =/

12 if biar(phi) = K2xlapl(V) then
print("La_ecuacidn_biarménica_se_satisface")

@



&

5. ecuaciones diferenciales fundamentales de la teoria de la elasticidad

else
print("La_ecuacidn_biarménica_no_se_satisface")$

/= Se definen los esfuerzos utilizando la funcién de tensién de Airy =/
sx : diff(phi, y,2) + V§ /= ecuacion (5.33a) =/
sy : diff(phi, x,2) + V$§ /= ecuacion (5.33b) =/
txy : -diff(phi, x,1, y,1)$ /= ecuacidén (5.33c) ~/

/> Se definen la fuerza cortante (4.45), el momento flector (4.46) =/
/>y la fuerza axial (4.43c) =/

V(xx) := -integrate(integrate(ev(txy, x=xx), z, 6, t), y, -c, c)$
M(xx) := -integrate(integrate(ev(sx, x=xx)xy, z, 0, t), y, -c, c)$
faxial : integrate(integrate( sx, z, 0, t), y, -c, c)$

/= Se establecen las condiciones de frontera (4.42) =/
el : ev(txy, y=+c) = 0%

e2 : ev(txy, y=-c) = 0%

e3 : ev(sy, y=+c) = q/t$

e4 : ev(sy, y=-cC) 0%

/> Se establecen las condiciones de frontera (4.43) =/

e5 : V(0) = -q«L$
e6 : V(L) = 0%
e7 : M(0) = gqxL"2/2%
e8 : M(L) = 0%

e9 : faxial = 0% /> para todo x en [-L, L] =/

/> Usando las ecuaciones "el'™ a "e9" se encuentran las constantes */
const : solve([el, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9], [Cl, C2, C3, C4]);

/= Se reemplazan las constantes en los esfuerzos sx, sy y txy =/
[sx, sy, txyl : [sx, sy, txyl, const$

/> Se define el médulo de rigidez =/
G : E/(2%(1+nu))$

/= Ley de Hooke para tension plana, ecuaciones (4.34) =/
ex : (1/E)*(sx - nuxsy)$

ey : (1/E)*(sy - nuxsx)$

gxy : (1/G)=*txy$

/= Se calcula la ecuacion (5.27) =/
df_dy_dg_dx: gxy - diff(integrate(ex,x), y) - diff(integrate(ey,y), x);

/> y se separan sus términos df_dy y dg—dx, teniendo en cuenta el =/
/> término constante w0 =/

df_dy : expand(df_dy_dg_dx) + w0, x=0;

dg_dx : expand(df_dy_dg_dx) - w0, y=0;

/> Se integran las funciones df_dy y dg-dx, teniendo en cuenta las =/
/> constantes de integracion u0 y vO =/

f : integrate(df_dy, y) + u0; /= T es una funcidén solo de y =/

g : integrate(dg_dx, x) + vO; /> g es una funcion solo de x =/



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Al analizar la figura 5.1 se afirm¢é que el elemento se encuentra en equilibrio esta-

tico, debido a esto se realizé sumatoria de fuerzas en las direcciones X y y igualan-
dolas a cero. ;Por qué no se realizd asi mismo la sumatoria de momentos igual a
cero?

;Por qué se dedujeron las ecuaciones de compatibilidad? ;Son las ecuaciones de
equilibrio suficientes?

Deduzca las ecuaciones (5.7).

;Por qué se particularizaron las ecuaciones de compatibilidad para el caso de ten-
sién y deformacién plana?

. Deduzca la ecuacién de compatibilidad (5.10).

Deduzca la ecuacion de compatibilidad (5.12).

;Son validas las ecuaciones de compatibilidad (5.10) y (5.12) en el caso de tener un
material con comportamiento elastico no lineal? ;Qué puede decir con respecto a
las ecuaciones (5.7)? Justifique sus respuestas.

Deduzca la ecuacién (5.21).

En la seccion 5.5.2 se parte del hecho de que el integrando en una integral es nulo
si esta integral vale cero al ser evaluado en cualquier subconjunto sobre el dominio
del integrando. En otras palabras, sea f : ) -  una funcion que se integra sobre
una region V y supongamos que su integral vale cero para todo V b Q, en otras
palabras, [, f(x) dx 0 paratodo V b Q; esto implica que f(x) 0 para todo
X >Q). ;Es completamente claro lo que se acabd de decir?

Deduzca las tres ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio utilizando lo visto
en la seccion 5.5.2.

;Para qué sirve la funcion de tension de Airy? Deduzcala. ;Es valida esta ecuacion
en el caso tridimensional? ;Es vélida en el caso de tener un material eldstico no
lineal?

Se recomienda leer tantas veces como sea necesario la seccion 5.12, hasta que usted
esté seguro de que la entiende perfectamente.

;Para qué sirven las ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier? ; Es me-
jor resolver estas ecuaciones o el conjunto de las ecuaciones de equilibrio mas las
ecuaciones de compatibilidad? Justifique sus respuestas.

Deduzca las ecuaciones (5.47).






Capitulo

Formulacion de la teoria de la elasticidad
en coordenadas cilindricas

Hasta el momento se han deducido todas las férmulas del libro teniendo como base
un sistema de coordenadas cartesianas (también llamadas coordenadas rectangulares).
Sin embargo, en ocasiones es conveniente expresarlas en otro sistema de coordenadas,
como los de coordenadas cilindricas o esféricas, ya que en ciertos casos las soluciones
resultantes se vuelven mucho mas cortas y simples que su correspondiente formulacién
en coordenadas rectangulares.

Alo largo de este capitulo, revisaremos muchos de los términos y ecuaciones analiza-
das en las secciones anteriores, teniendo en cuenta el sistema de coordenadas cilindricas
y sus dos simplificaciones: los sistemas de coordenadas polares y axisimétricos. Estos
tipos de sistemas de coordenadas proveen un ambiente natural para la descripciéon ma-
tematica de los esfuerzos, las deformaciones y los desplazamientos en tdneles, tuberias
sometidas a presion, arandelas, cargas puntuales que actuan sobre planos seminfinitos,
entre otros.

En la deduccién de las ecuaciones se utilizara el paquete de calculo simbdlico Ma-
xima. Veremos que con la ayuda de este programa jnos ahorraremos muchas horas de
dispendiosa algebra! Por lo tanto, se invita al lector a experimentar en su computador el
cddigo aqui mostrado para mayor provecho de las explicaciones.

6.1. El sistema de coordenadas polares

El sistema de coordenadas polares es un sistema bidimensional en el que cada punto
del plano es determinado por un angulo y una distancia. De este modo, todo punto del
plano corresponde a un par de coordenadas (r, 8), donde r CO es la distancia del punto
en cuestion al origen de coordenadas y 8 > (-, 7] es el angulo medido en sentido
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11 /= Se especifica que r y t son funciones de x y de y; adicionalmente, que =/
2| /* phi es funcién de r y de t =/

3 depends([r, t], [x, y]l)$ depends(phi, [r, t])$

4

5 /= Se especifican "manualmente"™ las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dt_dy =/
s/ gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))s$ /= ecuaciones (6.2a) =/

7/ gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) =/

8

9/ /> Se escribe la férmula del laplaciano en coordenadas rectangulares =/

o trigreduce(diff(phi,x,2) + diff(phi,y,2));

siendo el resultado de ejecucion del anterior codigo:

2
d phi
dphi  -----
---- 2 2
dr dt d phi
(%04 ) SE ST + -----
r 2 2
r dr

En el codigo anterior la linea 3 establece que r y 6 son funciones de X y y, ademas que
la funcién ¢ es una funcién de r y 6. A continuacion, en las lineas 6 y 7, se establecen las
derivadas (6.2) manualmente, como se explicara en detalle en la seccion 6.1.1. Por tltimo,
en la linea 10 se calcula el laplaciano de la funcién @, siendo su resultado la ecuacion
(6.4); dicha linea efecttia implicitamente las derivaciones (6.3) por medio de la regla de
la cadena.

Dado que Maxima nos permite evitar la dispendiosa manipulacién matematica, lo
seguiremos empleando en este capitulo, para facilitar las demostraciones.

6.1.1. Una nota sobre el uso de las funciones de Maxima “depends” y
“gradef”

En el codigo que veremos en este capitulo utilizaremos con frecuencia las funciones

depends y gradef. El comando depends se utiliza en Maxima para declarar las dependen-

cias entre funciones y variables con el propoésito de calcular derivadas, ya que si no se

hace la funcién se asumiria independiente de la variable y, por consiguiente, cualquier
derivada de la funcién valdria cero; por ejemplo, el siguiente codigo:

kill(all); /> se borra la memoria ~/
diff(phi,x); /= evalta la derivada de phi con respecto a x */

tiene como salida:

(%01) 0






al despejar 32, y teniendo en cuenta que sin 6 %, resulta:
00 y sin 0
ox r? ro’

La demostracién de 3—3 se hace de forma similar y se deja como ejercicio al lector.

6.1.3. Una nota sobre el término 1 -2

En muchas ocasiones, a lo largo de este capitulo, encontraremos el término -2, tal y
como lo hemos visto en las ecuaciones (6.3). Esta expresion debe entenderse como una
derivada con respecto a la longitud de arco o derivada en la direccion angular, ya que
r df se asocia a un diferencial de longitud de arco. Una interpretacion similar se debe
dar a la derivada segunda rizaa—;z la cual aparece, por ejemplo, en la ecuacion (6.4).

6.2. El sistema de coordenadas cilindricas

El sistema de coordenadas polares puede extenderse a tres dimensiones con dos sistemas
de coordenadas diferentes: cilindricas y esféricas. El sistema de coordenadas cilindricas
aflade una coordenada de distancia desde el plano Xy medida en la direccién del eje z
al punto en consideracion (figura 6.1), mientras que el sistema de coordenadas esféricas
define un radio r y un éngulo “polar” # medido desde el vector k y afiade una tercera
coordenada que es el angulo “azimutal” ¢ que se mide a partir del vector i, como se
muestra en la figura 6.34. En esta seccion solo consideraremos el sistema de coordenadas
cilindricas; la formulacion en coordenadas esféricas se tratara brevemente en el ejercicio
propuesto 7.

Como se dijo, el sistema de coordenadas cilindricas es un sistema de coordenadas
que generaliza el sistema de coordenadas polares al afladir una tercera coordenada z
que mide la altura de un punto sobre el plano XYy, de la misma forma que el sistema
de coordenadas rectangulares se extiende a tres dimensiones, de modo tal que dicha
coordenada sea (I, 6,2) (figura 6.1).

En relacion con la figura 6.1, observe que podemos definir tres vectores ortonormales
enel puntoP: (r,0,2):

#(r,0,2): [cosH, sinf, 0]" cos 01 + sin Gf (6.5a)
0(r,0,z): [-sin®, cosO, 0]7 —sin @i+ cos6j (6.5b)
5(r,0,2): [0,0,1]" k. (6.5¢)

Estos vectores indican las direcciones en las que aumentan las coordenadas r, 0 y z, res-
pectivamente. La deducciéon de estas ecuaciones se deja como ejercicio propuesto.



Por su parte, la ecuaciéon v Tv; nos permite hacer la transformacion de coordena-
das entre un punto v; definido con respecto a la base {#, 0, 2}, y otro punto v definido
con respecto a la base {i, j, k}; esta matriz estd dada por’®

) cosf -sinf 0
T(r,0,z) [#(r,0,2) 0(r,0,z) 2(r,0,z)] sinf cos@ O . (6.6)
0 0 1

Finalmente, debe anotarse que las coordenadas cilindricas pueden convertirse en
coordenadas rectangulares mediante las transformaciones:

x(r,0,z2) rcos6 y(r,0,z) rsinf z2(r,0,2) z.

6.3. El gradiente, el laplaciano, la divergenciay el
rotacional en coordenadas cilindricas

El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional se pueden expresar en coorde-
nadas cilindricas, y esto lo haremos a continuacion.

6.3.1. El gradiente en coordenadas cilindricas

Recordemos que el vector gradiente, o simplemente gradiente, de una funcién multiva-
riada x —» ¢(x), denotado por Vd(x), es un campo Vectorial cuyo valor en un punto

(X,¥,2) esunvector V(x) : [, "“;Ay"', X x

x indica la direccion en la cual ¢ es mas pendiente en el punto x (en otras palabras, indi-
cala direccion de maxima pendiente) ysunorma V@(x) representaqué tan pendiente
es § en ese punto x en la direccién del vector V§(x).

Consideremos la funcién ¢, (r, 8,2) — ¢(r, 6,2), definida en coordenadas cilindri-
cas. Valiéndonos de las ecuaciones (6.3) y (6.5), podemos convertir el gradiente de ¢ a
coordenadas cilindricas, ast:

] .El gradiente de ¢ evaluado en

0o 0o 6¢
ve [ax 6y 0z
09, 09 09,
ax' ay] dz
0 10 , 0
6(1) 0——0—351 6]1+[—?sm6+—a—gc030]]+a—i}

8 Se solicita al lector repasar los conceptos tratados en la seccién 2.5, con respecto al cambio de bases

de sistemas coordenados.



y reorganizando términos obtenemos:

¢ s oy 100 s ~ 00 »
Vo ar[00591+51n9]]+r69 sm@z+cos€f]+az k,

r=(6.5a) é:(6.5b) z=(6.5¢)

O S€a,

@‘+1@é+@2.

o ree oz (6.7)

vo(r, 6,2)

No obstante, el gradiente también se puede calcular usando el siguiente programa
de Maxima:

1| /= Se especifica que r y t son funciones de x y de y y que phi es funcién =/
2/ /> de r, de t y de z =/

sjdepends([r, t], [x, yl)$ depends(phi, [r, t, z])$

4

5 /= Se especifican "manualmente™ las derivadas dr_dx, dr—dy, dt_dx, dt_dy =/
s/ gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))s$ /= ecuaciones (6.2a) =/

7/ gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /= ecuaciones (6.2b) =/

8

9o/ /= Se define la matriz de transformacién T, ecuacién (6.6) =/

o/ T : matrix(
u [ cos(t), -sin(t), 0 1,
2/ [ sin(t), cos(t), 0 1,
13 [ 0, 0, 11
u)$

16| /= Se escribe la formula del gradiente en coordenadas rectangulares =/
17| /> y se convierte a la base especificada por los vectores r, t, z =/

18| trigreduce(transpose(T) .matrix([diff (phi,x)],

19 [diff(phi,y)], /= ecuacion (2.11) =/

20 [diff(phi,z)]));

que resulta de la ejecucion la ecuacion (6.7).

El cédigo funciona asi: la linea 3 dice que r y 6 son funciones de X y y; ademas que la
funcién ¢ es una funcién der, 6,y z. A continuacidn, en las lineas 6 y 7, establece las de-
rivadas (6.2) manualmente, como se explica en detalle en la seccion 6.1.1. Entre las lineas
10 y 14 se define la matriz de transformacion de coordenadas T empleada en la linea 18
para convertir el vector gradiente, el cual se calcul6 con respecto a la base {i, j, k}, a
un Vect(T)r especificado en la base {7, 0, £}. Para tal fin, se usé la ecuacién (2.11), es decir,
var T v

6.3.2. El laplaciano en coordenadas cilindricas

Recordemos que el laplaciano de una funcién ¢, denotado por V29, es simplemente
una convencion matematica para escribir en forma compacta la suma de las derivadas



segundas de ¢ con respecto a cada una de sus variables; en el caso tridimensional, y en
coordenadas rectangulares, esto es:

20 0% 90

FVe + 2y + 32 (6.8)

v2o(x,,2)

Utilizando una demostracion similar a la empleada para deducir la ecuacion (6.4),
se puede convertir el laplaciano en coordenadas rectangulares (6.8) en el laplaciano en
coordenadas cilindricas:

v2(r, 0,2) 12 @ -+ 162¢+ﬂ

ror r()r 2002 022 (6.9)

Célculo del laplaciano y del gradiente de una funcion

Calcule el laplaciano y el gradiente de la funcion ¢(r,0) r?cosé.

El laplaciano de funcién en referencia se calcula aplicando la ecuacion (6.9), es decir,
10,00 10’0 0%*

ror "o’ T roer " oz

9rcos —rcos 6

8r cos 0;

A\Val0)

y su gradiente se calcula valiéndonos de la ecuacién (6.7):

0p, 100, 00,
V(I) WY‘FFO—GH'FEZ

3r2 cos 0 — 2 sin 60.
Estos resultados se pueden comprobar con el programa de Maxima:

1 phi : r"3xcos(t)$

2

3| /= Se especifica el laplaciano en coordenadas cilindricas, ecuacién (6.9) =/
4 laplaciano : (1/r)xdiff(rxdiff(phi,r),r)

5 + (1/r"2)*diff(phi,t,2) + diff(phi,z,2);
6

71 /= Se especifica el gradiente en coordenadas cilindricas, ecuacién (6.7) =/

s, gradiente : [ diff(phi,r),

9 (1/r)*diff(phi,t),

10 diff(phi,z) 1;



6.3.3. Ladivergencia en coordenadas cilindricas

De acuerdo con el apéndice A.10, la divergencia de un campo vectorial f(X,y,z) :
f (X, y,2)i + fy(X,y,2)j + f.(X,Y,2)k, que es continuamente diferenciable, se define
como la funcion escalar

0h(%.y,2) ofy(x,y,2) L, 0f(x.y,2)

ax ay oz’ (6.10)

V-f(x,y,z) divf(x,y,z):

este operador mide el grado de divergencia (div f(X,y,z) A 0) o de convergencia
(div f(X,Y,z) @0) de los vectores que conforman un campo vectorial en el vecindario
de (X, Y,2), como se ilustra en la figura A.3.

Segun se estudid en la seccion 4.5, en el contexto de la mecanica de sélidos, la di-
vergencia del campo vectorial de desplazamiento # de un sdlido en un punto (X, Y, z)
representa la llamada dilatacion cubica e(X,y,z) : divu(X,Y,Zz), que explica “el por-
centaje” de cambio de volumen del sélido en (X, Y, z).

Considere el campo vectorial

fi(r,0,2)

f(r.0,2):  fo(r.6,2) ,
f,(r,6,2)

el cual se encuentra definido con respecto a la base {#, 0, 2}; si queremos expresar
este campo vectorial en términos de la base {i, j, k}, debemos utilizar la transforma-
cioén (2.10), es decir,

fy cosf -sinf 0 f;

fy sin@ cos@ 0 f5 ,

f, 0 0 1 f;

T

donde la matriz T esta dada por la ecuacion (6.6).
En consecuencia,

fx(r,0,z) frcosf— fysinf
fy(r,0,z) f,sin@+ fgcosO

¥, por lo tanto, utilizamos las ecuaciones (6.3) para encontrar:

(6.11)

% 6% [fr cos O — fgsin 0]

0 . 10 . .

ar [fr cos @ — fgsin 0] cos 6 — 730 [fr cos @ — fgsin O] sin 6 (6.12)
of
a_yy aiy[f,smm fo cos 0]

0 10
ar [f sinB + fgcos O] sin O + 730 [f,sin 6 + fgcos O] cos O; (6.13)



reemplazando las ecuaciones anteriores en la definicion de divergencia (6.10), y después
de hacer mucha algebra, resultaria:

10(rf) | 19fs  of,

roor r 90 " oz
afr fr ].af@ afz

r

ar ro0 oz

div f(r, 6,2)

(6.14)

De forma analoga, se deja como ejercicio al lector demostrar que en el caso bidimen-
sional (coordenadas polares):

10(rt) | 10f
r or r oo
afr fr 1 afg

div £(r, 6)

La divergencia también se puede calcular usando el siguiente programa de Maxima:

11 /*= Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, ty z =/

2| /= y que r y t son funciones de x y de y =/

s depends([fr, ft, fz], [r, t, z])$

4 depends([r, t1, [x, y1)$

5

6/ /> Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt_dx, dtdy =/
7/ gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /= ecuaciones (6.2a) =/

s gradef (t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /= ecuaciones (6.2b) =/

0 /= Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) =/
ul fx : frxcos(t) - ftxsin(t)$
2/ fy : frxsin(t) + ftxcos(t)$

u| /= Se especifica la divergencia en coordenadas rectangulares, ec. (6.10) =/
5| trigreduce (diff(fx,x) + diff(fy,y) + diff(fz,z));

siendo el resultado del anterior codigo:

dft
dt fr dfz dfr
(%06)  —e----- + o=+ --- 4+ -
r r dz dr

que es la ecuacion (6.14).
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6.3.4. El rotacional en coordenadas cilindricas

Como se explica en el apéndice A.14, el rotacional del campo vectorial f(X,Y,Zz)
[fx(X,y,2), fy(X,y,2), f.(X, Y, z)]T esta definido por

af of, 0f,
rot f : (— -—)i+ 37 x (— - —) k. (6.16)

Recordemos que este es un operador vectorial que muestra la tendencia de un campo
vectorial tridimensional f a inducir rotacion en cada uno de sus puntos.
Considere el campo vectorial

f.(r, 0,2)

f(r.0,2): fo(r,0,2) ,
f,(r,0,2)

el cual se encuentra definido con respecto a la base {#, 0, z}; se desea calcular el rota-
cional de f(r, 6,2). Para ello, debemos especificar dicho campo en términos de la base
{i, f, lAc}, para luego reemplazar (6.12) y (6.13) en (6.16).

Asi, con la ayuda del siguiente programa de Maxima:

/= Se especifica que fr, ft y fz son funciones de r, ty z =/
/>y que r y t son funciones de x y de y =/

depends([fr, ft, fzl, [r, t, z])$

depends([r, t1, [x, yl)$

/* Se especifican "manualmente™ las derivadas dr_dx, dr—dy, dt-dx, dt-dy =/
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /= ecuaciones (6.2a) =/
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /= ecuaciones (6.2b) =/

/> Se definen las funciones fx y fy, ecuaciones (6.11) =/
fx : frxcos(t) - ftxsin(t);
fy : frxsin(t) + ftxcos(t);

/= Formula del rotacional en coordenadas rectangulares (6.16) =/
rot_f_ijk : trigreduce([ diff(fz,y) - diff(fy,z),

diff(fx,z) - diff(fz,x),

diff(fy,x) - diff(fx,y) 1);

podemos encontrar que

afr afz ].af afg 2
rotf(l’, 9, Z) [— (E - W) nf+ (—— - E COS 6] 1
10f, 0fyy . r 2 » fo 10f 0fy
+[ F%—E Sln6+(E—W)COSG]] ?—FE ar :|k (617)

Observe que el rotacional esta expresado con respecto a la base {{, j, k}, por lo
que es necesario expresarlo con respecto a la base {#, 6, Z}. Esto se pude hacer de dos
formas: la primera consiste en operar algebraicamente reorganizando términos, asi:



10f, 0fg P
rot f(r,0,2) (Fa—ez—g)(cosﬂz+sm9])
r=(6.5a)
of, 0df, s N fo 10f; Ofg] s
+(62 T (51n91+c059])+ T30t ar l:;
6=(6.5b) 2=(6.50)
de modo tal que el rotacional en coordenadas cilindricas esta dado por
10f, odfg\, (0f; afz)A (fg 10f, afg)A
.0, . —r_zz STt 205 | (618
rot f(.6,2) (rae az)r+(6z or o+ r rag or)” (6.18)
o alternativamente, utilizando la igualdad 1 (aAg:e' - %) T 1951 9% como
10f, ofg\, (of, 0f,\ s 1(0(rfy) Of )\,
0, -—L_ —_Z)é+-| - L)k 1
rot f(1.6,2) (rae az)”(az 6r)0+r( ar a9)* | ©9

La segunda forma consiste en utilizar la transformacion v

T"v para expresar

el vector (6.17) con respecto a la base {f, 0, Z}. Esto se puede hacer ficilmente con
el siguiente codigo de Maxima, el cual se pone inmediatamente después de aquel que

aparece en la pagina 260:

/> Se define la matriz de transformacién T, ecuacion (6.6) =/

T : matrix(

[ cos(t), -sin(t), O ],
[ sin(t), cos(t), 0 1],
[ 0, 0, 11
)$

/= Se escribe la férmula del rotacional en coordenadas rectangulares =/

/>y se convierte a la base {r,t,z} =/
rot_f_rtz : trigreduce(transpose(T).rot_f_ijk);

siendo el resultado de ejecucion de este codigo:

(%011)

e e N W N B N R e ]

dfz

dt

r

dfr

dz

dft

dz

dfz

dr

— e e e e e e e e



/* Se especifica el rotacional en coordenadas cilindricas, ecuacién (6.19) =/
rotacional : [ (1/r)*xdiff(fz,t) - diff(ft,z),

diff(fr,z) - diff(fz,r),

(1/r)x(diff(rxft,r) - diff(fr,t)) 1;

6.4. Componentes del esfuerzo en coordenadas
cilindricas

Considere un elemento infinitesimal de sélido, como el mostrado en la figura 6.2, el
cual se ubica en la posicion P :  (r, 8,2) de un sistema de coordenadas cilindricas; este
diferencial puede aproximarse como un cubo a pesar de que su grafico es el de una cufia,
segun se explica en la nota al pie de la figura 6.2. Dicho elemento esta sujeto a unos
esfuerzos normales oy, 0y y 0; Y @ unos esfuerzos cortantes 7,4, 7r; y 7o, referidos a un
sistema de coordenadas local dado por el conjunto de vectores ortonormales #(r, 0, 2),
0(r,0,2) y 2(r,0,2) (figura 6.1). Tenga en cuenta que, de forma analoga a lo estudiado
enlaseccion 2.3.1, existen unos componentes de esfuerzo cortante 7y, T y 7,9; se solicita
al lector demostrar que 7,9  Tgr, Tr;  Tzr Y Toz  Tz9- El significado de los subindices
es analogo al que se tiene en coordenadas rectangulares; sin embargo, aqui el sistema de
referencia no es fijo, sino que depende de la ubicacién del punto P, ya que como se dijo
#(r,0,2), 0(r,0,2) y 2(r, 6,2) son campos vectoriales cuyas direcciones dependen del
vector posicién (r,0,2).

En el caso de la descripcion de esfuerzos empleando coordenadas cilindricas, el esta-
do de esfuerzos asociado a los ejes 7, 0 y 2 esta dado por la matriz o el tensor de tensiones

Or Trg Trz
gl | Tro 0o Tozls (6.21)
Trz Tgz O

de ahi que las componentes de esfuerzo q; referidas a un plano cuya normal estd dada
por el vector unitario f1, especificando las coordenadas de ambos vectores con respec-
to a la base {#, 6, 2}, se pueden calcular valiéndonos de la férmula de Cauchy (ver
seccion 2.3.2):

q. gcilﬁcil- (622)

Con el objetivo de expresar la matriz de tensiones g con respecto a los ejes X, Y y
Z, debemos tener en cuenta que, segun lo explicado en la seccién 2.5, podemos expresar
los vectores q_; v fii en funcion de la base {i, j, k} a través de las transformaciones

q Tq (6.23a)

A

n Thg, (6.23b)

siendo T la matriz de transformacion (6.6).



>
dz

rdé
- e (r+dr)dd rdé+drde
rdo

Figura 6.2. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de solido, utilizando como referencia
un sistema en coordenadas cilindricas. Observe que las longitudes de ambos
diferenciales de arco dibujados con color rojo son aproximadamente r df, por lo que
matemadticamente el diferencial de s6lido se puede entender como un cubo, a
pesar de que su grafico es el de una cufila. Observe que rd@ + dr df ~ r do, ya que
aqui se esta sumando un diferencial de primer orden con uno de segundo orden.

Como T es una matriz ortogonal, entonces T Tor! y, en consecuencia, a partir de
(6.23) resulta:

.. T'q (6.24a)
g T (6.24b)
por consiguiente, reemplazando (6.24b) en (6.22) y ese resultado en (6.23a), obtenemos:
q Tao. T4,
de donde se deduce a partir de la féormula de Cauchy (2.5),q ¢, que

a TgCﬂTT. (6.25)

Premultiplicando la ecuacién anterior por T' y posmultiplicandola por T resulta:

gq T'oT, (6.26)




ya que T'T I Observe que la deduccién de las ecuaciones (6.25) y (6.26) es la misma
que la empleada para demostrar las férmulas (2.19) y (2.16), respectivamente, haciendo
o 0% utilizando la matriz de transformacion T dada por (6.6).

Las ecuaciones (6.25) y (6.26) constituyen las férmulas de transformacién de la ma-
triz de tensiones entre los sistemas de coordenadas cartesiano y cilindrico, respectiva-
mente. Tenga en cuenta que la matriz T cambia al variar el vector posicion (r, 8,2).

Por medio del siguiente codigo de Maxima:

/= Se define la matriz de tensiones "sigma' en coordenadas rectangulares, =/
/* ecuacion (2.5) =/

sigma : matrix(

[ sx, txy, txz 1,

[ txy, sy, tyz ],

[ txz, tyz, sz 1

)$

/> Se define la matriz de transformacién "T", ecuacion (6.6) =/
T : matrix(

[ cos(t), -sin(t), 0 ],
[ sin(t), cos(t), 0 1,
[ 0, 0, 11
)$

/= Se convierte la matriz de tensiones ''sigma™ de coordenadas =/
/* rectangulares a coordenadas cilindricas, ecuacion (6.26) =/
sigma_cil: expand(transpose(T).sigma.T)$

/> Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas =/
/= cilindricas "sigma—cil” =/

sr : sigma_cil[1l][1];

st : sigma_cil[2][2];

sz : sigma_cil[3][3];

trt : sigma_cil[1][2];

trz : sigma_cil[1][3];

ttz : sigma_cil[2][3];

se resuelve la ecuacién (6.26) para encontrar que las expresiones que transforman los
esfuerzos oy, 0y, 0z, Txy, Txz Y Ty; €n los esfuerzos oy, 09, 0z, Trg, Trz, ¥ To, SON

or 0y cos’ 0 + oy sin® 6 + 14, sin 20 (6.27a)
Ox+0y Oy—0
e LY cos20 + Tyy Sin 26
2 2
0p 0y sin® 0 + oy cos® 0 — 14, sin 20 (6.27b)
Oy + 0y Oy — O
X2 Y X2 ycosZQ—TXysinZB

0z Oz

1
Tro > (ay - UX) sin 26 + 7y cos 20 (6.27¢)



Tz TyzSin0 + 7y, cos 0

To; Tyz €080 — 1y, sin 6.
Ahora, el c6digo de Maxima:

11 /= Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilindricas =/
2 /= “'sigma_cil", ecuacién (6.21) =/

3 sigma_cil : matrix(

4/ [ sr, trt, trz 1,

s| [ trt, st, ttz ],

6 [ trz, ttz, sz 1]

71)$%

8

9o/ /= Se define la matriz de transformacién "T", ecuacién (6.6) =/

o/ T : matrix(

ul [ cos(t), -sin(t), O 1,
2 [ sin(t), cos(t), 0 1,
13 [ 0, 0, 11
u)$

16| /= Se convierte la matriz de tensiones ''sigma" de coordenadas cilindricas =/
7| /* a coordenadas rectangulares, ecuacién (6.25) =/
18 sigma: expand(T.sigma_cil.transpose(T))$

20| /= Se extraen los términos de la matriz de tensiones "sigma"™ en =/
21| /> coordenadas rectangulares =/

22 sx @ sigma[l][1];

238y @ sigma[2]1[2];

4/ sz : sigma[31[31];

25 txy : sigmal[ll[2];

26| txz : sigmal[l][3];

27/ tyz @ sigma[2][3];

resuelve la ecuacion (6.25), demostrando asi que las ecuaciones

oy 07 cos’ 0 + gy sin® 0 — 7,9 sin 20
oy 0rsin® 0 + ggcos’ 6 + 119 sin 20

0; O3

1 ) (6.28)
Txy 3 (0r — 0p) sin 26 + 119 cos 26

Tyz Trz €080 — Tg;sin 0

Tyz Trz Sin 6 + T@Z COS 6

convierten los esfuerzos oy, 0y, 07, Trg, Trz, Y Te, €n los esfuerzos oy, oy, 0z, Ty, Txz ¥ Tyz. A
partir de las ecuaciones (6.27) y (6.28) se observa que a medida que 6 — 0 los esfuerzos
Oy Oys o5 Tyz tienden a oy, 0y, ..., Tg; y Viceversa.



6.5. Ecuaciones diferenciales de equilibrio en
coordenadas cilindricas y polares

En la secciNnOdedujimos las ecuaciones diferenciales parciales de egugibcoor-
denadas rectangulares. En esta secciNn lo haremos de nei/aspndo como marco
de referencia un sistema de coordenadas polares o cil ndReasrdemos que dichas
fNrmulas garantizan el equilibrio de fuerzas en las direccionggz en todos los puntos
interiores del sNlido.

Una forma de deducir dichas ecuaciones puede ser calculantiortosos %2, Kﬁ*—;
B ..., vali'ndonos de la regla de la cadena (ver ap’néié:
Ky KxKr KyKL KyKz
Kx Kr Kx KL Kx KzKXx
K KOy Kr KOy KL KOy K 5
Oxy 0xy_ Oxy_ OXY_Z (4.0A)

Ky Kr Ky KL Ky KzKy
KO KO Kr KO KL KO Kz
Kz Kr Kz KL Kz Kz Kz

y la ayuda de las ecuacionésd)y (4.0—Juego, se reemplazéa.oA)en las ecuaciones
de equilibrio rectangulares.o) y se reducen t"rminos utilizando simple tlgebra.

Adicionalmente, se debe tener en cuenta que las fuerzas mé&steasn represen-
tadas por el campo vectorial; b, by, b, T, el cual estt referido, a su vez, a la
base' A £ Z . Este campo vectorial est? relacionado con el campo veladerfaerzas
misicash X, Y, Z T, el cual estf referido a la bas® {A kv, de acuerdo con la
fNrmula(6.0y)as

' X« rcosl  sinl oy« b

-Y— -sinl cosl y—b;— (a.cy)
” Z. ” y y O ” bz.
+ ’ 111111111111].’1111111111111%11].‘%111111111111111111111111111111

b T® beil

por lo que

X bycosl b;sinl
Y bysinl b;cosl
Z b,

Las ecuaciones de equilibrio en coordenadas cil ndricas a&pdreal realizar los
cambios de variablg.0A)y (a.¢y) en las ecuaciongs.0). Esta metodolog a, aunque
directa, es bastante dispendiosa; afortunadamente, con Maesnpasible hacer ffcil-
mente dichas sustituciones algebraicas. De hecho, escrilolss’s de la | nea ob del
programa anterior (pginaad el siguiente cNdigo:



59
60
6
62

63
64

%+167r9+67rz+0}
or rdo oz

(

;09 +Db)sinf

0trg + 1% + 019, 27rg
or r o6 0z

+( +Dbp)cos@ 0. (6.32)

Observe que las expresiones entre paréntesis deben ser iguales a cero, ya que las dos
ecuaciones anteriores son validas para todo 6 >[0, 27). Adicionalmente, observe que las
expresiones entre paréntesis se repiten en ambas ecuaciones. Una forma facil de extraer
ambas expresiones entre paréntesis es hacer sinf 0y cos@ 1, lo cual se lleva a cabo
mediante el comando (continuamos el programa anterior):

/* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las dos primeras ecuaciones =/
/* diferenciales de equilibrio =/
ev([eql, eq2], sin(t)=0, cos(t)=1);

/= Imprimimos la tercera ecuacién de equilibrio =/
eq3;

Obtenemos asi las llamadas ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilindri-
cas:

aar 1 aTre aTrZ Ur - 09
W-’-F 20 + o7 F E +br 0 (633&)

01,9 100’9 6192 2Tr@
or ‘ro8 ' oz pL (0:330)

aTrZ 1 ang aaz Trz
TR o e b, O0. (6.33¢)

En el codigo anterior, en las lineas 21 a 27 (pagina 266), se calcularon los valores de oy,
0Oy> 02, Txy> Txz ¥ Tyz. Al observar el contenido de la variable sz, se aprecia que esta se au-
tocontiene (esto es, 0;  07) y, por lo tanto, en la linea 28 se procede a borrar esa variable
de la memoria con el comando kill; observe que el sz de la linea 24 es un contenedor
que alberga el contenido de sigma[3][3], mientras que el sz de lalinea 32 que se emplea
en las lineas 56 a 58 se refiere a una variable dependiente de r, t y z. Luego, en la linea
32, se dice que oy, 09, 05, Trg, Trz, ¥ To, son todas funciones der, 0 y z, y en la linea 33 que
I'y 6 son funciones de X y y. En las lineas 36 y 37 se definen las derivadas de r y 6 con
respecto a X y a Y, tal y como se han escrito en las formulas (6.2) y se explica en detalle
en la seccion 6.1.1. A continuacidn, de la linea 40 a la 44 se define el vector de fuerzas
masicas b expresado en coordenadas cilindricas, y de la linea 51 a 53 se convierte dicha
ecuacion a coordenadas rectangulares utilizando para ello la definicién de la matriz de
transformacion T dada entre las lineas 10 y 14. Posteriormente, en las lineas 56, 57 y 58
se escriben las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio en coordenadas rectan-
gulares (5.2) y con el comando trigsimp se simplifican las expresiones; finalmente, en
la linea 61, se extraen e imprimen los términos entre paréntesis de las ecuaciones (6.31)
y (6.32), términos que son iguales a cero. Por su parte, la linea 64 imprime directamente
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la tercera ecuacién de equilibrio. Es de notar que el sistema de algebra simbolica Maxima
calcula automaticamente las derivadas (6.29) empleando la regla de la cadena.

Otro método para encontrar las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordena-
das cilindricas consiste en realizar una sumatoria de esfuerzos similar a la realizada en la
seccion 5.1 sobre una cufia como la mostrada en la figura 6.2. Se refiere al lector a Solecki
y Conant (2003, seccion 2.2.8) para la demostracion de dichas ecuaciones, de esta forma,
en el caso tridimensional.

6.5.1. Particularizaciones de las ecuaciones de equilibrio en
coordenadas cilindricas

Existen tres particularizaciones importantes de las ecuaciones de equilibrio (6.33) que
se ilustran en la figura 6.3 y que se explican a continuacién.

Caso 3:
polares y
simetria axial
yA
simetria axial X
y
Caso 1:
polares

Figura 6.3. Casos particulares de la disposicion de esfuerzos en coordenadas cilindricas.
El caso 1 (coordenadas polares) muestra una condicion para la cual los esfuerzos son
independientes de z; el caso 2 (simetria axial) presenta una condicién para la
cual los esfuerzos son independientes de 0, y el caso 3 es una combinacion de
los casos 1y 2. Las flechas rojas representan las cargas aplicadas sobre el sélido.

)
N
o



Caso 3 (coordenadas polares + simetria axial)

Este es una mezcla de los casos 1 y 2. Si asumimos que no existe dependencia de las

componentes de esfuerzo en z ni en 0 (figura 6.3-caso 3), entonces, aa‘;’ %
ang doy, aﬂ a‘l’ez e
o 0y 3 =3 <& 0y, ademds, todas las componentes del esfuerzo

cortante son cero, o sea, vy Trz Tez 0. En consecuencia, se tendra que tanto o;
como 0y son constantes y que b, by 0 y; por tal razon, las ecuaciones diferenciales
de equilibrio (6.33) se reduciran a la unica ecuacion:

do;, oy -0y
— 4
dr r

+b, 0. (6.36)

Este caso ocurre, por ejemplo, cuando se tiene una tuberia de masa despreciable que
transporta un gas a presion y que esta suspendida en el aire o cuando se analizan, de
forma muy simplificada, los rodamientos y los ejes de transmision de una maquina.

Antes de continuar, por favor, asegurese de que es completamente claro para usted
qué quiere decir fisicamente cada una de estas situaciones y en qué casos son aplicables
las ecuaciones deducidas en esta seccion.

6.5.2. Deduccion alternativa de las ecuaciones diferenciales de
equilibrio en coordenadas polares
Las ecuaciones (6.34) se pueden deducir si se considera la sumatoria de fuerzas reali-

zadas en un diferencial de sélido como el mostrado en la figura 6.4, el cual tiene un
espesor t. Haciendo sumatoria de fuerzas en el sentido radial (en la direccién de la linea

roja ======: ) e igualdndolas a cero (3 F,  0) tenemos que
o7, AB AB
(119 + 30 AH)'[ Ar cos - Tt AT cos EX
b -AB
doy AO AO
— (o9 + 30 AQ)t Ar smT — gt Ar smT
-CD -AB
do;
+ (or + a—Ar) t(r+Ar) AG—o trAQ +b,trAG Ar 0

_be -hD -hD

observe que AD y BC son arcos, mientras que AB y CD son lineas rectas, como lo evi-
dencian los simbolos encima de las letras. Se pregunta al lector: ;por qué los términos
del segundo reglon tienen asociados un signo menos? Expandiendo los paréntesis, di-
vidiendo todo entre el espesor t, reduciendo términos semejantes y teniendo en cuenta

que A6 es un angulo pequefio (ver apéndice A.7.3), por lo que sin 5~ Ae 48 >~ Y cos A—g L
resulta:
aTI’G 609 2 AI’

ArAB — agATAO — — (AG) + 0, ArAQ + %Ar (r+ Ar) AG + b,rArAG 0

00



eliminando los diferenciales de tercer orden, dividiendo toda la expresion entre rArA6
y tomando limites cuando ArA@ tiende a cero, se llega a

1079 L0 =09 doy
r ao r or
la cual es basicamente la ecuacién (6.34a). La deduccion de la ecuacion (6.34b) por este
método se hace sumando las fuerzas en el sentido angular (en el sentido de la linea verde

== =) ¢ igualdndolas a cero (3 Fg  0); esta demostracion se deja como ejercicio al
lector.

+b, O,

\ A 5
..... '} or + SEAT
aUg n
Og + WAG
0T 0
Trg + =2 Ar
Trp + 07,9 ro ar

Figura 6.4. Esfuerzos actuantes sobre un diferencial de sélido, de espesor t, utilizando
como referencia un sistema en coordenadas polares. La sumatoria de fuerzas en el
sentido radial se hace en la direccién de la linea roja ======:. La sumatoria de
fuerzas en el sentido angular se hace en la direccién de la linea verde == == =.

Observe que en esta deduccion se han utilizado explicitamente expansiones en series
de Taylor (ver apéndice A.7); por ejemplo, el término oy + %’AH que se aplica sobre el
lado CD aparecié al hacer una expansion truncada en series de Taylor de 0y alrededor
del punto (r + 5, 6 + AB):

00‘9 (r+ %

Ar Ar ,0)
09(r+7,9+A6) 09(r+7,9)+ 30 A6



1620 (r+4r =0, 0)
"3 00?

(26)" +

observe que solo se han considerado los primeros dos términos de esta expansion, ya
que los otros son despreciables en el equilibrio de fuerzas. Se solicita al lector completar
los detalles.

6.6. Componentes de la deformacion en coordenadas
polares

En la seccion 3.2 se analizaron las componentes de deformacion de un sélido teniendo
como referencia un sistema de coordenadas rectangulares. Aqui, repetiremos dicho ana-
lisis utilizando un sistema de coordenadas polares y usando dos métodos diferentes: uno
geométrico y otro algebraico.

A continuaci6n, nos referiremos al desplazamiento en la direccién radial 7 y tan-
gencial 0 como u, Yy Vg, respectivamente (figura 6.5). Tenga cuidado para no confundir
estos con las componentes de desplazamiento U y v que se utilizan en el sistema de coor-
denadas rectangulares (y que suceden en la direccion de los vectores i y f); de hecho, es
posible demostrar de forma analoga a como se dedujo la ecuacién (2.12):

u cos —sinf

I:V] [sin 0 cos 9] [ ] ’ (6.37)

es decir,
U UrcosB —Vgsinb (6.38a)
V  U,sin@ +Vvycos0. (6.38b)

Se deja dicha demostraciéon como ejercicio al lector.

6.6.1. Método geométrico para el calculo de las componentes de la
deformacion en coordenadas polares

Consideremos un diferencial de s6lido ABCD, como el ilustrado en las figuras 6.6 y 6.7,
el cual estd representado con referencia a un sistema de coordenadas polares; se quiere
cuantificar no solo la deformacién longitudinal en las direcciones radial y tangencial,
sino también la deformacion angular de dicho diferencial de sélido.

Con respecto a las figuras 6.6 y 6.7, si queremos analizar la deformacién del sélido
en el punto A, debemos analizar qué pasa en el sdlido ABCD, el cual se deforma hasta
alcanzar la posicion A®B*E®BE™=EFara luego aplicar limites de modo tal que ABCD
tienda al punto A.
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Figura 6.5. Componentes del desplazamiento en coordenadas polares. El
desplazamiento del punto de coordenadas (X, y) se representa con
la flecha verde; este vector de desplazamiento se puede describir ya
sea con respecto a la base {i, j} o con respecto a la base {7, 0}.

Con ayuda de la figura 6.6, podemos definir, en coordenadas polares, la posicion de
los puntos A, B, C y D como

coordg(A) : (r, 6) coordrg(B) : (r + Ar, 0)
coordg(C): (r+Ar, 8+ A0H) coordg(D) : (r, 6+ A6);

alternativamente, la posicion de dichos puntos puede especificarse, en coordenadas rec-
tangulares, en relacion con los ejes locales X®y y% los cuales siguen las direcciones y
sentidos indicados por los vectores #(A) y 0(A), asi:

coordyr,/(A) = (r, 0) coordyy/(B) : (r+Ar, 0)
coordyy/(C) = (r+Ar, (r + Ar)A0) coordyy/(D): (r,rA0).

Ahora, en relacién con las figuras 6.6 y 6.7, para que el sélido ABCD llegue a su
posicién final ASB*E®E=EFrimero tiene que trasladarse rigidamente en la direccion
#(A) una distancia U (A) y luego deformarse longitudinalmente en esa misma direccion,
alcanzando la forma ABE D *Observe que al deformarse longitudinalmente en la direc-
cién #(A) el diferencial de sélido también se deforma, indirectamente, en la direccién



=== ABCD: el diferencial de s6lido analizado (configuracién original).

e A’B’C’D’: ABCD trasladado u;(A) en la direccion radial #(A) e R
indirectamente deformado longitudinalmente en la direccion angular 6(A).

= A"B"C"D": A'B'C'D’ trasladado vy (A) en la direccién angular é(A) y
deformado longitudinalmente en direccién 6(A).

Figura 6.6. Analisis de la deformacién longitudinal en coordenadas polares. Aqui el
diferencial de so6lido que se ubica en ABCD se desplaza y deforma hasta alcanzar la
posicion ASBFCTIFEAqui, se debe tener en cuenta lo siguiente: (1) los trapecios
punteados representan el solido después del desplazamiento rigido, pero antes de estirarse
o contraerse; (2) los diferenciales se dibujaron como rectangulos por simplicidad
en la representacion; no obstante, este caso se da unicamente cuando Ar 0y
AB  0;(3) los ejes X%y y®no estan graficados ortogonalmente, ya que el angulo
A0 mostrado es muy grande; en el limite, cuando A6 0, dichos ejes si son
mutuamente ortogonales, y (4) mientras las lineas AB%y A®B*%on paralelas, las
lineas CD% CF*%o lo son, por lo que se evidencia mejor en la figura 6.7.
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Figura &.p.Antlisis de la deformaciNn en coordenadas polares. En estogete
simbolog a de los colores es igual a la de la sguéapor lo que no se repite. Aqu el
diferencial de sNlido que se ubicaABC Dse desplaza y se deforma hasta alcanzar la
posiciNnAB=ERH®EE este grieco se debe tener en cuenta lo siguiente: (Oyebser
gue las 'nea8B%y A®8*%on paralelas, mientras que las [ N€EPR%y CF=o
lo son; (0) el tnguld ByA®F*=%ide A (¢) la suposiciNin de que el fngulo

§ ARG § BERE®Mida Ay solo es vilida cuando los desplazamientod\e yv," As
se asumen mucho mis pe@s quer, y (¥)

§ ADA*®S BEAM Y § COP*k.



6(A), de modo que, por ejemplo, la distancia AD se convierte en A®%y la distancia
BC se convierte en B'E® A continuacion, el sélido ABE D %se traslada rigidamente en
la direccién (A) y luego se deforma longitudinalmente, de nuevo, en direccion 6(A)
hasta alcanzar la posicion ASBEC*P®%¥inalmente, el sdlido se deforma angularmente
adoptando su configuracion final ASB*EBE=®Eabe recalcar que los puntos A, B, A%y
B%on colineales y la linea que los une es paralela al tramo A®B™%omo se aprecia en las
figuras 6.6 y 6.7. Por otro lado, las lineas C®D% C®*®%o son paralelas (;por qué?).

Valiéndonos de las figuras 6.6 y 6.7, y asumiendo que Ar y A8 son cantidades muy pe-
quefias, determinemos la posicion de los puntos AXB% A®#B%=%®sto se realiza aplicando
la formula (3.2):

posicion final  posicion inicial + desplazamiento
para obtener:
coordy:y (A% r + u(A) , 0 + 0

posicion inicial desplazamiento posicion inicial desplazamiento

(r+u(r,0), 0)

coordysy(B% : r+Ar + u/(B) , coordy (A%)

posicion inicial  desplazamiento

r+Ar+u.(r+Ar, 6),0

coordyry (A% coordy (A%, 0 + Ve(A)

posicion inicial 3, splazamiento

r+u.(r, 0), ve(r, 0)

coordyy (B¥®  (coordy (BY, coordy (A%)
r+Ar+u.(r+Ar, 0), ve(r, ) .
A partir de la figura 6.6 observe, en particular, que la coordenada y*del punto D%%sto
es coord, (D®); esta formada por la longitud del arco A°D%1a cual es (r + u;(A))A6,

sumado al desplazamiento asociado al movimiento de ABE® *hasta ASBC=TERue
es Vg(D). De este modo:

coordyy (D®®  coordyw (A%, rAf +u(A)AO +ve(D)

posicion inicial desplazamiento



r+u.(r, 0), (r+u(r, 0))A0 +ve(r, 0+ A0) ;

adicionalmente, a partir de la figura 6.7 se determina que

coordy (B¥F® vy(B) vo(r+ Ar, 0)
coordy/ (D®F® r +u, (D) r+uc(r, 8+ A6),

y asumimos que (;podria dar los detalles?):

coordy (BEF* coordy (B®f® coordy (BY
coord,/ (D®F* coord, (D=?

A partir de las figuras 6.6 y 6.7 y las posiciones de los puntos que acabamos de especi-
ficar, se pueden calcular las siguientes distancias, las cuales utilizaremos posteriormente
en nuestros calculos:

AB  coordy (B) — coordy (A)
[r+Ar]-[r]
Ar
AB® coordy (BY - coordy (A%

[r+Ar+uc(r+Ar, 0)]-[r+uc(r,0)]
Ar +u(r+ Ar, 08) —u.(r,0)

ATB*® coordy (BEf™= coordy: (A%S®
[r+Ar+uc(r+Ar, 0)]-[r+uc(r, 0)]
Ar +u (r+ Ar, 0) —uc(r, 6)

AD coord/(D) — coord.(A)

[ra0] - [0]
raA@

ATH®® coord,, (D*®*- coord,, (A%®
[(r+uc(r, 0))A0 +ve(r, 8+ A0)] - [ve(r,0)]
(r+uc(r, 0))A0 +vu(r, 6+ A0) —vu(r,0)

BHB**®*%o0ord,  (B*F= coord,. (B¥)°
Vo(r + Ar, 0) —ve(r, 9)

DBF**%oordy (D*®FE coord,. (D=J®
[r+uc(r, 6+A60)] - [r+u(r, 0)]
ur(r, 0+ A60) —uc(r, 6).

Hacemos énfasis, de nuevo, en que las coordenadas y longitudes que acabamos de
deducir son validas siempre y cuando Ar y Af sean cantidades muy pequefias.



Como se vio en el capitulo 3, la deformacién del sélido se descompone en deforma-
cién longitudinal, que denota el cambio en longitud del elemento en una cierta direccion,
y en deformacion angular, que representa el cambio en el valor de un angulo que origi-
nalmente era recto, es decir, que media 7/2 radianes; analizaremos cada una de ellas a
continuacion.

Calculo de la deformacion longitudinal en la direccion radial ,

La deformacion longitudinal en la direccion radial, que denotaremos aqui por &, mide el
grado de estiramiento o contraccién del solido en el punto A (r, 8) y en la direccion
#(A), y se define como

. AB*e-AB
e(r,6): Jim —xg—
- [Ar+uc(r+Ar, 8) —uc(r,0)] - [Ar]
lim
Ar 0 Ar
ou,(r, 0)
or

Calculo de la deformacion longitudinal en la direccion tangencial ¢,

La deformacion longitudinal en la direccion tangencial, designada por &y, mide el grado
de estiramiento o contraccion del solido en el punto A (r, 0) y en la direcciéon 0(A), y
se define como

cee
e(r,0): lim W
o [(r+u(r, 8))A0 +ve(r, 0+ A0) —ve(r,0)] - [rAd]
Al}amo rAo
ur(r,0) . 10ve(r, 6)
r ro o6
Esta ecuacién contiene dos términos que se superponen: el primero, U’A:’e' , resulta

cuando el elemento diferencial ABCD se estira radial y angularmente hasta convertirse

en el elemento ABED X esta es una deformacion producida, principalmente, por los

. o . o Vg r.6e
esfuerzos aplicados en la direccién radial. El segundo término, 1 =%, resulta cuando

el diferencial ABE D e convierte en ABEEDI®EBbserve que esta es una deformacion

producida, principalmente, por los esfuerzos aplicados en la direccién tangencial.

Una manera de entender el término u;rr %" es asumir un anillo de radio r sujeto unica-

mente a una presion interna (figura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad

Uy; de esta forma, el perimetro del anillo no deformado es p; 271 y del anillo deforma-

do serfa pr  27(r + uy). En este orden de ideas, la deformacién longitudinal del anillo
Pr Pi u,

en la direccion tangencial serfa =5— <.
1




Ku“r,1e
KL

ru r,le

Ky r,1e ’
K1

y al reemplazar las ecuaciones anteriore&ep)

Ky r,1e ~ Ku"r,1e
Kr V]_ r, 1. K1

A Ky'r,le ~ . ~ Kw"r,1e ’
O T rour,l rou’r,le 1

rlAr1 1.

y teniendo en cuenta que; y %’1 son cantidades mucho miAs pedas quer, o sea,
uPry %’1 Pry como% es insigniecante comparado con O, es dé”?“iP O, resulta
que

Kw'r,1e  vir,1e  OKy'r,1e

Kr r r KL

Se deja como ejercicio al lector la interpretaciNn f sica de cawldeailos t'rminos
que conforman esta ecuaciNn.

En resumen, las componentes de la deformaciNn longitudinal ; y angular 4
expresadas en coordenadas polares son

I’].Ary 1.

Ky A
ksl a.¥ya
S (a.¥ya)
u OKvy o
— —— a.¥yb
1 roTK (a.¥yb)
XKy Ky v n
-— — =, a.¥yc
"rKL OKr T (a¥yc)

6.6.2. Metodo algebraico para el calculo de las componentes de la
deformacion en coordenadas polares

Las expresione@i.¥y)tambi’n se pueden deducir de forma algebraica a partir de las
ecuacionesc.O0y (¢c.0O¥)De hecho, haciendo uso de la regla de la cadena, podemos
expresar, como

Ku KuKr Kukl Ku C](usinl_
¥ Kx KrkKx KLKx Kr r KL ’

derivando, con respectoray 1y empleando la ecuaciNf.c—aJesulta

Ku K

— —"u,cosl wv;sinle

Kr Kr !
Kuy Kv .
—cosl —sinl
Kr Kr

Ku K )
— —"u,cosl viSinle
Kl Kl r 1
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Figura 6.8. Cuando 6 = 0, las deformaciones longitudinales &y se convierten
en ¢r; andlogamente, cuando 0 = 77/2, las deformaciones longitudinales
& se convierten en &gy. Por otro lado, cuando 8 0, las deformaciones
angulares yyy se convierten en las deformaciones angulares y,y (no ilustrado).

ou, . vy .
a—ecose—ursm9— %sme—vgcose,
y, utilizando (6.2), se concluye que
&x(0) (W cos 6 — <57 Sin 9) cos 6

ou, ) ovy . sin 0
- (a—ecose— U,sin 8 - ﬁsme—vgcos@) —

Como ilustra la figura 6.8, al evaluar la formula anterior para 0y 60 7/2, llegamos
a las ecuaciones (6.40a) y (6.40b), esto es:

& & (0) e & (m)2).

Finalmente, podemos calcular y,y (ecuacion [6.40c]) a partir de y4,(68) como una
funcion de Uy, vy y 0, teniendo en cuenta que

Yo ¥xy(0)  —yxy(7/2).

Esta demostracion se deja como ejercicio al lector.

6.7. Componentes de la deformacion en coordenadas
cilindricas

Como se estudio en el capitulo 3, las deformaciones miden el cambio de forma de un di-
ferencial de solido. Estas se dividen en dos grandes clases: deformaciones longitudinales



y deformaciones angulares. Las primeras miden qué tanto se estira o se contrae un dife-
rencial de sélido en una direccién dada, mientras que las segundas miden la variacion
experimentada por el angulo entre dos caras mutuamente ortogonales de un elemento
diferencial.

Al igual que se hizo con la ecuacién (3.15), es conveniente organizar las deformacio-
nes en las matrices o tensores de deformaciones ingenieriles y de deformaciones matema-
ticas en coordenadas cilindricas. Estos tensores se indican a continuacion:

1 1
& & &z Er Yo 3Vrz
1 1
Eil Eor €0 Eo: 2Yeor €9 3Vez |- (6.41)
1 1
Er &9 & 2Var 3V &
deformaciones matematicas deformaciones ingenieriles

La matriz de deformaciones g se puede obtener desde el sistema de coordenadas
rectangulares haciendo uso de las ecuaciones (3.17) y (3.22), teniendo en cuenta que
&i €% quelamatriz T esta dada por la ecuacion (6.6). De este modo, a partir de (3.17)
se obtiene la férmula

écil TT é T >

que permite convertir la matriz de deformacion en coordenadas rectangulares € a aquella
en coordenadas cilindricas g&.j; ademas, utilizando (3.22) resulta la ecuaciéon

e Teqy TT, (6.42)

que convierte la matriz de deformacién en coordenadas cilindricas & a aquella en coor-
denadas rectangulares &.

Las componentes de la deformacion expresadas en coordenadas rectangulares (ecua-
ciones [3.12] y [3.14]) pueden expresarse en coordenadas cilindricas aplicando un pro-
cedimiento algebraico similar al explicado al final de la seccién 6.6.2. De hecho, con el
siguiente codigo de Maxima podemos realizar facilmente esa tarea:

1| /* Se especifica que ur, vt y w son funciones de r, ty z =/

2/ /> y que r y t son funciones de X y de y =/

3| depends ([ur, vt, w]l, [r, t, z])$

4 depends([r, t]1, [x, y1)$

5

6/ /> Se especifican "manualmente™ las derivadas dr—dx, dr—dy, dt_dx, dt-dy =/
71 gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) =/

s gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /= ecuaciones (6.2b) =/

9

10| /> Se define la matriz de transformacién T, ecuacioén (6.6) =/

| T : matrix(

2 [ cos(t), -sin(t), 0 1,

s [ sin(t), cos(t), 0 1,

u [ 0, 0, 1]

—



15

17
18
19
20
2
22

=

23
24
25
26
27
28
29
30
3
32
33
34
35
36
37
38
39

«

40
4
42
43
a4
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

)$

/= Deformaciones matematicas en términos de deformaciones ingenieriles =/
ert : grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$

/> Se define la matriz de deformaciones en coord. cilindricas, ec. (6.41) =/
def_cil : matrix(
[ er, ert, erz ],
[ ert, et, etz ],
[ erz, etz, ez 1]

)$

/= Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares =/
def: T.def_cil.transpose(T)$ /= ecuacion (6.42) =/

/> Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas =/
/= rectangulares =/

ex : def[1][1]$ ey : def[2][2]$% ez : def[3][3]$%

gxy : 2xdef[1][2]$% gxz : 2xdef[1][3]$ gyz : 2xdef[2][3]$

/= Vector de desplazamientos con respecto a la base {r,t,z} =/
des_cil : matrix([ ur 1, [ vt 1, [ w1)$

/= Se expresa el vector de desplazamientos con respecto a la base {i,j,k} =/
des: T.des_cil$

/= Se hace la asignacion respectiva de los desplazamientos =/
u : des[1l][1]$
v : des[2][1]$

/= Deformaciones en coordenadas rectangulares, ecuaciones (3.12) y (3.14) =/
eql : ex = diff(u, x)$
eq2 : ey = diff(v, y)$

eg3 : ez = diff(w, z)$

eqd : gxy = diff(u, y) + diff(v, x)$
eq5 : gyz = diff(v, z) + diff(w, y)$
eq6 : gxz = diff(u, z) + diff(w, x)$

/* Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las deformaciones =/
ev([eql, eq2, eq3, eqg4, eqg5, eq6], sin(t)=0, cos(t)=1);

Aqui las variables Uy, Vg, 0 y yxy se han representado, respectivamente, como ur, vt, t y
gxy. El resultado de ejecucion de este cddigo es el siguiente:

our 1ou;  0ve Vo
 or Yoo Y0 Tar

U 10vg Ovg 10w
% T*738 ve 5 tiae (649
2 57 Yoo o T ez




En el co6digo anterior, en la linea 3 se expresan las componentes de desplazamiento
en coordenadas cilindricas Uy, Vg y W como funciones de r, 0 y Z, y en la linea 4 dice
que ambas, r y 6, son funciones de X y y. En las lineas 7 y 8 se definen las derivadas
de las funciones r y 6 con respecto a X y a Y, respectivamente, como se explica en la
seccion 6.1.1; estas lineas son basicamente una implementacion de las ecuaciones (6.2).
En la linea 36 se definen las componentes del vector de desplazamiento en coordenadas
cilindricas, es decir, u;  [ur, Vg, W]T, y delalinea 11 ala 14 se definen las componentes
de la matriz de transformacion T definida en la ecuacién (6.6) y que ha sido empleada
para encontrar la representacion del vector u con respecto a los ejes X, Y y z, esto es,
u [u, v, w]T, de acuerdo con lo comentado en el seccion 2.5. Lo anterior se hizo utili-
zando la féormulau  Tu (ver linea 39). Por su parte, las cantidades U y V se extrajeron
del vector u mediante las lineas 42 y 43, respectivamente. De la linea 46 a la 51 se escri-
ben las ecuaciones (3.12) y (3.14), que representan las componentes de la deformacién
en coordenadas rectangulares. Finalmente, en la linea 54 se hace sinf 0ycosf 1
con base en un procedimiento similar al que se realiz6 para encontrar las ecuaciones de
equilibrio, en la pagina 268, valiéndonos esta vez las factorizaciones dadas por

facsum(ex - diff(u, x) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(ey - diff(v, y) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(ez - diff(w, z) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gxy - diff(u, y) + diff(v, x) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gyz - diff(v, z) + diff(w, y) = 0, sin(t), cos(t));
facsum(gxz - diff(u, z) + diff(w, x) = 0, sin(t), cos(t));

Se deja dicha comprobacién como tarea al lector.

6.8. Desplazamiento y deformacion en el caso de simetria

axial
Recordemos que, en el caso de simetria axial, no existe dependencia de las componentes
d d .
de esfuerzo en 0 (% % ggz 0) y, ademas, los esfuerzos cortantes 7,y y 7y,

se anulan sobre cualquier corte del plano axial. Por la misma simetria axial se tiene que
en el caso axisimétrico Vo  0; ademads, U, y W son funciones independientes de 6, esto
esur(r,0,z) ur(r,z),ve(r,0,z) 0yw(r,0,z) w(r,z).De esto, se deduce que las
deformaciones (6.43) se convierten en el caso axisimétrico en las siguientes ecuaciones:

ou,(r,z

& (r,2) % yro(r,z) 0
u.(r,z

eo(r,2) ¥ ye(r,z) 0 (6.44)
ow(r,z ow(r,z ou,(r,z




~

u,"r,ze . . . . -
Una forma para entender &4(r,z) ~—— esasumir un anillo de radio r sujeto tinica-

mente a una presion interna (figura 6.9) que hace que este aumente su radio una cantidad
Uy; de esta forma, el perimetro del anillo no deformado es p; 27 y del anillo deforma-
do serfa pr  27(r + u;). En consecuencia, la deformacién longitudinal del anillo en la
Pr Pi u

direccién tangencial serfa g ~5— =

6.9. Leyde Hooke

Laley de Hooke, que se estudio en el capitulo 4, es una relacién constitutiva que describe
la relacion entre los esfuerzos y las deformaciones en solidos elasticos lineales. Recorde-
mos que esta relacion constitutiva solo es valida para pequefias deformaciones.

A continuacién, expresaremos la ley de Hooke, en coordenadas cilindricas, para el
caso de materiales isétropos. Para tal fin, utilizamos el siguiente cédigo de Maxima, el
cual mediante operaciones algebraicas transforma (4.3) y (4.12) en las ecuaciones busca-
das:

/> Se define la matriz de transformacién T, ecuacién (6.6) =/
T : matrix(

[ cos(t), -sin(t), 0 ],

[ sin(t), cos(t), 0 1,

[ 0, 0, 1]
)$

’

/= Se define la matriz de tensiones en coordenadas cilindricas, ec. (6.21) =/
sigma_cil : matrix(

[ sr, trt, trz ],

[ trt, st, ttz ],

[ trz, ttz, sz 1]

)$

/* Se convierte dicha matriz de tensiones a coordenadas rectangulares =/
sigma: T.sigma_cil.transpose(T)$ /= ecuacioén (6.25) =/

/= Se extraen los términos de la matriz de tensiones en coordenadas =/
/* rectangulares =/

sx : sigma[l]l[1]$ sy : sigma[2][2]$ sz : sigma[3]1[3]$%

txy : sigmal[l][2]$ txz : sigmal[l][3]$ tyz : sigma[2][3]$

/= Deformaciones matematicas en términos de deformaciones ingenieriles =/
ert : grt/2% erz : grz/2$ etz : gtz/2%

/> Se define la matriz de deformaciones en coord. cilindricas, ec. (6.41) =/
def_cil : matrix(
[ er, ert, erz ],
[ ert, et, etz ],
[ erz, etz, ez ]

)$



33
34
35
36
37
38
39
40
4

42
43
44
45
46
47
48
49
50

/= Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares =/
def: T.def_cil.transpose(T)$ /= ecuacioén (6.42) =/

/= Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas =/
/= rectangulares =/

ex : def[l][1]$ ey : def[2][2]$ ez : def[3]1[3]$

gxy : 2xdef[1][2]$% gxz : 2xdef[1][3]$ gyz : 2xdef[2][3]$

/* La ley de Hooke en coordenadas rectangulares, ecs. (4.3) y (4.12) =/
eql: ex = (1/E)x(sx - nux(sy + sz))$

eg2: ey = (1/E)x(sy - nux(sx + sz))$

eq3: ez = (1/E)*(sz - nux(sx + sy))$

eqd: gxy = txy/G$

eq5: gxz = txz/G$

eq6: gyz = tyz/G$

/= Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 e imprimimos las ley de Hooke =/
ev([eql, eq2, eq3, eq4, eqg5, eqbl, sin(t)=0, cos(t)=1);

Aqui sr, st, trt, trz, ttz y txy denotan, respectivamente, los esfuerzos oy, 0y, Tro, Trz>
Tz Y Txy» ¥ 1as variables er, et y etz representan las deformaciones &, &p, y €4, respecti-
vamente.

En el cédigo anterior, las lineas 2 a 6, 9 a 13 y 27 a 31 definen la matriz de trans-
formacion T (ecuacion [6.6]), la matriz de tensiones g (ecuacion [6.21]) y la matriz
de deformaciones matematicas g (ecuacion [6.41]), respectivamente. Estas matrices se
definieron con el objetivo de poder calcular la matriz de tensiones g y la matriz de defor-
maciones g en coordenadas rectangulares, de acuerdo con las ecuaciones (6.25) y (6.42),
respectivamente, estando estas formulas implementadas en las lineas 16 y 34. Una vez ex-
traidos los esfuerzos y las deformaciones de las matrices g y g, se extraen sus términos
en las lineas 20-21 y 38-39, respectivamente. Entonces, se reemplazan dichos términos
en laley de Hooke expresada en coordenadas rectangulares (4.3) y (4.12) entre las lineas
42y 47y, finalmente, en lalinea 50 se hacesin@ 0ycos® 1dela mismaforma que se
hizo para el calculo de las ecuaciones diferenciales de equilibrio y de las deformaciones,
obteniendo asi la ley de Hooke en coordenadas cilindricas.

El resultado de la ejecucion del cddigo anterior nos dice que las ecuaciones (4.3) y
(4.12) expresadas en coordenadas cilindricas son

1 1

& E (or = v (09 + 7)) Yro ETrG
1 1

& (09 = v (0r + 7)) Yo ez
1 1

& (0, —v(or + 09)) Yo Gt







+ Encoordenadas polares, suponiendo un estado de tension plana (ver seccion 4.8.1):

> ! (or — vay) ! T
ro g \or 0 Yro G re
1
£ 3 (09— vay) yrz 0 (6.46)
%
& £ (or + 0p) yoz O
y
oy > (er + vep) o Gyre
1-v
1-12
o, 0 T9; 0.

» En un estado de simetria axial, esto es, si no existe dependencia de las componen-
F) 9

tes de esfuerzo en 0 (%‘g % ggz 0), los esfuerzos cortantes se anulan

sobre cualquier corte del plano axial, es decir, 7,y 79, 0; esto implica que la ley

de Hooke se vuelve

Oy 1-v % % 0 &
0g E v 1-v v 0 g
0z a+v)(a-2v) v v 1-v 0 &
Trz 0 0 0 ! 22v Yrz

La demostracion de las ecuaciones anteriores, asi como la correspondiente al caso de
deformacion plana en coordenadas polares, se dejan como ejercicio al lector.

6.10. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad

Las ecuaciones diferenciales de equilibrio en coordenadas cilindricas (6.33) forman un
sistema de tres ecuaciones con seis incognitas (oy, 0y, 0z, Trg, Trz ¥ Tez); al ser este un
problema hiperestatico, se requieren al menos tres ecuaciones adicionales para poder
encontrar los esfuerzos al interior del sélido. Dichas ecuaciones se deducen utilizando
las deformaciones del sdlido, teniendo en cuenta que el campo vectorial de desplaza-
mientos de este debe ser tal que no existan ni grietas ni traslapos en el material (ver
seccion 5.2.7). Segun se estudid en la seccién 5.2, dichos criterios se cumplen al satisfa-
cer las ecuaciones diferenciales de compatibilidad, las cuales tienen dos versiones: una
en términos de deformaciones y otra en términos de esfuerzos.

A continuacion, se expone el caso tridimensional y los casos bidimensionales, polar
y axisimétrico de las ecuaciones de compatibilidad tanto en términos de esfuerzos como
de deformaciones.



6.10.1. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimeiasesn

Dadas las tres ecuaciones de equiliBéiac), se requieren tres ecuaciones adicionales
para calcular los seis esfuerzes 1, . 5, 01, O, y 01,; estas son las ecuaciones diferencia-
les de compatibilidad. En el caso tridimensional, usualmentebaja no con tres sino
con seis ecuaciones de segundo orden (que correspondercaasanes .P)), las cua-
les se pueden reducir a un sistema de tres ecuaciones difdesmbéacuarto orden. Sin
embargo, se preeere trabajar con las seis ecuaciones quessrio a continuaciNn,
ya que de este modo la complejidad matemitica de la formulasiRregor.
Seguidamente, se presentan las ecuaciones diferencialespiibdidad en el caso
tridimensional expresadas en t’rminos de deformaciones y esfagraspectivamente.

Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionalegemihos de
deformaciones (las ecuaciones de Saint-Venant)

Las ecuaciones de compatibilidad en t'rminos de deformaciomes@aso tridimensio-
nal, es decir, lascuaciones de Saint-Venamtcoordenadas cil ndricas son

ok OK Ky OK Ku
roKLe rKr  Kr ot rki Kr r
o, K, K, OK Ku

rPKe K2 rKr rKz KL "
|@Z I‘er }@I'Z
o K K2 Krkz ) (B¥—)
0/, OK Ku K Ku Kiu O
rkikz rKr Kz Z KrrKL Kr r Kz 1o
\K Kl r 1 C)K Klz cA}<rz Krl. _o&

—(—— (————e0  __(

Kz Kr r rki Kr r KL Kz r°Kl

A

KZ z K Klz O<rz Krl 1z

K
KL Kr r ?2<Kr r KL Kz r

Estas fNrmulas se obtuvieron con la ayuda del siguiente pregdenMaxima, el
cual convirtiN las ecuaciones de compatibilidad en coordenadtangulares (ecuacio-
nes [.P]) a coordenadas cil ndricas:

a/+* Se define la dependencia funcional */
o| depends ([er, et, ez, grt, grz, gtz], [r, t, Z]) $
¢ depends ([r, ], [x, Y]) $
¥
[ = Se especifican "manualmente" las derivadas dr —dx, dr _dy, dt _dx, dt _dy =*/

a gradef (rx, cos(t)) $ gradef (ry, sin (t) $ I+ ecuaciones (&.0@)+/
b gradef (tx, - sin () $ gradef (ty, cos(tyr) $ /* ecuaciones (&.0D)+/
A/ Se define la matriz de transformacién T (a.a) =/

oy T : matrix (



|-

[ ¢
[ s
[

)$

/>
ert

/>

os(t), -sin(t), 0 1,
in(t), cos(t), 0 1,
0, 0, 1]

Se definen las deformaciones angulares matematicas ert, erz y etz =/
1 grt/2$ erz : grz/2$ etz : gtz/2$%

Se define la matriz de deformaciones en coord. cilindricas, ec. (6.41) =/

def_cil : matrix(

[ e
[ e
[ e

)$

/>
def

/>
/>
ex

gxy :

/>
/>
VES
el:
e2:
e3:
e4:
e5:
eb:

/>
eqs

/>

eel:

ee2:

ee3:
eed:

ee5:

eeb:

exp
exp
exp
exp

r, ert, erz 1],
rt, et, etz ],
rz, etz, ez 1

Se convierte dicha matriz de deformaciones a coordenadas rectangulares =/
: T.def_cil.transpose(T)$ /* ecuacién (6.42) =/
Se extraen los términos de la matriz de deformaciones en coordenadas =/
rectangulares =/
: def[1]1[1]1$ ey : def[2][2]$% ez : def[3][3]$%
2xdef[1]1[2]% gxz : 2xdef[1][3]$% gyz : 2xdef[2][3]$%

Ecuaciones de compatibilidad en coordenadas rectangulares (5.7). Tenga */
en cuenta que estas ecuaciones se escribieron de modo tal que sus lados =/
derechos sean iguales a cero =/

diff(ex, y,2) + diff(ey, x,2) - diff(gxy, x,1, y,1)$

diff(ey, z,2) + diff(ez, y,2) - diff(gyz, y,1, z,1)$

diff(ez, x,2) + diff(ex, z,2) - diff(gxz, x,1, z,1)$

2xdiff(ex, y,1, z,1) - diff(- diff(gyz,x) + diff(gxz,y) + diff(gxy,z),x)$

2xdiff(ey, x,1, z,1) - diff(+ diff(gyz,x) - diff(gxz,y) + diff(gxy,z),y)$

2xdiff(ez, x,1, y,1) - diff(+ diff(gyz,x) + diff(gxz,y) - diff(gxy,z),z)$

Se hace sin(t)=0 y cos(t)=1 en las anteriores ecuaciones =/
: expand(ev(trigsimp([el, e2, e3, e4, e5, e6]), sin(t)=0, cos(t)=1))$

Se verifica que las ecs. calculadas son iguales a las ecs. (6.48) =/

(1/r™2)xdiff(er,t,2) + (1/r)*diff(rxdiff(et,r) - (er-et),r)
- (1/r)*diff(diff(grt,r) + grt/r,t)$
(1/r"2)xdiff(ez,t,2) + diff(et,z,2) + (1/r)*diff(ez,r)
- (1/r)*diff(diff(gtz,t) + grz,z)$
diff(ez,r,2) + diff(er,z,2) - diff(grz,r,1,z,1)$
(2/r)xdiff(er,t,1,z,1) - (1/r)xdiff(r+xdiff(grt,z) - gtz,r)
- diff((1/r)xdiff(grz,t) - diff(gtz,r),r) - (1/r)*xdiff(grt,z) - gtz/r"2%
2xdiff (diff(et,r) - (er-et)/r,z) - (1/r)*diff(diff(gtz,r)
- (1/r)*diff(grz,t) + diff(grt,z),t) - (1/r"2)*diff(gtz,t)$
(2/r)*diff (diff(ez,r) - ez/r,t) - diff(diff(gtz,r) + (1/r)*xdiff(grz,t)
- diff(grt,z) - gtz/r,z)$
and(eqs[1] - eel); /= Imprime 0 =/
and(eqs[2] - ee2); /= Imprime 0 =/
and(eqs[3] - ee3); /= Imprime 0 =/
and(eqs[4] - eed); /= Imprime 0 =/



64| expand (eqs[5] - ee5); /= Imprime 0 =/
65, expand(eqs[6] - ee6); /= Imprime O =/

Para comprobar que el resultado calculado por Maxima en la linea 45 corresponde
a las ecuaciones de Saint-Venant (6.48), se utilizaron las lineas 47 a 65. Observe que
en estas ecuaciones se han reorganizado los términos de modo que las deformaciones
longitudinales queden en la parte izquierda de la ecuacién y las angulares en la parte
derecha, tal y como se presentaron las ecuaciones (5.7).

Es importante anotar que en el programa anterior, el comando diff(gxy, x,1, y,1),

de la linea 37, establece que la expresion gxy se deriva una vez con respecto a la variable

)’xy
xay *

X y otra vez con respecto a Y, es decir, representa la derivada mixta 537
Ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridimensionales en términos de esfuerzos
asumiendo que las fuerzas masicas son constantes (las ecuaciones de Beltrami)

Como se discutid en la seccidn 5.2.6, las ecuaciones de compatibilidad en términos de
esfuerzos en coordenadas rectangulares en el caso tridimensional estan dadas por las
ecuaciones de Michell (5.17); sin embargo, cuando las fuerzas masicas son constantes,
dichas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de Beltrami (5.18). Se deja como tarea al
lector verificar mediante un programa de Maxima que las ecuaciones de Beltrami (5.18)
expresadas en coordenadas cilindricas son:

4 0t 2 020
(1+v) (Vz(fr—ﬁa—ég—ﬁ( 09)) + = 52 0
401,9 2 100 1 0%0
1 +v) (Vs + = = 09 (r_ae))JrFWJrﬁW 0
2
(1+v)V?0, + %? 0
(6.49)
2 a‘rrz 1 1 0?0
W+ (Vroe + 550 r2 Te) * L3607 ©
2 07y, 020
1 2, -2~
v (Vi r2 06 r2 ”) aroz °
2 0 4 100
a+v) (VzTreJrﬁE(Or—Oe)—ﬁTre) (r 30 0,
donde
©: o +0og+o0; Ox+0y+o; (6.50)

es el invariante |; de esfuerzo, de acuerdo con la ecuacidn (2.46a). Recuerde que el sim-
bolo V2 representa el operador laplaciano en coordenadas cilindricas, el cual se define
por la ecuacién (6.9).



6.10.2. Ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales

En la seccidn 6.5 vimos que las ecuaciones diferenciales de equilibrio se pueden particu-
larizar, a dos dimensiones, de las siguientes formas:

Caso 1 (coordenadas polares): aqui las ecuaciones de equilibrio estan dadas por las for-
mulas (6.34), siendo las incognitas por resolver las funciones oy, g y 7r¢; dichas
funciones dependen de las variables ' y 6 y son independientes de z. Recuerde que,
en este caso, 0; constantey 7; Ty, 0. En el sistema de coordenadas polares
se tienen dos casos particulares: tension y deformacion plana.

Caso 2 (estado axisimétrico): aqui las ecuaciones de equilibrio estdn dadas por las for-
mulas (6.35), siendo las incognitas por resolver las funciones oy, 0, y 7r,; estas son
funciones que dependen de las variables I y Z y son independientes de 6. Recuer-
de que, en este caso, oy  constante y 7,9 Ty, 0. Adicionalmente, segun lo
explicado en la secciéon 6.8, vy 0.

En el primer caso, tenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas y, en
el segundo, uno de dos ecuaciones con cuatro incégnitas que requieren ecuaciones adi-
cionales para resolver el sistema. Estas ecuaciones son las ecuaciones diferenciales de
compatibilidad, las cuales tienen dos formas: una en términos de deformaciones y otra
en términos de esfuerzos.

Caso 1 (coordenadas polares): ecuacion diferencial de compatibilidad bidimensional
en términos de deformaciones

La ecuacién bidimensional de compatibilidad, en términos de deformaciones en coor-
denadas rectangulares (5.6), se puede expresar en coordenadas polares como

10%, 10 , Og 10 ,0yr9 Yro
r2662+r6r(rar (e —20)) ro0 S or T

Esta demostracion se deja como ejercicio al lector. Observe que esta ecuacion correspon-
de a la primera de las ecuaciones (6.48).

Caso 1 (coordenadas polares): ecuacion diferencial de compatibilidad bidimensional
en términos de esfuerzos

La ecuacion de compatibilidad bidimensional en términos de esfuerzos (5.13), reescrita
aqui por conveniencia:

0> 0° 0X 0dY
W + a—yz) (O'X + Uy) Kl (a + E), (513)

©%%s; 0,7 divh



© o N o A~ W N e

= o

puede expresarse en coordenadas polares como

2 2
0 1o 106 ) (o; + 0y) Kl(%+h+l% .
or r r 00

s e——— 51
6r2+r0r+r2092 (6.51)

Esto resulta al reemplazar en (5.13) el laplaciano y la divergencia en coordenadas polares
(ecuaciones (6.4) y (6.15), respectivamente) y empleando (6.50).
Recuerde que en las ecuaciones anteriores K; se calcula mediante (5.14), es decir,

—(1+v) paraelcaso de tension plana

—ﬁ para el caso de deformacion plana.

K, (5.14)

Se deja como ejercicio al lector deducir las ecuaciones (6.51) utilizando un programa
de Maxima.

Es importante anotar el hecho de que si el campo vectorial de fuerzas masicas b
[X,Y]T es constante, entonces divh 0, ya que en este caso el campo vectorial b no
presenta una expansion o contraccién en ningtin punto del espacio. No obstante, si el
campo vectorial de fuerzas masicas by [y, bg]" es constante, se tiene que div by %;
en este caso, el campo vectorial estaria divergiendo del origen si b A0 o contrayéndose
hacia el origen si b, @D, tal y como se muestra en las figuras A.3ay A.3b.

El hecho de que b [X, Y]T constante implique que divb.; 0, incluso en el con-
texto de coordenadas polares, se puede verificar mediante el programa de Maxima:

/> Se define la dependencia funcional =/
depends([r, t], [x, y1)$

/= Se especifican las derivadas dr—_dx, dr_dy, dt-dx, dt-dy =/
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /= ecuaciones (6.2a) =/
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /= ecuaciones (6.2b) =/

/= Se define la divergencia en coordenadas rectangulares y polares =/
div_rec(fx,fy) := diff(fx,x) + diff(fy,y)$ /= ec. (6.10) =/
div_pol(fr,ft) diff(fr,r) + fr/r + (1/r)*diff(ft,t)$ /= ec. (6.15) =/

/= Se definen las fuerzas mésicas en coordenadas polares =/
br : Xxcos(t) + Yxsin(t)$
bt : -Xxsin(t) + Yxcos(t)$

/= Se calcula la divergencia en coordenadas rectangulares y polares=/
trigreduce(div_rec( X, Y)); /> imprime 0 =/
trigreduce(div_pol(br, bt)); /= imprime 0 =/

el cual imprime como resultado de las lineas 17 y 18, 0 y 0, respectivamente. Observe
que las fuerzas masicas X y Y se asumen constantes, ya que de estas no se especifico la
dependencia funcional en la linea 2.



6. formulacién de la teoria de la elasticidad en coordenadas cilindricas

Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad
bidimensionales en términos de deformaciones

En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi-
mensionales (6.48). Para tal fin, se tendra en cuenta que, segtin las ecuaciones (6.44), en
el caso axisimétrico: yrg  ys; 0y que las deformaciones ¢, €g, €; y yr; son todas fun-
ciones unicamente dependientes de r y z. Cuando se realizan estas operaciones, resultan
las siguientes cuatro ecuaciones (la cuarta y la sexta ecuacion se anulan en el proceso
algebraico):

2% (o)) 0
e 105 10y,
0z> rOdr r 0z
0%, . 0% 0%yr;

5 or? 0z> 0r0z

689
P (er—€9)) O.

Caso 2 (estado axisimétrico): ecuaciones diferenciales de compatibilidad

bidimensionales en términos de esfuerzos (asumiendo que las fuerzas masicas son
constantes)

En este caso, es necesario utilizar las ecuaciones diferenciales de compatibilidad tridi-
mensionales (6.49). Para tal fin, se tendrd en cuenta que en el caso axisimétrico: g
79, 0y que los esfuerzos oy, 0y, 0; Y Tr; son todos funciones tnicamente dependien-
tes de r y z. Al realizar dichas operaciones, resultan las siguientes cuatro ecuaciones (la
cuarta y la sexta ecuacidn se anulan en el proceso algebraico):

2 1 0’0
2
or—=(0r—0g)+ ——== 0
v 1’2(r 0) 1+v 0r?
2 1 100
Viog+ =(0;—0g) + —-— 0
r? l+vr Or (6.52)
V2o, + — ’o |
‘T 1+v 022
1 1 0°0
Vi, = =T+ —— 0;
Y2 " 14 vordz

aqui el invariante de esfuerzo © esta dado por la ecuacion (6.50).

296



6.11. Ecuaciones diferenciales parciales de Cauchy-Navier

Enla seccién 5.8 se estudié que las ecuaciones de Cauchy-Navier describen el campo vec-
torial de desplazamientos de un s6lido hecho de un material eldstico, lineal, homogéneo
e isotropo. En coordenadas cilindricas, estas ecuaciones son

(A+G)—+G(V2Ur———ﬁa—9)+br 0
10e Vg 20U
(/\ G)——+G(V 9—— —za—er)-’rbe 0

(A +G)E +Gv?wW +b, 0,

donde la dilatacion ctbica € se expresa como la divergencia del campo vectorial de des-
plazamientos u, el cual esta dado, segun la ecuacion (6.45), por

e li(ru,r) + 10ve + a—W
ror roo oz
y el operador laplaciano esta dado por (6.9)
v 10 10 0
or2 radr r200? 0z?
Cuando tenemos el caso de coordenadas polares, usando el estado de deformacion
plana, estas ecuaciones se reducen a

(A+G)%+G(v2ur—%—%%)+br 0

O+ G)-—+G(v29—‘§+%%)+be 0,
v en el caso de tension plana a

2(1%%+G( 2 r—u—;—%%)+br 0

2(1E— )igg S _\%J’%%)J“be O

en estos dos ultimos casos de tension y deformacion plana, la dilatacion cubica y el ope-
rador laplaciano se convierten, respectivamente, en

10 laVQ
¢ T 1gg



, 02 1 6 1 0°
oz "ror ' raer
Finalmente, en el caso de coordenadas axisimétricas, las ecuaciones de Cauchy-Na-
vier son:

(A+G)a—e+G(V2ur—u—2')+br 0
or 56 r (6.53)
(/\+G)E+szw+bZ 0,

donde la dilatacion cubica e se simplifica, de acuerdo con (6.45), as:

ou u ow
o r 0z’
y el operador laplaciano estaria dado, a partir de (6.9), por

62 0> 10 0°

2 — —_—— —_—
v ( 622 ar2+rar+622'

" ar (6.54)

La demostracion de estas formulas, junto con las condiciones de fronteras asociadas,
se proponen como ejercicio al lector.

6.12. Funciones de tension

En la seccién 5.7 vimos, en el caso bidimensional, que el uso de la funcién de tension
de Airy permite simplificar la formulacién al reducir las dos ecuaciones diferenciales
de equilibrio y la Unica ecuacién diferencial de compatibilidad, en términos de esfuer-
z0s, a una sola ecuacién diferencial. El hecho de tener que lidiar con una sola ecuacién
simplifica notablemente la solucion del problema elastico. En la seccion 6.13 veremos
muchos ejemplos de aplicacion que ayudaran a comprender la importancia practica de
las funciones de tension.

A continuacion, estudiaremos dos funciones de tension para el caso bidimensional:
la funcién de tension de Airy, que se emplea en coordenadas polares (caso 1) y la funcién
de tension de Love, que se emplea cuando se tiene simetria axial (caso 2).

6.12.1. Funcion de tension de Airy

En la seccién 5.7 vimos que la funcion de tension de Airy ¢ reducia las dos ecuaciones
de equilibrio (5.1) y la tinica ecuacién de compatibilidad (5.13) a una sola ecuacién dife-
rencial que era, en el caso de fuerzas masicas constantes, igual a la ecuacion biarmonica
de ¢ (5.43), es decir V*¢ 0, simplificando de este modo la solucion al problema del
célculo de los esfuerzos al interior del solido.



/= Se especifican "manualmente" las derivadas dr_dx, dr_dy, dt-dx, dt_dy =/
gradef(r,x, cos(t))$ gradef(r,y, sin(t))$ /* ecuaciones (6.2a) =/
gradef(t,x, -sin(t)/r)$ gradef(t,y, cos(t)/r)$ /* ecuaciones (6.2b) =/

/* El laplaciano en coordenadas polares, ecuacién (6.4) =/
lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)xdiff(f,r) + (1/r"2)*diff(f,t,2)$

/> sr, st y trt en términos de la funcién de tensién de Airy, ec. (6.55) =/
sr : (1/r)xdiff(phi,r) + (1/r*2)xdiff(phi,t,2)$

st : diff(phi,r,2)$

trt : (1/r*2)*diff(phi,t) - (1/r)*diff(phi, r,1, t,1)$

/> Se reemplaza en las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34) =/

/= asumiendo que las fuerzas masicas son nulas, o sea br = bt = 0 ~/

eql : expand(diff(sr,r) + (1/r)xdiff(trt,t) + (sr - st)/r = 0); /= da 0=0 =/
eq2 : expand(diff(trt,r) + (1/r)*xdiff(st,t) + 2xtrt/r = 0); /* da 0=0 =~/

/= Se reemplaza en la ecuacion diferencial bidimensional de compatibilidad =/
/* en términos de esfuerzos (6.51), asumiendo que las fuerzas masicas son =/
/> nulas, esto es br = bt = 0 =/

eq3a : expand(trigsimp(lapl(sr + st) = 0)); /= imprime la ecuacién (6.57) =/

/= Se calcula el biarménico de la funcidon de tensidén de Airy en =/
/* coordenadas polares, ecuacién (6.56) =/
eq3b : expand(lapl(lapl(phi))) = 0; /= imprime la ecuacién (6.57) =/

La salida de las lineas 19 y 20 son las igualdades 0 0y 0 0, lo que indica que las
relaciones de Airy (6.55) satisfacen las ecuaciones diferenciales de equilibrio (6.34). Por
otro lado, a partir de las lineas 25 y 29 se deduce que la ecuacion (5.43), mostrada aqui
por conveniencia:

a4¢ 64¢ 64¢ 0? 62¢ az¢
4 2 4
\Y ¢ ox4 + axzayz + ay4 axz ayz) (6X2 ayz) 0, (5 3)
se puede escribir entonces en términos del laplaciano (6.4), o sea V¢ g—r? + %a_q’ +1 %‘g’
como

6 192, ,0% 100 10%
4 N — = -

d) (0r2 r2 092) (arZ * r or * r2 092) 0, (656)

o alternativamente como

g 20°0.2 0'¢ 10 2 09 109 10'% 40°% 0%
v (I) r or3 " r2o0r2060%2 r2o0r2 r39rob? + r3or 4 r4 094 r4 692 ors 0. (657)

Se deja como tarea al lector hacer las mismas deducciones asociadas a la funcion de

tension de Airy teniendo en cuenta las fuerzas masicas. Pista: by —%—\r/ y by % %\é





https://en.wikipedia.org/wiki/Michell_solution

La funciNin de tensiNn de Love considera una funtifiire es independiente dees
decir,""r,1,z¢ ~"r,ze. Dicha funciNn de tensiNn, que no tiene en cuenta las fuerzas

misicas, deene los esfuerzos como

K ; KOA™r, Ze
o r,ze — @ONr,ze ——
' Kz K
K X KXy, ze
qr,ze — @0 r,ze ———
! Kz r Kr .
K KOA™F, Zo @A
S rze —@EO #HONrze ———
‘ Kz K2
K __ . X KOA™r, Ze
“r,z2 — EO $pONr,ze ———
O- Kr K2
y determina los desplazamientos empleando las ecuaciones:
U r ze O #KN'r,ze
r E Krkz (3.49)
O # . A ‘ KOA Y, 7o '
w'r,ze o4 0O #O"'r,ze —Z
E K2

Debe tenerse en cuenta que en las ecuaciones anterioreseidaplpor usar es el
asociado a las coordenadas axisim”tricas, que est} especpontivecuaciNié. ¥).
Con la ayuda del siguiente cNdigo de Maxima:

o/ =+ Se especifica que la funcién de tension de Love phi es funcion de ry =/
o/ * z Unicamente =/

¢/ depends (phi, [r, z]) $

¥

/+ Se define el laplaciano en el caso axisimétrico, ecuacion (a. ¥) =/
a lapl(f) = (1/r) «diff  (r «diff (f,r),r) + diff (f,z,2) $
b
—/+ Se calcula el biarménico de la funcion de tension de Love * |
A bphi : expand (lapl(lapl(phi))) $
oy
oo/ » Se definen los esfuerzos utilizando la funcion de tensiéon de Love =/
oosr : diff (nu *lapl(phi) - diff  (phi,r,2), z) $ }
o¢cst @ diff (nu lapl(phi) - (1/r) «diff  (phi,r), z) $ /+ ecuaciones (&. A) */
o¥sz : diff ((2-nu) =lapl(phi) - diff  (phi,z,2), z) $
oltrz : diff ((1-nu) =*lapl(phi) - diff  (phi,z,2), r) $
0a
op/ » Se definen los desplazamientos empleando la funcién de tens i6n de Love =/
o-ur : -((1+nu)/E) «diff  (phi, 1,1, z,1) $ |+ ecuaciones (&.ay) »/

0AW : ((A+nu))E)  *(2 *(1-nu) =lapl(phi) - diff  (phi,z,2)) $
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Simplificando se sigue la ecuacién diferencial de equilibrio del disco en términos de
desplazamientos, la cual a su vez es la ecuacion de Cauchy-Navier para el caso conjunto
de coordenadas polares-axisimétricas (caso 3 referido en la secciéon 6.5.1) cuando se tiene
tension plana:

d?u;(r) duy(r)
2 r r _
' dr? o dr

2,3

1-v2
ur(r) g PO r.

Esta formula hace parte de una familia de ecuaciones conocidas como las ecuaciones
diferenciales ordinarias de Cauchy-Euler; es importante mencionar este aspecto, ya que
ellas tienen un método especial de solucidn, el cual se puede encontrar en cualquier li-
bro de ecuaciones diferenciales o incluso en Wikipedia.®* La férmula anterior se puede
resolver facilmente mediante el comando de Maxima ode2, utilizando el siguiente pro-
grama:

/= Se especifica que ur es una funciéon de r y t =/
depends (ur, [r, t])$

/> Las deformaciones, ecuacioén (6.63) =/
er : diff(ur, r)$
et : ur/r$

/> Ley de Hooke para tensién plana, ecuacion (6.47) =/
sr : (E/(1 - nu™2))x*(er + nuxet)$
st : (E/(1 - nu™2))x(et + nuxer)$

/> Se especifica la ecuacién diferencial de equilibrio, ecuacién (6.62) =/
eq : expand(diff(sr,r) + (sr - st)/r + rhoxomega™2*r = 0)$

/* El comando ode2() resuelve la ecuacién diferencial ordinaria de segundo =/
/* orden "eq', teniendo en cuenta que "ur"™ es la variable dependiente y =/
/* que "'r" es la variable independiente =/

sol : ode2(eq, ur, r);

siendo la solucién:
ur(r) Cr+C2 1-v 2p3 (6.64)
— - —pw’r. .
' ST
Para encontrar las constantes de integracion C; y C,, debemos tener en cuenta las

condiciones de frontera. En particular, analizaremos los siguientes casos:

1. El disco estd sujeto a unas presiones p; y Pe en su radio interior y exterior, respec-
tivamente (figura 6.9).

2. El disco no cuenta con un hueco interior y solo esta sujeto a una presion p, en su
perimetro.

8 El lector interesado puede consultar las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Euler en https://en.
wikipedia.org/wiki/Cauchy-Euler_equation.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Euler_equation

Caso 1

Consideremos primero el caso de un disco sujeto a unas presiones p; y p. en su radio
interior y exterior, respectivamente. En este caso, las condiciones de frontera son:

or(ri) —pi or(re) —Ppe. (6.65)

Aqui los signos menos se utilizan para hacer énfasis en que las presiones aplicadas son
compresiones de magnitud p; y pe, respectivamente.
Utilizando el siguiente cédigo:

/= Desplazamiento radial en el disco, ecuacién (6.64) =/
ur : Clxr + C2/r - ((1-nu™2)/(8*E))=*(rhoxomega™~2*r~3)$

1

2

3

4 /* Las deformaciones, ecuacién (6.63) =/
sier @ diff(ur,r);
s et : ur/r;

7

8| /= Ley de Hooke para tensioén plana, ecuacién (6.47) =/
oosr : (E/(1 - nu™2))x(er + nuxet);

o st : (E/(1 - nu™2))*x(et + nuxer);

12| /= Se encuentran C1l y C2 usando las condiciones de frontera (6.65) =/
3sol : solve([ev(sr, r=r_i)=-p_i, ev(sr, r=r_e)=-p_el, [Cl, C2]);

encontramos que las constantes de integracion son

(1-v) B (per - pird) + B+ v)pw? (rf - 1))

¢ 8(r:-r2)E
o @r (P - pi) + G+ v)pai( - 1)
’ 8(r; - r)E ’

que las deformaciones en el disco estaran dadas por

C, 3(-v?)paw’r? C, (A-v)pur?

sl’(r) Cl - F SE 89([‘) Cl + F SE S
y los esfuerzos por
E C E 3 E C E 1+3
o(r) C; -2 ipwzrz os(r) C; BT vazrz.

1-v 12 14w 8 1-v 12 1+vwv 8

En el cddigo anterior hemos hecho uso del comando de Maxima ev, que sirve para
evaluar una expresion para un valor dado de una variable. Por ejemplo, consideremos
la funcién X — f(x). Si queremos evaluar f en el punto Xy, o sea, f(X,), escribimos en
Maxima ev (f, x=x0).



/> Ley de Hooke para tensién plana, ecuacion (6.47) =/
sr : (E/(1 - nu™2))*x(er + nuxet);
st : (E/(1 - nu™2))*x(et + nuxer);

/> Se encuentra Cl teniendo en cuenta la condicién de frontera (6.68b) =/
sol : solve(ev(sr, r=r_e)=-p_e, Cl);

encontramos que
8(1-v)pe + pw?r (v’ +2v-3)
8E ’
que las deformaciones en el disco estaran dadas por

3(0-v2) pw?r?

Ci

(1-v2) pw?r?

e(r) Ci- SE g(r) Ci- SE ,
y los esfuerzos por
E  3+v E  1+3v
ry C - ——pw’r’ ry C - ’r?
or(r) T, g P ag(r) 1=, g P

En el caso particular en el que la velocidad angular w del disco sea cero, la constante

C, se vuelve:
1-v
C B Pe

Y, por consiguiente, los esfuerzos al interior del disco estaran dados por

or(r)  —pe oa(r)  —Ppe Tro(r) 0.

En otras palabras, se obtiene una distribucion igual de esfuerzos normales a compresion
de magnitud pe en todos los puntos de dicho disco y en todas las direcciones de su plano.

Ajuste a presion entre anillos

Se tienen dos anillos circulares con las propiedades especificadas en la tabla 6.1.

Tabla 6.1. Propiedades de los anillos referidos en el ejemplo 6.3

. Radio Radio Modulo de Coeficiente de
Anillo . - . . . .
interior exterior elasticidad Poisson
1 rp 100mm re 150 mm E; 70 GPa v 0.33
2 r, 50mm re 100.2mm E, 190 GPa v, 0.30

Supongamos que el anillo 1 se calienta de modo tal que el anillo 2 se coloca dentro
de estey, tras enfriarse, ambos anillos quedan encajados formando un tinico elemento,



Ensamblaje Anillo 2
H Anillo 1
(a)

Figura 6.10. El anillo 1 se calienta de modo tal que el anillo 2 se coloca dentro de este y,
tras enfriarse, ambos quedan encajados formando un tnico elemento. Aqui (a) muestra un
corte lateral y diametral de ambos anillos y (b) y () ilustran, respectivamente, los anillos 1

y 2. Observe que re; > rj;, de modo tal que la interferencia entre los anillos es
A =gy — rip. La presion p es la que aparece por el contacto entre ambos anillos.

como se ilustra en la figura 6.10. Adicionalmente, al anillo 2 se le aplica una presion
interior de pj; 20 MPa y al anillo 1 una presion exterior de pe; 8 MPa. Se solicita
calcular la presion de contacto p existente entre ambos anillos y los esfuerzos radiales
y tangenciales maximos en cada uno de ellos tras el enfriamiento.

Cuando el anillo 1 se enfria, este debe respetar el didmetro del anillo 2 y su deformacion,
de modo que el desplazamiento radial del radio interior del anillo 1 u,(r;;) debe ser igual
ala interferencia entre los anillos A mas el desplazamiento radial del anillo 2 en su radio
exterior U,(r¢,); en consecuencia,

U?niHOI(ril) A+ uiriniHO Z(rez). (669)

Adicionalmente, debe tenerse en cuenta que la presion de contacto p entre los anillos es
la misma que soporta el anillo 1 en su radio interior y el anillo 2 en su radio exterior, esto

es, P Pir Peo-

Con laayuda del siguiente codigo de Maxima, calculamos dicha presion de contacto:

1) /* Presiones aplicadas a ambos anillos =/
2| pel : 8e6$ /= [Pa] =/
3l pil : p$ /> p = presion de contacto =/
4 pe2 : p$ /> p = presion de contacto =/
pi2 : 20e6$ /= [Pa] =/

/> Geometria y propiedades del material de los anillos 1y 2: =/

/* [m] [m] [Pal L-1~+

® ~N o






26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
3
38
39
40
4

X

42
43
44
45
46
47
48
49

= . -
S-20 =T

40 - - - -Anillo1] |
O e — Anillo 2
S_60 \

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

- --Anillo1

—— Anillo 2

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

r [(mm]

Figura 6.11. Esfuerzo radial y esfuerzo tangencial para el conjunto de dos anillos acoplados.

- ri”2xre”2x(pe - pi)./(r.”2x(re”2 - ri~2)); % ec.

% Se calculan los esfuerzos radiales y tangenciales para cada anillo
srl = sr(rl, ril, pil, rel, pel);
stl = st(rl, ril, pil, rel, pel);
sr2 = sr(r2, ri2, pi2, re2, pe2);
st2 = st(r2, ri2, pi2, re2, pe2);

% Se grafican los esfuerzos

figure

subplot(2,1,1); dibujar_esf(’\sigma r(r)’, rl, srl, r2, sr2,);
subplot(2,1,2); dibujar_esf(’\sigma_ \theta(r)’, rl, stl, r2, st2);

% Funcion para graficar los esfuerzos
% Los radios deben estar dados en metros y los esfuerzos en pascales
function dibujar_esf(titulo, rl_m, esfl_Pa, r2_m, esf2_Pa)

plot(1000%xrl_m, esfl Pa/le6, '--') % raya-raya
hold on
plot(1000%xr2_m, esf2_Pa/le6, '-') % raya

xlabel('r_[mm]")
ylabel([titulo, ' _MPa’'])
legend(’Anillo_1’, ’Anillo_2’', 'Location’,’'Best’)
grid on
end

(6.66b)

Elresultado dela ejecucion de este codigo es la figura 6.11. Aqui el operador @ de las lineas

23 y 25 se utiliza para crear una funcién en linea o identificador de funcidn,

similar a

lo que hace el comando := de Maxima o al comando lambda de Python. Observe que
el esfuerzo o; toma, respectivamente, los valores de —20 MPa, -50.59 MPa y -8 MPa
para r igual a 50 mm, 100 mm y 150 mm, esfuerzos que corresponden a los valores de la
presion interior en el anillo 2, ala presion de contacto y a la presion exterior en el anillo 1.



Observe que la presion de contacto, que ocurre en la interfaz entre los anillos 1y 2, es
el maximo esfuerzo a compresion o, que se presenta en el conjunto de anillos. Por otro
lado, el esfuerzo oy es a traccién en el anillo 1y es a compresion en el anillo 2 (;por qué?);
observe que este esfuerzo no es continuo entre anillos.

Por ultimo, es conveniente mencionar que este procedimiento de ajuste entre anillos
es muy comun en la fabricacién de maquinas. Se remite al lector a https://es.wikipedia.
org/wiki/Interferencia_eje-agujero para mayor informacion sobre esta técnica de ensam-

blaje.

6.13.2. El problema de Kirsch: concentracion de esfuerzos alrededor
de huecos circulares

A continuacion, estudiaremos el problema de concentracion de esfuerzos alrededor de
huecos circulares en laminas, el cual fue resuelto por el matematico e ingeniero meca-
nico aleman Ernst Gustav Kirsch (1841-1901) en 1898. Este problema es de gran impor-
tancia practica, ya que aborda la concentracion de esfuerzos que se producen en una
lamina, por ejemplo, cuando existen huecos por problemas constructivos, cuando se ex-
traen nucleos de concreto de una estructura, cuando se analizan las ventanas de un avion,
cuando se taladra, etc.; adicionalmente, la generalizacién de este problema a elipses per-
mite estudiar el problema de grietas en estructuras. Si bien la placa que analizaremos se
considerara de un tamafio infinito, veremos que los esfuerzos se disiparan rapidamente,
por lo que, en virtud del principio de Saint-Venant, los resultados aproximaran adecua-
damente el comportamiento de laminas en las cuales la distancia borde lamina-hueco
sea mayor que cinco veces el radio de la perforacién.

Considere una lamina como la mostrada en la figura 6.12, la cual tiene en su inte-
rior un hueco circular de radio r;  a y esta sometida al estado de esfuerzos uniformes
mostrado. Es de esperar que alrededor de este hueco exista una gran concentracion de
esfuerzos; sin embargo, dichos esfuerzos se disiparan a medida que la distancia aumente
de modo que, para un radio r, mucho mas grande que el de la perforacion (r, Q a, prefe-
riblemente tomando r, tendiendo al infinito), los esfuerzos en un punto se aproximarian
como oy Sy,0y 0y Ty 0.Lasecuaciones (6.27a), (6.27b) y (6.27¢) nos dicen que
dicha condicion de esfuerzos se representa en coordenadas polares como

Sy Sy cos26
—_— + —
2 2
% ~ Sy cos 260
2 2

or(re,0)  Sycos*0
og(re,0) Sy sin’ 0

Trg(Ie, 0) —% sin 26.

Observe que dicha condicién de esfuerzos se puede escribir como la suma de las dos
condiciones de esfuerzos siguientes:
Sx

of(re, 0) 5 ag(re,G)

Sx

> Th(re,0) 0 (6.70a)


https://es.wikipedia.org/wiki/Interferencia_eje-agujero
https://es.wikipedia.org/wiki/Interferencia_eje-agujero
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[

Sy sin 206

2
Sy cos 260 ng(re)e) —— (6.70b)

2

Sy cos 26

O'tfti (rE) 0) 2

o3t (re,0) -
de modo que, por ejemplo, 0;(re, 0)  oF (re, 0) + oF* (re, ).

Por un lado, la condicion de esfuerzos (6.70a) no depende ni de r ni de 6, es decir,
es una condicién de esfuerzo constante, por lo que podriamos utilizar los resultados
deducidos en la seccién 6.13.1 para el analisis de arandelas sujetas a un estado de esfuer-
zos axisimétricos; de este modo, con las ecuaciones (6.66) se podra estimar el estado de
esfuerzos al interior de la lamina

ri : a$ /> Radio interior */
pi : 0% /= Esfuerzo aplicado en el radio interior *=/
pe : -Sx/2$ /= Esfuerzo aplicado en el radio exterior =/

/* Se calculan los esfuerzos en la placa, ecuacién (6.66) =/

sr : (pixri~2-pexre”2)/(re”2-ri”2) + (ri”2*re”2x(pe-pi))/(r"2x(re”2-ri"2));
st : (pixri”2-pexre”2)/(re”2-ri”2) - (ri”2*re”2x(pe-pi))/(r"2x(re”2-ri"2));
trt : 0;

y, asumiendo que el radio r, es muy grande (en otras palabras, haciéndolo tender a infi-
nito),

/> Se toma el limite cuando el radio exterior tiende a infinito =/

sr_astl : expand(limit(sr, re, inf));
st_astl : expand(limit(st, re, inf));
trt_astl : 0;
< >
et 0
— o° r —_—
AY : zo@
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Figura 6.12. Placa con un hueco circular central de
radio rij = a sometida a un estado de esfuerzos uniaxial
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obtenemos que los esfuerzos al interior de la lamina, producidos por la condicién de
carga (6.70a), estan dados por

" Sx a’ " Sx a? s
oy (I’, 9) ? (1 — F Oy (r, 0) ? (1 + F) Tre(r, 9) 0. (671)
Tenga en cuenta que, en la deduccion de las ecuaciones (6.66), se modelaron las com-
presiones aplicadas p; y pe como niimeros positivos; por tanto, fue necesario colocar el
menos en la linea 3, ya que el esfuerzo aplicado Sy/2 es uno a traccion. Por otro lado, no-
te que el estado de esfuerzos o (r, ) evaluado paraunradior  re, que tiende a infinito,
es igual a Sx/2 como se habia solicitado en la segunda de las ecuaciones (6.70a).

Por otra parte, Kirsch observé que la funcion de tension de Airy §(r, )  f(r) cos26
permite modelar las condiciones de esfuerzos (6.70b). Al sustituir dicha funcién de ten-
sién de Airy en el biarmdnico (6.56), observamos que esta se convierte en una ecuacion
diferencial con coeficientes variables, la cual se puede resolver facilmente utilizando la
transformada de Laplace si se emplea el cambio de variables r ¢, o alternativamente,
& In(r); se obtiene entonces que la solucion general del biarménico requiere que f(r)
tenga la forma:

f(r) Ar*+Brt+ % + D; (6.72)

dicha comprobacion se deja como ejercicio al lector (ver ejercicio propuesto 28.). Ob-
serve que la funcién de tension de Airy propuesta toma, respectivamente, los términos
asociados a A,, C,, B, y D, correspondientes a la soluciéon de Michell (6.58).

Por lo tanto, podemos proceder a estimar los esfuerzos o7, o3+ y 7'+ al interior del
s6lido como funcidén de las constantes A, B, C, y D, empleando las ecuaciones (6.55) y
el siguiente cddigo de Maxima:

/= Se define la funcidn de tension de Airy =/
f @ Axr*2 + Bxr*4 + C/r*2 + D$
phi : fxcos(2xt)$

/= Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuacién (6.4) =/
lapl(g) := diff(g,r,2) + (1/r)xdiff(g,r) + (1/r"2)*xdiff(g,t,2)$

/= Se calcula el biarménico de la funcién de tensidén de Airy =/
bphi : factor(lapl(lapl(phi))); /= bphi valdra cero =/

/= Y se verifica que el biarménico se satisfaga =/
if bphi = 0 then

print("El_biarménico_se_satisface") /= esto es lo que se imprimira =/
else

print("El_biarménico_NO_se_satisface")$

/> Se estiman los esfuerzos con la funcién de tensién de Airy, ecs. (6.55) =/
sr : factor((l/r)*diff(phi,r) + (1/r"2)xdiff(phi,t,2));

st : factor(diff(phi,r,2));

trt : factor((1/r"2)*xdiff(phi,t) - (1/r)xdiff(phi, r,1, t,1));



6.13. aplicaciones

Por otro lado, al asumir en la ecuacion (6.75) que 8 90% resulta:

38y (a* a*
X X
Oy (T’, 90 ) 7 (ﬁ - F) (677&)
S a* a?
,90% X( —+—+2) 6.77b
ap (r,907) 2 G ( )
709 (r,90%)  0; (6.77¢)

en la figura 6.15 se muestra el gréfico de o;(7, 90%) y (7, 90%). Observe que o;(r, 90%)
alcanza su maximo, que es 3S,/8, cuando r  \/2a y que los esfuerzos gy(r, 90%) se

Esfuer zos normalizados (7, 6)/Sx Esfuerzos normalizados oy (7, 6)/Sx
3
< 0.8 < 2.5
~ ~ 2
o o
. 0.6 T 15
N N
& 04 g°
2 2 .
z 02 £ 0
(] % —
'UT 0 'U? 0.5
-1
E]e X normahzado (r/ a) E]e x normahzado (r/ a)
Esfuerzos normalizados 1,4 (7, 0)/Sx Esfuerzos normalizados T (7, 0)/Sx
—~ > 0.6 ~ 1.4
S <
= 0.4 = 1.2
3 02 2 1
R = 0.8
'T'E:s 0 0 Té 0
0.6
1 -0.2 B
s = 0.4
= -0.4
@ @ 0.2
(0 0 @
s 0.6
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Eje x normalizado (r/a) E]e x normahzado (r/ a)

Figura 6.13. Distribucion de los esfuerzos or(r, 8), ag(r, ), Tro(r, 0) ¥ Tmax(r, 0)
normalizados por Sy. Aqui, los ejes X y Y representan las distancias normalizadas en
funcion del radio del hueco, por lo que este aparece en el grafico con un radio
normalizado igual a 1. Observe que 0y(r, 0) varia entre —Sy y 3Sx, de acuerdo con
lo explicado en el texto. Se sugiere comparar el grafico de Tz (F, 0) con una
fotografia del mismo experimento realizada mediante el método fotoelastico. Para tal
fin, busque en internet imdgenes con las palabras clave “photoelasticity hole”
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disipan rapidamente a medida que nos alejamos del hueco; de hecho, a 3 veces el radio del
hueco, se tiene que dichos esfuerzos son 1.074 veces Sy y a 5 veces el radio, oy 1.0225y,
esto es, la discrepancia con Sy es de apenas el 2.2 %. Esto justifica el suponer que “r es
infinito” cuando r A5a y nos muestra que el efecto del hueco es de caracter local.

A continuacién, deduciremos las ecuaciones para una placa sometida a un estado de
esfuerzos oy  Sx, 0y Syy1xy Txy, como se muestra en la figura 6.16; para tal fin se
utilizara el principio de superposicion, encontrando primero las ecuaciones asociadas
al estado de esfuerzo normal puro en la direccién y (caso b) y luego aquellas asociadas

Variacion de % con 8 Var1ac1on de & 5 a9 on 0
90 3 3 |
60

2,

s 1

5
0,
1 L L L
0 100 200 300

Figura 6.14. Variacién de ~ con 0; aqui se muestra a la izquierda
la representacion polar y a la derecha la misma funcion en el plano cartesiano.
Observe que el esfuerzo o4(a, 0) es maximo e igual a 3Sy para 6 = +90%, nulo
para = £30Xy £150° y minimo e igual a —Sy para 6 = 0¥y 6 = 180%.

Variacion de % conr Variacion de % conr
0.4~ ‘ — ‘ w w — w
3
2.5
2
= S 2
5
1.5¢
0 2 3 4 5 9 2 3 4 5
Distancia normalizada r/a Distancia normalizada r/a
Figura 6.15. Variaciéon de &= r’90 (izquierda) y &= r’90 (derecha) con la distancia

normalizada r/a. De la graﬁca de la derecha podemos observar que los esfuerzos
0g(r,90%) se disipan rapidamente, es decir, tienden a Sy a medida que r/a aumenta.
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Recordemos que, segun lo visto en la seccién 4.3.2 e ilustrado en la figura 4.7, el
estado de cortante puro se puede lograr empleando dos estados de esfuerzo normales,
uno a traccion y otro a compresion. Para obtener las ecuaciones asociadas al caso (c), el
cual es cortante puro, se deben rotar 45% en sentido horario las figuras 4.7a y 4.7¢; asi,
utilizando el siguiente cddigo de Maxima:

/> Caso c: estado de esfuerzos tau_xy = Txy, el estado es la suma de los =/
/= esfuerzos a 45° y a 135° =/

sr_45 i sr, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
st_45 : st, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
trt_45 : trt, Sx=Txy, t=t-%pi/4$
sr_135 : sr, Sx=-Txy, t=t-3*x%pi/4$
st 135 : st, Sx=-Txy, t=t-3*x%pi/4$
trt_ 135 : trt, Sx=-Txy, t=t-3x%pi/4$
sr_Txy : expand(sr_45 + sr_135);
st_Txy : expand(st_45 + st_135);
trt_Txy : expand(trt_45 + trt_135);

podremos estimar los esfuerzos para el estado de cortante puro como
2 4

o (r,0) Ty (1 ~4Z 3“—) sin 20

r r4
614
op(r,0) -Tyy (1 + 3—4) sin 20 (6.79)
r
a*? _a*
Tro(r,0) Ty (1 + Zﬁ - 3?) cos20.

Finalmente, en virtud del principio de superposicion, al sumar las ecuaciones (6.75),
(6.78) v (6.79):

/= Se suman los esfuerzos para los casos a, by c =/

sr_comp : expand(sr_Sx + sr_Sy + sr_Txy);
st_comp : expand(st_Sx + st Sy + st Txy);
trt_comp : expand(trt_Sx + trt_Sy + trt_Txy);

obtenemos las ecuaciones buscadas:

Sy + Sy a2 2 gt
2 (l_ﬁ)+(1_4ﬁ+3ﬁ)(
Sy +S 2 4\ Sy - S
GRIEN ST Y S|
2 7,-2 T4
a4

612 Sy_Sx
T.o(r, 0) (1 2% - 3?) ( _

SX_Sy

Si(r,0) 0820 + Tyy sin29)

Se(r,0) 0820 + Tyy sin 26)

sin 20 + Tyy cos 20) .

Observe que, parar  a, los esfuerzos oy en el anillo interior son



sif /= Se calculan los esfuerzos en el anillo interior, para r=a =/
g2 st_comp, r=a, factor;

op(a,0) Sx+Sy-2 (Sx - Sy) c0s 20 — 4 T,y sin 26.

Se deja como ejercicio al lector deducir que para un estado de esfuerzo cortante puro
el factor de concentracion del esfuerzo es de 4, estando los puntos criticos ubicados a
6 +45%y 6 £135%

Por ultimo, tenga en cuenta que los resultados deducidos en esta seccidon son para
laminas que tienen un hueco vacio. Si en medio del hueco existiera, por ejemplo, un
tornillo, los esfuerzos serian totalmente diferentes a los calculados aqui.

Cadigos de Matlab empleados para generar las graficas asociadas al problema de
Kirsch

A continuacion, se presentan los cddigos de Matlab con los cuales se generaron las figu-
ras 6.13, 6.14 y 6.15.
La figura 6.13 se generd con el siguiente codigo:
% Se definen las variables asociadas a la geometria y la posicion
Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario

a =1; % radio a unitario

theta = linspace(0, 2#pi, 361); % el angulo theta varia entre 0 y 2xpi

rr_aa = linspace(1l, 7.5, 100); % distancia normalizada r/a

[r_a,t] = meshgrid(rr_aa,theta); % puntos donde se hara el calculo

a_r =1./r_a; % a_r quiere decir a/r

[x,y] = pol2cart(t, r_a); % de coordenadas polares a cartesianas

% Se calculan los esfuerzos sr, st y trt, ecuaciones (6.75)

sr (Sx/2)*(1 - a_r.”2) + (Sx/2)*(1 - 4*xa_r.”2 + 3*xa_r.”4).x*xcos(2xt);
st (Sx/2)*(1 + a_r.”2) - (Sx/2)*(1 + 3*xa_r.”4).xcos(2xt);

trt = -(Sx/2)*(1 + 2*a_r.”2 - 3xa_r.”4).xsin(2x*t);

% Los esfuerzos se convierten de coordenadas polares a rectangulares

sX = sr.*xcos(t).”2 + st.xsin(t).”2 - trt.*sin(2xt);

sy = sr.#sin(t).”2 + st.xcos(t).”2 + trt.xsin(2xt); % ecuaciones (6.28)
txy = (sr - st).xsin(2xt)/2 + trt.xcos(2xt);

% Se calcula el esfuerzo cortante maximo, ecuacion (2.63)
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).72 + txy."2);

%% Se dibujan los esfuerzos

figure; dibujar_esf(’\sigma_r(r,\theta)/S_x’, X, Y, Sr)
figure; dibujar_esf(’\sigma_\theta(r,\theta)/S_x’, x, y, st)
figure; dibujar_esf(’\tau_{r\theta}(r,\theta)/S x", x, y, trt)
figure; dibujar_esf(’\tau_{max}(r,\theta)/S_x’, X, Yy, tmax)



6. formulacién de la teoria de la elasticidad en coordenadas cilindricas

%% Funcién para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)
pcolor(x, y, var) % se hace el grafico de colores

shading interp % suavizar los colores

colorbar % colocar una barra de color

colormap jet % con los colores "jet"

axis([-5 5 -5 5]) % [xmin, xmax, ymin, ymax]

axis equal % ejes iguales
xlabel('Eje_x_normalizado_(r/a)’) % titulo del eje X
ylabel('Eje_y_normalizado_(r/a)’) % titulo del eje Y

title([’'Esfuerzos_normalizados_’ titulo]) % titulo del grafico
end

La figura 6.14 se gener6 con el siguiente cédigo:
Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario

% Se grafica la ecuacioén (6.76) en representacién polar
figure

theta = linspace(0,2x*pi,361);

polarplot(theta, (1 - 2xcos(2xtheta))*Sx)
title('Variacioén_de_\sigma_\theta(a,\theta)/S_x_con_\theta’);

% Se grafica la ecuacioén (6.76) en plano cartesiano

figure

theta = linspace(0,360,361);

plot(theta, (1 - 2xcosd(2xtheta))*Sx)
title('Variacioén_de_\sigma_\theta(a,\theta)/S_x_con_\theta’);
xlabel(’'\theta’);

ylabel(’'\sigma_\theta(a,\theta)/S_x');

grid on % se coloca una grilla

La figura 6.15 se generd con el siguiente codigo:

Sx = 1; % esfuerzo Sx unitario
r_a = linspace(l, 5, 100); % r—a quiere decir r/a, distancia normalizada
a_r = 1./r_a; % a_r quiere decir a/r

% Se grafica la ecuacién (6.77a)

figure

plot(r_a, (3*xSx/2)*x(a_r.”2 - a_r.”4));
title('Variacioén_de_\sigma_r(r,_90°)/S_x_con_r'’);
xlabel(’'Distancia_normalizada_r/a’);

ylabel(’'\sigma_r(r,_90°)/S_x");

axis([0.9 5 0 0.4]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax]
grid on % se coloca una grilla

% Se grafica la ecuacion (6.77b)

figure

plot(r_a, (Sx/2)*(3*a_r.”4 + a_r.”2 + 2));
title(’Variacion_de_\sigma_\theta(r,_90°)/S_x_con,r’);
xlabel(’'Distancia_normalizada_r/a’);
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ylabel(’'\sigma_\theta(r,_90°)/S_x");
axis([0.9 5 1 3.1]) % se definen los ejes [xmin, xmax, ymin, ymax]
grid on % se coloca una grilla

6.13.3. El problema de Flamant: cargas distribuidas lineales en
medios seminfinitos

Un problema de gran importancia practica es la estimacion de esfuerzos, deformaciones
y desplazamientos al interior de un espacio seminfinito sujeto a la acciéon de dos fuerzas
distribuidas lineales Py y Py concentradas en el origen de coordenadas, como se muestra
en la figura 6.17. Este se conoce como el problema de Flamant en honor al ingeniero civil
francés Alfred-Aimé Flamant (1839-1915), quien lo soluciond en 1892.

El problema de Flamant se puede resolver facilmente utilizando la funcién de tensién
de Airy dada por

¢(r,0) (Arlnr+ Br@)cosf + (Crinr+ Dr0)sin 6; (6.80)

observe que las constantes A, B, C y D corresponden, respectivamente, a los términos
Dy, B H, y Fde la solucion de Michell (6.58).

Al reemplazar la funcién de tensiéon (6.80) en (6.55) y con la ayuda del siguiente
programa de Maxima:

/> Se define la funcion de tension de Airy (6.80) =/
phi : (Axrxlog(r) + Bxrxt)xcos(t) + (Cxrxlog(r) + Dxrxt)*sin(t)$

Expesgr

t

Figura 6.17. El problema de Flamant considera la distribucion de esfuerzos, deformaciones
y desplazamientos en un sélido seminfinito sujeto a la accién de unas fuerzas distribuidas
lineales Py y Py. En el grafico se observan dos conjuntos de ejes coordenados: el
global X, Y,z y el local xX$y%z%junto con el sistema de coordenadas polares r, 6.



¥ /+ Se define el laplaciano en coordenadas polares, ecuacién (a.¥) «/

lapl(g) = diff (g,r,2) + (1/r) =diff (g,r) + (1/r"2) =diff (g,t,2) $
a
o/ * Se calcula el biarménico de la funcién de tension de Airy * [
—bphi :  factor (lapl(lapl(phi))); / = bphi valdra cero */
A
oy/ » Se verifica que el biarmoénico se satisfaga x/
ooif bphi = 0 then
00 print ("El _biarménico _se_satisface” ) [/* esto es lo que se imprimira */
o¢ else
O¥ print ("El _biarménico _NQ se_satisface" )$
o
6a/* Se estiman los esfuerzos con la funcion de tension de Airy, ec s. (&) =/
opsr : factor ((L/r) =diff (phir) + (1/r"2) = diff  (phi,t,2));
o-st : factor (diff (phi,r,?2));
OAtrt : factor ((1/r"2)  *diff (phit) - (1/r) =diff  (phi, r,1, t,1));
obtenemos:
. K~r, 1o Ok rle Ol o L
grle - — - —"C o0Besinl "A oDecosl
r K ro Ki° r
R KO~ 1o o _ . L
1 rle ——— - Csinl Acosl a—oO
Kro r ( )
. OK~r,1e Ol O,
O1°r,1e — - - Asinl Ccosl .
ro Ki r Kkl r

Note que los esfuerzos quedaron expresados en funciNin deatas inecNgnitag\,
B, Cy D. Para encontrarlas, debemos plantear varias ecuacioneogueemitan de-
terminar dichas constantes; esto se hart a partir de las condiida frontera. Por un
lado, se sabe que’r,y» .;°r,+¢ yyqueO;°r,ye Or,+e yparatodor Ay.
Con estas cuatro ecuaciones procedemos a encontrar el vdas deatro incNgnita,
B,CyD,as:

oy / * Se plantean cuatro ecuaciones para encontrar cuatro incégn itas */
o0sol _AC : solve ([ ev(st, t=0) = 0,

00 ev(st, E=%pi) =

o¢ ev (trt, t=0) =0,

0¥ ev(trt, =%pi) = 0 ], [A, B, C, D]);

siendo la salida de Maxima:
solve: dependent equations eliminated: (2 4)

(sol _AC) [[A=0, B=%r2, C=0, D=%r1]]

Lo anterior quiere decir que las ecuaciones 0 y#¥r,+* yyO0.°r,+* v, respecti-

vamente) son redundantes, gde C yy que los valores dBy D no pudieron ser

determinados. As , al reemplazar C y en las ecuacionéa.—(se reducen estas a
oDcosl 0Bsinl

N - Arley 0.r,1e vy, (&a—0)
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Figura 6.18. Diagrama de cuerpo libre sobre un sector semicircular de sélido en el
problema de Flamant. Observe que las fuerzas que actiian en cualquier sector
semicircular deben equilibrar las fuerzas concentradas aplicadas en el origen. Aqui el
esfuerzo normal oy se descompuso en sus componentes horizontal oy cos 0 y
vertical oy sin 8; recuerde, adicionalmente, que el diferencial de arco mostrado tiene
una longitud r d6. Tenga en cuenta que las cargas Py y Py tienen dimensiones
de fuerza sobre unidad de longitud. Se pregunta al lector: ;por qué las flechas
verdes Il tienen el sentido indicado y no se dibujaron en el sentido contrario?

resultado que implica que el tnico esfuerzo existe en el medio seminfinito es o;.

Por otro lado, para encontrar By D debemos plantear dos ecuaciones adicionales.
Con la ayuda del diagrama del cuerpo libre del sector semicircular mostrado en la figu-
ra 6.18, y al hacer equilibrio estatico de fuerzas, podemos establecer que para todo r A0:

SFE 0 = Px+fﬂ0r(r,9)c059rd6 0
0 (6.83)
SE 0 py+J'0 or(r,0) sin6rd6 0.

Estas dos ecuaciones se pueden emplear para encontrar las constantes restantes, By D,
de la siguiente manera:

/* Se escriben las ecuaciones para sr, st y trt con A=C=0 (ecs. (6.82)) =/
sr : (2xDxcos(t) - 2*Bxsin(t))/r$

st : 0%

trt : 0%

/* Se emplean las ecuaciones (6.83) para encontrar las constantes By D */
sol_BD : solve([ Px + integrate(srxcos(t)*r, t, 0, %i) = 0,
Py + integrate(srxsin(t)*r, t, 0, %pi) 01, [B, DI);
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Figura 6.19. Variacion de los esfuerzos ox, oy y 7xy en el problema de
Flamant para una profundidad unitaria (y = 1) y una carga unitaria (Py = 1).

. 2 2 . 2Py 2Py’
oy 0orsin® 0+ 0gcos” 0 + 19sin20 ——sin’ 0 -————=—— (6.86)
r n(x? + y?)?
1 2P, 2Pyx y?
T —(0y — 0g) sin 20 + 1,9 cos 20 ——Zsin’Ocos ———2 .
Xy > ( r 9) re T 71(x2 + yz)z

La figura 6.19 muestra como varian estos esfuerzos para una profundidad unitaria (y 1)
y una carga unitaria (Py 1). En particular, observe que o, es mdximoenx 0y quelos
esfuerzos practicamente se disipan para x A4.

Para calcular el esfuerzo cortante maximo y los esfuerzos principales, se puede hacer
uso de las ecuaciones (2.41) y (2.63), de modo que con el cddigo de Maxima:

/= El radio r solo puede tomar valores positivos =/
assume(r > 0);

/= Se calculan los esfuerzos principales y el esfuerzo cortante maximo =/

tmax : trigreduce(sqrt(((sx-sy)/2)"2 + txy~2)); /= ec. (2.63) =/
sl : trigreduce((sx+sy)/2 + tmax); /* ec. (2.41a) =/
s2 : trigreduce((sx+sy)/2 - tmax); /> ec. (2.41b) =/

y la identidad trigonométrica 2sin* @ 1 - cos 26, se obtiene que

b, - P P, + P
a(r,0) #sin@ o(r,0) ——~

sinf (7, 0) & sin 0;
mr
aqui el comando assume(r > 0) de la linea 43 indica a Maxima que el radio r es un
numero positivo, ya que de no hacerlo el programa lo preguntaria (intente remover la
linea 43 del cddigo y ejecutelo de nuevo para ver la influencia de esta linea).
El angulo de inclinacién 0, en el que actuan los esfuerzos principales oy se obtiene
mediante:



-
BS

0 — - .
I3 2RSSR E
oE g § KA X Z 71
X Eé RS ﬁ? % Z )
" X A XXX
= KA A XX KX
PSSR AT TYNL S
RPN
0.4 <—= Direccién 0, |
%é ://: i iﬁ" Direccién 9; . 5
0~50.5 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05

Figura 6.20. Las lineas mostradas tienen la misma inclinaciéon que los angulos 0, y 6,
asociados a las direcciones principales para el problema de Flamant. Este grafico asume
que Py > 0. Observe que los esfuerzos normales minimos actiian para un dngulo de
inclinacion 6, = 0. Aqui las flechas asociadas a la inclinacion 6, no se han dibujado
para no saturar el grafico; todas ellas corresponden a esfuerzos de compresion.

49/ /* Se calcula el angulo de inclinacion para los esfuerzos principales =/
so tan_2tl : trigreduce(trigsimp(2xtxy/(sx-sy)));

obteniendo que tan20; tan26. No obstante, se sabe que tan26  tan(26 - 7); esto
quiere decirque 6; 6-7n/2yquef, 0,+7r/2 0. De esto se concluye que el esfuerzo
normal maximo oy actda en la direccion angular, parala cual 6, 0 — 71/2, y la tensién
normal minima o0, actta en la direccidn radial, parala cual 6, 6, como se ilustra en la
figura 6.20.

Hagamos un alto para interpretar las ecuaciones que acabamos de deducir. En el ca-
so de que Py A0 se tiene, por un lado, que el esfuerzo principal 0y actda en la direccién
angularyesnulo,estoeso; 0y 6; 6-n/2; porotro lado, en la direccién radial 6, 0
todo el semiplano se encuentra a compresion. En este caso, 0y 0,  —27Tpix —zﬂiry sin 6;
tanto oy cOmMo 0, y T tendran curvas de nivel circulares anidadas que son tangentes
al plano y 0 en el punto de aplicacion de la carga (figura 6.21a). Esto se justifica en el
hecho de que la funcion f(r,0) r 'sinf d !, paraun valor d constante, se grafica en
el plano polar como una circunferencia de diametro d tangente al punto de aplicacion de
la carga (figura 6.21b). Desde este punto de vista, la curva de nivel del esfuerzo cortante
Mmaximo T unitario (7ms  1[Pa]) es una circunferencia con diametro Py /m (;po-
dria dar los detalles?); adicionalmente, segtin lo expuesto, es posible escribir o, definido

en (6.85) como
o(d) - (6.87)
nd
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Vamos ahora a calcular los desplazamientos U, y Vy. Para tal fin, a partir de las ecua-
ciones (6.40a) y (6.40b), encontramos que

ou,(r,0) ovy(r, 0)
or 00

y siguiendo pasos similares a los explicados en la seccion 5.6, se integran esas derivadas:

&(r,0) reg(r, 0) —u(r, 0), (6.89)

/= Se definen las funciones f(t) y g(r) =/
depends(f, t)$ depends(g, r)$

/= Se especifican f y g como funciones reales: f:R -> Ry g:R -> R =/
declare(f, real)$ declare(g, real)$

/> Se integran las expresiones (6.89) para encontrar los desplazamientos */

ur : expand(integrate(er, r)) + f(t);
vt : expand(integrate(rxet - ur, t)) + g(r);

obteniendo asi los desplazamientos:

u(r, 6) f e (r0) drer f(6)

2P
~Zlnrsin + f(6) (6.90a)
nE
vo(r,6) [ Irea(r, 69 - ur(r, 631 d6%=+ g(r)
Y (nr+v) cos @ — J’ £(6)d6 + g(r), (6.90b)
nE
dondef: —- yg: — sonfunciones arbitrarias que aparecen al integrar una

funcién de varias variables. Observe, en particular, que f(8) y g(r) son funciones de 0
y I, respectivamente. A continuacion determinaremos ambas funciones.
Al reemplazar Uy y Vg en la ecuacién (6.40c), es deciren yrp 1% + aaire — ¢ igualarla

con (6.88d) y multiplicar esa igualdad porr,
grt2 : expand((1/r)*diff(ur,t) + diff(vt,r) - vt/r); /* ecuacion (6.40c) =/

/= Se igualan las dos respuestas posibles de grt =/
rxgrtl = rxgrt2, expand;

resulta:

df(6) 2Py dg(r)
10 + f(H)d9+ﬂE(v 1)cosO+r ir g(r) o.

Esta es una igualdad escrita en términos de las funciones f (6) y g(r), las cuales depen-
den unicamente de una variable. De ahi que la ecuacién anterior se puede descomponer
en dos igualdades:

df ()

2P,
10 +J-f(9)d9+ﬁ(v—l)c030—co 0
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dg(r)
dr

donde ¢y es una constante arbitraria. Observe que la primera de estas igualdades es fun-
cién unicamente de 0, mientras que la segunda lo es de r; al derivar la primera de estas
igualdades con respecto a 6, para eliminar la integral, se convierte en la ecuacién dife-
rencial ordinaria de segundo orden:

Py

d*f(0) 2 _
102 +1(0) + E(l -v)sinf 0. (6.92)

Las ecuaciones diferenciales (6.91) y (6.92) se pueden resolver con el siguiente codigo
de Maxima:

r

-g(r)+c, O, (6.91)

/> Se plantean las ecuaciones (6.92) y (6.91), respectivamente: =/
eql: diff(f(t),t,2) + f(t) + (2+%Py*x(1 - nu)xsin(t))/(%pi*E) = 0%
eq2: rxdiff(g(r),r) - g(r) + cO0 = 0%

/= Se resuelven y se renombran las constantes de integracion: =/
solf: ode2(eql, f(t), t); solf: solf, %kl=cl, %k2=c2;
solg: ode2(eq2, g(r), r); solg: solg, %c=c3;

para obtener:

1-v)P
f(0) Clsin0+czc030+%0cosﬂ

g(r) CsI + Cop,

donde cj, €, y C; son constantes de integracion. Al reemplazar las funciones f y g ante-
riores en las ecuaciones (6.90), con la ayuda del siguiente c6digo de Maxima,

/* Se reemplazan los valores de f y g en las ecuaciones de ur y vt */
ur: ev(ur, solf); /= se reemplaza en la ecuacién (6.90a) =/
vt: ev(vt, solf, solg, nouns); /> se reemplaza en la ecuacioén (6.90b) =/

/= Nota: el "nouns™ en la linea anterior se requiere para que se haga el =/
/* reemplazo en la integral de f dt que esta en vt, ecuacién (6.90b) =/

encontramos los desplazamientos en funcién de las constantes Cy a C;:
. Py .
ur(r,0) c;sinf+c,cosf+ —E[(l —v)0cosO -2Inrsin 0]
T

P
Vo(r,0) Co+Cicosf —Cysin B + CsF — %[(1- v)0sin 6 + (2Inr + v +1) cos 0].

(6.93)

Para determinar el valor de las constantes C, a C3, utilizamos las condiciones de sime-

tria del problema; asi, no se tienen desplazamientos horizontales en el eje vertical (eje y)
mostrado en la figura 6.17, lo cual se escribe matematicamente como

Ve (1, g) 0 paratodor A0.
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Esto lo programamos en Maxima como sigue

/> Se determina el valor de las constantes c_0 a c_3 =/
ev(vt, t=%pi/2) = 0;

para obtener:

Co+Cif + —Py,—¢, 0
0 3 2F y 2 >

esta condicion se satisface haciendo ¢, €y + %Py yC; 0, ya que la ecuacion anterior
debe ser valida para todo r AO0.

Otra condicion de frontera reside en el hecho de que, a una distancia vertical pruden-
te Iy del punto de aplicacion de la carga, se tiene que el desplazamiento es nulo, en otras
palabras u,(ro, 7/2) 0. Valiéndonos de esta nueva condicion y el siguiente codigo de
Maxima:

ev(ur, r=r0, t=%pi/2);
2P,
se deduce que ¢; —Z1Inr,.

Finalmente, sabemos que Uy Vg 0 cuandoPy O0;enestecasoC; 0,C; Coy
c; 0. En consecuencia, utilizando

ev(ur, Py=0, cl=0, c2=c0, c3=0)
ev(vt, Py=0, cl=0, c2=c0, c3=0)

0;
0;

resultaque U (r,0) Ccocos@ O0yVve(r,0) co(1-sin0);estasigualdades se satisfacen
siempre y cuando ¢, 0, ya que ambas ecuaciones deben cumplirse para todo 6 >[0, 7].

En conclusion, al reemplazar en (6.93) los valores encontrados para las constantes de
integracion, estoesCy €3 0, C; % Inryyec, VZ—EIPy, se tiene que el desplazamiento
del medio seminfinito esta dado por

/> Se reemplazan las constantes de integracién cO a c3 =/
ur : ur, c0=0, cl=2xPyxlog(r0)/(%pi*E), c2=(nu-1)=*Py/(2*E), c3=0;
vt : vt, c0=0, cl=2xPyxlog(r0)/(%pi*E), c2=(nu-1)=*Py/(2*E), c3=0;

ur(r, 9) % [~ (0~ 5)cos0-2In (r—ro)sine]
(6.94)
Vo(r,0) —% [A-v)(O- g) sinf+ (1+v+2ln (r—ro)) cos 9] ,

donde r >[0, r,].
Con el siguiente cédigo de Maxima:

/= Se calcula ur y vt sobre la superficie libre =/
factor(ev(ur, t=0)); factor(ev(ur, t=%pi));
factor(ev(vt, t=0)); factor(ev(vt, t=%pi));

/= Se calcula la solucion sobre el eje vertical =/
factor(ev(ur, t=%pi/2)); factor(ev(vt, t=%pi/2));
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Figura 6.22. Deformada para el problema de Flamant. Aqui se asume que Py/E =
1y que el coeficiente de Poisson es v = 0.3. Observe que como en el punto de
aplicacion de la carga los desplazamientos son infinitos, se asumié una pequefia
muesca alrededor de r = 0 para poder graficar adecuadamente la deformada.

calculamos la solucion sobre la superficie libre, es decir, para 0y 0

u(r,0) u(r,m) —;—é(l—v)
Vo(r,0) —vg(r,m) —:—é (1+v+21n(r—r0))

y la solucidn sobre el eje vertical, exactamente debajo de la carga, cuando 0  7/2:
w2 () o
"2 aE " g PRl T

La solucion que acabamos de encontrar tiene varios defectos. Primero, observe que
todos los puntos de la superficie libre se mueven horizontalmente la misma cantidad
2P_é (1-v) hacia el punto de aplicacion de la carga; esto sucede también para valores de r
que tienden a Iy o incluso al infinito. Segundo,ent 0 se tiene un punto de singularidad
para el cual los desplazamientos son infinitos. Tercero, el valor de ry no esta claramente
definido y la respuesta depende del numero que se asuma en el calculo.

En la figura 6.22 se observa la deformada predicha por las ecuaciones (6.94) para
P/E 1lyv 03.






6.13. aplicaciones

h2 = quiver(x,y, -cos(tl), -sin(tl), esc, 'b’);

% Se dibujan las direcciones principales theta 2
esc = esc/2; % escala de las flechas

h3 = quiver(x,y, cos(t2), sin(t2), esc,
h4 = quiver(x,y, -cos(t2), -sin(t2), esc,

’

r', 'ShowArrowHead'’, 'off’);

’

"r', 'ShowArrowHead’, 'off’);

xlabel(’'x") % titulo del eje X

ylabel('y") % titulo del eje Y

set(gca, 'XDir’,’'reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquierda

set(gca, 'YDir','reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo

axis equal tight % ejes iguales y ajustados

axis([-0.5 0.5 0 0.5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]

legend([hl,h3], 'Direccién_de_\sigma_1','Direccién_de_\sigma_2’,
"Location’, 'SouthEast’)

La figura 6.21 se generd con el siguiente c6digo:

% Se define la geometria

xx = linspace(-3, 3, 200);

yy = linspace( 0, 3, 200);

[x,y] = meshgrid(xx, yy); % puntos donde se haran los calculos
[t,r] = cart2pol(x, y); % de coordenadas polares a cartesianas

% Se calculan los esfuerzos sr, sx, sy y txy

Py = 1; % carga unitaria

sr = -2%Pyxsin(t)./(r*pi); % ecuacion (6.85)
SX = -(2xPyxx."2.xy)./(pi*x(x."2 + y."2)."2);

sy = -(2%Pyxy.”"3 )./(pi*(x."2 + y."2)."2); % ecuaciones (6.86)
txy = -(2*%Pyxx.xy.”2)./(pix(x."2 + y."2)."2);

% Calculo del esfuerzo cortante maximo y del esfuerzo principal minimo s2
tmax = sqrt(((sx-sy)/2).”72 + txy."2);
s2 = (sx+sy)/2 - tmax;

% Se dibujan los esfuerzos

figure; dibujar_esf(’\sigma r’, X, Y, Sr)
figure; dibujar_esf(’\sigma_2’, X, Y, S2)
figure; dibujar_esf(’\tau_{max}’, x, y, tmax)

% Funcidén para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)
contour(x,y,var, 30, 'k’); % 30 curvas de nivel de color negro

xlabel('x") % titulo del eje X
ylabel('y") % titulo del eje Y
title(titulo) % titulo del grafico

set(gca, 'XDir’,'reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquieda
set(gca, 'YDir', 'reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo

axis equal tight % ejes iguales y ajustados

axis([-0.5 0.5 0 0.5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]

S

end
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uniformes (por ejemplo, supongamos que deseamos calcular los esfuerzos bajo un muro
de contencién o una cimentacidn rectangular muy larga), y también se puede utilizar
para dar una estimacion local y aproximada de los esfuerzos que aparecen cuando existe
contacto entre dos sélidos.

La figura 6.24a muestra la vista frontal del sélido. Note como la carga distribuida
p se considera conformada por un numero infinito de diferenciales dp  pdx; tenga
en cuenta que la unidades de p son fuerza dividido entre drea mientras que las de dp
son fuerza sobre longitud; cada diferencial es una carga lineal en z similar a la analizada
en el problema de Flamant (figura 6.17) que actia sobre un ancho dX. En particular,
analizaremos un diferencial ubicado a una distancia r y a un angulo de inclinacién 6 del
punto (X, y); observe que el angulo 0 varia entre 0, y 0, donde

tan 0, Yy tan 0,

x_a -1 (6.95)

Por su parte, en la figura 6.24b se observa un acercamiento al diferencial mencionado.
Notequer r® r®§qued 0% 0%%a que dd es un diferencial de angulo y dx es
uno de longitud. Aqui, la linea verde Il podria entenderse ya sea como un diferencial
de arco de longitud r®6 o como el cateto opuesto del triangulo rectangulo rosado
de forma que su longitud es sin 0®&X; en consecuencia, sin 0%&#x  r&d0 y de aqui se
deduce que dx - d6.

Por consiguiente, el diferencial de carga dp que actta sobre la distancia dX es

r
dp pdx pﬁ deo. (6.96)

Al aplicar el principio de superposicion, es posible sumar las contribuciones de cada
uno de esos diferenciales de carga para calcular el valor de los esfuerzos que acttian sobre

<A

Figura 6.23. El problema de Flamant se puede generalizar para considerar una carga
distribuida uniforme p aplicada sobre la superficie de un medio seminfinito. Dicha carga se
ubica entre X = @ y X = b y tiene un espesor t, que puede ser una cantidad finita o infinita.



el punto de coordenadas (X, y); de este modo, a partir de las ecuaciones (6.86), resulta
que los esfuerzos actuantes en el punto (X, y) debido a la carga dp son

doy _2dp sin 6 cos’ @ _2p cos>6do
nr 71
do, -2 gnig 2P G0 de
nr s
dryy _2dp sin® @ cos @ _2p sin @ cos 8 d6.
mr V14

Reemplazando (6.96) en las ecuaciones anteriores e integrando dichos diferenciales en-
tre 0, y 0, obtenemos los esfuerzos:

0

2 2 (2]
Oy doy _=P cos’>0do
91 T 91
0, 2 0,
7, do, - [ “sin0do
91 T 91
02 2 0,
Tyy dryy P sin 6 cos 0 d6;
91 T 91

dichas integrales se pueden resolver facilmente con Maxima, asi:

(a) (b)

Figura 6.24. La carga distribuida p, mostrada en (a), se puede descomponer en
una coleccion infinita de diferenciales dp, cada uno actuando sobre un
diferencial de longitud dX. Aplicando el principio de superposicion, se puede
sumar la contribucion de esas cargas infinitas para estimar los esfuerzos que
actian en el punto (X, y). En (b) se hace un acercamiento al diferencial de
longitud dx y su carga aplicada. El esfuerzo cortante maximo (Tmax)yy»
presente en el medio, ocurrird sobre la semicircunferencia mostrada en (a).



SX 1 -2xp/%pi * integrate(cos(t)"2, t, tl, t2), trigreduce, factor;
sy : -2xp/%pi * integrate(sin(t)~"2, t, tl1, t2), trigreduce, factor;
txy : -2xp/%pi * integrate(sin(t)=xcos(t), t, tl, t2), trigreduce, factor;

de modo que
& —% [2(6, - 6,) + (sin 20, — sin 26,)]
o -% [2(6, - 6,) — (sin 260, — sin 26,)] (6.97)
Txy —%[cos 260, — cos20,].

Ahora, utilizando el siguiente c6digo de Maxima,

sX & -p/(2%pi) * (2x(t2 - t1) + (sin(2xt2) - sin(2xtl)))$
sy : -p/(2%pi) * (2*%(t2 - tl) - (sin(2xt2) - sin(2xtl)))$
txy : -p/(2%pi) * (cos(2xtl) - cos(2xt2))$

tmax2 : ((sx - sy)/2)"2 + txy”2, expand, trigreduce, trigrat, factor;
sxsy2 : (sx + sy)/2, factor;

podemos demostrar que el esfuerzo cortante maximo y los esfuerzos principales estan
dados por

D v
(Tmi)yy —V= 1-cos(2(0,-0)))
m 2 \/

0Dy —2(02-6)+—F 1-cos(2(6, - 0))
T T2 v

(@), —2(6:-0) - T 1-cos (206, - 0)).
T T 2

Observe que el radicando, y en consecuencia el esfuerzo cortante maximo (7mgx)yy» toma

su valor més grande cuando cos (2(6, — 6;)) -1, lo cual sucede cuando 6, 6, + 7.
En virtud del teorema de  ales, esta situacion se presenta en todos los puntos sobre la
semicircunferencia roja mostrada en la figura 6.24a; por lo tanto, dado que 0, — 6,
sobre dicha semicircunferencia roja tenemos:

s
2

P, P

P 03183p o0 -—+— -01817p o P
2 7 2

P _o8183p.
T

(Tmaix)xy
Observe que el valor mds grande del esfuerzo cortante maximo (7mgx)y €s £ Segtin
se discute en la seccion 4.9, la grafica del esfuerzo cortante (Tmsx)xy esta intimamente
relacionada con el criterio de falla de Tresca (ver, por ejemplo, Alvarez-Marin [2023a]),

el cual es valido para materiales ductiles. Esto nos dice que la gréfica de (Tmax)y, sefiala
las ubicaciones donde el sélido tiende a fallar inicialmente. Por ejemplo, en el caso de



6.13. aplicaciones

Distancia y (adimensional)

0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2
Esfuerzo parap

Figura 6.26. Variacién de los esfuerzos (1), (02)xy ¥ (Tmax)xy €n el problema
de una carga distribuida aplicadaen —a < X <b,cona = -1y b =1, para una
profundidad y = b y una carga distribuida p = ﬁ. Observe en particular que

el esfuerzo (Tméx)xy alcanza su valor mas grande p/7 cuando y = b—za.

o

0.15
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0.1

\8}

[SN]

0.05

Distancia Yy (adimensional)
=~

9]

5 0 -5
Distancia X (adimensional)

Figura 6.27. Variacion del esfuerzo cortante maximo (7max )y, en el problema de una
carga distribuida aplicada en —a < X < b, con a = -1y b =1, para una profundidad y =b y
una carga distribuida p = ﬁ. Observe en particular que el esfuerzo (Tmé_x)xy alcanza su
valor més grande p/m sobre la semicircunferencia mostrada en la figura 6.24a.
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6. formulacién de la teoria de la elasticidad en coordenadas cilindricas

Cadigos de Matlab empleados para generar las graficas asociadas al problema de una
carga distribuida uniforme sobre un medio seminfinito

A continuacion, se presentan los cddigos de Matlab con los que se generaron las figu-
ras 6.25, 6.26 y 6.27.
La figura 6.25 se gener6 con el siguiente cddigo:

% Se define la carga
a=-1;
b = +1;
p 1/(b-a); % carga unitaria equivalente

% Se define la geometria
= linspace(-5, 5, 200); % eje de las X
y = b; % profundidad b

x
|

X

Se calculan los angulos tl y t2, ecuaciones (6.95)
tl = atan2(y, x-a);
t2 = atan2(y, x-b);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy

sX = -p/(2xpi) * (2*(t2 - tl) + (sin(2xt2) - sin(2xtl)));
sy = -p/(2*xpi) * (2x(t2 - t1) - (sin(2xt2) - sin(2xt1))); % ec. (6.97)
txy = -p/(2xpi) * (cos(2xtl) - cos(2xt2));

% Se hace el grafico

figure

h = plot(x,sx, x,sy, X,txy);

set(h, {’'LineStyle’}, {'-"; '"--"; '"-."}); % raya, raya-raya, raya-punto
set(h, {’DisplayName’}, {’\sigma_x’; ’\sigma_y’; ’\tau_{xy}’'})
legend(’'Location’, ’'best’)

xlabel(’'Distancia_x_(adimensional)’) % titulo del eje X
ylabel('Esfuerzo_para_p _=_1/(b-a)’) % titulo del eje Y

set(gca, 'XDir’',’'reverse’) % eje X positivo va hacia la izquierda
grid on % se coloca una grilla

La figura 6.26 se generd con el siguiente codigo:

% Se define la carga
a=-1;
b = +1;
p 1/(b-a); % carga unitaria equivalente

% Se define la geometria
(a+b)/2; % graficar debajo de la mitad de la carga distrib.
linspace(0, 5xb, 200); % eje de las Y

< X
nn

X

Se calculan los angulos tl y t2, ecuaciones (6.95)
tl = atan2(y, x-a);
t2 = atan2(y, x-b);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy



6. formulacién de la teoria de la elasticidad en coordenadas cilindricas

% Funcion para graficar los esfuerzos
function dibujar_esf(titulo, x, y, var)
pcolor(x,y,var);
shading interp

hold on

colormap jet

colorbar

contour(x,y,var, 30, 'k’); % 30 curvas de nivel de color negro
title(titulo) % titulo del grafico

set(gca, 'XDir’',’'reverse’) % el eje X positivo va hacia la izquieda
set(gca, 'YDir','reverse’) % el eje Y positivo va hacia abajo
axis equal tight % ejes iguales y ajustados
axis([-5 5 0 5]); % [xmin, xmax, ymin, ymax]
xlabel(’'Distancia_x_(adimensional)’) % titulo del eje X
ylabel(’'Distancia_y  (adimensional)’) % titulo del eje Y

end

6.13.5. El ensayo brasilero o de traccion indirecta

Calculemos ahora la distribucion del esfuerzo en un cilindro sujeto a un par de fuerzas,
diametralmente opuestas, uniformes y lineales, como se ilustra en la figura 6.28; ambas
fuerzas tienen magnitud P y actuan en sentido contrario.

Este problema es de particular importancia practica, ya que se utiliza para determi-
nar la resistencia a traccion de materiales fragiles como concreto, roca, asfalto, ceramica,
etc., enlo que se denomina ensayo brasilero, ensayo de traccion indirecta (split cylinder test
en inglés) o ensayo de resistencia a la traccion por hendimiento. Este procedimiento fue

Figura 6.28. En el ensayo de traccion indirecta o ensayo brasilero se somete un cilindro a
dos cargas uniformes, diametralmente opuestas, de magnitud igual pero sentido contrario.
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Solucién de Solucién de Distribucién radial
Flamant 1 Flamant 2 de esfuerzo

Figura 6.29. La distribucion de esfuerzos sobre el cilindro en el ensayo
brasilero se puede expresar mediante el principio de superposicidn, esto
es, como la suma de los efectos de dos fuerzas lineales aplicadas sobre medios
seminfinitos y una distribucion de esfuerzo radial a traccién de magnitud %.

propuesto por el ingeniero brasilero Fernando Luiz Lobo Barboza Carneiro (1913-2001)
en 1943, e independientemente por el ingeniero japonés Tsunei Akazawa en el mismo
afo. Este ensayo se encuentra reglamentado, para el concreto, por la Norma Técnica Co-
lombiana ntc 722:2021, que estd a su vez basada en la norma®® astm C496/C496M:2017.
Por otro lado, el ensayo para nucleos de roca lo reglamenta la norma astm D3967:2016.

Para calcular la distribucion de esfuerzos en ese cilindro, utilicemos como base la
solucién al problema de Flamant, estudiada en la seccién 6.13.3. Para tal fin, se aplicara
el principio de superposicion para sumar los esfuerzos producidos por un par de fuer-
zas uniformemente distribuidas y diametralmente opuestas. Intentemos, inicialmente,
sumar las contribuciones a los esfuerzos de las dos soluciones de Flamant mostradas en
la figura 6.29.

Segun el problema de Flamant, la distribucion de esfuerzos sobre la circunferencia,
mostrada en la figura 6.21b, esta dada por las ecuaciones (6.85) y (6.87), esto es:

o ——sinf -—-— o O Trg O, (6.98)

o alternativamente por las ecuaciones (6.86) que se repiten aqui por conveniencia:

2Px2y 2Py? 2Pxy?

(X2 + y2)? % T (X2 +y2)? By T (X2 +y2)? (6.99)

Oy

Observe que, segtin las ecuaciones (6.98), estos esfuerzos son tnicamente radiales. Con

referencia a la figura 6.30, de aqui se deduce que la carga P, produce el esfuerzo a compre-
sion 2 y la carga P; el esfuerzo a compresién 22 sobre cualquier punto de la circunfe-
rencia. Puesto que no existen esfuerzos cortantes sobre el diferencial y solo se tienen los

esfuerzos normales — 2 y —2%; ademds, segtin el teorema de  ales”” un angulo inscrito

86
87

La sigla astm proviene de American Society for Testing and Materials.
Ver, por ejemplo, https://en.wikipedia.org/wiki/ ales’s_theorem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Thales's_theorem




/= Se aplica el principio de superposicion para encontrar la respuesta =/
SX 1 sx1 + sx2 + sx3;
sy : syl + sy2 + sy3;
txy : txyl + txy2 + txy3;

encontrando que

O" —_— _— —_—— =
X n[d ré r;*]
o Frlovo¥y
Y omtd oot
® VY
Ty — [2 - 2]x,
A r;*]
v v

dondey, $-vy,y2 §+y,n X+ylyr,  X2+yi
A partir de estas ecuaciones y utilizando el siguiente cédigo de Matlab,

% Se definen la carga y el diametro del cilindro
P =1; % carga unitaria
d =1; % didametro unitario

=S

Se calculan los x, y a partir de las coordenadas polares
[r,t] = meshgrid(linspace(0, d/2, 50), linspace(0, 2xpi, 181));

% Se hace la conversion de coordenadas polares a rectangulares
[x,y] = pol2cart(t, r); % es equivalente a: x = r.*xcos(t); y = r.=sin(t);

% Se calculan las coordenadas en los otros sistemas
yl =d/2 - vy; rl = hypot(x, yl);
y2 = d/2 + y; r2 = hypot(x, y2);

% Se calculan los esfuerzos sx, sy y txy

sX = (2%P/pi)x(1/d - X."2.%yl./rl.74 - x."2.%y2./r2.74);
sy = (2%P/pi)*(1/d - y1.73./rl.%4 - y2.73./r2.74);
txy = (2%P/pi)*(y1.72./rl.%4 - y2.72./r2.74) . *x;

% Se calculan el esfuerzo cortante maximo y los esfuerzos principales
tmax = sqrt(((sx - sy)/2).72 + txy.”2);

sl = (sx + sy)/2 + tmax; tl = atan2(2xtxy, sx-sy)/2;

s2 = (sx + sy)/2 - tmax; t2 = t1 + pi/2;

% Se hacen los graficos

figure
subplot(1,3,1); hacer_dibujo(’\sigma 1, x,y,s1, 25);
subplot(1,3,2); hacer_dibujo(’\sigma 2", X,Y,S2, 200);

subplot(1,3,3); hacer_dibujo(’'\tau {max}’, x,y,tmax, 200);

% Se define la funcién con la que se generan los gréaficos
function hacer_dibujo(titulo, x, y, var, nc)





https://www.youtube.com/watch?v=1kdXmNKeLII
https://www.youtube.com/watch?v=1kdXmNKeLII

por otro lado, en el caso de que y 0, se tiene que y; Y, % yr n X2+ dzz Yy, en
consecuencia,
2P 1 x2d 2P 1 d3 0
T d 2 d2 2 2
(X + T

m d 4(x2+ %)

En particular, observe que los esfuerzos oy son mdximos, constantes e iguales a 2%
enX 0, que es el plano sobre el cual se estan aplicando las cargas. Este hecho se utiliza
en el ensayo brasilero para la determinacion, de forma indirecta, del esfuerzo maximo a
traccion que puede soportar el material. El hecho de que los esfuerzos sean constantes
en X 0 implica que la falla no iniciara en un punto en especifico y, por el contrario,
todos los puntos sobre el didmetro vertical del cilindro fallaran al mismo tiempo.

Se debe considerar que la resistencia a la traccion medida mediante el método brasile-
ro es, por lo general, mayor que la resistencia a la traccion directa, pero menor que la cal-
culada con el denominado ensayo de [eXidon (mddulo de rotura, norma astm C78/C78M-
21). Ademas, la muestra cilindrica debe fracturarse exactamente a lo largo de su diame-
tro vertical, es decir, en el plano x=0, para que el resultado del ensayo sea considerado
confiable.

6.13.6. El problema de Boussinesq: cargas puntuales en medios
seminfinitos

Un problema fundamental de la teoria de cimentaciones es la determinacién de los es-
fuerzos, deformaciones y desplazamientos en la masa del suelo debido a una carga pun-
tual P. Este problema fue abordado por el matematico y fisico francés Joseph Valentin
Boussinesq (1842-1929) en 1888, asumiendo que el suelo es un sélido elastico lineal, ho-
mogéneo, isétropo y seminfinito. Dichas condiciones distan bastante de las propiedades
mecanicas del suelo; sin embargo, los resultados que presentaremos en esta seccion le
daran al ingeniero una idea del orden de magnitud de los esfuerzos y desplazamientos
que pueden suceder. Obviamente, el ingeniero debe usar su criterio en la interpretacion
de dichos resultados.

Consideremos que la carga puntual P actta en el origen de coordenadas, como se
ilustra en la figura 6.33. Aqui mismo se aprecia el plano z @, el cual se encuentra
en la masa del suelo, por lo que @ @0. Dado que existe simetria axial, este problema
se puede considerar como un estado de esfuerzos axisimétrico, por lo que es posible
utilizar la funcién de tension de Love, analizada en la seccidn 6.12.2, para la solucion de
este problema.

En Jog (2015, seccidn 6.6.14), se explica que utilizando la funcién de tension de Love

¢(r,z) BR+AzIn(R+2) (6.101)

podemos solucionar el problema de Boussinesq; aqui R r2+z2.
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else
print("El_biarménico_NO_se_satisface")$

En la linea 2 del c6digo se especifica que I' es un numero positivo y que a es un numero
negativo; las lineas 5 y 6 definen la funcién ¢ de acuerdo con la ecuacién (6.101); las
lineas 8 a 12 estiman V*¢, y en las lineas 15 a 18 se verifica que la igualdad V*¢ 0 se
satisfaga. De hecho, la funcién (6.101) satisface el biarmonico (6.61).

Una vez definida la funcién de tension de Love @, se estiman los esfuerzos (6.59) y
los desplazamientos (6.60):

/> Se definen los esfuerzos por medio de la funciéon de tensidén de Love =/
sr : diff(nuxlapl(phi) - diff(phi,r,2), z)$
st : diff(nuxlapl(phi) - (1/r)*xdiff(phi,r), z)$ /= ecs. (6.59) =/
sz : diff((2-nu)x*lapl(phi) - diff(phi,z,2), 2)$
trz : diff((1-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2), r)$

/= Se definen los desplazamientos empleando la funcidn de tension de Love =/
ur : -((1+nu)/E)x*diff(phi,r,1,z,1)$ /= ecs. (6.60) =/
w : ((1+nu)/E)*(2%(1l-nu)*lapl(phi) - diff(phi,z,2))$

de modo tal que estos quedan en funcién de las constantes Ay B con las cuales estaba
definida la funcién (6.101); de esta forma:

VA

o, (r,2) ﬁ( vr* =322 + 2vz) A+ (2vr* —r* + 2vz* - 4z*) B)  (6.102a)
r

7r2(r, 2) ﬁ( (2vr? - 322 + 2vz*) A+ (2vr* —r* + 2vz* - 4z%) B). (6.102b)

Para determinar el valor de dichas constantes, se emplea la informacién provista por
las condiciones de frontera. Se sabe que paraz 0 no se tienen ni esfuerzos normales
0, ni esfuerzos cortantes 7,,; de hecho, utilizando (6.102a), se observa inmediatamente
que 0;(r,0) 0y, con laayuda de (6.102b), se obtiene:

2vA+ (2v-1)B
r2

7r2(r, 0) 0. (6.103)

Adicionalmente, al considerar el equilibrio interno en el seno del medio, en el plano
infinito ubicadoen z @, donde a @0, debe cumplirse que las fuerzas producidas por
los esfuerzos o, sean iguales a la carga P aplicada, por lo que

a

J. o,(r,z) 2nrdr - P 0 paracualquierz a. (6.104)
0

area de un
diferencial

La f6rmula anterior se calculara en la linea 35, dando como resultado:
“27((2v-1DA+(2v-2)B)-P 0, (6.105)

como lo confirma el siguiente c6digo de Maxima:



y los esfuerzos buscados

P 3r’z (1-2v)R
r,z -

7D R CR R )
1-2v)P z R

oo(rzy 2P LR,

7 = 3Pz}

o 271R5

3Prz?

a(h2) - 271R5

recordando que R I? +z2, que para el caso axisimétrico 7,y Tg, OyqueVy O.

Tenga en cuenta que la solucién que nos provee Maxima tiene una presentacion di-
ferente de la aqui mostrada, por lo que utilizamos el cddigo de las lineas 40 a 53 para
verificar que ambas respuestas sean iguales desde el punto de vista algebraico.

Por ultimo, observe que en el origen del sistema de coordenadas ((r,z) (0,0)) se
tiene que R 0; en consecuencia, en el punto de aplicacion de la carga existe un punto
de singularidad en las ecuaciones, para el cual las férmulas estimadas anteriormente no
son validas.

6.14. Ejercicios propuestos

1. Deduzca las ecuaciones (6.2).
2. Demuestre que las formulas dadas en (6.4) son todas equivalentes.

3. Deduzca los vectores (6.5).

4. & Deduzca manualmente (algebraicamente) y también utilizando Maxima:

« El gradiente, el laplaciano, la divergencia y el rotacional en coordenadas ci-
lindricas, como se hace en la seccién 6.3.
« Las ecuaciones (6.40).

+ Ley de Hooke para el caso de tension y deformacion plana, cuando se expre-
san estas en coordenadas cilindricas.

+ La ecuacion de compatibilidad (6.51).
5. Verifique que las ecuaciones (6.18) y (6.20) son equivalentes.

6. Explique por qué el siguiente programa de Maxima:






] cos@cos<pf+cos€sin(pf—sin@fc

¢ —sin @i+ cos @j.

Valiéndose de esta informacion, demuestre las siguientes expresiones en coorde-
nadas esféricas:

» Gradiente:
of ., 10f » 1 of ,

VI o v 0% rangog?
« Laplaciano:
10 of 1 0 of 1 0°f
2 2 ys—— 7 (sinf—)+ —
v r2 or (r ar’ " 2sin6 00 (Sln969)+ r2sin” 6 d¢?

» Divergencia:

la(l’zAr)Jr 1 (’3(Agsin9)+ 1 0A,
rz  or rsin 00 rsinf 0¢

V-A

« Rotacional:

Figura 6.34. Sistema de coordenadas esféricas. El punto P tiene coordenadas
esféricas (1, 0, ¢). Observe que los vectores unitarios 7, 6 y ¢ indican
las direcciones en las que crecen, respectivamente, las variables r, 0 y ¢.
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Utilice para estas demostraciones Maxima.

;Cuando cree usted que deberia utilizarse un sistema de coordenadas esféricas?

. Considere la funcién ¢ 222 — x? — y2. Conviértala a coordenadas cilindricas y

calcule su gradiente y laplaciano por coordenadas cilindricas y por coordenadas
rectangulares. Compare ambas respuestas.

Demuestre que en coordenadas cilindricas: 79 Tor, Tr;  Tz2r Y Toz  Tz0-

Deduzca la ecuacion de equilibrio (6.34b) utilizando el enfoque explicado en la
seccion 6.5.2. Repita la deduccion sin tener que emplear expansiones en series de
Taylor, siguiendo pasos similares a los explicados en la seccion 5.1.

Deduzca las ecuaciones (6.37).

Deduzca las ecuaciones (6.40) algebraicamente (siguiendo el procedimiento indi-
cado en la seccion 6.6.2).

Deduzca las ecuaciones (6.63) algebraicamente.

e Hacer un programa de Maxima para demostrar que para la dilatacion ctubica
€ e +ey+e & + &g+ & Pista: trigreduce (ex+ey+ez) ;

;Es posible formular la ley de Hooke para materiales ortétropos en coordenadas
cilindricas? ;Bajo qué condiciones es vélida dicha formulacion?

2 Haga un programa de Maxima para encontrar las ecuaciones de Hooke co-
rrespondientes a los estados de tension y deformacion plana en coordenadas po-
lares, y la ley de Hooke para el caso de simetria axial.

Deduzca las condiciones de equilibrio en la frontera expresadas en coordenadas
cilindricas.

Haga un programa de Maxima para deducir las ecuaciones de compatibili-
dad en términos de esfuerzos a partir de las ecuaciones (5.13).

@ Verifique las ecuaciones de Beltrami (6.49).

Demuestre la ecuacién (6.50).
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Deduzca las ecuaciones diferenciales de compatibilidad bidimensionales mostra-
das en la seccion 6.10.2.

Deduzca las ecuaciones de Cauchy-Navier descritas en la seccion 6.11.

Deduzca la funcion de tension de Airy teniendo en cuenta fuerzas masicas varia-
bles en el espacio.

Convierta las férmulas deducidas en este capitulo de coordenadas cilindricas a
coordenadas rectangulares.

Repita el analisis hecho en la seccion 6.13.1, pero esta vez para un cilindro. Ten-
ga en cuenta que, en este caso, se debe emplear la ley de Hooke para el caso de
deformacion plana. Aqui la figura 6.9 representaria una seccién de cilindro.

Repita el analisis hecho en la seccidn 6.13.1, pero esta vez teniendo en cuenta los
efectos térmicos. Para tal fin, modifique la ley de Hooke usando lo explicado en la
seccion 4.10, asumiendo que el cambio de temperatura es el mismo para todo el
disco. Si se considera que la velocidad angular del disco es cero, ;en cuanto se debe
aumentar la temperatura del disco de modo tal que su radio interior se expanda
una cantidad Ar;?

Encuentre las expresiones correspondientes a los desplazamientos del problema
de huecos en ldminas analizado en la seccién 6.13.2. Pista: utilice la ley de Hoo-
ke (6.46) y las ecuaciones (6.40).

Valiéndonos del siguiente programa de Maxima, verifique que la funcién
(6.72) esla solucion ala ecuacion diferencial (6.56). Explique cada una de las lineas
de este programa:

depends (f, xi)$
depends (xi, r)$ /* xi es la letra griega & =/
gradef(xi, r, diff(log(r),r))$ /= xi = log(r) <<==>> r = exp(xi) =/

lapl(f) := diff(f,r,2) + (1/r)*diff(f,r)
+ (1/r™2)xdiff(f,t,2) + diff(f,z,2)$

phi : fxcos(2xt)$

biarmonico : factor(lapl(lapl(phi))) = 0%
eql : factor(r™4xbiarmonico/cos(2xt))$
eq2 : subst(f(xi), f, eql)$

atvalue(f(xi), xi=0, CO)$
atvalue(’'diff(f(xi),xi,1), xi=0, C1)$
atvalue('diff(f(xi),xi,2), xi=0, C2)$
atvalue('diff(f(xi),xi,3), xi=0, C3)$
desolve(eq2, f(xi))$






Apéendice

Suplemento matematico

En este apéndice se presenta un compendio de férmulas y conceptos que muy probable-
mente se estudiaron en los cursos de matemadticas, de forma previa a la lectura de este
texto. Por lo tanto, no es su propdsito presentar al lector por primera vez dichos concep-
tos, sino compilar las ecuaciones y definiciones que ayuden a recordar rapidamente los
temas que se han referido a lo largo del libro.

A.1. Identidades trigonométricas

A continuacion, se resumen algunas identidades trigonométricas importantes:

sin” 0 + cos’ 6 1 sin” 0 1-cos26 cos’ 0 M.
2 2

Identidades de suma y diferencia de angulos:

sin(x £y) sin(X) cos(y) = cos(X) sin(y)

cos(Xx £Yy) cos(X) cos(y) F sin(X) sin(y)

tan(X) + tan(y)

(£ Y) () an(y)”

Identidades de doble angulo:
sin20  2sin O cos 6 cos20 cos? 6 —sin® 0.

363



A.2. Planos

En el espacio 3, un plano es una superficie bidimensional plana, que se extiende infini-
tamente en todas las direcciones y que contiene un nimero ilimitado de puntos y rectas.
En este caso, un plano es un subespacio bidimensional de 3.

Un plano se puede definir por su vector normal n  [a, b, ¢]T y un punto x,
[Xo, Yo, Zo]™ contenido en él. Si denotamos por x  [X, Yy, z]T un punto genérico del
plano, se sabe que el vector x — x pertenece al plano. Como el vector n es normal a
cualquier recta que pertenezca al plano se tiene que n- (x — x,) 0, es decir,

a(Xx—Xo)+b(y-yo)+c(z-2z2y) O.

En el caso particular de que el plano pase por el origen del sistema de coordenadas,
entonces, x, 0y, en consecuencia, la ecuacion anterior se reduce a

ax+by+cz o.

A.3. Funcion

Para establecer la nocion de funcidn, es necesario comenzar recordando qué es una re-
lacién. En matematicas, una relacion es la correspondencia entre un primer conjunto
llamado dominio y un segundo conjunto llamado rango, de manera tal que a cada ele-
mento del dominio le corresponde uno o mas elementos del rango.

Por su parte, una funcion es una relacion a la cual se le agrega la condicion de que
a cada elemento del dominio le corresponde tinicamente un elemento del rango. De lo
anterior se concluye que todas las funciones son relaciones, pero no todas las relaciones
son funciones. La manera habitual de denotar una funcién es f : D — R, donde f
representa la funcion, D es su dominio y R es su rango; también se suele escribir X —
f (x), siendo X >D. Finalmente, se dice que la imagen de X en R es f(X).

A.3.1. Funcion continua

Se dice que una funcidn es continua en un punto X, si existe el limite limy 4, f(X), sila
funcidén esta definida en X, y si ambos valores coinciden, o sea, silimy «, f(X)  f(X).
Si alguna de estas tres condiciones no se cumple, se dice que la funcién f es discontinua
en Xo. Una funcién f : X - Y es continua en un intervalo | b X si la funcion es continua
para todo punto X >1.

Se dice que una funcién f es continua por laizquierda en el punto X, si el limite lateral
por la izquierda y el valor de la funcién en el punto son iguales, es decir, limy - f(X)
f (Xo). Por otra parte, se considera que una funcion f es continua por la derecha en el
punto X, si el limite lateral por la derecha y el valor de la funcién en el punto son iguales,
esto es, limy x+ f(X)  f(X). Para que una funci6n sea continua en el punto X, se
requiere, por lo tanto, que sea continua por la izquierda y sea continua por la derecha en
el punto Xy, esto es, limy - f(X) limyx x: F(X)  f(Xo).



A.4. Campo vectorial

Un campo vectorial es una funcidon que asocia un vector a cada punto del espacio eucli-
diano,delaforma f: " — " Loscampos vectoriales se utilizan a menudo en la fisica
para modelar la velocidad y la direccién de un fluido que se mueve a través del espacio,
o la intensidad y la direccion de una fuerza, como la electromagnética o la gravitatoria,
pues cambian punto a punto. Un caso tipico de campo vectorial en la mecanica de soli-
dos es el de desplazamientos de un sdlido, que se ilustra para una viga empotrada en la
figura 3.2; en este caso, observe que a cada punto del espacio le corresponde un vector,
simbolizado por una flecha, cuya cola se ubica en el punto (X, Yy) y su cabeza indica el
desplazamiento sufrido por el punto ubicado en la posicion (X, y).

Consideremos otro ejemplo. La funcién f(X,y) Xexp (—x? - y?) tiene como gra-
diente
[(1 - 2x2) exp (—x% - yz)] _

Vi y) -2xyexp (—x2-y?

este gradiente forma un campo vectorial, ya que es un vector que depende del vector po-
sicion [X, y]T. Este campo vectorial se puede dibujar utilizando los siguientes comandos
de Matlab, lo que permite obtener la figura A.1.

[x,y] = meshgrid(-2:0.2:2);

f = X.*¥exp(-x.72 - y.”2);
[dx,dy] = gradient(f, 0.2, 0.2);
figure

contour(x,y,f);

hold on

quiver(x,y, dx,dy, 'r’);

xlabel(’'Eje_x"); ylabel('Eje_y’');

title({’'Curvas_de_nivel_de_la_funcién_f_y’,
"campo_vectorial_asociado_al_gradiente_de_f'});

A.5. Notacion tensorial de Voigt

La notacién de Voigt, propuesta por el fisico e ingeniero aeronautico aleman Woldemar
Voigt (1850-1919), se utiliza para representar un tensor simétrico como otro tensor de
un orden menor.

Por ejemplo, considere la matriz simétrica de tamafio 2 x 2 X (tensor simétrico de
orden 2)

X X
X ( 1 X
X2 X

)

la cual contiene tres elementos distintos: dos en la diagonal y el otro fuera de esta. Dicha
matriz se puede expresar como el vector (tensor de orden 1)

(X, X225, Xp2) -



Curvas de nivel de la funcién f y
campo vectorial asociado al gradiente V f

Ejey
o
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Figura A.l. Campo vectorial formado por el gradiente de la funcién
f(Xx,y) = Xxexp (—X2 - yz). En este grafico se puede apreciar claramente
el hecho de que el gradiente de una funcién es ortogonal a las curvas de nivel.

Otro ejemplo se muestra a continuacion. La matriz

Exx E&xy < &z
N 1

£ &y Eyy €yz
N7

Exz Eyz €7z

se puede expresar utilizando la notacién de Voigt como un vector de dimension 6:

T T
€ [SXX> Syy, €725 gyZ) Exz>s Sxy] [81) & &3, &4, E&s, 86] .

A.6. Regladelacadena

Laregla de la cadena se utiliza en calculo para determinar la derivada de la composicion
de funciones. Por ejemplo,siz  f(y)yy g(x), entonces,

dz dzdy

& dydx YT X9 (X)) 9Tx).



En el caso de que tengamos una funcion f(t, X;(t),...,Xn(t)), que es una funcién
de ty de las n variables X;, que dependen a su vez de la variable independiente t, se tiene
por la regla de la cadena que

df of 2 of dx;
dt ot %ox dt’

aqui, la expresion % se conoce como la derivada total de f con respecto a t. Por ejemplo,
sean las funciones f (X, y), X(t) y y(t). De acuerdo con la regla de la cadena:

df(t) of(x,y)dx(t) . of(x,y) dy(t).

dt X dt oy dt
Finalmente, si se tiene una funcion f (u;(x), ..., uUj(x), ..., uy(x)), que es una fun-
cién de las n variables U; que dependen a su vez del vector de variables independientes
x [X, ..., Xj, ..., Xm]T, se tiene por la regla de la cadena que
an gauian P J e

A.7. Expansion en series de Taylor

Las expansiones en series de Taylor, llamadas asi en honor al matematico britanico Brook
Taylor (1685-1731), permiten aproximar funciones por polinomios alrededor de un pun-
to. Estas tienen dos versiones: una unidimensional y otra multidimensional, que se repa-
sardn a continuacion.

A.7.1. Expansion en series de Taylor en una variable

La serie de Taylor de una funcién real o compleja f (X), que es infinitamente diferenciable
en un vecindario de un nimero real o complejo X, esta dada por la serie de potencias

a

‘e
f(xo+AX) > rr (%) AX"
n=0

n!

b

es decir,

o] "3e
f(xo+AX) (X)) + fO?(O) Ax+ SXO) AX? + #Aﬁ +

De manera alternativa, la expresion anterior se puede escribir, haciendo AX X — X,
como

f73* (xo)

3!

fqXo)
1!

fFetxo)

o (X = Xo) + -,

(X = Xo)* +

FOO (%) +

(X =X%p) +



donde n! indica el factorial del nimero n'y ™ (X,) denota la derivada n-ésima de f
evaluada en el punto X; la derivada cero de f, esto es, f *°, se define como la funcién f
misma y los términos AX° y 0! son ambos iguales a 1. En el caso particular en que X, 0,
la serie de Taylor se conoce también como la serie de Maclaurin, en honor al matematico
escocés Colin Maclaurin (1698-1746).

El objetivo de usar series de Taylor es, principalmente, aproximar funciones “feas’,
pero diferenciables, por medio de unos sencillos polinomios en funcién de AX con los
cuales, por obvias razones, sera mas agradable trabajar. Lo anterior debido a que una de
las funciones con las que es mas facil operar son los polinomios, ya que son sencillos de
evaluar, derivar e integrar. Dicha aproximacién polinémica solo sera valida cerca a un
punto Xo; si la distancia AX a dicho punto es pequefia, se espera que la aproximacion sea
de excelente calidad.

En este punto se recomienda al lector mirar el comando taylortool del toolbox de 4l-
gebra simbdlica de Matlab, para visualizar de una forma interactiva y amigable las series
de Taylor unidimensionales.

A.7.2. Expansion en series de Taylor en varias variables

La serie de Taylor para funciones multivariadas alrededor del punto (a;, &, ..., aq) se
define como

()(1 _ al)m...(xd — ad)nd om

FpeeXg) S S (

n
mo0  ny=0 nl!...nd! aXl

ndf
axgd) (al’ LI ad)'

Por ejemplo, para una funcion que depende de dos variables X y Y, la aproximacién
en series de Taylor alrededor del punto (X, Yo), que considera inicamente los términos
de segundo orden es

f(Xo + AX, Yo + AY) f(xo,y0)+Ax%A +Ay%
Xo,Yo*® AXO)yO'
1 , 0°f 0*f , 0°f
+ o AX X oy + 2AXAy axdy - + Ay 3y? - >

y se denomina expansion truncada en series de Taylor de segundo orden.

A.7.3. Aproximacion de angulos pequeiios

La aproximacion de angulos pequefios es un procedimiento bastante utilizado en inge-
nieria cuando se hacen deducciones en las que los dngulos a tener en cuenta son muy pe-
quefios; esto se hace con el objeto de simplificar considerablemente las demostraciones.
Esta técnica solo es valida en el limite cuando el angulo tiende a cero y es basicamente
una aproximacion de primer orden (linealizacién) de las funciones trigonométricas que



trunca su correspondiente serie de Taylor, de modo que cuando el angulo se mide en
radianes,

sinX X

X2
cosX lotambiénl- e} (si se utiliza una aproximacion de segundo orden)
tanX X.

La aproximacion anterior se puede justificar observando las series de Taylor de las
funciones trigonométricas

a _1 n X3 X5
sin X zixzn ' X-=+— - paratodo X

-0 (2n+1)! 31 5!

( )n 2 X4

cos X ,%(Zn)' -5 Z—---paratodox

L Ban(-)"(1-4") L., X 2% m
tan X X — + — + X 5
mx > o) 3t Topanx @)

donde los B, son llamados nimeros de Bernoulli, que estan definidos por
(n V)"

k=0v=0

Cuando el dngulo X es menor que un radian, las potencias X2, X3, ... decrecen rapidamen-
te y, por lo tanto, muy pocas de ellas son necesarias. Entre mas pequefio sea X mucho
mas rapido decreceran las potencias X2, X3, ..., lo cual justifica el truncamiento de la
serie de Taylor.

Utilizando el siguiente cddigo de Matlab:

X = (0:1:10) '*pi/180;

s = sin(x); error_s = 100*abs(s-x)./s;

c = cos(x); error_c = 100xabs(c-1)./c;

t = tan(x); error_t = 100xabs(t-x)./t;

[x¥180/pi x s error_s ¢ error.c t error_t]

obtenemos la tabla A.1. En ella podemos ver, por ejemplo, que los errores de aproxima-
cion de angulo pequefio para 5% del seno, coseno y tangente de X es 0.127 %, 0.382% y
0.254 %, respectivamente.

A.8. Optimizacion de una funcion sujeta a una restriccion

de igualdad

El método de los multiplicadores de Lagrange se utiliza para encontrar el minimo o el ma-
ximo local de una funcion, sujeta al cumplimiento de una o de varias igualdades. A con-
tinuacion, repasaremos este método cuando inicamente esta implicada una restriccion.



Tabla A.L. Valor de las funciones trigonométricas para diferentes angulos

( Grfdos) (Ra dioanes) sin(6) (Error) cos(0) (Error) tan(0) (Error)
0 0 0 (0%) 1(0%) 0 (0%)
1 0.0175 0.0175 (0.0051%)  0.9998 (0.0152%)  0.0175 (0.0102 %)
2 0.0349 0.0349 (0.0203%) 0.9994 (0.0610%) 0.0349 (0.0406 %)
3 0.0524  0.0523 (0.0457%) 0.9986 (0.1372%)  0.0524 (0.0914 %)
4 0.0698  0.0698 (0.0813%) 0.9976 (0.2442%)  0.0699 (0.1625 %)
5 0.0873 0.0872 (0.1270%) 0.9962 (0.3820%) 0.0875 (0.2540 %)
6 0.1047 0.1045 (0.1830%)  0.9945 (0.5508 %) 0.1051 (0.3658 %)
7 01222 0.219 (0.2492%)  0.9925 (0.7510%)  0.1228 (0.4980 %)
8 0.1396 0.1392 (0.3257 %)  0.9903 (0.9828 %) 0.1405 (0.6507 %)
9 0.1571 0.1564 (0.4124 %) 0.9877 (1.2465%) 0.1584 (0.8238 %)
10 0.1745 0.1736 (0.5095%) 0.9848 (1.5427 %)  0.1763 (1.0175 %)

Supongamos que deseamos minimizar la funcion f (x), donde x >
C, siendo C una constante. El método de los multiplicadores de

con la restriccion g(x)

M, cumpliendo

Lagrange consiste en convertir el problema de optimizacion con restricciones de igual-
dad en uno sin restricciones, cambiando la funcién objetivo. En este caso, se minimiza
la llamada funcion lagrangiana, la cual esta dada por

L(x,1) f(x)-A(g(x)-c).

Aqui la constante desconocida A se denomina multiplicador de Lagrange. Para minimizar
L, se deben calcular todas sus derivadas y se deben igualar a cero, de donde resulta:

oL of 0
Ox Ox O0x
oL
a c-g(x) o.
En conclusion, la solucion al problemaAde minh}qizacio’n se encuentra al resolver simul-
taneamente las ecuaciones V f (x) afaxx° /\aga_xx- AVg(x) y g(x) C; esto significa

que la solucién se encuentra sobre la superficie g(x) ¢ en un punto que cumpla la
condicién necesaria Vf(x) AvVg(x), es decir, en un punto en el que las funciones f
y ¢ tengan gradientes que apuntan en la misma direcciéon. Finalmente, se debe emplear
algin método para verificar que el punto que satisfaga las dos igualdades anteriores sea
un minimo de f, ya que este podria ser también o un maximo o un punto silla.

A.9. Ecuaciones paramétricas

Considere dos funciones continuas f(t) y g(t) definidas en el intervalo [p, q]. El con-
junto de pares ordenados (f(t), g(t)), para todo t > [p, q], se denomina curva plana
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C. Las ecuaciones X f(t)yy g(t) se conocen como las ecuaciones paramétricas de
C, siendo t el parametro de dichas ecuaciones. Cuando se dibuja el conjunto de puntos
(x,y) (f(t),g(t)) paratodo t >[p, q] aparece el llamado gralcd de la curva C. Por
simplicidad, no distinguiremos entre una curva y su grafica. Al dibujar la curva plana
con valores crecientes de t >[p, q], esta se grafica en una direccién especifica, lo que se
conoce como la orientacion de la curva.

Se dice que una curva paramétrica es cerrada cuando (f(p),g(p)) (f(a),g(q));
en el caso de que la curva paramétrica no se interseque consigo misma en ningun otro
punto, se dice que la curva paramétrica es cerrada simple.

Una curva C puede tener diferentes funciones f y g que la describan. Para evitar tal
arbitrariedad, es posible parametrizar la curva con respecto a la longitud de arco, la lla-
mada parametrizacion normal; usualmente el pardmetro de dichas ecuaciones se denota
como S. En este caso, es factible demostrar que el vector tangente a la curva C estd dado

df”se  dg°se T U . .7
por el vector [=—, =51 , el cual es un vector unitario que apunta en la direccién en

. ~ T
4 dg”se df”se
la que la curva C se grafica; el vector normal a la curva estd dado por [, -] ,

siendo también este un vector unitario.

Ejemplo

Una curva paramétrica famosa es la denominada curva de Lissajous,®® la cual describe
un tipo especial de movimiento armoénico representado por el sistema de ecuaciones
paramétricas X(t)  Asin(at +c¢) y y(t)  Bsin(bt). El siguiente codigo de Matlab
sirve para ilustrar dicha curva:

t = linspace(0, 2xpi, 20000);

X = cos(5xt);

y = sin(7xt);

figure;

plot(x, y); % grafica la curva paramétrica

hold on; % los comandos siguientes no borraran la figura
comet(x, y); % este comando muestra el sentido de la curva

axis equal tight % ejes iguales y ajustados
xlabel(’'x(t)")

ylabel('y(t)")
title(’'Ecuacidn_paramétrica_de _Lissajous’);

La salida del cédigo anterior se muestra en la figura A.2. Se sugiere ejecutar este codigo,
ya que el comando comet, de la linea 8, reproduce una animacion que ilustra la orienta-
cion de la curva.

8 Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Lissajous_curve.
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Figura A.2. La curva de Lissajous es un ejemplo clasico de curva paramétrica. La curva
mostrada se describe por el par de ecuaciones X(t) = cos(5t) y y(t) = sin(7t).

A.10. Divergencia

En el cdlculo vectorial, la divergencia es un operador vectorial que muestra la tendencia
de un campo vectorial a contraerse o expandirse alrededor de un punto, tal y como se
ilustra en la figura A.3. La divergencia de un campo vectorial g(X,y,z): 9x(X,Y, )i+
9y(X,Y,2) f +0:(%, Y, Z)lAc continuamente diferenciable se define, en 3, por el escalar:

0g«(x,y,2) 09y(X,Y,2) L 09:(%,Y,2)
ox ay 0z '

divg(x,y,z): V-g(x,y,2):

Cuando div g(X, y,z) A0, se dice que el campo vectorial se expande o diverge en el
punto de coordenadas (X, Y, z), mientras que si div g(X, y,Z) @0 el campo vectorial se
contrae o converge. En el caso de que div g(X, y,z) 0, se dice que el campo vectorial es
incompresible. Esta lectura estd dada a partir de interpretaciones fisicas relacionadas con



la mecanica de fluidos, que estan fuera del alcance de este libro, y de las de la mecanica
de sélidos que se abordan en la seccidn 4.5.

A.11. El teorema de la divergencia

En célculo vectorial, el teorema de la divergencia, también llamado teorema de Gauss o
teorema de Ostrogradsky, relaciona el valor de la integral de superficie del flujo de un
campo vectorial a través de una superficie cerrada dQ) con la divergencia del campo
vectorial en el volumen Q) encerrado por dicha superficie 0Q).

Sean H y Q dos subconjuntosen 3, tales que QO ~ H es cerrado y acotado y el borde
de Q, denotado por 0Q), es una superficie regular o regular a trozos orientada por un
vector normal unitario # : [a, f8, y]" dirigido al exterior de Q. Sea g : H - 3, un

campo vectorial g :  gyi+0yj+ 0.k de clase C', es decir, g cuenta con derivadas parciales

99x 09y 99: 99x . 99:
ox > 0y’ ox’ 9y’ o0z

Jﬂ.adivgdv ﬁmg-h ds;

aqui el operador div g, a veces escrito como V - g, denota

de primer orden continuas (esto es, son funciones continuas).

Entonces:

divg: g
Vg Vg ox dy 0z
divg, 2A0 5 divg, -2@0 5 divg, 0
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Figura A.3. En esta figura se muestran tres campos vectoriales: en (&) se ilustra el campo
vectorial g, = [X, Y], el cual tiene una divergencia positiva, ya que se observa que las
flechas del campo divergen o se expanden; la figura (b) presenta g, = [-X,-y]T,
que tiene una divergencia negativa: observe que las flechas del campo vectorial
convergen o se contraen, y la figura (C) ilustra el campo vectorial g, = [~y,X]T, el cual
tiene una divergencia nula; aqui las flechas del campo ni divergen ni convergen.





http://xkcd.com/199/

Para entender fisicamente el concepto de rotacional considere, por ejemplo, un flui-
do en movimiento. Si ponemos dentro de dicho fluido una pequefia esfera rugosa (de
modo tal que su centro quede ubicado en el punto (X, Y, z), pero que su rotacién no esté
restringida), esta rotara alrededor de cierto eje a medida que el fluido circula sobre la
superficie de la esfera. El rotacional se puede entender como el vector que tiene la mis-
ma direccion que el eje de rotacion de la esfera y que se ubica de acuerdo con la regla
de la mano derecha (ver apéndice A.13), en relacion con el sentido de la rotacién, y cuya
norma es dos veces la velocidad angular de rotacion de dicha esfera alrededor de ese eje.

Considere un campo vectorial u(X,y,z) [u(X,y,z), v(X,Y,z), w(X, Y, 2)]". El
rotacional del campo vectorial u, denotado por [xu(X, Y, z), rot u o curl u, es el campo
vectorial definido por

ow ov, . ,0u ow_ , ,0v Oug.
Lxb: (—-—)1i R ) -
8 (ay 0z ' Y57 T ax? 7T Yax ay) k,

y se puede expresar de forma mas concisa con ayuda del operador nabla

T

9 0 0
1

o oy oz

como un producto vectorial, calculable mediante un determinante:

i
[xh: det £ £

S Qo

Debe tenerse muy presente que dicho determinante en realidad no es tal, pueslos elemen-
tos de la segunda fila no tienen argumento y, por lo tanto, carecen de sentido. Ademas,
dicho determinante solo puede desarrollarse por la primera fila. En definitiva, la nota-
cién en forma de determinante solo es una forma nemotécnica para recordar facilmente
la expresion del rotacional.

A.15. Espacio vectorial

A continuacion, se presentaran algunos conceptos asociados a los campos vectoriales.

A.15.1. Definicion

Un espacio vectorial (real) X es un conjunto de elementos llamados puntos o vectores
junto con una funcién llamada suma

+: X x X=X,



y una funcién llamada multiplicacion o producto

x X = X,

que satisfacen las siguientes propiedades para todo nimero «, 8 > y para todo vector
X,Y,Z>X:

L.

2.

7.

8.

Propiedad asociatival: (X +y) +z X+ (Y +2).
Propiedad conmutativa: X +y Yy +X.

Existencia del elemento cero: existe un elemento 0 > X llamado el elemento cero,
tal que X + 0 X para todo X >X.

Existencia del negativo: para todo X > X existe un elemento —Xx > X, llamado el
negativo de x, tal que x + (-x) 0.

Propiedad asociativa 2: « (f-X) S(a-X) aff-X.

. Elemento identidad en la multiplicacion escalar:1-X  X.

Propiedad distributival: a - (X +Y) a-X+a-Y.

Propiedad distributiva 2: (a + ) - X a-X+f3-X.

« »

Nota 1: por lo general el simbolo “-” de la funcién multiplicacién no se escribe cuando
se sobrentiende del contexto.
Nota 2: a los nimeros «, f > , generalmente, se les llama escalares.

Ejemplos

« Lalinea real (el conjunto de todos los nimeros reales) con las operaciones usuales

de adicion y multiplicaciéon es un espacio vectorial que usualmente denotamos
por

El conjunto de todas las parejas ordenadas (X, Xy, . . ., X,) de nimeros reales Xi,
X2, ..., Xp con sumas y multiplicaciones escalares definidas por

(X1, X2, o5 Xn) + (Y Y2o -5 Yn) - (X4 Y Xa+ Y2500 Xn + Yn)
a (X, Xas . .05 Xn)  (aXy, aXa, ..., aXp)

es un espacio vectorial que llamamos el espacio M.
El conjunto de todas las funciones reales y continuas definidas en un intervalo

[a, b] con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicaciéon de fun-
ciones por numeros es un espacio vectorial que, por lo general, denotamos por

CO[a, b].






A.16. Algunos conceptos de algebra lineal

A continuacion, se repasaran algunos conceptos de algebra lineal.

A.16.1. Valores y vectores propios

Suponga un vector v X 0 y una matriz A de tamafios N x 1 y n x N respectivamente.
Al multiplicar la matriz A por el vector v, esto es, Av, obtenemos otro vector que es
basicamente una rotacién y un escalamiento del vector v. El objetivo es encontrar un
vector v tal que solo se alargue o se contraiga bajo el efecto de la matriz A y que no rote.
Esto se representa matematicamente como

Av  Av.

Desde este punto de vista, se define como el vector propio o autovector (eigenvector en
inglés) v de una matriz A, a aquel vector no nulo tal que este no cambia de direccion
cuando se multiplica por dicha matriz A. Como se dijo, el efecto de la matriz A sobre
v es alargar o contraer el vector v sin cambiar su direccion; asi pues, el valor propio o
autovalor (eigenvalue en inglés) A mide el cambio de longitud de v a causa de la matriz A.

A.16.2. Polinomio caracteristico

Recordemos que el problema de valores y vectores propios se puede escribir como Av
Av o alternativamente como (AI — A)v  0; dado que v X 0, la matriz AI — A es singular
Y, por lo tanto, su determinante es nulo, es decir det(AI — A) 0. En este orden de ideas,
el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A de tamafio n x n se define como

Pi(4,1)  det(MI-4) (A-A)(A-A)(A-1n),
y cuando este se iguala a cero obtenemos la ecuacion caracteristica de la matriz A:
P1(A, 1) det(AI-4) (A-A)(A-A)--(A-1p) 0 (A3)

en otras palabras, las raices Aj, parai 1,2,...,n, del polinomio caracteristico p son los
valores propios de la matriz cuadrada A.

Alternativamente, teniendo en cuenta que Av  Av es equivalente a (A — AI)v 0,
también podriamos definir el polinomio caracteristico de A como

P2(A, 1) det(A-AI) (A —-A)(A—-A)---(An = A). (A.4)

Observe que p;(A,A) —p.(A, 1), lo cual para propdsitos practicos en el calculo
de los valores propios es indiferente; sin embargo, la definicién (A.3) siempre resultara
en un polinomio cuyo coe [ciénte principal (el término que acompafia a A") en todas las
ocasiones sera +1, esto es, resulta en un polinomio maénico. Por otro lado, la definicién



(A.4) resultara todas las veces en un polinomio cuyo coeficiente principal es (-1)"; por
ejemplo paran 3, tenemos que

pl(A) A) +A3 - (/\1 + /\2 + )(3))Lz + (/lllz + /\1A3 + )Lz/\_v,)/\ - Al)tz/\:),
pz(A, A) —AS + (/\1 + /\2 + /13)12 - (/\1A2 + /\1A3 + Az/\g,)/\ + A1A2/\3. (AS)

Tenga en cuenta que Matlab y Python (numpy) emplean la definicion (A.3) del poli-
nomio caracteristico, mientras que Maxima emplea la definicion (A.4).

A.16.3. Cosenos directores

i [a B y]"

(a) (b)

Figura A.5. Cosenos directores asociados al vector n:
(a) vector sin normalizar; (b) vector normalizado.

En relacién con la figura A.5, los cosenos directores de un vector n son los cosenos
de los angulos entre n y el sistema de coordenadas ortonormal con respecto al cual se
define n. Alternativamente, son las componentes del vector unitario # asociado a n.

Por ejemplo, en el caso tridimensional, considere el vector n [Ny, ny, n,]7, el cual
se puede expresar como n Ny + Ny j+n,k, donde {i, j, k} es la base estindar en el
espacio 3. Los cosenos directores son los componentes que resultan al normalizar el
vector n, de modo tal que

Ny

Ny
« cosb, — e ——_—
n ng +nj +n;
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El sistema de algebra computacional
Maxima

El siguiente texto fue tomado de http://maxima.sourceforge. E:I
net/es/ i

Maxima es un sistema para la manipulacion de expresiones simbolicas y numéricas, in-
cluyendo diferenciacién, integracion, expansion en series de Taylor, transformadas de
Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas de ecuaciones lineales, vectores,
matrices y tensores. Este programa genera resultados con alta precision, mediante el em-
pleo de fracciones exactas y representaciones con aritmética de coma flotante arbitraria.
Adicionalmente, puede graficar funciones y datos en dos y tres dimensiones.

El cédigo fuente de Maxima puede ser compilado sobre varios sistemas operativos
como Windows, Linux y MacOS. El c6digo fuente para todos los sistemas y los binarios
precompilados para Windows y Linux estan disponibles en el administrador de archivos
de SourceForge.

El programa Maxima es un descendiente de Macsyma, el legendario sistema de al-
gebra computacional desarrollado a finales de 1960 en el Instituto Tecnoldgico de Mas-
sachusetts (Mit). Este es el unico sistema basado en el esfuerzo voluntario y con una
comunidad de usuarios activa, gracias a la naturaleza del open source. Macsyma fue re-
volucionario en sus dias y muchos sistemas posteriores, tales como Maple y Mathematica,
estuvieron inspirados en él.

La rama Maxima de Macsyma fue mantenida por William Schelter, desde 1982 hasta
su muerte en el 2001, quien en 1998 obtuvo el permiso para liberar el codigo fuente bajo
la licencia publica general (gpl) de gnu. Gracias a su esfuerzo y habilidad, Maxima fue

W
o
W
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El lenguaje de programacion Matlab

Matlab es un lenguaje de programacion, utilizado con frecuencia en la academia y en la
industria para el calculo numérico, el analisis de datos y el desarrollo de algoritmos. El
matematico Clever Moler (1939-) fue profesor de algebra lineal y analisis numérico en la
Universidad de Nuevo México. Moler desarrollé en las décadas de los setenta y ochenta,
y como proyecto en su tiempo libre, una plataforma para hacer calculos con matrices
de una forma amigable e interactiva, que permitia a sus estudiantes acceder a las fun-
cionalidades de las librerias de dlgebra lineal numérica Linpack y Eispack, sin tener que
escribir complicadas rutinas en Fortran y sin la necesidad de compilar continuamente
los programas; sin embargo, dicho so [Waire no era un lenguaje de programacion, era solo
una plataforma para el calculo con matrices. Dicha plataforma se llam6 posteriormente
Matlab, acréonimo de MATrix LABoratory. Mas tarde Jack Little, un amigo de un estu-
diante de Moler, sugirié la creacién de un producto comercial basado en Matlab; ambos
iniciaron entonces, junto con un amigo de Little llamado Steve Bangert, la creacion de
un lenguaje de programacion interactivo, basado en las primeras versiones de Matlab.
Dicho lenguaje se promociono¢ inicialmente en 1984 en una Conferencia de Control Au-
tomatico del Institute of Electrical and Electronics Engineers (ieee) en Las Vegas; fue en-
tonces cuando apareci6 e Mathworks Inc., la casa comercial que desarrolla Matlab. El
programa Matlab se lanz6 comercialmente en 1985 y tuvo un éxito comercial inmediato,
especialmente porque incluia toolboxes especializados en ciertas ramas de la ingenieria,
como control o procesamiento digital de sefiales.

Desde entonces, Matlab ha evolucionado hasta convertirse en el so [whre comercial
mas conocido en el mundo de la ingenieria y de la academia para el calculo numérico.
Hoy en dia, soporta decenas de toolboxes especializados, entre los que se encuentran
los de control, procesamiento digital de sefiales, estadistica, optimizacion, ecuaciones
diferenciales parciales, identificacion de sistemas, algebra simbdlica, entre otros. Adicio-
nalmente, hace graficos interactivos, tiene un ambiente de desarrollo amigable, cuenta
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Este libro acerca la teoria de la elasticidad al estudiante
de pregrado de Ingenieria Civil 0 Mecanica, mediante la
introspeccion fisica-matematica y la deduccion paso a paso
de cada una de las ecuaciones fundamentales de ka elasti
cidad. De hecho, lo que el libro clasico de Timoshenko y
Goodier trata en sesenta paginas aqui se desglosa en cerca
de trescientas. Todo esto con miras a dar al estudiante una
fundamentacion sélida para posteriores cursos sobre el
método de los elementos nitos, la mecanica computa
cional o la plasticidad.

La presente obra recoge la experiencia docente de mas de
doce afos del autor; su escritura se llevé a cabo conda retro
alimentacion permanente de los estudiantes. El texto hace
uso del programa libre de algebra simbdlica Maxima, para
deducir la mayoria de las ecuaciones complejas, y presenta
codigos de Matlab que sirven para ilustrar numeéricamente
los ejemplos. La traduccion de estos codigos a Python se
encuentra en la pagina web del autor, en formato Jupyter
Notebooks. Asimismo, el contenido se complementa con
videos de su autoria, disponibles en YouTube.
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