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RESUMEN: En este trabajo, se estudian las relaciones entre la Teoria de matroides
y la Teoria de codificacion de redes. Se define el matroide red sobre la estructura de los
caminos indenpendientes de un digrafo, el cual resulta ser representable [3]. Se establece
la igualdad entre el matroide red y el matroide inducido por los cédigos genéricos ([3] y
[5]). Se establece la relacion entre las redes matroidales y los c6digos lineales escalares

([4)-

ABSTRACT: In this paper we study the relations between Matroid theory and Net-
work Coding Theory. Through the estructure of edge-disjoint paths, a single-source
network is associated with a network matroid, which turns out to be representable([3]).
A linear network code on an acyclic network assigns a coding vector to every edge. The
linear independence among coding vectors naturally induces a matroid. It is shown that
the induced matroid is the network matroid if the linear network code is generic([3]
and [5]). We study matroidal networks and the relationship with scalar-lineary codes.
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1 Introduccion

La Teorfa de Codificacién de Redes [6] estudia las diferentes formas algebraicas en que
se puede representar la informacion con el fin de que sea transmitida de manera eficiente
a través de una red. La Teoria de Matroides es una rama de las matematicas, fundada
en 1935 por Whitney [1], que generaliza la nocién de independencia presente en el Alge—
bra Lineal, la Teoria de Grafos y otras ramas de la Matematica. Con el estudio de las
relaciones de dependencia en la Teoria de redes, se ha encontrado un método para con-
seguir redes desde matroides [7], mostrandose algunas conexiones entre estos conceptos.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar algunas relaciones entre la Teoria de Codifi-
cacion de Redes de Informacién y la Teoria de Matroides. En particular se estudian los
diferentes tipos de matroides que se pueden definir a partir de una red fija y las rela-
ciones entre éstos. También se establece la relacién entre los cédigos lineales escalares
y el matroide red. Se estudian las redes matroidales y los cédigos lineales escalares.
Estos temas estédn basados en [3], [4] v [5].

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2, se presentan los
preliminares de la Teoria de Redes y de la Teoria de Matroides. En esta parte se destaca
el concepto de codigo de red, el cual permite definir el concepto de red soluble. Ademas,
se introducen los matroides vectoriales, transversales y duales.

En el capitulo 3, se establece la primera relacion entre matroides y redes, con el fin
de estudiar la solubilidad de redes lineales escalares. En primer lugar, se definen los
codigos globales con el objetivo de mostrar su equivalencia con los codigos lineales.
Luego, al definir la red matroidal, se establece el siguiente teorema [4]:

“Una red tiene una solucion lineal escalar, si y solo si, la red es matroidal con
matroide representable sobre un cuerpo finito.”

Para la demostracién del anterior resultado, se construye un cédigo global que corres-
ponde a la solucion lineal buscada.



1 Introduccién

En el dltimo capitulo, se construye el matroide red a partir de la estructura de los
caminos independientes de la red [3]. Este matroide tiene como soporte las aristas de
la red y resulta ser un matroide representable. Utilizando la nocién de independencia
lineal de los vectores de arista, asignados a un digrafo aciclico, se introducen los codigos
de red genéricos con la finalidad de mostrar que el matroide inducido es isomorfo al
matroide red [3].



2 Preliminares

En este capitulo, se exponen las ideas basicas de la Teoria de Codificacién de Redes
y la Teoria de Matroides necesarias para el desarrollo del trabajo. Se supone que se
trabaja con redes de informacién cuyo grafo es dirigido y con un conjunto finito de
mensajes.

2.1. Redes Lineales

Definicién 2.1.1 1. Un grafo dirigido o digrafo es un par ordenado G = (V, E),
donde V' es un conjunto finito no vacioy £ C V x V.

2. Los elementos del conjunto V' se llaman los nodos del digrafo y los elementos de
E las aristas del digrafo. Si (u,v) € E, se utiliza la notacién uv para las aristas del
digrafo.

3. Sea e = uwv € E, se dice que u es la cola de e y v es la cabeza de e. En ade-
lante, se utiliza la notacién u = mi(e) y v = my(e).

4. Un Camino P sobre un digrafo G, es un conjunto {vgvy, ..., 105} C E, tal que
v;_1 # v; , para ¢ = 1, ..., k. También, se nota el camino P como vgejes, ..., exvg, donde
€; = Vi—1V;, 1= 1, ceey k.

5. Un ciclo sobre un digrafo G, es un camino wvgeies, ..., exvg, donde vy, ..., v5_1 son
nodos distintos y vg = vy.

6. Se dice que un digrafo G es ciclico, si posee un ciclo. En otro caso, se dice que
G es aciclico.

7. Para cada u € V se definen:
[/(u):={e € E:me) =u}
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Fo(u):=={ee€ E:m(e) =u}

Definicién 2.1.2 1. Sea G = (V, E) un digrafo. Una red sobre G, es una quin-
tupla Ng = (G, u, A, S, R), donde :

i) v es un conjunto no vacio que se llama el conjunto de mensajes.

iti) S 1V — 2* es la funcién fuente.

(
(i7) A es un alfabeto de por lo menos dos elementos.
(
(tw) R:V — 2" es la funcién de la demanda.

2. Un nodo v € V, es un nodo fuente, si S(v) # ). El conjunto de los nodos fuente se
nota por S,.

3. Un nodo v € V, es un nodo receptor, si R(v) # (. El conjunto de los nodos
receptores se nota por R,,.

Notacioén: Las redes se notan por Ng.

A continuacién se formaliza la accion sobre una red, mediante funciones que se asocian
a cada arista.

Definicién 2.1.3 1. Sean, Ng una red, k,n niimeros enteros positivos y F' un cuerpo,
tal que |F| > |A|. Un cédigo de red (k,n) sobre Ng, es un conjunto de funciones
fuv ¥ fr.m definidas como:

(1) fuo: (F¥)*® — F™ parauv € B, u € S,,.
(i) fuo: (F™)PW — F" para wv € E, u & S,,.
(i) fom : (F™)P® — F* paratodot € R,y m € R(t).

2. Los nimeros a(u), 5(u) y v(u) se definen como:
(1) a(u) == [S(u)], u € Sy
(it) B(u) == |Tr(u)], u & S,.
(i13) y(u) :== |R(u)|, u € R,,.

3. Los numeros k£ y n reciben el nombre de la dimensién de la fuente y la arista,
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respectivamente.

4. Si las funciones f,, y f; son lineales, se dice que el cédigo de red (k,n) es line-
al y se nota LNg(k,n). Si k = n = 1, se dice que el cddigo de red (k,n) es lineal
escalar.

Notacién: En adelante, los cddigos de red (k, n) sobre la red N se notan por NCgq(k,n).

Ejemplo 2.1.4  Considere el digrafo de la figura 1. Se define sobre este digrafo,
una red Ng y un cédigo de red LNg, de la siguiente forma:

F=7yk=n=1

5(1) ={0,1}, R(6) = R(7) = {0,1}

fel(‘r’y) = f€3<x) = fe4(w) = fes(x) = feg(l') =
f82(x7y> =Y
feﬁ(x7y) =Tty

fo(z,y) = (z,2 +y), fr(z,y) = (r + y,9)

Figura 1

Definicién 2.1.5 1. Sea NCq(k,n) un cédigo de red sobre Ng. Una funcién de
simbolo, es una funcién a : yu — F*.

2. Un simbolo de arista, es cualquier valor de una funcién x : £ — F™, definido
recursivamente como:
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(1) x(uv) = fuw(a(ma),...,a(Mma), donde u € S, y S(u) = {m1, ..., ma@)} -
(41) x(uv) = fuv(X(€at1), ~"7X(eoc+6(U)))a u ¢ SLY Catly s CatB(u) € I's(u).

Observacion: El simbolo de arista x(uv) de la anterior definiciéon depende de la asig-
nacion sobre los mensajes.

Definicién 2.1.6 Sea N una red. Un cédigo de red NCq(k,n) es una solucién
para Ng, si para cada funcién de stmbolo a :  — F* y su correspondiente simbolo de
arista x : I/ — F™, se tiene:

ft,m(X(eoH-l)v "'7X<€a+/3(t))) = a(m)v

para todo t € R, y m € R(t).
Notacién: pn = {mq, ..., myy }.

El cédigo de red del ejemplo 2.1.4, es una solucién para la red definida en el mis-
mo ejemplo.

2.2. Matroides

La Teoria de Matroides es el estudio abstracto del concepto de dependencia. En la se-
ccién se introducen ejemplos de matroides y se estudia el concepto de dualidad.

Definicién 2.2.1 1. Un matroide M es un par ordenado (5,Z), que consiste de un
conjunto S y una coleccién Z de subconjuntos de S, tal que:
(M1)DeZ.
(M2)SiIe€Zel CI, entonces I €.
(M3) Si I e I pertenecen a Z, y |I;| < |3, entonces existe un elemento
x € Iy — I tal que I J{z} € T.

2. El conjunto S se llama el soporte del matroide M.
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3. Un subconjunto X de S es un conjunto independiente, si X € Z. En caso con-
trario, se dice que X es un conjunto dependiente.

4. Una base B para un matroide M es un conjunto maximal independiente.
5. Un circuito C para un matroide M es un conjunto minimal dependiente.

6. El rango de M es una funcién 7 : 2% — Z7*, tal que para todo X C S, ry(X) es
la cardinalidad méaxima de un conjunto independiente contenido en X.

7. Dos matroides M; = (51,Z1) y Ms = (53,Z,) son isomorfos, si existe una biyec-
cién ¥ : 57 — Sy, tal que para todo X C Sy, X € Z; ,siy s6lo si, U(X) € Ts.

La siguiente definicién introduce el primer ejemplo de matroide, el cual fué la mo-
tivacion de Whitney para comenzar a estudiar el tema.

Definicién 2.2.2 1. Sea A una matriz de tamafnio n X m sobre un cuerpo F. Un
matroide vectorial asociado con A, es un par M(A) = (Sa,Z4) tal que:
(1) Sa ={1,...,m} estad en correspondencia biunivoca con las columnas de A.
(1) Zy = {X C Sy : Las columnas de la matriz A correspondientes a los ele-
mentos de X son vectores independientes en F"}.

2. Un matroide M es F—representable, si existe una matriz A definida sobre F,
tal que M(A) es isomorfo a M.

Ejemplo 2.2.3 Sea A la matriz,

a; s az a4 Gy
1 00 11
01 001
definida sobre el cuerpo Z,. Entonces, Sa = {a1, as, a3, as, a5} e Ty = {0,{a1},{a2}, {as},

{as},{a1, a2}, {a1, a5}, {as, as},{as, as}, {as, as}. Los dependientes de este matroide son:

{{a3}> {ab a3}’ {alv a4}v {CZ?’ a3}’ {ai’n &4}, {&37 CL5}} U {X - SA 13 < ‘X|}

La siguiente definicién introduce otro ejemplo de un matroide. Estos van a jugar un
papel importante en la representacién del matroide red.
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Definicién 2.2.4 1. Sea S un conjunto finito. Una familia {A;]i = 1,...,n} es una
sucesion sobre S| si para cada i € {1,2,...,n}, A; C S. En adelante, se nota las suce-
siones como (A; : j € J).

2.Un subconjunto 7" C S es un transversal de la sucesion (A; : j € J), si existe
una biyeccion W : J — T, tal que ¥(j) € A;, para todo j € J.

3. Un subconjunto X C S es un transversal parcial de la sucesiéon (4; : j € J),
si existe K C J, tal que X es un transversal de la sucesién (4;: j € K) .

4. Sea A = (A; : j € J) una sucesién de subconjuntos del conjunto finito S. El
grafo A[A] = (V, E), definido como:

(1) V=SUJ.

(it) E={zj:xeS,jeJ yzeAl
es el grafo bipartito asociado con A

5. Una correspondencia en el grafo bipartito A[A], es un conjunto de aristas {es, ..., e, },
donde cualquiera de ellas no comparten sus puntos extremos.

Ejemplo 2.2.5 Sean, S = {LUI,IQ,...,LL’(;}, Al = {Il,l’g,x‘@}, A2 = {LU3,I4,JI5,.T6},

As = {x9, 23} y Ay = {9, 24, 26}. Entonces, para A = (Ay, As, A3, Ay), el grafo bipar-
tito A[A] es el siguiente:

x1

x2 A1
x3 A2
x4 A3
x5 A4
x6

Figura 2

El conjunto {x1, 22, x3, x4} es un transversal parcial de A, ya que {x11, 242, £33, 24} es
una correspondencia en A[A]. Andlogamente, {z¢1, 223,242, } es una correspondencia
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en A[A], ya que {xg,z2, x4} es un transversal parcial de A.

La siguiente proposicién establece una relacién entre el grafo bipartito A[A] y los
transversales parciales de A= (A4, :j € J).

Proposiciéon 2.2.6 Un subconjunto X C S es un transversal parcial de la suce-
sion A = (A; : j € J), siy sélo si, existe una correspondencia {ey, ..., e, } en el grafo
bipartito A[A], donde 7 (e;) € X, para todo i € {1,...,m}.

Demostracién. =) : Sea X un transversal parcial de la sucesién A = (A4, : j € J).
Entonces, existen K C J y una biyeccion ¥ : K — X tal que, ¥(k) € Ay, para todo
k € K. En adelante, se nota W(k) como . Sea {zxk|k € K} un conjunto de aristas
en el grafo bipartito A[A], estas establecen una correspondencia, ya que xy, # x; ,
siempre y cuando k; # k;.

<) : Sea {ey, ..., e, } una correspondencia en el grafo bipartito A[A], donde m(e;) € X,
para todo ¢ € {1,...,n}. Sean, K = {m(ey),...,m(e,)} € Jy ¥ : K — X, con
W(my(e;)) = mi(e;). La funcién ¥ es una biyeccion, ya que por la definicién de corres-
pondencia, m(e;) # mi(e;) y m(e;) # ma(e;), donde 4,5 € {1,2,...,n}. Entonces, se
tiene que X es un transversal parcial de la sucesién A = (A4, : j € J).

Teorema 2.2.7]1] Sean, S un conjunto finito, A = {A4;, As, ..., A,} una familia
de subconjuntos de S e Z el conjunto de los transversales parciales de A. Entonces,
M = (S,7) es un matroide, el cual recibe el nombre del matroide transversal.

Demostracién. El conjunto () es un transversal parcial de A al tomar K = (), de
aqui (M1) se satisface. Si I es un transversal parcial de A e [ " C I, entonces I es
también un transversal parcial de A, en consecuencia (M2) se satisface. Supongamos
que existen transversales parciales [; e I de A, tales que |I]| < |I3]. Entonces, existen
correspondencias Wy y W en el grafo bipartito A[A]. Se pintan las aristas de W; — W,
Wo—Wy y Wi (W, de rojo, azul y purpura respectivamente. Sea W el subgrafo de A[A]
inducido por las aristas que son rojas o azules. Ya que |I1| = |[Wi| y |I5| = |Ws], existen
mas aristas azules que rojas en W. Cada ciclo en W tiene longitud par, por lo tanto
tiene el mismo nimero de aristas rojas que azules. Como W tiene méds aristas azules
que rojas, debe existir una componente, en un camino impar P, cuya primera y ultima
arista sean azules. Organizando los vértices del camino, se tiene que P = {vy, ..., vax },
sin perdida de generalidad, v; € S. Entonces, v; pertenece a una arista azul que no es
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roja, asi v; € Iy — I1. Ademads, {vq,...,vo} C Jy {v3, ..., 0961} C I () 5. Intercam-
biando los colores sobre P dejando el resto igual en A[A], existe una arista roja mas
que antes. De esta manera, I; | Jv; forman un transversal parcial de A. En consecuen-
cia, (M3) se satisface.

El matroide generado a partir de los transversales parciales de A se nota por M[A].
Si M es un matroide cualquiera, M = MJ[A], para alguna familia A de conjuntos,
entonces M se llama el matroide transversal y A es la representacion de M.

En lo que sigue, se introduce el concepto de dualidad en el contexto de la Teoria
de matroides.

Lema 2.2.8[1] Si By y B, son bases de un matroide M = (S,Z), entonces |B;| =
| Ba|.

Demostracién. Supongase que |B;| < |Bs|. Entonces, como B; y B, son conjuntos
independientes en M, por (M3), existe un elemento e de By — By, tal que By |Je € Z.
Lo anterior contradice la maximalidad de B;. Por lo tanto |B;| > |Bs|. Similarmente
| Bz| = [Bul.

Notacién: En adelante, B nota el conjunto de las bases del matroide M = (S,7).

Como una consecuencia directa de la propiedad (M1), se tiene que: (B1l) B es no
vacio.

Lema 2.2.9[1] El conjunto B satisface la siguiente condicién: (B2) Si By y Bs
son miembros de By x € By — By, entonces existe un elemento y € By — By, tal que

(Bi —z)Uy € B.

Demostracién. Los conjuntos By — x y B, son conjuntos independientes. Ademas,
|B; — x| < |By]. Por la propiedad (M3), existe un elemento de y de By — (B — ), tal
que (B1—x)Jy € Z. Por lo tanto, y € By— B;. Como (B; —x) | Jy es un conjunto inde-
pendiente, esta contenido en un conjunto maximal B;. Ademds, |B;| = |(B; —z) Uyl
Entonces, (B, —z)Jy = B,

Teorema 2.2.10[1]  Sea S un conjunto y B el conjunto de subconjuntos de S que
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satisfacen las condiciones (B1) y (B2). La coleccién Z de los subconjuntos de S que

estdn contenidos en algun elemento de B, forman los independientes de un matroide
sobre S.

Demostracién. Como B satisface la condicién (B1), entonces () € Z. Asi, se tiene
(M1). Sea I € Z, entonces existe un conjunto B € B, tal que I C B. Por lo tanto,
si I' C I, entonces I' C B. En consecuencia se tiene (M?2). Se supone que existen
conjuntos I e Iy en Z ,donde |I1]| < |I5|, tales que para todo e € Iy — I, [ |Je ¢ Z.
Por definicién existen By y By € B, donde Iy C By y I C By. Ademas, se asume que el
conjunto By cumple con la condicién de minimalidad para | By — (12| By)|. Por las elec-
ciones de I e Iy, Iy — By = Iy — I;(1). Ahora se supone que By — (I3 By) es no vacié.
Entonces es posible elegir un elemento x en el conjunto y un elemento y en By — Bs, tal
que por (B2), (By —x)|Jy € B. Como |By — (Is|J B1)| < |B2 — (I|J By)], entonces se
contradice la eleccién de Bsy. El conjunto By — (I2|J By) es vacié y By — By = I, — By.
Por el numeral (1), By — By = I — I;. (2). Ahora se supone que By — (I Bz) es
no vaci6 . Entonces es posible elegir un elemento x en el conjunto y un elemento y en
By — By, tal que por (B2), (B; —2)|Jy € B. Ahora I; Jy C (B; — x)Jy, entonces
ILiJy € Z. Como y € By — By, se tiene por el numeral (2), que y € Iy — I, lo cual
contradice la hipédtesis inicial. El conjunto By — (1 | Bs) es vaciéy By — By = I} — Bs.
Como el ultimo conjunto esta contenido en I; — I, se sigue que By — By C I1 — 15 (3). Ya
que |By| = |Bs|, |B1 — Bs| = | B2 — By|. Por lo numerales (2) y (3), |Iy — Is| > |Io — L1],
entonces |I;| > |I3|. Lo anterior genera una contradiccién con la hipétesis inicial. En
consecuencia se cumple (M3).

Lema 2.2.11.[1] El conjunto B de las bases de un matroide M = (S,Z) sa-
tisface la siguiente condicién: (B3) Si By y Bs son miembros de By z € By — By,
entonces existe un elemento y de By — B, tal que (B; —y) |z € B.

Demostracién. El conjunto B Uz contiene un nico circuito, C(x, By). Como C(z, By)
es dependiente y Bs es independiente, C(z, B;) — By es no vacio. Sea y un elemento
en este conjunto, donde y € By — Bs. El conjunto (B; — y) Uz no contiene a C(z, By),
por lo tanto, es un conjunto independiente. Finalmente, (B; — y) U x tiene los mismos
elementos de Bj.

El siguiente teorema permite caracterizar el dual de un matroide.
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Teorema 2.2.12[1] Sea M = (S,7) un matroide y B* = {S — B : B € B}.
Entonces, B* es el conjunto de bases de un matroide sobre S.

Demostracién. Como B es no vacié, entonces B* no lo es. Asi, (B1) se satisface.
Se supone que B} y Bj son miembros de B* y x € Bf — Bj. Sean, B =S — Bj y
By = S — Bj, entonces Bf — By = By — By. Por la propiedad (B3), como z € By — By,
entonces existe un elemento y de By — Bs, tal que (B —y)|Jz € B. Pero, y € B — B;
vy S —((By—y)z) € B*. Por otro lado, S — (B1 —y)UJz) = (S —B1) —x)Jy =
(B} —x)Jy. Entonces, B* satisface (B2).

El matroide del teorema anterior cuyo soporte es S y tiene conjunto de bases B*
es el dual de M = (S,Z) y se nota por M* = (S,Z*).

Ejemplo 2.2.13 Sea M = (S,Z), donde S = {1,2,3} e Z = {0,{2},{3},{2,3}}. El
conjunto {2,3} es la base del matroide M. Utilizando el teorema anterior, el conjuto
{1} es una base para el matroide dual con soporte S = {1,2,3} e Z* = {{1},0}.



3 Redes Matroidales y Soluciones
Lineales Escalares

En este capitulo, se establece la relacién entre los codigos de red lineales escalares y las
redes matroidales asociadas a matroides representables. Las definiciones y los teoremas
centrales del capitulo son tomados de la referencia [4].

3.1. Cddigos de red globales

En la seccién, se definen los codigos de red globales y se demuestra su equivalencia con
los codigos de red lineales definidos sobre un digrafo.

Definicién 3.1.1 Sean, Ng una red, k,n nimeros enteros positivos y F' un cuer-
po tal que |F| > |A|. Un cédigo de red lineal global GNg(k,n) sobre Ng, es un
conjunto de funciones @55, Porista, definidas como sigue:

(mi)

(1) Ppsg : 1 — (FF*F)IH tal que para cada mensaje m;, ®psq(m;) == (M;™, ..., Mf:fi))T,

donde Mi(mi) es una matriz de tamano k£ x k sobre F'.

(11) Purista : E — (FF)H | tal que para cada arista e, ®gpisale) 1= (Ml(e) M(e))T,

donde Mi(e) es una matriz de tamano n x k sobre F'.

La siguiente definicién permite asegurar que los vectores de matrices que se asignan en
cada arista, se representan como combinacién lineal(los escalares son matrices) de los
vectores de matrices que ingresan. La representacién junto con la notacién empleada,
dependenden del nodo donde se trabaje.

Definicién 3.1.2 Sean, Ny una red, k,n nimeros enteros positivos y F' un cuer-
po, tal que |F| > |A|. Un cddigo de red lineal global GNg(k,n), es una solucién para
la red Ng, si las siguientes condiciones se cumplen:
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(i) Para cada m; € p, ®pe(m;) = (0,...,0, 7% 0,...,0)7, donde la matriz identi-
dad I*** estd en la posicién i-ésima .

(ii)Para cada nodo u € S, y cada arista e € T'p(u), si @grista(€) := (Ml(e), o M‘(;‘))T,

existen matrices C’{e), . C’S&) de tamanio n x k sobre F, tales que:
MO =S CIMIP (i = 1., |u]), donde S(u) = {m1, ey Mo} ¥ Prugg(my) =

i Jj=1
(MI(J)7 7M‘S‘))T7 1 S] S OZ(U) :
(iit) Seau € V., talqueu ¢ S, yu ¢ R,. Sie € To(u), y Papistal(e) := (Ml(e), o M‘(;‘))T,

entonces ex1sten matrices O 1 C'(6 de tamano n X n sobre F', tales que:

a+B(u)
=y c CYOME, (i =1,y ), donde Dypigrale;) = (M7, ., MENT, j =

|l
a+1,... a+ B(u )

(iv) Para cada nodo t € R, y m € R(t), si ®pag(m;) := (M. M‘(T‘ni))T entonces
existen matrices C’(mi) Lo e
= Y olm) (ej),(z' = 1, ..., |u|) donde ®uiale;) = (M, . M) j =

[l
a+1 oz+6()

de tamano k x n sobre F, tales que:

Teorema 3.1.3[4] Sea Ng unared. Entonces, Ng tiene una solucién lineal LNg(k, n),
si y sélo si, tiene una solucién lineal global GNg(k, n).

Demostracién. =) Sea a : p — F¥ una funcién de simbolo de los mensajes de la
red Ng con su correspondiente simbolo de arista x : E — F™. Por hipétesis, LNg(k,n)
es un coédigo de red lineal, entonces sus funciones de arista f,, y fim se definen como:

i) Parau € S, fuv(a(my), ..., a(magw))) = Z?g)C](-mj)a(mj), donde S(u) = {m1, ..., mag }

y C’fml),...,Cs&o)‘(“)) son matrices de tamano n x k sobre F.

.. « u Eq (ea u)
ii) Parau & Sy, fuo(x(€at1), - X(ataw)) = oot ) C7 x(e;), donde CLot) . O

son matrices de tamano n X n sobre F.

i1i) Paratodot € R,y m; € R(t), fem, (X(€at1), s X(€atpsw))) = ?JfHC(e’) (e;),donde

C’ée_ﬁf 1)’“"06(3;5(;)) son matrices de tamano k X n sobre F.
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Utilizando las definiciones de los numerales, i), i) y #ii), se construye un codigo lineal
global GNg(k,n), de la siguiente forma:

iv) Para cada mensaje m, ®,,,(m) = (0,0,..,0, 1" ... 0)T, donde I*** es la ma-

triz identidad de tamano k x k.

v) Sean, u € S, v Ppsg(my) = (Ml( 2 M|(|’)) para j = 1,...,a(u). Utilizando
el numeral (i), ®upista(uv) = (M, .. Mﬁjv)) donde M) = PO ) C'Jm] M(mj)
vi) Sean, u ¢ S, y I't(u) = {eat1, s €atpw)} €l conjunto de aristas que llegan a

u, tales que @gpisi0(€;) = (Ml(ej), Ml(ul )) para j = a+ 1,...,a + B(u). Utilizando el
numeral (i), @apista(uwv) = (M, ..., M{I™)T, donde M{™) = sz O

7 a+1
El cédigo lineal global GNg(k,n) cumple las primeras condiciones de la definicién
3.1.2, en virtud de las condiciones, iv),v) y vi). Para verificar la dltima condicién de
la definicién 3.1.2, sean, t € R, y m € R(t). Como el cédigo lineal LNg(k,n) es una
solucién para la red Ng, por la definicién 2.1.6 y el numeral i) se tiene:

Vi) Frm (X(€ast)s ooy X(€arpn)) = 072 C89 v (e5) = a(my)

Sean, @ypista(ej) = (Ml(ej), M‘(:‘j))T para j = a+1,...,a+ ((t). Utilizando el numeral

(vi1), [Prsgli = Z?Jfg C(e] %) para todo i. Por lo tanto, GN¢ es una solucién de
la red Ng.

<) : Supongamos que el c6digo de red lineal global GNg(k,n) es una solucién para la
red Ng. Sean, a : u — F* una funcién de simbolo con su correspondientes simbolo de
arista s y LNg(k,n) un c6digo de red lineal con funciones de aristas dadas por :

i) Paraw € S, fu(a(mi),...,a(mq(u))) = E?Si)C’J(-mj)a(mj), ya que al aplicar la defini-

cién 3.1.2 al cédigo de red GNg(k,n), C’fml), vy C{i?:j)(“)) existen.

it) Para v ¢ Sy, fuo(X(€at1); - X(€atpw)) = E;‘fil)(;’( )X(ej), donde las matrices

(ea ) (eaJrB(u))
Cleot), . clne

GNg<k, n)

existen al aplicar parte (i7i) de la definicién 3.1.2 al cédigo de red

iii) Para cada t € R,y m; € R(t), fim (x(€at1)s s X(€ars(t) = S0\ (e))
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donde las matrices Cf) ..., Ciej‘g(%”)

3.1.2 al cédigo de red GNg(k,n).

existen al aplicar parte (iv) de la definicién

Por el numeral (iii) y la ltima parte de la definicién 3.1.2, f; . (X(€at1);s - X(€ats(r)) =
a(m;). Por lo tanto, el cddigo de red LNg(k,n) es una solucién lineal para la red Ng.

3.2. Redes escalares solubles

En la seccion, se establece la relacion entre las redes matroidales representables y las
soluciones lineales escalares definidas sobre un digrafo.

Definicién 3.2.1  Sean, Ng una red y M = (S5,Z) un matroide con funcién de
rango 7. La red Ng es una red matroidal asociada con M, si existe una funcién
v UE — S, tal que:

(RM1) fa es una funcién uno a uno sobre f.

(RM2) fu() € T.

(RM3) rpq(frma(Tr(w)) = raq(fra(Tr(w) UL o(w))), para todo u € V.

Lema 3.2.2 [4] Sean, A una matriz de tamano n X m definida sobre un cuer-
po finito 'y M(A) un matroide representable sobre A. Entonces, existe una matriz
A’ definida sobre un cuerpo finito F', tales que |F'| > |F| y M(A) es isomorfa a M(A").

Demostracién. Sea F' un cuerpo que contiene a F' como subcuerpo. Es posible con-
siderar la matriz A sobre F', asi se escoge A = A'. En lo que sigue, se demuestra que
cualquier conjunto de vectores columna de A es independiente sobre F, siy sélo si, lo
son sobre F.

=) : Sea {vy, ..., vy } un conjunto independiente sobre F'. Es posible extender el anterior
conjunto a una base B para F". Los vectores del conjunto B forman una matriz con
determinante no nulo sobre F. Como F es un subcuerpo de F', el conjunto B forma
una matriz con determinante no nulo sobre F'. Por lo tanto, el conjunto B es un inde-
pendiente sobre F', en particular el conjunto {v1,...,ux} es independiente sobre F "
<) : Sea {vy,..., v} un conjunto dependiente sobre F. Entonces, existe algun escalar
no nulo a; € F, tal que ajv; + -+ + aivr = 0. Como F' es un subcuerpo de F’, a; € F'
para todo ¢ = 1, ..., k. Por lo tanto, el conjunto {vy, ...,v;} es dependiente sobre F'.
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Teorema 3.2.3 [4] Una red Ng es matroidal, con matroide representable sobre
un cuerpo finito, si y sélo si, la red Ng admite una solucién lineal escalar.

Demostracién. =) : Sea N una red matroidal, donde el matroide que la representa
es M(A) = (S,Z), donde A una matriz de tamano n x m definida sobre un cuerpo finito
F. Utilizando el lema anterior, es posible asumir que |F| > |A|. Sin perdida de gener-
alidad, se supone que las filas de la matriz A son linealmente independientes. Como la
red es matroidal, existe una funcién fu, : pJE — S, donde fuq(p) = {41, ..., 7|} es un
conjunto linealmente independiente de columnas en F", que se puede extender a una
base B para F". Al efectuar cambios elementales en la matriz A, esta es equivalente a
matriz [1,|A’], donde el conjunto {i1, ...,i|,} corresponde a las primeras || columnas
de Ay A" es una matriz de tamafo n x (m — n). Nétese que el matroide representado
por A y la matriz [I,|A’], es el mismo salvo isomorfismo. Ademds, si |u| < n se intro-
ducen n — p mensajes mudos generados por nodos separados a la red original. Se define
un coédigo lineal global sobre Ng, como:

i) Para cada mensaje m;, ®poq(mi) = Afm,)-
it) Para cada arista e, ®grista(€) = Af(e).

El cédigo global anterior es una soluciéon lineal escalar para la red, ya que, para ca-
da m; € p, Prsg(m;) = Agmy = (0,..,1,0,..,0) y para cada u € S, y cada arista
e€lo(u), r(f(T'r(w)) =r(f(T1(u)UTo(u))), ya que la red Ng es matroidal. Lo cual
es equivalente a decir que, si @,i510(€) = Ay, , entonces Ay, es una combinacién lineal del
conjunto {Ay,, :m; € I'1(u)}. Para cadanodou € V, tal que u ¢ S, y u ¢ R, se tiene
que, ®upisa(€) = A, es una combinacién lineal del conjunto {A;, : €' € T'y(u)}, donde
r(f(Tr(u)) = r(f(Tr(uw)UTo(u))) y e € To(u). Para cada nodo t € R,y m; € R(t)
; Prnsg(mi) = Ay, es una combinacién lineal del conjunto {A;, : ¢ € I';(t)}, donde

r(f(Cr@®)) = r(f(Tr() UTo (1)) -

<) : Sean, Ng una red con una solucién lineal escalar, ey, ..., ¢; las aristas de la red y
my, ..., My, sus mensajes. La informacion que se codifica en cada arista es de la forma
Cymy e Gy M) donde ¢ € F, para 1 <1 <.
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Sea C' una matriz de tamafio |pu| X (Ju| 4 1), donde la i-ésima columna C; es:

CIZMI
El matroide que representa a la red es M(C) = (S,Z) y la funcién fa: px E — S se
define como:
i) fm(mg) =(0,..,1,0,...,0), donde m; € S, ei=1,...,|ul
i1) frm(e;) = C;, donde C; es la correspondiente columna de la matriz C' ei = 1, ..., |u|+
l.
La funcién fu, es uno a uno, por lo tanto se cumple (RM1). El conjunto fu(u) forma
un conjunto lineal independiente de vectores, por lo tanto se cumple (RM2). Como la
red es lineal, I'p(u) C< T';(u) >, de lo cual se tiene r(f(Iy(w))) = r(f(T'r(u) U To(u))).
Por lo tanto, (RM3) se satisface.



4 Cddigos lineales y redes genéricas

La Teoria de Matroides generaliza la nociéon de independencia lineal, por lo tanto, es
natural preguntarse, si existe un matroide que refleje la estructura de caminos inde-
pendientes en un digrafo. En este capitulo, se define el matroide red sobre un digrafo
con un unico nodo fuente, la estructura del matroide red depende de la topologia del
digrafo. Luego, se definen los cédigos de red genéricos, que reflejan la relacion entre
independencia de vectores e independencia de caminos. Se establece la relacion entre
el matroide inducido asociado a los cddigos genéricos y el matroide red. Por 1ltimo,
se encuentra una representacién del matroide red utilizando el matroide transversal
asociado al digrafo. Este capitulo estd basado en [3] y [5].

4.1. EIl matroide red

Definicién 4.1.1 1. Sea G4 = (V, E,s) un digrafo con un tnico nodo fuente s.
Para cada X C E, el flujo maximo, maxf(X), es el nimero maximo de caminos
independientes, que inician en s y terminan en alguna arista de X.

2. Sea G = (V,FE) un digrafo. El grafo G, = (Vy, Ey), donde V; = Ey E; =
{(e, €)|m(e) = ma(€’)}, se denomina el dual de G.

Ejemplo 4.1.2 El siguiente grafo representa el grafo dual del ejemplo 2.1.4.
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Figura 3

Lema 4.1.3 Sean, G, = (V, E,s) un digrafo, G4 = (Vg, E4) su dual y X un sub-
conjunto no vacio de E. Entonces, maxf(X) = |X|, si y sélo si, existen |X| caminos
independientes por nodos en G4, que inician en algin elemento de I'o(s) y terminan
en algin elemento de X.

Demostracién. =) :Sea X un subconjunto no vacio de aristas del digrafo Gg, tal
que mazx f(X) = | X|. Entonces, existe una coleccién de caminos maximal independi-
entes Py = {P, ..., Px|}, donde para cada i = 1, ..., | X|, P, = svie}...el, y el € X,
Sea Py = {P = (sv,eb)(eb,ek) ... (el |, e )|i =1,....]X|}, una coleccién de caminos
en G4. Ya que los caminos de la coleccién Py son independientes, ningin par de
caminos de la coleccién P’X tienen aristas en comun. Por lo tanto, ellos son indepen-
dientes. Ademaés, los nodos svi, sv?, ..., 5v|1X‘ son distintos en (G4, dado que los caminos
de la coleccién P x son independientes. En conclusién, P/X es una coleccion de caminos
independientes por nodos en Gy, tal que [Py | = |X] .

<) : Supongamos que en G4, existe una coleccién de caminos independientes por nodos
Py = {P) = (sui, e§)(eh,eh) ... (chy, €l)li = 1, e, X}, tal que [Py| = |X| v €} € X,
i=1,...,|X|. Sea Py = {P; = svie}...el]i = 1,...,| X[}, una coleccién de caminos en
G. Ya que los caminos de la colecciéon P/X son independientes, ninguno de los caminos
de la coleccién Px tienen aristas en comtun. Por lo tanto, ellos son independientes.

Ademss, la maximalidad de Py se tiene ya que |[P| = |X|. Asi, mazf(X) = |X]|.

En la demostracion de los axiomas de un matroide para el caso particular del ma-
troide red, se necesita otro tipo de matroide definido sobre un digrafo, cuyo soporte
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estd formado por los vértices del digrafo. A continuaciéon se introducen los elementos
necesarios para definir este matroide.

Definicién 4.1.4 1. Sean, G = (V,E) un digrafo y X, Y C V. Se dice que X
esta conectado con Y si :
() [X] =1V
(17) Existen |X|-caminos independientes por aristas y nodos, tales que sus
vértices iniciales estan en X y sus vértices finales estdn en Y.

2. Sea Z C V. El conjunto X esta conectado sobre 7, si X estd conectado a
algin subconjunto de Z.

Notacién: Sea By C V un conjunto fijo. El conjunto L(G, By) representa la colec-
cién de subconjuntos de V' conectados sobre Bjy.

Definicién 4.1.5 Sea G = (V, E) un digrafo. El grafo bipartito G asignado a
@G, es el grafo cuyo conjunto de vértices es V(JV, donde V = {6 : v € V} y cuyo
conjunto de aristas es {v0 : v € V}|J{vu : (u,v) € E}

Lema 4.1.6 [1] Sean, X y Y subconjuntos de V. Entonces, X estd conectado a
Y en G, siy sélo si, V — X estd en correspondencia a V' —Y en G.

Demostracién. =): Por hipdtesis existe un conjunto de caminos independientes por
nodos y aristas, {P, : * € X}, que conecta X aY.Sea ¥ : (V —-Y) —» (V — X),
definida como:

v, Siwu estd sobre uno de los caminos
{P,:x € X} y v es el sucesor sobre este camino
u, Siu €V —Y pero u no esta

en ninguno de los caminos {P, : x € X}

Como los caminos {P, : * € X} son independientes por nodos y aristas, la fun-
cion ¥ esta bien definida y es uno a uno. Por lo tanto, el subconjunto de aristas
{T(d)u:t €V —Y} en G, forma una correspondencia de V —Y a V — X

<) : Supongamos que existe una correspondencia entre V — X y V —Y en G. Se pintan
de rojo las aristas de la correspondencia y de azul las aristas de la forma vo, donde
veV.Sixe XY, el camino P, consiste de un tnico vértice x. Ahora se supone que



24

4 Codigos lineales y redes genéricas

x € X — Y, entonces x pertenece a una arista azul que no es roja. Sea P; el camino
maximal de aristas azules o rojas comenzando en z. Se va a demostrar que P, de-
berd tener el ultimo vértice en Y, para ello se razona por contradiccion. La primera
arista de P; es azul, ademads las aristas de P; intercalan sus colores, ya que las aristas
rojas forman una correspondencia como las azules. Si la tltima arista de P; es azul,
esta arista es de la forma vi. Como P, no tiene vertices en Y, entonces © ¢ Y. Por
lo tanto, existe una arista roja que contiene a © y puede ser parte del camino P;c. Lo
cual es contradictorio por la definicién de P,. Si la tltima arista de P, es roja, esta
arista es de la forma va. Como vt # v0, es posible adicionar la arista azul vo a P;,
de nuevo se genera una contradiccién con la eleccién de P,. Por lo tanto, P, incluye
algiun vértice en Y. Sea y el primer vértice de Y en aparecer en P.. Como y ¢ V- }A/,
{j no pertenece a ninguna arista roja . Asi, P, termina en la arista azul yg. El camino
P; es el Unico camino maximal de aristas azules y rojas comenzando en x. Mas ain,
siz =u1x9y Yy = 2,, entonces P;C es de la forma g2y, ...., x,2,. Sea P, = xory...x,. Si
z1 'y 23 son diferentes elementos de X — Y, entonces PZ'1 y PZ/2 son diferentes. Por lo
tanto, {P, : * € X} es un conjunto de caminos independientes por vértices y nodos
que conectan X a Y, ademds | X| = |Y.

Lema 4.1.7[1] Sea A = (Ay, Ay, ..., A,,), una familia de subconjuntos de S y supon-
gase que T es un transversal parcial maximal de A, esto significa que T" es un transversal
de A" = (A, ..., A;), donde t < m. Entonces, cada transversal parcial maximal de A es
un transversal de A’

Demostracién. Sean, A[A] el grafo bipartito asociado con A, J = {1,2,...,m} y
J = {1,2,...,t}. Como T es un transversal parcial asociado con J', es posible definir
una correspondencia en A[A], de T con J'. A continuacién se colorean de azul las aris-
tas de la anterior asignacion. Supongamos que existe un transversal parcial maximal T}
de A que no es transversal de A". Por lo tanto, existe v € J—.J , tal que v no hace parte
de ninguna arista azul. Como T} es un transversal parcial de A, existe J C J, tal que
hay una correspondencia entre Ty y J* en A[A]. Luego se colorean de rojo la aristas de
la anterior asignacién. Sea P el camino de mayor longitud, que contiene aristas azules
y rojas, comenzando con la arista roja e que contiene a v. Como las aristas azules y
rojas conforman asignaciones en A[A], P alterna los colores de las aristas entre rojas
y azules. Sea f la ultima arista de P y supongase que es de color azul. Cambiando
los colores sobre las aristas de P, se tiene que en el grafo bipartito A[A], las aristas
rojas son una asignacién de Tj en J con mas vertices de J que la asignacién original
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de aristas rojas. Lo anterior genera una contradiccion. Por lo anterior, la arista f es de
color rojo. Esta consideracion, genera un mayor numero de aristas rojas que azules en
P. Al cambiar los colores de las aristas de P, se tiene que las aristas azules del grafo
A[A] forman una asignacién de cardinalidad |T'| 4+ 1. La anterior consideracién genera
una contradiccion con la maximalidad de T'. La arista f no es de color rojo ni azul, lo
cual es contradictorio con la definicién de P.

Teorema 4.1.8[1] (i) Sean, G = (V, E) un digrafo y By C V. Entonces, L(G, By) es
el conjunto de independientes del dual de algin matroide transversal definido sobre V.
(77) Inversamente, sean M un matroide transversal sobre un conjunto V'y M* su ma-
troide dual, donde By es una base cualquiera para M*. Entonces, existe un digrafo
G = (V, E) teniendo como vertices el conjunto V', tal que M* tiene a L(G, By) como
su conjunto de independientes.

Demostracién. (i). Sea G = (V, E) un digrafo y G su grafo bipartito. Por el lema
4.1.6, B es un elemento maximal de L(G, By), si y s6lo si, V' — B esta en correspon-
dencia a V — By (1). Los subconjuntos de V que estén en correspondencia a V — B
conforman la coleccién de las bases de un matroide transversal M sobre V' (2). Por los
numerales (1) y (2), los elementos de la base del matroide dual M* son precisamente
los elementos maximales de L(G, By). Por lo tanto, L(G, By) es el conjunto de inde-
pendientes del matroide dual M* sobre V.

(i7). Sean, M un matroide transversal sobre V' y V' — By una base de M. Por el lema
4.1.7, M = N|A], para alguna familia .4 de conjuntos, tal que V' — By es un transversal.
Sea A[A] el grafo bipartito asociado con A, donde A = (A; : j € J). Sobre este grafo
se puede definir una correspondencia de V' — By con J. Si j € J y j esta relacionado
a v en esta correspondencia, se renombra a j como v. Por cada u en By, se adiciona
un nuevo vértice 4 a A[A] , de manera tal que 4 estd conectado inicamente con u. El
grafo resultante es de la forma G para algtn digrafo G. Por el lema 4.1.6, M* tiene a
L(G, By) como su conjunto de independientes.

El matroide (V, L(G, By)) recibe el nombre de gamoide estricto. En adelante el
conjunto L(G, By) se nota como Zg,.

Teorema 4.1.9[3] Sean, G5 = (V, E, s) un digrafo e Z = {X C E|lmaxf(X) = | X]|}.
Entonces, (F,Z) es un matroide.
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Demostracién. Supongamos que G4 = (Vy, Ey) es el grafo dual del digrafo Gs. Es
posible definir el digrafo GF = (Vy, EFY), donde EF = {(e;,¢;) € Vi x Vy|(ej, €:) € Eq}.
Sean, By = 'o(s) € Vay (Va,Zp,) €l correspondiente gamonoide estricto definido sobre
GE. Por el lema 4.1.3, un subconjunto X C E es un elemento de Z, si y sélo si, X es
un elemento de Zg,. Por lo tanto, (E,Z) es un matroide isomorfo al gamonoide estricto

(Vd7 IBO)-
El matroide (F,Z) se conoce como el matroide red.

Ejemplo 4.1.10[3] En la figura 4, todos los conjuntos de aristas con dos elementos
son independientes en el matroide red asociado al digrafo, exceptuando los conjuntos
{eq,es5}, {eq, e}, {es5,e6}, {er,es}, {er,e0} v {es,e9}. Ningtin conjunto de més de tres
elementos es un independiente en el matroide red.

Figura 4

4.2. Cdadigos lineales y redes genéricas

En la seccién 4.1, se define el matroide red utilizando los caminos independientes de
un digrafo. En ésta seccién, se relacionan los codigos de red lineales escalares con el
matroide red, en particular se definen los cddigos genéricos y se muestra la equivalencia
entre el matroide inducido por ellos y el matroide red . Los digrafos en la seccién son
aciclicos.

Notacién: w <|[y(s) |

Definicién 4.2.1 1. Sean, G5, = (V, E,s) un digrafo y F' un cuerpo. Un c6digo
de red F-Lineal sobre G, es un conjunto de vectores f, € F', tales que :
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(1) Los vectores f, para e € I'g(s), pueden ser cualquier vector en F™.
(ZZ) Sl (& ¢ FO(S)’ fe — Zdel"[(m(e)) kd,efd7 dOIlde kd’e E F

2. Sean, Gy = (V, E,s) un digrafo y L un cédigo de red F-Lineal sobre G,. El ma-
troide inducido por L, (F,Z}), se define como :
(1) El soporte del matroide es el conjunto de las aristas del digrafo G.
(17) Los independientes del matroide son subconjuntos de aristas cuyos vectores
asociados son linealmente independientes

3. Sea G5y = (V, E,s) un digrafo. Un conjunto de aristas  de G es independiente,
si cada arista de o pertenece a algiin camino iniciando en s, y ademas dichos caminos
son independientes. El conjunto de caminos independientes es el flujo asociado a . Si
e; representa una arista, entonces 7T1(€Z') =1;.

4. Sea G5 = (V, E, s) un digrafo. Un conjunto de aristas « es regular, si {f. : e € a}
es un conjunto de vectores independientes.

5. Sean, {a,b, e, ...,e;} cualquier conjunto de aristas, donde 0 < 4. S{ my(a) = 7 (b) v
a={a,eq,....e;} y B ={b,eq,...,e;} son conjuntos independientes, entonces el conjun-
to a es el soporte del conjunto 8. En adelante, a — (3, significa que « es el soporte
de .

6.5ean, G5y = (V, E,s) un digrafo y 7" C V, tal que s ¢ T. Un corte entre el no-
do sy T, esun conjunto U C V, tal que s € U y t ¢ U, para todo t € T.

7. El conjunto Ey = {e € E : e € To(i) NT'1(j) parai € Uy j ¢ U}, es el con-
junto de aristas que cruzan el corte.

8. Dados T C V y E C E, se definen los conjuntos Vy = <{fe ceeT(t),t e T}> y
VE = <{fe ee E}>

Ejemplo 4.2.2  Sea, fo, = fo, = fes = feu = fes = (1,0), un cédigo lineal definido
sobre el digrafo de la figura 5. El conjunto {es, e4} es independiente y no es regular. Los
cédigos genéricos seran definidos como cddigos lineales, donde los conjuntos de aristas
independientes sean regulares.
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Figura 5

En adelante, se asume que I';(s) es una base de F“. Los vectores de la base de F*
seran canales imaginarios que llegan al tinico nodo fuente s.

Lema 4.2.3 [5] Sean, Gy = (V, E,s) un digrafo y {e1,....,en}, 1 < m < w, un
conjunto de aristas cuyos vectores asociados son linealmente independientes. Entonces,
{e1,...,em} es un conjunto independiente.

Demostracidn. Sea {eq, ..., e,,} un conjunto de aristas cuyos vectores de arista fe,, ..., fe,,
son linealmente independientes. Para cada arista e;, 1 < i < m, se adiciona una nueva
arista ¢;, tal que mo(e;) = mi(e;), ma(e;) =ty fo, = f. Sean, U cualquier corte entre s
yteEy={ec E:ecTo(i)NT';(j)} el conjunto de aristas que cruzan el corte, donde
i € Uy j¢ U. Por la definicién de cédigo de red lineal y de Ey se tiene que < fo
1 <1< m> C <f€ ce € EU>. Por lo tanto, dim(<f6/_ 1< < m>) < dz’m((f6 : 616
Ey)) < |Ey|, en particular dim(<fe; 11 <i<m)) é ming|Ey| = Mincut(s,t) (1).
Sea Ey+ = {e; : 1 <i < m} las aristas a travez de un corte U*. Por la hipétesis y el
numeral (1), m = dim(<fe; ;1 <i <m)) < Mincut(s,t) < |Ey-
Mazx flow(s,t) = Mincut(s,t), entonces {eq, ..., e, } es un conjunto independiente

= m. Por lo tanto,

Una interesante situacién es construir codigos de red lineales donde los conjuntos
independientes de aristas tengan asociados vectores lienealmente independientes. El
siguiente lema responde a la anterior situacion.

Lema 4.2.4 [5] Sean, G; = (V, E,s) un digrafo y K un cuerpo, donde |K| = g.
Para cualquier coleccion de conjuntos independientes Z, existe un cédigo de red lineal
F, definido sobre K, tal que cualquier conjunto independiente I € 7 es regular, dado
que [I] < q.

Demostracion. Dado cualquier elemento I € Z, es posible establecer un conjun-
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to de caminos independientes por aristas, P, que inician en los canales imaginarios
y terminan en los elementos de I. Notese en primer lugar que para cada Py, sus
conjuntos de aristas iniciales son subconjuntos de T'p(s), por lo tanto resultan ser
regulares. Supongase que se van adicionando aristas de manera que cada P; resulta
ser regular hasta en cierto momento. Sea e la siguiente arista en ser procesada. La
arista e induce los conjuntos independientes ;, 1 < ¢ < n. Supongase que «; — [;,
1 < i < n, donde los conjuntos independientes «; son los obtenidos en el paso an-
terior. Se nota por e; = a; \ B; y mi(e) = t. Sea V; = {f. : m(e) = t}, nétese que
dim(V, N {fe 1 e € (o \ &))) < dim(V;) — 1 ya que o; es un conjunto regular por
hipétesis inductiva. Por lo tanto, [V, \ Ui(fe : € € (a5 \ €7)))| > 0, ya que ¢ > |I| > n.
Escojiendo cualquier vector del conjunto V; \ (fe : € € (o; \ €;))) para e se sigue man-
teniendo la regularidad.

El siguiente teorema introduce el concepto de cddigos de red genéricos. Los primeros
enunciados del teorema establecen relaciones algebrdicas y los ultimos relacionan los
conceptos de independencia y regularidad de conjuntos de aristas.

Teorema 4.2.5 [5] Sean, Gy = (V, E,s) un digrafo y L un cédigo de red F-Lineal
sobre G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cualquier conjunto de vectores de arista {fe,, ..., fe,. }, si (I'1(¢;)) no estd con-
tenido en el conjunto <fek ck # i>, para 1 < i < m, entonces {fe,,..., fe,, } son
linealmente independientes.

(i7) Para cualquier conjunto de vectores de arista { fe, , ..., fe,. }, si (I'1(tm)) no estd con-
tenido en el conjunto < feo + K F# m> y no existe un camino desde t,, a t;, para

1 <i<m-—1,entonces f, ¢ <fe17 ...,fem71>.
(77i) Para cualquier conjunto de vectores de arista {fe,, ..., fe,,}s Si fers oy fe,,, sON
linealmente independientes, <F I(tm)> no esta contenido en el conjunto < Jers s fe"H>

y no existe un camino desde t,, a t;, para 1 < i < m—1, entonces f., ¢ <fel, ey fem71>.

(17v) Cualquier conjunto independiente de aristas (3, de a lo mas w aristas, es regu-
lar.

(v) Cualquier conjunto independiente de aristas «, con w aristas, es regular.
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Demostracién.(v) = (iv): Cualquier conjunto independiente de aristas §, de a lo
més w aristas, se puede extender a un conjunto « con w aristas, ya que w <| T'y(s) |.
El resultado se tiene por la hipétesis.

(iv) = (ii7): Sean, eq,...,e, un conjunto de aristas tales que f,,..., fe,,_, son lin-
ealmente independientes. Por hipdtesis, <F I(tm)> no esta contenido en < fery e f€m71>,
entonces existe e, € <F1(tm)>, tal que fe,, ..., f./ son linealmente independientes. Por
el lema 4.2.3, existen P, ..., P,’n caminos independientes, iniciando en s y terminan-
do en las aristas eq, ..., e;n. Por la hipétesis, no existe un camino desde t,, a t;, para
1 <i < m—1, entonces existe un camino P, = P,;l Uem , tal que Py, ..., B, son caminos
independientes. Asi, ey, ..., €, un conjunto independiente y por (iv), fe,, ..., fe,, son lin-
ealmente independientes.

(i1i) = (ii): Sean, & = {ey, ..., €,,—1} un conjunto de aristas y e, ¢ & tal que (I';(t,,))
no estd contenido en el conjunto <fek ck #£ m>. El conjunto {fe,, ..., fe,,_,} puede
ser un conjunto de vectores linealmente dependientes. Por lo tanto, existe ¢ C &, tal
que {f.le € £’} es un conjunto de vectores linealmente independientes y < fele € € > =
<fe|e € §/>. Por hipétesis, se satisface (iii), entonces f., ¢< fole € £ >=< f.]e € £ >.

(1) = (i) : Sea, ey, ..., e, un conjunto de aristas, se razona por induccién sobre la
longitud del nimero de aristas.

Si m = 2y (i) no implica (i), entonces debe existir un camino desde ¢; hasta to,
ya que de lo contrario, por (ii), f; y fo serfan vectores linealmente independientes y
esto contradice la negacién de (i). Similarmente, debe existir un camino desde ¢, hasta
t;. Entonces, el digrafo G deberia ser ciclico, lo cual es contradictorio. Asi, en el caso
m =2, (it) = (i). Supongase que (ii) = (i), para m < k. Para m = k + 1, (i7) no im-
plica (i), sin perdida de generalidad f., € < fer 1 K # 1> por la negacion de i. Entonces,
debe existir un camino desde t; hasta ¢;,, donde 1 < ¢; < k 4 1. Similarmente, debe
existir un camino desde t;, hasta ¢;, y asi sucesivamente, se produce un ciclo lo cual es
contradictorio. Por lo tanto, para m = k + 1, (i) implica (7).

(1) = (v) Sea, a = {ey,...,e,} un conjunto independiente. Por lo tanto, existen w
caminos independientes P4, ..., P, iniciando en s y terminando en los elementos de «,
donde la ultima arista del camino P; es e;, 1 < ¢ < w. Se nota por [; la longitud del
camino P; y sea L = > 7  I;. S{ L = w, entonces « es un conjunto regular de aristas,
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va que (I'1(t;)) = (T'1(s)) no estd contenido en el conjunto (f,, : k # i) ,1 <i < w.
Supongase que K («a), es un conjunto de vectores independientes, para todo «, donde
w<L<k Sean, A={i:l;>1}yo; ={e1,....e;,....em} parai € A, donde ¢; € P,
y T1(e;) = ma(e;). Entonces, para «;, K(o;) es un conjunto de vectores independientes
ya que L = k.

Definicién 4.2.6  Sea G5 = (V, E, s) un digrafo. Un cédigo de red F-Lineal sobre
G es genérico, si se satisface alguna de las condiciones del teorema anterior.

Ejemplo 4.2.7 El cédigo GF(3)-lineal L, definido sobre el digrafo de la figura 5,
por,

€1 €2 €3 €4 €5

101 1 2

011 21
es un codigo de red genérico.

El siguiente teorema establece la relacion entre el matroide red y los codigos genéricos.

Teorema 4.2.8 [3] Un cédigo de red F-Lineal L sobre un digrafo Gy es genéri-
co, si y solo si, el matroide inducido sobre L es el matroide red del digrafo G.

Demostracién. <) : Por la hipdtesis, el matroide inducida por el cédigo de red
F-Lineal L es la misma matroide red, lo cual significa que (E,Z) = (FE,Z.). Sea,
X = {ey,e9,...,e,} un subconjunto de aristas, con m < w, tal que para todo j, el
conjunto <F1(7r1(ej))> no esta contenido en <{f€1, T R {fej}>. Por lo tanto, para
ej, 1 < j <'m, se tiene que:

dim({({fe, + k # j})) < dim((T1(mi(e;))) U {({fe, + & #5}))

De lo cual, se concluye que:

MUk ) < r(Cr(mi(e)) UUry; er),

donde 7 es el rango del matroide red (E,Z). Sean, I; e I3, conjuntos maximales inde-
pendientes contenidos en (U, ex) ¥ (I'r(mi(e;))) U(U,; €x) respectivamente. Como
|I;| < |I3], existe una arista e € I, — I C I';(m(e;)), tal que I;|Je es un conjunto
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independiente. Por lo tanto, (X —e;) = r(X) — 1(1). Razonando por contradiccién,
se asume que el conjunto X es dependiente, entonces cada subconjunto Y de X, de
cardinal m — 1 es dependiente, de lo contrario por (1), (X) = m, lo cual es contra-
dictorio. Sean, Y C X, |Y| =m — 1, y Ix e Iy conjuntos maximales independientes
contenidos en X y Y. Como (YY) = r(X) — 1, |Iy| < |Ix|, entonces existe e; € Ix — Iy,
tal que Iy | e; es independiente. Ademsds, por la dependencia de Y, existe e; € Y — I,
tal que r(Y —e;) = r(Y). Al considerar X — e; como (Y — e;)Je;, se tiene que,
r(X —e;) =r(Y)+1=r(X). Lo anterior genera una contradicciéon. Por lo tanto, el
conjunto de aristas X es linealmente independiente.

=) :i)(E,Z,) C (E,Z) Sea, X un conjunto independiente en el matroide inducido
(E,Z;). Denotamos por C al conjunto minimo de aristas que después de ser removidas
del digrafo, no existen caminos desde s hasta cualquier arista en X. Como el digrafo
es ciclico, |X| = dim((fe : e € X)) < dim((f. : e € C)) < |C| = mazf(X) < |X].
Entonces, X es conjunto independiente en la matroide red (F,Z).

it)(E,Z) C (E,ZL): Sean, B la familia de las bases de la matroide red (E,Z) y
L : B — N una funcién, donde £(B) es el minimo nimero de aristas contenidas en los
w-caminos independientes desde I'o(s) hasta las aristas de B. Por medio de la funcién £
, B={DB, ..., B} Utilizando induccién sobre el cardinal de B, se tendrd que B; € I;,.
En el caso k = 1, nétese que B = I'p(s). Como (f. : e € T';(s)) = F", entonces, By
satisface la condicién i) del teorema 4.2.5, de donde B; € Z. Sea, Byi1 = {€1,..,€w}
un elemento de B que no satisface la condicién i) del teorema 4.2.5. Entonces, debe
existir una arista e; € By, donde:

<fe te € F1(7T1(ej))> - <f€ te € By, — ej>(1).

Ya que Byiq es una base de la matroide red, existe por lo menos una arista e en
T';(m1(e;)), de tal manera que (Byy1 —e;)(Je es una base de la matroide red.

Ya que L£((Bgs1—e;j)Je) = L(Bgy1)—1, por la hipétesis de induccién, (B —e;) J €
satisface la condicién i) del teorema 4.2.5. Por lo tanto, f, ¢ <f6 ce € By — ej>, lo
cual es contradictorio con el numeral (1). Asi, By € Z;.

El siguiente teorema ofrece una caracterizacion de los codigos de red genéricos, en
terminos de alguna representacion del matroide red.

Teorema 4.2.9 [3] Sean, G, = (V, E,s) un digrafo y (E,Z) el matroide red sobre
G,. Cualquier F-representacion para el matroide red induce un cédigo de red genérico.
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Demostracién. Sea, M(A) una F-representacién del matroide red (E,Z). Para ca-
da nodo s # s y cualquier arista e € T'p(s'), por la definicién de Z, se tiene que
{T;(sYJe} ¢ Z(1). Por la definicién del matroide M(A), para cada e € E, existe
un vector columna f, € A, donde por el numeral (1), f. € (fs: d € T';(s")). Por lo
anterior, el conjunto {f. : e € E} forma un cédigo de red F-lineal sobre G, que es
genérico por el teorema 4.2.8.

El siguiente teorema, permite establecer una cota para la informacion que ingresa
a cualquier nodo en una red. Ademas, es el punto de partida para introducir otro tipo
de cédigos lineales, que son importantes en las aplicaciones. Para profundizar en esta
direccién, se recomienda la lectura de la seccién 19.3 de [8].

Teorema 4.2.10[8]  Sean, L un cédigo de red F-Lineal sobre Gy y T' C V, tal
que s ¢ T. Entonces, dim(Vy) < min{w, maz flow(T)}.

Demostracion. Sea, U un corte entre s y T. Ya que L es un cédigo de red F-
Lineal, entonces dim(Vr) < dim(Vg,) < |Ey|. Al aplicar el teorema de corte minimo
y flujo maximo (pg 423, [8]), al corte minimo entre s y T, se tiene que dim(Vg,) <
max flow(T). Ademés, por la definicifon de L, V es combinacion lineal de Vi = F*.
Por lo tanto, dim(Vy) < dim(Vy) = w.

La siguiente definicion es una consecuencia del anterior teorema.

Definicién 4.2.11  Sea, G5, = (V, E, s) un digrafo. Un cédigo de red F-Lineal es
una dispersién lineal, si dim (V) = min{w, max flow(T)}, para todo T'C V', donde
s¢T.

Teorema 4.2.12[5] Sean, G5 = (V, E,s) un digrafo, L un cédigo de red F-Lineal
y T CV, donde s ¢ T. El cédigo lineal L es una dispersion lineal, si y sélo si, existe
un conjunto regular independiente Er, donde Er = min(max flow(T),w) y m(e) € T,
para todo e € Er.

Demostracién. =) : Supongase que maz flow(T) = dim(Vr), entonces existe un
conjunto de caminos independientes, {P, ..., P, |}, partiendo de s y terminando en
algunos nodos de 7', donde w; < w. Sea, Er el conjunto de las tltimas aristas tomadas
de cada uno de los caminos P;, i = 1, ..., |w;|. Entonces, el conjunto Er es regular e
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independiente.

<) : Supongamos que existe Er, tal que |Ep| = min(maz flow(T),w) y m(e) € T.
Entonces, min(mazx flow(T),w) < dim(Vr). Por otro lado, por el teorema 4.2.10,
dim(Vr) < min{w, max flow(T)}. Asi, dim(Vy) = min{w, maz flow(T)}.

Ejemplo 4.2.13 La red a) de la figura 6, representa una dispersién lineal que es
un cédigo de red genérico. La red b) de la figura 6, representa una dispersién lineal,
que no es un codigo de red genérico. El siguiente teorema establece la relacion entre
cddigos de red genéricos y dispersiones lineales.

C o) ()
N ]

o~

el e3 el e3

Figura 6 b)

a)

Teorema 4.2.14 [5] Sean, G5 = (V, E, s) un digrafo y L un cddigo de red F-Lineal.
Si L es cédigo de red genérico, entonces L es una dispersién lineal.

Demostracion. Por la hipdtesis, el codigo de red L es genérico, entonces todos los
conjuntos independientes son regulares. En particular, los correspondientes conjuntos
del teorema 4.2.12 son regulares. Por lo tanto, por la defininicién 4.2.11, el cédigo L es
una dispersion lineal.

4.3. La representacion matricial del matroide red

En esta seccidn, se encuentra la relacion entre matroides transversales y el matroide
red asociado a un digrafo. Los resultados de la seccién son tomados de la referencia [3].
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Teorema 4.3.1[3] Sea S un conjunto finito y A = {4;|j € J} una familia de
subconjuntos de S. El matroide transversal M = (S,Z4) ,asociado a la familia A, es
isomorfo a algin matroide red.

Demostracién. Sea, A[A] = (V, E) el grafo bipartito asociado a A, donde V = S J J
yE={zj:xeS,jeJ yuxe A} Sedefine un digrafo (s',t', V', E') sobre A[A] ,
donde s’ es un unico nodo fuente , ¢ es un unico nodo receptor, V! = SUJUSs Ut
y E'={(s,u) :ue JtUEU{(v,t') : v € S}. Si el matroide red asociado al digrafo
(s',t', V' E’) se restringe al conjunto de aristas {(z,t') : € S}, se tiene que el ma-
troide tranversal M = (S,Z4) es isomorfo a dicha restriccion.

La figura 7, ilustra la construccién utilizada en la demostracion del teorema 4.3.1.

Figura 7

Definicién 4.3.2 1. Sea, G, = (V, E, s) un digrafo. El grafo bipartito asociado a
Gy, es una tripla (B, Tg, E'), donde:
(i) Ta = {€wt1, - Gp} = £ —To(s).
(1) B = {es, e U{{ei 6} maler) = mley)}-
2. Sean, G, = (V, E, s) un digrafo y (E,Tg, E') su grafo bipartito asociado. El ma-
troide transversal inducido por (E, Ty, E'), se define como:
(1) El soporte es E.
(7i) Para cada é; € Tg, i = w + 1, ..., | F|, se define A; C F, tal que e € A;,
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. ’ . A / . .
siy solosi, {e,é;} € E'. Los independientes se definen como los transversales
parciales asociados a la sucesién {A;|é; € T }.

Ejemplo 4.3.3 La figura 8, representa un digrafo y su correspondiente grafo biparti-
to. El matroide transversal asociado, tiene como soporte al conjunto S = {ey, e, €3, €4, €5}
y como familia asociada , Ag, = {e1,e3,e5}, Ag, = {es} v Ae, = {ea, €5}

P

Figura 8

Lema 4.3.4 [3] Sean, G; = (V, E, s) un digrafo y (E,Z) el matroide red sobre G;.
Un subconjunto B C E es una base para el matroide red (E,Z) , si y s6lo si, en el
grafo bipartito (E,Tg, E'), existe una correspondencia entre £ — B y Tg.

Demostracién. =) : Sea, B una base del matroide red (E,Z). Por lo tanto, existe
un conjunto de caminos independientes por aristas { P, ..., P, }, donde cada camino P},
inicia con aristas en I'p(s) y termina con aristas en B. El siguiente conjunto,

M = {U{{ei, ¢} € E : (einey) € P J{{er éu} € E'lex ¢ P Vi € {1, .., w}},

es una correspondencia de ¥ — B con Ty, ya que, cualquier arista en el digrafo G,
estd en algin camino P;, i = 1,...,w, 6 en ninguno de ellos.

<) : Sea, B C F, tal que el en grafo bipartito (E, Ty, E'), existe una correspondencia
M entre E — B y Tg. El siguiente algoritmo define los w-caminos independientes por
aristas desde T'o(s) = {ey, ..., e, } hasta las aristas en B.



4.3 La representacién matricial del matroide red

37

Algoritmo

forl1 <i<w
{ Ci = €4
P =(e)}
for + = 1 hasta w
{
While ¢; ¢ B
{P; es un camino desde e; hasta ¢;;
Encuentre el nodo d; en Te, tal que {¢;, a@} e M;
¢ = dj;
Unir camino ¢; al camino P;}}

Teorema 4.3.5 [3] Sean, G, = (V, E,s) un digrafo y (E,Tg, E') su grafo biparti-
to. Ademas, sea C la coleccién de las bases de la matroide transversal inducida por
(E,Tq, E). Entonces, T = {X|X C E — C,C € C} forma el conjunto de los indepen-
dientes del matroide red (E,Z) .

Demostracién. El conjunto £ —I'o(s) es una base del matroide transversal inducido
por (E,Tg, E), entonces |C| = |E — I'o(s)|, para todo C' € C. Lo anterior significa
que, existe una correspondencia entre los elementos de C y el conjunto T¢. Por el lema
4.3.4, cada conjunto de la forma E—C', C' € C, es una base para la matroide red (F,Z).
Por lo tanto, cualquier conjunto independiente X del matroide red esta contenido en
un conjunto de la forma X C F — C, para algin C € C .

El teorema 4.3.5 establece un método para construir el matroide red. En efecto, en
primer lugar se construye el matroide transversal asociado al digrafo y luego se toma
su dual.

Ejemplo 4.3.6 La figura 9, representa un digrafo y su dual. El matroide transver-
sal asociado es: El soporte es S = {ej, 9, €3, €4, €5}, €l conjunto de independientes es

T = {{e1, 2}, {e1, ea}, {e1, €5}, {es, ea}, {es, eal, {es, €5}, {es, en}, {es, ea}, {ea, 65},

{617 €2, 65}, {617 €4, 65}7 {617 €2, 63}7 {637 €4, 65}a {617 €3, 65}7 {617 €4, 63}7 {637 €2, 65}}

Por teorema 4.3.5, el matroide red es: El soporte es S = {ey, €9, €3, €4, €5} v una base
para el matroide red es {{es, es},{e1,e2},{e2,e3}, {e2, €4}, {es, 5}, {2, €5}, {es,e1}}
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Z

Figura 9

Teorema 4.3.7[3]  Sean, G, = (V, E,s) un digrafo y (E,Tg, E') su grafo bipartito.
Sean, I'p(s) = {e1,...,en} v E = {e1, e, ...,¢p}. Considerese una F-representacion
para la matroide transversal, inducida a partir del grafo bipartito (E,Tg, E'), en la
forma:

€1...€, ew+1~--€|E|

(1)[ D ‘IEI—w ]

donde D es una matriz de tamano (|F| — w) X w. Entonces, la matriz,

€1...€4 ew+1---€\E|
es una F-representacion del matroide red.

Demostracién. El conjunto de aristas {e,i1...eg}, forman una base del matroide
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transversal inducida a partir del grafo bipartito (F,Tg, El). El matroide , inducido
por el grafo bipartito, tiene una representacién de la forma (1). Utilizando el teorema
4.3.5, el matroide red es el dual del matroide transversal inducido por grafo bipartito
(E,Tg, E'). Por lo tanto, la representacién (2) es una consecuencia del teorema 2.2.8
de la referencia [1].



5 Conclusiones

1. Este trabajo estudia las relaciones existentes, entre los diferentes tipos de matroides,
que pueden definirse sobre una red de informacién y la Teoria de codificacion de redes.

2. Un coédigo de red lineal escalar es una solucién para una red, si y solo si, la red es
matroidal con matroide representable sobre un cuerpo finito [4]. Este resultado muestra
el aporte de los matroides vectoriales a la caracterizacion de las redes lineales escalares
solubles.

3. La nocién de gamoide estricto es esencial para comprobar que el matroide red es
efectivamente un matroide [3].

4. Los teoremas 4.3.1 y 4.3.5 establecen las relaciones entre el matroide red y los
matroides transversales. En particular, se encontré una representacién matricial del
matroide red (Teorema 4.3.7).

5. En el teorema 4.2.8, se establece la relacion entre los cédigos de red genéricos y
el matroide red. En efecto, el matroide vectorial asociada a los codigos de red genéricos
coincide con el matroide red.

Las siguientes preguntas podrian generar nuevas investigaciones.

6. Dado un digrafo aciclico es posible construir un algebra asociada a el [2,pg 41-
51]. Si se definen cédigos de red lineal escalares, tomando los vectores de arista en el

algebra correspondiente, cuales problemas de red pueden resolverse con estos cédigos?.

7. En [9], se introduce la nocién de matroide n-lineal representable. Es posible de-
cidir, si el matroide red es n-lineal representable?

8. El matroide red, se puede definir sobre cualquier digrafo sin restricciones inpuestas
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sobre él. Si se estudian digrafos ciclicos, que relacién existe entre el matroide inducido
por los cédigos de red asociados al digrafo y el matroide red?.
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