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Bogotá D.C.

Año 2013





v

TÍTULO: Matroides Asociadas a Redes.

TITLE: Matroids Associated to Networks.

RESUMEN: En este trabajo, se estudian las relaciones entre la Teoŕıa de matroides

y la Teoŕıa de codificación de redes. Se define el matroide red sobre la estructura de los

caminos indenpendientes de un digrafo, el cual resulta ser representable [3]. Se establece

la igualdad entre el matroide red y el matroide inducido por los códigos genéricos ([3] y

[5]). Se establece la relación entre las redes matroidales y los códigos lineales escalares

([4]).

ABSTRACT: In this paper we study the relations between Matroid theory and Net-

work Coding Theory. Through the estructure of edge-disjoint paths, a single-source

network is associated with a network matroid, which turns out to be representable([3]).

A linear network code on an acyclic network assigns a coding vector to every edge. The

linear independence among coding vectors naturally induces a matroid. It is shown that

the induced matroid is the network matroid if the linear network code is generic([3]

and [5]). We study matroidal networks and the relationship with scalar-lineary codes.

PALABRAS CLAVE: Matroide red, red matroidal, códigos lineales escalares, códi-

gos genéricos.
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1 Introducción

La Teoŕıa de Codificación de Redes [6] estudia las diferentes formas algebraicas en que

se puede representar la información con el fin de que sea transmitida de manera eficiente

a través de una red. La Teoŕıa de Matroides es una rama de las matemáticas, fundada

en 1935 por Whitney [1], que generaliza la noción de independencia presente en el Álge-

bra Lineal, la Teoŕıa de Grafos y otras ramas de la Matemática. Con el estudio de las

relaciones de dependencia en la Teoŕıa de redes, se ha encontrado un método para con-

seguir redes desde matroides [7], mostrandose algunas conexiones entre estos conceptos.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar algunas relaciones entre la Teoŕıa de Codifi-

cación de Redes de Información y la Teoŕıa de Matroides. En particular se estudian los

diferentes tipos de matroides que se pueden definir a partir de una red fija y las rela-

ciones entre éstos. También se establece la relación entre los códigos lineales escalares

y el matroide red. Se estudian las redes matroidales y los códigos lineales escalares.

Estos temas están basados en [3], [4] y [5].

El trabajo está organizado de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2, se presentan los

preliminares de la Teoŕıa de Redes y de la Teoŕıa de Matroides. En esta parte se destaca

el concepto de código de red, el cual permite definir el concepto de red soluble. Además,

se introducen los matroides vectoriales, transversales y duales.

En el caṕıtulo 3, se establece la primera relación entre matroides y redes, con el fin

de estudiar la solubilidad de redes lineales escalares. En primer lugar, se definen los

códigos globales con el objetivo de mostrar su equivalencia con los códigos lineales.

Luego, al definir la red matroidal, se establece el siguiente teorema [4]:

“Una red tiene una solución lineal escalar, si y sólo si, la red es matroidal con

matroide representable sobre un cuerpo finito.”

Para la demostración del anterior resultado, se construye un código global que corres-

ponde a la solución lineal buscada.
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En el último caṕıtulo, se construye el matroide red a partir de la estructura de los

caminos independientes de la red [3]. Este matroide tiene como soporte las aristas de

la red y resulta ser un matroide representable. Utilizando la noción de independencia

lineal de los vectores de arista, asignados a un digrafo aćıclico, se introducen los códigos

de red genéricos con la finalidad de mostrar que el matroide inducido es isomorfo al

matroide red [3].
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En este caṕıtulo, se exponen las ideas básicas de la Teoŕıa de Codificación de Redes

y la Teoŕıa de Matroides necesarias para el desarrollo del trabajo. Se supone que se

trabaja con redes de información cuyo grafo es dirigido y con un conjunto finito de

mensajes.

2.1. Redes Lineales

Definición 2.1.1 1. Un grafo dirigido o digrafo es un par ordenado G = (V,E),

donde V es un conjunto finito no vaćıo y E ⊆ V × V .

2. Los elementos del conjunto V se llaman los nodos del digrafo y los elementos de

E las aristas del digrafo. Si (u, v) ∈ E, se utiliza la notación uv para las aristas del

digrafo.

3. Sea e = uv ∈ E, se dice que u es la cola de e y v es la cabeza de e. En ade-

lante, se utiliza la notación u = π1(e) y v = π2(e).

4. Un Camino P sobre un digrafo G, es un conjunto {v0v1, ..., vk−1vk} ⊆ E, tal que

vi−1 6= vi , para i = 1, ..., k. También, se nota el camino P como v0e1e2, ..., ekvk, donde

ei = vi−1vi, i = 1, ..., k.

5. Un ćıclo sobre un digrafo G, es un camino v0e1e2, ..., ekvk, donde v1, ..., vk−1 son

nodos distintos y v0 = vk.

6. Se dice que un digrafo G es ćıclico, si posee un ćıclo. En otro caso, se dice que

G es aćıclico.

7. Para cada u ∈ V se definen:

ΓI(u) := {e ∈ E : π2(e) = u}
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ΓO(u) := {e ∈ E : π1(e) = u}

Definición 2.1.2 1. Sea G = (V,E) un digrafo. Una red sobre G, es una quin-

tupla NG = (G, µ,A, S, R), donde :

(i) µ es un conjunto no vaćıo que se llama el conjunto de mensajes.

(ii) A es un alfabeto de por lo menos dos elementos.

(iii) S : V → 2µ es la función fuente.

(iv) R : V → 2µ es la función de la demanda.

2. Un nodo v ∈ V , es un nodo fuente, si S(v) 6= ∅. El conjunto de los nodos fuente se

nota por Sµ.

3. Un nodo v ∈ V , es un nodo receptor, si R(v) 6= ∅. El conjunto de los nodos

receptores se nota por Rµ.

Notación: Las redes se notan por NG.

A continuación se formaliza la acción sobre una red, mediante funciones que se asocian

a cada arista.

Definición 2.1.3 1. Sean, NG una red, k,n números enteros positivos y F un cuerpo,

tal que |F | > |A|. Un código de red (k, n) sobre NG, es un conjunto de funciones

fuv y ft,m definidas como:

(i) fuv : (F k)α(u) → F n, para uv ∈ E, u ∈ Sµ.

(ii) fuv : (F n)β(u) → F n, para uv ∈ E, u /∈ Sµ.

(iii) ft,m : (F n)β(t) → F k, para todo t ∈ Rµ y m ∈ R(t).

2. Los números α(u), β(u) y γ(u) se definen como:

(i) α(u) := |S(u)|, u ∈ Sµ.

(ii) β(u) := |ΓI(u)|, u /∈ Sµ.

(iii) γ(u) := |R(u)|, u ∈ Rµ.

3. Los números k y n reciben el nombre de la dimensión de la fuente y la arista,
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respectivamente.

4. Si las funciones fuv y ft son lineales, se dice que el código de red (k, n) es line-

al y se nota LNG(k, n). Si k = n = 1, se dice que el código de red (k, n) es lineal

escalar.

Notación: En adelante, los códigos de red (k, n) sobre la redNG se notan porNCG(k, n).

Ejemplo 2.1.4 Considere el digrafo de la figura 1. Se define sobre este digrafo,

una red NG y un código de red LNG, de la siguiente forma:

F = Z2, k = n = 1

S(1) = {0, 1}, R(6) = R(7) = {0, 1}
fe1(x, y) = fe3(x) = fe4(x) = fe8(x) = fe9(x) = x

fe2(x, y) = y

fe6(x, y) = x+ y

f6(x, y) = (x, x+ y), f7(x, y) = (x+ y, y)

Definición 2.1.5 1. Sea NCG(k, n) un código de red sobre NG. Una función de

śımbolo, es una función a : µ→ F k.

2. Un śımbolo de arista, es cualquier valor de una función χ : E → F n, definido

recursivamente como:
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(i) χ(uv) = fuv(a(m1), ..., a(mα(u)), donde u ∈ Sµ y S(u) = {m1, ...,mα(u)} .

(ii) χ(uv) = fuv(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(u))), u /∈ Sµ y eα+1, ..., eα+β(u) ∈ ΓI(u).

Observación: El śımbolo de arista χ(uv) de la anterior definición depende de la asig-

nación sobre los mensajes.

Definición 2.1.6 Sea NG una red. Un código de red NCG(k, n) es una solución

para NG, si para cada función de śımbolo a : µ→ F k y su correspondiente śımbolo de

arista χ : E → F n, se tiene:

ft,m(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(t))) = a(m),

para todo t ∈ Rµ y m ∈ R(t).

Notación: µ = {m1, ...,m|µ|}.

El código de red del ejemplo 2.1.4, es una solución para la red definida en el mis-

mo ejemplo.

2.2. Matroides

La Teoŕıa de Matroides es el estudio abstracto del concepto de dependencia. En la se-

cción se introducen ejemplos de matroides y se estudia el concepto de dualidad.

Definición 2.2.1 1. Un matroideM es un par ordenado (S, I), que consiste de un

conjunto S y una colección I de subconjuntos de S, tal que:

(M1) ∅ ∈ I.

(M2) Si I ∈ I e I
′ ⊆ I, entonces I

′ ∈ I.

(M3) Si I1 e I2 pertenecen a I, y |I1| < |I2|, entonces existe un elemento

x ∈ I2 − I1,tal que I1

⋃
{x} ∈ I.

2. El conjunto S se llama el soporte del matroide M.
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3. Un subconjunto X de S es un conjunto independiente, si X ∈ I. En caso con-

trario, se dice que X es un conjunto dependiente.

4. Una base B para un matroide M es un conjunto maximal independiente.

5. Un circuito C para un matroide M es un conjunto minimal dependiente.

6. El rango de M es una función rM : 2S → Z+, tal que para todo X ⊆ S, rM(X) es

la cardinalidad máxima de un conjunto independiente contenido en X.

7. Dos matroides M1 = (S1, I1) y M2 = (S2, I2) son isomorfos, si existe una biyec-

ción Ψ : S1 → S2, tal que para todo X ⊆ S1, X ∈ I1 ,si y sólo si, Ψ(X) ∈ I2.

La siguiente definición introduce el primer ejemplo de matroide, el cual fué la mo-

tivación de Whitney para comenzar a estudiar el tema.

Definición 2.2.2 1. Sea A una matriz de tamaño n × m sobre un cuerpo F . Un

matroide vectorial asociado con A, es un par M(A) = (SA, IA) tal que:

(i) SA = {1, ...,m} está en correspondencia biunivoca con las columnas de A.

(ii) IA = {X ⊆ SA : Las columnas de la matriz A correspondientes a los ele-

mentos de X son vectores independientes en F n}.

2. Un matroide M es F−representable, si existe una matriz A definida sobre F ,

tal que M(A) es isomorfo a M.

Ejemplo 2.2.3 Sea A la matriz,

a1 a2 a3 a4 a5[
1 0 0 1 1

0 1 0 0 1

]
definida sobre el cuerpo Z2. Entonces, SA = {a1, a2, a3, a4, a5} e IA = {∅, {a1}, {a2}, {a4},
{a5}, {a1, a2}, {a1, a5}, {a2, a4}, {a2, a5}, {a4, a5}. Los dependientes de este matroide son:

{{a3}, {a1, a3}, {a1, a4}, {a2, a3}, {a3, a4}, {a3, a5}} ∪ {X ⊆ SA : 3 ≤ |X|}.

La siguiente definición introduce otro ejemplo de un matroide. Éstos van a jugar un

papel importante en la representación del matroide red.
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Definición 2.2.4 1. Sea S un conjunto finito. Una familia {Ai|i = 1, ..., n} es una

sucesión sobre S, si para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, Ai ⊆ S. En adelante, se nota las suce-

siones como (Aj : j ∈ J).

2.Un subconjunto T ⊆ S es un transversal de la sucesión (Aj : j ∈ J), si existe

una biyección Ψ : J → T , tal que Ψ(j) ∈ Aj, para todo j ∈ J .

3. Un subconjunto X ⊆ S es un transversal parcial de la sucesión (Aj : j ∈ J),

si existe K ⊆ J , tal que X es un transversal de la sucesión (Aj : j ∈ K) .

4. Sea A = (Aj : j ∈ J) una sucesión de subconjuntos del conjunto finito S. El

grafo ∆[A] = (V,E), definido como:

(i) V = S
⋃
J .

(ii) E = {xj : x ∈ S, j ∈ J, y x ∈ Aj},
es el grafo bipartito asociado con A

5. Una correspondencia en el grafo bipartito ∆[A], es un conjunto de aristas {e1, ..., en},
donde cualquiera de ellas no comparten sus puntos extremos.

Ejemplo 2.2.5 Sean, S = {x1, x2, ..., x6}, A1 = {x1, x2, x6}, A2 = {x3, x4, x5, x6},
A3 = {x2, x3} y A4 = {x2, x4, x6}. Entonces, para A = (A1, A2, A3, A4), el grafo bipar-

tito ∆[A] es el siguiente:

Figura 2

El conjunto {x1, x2, x3, x4} es un transversal parcial de A, ya que {x11, x42, x33, x24} es

una correspondencia en ∆[A]. Análogamente, {x61, x23, x42, } es una correspondencia
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en ∆[A], ya que {x6, x2, x4} es un transversal parcial de A.

La siguiente proposición establece una relación entre el grafo bipartito ∆[A] y los

transversales parciales de A = (Aj : j ∈ J).

Proposición 2.2.6 Un subconjunto X ⊆ S es un transversal parcial de la suce-

sión A = (Aj : j ∈ J), si y sólo si, existe una correspondencia {e1, ..., em} en el grafo

bipartito ∆[A], donde π1(ei) ∈ X, para todo i ∈ {1, ...,m}.

Demostración. ⇒) : Sea X un transversal parcial de la sucesión A = (Aj : j ∈ J).

Entonces, existen K ⊆ J y una biyección Ψ : K → X tal que, Ψ(k) ∈ Ak, para todo

k ∈ K. En adelante, se nota Ψ(k) como xk. Sea {xkk|k ∈ K} un conjunto de aristas

en el grafo bipartito ∆[A], estas establecen una correspondencia, ya que xki 6= xkj ,

siempre y cuando ki 6= kj.

⇐) : Sea {e1, ..., en} una correspondencia en el grafo bipartito ∆[A], donde π1(ei) ∈ X,

para todo i ∈ {1, ..., n}. Sean, K = {π2(e1), ..., π2(en)} ⊆ J y Ψ : K → X, con

Ψ(π2(ei)) = π1(ei). La función Ψ es una biyección, ya que por la definición de corres-

pondencia, π1(ei) 6= π1(ej) y π2(ei) 6= π2(ej), donde i, j ∈ {1, 2, ..., n}. Entonces, se

tiene que X es un transversal parcial de la sucesión A = (Aj : j ∈ J).

Teorema 2.2.7[1] Sean, S un conjunto finito, A = {A1, A2, ..., An} una familia

de subconjuntos de S e I el conjunto de los transversales parciales de A. Entonces,

M = (S, I) es un matroide, el cual recibe el nombre del matroide transversal.

Demostración. El conjunto ∅ es un transversal parcial de A al tomar K = ∅, de

aqúı (M1) se satisface. Si I es un transversal parcial de A e I
′ ⊆ I, entonces I

′
es

también un transversal parcial de A, en consecuencia (M2) se satisface. Supongamos

que existen transversales parciales I1 e I2 de A, tales que |I1| < |I2|. Entonces, existen

correspondencias W1 y W2 en el grafo bipartito ∆[A]. Se pintan las aristas de W1−W2,

W2−W1 y W1

⋂
W2 de rojo, azul y purpura respectivamente. Sea W el subgrafo de ∆[A]

inducido por las aristas que son rojas o azules. Ya que |I1| = |W1| y |I2| = |W2|, existen

más aristas azules que rojas en W . Cada ciclo en W tiene longitud par, por lo tanto

tiene el mismo número de aristas rojas que azules. Como W tiene más aristas azules

que rojas, debe existir una componente, en un camino impar P , cuya primera y última

arista sean azules. Organizando los vértices del camino, se tiene que P = {v1, ..., v2k},
sin perdida de generalidad, v1 ∈ S. Entonces, v1 pertenece a una arista azul que no es
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roja, aśı v1 ∈ I2 − I1. Además, {v2, ..., v2k} ⊆ J y {v3, ..., v2k−1} ⊆ I1

⋂
I2. Intercam-

biando los colores sobre P dejando el resto igual en ∆[A], existe una arista roja más

que antes. De esta manera, I1

⋃
v1 forman un transversal parcial de A. En consecuen-

cia, (M3) se satisface.

El matroide generado a partir de los transversales parciales de A se nota por M [A].

Si M es un matroide cualquiera, M ∼= M [A], para alguna familia A de conjuntos,

entonces M se llama el matroide transversal y A es la representación de M.

En lo que sigue, se introduce el concepto de dualidad en el contexto de la Teoŕıa

de matroides.

Lema 2.2.8[1] Si B1 y B2 son bases de un matroide M = (S, I), entonces |B1| =

|B2|.

Demostración. Supongase que |B1| < |B2|. Entonces, como B1 y B2 son conjuntos

independientes enM, por (M3), existe un elemento e de B2−B1, tal que B1

⋃
e ∈ I.

Lo anterior contradice la maximalidad de B1. Por lo tanto |B1| ≥ |B2|. Similarmente

|B2| ≥ |B1|.

Notación: En adelante, B nota el conjunto de las bases del matroide M = (S, I).

Como una consecuencia directa de la propiedad (M1), se tiene que: (B1) B es no

vació.

Lema 2.2.9[1] El conjunto B satisface la siguiente condición: (B2) Si B1 y B2

son miembros de B y x ∈ B1 − B2, entonces existe un elemento y ∈ B2 − B1, tal que

(B1 − x)
⋃
y ∈ B.

Demostración. Los conjuntos B1 − x y B2 son conjuntos independientes. Además,

|B1 − x| < |B2|. Por la propiedad (M3), existe un elemento de y de B2 − (B1 − x), tal

que (B1−x)
⋃
y ∈ I. Por lo tanto, y ∈ B2−B1. Como (B1−x)

⋃
y es un conjunto inde-

pendiente, esta contenido en un conjunto maximal B
′
1. Además, |B1| = |(B1 − x)

⋃
y|.

Entonces, (B1 − x)
⋃
y = B

′
1

Teorema 2.2.10[1] Sea S un conjunto y B el conjunto de subconjuntos de S que
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satisfacen las condiciones (B1) y (B2). La colección I de los subconjuntos de S que

están contenidos en algún elemento de B, forman los independientes de un matroide

sobre S.

Demostración. Como B satisface la condición (B1), entonces ∅ ∈ I. Aśı, se tiene

(M1). Sea I ∈ I, entonces existe un conjunto B ∈ B, tal que I ⊆ B. Por lo tanto,

si I
′ ⊆ I, entonces I

′ ⊆ B. En consecuencia se tiene (M2). Se supone que existen

conjuntos I1 e I2 en I ,donde |I1| < |I2|, tales que para todo e ∈ I2 − I1, I1

⋃
e /∈ I.

Por definición existen B1 y B2 ∈ B, donde I1 ⊆ B1 y I2 ⊆ B2. Además, se asume que el

conjunto B2 cumple con la condición de minimalidad para |B2−(I2

⋃
B1)|. Por las elec-

ciones de I1 e I2, I2−B1 = I2− I1(1). Ahora se supone que B2− (I2

⋃
B1) es no vació.

Entonces es posible elegir un elemento x en el conjunto y un elemento y en B1−B2, tal

que por (B2), (B2− x)
⋃
y ∈ B. Como |B2− (I2

⋃
B1)| < |B2− (I2

⋃
B1)|, entonces se

contradice la elección de B2. El conjunto B2− (I2

⋃
B1) es vació y B2−B1 = I2−B1.

Por el numeral (1), B2 − B1 = I2 − I1. (2). Ahora se supone que B1 − (I1

⋃
B2) es

no vació . Entonces es posible elegir un elemento x en el conjunto y un elemento y en

B2 − B1, tal que por (B2), (B1 − x)
⋃
y ∈ B. Ahora I1

⋃
y ⊆ (B1 − x)

⋃
y, entonces

I1

⋃
y ∈ I. Como y ∈ B2 − B1, se tiene por el numeral (2), que y ∈ I2 − I1, lo cual

contradice la hipótesis inicial. El conjunto B1− (I1

⋃
B2) es vació y B1−B2 = I1−B2.

Como el último conjunto esta contenido en I1−I2, se sigue que B1−B2 ⊆ I1−I2 (3). Ya

que |B1| = |B2|, |B1−B2| = |B2−B1|. Por lo numerales (2) y (3), |I1− I2| ≥ |I2− I1|,
entonces |I1| ≥ |I2|. Lo anterior genera una contradicción con la hipótesis inicial. En

consecuencia se cumple (M3).

Lema 2.2.11.[1] El conjunto B de las bases de un matroide M = (S, I) sa-

tisface la siguiente condición: (B3) Si B1 y B2 son miembros de B y x ∈ B2 − B1,

entonces existe un elemento y de B1 −B2, tal que (B1 − y)
⋃
x ∈ B.

Demostración. El conjunto B1∪x contiene un único circuito, C(x,B1). Como C(x,B1)

es dependiente y B2 es independiente, C(x,B1) − B2 es no vaćıo. Sea y un elemento

en este conjunto, donde y ∈ B1 −B2. El conjunto (B1 − y) ∪ x no contiene a C(x,B1),

por lo tanto, es un conjunto independiente. Finalmente, (B1 − y) ∪ x tiene los mismos

elementos de B1.

El siguiente teorema permite caracterizar el dual de un matroide.
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Teorema 2.2.12[1] Sea M = (S, I) un matroide y B∗ = {S − B : B ∈ B}.
Entonces, B∗ es el conjunto de bases de un matroide sobre S.

Demostración. Como B es no vació, entonces B∗ no lo es. Aśı, (B1) se satisface.

Se supone que B∗1 y B∗2 son miembros de B∗ y x ∈ B∗1 − B∗2 . Sean, B1 = S − B∗1 y

B2 = S −B∗2 , entonces B∗1 −B∗2 = B2−B1. Por la propiedad (B3), como x ∈ B2−B1,

entonces existe un elemento y de B1−B2, tal que (B1− y)
⋃
x ∈ B. Pero, y ∈ B∗2 −B∗1

y S − ((B1 − y)
⋃
x) ∈ B∗. Por otro lado, S − ((B1 − y)

⋃
x) = ((S − B1)− x)

⋃
y =

(B∗1 − x)
⋃
y. Entonces, B∗ satisface (B2).

El matroide del teorema anterior cuyo soporte es S y tiene conjunto de bases B∗

es el dual de M = (S, I) y se nota por M∗ = (S, I∗).

Ejemplo 2.2.13 SeaM = (S, I), donde S = {1, 2, 3} e I = {∅, {2}, {3}, {2, 3}}. El

conjunto {2, 3} es la base del matroide M. Utilizando el teorema anterior, el conjuto

{1} es una base para el matroide dual con soporte S = {1, 2, 3} e I∗ = {{1}, ∅}.



3 Redes Matroidales y Soluciones

Lineales Escalares

En este caṕıtulo, se establece la relación entre los códigos de red lineales escalares y lás

redes matroidales asociadas a matroides representables. Las definiciones y los teoremas

centrales del caṕıtulo son tomados de la referencia [4].

3.1. Códigos de red globales

En la sección, se definen los códigos de red globales y se demuestra su equivalencia con

los códigos de red lineales definidos sobre un digrafo.

Definición 3.1.1 Sean, NG una red, k,n números enteros positivos y F un cuer-

po tal que |F | > |A|. Un código de red lineal global GNG(k, n) sobre NG, es un

conjunto de funciones Φmsg, Φarista, definidas como sigue:

(i) Φmsg : µ→ (F k×k)|µ|, tal que para cada mensajemi, Φmsg(mi) := (M
(mi)
1 , ...,M

(mi)
|µ| )T ,

donde M
(mi)
i es una matriz de tamaño k × k sobre F .

(ii) Φarista : E → (F n×k)|µ|, tal que para cada arista e, Φarista(e) := (M
(e)
1 , ...,M

(e)
|µ| )

T ,

donde M
(e)
i es una matriz de tamaño n× k sobre F .

La siguiente definición permite asegurar que los vectores de matrices que se asignan en

cada arista, se representan como combinación lineal(los escalares son matrices) de los

vectores de matrices que ingresan. La representación junto con la notación empleada,

dependenden del nodo donde se trabaje.

Definición 3.1.2 Sean, NG una red, k,n números enteros positivos y F un cuer-

po, tal que |F | > |A|. Un código de red lineal global GNG(k, n), es una solución para

la red NG, si las siguientes condiciones se cumplen:
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(i) Para cada mi ∈ µ, Φmsg(mi) = (0, ..., 0, Ik×k, 0, ..., 0)T , donde la matriz identi-

dad Ik×k está en la posición i-ésima .

(ii)Para cada nodo u ∈ Sµ y cada arista e ∈ ΓO(u), si Φarista(e) := (M
(e)
1 , ...,M

(e)
|µ| )

T ,

existen matrices C
(e)
1 , ..., C

(e)
α(u) de tamaño n× k sobre F , tales que:

M
(e)
i =

∑α(u)
j=1 C

(e)
j M

(j)
i , (i = 1, ..., |µ|), donde S(u) = {m1, ...,mα(u)} y Φmsg(mj) =

(M
(j)
1 , ...,M

(j)
|µ| )

T , 1 ≤ j ≤ α(u) .

(iii) Sea u ∈ V , tal que u /∈ Sµ y u /∈ Rµ. Si e ∈ ΓO(u), y Φarista(e) := (M
(e)
1 , ...,M

(e)
|µ| )

T ,

entonces existen matrices C
(e)
α+1, ..., C

(e)
α+β(u) de tamaño n× n sobre F , tales que:

M
(e)
i =

∑β(u)
j=α+1C

(e)
j M

(ej)
i , (i = 1, ..., |µ|), donde Φarista(ej) = (M

(ej)
1 , ...,M

(ej)

|µ| )T , j =

α + 1, ..., α + β(u).

(iv) Para cada nodo t ∈ Rµ y m ∈ R(t), si Φmsg(mi) := (M
(mi)
1 , ...,M

(mi)
|µ| )T entonces

existen matrices C
(mi)
α+1 , ..., C

(mi)
α+β(t) de tamaño k × n sobre F , tales que:

M
(mi)
i =

∑β(t)
j=1 C

(mi)
α+jM

(ej)
i , (i = 1, ..., |µ|) donde Φarista(ej) = (M

(ej)
1 , ...,M

(ej)

|µ| )T ,j =

α + 1, ..., α + β(t).

Teorema 3.1.3[4] SeaNG una red. Entonces,NG tiene una solución lineal LNG(k, n),

si y sólo si, tiene una solución lineal global GNG(k, n).

Demostración. ⇒) Sea a : µ → F k una función de śımbolo de los mensajes de la

red NG con su correspondiente śımbolo de arista χ : E → F n. Por hipótesis, LNG(k, n)

es un código de red lineal, entonces sus funciones de arista fuv y ft,m se definen como:

i) Para u ∈ Sµ, fuv(a(m1), ..., a(mα(u))) = Σ
α(u)
j=1 C

(mj)
j a(mj), donde S(u) = {m1, ...,mα(u)}

y C
(m1)
1 ,...,C

(mα(u))

α(u) son matrices de tamaño n× k sobre F .

ii) Para u /∈ Sµ, fuv(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(u))) = Σ
α+β(u)
j=α+1C

(ej)
j χ(ej), donde C

(eα+1)
α+1 ,...,C

(eα+β(u))

α+β(u)

son matrices de tamaño n× n sobre F .

iii) Para todo t ∈ Rµ ymi ∈ R(t), ft,mi(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(t))) = Σ
α+β(t)
j=α+1C

(ej)
j χ(ej),donde

C
(eα+1)
α+1 ,...,C

(eα+β(t))

α+β(t) son matrices de tamaño k × n sobre F .
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Utilizando las definiciones de los numerales, i), ii) y iii), se construye un código lineal

global GNG(k, n), de la siguiente forma:

iv) Para cada mensaje m, Φmsg(m) = (0, 0, .., 0, Ik×k, ..., 0)T , donde Ik×k es la ma-

triz identidad de tamaño k × k.

v) Sean, u ∈ Sµ y Φmsg(mj) = (M
(mj)
1 , ...,M

(mj)

|µ| ) para j = 1, ..., α(u). Utilizando

el numeral (i), Φarista(uv) = (M
(uv)
1 , ...,M

(uv)
|µ| )T , donde M

(uv)
i =

∑α(u)
j=1 C

(mj)
j M

(mj)
i .

vi) Sean, u /∈ Sµ y ΓI(u) = {eα+1, ..., eα+β(u)} el conjunto de aristas que llegan a

u, tales que Φarista(ej) = (M
(ej)
1 , ...,M

(ej)

|µ| )T para j = α + 1, ..., α + β(u). Utilizando el

numeral (ii), Φarista(uv) = (M
(uv)
1 , ...,M

(uv)
|µ| )T , donde M

(uv)
i =

∑β(u)
j=α+1C

(ej)
j M

(ej)
i

El código lineal global GNG(k, n) cumple las primeras condiciones de la definición

3.1.2, en virtud de las condiciones, iv), v) y vi). Para verificar la última condición de

la definición 3.1.2, sean, t ∈ Rµ y m ∈ R(t). Como el código lineal LNG(k, n) es una

solución para la red NG, por la definición 2.1.6 y el numeral iii) se tiene:

vii) ft,mi(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(t))) =
∑α+β(u)

j=α+1 C
(ej)
j χ(ej) = a(mi)

Sean, Φarista(ej) = (M
(ej)
1 , ...,M

(ej)

|µ| )T para j = α+1, ..., α+β(t). Utilizando el numeral

(vii), [Φmsg]i =
∑α+β(t)

j=α+1 C
(ej)
j M

(ej)
i para todo i. Por lo tanto, GNG es una solución de

la red NG.

⇐) : Supongamos que el código de red lineal global GNG(k, n) es una solución para la

red NG. Sean, a : µ→ F k una función de śımbolo con su correspondientes śımbolo de

arista s y LNG(k, n) un código de red lineal con funciones de aristas dadas por :

i) Para u ∈ Sµ, fuv(a(m1), ..., a(mα(u))) = Σ
α(u)
j=1 C

(mj)
j a(mj), ya que al aplicar la defini-

ción 3.1.2 al código de red GNG(k, n), C
(m1)
1 , ..., C

(mα(u))

α(u) existen.

ii) Para u /∈ Sµ, fuv(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(u))) = Σ
α+β(u)
j=α+1C

(ej)
j χ(ej), donde las matrices

C
(eα+1)
α+1 , ..., C

(eα+β(u))

α+β(u) existen al aplicar parte (iii) de la definición 3.1.2 al código de red

GNG(k, n).

iii) Para cada t ∈ Rµ y mi ∈ R(t), ft,mi(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(t))) = Σ
α+β(t)
j=α+1C

(ej)
j χ(ej) ,
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donde las matrices C
(eα+1)
α+1 , ..., C

(eα+β(t))

α+β(t) existen al aplicar parte (iv) de la definición

3.1.2 al código de red GNG(k, n).

Por el numeral (iii) y la última parte de la definición 3.1.2, ft,mi(χ(eα+1), ..., χ(eα+β(t))) =

a(mi). Por lo tanto, el código de red LNG(k, n) es una solución lineal para la red NG.

3.2. Redes escalares solubles

En la sección, se establece la relación entre las redes matroidales representables y las

soluciones lineales escalares definidas sobre un digrafo.

Definición 3.2.1 Sean, NG una red y M = (S, I) un matroide con función de

rango rM. La red NG es una red matroidal asociada con M, si existe una función

fM : µ
⋃
E → S, tal que:

(RM1) fM es una función uno a uno sobre µ.

(RM2) fM(µ) ∈ I.

(RM3) rM(fM(ΓI(u))) = rM(fM(ΓI(u)
⋃

ΓO(u))), para todo u ∈ V .

Lema 3.2.2 [4] Sean, A una matriz de tamaño n × m definida sobre un cuer-

po finito F y M(A) un matroide representable sobre A. Entonces, existe una matriz

A
′
definida sobre un cuerpo finito F

′
, tales que |F ′| > |F | yM(A) es isomorfa aM(A

′
).

Demostración. Sea F
′

un cuerpo que contiene a F como subcuerpo. Es posible con-

siderar la matriz A sobre F
′
, aśı se escoge A = A

′
. En lo que sigue, se demuestra que

cualquier conjunto de vectores columna de A es independiente sobre F , si y sólo si, lo

son sobre F
′
.

⇒) : Sea {v1, ..., vk} un conjunto independiente sobre F . Es posible extender el anterior

conjunto a una base B para F n. Los vectores del conjunto B forman una matriz con

determinante no nulo sobre F . Como F es un subcuerpo de F
′
, el conjunto B forma

una matriz con determinante no nulo sobre F
′
. Por lo tanto, el conjunto B es un inde-

pendiente sobre F
′
, en particular el conjunto {v1, ..., vk} es independiente sobre F

′
.

⇐) : Sea {v1, ..., vk} un conjunto dependiente sobre F . Entonces, existe algún escalar

no nulo ai ∈ F , tal que a1v1 + · · ·+ akvk = 0. Como F es un subcuerpo de F
′
, ai ∈ F

′

para todo i = 1, ..., k. Por lo tanto, el conjunto {v1, ..., vk} es dependiente sobre F
′
.
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Teorema 3.2.3 [4] Una red NG es matroidal, con matroide representable sobre

un cuerpo finito, si y sólo si, la red NG admite una solución lineal escalar.

Demostración. ⇒) : Sea NG una red matroidal, donde el matroide que la representa

esM(A) = (S, I), donde A una matriz de tamaño n×m definida sobre un cuerpo finito

F . Utilizando el lema anterior, es posible asumir que |F | ≥ |A|. Sin perdida de gener-

alidad, se supone que las filas de la matriz A son linealmente independientes. Como la

red es matroidal, existe una función fM : µ
⋃
E → S, donde fM(µ) = {i1, ..., i|µ|} es un

conjunto linealmente independiente de columnas en F n, que se puede extender a una

base B para F n. Al efectuar cambios elementales en la matriz A, esta es equivalente a

matriz [In|A
′
], donde el conjunto {i1, ..., i|µ|} corresponde a las primeras |µ| columnas

de A y A
′

es una matriz de tamaño n× (m− n). Nótese que el matroide representado

por A y la matriz [In|A
′
], es el mismo salvo isomorfismo. Además, śı |µ| < n se intro-

ducen n−µ mensajes mudos generados por nodos separados a la red original. Se define

un código lineal global sobre NG, como:

i) Para cada mensaje mi, Φmsg(mi) = Af(mi).

ii) Para cada arista e, Φarista(e) = Af(e).

El código global anterior es una solución lineal escalar para la red, ya que, para ca-

da mi ∈ µ, Φmsg(mi) = Af(mi) = (0, .., 1, 0, .., 0) y para cada u ∈ Sµ y cada arista

e ∈ ΓO(u), r(f(ΓI(u))) = r(f(ΓI(u)
⋃

ΓO(u))), ya que la red NG es matroidal. Lo cual

es equivalente a decir que, si Φarista(e) = Afe , entonces Afe es una combinación lineal del

conjunto {Afmi : mi ∈ Γ1(u)}. Para cada nodo u ∈ V , tal que u /∈ Sµ y u /∈ Rµ, se tiene

que, Φarista(e) = Afe es una combinación lineal del conjunto {Af
e
′ : e

′ ∈ ΓI(u)}, donde

r(f(ΓI(u))) = r(f(ΓI(u)
⋃

ΓO(u))) y e ∈ ΓO(u). Para cada nodo t ∈ Rµ y mi ∈ R(t)

, Φmsg(mi) = Afmi es una combinación lineal del conjunto {Af
e
′ : e

′ ∈ ΓI(t)}, donde

r(f(ΓI(t))) = r(f(ΓI(t)
⋃

ΓO(t))) .

⇐) : Sean, NG una red con una solución lineal escalar, e1, ..., el las aristas de la red y

m1, ...,m|µ| sus mensajes. La información que se codifica en cada arista es de la forma

ci1m1 + · · ·+ ci|µ|m|µ|, donde cij ∈ F , para 1 ≤ i ≤ l.



20 3 Redes Matroidales y Soluciones Lineales Escalares

Sea C una matriz de tamaño |µ| × (|µ|+ l), donde la i-ésima columna Ci es:


ci1
.

.

.

ci|µ|


El matroide que representa a la red esM(C) = (S, I) y la función fM : µ×E → S se

define como:

i) fM(mi) = (0, ..., 1, 0, ..., 0), donde mi ∈ Sµ e i = 1, ..., |µ|.
ii) fM(ei) = Ci, donde Ci es la correspondiente columna de la matriz C e i = 1, ..., |µ|+
l.

La función fM es uno a uno, por lo tanto se cumple (RM1). El conjunto fM(µ) forma

un conjunto lineal independiente de vectores, por lo tanto se cumple (RM2). Como la

red es lineal, ΓO(u) ⊆< ΓI(u) >, de lo cual se tiene r(f(ΓI(u))) = r(f(ΓI(u)
⋃

ΓO(u))).

Por lo tanto, (RM3) se satisface.
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La Teoŕıa de Matroides generaliza la noción de independencia lineal, por lo tanto, es

natural preguntarse, si existe un matroide que refleje la estructura de caminos inde-

pendientes en un digrafo. En este caṕıtulo, se define el matroide red sobre un digrafo

con un único nodo fuente, la estructura del matroide red depende de la topoloǵıa del

digrafo. Luego, se definen los códigos de red genéricos, que reflejan la relación entre

independencia de vectores e independencia de caminos. Se establece la relación entre

el matroide inducido asociado a los códigos genéricos y el matroide red. Por último,

se encuentra una representación del matroide red utilizando el matroide transversal

asociado al digrafo. Este caṕıtulo está basado en [3] y [5].

4.1. El matroide red

Definición 4.1.1 1. Sea Gs = (V,E, s) un digrafo con un único nodo fuente s.

Para cada X ⊆ E, el flujo máximo, maxf(X), es el número máximo de caminos

independientes, que inician en s y terminan en alguna arista de X.

2. Sea G = (V,E) un digrafo. El grafo Gd = (Vd, Ed), donde Vd = E y Ed =

{(e, e′)|π1(e) = π2(e′)}, se denomina el dual de G.

Ejemplo 4.1.2 El siguiente grafo representa el grafo dual del ejemplo 2.1.4.
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Lema 4.1.3 Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo, Gd = (Vd, Ed) su dual y X un sub-

conjunto no vaćıo de E. Entonces, maxf(X) = |X|, si y sólo si, existen |X| caminos

independientes por nodos en Gd, que inician en algún elemento de ΓO(s) y terminan

en algún elemento de X.

Demostración. ⇒) :Sea X un subconjunto no vaćıo de aristas del digrafo Gs, tal

que maxf(X) = |X|. Entonces, existe una colección de caminos maximal independi-

entes PX = {P1, ..., P|X|}, donde para cada i = 1, ..., |X|, Pi = svi1e
i
2 . . . e

i
n y ein ∈ X.

Sea P
′

X = {P ′i = (svi1, e
i
2)(ei2, e

i
3) . . . (ein−1, e

i
n)|i = 1, ..., |X|}, una colección de caminos

en Gd. Ya que los caminos de la colección PX son independientes, ningún par de

caminos de la colección P
′

X tienen aristas en común. Por lo tanto, ellos son indepen-

dientes. Además, los nodos sv1
1, sv

2
1, ..., sv

|X|
1 son distintos en Gd, dado que los caminos

de la colección PX son independientes. En conclusión, P
′

X es una colección de caminos

independientes por nodos en Gd, tal que |P′X | = |X| .

⇐) : Supongamos que en Gd, existe una colección de caminos independientes por nodos

P
′

X = {P ′i = (svi1, e
i
2)(ei2, e

i
3) . . . (ein−1, e

i
n)|i = 1, ..., |X|}, tal que |P′X | = |X| y ein ∈ X,

i = 1, ..., |X|. Sea PX = {Pi = svi1e
i
2 . . . e

i
n|i = 1, ..., |X|}, una colección de caminos en

G. Ya que los caminos de la colección P
′

X son independientes, ninguno de los caminos

de la colección PX tienen aristas en común. Por lo tanto, ellos son independientes.

Además, la maximalidad de PX se tiene ya que |P′X | = |X|. Aśı, maxf(X) = |X|.

En la demostración de los axiomas de un matroide para el caso particular del ma-

troide red, se necesita otro tipo de matroide definido sobre un digrafo, cuyo soporte
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está formado por los vértices del digrafo. A continuación se introducen los elementos

necesarios para definir este matroide.

Definición 4.1.4 1. Sean, G = (V,E) un digrafo y X, Y ⊆ V . Se dice que X

está conectado con Y si :

(i) |X| = |Y |
(ii) Existen |X|-caminos independientes por aristas y nodos, tales que sus

vértices iniciales están en X y sus vértices finales están en Y .

2. Sea Z ⊆ V . El conjunto X está conectado sobre Z, śı X está conectado a

algún subconjunto de Z.

Notación: Sea B0 ⊆ V un conjunto fijo. El conjunto L(G,B0) representa la colec-

ción de subconjuntos de V conectados sobre B0.

Definición 4.1.5 Sea G = (V,E) un digrafo. El grafo bipartito Ĝ asignado a

G, es el grafo cuyo conjunto de vértices es V
⋃
V̂ , donde V̂ = {v̂ : v ∈ V } y cuyo

conjunto de aristas es {vv̂ : v ∈ V }
⋃
{vû : (u, v) ∈ E}

Lema 4.1.6 [1] Sean, X y Y subconjuntos de V . Entonces, X está conectado a

Y en G, si y sólo si, V −X está en correspondencia a V̂ − Ŷ en Ĝ.

Demostración. ⇒): Por hipótesis existe un conjunto de caminos independientes por

nodos y aristas, {Px : x ∈ X}, que conecta X a Y . Sea Ψ : (V̂ − Ŷ ) → (V − X),

definida como:

Ψ(û)=


v, Si u está sobre uno de los caminos

{Px : x ∈ X} y v es el sucesor sobre este camino

u, Si u ∈ V − Y pero u no está

en ninguno de los caminos {Px : x ∈ X}

Como los caminos {Px : x ∈ X} son independientes por nodos y aristas, la fun-

ción Ψ está bien definida y es uno a uno. Por lo tanto, el subconjunto de aristas

{Ψ(û)u : û ∈ V̂ − Ŷ } en Ĝ, forma una correspondencia de V̂ − Ŷ a V −X.

⇐) : Supongamos que existe una correspondencia entre V −X y V̂ − Ŷ en Ĝ. Se pintan

de rojo las aristas de la correspondencia y de azul las aristas de la forma vv̂, donde

v ∈ V . Si x ∈ X
⋂
Y , el camino Px consiste de un único vértice x. Ahora se supone que
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x ∈ X − Y , entonces x pertenece a una arista azul que no es roja. Sea P
′
x el camino

maximal de aristas azules o rojas comenzando en x. Se va a demostrar que P
′
x de-

berá tener el último vértice en Ŷ , para ello se razona por contradicción. La primera

arista de P
′
x es azul, además las aristas de P

′
x intercalan sus colores, ya que las aristas

rojas forman una correspondencia como las azules. Si la última arista de P
′
x es azul,

esta arista es de la forma vv̂. Como P
′
x no tiene vertices en Ŷ , entonces v̂ /∈ Ŷ . Por

lo tanto, existe una arista roja que contiene a v̂ y puede ser parte del camino P
′
x. Lo

cual es contradictorio por la definición de P
′
x. Si la última arista de P

′
x es roja, esta

arista es de la forma vû. Como vû 6= vv̂, es posible adicionar la arista azul vv̂ a P
′
x,

de nuevo se genera una contradicción con la elección de P
′
x. Por lo tanto, P

′
x incluye

algún vértice en Ŷ . Sea ŷ el primer vértice de Ŷ en aparecer en P
′
x. Como y /∈ V̂ − Ŷ ,

ŷ no pertenece a ninguna arista roja . Aśı, P
′
x termina en la arista azul yŷ. El camino

P
′
x es el único camino maximal de aristas azules y rojas comenzando en x. Más aún,

si x = x0 y ŷ = x̂n, entonces P
′
x es de la forma x0x̂0, ...., xnx̂n. Sea Px = x0x1...xn. Si

z1 y z2 son diferentes elementos de X − Y , entonces P
′
z1

y P
′
z2

son diferentes. Por lo

tanto, {Px : x ∈ X} es un conjunto de caminos independientes por vértices y nodos

que conectan X a Y , además |X| = |Y |.

Lema 4.1.7[1] Sea A = (A1, A2, ..., Am), una familia de subconjuntos de S y supon-

gase que T es un transversal parcial maximal deA, esto significa que T es un transversal

de A′ = (A1, ..., At), donde t < m. Entonces, cada transversal parcial maximal de A es

un transversal de A′ .

Demostración. Sean, ∆[A] el grafo bipartito asociado con A, J = {1, 2, ...,m} y

J
′

= {1, 2, ..., t}. Como T es un transversal parcial asociado con J
′
, es posible definir

una correspondencia en ∆[A], de T con J
′
. A continuación se colorean de azul las aris-

tas de la anterior asignación. Supongamos que existe un transversal parcial maximal T1

de A que no es transversal de A
′
. Por lo tanto, existe v ∈ J−J ′ , tal que v no hace parte

de ninguna arista azul. Como T1 es un transversal parcial de A, existe J
′′ ⊂ J , tal que

hay una correspondencia entre T1 y J
′′

en ∆[A]. Luego se colorean de rojo la aristas de

la anterior asignación. Sea P el camino de mayor longitud, que contiene aristas azules

y rojas, comenzando con la arista roja e que contiene a v. Como las aristas azules y

rojas conforman asignaciones en ∆[A], P alterna los colores de las aristas entre rojas

y azules. Sea f la última arista de P y supongase que es de color azul. Cambiando

los colores sobre las aristas de P , se tiene que en el grafo bipartito ∆[A], las aristas

rojas son una asignación de T1 en J con mas vertices de J
′

que la asignación original
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de aristas rojas. Lo anterior genera una contradicción. Por lo anterior, la arista f es de

color rojo. Esta consideración, genera un mayor número de aristas rojas que azules en

P . Al cambiar los colores de las aristas de P , se tiene que las aristas azules del grafo

∆[A] forman una asignación de cardinalidad |T |+ 1. La anterior consideración genera

una contradicción con la maximalidad de T . La arista f no es de color rojo ni azul, lo

cual es contradictorio con la definición de P .

Teorema 4.1.8[1] (i) Sean, G = (V,E) un digrafo y B0 ⊆ V . Entonces, L(G,B0) es

el conjunto de independientes del dual de algún matroide transversal definido sobre V .

(ii) Inversamente, seanM un matroide transversal sobre un conjunto V yM∗ su ma-

troide dual, donde B0 es una base cualquiera para M∗. Entonces, existe un digrafo

G = (V,E) teniendo como vertices el conjunto V , tal que M∗ tiene a L(G,B0) como

su conjunto de independientes.

Demostración. (i). Sea G = (V,E) un digrafo y Ĝ su grafo bipartito. Por el lema

4.1.6, B es un elemento maximal de L(G,B0), si y sólo si, V − B esta en correspon-

dencia a V̂ − B̂0 (1). Los subconjuntos de V que están en correspondencia a V̂ − B̂0

conforman la colección de las bases de un matroide transversalM sobre V (2). Por los

numerales (1) y (2), los elementos de la base del matroide dual M∗ son precisamente

los elementos maximales de L(G,B0). Por lo tanto, L(G,B0) es el conjunto de inde-

pendientes del matroide dual M∗ sobre V .

(ii). Sean, M un matroide transversal sobre V y V −B0 una base de M. Por el lema

4.1.7,M = N [A], para alguna familia A de conjuntos, tal que V −B0 es un transversal.

Sea ∆[A] el grafo bipartito asociado con A, donde A = (Aj : j ∈ J). Sobre este grafo

se puede definir una correspondencia de V − B0 con J . Si j ∈ J y j está relacionado

a v en esta correspondencia, se renombra a j como v̂. Por cada u en B0, se adiciona

un nuevo vértice û a ∆[A] , de manera tal que û está conectado únicamente con u. El

grafo resultante es de la forma Ĝ para algún digrafo G. Por el lema 4.1.6, M∗ tiene a

L(G,B0) como su conjunto de independientes.

El matroide (V, L(G,B0)) recibe el nombre de gamoide estricto. En adelante el

conjunto L(G,B0) se nota como IB0 .

Teorema 4.1.9[3] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo e I = {X ⊆ E|maxf(X) = |X|}.
Entonces, (E, I) es un matroide.
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Demostración. Supongamos que Gd = (Vd, Ed) es el grafo dual del digrafo Gs. Es

posible definir el digrafo GR
d = (Vd, E

R
d ), donde ER

d = {(ei, ej) ∈ Vd × Vd|(ej, ei) ∈ Ed}.
Sean, B0 = ΓO(s) ⊆ Vd y (Vd, IB0) el correspondiente gamonoide estricto definido sobre

GR
d . Por el lema 4.1.3, un subconjunto X ⊆ E es un elemento de I, si y sólo si, X es

un elemento de IB0 . Por lo tanto, (E, I) es un matroide isomorfo al gamonoide estricto

(Vd, IB0).

El matroide (E, I) se conoce como el matroide red.

Ejemplo 4.1.10[3] En la figura 4, todos los conjuntos de aristas con dos elementos

son independientes en el matroide red asociado al digrafo, exceptuando los conjuntos

{e4, e5}, {e4, e6}, {e5, e6}, {e7, e8}, {e7, e9} y {e8, e9}. Ningún conjunto de más de tres

elementos es un independiente en el matroide red.

Figura 4

4.2. Códigos lineales y redes genéricas

En la sección 4.1, se define el matroide red utilizando los caminos independientes de

un digrafo. En ésta sección, se relacionan los códigos de red lineales escalares con el

matroide red, en particular se definen los códigos genéricos y se muestra la equivalencia

entre el matroide inducido por ellos y el matroide red . Los digrafos en la sección son

aćıclicos.

Notación: w ≤| Γ0(s) |

Definición 4.2.1 1. Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y F un cuerpo. Un código

de red F -Lineal sobre Gs, es un conjunto de vectores fe ∈ Fw, tales que :
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(i) Los vectores fe para e ∈ ΓO(s), pueden ser cualquier vector en Fw.

(ii) Si e /∈ ΓO(s), fe =
∑

d∈ΓI(π1(e)) kd,efd, donde kd,e ∈ F .

2. Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y L un código de red F -Lineal sobre Gs. El ma-

troide inducido por L, (E, IL), se define como :

(i) El soporte del matroide es el conjunto de las aristas del digrafo Gs.

(ii) Los independientes del matroide son subconjuntos de aristas cuyos vectores

asociados son linealmente independientes

3. Sea Gs = (V,E, s) un digrafo. Un conjunto de aristas α de G es independiente,

si cada arista de α pertenece a algún camino iniciando en s, y además dichos caminos

son independientes. El conjunto de caminos independientes es el flujo asociado a α. Si

ei representa una arista, entonces π1(ei) = ti.

4. Sea Gs = (V,E, s) un digrafo. Un conjunto de aristas α es regular, si {fe : e ∈ α}
es un conjunto de vectores independientes.

5. Sean, {a, b, e1, ..., ei} cualquier conjunto de aristas, donde 0 ≤ i. Śı π2(a) = π1(b) y

α = {a, e1, ..., ei} y β = {b, e1, ..., ei} son conjuntos independientes, entonces el conjun-

to α es el soporte del conjunto β. En adelante, α → β, significa que α es el soporte

de β .

6.Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y T ⊆ V , tal que s /∈ T . Un corte entre el no-

do s y T , es un conjunto U ⊆ V , tal que s ∈ U y t /∈ U , para todo t ∈ T .

7. El conjunto EU = {e ∈ E : e ∈ ΓO(i) ∩ ΓI(j) para i ∈ U y j /∈ U}, es el con-

junto de aristas que cruzan el corte.

8. Dados T ⊆ V y Ẽ ⊆ E, se definen los conjuntos VT =
〈
{fe : e ∈ ΓI(t), t ∈ T}

〉
y

VẼ =
〈
{fe : e ∈ Ẽ}

〉
.

Ejemplo 4.2.2 Sea, fe1 = fe2 = fe3 = fe4 = fe5 = (1, 0), un código lineal definido

sobre el digrafo de la figura 5. El conjunto {e3, e4} es independiente y no es regular. Los

códigos genéricos serán definidos como códigos lineales, donde los conjuntos de aristas

independientes sean regulares.
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En adelante, se asume que ΓI(s) es una base de F ω. Los vectores de la base de F ω

serán canales imaginarios que llegan al único nodo fuente s.

Lema 4.2.3 [5] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y {e1, ..., em}, 1 ≤ m ≤ ω, un

conjunto de aristas cuyos vectores asociados son linealmente independientes. Entonces,

{e1, ..., em} es un conjunto independiente.

Demostración. Sea {e1, ..., em} un conjunto de aristas cuyos vectores de arista fe1 , ..., fem
son linealmente independientes. Para cada arista ei, 1 ≤ i ≤ m, se adiciona una nueva

arista e
′
i, tal que π2(ei) = π1(e

′
i), π2(e

′
i) = t y fei = fe′i

. Sean, U cualquier corte entre s

y t e EU = {e ∈ E : e ∈ ΓO(i)∩ΓI(j)} el conjunto de aristas que cruzan el corte, donde

i ∈ U y j /∈ U . Por la definición de código de red lineal y de EU se tiene que
〈
fe′i

:

1 ≤ i ≤ m
〉
⊆
〈
fe : e ∈ EU

〉
. Por lo tanto, dim(

〈
fe′i

: 1 ≤ i ≤ m
〉
) ≤ dim(

〈
fe : e ∈

EU
〉
) ≤ |EU |, en particular dim(

〈
fe′i

: 1 ≤ i ≤ m
〉
) ≤ minU |EU | = Mincut(s, t) (1).

Sea EU∗ = {e′i : 1 ≤ i ≤ m} las aristas a travez de un corte U∗. Por la hipótesis y el

numeral (1), m = dim(
〈
fe′i

: 1 ≤ i ≤ m
〉
) ≤ Mincut(s, t) ≤ |EU∗| = m. Por lo tanto,

Maxflow(s, t) = Mincut(s, t), entonces {e1, ..., em} es un conjunto independiente

Una interesante situación es construir códigos de red lineales donde los conjuntos

independientes de aristas tengan asociados vectores lienealmente independientes. El

siguiente lema responde a la anterior situación.

Lema 4.2.4 [5] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y K un cuerpo, donde |K| = q.

Para cualquier colección de conjuntos independientes I, existe un código de red lineal

F, definido sobre K, tal que cualquier conjunto independiente I ∈ I es regular, dado

que |I| ≤ q.

Demostración. Dado cualquier elemento I ∈ I, es posible establecer un conjun-
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to de caminos independientes por aristas, PI , que inician en los canales imaginarios

y terminan en los elementos de I. Nótese en primer lugar que para cada PI , sus

conjuntos de aristas iniciales son subconjuntos de ΓO(s), por lo tanto resultan ser

regulares. Supongase que se van adicionando aristas de manera que cada PI resulta

ser regular hasta en cierto momento. Sea e la siguiente arista en ser procesada. La

arista e induce los conjuntos independientes βi, 1 ≤ i ≤ n. Supongase que αi → βi,

1 ≤ i ≤ n, donde los conjuntos independientes αi son los obtenidos en el paso an-

terior. Se nota por ei = αi \ βi y π1(e) = t. Sea Vt = {fe : π2(e) = t}, nótese que

dim(Vt ∩
〈
fe : e ∈ (αi \ ei)

〉
) ≤ dim(Vt) − 1 ya que αi es un conjunto regular por

hipótesis inductiva. Por lo tanto, |Vt \ ∪i
〈
fe : e ∈ (αi \ ei)

〉
)| > 0, ya que q > |I| ≥ n.

Escojiendo cualquier vector del conjunto Vt \
〈
fe : e ∈ (αi \ ei)

〉
) para e se sigue man-

teniendo la regularidad.

El siguiente teorema introduce el concepto de códigos de red genéricos. Los primeros

enunciados del teorema establecen relaciones algebráicas y los últimos relacionan los

conceptos de independencia y regularidad de conjuntos de aristas.

Teorema 4.2.5 [5] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y L un código de red F -Lineal

sobre Gs. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cualquier conjunto de vectores de arista {fe1 , ..., fem}, si
〈
ΓI(ti)

〉
no está con-

tenido en el conjunto
〈
fek : k 6= i

〉
, para 1 ≤ i ≤ m, entonces {fe1 , ..., fem} son

linealmente independientes.

(ii) Para cualquier conjunto de vectores de arista {fe1 , ..., fem}, si
〈
ΓI(tm)

〉
no está con-

tenido en el conjunto
〈
fek : k 6= m

〉
y no existe un camino desde tm a ti, para

1 ≤ i ≤ m− 1, entonces fem /∈
〈
fe1 , ..., fem−1

〉
.

(iii) Para cualquier conjunto de vectores de arista {fe1 , ..., fem}, si fe1 , ..., fem−1 son

linealmente independientes,
〈
ΓI(tm)

〉
no está contenido en el conjunto

〈
fe1 , ..., fem−1

〉
y no existe un camino desde tm a ti, para 1 ≤ i ≤ m−1, entonces fem /∈

〈
fe1 , ..., fem−1

〉
.

(iv) Cualquier conjunto independiente de aristas β, de a lo más ω aristas, es regu-

lar.

(v) Cualquier conjunto independiente de aristas α, con ω aristas, es regular.
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Demostración.(v) ⇒ (iv): Cualquier conjunto independiente de aristas β, de a lo

más ω aristas, se puede extender a un conjunto α con ω aristas, ya que w ≤| Γ0(s) |.
El resultado se tiene por la hipótesis.

(iv) ⇒ (iii): Sean, e1, ..., em un conjunto de aristas tales que fe1 , ..., fem−1 son lin-

ealmente independientes. Por hipótesis,
〈
ΓI(tm)

〉
no está contenido en

〈
fe1 , ..., fem−1

〉
,

entonces existe e
′
m ∈

〈
ΓI(tm)

〉
, tal que fe1 , ..., fe′m son linealmente independientes. Por

el lema 4.2.3, existen P1, ..., P
′
m caminos independientes, iniciando en s y terminan-

do en las aristas e1, ..., e
′
m. Por la hipótesis, no existe un camino desde tm a ti, para

1 ≤ i ≤ m−1, entonces existe un camino Pm = P
′
m

⋃
em , tal que P1, ..., Pm son caminos

independientes. Aśı, e1, ..., em un conjunto independiente y por (iv), fe1 , ..., fem son lin-

ealmente independientes.

(iii)⇒ (ii): Sean, ξ = {e1, ..., em−1} un conjunto de aristas y em /∈ ξ tal que
〈
ΓI(tm)

〉
no está contenido en el conjunto

〈
fek : k 6= m

〉
. El conjunto {fe1 , ..., fem−1} puede

ser un conjunto de vectores linealmente dependientes. Por lo tanto, existe ξ
′ ⊆ ξ, tal

que {fe|e ∈ ξ
′} es un conjunto de vectores linealmente independientes y

〈
fe|e ∈ ξ

〉
=〈

fe|e ∈ ξ
′〉

. Por hipótesis, se satisface (iii), entonces fem /∈< fe|e ∈ ξ
′
>=< fe|e ∈ ξ >.

(ii) ⇒ (i) : Sea, e1, ..., em un conjunto de aristas, se razona por inducción sobre la

longitud del número de aristas.

Si m = 2 y (ii) no implica (i), entonces debe existir un camino desde t1 hasta t2,

ya que de lo contrario, por (ii), f1 y f2 seŕıan vectores linealmente independientes y

esto contradice la negación de (i). Similarmente, debe existir un camino desde t2 hasta

t1. Entonces, el digrafo G debeŕıa ser ćıclico, lo cual es contradictorio. Aśı, en el caso

m = 2, (ii)⇒ (i). Supongase que (ii)⇒ (i), para m ≤ k. Para m = k + 1, (ii) no im-

plica (i), sin perdida de generalidad fe1 ∈
〈
fek : k 6= 1

〉
por la negación de i. Entonces,

debe existir un camino desde t1 hasta ti1 , donde 1 ≤ i1 ≤ k + 1. Similarmente, debe

existir un camino desde ti2 hasta ti3 y aśı sucesivamente, se produce un ciclo lo cual es

contradictorio. Por lo tanto, para m = k + 1, (ii) implica (i).

(i) ⇒ (v) Sea, α = {e1, ..., eω} un conjunto independiente. Por lo tanto, existen ω

caminos independientes P1, ..., Pω, iniciando en s y terminando en los elementos de α,

donde la última arista del camino Pi es ei, 1 ≤ i ≤ ω. Se nota por li la longitud del

camino Pi y sea L =
∑ω

i=1 li. Śı L = ω, entonces α es un conjunto regular de aristas,
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ya que
〈
Γ1(ti)

〉
=
〈
Γ1(s)

〉
no está contenido en el conjunto

〈
fek : k 6= i

〉
,1 ≤ i ≤ ω.

Supongase que K(α), es un conjunto de vectores independientes, para todo α, donde

ω ≤ L ≤ k. Sean, A = {i : li > 1} y αi = {e1, ..., e
′
i, ..., em} para i ∈ A, donde e

′
i ∈ Pi

y π1(e
′
i) = π2(ei). Entonces, para αi, K(αi) es un conjunto de vectores independientes

ya que L = k.

Definición 4.2.6 Sea Gs = (V,E, s) un digrafo. Un código de red F -Lineal sobre

Gs es genérico, si se satisface alguna de las condiciones del teorema anterior.

Ejemplo 4.2.7 El código GF (3)-lineal L, definido sobre el digrafo de la figura 5,

por,

e1 e2 e3 e4 e5[
1 0 1 1 2

0 1 1 2 1

]
es un código de red genérico.

El siguiente teorema establece la relación entre el matroide red y los códigos genéricos.

Teorema 4.2.8 [3] Un código de red F -Lineal L sobre un digrafo Gs es genéri-

co, si y sólo si, el matroide inducido sobre L es el matroide red del digrafo Gs.

Demostración. ⇐) : Por la hipótesis, el matroide inducida por el código de red

F -Lineal L es la misma matroide red, lo cual significa que (E, I) = (E, IL). Sea,

X = {e1, e2, ..., em} un subconjunto de aristas, con m ≤ w, tal que para todo j, el

conjunto
〈
ΓI(π1(ej))

〉
no está contenido en

〈
{fe1 , ..., fem} − {fej}

〉
. Por lo tanto, para

ej, 1 ≤ j ≤ m, se tiene que:

dim(
〈
{fek : k 6= j}

〉
) < dim(

〈
ΓI(π1(ej))

〉⋃〈
{fek : k 6= j}

〉
)

De lo cual, se concluye que:

r(
⋃
k 6=j ek) < r(ΓI(π1(ej)))

⋃
(
⋃
k 6=j ek),

donde r es el rango del matroide red (E, I). Sean, I1 e I2, conjuntos maximales inde-

pendientes contenidos en (
⋃
k 6=j ek) y (ΓI(π1(ej)))

⋃
(
⋃
k 6=j ek) respectivamente. Como

|I1| < |I2|, existe una arista e ∈ I2 − I1 ⊆ ΓI(π1(ej)), tal que I1

⋃
e es un conjunto
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independiente. Por lo tanto, r(X − ej) = r(X) − 1(1). Razonando por contradicción,

se asume que el conjunto X es dependiente, entonces cada subconjunto Y de X, de

cardinal m − 1 es dependiente, de lo contrario por (1), r(X) = m, lo cual es contra-

dictorio. Sean, Y ⊆ X, |Y | = m − 1, y IX e IY conjuntos maximales independientes

contenidos en X y Y . Como r(Y ) = r(X)−1, |IY | < |IX |, entonces existe ei ∈ IX− IY ,

tal que IY
⋃
ei es independiente. Además, por la dependencia de Y , existe ej ∈ Y − Iy,

tal que r(Y − ej) = r(Y ). Al considerar X − ej como (Y − ej)
⋃
ei, se tiene que,

r(X − ej) = r(Y ) + 1 = r(X). Lo anterior genera una contradicción. Por lo tanto, el

conjunto de aristas X es linealmente independiente.

⇒) : i)(E, IL) ⊆ (E, I) Sea, X un conjunto independiente en el matroide inducido

(E, IL). Denotamos por C al conjunto mı́nimo de aristas que después de ser removidas

del digrafo, no existen caminos desde s hasta cualquier arista en X. Como el digrafo

es ćıclico, |X| = dim(
〈
fe : e ∈ X

〉
) ≤ dim(

〈
fe : e ∈ C

〉
) ≤ |C| = maxf(X) ≤ |X|.

Entonces, X es conjunto independiente en la matroide red (E, I).

ii)(E, I) ⊆ (E, IL): Sean, B la familia de las bases de la matroide red (E, I) y

L : B → N una función, donde L(B) es el mı́nimo número de aristas contenidas en los

w-caminos independientes desde ΓO(s) hasta las aristas de B. Por medio de la función L
, B = {B1, ..., B|B|}. Utilizando inducción sobre el cardinal de B, se tendrá que Bi ∈ IL.

En el caso k = 1, nótese que B1 = ΓO(s). Como
〈
fe : e ∈ ΓI(s)

〉
= Fw, entonces, B1

satisface la condición i) del teorema 4.2.5, de donde B1 ∈ IL. Sea, Bk+1 = {e1, .., ew}
un elemento de B que no satisface la condición i) del teorema 4.2.5. Entonces, debe

existir una arista ej ∈ Bk+1, donde:〈
fe : e ∈ ΓI(π1(ej))

〉
⊆
〈
fe : e ∈ Bk+1 − ej

〉
(1).

Ya que Bk+1 es una base de la matroide red, existe por lo menos una arista e
′

en

ΓI(π1(ej)), de tal manera que (Bk+1 − ej)
⋃
e
′

es una base de la matroide red.

Ya que L((Bk+1−ej)
⋃
e
′
) = L(Bk+1)−1, por la hipótesis de inducción, (Bk+1−ej)

⋃
e
′

satisface la condición i) del teorema 4.2.5. Por lo tanto, fe′ /∈
〈
fe : e ∈ Bk+1 − ej

〉
, lo

cual es contradictorio con el numeral (1). Aśı, Bk+1 ∈ IL.

El siguiente teorema ofrece una caracterización de los códigos de red genéricos, en

terminos de alguna representación del matroide red.

Teorema 4.2.9 [3] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y (E, I) el matroide red sobre

Gs. Cualquier F -representación para el matroide red induce un código de red genérico.
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Demostración. Sea, M(A) una F -representación del matroide red (E, I). Para ca-

da nodo s
′ 6= s y cualquier arista e ∈ ΓO(s

′
), por la definición de I, se tiene que

{ΓI(s
′
)
⋃
e} /∈ I(1). Por la definición del matroide M(A), para cada e ∈ E, existe

un vector columna fe ∈ A, donde por el numeral (1), fe ∈
〈
fd : d ∈ ΓI(s

′
)
〉
. Por lo

anterior, el conjunto {fe : e ∈ E} forma un código de red F -lineal sobre Gs, que es

genérico por el teorema 4.2.8.

El siguiente teorema, permite establecer una cota para la información que ingresa

a cualquier nodo en una red. Además, es el punto de partida para introducir otro tipo

de códigos lineales, que son importantes en las aplicaciones. Para profundizar en esta

dirección, se recomienda la lectura de la sección 19.3 de [8].

Teorema 4.2.10[8] Sean, L un código de red F -Lineal sobre Gs y T ⊆ V , tal

que s /∈ T . Entonces, dim(VT ) ≤ min{w,maxflow(T )}.

Demostración. Sea, U un corte entre s y T . Ya que L es un código de red F -

Lineal, entonces dim(VT ) ≤ dim(VEU ) ≤ |EU |. Al aplicar el teorema de corte mı́nimo

y flujo máximo (pg 423, [8]), al corte mı́nimo entre s y T , se tiene que dim(VEU ) ≤
maxflow(T ). Además, por la definicíıon de L, VT es combinación lineal de Vs = Fw.

Por lo tanto, dim(VT ) ≤ dim(Vs) = w.

La siguiente definición es una consecuencia del anterior teorema.

Definición 4.2.11 Sea, Gs = (V,E, s) un digrafo. Un código de red F -Lineal es

una dispersión lineal, si dim(VT ) = min{w,maxflow(T )}, para todo T ⊆ V , donde

s /∈ T .

Teorema 4.2.12[5] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo, L un código de red F -Lineal

y T ⊆ V , donde s /∈ T . El código lineal L es una dispersión lineal, si y sólo si, existe

un conjunto regular independiente ET , donde ET = min(maxflow(T ), w) y π1(e) ∈ T ,

para todo e ∈ ET .

Demostración. ⇒) : Supongase que maxflow(T ) = dim(VT ), entonces existe un

conjunto de caminos independientes, {P1, ..., P|w1|}, partiendo de s y terminando en

algunos nodos de T , donde w1 ≤ w. Sea, ET el conjunto de las últimas aristas tomadas

de cada uno de los caminos Pi, i = 1, ..., |w1|. Entonces, el conjunto ET es regular e



34 4 Códigos lineales y redes genéricas

independiente.

⇐) : Supongamos que existe ET , tal que |ET | = min(maxflow(T ), w) y π1(e) ∈ T .

Entonces, min(maxflow(T ), w) ≤ dim(VT ). Por otro lado, por el teorema 4.2.10,

dim(VT ) ≤ min{w,maxflow(T )}. Aśı, dim(VT ) = min{w,maxflow(T )}.

Ejemplo 4.2.13 La red a) de la figura 6, representa una dispersión lineal que es

un código de red genérico. La red b) de la figura 6, representa una dispersión lineal,

que no es un código de red genérico. El siguiente teorema establece la relación entre

códigos de red genéricos y dispersiones lineales.

Teorema 4.2.14 [5] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y L un código de red F -Lineal.

Si L es código de red genérico, entonces L es una dispersión lineal.

Demostración. Por la hipótesis, el código de red L es genérico, entonces todos los

conjuntos independientes son regulares. En particular, los correspondientes conjuntos

del teorema 4.2.12 son regulares. Por lo tanto, por la defininición 4.2.11, el código L es

una dispersión lineal.

4.3. La representación matricial del matroide red

En esta sección, se encuentra la relación entre matroides transversales y el matroide

red asociado a un digrafo. Los resultados de la sección son tomados de la referencia [3].
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Teorema 4.3.1[3] Sea S un conjunto finito y A = {Aj|j ∈ J} una familia de

subconjuntos de S. El matroide transversal M = (S, IA) ,asociado a la familia A, es

isomorfo a algún matroide red.

Demostración. Sea, ∆[A] = (V,E) el grafo bipartito asociado a A, donde V = S
⋃
J

y E = {xj : x ∈ S, j ∈ J, y x ∈ Aj}. Se define un digrafo (s′, t′, V ′, E ′) sobre ∆[A] ,

donde s′ es un único nodo fuente , t′ es un único nodo receptor, V ′ = S ∪ J ∪ s′ ∪ t′
y E ′ = {(s′, u) : u ∈ J} ∪ E ∪ {(v, t′) : v ∈ S}. Si el matroide red asociado al digrafo

(s′, t′, V ′, E ′) se restringe al conjunto de aristas {(x, t′) : x ∈ S}, se tiene que el ma-

troide tranversal M = (S, IA) es isomorfo a dicha restricción.

La figura 7, ilustra la construcción utilizada en la demostración del teorema 4.3.1.

Definición 4.3.2 1. Sea, Gs = (V,E, s) un digrafo. El grafo bipartito asociado a

Gs, es una tripla (E, TG, E
′
), donde:

(i) TG = {êω+1, ..., ê|E|} = E − ΓO(s).

(ii) E
′
= {ei, êi}

⋃
{{ei, êj} : π2(ei) = π1(ej)}.

2. Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y (E, TG, E
′
) su grafo bipartito asociado. El ma-

troide transversal inducido por (E, TG, E
′
), se define como:

(i) El soporte es E.

(ii) Para cada êi ∈ TG, i = ω + 1, ..., |E|, se define Ai ⊆ E, tal que e ∈ Ai,
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si y sólo si, {e, êi} ∈ E
′
. Los independientes se definen como los transversales

parciales asociados a la sucesión {Ai|êi ∈ TG}.

Ejemplo 4.3.3 La figura 8, representa un digrafo y su correspondiente grafo biparti-

to. El matroide transversal asociado, tiene como soporte al conjunto S = {e1, e2, e3, e4, e5}
y como familia asociada , Aê3 = {e1, e3, e5}, Aê4 = {e4} y Aê5 = {e2, e5}.

Lema 4.3.4 [3] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y (E, I) el matroide red sobre Gs.

Un subconjunto B ⊆ E es una base para el matroide red (E, I) , si y sólo si, en el

grafo bipartito (E, TG, E
′
), existe una correspondencia entre E −B y TG.

Demostración. ⇒) : Sea, B una base del matroide red (E, I). Por lo tanto, existe

un conjunto de caminos independientes por aristas {P1, ..., Pω}, donde cada camino Pi,

inicia con aristas en ΓO(s) y termina con aristas en B. El siguiente conjunto,

M = {
ω⋃
i=1

{{ei, êj} ∈ E
′
: (ei, ej) ⊆ Pi}}

⋃
{{ek, êk} ∈ E

′|ek /∈ Pi, ∀i ∈ {1, ..., ω}},

es una correspondencia de E − B con TG, ya que, cualquier arista en el digrafo Gs,

está en algún camino Pi, i = 1, ..., ω, ó en ninguno de ellos.

⇐) : Sea, B ⊆ E, tal que el en grafo bipartito (E, TG, E
′
), existe una correspondencia

M entre E − B y TG. El siguiente algoritmo define los ω-caminos independientes por

aristas desde ΓO(s) = {e1, ..., eω} hasta las aristas en B.
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Algoritmo

for 1 ≤ i ≤ ω

{ ci = ei;

Pi = (ei)}
for i = 1 hasta ω

{
While ci /∈ B
{Pi es un camino desde ei hasta ci;

Encuentre el nodo d̂i en TG, tal que {ci, d̂i} ∈M ;

ci = di;

Unir camino ci al camino Pi}}

Teorema 4.3.5 [3] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y (E, TG, E
′
) su grafo biparti-

to. Además, sea C la colección de las bases de la matroide transversal inducida por

(E, TG, E
′
). Entonces, I = {X|X ⊆ E − C,C ∈ C} forma el conjunto de los indepen-

dientes del matroide red (E, I) .

Demostración. El conjunto E − ΓO(s) es una base del matroide transversal inducido

por (E, TG, E
′
), entonces |C| = |E − ΓO(s)|, para todo C ∈ C. Lo anterior significa

que, existe una correspondencia entre los elementos de C y el conjunto TG. Por el lema

4.3.4, cada conjunto de la forma E−C, C ∈ C, es una base para la matroide red (E, I).

Por lo tanto, cualquier conjunto independiente X del matroide red esta contenido en

un conjunto de la forma X ⊆ E − C, para algún C ∈ C .

El teorema 4.3.5 establece un método para construir el matroide red. En efecto, en

primer lugar se construye el matroide transversal asociado al digrafo y luego se toma

su dual.

Ejemplo 4.3.6 La figura 9, representa un digrafo y su dual. El matroide transver-

sal asociado es: El soporte es S = {e1, e2, e3, e4, e5}, el conjunto de independientes es

I = {{e1, e2}, {e1, e4}, {e1, e5}, {e3, e2}, {e3, e4}, {e3, e5}, {e3, e1}, {e5, e2}, {e4, e5},
{e1, e2, e5}, {e1, e4, e5}, {e1, e2, e3}, {e3, e4, e5}, {e1, e3, e5}, {e1, e4, e3}, {e3, e2, e5}}

Por teorema 4.3.5, el matroide red es: El soporte es S = {e1, e2, e3, e4, e5} y una base

para el matroide red es {{e3, e4}, {e1, e2}, {e2, e3}, {e2, e4}, {e4, e5}, {e2, e5}, {e4, e1}}
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Teorema 4.3.7[3] Sean, Gs = (V,E, s) un digrafo y (E, TG, E
′
) su grafo bipartito.

Sean, ΓO(s) = {e1, ..., eω} y E = {e1, e2, ..., e|E|}. Considerese una F -representación

para la matroide transversal, inducida a partir del grafo bipartito (E, TG, E
′
), en la

forma:

e1 . . . eω eω+1 . . . e|E|

(1)

[
D

∣∣∣∣∣ I|E|−ω

]

donde D es una matriz de tamaño (|E| − ω)× ω. Entonces, la matriz,

e1 . . . eω eω+1 . . . e|E|

(2)

[
Iω

∣∣∣∣∣ −DT

]

es una F -representación del matroide red.

Demostración. El conjunto de aristas {eω+1 . . . e|E|}, forman una base del matroide
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transversal inducida a partir del grafo bipartito (E, TG, E
′
). El matroide , inducido

por el grafo bipartito, tiene una representación de la forma (1). Utilizando el teorema

4.3.5, el matroide red es el dual del matroide transversal inducido por grafo bipartito

(E, TG, E
′
). Por lo tanto, la representación (2) es una consecuencia del teorema 2.2.8

de la referencia [1].



5 Conclusiones

1. Este trabajo estudia las relaciones existentes, entre los diferentes tipos de matroides,

que pueden definirse sobre una red de información y la Teoŕıa de codificación de redes.

2. Un código de red lineal escalar es una solución para una red, si y sólo si, la red es

matroidal con matroide representable sobre un cuerpo finito [4]. Este resultado muestra

el aporte de los matroides vectoriales a la caracterización de las redes lineales escalares

solubles.

3. La noción de gamoide estricto es esencial para comprobar que el matroide red es

efectivamente un matroide [3].

4. Los teoremas 4.3.1 y 4.3.5 establecen las relaciones entre el matroide red y los

matroides transversales. En particular, se encontró una representación matricial del

matroide red (Teorema 4.3.7).

5. En el teorema 4.2.8, se establece la relación entre los códigos de red genéricos y

el matroide red. En efecto, el matroide vectorial asociada a los códigos de red genéricos

coincide con el matroide red.

Las siguientes preguntas podŕıan generar nuevas investigaciones.

6. Dado un digrafo aćıclico es posible construir un álgebra asociada a el [2,pg 41-

51]. Si se definen códigos de red lineal escalares, tomando los vectores de arista en el

álgebra correspondiente, cuáles problemas de red pueden resolverse con estos códigos?.

7. En [9], se introduce la noción de matroide n-lineal representable. Es posible de-

cidir, si el matroide red es n-lineal representable?

8. El matroide red, se puede definir sobre cualquier digrafo sin restricciones inpuestas



41

sobre él. Si se estudian digrafos ćıclicos, que relación existe entre el matroide inducido

por los códigos de red asociados al digrafo y el matroide red?.
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