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Prefacio

Estas notas sobre it Introducción al Cálculo Avanzado son el resul-
tado en cierta forma de cursos que sobre el tema hemos dictado durante
varios años en el Posgrado de Matemáticas de la Universidad Nacional
de Colombia. También hemos usado parte de estas notas en el curso de
Análisis III de la carrera de Matemáticas.

El objetivo es proveer los conocimientos básicos para cursos de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales,
Topoloǵıa Diferencial, Variedades Diferenciales, Mecánica y otros que
se ofrecen tanto en la carrera como en el Posgrado de Matemáticas, tra-
tando que el estudiante se familiarice con el lenguaje moderno, sin que
pierda el sabor e intución que da la matemática clásica.

Desarrollamos la teoŕıa usando el lenguaje de los espacios vectoriales,
teniendo como cuerpo de escalares, los números reales R, y en espacios
vectoriales normados. La mayoŕıa de los resultados se extienden a espa-
cios vectoriales normados con cuerpo de escalares C.

El curso es desarrollado, teniendo en cuenta que el estudiante ha
recibido un curso preliminar de Algebra Lineal, se supone conocidas
las nociones de Espacio Vectorial, nociones de base, de dimensión de
un espacio vectorial, independencia lineal de vectores, aplicación Lineal
entre espacios vectoriales, etc, a sin embargo recordamos a lo largo del
curso muchos de estos conceptos.

En el caṕıtulo 1 procuramos dar los resultados que usaremos en los

ix
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x CAṔITULO 0. PREFACIO

caṕıtulos siguientes, con el ánimo de colocar el lenguaje a usar en el
resto de estas notas; quien haya estudiado Espacios Métricos, Topoloǵıa
General y Análisis Funcional, puede evitar el breve repaso que hacemos
en este caṕıtulo. Por motivos didácticos recomendamos tener en cuenta
el teorema 1.33, el cual establece equivalencias para que una aplicación
lineal entre espacios normados sea continua; el teorema 1.75, que esta-
blece equivalencias para que una aplicación multilineal entre espacios
normados sea continua; y la teorema 1.72 la cual establece que en un
espacio normado de dimensión finita todas las normas son equivalentes.
Se recomiendan los teoremas sobre continuidad de aplicaciones lineales
y multilineales continuas en espacios normados. Usaremos en los caṕıtu-
los siguientes los ejemplos citados en el caṕıtulo I, recomendamos sean
tenidos en cuenta.

No pretendemos nada sobre pedagoǵıa en estas notas, me da miedo
pensar en enseñar a enseñar, solo hemos querido presentar un enfoque
diferente de la noción de derivada como una aplicación lineal. En primera
lectura he destacado a lo largo, que partes puede omitirse.

A lo largo del texto se dan ejemplos trabajados en detalle, con el áni-
mo de mostrar algunos métodos. Al final del libro citamos la bibliograf́ıa
usada y algunos art́ıculos de referencia.

La idea de culminar las notas del curso se debe al ánimo de muchos
de mis estudiantes, hoy colegas, quienes me alentaron a hacerlo. Agra-
dezco los comentarios sobre redacción y contenido hechos por algunos
profesores del Departamento, entre ellos, los profesores Simón la profeso-
ra Lucimar Nova, Simón Frias (q.e.p.d.), al profesor Rodrigo de Castro,
a quién debo muchas cosas sobre presentación y redacción, ellos se toma-
ron la penosa labor de leer una versión preliminar a esta,señalándome
errores.

Agradecimientos muy especiales al profesor Rodrigo De Castro, quien
hace años me sugirió escribir notas de ayuda para los cursos de Análisis
III y de Cálculo Avanzado que se impart́ıan en la carrera y Postgrado
de Matemáticas; estas notas son fruto de esa sugerencia. Además a él
se debe mucho de la presentación final y el levantamiento del texto de
estas notas en TEX. A la señorita Patricia Chávez, TEX-perta, quien me
colaboró también en presentación final de esta versión, a aquellos que se
me escapen. A ti, por estar aqúı.
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Finalmente, agradezco a la Directora del Departamento profesora
Myriam Campos F. y al profesor Gustavo Rubiano, cordinador de Pu-
blicaciones del Departamento de la Facultad por su empeño en que estas
notas se pudieran publicar.

José Francisco Caicedo C.
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CAṔITULO 1

Espacios vectoriales normados

En este caṕıtulo, introducimos algunos conceptos de espacios vec-
toriales normados, con cuerpo de escalares, los números reales R, o el
cuerpo de los números complejos C. Por razones de tipo didáctico, nos
restringiremos a R, la mayoŕıa de los resultados son válidos cuando el
cuerpo de escalares es C. Supondremos conocidos del lector resultados
de Álgebra Lineal como los de Espacio Vectorial, Dependencia Lineal de
vectores, Base, Dimensión, Subespacio, Aplicación lineal, etc. En cuanto
sea posible daremos ejemplos en dimensión finita. Sin embargo, la teoŕıa
será hecha en dimensiones arbitrarias, destacando el caso finito.

1.1 Espacios normados

1.1 Definición. Una norma en un espacio vectorial E sobre R (o C) es
una aplicación N , definida en E a valor real

N : E → R

tal que:

1
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2 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

(N1) N (x) ≥ 0 para todo x ∈ E y N (x) = 0 si y sólo si x = 0.
(N2) N (λx) = |λ|N (x) para todo x ∈ E y para todo λ ∈ R.
(N3) N (x+ y) ≤ N (x) + N (y) para x, y ∈ E (Desigualdad
Triangular)

Usaremos las notaciones siguientes N (x) = ‖x‖ y leeremos “norma
de x”.

1.2 Nota. En (N2), |λ| es el valor absoluto del número real λ (o si el
cuerpo de escalares es C es el módulo del complejo λ). Al par (E, ‖ ‖) lo
llamaremos Espacio vectorial normado.

Los axiomas (N1), (N2), (N3) implican:

1.3 Proposición. En un espacio vectorial normado (E, ‖ ‖) tenemos:

a) ‖ − x‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E.

b) ‖x− z‖ = ‖z − x‖ para todo x, z ∈ E.

c) Para x, z ∈ E

∣∣∣‖x‖ − ‖z‖
∣∣∣ ≤ ‖x− z‖.

Demostración.

‖ − x‖ = ‖(−1)x‖ = | − 1|‖x‖.
‖x− z‖ = ‖(−1)(z − x)‖ = ‖z − x‖.

Para c) observamos que x = x− z + z. Luego

‖x‖ = ‖x− z + z‖ ≤ ‖x− z‖ + ‖z‖,

por lo tanto

‖x‖ − ‖z‖ ≤ ‖x− z‖. (∗)

Análogamente:

‖z‖ = ‖z − x+ x‖ ≤ ‖z − x‖ + ‖x‖.

Obtenemos

‖z‖ − ‖x‖ ≤ ‖z − x‖ = ‖x− z‖



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 3 — #15
i

i

i

i

i

i

1.1. ESPACIOS NORMADOS 3

es decir

−‖x− z‖ ≤ ‖x‖ − ‖z‖ (∗∗)

De (∗) y (∗∗) deducimos

−‖x− z‖ ≤ ‖x‖ − ‖z‖ ≤ ‖x− z‖.

Esto equivale a

∣∣∣‖x‖ − ‖z‖
∣∣∣ ≤ ‖x− z‖. �

La desigualdad anterior será útil posteriormente, para demostrar que
la norma es una aplicación continua, aún más uniformemente continua.

Si (N1) es reemplazada por ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E y x = 0 implica
‖x‖ = 0, en este caso la aplicación N = ‖ ‖ es llamada una seminorma.
Note la diferencia.

1.4 Ejemplo.

a) E = R considerado como espacio vectorial sobre śı mismo y | | el
valor absoluto, como norma. (R, | |) es espacio vectorial normado.

b) E = RN = {x = (x1, x2, . . . , xN ) | xj ∈ R}, las tres siguientes
funciones son normas en E:

‖x‖1 =

√√√√
N∑

j=1

x2
j ,

‖x‖2 =

N∑

j=1

|xj |,

‖x‖3 = sup{|xj | : j = 1, 2, . . . , N}.

Es fácil demostrar que ‖ ‖2, ‖ ‖3 son normas, la desigualdad trian-
gular para la Norma ‖ ‖1 será deducida posteriormente como con-
secuencia de resultados en Espacios Vectoriales con Producto In-
terno. La Norma ‖ ‖1 es llamada {“euclideana”} o {“usual”}.
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4 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

c) E = M(m × n) el espacio vectorial de las matrices de tamaño
m×n con elementos en R, con las operaciones usuales de adición
de matrices y multiplicación de un real por una matriz. Podemos
definir en E, entre otras las siguientes normas:

Para A = (aij) en E definimos

‖A‖1 =

√√√√√
(m,n)∑

(i,j)=(1,1)

a2
ij,

‖A‖2 =

(m,n)∑

(i,j)=(1,1)

|aij |,

‖A‖3 = sup{|aij | : i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}.

Dejamos como ejercicio verificar que son en efecto tres normas en
E.

1.2 Espacios con producto interno

1.5 Definición.

a) Un Producto Interno en un espacio vectorial real E, es una función
P : E × E → R, tal que P es bilineal simétrica positivamente
definida, es decir:

(P1) P(x + y, z) = P(x, z) + P(y, z) para todo x, y, z ∈ E.

(P2) P(λx, y) = λP(x, y) para todo λ ∈ R, para todo x, y ∈ E.

(P3) P(x, y) = P(y, x) para todo x, y ∈ E. (Simetŕıa)

(P4) P(x, x) ≥ 0 para todo x ∈ E y P(x, x) = 0 si y sólo si x = 0.
(Positividad)

b) Un Producto Interno o Producto Hermitiano sobre un espacio com-
plejo es una aplicación P : E × E → C tal que:

(C1) P(x+ y, z) = P(x, z) + P(y, z) para todo x, y, z ∈ E.

(C2) P(λx, y) = λP(x, y) para todo λ ∈ C, para todo x, y ∈ E.
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1.2. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 5

(C3) P(x, y) = P(y, x) para todo x, y ∈ E (donde P(y, x) es el
{“conjugado del complejo P(y, x)”}.
(C4) P(x, x) ≥ 0 para todo x ∈ E y P(x, x) = 0 si y sólo si x = 0.

De (C3) deducimos que P(x, x) es real. Si E es un espacio con pro-
ducto interno P al par (E,P) se le llama espacio con producto interno.

1.6 Ejemplo.

a) Sea E = RN , consideramos el producto interno usual

〈 , 〉 : RN × RN → R

(x, y) 7→ 〈x, y〉 =

N∑

j=1

xjyj,

donde x = (x1, x2, . . . , xN ), y = (y1, y2, . . . , yN ).

b) En E = CN el producto interno usual es

〈z,w〉 =
N∑

j=1

zjwj

donde z = (z1, z2, . . . , zN ), w = (w1, w2, . . . , wN ) en E. Se consi-
dera E con la norma inducida por este producto interno, luego

‖z‖ =

√√√√
N∑

k=1

|zk|2

donde |zk| es la norma o valor absoluto del complejo zk.

c) Consideramos E el conjunto de funciones continuas, definidas en
[0, 1] a valor real.

E = {f : [0, 1] → R | f es continua}.

Podemos dotar E de estructura de espacio vectorial sobre R al definir:

i) Para f, g ∈ E, f+g es la función definida por (f+g)(t) = f(t)+g(t)
para todo t ∈ [0, 1].
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6 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

ii) Para λ ∈ R, λf es la función definida por (λf)(t) = λf(t) para
t ∈ [0, 1]. Es claro que f + g y λf son funciones continuas en [0, 1]
si f, g lo son en [0, 1]. E con estas dos operaciones es un espacio
vectorial sobre R.

Al definir P : E × E → R por:

P(f, g) = 〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(t)g(t) dt,

(integral de Riemann), vemos que P es un producto interno en E. Al
usar las propiedades de la integral, para f, g, h ∈ E y λ ∈ R, obtenemos

P(f, g) = P(g, f).

P(f + g, h) = P(f, h) + P(g, h).

P(λf, g) = λP(f, g).

Que P es positiva es obtenida aśı:

P(f, f) =

∫ 1

0
f(t)f(t) dt =

∫ 1

0
f2(t) dt ≥ 0

por propiedades de la integral.

1. Si P(f, f) =
∫ 1
0 f

2(t) dt = 0, concluimos que f(t) = 0 para todo
t ∈ [0, 1]. En efecto, si f no es idénticamente cero, existe s en
[0, 1] tal que f(s) 6= 0. Luego f2(s) > 0, y como f2 es continua,
existe vecindad de s, es decir, existe r > 0 tal que para todo
t ∈ (s− r, s + r) ∩ [0, 1], f2(t) > 0. Por consiguiente,

I =

∫ 1

0
f2(t) dt =

∫ s−r

0
f2(t) dt +

∫ s+r

s−r

f2(t) dt +

∫ 1

s+r

f2(t) dt.

Ya que
∫ s+r

s−r

f2(t) dt > 0,

∫ 1

s+r

f2(t) dt ≥ 0 y

∫ s−r

0
f2(t) dt ≥ 0,

vemos que I > 0. Como es claro que si f ≡ 0,
∫ 1
0 0 dt = 0,

obtenemos
∫ 1

0
f2(t) dt = 0 si y sólo si f ≡ 0.
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1.2. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 7

En un espacio vectorial con producto interno E, con escalares en R

es válida la desigualdad de Cauchy-Schwarz; antes un lema:

1.7 Lema. Sean a > 0, b, c números reales, f(t) = at2 +2bt+c, t ∈ R,
tenemos

f(t) ≥ 0 para todo t ∈ R si y sólo si b2 ≤ ac.

Demostración. Como a > 0, si f(t) ≥ 0 para todo t ∈ R, entonces:

0 ≤ at2 + 2bt+ c = a

(
t2 +

2b

a
t+

b2

a2

)
+ c− b2

a
= a

(
t+

b

a

)2

+
ac− b2

a
,

luego si t = − b
a

obtenemos que ac−b2

a
≥ 0, es decir, b2 ≤ ac.

Rećıprocamente,

si b2 ≤ ac, entonces f(t) = a

(
t+

b

a

)2

+
ac− b2

a
≥ 0 para todo t ∈ R.

Por ser a > 0, se tiene a

(
t+

b

a

)2

≥ 0. �

1.8 Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (E, 〈 , 〉) espacio
vectorial sobre R con producto interno, entonces para todo par x, y de
vectores de E tenemos

∣∣〈x, y〉
∣∣ ≤

√
〈x, x〉

√
〈y, y〉.

(La igualdad se da si y sólo si x, y son linealmente dependientes)

Demostración.

i) Si x = 0 (de E) es claro de la definición de 〈 , 〉 que 〈0, y〉 = 0 y
además 〈0, 0〉 = 0. Aśı , la desigualdad es evidente.

ii) Sea x 6= 0 entonces para todo t, y todo x, y ∈ E:

0 ≤ 〈tx+ y, tx+ y〉 = t2〈x, x〉 + 2t〈x, y〉 + 〈y, y〉,

si a = 〈x, x〉 > 0, b = 〈x, y〉, c = 〈y, y〉. Vemos que 0 ≤ at2 +2bt+c
para todo t ∈ E; el lema 1.7 anterior nos implica que b2 ≤ ac, y
esta es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. �
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8 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

1.9 Proposición. Sea (E, 〈 , 〉) espacio vectorial sobre R con producto
interno, podemos dotar a E de estructura de espacio vectorial normado,
al definir para x ∈ E

‖x‖ =
√

〈x, x〉

Demostración. Sólo demostraremos que satisface (N3); para ello usare-
mos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉
= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x, y〉
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖ + ‖y‖)2.

(Hemos usado el teorema 1.8), por lo tanto ‖x+y‖2 ≤ (‖x‖+‖y‖)2. �

La norma anteriormente definida se llama norma inducida por el
producto interno.

1.10 Nota. En un espacio con producto interno E, 〈 , 〉, se puede definir
ángulo entre dos vectores no nulos, debido a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, como

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖,
se define ángulo entre u y v como el real θ, tal que

cos(θ) =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖ .

No es único, debido a la periodicidad de cos. En el caso E = R2,
el real θ se escoge para z = (x, y) a θ ∈ (−π, π] se llama a este único
real, como valor principal, o ángulo principal, o argumento principal, se
suele escribir θ = arg(z). Su determinación en este caso, tiene algo de
dificultad: En coordenadas polares si (x, y) ∈ R2, (x, y) 6= (0, 0) existen
r > 0 y θ ∈ (−π, π), tales que x = r cos(θ), y = sen(θ), esto implica que

√
x2 + y2 = r.

Si x 6= 0, entonces x
y

= tan(θ) como la función tangente tiene periodo
π esto implica que θ está determinado salvo adición de mπ, donde m es
entero. Como tan es continua y estrictamente creciente en el intervalo
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abierto J =
(
−π

2 ,
π
2

)
, entonces existe un único v ∈ J , tal que tan(θ) =

tan(v), se deduce que θ el valor principal, del ángulo es obtenido de v,
por: si z = (x, y), x 6= 0, se tiene:

arg(z) =





v si x > 0

v + π si x < 0, y ≥ 0

v − π si x < 0, y < 0

Dejamos al lector examinar las posibilidades para los otros casos, es
decir, cuando x = 0, θ = π

2 , o −π
2 , según que sea y > 0 o y < 0.

1.11 Ejemplo.

a) El producto interno usual de RN nos muestra que ‖x‖2
1 =

∑N
j=1 x

2
j

es inducida por este producto interno.

b) Consideramos E = C([0, 1],R) = {f : [0, 1] → R | f es continua},
el espacio vectorial del ejemplo 1.6 c).

Vimos que 〈f, g〉 =
∫ 1
0 f(t) g(t) dt es un producto interno en E, luego:

‖f‖ =

√∫ 1

0
f2(t) dt

es la norma inducida por el anterior producto interno en E.

1.12 Nota. No siempre una norma proviene de un producto interno.
(La siguiente proposición provee condiciones para que lo sea, y para el
rećıproco de esta, es decir para obtener condiciones necesarias y sufi-
cientes ver proposición 1.37 de este caṕıtulo 1).

1.13 Proposición. Sea (E, 〈 , 〉) un espacio con producto interno, en
E es válida la ley del paralelogramo, es decir, dados x, y ∈ E,

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2

Demostración.

〈x+ y, x+ y〉 + 〈x− y, x− y〉 = ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

= 〈x, x〉 + 2〈x, y〉 + 〈y, y〉 + 〈x, x〉
− 2〈x, y〉 + 〈y, y〉
= 2‖x‖2 + 2‖y‖2. �
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10 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

1.14 Definición. Sea (E, 〈 , 〉) espacio vectorial con producto interno
(sobre R), x, y dos vectores de E, x se dice ortogonal a y si 〈x, y〉 = 0.
Lo notaremos x ⊥ y.

Vemos que x ⊥ y implica y ⊥ x, y el vector 0 de E es tal que 0 ⊥ x
para todo x en E.

1.15 Teorema (Teorema de Pitágoras). Sea (E, 〈 , 〉) espacio vectorial
con producto interno sobre R, x, y en E, x ⊥ y, si y sólo si ‖x + y‖2 =
‖x‖2 + ‖y‖2.

Demostración. Ejercicio para el lector. �

A continuación recordaremos algunos conceptos sobre espacios métri-
cos.

1.3 Espacios métricos

1.16 Definición. Sea M un conjunto no vaćıo, una métrica o distancia
en M es una aplicación d : M ×M → R, tal que:

d1) Para x, y ∈M,d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

d2) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈M .

d3) Para x, y, z ∈ E, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (Desigualdad triangu-
lar)

La función d se llama también distancia, d(x, z) es la distancia entre
los puntos x y z. Al par (M,d) donde M es un conjunto no vaćıo y d
una métrica en M , se le llama espacio métrico.

Para efectos de homogeneidad en el lenguaje, recordamos:

1.17 Definición. Sea (M,d) un espacio métrico, x0 ∈ M , r > 0 real,
definimos:
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1.3. ESPACIOS MÉTRICOS 11

a) Bola abierta de centro en x0 y de radio r al conjunto

Br(x0) = B(x0, r) = {x ∈M | d(x, x0) < r}

b) Esfera de centro en x0 y radio r al conjunto

S[x0, r] = Sr[x0] = {x ∈M | d(x, x0) = r}.

c) Dado S ⊂M,x0 ∈M,x0 se dice punto interior de S si existe r > 0
tal que B(x0, r) ⊂ S.

d) Dados x0 ∈ M , se dice que V ⊂ M es vecindad de x0 si existe
r > 0 tal que B(x0, r) ⊂ V , es decir, si x0 es un punto interior de
V .

e) En el espacio métrico (M,d), A ⊂ M,A se dice abierto en M si
para todo x en A, A es vecindad de x, es decir, si para todo x en
A, x es un punto interior de A. Esto equivale a decir que para todo
x ∈ A existe B(x, r) tal que B(x, r) ⊂ A (r depende de x, r > 0).

f) Bola cerrada de centro en x0 y de radio r al conjunto

Br[x0] = B[x0, r] = {x ∈M | d(x, x0) ≤ r}

g) Dado x0 ∈M y S ⊂M se dice que x0 es punto de acumulación de
S si para toda vecindad V de x0, se tiene que

(
V − {x0

)
∩ S 6= ∅.

Note las diferencias en los paréntesis en las definiciones de bola abier-
ta y bola cerrada.

Si llamamos τd = {A ⊂M | A es abierto en M}, los elementos de τd
satisfacen las siguientes propiedades:

1. M, ∅ son abiertos en M , es decir están en τd.

2. Si (Aj)j∈J es familia de abiertos de M, (Aj ∈ τd para todo j ∈ J),
entonces

⋃
j∈J Aj está en τd.

3. Si Aj ∈ τd j = 1, 2, entonces A1
⋂
A2 ∈ τd.
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12 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

1.4 Espacios topológicos

Recordamos que dado un conjunto no vaćıo Y , una topoloǵıa en Y
es una familia τ de subconjuntos de Y, τ ⊂ P(Y ) = {A | A ⊂ Y } tal que
satisface:

1. Y,∅ están en τ .

2. Dada (Aj)j∈J familia de elementos de τ , la reunión
⋃

j∈J Aj está en
τ .

3. Si A1, A2 están en τ entonces A1 ∩A2 ∈ τ .

Los elementos de τ se llaman conjuntos abiertos en Y , o simple-
mente abiertos en Y

Al par (Y, τ), donde τ es topoloǵıa en Y , se llama espacio topológico,
o simplemente se dice que Y es un espacio topológico. Por último, si
a ∈ Y , V ⊂ Y se dice vecindad de a si existe A abierto en Y , tal
que a ∈ A ⊂ V . Vemos que los abiertos de M , cuando (M,d) es un
espacio métrico, forman una topoloǵıa en M (dejaremos a cargo del
lector verificar las propiedades 1, 2, 3 anteriormente citadas).

Por lo tanto (M,d) puede dotarse de estructura topológica al definir
en M sus abiertos como los elementos del conjunto τd. Podemos entonces
hablar de ĺımites, continuidad, etc, entre espacios métricos; supondremos
conocidos estos conceptos. Recordamos algo más:

1.18 Definición. Sea (M,d) espacio métrico (an)n∈N sucesión de ele-
mentos de M .

a) b ∈M, b se dice ĺımite de la sucesión an si dado ε > 0 existe m ∈ N

tal que si n ≥ m implica que d(an, b) < ε.

notaremos an → b o ĺımn→∞ an = b

Se dice que la sucesión an es convergente en M si existe b ∈M tal
que b = ĺımn→∞ an.

b) (an)n∈N sucesión de elementos de M , se dice sucesión de Cauchy
si y sólo si dado ε > 0 existe k ∈ N tal que si n,m ≥ k implican
que d(an, am) < ε.
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1.4. ESPACIOS TOPOLÓGICOS 13

1.19 Proposición. Si (M,d) es espacio métrico, dados a, b en M,a 6= b,
existe r > 0 tal que B(a, r) ∩ B(b, r) = ∅. Es decir, M es espacio de
Hausdorff.

Demostración. Sea δ = d(a, b), como a 6= b, δ > 0, si r = 1
3δ, se obtiene

B(a, r) ∩ B(b, r) es vaćıa, pues si x ∈ B(a, r) ∩ B(b, r), tendŕıamos que
d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < 2r. Pero d(a, b) = δ < 2r = 2

3δ, contradic-
ción. �

1.20 Corolario. Si (an) es una sucesión de elementos de (M,d) y
b = ĺımn→∞ an, entonces b es único.

Demostración. Si b′ es tal que b′ = ĺım an, obtenemos que dado ε > 0
existen n1, n2 ∈ N tales que si n ≥ n1, entonces d(an, b) < ε, y si n ≥ n2,
entonces d(an, b

′) < ε. Aśı que si n3 = máx(n1, n2) vemos que si n ≥ n3,
entonces d(b, b′) ≤ d(an, b) + d(an, b

′) < 2ε. Luego d(b, b′) < 2ε para
todo ε > 0. Esto implica que d(b, b′) = 0, es decir que b = b′. �

1.21 Proposición. Dado (M,d) espacio métrico, si (an) es convergente
en M , entonces (an) es una sucesión de Cauchy en M .

Demostración. Ejercicio para el lector. �

∗ El rećıproco es falso, el siguiente es un contraejemplo canónico:
sea M = {x ∈ R | 0 < x < 1} con la métrica usual de valor absoluto:
d(x, y) = |x−y| para x, y en M . 1

2n
∈M para todo n entero positivo. Es

claro que
(

1
2n

)
es de Cauchy en M , pero no es convergente en M (nota-

mos que 0 /∈ M). Análogamente
(
1 − 1

2n

)
es de Cauchy, no convergente

en M .

1.22 Definición.

a) Sea (M,d), espacio métrico S ⊂ M se dice cerrado en M , si su
complemento es abierto, notaremos ∁(S) =complemento de S.

b) Un espacio métrico se dice completo si y sólo si toda sucesión de
Cauchy de elementos de M es convergente en M .
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14 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

1.23 Proposición. Dado (M, d) espacio métrico completo, si S ⊂ M
es cerrado en M , entonces (S, d) como espacio métrico, con la métrica
d de M restringida a S es completo.

Demostración. Sugerimos al lector consultar literatura sobre espacios
métricos y topológicos como la citada en la bibliograf́ıa, o intentar hacer
estas demostraciones como ejercicio. �

1.24 Definición. Si (E, ‖ ‖) es espacio normado con norma notada ‖ ‖,
entonces la norma de E induce una métrica en E, en efecto, al definir
para

x, z ∈ E, d(x, z) = ‖x− z‖,
vemos que esta función d : E × E → R, es una métrica en E, se llama
métrica inducida por la norma ‖ ‖ de E. En lo sucesivo siempre que
consideremos un espacio normado se considerará como espacio métrico
con esta norma.

En general recordamos:

1.25 Definición.

a) Sean (X, τ1), (Y, τ2) dos espacios topológicos,
f : X → Y una aplicación, f se dice continua en X si dado B abierto
en Y, f−1(B) es abierto en X.

b) Dados (X, τ1, (Y, τ2) dos espacios topológicos,
f : X → Y . Si a ∈ X, f se dice continua en a, si para todo abierto
B de Y , tal que f(a) ∈ B, se tiene que f−1(B) es vecindad de a en
X, es decir, si existe W abierto de X, tal que f−1(B) ⊂W .

c) Dado S ⊂ X, si X es espacio topológico con topoloǵıa τ, S se dice
subespacio de X, si la topoloǵıa en S es definida por

τS = {A ∩ S | A ∈ τ} ,
τS es llamada la topoloǵıa inducida en S por la de X.

d) Recordamos que: dados X ,Y espacios topológicos, S ⊂ X,
f : S → Y, f se dice continua en S, si es continua como aplica-
ción del espacio topológico S con la topoloǵıa τS , inducida en S por
la de X, es decir, para todo B ⊂ Y abierto de Y , f−1(B) ∩ S es
abierto en S. Es decir, f es continua en a, para todo a ∈ S.
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Por último, esperamos que el lector recurra a un libro de topoloǵıa
general como los citados en la bibliograf́ıa, para recordar otros conceptos
fundamentales de topoloǵıa.

Una proposición importante es:

1.26 Proposición. Dados X,Y,Z espacios topológicos f : X → Y, g :
Y → Z aplicaciones continuas, entonces g ◦ f : X → Z es continua.

Demostración. Ejercicio para el lector. �

1.27 Definición.

a) Dados (M1, d1), (M2, d2) dos espacios métricos a ∈ M1,
f : S →M2, S ⊂M1, f se dice continua en a si

a1) a ∈ S y

a2) Dado W abierto de M2, f(a) ∈W , existe V abierto de M1a ∈
V , tal que f(V ∩ S) ⊂W .

En términos de las métricas d1, d2 de M1,M2 respectivamente,
tenemos que f es continua en a si

a′1) a ∈ S ≡ dominio de f y

a′2) Dado ε > 0, existe δ = δ(a, ε) > 0, tal que si x ∈ B1(a, δ) ∩S
y x 6= a entonces f(x) ∈ B2(f(a), ε), donde

B1(a, δ) = {x ∈M1 | d1(x, a) < δ}
B2(f(a), ε) = {y ∈M2 | d2(f(a), y) < δ}

b) Podemos ver que en espacios métricos, si M1,M2 son espacios
métricos f : M1 → M2 es continua en a ∈ M1 es equivalente
a

i) a ∈M1 = dominio de f , y

ii) Dada xn ∈ M1, si xn → a en M1 entonces f(xn) → f(a) en
M2.

c) Dados (M1, d1), (M2, d2) dos espacios métricos, f : S → M2, b ∈
M2, se dice que b es el ĺımite de f(x) cuando x se acerca hacia a
(o x tiende hacia a) y notaremos ĺımx→a f(x) = b, si dado ε > 0
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16 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

existe δ > 0 tal que si x ∈ B1(a, δ)∩S implica que f(x) ∈ B2(b, ε),
(x 6= a).

Podemos decir: si S ⊂M1, f : S →M2, a ∈M1, f se dice continua
en a si a ∈ S y existe el ĺımite ĺımx→a f(x) = f(a).

1.28 Definición.

(a) Sean (M1, d1), (M2, d2) espacios métricos, S ⊂ M1, f : S → M2,
f se dice continua en S, si f es continua en x para todo x en S.

(b) Diremos que f es uniformemente continua en S si dado ε > 0
existe δ = δ(ε) > 0 tal que para todo par x, y ∈ S, d1(x, y) < δ
implica que d2(f(x), f(y)) < ε.

En a) y b) se considera S con la métrica d1 restringida a S.

1.29 Nota. Si f es uniformemente continua en S, entonces f es con-
tinua en S. El rećıproco no es cierto. El siguiente ejemplo ilustra esta
situación: sea f : R → R, definida por f(x) = x3, f es continua pero
no es uniformemente continua. En efecto, dado x > 0 suficientemente
grande, si y = x+ 1

x
, y−x = 1

x
es suficientemente pequeño. Sin embargo,

tenemos que

f(y) − f(x) = y3 − x3 = (y − x)(x2 + xy + y2) ≥ (3x2)

x
= 3x,

tiende a infinito si x tiende a infinito.

No es dif́ıcil demostrar que la definición de continuidad dada entre
espacios topológicos implica la dada entre espacios métricos. Dejaremos
como ejercicio la verificación de este hecho.

Regresamos a aplicaciones entre espacios vectoriales normados.

1.30 Proposición. Si E es un espacio normado con norma notada
‖ ‖, entonces la aplicación norma como aplicación del espacio métrico
(E, ‖ ‖) → (R, | |), es continua.

Demostración. Consecuencia de la desigualdad obtenida en 1.3 c)

∣∣∣‖x‖ − ‖z‖
∣∣∣ ≤ ‖x− z‖. �
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1.31 Definición. Sean E,F espacios vectoriales, una aplicación
T : E → F se dice lineal si

(L1) Dados x, y ∈ E, T (x+ y) = T (x) + T (y).

(L2) Dados λ ∈ R, x ∈ E, T (λx) = λT (x).

La definición anterior (L1), (L2) es equivalente

(L) Dados x, y ∈ E, α, β ∈ R, T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

1.32 Nota. Vemos que si T es lineal de E en F, T (0) = 0 (el cero de E

va en el cero de F por medio de T ). Y además T (−x) = −T (x), es decir,
T es un homomorfismo de la estructura de grupo abeliano de E en la
estructura de grupo abeliano de F.

1.5 Aplicaciones lineales continuas

Las aplicaciones lineales continuas entre espacios vectoriales norma-
dos (topológicos) son realmente las que interesan. El siguiente teorema
establece condiciones necesarias y suficientes para la continuidad.

1.33 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados con norma
notada en ambos ‖ ‖, T : E → F aplicación lineal. Las siguientes
afirmaciones acerca de T son equivalentes:

i) T es continua en x para todo x ∈ E.

ii) T es continua en 0 ∈ E.

iii) Existe c > 0, tal que ‖Tx‖ ≤ c para todo x ∈ E tal que ‖x‖ ≤ 1.

iv) Existe c > 0 tal que ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ para todo x ∈ E.

v) T es uniformemente continua en E.

Demostración.
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18 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

i) ⇒ ii) Es evidente que si T es continua en todo el espacio E, lo
será en 0 ∈ E.

ii) ⇒ iii) Si T es continua en 0, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que
si ‖v‖ < δ entonces ‖T (v)‖ < ε. Sea x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1, v = δ

2x

es vector de E, tal que ‖v‖ < δ. Por consiguiente,
∥∥T
(

δ
2x
)∥∥ < ε,

esto nos implica que ‖T (x)‖ < 2ε/δ, (ε es fijo); por lo tanto, existe
c = 2ε

δ
> 0 tal que para todo x ∈ E, ‖x‖ = 1, ‖T (x)‖ ≤ c.

iii) ⇒ iv) Suponemos iii) válida, entonces si x ∈ E, x 6= 0. El vector
x

‖x‖ tiene norma 1 en E, luego
∥∥∥T
(

x
‖x‖

)∥∥∥ ≤ c. Es decir, existe c < 0

tal que ‖T (x)‖ ≤ c‖x‖ para todo x ∈ E.

iv) ⇒ v) Suponemos iv), dados x, y ∈ E con v = x− y, obtenemos:

‖T (x− y)‖ ≤ c‖x− y‖.

Como T es lineal T (x− y) = T (x) − T (y), luego ‖T (x) − T (y)‖ ≤
c‖x−y‖, para todo x, y ∈ E. Por lo tanto, dado ε < 0 existe δ = ε/c
tal que si ‖x− y‖ < δ entonces ‖T (x) − T (y)‖ ≤ c‖x− y‖ < ε. Es
decir que T es uniformemente continua.

v) ⇒ i) Evidente, pues toda aplicación uniformemente continua es
continua. �

Cuando tenemos el caso particular en que el espacio de Banach F

es precisamente el campo de escalares R como espacio vectorial sobre
śı mismo, con norma el valor absoluto, como una aplicación lineal de un
espacio vectorial E en R, es sobreyectiva o es la aplicación nula, tenemos:

1.34 Proposición. Sean (E, ‖ ‖) espacio normado, y (R, | |), los reales,
con su norma | | y T : E → R aplicación lineal, entonces las seis afir-
maciones siguientes acerca de T son equivalentes:

i) T es continua en x para todo x ∈ E.

ii) T es continua en 0 ∈ E.

iii) Existe c > 0, tal que ‖Tx‖ ≤ c para todo x ∈ E tal que ‖x‖ ≤ 1.

iv) Existe c > 0 tal que ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ para todo x ∈ E.
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1.5. APLICACIONES LINEALES CONTINUAS 19

v) T es uniformemente continua en E.

vi) T−1(0) = {x ∈ E, T (x) = 0} el núcleo de T es cerrado en E.

Demostración. Como las primeras cinco son equivalentes por teorema
anterior, y suponemos T no nula, basta demostrar que i) ⇔ vi).

Si T es continua, como {0} cerrado en R, entonces T−1(0) es cerrado
en E. Rećıprocamente, supongamos que T−1(0) es cerrado en E, si T
no es continua, no lo es en 0 ∈ E, entonces existen ǫ > 0 y sucesión
xn ∈ E, xn → 0 tal que ‖T (xn)‖ ≥ ǫ. Como existe v ∈ E tal que

T (v) = 1, aśı que v /∈ T−1(0), yn = v +
1

Txn
xn, entonces yn → v − 0,

T (yn) = T (v)− T (xn)

T (xn)
= 1− 1 = 0, entonces yn ∈ T−1(0), como T−1(0)

es cerrado y v = ĺımn→∞ yn, obtenemos una contradicción. Luego T es
continua en 0. �

1.35 Ejemplo. Sea E el espacio vectorial normado de todas las apli-
caciones a valor complejo, anaĺıticas, acotadas, definidas en el ćırculo
unitario, es decir, ‖z‖ < 1, dotado de la norma

‖f‖ = sup {|f(z)| : |z| < 1}.

Como f es anaĺıtica f posee expansión en serie de Taylor, f(z) =
∑∞

n=0 anz
n. Recordamos que an =

f (n)(0)

n!
, donde f (n)(zo) =

dnf(zo)

dzn
,

vemos entonces que ao = f(0), a1 = f (1)(0). Sea T la aplicación lineal de
E en śı mismo definida por T (f)(z) = ao +a1z, es fácil verificar que T es
lineal, en verdad, T es una proyección. Mostraremos que T es continua.
Recordamos la fórmula Integral de Cauchy para funciones anaĺıticas:

f (n)(zo) =
n!

2iπ

∫

C

f(z)

(z − zo)n+1
dz, n = 0, 1, 2, 3, 4, . . . ,

donde C es una curva cerrada dentro de la cual f es anaĺıtica. Obtenemos
que |ao| ≤ ‖f‖ y |a1| ≤ ‖f‖. Luego, |T (f)(z)| = |ao + a1z| ≤ 2‖f‖. Por
el teorema 1.3 deducimos que T es continua.

Notamos que si T es aplicación lineal entre dos espacios vectoriales
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20 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

normados E, F si y sólo si se tiene que:

T

(
n∑

k=1

akvk

)
=

n∑

k=1

akT (vk),

para toda combinación lineal finita de vectores v1, v2, . . . , vn ∈ E,
a1, a2, . . . , an ∈ R, (n <∞).

Como ahora tenemos estructura topológica podemos considerar com-
binaciones lineales infinitas de vectores de E, teniendo en cuenta que
una serie de vectores de E

∑∞
n=1 wn es convergente en E si existe w en

E, tal que w = ĺımn→∞
∑n

k=1wk. En este caso se escribe w =
∑∞

n=1wn,
sn = w1 +w2 + · · · +wn =

∑n
k=1wk se llama suma parcial (n-ésima) de

la serie (para la definición de series en espacios normados ver definición
4.10). Tenemos:

1.36 Proposición. Sean E,F espacios vectoriales normados, T : E → F

aplicación de E en F. La aplicación T es lineal y continua si y sólo si

∞∑

n=1

anT (vn)

converge, para toda serie convergente
∑∞

n=1 anvn de E, an ∈ R, vn ∈ E.
En este caso,

T

( ∞∑

n=0

anvn

)
=

∞∑

n=0

anT (vn) (∗)

Demostración. Recordamos que en espacios métricos T es continua si y
sólo si T (ĺımn→∞ zn) = ĺımn→∞ T (zn) para toda sucesión convergente
zn. Supongamos que T es lineal y continua y sea

∑∞
n=1 anvn serie con-

vergente en E, donde an ∈ R, vn ∈ E. Entonces la sucesión de sumas
parciales sn =

∑n
k=1 akvk, es convergente, tenemos:

T (ĺımn→∞ sn) = ĺımn→∞ T (sn) = ĺımn→∞ T

(
n∑

k=1

akvk

)

= ĺımn→∞

n∑

k=1

akT (vk) =
∞∑

n=1

anT (vn).

Estos ĺımites existen por ser T continua.
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1.5. APLICACIONES LINEALES CONTINUAS 21

Supongamos ahora que para toda serie convergente
∑∞

n=1 anvn de E,
an ∈ R, vn ∈ E es válida (∗), mostraremos que T es lineal y continua.
La linealidad es consecuencia de considerar la serie a1v1 + a2v2, donde

a1, a2 ∈ R y v1, v2 ∈ E.

Obtenemos que T (a1v1+a2v2) = a1T (v1)+a2T (v2), luego T es lineal.
Sea xn sucesión convergente en E, ĺımn→∞ xn = x y zn = xn − xn−1,
donde x0 = 0. Deducimos que xn =

∑n
k=1 zk y que la serie

∑∞
n=1 zn es

convergente con ĺımn→∞
∑n

k=1 zk = ĺımn→∞ xn = x. Se deduce de (∗)
que:

T

( ∞∑

n=1

zn

)
=

∞∑

n=1

T (zn),

es decir,

T (ĺımn→∞ xn) = T (x) = ĺımn→∞

n∑

k=1

T (zk) = ĺımn→∞

n∑

k=1

T (xk − xk−1)

= ĺımn→∞

n∑

k=1

[
T (xk) − T (xk−1)

]
= ĺımn→∞ T (xn).

Luego hemos probado que

ĺımn→∞ T (xn) = T (ĺımn→∞ xn),

para toda sucesión convergente xn de elementos de E. Por lo tanto, T es
continua. �

La siguiente proposición es el rećıproco de la proposición 1.13.

1.37 Proposición. Sea E espacio vectorial sobre R. Una condición ne-
cesaria y suficiente para que una norma ‖ ‖ en E sea inducida por un
producto interno en E, es que se cumpla para esa norma la ley del Pa-
ralelogramo.

Demostración. Si la norma en E es inducida por un producto interno
〈 , 〉 en E entonces vale la Ley del Paralelogramo (es el contenido de la
proposición 1.13).
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22 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

Rećıprocamente, si para (E, ‖.‖), vale la Ley del Paralelogramo, con-
sideramos la función P : E × E → R, definida por

P (x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

Es claro que P es continua por ser la norma continua, el cuadrado
de números reales continua y suma de reales continua. Veamos que P
es producto interno en E, el cual induce la norma que tiene E, para
demostrar esto observamos que

‖x+ y + z‖2 + ‖x = y − z‖2 = 2‖x+ y‖2 + 2‖z‖2

‖x− y + z‖2 + ‖x− y − z‖2 = 2‖x− y‖2 + 2‖z‖2

‖x+y+z‖2+‖x+y−z‖2−‖x−y−z‖2−‖x−y+z‖2 = 2‖x+y‖2−2‖x−y‖2

es decir,

P (x+ z, y) + P (x− z, y) = 2P (x, y), (⋆).

Si en (⋆) hacemos x+ z = u, x− z = v, obtenemos que

P (u, y) + P (v, y) = 2P (
u+ v

2
, y) = P (u+ v, y),

es decir,

P (x+ z, y) = P (x, y) + P (z, y) para todo x, y, z ∈ E, (⋆⋆)

vemos que si x = z, obtenemos P (2x, y) = 2P (x, y), y por inducción
se deduce que para todo n ∈ N, P (nx, y) = nP (x, y), como de la defi-
nición de P se deduce que P (x, y) = P (y, x), P (−x, y) = −P (x, y) =
(−1)P (x, y), entonces para todom entero vale que P (mx, y) = mP (x, y).
Si r = m

n
es racional, obtenemos:

P (
m

n
x, y) = mP (

1

n
x, y) =

1

n
(nm)P (

1

n
x, y) =

=
1

n
mP (n

1

n
x, y) =

m

n
P (x, y).

Si λ ∈ R es irracional, existe sucesión de racionales rn tales que

ĺımn→∞ rn = λ,
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1.5. APLICACIONES LINEALES CONTINUAS 23

para cada n tenemos que

P (rnx, y) = rnP (x, y).

Como para cada y ∈ E fijado, la aplicación

P (., y) → R

x→ P (x, y),

es continua, tomando ĺımite, obtenemos que

λP (x, y) = ĺımn→∞ rnP (x, y) = P (ĺımn→∞ rnx, y) = P (λx, y).

Por último, como para cada x ∈ E P (x, x) = 1
4(‖x+x‖2−‖x−x‖2) =

‖x‖2, completamos con esto que P es producto interno en E inducido
por la norma de E. �

1.38 Definición. Dos espacios topológicos X,Y se dicen homeomorfos
si existe una biyección continua f : X → Y , cuya inversa f−1 : Y → X

es también continua.

1.39 Proposición. Sean E,F espacios vectoriales normados T : E → F

aplicación lineal sobreyectiva. T es un homeomorfismo lineal de E sobre
F, si y sólo si existen α > 0, β > 0 tales que

α‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ β‖x‖ para todo x ∈ E. (∗)

Demostración. Si T es homeomorfismo lineal, T y T−1 son continuas;
por teorema 1.33, existen a > 0, β > 0 tales que

‖T−1(y)‖ ≤ a‖y‖ para todo y ∈ F.

Como existe un único x ∈ E tal que y = T (x), obtenemos ‖x‖ ≤
a‖T (x)‖, luego existe α = a−1 > 0, para el cual:

α‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ para todo x ∈ E. (A) (1.1)

Por teorema 1.33, la continuidad de T implica existencia de β > 0 tal
que:

‖T (x)‖ ≤ β|x‖, para todo x ∈ E, (B) (1.2)
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24 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

las desigualdades (A) y (B) implican (∗). Supongamos ahora la desigual-
dad (∗), vemos que la parte izquierda de la desigualdad (∗) nos implica
que si x 6= 0, 0 < ‖x‖ ≤ ‖T (x)‖, luego T (x) 6= 0, es decir que T es
inyectiva. También esta parte nos muestra que T−1, la cual ahora existe
por ser T biyección, es continua, pues x = T−1(y) para un único y ∈ F.
La parte derecha de (∗) nos muestra que T es continua por teorema
1.33. �

1.40 Definición. Sean τ1, τ2 dos topoloǵıas sobre un conjunto X, se
dice que la topoloǵıa τ1 es más fina que la topoloǵıa τ2 y notaremos
τ1 ≥ τ2 si τ1 ⊃ τ2 como conjuntos, es decir, si la aplicación idéntica

i : (X, τ1) → (X, τ2)

es continua, es decir, si i−1(A) = A está en τ1 para todo A de τ2.

1.41 Proposición. Dadas dos topoloǵıas τ1, τ2 sobre un conjunto X,
se dice que las dos topoloǵıas son equivalentes si τ1 ≥ τ2 y τ2 ≥ τ1,
es decir, si τ1 = τ2. De manera equivalente, si la aplicación idéntica
i : (X , τ1) → (X, τ2) es un homeomorfismo.

Demostración. Ejercicio para el lector. �

1.6 Normas equivalentes

1.42 Definición.

(a) Dado E un espacio vectorial sobre R, y ‖ ‖1‖ ‖2 dos normas en
E, se dice que la norma ‖ ‖1 es más fina que la norma ‖ ‖2 y
notaremos ‖ ‖1 ≥ ‖ ‖2, si la aplicación idéntica i de E, provisto
con la topoloǵıa inducida por ‖ ‖1, en E, dotado de la topoloǵıa
inducida por ‖ ‖2, es continua.

En este caso como E es espacio vectorial, i es aplicación lineal
continua, por lo tanto existe c > 0 tal que ‖x‖2 ≤ c‖x‖1.

(b) Dadas dos normas ‖ ‖1, ‖ ‖2 en un espacio vectorial E, se dice que
las dos normas son equivalentes si las topoloǵıas inducidas en E

por las normas son equivalentes, es decir, si la aplicación idéntica

i : (E, ‖x‖1) → (E, ‖x‖2) es un homeomorfismo lineal.
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En virtud de la proposición 1.39, obtenemos:

1.43 Proposición. Sea E espacio vectorial, ‖ ‖1, ‖ ‖2, dos normas en
E, estas dos normas son equivalentes si y sólo si existen α > 0 y β > 0
tales que:

α‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ β‖x‖2, para todo x ∈ E. (∗∗)

Demostración. Supongamos que las normas son equivalentes, entonces
la aplicación idéntica i : (E, ‖ ‖2) → (E, ‖ ‖1) es un homeomorfismo
lineal, la proposición 12 nos implica que existen α > 0, β > 0 tales que
α‖x‖2 ≤ ‖i(x)‖1 ≤ β‖x‖2, para todo x ∈ E. Esto prueba la desigualdad
(∗∗), pues i(x) = x.

Rećıprocamente, si (∗∗) es válida, como i−1 = i, de α‖x‖2 = α‖i−1(x)‖2

≤ ‖x‖1, obtenemos que ‖i−1(x)‖2 ≤ α−1‖x‖1, es decir que i−1 : E,
‖ ‖1 → E, ‖ ‖2 es continua (ver teorema 1.33). De la otra desigualdad
‖i(x)‖1 ≤ β‖x‖2 deducimos que i : E, ‖ ‖2 → E, ‖ ‖1 es continua, lue-
go es un homeomorfismo lineal, y, por consiguiente, las dos normas son
equivalentes. �

1.44 Nota. Si E espacio vectorial, la relación ser equivalentes dos nor-
mas en E es una relación de equivalencia en el conjunto de todas las
normas que se pueden definir en E.

1.45 Ejemplo.

a) Consideramos Rn, tres normas equivalentes son:

‖x‖1 =

√√√√
n∑

k=1

x2
k,

‖x‖2 =

n∑

k=1

|xk|,

‖x‖3 = sup {|xk|, k = 1, 2, . . . , n}.

para x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. En efecto, estas tres normas
satisfacen

‖x‖3 ≤ ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ n‖x‖3 ≤ n‖x‖1,
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26 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

desigualdades de las cuales deducimos, en virtud de la proposi-
ción 1.43, que son equivalentes. Veremos posteriormente que toda
norma en Rn es equivalente a la usual ‖ ‖1.

b) Consideramos el espacio vectorial del 1.6 c):

E = C([0, 1],R) = {f : [0, 1] → R; fes continua} .

‖f‖ =
√∫ 1

0 f
2(t) dt (ver ejemplo 1.6 c), es una norma en E; otra es

dada por ‖f‖1 = sup {|f(t)| : t ∈ [0, 1]}. Como f2(t) ≤ ‖f‖2
1 para

todo t ∈ [0, 1], obtenemos que ‖f‖ ≤ ‖f‖1, para toda f ∈ E, luego
la aplicación idéntica i : (E, ‖ ‖1) → (E, ‖ ‖) es continua; es decir,la
norma ‖ ‖1 es más fina que ‖ ‖. Veamos que no existe β > 0 tal
que ‖f‖1 ≤ β‖f‖, para todo f ∈ E, es decir veamos que para todo
0 < ε1 existe fε ∈ E, tal que ‖fε‖ > ε‖fε‖1; en efecto, si 0 < ε ≤ 1
existefε : [0, 1] → R, definida por

fε(x) =

{
−ε−1x+ 1, si x ∈ [0, ε]

0, si x ∈ [ε, 1]

fε es continua y ‖fε‖1 = 1, ‖fε‖ =
√∫ 1

0

(
fε(t)

)2
dt =

√
ε
3 , obtene-

mos ‖fε‖1 = 1 > ε‖fε‖ = ε
√

ε
3 . Para ε > 1, consideramos

fε(x) =





√
2ε2(x− 1

2) + 1, si x ∈ [12 − 1
2ε2 ,

1
2 ] = I1√

−2ε2(x− 1
2) + 1, si x ∈ [12 ,

1
2 + 1

2ε2 ] = I2

0, si x /∈ I1 ∪ I2, x ∈ [0, 1]

obtenemos 1 = ‖fε‖1 > ε‖fε‖ =
√

1
2 .

Demostraremos que todas las normas en Rn son equivalentes, para
ello necesitaremos de un resultado fundamental que establece que toda
aplicación continua de un espacio métrico compacto a valor real toma
máximo y mı́nimo, recordamos entonces:

1.46 Definición. Consideramos un espacio topológico (M, τ),

a) El espacio topológico M se dice compacto si todo recubrimiento
por abiertos de M posee un subrecubrimiento finito, es decir, dado
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{Aj}j∈J, Aj abierto en M , J conjunto de ı́ndices, tales que si M ⊂⋃
j∈J Aj, existen i1, i2, i3, . . . , in, n finito tales que M ⊂ ⋃n

k=1Aik .

Un subconjunto A del espacio topológico M se dice compacto si
(A, τ1) es espacio topológico compacto con la topoloǵıa τ1 inducida
por τ en A, donde

τ1 = {B | B = A ∩ P, P ∈ τ (P es abierto en M)},

es decir, si {Aj | j ∈ J , Aj abierto en M , J conjunto de ı́ndices,
tales que si

A ⊂
⋃

j∈J

Aj , existen i1, i2, i3, . . . , in, n

finito tal que A ⊂ ⋃n
k=1Aik .

Un espacio métrico (M,d) se dice compacto si como espacio to-
pológico con la topoloǵıa inducida por la métrica d,M es compac-
to.

b) Dados A ⊆M y a ∈M , se dice que a es punto de acumulación de
A si para todo r > 0,

(
B(a, r)−{a}

)
∩A 6= ∅. Se denotará con A′

el conjunto de puntos de acumulación de A.

c) Dados A ⊆ M y a ∈ M , se dice que a es punto adherente de
A, si para todo r > 0, B(a, r) ∩A 6= ∅, llamaremos adherencia o
clausura de A al conjunto de puntos adherentes de A, denotaremos
con Cl(A) = Ā = Adherencia de A.

∗ Nótese que siempre A ⊆ A y que A′ ⊆ A (todo punto de acu-
mulación de A es punto adherente de A).

d) Un subconjunto A del espacio métrico M se dice ser relativamente
compacto si la clausura o adherencia de A,A es compacto.

e) Un espacio métrico (M,d) se dice ser secuencialmente compacto,
si toda sucesión de elementos de M posee una subsucesión con-
vergente. A ⊆ M se dice ser secuencialmente compacto si A como
espacio métrico con la métrica d de M restringida a A lo es, es
decir, toda sucesión (sn) de elementos de A posee una subsucesión
convergente en A.
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A continuación enunciamos proposiciones equivalentes a las nociones
de punto de acumulación y de compacidad en espacios métricos, no serán
demostradas, para su demostración puede consultar el lector los libros
de topoloǵıa general citados en la bibliograf́ıa.

1.47 Proposición. En un espacio métrico (M,d), si A ⊆ M,A es
secuencialmente compacto, entonces A es cerrado.

Demostración. Para probar esto bastará observar que A es cerrado si
y sólo si A = A. Supongamos que A es secuencialmente compacto, sea
x ∈ A, como siempre A ⊆ A, si x ∈ A, nada a mostrar, por definición,
para todo r > 0, B(x, r) ∩ (A − (x)) 6= ∅, luego para r = 1/n, n entero
positivo existe xn tal que xn ∈ B (x, 1/n) ∩ (A − (x)). La sucesión xn

de elementos de A es convergente a x; como toda subsucesión de xn es
convergente a x, la compacidad secuencial de A nos implica que x ∈ A,
luego A ⊆ A, es decir que A es cerrado. �

1.48 Proposición. Dados (M, d) espacio métrico secuencialmente com-
pacto, un subconjunto A de M es secuencialmente compacto si y sólo si
A es cerrado.

Demostración. Si A es secuencialmente compacto es cerrado, por pro-
posición 15 anterior, A es cerrado. Luego supongamos que A es cerrado
y sea {xn} sucesión de elementos de A. Como M es secuencialmente
compacto, {xn} posee una subsucesión convergente en M , sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer que {xn} es convergente, luego
existe a ∈ M tal que ĺımn→∞ xn = a, por definición de ĺımite, dado
ε > 0 existe m, tal que si n ≥ m entonces d(xn, a) ≤ ε, luego dado
ε > 0 B(a, ε) ∩ (A − {a}) 6= ∅, luego a es punto adherente de A, como
A es cerrado a ∈ A, luego A es secuencialmente compacto. �

1.49 Nota. En la anterior proposición es importante que M sea secuen-
cialmente compacto, si M no es secuencialmente compacto, entonces M
es cerrado que no es secuencialmente compacto. Sin embargo:

1.50 Proposición. Sea (M,d) espacio métrico, A ⊆M . Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. A es secuencialmente compacto.
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2. Toda sucesión de elementos de A posee una subsucesión conver-
gente (a un punto de M).

Demostración. Como A ⊆ A, si suponemos (i), entonces toda sucesión
de elementos de A posee una subsucesión convergente en A ⊆M .

Supongamos (ii). Sea {xn} sucesión de puntos de A. Se deduce de la

definición de A que existe una sucesión {yn} de A tal que d(xn, yn) ≤ 1

n
.

Por ii) podemos escoger una subsucesión {ynk
} de {yn}, tal que {ynk

}
converge cuando k → ∞. Sea w = ĺımk→∞ ynk

(es claro que w ∈ A).
Puesto que

d(w, xnk
) ≤ d(w, ynk

) + d(ynk
, xnk

) → 0 si k → ∞,

vemos que ĺımk→∞ xnk
= w, luego A es secuencialmente compacto. �

1.51 Definición.

a) Dado (M,d) un espacio métrico A ⊆M , dado ε > 0, un conjunto
finito Aε = {a1, a2, . . . , an} ⊆ A se dice una ε-red de A si A ⊆⋃n

j=1B(aj, ε), es decir, si dado x ∈ A existe ak ∈ Aε tal que
x ∈ B(ak, ε).

b) El subconjunto A de M , se dice totalmente acotado, si para todo
ε > 0 A posee una ε-red M .

c) Un espacio métrico (M,d) con un subconjuntoD denso enumerable
se llama separable.

1.52 Nota. Si (M,d) es espacio métrico, totalmente acotado entonces
M es acotado, además M es separable, es decir, posee un subconjunto
denso enumerable,dicho de otra manera, existe un subconjunto enume-
rable T ⊆M tal que T = M . En efecto, para cada n ∈ N existe conjunto
finito En = {x1n, x2n, . . . , xpn}, donde p = p(n), tal que si x ∈ M en-
tonces dist(x,En) < 1

n
, esto implica que T =

⋃
En. Se deduce que T es

denso y enumerable. Es decir, M es separable.

Recordamos que en un espacio métrico (M,d) si A ⊂ M , se llama
diámetro de A al real extendido y notado δ(A), definido aśı:

δ(A) = sup{d(x, y : d(x, y)x, y ∈ A} si A no vaćıo y acotado,
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diam(A) = ∞ si A no es acotado,

diam(A) = −∞ si A es vaćıo.

1.53 Proposición. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente com-
pacto y {Fn} es sucesión decreciente de cerrados de M (es decir, Fm+1 ⊆
Fm) no vaćıos, entonces

∞⋂

j=0

Fj 6= ∅.

Demostración. Sea (Fn) sucesión decreciente de cerrados no vaćıos de
M , es decir que Fn+1 ⊆ Fn, escogemos xn ∈ Fn para n = 1, 2, . . . Como
{Fn} es decreciente, se tiene que xn ∈ Fm para todo n ≥ m y para
todo m. Como M es secuencialmente compacto, existe una subsucesión
{xnk

} de la sucesión {xn}, convergente a un a ∈ M , luego sin pérdida
de generalidad podemos suponer que la sucesión es convergente, es decir
a = ĺımnk→∞ xn.

Por tanto, a es punto de acumulación de Fm para todo m, ya que
Fm es cerrado, a ∈ Fm para todo m, luego a ∈ ⋂∞

m=0 Fm. �

1.54 Teorema. Sea (M,d) espacio métrico, las siguientes afirmaciones
acerca de M , son equivalentes:

i) (M,d) es completo.

ii) Dada sucesión decreciente de conjuntos cerrados no vaćıos de M ,
{Fn}, tales que diam(Fn)→ 0 si n → ∞, entonces

⋂∞
j=0 Fj se

reduce a un punto.

Demostración. La prueba de este teorema será dejada como ejercicio.
�

1.55 Lema. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente compacto,
entonces M es completo.

Demostración. Sea (xn) sucesión de Cauchy de enM,Bn = {xn, xn+1, . . .}
y Fn = Bn, entonces (Fn) es sucesión decreciente de cerrados de M , co-
mo (xn) es sucesión de Cauchy, diam(Fn)→ 0 si n → ∞, notamos que
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δ(Fn) = δ(Bn), luego
⋂∞

j=0 Fj =
⋂∞

j=0Bj. Como
⋂∞

j=0 Fj = {a} se re-
duce a un punto, obtenemos que xn → a, ya que

d(xn, a) ≤ diam(Fn) → 0 si n→ ∞.

Por lo tanto, existe a ∈ M , al cual xn converge, esto prueba que M
es completo. �

1.56 Proposición. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente com-
pacto entonces es totalmente acotado.

Demostración. Si M no es totalmente acotado, existen ε > 0 y {xn}
sucesión de M tal que d(xn, xm) ≥ ε para m 6= n. Esto implica que la
sucesión {xn} no posee subsucesión convergente. Se contradice que M
es secuencialmente compacto. �

1.57 Teorema. Un espacio métrico (M,d) es secuencialmente compacto
si y sólo si es completo y totalmente acotado.

Demostración. Si (M,d) es secuencialmente compacto, el lema 1.55 y las
proposiciones 1.53, 1.56 y el teorema 1.54 implican que M es completo y
totalmente acotado. Supongamos que M es completo y totalmente aco-
tado, veamos que M es secuencialmente compacto. Sea S1 =

(
α1

n

)
una

sucesión infinita de elementos de M . Como (M,d) es totalmente acota-
do, dado ε1 = 2−1, existe una colección finita N1 de bolas de radio ε1,
cuya reunión cubre a M , deducimos que alguna de estas bolas contiene
una subsucesión de S1, sea S2 =

(
α2

n

)
esta subsucesión, usando nueva-

mente que M es totalmente acotado, dado ε2 = 2−2, existe un número
finito N2 de bolas abiertas de radio ε2, cuya reunión cubre a M , algu-
na de estas bolas contiene una subsucesión de S2, sea S3 =

(
α3

n

)
, esta

subsucesión. Continuando sucesivamente la construcción de estas subsu-
cesiones, vemos que la subsucesión Sm = (αm

n ) = {αm
1 , α

m
2 , . . . , α

m
n , . . . }

está contenida en una bola abierta de radio εm = 2−m, tenemos:

S1 : α1
1, α

1
2, . . . , α

1
n, . . .

S2 : α2
1, α

2
2, . . . , α

2
n, . . .

...

Sm : αm
1 , α

m
2 , . . . , α

m
n , . . .

... . . .
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Sea ahora SD, la sucesión obtenida por tomar los elementos de la
diagonal en el arreglo anterior, es decir:

SD =
{
α1

1, α
2
2, α

3
3, α

4
4, . . . , α

n
n, . . .

}
.

Debido a la construcción, SD es subsucesión de S1, además SD es
sucesión de Cauchy (¿por qué?), como M es completo existe b ∈M , tal
que la sucesión diagonal SD converge a b, b = ĺımn→∞ αn

n, esto prueba
que S1, posee una subsucesión convergente, luego M es secuencialmente
compacto. �

Otra manera útil de caracterizar los espacios métricos compactos es
con la propiedad de Bolzano-Weierstrass (B-W).

1.58 Definición. Sea (M,d) espacio métrico, se dice que M posee la
propiedad (B-W), si todo subconjunto infinito de M posee por lo menos
un punto de acumulación. Un subconjunto A de M se dice tener la
propiedad (B-W) si (A, d) como espacio métrico con la métrica d de M
restringida a A la tiene.

∗ Si M es finito, entonces (M,d), posee la propiedad de Bolzano-
Weierstrass (B-W), por no poseer subconjuntos infinitos. Esta idea es
en algo similar a la de compacidad secuencial, en espacios métricos estas
ideas son equivalentes. Más exactamente, tenemos:

1.59 Proposición. Sea (M,d) espacio métrico M es secuencialmente
compacto śı y sólo si es compacto.

Dejaremos la prueba de este teorema como ejercicio, el resultado
permite usar la palabra compacto en lugar de secuencialmente compac-
to en espacios métricos. Hemos dado cuatro versiones de compacidad,
equivalentes en espacios métricos. Resumimos estas en un sólo teorema:

1.60 Teorema (Teorema de Compacidad). Sea (M,d) un espacio métri-
co, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (M,d) es compacto.

ii) (M,d) es secuencialmente compacto.
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iii) (M,d) es completo y totalmente acotado.

iv) (M,d) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass (B-W).

Recordamos que en R los conjuntos compactos están caracteriza-
dos por ser cerrados y acotados, el siguiente teorema de Heine-Borel, lo
muestra.

1.61 Teorema. Sea (R, | |) el espacio métrico de los números reales con
la métrica inducida por el valor absoluto usual | |, A ⊆ R, A es compacto
si y sólo si A es cerrado y acotado.

Demostración. Si A es compacto entonces la proposición 1.56 y el teo-
rema 1.57 nos implican que A es cerrado y que es totalmente acotado
por el teorema 1.33 Si A es cerrado, entonces A es completo, por ser
R completo (Un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo
es completo) y como A es acotado, es totalmente acotado (¿por qué?).
Luego A es compacto por teorema 1.33 �

La compacidad es una propiedad topológica:

1.62 Teorema. Sean (X, τ1) y (Y, τ2) dos espacios topológicos, X es-
pacio compacto f : X → Y aplicación continua, entonces f(X) es com-
pacto en Y .

Demostración. Sea {Aj | j ∈ J , Aj abierto en Y }, J conjunto de ı́ndices,
tales que f(X) ⊂ ⋃

j∈J Aj. Como f es continua f−1(Aj) es abierto en

X, luego X ⊆ f−1(
⋃

j∈J Aj) =
⋃

j∈J f
−1(Aj), como X es compacto,

entonces existen i1, i2, . . . in, n finito tales que

X ⊂ f−1(A1) ∪ f−1(A2) ∪ f−1(A3) ∪ · · · ∪ f−1(An).

Por lo tanto, f(X) ⊆ ⋃n
j=1Aj , es decir, f(X) es compacto. �

1.63 Corolario. Si (X, τ1), (Y, τ2) son espacios topológicos homeomor-
fos, tenemos que si X es compacto entonces Y es compacto.

El siguiente teorema, válido para producto arbitrario de espacios
compactos, lo enunciamos solo para el caso de un número finito de es-
pacios métricos.
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1.64 Teorema. Sean (M,d1), (M,d2) dos espacios métricos compactos,
entonces el espacio producto M = M1 ×M2 con la métrica d, definida
por

d(X,Y ) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2), para

X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈M1 ×M2,

es espacio compacto.

Demostración. Sea Xn =
(
x1

n, x
2
n

)
n

sucesión de elementos de M1 ×M2,

entonces x1
n es sucesión de elementos de M1, y

(
x2

n

)
n

es sucesión de
elementos de M2, como M1,M2 son compactos entonces x1

n, posee una
subsucesión convergente x1

nk
, la correspondiente

(
x2

nk

)
nk

, posee una sub-

sucesión convergente
(
x2

nkj

)
, la correspondiente subsucesión

(
x1

nkj

)
nkj

es convergente (toda subsucesión de una sucesión convergente es conver-

gente), se deduce que la sucesión
(
x1

nkj
, x2

nkj

)
es convergente en M . �

1.65 Proposición. Sean (E, ‖ ‖1), (F, ‖ ‖2) dos espacios normados,
compactos como espacios métricos con las métricas inducidas por las
normas, entonces M = E × F es espacio vectorial normado, compacto,
con la norma definida por:

‖(x, z)‖II = ‖x‖1 + ‖z‖2,

o con las métricas equivalentes

‖(x, z)‖III = sup{‖x‖1, ‖z‖2}, ‖(x, z)‖I =
√

(‖x‖1)2 + (‖z‖2)2.

Demostración. Consecuencia evidente de que ‖(x, z)‖II induce la métri-
ca en el espacio producto considerada en el Teorema 9 y de que las otras
dos normas son equivalentes. �

Por inducción generalizamos esta proposición al producto de un
número finito de espacios compactos.

1.66 Corolario. Sean (Mk, dk), k = 1, 2, . . . , n (n finito), espacios
métricos compactos, entonces el espacio producto M con la métrica d,
definida por:

d(x, z) =

n∑

k=1

dk(xk, zk),
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para x = (x1, x2, . . . , xn), z = (z1, z2, . . . , zn) en M = M1×M2×· · ·×Mn

es compacto.

Demostración. Se deduce del caso n = 2 por inducción. �

Consecuencia obvia del anterior corolario es:

1.67 Teorema. Sea n ≥ 1 entero, Rn con la métrica d definida por:

d(x, z) =

n∑

k=1

|xk − zk|, para x = (x1, x2, . . . , xn), z = (z1, z2, . . . , zn)

en Rn, un subconjunto A de Rn, es compacto si y sólo si es cerra-
do y acotado. Como esta métrica es inducida por la norma ‖x‖2 =∑n

k=1 |xk|, la cual es equivalente a las normas ‖x‖1 =
√∑n

k=1 |xk|2, y
‖x‖3 = sup{|xk| : k = 1, 2, . . . , n}.

Demostración. La prueba de este teorema será dejada como ejercicio.
�

1.68 Teorema. Sea (K,d) espacio métrico compacto f : K → R, apli-
cación continua, entonces:

i) f es acotada, aún más, existen a ∈ K, b ∈ K, tales que

f(a) = sup{f(x) | x ∈ K} = máx{f(x) | x ∈ K} y

f(b) = mı́n{f(x) | x ∈ K} = ı́nf{f(x) | x ∈ K}.

ii) f es uniformemente continua.

Demostración.

i) f(K) es compacto en R, por lo tanto f(K) es cerrado y acotado,
por lo tanto, m = ı́nf{f(x) | x ∈ K} y τ = sup{f(x) | x ∈ K}
existen por axioma de los números reales (Todo conjunto acotado
superiormente posee sup, y análogo para acotado inferiormente),
como f(K) es cerrado m, τ ∈ f(K), luego existen a, b ∈ K tales
que f(a) = τ y f(b) = m.
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ii) Supongamos que ii) sea falsa, por lo tanto existe ε > 0, y para
todo n existen xn, zn, tales que

d(xn, zn) <
1

n
y |f(xn) − f(zn)| ≥ ε.

Como K es compacto, existe una subsucesión de xn, que es conver-
gente en K, podemos suponer que xn es convergente a un v ∈ K,
de manera análoga zn posee una subsucesión que es convergente
a un w ∈ K, podemos suponer que zn es convergente. Deduci-
mos que dado α > 0, existen n1, n2 tales que si n ≥ n1 enton-
ces d(xn, v) < α

2 , y si n ≥ n2 entonces d(zn, w) < α
2 , luego si

n ≥ n0 = máx{n1, n2} valen d(xn, v) < α
2 , y d(zn, w) < α

2 , deduci-
mos que:

d(v,w) ≤ d(xn, v) + d(zn, w) <
α

2
+
α

2
= α.

Por lo tanto d(v,w) = 0, es decir que v = w, y f(v) = f(w), luego:

|f(xn) − f(zn)| ≤ |f(xn) − f(v)| + |f(v) − f(w)| + |f(zn) − f(w)|.

Al tomar ĺımite cuando n → ∞, deducimos que |f(xn) − f(zn)|
tiende a cero, esto contradice el hecho dado de que

|f(xn) − f(zn)| ≥ ε.

�

Volvemos a espacios normados, mostraremos ahora que todas las
normas en Rn, son equivalentes.

1.69 Proposición. Sea Rn, con la topoloǵıa métrica inducida por la
norma usual ‖x‖1, como fue definida antes (ver teorema 1.67), la cual
es equivalente a ‖x‖3 y (F, ‖ ‖) espacio vectorial normado, T : Rn → F

aplicación lineal, entonces T es continua. Por tanto T es lineal continua,
si consideramos Rn con las otras dos normas equivalentes, ya que

‖x‖3 ≤ ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ n‖x‖3.

Demostración. Si T es la aplicación lineal nula, es decir T (x) = 0 para
todo x ∈ Rn, entonces T es constante, por tanto continua. Suponemos
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entonces que T 6≡ 0, como x = (x1, x2, . . . , xn) =
∑n

k=1 xkek, donde
ek = (0, . . . , 1, . . . , 0), 1 en el lugar k, ceros en los otros lugares. Co-
mo T es no nula, existe k ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que T (ek) 6= 0, luego
c =

∑n
i=1 ‖T (ei)‖ > 0, tenemos que:

‖T (x)‖ =

∥∥∥∥∥T
(

n∑

k=1

xkek

)∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

|xk| ‖T (ek)‖

≤ ‖x‖3

n∑

k=1

‖T (ek)‖ ≤ c‖x‖3,

el teorema nos implica que T es lineal continua. �

En el teorema siguiente consideramos Rn con una de las tres normas
‖x‖j dadas en el ejemplo 1.4 b), las cuales son equivalentes en Rn.

1.70 Teorema. Sea (E, ‖ ‖) espacio normado de dimensión finita n,
entonces existe un homeomorfismo lineal h de (Rn, ‖ ‖1) sobre (E, ‖ ‖).
Por consiguiente de (Rn, ‖ ‖j) sobre (E, ‖ ‖), donde j = 1, 2, 3.

Demostración. Sean {v1, v2, . . . , vn} base algebraica para E y
h : (Rn, ‖ ‖1) → (E, ‖ ‖) definida, para x = (x1, x2, . . . , xn) de Rn,
por

h(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

k=1

xkvk.

Es claro que h es lineal biyectiva, continua por proposición 1.69 an-
terior. Como el conjunto S = {x ∈ Rn, ‖x‖1 = 1}, es cerrado y acotado
en Rn, pues S = ‖ ‖−1

1 ({1}), {1} es cerrado en R y ‖ ‖1 es continua,
(proposición 1.30), luego S es compacto. La aplicación f = ‖ ‖ ◦ h com-
posición de la norma y de h es continua por ser composición de continuas
f(x) = ‖h(x)‖, por lo tanto la restricción de f a S será continua, luego
f : S → R es continua. Como S es compacto, f posee máximo y mı́nimo
en S, es decir existen u, v ∈ S, tales que α = f(u) ≤ f(x) ≤ f(v) = β,
para todo x ∈ S. Es claro que α > 0, porque h(x) 6= 0 para todo
x ∈ S, por ser lineal inyectiva, luego ‖h(x)‖ > 0 para todo x ∈ S. Si
z ∈ Rn, z 6= 0, entonces u = z/‖z‖1, es vector de S, luego

α ≤ f

(
z

‖z‖1

)
≤ β, es decir, α ≤

∥∥∥∥h
(

z

‖z‖1

)∥∥∥∥ ≤ β.
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Por consiguiente

α‖z‖1 ≤ f(z) ≤ β‖z‖1 para todo z ∈ Rn.

Luego

α‖z‖1 ≤ ‖h(z)‖ ≤ β‖z‖1 para todo z ∈ Rn.

La proposición 1.39 nos implica que h es un homeomorfismo lineal.
�

1.71 Teorema. Sean (E, ‖ ‖) y (F, ‖ ‖1), dos espacios vectoriales nor-
mados, si dim(E) = n es finita, entonces toda aplicación lineal T : E → F

es continua.

Demostración. Como dim(E) = n, el teorema 1.70 implica la existencia
de un homeomorfismo lineal h : (Rn, ‖.‖1) → (E, ‖ ‖), como la aplicación
T : E → F es lineal, la proposición 1.69 implica que T ◦h : (Rn, ‖x‖1) →
(F| ‖1), es lineal continua; como h es homeomorfismo lineal, h−1 es lineal
continua, luego T = (T ◦ h) ◦ h−1 es continua, por ser composición de
continuas. �

1.72 Teorema. Sea E espacio vectorial de dimensión finita n, entonces
todas las normas en E, son equivalentes y E es completo con respecto a
una cualesquiera de ellas.

Demostración. El conjunto de normas que pueden definirse en E, es no
vaćıo, una norma en E, puede definirse aśı: sea {v1, . . . , vn} una base
para E, dado x ∈ E, existen xk ∈ R, únicos tales que x =

∑n
k=1 xkvk,

luego al definir ‖x‖′ = sup{|xk| | k = 1, 2, . . . , n}, obtenemos una norma
en E. Consideramos ahora Rn, provisto de una cualesquiera de las tres
normas definidas en el Ejemplo 3 b), aceptamos que Rn es completo con
la norma ‖ ‖1, por lo tanto con ‖ ‖2 y ‖ ‖3, sea ‖ ‖ la norma dada,
consideramos la aplicación idéntica

i : (Rn, ‖ ‖) → (Rn, ‖ ‖1).

El teorema 1.71 implica que i es lineal continua. Su inversa, la cual es
ella misma, i−1 = i : (Rn, ‖ ‖1) → (Rn, ‖ ‖) es también continua, por el
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mismo teorema, luego i es homeomorfismo lineal; por lo tanto la norma
‖ ‖ es equivalente a la ‖ ‖1. Como dim(E) = n, si ‖ ‖ es una norma en E

sabemos que (E, ‖ ‖) es homeomorfo linealmente a (Rn, ‖ ‖1), como Rn

es completo respecto de la norma usual ‖ ‖1 y como el homeomorfismo es
uniformemente continuo y su inverso también, entonces E será completo
respecto de cualesquiera norma y todas sus normas serán equivalentes.

�

1.73 Nota. Recuerde que si una aplicación es uniformemente continua
entre dos espacios métricos, transforma sucesiones de Cauchy en suce-
siones de Cauchy.

1.7 Aplicaciones multilineales

Consideramos ahora aplicaciones multilineales entre espacios vecto-
riales, por lo tanto, dados E1,E2, E3, . . . ,En, n espacios vectoriales nor-
mados consideramos el espacio producto E = E × E2 × · · · × En, do-
tado de la estructura de espacio vectorial definida como es usual: para
x = (x1, . . . , xn), z = (z1, . . . , zn) elementos de E.

La suma es definida por x+ z = (x1 + z1, . . . , xn + zn).

El producto por escalar por: para λ ∈ R y x ∈ E, por:
λx = (λx1, . . . , λxn).

Con estas dos operaciones E es un espacio vectorial, con esta estruc-
tura consideraremos siempre E, recordamos que si los espacios Ek son
normados E puede dotarse, de las siguientes normas equivalentes:

‖x‖I =
√

‖x1‖2 + · · · + ‖xn‖2,

‖x‖II = ‖x1‖ + · · · + ‖xn‖,
‖x‖III = sup {‖xk‖ : xk ∈ Ek, k = 1, 2, . . . , n},

para x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Hemos denotado con el mismo śımbolo ‖ ‖ la
norma en todos los espacios normados Ek. En lo sucesivo consideramos
E dotado de una de estas tres normas.

Nótese que

‖xk‖ ≤
∥∥(x1, . . . , xk, . . . , xn)

∥∥,
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para k = 1, 2, . . . , n, siendo ‖(x1, . . . , xn)‖ una de las tres anteriores
normas.

Recordamos:

1.74 Definición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales, una apli-
cación p definida en, E = E1 × E2 × · · · × En, con valores en F, se dice
multilineal, o n-lineal, si es lineal en cada variable, es decir:

p : E = E1 × E2 × · · · × En → F

y p satisface:

p(x1, . . . , xk + zk, . . . , xn) = p(x1, . . . , xk, . . . , xn) + p(x1, . . . , zk, . . . , xn),

para xk, zk ∈ Ek, λ ∈ R

p(x1, . . . , λxk, . . . , xn) = λp(x1, . . . , xk, . . . , xn), y k = 1, 2, . . . , n,

donde xk ∈ Ek para cada k = 1, 2, . . . , n.

Nótese que p(x1, . . . , 0, . . . , xn) = 0 (de F), si 0 es el vector nulo de
Ek, cualquier k ∈ {1, 2, . . . , n}. Es fácil verificar la siguiente identidad:

p(x1, . . . , xn) − p(y1, . . . , yn) =
n∑

k=1

p(y1, . . . , yk−1, xk − yk, xk+1, . . . , xn), (∗)

para cada xk, yk ∈ Ek, k = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2.

En espacios vectoriales normados las aplicaciones que interesan son
las lineales continuas (1-lineales) y en general, las multilineales conti-
nuas, tenemos:

1.75 Teorema. Dados E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales normados
y p una aplicación multilineal del espacio producto E = E1×E2×· · ·×En,
provisto de la norma ‖ ‖III , con valores en F, p : E1×E2×· · ·×En → F,
las siguientes afirmaciones acerca de p son equivalentes:

i) p es continua en E1 × E2 × · · · × En.

ii) p es continua en (0, 0, . . . , 0).
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iii) Existe c > 0, tal que ‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖ ≤ c, para todo vector
xk ∈ Ek, de norma 1, ‖xk‖ ≤ 1, k = 1, 2, . . . , n.

iv) Existe c > 0, tal que

‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖ ≤ c‖x1‖ · · · ‖xk‖ · · · ‖xn‖,
para todo vector xk ∈ Ek.

Demostración.

i) ⇒ ii) evidente.

ii) ⇒ iii) Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖(x1, x2, . . . , xn)‖ < δ → ‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖ < ε.

Sea xk ∈ Ek, ‖xk‖ ≤ 1, entonces, para zk = δ
2xk ∈ Ek, se tiene

que

z = (z1, . . . , zk, . . . , zn) ∈ E y ‖z‖III ≤ δ

2
< δ,

entonces

‖p(z1, . . . , zk, . . . , zn)‖ = ‖2−nδnp(x1, . . . , xn)‖ < ε,

esto nos implica que

‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖ ≤ 2nεδ−n = c.

iii) ⇒ iv) Si algún xk = 0, como p(x1, . . . , 0, . . . , xn) = 0, entonces la
desigualdad (iv) es evidente, por lo tanto sea xk 6= 0 para todo

k = 1, 2, . . . , n, obtenemos que zk =
xk

‖xk‖
es vector de norma 1,

luego

‖p(z1, . . . , zk, . . . , zn)‖ =

∥∥∥∥p
(

x1

‖x1‖
, . . . ,

xk

‖xk‖
, . . . ,

xn

‖xn‖

)∥∥∥∥

=
‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖
‖x1‖ · · · ‖xk‖ · · · ‖xn‖

≤ c.

Obtenemos finalmente que

‖p(x1, . . . , xk, . . . , xn)‖ ≤ c‖x1‖ · · · ‖xk‖ · · · ‖xn‖,
para todo xk ∈ Ek.
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iv) ⇒ i) Sean a = (a1, a2, . . . , an) ∈ E, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ E.
Demostraremos que p es continua en a.
Sea ε > 0, queremos hallar δ > 0, tal que si x = (x1, . . . , xn) ∈ E,
es tal que

‖x− a‖ = ‖(x1 − a1, . . . , xn − an)‖
= sup

{
‖xk − ak‖ : k = 1, 2, . . . , n

}
< δ

implique
∥∥p(x1, x2, . . . , xn) − p(a1, a2, . . . , an)

∥∥ < ε.

Sea α = ‖(a1, a2, . . . , an)‖ ≥ 0, es claro que para cada

k = 1, 2, . . . , n, ‖ak‖ ≤ α < α+ δ,

sea ε > 0, usaremos la identidad (∗) anterior. Tenemos que ‖xk−ak‖ < δ
y además

‖p(x1, x2, . . . , xn) − p(a1, a2, . . . , an)‖ =

=

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

p(a1, . . . , ak−1, xk − ak, xk+1, . . . , xn)

∥∥∥∥∥ (por ∗)

≤
n∑

k=1

∥∥p(a1, . . . , ak−1, xk − ak, xk+1, . . . , xn)
∥∥

≤
n∑

k=1

c‖a1‖ . . . ‖ak−1‖‖ak − xk‖‖xk+1‖ . . . ‖xn‖

Como ‖xk‖ ≤ ‖(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖x− a‖ + ‖a‖ < δ + α, se tiene:

c‖a1‖ · · · ‖ak−1‖ · · · ‖ak − xk‖‖xk+1‖ · · · ‖xn‖
≤ c(α+ δ) · · · (α+ δ) · · · δ(α + δ) · · · (α+ δ)

= (α+ δ)k−1δc(α + δ)n−k.

Luego

c‖a1‖ · · · ‖ak−1‖ · · · ‖ak − xk‖‖xk+1‖ · · · ‖xn‖ ≤ c(α + δ)n−1δ.
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Es decir que:
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

p(a1, . . . , ak−1, xk − ak, xk+1, . . . , xn)

∥∥∥∥∥ ≤ n(α+ δ)n−1δc.

Si escogemos δ = mı́n

{
1,

ε

nc(α+ 1)n−1

}
, obtenemos:

nc(α+ δ)n−1δ ≤ nc(α+ 1)n−1δ ≤ ε.

Hemos demostrado que dado ε > 0, existe δ(ε, a) = δ > 0 tal que si
‖x − a‖ < δ entonces ‖p(x) − p(a)‖ < ε, por lo tanto p es continua en
a. �

1.76 Nota. La única transformación n-lineal uniformemente continua,
cuando n ≥ 2 es la aplicación nula. En efecto, recordamos que la aplica-
ción f : R → R, definida por f(t) = tn, para n ≥ 2 no es uniformemente

continua, pues dado x > 0 suficientemente grande, si z = x+
1

x
, se tiene

que |x− z| =
1

x
→ 0 si x→ ∞, pero

|f(z) − f(x)| = zn − xn = (z − x)(zn−1 + zn − 2x+ · · · + xn−1)

≥ 1

x
(xn−1 + · · · + xn−1) = nxn−2,

por lo tanto, para n ≥ 3

|f(z) − f(x)| ≥ nxn−2 → ∞, si x→ ∞,

y para n = 2 obtenemos que:

|z − x| → 0, y |f(z) − f(x)| ≥ n = 2,

no tiende a cero. Si p : E1 ×E2 × · · · ×En → F es n-lineal, con n ≥ 2, no
nula, entonces existen vk ∈ Ek, ‖vk‖ = 1, tales que p(v1, . . . , vn) 6= 0. Por
lo tanto, para t ∈ R, t > 0, si x = t(v1, . . . , vn), y z = (t+t−1)(v1, . . . , vn),
son tales que si t → ∞ entonces ‖z − x‖ → 0, y ‖p(z) − p(x)‖ ≥
ntn−2‖p(v1, . . . , vn)‖, no tiende a cero si n ≥ 2.

1.77 Teorema. Sean E1,E2, . . . ,En, espacios normados de dimensión
finita, y F espacio normado de dimensión arbitraria entonces toda apli-
cación n-lineal p : E1 × E2 × · · · × En → F es continua.
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Demostración. Sean dim(Ek) = mk <∞, para k = 1, 2, . . . , n. La prue-
ba se hará por inducción sobre n, el caso n = 1, o sea el caso lineal,
es el contenido de el Teorema 1.61, sea entonces n ≥ 2 y supongamos
que el Teorema es cierto para n − 1 y sea p : E1 × E2 × · · · × En → F,
aplicación n-lineal, donde dim(Ek) = mk es finita, consideramos una
base v1, v2, . . . , vr, para E1, donde r = m1 es finito, denotamos con ‖ ‖
la norma en E1. Como dado z1 ∈ E1, existen x1, . . . , xn reales, tales
que z1 = x1v1 + · · · + xrvr. Otra norma en E1, equivalente a la dada es
‖z1‖I = sup {|x1|, . . . , |xr|}, luego existen α > 0, β > 0 tales que

α‖z1‖ ≤ ‖z1‖I ≤ β‖z1‖,

para todo z1 ∈ E1 (proposición 1.43).

Además, para s = 1, 2, . . . , r, las aplicaciones ps : E2 × · · ·×En → F,
definidas por ps(z2, . . . , zn) = p(vs, z2, . . . , zn), son (n − 1)-lineales, la
hipótesis inductiva implica que son continuas, luego existen constantes
cs > 0, tales que

‖ps(z2, . . . , zn)‖ ≤ cs‖z2‖ · · · ‖zn‖.

Si x = (z1, z2, . . . , zn) ∈ E1 × · · · × En, donde z1 = x1v1 + · · · + xrvr,
tenemos que p(z1, z2, . . . , zn) =

∑r
s=1 xsp(vs, z2, . . . , zn); luego,

‖p(z1, z2, . . . , zn)‖ ≤
r∑

s=1

|xs|
∥∥p(vs, z2, . . . , zn)

∥∥

≤ ‖z1‖I

r∑

s=1

∥∥p(vs, z2, . . . , zn)
∥∥

≤ ‖z1‖I

r∑

s=1

∥∥p(vs, z2, . . . , zn)
∥∥

≤ ‖z1‖I

r∑

s=1

cs‖z2‖ · · · ‖zn‖

= ‖z1‖I‖z2‖ · · · ‖zn‖c,

donde c =
∑r

s=1 cs. Luego
∥∥p(z1, z2, . . . , zn)

∥∥ ≤ c‖z1‖I‖z2‖ · · · ‖zn‖ ≤ βc‖z1‖‖z2‖ · · · ‖zn‖,

para todo zk ∈ Ek, donde k ∈ {1, 2, . . . , n}, el teorema 1.75 iv) nos
implica que p es aplicación n-lineal continua. �
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1.78 Nota. Sean E,F espacios vectoriales normados cuya norma en
ambos será denotada por ‖ ‖, podemos considerar entonces el conjunto
de las aplicaciones lineales continuas de E en F, el cual denotaremos
por L(E,F), podemos dotar a L(E,F) de estructura de espacio vectorial
normado al definir la adición de L, T ∈ L(E,F) por (L+T )(x) = L(x)+
T (x) para todo x ∈ E y el producto por escalar aśı: para λ ∈ R y
T ∈ L(E,F) λT será la aplicación definida por (λT )(x) = λT (x) para
todo x ∈ E, es claro que L + T y λT son lineales continuas de E en F,
por lo tanto L(E,F) es espacio vectorial con este par de operaciones.

1.79 Definición. Dotamos a L(E,F) de una norma, al definir para
T ∈ L(E,F), la norma de T , como

‖T‖ = sup {‖T (x)‖ : x ∈ E ‖x‖ = 1}.

En virtud del teorema 1.33 (iii), vemos que este sup existe, luego
‖T‖ ≥ 0, pues por definición es supremum de números no negativos, es
claro que si T 6≡ 0, entonces existe x ∈ E, ‖x‖ = 1, tal que T (x) 6= 0,
esto implica que ‖T (x)‖ > 0, luego ‖T‖ > 0. Veamos la validez de la
desigualdad triangular: sean S, T ∈ L(E,F), x ∈ E,

‖(S + T )(x)‖ = ‖S(x) + T (x)‖ ≤ ‖S(x)‖ + ‖T (x)‖

(válida para la norma de F), nos implica que ‖(S+T )(x)‖ ≤ ‖S‖+‖T‖,
para todo x ∈ E, ‖x‖ = 1, luego

sup
{
‖(S + T )(x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ = 1

}
≤ ‖S‖ + ‖T‖.

Es decir, ‖S + T‖ ≤ ‖S‖ + ‖T‖. Sea c ∈ R y T ∈ L(E,F) tenemos
‖cT‖ = |c|‖T‖. Esta discusión muestra que ‖T‖ es en efecto una norma.
Consideraremos en lo sucesivo L(E, F) dotado de esta norma.

La definición de ‖T‖ dada es equivalente a:

‖T‖ = ı́nf{a > 0 : ‖T (x)‖ ≤ a‖x‖ para todo x ∈ E}
= ı́nf{a > 0 : ‖T (x)‖ ≤ a, para todo x ∈ E, ‖x‖ = 1}
= sup {‖T (x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}

= sup

{‖T (x)‖
‖x‖ : x ∈ E, ‖x‖ 6= 0

}
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Para las demostraciones de estas equivalencias es clave el teorema
1.33, serán dejadas como ejercicio.(Nótese que para que sean válidas se
requiere que E no sea reducido a {0}).

1.80 Nota. Se deduce que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖, para todo x de E.

Sean E,F,G espacios normados, T ∈ L(E,F), S ∈ L(F,G), L(E,G),
entonces

T : E → F, S : F → G,

podemos considerar S ◦ T : E → G, vemos que S ◦ T ∈ L(E,G) ser S y
T continuas. Denotaremos las normas en todos estos espacios con ‖ ‖.
Tenemos que:

‖S ◦ T (x)‖ =
∥∥S
(
T (x)

)∥∥ ≤ ‖S‖‖T (x)‖ ≤ ‖S‖‖T‖‖x‖

para todo x ∈ E; deducimos que

‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖‖T‖ (⋆⋆)

Esta desigualdad será importante para ver que la composición de
aplicaciones lineales continuas es bilineal continua.

1.81 Ejemplo (Aplicaciones multilineales continuas).

a) La composición de aplicaciones lineales continuas es bilineal con-
tinua.

Sean E,F,G espacios normados, L(E,F), L(F,G), L(E,G). Po-
demos considerar entonces el espacio producto L(E,F) × L(F,G)
como espacio normado, como ya se hizo, entonces la aplicación

◦ : L(E,F)×L(F,G) → L(E,G), definida por: ◦(S, T ) = S ◦T,

es bilineal continua. En efecto, las siguientes igualdades, las cuales
muestran que la composición de lineales continuas, notada ◦ es
bilinealbilineal, pueden ser demostradas como siempre, tomando
x ∈ E y mostrando que los dos lados de las igualdades son el
mismo, dejaremos esta verificación como ejercicio:

◦ (S1 + S2, T ) = S1 ◦ T + S2 ◦ T,
◦ (S, T1 + T2) = S ◦ T1 + S ◦ T2,

◦ (λS, T ) = (λS) ◦ T = λ(S ◦ T ) = ◦(S, λT ) = S ◦ (λT ).
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La continuidad de ◦ es consecuencia del teorema 1.75 (iv) y de la
la desigualdad (∗∗) mostrada anteriormente:

‖ ◦ (S, T )‖ = ‖S ◦ T‖ ≤ ‖S‖‖T‖.

b) El producto interno es una aplicación bilineal continua.

Sea E un espacio con producto interno notado 〈, 〉, al considerar
E como espacio normado con la norma inducida por su produc-
to interno: ‖x‖ =

√
〈x, x〉, para x ∈ E, entonces la aplicación

p = 〈 〉 : E × E → R, definida por 〈x, z〉 = p(x, z) es bilineal con-
tinua. En efecto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene
que |p(x, z)| = |〈x, z〉| ≤ ‖x‖‖z‖; nuevamente usamos el teorema
1.75 (iv).

c) El determinante.

Sea E = M(n× n), el espacio vectorial de las matrices cuadradas
de orden n × n, (n filas, n columnas) sobre los reales, con sus
operaciones usuales de adición y producto por escalar, provisto
con una cualesquiera de sus normas, por ejemplo, para A = [aij ],
‖A‖ = sup{|aij | : i, j = 1, 2, . . . , n}. Sabemos que dim(E) = n2,

luego podemos identificar E con Rn2
o con el producto de Rn, con

śı mismo n-veces, si escribimos los vectores de Rn como columnas,
esto haremos, identificar E con Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n veces

, entonces la función

determinante,
det : Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n veces

→ R

que a una matriz A = [v1, . . . , vk, . . . , vn], le hace corresponder su
determinante det(A), donde vk es la k-ésima columna de la matriz
A, sabemos por las propiedades de los determinantes que como
función de sus columnas det es n-lineal, como cada espacio factor
es de dimensión finita n, el teorema 1.77 nos implica que det es
n-lineal continua.

d) El producto de n números reales es una aplicación n-lineal conti-
nua,

p : R × · · · × R︸ ︷︷ ︸
n veces

→ R

(z1, . . . , zk, . . . , zn) 7→ p(z1, . . . , zk, . . . , zn) = z1 · · · zk · · · zn
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es n-lineal, como dim(R) = 1, será continua, debido al teorema
1.77.

e) El producto vectorial de n− 1 vectores de Rn, donde n ≥ 3.

Consideramos v1, . . . , vk, . . . , vn−1, n − 1 vectores de Rn. El pro-
ducto vectorial de estos n − 1 vectores, denotado por v1 × · · · ×
vk × · · · × vn−1 = w está caracterizado como el vector de Rn, tal
que

〈w, z〉 = det[v1, . . . , vk, . . . , vn−1, z]

para todo z ∈ Rn, donde vk es la k-ésima columna de la matriz de
orden n×n, [v1, . . . , vk, . . . , vn−1, z] y 〈w, z〉 es el producto interno
usual de Rn, definido para

x = (x1, . . . , xn), z = (z1, . . . , zn) por : 〈x, z〉 =
n∑

k=1

xkvk.

Al considerar la base canónica de Rn, {ek}n
k=1

(ek = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0), todas las coordenadas de ek son nulas
salvo la k-ésima que es 1), esta base es ortogonal para el producto
interno usual, las componentes de w están dadas por:

wk = 〈w, ek〉 = det[v1, . . . , vk, . . . , vn−1, ek].

Al desarrollar este determinante por la última columna, si Ak es
la matriz de orden (n−1)× (n−1) obtenida de la matriz de orden
n× (n−1), [v1, . . . , vn−1] al cancelar las k-ésimas componentes de
sus vectores columna v1, . . . , vn−1, obtenemos

wk = (−1)n+k det(Ak).

Luego

w = v1 × v2 × · · · × vn−1 =
n∑

k=1

(−1)n+k det(Ak)ek.

De esta igualdad vemos que la aplicación

Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

→ Rn

(v1, . . . , vn−1) 7→ v1 × · · · × vn−1
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el producto vectorial de n− 1 vectores de Rn es (n− 1)-lineal con-
tinua, como consecuencia de las propiedades de los determinantes
de matrices cuadradas (n− 1) × (n− 1) y el teorema 1.77.

1.82 Definición. Un espacio normado (E, ‖ ‖) se dice un espacio de
Banach, si como espacio métrico con la métrica inducida por la norma
es completo, cuando se diga en adelante sea E un espacio de Banach
se entenderá que E es un espacio vectorial normado y completo, con la
métrica inducida por la norma, es decir un espacio normado en el cual
toda sucesión de Cauchy es convergente.

Un espacio de Banach muy usado en lo sucesivo es el espacio de
Banach de las aplicaciones lineales continuas de un espacio normado E

en un espacio de Banach F, enunciaremos y haremos un bosquejo de su
demostración:

1.83 Teorema. Sean E un espacio normado y F un espacio de Ba-
nach, entonces el espacio normado de las aplicaciones lineales continuas
de E en F,L(E,F) es un espacio de Banach. (Se considera ‖T‖ con la
definición 1.79.

Demostración. Sea {Tn} una sucesión de Cauchy de L(E,F), sean x ∈ E,
x 6= 0 y ε > 0, cualesquiera, fijos, podemos suponer ‖x‖ = 1. Por ser
Tn sucesión de Cauchy, existe m1 ∈ N, tal que si m,n ≥ m1 entonces
‖Tn − Tm‖ < ε

∥∥Tn(x) − Tm(x)
∥∥ =

∥∥(Tn − Tm)(x)
∥∥ ≤ ‖Tn − Tm‖ < ε.

Deducimos que la sucesión {Tn(x)} es de Cauchy en el espacio de
Banach F, luego es convergente, es decir, existe y ∈ F, tal que y =
ĺımn→∞ Tn(x), como siempre Tn(0) = 0 para todo n, entonces 0 =
ĺımn→∞ Tn(0). Hemos demostrado que dado x en E existe
T (x) = ĺımn→∞ Tn(x); obtenemos una función T : E → F, definida
por el anterior ĺımite.

Sean x, z en E, α, β en R, como las aplicaciones Tn son lineales, ob-
tenemos:

ĺımn→∞ Tn(αx+ βz) = ĺımn→∞[αTn(x) + βTn(z)]

= α ĺımn→∞ Tn(x) + β ĺımn→∞ Tn(z)

= αT (x) + βT (z).
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Esto nos prueba que la aplicación T es lineal. Veamos que es continua.

Dado ε > 0, existe n1, tal que si n,m ≥ n1 implican ‖Tn − Tm‖ < ε,
luego para todo n ≥ n1, se tiene que ‖Tn − Tn1‖ < ε. Sean x en E, y
n ≥ n1, tenemos:

∥∥Tn(x)
∥∥ ≤

∥∥(Tn − Tn1)(x)
∥∥ +

∥∥Tn1(x)
∥∥ ≤ ‖Tn − Tn1‖‖x‖ + ‖Tn1‖‖x‖,

luego:

‖Tn(x)‖ ≤
(
ε+ ‖Tn1‖

)
‖x‖ para todo x ∈ E.

Como ĺımn→∞ Tn(x) = T (x), y la continuidad de la norma, obtene-
mos que

‖T (x)‖ ≤
(
ε+ ‖Tn1‖

)
‖x‖ para todo x ∈ E.

Por el teorema 1.33 deducimos que T es lineal continua, es decir,
T ∈ L(E,F). Resta demostrar que ‖Tn − T‖ → 0 si n → ∞, es decir
según la norma de L(E,F). Como Tn es sucesión de Cauchy, sea ε > 0
existe n0, tal que si n,m ≥ n0, se tiene que ‖Tn − Tm‖ < ε.

Sea x ∈ E, ‖x‖ = 1, cualesquiera fijo, para m,n ≥ n0, tenemos,

‖(Tm − Tn)(x)‖ ≤ ‖Tm − Tn‖ < ε.

Conservando m fijo, cuando n → ∞, deducimos de la anterior de-
sigualdad:

‖Tm(x) − T (x)‖ ≤ ‖Tm − T‖ ≤ ε,

concluimos que ‖Tm(x) − T (x)‖ ≤ ε para m ≥ n0 y para todo x tal
que ‖x‖ ≤ 1. Hemos demostrado: dado ε > 0 existe n0 tal que m ≥ n0

implica ‖Tm − T‖ < ε.

La demostración está completa. �

Casos particulares de este teorema son: cuando la dimensión de F es
finita, en particular cuando F = R, obtenemos L(E,R) = E∗ dual de E

es de Banach, por ser R de Banach, E puede no serlo.

1.84 Ejemplo. En este ejemplo conseguiremos cotas para demostrar
que un operador lineal entre dos espacios vectoriales normados es un
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homeomorfismo lineal, con el propósito de ilustrar la proposición 1.43.
Consideramos la ecuación diferencial ordinaria:

y′′(t) − y(t) = 0, t ∈ [0, 1] (∗)

E = {f : [0, 1] → R, f es solución de (∗)}. En cursos de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias se demuestra que f1(t) = et, f2(t) = e−t son
base para el espacio vectorial E, por lo tanto, si f ∈ E, es de la forma:

f(t) = c1e
t + c2e

−t,

donde c1, c2 ∈ R,E es espacio vectorial de dimensión dos, le dotamos de
una norma E, al definir, para f ∈ E:

‖f‖ = sup{|f(t)|, t ∈ [0, 1]}.

Consideramos T : E → R2, definida por T (c1e
t + c2e

−t) = (c1, c2),
es claro que T es lineal e inyectiva, por lo tanto sobre, continua por
Teorema 1.71, consideramos R2, con la norma ‖(x, y)‖2 = |x| + |y|, por
el mismo teorema, su inversa T−1 : R2 → E, es también continua, T
es homeomorfismo lineal. Como aplicación de la Proposición 1.43, mos-
traremos en detalle esta afirmación, calcularemos cotas para ‖T (f)‖2.
Como

sup |c1et + c2e
−t| ≤ sup |c1et| + sup |c2e−t| ≤ e (|c1| + |c2|) ,

donde el sup es tomado para t ∈ [0, 1]. De esto obtenemos para f(t) =
c1e

t + c2e
−t que e−1‖f‖ ≤ ‖T (f)‖2. Para t = 0 y t = 1 tenemos:

f(0) = c1 + c2,

f(1) = c1e+ c2e
−1.

De este par de ecuaciones determinamos c1, c2,

c1 =
(ef(1) − f(0))

e2 − 1
,

c2 =
e(ef(0) − f(1))

e2 − 1
.

Como |f(0)| ≤ ‖f‖ y |f(1)| ≤ ‖f‖, obtenemos

|c1| ≤
(e+ 1)‖f‖
e2 − 1

≤ ‖f‖
e− 1

, y |c2| ≤
e‖f‖
e− 1

,



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 52 — #64
i

i

i

i

i

i
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luego

‖T (f)‖2 = |c1| + |c2| ≤
‖f‖
e− 1

+
e‖f‖
e− 1

=
(1 + e)‖f‖
e− 1

.

Luego existen α = e−1 y β = (1+e)
e−1 tales que α‖f‖ ≤ ‖T (f)‖2 ≤

β‖f‖. La proposición 1.43 implica que T es homeomorfismo lineal.

Muchos ejemplos de espacios normados y de espacios de Banach, son
dados por espacios de sucesiones. Con N denotaremos el conjunto de
enteros positivos.

1.85 Ejemplo.

a) Sea Sa el conjunto de todas las sucesiones acotadas de números
reales. Por lo tanto x = {xn}∞n=1 ∈ Sa si y sólo si existe M ≥ 0 tal
que |xn| ≤M , para todo n ∈ N. Podemos dotar Sa con estructura
de espacio vectorial real, al definir adición y multiplicación por un
real puntualmente. Es decir, si {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ∈ Sa, entonces
{xn}∞n=1 + {yn}∞n=1 = {xn + yn}∞n=1, y para a ∈ R, a{xn}∞n=1 =
{axn}∞n=1. Definimos una norma en Sa por

‖{xn}∞n=1‖ = sup
n∈N

{|xn|}

para {xn}∞n=1 ∈ Sa. Proponemos llenar los detalles de la demostra-
ción de que este es un espacio vectorial normado como ejercicio.

b) Sea Sc el conjunto de todas las sucesiones convergentes de números
reales y S0 el conjunto de todas las sucesiones de números reales,
convergentes a 0. Estos son subconjuntos de Sa. Las operaciones
y la norma de Sa al ser restringidas a estos dos subconjuntos ha-
cen que sean subespacios vectoriales normados de Sa. Dejamos los
detalles como ejercicio.

c) Sea Sf el subconjunto de Sa de todas las sucesiones con un número
finito de elementos no nulos, es decir, {xn} ∈ Sf , si y sólo si existe
un m ∈ N, tal que xn = 0, para todo n ≥ m. Dejamos como
ejercicio verificar que Sf es subespacio vectorial normado de Sa

por restricción de las operaciones y norma.
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d) Otros subespacios vectoriales de Sa desde el punto de vista alge-
braico, definiremos normas diferentes de las inducidas por la de Sa.
Por ejemplo: Para p ≥ 1 número real, con lp denotamos el espacio
vectorial real de las sucesiones de reales {xn}n∈N , tales que

{xn}n∈N ∈ lp si y sólo si ‖{xn}∞n=1‖ =

( ∞∑

n=1

|xn|p
) 1

p

<∞.

La verificación de que esta es una norma en lp, no es trivial, es
consecuencia de la desigualdad de Minkowsky, la cual se necesita
para ver que es un espacio vectorial. En los ejercicios al final de
este caṕıtulo damos sugerencias para la demostración de esta des-
igualdad, (ver ejercicios 20 y 21 de este caṕıtulo). Salvo en el caso
Rn, es decir, en el caso de sucesiones con a lo más sus primeros
n elementos no nulos, todas la topoloǵıas métricas inducidas por
las normas ‖ ‖p son todas diferentes, en verdad recordados como
subespacios vectoriales de Sa, se tiene que

lp = lq si y sólo si p = q.

El ejemplo siguiente describe espacios de Banach, que usaremos en
caṕıtulos siguientes.

1.86 Ejemplo. Sea (M,d) un espacio métrico, con métrica d, más ge-
neralmente puede considerarse que M es un espacio topológico y sea
(E, ‖ ‖) un espacio vectorial normado. Denotaremos con Fb(M,E) el
conjunto de todas las funciones acotadas de M en E, con Cb(M,E) el
conjunto de todas las funciones continuas acotadas de M en E. Es decir,

f ∈ Fb(M,E) si y sólo si 1) f : M → E, 2) sup
x∈M

‖f(x)‖ <∞.

Si M es compacto, toda función continua de M en E es acotada,
en este caso se escribe Cb(M,E) = C(M,E). Si E = R, y M compacto
C(M,R) = C(M) denotará las funciones continuas definidas en el com-
pacto M a valor real. Podemos introducir una métrica en Fb(M,E),
definiendo distancia entre dos funciones acotadas f, g : M → E como:

d(f, g) = sup{d(f(x), g(x)), x ∈M},
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en el caso E, espacio normado d(f(x), g(x)) = ‖f(x)−g(x)‖. Nótese que

d(f(x), g(x) <∞.

En efecto, dado a ∈ M fijo. Como f(M), g(M) son acotados en E,
existen reales A > 0, B > 0 tales que

‖f(x) − f(a)‖ ≤ A, ‖g(x) − g(a) ≤ B para todo x ∈M.

Si C = ‖f(a)− g(a)‖, entonces, tenemos ‖f(x)− g(x)‖ ≤ A+B+C
para todo x ∈ M . Luego, d(f, g) = sup{d(f(x), g(x)), x ∈ M} ≤
A + B + C, esto demuestra que d(f, g) es número real bien definido.
Los postulados para que d sea métrica son fácilmente verificados, por
ejemplo, si f 6= g, existe a ∈ M , tal que f(a) 6= g(a), por lo tanto
d(f(a), g(a) = ‖f(a) − g(a)‖ > 0, luego d(f, g) > 0. Como E es espacio
vectorial normado, Fb(M,E) posee estructura de espacio vectorial: (f +
g)(x) = f(x) + g(x) y (λf)(x) = λf(x), es fácil ver que f + g y λf , son
acotadas si f, g lo son. La métrica d proviene de la norma

‖f‖ = sup{‖f(x)‖, x ∈M},

la cual hace que Fb(M,E) sea espacio vectorial normado. Se escribe
entonces:

d(f, g) = ‖f − g‖, para f, g ∈ Fb(M,E).

Vemos que Cb(M,E) es subespacio vectorial normado, del espacio
normado Fb(M,E), M puede ser espacio topológico o métrico.

Un caso particular interesante es: sea N = {0, 1, 2, . . . } el conjunto
de los enteros no negativos, con la métrica inducida por la de R:

d(n,m) = |n−m|, n,m ∈ N.

Con esta métrica N no es compacto, pero es discreto. Todo subcon-
junto es abierto, luego toda función de N en un espacio topológico es
continua. Considerando Fb(N,R). Si f ∈ Fb(N,R), entonces

sup{|f(n)| n ∈ N} <∞.

Es decir, f define una sucesión acotada de reales. Rećıprocamente, toda
sucesión acotada de reales define un único f ∈ Fb(N,R), por lo tanto
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tenemos un isomorfismo que preserva normas entre Fb(N,R) y Sa el
conjunto de todas las sucesiones acotadas de números reales, definido
por aplicar f ∈ Fb(N,R) a (f(0), f(1), . . . , f(n), . . . ) ∈ Sa (Esto puede
generalizarse a un espacio normado E, en lugar de R).

Finalmente, podemos enunciar:

1.87 Teorema. Sea M espacio topológico o métrico y (E, ‖ ‖) espacio
vectorial normado. Entonces Cb(M,E) es un espacio de Banach si y sólo
si E, ‖ ‖) es de Banach.

La demostración será dejada como ejercicio.

1.88 Corolario. En las hipótesis anteriores, si M espacio topológico
compacto. Entonces Cb(M,E) provisto de la norma sup es completo.

1.8 Ejercicios

1. a) Sea E, el espacio vectorial de todas las funciones polinomiales
a valor real,

f : R → R

t 7→ f(t) = ao + a1t+ · · · + ant
n

ak ∈ R, k = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, 2, . . . ,m, . . . , t ∈ R, polino-
mios con coeficientes en R,S el subespacio de los polinomios
con coeficiente ao = 0, es decir f(0) = 0 = ao, dotamos E de
la norma:

‖f‖ =

n∑

k=0

|ak|, para f(t) =

n∑

k=0

akt
k

en E. Definamos D : S → E, por

D(f(t)) = f ′(t) = a1 + 2a2t+ 3a3t
2 + · · · + nant

n−1,

la derivada del polinomio f(t). Muestre que D es aplicación
lineal no continua, biyectiva (considere E con la norma dada
y S con la norma inducida por restricción).



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 56 — #68
i

i

i

i

i

i

56 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

Sugerencia: Considere sucesiones como fn = 1
n

(t+t2+· · ·+tn),

o gn = 1
n
fn, luego observe ‖f ′

n‖ = 1
2 (n + 1), ‖gn‖ y ‖g′

n‖.
Demuestre que D−1 : E → S es continua; vea que ‖D−1(z)‖ ≤
‖z‖, para todo z ∈ E.

b) Considere T : S → E, definida por

T (a1t+ a2t
2 + a3t

3 + · · · + ant
n) =

n∑

k=1

akt
k−1,

entonces T es homeomorfismo lineal, ‖T (x)‖ = ‖x‖, para todo
x ∈ S y ‖T‖ = 1.

c) Considere el espacio normado l1 de todas las sucesiones in-
finitas de números reales z = {x1, x2, . . . , xn, . . . }, tales que∑∞

n=1 |xn| < ∞, normado con la norma ‖z‖ = ‖(xn)‖ =∑∞
n=1 |xn|. Sea F el subespacio de l1 consistente de las suce-

siones que tienen sólo un número finito de elementos no nulos,
con la norma inducida. Muestre que F es denso en l1 y que
la aplicación T : E → F, definida por

T

(
n∑

k=0

akt
k

)
= (ao, a1, . . . , an, 0, . . .),

es un homeomorfismo lineal isométrico.

2) Considere R el espacio vectorial de los números reales como espacio
sobre śı mismo. Muestre que N : R → R es una norma en R, śı y
sólo si existe a > 0, tal que N (x) = a|x| para todo x ∈ R.

3) Consideremos la ecuación diferencial ordinaria: ax′′ + bx′ + cx = 0,
donde a, b, c son números reales, constantes, y sea E el espacio
vectorial de todas las soluciones ϕ : [0, 1] → R, de la ecuación
dada, normamos E con la norma sup, es decir, para f ∈ E, ‖f‖ =
sup{|f(t)| : t ∈ [0, 1]}.

a) Muestre que E es homeomorfo con R2.
Sugerencia: considere la ecuación polinomial asociada at2 +
bt + c = 0 a la ecuación dada y los tres casos, según que
b2 − 4ac < 0 (> 0, = 0).

b) Muestre que ‖f‖1 =
(∫ 1

0 |f(t)|2 dt
) 1

2
y ‖f‖ son equivalentes

en E.
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c) Son equivalentes estas dos normas en

C[0, 1] = {f : [0, 1] → R tal que f continua}?

4) a) Caracterice la familia de todos los homeomorfismos lineales
T de R2 sobre śı mismo.

b) Considerando R2 con la norma euclidiana ‖x‖ =
√

(x2
1 + x2

2),
una aplicación lineal T : R2 → R2 se dice ser isométrica, si
‖T (x)‖ = ‖x‖, para todo x ∈ R2. Demuestre que las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:

c) T es isometŕıa.

d) 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 par todo x, y ∈ R2.

e) Si A es la matriz asociada a T en la base canónica de R2

entonces A es ortogonal, es decir AtA = I donde I es la matriz
idéntica.

f ) Supongamos que T es isometŕıa, demuestre que la matriz A
asociada a T es de la forma

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]

para algún θ, es decir es rotación alrededor del origen, o es
de la forma [

cos θ sen θ
sen θ − cos θ

]

para algún θ, es decir reflexión. Sugerencia: Considere L(e1),
L(e2) y recuerde que A es rotación si y sólo si det(A) = 1 y
A es reflexión si y sólo si det(A) = −1.

5) Considere R2 con la norma ‖x‖2 =
(
|x1|2 + |x2|2

) 1
2 , para

x = (x1, x2). Sea L : R2 → R2, operador lineal, cuya matriz en
la base canónica de R2 es dada por

[
a b
b c

]

a) Demuestre que la norma de la aplicación L cuando a > 0,
c > 0, es

‖L‖ =
1

2

(
a+ c+

√
(a− c)2 + 4b2

)
.

Para generalización de este caso ver Noble B. [29]
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58 CAṔITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

b) Demuestre que en R2, ‖x‖∞ = sup(|x1|, |x2|) es norma tal
que:

‖x‖∞ = ĺımp→∞ ‖x‖p, donde ‖x‖p =
(
|x1|p + |x2|p

)p
,

para x = (x1, x2)R y 1 ≤ p <∞.

6) Consideremos E = M(n × n) el espacio vectorial de las matrices
reales, cuadradas de tamaño n × n, con sus operaciones usuales,
suma, producto de un escalar por una matriz, producto de ma-
trices. Como E puede identificarse con Rn2

, podemos dotar E con
una cualesquiera de las normas de los espacios Rm. Sin embargo,
como a una matriz A de E podemos asociar una aplicación lineal
de Rn en Rn y rećıprocamente. Sea ‖ ‖ una norma en Rn, definimos
norma de la matriz A, por ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : x ∈ Rn, ‖x‖ = 1},
donde Ax es el producto de la matriz A por el vector columna x,
es decir, la norma de A es la norma de la aplicación lineal asociada
a A. Demuestre que:

a) ‖A‖ es en efecto una norma en E, para la cual ‖Ax‖ ≤
‖A‖‖x‖.

b) Si A, B están en E, ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

7) Sea x ∈ Rn, donde x = (x1, x2, . . . , xn)t es vector columna, con
normas

‖x‖1 =

n∑

j=1

|xj |, ‖x‖∞ = máxk=1,...,n{|xk|},

si L : Rn → Rn es la aplicación lineal asociada a la matriz A ∈ E

y si con ‖A‖1 denotamos la norma de L como aplicación de Rn,
con la norma ‖ ‖1 y con ‖A‖∞ la norma de L como aplicación de
Rn en Rn con la misma norma ‖ ‖∞, entonces :

‖A‖1 = máx‖x‖1=1{‖Ax‖1} = máxj=1,...,n

n∑

i=1

|aij |

‖A‖∞ = máxi=1,...,n

n∑

j=1

|aij|

Sugerencias: 1) Observe que si el valor de j, para el cual el máximo
es obtenido es j = k. Al escoger z tal que zi = 1 si i = k, 0 si i 6= k,
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se tiene que para este z, ‖Az‖1 =
∑n

1=1 |aik| = ‖A‖1. 2) Suponga
que el valor de i que da la suma máxima en máxi=...,,n

∑n
j=1 |aij|

es i = k, entonces construya z como:

zj = 1 si aij ≥ 0, zj = −1, si akj < 0.

Para este z, ‖Az‖∞ =
∑n

j=1 |akj = ‖A‖∞ Use en ambos casos el
ejercicio 1.6 anterior.

8) a) Consideramos L2 = L2(−∞, ∞), el espacio vectorial de las
funciones de variable real, de cuadrado integrable, en el senti-
do de Lebesgue, es decir, si f ∈ L2, entonces

∫∞
−∞ |f(t)|2dt <

∞.

Para f, g ∈ L2 definimos norma de f por:

‖f‖2 =

(∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt

) 1
2

,

y la distancia entre f y g, por: ‖f − g‖2. Sean S el subespacio
de L2 definido por

S = {f ∈ L2,

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣
∫ t

−∞
f(s)ds

∣∣∣∣
2

dt <∞ para t ∈ R},

y φ : S → L2, la aplicación definida por φ(f) =
∫ t

−∞ f(s)ds.
Demuestre que esta aplicación es lineal no continua.

b) Sea I = [−1, 1], considerando

C1 = {f : I → R, , f, f ′ son continuas en I},

si D : C1 → C1 es la aplicación derivada, Df = df
dt

, demuestre
que al considerar C1 con la norma sup, ‖f‖ = sup{|f(t)|, t ∈
I}, D es lineal discontinua.

9) a) Sea E, 〈 , 〉 espacio con producto interno demuestre que la
igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da si y solo
si x, y son dependientes.

b) Demuestre la Proposición 1.6.

10) Usando que una norma es inducida por un producto interno si y
sólo si satisface la ley del paralelogramo. ¿Proviene ‖a‖ = sup{|ak| :
k = 1, . . . , n} para a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, de un producto interno
en Rn?.
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11) Sean E un espacio con producto interno notado 〈 , 〉 y an, bn dos
sucesiones de vectores en E, tales que

ĺımn→∞ ‖an‖ = ĺımn→∞ ‖bn‖ =
1

2
ĺımn→∞ ‖an + bn‖ <∞.

Usando la ley del paralelogramo deduzca que

ĺımn→∞ ‖an − bn‖ = 0.

12) Sean E, F espacios normados y T : E → F aplicación lineal biyec-
tiva, tal que T (xn) es sucesión de Cauchy en F, si y sólo si (xn)
es sucesión de Cauchy en E. Pruebe que T es un homeomorfismo
lineal.

13) Consideramos el espacio vectorial (C, ‖ ‖∞),

C = C([0, 2π]) = {f : [0, 2π] → R, | f es continua},

normado con la norma ‖f‖∞ = sup{|f(t)|, t ∈ [0, 2π]}, y sea E

el subespacio vectorial de C consistente de aquellas funciones de
C, que son de clase C1, es decir, con primera derivada continua
en [0, 2π]. Sea T : E → C, definida por T (f)(t) = f ′(t) + f(t).
Demuestre:

a) T es una transformación lineal, de E dotado con la norma
‖ ‖∞ en C dotado con la norma ‖ ‖∞, no continua.

b) Demuestre que si E es dotado de la norma ‖f‖1 = ‖f‖∞ +
‖f ′‖∞ entonces T es lineal continua, como aplicación de E

con esta norma ‖ ‖1 en C con la norma ‖ ‖∞, muestre que se
tiene:

‖Tf‖∞ ≤ ‖f‖1

14) Sean E,F espacios normados L : E → F aplicación continua, tal
que

L(x+ y) = L(x) + L(y) para todo x, y ∈ E.

Demuestre que L es lineal continua.

15) Sea (M,d) un espacio métrico, con métrica d y A ⊂ M no vaćıo,
para cada x ∈ M sea d(x,A) = ı́nf

{
d(x, a) | a ∈ A

}
. Demuestre

que:
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a) d(x,A) = 0, si y sólo si x ∈ A,

b)
∣∣d(x,A) − d(y,A)

∣∣ ≤ d(x, y), para todo x, y ∈M .

16) Sea (E, ‖ ‖) un espacio vectorial normado, (xn)∞n=1 una sucesión
en E, tal que

ĺımn→∞ xn = z.

Si y ∈ E, es tal que ‖y − xn‖ ≤ r par todo n. demuestre que
‖z − y‖ ≤ r.

17) Dé ejemplos de espacios vectoriales con una métrica d, tal que
d(x, 0) no es una norma en E.

18) Dado un espacio vectorial E, una función f : E → R se dice convexa
si

f(αx+ βy) ≤ αf(x) + βf(y),

para todo x, y ∈ E, y para números reales α, β, tales que 0 ≤
α, β ≤ 1, y α+ β = 1. Demuestre que toda norma en el espacio E

es función convexa.

19) Sean E un espacio vectorial normado, D ⊂ E, un subespacio vec-
torial denso en E, F un espacio de Banach y L : D → F aplicación
lineal continua. Demuestre que existe una única extensión lineal
continua L de L a todo el espacio E, tal que ‖L‖ = ‖L‖.

20) Demuestre los ejercicios sugeridos en el ejemplo 8 en los numerales
(a), (b) y (c) de este Caṕıtulo.

21) A continuación damos los pasos a seguir para probar la desigual-
dades de Cauchy, Hölder y de Minkowsky. Consideramos las no-
taciones del ejemplo 1.85 de este caṕıtulo). Sean p, q reales, tales
que 1 < p <∞ y p−1 + q−1 = 1.

a) Demuestre que si x, y son reales no negativos, α > 0, β > 0,
tales que α+ β = 1. Entonces

xαyβ ≤ αx+ βy.

Sugerencia: Note que la desigualdad es evidente si x = y.
Sea x 6= y. En el plano xy considere para 0 < α < 1, y
para y > 0 fijo, la función f : (0, +∞) → R, definida por
f(x) = αx + βy − xαyβ, demuestre que f(x) ≥ 0, para todo
x ≥ 0. Use cálculo diferencial para ver que el mı́nimo de f
ocurre en x = y, f(y) = 0.
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b) Desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Hölder. Sean p > 1
y q = p

p−1 , y an, bn sucesiones de números reales (o comple-
jos)entonces, si definimos para 1 ≤ m ≤ N :

Am =
am

(∑N
k=1 |ak|p

) 1
p

, Bm =
bm

(∑N
k=1 |bk|q

) 1
q

.

Entonces

N∑

k=1

|Ak|p = 1, y
N∑

k=1

|Bk|q = 1.

Usando (i) deducimos que

|AmBm| ≤ |Am|p
p

+
|Bm|q
q

,

por lo tanto, sumando sobre m, obtenemos la desigualdad de
Hölder:

N∑

k=1

|akbk| ≤
(

N∑

k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑

k=1

|bk|q
)1

q

c) Bajo las hipótesis de lo anterior demuestre que:

N∑

k=1

|ak + bk|p ≤
N∑

k=1

|ak + bk|p−1|ak| +

N∑

k=1

|ak + bk|q−1|bk|,

aplicando la desigualdad de Hölder al lado derecho de la an-
terior desigualdad deduzca la desigualdad de Minkowski:

(
N∑

k=1

|ak + bk|p
) 1

p

≤
(

N∑

k=1

|ak|p
) 1

p

+

(
N∑

k=1

|bk|q
) 1

q

.

22) Por extensión de la desigualdad de Minkowski a sucesiones infini-
tas, demuestre que (lp, ‖ ‖p) es un espacio vectorial normado.

a) Son cerrados los siguientes subespacios de l2?, son compactos?

S = {x ∈ l2 : ‖x‖2 = 1}
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(Construya una sucesión que no tenga subsucesión conver-
gente).

E1 =

{
x = (xn) ∈ l2 :

∞∑

n=1

n2x2
n ≤ 1

}
.

E2 =

{
x = (xn) ∈ l2 :

∞∑

n=1

n2x2
n = 1

}

b) ¿Qué falla si se trata de definir ‖ ‖p para 0 < p < 1?

23) Considere el espacio vectorial normado Sf definido en el ejemplo
1.85 (iii) de las sucesiones con un número finito de elementos no
nulos. Encuentre un ejemplo de una aplicación lineal no continua
L : Sf :→ R (use el teorema 1.33).

24) Considere Sf como en ejercicio anterior. Sea B : Sf × Sf :→ R,
definida por

B((xn), (ym)) =
∞∑

n,m=1

xn + ym

(n+m)2
.

Demuestre que B es aplicación bilineal, no continua, pero continua
en cada variable separadamente.

25) Considere el espacio vectorial C([0, 1],R) de las funciones conti-
nuas definidas en el intervalo cerrado y acotado [a, b] de R, a valor
real, provisto de la norma sup, con la métrica inducida. Usando
resultados usuales acerca de sucesiones uniformemente convergen-
tes de funciones que necesite, demuestre que C([0, 1],R) es espacio
de Banach.

26) Sean E, F espacios normados, L : E → F, aplicación lineal, demues-
tre que las siguientes afirmaciones acerca de L son equivalentes:

a) L es continua

b) Si (xn) es sucesión acotada en E, entonces L(xn) es acotada
en F.

c) Si ĺımn→∞ xn = 0 implica que L(xn) es acotada.

27) Sean E,F espacios vectoriales normados, y G = L(E, F) el espacio
vectorial normado de las aplicaciones lineales continuas de E, en
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F, provisto de la norma sup. Si {Tn}n∈N es una sucesión de G, se
dice que Tn converge uniformemente a T ∈ G, si

ĺımn→∞ ‖Tn − T‖ = 0.

(Esta es la convergencia según la topoloǵıa inducida por la norma
sup o topoloǵıa uniforme). Se dice que la sucesión Tn converge
fuertemente en G a T ∈ G si para todo x ∈ G,

ĺımn→∞ ‖(Tn − T )(x)‖ = 0.

Demuestre que si la sucesión Tn converge uniformemente a T en
G, entonces converge fuertemente a T en G.

28) Sean E espacio vectorial normado, r > 0 y Sr = {x ∈ E : ‖x‖ = r},
la esfera de centro en 0 ∈ E y radio r. Suponiendo que E no es
reducido a {0}. Demostrar que E es de Banach si y sólo si el espacio
métrico (Sr, ‖.‖) es completo para algún r > 0.

29) Sean I el intervalo cerrado y acotado I = [0, 1] ⊂ R y
C = C(I,R) = {f : I → R : f continua en I}, el espacio vectorial
de las funciones continuas definidas en I, a valor real, demuestre
que: si 0 < p < 1, si N(f), es el real no negativo definido para
f ∈ C por

N(f) =

∫ 1

0
|f(t)|pdt <∞, no es una norma en C,

a) pero al definir para f, g ∈ C

d(f, g) =

∫ 1

0
|(f − g)(t)|pdt entonces d es una métrica en C.

b) Con C2 denotamos el espacio vectorial de las funciones defi-
nidas en I a valor real, que poseen derivadas hasta orden dos
continuas, con S = {u ∈ C2, u(0) = u(1) = 0}, y si considera-
mos el operador lineal D2 : S → C, definido por D2(u) = u′′,
demuestre que el rango de D2 está contenido en C.

c) Demuestre que la ecuación u′′ = f posee una única solución
u ∈ S, para f ∈ C.
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d) Considerando para f ∈ C y u ∈ S,

‖f‖0 =

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

, ‖u‖2 =
(
‖u‖2

0 + ‖u′‖2
0 + ‖u′′‖2

0

) 1
2 ,

normas en C y S respectivamente, considerando ahora D2 co-
mo operador lineal del espacio normado (S, ‖ ‖2) en (C, ‖ ‖0),
demuestre que existe c > 0, tal que

‖u‖2 ≤ c‖D2u‖0,

donde u es la solución dada en (ii). ¿ Qué puede decir acerca
del inverso de D2?

e) Con C4 denotamos el espacio vectorial de las aplicaciones
definidas en I, a valor real, que poseen derivadas hasta or-
den cuatro y son continuas, con T = {u ∈ C4, u, u′ se anu-
lan en {0, 1}}. Sea D4 : T → C, definido para u ∈ T , por
D4(u) = u(4), la derivada de orden cuatro de u. Discuta para
f ∈ C, la ecuación u(4) = f cuando C tiene la norma ‖ ‖0 com
antes, y para u ∈ T definimos la norma

‖u‖4 =




4∑

j=0

‖u(j)‖2
0




1
2

.

cuando consideramos ahoraD4 como operador lineal de (T, ‖ ‖4)
en (C, ‖ ‖0) ¿Qué puede decir acerca del inverso de D4?.

30) Sean E espacio normado y T : E → R aplicación lineal, demostrar
que:

a) T es discontinua si y sólo si T−1(0) es denso en E. Sugerencia:
Use que T es continua si y sólo si T−1(0) es cerrado., y que si
T es discontinua, entonces ‖T‖ = ∞, esto implica que existen
sucesión xn ∈ E con ‖xn‖ = 1 y ‖T (xn)‖ ≥ n, para cada n y
v ∈ E T (v) = 1. Al tomar zn = v− 1

Txn
xn observe que zn → v

¿qué ocurre?.
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La diferencial como aplicación lineal

En este caṕıtulo estudiaremos la diferencial de una aplicación defi-
nida en un abierto de un espacio normado con valores en otro espacio
normado, en el sentido de Fréchet. Motivaremos la definición de diferen-
cial de una aplicación, como una aplicación lineal aśı: motivación. En
los cursos de cálculo a nivel de pregrado, cálculo de variable real a valor
real , definimos:

2.1 Definición. Sea A ⊆ R, subconjunto abierto de R, f : A → R,
a ∈ A, f se dice diferenciable en a, si existe b ∈ R, tal que:

ĺımx→a
f(x) − f(a)

x− a
= b = ĺımh→0

f(a+ h) − f(a)

h
,

se denota por f ′(a) al real b anterior, pues se demuestra que es único.

En la anterior definición es tácito que a+h ∈ A, esto puede garanti-
zarse por ser A abierto y a ∈ A, existe δ > 0, tal que si |h| < δ implica
que a+h ∈ A. En este caso se dice que f ′(a) es la derivada de la función
f en a, notamos que f ′(a) es un número real. Se dice también que f es
derivable en a, o que f posee derivada de orden 1 en a, si el anterior

66



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 67 — #79
i

i

i

i

i

i

67

ĺımite existe, llamaremos sólo en este caso a f ′(a) como la derivada de f
en a, en lo sucesivo, la llamaremos la diferencial de f en a. La definición
de ĺımite nos permite ver que f es diferenciable en a ∈ A, equivale a que

ĺımh→0
f(a+ h) − f(a)

h
− f ′(a) = 0,

esto a su vez equivale a decir que:

ĺımh→0
f(a+ h) − f(a) − f ′(a)h

h
= 0,

esto equivale a: dado ε > 0 existe δ > 0, tal que si |h| < δ entonces

|f(a+ h) − f(a) − f ′(a)h| < ε|h|.

Si notamos con r(h) = f(a+ h) − f(a) − f ′(a)h, vemos que:

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ r(h), donde ĺımh→0
r(h)

|h| = 0.

Podemos enunciar:

2.2 Proposición. Sea A ⊆ R, abierto, a ∈ A f : A → R, f es dife-
renciable en a, śı y sólamente si existen b ∈ R y r(h) función de h tales
que

f(a+ h) = f(a) + bh+ r(h), donde ĺımh→0
r(h)

|h| = 0.

Demostración. Es consecuencia de los comentarios anteriores y
f ′(a) = b. �

2.3 Nota. Considerando R como espacio vectorial sobre śı mismo, sabe-
mos que existe una correspondencia biuńıvoca entre aplicaciones lineales
de R en R y números reales, más exactamente:

2.4 Proposición. El espacio vectorial L(R,R) es isomorfo a R.

Demostración. Como la base canónica de R como espacio vectorial sobre
si mismo es 1, tenemos que si L : R → R es aplicación lineal, entonces
el real a = L(1) caracteriza a L, pues L(x) = xL(1) = L(1)x, podemos
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hacer corresponder a L el real a = L(1), y rećıprocamente, dado a ∈ R,
podemos asociar la aplicación lineal

L : R → R

x 7→ L(x) = ax

Vemos que la aplicación ϕ : L(R,R) → R, definida por ϕ(L) = L(1)
establece el isomorfismo, cuyo inverso es ϕ−1(a) = L, donde L(x) = ax,
para x ∈ R. �

Debido a esta proposición 2.2 anterior L se identifica con L(1).

2.5 Proposición. Sean A ⊆ R, abierto y f : A → R, a ∈ A, f es
diferenciable en a si y sólo si existen una aplicación lineal L : R → R y
una función r(h), tales que

f(a+ h) = f(a) + L(h) + r(h), donde ĺımk→0
r(h)

|h| = 0.

Demostración. Es consecuencia evidente de las proposiciones 2.2 y 2.4
identificando el real f ′(a) con L la aplicación lineal L(h) = f ′(a)h. �

∗ La equivalencia dada por la proposición 2.5 y el hecho de que toda
aplicación lineal de R en R es continua, insinúan que para generalizar la
noción de aplicación diferenciable a espacios normados, debemos adicio-
nar L continua, o alguna otra condición para que esta continuidad sea
obtenida.

∗ La teoŕıa en lo sucesivo se hará en espacios de Banach, es decir, en
espacios normados y completos como espacios métricos con la métrica
inducida por la norma, si no se menciona otra cosa. No hay pérdida de
generalidad, pues todo espacio métrico puede considerarse como subes-
pacio métrico de uno que es completo. (Todo espacio métrico admite un
completamiento. Demostración de este Teorema puede verse en alguno
de los libros de Topoloǵıa citados en la bibliograf́ıa).



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 69 — #81
i

i

i

i

i

i

2.1. APLICACIONES F -DIFERENCIABLES 69

2.1 Aplicaciones F -diferenciables

2.6 Definición. Sean E,F espacios de Banach con norma notada en
ambos por ‖ ‖ y A ⊆ E abierto, f : A→ F, a ∈ A.f se dice diferenciable
en a si existen una aplicación lineal continua L(a, ·) = L ∈ L(E,F) y
una aplicación r(a, h) = r(h), tales que:

f(a+ h) = f(a) + L(h) + r(h), donde ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

L(a, h) es llamada la diferencial de Fréchet de la función f en el punto a
con incremento h, se suele también llamar a L(a, )̇ como la aproximación
lineal de f en vecindad de a. A la función r(a, h) = r(h) se llama el resto
de la diferencial. La aplicación lineal continua L(a, ·) : E → F es llamada
la derivada de Fréchet de f en a y es denotada por f ′(a). Veremos que
es único.

En la definición se entiende que como a ∈ A y A es abierto, existe
r > 0 tal que B(a, r) = {x ∈ E : ‖x − a‖ < r} ⊆ A, luego si h ∈ E

es tal que ‖h‖ < r entonces a + h ∈ A. Suele decirse que f es Fréchet
diferenciable o F -diferenciable en a si f satisface la definición 2.6 ante-
rior. La aplicación lineal continua L es llamada la F -derivada de f en
a, o la diferencial de f en a, veremos que cuando esta L existe es única,
por ello suele denotarse L = f ′(a). La F -diferencial de f en a es notada
también por df(a;h) = f ′(a)h.

Introducimos ahora la notación o de Landau. Sean E, F espacios
vectoriales normados, A ⊂ E abierto, conteniendo el oŕıgen 0 de E,
g : A→ F, diremos que g es o(h) y escribimos

g(h) = o(h), si ĺımf→0
g(h)

‖h‖ = 0.

Notas

1) Supongamos que g(h) = o(h). Si definimos

r(h) =

{
g(h)
‖h‖ , si h 6= 0

0, si h = 0,

entonces r es continua en 0. Rećıprocamente, si r es continua en
h = 0, entonces g(h) = o(h).
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2) En la definición 2.6, vemos que r : B(0) ⊆ E → F, donde B(0) es
una vecindad de 0, se escribe:

r(x) = o(‖x‖), x→ 0

si y sólo si r(x)
‖x‖ → 0 cuando x → 0, o de manera equivalente si y

sólo si

ĺımx→0
r(x)

‖x‖ = 0; equivalente a r(x) = o(x)

Con estas notaciones, tenemos que f es diferenciable en el punto
a de A, si existe T ∈ L(E,F) tal que

f(a+ h) = f(a) + T (h) + o(‖h‖), h→ 0

para todo h en una vecindad de cero.

Muchas veces es conveniente escribir la condición de ser f diferen-
ciable en a, de la siguiente manera:

f(a+ h) = f(a) + L(h) + ρ(h)‖h‖, donde ĺımh→0 ρ(h) = 0.

⇐⇒ ĺımh→0
‖f(a+ h) − f(a) − L(h)‖

‖h‖ = 0

Para esto basta definir ρ(h)‖h‖ = r(h). Esto requiere que ρ(0) = 0
y como ĺımh→0 ρ(h) = 0, o sea que ρ sea continua en 0, como
función de h. (ver notas 1 a 5 después de la definición 2.19).

3) Nótese que si g(h) = o(h) implica que ĺımh→0 g(h) = 0 y
g(h) = o(h) respecto de normas dadas en E, F, lo seguirá siendo
si cambiamos las normas por normas equivalentes en E, F respec-
tivamente. Además,

4) Si E, F son espacios normados y L : E → F es aplicación lineal.
Entonces L(x) = o(x) si y sólo si L = 0.

En efecto, si L = O, entonces L(x) = o(x). Si L(x) = o(x) y L
es no nula, existe w ∈ E, tal que, ‖L(w)‖ = a 6= 0. Si 0 6= t ∈ R,

entonces ‖L(tw)‖
‖tw‖ = a

‖w‖ = c 6= 0, constante. Como tw → 0 si t→ 0,

entonces ‖L(tw)‖
‖tw‖ = c 6= 0, se contradice que L(x) = o(x).

Luego debe ser L = 0.
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2.7 Proposición. Sean E,F espacios normados A ⊆ E abierto, a ∈ A,

f : A→ F, diferenciable en a,

entonces la aplicación lineal continua de la definición 2.6 es única.

Demostración. Sean T,L ∈ L(E,F) satisfaciendo la definición 2.6,
mostraremos que T = L. Como a ∈ A, existe r > 0 tal que ‖h‖ < r
implica que a+ h ∈ A, luego

f(a+ h) = f(a) + L(h) + ρ1(h)‖h‖ = f(a) + T (h) + ρ2(h)‖h‖,

donde ĺımh→0 ρi(h) = 0, ρi(0) = 0, para i = 1, 2. Si v = 0 de E, es claro
que L(0) = T (0) = 0, por lo tanto sea v ∈ E, v 6= 0, entonces para todo
real t, tal que ‖tv‖ < r, obtenemos que a + tv ∈ A. Luego, para estos
h = tv con t 6= 0, deducimos que:

f(a) + L(tv) + ρ1(tv)‖tv‖ = f(a) + T (tv) + ρ2(tv)‖tv‖.

Es decir,

L(tv) − T (tv) = ρ2(tv)‖tv‖ − ρ1(tv)‖tv‖.

Para t 6= 0, obtenemos

L(v) − T (v) =
‖v‖
t‖v‖

(
ρ2(tv)‖tv‖ − ρ1(tv)‖tv‖

)
.

Es decir

L(v) − T (v) =
‖v‖
‖tv‖

(
ρ2(tv)‖tv‖ − ρ1(tv)‖tv‖

)

= ±‖v‖
(
ρ2(tv) − ρ1(tv)

)
.

Por lo tanto,

L(v) − T (v) = ±‖v‖
(
ρ2(tv) − ρ1(tv)

)
.

El lado izquierdo de esta igualdad no depende del real t 6= 0: como
tv → 0 si t→ 0, y como ĺımt→0 ρi(tv) = 0, para i = 1, 2, obtenemos que:

L(v) − T (v) = ±‖v‖ ĺımt→0

(
ρ2(tv) − ρ1(tv)

)
= 0.
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72 CAṔITULO 2. LA DIFERENCIAL COMO APLICACIÓN LINEAL

Luego L(v) = T (v) para todo v en E. Esto completa la demostración
de unicidad de L. �

Debido a esta proposición sobre la unicidad, se justifica la notación
L = f ′(a), otras notaciones usadas son f ′(a) = Dfa = Df(a) = df(a).

2.8 Proposición. Sean E,F espacios normados A ⊆ E abierto a ∈
A, f : A→ F, diferenciable en a, entonces, para todo v ∈ E,

f ′(a)(v) = ĺımt→0
f(a+ tv) − f(a)

t
.

Demostración. Sea v 6= 0 en E, como a ∈ A, y A es abierto, existe δ > 0,
tal que si t ∈ R satisface ‖tv‖ = |t|‖v‖ < δ entonces a + tv ∈ A, aśı,
obtenemos

f(a+ tv) = f(a) + f ′(a)(tv) + r(tv), donde ĺımt→0
r(tv)

‖tv‖ = 0.

Para t 6= 0, obtenemos

f(a+ tv) − f(a)

t
− r(tv)

t
= f ′(a)(v).

El lado izquierdo de la igualdad anterior depende de t y el lado dere-
cho existe independiente de t, esto implica que existe el ĺımite del lado
derecho, cuando t→ 0, es f ′(a)(v). Es decir, existe

ĺımt→0
f(a+ tv) − f(a)

t
− r(tv)

t
= f ′(a)(v),

finalmente como

ĺımt→0
r(tv)

t
= ‖v‖ ĺımt→0

r(tv)

t‖v‖ = ±‖v‖ ĺımt→0
r(tv)

‖tv‖ = 0.

Luego la Proposición está demostrada. �

∗ La existencia del anterior ĺımite es importante, si sabemos que
existe f ′(a) entonces f ′(a)v, es dado por el ĺımite anterior.
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2.2 Aplicaciones G-diferenciables

2.9 Definición. a) Sean E,F espacios normados, A ⊆ E, abierto,
a ∈ Af : A→ F, y sea v ∈ E, si existe el ĺımite

ĺımt→0
f(a+ tv) − f(a)

t
,

diremos que f posee derivada direccional en la dirección v en el
punto a, a este ĺımite se le llama la derivada direccional de f en el
punto a en la dirección v, cuando ‖v‖ = 1.

b) La aplicación f se dice “Gateaux diferenciable en a ∈ A”, notare-
mos f es G-diferenciable en a, si para todo v ∈ E, existe el ĺımite

ĺımt→0
f(a+ tv) − f(a)

t
,

el cual denotaremos por ∂f(a, v).

c) Si f es diferenciable en x ∈ A, para todo x, diremos que f es
diferenciable en A. Fréchet o Gateaux, según el caso.

∗ Posteriormente veremos que la derivada de Gateaux se puede defi-
nir de manera general en espacios vectoriales topológicos (ver definición
2.19 b) y nota (5) después de la definición 2.19).

2.10 Ejemplo. Notamos que si f es F-diferenciable en a, entonces f
es G-diferenciable en a, en virtud de la proposición 2.8, en este caso
∂f(a, v) = f ′(a)(v), para todo v ∈ E. El rećıproco no es cierto: podemos
exhibir un contraejemplo clásico:

f : R2 → R

(x, z) 7→ f(x, z) =





xz2

x2 + z2
, si (x, z) 6= (0, 0)

0, si (x, z) = (0, 0)

f es G-diferenciable en ~0 = (0, 0), pero f no es F-diferenciable en (0, 0),
en efecto: Si f fuese diferenciable en (0, 0), como

f ′(0, 0)(1, 0) = ĺımt→0
f
(
(0, 0) + t(1, 0)

)
− f(0, 0

t
= 0
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y

f ′(0, 0)(0, 1) = ĺımt→0
f
(
(0, 0) + t(0, 1)

)
− f(0, 0)

t
= 0,

de donde obtenemos

f ′(0, 0)(u, v) = uf ′(0, 0)(1, 0) + vf ′(0, 0)(0, 1) = 0 + 0 = 0.

Es decir que f ′(0, 0) ≡ 0, luego

f(h, k) = f(0, 0) + r(h, k), ĺım‖H‖→0
r(H)

‖H‖ = 0,

donde H = (h, k), por lo tanto, si trabajamos en R2, con la norma ‖ ‖1,
obtenemos que para h = k 6= 0,

f(h, h) = r(h, h) =
h3

2h2
=

1

2
h.

Luego
r(h, h)

‖(h, h)‖1
=

h

2
√

2|h|
= ± 1

2
√

2
.

Luego el ĺımite no existe cuando h → 0, luego f no es diferenciable
en (0, 0).

Posteriormente mostraremos que f es G-diferenciable en 0 (ver nota
4, posterior a la definición 2.19).

La discusión continuará con aplicaciones derivables en el sentido de
Fréchet, diferenciable será en este sentido.

2.11 Proposición. Sean E,F espacios normados,A ⊆ E abierto, a ∈
A, f : A→ F, si f es diferenciable en a entonces f es continua en a.

Demostración. Mostraremos que ĺımh→0 f(a+ h) = f(a), pues es claro
que a ∈ A, el dominio de f, f está definida en a, por hipótesis, existe
T ∈ LL(E, F) y r función de h, tales que

f(a+ h) = f(a) + T (h) + r(h), ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.
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Esto implica que ĺımh→0 r(h) = 0, por tanto

ĺımh→0 f(a+ h) = ĺımh→0

(
f(a) + T (h) + r(h)

)

= f(a) + ĺımh→0 T (h) + ĺımh→0 r(h)

= f(a).

Hemos usado la continuidad de T en 0. �

∗ Recordamos que en la definición de diferenciabilidad de la función
f en el punto a, no juega papel la norma usada, es decir: si una función
r(h) = r(a, h), verifica que ĺımh→0

r(h)
‖h‖ = 0, entonces para toda norma

equivalente ‖ ‖1 a ‖ ‖, debe tenerse, también que ĺımh→0
r(h)
‖h‖1

= 0. En

efecto: como r(h) ∈ F, por la proposición 1.39, existen α > 0, β > 0,
tales que

α‖x‖1 ≤ ‖x‖ ≤ β‖x‖1,

para todo x ∈ E, por lo tanto, para x 6= 0 obtenemos:

α
1

‖x‖ ≤ 1

‖x‖1
≤ β

1

‖x‖ ,

para todo x 6= 0 de E, si notamos ‖ ‖F la norma de F, luego para h 6= 0

α
‖r(h)‖F

‖h‖ ≤ ‖r(h)‖F

‖h‖1
≤ β

‖r(h)‖F

‖h‖ .

De esta desigualdad deducimos lo afirmado.

En general puede mostrarse que si ĺımx→a f(x) = b según una norma
‖ ‖, si ‖ ‖1 es norma equivalente, también ĺımx→a f(x) = b según ‖ ‖1.

2.12 Ejemplo. Aplicaciones diferenciables.

a) Sean E,F espacios normados A ⊆ E abierto f : A → F tal que
f(x) = c constante, entonces f es diferenciable en A y f ′(x) ≡ 0,
para todo x ∈ A. En efecto, f(x + h) = c = f(x), basta tomar
f ′(x) ≡ 0 y r(h) = 0.
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b) Consideramos E, espacio normados G = L(E,E), el espacio nor-
mado de las aplicaciones lineales continuas de E en E, con la norma
definida en 1.79. Consideramos la aplicación

f : G → G

L 7→ f(L) = L2 = L ◦ L

donde ◦ es la composición de funciones lineales continuas. f es
diferenciable en L, para toda L ∈ G. En efecto, sean L,H ∈ G,

f(L+H) = (L+H)2 = L2 +HL+ LH +H2.

Si tomamos

f ′(L) : G → G

H 7→ f ′(L)(H) = HL+ LH

vemos que f ′(L) es lineal como función de H, la continuidad es
deducida aśı:

‖f ′(L)(H)‖ = ‖HL + LH‖ ≤ ‖HL‖ + ‖LH‖
≤ ‖H‖‖L‖ + ‖L‖‖H‖ = 2‖L‖‖H‖.

Hemos usado la desigualdad triangular y luego que la composición
de lineales continuas es bilineal continua (ver ejemplo 1.81), luego
existe a = 2‖L‖ ≥ 0, tal que ‖f ′(L)(H)‖ ≤ a‖H‖ el teorema 1.33
nos implica que f ′(L) es lineal continua. Nos resta mostrar que si

tomamos r(H) = H2, obtenemos que ĺımH→0
r(H)
‖H‖ = 0, en efecto,

de ‖H2‖ = ‖HH‖ ≤ ‖H‖‖H‖, obtenemos

0 ≤ ‖H2‖
‖H‖ ≤ ‖H‖2

‖H‖ = ‖H‖,

de la desigualdad deducimos lo afirmado. Esto completa la de-
mostración. Esto completa la afirmación de ser diferenciable la
composición.

c) Sea E espacio vectorial normado. Entonces la norma ‖ ‖ : E → R

no es diferenciable en 0.
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Si fuere diferenciable en 0, existirán L lineal continua de E en R,
y r(h), tal que

‖h‖ = L(h) + r(h), con ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0,

entonces

2‖h‖ = ‖h‖+‖−h‖ = L(h)+L(−h)+r(h)+r(−h) = r(h)+r(−h),

esto implica que 0 = ĺımh→0
r(h)+r(−h)

‖h‖ = 2, contradicción. Luego,
no debe ser diferenciable en 0. �

d) Consideramos el espacio vectorial E = M(n × n) de las matrices
cuadradas de orden n×n sobre R, dotado de la norma definida en
el caṕıtulo 1, por

‖L‖ = sup{‖Lx‖ : x ∈ Rn, ‖x‖ = 1}.

Sea

f : E → E

L 7→ f(L) = LLt

donde el supeŕındice t denota transpuesta de la matriz. Entonces
f es diferenciable para todo L en E y f ′(L)(H) = LHt +HLt. En
efecto,

f(L+H) = (L+H)(L+H)t = (L+H)(Lt +Ht)

= LLt + LHt +HLt +HHt.

Tomamos r(H) = HHt y obtenemos que como para esta nor-
ma vale que ‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖ (ver ejercicio 6 caṕıtulo 1), luego
‖r(H)‖ = ‖HHt‖ ≤ ‖H‖‖H‖, deducimos

0 ≤ ‖r(H)‖
‖H‖ ≤ ‖H‖‖H‖

‖H‖ = ‖H‖,

desigualdad de la cual se deduce que

ĺımH→0
r(H)

‖H‖ = 0.
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Como es fácil comprobar que f ′(L) es lineal como función de H,
deducimos que es lineal continua por ser dim(E) = n2 finita. Esto
completa la demostración de la diferenciabilidad de f . Recordamos
que una matriz cuadrada A de tamaño n×n se dice ortogonal śı y
sólo si AAt = I, donde I es la matriz identidad n× n, vemos que

O(n) = {A ∈ E | A es ortogonal} = f−1(I).

Deducimos que O(n) es cerrado por ser imágen rećıproca del ce-
rrado {I} por la aplicación continua f , de AAt = I, deducimos
que los vectores columna de la matriz A (o fila) tienen norma 1,
luego si consideramos E dotado de ‖A‖

‖A‖ = sup{|aik| : i, k = 1, 2, . . . , n},

vemos que O(n) es conjunto acotado, deducimos que O(n) es sub-
conjunto compacto de E. También podemos observar que O(n)
es un grupo multiplicativo para el producto usual de matrices, se
llama a O(n) el grupo ortogonal. En el caso L = I, vemos que
f ′(I) : E → E es un homeomorfismo lineal, f ′(I)(H) = H +Ht.

e) Sean F espacio normado, A ⊂ R abierto y f : A→ F , diferenciable
en a ∈ A, entonces

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + o(h).

En efecto, si f es diferenciable en a, existe f ′(a) : R → F, como po-
demos identificar f ′(a) con el vector f ′(a)(1) pues
f ′(a)(h) = hf ′(a)(1) para todo real h, entonces obtenemos que
f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + o(h).

Rećıprocamente, si existe f ′(a) ∈ F tal que se tiene la anterior
ecuación es válida, entonces f es diferenciable en a. En particular,
cuando F = R, f ′(a) es la derivada clásica en a.

2.13 Proposición. Sean E, F espacios normados T : E → F aplicación
lineal continua, entonces para todo x ∈ E, T es diferenciable en x y
T ′(x) = T .

Demostración. Como T es lineal continua, para x, h ∈ E, tenemos:

T (x+ h) = T (x) + T (h).

Luego basta tomar r(h) = 0 y T ′(x) = T . �
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2.3 Aplicaciones n-lineales

En la proposición siguiente consideramos E1,E2, . . . ,En,F espacios
normados. Consideramos el espacio producto E = E1 × E2 × · · · × En,
dotado de la norma sup, es decir, para x = (x1, . . . , xn) ∈ E,

‖x‖3 =
∥∥(x1, x2, . . . , xn)

∥∥
3

= sup{‖xk‖ : k = 1, . . . , n},

donde denotamos con ‖xk‖ la norma del elemento xk ∈ Ek, otras normas
equivalentes a ésta son:

‖x‖1 =

(
n∑

k=1

‖xk‖2

) 1
2

, ‖x‖2 =

n∑

k=1

‖xk‖

Entre ellas valen las desigualdades:

‖x‖3 ≤ ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ n‖x‖3 ≤ n‖x‖1.

Si p : E1 ×E2 × · · · ×En → F, es aplicación multilineal, es fácil verificar:
Para xk, vk en Ek, es válida la identidad (⋆) siguiente:

p(x1, . . . , xn) − p(v1, . . . , vn) =
n∑

k=1

p(v1, . . . , vk−1, xk − vk, xk+1, . . . , xn) (⋆).

2.14 Proposición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios normados, conside-
ramos el espacio producto E = E1 × E2 × · · · × En, dotado de la norma
sup, es decir,

x = (x1, . . . , xn) ∈ E →
∥∥(x1, x2, . . . , xn)

∥∥ = sup{‖xk‖ : k = 1, . . . , n}.

Sea p : E1 × · · · × En → F aplicación n-lineal continua, entonces
existe p′(x) y para (v1, v2, . . . , vn) ∈ E,

p′(x)(v1, v2, . . . , vn) =

n∑

k=1

p(x1, . . . , vk, . . . , xn).
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Demostración. Sean (x1, . . . , xn) = x, (v1, . . . , vn) = v elementos de E,
si denotamos con p(x1, . . . , xn) = x1 . . . xk . . . xn, obtenemos que

p(x+ v) = (x1 + v1) · · · (xk + vk) · · · (xn + vn)

= x1 · · · xk · · · xn +

n∑

k=1

x1 · · · xk−1vkxk+1 · · · xn

+
∑

i,j

x1 · · · vi · · · vj · · · xn.

En la última suma, vi, vj figuran cada uno en por lo menos un lugar,
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, sumamos sobre j e i. Ahora podemos ver que al
tomar

p′(x)v =
n∑

k=1

x1 · · · xk−1vkxk+1 · · · xn,

esta aplicación es lineal como función de v = (v1, . . . , vn). Para la conti-
nuidad de p′(x) : E → F usamos el teorema 1.75 aśı : como p es n-lineal
continua, existe a > 0, tal que ‖p(z)‖ ≤ a‖z1‖‖z2‖ · · · ‖zn‖, para todo
z = (z1, . . . , zn) ∈ E1 × E2 × · · · × En, luego

‖p′(x)v‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

x1 · · · xk−1vkxk+1 · · · xn

∥∥∥∥∥

≤
n∑

k=1

‖x1 · · · xk−1vkxk+1 · · · xn‖

≤ a‖v‖3

n∑

k=1

‖x1‖‖x2‖ · · · ‖xk−1‖‖xk+1‖ · · · ‖xn‖ ≤ β‖v‖3.

Por consiguiente,

‖p′(x)v‖ ≤ β‖v‖ donde β = a

n∑

k=1

‖x1‖‖x2‖ · · · ‖xk−1‖‖xk+1‖ · · · ‖xn‖;

el teorema 1.33 nos implica que p′(x) es lineal continua. Nos resta ver
que

r(v) =
∑

i,j

x1 · · · vi · · · vj · · · xn, implica ĺımv→0
r(v)

‖v‖3
= 0.
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En efecto, para cada sumando deducimos:

‖x1 · · · vi · · · vj · · · xn‖ ≤ a‖x1‖ · · · ‖vi‖ · · · ‖vj‖ · · · ‖xn‖,

como para todo k ‖vk‖ ≤ ‖v‖3 = sup{‖vk‖ : k = 1, 2, . . . , n}, obtenemos
que si

v 6= 0, entonces
‖vk‖
‖v‖3

≤ 1,

luego:

0 ≤ ‖x1 · · · vi · · · vj · · · xn‖
‖v‖3

≤ a
‖x1‖ · · · ‖vi‖ · · · ‖vj‖ · · · ‖xn‖

‖v‖3
≤ a‖x1‖ · · · ‖vi‖ · · · ‖xn‖.

De esta desigualdad deducimos que cada sumando tiende a cero cuan-
do

(v1, . . . , vn) = v → 0.

Por tanto,

ĺımv→0
r(v)

‖v‖3
= 0.

Esto completa la demostración. �

2.15 Ejemplo. Casos particulares de la Proposición anterior.

a) El producto de n números reales

p : R × R × · · · × R → R

(x1, . . . , xn) 7→ p(x) = p(x1, . . . , xn) = x1 · · · xn,

p es n-lineal continua, luego para h = (h1, . . . , hn)

p′(x)h =

n∑

k=0

p(x1, . . . , hk, . . . , xn).

b) El caso de aplicaciones bilineales continuas provee, entre otros
ejemplos, el producto interno, y la composición de aplicaciones
lineales continuas, destacamos estos dos:
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82 CAṔITULO 2. LA DIFERENCIAL COMO APLICACIÓN LINEAL

b1) El producto interno . Sea (E, 〈 , 〉), un espacio con producto in-
terno, entonces si notamos p = 〈 , 〉, obtenemos que

p′(x, y)(h, k) = p(x, k) + p(h, y) = 〈x, k〉 + 〈h, y〉.

b2) Sean E,F,G espacios normados y L(E,F),L(F,G),L(E,G) los es-
pacios normados de las aplicaciones lineales continuas de E en F,
de F en G, de E en G, respectivamente, dotados de la norma sup,
entonces la aplicación:

c : L(E,F) × L(F,G) → L(E,G)

(S, T ) 7→ c(S, T ) = S ◦ T,
donde ◦ denota composición, es bilineal continua; por lo tanto,

c′(S, T )(H,K) = c(S,K) + c(H,T ),

para S,H ∈ L(E,F);T,K ∈ L(F,G).

c) La función determinante. Sean E = M(n × n) el espacio vec-
torial de las matrices cuadradas n × n y det : E → R, la apli-
cación que a una matriz A ∈ E, le hace corresponder det(A),
sabemos que det es función n-lineal continua, por lo tanto, si
A = (A1, A2, . . . , A) ∈ E, donde Ak es la k-ésima columna de
la matriz A y H = (H1,H2, . . . ,Hn) ∈ E, tenemos

det′(A)(H) =
n∑

k=1

det(A1, . . . ,Hk, . . . , An).

d) El producto vectorial de n − 1 vectores en Rn es una aplicación
(n − 1)-lineal de Rn × Rn · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

→ Rn, por tanto será diferen-

ciable.

2.4 Propiedades de la derivada

2.16 Proposición (Linealidad). Sean E y F espacios normados, A ⊆ E

abierto, a ∈ A; f, g : A → F, diferenciables en a. Entonces para todo
α, β ∈ R, tenemos que la función

αf + βg : A→ F

x 7→ (αf + βg)(x) = (αf)(x) + (βg)(x) = αf(x) + βg(x)



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 83 — #95
i

i

i

i

i

i

2.4. PROPIEDADES DE LA DERIVADA 83

es diferenciable en a y (αf + βg)′(a) = αf ′(a) + βg′(a).

Demostración. Usaremos que f y g son diferenciables en a, por lo tanto
existen ri(h) tales

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ r1(h), ĺımh→0
r1(h)

‖h‖ = 0

g(a + h) = g(a) + g′(a)h+ r2(h), ĺımh→0
r2(h)

‖h‖ = 0.

Obtenemos

(αf + βg)(a + h) = (αf)(a+ h) + (βg)(a + h)

= αf(a+ h) + βg(a + h)

= α
[
f(a) + f ′(a)h+ r1(h)

]
+ β

[
g(a) + g′(a)h + r2(h)

]

= αf(a) + β(g(a) + αf ′(a)h+ βg′(a)h+ αr1(h)

+ βr2(h).

Vemos que si r(h) = αr1(h) + βr2(h), entonces

ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = α ĺımh→0
r1(h)

‖h‖ + β ĺımh→0
r2(h)

‖h‖ = 0.

Además, la aplicación

T : E → F

h 7→ T (h) = αf ′(a)h + βg′(a)h

es lineal continua como función de h, por serlo f ′(a) y g′(a). Esto com-
pleta la demostración �

2.17 Proposición.

(i) Sea (E, ‖ ‖) espacio normado la adición s de E,

s : E × E → E

(x, z) 7→ s(x, z) = x+ z

es una aplicación lineal continua, por lo tanto diferenciable en todo
punto (x, z) y s′(x, z) = s.
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(ii) Consideramos R como espacio vectorial sobre si mismo, con la
norma valor absoluto , entonces la aplicación producto por escalar,
es decir,

p : R × E → E

(λ, x) 7→ p(λ, x) = λx

es bilineal continua, por lo tanto diferenciable para todo
(λ, x) ∈ R × E y

p′(λ, x)(α, y) = p(λ, y) + p(α, x) = λy + αx.

Demostración. (i) Basta observar que s es lineal continua. En efecto:
dado (x1, z1), (x2, z2), tenemos que

s
(
(x1, z1) + (x2, z2)

)
= s(x1 + x2, z1 + z2)

= x1 + x2 + z1 + z2

= x1 + z1 + x2 + z2

= s(x1, z1) + s(x2, z2)

y para λ ∈ R, s(λ(x, z)) = s(λx, λz) = λx + λz = λ(x + z) =
λs(x, z). Hemos probado que s es lineal. Para la continuidad, basta
ver que:

∥∥s(x, z)
∥∥ = ‖x+ z‖ ≤ ‖x‖ + ‖z‖
≤ sup

(
‖x‖, ‖z‖

)
=
∥∥(x, z)

∥∥
3

(la norma de E ×E). El teorema 1.33 implica la continuidad de s.

(ii) Notaremos p(λ, x) = λx, es claro que p es bilineal, veamos su con-
tinuidad; sea (α, a) ∈ R×E y ‖(λ, x)‖ = sup(|λ|, ‖x‖) = ‖(λ, x)‖3,
veamos que dado ε > 0 existe δ > 0, tal que si ‖(λ, x)− (α, a)‖3 =
‖(λ− α, x− a)‖3 < δ, implique ‖p(α, a) − p(λ, x)‖ < ε.

∥∥p(α, a) − p(λ, x)
∥∥ = ‖αa − λx‖ = ‖αa− αx+ αx− λx‖

=
∥∥α(a− x) + (α− λ)x

∥∥
≤ |α|‖a − x‖ + |α− λ|‖x‖
< |α|δ + δ

(
δ + ‖a‖

)
= ε,

escogemos δ como la ráız positiva de

δ2 +
(
‖a‖ + |α|

)
δ − ε = 0.
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Es decir,

δ =
1

2

[(
(‖a‖ + |α|)2 + 4ε

) 1
2 −

(
‖a‖ + |α|

)]
,

esto muestra que p es continua en (α, a). La proposición ?? nos
implica que p es diferenciable, luego p′(α, a)(β, v) = αv+ βa. �

∗ La parte (ii) de la anterior proposición 2.14, anterior puede de-
mostrarse inmediatamente usando resultados del caṕıtulo 1, más exac-
tamente: Dada (λ, x) ∈ R × E como p es aplicación bilineal, obtenemos
que

‖p(λ, x)‖ = ‖λx‖ = |λ‖x‖,
el teorema 1.75 implica que p es bilineal continua, luego de la proposición
2.14 deducimos que p es diferenciable en (λ, x).

2.5 Derivada de un producto

2.18 Proposición. Sean D,E,F,G espacios normados A ⊆ D, abierto,
a ∈ A y sean f : A → E, g : A → F, diferenciables en a, y sea p una
aplicación bilineal continua p : E × F → G, notaremos p(u, v) = u · v
entonces la aplicación:

p(f, g) = f · g : A→ G

x 7→ p(f, g)(x) = (f · g)(x) = f(x) · g(x) = p(f(x), g(x))

es diferenciable en a y para h ∈ D,

(f · g)′(a)h = f ′(a)h · g(a) + f(a) · g′(a)h.

Demostración. Como f y g son diferenciables en a, existen ri(h), i = 1, 2,
tales que

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ r1(h), con ĺımh→0
r1(h)

‖h‖ = 0 (de E),

g(a + h) = g(a) + g′(a)h+ r2(h), con ĺımh→0
r2(h)

‖h‖ = 0 (de F).
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Obtenemos

(f · g)(a+ h) = f(a+ h) · g(a + h)

= (f(a) + f ′(a)h + r1(h)) · (g(a) + g′(a)h+ r2(h))

= f(a) · g(a) + f ′(a)h · g(a) + f(a) · g′(a)h+R(h),

donde

R(h) = r1(h) ·
[
g(a) + g′(a)h + r2(h)

]
+ f ′(a)h ·

[
g′(a)h + r2(h)

]

+ f(a) · r2(h).

Como existe c > 0, tal que ‖p(u, v)‖ = ‖u · v‖ ≤ c‖u‖‖v‖, para
(u, v) ∈ E × F (ver teorema 1.75 (iv), obtenemos

‖R(h)‖ ≤c
[
‖r1(h)‖‖g(a) + g′(a)h+ r2(h)‖

+ ‖f ′(a)‖h‖(g′(a)h+ r2(h))‖ + ‖f(a)‖‖r2(h)‖
]

≤ c

[
‖r1(h)‖‖g(a) + g′(a)h+ r2(h)‖

+ ‖f ′(a)‖‖h‖(g′(a)‖‖h‖ + ‖r2(h)‖) + ‖f(a)‖‖r2(h)‖
]

≤ c

[
‖r1(h)‖

(
‖g(a) + g′(a)h‖

)
+ ‖r2(h)‖

(
‖f(a)‖ + ‖f ′(a)‖‖h‖

+ ‖r1(h)‖
)

+ ‖h‖2‖f ′(a)‖‖g′(a)‖
]
.

De esta desigualdad, junto con las hipótesis deducimos que
ĺımh→0

R(h)
‖h‖ = 0 (de G). Es fácil comprobar que la aplicación

(f · g)′(a) : D → G

h 7→ (f · g)′(a)(h) = f ′(a)h · g(a) + f(a) · g′(a)h,

es lineal continua como función de h, para ello basta usar la continuidad
de p, y que f ′(a), y g′(a), son lineales continuas. En efecto:

‖(f · g)′(a)(h)‖ = ‖f ′(a)h · g(a) + f(a) · g′(a)h‖
≤ c
[
‖f ′(a)‖‖g(a)‖ + ‖f(a)‖‖g′(a)‖

]
‖h‖.
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Luego ‖(f · g)′(a)(h)‖ ≤ C‖h‖ el teorema 1.33 nos permite concluir
que (f · g)′(a) es continua, C = c

[
‖f ′(a)‖‖g(a)‖ + ‖f(a)‖‖g′(a)‖

]
. �

∗ A continuación definimos la derivada de Gateaux en espacios vec-
toriales topológicos.

2.19 Definición.

a) Un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial E, con una
topoloǵıa τ , tal que las operaciones de adición, + y producto por
escalar son continuas. Más exactamente:

s : E × E → E

(x, z) 7→ s(x, z) = x+ z,

la adición de vectores de E es continua como aplicación del espacio
producto E×E en E, se considera E×E con la topoloǵıa producto
y

p : R × E → E

(λ, z) 7→ p(λ, z) = λz,

el producto por escalar, es continua; se considera R × E con la
topoloǵıa producto. (Recomendamos al lector consultar algún tex-
to de Topoloǵıa General, con el propósito de ilustrarse sobre la
topoloǵıa producto de dos espacios topológicos.)

b) Sean E, F espacios vectoriales topológicos y A ⊆ E, abierto, a ∈
A, f : A→ F, si para todo vector v ∈ E, existe el ĺımite

ĺımt→0
f(a+ tv) − f(a)

t
= ∂f(a, v) =

∂f

∂v
(a),

donde t es número real. Al operador ∂f(a, · ), se le llama diferencial
de f en el sentido de Gateaux, o diferencial de Gateaux de f en el
punto a. Se dice que f es Gateaux-diferenciable en a. Otra notación
bastante usada es:

d

dt
f(a+ tv)|t=0 = ∂f(a, v) =

∂f

∂v
(a).

La diferencial de Gateaux generaliza el concepto de derivada di-
reccional, la única diferencia en el caso de espacios vectoriales nor-
mados radica en que al vector v no se le impone el ser de norma 1
cuando E es espacio vectorial normado.
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Notas

1. Como vemos, la existencia de diferencial de Gateaux de una fun-
ción f en un punto a, no requiere que el espacio E sea normado.

2. Si f es aplicación lineal de E en F, se obtiene que ∂f(a, v) = f(v).
En efecto,

f(a+ tv) − f(a)

t
=
f(a) + tf(v) − f(a)

t
= f(v).

3. Para a ∈ A tenemos:

∂f(a, ·) : E → F,

es un operador de E en F, el cual no siempre es lineal. Por ello
recordamos el ejemplo 2.10, alĺı se considera

f : R2 → R

(x, z) 7→ f(x, z) =





xz2

x2 + z2
, si (x, z) 6= (0, 0)

0, si (x, z) = (0, 0)

Para v = (v1, v2) 6= (0, 0), demostramos en el ejemplo 2.10 que f
no es F-diferenciable, sin embargo existe:

ĺımt→0
f(tv) − f(0, 0)

t
= ĺımt→0

f(tv)

t
= ĺımt→0

t3v1v
2
2

t3(v2
1 + v2

2)
=

v1v
2
2

(v2
1 + v2

2)
.

Existe pues (v1, v2) 6= (0, 0) y es claro que ∂f(a, 0) = 0. Por lo
tanto f es G-diferenciable en (0, 0). Veamos que ∂f(a, ·) no es
lineal, sean v = (v1, v2), w = (w1, w2), no nulos en R2, tales que
v + w 6= 0,

∂f(a, v + w) =
(v1 + w1)(v2 + w2)2

(v1 + w1)2 + (v2 + w2)2

6= v1v
2
2

(v2
1 + v2

2)
+

w1w
2
2

(w2
1 + w2

2)

= ∂f(a, v) + ∂f(a,w).

Esto completa la demostración de que la derivada en el sentido de
Gateaux de la anterior f no es lineal.
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4. Siempre la diferencial en el sentido de Gateaux de una función f
en un punto a es homogénea, es decir, para todo λ ∈ R, para todo
v ∈ E,

∂f(a, λv) = λ∂f(a, v).

En efecto, como ∂f(a, 0) = 0, sea λ 6= 0, como

∂f(a, λv) = ĺımt→0
f(a+ tλv) − f(a)

t

= ĺımt→0

(
f(a+ tλv) − f(a)

)
λ

λt

= λ ĺımt→0
f(a+ tλv) − f(a)

λt
= λ∂f(a, v).

Esto demuestra la afirmación sobre homogeneidad.

5. La definición de aplicación Fréchet diferenciable, o F -diferenciable
en un punto suele definirse entre espacios vectoriales topológicos de
manera semejante a la dada entre espacios vectoriales normados,
aśı: Sean E, F espacios vectoriales topológicos A ⊂ E abierto,
a ∈ A f : A→ F , se dice que f es diferenciable en a, si existen una
aplicación lineal continua T : E → F y una aplicación φ : U → F
donde U es abierto en E, 0 ∈ U , tales que para toda vecindad V de
0 ∈ F existe una vecindad U1 de 0 en E, y función de variable real a
valor real, r definida en vecindad de 0 en R, tal que φ(tU1) ⊂ r(t)V ,

donde ĺımt→0
r(t)
|t| = 0 y f(a+ h) = f(a) + T (h) + φ(h).

No estudiaremos esta derivada.

2.6 Derivadas de aplicaciones con coordenadas

Consideramos F1,F2, . . . ,Fn espacios normados, y sea F = F1×F2×
· · · × Fn el espacio producto, normado con la norma sup, para cada
i = 1, 2, . . . , n, podemos considerar las proyecciones pi : F → Fi y las
inclusiones bi : Fi → F, definidas aśı:

pi : F → Fi pi(x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi

bi : Fi → F bi(xi) = (0, . . . , xi, . . . , 0)
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Observamos:

i) pi es aplicación lineal sobre y continua, deducida por el teorema
1.33, pues:

‖pi(x)‖ = ‖xi‖ ≤ sup
{
‖xk‖ : k = 1, 2, . . . , n

}
= ‖x‖3,

donde ‖xk‖, es la norma de xk ∈ Fk.

ii) bi es aplicación lineal inyectiva y continua, deducida por el teorema
1.33, pues:

‖bi(xi)‖ = ‖(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0)‖3 = ‖xi‖.

Es fácil ver que

pi ◦ bi = Ii, i = 1, . . . , n,

donde Ii es la idéntica de Fi, y

i 6= k → pi ◦ bk = 0 (La aplicación nula).

Además,
n∑

k=1

bk ◦ pk = I,

donde I es la idéntica de F.

Sea S un conjunto, no vaćıo, y f : S → F = F1 × F2 × · · · × Fn, una
aplicación definida en S. Para s ∈ S, f(s) = (z1, . . . , zk, . . . , zn), entonces
pk ◦ f(s) = zk, zk depende de s, se definen aśı, funciones fk = pk ◦ f . Las
aplicaciones

fk = pk ◦ f, k = 1, . . . , n, (⋆)

determinan f, fk : S → Fk, se llaman las coordenadas o componentes
de f , para s ∈ S, f(s) = (f1(s), . . . , fk(s), . . . , fn(s)). Se acostumbra
escribir f = (f1, . . . , fn), pues: Notamos que

f = I ◦ f =

[
n∑

k=1

bk ◦ pk

]
◦ f =

n∑

k=1

bk ◦ fk (⋆⋆)
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Por tanto, para s ∈ M,f(s) =
∑n

k=1 bk ◦ fk(s) = (f1(s), . . . , fn(s)).
De la anterior igualdad como la norma en F = F1×F2× . . .Fn adoptada
es la norma sup, deducimos. para todo x, z en S,

‖f(x) − f(z)‖ = sup
{
‖fk(x) − fk(z)‖ : k = 1, . . . , n

}
.

Tenemos el siguiente resultado:

2.20 Proposición. Sean E,F1,F2, . . . ,Fn espacios normados, A ⊆ E

abierto, no vaćıo, f : A→ F = F1 × F2 × Fn,F dotado de la norma sup,
f = (f1, . . . , fn). Entonces f es continua en a ∈ A, si y sólo si fk es
continua en a, para k = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Se deduce de fk = pk ◦ f , que si f es continua en a,
como pk es continua, deducimos que fk será continua en a, por ser com-
puesta de continuas en a. (proposición 1.26) Rećıprocamente, si cada fk

es continua en a, como bk es continua, entonces bk ◦ fk es continua en
a, por ser composición de continuas en a, para cada k = 1, . . . , n, luego
f =

∑n
k=1 bk ◦fk será continua en a, por ser suma de continuas en a. �

Recordamos del Algebra Lineal, la siguiente proposición:

2.21 Proposición.

i) Dados E,F1,F2, . . . ,Fn espacios vectoriales, F1×F2×· · ·×Fn = F,

T : E → F, T = (T1, . . . , Tk, . . . , Tn), entonces,

T es lineal, si y sólo si Tk es lineal, para cada k = 1, . . . , n.
Tk : E → Fk.

ii) Si los espacios son normados y F se considera dotado de la nor-
ma sup, entonces, T es lineal continua, si y sólo si Tk es lineal
continua, para cada k = 1, . . . , n.

Demostración.

i) Dejaremos su demostración como ejercicio.
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ii) Supongamos T lineal continua, y sea x ∈ E, como

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖

y
‖T (x)‖ = sup

{
‖Tk(x)‖ : k = 1, 2, . . . , n

}
,

obtenemos que

‖Tk(x)‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖,

luego Tk es lineal continua para cada k = 1, . . . , n. Si para cada
k = 1, 2, . . . , n, Tk es lineal continua, entonces

‖Tk(x)‖ ≤ ‖Tk‖‖x‖,

para todo x en E. Si c = sup{‖Tk‖ : k = 1, . . . , n}, obtenemos
que

‖T (x)‖ = sup
{
‖Tk(x)‖ : k = 1, . . . , n

}
≤ c‖x‖.

El teorema 1.33 implica que T es continua. �

2.22 Proposición. Dados E,F1,F2, . . . ,Fn espacios vectoriales norma-
dos, y A ⊆ E, abierto f : A → F1 × F2 × · · · × Fn = F, a ∈ A,
f = (f1, . . . , fk, . . . , fn), entonces, f es diferenciable en a, śı y sólo si
fk es diferenciable en a, para cada k = 1, . . . , n.fk : E → Fk, la función
coordenada k-ésima de f . En este caso,

f ′(a)h =
(
f ′1(a)h, . . . , f ′k(a)h, . . . , f ′n(a)h

)
,

para todo h ∈ E.

Demostración. Si f es diferenciable en a, existen

r(h) = (r1(h), . . . , rk(h) . . . , rn(h)), y

f ′(a) = (T1, . . . , Tk, . . . , Tn),

lineal continua, cada Tk es lineal continua,

f ′(a)h = (T1h, . . . , Tkh, . . . , Tnh),

tales que:

ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0
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y

f(a+ h) = (f1(a+ h), . . . , fk(a+ h), . . . , fn(a+ h))

= f(a) + f ′(a)h+ r(h)

=
(
f1(a) + T1h+ r1(h), . . . , fk(a) + Tkh+ rk(h), . . . , fn(a)

+ Tnh+ rn(h)
)
.

Luego fk(a + h) = fk(a) + Tkh + rk(h), como Tk es lineal conti-
nua, la unicidad de la diferencial nos implica que f ′k(a) = Tk, como de

‖rk(h)‖ ≤ ‖r(h)‖, para k = 1, 2, . . . , n y de ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0, deducimos

que ĺımh→0
rk(h)
‖h‖ = 0, esto nos completa la demostración de que fk es

diferenciable en a, si f lo es. Supongamos ahora que fk es diferenciable
en a, entonces existe rk(h), tal que

fk(a+ h) = fk(a) + f ′k(a)h + rk(h), limh→0
rk(h)

‖h‖ = 0,

para k = 1, . . . , n. Luego

f(a+ h) =
(
f1(a+ h), . . . , fk(a+ h), . . . , fn(a+ h)

)

=
(
f1(a) + f ′1(a)(h) + r1(h), . . . , fn(a) + f ′n(a)(h) + rn(h)

)

= f(a) +
(
f ′1(a)(h), . . . , f ′k(a)(h), . . . , f ′n(a)(h)

)

+
(
r1(h), . . . , rk(h), . . . , rn(h)

)

= f(a) + f ′(a)(h) + r(h),

donde
f ′(a) =

(
f ′1(a), . . . , f ′k(a), . . . , f ′n(a)

)

es lineal continua por serlo cada f ′k(a), y r(h) = (r1(h), . . . , rk(h), . . . , rn(h)),

es tal que ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0, pues de ĺımh→0

rk(h)
‖h‖ = 0, deducimos que dado

ε > 0, existe δk > 0, tal que

‖h‖ < δk → ‖rk(h)‖
‖h‖ < ε.

Si δ = mı́nimo{δ1, . . . , δn} obtenemos que si ‖h‖ < δ, entonces
‖rk(h)‖
‖h‖ < ε, para cada k = 1, 2, . . . , n. Como

‖r(h)‖ = sup{‖rk(h)‖ : k = 1, . . . , n},
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deducimos que ‖r(h)‖
‖h‖ < ε. Esto completa la demostración. �

A continuación destacamos casos particulares interesantes, en dimen-
sión finita.

2.23 Proposición. Sean A ⊆ Rn, abierto, a ∈ A,

f : A→ Rm, f = (f1, f2, . . . , fn).

Entonces, f es diferenciable en a si y sólo si la aplicación fk : A → R

es diferenciable en a para k = 1, . . . , n.

2.7 La matriz jacobiana

Consideramos f : A→ Rm, a ∈ A ⊆ Rn, abierto, y f diferenciable en
a, f = (f1, f2, . . . , fm). Como f ′(a) : Rn → Rm, es aplicación lineal (con-
tinua), si consideramos la base canónica de Rn, e = {e1, e2, . . . , en}, y de
Rm, e′ = {e′1, e′2, . . . , e′m}, la aplicación f ′(a) se determina por conocer

f ′(a)(ek) = ĺımt→0
f(a+ tek) − f(a)

t
.

A este ĺımite, cuando existe, se le conoce como la derivada parcial

de f , respecto de la variable k, en el punto a, se denota por
∂f(a)

∂xk

, es

la derivada direccional de f en la dirección ek. Como f ′(a)(ej) ∈ Rm,
entonces:

f ′(a)(ej) =
∂f(a)

∂xj
= (f ′1(a)ej , . . . , f

′
i(a)ej , . . . , f

′
m(a)ej)

=

(
∂f1(a)

∂xj
, . . . ,

∂fi(a)

∂xj
, . . . ,

∂fn(a)

∂xj

)

=
m∑

i=1

∂fi(a)

∂xj
e′i,

luego

f ′(a)(ej) =

m∑

i=1

∂fi(a)

∂xj
e′i.
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Por lo tanto, la matriz asociada a la aplicación f ′(a) en las bases
canónicas de Rn,Rm, respectivamente, la cual es llamada la jacobiana
de f en a, es la matriz

Jf(a) =

(
∂fi(a)

∂xj

)
,

matriz de tamaño m×n, m filas, n columnas, i ı́ndice para filas, j ı́ndice
para columnas, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Destacamos esto enunciando:

2.24 Teorema. Sean A ⊆ Rn, abierto, a ∈ A, f : A→ Rm, diferencia-
ble en a, f = (f1, f2, . . . , fm) entonces existen

∂fi(a)

∂xj
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Por lo tanto existe la Jacobiana de f en a,

Jf(a) =

(
∂fi(a)

∂xj

)
,

esta es la matriz asociada a f ′(a) : Rn → Rm, en las bases canónicas de
Rn,Rm, donde i = 1, . . . ,m ı́ndice para filas, j = 1, . . . , n ı́ndice para
columnas.

Para calcular entonces

f ′(a)v ≡
[(

∂fi(a)

∂xj

)
vt

]t

,

donde el supeŕındice t significa traspuesto del vector v = (v1, . . . , vn) ∈
Rn. El resultado del producto es un vector columna, de tamaño m× 1,
el cual debe transponerse, por ello, el t.

∗ Como siempre, la existencia de la Jacobiana de f en a, no implica
la existencia de la diferencial de f en a. Remitimos al lector al ejemplo
2.10 de este caṕıtulo.

2.8 El gradiente

i) Sea f : (α, β) → Rn, función definida en el intervalo abierto (α, β)
de R, a ∈ (α, β), f diferenciable en a, f = (f1, f2, . . . , fn); en este
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caso
f ′(a) ≡ (f ′1(a), . . . , f ′n(a)) : R → Rn,

la base canónica de R como espacio vectorial sobre si mismo es 1,

f ′(a)1 ≡
(
f ′1(a)1, . . . , f ′n(a)1

)
≡ df(a).

Se identifica f ′(a) con f ′(a)(1), y f ′(a) se identifica con df(a). A
f en este caso se llama curva diferenciable en a.

ii) Sea A ⊆ Rn abierto, a ∈ A, f : A→ R, diferenciable en a, entonces

f ′(a) : Rn → R, es lineal continua, f ′(a) ∈ L(Rn,R) = (Rn)∗,

el dual de Rn. Como la base canónica del dual de Rn, es dada por
las proyecciones, definidas por

dxk : Rn → R

v = (v1, . . . , vk, . . . , vn) 7→ dxk(v) = vk

Obtenemos en este caso: f ′(a) =
∑n

k=1 akdxk, donde los escalares
ak ∈ R, son determinados por calcular en los vectores de la base
canónica de Rn, ei, la aplicación f ′(a) está dada por

f ′(a)(ei) =

(
n∑

k=1

akdxk

)
(ei) =

n∑

k=1

akdxk(ei) = ai,

ya que

dxk(ei) =

{
0, si i 6= k

1, si i = k.

f ′(a)(ei) = ∂f(a)
∂xi

= ai; obtenemos que

f ′(a) =

n∑

k=1

∂f(a)

∂xk
dxk.

Esta es la escritura de f ′(a) como elemento de L(Rn,R) en la base
canónica de L(Rn,R), y donde dxk, k = 1, . . . , n, es la proyección k. Por

otro lado,

Jf(a) =

(
∂f(a)

∂x1
, . . . ,

∂f(a)

∂xk
, . . . ,

∂f(a)

∂xn

)
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se llama el vector gradiente de f en a, grad(f(a)) = Jf(a). La notación
clásica es f ′(a) = gradf(a) = ∇f(a). Miramos ahora desde otro punto
de vista, para calcular: sea v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, entonces

f ′(a)v =

(
n∑

k=1

∂f(a)

∂xk
dxk

)
(v) =

n∑

k=1

∂f(a)

∂xk
dxk(v)

=

n∑

k=1

∂f(a)

∂xk
vk =

〈
grad(f(a)), v

〉

(El producto interno usual de vectores de Rn).

2.25 Ejemplo. Consideramos la aplicación f : R2 → R2, definida por

f(x, z) = (x, xz), en este caso

f1(x, z) = x, f2(x, z) = xz, f es diferenciable en (x, z), porque f1, f2 lo
son,

∂f1(x, )

∂x
= 1,

∂f1(x, z)

∂z
= 0,

∂f2(x, z)

∂x
= z,

∂f2(x, z)

∂z
= x,

luego la matriz Jacobiana de f en (x, z) es

Jf(x, z) =

[
1 0
z x

]
,

por lo tanto:

f ′(x, z)(h, k) =

([
1 0
z x

] [
h
k

])t

= (h, zh+ xk),

vemos que f ′(x, z) es isomorfismo de R2 sobre R2, si y sólo si x 6= 0, pues
el determinante detJf(x, z) = x. El concepto de vector gradiente, es
generalizado aśı: consideramos (E, ‖ ‖) espacio normado A ⊆ E, abierto
no vaćıo, f : A → R, f diferenciable en A, en este caso, como f ′(a) ∈
L(E,R) = E∗, el dual de E, podemos definir

df : A→ E∗ = L(E,R)

x 7→ df(x) = f ′(x)

Se usa la notación clásica df(x) y se llama a df la diferencial de f .
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2.26 Definición. Sea (E, 〈 , 〉), espacio con producto interno completo
para la norma inducida por el producto interno (recordamos que un tal
espacio se llama de Hilbert). Sea A ⊆ E, abierto y f : A→ R, aplicación
diferenciable se define como gradiente de f y notaremos gradf = ∇f , a
la aplicación ∇f : A→ E, tal que a x ∈ A, asigna el vector de E, notado
∇f(x), caracterizado por:

〈∇f(x), z〉 = f ′(x)(z) = df(x)(z), para todo z ∈ E.

Esto es posible debeido al teorema de representación de Riesz (ver
proposición 9.16)

2.27 Ejemplo. Sea (E, 〈 , 〉 espacio de Hilbert, P : E → R, la función
definida por P (x) = ‖x‖2 = 〈x, x〉, es claro que P es diferenciable, pues

P (x+ h) = 〈x+ h, x+ h〉 = 〈x, x〉 + 2〈x, h〉 + 〈h, h〉,
al tomar como P ′(x)(h) = 2〈x, h〉, como el producto interno es bilineal
continua, para x fijado 2〈x, h〉, será lineal como función de h, recordamos
que la desigualdad de Cauchy-Schwarz, implica |2〈x, h〉| ≤ 2‖x‖‖h‖, de
la cual deducimos la continuidad, y con r(h) = 〈h, h〉 = ‖h‖2, deducimos

que ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0. Como P es diferenciable y P ′(x)(h) = 2〈x, h〉,

entonces gradP (x) = ∇P (x) = 2x.

∗ Se puede omitir la lectura de la siguiente sección, y pasar a la
definición 2.32, en esta sección efectuamos una comparación entre la
derivada en el sentido de la variable compleja y la derivada en el sentido
de Fréchet.

2.9 Derivada Fréchet derivada compleja

Estudiaremos en esta sección la relación entre la derivada de una
aplicación F de A en C, F : A → C, A ⊆ C, abierto, derivable en el
punto α ∈ A, en el sentido de la variable compleja, y su derivada en el
sentido de Fréchet.

2.28 Proposición. Sea C = {a+ib : a, b ∈ R}, el cuerpo de los números
complejos (i2 = −1), con sus operaciones usuales y normado con la
norma usual

‖z‖ = ‖a+ ib‖ =
√
a2 + b2 =

√
z.z,
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donde z̄ = conjugado de z = a + ib = a − ib. Sea (R2, ‖ ‖) (la norma
euclideana), al definir para (a, b), (c, d) en R2 el producto de parejas,
por:

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc),

entonces R2, con su adición de parejas usual y con este producto es un
cuerpo conmutativo, el cual es isomorfo a C.

Notamos que (a, b) · (a,−b) = ‖(a, b)‖2 = a2 + b2. La aplicación

ϕ : (R2,+, ·) → (C,+, ·)
(a, b) 7→ ϕ(a, b) = a+ ib

establece tal isomorfismo. R puede sumergirse en R2, por medio de

ψ : R → R2

x 7→ ψ(x) = (x, 0)

ψ = ϕ
∣∣∣
R×{0}

. Es fácil ver que

ψ(x+ z) = ψ(x) + ψ(z)

ψ(xz) = ψ(x)ψ(z),

para x, z ∈ R y ψ es inyectiva. Además, ‖ψ(x)‖ = |x| es isometŕıa,
entonces R puede identificarse con

ψ(R) =
{

(x, 0) | x ∈ R
}
.

Aśıidentificamos el complejo z = a+ ib, con la pareja (a, b) y el real
t ≡ (t, 0). Sin confundirnos con el producto por escalar, para λ ∈ R y
(a, b) ∈ R2, λ(a, b) = (λa, λb), pues por otro lado λ ≡ (λ, 0), será tal que

(λ, 0) · (a, b) = (λa− 0b, 0a + λb) = (λa, λb).

El producto por escalar puede considerarse como caso particular del
producto definido en R2. Nótese que ‖(a, b) · (c, d)‖ = ‖(a, b)‖‖(c, d)‖.
Como la base canónica de R2 es (1, 0) ≡ 1 y (0, 1) ≡ i(i2 = −1),
(−1, 0) ≡ −1, entonces (a, b) = a+ ib. (Esto justifica la identificación).
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La multiplicación entre parejas definida en R2, motiva definir la siguiente
aplicación

γ : R2 → L(R2,R2)

u 7→ γ(u) : R2 → R2

definida por γ(u)(v) = u · v para u, v en R2 (producto en R2). Vemos
que al considerar R2, como espacio normado con la norma euclideana,
como espacio vectorial sobre R, γ es aplicación lineal (continua), γ ∈
L(R2,L(R2,R2)). Además,

‖γ(u)‖ = sup{‖γ(u)(z)‖ : ‖z‖ = 1}
= sup{‖u · z‖ = ‖u‖‖z‖ = ‖u‖ : si ‖z‖ = 1},

luego ‖γ(u)‖ = ‖u‖, γ es isometŕıa, por lo tanto inyectiva. Esto im-
plica que podamos identificar R2 con γ(R2) ≡ R2, aún más, γ esta-
blece isomorfismo de cuerpos γ(R2) es subcuerpo de R2, notamos que
γ(1) = I ∈ γ(R2), además γ(v) es inversible śı y sólo si v 6= (0, 0) ≡ 0,
en este caso γ(v)−1 = γ(v−1), donde si v 6= 0, v = (a, b), entonces

v−1 =

(
a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

)
.

Como γ(R2) ⊆ L(R2, R2), veamos cómo es la matriz asociada a γ(v),
en la base canónica de R2. Sea v = a+ ib, entonces

γ(a+ ib)(1) = a+ ib = (a, b)

γ(a+ ib)(i) = (a+ ib)(i) = −b+ ia = (−b, a)

Por consiguiente, la matriz asociada a γ(a+ ib), en la base canónica
de R2, es [

a −b
b a

]
(2.1)

Rećıprocamente, podemos ver que si T ∈ L(R2,R2) y tiene como
matriz asociada en la base canónica de R2, una matriz como la anterior,
entonces T ∈ γ(R2), es decir, T es de la forma T = γ(v), para algún
v = a+ ib. Podemos enunciar:
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2.29 Proposición. Sean (R2,+, ·) como antes, entonces la aplicación

γ : R2 → L(R2, R2)

u 7→ γ(u) : R2 → R2

donde γ(u) está definida por γ(u)(v) = u · v, como el producto de la
pareja u por la pareja v. Entonces γ es aplicación lineal inyectiva, tal
que ‖γ(u)‖ = ‖u‖,

γ(R2) =
{
T ∈ L(R2,R2); la matriz de T en la base canónica de R2 es M

}
,

donde M es de la forma:

[
a −b
b a

]
, donde a, b ∈ R.

Como (R2, ·,+) ≡ (C, ·,+), es un cuerpo conmutativo, nos permite
definir la derivada de una función definida en R2, con valores en R2, mi-
rando R2 como C, de la misma manera como se hace para aplicaciones
de R en R, por medio del cociente de diferencias. El concepto provenien-
te del producto definido en R2, es un punto importante en el Análisis
Complejo: si f : A → C = R2, A es abierto en R2, a ∈ A, se dice que f
es derivable en a, si existe

ĺımz→a
f(z) − f(a)

z − a
.

A este ĺımite, por ser único se denota por f ′(a), a este número complejo
se llama la derivada de f en a. Esto equivale por definición de ĺımite y
por tener R2 la norma euclidiana, Dado ε > 0 existe δ > 0, tal que

0 < ‖z − a‖ < δ →
∥∥∥∥
f(z) − f(a)

z − a
− f ′(a)

∥∥∥∥ < ε.

Esto último a su vez implica que

‖f(z) − f(a) − f ′(a)(z − a)‖ < ε‖z − a‖.

Como f ′(a) es un complejo, le corresponde γ(f ′(a)) ∈ LL(R2, R2) y
es fácil ver que

γ
(
f ′(a)

)
(z − a) = f ′(a)(z − a).
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Se deduce que existe T de R2 en R2, lineal continua, la cual es
γ(f ′(a)) ≡ f ′(a), tal que si z = a+ h, con 0 < ‖h‖ < δ, entonces

f(a+ h) = f(a) + Th+ r(h), ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

Basta tomar r(h) = f(a+h)− f(a)−T (h). Luego f es diferenciable
en a en el sentido de Fréchet, el nuestro, y T es la diferencial de f en a.
Rećıprocamente, podemos ver que si f es diferenciable en a en el sentido
nuestro, entonces f es derivable en el sentido de la variable compleja, y
si γ(w) = T , donde w ∈ C, y

f(a+ h) = f(a) + Th+ r(h), ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

Entonces concluimos que

w = ĺımz→
f(z) − f(a)

z − a
,

es decir, f es derivable en el sentido de la variable compleja,
w = γ−1(T ) = f ′(a), notamos que f ′(a) = T (1). Siguiendo la nota-
ción clásica df(a) = T = (f ′(a)), podemos identificar f ′(a) con T .

Este concepto de derivada en el sentido de la variable compleja es
más fuerte que el de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet. Re-
cordamos que en Variable compleja, se demuestra que si una función
f : A → C, donde A es abierto de C = R2, es derivable en A, es decir
posee derivada en todo punto a de A, entonces f es anaĺıtica en A, es
decir, es desarrollable en serie de potencias alrededor de a, a en A, por
lo tanto admite derivadas de todo orden. Esta es una de las diferencias
entre la variable compleja y la variable real. En este caso se puede definir
la función derivada

f ′ : A→ R2 = C

z 7→ f ′(z)

Deducimos que f es anaĺıtica en A śı y sólo si es diferenciable en A y
df(a) ∈ γ(R2) para todo z ∈ A. La consecuencia espectacular es que en
variable compleja se demuestra que si f es anaĺıtica en A f ′ también lo
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es y por lo tanto f (n) también para todo n. Esto lo descubrió Cauchy y lo
demostró suponiendo que f ′ fuese continua. Goursat demostró que esta
hipótesis sobraba. En 1964 G. Whyburn dió una demostración usando
sólo diferenciales. Volvamos ahora a f : A → R2, A ⊆ R2 abierto y
f = (f1, f2), f derivable en a = a1 + ia2 ∈ A. Para z = x + iy en
A, f(z) = f1(x, y)+if2(x, y). Por discusión anterior, la matriz Jacobiana
de f en a, es

Jf(a) =

[
p q
r s

]
,

donde

p =
∂f1(a)

∂x
, q =

∂f1(a)

∂y
, r =

∂f2(a)

∂x
, s =

∂f2(a)

∂y
,

pero como df(a) = T = γ(f ′(a)) = Jf(a), entonces deducimos que como
f ′(a) = u+ iv, entonces la jacobiana de f en a,

Jf(a) =

[
u −v
v u

]

u = p = s =
∂f1(a)

∂x
=
∂f2(a)

∂y

v = −q = r = −∂f1(a)

∂y
=
∂f2(a)

∂x
,

es decir se tienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Hemos demos-
trado que si f es derivable en a, f = (f1, f2), entonces la función f es
diferenciable en a, es F-diferenciable y la matriz jacobiana es

Jf(a) =

[
u −v
v u

]

donde

u =
∂f1(a)

∂x
, v = −∂f1(a)

∂y

y valen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

u =
∂f1(a)

∂x
=
∂f2(a)

∂y

v = −∂f1(a)

∂y
=
∂f2(a)

∂x
.
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Rećıprocamente, si f es F -diferenciable en a y valen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, entonces, si T = df(a), la matriz asociada a T en
la base canónica de R2, es de la forma

[
u −v
v u

]
,

esto implica que T = df(a) ∈ γ(R2) y de esto deducimos que f es
derivable en a. (En el sentido de la variable compleja).

2.30 Nota. Nuestra definición de diferencial de Fréchet, requiere que
la aplicación lineal L que aparece en la definición 2.6 sea continua, otros
autores como Vainberg, M., “Variational Methods for the Study of Non-
linear Operators”, Holden Day, San Francisco, California, 1964, impo-
nen en la definición 2.6, que L sea tan sólo lineal, es decir, Dados E,F
espacios de Banach, A ⊆ E, a ∈ A, f : A → F es diferenciable en
a, si existen L :→ F, lineal, y r(h) = r(a, h), tales que se tenga que

f(a + h) = f(a) + T (h) + r(h), donde ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0, esto conduce a

que L = L(a, ·) resulta única, pero no podemos concluir que f sea con-
tinua en a, y para poder concluir que L sea lineal continua es necesario
agregar que f sea continua en a (ver ejercicio 2.17).

2.10 Funciones continuamente diferenciables

En esta sección obtenemos un criterio útil para ver cuando una fun-
ción definida en un abierto A de Rn con valores en Rm es diferenciable
ver teorema 2.24, utilizaremos en su demostración un teorema clásico,
conocido como el teorema del valor Medio, para una demostración ver
caṕıtulo 5, teorema 5.2, el cual enunciamos:

2.31 Proposición (Teorema del valor medio). Sean a < b números
reales f : (a, b) → R función diferenciable en (a, b) continua en el inter-
valo cerrado [a, b], entonces existe c ∈ (a, b), tal que

f(b) − f(a) = f ′(c)(b− a).

2.32 Definición. Sean A ⊂ Rn conjunto abierto, y f : A → Rm,
continua, a ∈ A,
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a) f = (f1, . . . , fm), se dice continuamente diferenciable en a, si exis-

ten r > 0 tal que Br(a) ⊂ A y ∂fi(x)
∂xj

= ∂jfi(x) para x ∈ Br(a) y

son continuas en Br(a), para cada j = 1, 2, . . . , n y i = 1, . . . ,m.

b) f se dice continuamente diferenciable en A, si f es continuamente
diferenciable en a para todo a ∈ A (Ver clase C1, Caṕıtulo 3).
Es decir, si f es continua e A y existen las derivadas parciales
∂jfi : A→ R, ∂fi(x)

∂xj
, para j = 1, . . . , n y x ∈ A y son continuas en

A, i = 1, . . . ,m.

2.33 Proposición. Sean A ⊂ Rn conjunto abierto, y f : A → Rm,
f = (f1, . . . , fm), función continua cuyas derivadas parciales ∂fi(a)

∂xj
=

∂jfi(a), para i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2 . . . , n, existen en todo punto a ∈ A,
y son continuas. entonces f es diferenciable en a, luego f es diferenciable
en A.

(Es decir, si f es continuamente diferenciable en A, entonces f es
diferenciable en A.) en A.

Demostración. Por proposición 2.20 basta probar que cada componente
fi de la función f es diferenciable. Por ello nos restringimos al caso en
que f : A → R. Si a ∈ A, como ∂jf es continua en a, existe r > 0 tal
que ∂jf(x) existen y son continuas en Br(a) = {x ∈ Rn, ‖x − a‖ < r}.

Sea ~h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn, tal que
∥∥∥~h
∥∥∥ < r, pequeña, para que

los vectores ~hk = (h1, . . . , hk−1, hk, 0, . . . , 0) ∈ Rn, k = 1, 2 . . . , n sean
tales que a + ~hk ∈ Br(a). Consideramos ~h0 = (0, . . . , 0) = ~0 y ~hn = ~h,
tenemos:

f(a+ ~h) − f(a) = f(a+ h1, a2, . . . , an) − f(a1, a2, . . . , an)

+ f(a1 + h1, a2 + h2, a3, . . . , an) − f(a1 + h1, a2, . . . , an)

+ . . .

+ f(a+ h) − f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , an−1 + hn−1, an)

=
n∑

j=1

(
f(a+ ~hj) − f(a+ ~hj−1)

)
.
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Para j ∈ {1, 2 . . . , n} fijo, si hj > 0, definimos

φj : [aj , aj + hj ] → R

t 7→ φj(t) = f(a+ ~hj−1 + tej)

= f(a1 + h1, . . . , aj−1 + hj−1, t, aj+1, . . . , an),

es diferenciable en t ∈ (aj , aj +hj), si hj > 0 (o en (aj +hj, aj) si hj < 0)
y continua en [aj , aj + hj ], por existir ∂jf en A y ser continuas, existe

φ
′

j(t) =
∂

∂xj
f(a1 + h1, . . . , aj−1 + hj−1, t, aj+1, . . . , an),

es válido el teorema del valor medio para φj , luego:

φj(aj + hj) − φj(aj) = φ′(cj)(hj), para algún cj ∈ (aj , aj + hj).

Por consiguiente, si hj > 0 f
(
a+ ~hj

)
− f(a) = ∂jf (~qj)hj, para

algún ~qj = a + ~hj−1 + cjej ∈ Br(a). La anterior igualdad es válida si
hj = 0. Obtenemos que:

f
(
a+ ~h

)
− f(a) =

n∑

j=1

∂jf(qj)hj .

Candidato para la derivada es ∇f(a) = (∂1f(a), ∂2f(a), . . . , ∂nf(a)) =
D, entonces D · ~h =

∑n
j=1 ∂jf(a)hj , la aplicación

L : Rn → R

~h 7→ L
(
~h
)

= D · ~h =
n∑

j=1

∂jf(a)hj ,

es lineal continua y si

R
(
~h
)

= f
(
a+ ~h

)
− f(a) − L

(
~h
)

=
n∑

j=1

(
∂jf(qj) − ∂jf(a)

)
hj ,

como ~qj → a si ~h→ 0, de la continuidad de ∂jf en a,obtenemos:

0 ≤
∣∣∣∣∣
R
(
~h
)

∥∥∥~h
∥∥∥

∣∣∣∣∣ =
1∥∥∥~h
∥∥∥

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

(∂f (~qj) − ∂jf(a))hj

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑

j=1

|hj |
‖~h‖

|∂jf(qj − ∂jf(a)|

≤
n∑

j=1

|∂jf(qj) − ∂jf(a)| → 0, si ~h→ ~0.
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Entonces f ′(a) ≡ L. Razonamiento idéntico para el caso hj < 0. �

Este teorema nos reafirma que las funciones conocidas en nuestros
cursos de cálculo anteriores son en efecto diferenciables. Como sabe-
mos calcular las derivadas parciales de funciones como sen

(
x+ y2

)
,

x2 + exy, ey+x y como sabemos que estas son continuas, concluimos
que son diferenciables.

2.34 Nota. Existen funciones diferenciables en un punto, cuyas deri-
vadas parciales no son continuas en dicho punto. El siguiente ejemplo
ilustra esta situación: sea f : R2 → R, definida por:

f(x, y) =

{
(x2 + y2)2 sen( 1

x2+y2 ) si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Dejamos como ejercicio el demostrar que esta función es diferenciable
en (x, y), en todo punto de R2, pero que en (0, 0) estas derivadas parciales
no son continuas, ∂1f(0, 0) = 0 y ∂2f(0, 0) = 0.

2.11 Ejercicios

1. Verifique usando la definición, que las siguientes aplicaciones son
diferenciables en R2:

i)

f : R2 → R2

(x, z) 7→ f(x, z) = (x+ z, x− z)

ii)

T : R3 → R

(x, y, z) 7→ T (x, y, z) = det



x y z
a b c
d e f


 .

¿Qué condiciones deben satisfacer a, b, c, d, para que T ′(x, y)
sea sobreyectiva? ¿Cuáles para que T ′(x, y) sea inyectiva? De-
termine el gradiente de T en un punto (x, y, z). ¿Son f y T
aplicaciones lineales?
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2) Sean E,F espacios normados, A ⊆ E, abierto, f : A → F, a ∈ A, f
diferenciable en a, sean g y s definidas por

g : A→ A × F s : A× F → F

x 7→ g(x) = (x, f(x)) (x, z) 7→ s(x, z) = z − f(x)

a) Muestre que g y s son diferenciables en A, A × F, respecti-
vamente.

b) Muestre que g′(x) : E → E × F, es inyectiva.

c) Pruebe que Imagen de g′(x) = Núcleo de s′(x, z).

3) ¿Cuáles de las siguientes funciones, donde n ≥ 1 es entero, son
o(h)?

a) f : R → R, x→ xn x→ xn log(1 + x),

b) f : R2 → R, (x, y) → y cos(x), (x, y) → x− y,

c) f : R2 → R2, (x, y) → (x2, y), (x, y) → (x2 − y2, xy).

4) Sean a < c < b números reales, f : (a, b) → R. Demuestre que f
es diferenciable en c, si y sólo si para r > 0 pequeño, la función
φ : (−r, r) → R, definida por:

φ(h) =

{
f(c+h)−f(c)

h
, si h 6= 0, |h| < r

f ′(c) si h = 0,

es continua en h = 0. Usando esto concluya que f es diferenciable
en c, si y sólo si para toda sucesión {xn} de reales no nulos, tal
que ĺımn→∞ xn = 0, se tiene que:

ĺımn→∞
f(c+ xn) − f(c)

xn
= f ′(c).

5) Consideremos el espacio vectorial sobre R, de las matrices cuadra-
das n × n, E = M(n × n), normado con una cualesquiera de sus
normas, por ejemplo con la norma sup, escribiendo los vectores de
Rn como columnas, identificamos E con Rn × · · · × Rn (n-veces).
Sea

det : E → R,

la aplicación determinante , para X = (X1, . . . , Xk, . . . ,Xn) (don-
de Xk es la columna j-ésima de la matriz X), utilizando la base
canónica de E,
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a) describa det′(X)H, paraH ∈ E, es decir, determine det′(X)Eik,
donde Eik es la matriz con todos sus elementos nulos salvo el
de la fila i, columna k, que es 1. Si X = I, la matriz idéntica
n× n, muestre que det′(I)H = Traza de la matriz H.

b) Pruebe que det′(X) ≡ 0, śı y sólo si rango de X ≤ n− 2.

6) Considere nuevamente E, como en el ejercicio 3 anterior y

f : E → E

X 7→ f(X) = XXt

el producto de la matriz X, por su transpuesta Xt,

a) Pruebe que f es diferenciable para todo X ∈ E.

b) f ′(X)(E) ⊆ S(n), el espacio de las matrices simétricas de
orden n× n,

S(n) =
{
A ∈ E | A = At

}
.

c) Muestre que si X es ortogonal, es decir, si XXt = I, entonces

S(n) = f ′(X)(E); O(n) = {A ⊆ E | AAt = I},

el conjunto de las matrices ortogonales.

7) Considerando el mismo espacio E con sus operaciones usuales de
adición y multiplicación de matrices de orden n × n, si f es la
función,

f : E → E

X 7→ f(X) = X3

a) Muestre que f es diferenciable en E.

b) Generalize, considerando f(X) = Xm, demuestre que

f ′(X)(H) =

m−1∑

k

XkHXm−k−1,

para H ∈ E.
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8) Sean E,F espacios normados, denotaremos con L2(E; F), el espacio
vectorial de las aplicaciones bilineales continuas, b : E × E → F,
donde E×E está dotado de la norma sup, y para b ∈ L2(E; F), sea

‖b‖ = sup{‖b(x, z)‖ : ‖x‖ = 1 = ‖z‖, x, z ∈ E},

una norma. Muestre que:

i) L2(E; F) es espacio vectorial sobre R, y ‖b‖ es en efecto una
norma en L2(E; F), recuerde teorema 1.75 caṕıtulo 1

ii) Muestre que si con L2s(E; F) ⊆ L2(E; F), denotamos el sub-
conjunto de las bilineales simétricas de E × E en F, conti-
nuas, es decir b(x, z) = b(z, x), para todo x, z ∈ E entonces
L2s(E; F) es subespacio normado de L2(E; F), con la norma
inducida.

iii) Muestre que si α = (a, b) ∈ E × E, es fijado, entonces la
aplicación evaluación en α, evα, definida como

evα : L2(E; F) → F

w 7→ evα(w) = w(a, b),

es lineal continua.

Use esto y defina g(w) = w(a, b) − w(b, a) para mostrar que
L2s(E; F) es subespacio cerrado de L2(E; F).

9) Sea E espacio vectorial normado y

LC =
{
ψ : [−1, 1] → E | ψ(0) = 0 y ψ es diferenciable

}
.

LC es espacio vectorial para la suma de aplicaciones definida pun-
tualmente y para a ∈ R, (aψ)(t) = aψ(t), entonces muestre que

F : LC → E

ψ 7→ F (ψ) = ψ′(0)

es aplicación lineal de LC en E, sobreyectiva. Determine el núcleo
N de F y describa el espacio cociente de LC

10) Demuestre que si A ⊂ Rn es abierto y f : A→ R, posee derivadas
parciales ∂jf en a ∈ A y son acotadas en una vecindad de a,
entonces f es continua en a.
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11) Muestre que si en el enunciado del proposición 2.33 suponemos
para a ∈ A, sólo la existencia de las derivadas parciales ∂j en
una vecindad de a y son continuas en esa vecindad entonces f es
diferenciable en a.

12) Considerando f : R3 → R, definida por f(x, y, z) = z − x2 − y2,
determine puntos en los cuales ∇(f)(x, y, z) forma ángulo de π

4
con el vector (1, 1, 1). ¿En qué puntos es colineal?

13) Consideramos f : R2 → R, definida por

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Demostrar que existen ∂2f(x, 0) = x para todo x, y ∂1f(0, y) =
−y, para todo y.

b) Observe que ∂1∂2f(0, 0) 6= ∂2∂1f(0, 0).

14) Sea A ⊂ R2 y f : A→ R, donde

A = {(x, y) ∈ R2 x < 0} ∪ {(x, y) ∈ R2x ≥ 0, y 6= 0}.

a) Observe que dos puntos de A pueden unirse por una sucesión
de rectas paralelas cada una paralela a uno de los ejes. Si
∂1f = ∂2f = 0, demostrar que f es constante

b) Dé un ejemplo de una función definida en A tal que ∂2f = 0
que no sea constante como función de y.

15) Consideramos el espacio vectorial M(m×n), de las matrices de m
filas y n columnas. Demuestre usando sólo la definición de continui-
dad que las siguientes aplicaciones son continuas y diferenciables:

a) Tij : M(m×n) → M((m−1)×(n−1)), la aplicación definida
para X = (xij) por Tij(X) = Xij , donde Xij es la matriz de
m − 1 filas y n − 1 columnas obtenida de X por cancelar la
fila i y la columna j.

b) Si m = n, y A = (aij) es mátriz simétrica, positivamente
definida, es decir, si la forma bilineal b asociada a A, b : Rn ×
Rn → R, definida para x = (x1, . . . , xn) y = (y1, . . . , yn) ∈
Rn, por

b(x, y) = hAkτ =

n∑

ij

aijxiyj,
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es tal que b(x, x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn y b(x, x) = 0 si y
sólo si x = (0, . . . , 0). Demuestre que la aplicación b es un
producto interno en Rn, si ‖x‖ =

√
b(x, x) =

√
xAxτ es la

norma inducida determine que es diferenciable para x 6= 0.
Determine para x 6= 0 ∂‖x‖

∂xj
, j = 1, . . . , n.

16) Sea R2 y p : R2 ×R2 → R, aplicación definida por p(x, y) = xAyτ ,
donde τ significa transpuesta y A es la matriz

(
a b
b c

)
,

es decir que

p(x, y) = ax1y1 + b(x1y2 + x2y1) + cx2y2,

donde x = (x1, x2), y = (y1, y2). Si a > 0, c > 0, que condiciones
deben cumplir a, b, c para que p sea definida positiva, observe que p
es diferenciable en todo punto (x, y), por lo tanto podemos definir
la función p′, la derivada de p:

p′ : R2 × R2 → L(R2 × R2,R).

Demuestre que p′ es diferenciable en todo punto (x, y) ∈ R2 × R2.

17) Sean E,F espacios normados A ⊂ E abierto, a ∈ A y f : A → F,
definimos ser f diferenciable, si existen aplicación T : E → F lineal
y r(h) = r(a, h) tal que

f(a+ h) − f(a) − T (h) = r(h), y ĺımh→0
‖r(h)‖
‖h‖ = 0.

a) Demuestre que T es única, por ello se destaca que depende
sólo de a, se nota Df(a) = T , se llama la diferencial de f en
a. Si f es diferenciable en a para todo a ∈ A, se dice que f
es diferenciable en A.

b) Demuestre que si f es constante en A, entonces

Df(a) ≡ 0, para todo a ∈ A.

c) Demuestre que si f es continua en a, entonces Df(a) : E → F

es continua, es decir f es diferenciable en a en el sentido de
la definición 2.6 (de Fréchet). Podemos decir entonces que la
continuidad de f en a y el ser continua la aplicación lineal
Df(a), son propiedades equivalentes.
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18) Sea E = M(n × n) el espacio vectorial de matrices cuadradas y
f : E × E → E, definida por f(X,Y ) = XY τ donde τ significa
transpuesta. Demuestre que f es diferenciable en E. Vea ejercicios
2.3, 2.6 anteriores, ¿qué relaciones puede establecer entre esta f y
las dadas en ellos?

19) Sea f : R2 → R diferenciable en ~0 = (0, 0) y φ : R2 → R, definida
por φ(x, y) = f(x, y) si (x, y) 6=

(
x, x2

)
, φ
(
x, x2

)
= f

(
x, x2

)
+ 1

si x 6= 0, y φ(0, 0) = f(0, 0). Muestre:

a) φ no es continua en (0, 0).

b) φ a lo largo de rectas y = mx es discontinua en por lo menos
dos puntos de estas rectas.

c) Para todo v = (v1, v2)∈R2 existe ∂vφ
(
~0
)

= v1
∂f(~0)

∂x
+ v2

∂f(~0)
∂y

.
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Derivadas de orden superior

A continuación demostramos el teorema clásico de la regla de la
cadena.

3.1 Teorema (Regla de la cadena). Sean E,F,G, espacios vectoriales
normados, U ⊂ E abierto, V ⊂ F abierto (no vaćıo), f : U → F, g :
V → A, tales que f(U) ⊂ V, f diferenciable en x ∈ U, g diferenciable
en y = f(x) ∈ V . Entonces la función compuesta g ◦ f : U → A es
diferenciable en x, y (g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x). Para h ∈ E,

(g ◦ f)′(x)h = g′(f(x))
[
f ′(x)h

]
.

Demostración. Como f y g son diferenciables en x y f(x), respectiva-
mente, tenemos:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ r1(h) donde ĺımh→0
r1(h)

‖h‖ = 0 (de F).

Esto implica que ĺımh→0 r1(h) = 0.

g(y + k) = g(y) + g′(y)k + r2(k) donde ĺımk→0
r2(k)

‖k‖ = 0 (de G).

114
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Esto implica que ĺımk→0 r2(k) = 0. Si k = f ′(x)h+r1(h) vemos que k →
0, śı y solo si h → 0 (se usa que f ′(x) es continua y ĺımh→0 r1(h) = 0),
tenemos:

(g ◦ f)(x+ h) = g[f(x) + f ′(x)h+ r1(h)]

= g(y + k) = g(y) + g′(y)k + r2(k)

(A) Como dado ε > 0, existe δ2 > 0, tal que si

0 < ‖k‖ < δ2, implica ‖r2(k)‖ < ε‖k‖,

luego:

(g ◦ f)(x+ h) = g(y) + g′(y)(f ′(x)h) + g′(y)(r1(h)) + r2(k).

(B) También, dado ε > 0, existe δ1 > 0 tal que si

0 < ‖h‖ < δ, implica ‖r1(h)‖ < ε‖h‖,

luego, si

R(h) = g′(y)(r1(h)) + r2(k) = g′(y)(r1(h)) + r2[f ′(x)h+ r1(h)],

obtenemos que si δ = mı́n(δ1, δ2):

0 ≤ ‖R(h)‖ ≤ ‖g′(y)(r1(h))‖ + ‖r2[f ′(x)h+ r1(h)]‖
≤ a‖h‖ε + ε‖f ′(x)h+ r1(h)‖
≤ a‖h‖ε + εb‖h‖ + ε2‖h‖,

donde a, b ≥ 0 son constantes cuya existencia se garantiza en virtud del
teorema 1.28, por ser g′(y), f ′(y) lineales continuas.

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x), será lineal continua. �

3.1 Aplicaciones de la regla de la cadena

A t́ıtulo de ejercicio, a continuación mostraremos como usando la
regla de la cadena podemos deducir algunas propiedades de la diferencial,
ya deducidas en el caṕıtulo 2.

3.2 Proposición. Sean E,F,G espacios vectoriales normados, U ⊂ E

abierto no vaćıo, α ∈ R, f, g : U → F, diferenciables en x ∈ U , entonces:
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i)

f + g : U → F

x 7→ (f + g)(x) = f(x) + g(x)

es diferenciable en x, y (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

ii)

αf : U → F

x 7→ (αf)(x) = αf(x)

es diferenciable en x, y (αf)′(x) = f ′(x).

iii) Si F = R, y f(x) 6= 0 para todo x ∈ U ,

1

f
: U → R

x 7→
(

1

f

)
(x) =

1

f
(x)

es diferenciable en x ∈ U , y (
1

f
)′(x) = − 1

f2(x)
f ′(x).

iv) Si b : F × F → G es bilineal continua, entonces la aplicación

b(f, g) : U → G

x 7→ b(f, g)(x) = b(f(x), g(x))

es diferenciable en x y b(f, g)′(x)h = b(f ′(x)h, g(x))+b(f(x), g′(x)h),
es decir la regla del producto es válida.

Demostración.

i) s : F×F → F definida por s(v,w) = v+w es lineal continua, luego
s′(v,w) = s, para v, w ∈ F si

(f, g) : U → F × F

x 7→ (f, g)(x) = (f(x), g(x)).

(f, g) es diferenciable en x, por serlo f y g (proposición 2.24) luego

(s ◦ (f, g))(x) = s(f(x), g(x)) = f(x) + g(x) = (f + g)(x)
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f + g = s ◦ (f, g), obtenemos

(f + g)′(x) = (s ◦ (f, g))′(x) = s′(f(x), g(x)) ◦ (f, g)′(x)

= s ◦ (f, g)′(x) = s ◦ (f ′(x), g′(x)) = f ′(x) + g′(x).

Ya que s′(f(x), g(x)) = s, por ser s lineal continua.

ii) Sea α ∈ R, g : E → F, definida por g(y) = αy, entonces g es
diferenciable en E, por ser lineal continua la aplicación αf = g ◦f .
Luego por ser g y f diferenciables, obtenemos:

(αf)′(x) = (g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) ◦ f ′(x) = g ◦ f ′(x),

es decir,

(αf)′(x)h = (g ◦ f)′(x))(h) = g′(f(x))(f ′(x)(h))

= α(f ′(x)h) = αf ′(x)(h),

luego (αf)′(x) = αf ′(x).

iii) Consideremos

inv : R − {0} → R

t 7→ inv(t) = t−1

Entonces 1
f

= (inv ◦ f) : U → R, como inv es diferenciable en

t ∈ R−{0} y el cálculo clásico nos dice inv′(t) = −t−2, obtenemos:

(
1

f

)′
(x) = (inv ◦ f)′(x) = inv ◦ f(x) ◦ f ′(x) = − 1

f2(x)
f ′(x).

iv) b(f, g) : U → F, es tal que b(f, g) = b ◦ (f, g), luego, por ser b
bilineal continua, es diferenciable y b′(x, y)(h, k) = b(x, k)+b(h, y),
por lo tanto:

(b(f, g))′(x)h = b′(f(x), g(x)) ◦ (f, g)′(x)h

= b′(f(x), g(x)) ◦ (f ′(x)h, g′(x)h)

= b(f ′(x)h, g(x)) + b(f(x), g′(x)h).

La proposición está demostrada. �
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3.2 La segunda derivada

Por razones de tipo didáctico, iniciamos la generalización y estudio
detallado de la segunda derivada (en el sentido de Frechet).

3.3 Definición.

i) Sean E,F espacios vectoriales normados, A ⊂ E abierto no vaćıo,
f : A→ F. f se dice diferenciable en A, si f es diferenciable en x,
para todo x ∈ A. En este caso podemos considerar la aplicación
derivada f ′, f ′ : A → L(E,F), definida para x ∈ A, como la apli-
cación lineal continua f ′(x) : E → F. Como L(E, F) es un espacio
vectorial normado con ‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ = 1, x ∈ E} para
T ∈ L(E,F), es natural preguntarse por la continuidad de f ′.

ii) Si f : A→ F es diferenciable en A y la aplicación f ′ : A→ L(E,F)
es continua, diremos que f es continuamente diferenciable o que
f es de clase C1, notaremos f ∈ C1(A), o simplemente f ∈ C1.
Nuevamente si f es de clase C1 en A, podemos preguntarnos si

f ′ : A→ L(E,F) es diferenciable en x ∈ A;

esto tiene sentido por ser L(E,F) espacio vectorial normado, en
este caso:

iii) Si f ′ : A → L(E, F) es diferenciable en x ∈ A, diremos que f es
dos veces diferenciable en x o que f admite diferencial o derivada
de orden dos en x, notaremos con f ′′(x) la diferencial de f ′ en x.
Otras notaciones a usar son

D2f(x), d2f(x).

f ′′(x) es lineal continua de E en L(E,F), luego f ′′(x) ∈ L
(
E,L(E,F)

)
.

L
(
E,L(E,F)

)
=
{
T : E → L(E,F) | T es lineal continua

}
.

3.4 Nota. Observamos que la diferenciabilidad de f ′ en x implica la
siguiente igualdad en L(E,F):

f ′(x+ h) = f ′(x) + f ′′(x)(h) + o(h),
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donde o(h), f ′′(x)(h) ∈ L(E,F). Por lo tanto, si k ∈ E, tenemos

f ′(x+ h)(k) = f ′(x)(k) + f ′′(x)(h)(k) + o(h)(k).

Como a continuación veremos que podemos identificar f ′′(x) con un
elemento de L2(E; F) el espacio de las aplicaciones bilineales continuas
de E en F, el cual es notado d2f(x). Como o(h) ∈ L(E,F), se deduce que
‖o(h)(k)‖ ≤ ‖o(h)‖‖k‖, por ello o(h)(k) = o(h, k). Por lo tanto se tiene
la igualdad

f ′(x+ h)(k) = f ′(x)(k) + f ′′(x)(h)(k) + o(h, k).

3.5 Nota (Comentarios). Sean E,F espacios vectoriales normados en-
tonces L

(
E,L(E,F)

)
, es espacio vectorial normado, con las operaciones

(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x) para x ∈ E, T1, T2 ∈ L
(
E, L(E, F)

)

(λT1)(x) = λT1(x) para λ ∈ R.

Para T ∈ L
(
E,L(E,F)

)
definimos:

‖T‖ = sup
{
‖T (x)(y)‖ : x, y ∈ E, ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}

= ı́nf
{
a > 0 : ‖T (x)(y)‖ ≤ a‖x‖‖y‖, x, y ∈ E

}
.

Es una norma en L
(
E,L(E,F)

)
. Notamos que si T ∈ L

(
E,mathcalL(E,F)

)
,

entonces
‖T (x)(y)‖ ≤ ‖Tx‖‖y‖ ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖.

Consideramos ahora

L2(E; F) = {b : E × E → F, b es bilineal continua}.
L2(E; F) es espacio vectorial, con las siguientes operaciones:

(b1 + b2)(x, y) = b1(x, y) + b2(x, y) para b1, b2 ∈ L(H; F), x, y ∈ E

(λb1)(x, y) = λb1(x, y) para λ ∈ R.

Podemos dotar L2(E; F) de una norma, aśı: para b ∈ L2(E; F),

‖b‖ = sup
{
‖b(x, y)‖ : x, y ∈ E, ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}

= ı́nf{a > 0 : ‖b(x, y)‖ ≤ a‖x‖‖y‖, x, y ∈ E}
= ı́nf{a > 0 : ‖b(x, y)‖ ≤ a, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x, y ∈ E}

Notamos que ‖b(x, y)‖ ≤ ‖b‖‖x‖‖y‖x, y ∈ E.
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Podemos enunciar:

3.6 Proposición. (L2(E; F), ‖ ‖) y (L
(
E,L(E,F)

)
, ‖ ‖) son espacios

vectoriales normados homeomorfos linealmente e isométricos.

Demostración. El isomorfismo será:

ϕ : L
(
E, L(E,F)

)
→ L2(E; F),

T 7→ ϕ(T ),

aplicación asociada a T caracterizada por ϕ(T )(x, y) = T (x)(y). Observe
que:

T : E → L(E,F)

x 7→ T (x) : E → F

y 7→ T (x)(y)

ϕ(T ) es bilineal; en efecto

ϕ(T )(x1 + x2, y) = T (x1 + x2)(y) = (T (x1) + T (x2))(y)

= T (x1)(y) + T (x2)(y) = ϕ(T )(x1, y) + ϕ(T )(x2, y).

ϕ(T )(x, y1 + y2) = T (x)(y1 + y2) = T (x)(y1) + T (x)(y2)

= ϕ(T )(x, y1) + ϕ(T )(x, y2),

donde x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ E y para λ ∈ R,

ϕ(T )(λx, y) = T (λx)(y) = λT (x)(y) = λϕ(T )(x, y).

Hemos usado que T es lineal y T (x) es lineal como aplicación de E en
F. ϕ está bien definida, pues si T, S ∈ L

(
E,L(E,F)

)
y T = S entonces

ϕ(T )(x, y) = T (x)(y) = S(x)(y) = ϕ(S)(x, y).

Esto implica ϕ(T ) = ϕ(S).

ϕ es lineal, en efecto, para T1, T2 ∈ L
(
E,mathcalL(E,F)

)
,

ϕ(T1 + T2)(x, y) = (T1 + T2)(x)(y) = T1(x)(y) + T2(x)(y)

= ϕ(T1)(x, y) + ϕ(T2)(x, y).
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Obviamente ϕ(λT1)(x, y) = ϕλ(T1)(x, y), esto implica que

ϕ(λT1) = λϕ(T1).

ϕ es inyectiva, pues si ϕ(T1) = ϕ(T2) entonces T1(x)(y) = T2(x)(y)
para x, y ∈ E arbitrarios, esto implica T1 = T2. Por último es fácil ver
que ϕ es sobre, dado b ∈ L2(E; F) le asociamos T ∈ L

(
E,L(E,F)

)
tal

que T (x)(y) = b(x, y).ϕ es lineal continua, si T ∈ L
(
E,L(E,F)

)
,

‖ϕ(T )(x, y)‖ = ‖T (x)(y)‖ ≤ ‖T (x)‖‖y‖ ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖

para x, y ∈ E, aśı que si ‖x‖ = ‖y‖ = 1 entonces ‖ϕ(T )(x, y)‖ ≤ ‖T‖
para todo x, y ∈ E, luego

‖ϕ(T )‖ ≤ ‖T‖. (A)

De ‖T (x)(y)‖ ≤ ‖ϕ(T )(x, y)‖ ≤ ‖ϕ(T )‖‖x‖‖y‖ vemos que si
‖x‖ = ‖y‖ = 1 entonces ‖T (x)(y)‖ ≤ ‖ϕ(T )‖, por lo tanto

‖T‖ ≤ ‖ϕ(T )‖. (B)

Obtenemos de (A) y (B) que ‖T‖ = ‖ϕ(T )‖, luego ϕ es isometŕıa,
esto implica que ϕ es lineal continua.

Su inversa ψ, la cual asocia a b ∈ L2(E; F), ψ(b) = T ∈ L
(
E,L(E,F)

)

definida por ψ(b)(x)(y) = b(x)(y) es tal que

‖ψ(b)(x)(y)‖ = ‖b(x, y)‖ ≤ ‖b‖‖x‖‖y‖.

Luego para x, y ∈ E tales que ‖x‖ = ‖y‖ = 1 obtenemos:

‖ψ(b)‖ ≤ ‖b|. (C)

De ‖b(x, y)‖ = ‖ψ(b)(x)(y)‖ ≤ ‖ψ(b)(x)‖‖y‖ ≤ ‖ψ(b)‖‖x‖‖y‖ dedu-
cimos que ‖b(x, y)‖ ≤ ‖ψ(b)‖ para x, y ∈ E tal que ‖x‖ = ‖y‖ = 1.
Luego

‖b‖ ≤ ‖ψ(b)‖. (D)

De (C) y (D) concluimos que ‖b‖ = ‖ψ(b)‖; por tanto, ψ es una
isometŕıa. Esto muestra que es lineal continua. �
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3.7 Nota. En virtud de la Proposición anterior podemos identificar la
segunda derivada f ′′(x) ∈ L

(
E,L(E,F)

)
con una transformación bilineal

continua, asociada a f ′′(x) por medio de ϕ.

Notaremos ϕ
(
f ′′(x)

)
= d2

(
f(x)

)

Consideramos ahora el caso especial de una función f : U → R,
donde U ⊂ Rn es abierto y f es dos veces diferenciable en U ,

f ′ : U → L(Rn,R).

Recordamos que L(Rn; R) posee como base canónica las proyecciones

dxk : Rn → R

h = (h1, h2, . . . , hn) 7→ dxk(h) = hk

Luego

f ′(x) =
n∑

k=1

akdxk,

los escalares aj ∈ R, se obtienen al calcular f ′(x) en la base canónica de
Rn,

ek = (0, . . . ,1, 0, . . . , 0)

↑
k-ésima componente

Aśı obtenemos:

f ′(x)(ek) =

(
n∑

i=1

aidxi)

)
(ek) =

n∑

i=1

aidxi(ek) = ak

f ′(x)(ek) =
∂f

∂xk

(x).

De donde

f ′(x) =

n∑

k=1

∂f

∂xk
(x)dxk
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Recordamos que L2(Rn; R) = {b : Rn × Rn → R : b es bilineal}
posee como base canónica los productos de proyecciones, es decir, las
aplicaciones

dxidxj : Rn × Rn → R

(h, k) 7→ dxidxj(h, k) = dxi(h)dxj(k) = hikj

donde h = (h1, h2, . . . , hn), k = (k1, . . . , kn). Luego si b ∈ L2(Rn; R),

b =

n∑

i,j=1

aijdxidxj,

los escalares aij están determinados por

b(ek, ep) =




n∑

i,j=1

aijdxidxj


 (ek, ep) =

n∑

i,j=1

aijdxidxj(ek, ep)

=

n∑

i,j=1

aijdxi(ek)dxj(ep) = akp

b(ek, ep) = akp, para k, p = 1, 2, . . . , n.

Estas ideas nos recuerdan que podemos establecer un isomorfismo
entre L2(Rn; R) y las matrices cuadradas de orden n× n,

M(n× n) = {A = (aij) de orden n× n : aij ∈ R}

dado por

γ : L2(Rn; R) →M(n× n)

b 7→ γ(b) =
(
b(ei, ej)

)
.

Rećıprocamente: dada una matriz A = (aij) de orden n×n podemos
asociarle la aplicación bilineal b : Rn × Rn → R definida en x, y en Rn

por b(x, y) = xAyt, donde t significa la transpuesta del vector fila y.

Con estos comentarios a mano, retornamos a la discusión sobre la
segunda derivada.
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3.3 La matriz Hessiana

f ′′(x) ∈ L
(
Rn,L(Rn,R)

)
, mirando para d2f(x) la bilineal asociada,

obtenemos que

d2f(x)(ek, ep) =

n∑

i,j=1

aijdxidxj(ek, ep) = akp.

De otro lado,

d2f(x)(ek, ep) = f ′′(x)(ek)(ep) = (f ′)′(x)(ek)(ep) =
∂

∂xk
(f ′(x)(ep))

=
∂

∂xk

(
∂

∂xp
f(x)

)
=
∂2f(x)

∂xk∂xp
,

usando la notación clásica. Luego

akp =
∂2f(x)

∂xk∂xp
,

por lo tanto,

d2f(x) =

n∑

i, j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
dxidxj .

Aśı que

d2f(x)(h, k) =
n∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
dxidxj(h, k) =

n∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
hikj .

Ahora miramos esto de otra manera:

f ′ : U → L(Rn,R) = (Rn)∗ = dual de Rn.

La base canónica es (dx1, . . . , dxn), las coordenadas de f ′ = df son:

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn
.

Es decir,

f ′ =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
,
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luego

f ′(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)

La jacobiana de f ′ = g = (g1, g2, . . . , gn), donde gj =
∂f

∂xj
en x es:

(
∂gj(x)

∂xi

)
.

Como
∂gj(x)

∂xi
=

∂f

∂xi

(
∂f(x)

∂xj

)
=
∂2f(x)

∂xi∂xj
,

entonces

Jf ′(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
.

Como transformación lineal,

f ′′(x) : Rn → L(Rn,R)

h 7→ f ′′(x)(h) : Rn → R

está caracterizada por:

f ′′(x)(ei) =
∂

∂xi
(f ′(x)) =

(
∂

∂xi
(g1(x)),

∂

∂xi
(g2(x)), . . . ,

∂

∂xi
(gn(x))

)

=

(
∂

∂xi

(
∂

∂x1
f(x)

)
,
∂

∂xi

(
∂

∂x2
f(x)

)
, . . . ,

∂

∂xi

(
∂

∂xn
f(x)

))

=

(
∂2f(x)

∂xi∂x1
,
∂2f(x)

∂xi∂x2
, . . . ,

∂2f(x)

∂xi∂xn

)
=

n∑

j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
dxj

Ya que f ′′(x)(ei) como aplicación lineal se caracteriza por:

f ′′(x)(ei)(es) =

n∑

j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
dxj(es) =

∂2f(x)

∂xi∂xs
.
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entonces, si h = (h1, . . . , hn) y k = (k1, . . . , kn) se tiene

f ′′(x)(h)(k) = f ′′(x)

(
n∑

i=1

hiei

)


n∑

j=1

kjej


 =

n∑

i,j=1

hikjf
′′(x)(ei)(ej)

=

n∑

i,j=1

hikj
∂2f(x)

∂xi∂xj
=

n∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
hikj .

En virtud del isomorfismo entre L2(Rn; R) y M(n × n) obtenemos que
la matriz asociada a f ′′(x) es

Hf(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
,

esta matriz es llamada la Hessiana de f en x.

Para calcular f ′′(x) usando la matriz Hf(x), procedemos aśı :

d2f(x)(h, k) = h Hf(x) kt = h

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
kt,

donde t significa transpuesta.

De los comentarios anteriores podemos enunciar:

3.8 Proposición. Sea U ⊂ Rn abierto, f : U → R, aplicación dos veces
diferenciable en U , entonces f ′′(x) está caracterizada por

Hf(x) =

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)

y para h, k en Rn, f ′′(x)(h)(k) = h Hf(x)kt, es decir si f es dos veces

diferenciable en U existen
∂2f(x)

∂xi∂xj
.

La existencia de la Hessiana de f en x no implica que f sea dos veces
diferenciable en x.

3.9 Ejemplo. Sea f la función

f : Rn → R

x = (x1, x2, . . . , xn) 7→
n∑

j=1

x2
j
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Entonces ∂2f
∂xi∂xj(x) =

{
2 si i = j

0 si i 6= j
luego

f ′′(x)(h)(k) = d2f(x)(h, k) =
n∑

i=1

2hiki.

Hf(x) =




2 0 · · · 0
0 2 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 . . . 2


 = 2In,

donde In es la matriz idéntica de orden n× n.

d2f(x)(h, k) = (h1, . . . , hn)

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
(k1, . . . , kn)t

= (2h1, . . . , 2hn)(k1, . . . , kn)t = 2

n∑

j=1

hjkj

donde t significa transpuesta.

3.4 Clase Ck

Sean E,F espacios vectoriales normados, A ⊂ E abierto no vaćıo y
f : A → F, k ≥ 1 entero, las derivadas de orden superior para f , son
definidas inductivamente. Los casos k = 1, k = 2 ya han sido definidos;
procederemos aśı:

Si f : A → F es dos veces diferenciable en A podemos considerar la
aplicación

f ′′ : A→ L
(
E,L(E,F)

)
.

En este caso, nuevamente podemos pensar en la continuidad de f ′′

en un punto x de A, aśı como en su diferenciabilidad.

3.10 Definición.

a) Si f ′′ es continua en A, diremos que f es de clase C2, notaremos
f ∈ C2(A) si es necesario destacar el abierto A, o simplemente
f ∈ C2.
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b) Si existe para x ∈ A, (f ′′)′(x), diremos que f es tres veces dife-
renciable en x o que f posee derivada de orden tres en x. En este
caso notamos (f ′′)′(x) = f ′′′(x) = f (3)(x).

f ′′′(x) : E → L
(
E,L(E,F)

)

es lineal continua, es decir, f ′′′(x) ∈ L
(
E,L(E,L(E,F))

)
.

Nuevamente el algebra lineal nos provee un homeomorfismo lineal,

L
(

E,L
(
E,L(E,F)

))

es homeomorfo linealmente a L3(E,F), donde

L3(E,F) = L(E,E,E; F) = {b : E × E × E → F : b es 3-lineal continua}

No demostraremos esta afirmación, ella será consecuencia de un teo-
rema más general. La usaremos para estudiar el caso particular
f : A → R, A ⊂ Rm abierto, f tres veces diferenciable en A. En es-
te caso, en el cual E = Rm y F = R, la aplicación

f ′′′(x) ∈ L
(
E,L(E,L(E,F))

)

es caracterizada aśı:

f ′′′(x)(ei)(ej)(ek) = (f ′′)′(x)(ei)(ej)(ek) =
∂

∂xi
(f ′′(x)(ej)(ek))

=
∂

∂xi
((f ′)′(x)(ej)(ek)) =

∂

∂xi

(
∂

∂xj
f ′(x)(ek))

)

=
∂

∂xi

(
∂

∂xj

(
∂

∂xk
f(x)

))
=

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
.

(usando notación clásica). Si d3f(x) es la aplicación trilineal asociada,
como:

f (3)(x)(u)(v)(w) = d3f(x)(u, v,w),

para u = ei, v = ej , w = ek tenemos:

f (3)(x)(ei)(ej)(ek) = d3f(x)(ei, ej , ek) =
∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
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Luego

d3f(x) =

m∑

i,j,k=1

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
dxidxjdxk

ya que la base canónica para L3(Rm; R) es el conjunto de las m3 aplica-
ciones:

dxidxjdxk : Rm × Rm × Rm → R

(u, v,w) 7→ dxi(u)dxj(v)dxk(w) = uivjwk.

A continuación generalizamos estas ideas: sean E1,E2, . . . ,En,F es-
pacios vectoriales normados (n ≥ 1). Notaremos con

L(E1,E2, . . . ,En; F)

el espacio vectorial de las aplicaciones n-lineales continuas de E1×· · ·×En

en F, provisto de las operaciones adición y producto por escalar definidas
aśı:

b+ c : E1 × E2 × · · · × En → F

x = (x1, . . . , xn) 7→ (b+ c)(x) = b(x) + c(x),

para b, c,∈ L(E1,E2, . . . ,En; F), y

λb : E1 × · · · × En → F

x = (x1, . . . , xn) 7→ (λb)(x) = λ(b(x)).

para λ ∈ R y b ∈ L(E1,E2, . . . ,En; F). Vemos que b+ c y λb pertenecen
a L(E1,E2, . . . ,En; F), y además este conjunto es un espacio vectorial
sobre R, lo podemos normar al definir para T ∈ L(E1,E2, . . . ,En; F)

‖T‖ = sup
{
‖T (x1, . . . , xn)‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1

}
.

Este sup existe ya que por el teorema 1.75,

{
‖T (x1, . . . , xn)‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1

}

es acotado superiormente. En dicho teorema se establece que si
T : E1 × · · · × En → F es n-lineal continua entonces existe c > 0 tal
que ‖T (x1, . . . , xn)‖ ≤ c para xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≥ 1. Dejamos a cargo del
lector verificar que ‖T‖ es una norma en L(E1,E2, . . . ,En,F).
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De manera análoga al caso 1-lineal, podemos ver que:

‖T‖ = ı́nf
{
c > 0 : ‖T (x1, . . . , xn)‖ ≤ c‖x1‖‖x2‖ . . . ‖xn‖ xi ∈ Ei

}
.

Aún más

‖T (x1, x2, . . . , xn)‖ ≤ ‖T‖‖x1‖‖x2‖ . . . ‖xn‖,
para todo xj ∈ Ej .

Enunciamos estos comentarios, como:

3.11 Proposición. Si F es espacio de Banach, L(E1,E2, . . . ,En; F) es
vectorial normado, con las operaciones definidas antes del enunciado, y
espacio de Banach, con norma definida por

‖T‖ = sup
{
‖T (x1, . . . , xn)‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1

}
,

como antes. Más aún, tenemos la desigualdad

‖T (x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖T‖‖x1‖ . . . ‖xn‖,

donde xi ∈ Ei.

Demostración. Ejercicio el llenar los detalles. �

3.12 Nota. Consideramos los espacios

L(1)(E1; F) = L(E1,F),

L(2)(E1,E2; F) = L
(
E1,L(E2,F)

)

L(3)(E1,E2,E3; F) = L
(
E1,L(E2,L(E3,F))

)
.

...

L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) = L(n−1)
(
E1, . . . ,En−1,L(En,F)

)
,

para n > 1. El caso E1 = E2 = · · · = En = E es el interesante

L(n)(E,E, . . . ,E; F) = L(n−1)
(
E, . . . ,E,L(E,F)

)
.

3.13 Proposición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales norma-
dos, los espacios L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) y L(E1, . . . ,En; F), son homeo-
morfos linealmente y además este homeomorfismo es isométrico.
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Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1,L(1)(E1; F) = L(E1,F),
el homeomorfismo lineal es la idéntica. Sea n > 1, y supongamos la
proposición válida para n− 1, es decir:

L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) = L(n−1)
(
E1, . . . ,En−1,L(En,F)

)
,

es homeomorfo linealmente a L
(
E1, . . . ,En−1;L(En,F)

)
.

Bastará probar que L
(
E1, . . . ,En−1;L(En,F)

)
es homeomorfo lineal-

mente al espacio L(E1, . . . ,En; F).

Sea

ψ : L
(
E1, . . . ,En−1;L(En,F)

)
→ L(E1, . . . ,En; F)

w 7→ ψ(w)

donde

ψ(w) : E1 × · · · × En → F

(x1, . . . , xn) 7→ ψ(w)(x1, . . . , xn) = w(x1, . . . , xn−1)(xn)

es n-lineal y

∥∥ψ(w)(x1, . . . , xn)
∥∥ =

∥∥w(x1, . . . , xn−1)(xn)
∥∥

≤
∥∥w(x1, . . . , xn−1)‖‖xn

∥∥
≤
∥∥w‖‖x1‖ . . . ‖xn

∥∥.

Concluimos que ψ(w) es continua, luego ψ(w) ∈ L(E1, . . . ,En; F),
aśı ψ está bien definida, ψ es lineal.

Si b ∈ L(E1, . . . ,En; F), a b asociamos w ∈ L
(
E1, . . . ,En−1;L(En,F)

)

definiendo

w(x1, . . . , xn−1)(xn) = b(x1, . . . , xn).

Vemos que:

i) w(x1, . . . , xn−1) : En → F es lineal continua, es decir, pertenece a
L(En,F) y w está bien definida.

ii) w es multilineal continua, es decir w ∈ L
(
E1, . . . ,En−1;L(En,F)

)



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 132 — #144
i

i

i

i

i

i
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iii) ψ(w) = b, luego ψ es aplicación lineal sobre.

Como ‖ψ(w)(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖w‖‖x1‖ · · · ‖xn‖, deducimos:

‖ψ(w)‖ ≤ ‖w‖ para todo w ∈ L
(
E1, . . . , En−1;L(En,F)

)
(A)

Sea (x1, . . . , xn) ∈ E1 ×· · ·×En con ‖xi‖ ≤ 1, luego por definición
de norma en L(E1, . . . ,En; F):

‖w(x1, . . . , xn−1)(xn)‖ = ‖ψ(w)(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖ψ(w)‖,

y por definición de norma en L(En,F), obtenemos que:

‖w(x1, . . . , xn−1)‖ ≤ ‖ψ(w)‖,

por lo tanto

‖w‖ ≤ ‖ψ(w)‖. (B)

De (A) y (B) deducimos ‖w‖ = ‖ψ(w)‖, es decir que ψ es isometŕıa.
Esto implica que ψ es inyectiva, luego es homeomorfismo lineal
isométrico. �

En virtud de esta proposición podemos identificar los espacios

L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) y L(E1, . . . ,En; F).

El caso interesante es cuando E = E1 = · · · = En, en este caso se denota
con

Ln(E; F) a L(E1, . . . ,En; F).

3.14 Nota. Es importante no confundir L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) con las
lineales de E1 × · · · × En en F.

Nuevamente, si F es espacio de Banach usando reiteradamente que
L(E,F) lo es, obtenemos que L(n)(E1,E2, . . . ,En; F) es de Banach, luego
L(E1, . . . ,En; F) lo es.

3.15 Corolario. L(n)(E, . . . ,E; F) es homeomorfo linealmente a Ln(E; F);

L(n)(E, . . . ,E; F) = L
(
E, L(E, . . . ,L(E,F))

)

donde E figura n veces.
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3.16 Definición. Sean E, F espacios normados A ⊂ E abierto,
f : A → F, y sea n ≥ 1 entero, las derivadas de orden superior a
n ≥ 2 son definidas inductivamente, los casos n = 1, n = 2 ya han
sido definidos. Supongamos que f es (n− 1) veces diferenciable en A, su
(n− 1)-diferencial es una aplicación:

f (n−1) = D(n−1)f = d(n−1)f : A→ Ln−1(E; F)

el cual es isomorfo a L(n−1)(E, . . . ,E; F), utilizando el homeomorfismo
lineal dado en el corolario anterior obtenemos:

i) Si f (n−1) : A→ Ln−1(E; F) es diferenciable en x ∈ A, diremos que
f es n veces diferenciable en x ∈ A, y (f (n−1))′(x) será denotado
por:

f (n)(x) = dnf(x) = Dnf(x).

ii) Diremos que f es de clase Cn en A, si existe f (n)(x) para todo
x ∈ A, es decir, se puede definir f (n) : A → Ln(E; F) y además
es aplicación continua de A en Ln(E; F), notaremos f ∈ Cn(A) o
simplemente f ∈ Cn.

iii) Si f es de clase Cn para todo n diremos que f es de clase C infinito
notaremos f ∈ C∞(A). Si Cn(A) = {g : A → F | g es de clase Cn

en A}, entonces C∞(A) =
⋂∞

n=1 C
n(A).

La siguiente proposición exhibe otro homeomorfismo lineal, el cual
es isometŕıa.

3.17 Proposición. L
(
E,Ln−1(E,F)

)
es homeomorfo linealmente a

Ln(E; F), el homeomorfismo, además es isometŕıa.

Demostración. Consideramos ψ : Ln(E; F) → L
(
E,Ln−1(E,F)

)
definida

por donde ψ(b)(x1) : E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

→ E, donde para b ∈ E es tal que:

ψ(b)(x1)(x2, · · · , xn) = b(x1, x2, · · · , xn).

Es fácil ver que ψ es lineal, uno a uno y sobre. Tenemos:

‖ψ(b)(x1)(x2, . . . , xn)‖ = ‖b(x1, . . . , xn)‖
≤ ‖b‖‖x1‖ . . . ‖xn‖, b ∈ Ln(E; F),
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luego
‖ψ(b)‖ ≤ ‖b‖ (∗)

‖xi‖ ≤ 1, deducimos que ψ es lineal continua. Como

‖b(x1, . . . , xn)‖ = ‖ψ(b)(x1)(x2, . . . , xn‖ ≤ ‖ψ(b)(x1)‖‖x2‖ . . . ‖xn‖,
por tanto:

‖b‖ ≤ ‖ψ(b)‖, (∗∗)

obtenemos de (∗) y (∗∗) que ‖b‖ = ‖ψ(b)‖ es decir que ψ es una isometŕıa,
por lo tanto homeomorfismo lineal isométrico. (Detalles al lector). �

En virtud de éstas proposiciones, vemos que:

f (n)(x) : E → Ln−1(E; F) ≃ L(n−1)(E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

; F)

es lineal continua; es decir, f (n)(x) ∈ L
(
E,Ln−1(E; F)

)
siendo este último

espacio homeomorfo linealmente a Ln(E; F). Podemos considerar:

f (n)(x) ∈ Ln(E; F) = {b : E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
nveces

→ F | b es n-lineal continua}

f (n)(x) ∈ Ln(E, . . . ,E; F) = L
(
E,L(E, . . . ,L(E,F))

)

≃ L
(
E,Ln−1(E; F)

)

≃ Ln(E; F) E figura n-veces.

Podemos entonces mirar f (n) como una aplicación definida en A con
valores en Ln(E; F)

f (n) : A→ Ln(E; F).

Caso particular. E = Rm,F = R. Miramos para

Ln(Rm; R) =
{
b : Rm × · · · × Rm

︸ ︷︷ ︸
n veces

→ R | b es n-lineal continua
}

En este caso, considerando E = {e1, . . . , en} la base canónica de Rm;
es fácil ver que los productos de n proyecciones, es decir las aplicaciones:

dxi1dxi2 . . . dxin : Rm × · · · × Rm → R

(v1, . . . , vn) 7→ dxi1(v1)dxi2(v2) · · · dxin(vn)
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(donde vk = (vk1, vk2, . . . , vkm) ∈ Rm), para k = 1, 2, . . . , n, son la base
canónica para Ln(Rm,R). Se tiene que

dxij (vk) = vkij = componente ij del vector vk.

En efecto, si

vk =
m∑

i=1

vkiei, k = 1, 2, . . . , n, vki ∈ R,

tenemos, para b ∈ Ln(Rm; R),

b(v1, · · · , vn) = b




m∑

i1=1

v1i1 , . . . ,
m∑

ik=1

vkik , · · · ,
m∑

in=1

vnin




=
∑

(i1,··· ,in)
1≤ik≤m

v1i1v2i2 · · · vninb(ei1ei2 , · · · , ein)

=
∑

(i1,··· ,in)
1≤ik≤m

b(ei1 , ei2 , . . . , ein)v1i1v2i2 · · · vnin

=
∑

(i1,··· ,in)
1≤ik≤m

b(ei1 , ei2 , · · · , ein)dxi1(v1) · · · dxin(vn)

=
∑

(i1,··· ,in)
1≤ik≤m

b(ei1 , ei2 , · · · , ein)dxi1 · · · dxin(v1, · · · , vn)

Luego

b =
∑

(i1,i2,...,in)
1≤ik≤m

b(ei1 , . . . , ein)dxi1 . . . dxin

Como b(ei1 , . . . , ein) = a(i1,i2,...,in) ∈ R, si notamos

(i1, i2, . . . , in) = (J), dx(J) = dxi1dxi2 . . . dxin ,

entonces
b =

∑

(J)=(i1,i2,...,in)
1≤ik≤m

a(J)dx(J)
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Es fácil ver que las mn aplicaciones dx(J) : Rm × · · · × Rm → R, son
linealmente independientes.

Consideramos ahora f : A → R, A ⊂ Rm abierto y f n-veces dife-
renciable en A, si x ∈ A, ahora E = Rm y F = R, tenemos:

f (n)(x) ∈ Ln(E, . . . ,E; F) = L
(
E,L(E, . . . ,L(E,F))

)
≃ Ln(E; F),

deducimos que:

f (n)(x)(ei1)(ei2) · · · (ein) = dnf(x)(ei1 , . . . , ein).

Sea dnf(x) la aplicación n-lineal asociada a f (n)(x), obtenemos:

f (n)(x)(ei1)(ei2) . . . (ein) = (f (n−1))′(x)(ei1)(ei2) . . . (ein)

=
∂

∂xi1

(
f (n−1)(x)(ei2) . . . (ein)

)

=
∂

∂xi1

[
(f (n−2))′(x)(ei2)(ei3) . . . (ein)

]

=
∂

∂xi1

[
∂

∂xi2

(
f (n−2)(x)(ei3)(ei4) . . . (ein)

)]

=
∂

∂xi1

[
∂

∂xi2

[
. . .

[
∂

∂xin

f(x)

]]]

=
∂nf(x)

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin

,

usando notación clásica. Luego

f (n)(x)(ei1)(ei2) . . . (ein) = dnf(x)(ei1 , . . . , ein) =
∂nf(x)

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin

,

y por tanto

dnf(x) =
∑

(i1, i2,..., in)

∂nf(x)

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin

dxi1 . . . dxin

3.18 Ejemplo. Sea f la función

f : R3 → R

(x1, x2, x3) 7→ f(x1, x2, x3) = x3
1 + x3

2 + x3
3
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Obtenemos

∂f

∂x1
= 3x2

1,

∂f

∂x2
= 3x2

2,

∂f

∂x3
= 3x2

3,

∂2f

∂x1∂x2
= 6x1,

∂2f

∂x2∂x2
= 6x2,

∂2f

∂x3∂x3
= 6x3,

∂3f

∂x1∂x1∂x1
= 6,

∂3f

∂x2∂x2∂x2
= 6,

∂3f

∂x3∂x3∂x3
= 6,

Luego

f ′(x) =

3∑

k=1

∂

∂xk
f(x)dxk = 3x2

1dx1 + 3x2
2dx2 + 3x2

3dx3.

f ′′(x) =
3∑

j,k=1

∂2f

∂xj∂xk

(x)dxjdxk

= 6x1dx1dx1 + 6x2dx2dx2 + 6x3dx3dx3.

f ′′′(x) =
3∑

j,k,l=1

∂3f

∂xj∂xk∂xl

(x)dxjdxkdxl =
3∑

k=1

6dxkdxjdxl.

Es claro que f (n)(x) = dnf(x) =≡ 0 si n ≥ 4

3.19 Proposición. Sean E,F espacios vectoriales normados. Si
T : E → F es lineal continua, entonces T es C∞; es decir, T ∈ Cn

para todo entero n ≥ 1.

Demostración. Como T ′(x) = T para todo x ∈ E, entonces

T ′ : E → L(E,F) es constante,

T ′(x) = T , luego (T ′)′(x) = T ′′(x) ≡ 0, luego T n ≡ 0 para todo
n ≥ 2. �

3.20 Proposición. Sean E,F,G espacios vectoriales normados, b : E×
F → G bilineal continua, entonces b es C∞.
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Demostración. b′(x, y) : E × F → L(E × F; G) es lineal continua, pues
b′(x, y) : E × F → G es dada por b′(x, y)(h, y) = b(x, k) + b(h, y) para
(h, k) ∈ E × F, (según proposición 2.14 para el caso n = 2).

Veamos que b′ es lineal continua: probaremos que si A, B ∈ E ×
F y λ ∈ R, entonces b′(A + B) = b′(A) + b′(B), y b′(λB) = λb′(B).
Probaremos además que existe c > 0, tal que ‖b′(A)‖ ≤ c‖A‖.

Si A = (x1, y1), B = (x2, y2), vemos que b′(A+ B) : E × F → G, es
tal que si (h, k) ∈ E × F,

b′(A+B)(h, k) = b′(x1 + x2, y1 + y2)(h, k) = b(x1 + x2, k) + b(h, y1 + y2)

= b(x1, k) + b(x2, k) + b(h, y1) + b(h, y2)

= b(x1, k) + b(h, y1) + b(x2, k) + b(h, y2)

= b′(x1, y1)(h, k) + b′(x2, y2)(h, k)

= b′(A)(h, k) + b′(B)(h, k) =
(
b′(A) + b′(B)

)
(h, k)

luego b′(A + B) = b′(A) + b′(B) para todo A,B ∈ E × F y para todo
λ ∈ R,

b′(λA)(h, k) = b′(λx1, λy1)(h, k) = λ
[
b(x, k) + b(h, y1)

]

= λb′(x1, y1)(h, k) = λb′(A)(h, k).

Por tanto, λb′(A) = b′(λA). Es decir que b′ es lineal. Para la conti-
nuidad:

‖b′(x, y)(h, k)‖ = ‖b(x, k) + b(h, y)‖ ≤ ‖b(x, k)‖ + ‖b(h, y)‖
≤ ‖b‖

[
‖x‖‖k‖ + ‖y‖‖h‖

]
≤ 2‖b‖‖(x, y)‖‖(h, k)‖.

Si ‖(v,w)‖ = sup
(
‖v‖, ‖w‖

)
y ‖(h, k)‖ ≤ 1, obtenemos que

‖b′(x, y)‖ ≤ 2‖b‖‖(x, y)‖,

aśı que b′ es lineal continua. Luego b′′(x, y) = b′ es constante, por lo
tanto, por (i) tenemos que b ∈ C∞(E × F). �

3.21 Nota. La siguiente proposición es un corolario al Teorema de la
Regla de la Cadena, la enunciamos como corolario 3.22.
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3.22 Corolario (A la Regla de la Cadena). Sean E, F y G, espacios
normados. Supongamos que A ⊂ F es abierto, f : A→ B es de clase C1

en A, donde B ⊂ F abierto y g : B → G, es de clase C1 en B, tal que
f(A) ⊂ B, entonces g ◦ f : A → G es de clase C1 en A. Aún más, si f
es de clase Cm en A y g es de clase Cm en B,

g ◦ f es de clase Cm en A.

Demostración. Por el teorema 3.1 g ◦ f es diferenciable en A. Para de-
mostrar la primera parte, basta observar que la aplicación

(g ◦ f)′ : A→ L(E,F)

es continua. Para demostrar esto basta ver que (g ◦ f)′ puede escribirse
como composición de funciones continuas, usando que la composición de
funciones lineales continuas es bilineal continua obtenemos:

(g ◦ f)′ = c ◦ ψ,

donde

ψ : A→ L(F,G) × L(E,F),

c : L(F,G) × L(E,F) → L(E,G),

definidas respectivamente por ψ(x) =
(
(g′ ◦ f)(x), f ′(x)

)
, para x ∈ A y

c(S, T ) = S ◦T , la composición de aplicaciones lineales continuas. Como
f es continua y g′ son continuas, g′◦f lo será, y por ser f ′ continua, dedu-
cimos que ψ es continua por tener sus componentes continuas. También
c es de clase C1 por ser bilineal continua. Entonces (g ◦ f)′ es continua,
por ser compuesta de aplicaciones continuas. Se completa la prueba por
inducción sobre m. Sea m ≥ 1 y supongamos el Corolario válido para
m− 1, donde m ≥ 1. Recordamos que toda aplicación bilineal continua
es Cm para todo m, es decir es C∞, como la composición de lineales con-
tinuas es bilineal continuas c(S, T ) es bilineal continua será C∞, Sean
f, g de clase Cm, tenemos que g′ ◦ f , f ′ son de clase C(m−1), entonces
(g ◦ f)′ = c ◦ ψ ∈ C(m−1), por serlo ψ y c, esto implica que g ◦ f es de
clase Cm. �

Generalización obvia de la proposición 3.20 es la siguiente proposi-
ción, necesitamos antes un par de lemas:
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3.23 Lema. Sean E,F,G espacios normados, A ⊂ E abierto,
f : A → F n veces diferenciable en A, T : F → G aplicación lineal
continua. Entonces para todo a ∈ A, tenemos

(T ◦ f)(n)(a) = T ◦ f (n)(a).

Demostración. Por inducción sobre n, para n = 1 evidente. Sea n ≥ 1.
Consideramos el Lema válido para n−1, la función φ : A→ L(n−1)(E; G),

definida por φ(a) = (T ◦ f)(n−1)(a), es por hipótesis inductiva tal que
(T ◦ f)(n−1)(a) = T ◦ f (n−1)(a). Entonces al considerar

g = f (n−1) : A→ L(n−1)(E; F),

c : L(n−1)(E; F) → L(n−1)(E; G),

definidas por g(a) = f (n−1)(a) y por c(S) = T ◦ S respectivamente,
como la regla de la cadena implica que c ◦ g es diferenciable en a y
(c ◦ g)′(a) = c′(g(a)) ◦ g′(a) = c ◦ g′(a) por ser c lineal continua, luego
(c ◦ g)′(a) = T ◦ f (n)(a). Obtenemos el Lema, pues

(T ◦ f)(n)(a) =
(
(T ◦ f)(n−)

)′
(a) =

(
T ◦ g)′(a) = T ◦ g′(a).

Observando que g′(a) = (f (n−1))′(a) = fn(a). �

3.24 Lema. Sean E,F espacios de Banach, A ⊂ E abierto, f, g : A→ F

aplicaciones diferenciables hasta orden n ≥ 1 en A, entonces para todo
α, β ∈ R, tenemos:

1. (αf + βg)(n) = αf (n) + βg(n),

2. Si f, g ∈ Cn(A) entonces α+ βg ∈ Cn(A).

Demostración. Como para todo a ∈ A existen las derivadas de orden n
de αf + βg en a, es posible entonces hablar de la función
(αf + βg)(n) : A → Ln(E; F), esto muestra que es posible demostrar la
igualdad propuesta, por inducción sobre n, observando que para n = 1
se tiene que (αf + βg)′ = αf ′ + βg′ y para n ≥ 1 como (f (n−1))′ = f (n)

por definición, se consigue la prueba por inducción. Dejamos detalles al
lector. �
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3.25 Proposición. Si b : E1 × · · · × En → F es n-lineal continua,
entonces b es C∞, b(n) es función constante, luego b(k) ≡ 0, para todo
k ≥ n+ 1.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1, b es lineal continua,
la proposición 3.19 es este caso. El caso n = 2 es el contenido de la
proposición 3.20.

Suponemos la proposición cierta para aplicaciones (n − 1) lineales
continuas, donde n ≥ 2, y sea b : E1 × · · · × En → F, una aplicación
n-lineal continua. Sabemos que b es diferenciable en a = (a1, . . . , an) y

b′(a)(h1, . . . , hn) =

n∑

k=1

b(a1, . . . , hk, . . . , an),

(ver proposición 2.14).

Para cada k = 1, 2, . . . , n, sea

bk : E1 × · · · × Ek−1 × Ek+1 · · · × En → L(Ek,F),

la aplicación definida en (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) como

bk(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) : Ek → F,

T 7→ bk(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)(zk)

= b(x1, . . . , xk−1, zk, xk+1, . . . , xn),

donde xi ∈ Ei para i 6= k, y zk ∈ Ek. Es claro que bk es (n − 1)-lineal
continua, continuidad deducida de la de b, luego existe c > 0 tal que

‖bk(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)(zk)‖ =

|b(x1, . . . , xk−1, zk, xk+1, . . . , xn)‖
≤ c‖x1‖ . . . ‖xk−1‖‖zk‖‖xk+1‖ . . . ‖xn‖.

Consideramos las funciones pk, la proyección k-ésima

pk : E1 × · · · × Ek × · · · × En → Ek,

Ok, la función omisión de la k-ésima coordenada, definida para cada
k = 1, 2, . . . , n, por

Ok : E × · · · × Ek × · · · × En → E1 × · · · × Ek−1 × Ek+1 × · · · × En

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn)
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y ck la composición con la proyección k-ésima

ck : L(Ek,F) → L(E1 × · · · × En; F)

Tk 7→ ck(Tk) = Tk ◦ pk.

Es claro que pk, Ok y ck son lineales continuas (entonces son diferen-
ciables para todo m entero positivo), observamos que b′ =

∑n
k=1 ck ◦bk ◦

Ok. Por hipótesis inductiva cada bk es (n− 1)-lineal continua, será dife-
renciable para todo m, como ck y Ok lo son, por ser lineales continuas,
entonces c◦bk ◦Ok es de clase Cm por el corolario 1 anterior a la regla de
la Cadena, esto para todo m, por lo tanto b′ será m-veces diferenciable,
para todo m, por ser suma de composiciones de dicha clase hemos usado
el lema 3.23 y el lema 3.24 precedentes), luego b es de clase C∞.

Demostremos que b′ =
∑n

k=1 ck ◦ bk ◦ Ok, en efecto, para
a = (a1, . . . , ak, . . . , an), tenemos:

n∑

k=1

ck ◦ bk ◦ Ok(a1, . . . , ak, . . . ) =

n∑

k=1

ck(bk(Ok(a))

=

n∑

k=1

ck(bk(a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an))

=

n∑

k=1

bk(a1, ak−1, ak+1, . . . , an) ◦ pk,

como

n∑

k=1

bk(a1, . . . , ak−1, ak+1, an) ◦ pk : E1 × · · · × En → F,

es definida para h ∈ E1 × · · · × En por

n∑

k=1

bk(a1, . . . , ak−1, ak+1, an) ◦ pk(h) =

n∑

k=1

bk(a1, . . . , ak−1, ak+1, an)(hk)

=

n∑

k=1

b(a1, . . . , ak−1, hk, ak+1, an) = b′(a)(h).

Esto completa la demostración (Puede usarse el lema anterior pre-
cedente a la proposición 3.25). �
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3.26 Ejemplo. Es importante el abierto A, las inclusiones Cn+1 ⊂ Cn

pueden ser todas estrictas.

a) Notamos con C0(R) = {g : R → R g es continua}, A = R,= E = F,
y sean fn : R → R, definidas para n ≥ 0 entero, por

fn(x) =

{
xn, si x > 0

0, si x ≤ 0,

tenemos

f0(x) =

{
1, si x > 0

0, si x ≤ 0

f0 es discontinua.

f1(x) =

{
x, si x > 0

0, si x ≤ 0.

Para n ≥ 1,

fn(x) =

{
xn, si x > 0

0, si x ≤ 0

f ′n(x) =

{
nxn−1, si x > 0

0, si x ≤ 0

Luego f ′n(x) = nfn−1(x), tenemos que fn ∈ Cn−1, pero fn /∈ Cn.

f (n)(x) =

{
n!, si x > 0

0, si x ≤ 0

discontinua, luego las inclusiones son estrictas.

b) f : R → R, definida por:

f(t) =

{
0, si t ≤ 0

e−
1
t , si t > 0

f ∈ C∞(R), f (n)(0) = 0 para todo n ≥ 0 entero.



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 144 — #156
i

i

i

i

i

i
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c) Sea E el espacio vectorial de las matrices cuadradas n × n y f :
E → E, definida por: f(X) = X2 entonces f es de clase C∞,
para todo m ≥ 3 f (m) ≡ 0. Mostraremos como ejercicio esto.
Como existe f ′(X) para todo X ∈ E y para H ∈ E tenemos que
f ′(X)H = XH +HX, entonces existe f ′ : E → L(E, E), para ver
que f ′ es diferenciable en X, supongamos que lo es, por lo tanto,
existe el

ĺımt→0
f ′(X + tH) − f ′(X)

t
= f ′′(X)(H),

por lo tanto, para K ∈ E, como el numerador del anterior cociente
es una aplicación lineal continua, tenemos para 0 6= t ∈ R:

(
f ′(X + tH) − f ′(X)

t

)
K =

f ′(X + tH)K − f ′(X)K

t

=
(X + tH)K +K(X + tH) −XK −KX

t

=
tHK + tKH

t
= HK +KH,

luego

f ′′(X)(H)(K) = HK +KH.

Por consiguiente, tomando (f ′)′(X)(H)(K) = HK +KH , tenemos:

f ′(X +H)(K) = (X +H)K +K(X +H)

= XK +KX +KH +HK

= f ′(X)K + (f ′)′(X)(H)(K)

=
(
f ′(X)(H) + f ′′(X)(H)

)
K,

escogemos como resto r(H) ≡ 0. Es claro que fm ≡ 0 para m ≥ 3.
Dejamos al lector culminar los detalles de este ejemplo.

3.5 Aplicaciones de clase k ≥ 1 con coordenadas

Consideremos aplicaciones f : A → F1 × · · · × Fn = F, Fj,
j = 1, 2, . . . , n espacios vectoriales normados, entonces fi la i-ésima coor-
denada de f , es fi = f ◦ pi, donde

pi : F1 × · · · × Fi → Fi proyección i− ésima, lineal continua y sobre.
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Consideramos las aplicaciones bj:

bj : Fj → F1 × · · · × Fj × · · · × Fn

xj 7→ bj(xj) = (0, . . . , xj , . . . , 0)

bj es llamada inclusión canónica, la cual es lineal continua e inyectiva.

Recordamos que pi ◦ bi =idéntica de Fi, i = 1, . . . , n.

pi ◦ bj ≡ 0 si i 6= j

y
∑n

i=1(bi ◦ pi) = I =Idéntica de F1 × · · · × Fn. Podemos recuperar f
por medio de sus coordenadas

f =
n∑

i=1

(bi ◦ fi) : A→ F1 × · · · × Fn.

Consideramos el espacio vectorial producto, como espacio vectorial,
provisto de la norma sup. Enunciamos:

3.27 Proposición. Sean F1, . . . ,Fn espacios vectoriales normados, con
norma denotada por ‖ ‖j , para j = 1, . . . , n. Entonces, la aplicación
proyección

pj : F1 × · · · × Fn → Fj,

es lineal continua y sobre, de norma 1, y la aplicación inclusión

bj : Fj → F1 × · · · × Fn,

es lineal continua e inyectiva, de norma 1, para j = 1, . . . , n.

Demostración. Es claro que las dos aplicaciones son lineales. Veamos
que ‖pj‖ = 1. En efecto,

‖pj‖ = sup{‖pj(v1, . . . , vn)‖, ‖(v1, . . . , vn)‖ ≤ 1}
= sup{‖vj‖j , ‖(v1, . . . , vn)‖ ≤ 1} = 1

por definición de la norma en el espacio producto.

Demostración semejante para ver que ‖bj‖ = 1. �

Las siguientes son dos proposiciones del algebra lineal



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 146 — #158
i

i

i

i

i

i

146 CAṔITULO 3. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

3.28 Proposición. Sean E1, . . . ,Ep,F1, . . .Fq, espacios vectoriales nor-
mados. Entonces existe un homeomorfisno lineal entre

L(

p∏

i=1

Ei,

q∏

j=1

Fj) y

p∏

i=1

q∏

j=1

L(Ei, Fj).

Este isomorfismo preserva normas si p = 1.

Demostración. Consideramos la aplicación T ,

T ∈ L(

p∏

i=1

Ei,

q∏

j=1

Fj).

Para 1 ≤ m ≤ p, 1 ≤ n ≤ q, definimos Tnm ∈ L(Em,Fn), por

pn ◦ T ◦ bm.

Esta induce una aplicación lineal continua

γ : L(

p∏

i=1

Ej,

q∏

j=1

Fk) →
p∏

i=1

q∏

j=1

L(Ei, Fj).

Tenemos que γ(T ) = 0 si y sólo si Tnm = 0, para 1 ≤ m ≤ p,
1 ≤ n ≤ q, esto ocurre si y sólo si T = 0. Por lo tanto γ es inyectiva. Por
otro lado, dada Tnm ∈ L(Em,Fn), para 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m. Entonces
podemos definir una única

T ∈ L(

p∏

j=1

Ej ,

q∏

k=1

Fk),

por la fórmula

T (x1, . . . , xp) =
∑

1≤m≤p
1≤m≤q

bn(Tnm(xm)),

para todo (x1, . . . , xp) ∈ E1 ×· · ·×Ep, esta es la inversa de la aplicación
γ. Por lo tanto γ es un isomorfismo lineal. Resta verificar que γ es
continua. Notamos que con la notación anterior ‖Tnm‖ ≤ ‖T‖, para
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1 ≤ m ≤ p, 1 ≤ n ≤ q. Esto es consecuencia de que la composición
de aplicaciones lineales continuas es bilineal continua (ver ejemplo 1.81)
aplicada dos veces y de la proposición 3.27 anterior. Tenemos

‖γ(T )‖ = máxm,n ‖Tnm‖ ≤ ‖T‖,

por la nota anterior. Luego γ es continua y ‖γ‖ ≤ 1. Igualmente podemos
demostrar que γ−1 es continua, esto implica que ‖γ‖ es homeomorfismo
lineal.

La verificación de que para p = 1, la función γ preseva normas, es
dejada como ejercicio. �

3.29 Ejemplo. Consideramos Rn = Rn1 × Rn2 y Rm = Rm1 × Rm2,
donde n = n1 + n2,m = m1 + m2, respectivamente. Por lo tanto, si
T ∈ L(Rn,Rm), obtenemos aplicaciones Tij ∈ L(Rni ,Rmj ), donde 1 ≤
i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 2, definidas por

Tij = pi ◦ T ◦ bj .

Sean E = (ei)
n
i=1,F = (fj)

m
j=1, bases para Rn,Rm, respectivamente.

Suponemos que E1 = (ei)
n1
i=1, E2 = (ei)

n
i=n1+1, son bases para Rn1,Rn2

respectivamente y que F1 = (fj)
m1
j=1,F2 = (fj)

m
j=m1+1, son bases para

Rm1 , Rm2 respectivamente. La matriz de T respecto a las bases E ,F es:

[
T
]

=




a11 . . . a1,n1 a1,n1+1 . . . a1n

... . . .
...

... . . .
...

am,1 . . . am1,n1 am1,n1+1 . . . am1,n

am1+1,1 . . . am1+1,n1 am1+1,n1+1 . . . am1+1,n

... . . .
...

... . . .
...

am1 . . . am,n1 am,n1+1 . . . amn




Tenemos entonces que

[
T
]

=

[
[T11] [T12]
[T21 [T22]

]

Donde las submatrices [Tij ] de
[
T
]

corresponden a las aplicaciones
Tij respecto a las bases Fi, Ej.
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3.30 Proposición. Sean E,F1, . . . ,Fn espacios vectoriales normados.
A ⊂ E, abierto f : A → F1 × · · · × Fn, k ≥ 1 entero, f = (f1, . . . , fn),
entonces f es de clase Ck en A, si y solo si fi : A → Fi es de clase Ck

para i = 1, 2, . . . , n. En este caso:

f (i)(x) = dif(x) =
(
f

(i)
1 (x), . . . , f (i)

n (x)
)

i = 1, 2, . . . , k.

Demostración. Por inducción sobre k.

f ′ : A→ L(E,F1 × · · · × Fn), f ′(x) ≡
(
f ′1(x), . . . f ′n(x)

)

f ′ será continua si y solo si f ′j lo es, para cada j = 1, 2, . . . , n. Como
L(E, F1 × · · · × Fn) es homeomorfo linealmente a L(E,F1)×L(E,F2)×
· · · × L(E,Fn), esto permite identificar estos dos espacios, luego para
x ∈ A, f ′(x) ≡

(
f ′1(x), . . . , f ′n(x)

)
. La prueba se completa por inducción

aśı: Como fk = pk ◦ f, k = 1, . . . , n, y como f =
∑n

k=1 bk ◦ fk, donde bk
es la inclusión,

bk : Ek → E1 × · · · × En

xk 7→ bk(xk) = (0, . . . , 0, xk, 0, . . . , 0),

bk es lineal continua y usando que si g : A → F es de clase Cn

en A y si T : F → A es lineal continua, entonces T ◦ f : A → F, es
de clase Cn en A y (T ◦ f)(n) = T ◦ f (n). Recordamos que L(E; F1 ×
· · · ×Fn) ≃ L(E, F1)×L(E,F2)× · · · ×L(E,Fn) esto probaŕıa que para
x ∈ A, f ′(x) = (f ′1(x), . . . , f ′n(x)). Suponemos la proposición válida para
k − 1 y f ∈ Ck(A).

Tenemos:
f (k)(x) =

(
f

(k)
1 (x), . . . , f (k)

n (x)
)
.

Como
(
f (k−1)

)′
(x) = f (k)(x) por definición, usando la hipótesis in-

ductiva: f (k)(x) =
(
f (k−1)

)′
(x) =

(
(f

(k−1)
1 )′(x), . . . , (f

(k−1)
n )′(x)

)
y usan-

do que f ∈ Ck(A) si y solo si f (k−1) ∈ C1(A) y esto equivale a que

f
(k−1)
i ∈ C1(A) para i = 1, 2, . . . , n. �

A continuación enunciamos el teorema clásico de la Regla de la Ca-
dena en dimensión finita.
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3.31 Teorema (Regla de la Cadena en dimensión finita). Sean V ⊂ Rn

y W ⊂ Rm conjuntos abiertos, f : V → Rm aplicación diferenciable en
el punto a ∈ V , donde f(V ) ⊂ W , g : W → Rp aplicación diferenciable
en el punto b = f(a) ∈ W . Entonces la aplicación g ◦ f : V → Rp es
diferenciable en el punto a ∈ V y (g ◦ f)′(a) = g′(b) ◦ f ′(a) : Rn → Rp y
si f = (f1, . . . , fm) y g = (g1, . . . , gp), se tiene que la jacobiana de g ◦ f ,
en a, esta relacionada con las jacobianas de f en a y de g en b = f(a),
por:

J(g ◦ f)(a) = Jg(b)Jf(a), (A)

donde Jg(b) =
(∂gk(b)

∂yj

)
pm

y Jf(a) =
(∂fi(a)

∂xj

)
mn

, por lo tanto, la ecuación

matricial (A) es equivalente a las pn ecuaciones:

∂(g ◦ f)k(a)

∂xj
=

m∑

i=1

gk(b)

∂yi

∂fi(a)

∂xj
, (B)

para k = 1, . . . , p, para j = 1, 2 . . . , n. Las cuales expresan las derivadas
parciales de de las componentes de g ◦ f en función de las derivadas
parciales de las componentes de g y de f

La prueba es consecuencia obvia del teorema 3.1

La ecuación (B) anterior suele escribirse en la forma siguiente, la
cual es fácil de recordar: Sea g ◦ f = h = (h1, . . . , hp), y = f(x) y
z = (z1, . . . , zp) = g(y). Entonces z = g(y) = g(f(x)) = (g◦f)(x) = h(x)
luego (B) puede expresarse como:

∂zk
∂xj

=
m∑

i=1

∂zi
∂yk

∂yk

∂xj
,

Aplicación. El teorema 3.31 anterior tiene aplicación interesante en el
caso en que n = 1, y p = 1, podemos considerar V = (a, b) es intervalo
abierto de R, W ⊂ Rm abierto en Rm y f = (f1, . . . , fm) donde cada
fi : (a, b) → R, para i = 1, . . . ,m, g : W → R, diferenciable en W ,
entonces g ◦ f : (a, b) → R. Si consideramos para c ∈ R

S = g−1(c) = {x ∈W |g(x) = c}.

Si z ∈ S y v ∈ g′(z)(Rm), podemos ver que el vector gradiente
gradg(z) es ortogonal a v. Consideramos como f : I = (−ǫ, ǫ) → Rm, la
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curva definida por f(t) = z + tv, se observa que f(0) = z y f ′(0) = v,
podemos escoger ǫ pequeño, tal que f(t) ∈ S para t ∈ I, como f =
(f1, . . . , fm), entonces las funciones gi son diferenciables, entonces g ◦f :
(−ǫ, ǫ) → R es tal que g ◦ f(t) = c para todo t ∈ I, por lo tanto
(g ◦ f)′(t) = 0 = g′(f(t)) ◦ f ′(t) = g′(c) ◦ v, como g′(f(t)) = gradg(f(t))
y f(0) = z y f ′(0) = v, vemos que grad(g(z)) es ortogonal a v.

3.6 Simetŕıa de la segunda derivada

En esta sección demostraremos el teorema de Schwarz ver teorema
7.15, en el caso especial de funciones definidas en abiertos de Rn, a valor
real, demostraremos que la segunda derivada es una aplicación bilineal
simétrica. También queremos destacar cuando una función se dice ser
dos veces continuamente diferenciable. Recordamos, que el concepto de
función continuamente diferenciable fue definido en el caṕıtulo 2, ver
definición 2.32 y proposición 2.33. Usaremos en la prueba de este caso
particular del teorema 7.15, el teorema 5.2 del valor medio

3.32 Definición. Dado A ⊂ Rn abierto y f : A → R, f se dice ser dos
veces continuamente diferenciable en A (o de clase C2 en A), si existen
las derivadas parciales ∂kf(x) ∂j∂kf(x),para todo x ∈ A de f en A
(j, k = 0, 1, 2, . . . , n) y son continuas.

El resultado a demostrar es un caso particular del teorema 7.15, y en

virtud de que para calcular ∂2f
∂xk∂xj

, de una función f , uno considera todas

las otras variables diferentes a xj, xk constantes, en la demostración del
Teorema siguiente por ello basta considerar cuando la función de dos
variables y con valores en los reales, tenemos:

3.33 Teorema. Sean A ⊂ Rn, y f : A → R, una función que posee
derivadas parciales de orden 2 ∂kjf(a), para todo punto a ∈ A y son
continuas. Entonces para cada a ∈ A,

∂2f(a)

∂xk∂xj
=
∂2f(a)

∂xj∂xk

,

es decir:

∂k∂jf(a) = ∂j∂kf(a)
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Demostración.

1. Por el comentario precedente, nos podemos restringir al caso
n = 2. Por lo tanto suponemos A ⊂ R2. Probaremos primero
un Teorema de valor medio de orden 2 para la función f . Sea
R = [a, a + h] × [b, b + k] ⊂ A. Definimos la forma bilineal:
φ(h, k) = f(a, b) − f(a + h, b) − f(a, b + k) + f(a + h, b + k) φ
es la suma, con signos adecuados, de los valores de f en los cuatro
vértices del rectángulo R. Veamos que existen puntos v,w ∈ R,
tales que :

φ(h, k) = ∂2∂1f(v) · hk, y φ(h, k) = ∂1∂2f(w) · hk.

Por simetŕıa basta probar una de las dos igualdades anteriores.
Probemos la primera. Para ello definimos: γ(s) = f(s, b + k) −
f(s, b). Entonces la función γ es continua en [a, a + h] y debido
a la existencia de ∂1f en A, γ es diferenciable en un intervalo
abierto conteniendo [a, a+ h]. El teorema del valor medio implica
que existe s0 ∈ (a, a+h), tal que γ(a+h)− γ(a) = γ′(s0) ·h. Esta
igualdad puede escribirse en la forma

φ(h, k) =

(
∂1f(s0, b+ k) − ∂1f(t0, b)

)
· h. (∗)

Fijado este punto s0, consideramos la función ψ(t) = ∂1f(s0, t).
Como existen ∂2∂1f en A, esta función ψ es diferenciable en un
intervalo abierto conteniendo [b, b+k]. Podemos aplicar el teorema
del valor medio a ψ, concluimos que existe un punto t0 ∈ (b, b+k),
tal que:

ψ(b+ k) − ψ(b) = ψ′(t0) · k,
esta igualdad podemos escribirla como:

∂f (s0, b+ k) − ∂1f(s0, b) = ∂2∂1f(s0, t0) · k, (∗∗)

para algún t0 ∈ (b, b + k). Las igualdades (*) y (**) implican el
resultado.

2. Demostremos el teorema. Sea a = (a, b) ∈ A y sea t > 0 dado,
consideramos el rectángulo Rt = [a, a + t] × [b, b + t]. Como A
es abierto en R2, existe t > 0 pequeño, tal que Rt ⊂ A, por la
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152 CAṔITULO 3. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

parte 1) anterior concluimos que φ(t, t) = ∂2∂1f(vt) · t2, par algún
vt ∈ Rt. Si t→ 0 entonces vt → (a, b). Como ∂2∂1f es continua en
A, se deduce que

φ(t, t)

t2
→ ∂2∂1f(a, b), cuando t→ 0.

De manera similar usando la segunda igualdad de 1), concluimos
que

φ(t, t)

t2
→ ∂1∂2f(a, b), cuando t→ 0

La prueba del teorema se ha completado.

�

El siguiente teorema es corolario del anterior, dada su importancia
lo enunciamos como teorema.

3.34 Teorema (Teorema de Schwarz). Sean A ⊂ Rn, abierto y f :
A → R, dos veces diferenciable en A y que posee derivadas parciales de
orden 2, ∂k∂jf(x), para todo x ∈ A y son continuas (j = 1, . . . , n; k =
1, . . . , n). Entonces para todo a ∈ A la matriz Hessiana de f en a es

simétrica. Es decir,

(
∂j∂kf(a)

)
=

(
∂k∂jf(a)

)
, o sea que

f ′′(a)(h)(k) = f ′′(a)(k)(h) ≡ d2f(a)(h, k) = d2f(a)(k, h),

donde d2f(a) es la bilineal asociada a f ′′(a).

(Ver comentarios después de la nota 3.4).

A continuación daremos algunos comentarios sobre polinomios ho-
mogéneos, es necesario introducir algunas notaciones; y recordar algunas
afirmaciones sobre permutaciones de un conjunto finito S de n elementos
en S.

Sea X un conjunto arbitrario, la composición, o compuesta de dos
aplicaciones f, g : X → X, es la aplicación f ◦ g : X → X, definida por

(f ◦ g)(x) = f(g(x)), para todo x ∈ X.
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La composición de aplicaciones es operación binaria asociativa en el
conjunto F(X), de todas las aplicaciones de X en X. La aplicación
identidad o idéntica id : X → X actúa como neutro para esta operación,
la cual a veces la llamaremos producto.

3.35 Definición.

i) Una permutación de X es una biyección de X en X, es decir, una
función σ : X → X, σ ∈ F(X) que es uno a uno y sobre.
Cada permutación σ admite una inversa σ−1 ∈ F(X), definida por

σ−1(y) = x si y sólo si σ(x) = y.

Tenemos que σ−1 ◦ σ = σ ◦ σ−1 = id. Se deduce que el conjunto
de las permutaciones de X, dotado de la operación (o producto)
composición, es un grupo, llamado grupo de las permutaciones de
X, o grupo simétrico de X, el cual denotaremos por S(X).

Cuando X ex finito, con m elementos , el grupo de las permuta-
ciones de X tiene m! = 1,2 . . . (m− 1)m permutaciones.

Notaremos con
Im = {1, 2, . . . ,m}

para indicar el conjunto de enteros positivos k, tales que
1 ≤ k ≤ m. El grupo de las permutaciones de Im en este ca-
so denotado por Sm, es llamado el grupo simétrico de grado n, o
grupo simétrico de m objetos.

ii) Sea m ≥ 2. Una permutación τ ∈ Sm es llamada una transposición
si existen enteros k, j ∈ {1, 2, . . . ,m} = Im, diferentes, tales que
τ(j) = k, τ(k) = j y τ(s) = s para todo s /∈ {j, k}. Cuando τ es
una transposición, tenemos que τ2 = id, es decir que τ = τ−1.

Recordamos la siguiente proposición

3.36 Proposición. Toda permutación σ ∈ Sm puede ser escrita como
producto de un número finito k de transposiciones, σ = τ1τ2 . . . τk. Este
número k no es único, pero si lo es su paridad, es decir: si σ se puede
escribir como producto de k transposiciones y también como producto de
m transposiciones, entonces

k es par si y sólo si m es par.
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Demostración. Será dejada como ejercicio, o consulta (ver I. N. Herstein
[19]) . �

3.37 Definición.

a) Una permutación σ ∈ Sm se dice par, si es producto de un núme-
ro par de transposiciones, σ se dice impar si es producto de un
número impar de transposiciones. Con εσ denotaremos el signo de
la permutación σ: εσ = 1 si σ es par, εσ = −1 si σ es impar. No-
tamos que: Producto de permutaciones pares es par, producto de
dos permutaciones impares es par, producto de una par por una
impar es impar, y la inversa σ−1 de σ tiene la misma paridad que
σ. Estas afirmaciones son traducidas por las igualdades:

εσρ = εσερ, εσ−1 = εσ.

b) Una sucesión de r elementos en Im es una función (s) : Ir → Im.
Denotaremos una tal sucesión con la notación

(s) = (i1, . . . , ir).

Donde ik = (s)(k) ∈ Im el valor de (s) en el punto k ∈ Ir. La
igualdad

(i1, . . . , ir) = (j1, . . . , jr)

significa que ik = jk para k = 1, . . . , r.
Existen mr sucesiones de r elementos en Im.

c) Se dice que la sucesión (i1, . . . , ir) tiene repeticiones si existen k, l ∈
Ir, diferentes, tales que ik = il.

No confundir la sucesión (i1, . . . , ir) con el conjunto {i1, . . . , ir} que
determina. Es claro que dicho conjunto es la imágen o conjunto de va-
lores de la función (s) = (i1, . . . , ir). Si la sucesión tiene repeticiones
el conjunto puede tener menos de r elementos. Aún más, puede suce-
der que la sucesión (i1, . . . , ir) no tenga repeticiones, dada cualquier
permutación σ ∈ Sr el conjunto {iσ(1), . . . , iσ(r)} es el mismo, pero las
sucesiones (iσ(1), . . . , iσ(r)) son diferentes para diferentes σ. (Si la prime-
ra sucesión es (s), la segunda es (s) ◦ (σ). Por ejemplo, {1, 3} = {3, 1}
pero (1, 3) 6= (3, 1).
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Dado el conjunto I ⊂ Im, escribimos

I = {i1 < i2 < . . . < ir}

para indicar que la numeración de los elementos de I es escogida conser-
vando el orden creciente de los números enteros que la determinan.

Una sucesión (s) sin repeticiones con r elementos en Im está uńıvo-
camente determinada por un subconjunto I = {i1 < . . . < ir} ⊂ Im y
una permutación σ ∈ Sr, de tal manera que

(s) = (iσ(1), . . . , iσ(r)).

El conjunto Im = {1, 2, . . . ,m} tiene

(
m

r

)
=

m!

r!(m− r)!

subconjuntos con r elementos concluimos que existen

r!

(
m

r

)

sucesiones de r elementos sin repeticiones en Im.

Ahora definimos el concepto de aplicaciones n-lineales simétricas y
antisimétricas.

3.38 Definición.

a) Una aplicación T ∈ Ln(E; F) se dice ser n-lineal antisimétrica, si
para todo (x1, . . . , xn) ∈ En tenemos que

T (x1, . . . , xn) = εσT (xσ(1), . . . , xσ(n)), para toda σ ∈ Sn.

Se dice n-lineal simeétrica en caso contrario, es decir, si para todo

(x1, . . . , xn) ∈ En

tenemos que

T (x1, . . . , xn) = T (xσ(1), . . . , xσ(n)), para toda σ ∈ Sn.
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b) Denotaremos el conjunto de todas las aplicaciones n-lineales simétri-
cas de E en F por

Ls
n(E; F).

Definimos Ls
0(E; F) = F.

Denotaremos el conjunto de todas las aplicaciones n-lineales anti-
simétricas por

La
n(E; F)

Definimos La
0(E; F) = F

c) Cuando F = R es el cuerpo de los números reales como espacio
vectorial sobre śı mismo, normado con la norma valor absoluto (o
C) se llama en este caso a una aplicación n-lineal de E en F forma
n-lineal.

d) Una aplicación T ∈ Ln(E ; F) se dice ser alternada si

T (x1, . . . , xn) = 0, si (x1, . . . , xn) tiene repeticiones

Es decir:

T (x1, . . . , xi−1, v, xi+1, . . . , xj−1, v, . . . , xn) = 0,

para todo x1, . . . , xn, v ∈ E.

3.39 Nota. Una aplicación T ∈ Ln(E; F) es antisimétrica si y sólo si

T (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = −T (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn). (∗)

Esta afirmación es consecuencia de la proposición 3.36.

3.40 Proposición. T ∈ Ln(E; F) es alternada, entonces

T (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = −T (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn), (∗)

para todo x1, . . . , xn ∈ E.

Rećıprocamente, si ∗ es válida entonces T es alternada

Demostración. Para demostrar esto, escribimos, para abreviar,

T (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = f(xi, xj).
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Sea T alternada, entonces:

0 = f(xi + xj, xi + xj) = f(xi, xi) + f(xi, xj) + f(xj, xi) + f(xj, xj)

= f(xi, xj) + f(xj, xi),

por lo tanto f(xi, xj) = −f(xj, xi), es decir, T es antisimétrica.

Rećıprocamente, si T satisface ∗, entonces f(xj, xj) = −f(xj, xj),
luego 2f(xj, xj) = 0, por lo tanto f(xj, xj) = 0, es decir, T es alternada.

�

3.41 Proposición. Sean E, F espacios normados. Entonces Ls
n(E; F) y

La
n(E; F) son espacios vectoriales normados, aún más, subespacios nor-

mados del espacio vectorial normado las aplicaciones n-lineales conti-
nuas de E en F.

Demostración. La demostración será dejada como ejercicio. �

3.42 Ejemplo.

i) Toda aplicación lineal L : E → F es alternada, es decir

La
1(E; F) = L(E F).

ii) Toda aplicación n-lineal T : R × · · · × R → F es de la forma

T (x1, . . . , xn) = x1 . . . xnv, donde v = T (1, . . . , 1) ∈ F.

Por tanto, para n ≥ 2, T es alternada si y sólo si v = 0, es decir, si
T es idénticamente nula. Luego, La

n(R; F) = 0 si n ≥ 2.

3.43 Proposición. Sea T aplicación n-lineal alternada, T : E × · · · ×
E → F.

Si v1, . . . , vn son linealmente dependientes, entonces T (v1, . . . , vn) =
0.
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Demostración. Si v1, . . . , vn son linealmente dependientes, uno de ellos
es combinación lineal de los anteriores: vk =

∑k−1
i=1 aivi. Se deduce que

T (v1, . . . , vn) = T (v1, . . . ,

k−1∑

i=1

aivi, . . . , vn)

=

k−1∑

i=1

aiT (v1, . . . , vk, . . . , vk, . . . , vn) = 0,

por ser T alternada. �

3.44 Nota. Esta proposición nos da un criterio útil para ver si n vecto-
res de E son independientes. Si existe una aplicación n-lineal alternada
T : E × · · · × E → F, tal que T (v1, . . . , vn) 6= 0, entonces serán lineal-
mente independientes. Esto implica que obtener una aplicación n-lineal
alternada no nula no es tarea trivial. Recordamos la aplicación n-lineal
alternada determinante, como función de sus columnas det = d,

d : Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n veces

→ R, d es n-lineal alternada.

Los detalles serán dejados como ejercicio.

3.45 Corolario. Si dim(E) < n entonces La
n(R ; F) = 0, para F, arbi-

trario.

3.46 Nota. Sean E, F espacios vectoriales. Una permutación σ ∈ Sn

induce un endomorfismo lineal en Ln(E ; F). Indicaremos tal endomor-
fismo con el mismo śımbolo σ, definido por:

σ :Ln(E; F) → Ln(E; F)

f 7→ σ(f) ∈ Ln(E; F),

definida por:

σ(f)(v1, . . . , vn) = f(vσ(1), . . . , vσ(n)),

donde v1, . . . , vn ∈ E son arbitrarios.

Es fácil verificar que σ(f) = σf es n-lineal para f ∈ Ln(E; F), además
para σ, ρ ∈ Sn, tenemos σ(ρf) = (σρ)f .
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En particular, si σ ∈ Sn y f ∈ Ln(E; F), tenemos que σ−1(σf) =
(σ−1σ)f = f . El endomorfismo σ es inversible, su inverso es inducido
por la permutación σ−1, por ello se nota también su inverso como σ−1.
Dejamos como ejercicios la verificación de las anteriores afirmaciones del
comentario.

Podemos enunciar:

3.47 Proposición. Una aplicación n-lineal f ∈ Ln(E; F) es antisimétri-
ca, si, y sólo si es alternada. Es decir, f ∈ La

n(E; F) si, y sólo si, f es
n-lineal y f = εσσf para toda σ ∈ Sn.

Demostración. Si f es antisimétrica y τ ∈ Sn es una transposición en-
tonces:

τf = ετf = −f, por definición, esto implica f = ετ τf.

Si σ es una permutación, entonces es producto de un número finito
de transposiciones, σ = τ1τ2 . . . τm, tenemos

σf = (τ1τ2 . . . τm)f = τ1(τ2 . . . (τmf)) = (−1)mf = εσf.

Rećıprocamente, si f = εσf para toda σ ∈ Sn, en particular para
toda transposición τ , luego f es antisimétrica. �

Con el propósito de obtener aplicaciones n-lineales simétricas y al-
ternadas, a continuación son definidos dos operadores, el operador de
simetrización y el de antisimetrización.

3.48 Definición.

a) El operador de simetrización es la aplicación lineal

S : Ln(E; F) → Ln(E; F),

definida por

f 7→ Sf =
1

n!

∑

σ∈Sn

σf.
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b) El operador de antisimetrización es la aplicación lineal

A : Ln(E; F) → Ln(E; F)

definida por

f 7→ Af =
1

n!

∑

σ∈Sn

εσσf.

3.49 Proposición. El operador de simetrización S : Ln(E; F) → Ln(E; F)
verifica:

a) S aplica Ln(E; F) en Ls
n(E; F).

b) f ∈ Ln(E; F) es simétrica si, y sólo si, Sf = f .

c) Si f ∈ Ln(E; F) es alternada entonces Sf = 0. El operador de
antisimetrización S : Ln(E; F) → Ln(E; F) verifica:

a’) A aplica Ln(E; F) en La
n(E; F).

b’) f ∈ Ln(E; F) es alternada si, y sólo si, Af = f .

c’) Si f ∈ Ln(E; F) y existe ρ ∈ Sn impar tal que ρf = f entonces
Af = 0.

La demostración de esta proposición será dejada como ejercicio.

3.50 Proposición. El operador de antisimetrización A transforma Ln(E; F)
sobre el subespacio La

n(E; F) de las aplicaciones n-lineales alternadas.

3.51 Nota. Notación, multíındices. Con N = {0, 1, . . . } denotamos el
conjunto de los enteros no negativos. Sea n ≥ 1 un entero fijo. Un punto

m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn = N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
nveces

será llamado un multíındice. Escogemos una base fija para Rn, por ejem-
plo la base canónica {ej}1≤j≤n, donde ej = (0, . . . , 1, . . . , 0) (la coorde-
nada j-ésima es 1, las otras son 0). Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn y
m ∈ Nn. Con xm definimos

xm = xm1
1 xm2

2 . . . xmn
n .
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Con am abreviamos el coeficiente am1...mn ∈ R, es decir,

am = am1...mn .

Con |m| = m1 +m2 + · · · +mn y con m! = m1!m2! . . . mn!.

Con estas convenciones y notaciones:

∑

|m|=k

k!

m!
amx

m =
∑

m1+···+mn

k!

m1! . . . mn!
am1...mnx

m1
1 . . . xmn

n .

A continuación daremos unas breves nociones sobre polinomios ho-
mogéneos, se conseguirá una representación de ellos en coordenadas.

3.52 Definición. Sean E, F espacios vectoriales normados.

i) Una función continua P : E → F se dice que es un polinomio
homogéneo de grado n, si existe T ∈ Ls

n(E; F) tal que

P (x) = T (x, x, . . . , x), para todo x ∈ E

ii) Denotaremos el conjunto de todos los polinomios homogéneos de
grado n de E en F por Hn(E; F). Si n = 0, definimos H0(E; F) = F.

3.53 Nota. Notación: con ∆ : E → En, denotamos la aplicación diago-
nal definida por:

∆(x, x, . . . , x) = (x, x, . . . , x), para todo x ∈ E.

Escribiremos (T ◦ ∆)(x)) = T (∆(x)) = T (xn), forma abreviada.
Por lo tanto, si T ∈ Ls

n(E; F), podemos escribir el polinomio homogéneo
asociado en la forma P (x) = T (xn). Nótese que en la definición de
polinomio homogéneo no decimos nada sobre la unicidad de la aplicación
T ∈ Ls

n(E; F). Esta lo es. Su demostración no es trivial.

3.54 Proposición. Sean E, F espacios normados. Tenemos:

i) Si P ∈ Hn(E; F), entonces

P (λx) = λnP (x) para todo λ ∈ R, x ∈ E.
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ii) El conjunto de polinomios homogéneos de grado n de E en F,
Hn(E; F) es un espacio vectorial normado.

Demostración.

i) Por definición de P , existe T ∈ Ls
n(E; F), tal que

P (x) = T (x, . . . , x), luego

P (λx) = T (λx, . . . , λx) = λnT (x, . . . , x) = λnP (x).

ii) Al definir, para P,Q ∈ Hn(E; F), P +Q por:

(P +Q)(x) = (S + T )(xn) donde S, T ∈ Ls
n(E; F),

y para λ ∈ R, definimos λP por

(λP )(x) = λS(xn),

donde S y T son las aplicaciones n-lineales simétricas que definen P,Q
respectivamente, como (S + T ) ∈ Ls

n(E; F) y λS ∈ Ls
n(E; F), por la

proposición 3.36, se deduce que P + Q ∈ Hn(E; F), y λP ∈ Hn(E; F).
Para P ∈ Hn(E; F), definimos norma de P , por

‖P‖ = sup{‖P (x)‖, ‖x‖ ≤ 1}.

Es fácil verificar que esta es una norma, luego Hn(E; F) es un espacio
vectorial normado. �

3.55 Ejemplo. En el caso E = R, F = R y n ≥ 1, tenemos que Hn(R; R)
es isomorfo a R. En efecto, si P ∈ Hn(R; R), entonces P (1) ∈ R y
P (x) = P (1)xn. La correspondencia P 7→ P (1) establece el isomorfismo
entre Hn(R; R) y R.

Los polinomios homogéneos son usados en la generalización de los
teoremas de Taylor, que serán vistos en el caṕıtulo 7. La discusión a
continuación puede omitirse, la haremos con el f́ın de ver como conseguir
la aplicación n-lineal simétrica dado el polinomio homogéneo P , de grado
n. Veremos ahora como obtener la forma simétrica de la cual proviene
el polinomio homogéneo, y su representación en coordenadas.



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 163 — #175
i

i

i

i

i

i
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3.56 Lema. Sean E, F espacios vectoriales normados, T ∈ Ls
n(E; F) y

ti ∈ R y vectores vi ∈ E, donde 1 ≤ i ≤ p, entonces:

T
(( p∑

i=1

tivi

)n)
=
∑

|m|=n

n!

m!
tmT (vm),

donde

T (vm) = T (v1, . . . , v1︸ ︷︷ ︸
m1 veces

, v2, . . . , vp . . . vp︸ ︷︷ ︸
mp veces

),

m = (m1, · · · ,mp), t = (t1, · · · , tp)

Demostración. Usando repetidamente que T es n-lineal tenemos:

T
(

(

p∑

i=1

(tivi)
n
)

=

p∑

i1,...,in=1

ti1 . . . tinT (vi1 , . . . , vin).

Usando luego que T es simétrica, varios términos de la suma son igua-
les. Por ello, T (vi1 , . . . , vin) = T (vm1

1 , . . . , v
mp
p ), donde m1, . . . ,mp son

enteros positivos, únicos satisfaciendo m1 + m2 + · · · + mp = n y mk

es el número de ij iguales a k, 1 ≤ k ≤ p. De resultados sobre permu-
taciones y combinaciones se deduce que hay n!

m1!...mp! términos iguales a

T (vm1
1 , . . . , v

mp
p ) en la anterior suma, para cada multíındice m tal que

|m| = n. �

3.57 Proposición. Sea T ∈ Ls
n(Rp; R) y {ei}p

i=1 base para Rp. Si x =
(x1, . . . , xn) ∈ Rp, entonces

T (xn) =
∑

|m|=n

n!

m!
amx

m, donde am = T (em).

Demostración. Consecuencia del lema 3.56 anterior, debido a que

T (xn) = T
(

(

p∑

i=1

(tiei)
n
)
. �

Usaremos ahora el operador de simetrización.
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3.58 Proposición. Sea P ∈ Hn(Rp; R). Supongamos que x ∈ Rp, con
coordenadas respecto a una base {ei}p

i=1 de Rp. Entonces

P (x) =
∑

|m|=n

amx
m,

donde los coeficientes am = T (em), |m| = n. Rećıprocamente, una suma
del anterior tipo define un polinomio homogéneo P ∈ Hn(Rp; R).

Demostración. La primera parte de la proposición es consecuencia de la
anterior. Para la rećıproca, basta ver que polinomios pm(x) = xm, donde
|m| = n, son homogéneos de orden n, pues se ha visto que Hn(Rp; R) es
un espacio vectorial (ver proposición 3.40). Veamos que dado pm existe
Tm ∈ Ls

n(Rp; R) tal que pm(x) = T (xm). Existe T ∈ Ln(Rp; R) tal que

T (x, . . . , x) = xm1
1 . . . x

mp
p , (m1, . . . ,mp) ∈ Np.

En efecto, sean y1, . . . , yn ∈ Rp, donde yj = (yj1, . . . , yji, . . . , yjp), para
1 ≤ j ≤ n, Definimos

T (y1, . . . , yn) = y11, y21, . . . , ym1,1, y(m1+1),2, . . . , ynp,

entonces T ∈ Ln(Rp; R), y satisface la condición pedida. Ahora, obtene-
mos al usar el operador de simetrización, el simétrico asociado a T :

AT =
1

n!

∑

σ∈Sn

T (yσ(1), . . . , yσ(n)).

AT es simétrica (ver proposición 3.49), tenemos:

AT (x, x, . . . , x) = T (x, x, . . . , x), para todo x ∈ Rp

Por lo tanto pm(x) = AT (xn). �

3.59 Nota. ¿Cómo recuperar la aplicación multilineal con la cual la
polinomial esta asociada?.

La siguiente proposición responde a esta pregunta.

3.60 Proposición. Sea T ∈ Ls
n(E; F) y (x1, . . . , xn) ∈ En. Entonces

T (x1, . . . , xn) =
1

n!2n

( ∑

εi
1≤i≤n

ε1 . . . εnT
(

(ε1x1 + · · · + εnxn)n
))

.
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No demostraremos esta proposición, en su prueba se usa el desarrollo
dado por el lema 3.56

3.61 Proposición (Derivada de polinomios homogéneos). Sean E, F

espacios vectoriales normados, T ∈ Ls
n(E; F). Sea P el polinomio aso-

ciado con T . Afirmamos que P es de clase C1 en E, su derivada es dada
por P ′(x)h = nT (xn−1h) para h ∈ E.

Demostración. Por definición P (x) = (T ◦ ∆)(x), x ∈ E. La aplicación
diagonal

∆ : E → En,

es lineal continua, por lo tanto es de clase C1 en E cuya derivada es
constante, ∆′(x) = ∆. La aplicación T es C1, cuya derivada en x =
(x1, . . . , xn) ∈ En, es dada para h = (h1, . . . , hn) ∈ E, por

T ′(x)h =
n∑

i=1

T (x1, . . . , hi, . . . , xn) ver proposición 2.14.

Aplicando ahora el hecho de que composición de aplicaciones de clase
C1 es de clase C1 (corolario 3.22 a proposición 3.20), vemos que P lo es,
con derivada

p′(x)(h) = T ′(∆(x)) ◦ ∆(h) = T ′(x, . . . , x)(h, . . . , h) = nT (xn−1h),

debido a la simetŕıa de T . �

3.7 Ejercicios

1) Sea

f : R2 → R2

(x1, x2) 7→ f(x1, x2) = (x3
1 + x3

2, 3x
2
1x2).

Determine:

i) f ′(x1, x2) y puntos (x1, x2) en los cuales f ′(x1, x2) es un isomor-
fismo de R2 sobre R2.

ii) f ′′(x1, x2) y f ′′′(x1, x2).
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2) Sean E = L(Rn,Rn) = L(Rn) = {T : Rn → Rn | T es lineal};

f : E → E

X → f(X) = X4.

Dados H,K,L,M en E, determine

i) f ′(X)H

ii) f ′′(X)(H,K)

iii) f ′′′(X)(H,K,L)

iv) f (4)(X)(H,K,L,M)

v) Considerando f(X) = Xm, determine f (j)(X) y muestre que

‖f (j)(X)‖ ≤ m!

(m− j)!
‖X‖n−j .

3) Sea p : Rm × · · · × Rm → Rn aplicación k-lineal, si definimos

f(x) =
1

k!
p(x, . . . , x),

calcule f (j)(x), j = 1, 2, . . .

4) Consideramos el espacio Rn dotado con la norma ‖x‖ = sup{|xk|,
k = 1, . . . , n}, para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y b : Rn × Rn → Rn,
aplicación definida por

b(x, y) = (x1y1, . . . , xnyn),

para x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Demuestre que b
es aplicación bilineal continua, tal que ‖b‖ = 1.

5)

i) Sea f : Rm → Rn tal que f(tx) = tf(x) para todo t ∈ R y x ∈ Rm,
muestre que si f es diferenciable, entonces f es aplicación lineal.

ii) Suponga ahora que f es 2-veces diferenciable en Rm y que f(tx) =
t2f(x) para todo t ∈ R, x ∈ Rm, pruebe que f es una aplicación
cuadrática, es decir, existe b, b : Rm × Rm → Rn, bilineal, tal que
f(x) = b(x, x)



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 167 — #179
i

i

i

i

i

i

3.7. EJERCICIOS 167

iii) Si f : Rm → R es diferenciable y f(tx) = tnf(x) para t ∈ R, x ∈
Rn, demuestre la relación de Euler

n∑

i=1

∂f(x)

∂xi
xi = nf(x).

(n es entero positivo).

iv) Generalización: sea f : Rm → Rq, f de clase Cn tal que f(tx) =
tnf(x) para t ∈ R, x ∈ Rq, n es entero positivo (una tal función se
llama homogénea de grado n o n-homogénea). Mostrar que cada
una de las derivadas f (j) es (n− j)-homogénea, donde 0 ≤ j ≤ n.
Muestre que f (n) es constante y además para x ∈ Rm,

f (j)(x) =
f (n)(0)

(n− j)!
x(n−j)

donde
x(n−j) = (x, . . . , x)︸ ︷︷ ︸

n−j veces

Esta fórmula significa:

f (j)(x)(h1, h2, . . . , hj) =
1

(n− j)!
f (n)(0) (x, · · · , x)︸ ︷︷ ︸

n−jveces

, h1, · · · , hj),

(Los hk ∈ Rm). Utilice esto para mostrar que si

f : E → E

x 7→ f(x) = xn

donde E = L(Rm; Rm), entonces ‖f (j)(X)‖ ≤ n!

(n− j)!
‖X‖n−j .

[Sugerencia: Derivar f(tx) = tnf(x) j-veces con respecto a x para
la homogeneidad de f (j) y después j-veces respecto a t].

6) Considere la función determinante det : M(n×n) → R, recordando
que si X = (X1,X2, . . . ,Xn), donde Xk es la columna k-ésima de
la matriz X, para λ ∈ R,

λX = (λX1, . . . , λXk, . . . , λXn)

det(λX) = λn det(X),
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describa det′(X)(H), donde H = (H1, . . . ,Hk, . . . ,Hn),Hk la k-
ésima columna de H y det′′(X)(H,K) donde H,K son matrices
cuadradas de orden n × n, recuerde que det′(X) ≡ 0 si y solo
si rango de X :≤ n − 2. (ver ejercicio 3(ii) del caṕıtulo 2). Use
lo anterior y el ejercicio 3.5 para concluir que det′(X) ≡ 0 pero
que la matriz Hessiana asociada a det′′(X) es inversible si n = 2.
Muestre que si n ≥ 3 toda matriz X tal que det′(X) ≡ 0 es tal que
la Hessiana asociada a det′′(X) es singular, es decir no es inversible.
(Todo punto cŕıtico de det es degenerado, si n ≥ 3).

7) (Regla de Leibnitz). Sean E,F,G espacios vectoriales normados

b : E × F → G

aplicación bilineal continua y simétrica, si denotamos b(x, y) =
x · y, I = (α, β) intervalo abierto de R,

f : I → E, g : I → F,

f, g son diferenciables en I hasta orden n. Demuestre que la apli-
cación

f · g : I → G, definida por :

(f · g)(t) = f(t) · g(t), para t ∈ I,

es diferenciable hasta orden n y

(f · g)(n) =
n∑

j=0

(
n

j

)
f (n−j) · g(j), donde

(
n

j

)
=

n!

(n− j)!j!
.

(Interprete esta fórmula, para el caso G = R)

8) Sean E,F,G espacios de Banach A ⊆ E abierto, V ⊆ F abierto,

f : A→ V, g : V → G,

aplicaciones de clase C2, demuestre que si g ◦ f : A→ G, se tiene:

(g ◦ f)′′(z) = g′′
(
f(z)

)
◦
(
f ′(z), f ′(z)

)
+ g′

(
f(z)

)
◦ f ′′(z)

9)
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i) Sea f : R → R, definida por

f(x) =

{
0, si x = 0

x2 sen
(

1
x

)
, si x 6= 0.

Muestre que f es diferenciable, pero f /∈ C1(R).

ii) Sea f : R → R, definida por:

f(x) =

{
1
2x+ x2 sen

(
1
x

)
, si x 6= 0

0, si x = 0.

Muestre que f es diferenciable, f ′(0) = 1
2 y f no es inyectiva en

ninguna vecindad de 0, es decir, no existe ε > 0, tal que f sea
inyectiva en (−ε, ε).

iii) Sean n entero no negativo

f : R → R

x 7→ fn(x) = xn|x|.

Muestre que f ∈ Cn, pero no es n+ 1 veces diferenciable.

10) Sea E = C([0, 1], R) el espacio vectorial normado de las funciones
continuas de [0, 1] en R, con norma ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}.
Sea g ∈ C2(R), g : R → R fija,

G : E → R

f 7→ G(f) =

∫ 1

0
g(f(t)) dt.

Muestre que G es diferenciable en E.

11) Sean E,F espacios de Banach, A ⊂ E abierto, f : A → L(E,F),
f ∈ Cn(A), n ≥ 2. Se define g : A× E → F por g(x, y) = f(x)(y),
calcule D2g(x, y).

12) (Generalización de la relación de Euler) Sean E, F espacios vecto-
riales normados, f : E → F se dice homogénea de grado m 6= 0, si
para todo t > 0, t ∈ R, f(tx) = tmf(x).
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i) Muestre que si f : E → F es diferenciable, entonces f es homogénea
de grado m 6= 0 si y solo si f ′(x)(x) = mf(x) para todo x ∈ E.

ii) Considere ahora m > 0,m entero, y sea f : E → F homogénea de
grado m, tal que f ∈ Cm(E) muestre por inducción y usando i)
que para todo x ∈ E y k = 1, 2, . . . ,m,

m(m− 1) . . . (m− k + 1)f(x) = f (k)(x)((x, · · · , x)︸ ︷︷ ︸
k veces

Deduzca que para todo x ∈ E, existe una aplicación m-lineal b,
tal que m!f(x) = b(x, x, . . . , x). Luego las únicas funciones ho-
mogéneas de grado m y de clase Cm son deducidas de aplicaciones
m-lineales simétricas. ¿Qué deduce para m = 1?

13) Sean A ⊂ Rn y f : A→ Rm, aplicación dos veces diferenciable en
A, para v ∈ Rn fijo, muestre que la aplicación ψ : A→ Rm, definida
por ψ(x) = f ′(x) · v es diferenciable y ψ′(x) · w = f

′′

(x) · v · w =
d2f(x)(v,w).

14) Sea E un espacio con producto interno notado p, considerado como
espacio normado con la norma inducida por su producto, demues-
tre que

p : E × E → R

es aplicación bilineal continua, tal que ‖p‖ = 1.

15) Sean E = M(n×n) el espacio vectorial de las matrices cuadradas
n×n, dotado de una cualesquiera de las normas, que hemos usado,
por ejemplo la norma del supremun, J ⊂ R intervalo abierto de R,

aij : J → R, i, j ∈ {1, . . . , n}, n2 diferenciables en J,

donde i, j ∈ {1, 2, . . . , n} y

A :J → E,

t 7→ A(t) =
(
aij(t)

)
.

Si f : J → R es definida por f(t) = det(A(t)). Demuestre que f es
diferenciable en J y que para t ∈ J , si

Aj(t) =
(
a1j(t), . . . , aij(t), . . . , anj(t)

)τ
,
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es la columna j-ésima de A(t) (τ ≡ transpuesta) j = 1, . . . , n, es
decir,

A(t) =
(
A1(t), . . . , Aj(t), . . . , An(t)

)
,

entonces

f ′(t) =
d(det(A(t))

dt
=

n∑

j=1

det
(
A1(t), . . . , A′

j(t), . . . , An(t)
)
.

Recuerde que se identifica A′
j(t) con A′

j(t)1.

16) Sean R2 y f : R2 → R2, aplicación, cuyas funciones coordenadas
son:

f1 : R2 → R f2 : R2 → R,

definidas por f1(x, y) = sen(x+ y) y f2(x, y) = cos(x− y). Deter-
mine:

i) f ′j(x, y)h, donde h = (h1, h2) en (x, y) = (0, 0) y h = (1, 1) para
j = 1, 2.

ii) Determine f
(2)
j (x, y)(h)(k), para j = 1, 2 en h = (h1, h2), k =

(k1, k2), cuando (x, y) = (0, 0), h = (1, 1) = k.

iii) f
(3)
j (x, y), j = 1, 2, en h = (h1, h2), k = (k1, k2), l = (l1, l2), cuando

(x, y) = (0, 0) y h = k = l = (1, 1).

iv) Determine f ′(x, y)h, cuando (x, y) = (0, 0) h = (1, 1),

v) Determine f (2)(x, y)(h)(k), en (x, y) = (0, 0), h = k = (1, 1).

vi) Determine f (3)(x, y)(h)(k)(p), cuando (x, y) = (0, 0) y h = k =
p = (1, 1).

17) Sean E = M(n × n) el espacio vectorial de las matrices cuadra-
das (n × n) provisto de una norma y f : E× → E definida por
f(A,B) = ABτ para A,B ∈ E, donde τ significa transpuesta. Da-
das X = (X1,X2),H = (H1,H2),K = (K1,K2), L = (L1, L2) ∈
E × E,Usando las definiciones:

i) Calcule f ′(X)(H,K).

ii) Calcule f (2)(X)(H,K)

iii) Calcule f (3)(X)(H,K,L).

iv) Demuestre que f (n)(X) es la función nula para n ≥ 3.
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Álgebras de Banach

Daremos a continuación una breve introducción sobre cáculo en álge-
bras de Banach.

4.1 Definición.

a) Sea A un espacio vectorial sobre R, diremos que A es un álgebra
sobre R, si existe entre los elementos de A definida una ley de com-
posición interna u operación binaria, la cual llamaremos producto,
es decir una aplicación p : A×A → A, tal que si denotamos para
x, y ∈ A, p(x, y) = x · y, leeremos x por y, este producto satisface:

i) p es asociativo, es decir que dados x, y, z ∈ A,

x · (y · z) = (x · y) · z.

ii) p es bilineal, es decir, dados x, y, z ∈ A, λ ∈ R, tenemos:

x · (y + z) = x · y + x · z,
(x+ y) · z = x · z + y · z,
λ(x · y) = (λx) · y = x · (λy).

172
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b) Si A es un álgebra sobre R y existe u ∈ A tal que para todo x ∈ A,

x · u = u · x = x,

diremos que u es unidad de A, en este caso se dice que A es álgebra
con unidad, u se llama también identidad. Veremos que u es único.

c) Sea A álgebra con unidad u, x ∈ A, se dice inversible si existe
b ∈ A tal que x · b = b · x = u, al elemento b, el cual es único se
llama el inverso de x, lo denotamos por b = x−1.

d) Un álgebra A se dice álgebra normada, si como espacio vectorial
es espacio vectorial normado y si el producto de A satisface

‖x · z‖ ≤ ‖x‖‖z‖, para todo x, z ∈ A.

Es decir, el producto es aplicación bilineal continua, donde deno-
tamos con ‖x‖ la norma del vector x ∈ A.

e) Un álgebra normada se dice un álgebra de Banach si como espacio
métrico con la métrica inducida por la norma es espacio métrico
completo.

f) Un álgebra se dice conmutativa si para todo a, b ∈ A, a · b = b · a.

A menudo omitiremos el · (punto).

4.2 Nota.

a) Dejaremos como ejercicio demostrar que en un álgebra con unidad
u, u es única y si a es inversible en A el inverso de a es único.

b) De la definición 4.1 d), como p es bilineal continua, tenemos que
si {xn}, {zn} son dos sucesiones de elementos de A, tales que
xn → x, zn → z, entonces

xn · zn → x · z.

c) Si A es un álgebra, para todo x ∈ A, x · 0 = 0 · x = 0, donde 0 es
el vector cero del álgebra. En efecto, de 0 + 0 = 0, obtenemos que
x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, luego x · 0 = 0.
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d) Si A es álgebra reducida al vector nulo, es decir, si A = {0}, es
claro que A tiene identidad u = 0. Si A es álgebra no reducida a
{0} y posee unidad u entonces u 6= 0. En efecto: si u = 0, como
para todo x ∈ A, x = x · 0 = 0, esto nos implica que A = {0}.

En lo sucesivo las álgebras se suponen no reducidas a {0}.

4.3 Proposición. Si A es álgebra con unidad u, si con G denotamos
el conjunto de elementos inversibles de A, entonces G es un grupo mul-
tiplicativo con el producto de A restringido a los elementos de G; para
a, b ∈ G, (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Demostración. G es no vaćıo, u ∈ G, es claro que u actúa como neutro
multiplicativo entre elementos de G, como el producto es asociativo, lo
será restringido a G, y dados dos elementos a, b ∈ G, a · b ∈ G, porque
existe el inverso de a · b y (a · b)−1 = b−1 ·a−1; además, si a ∈ G, a−1 ∈ G,
pues el inverso de a−1 existe y es a, a = (a−1)−1. �

4.4 Proposición. Si A es álgebra normada con unidad u, entonces
‖u‖ ≥ 1.

Demostración. Como u · u = u, obtenemos ‖u‖ = ‖u · u‖ ≤ ‖u‖‖u‖,
como u 6= 0, obtenemos ‖u‖ ≥ 1. �

4.5 Ejemplo. El Algebra de Banach de las aplicaciones lineales conti-
nuas de un espacio de Banach E, en śı mismo.

Sea (E, ‖ ‖) espacio de Banach, consideramos A = L(E,E) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en E, provisto de
la norma

‖T‖ = sup
{
‖T (x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ = 1

}
,

para T ∈ A. Con el producto considerado como la composición de apli-
caciones lineales continuas definidas en E, es un álgebra de Banach, con
unidad, pues la aplicación idéntica

I : E → E

x 7→ I(x) = x
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actúa como unidad. Además, sabemos que para S, T ∈ L(E,E), ‖S ◦
T‖ ≤ ‖S‖‖T‖ (ver comentarios después de la definición 1.79 y ejemplo
1.81 i). Si G está definido por

G =
{
L ∈ A | existe L−1 y L−1 ∈ A

}
,

es claro que G es no vaćıo, la aplicación idéntica I : (E, ‖ ‖) → (E, ‖ ‖)
y su inversa, que es ella misma, son continuas.

4.6 Nota. Si la dimensión del espacio E es finita, sabemos que toda
aplicación lineal T : E → E, es continua (ver teorema 1.71), luego si
T es una biyección lineal, T : E → E, y dim(E) finita, entonces T−1,
es continua. Cuando dim(E) es infinita, no es nada fácil mostrar que si
T es biyección lineal continua de E en E, entonces T−1 es continua. Su
demostración descansa en dos teoremas fundamentales del Análisis: El
teorema de Hahn-Banach y El Teorema de La Aplicación Abierta, los
cuales implican el Teorema de Isomorfismos de Banach. No demostra-
remos estos teoremas; sus enunciados son:

4.7 Teorema (Teorema de Hahn-Banach). Si E es un espacio normado
y F es un subespacio vectorial de E, con la norma de E restringida a F y
T : F → R es lineal continua, entonces existe T̃ : E → R lineal continua,
tal que T̃

∣∣
F

= T, ‖T‖ = ‖T̃ ‖.
4.8 Teorema (Teorema de la Aplicación Abierta). Sean E, F espacios
de Banach y T ∈ L(E,F), si T es sobreyectiva, entonces T es aplicación
abierta; es decir, si A es abierto en E, entonces T (A) es abierto en F.

Consecuencia de estos dos teoremas es:

4.9 Teorema (Teorema de Isomorf́ıa de Banach). Sean E y F espacios
de Banach, T : E → F aplicación lineal continua y biyectiva, entonces T
es homeomorfismo lineal.

Para demostraciones de estos tres teoremas ver Rudin, W. [33] o
Kreyzig I. [24]

4.1 Series en Algebras de Banach

4.10 Definición. Consideramos (E, ‖ ‖) espacio normado, y {an}, suce-
sión de elementos de E, podemos formar la serie, denotada por

∑∞
n=1 an,
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que llamaremos serie de término n-ésimo an y de suma parcial n-ésima
sn =

∑n
k=1 ak. Diremos que la serie es convergente, si existe el ĺımite

ĺımn→∞ sn. En este caso, si v = ĺımn→∞ sn, v se llama la suma de la serie
y se escribe v =

∑∞
n=1 an. La serie se dice divergente, en caso contrario,

es decir, si no es convergente. Se dice que la serie es absolutamente con-
vergente, si la serie de reales no negativos

∑∞
n=1 ‖an‖, es convergente en

R.

4.11 Teorema. Sean (E, ‖ ‖) espacio normado,
∑∞

n=1 an, una serie
convergente en E, entonces ĺımn→∞ an = 0.

Demostración. Ejercicio al lector. �

∗ El rećıproco no es cierto, recordamos el contraejemplo usual en R,
la serie armónica

∑∞
n=1

1
n

, la cual es divergente y 1
n
→ 0 si n→ ∞.

4.12 Proposición. Sean (E, ‖ ‖) espacio normado {an} sucesión de
Cauchy en E, si existe {bk} = {ank

}, subsucesión de an, convergente a
w ∈ E, entonces la sucesión es convergente a w.

Demostración. Ejercicio al lector. �

4.13 Teorema. Sea (E, ‖ ‖), espacio de Banach y
∑∞

n=1 an, serie ab-
solutamente convergente, entonces la serie es convergente.

Demostración. Como la serie
∑∞

n=1 ‖an‖, es convergente en R, si σn =∑n
k=1 ‖ak‖ es suma parcial, entonces si sn =

∑n
k=1 ak, obtenemos

‖sn − sm‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

k=m+1

ak

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖ak‖ = σn − σm,

para m ≤ n. Como σn es convergente es de Cauchy, por lo tanto sn, es de
Cauchy en E. Como E es completo, existe v ∈ E tal que ĺımn→∞ sn = v,
es decir que

∑∞
n=1 an es convergente y tiene por suma a v. �

Vale el rećıproco:

4.14 Teorema. Si (E, ‖ ‖) es espacio normado en el cual toda serie
absolutamente convergente es convergente, entonces E es de Banach.
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Demostración. Solo falta ver que la condición es necesaria. Sea {zn} una
sucesión de Cauchy de elementos de E, podemos conseguir una subsu-
cesión {xk} = {znk

}, tal que si wk = znk+1
− znk

= xk+1 − xk, implique
‖wk‖ < 2−k, por lo tanto

∞∑

k=1

‖wk‖ ≤
∞∑

k=1

2−k = 1,

luego, por hipótesis
∑∞

k=1wk converge, es decir que si

σm = w1 + · · · + wm = zn2 − zn1 + zn3 − zn2 + · · · + znm+1 − znm

= znm+1 − zn1 = xm+1 − x1,

como la serie es convergente, sabemos que ĺımm→∞wm = 0; como

xm = x1 + x2 − x1 + x3 − x2 + · · · + xm − xm−1,

para 2 ≤ m y como existe v ∈ E tal que

ĺımm→∞ σm = v = ĺımm→∞(xm+1 − x1).

Es decir, la sucesión xm es convergente y ĺımm→∞ xm = v−x1 = y ∈ E,
como la sucesión {xm} es subsucesión de la sucesión de Cauchy {zn},
entonces zn converge a y. Usamos la proposición 4.12. �

Una de las cosas interesantes en Algebras de Banach es la de poder
considerar en ellas Series de Potencias, debido al producto que posee.
El siguiente teorema destaca la importancia de la serie geométrica. Re-
cordamos que para x ∈ A, siendo A un álgebra, las potencias de x, son
definidas por:

i) x1 = x, xn = x · · · x, es el producto de x por śı mismo n-veces,
y xn+1 = xnx. (Para completar definición por inducción).

ii) Si A es álgebra con unidad u, se define x0 = u. Es fácil ver por
inducción sobre n, que si A es álgebra normada y x ∈ A, entonces
‖xn‖ ≤ ‖x‖n, para todo n entero no negativo.

4.15 Teorema. Sea A un álgebra de Banach con unidad u, x ∈ A, ‖x‖ <
1, entonces (u− x) y (u+ x), son inversibles en A, sus inversos son:

(u− x)−1 =

∞∑

n=0

xn, (u+ x)−1 =

∞∑

n=0

(−1)nxn.
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Además,

‖u− (u− x)−1‖ ≤ ‖x‖
1 − ‖x‖ .

Demostración. Como ‖xn‖ ≤ ‖x‖n y como ‖x‖ < 1, la serie geométrica
de razón ‖x‖, converge absolutamente, luego la serie

∑∞
n=0 x

n converge
absolutamente, por comparación

∞∑

n=0

‖xn‖ ≤
∞∑

n=0

‖x‖n =
1

1 − ‖x‖ .

Del teorema 4.13 deducimos que es convergente. Existe entonces v ∈
A, tal que

v = ĺımn→∞

∞∑

k=0

xk = ĺımn→∞(u+ x+ · · · + xn).

Se tiene

(u− x)(u+ x+ · · · + xn) = u− xn+1 = (u+ x+ · · · + xn)(u− x).

Como el producto es continuo y como ĺımn→∞ xn+1 = 0, deducimos
que

(u− x) ĺımn→∞(u+ x+ · · · + xn) = ĺımn→∞(u− xn+1) = u

= ĺımn→∞(u+ x+ · · · + xn)(u− x).

Es decir,

(u− x)v = v(u− x) = u.

Esto prueba que v es el inverso de (u− x). Como ‖ − x‖ = ‖x‖ < 1,
entonces deducimos que

∑∞
n=0(−x)n es absolutamente convergente, por

lo tanto convergente, luego existe w ∈ A tal que

w =

∞∑

n=0

(−x)n =

∞∑

n=0

(−1)nxn.
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De manera análoga deducimos ahora que

(u+ x)
(
u− x+ x2 − · · · + (−1)nxn

)
=

u+ (−1)nxn+1 =
(
u− x+ x2 − · · · + (−1)nxn

)
(u+ x),

esta igualdad nos implica que w es el inverso de (u+ x).

Por consiguiente,

∥∥u− (u− x)−1
∥∥ =

∥∥∥∥∥u−
∞∑

n=0

xn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=1

‖xn‖ ≤
∞∑

n=1

‖x‖n =
‖x‖

1 − ‖x‖ . �

Nótese que la anterior desigualdad es evidente en R.

4.2 El conjunto de inversibles en álgebras de

Banach

4.16 Proposición. Si A es álgebra de Banach con identidad u, ‖u‖ = 1,
entonces la bola abierta de centro en u y radio 1, B1(u) = {x ∈ A :
‖x− u‖ < 1} está contenida en G, el grupo de los elementos inversibles
de A.

Demostración. Sea x ∈ B1(u), entonces v = u − x es tal que ‖v‖ < 1,
luego el teorema 4.15 implica que u− v = u− u+ x = x ∈ G. �

4.17 Teorema. Sea A álgebra de Banach con identidad u, ‖u‖ = 1,
entonces el conjunto G de elementos inversibles de A es abierto en A.

Demostración. Sea a ∈ G, veamos que existe r > 0, tal que Br(a) ⊆ G.
Para ello observamos que

x = a− (a− x) = a ·
[
u− a−1 · (a− x)

]
.

El primer factor, a, está en G, el segundo, u− a−1(a− x), estará en
G; si logramos mostrar que ‖a−1 ·(a−x)‖ < 1, según teorema 4.15, como

‖a−1 · (a− x)‖ ≤ ‖a−1‖‖a− x‖,
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vemos que si r =
(
‖a−1‖

)−1
, y ‖a−x‖ < r, entonces ‖a−1 · (a−x)‖ < 1.

Por lo tanto, si x ∈ Br(a) y r =
(
‖a−1‖

)−1
deducimos que x ∈ G, pues

x = a ·
[
u−a−1 · (a−x)

]
es producto de elementos de G, el cual es grupo

multiplicativo. Esto completa la prueba. �

Mostraremos a continuación que la aplicación

inv : G → G
x 7→ inv(x) = x−1,

es continua, diferenciable y para h ∈ A, inv′(x)h = −x−1hx−1, fórmula
conocida en el caso del álgebra conmutativa de los números reales R,
donde G = R − {0}. En estos casos inv′(x) ≡ −x−2.

4.18 Teorema. Sea A un álgebra de Banach con identidad u, entonces:

i) Si a ∈ G, r =
(
‖a−1‖

)−1
y h ∈ A con ‖h‖ < r, entonces (a±h) ∈ G.

ii) La aplicación

inv : G → G
a 7→ inv(a) = a−1,

es continua en a, para todo a ∈ G.

Demostración.

i) Sea a ∈ G, h ∈ A tal que ‖h‖ < r, como a − h = a · (u − a−1h),
(u− a−1h) ∈ G, pues

‖a−1h‖ ≤ ‖a−1‖‖h‖ < ‖a−1‖r = 1,

y como a ∈ G, entonces (a−h) ∈ G, por ser producto de elementos
de G. Para ver que a+h ∈ G, basta observar que si ‖−h‖ = ‖h‖ < r,
entonces a−1h es vector de norma menor que 1. En efecto:

‖a−1h‖ = ‖a−1(−h)‖ ≤ ‖a−1‖‖h‖ < ‖a−1‖r = 1,

por lo tanto según Teorema 4.14, (u+ a−1h) ∈ G y como a+ h =
a · (u− a−1(−h)) es producto de elementos de dos elementos de G,
está en G, por ser grupo. Esto completa la prueba de i).



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 181 — #193
i

i

i

i

i

i

4.2. EL CONJUNTO DE INVERSIBLES EN ÁLGEBRAS DE
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ii) Sean a ∈ G, mostremos que ĺımh→0 inv(a + h) = inv(a). Sea
ε > 0, veamos que existe r > 0, tal que si h ∈ Br(0) entonces

inv(a + h) ∈ Bε(a
−1). En efecto, con r =

(
‖a−1‖

)−1
, vemos que

i) nos implica que (a+ h) ∈ G, luego existe (a+ h)−1. Puesto que
(u+ a−1h) ∈ G por ser ‖a−1h‖ < 1, se tiene además que

(a+ h)−1 =
[
a(u+ a−1h)

]−1
= (u+ a−1h)−1a−1,

(u+ a−1h)−1 =

∞∑

n=0

(−a−1h)n =

∞∑

n=0

(−1)n(a−1h)n,

según teorema 4.15, luego

(a+ h)−1 − a−1 =

[ ∞∑

n=0

(−1)n(a−1h)n

]
a−1 − a−1

=

[ ∞∑

n=1

(−1)n(a−1h)n

]
a−1.

Por lo tanto,

∥∥inv(a+ h) − inv(a)
∥∥ =

∥∥∥∥∥
[ ∞∑

n=1

(−1)n(a−1h)n
]
a−1

∥∥∥∥∥

≤ ‖a−1‖
∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

(−1)n(a−1h)n

∥∥∥∥∥

≤ ‖a−1‖
∞∑

n=1

‖(−1)n(a−1h)n‖

≤ ‖a−1‖
∞∑

n=1

‖(a−1h)n‖

≤ ‖a−1‖
( ‖a−1h‖

1 − ‖a−1h‖

)

≤ ‖a−1‖2‖h‖ 1

1 − ‖a−1h‖ .

Como ‖a−1h‖ ≤ ‖a−1‖‖h‖ < 1, entonces

1 − ‖a−1‖‖h‖ ≤ 1 − ‖a−1h‖,
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esto implica que

1

1 − ‖a−1h‖ ≤ 1

1 − ‖a−1‖‖h‖ ,

luego

‖inv(a + h) − inv(a)‖ ≤ ‖a−1‖2‖h‖ 1

1 − ‖a−1h‖
≤ ‖a−1‖2‖h‖ 1

1 − ‖a−1‖‖h‖ .

De esta desigualdad obtenemos que

ĺımh→0

(
inv(a+ h) − inv(a)

)
= 0. �

4.3 Derivada de inv : G → G.

4.19 Teorema. Sean A un álgebra de Banach, con identidad u,
‖u‖ = 1, G el conjunto de elementos inversibles de A,

inv : G → G
x 7→ inv(x) = x−1,

entonces inv es diferenciable en G, y inv
′

(x)h = −x−1hx−1, para todo
h ∈ A. Más aún, inv es C∞.

Demostración. Sean x ∈ G y h ∈ A tal que ‖h‖ <
(
‖x−1‖

)−1
, esto

implica que x+ h ∈ G, veremos que existen T : A → A lineal continua
y r(h), tales que

inv(x+ h) = inv(x) + T (h) + r(h), ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0

Si T (h) = −x−1hx−1 = inv′(x)h, T es función lineal como función de
h, además continua, pues

‖T (h)‖ = ‖ − x−1hx−1‖ ≤ ‖x−1‖2‖h‖,

el teorema 1.33 implica que T es lineal continua. Si

r(h) = (x+ h)−1 − x−1 + x−1hx−1,
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obtenemos que

r(h)(x + h) = u− u− x−1h+ x−1h+ (x−1h)2 = (x−1h)2,

luego r(h) = (x−1h)2)(x+ h)−1

‖r(h)‖ = ‖(x−1h)2(x+ h)−1‖ ≤ ‖x−1‖2‖h‖2‖(x+ h)−1‖,

por lo tanto obtenemos

0 ≤ ‖r(h)‖
‖h‖ ≤ ‖x−1‖2‖h‖‖(x + h)−1‖,

desigualdad de la cual, usando la continuidad de la norma y de inv,
deducimos

ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

Hemos probado que

inv(x+ h) = inv(x) − x−1hx−1 + (x−1h)2,

junto con las condiciones T (h) = −x−1hx−1, lineal continua como fun-
ción de h y r(h) satisfaciendo r(h) = o(‖h‖), esto completa la prueba de
que inv es diferenciable en x, para todo x ∈ G. Veamos ahora que es de
Clase C∞.

inv′ : G →L(A,A)

x 7−→inv′(x) : A → A
h 7→ inv′(x)h = −x−1hx−1,

vemos que inv′ = b ◦ I es la composición de b con I = (inv, inv), donde

b : A×A →L(A,A)

(x1, x2) 7→b(x1, x2) : A → A,
z 7→ b(x1, x2)(z) = −x1zx2

I = (inv, inv) : G → G × G,
x 7−→ (x−1, x−1)
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Es fácil observar que b es bilineal continua, por lo tanto C∞, y
I = (inv, inv) es diferenciable, ya que cada una de sus componentes
lo es, en particular continua, por lo tanto

inv
′

= b ◦ I = b ◦ (inv, inv)

es continua, luego, inv es de clase C1 en G, la demostración se completa
por inducción. Usaremos el hecho de que composición de aplicaciones de
clase Cm es de clase Cm. Suponemos entonces que inv es de clase Cm,
de inv

′

= b ◦ I = b ◦ (inv, inv), deducimos que inv
′

es de clase Cm, por
serlo b e I, luego inv es de clase Cm+1. Por lo tanto inv es de clase Cn

para todo n entero positivo, luego es C∞. �

4.20 Nota. Una segunda demostración de la primera parte del Teorema
4.18 puede hacerse usando el teorema 4.15, a continuación damos idea
de como obtenerla, de esta segunda no daremos todos los detalles, es aśı:
sean x ∈ G, h ∈ A tal que ‖h‖ < 1

‖x−1‖ , esto implica que x + h ∈ G y

‖x−1h‖ < 1, entonces

(x+ h)−1 − x−1 =
(
x(u+ x−1h)

)−1 − x−1 = (u+ x−1h)−1x−1 − x−1

=
( ∞∑

n=0

(−1)n(x−1h)n
)
x−1 − x−1

= −x−1hx−1 + (
∞∑

n=2

(−1)n(x−1h)n)x−1,

entonces como antes inv
′

(x)h = −x−1hx−1 y r(h) se escoge ahora como:

r(h) =
( ∞∑

n=2

(−1)n(x−1h)n
)
x−1 = (x−1h)2(x+ h)−1,

obtenemos

‖r(h)‖ = ‖
( ∞∑

n=2

(−1)n(x−1h)n
)
x−1‖

≤
( ∞∑

n=2

‖(−1)n(x−1h)n‖
)
‖x−1‖

≤ ‖x−1‖‖
∞∑

n=2

‖x−1h‖n‖| ≤ ‖x−1‖ ‖x−1h‖2

1 − ‖x−1h‖

≤ ‖x−1‖ ‖x−1‖2‖h‖2

1 − ‖x−1‖‖h‖ ≤ ‖x−1‖3‖h‖2

1 − ‖x−1‖‖h‖ ,
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deducimos que

0 ≤ ‖r(h)‖
‖h‖ ≤ ‖x−1‖3‖h‖2

(1 − ‖x−1‖‖h‖)‖h‖ ≤ ‖x−1‖3‖h‖
1 − ‖x−1‖‖h‖ ,

esta desigualdad nos implica

ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

Consideramos ahora E,F dos espacios de Banach y L(E,F) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en F, donde

‖T‖ = sup
{
‖T (x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ = 1

}
, para T ∈ L(E,F).

Ver teorema 1.83. Podemos considerar el conjunto de isomorfismos
lineales de E sobre F,G(EF) ⊆ L(E,F), es decir, de homeomorfismos
lineales de E en F, mostraremos que G(E,F) es abierto en L(E,F), usa-
remos el Teorema de la aplicación abierta y luego el Teorema de isomorf́ıa
de Banach, los cuales son consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,
citados en este Caṕıtulo como teorema 4.7, teorema 4.8 y teorema 4.9.

Consecuencia obvia del teorema 4.7 de Hahn-Banach es:

4.21 Proposición. Sean E, espacio vectorial normado y v 6= 0, en
E. Entonces existe T ∈ L(E,R) = E∗ tal que T (v) 6= 0. Es decir, si
f(v) = 0 para todo f ∈ L(E,R), entonces v = 0. Es decir, si v 6= w
existe T ∈ L(E,R) tal que T (v) 6= T (w).

Demostración. Basta aplicar teorema 4.7 (Teorema de Hahn-Banach)
en el caso F = {λv | λ ∈ R}, y

L : F → R

λv 7→ L(λv) = λ,

aqúıL(v) = 1, por lo tanto existe una función T : E → R, extensión
lineal continua de L, T (v) = 1, ‖T‖ = ‖L‖ = 1. Los comentarios son
obvios. �

Consecuencia de los Teoremas de la Aplicación Abierta y de Iso-
morf́ıa de Banach es:



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 186 — #198
i

i

i

i

i

i
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4.22 Lema. Sean E,F espacios de Banach, consideramos el espacio
de Banach L(E,F) de las aplicaciones lineales continuas de E en F.
Si G(E,F), es el subconjunto de los homeomorfismos lineales de E en F,

entonces G(E,F) es abierto en L(E,F).
(
Donde para T ∈ L(E,F), ‖T‖ =

sup
{
‖T (x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ = 1

})
.

Demostración. Si G(E,F) es vaćıo, nada a mostrar, pues el vaćıo es abier-
to. Suponemos por lo tanto que G(E,F) es no vaćıo. Sea g ∈ G(E,F), g
fijo, como la aplicación:

ψ : L(E, F) → L(E, E)

T 7−→ ψ(T ) = g−1 ◦ T,
es lineal continua y biyectiva, bastará observar que G(E,E) es abierto en
L(E,E), pero esto es consecuencia del ejemplo 4.5 donde mostramos que
L(E,E) es algebra de Banach con unidad, y del Teorema 4.16, el cual nos
garantiza que G(E,E) es abierto en L(E,E). Como ψ es lineal continua,
entonces ψ−1

(
G(E,E)

)
es abierto en L(E,F). Mostraremos ahora que

ψ−1
(
G(E,E)

)
= G(E,F). Sea T ∈ G(E,E), entonces ψ−1(T ) = g ◦ T ∈

G(E,F), porque g es homeomorfismo lineal y T es homeomorfismo lineal,
esto muestra que ψ−1

(
G(E,E)

)
⊆ G(E,F). Sea L ∈ G(E,F), entonces

T = g−1 ◦ L ∈ G(E,E), L = ψ−1(T ) ∈ ψ−1
(
G(E,E)

)
,

esto muestra que G(E,F) ⊆ ψ−1
(
G(E,E)

)
. La prueba del Lema está com-

pleta. �

La siguiente proposición es una generalización del teorema 4.19.

4.23 Lema. Sean E,F espacios de Banach, considerando los espacios
de Banach L(E,F) y L(F,E), la aplicación

g : G(E,F) → G(F,E)

T 7−→ g(T ) = T−1

es continua.

Demostración. Sean T ∈ G(E,F), r = ‖T−1‖, si S ∈ G(E,F) es tal que
‖S − T‖ < r−1, entonces

‖IE−T−1◦S‖ = ‖T−1◦T−T−1◦S‖ = ‖T−1◦(T−S)‖ ≤ ‖T−1‖‖T−S‖ < 1,
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por teorema 4.19, deducimos que

IE − (IE − T−1 ◦ S) = T−1 ◦ S ∈ G = G(E,E).

Por lo tanto S = T◦(T−1◦S) es inversible, es decir Br−1(T ) ⊆ L(E,F)
está constituida de elementos inversibles de L(E,F). Veamos ahora la
continuidad de T → T−1. Sea ε > 0, se obtiene

‖T−1 − S−1‖ = ‖T−1 − (T−1 ◦ S)−1 ◦ T−1‖

=

∥∥∥∥
[
IE − (T−1 ◦ S)−1

]
◦ T−1

∥∥∥∥

≤ ‖T−1‖‖IE − S−1 ◦ T‖
≤ ‖T−1‖‖S−1 ◦ (S − T )‖
≤ ‖T−1‖‖S−1‖‖S − T‖ < ε,

si tenemos que

‖S − T‖ < ε

‖T−1‖‖S−1‖ ≤ ε‖S‖
‖T−1‖ <

ε(r−1 + ‖T‖)

‖T−1‖ .

Hemos usado que 1 ≤ ‖S−1 ◦S‖ ≤ ‖S−1‖‖S‖, por lo tanto 1
‖S−1‖ ≤ ‖S‖.

Esto completa la prueba de la continuidad. �

4.24 Proposición. Sean E,F espacios de Banach, consideramos L(E,F)
y L(F,E) y en ellos los conjuntos abiertos G(E,F) y G(F,E) respectiva-
mente y sea

g : G(E,F) → G(F,E)

T 7−→ g(T ) = T−1.

Entonces g es aplicación de clase C∞. Además, g′(T ) : L(E,F) →
L(F,E) está dada por g′(T )(L) = −T−1 ◦ L ◦ T−1.

Demostración. Podemos suponer que G(E, F) es no vaćıo. El caso E = F

es el contenido del teorema 4.19 con A = L(E, E). Supongamos que
hemos demostrado que g es diferenciable y que para T ∈ G(E,F),

g′(T )(L) = −T−1 ◦ L ◦ T−1.
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Como g′ = b ◦ (g, g), donde

b : L(F,E) × L(F,E) → L
(
L(E,F),L(F,E)

)

(T1, T2) 7→ b(T1, T2) : L(E,F) → L(F,E)

S 7→ b(T1, T2)(S) = −T1 ◦ S ◦ T2,

Es fácil ver que b es bilineal continua. La aplicación

(g, g) : G(E,F) → G(F,E) × G(F,E)

T 7→ (g, g)(T ) = (T−1, T−1).

Es claro que (g, g) es diferenciable por serlo cada una de sus compo-
nentes. Luego g′ = b◦(g, g) es continua, esto prueba que g es de clase C1.
La prueba se completa por inducción, suponemos que g es de clase Cm,
como b es C∞ y composición de aplicaciones de clase Cm es de clase Cm,
concluimos que g′ = b ◦ (g, g) es de clase Cm, luego g es de clase Cm+1.
Por lo tanto g es C∞. Mostraremos ahora que dado T ∈ G(E,F), g
es diferenciable en T . En efecto, como S 7→ −T−1 ◦ S ◦ T−1 es aplica-
ción lineal continua,

(
S ∈ L(E,F)

)
, según el lema 4.22, como G(E,F) es

abierto, entonces existe r > 0 tal que Br(T ) ⊂ G(E,F), por lo tanto, si
H ∈ L(E,F), ‖H‖ < r, entonces (T +H) ∈ G(E,F). Si

g(T +H) = (T +H)−1 = T−1 − T−1 ◦H ◦ T−1 + r(H),

obtenemos que

IF = IF +H ◦ T−1 −H ◦ T−1 − (H ◦ T−1)2 + (T +H) ◦ r(H),

luego

r(H) = (T +H)−1 ◦ (H ◦ T−1)2,

si T +H = ψ, entonces, como H = ψ − T ,

r(H) = ψ−1 ◦
(
(ψ − T ) ◦ T−1

)2

= ψ−1 ◦
(
ψ ◦ T−1 − IF

)2

= ψ−1 ◦
(
ψ ◦ T−1 ◦ ψ ◦ T−1 − 2ψ ◦ T−1 + IF

)

= T−1 ◦ ψ ◦ T−1 − 2T−1 + ψ−1

= ψ−1 ◦ (ψ − T ) ◦ T−1 ◦ (ψ − T ) ◦ T−1.
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Usamos ahora que si A ∈ L(E,F), y B ∈ L(F,E), entonces
‖A ◦B‖ ≤ ‖A‖‖B‖. Obtenemos

‖r(H)‖ ≤
∥∥ψ−1

∥∥‖ψ − T‖2
∥∥T−1

∥∥2
=
∥∥(T +H)−1

∥∥ ∥∥T−1
∥∥2‖H‖2,

desigualdad de la cual deducimos que

ĺımH→0
r(H)

‖H‖ = 0.

Esto completa la prueba de la diferenciabilidad de g en T . (Hemos
usado el lema 4.23). �

4.4 Exponencial en algebras de Banach con

unidad

A continuación veremos que algunas funciones de variable real, como la
exponencial, pueden definirse en Algebras de Banach, antes una propo-
sición útil, la cual permite definir estas aplicaciones por medio de series
convergentes, como en el caso de (u− x)−1.

Recordamos conceptos de convergencia puntual y uniforme para su-
cesiones de funciones

4.25 Definición. Sean S un conjunto no vaćıo, (M,d) espacio métrico,
fn : S →M y g : S →M ,

i) se dice que la sucesión fn converge puntualmente a g, si para cada
s ∈ S y para cada ǫ > 0, existe N = N(ǫ, s) > 0 (que depende de
ǫ y de s) tal que

n > N implica d(f(s), g(s)) < ǫ.

ii) Se dice que la sucesión fn converge uniformemente a g en S si,
para cada ǫ > 0, existe N = N(ǫ) (que depende sólo de ǫ) tal que

n > N implica d(fn(s), g(s)) < ǫ, para todo s ∈ S.

Se escribe fn → g uniformemente en S.
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iii) La sucesión fn se dice uniformemente acotada en S, si existe un
real c > 0 y m ∈ M , tal que fn(s) ∈ Bc(m), para todo s ∈ S, y
para todo n.

iv) Si M = A es un algebra de Banach y fn : S → A, si para cada
x ∈ S consideramos

sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) (n = 1, 2, . . . ).

Si existe g : S → A tal que sn converge uniformemente a g en S,
diremos que la serie

∑∞
n=1 fn(x) con verge uniformemente en S y

escribiremos

∞∑

n=1

= g(x) uniformemente en S.

Enunciamos dos proposiciones cuya demostración es semejante a la
del caso M = R

4.26 Proposición. (Criterio de Cauchy para convergencia uniforme de
sucesiones y series)

i) Sean (M,d) espacio métrico, fn : S → M sucesión de funciones
definidas en un conjunto no vaćıo S, y g : S → M . La sucesión
fn converge uniformemente a g en S si, y sólo si, se cumple la
siguiente condición (llamada de Cauchy): Para cada ǫ > 0 existe
N = N(ǫ) > 0 tal que

n > N, m > N implican d (fm(x), fn(x)) < ǫ, para todo x ∈ S.

ii) (Criterio de Cauchy para convergencia uniforme de series) Si A es
algebra de Banach, la serie

∑∞
n=1 fn(x) converge uniformemente

en S si, y sólo si, para cada ǫ > 0 existe N = N(ǫ) > 0 tal que

n > N implica‖
n+p∑

k=n+1

fk(x)‖ < ǫ, para p = 1, 2 . . . , y todo x ∈ S.

4.27 Proposición (Criterio M de Weierstrass). Sean A algebra de
Banach y Mn sucesión de números reales no negativos tal que

0 ≤ ‖fn(x)‖ ≤Mn, para n = 1, 2, . . . , y para todo x ∈ S.
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Entonces la serie
∑∞

n=1 fn(x) converge uniformemente en S si la serie∑∞
n=1Mn converge.

Las demostración serán dejadas como ejercicio, son semejantes al
caso A = R (ver Tom Apostol, Análisis Matemático, proposiciones 9.3,
9.5, 9.6, 9.7)

4.28 Proposición. Sean A un álgebra de Banach, {an} ⊆ A, sucesión
de elementos de A, s un número real, s > 0 tal que {‖an‖sn} es sucesión
acotada, es decir, existe M > 0 tal que ‖an‖sn ≤M . Entonces

i)
∑∞

n=0 anx
n converge para todo x ∈ Bs(0) ⊆ A,

ii) si 0 < r < s, la serie converge uniformemente en Br(0).

Demostración.

i) Como ‖x‖ < s, entonces ‖x
s
‖ < 1, tenemos:

‖
∞∑

n=1

anx
n‖ = ‖

∞∑

n=1

snan(
x

s
)n‖ ≤

∞∑

n=1

sn‖an(
x

s
)n‖

≤
∞∑

n=1

sn‖an‖‖(
x

s
)n‖ ≤

∞∑

n=1

M‖(
x

s
)n‖ = M

∞∑

n=1

‖(
x

s
)n‖

≤M
1

1 − ‖x
s
‖ .

Deducimos que la serie
∑∞

n=1 anx
n, es absolutamente convergente,

por lo tanto convergente.

Como 0 < r < s entonces t = r
s
< 1. En la bola Br(0), tenemos

que

‖anx
n‖ ≤ ‖an‖‖xn‖ ≤ ‖an‖‖x‖n ≤ ‖an‖rn = ‖an‖sntn ≤Mtn,

luego la serie converge uniformemente en esta bola por compara-
ción con la serie geométrica

M

∞∑

n=0

tn = M
1

1 − t
, ya que t < 1. �
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4.29 Proposición (Definición). Si A es un álgebra de Banach, con
unidad u, ‖u‖ = 1, entonces la serie

∑∞
n=0

xn

n! converge absolutamente
para todo x ∈ A, más aún, converge uniformemente en toda bola de A.
La función que define se llama la función exponencial, se denota, por
analoǵıa, con

ex =

∞∑

n=0

xn

n!
.

Demostración. Sean x ∈ A y sn =
∑n

k=0
xk

k! , entonces

‖sn‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

k=0

xk

k!

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=0

‖x‖k

k!
≤ e‖x‖, (‖x‖ ∈ R),

deducimos que

‖sn+m − sn‖ =

∥∥∥∥∥

n+m∑

k=n+1

xk

k!

∥∥∥∥∥ ≤
n+m∑

k=n+1

‖x‖k

k!
→ 0,

si n→ ∞, por ser la serie
∑∞

n=0
‖x‖n

n! convergente en R. Luego la sucesión
{sn} es de Cauchy en A, y por ser A álgebra de Banach, existe v ∈ A,
tal que

ĺımn→∞ sn =

∞∑

n=0

xn

n!
= v.

Se denota v = ex. �

4.30 Definición. Dada un álgebra A, se llama el centro de A al conjunto
de los elementos de A que conmutan con todos los elementos de A, se
denota por C,

C(A) = {x ∈ A | zx = xz, para todo z ∈ A}.
4.31 Lema. Sea A un álgebra de Banach con unidad u, a ∈ A,

P : A → A
x 7→ P (x) = axn,

entonces P es diferenciable y

P ′(x)h = a
n∑

k=1

xk−1hxn−k,

donde x0 = u. Si A es álgebra conmutativa entonces P ′(x)h = naxn−1h.
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Demostración. Sea xk = x para k = 1, 2, . . . , n, tenemos que

P (x+ h) = a(x+ h)n

= axn + a

n−1∑

k=0

xkhxn−1−k

+ a
n∑

1≤k≤i≤n

x1 · · · xk−1hxk+1 · · · xi−1hxi+1 · · · xn,

donde en la segunda suma h figura en por lo menos dos lugares, tomando
r(h) como la segunda suma es fácil ver que ĺımh→0

r(h)
‖h‖ = 0, ya que para

cada sumando

‖a‖‖x1 · · · xk−1hxk+1 · · · xi−1hxi+1 · · · xn‖
‖h‖ ≤ ‖a‖‖h‖‖x · · · x · · · x‖ → 0,

si h→ 0, donde en el lado derecho de esta desigualdad h puede figurar en
uno o más lugares. Tomamos P ′(x)h = a

∑n
k=1 x

khxn−k y observamos
que esta aplicación como función de h es lineal continua, pues

‖P ′(x)h‖ =

∥∥∥∥∥a
n−1∑

k=0

xn−k−1hxk

∥∥∥∥∥

≤ ‖a‖
n∑

k=0

‖xn−k−1hxk‖

≤ ‖a‖
n∑

k=1

‖h‖‖x‖n−1.

Usamos la continuidad del producto del álgebra, es decir ‖xz‖ ≤
‖x‖‖z‖, el teorema 1.33 implica que P ′(x) es continua. �

En el caso notable de un álgebra conmutativa observamos que P ′(x)h =
naxn−1h, consiste en la multiplicación de h por naxn−1.

4.32 Teorema. Sean A un álgebra de Banach conmutativa con unidad
u, {an} ⊆ A y r > 0,m > 0 tales que ‖an‖rn ≤ m. Entonces para todo
s tal que 0 < s < r la sucesión {n‖an‖sn} es acotada y además la serie
F (x) =

∑∞
n=1 nanx

n−1 converge uniformemente en toda bola abierta B
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contenida propiamente en Br(0) ⊆ A, y la función F : Br(0) → A es
diferenciable y

F ′(x)h =

( ∞∑

n=1

nanx
n−1

)
h.

Demostración. Proponemos la prueba de este Teorema como ejercicio.
Sugerimos el uso de la proposición 4.28 y el lema 4.31 para tal fin. �

En particular, si A es álgebra de Banach conmutativa con unidad
u, podemos considerar la función exponencial definida en la proposición
4.29 por la serie

ex =

∞∑

n=0

xn

n!
,

obtenemos aśı que para todo x ∈ A, la diferencial de ex, existe

(ex)′ =
∞∑

n=1

n
xn−1

n!
=

∞∑

n=1

xn−1

(n− 1)!
=

∞∑

n=0

xn

n!
= ex.

En este caso es fácil deducir las propiedades ex+z = exez para todo
x, z ∈ A por ser conmutativo el producto. En el caso de un álgebra
de Banach no conmutativa con unidad u, según la Proposición 4.24,
podemos definir la función exponencial:

exp : A → A

x 7→ exp(x) = ex =

∞∑

n=0

xn

n!
.

Podemos demostrar que esta función es continua y algo más, que
cuando nos restringimos a una subálgebra conmutativa de A, por ejem-
plo la menor subálgebra cerrada generada por un elemento x ∈ A,
〈x〉 = I, al considerar la aplicación

ϕ : R → I
t 7→ ϕ(t) = exp(tx) = etx,

(x está fijo), podemos concluir que ϕ es diferenciable en todo t ∈ R,
ϕ′(t) = etxx = xetx.
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Procedemos aśı: Recordamos que la subálgebra de A generada por
x, es

R[x] =
{
p(x) =

n∑

k=0

akx
k | ak ∈ R, n ∈ Z, n ≥ 0

}

el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R, evaluados en
x, la subálgebra cerrada generada será la adherencia de ésta en A, es
decir R[x], notaremos

〈x〉 = R[x] = S
esta es una subálgebra cerrada, conmutativa, con unidad u, ya que
u = 1x0 ∈ 〈x〉 = S, dejaremos como ejercicio los detalles para ver
que es subálgebra conmutativa.

∗ Nótese que exp(tx) ∈ 〈x〉 = S. Entonces

ϕ(s+ t) − ϕ(t) = exp[(s+ t)x] − exp[tx]

= exp(sx+ tx) − exp(tx)

= exp(sx) exp(tx) − exp(tx)

= exp(tx){exp(sx) − u}

= exp(tx)

∞∑

n=1

snxn

n!
,

luego

ĺıms→0
ϕ(s + t) − ϕ(t)

s
= exp(tx) ĺıms→0

1

s

∞∑

n=1

snxn

n!

= exp(tx)

[
x+ ĺıms→0

∞∑

n=2

sn−1xn

n!

]

= exp(tx)x = x exp(tx).

Podemos enunciar:

4.33 Proposición. Si A es álgebra de Banach con unidad u dado x ∈ A
fijo, la aplicación

ϕ : R → 〈x〉
t 7−→ ϕ(t) = exp(tx),
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es diferenciable en t ∈ R y

ϕ′(t) = exp(tx)x = x exp(tx).

Si A es álgebra de Banach con unidad u, entonces C(A), el centro
de A es subálgebra de A conmutativa y con unidad.

Recordamos la siguiente proposición de Algebra:

4.34 Proposición. Si R es anillo, no necesariamente conmutativo, da-
dos a1, a2 en R, entonces

(a1 + a2)n =
∑

(k1,...,kn)

ak1ak2 · · · akn
= an

1 + an
2 +

∑

(k1,...,kn)

ak1ak2 · · · akn
,

donde la suma se efectúa sobre todas las n-uplas de enteros (k1, k2, . . . , kn),
tales que 1 ≤ kj ≤ 2, para j = 1, 2, . . . , n, se obtienen 2n n-uplas, en la
segunda sumatoria debe figurar a1 y a2 por lo menos una vez en cada
sumando.

Demostración. Dejaremos la verificación de la proposición 4.34como ejer-
cicio. �

4.35 Proposición. Sea A álgebra de Banach con unidad, la aplicacion
exp : A → A es continua. Notaremos exp(x) = ex.

Demostración. Sean a, h ∈ A, notaremos a1 = a y a2 = h; como

∥∥(a1 + a2)n − an
1

∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∑

(k1,..., kn)

ak1 · · · akn

∥∥∥∥∥∥
≤
(
‖a1‖ + ‖a2‖

)n

− ‖a1‖n,

en la suma donde usamos el śımbolo
∑

, el elemento a2 = h figura en cada
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sumando en por lo menos un lugar, usando esta desigualdad obtenemos:

∥∥ea1+a2 − ea1
∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∞∑

j=0

1

n!

[
(a1 + a2)n − an

1

]
∥∥∥∥∥∥

≤
∞∑

n=0

1

n!
‖(a1 + a2)n − an

1‖

≤
∞∑

n=0

1

n!

[(
‖a1‖ + ‖a2‖

)n − ‖a1‖n
]

= e‖a1‖+‖a2‖ − e‖a1‖,

es decir:

‖ea+h − ea‖ ≤ e‖a‖+‖h‖ − e‖a‖ = e‖a‖
(
e‖h‖ − 1

)
. (∗)

Como la aplicación norma ‖ ‖ : A → R es continua y la aplicación
exponencial

e : R → R

t 7→ et = exp(t)

es continua, entonces

exp ◦‖ ‖ : A → R

x 7→ exp ◦‖x‖ = e‖x‖

es continua, por ser composición de aplicaciones continuas, por lo tanto
de (∗) deducimos la continuidad de exp : A → A. �

4.36 Definición. Si A es álgebra, un elemento a ∈ A se dice nilpotente,
si existe n entero positivo tal que an = 0, al menor de tales n se denomina
grado de nilpotencia de a.

∗ Los siguientes comentarios son válidos en anillos:

Dado un anillo R, si a, b ∈ R conmutan, es decir ab = ba entonces
vale la fórmula del binomio, es decir:

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk.
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Entonces dada A un álgebra con elemento unidad u y a elemento
nilpotente en A se obtiene que (a+u) y (a−u) son elementos inversibles
en A. En efecto, existe n entero positivo tal que an = 0 y an−1 6= 0 como
u conmuta con a, es decir au = ua = a, entonces

(u+ a+ a2 + · · · + an−1)(u− a) = u− an = u, y

(u+ a)
[
u− a+ a2 − a3 + · · · + (−1)n−1an−1

]
= u+ (−1)nan = u.

Usaremos estos comentarios posteriormente. El siguiente lema será usa-
do en la demostración de la proposición 4.38

4.37 Lema. Si A es álgebra de Banach con unidad u y (an), (bn) son
sucesiones de elementos de A tales que anbn = bnan para todo n entero
no negativo, y las series

∑∞
n=0 an,

∑∞
n=0 bn son absolutamente conver-

gentes, entonces
∑∞

n=0 cn, donde cn está dado por cn =
∑n

k=0 an−kbk,
es absolutamente convergente y

∞∑

n=0

cn =

( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
.

Demostración.

n∑

r=0

‖cr‖ ≤
n∑

r=0

∥∥∥∥∥

r∑

k=0

ar−kbk

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

r=0

‖ar‖
n∑

r=0

‖br‖ ≤
∞∑

n=0

‖an‖
∞∑

n=0

‖bn‖,

de esta desigualdad deducimos que la serie cuyo término n-ésimo es cn,
es absolutamente convergente y por lo tanto convergente. Sean

An =

n∑

r=0

ar, Bn =

n∑

r=0

br, Cn =

n∑

r=0

cr,Dn =

n∑

r=0

‖ar‖, En =

n∑

r=0

‖br‖,

y sean

λ =

∞∑

n=0

an, µ =

∞∑

n=0

bn.

Obtenemos

‖C2n − λµ‖ ≤ ‖C2n −A2nB2n‖ + ‖A2nB2n − λµ‖
≤ ‖DnEn −D2nE2n‖ + ‖A2nB2n − λµ‖,
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como la sucesión DnEn es convergente por ser las series dadas absoluta-
mente convergentes y como A2nB2n converge a λµ, concluimos entonces
que C2n converge a λµ, como la sucesión Cn es convergente entonces
ĺımn→∞Cn = λµ, es decir

∞∑

n=0

cn =

( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑

n=0

bn

)
. �

El anterior lema es válido para sucesiones que no necesariamente
commutan.

4.38 Proposición. Si A es álgebra de Banach con elemento unidad u,
si v es inversible en A, entonces para todo x ∈ A se tiene que:

i) exp(vxv−1) = v exp(x)v−1, es decir, evxv−1
= vexv−1.

ii) Si a, b ∈ A conmutan, es decir si ab = ba entonces

exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

iii) Para todo z ∈ A, exp(−z) = (exp(z))−1.

Demostración.

i) Observamos que
(
vxv−1

)n
= vxnv−1 para todo n entero no ne-

gativo, por inducción sobre n, si n = 0, o n = 1 es claro que
vx0v−1 = u =

(
vxv−1

)0
, y
(
vxv−1

)1
= vx1v−1, suponemos válida

la afirmación para n ≥ 1, obtenemos

(
vxv−1

)n+1
=
(
vxv−1

)n (
vxv−1

)
=
(
vxnv−1

) (
vxv−1

)

= vxn
(
vv−1

)
xv−1 = vxnxv−1 = vxn+1v−1.

Por tanto para todo n ≥ 0 entero,
(
vxv−1

)n
= vxnv−1. Como

para todo z,w ∈ A v(z+w)v−1 = vzv−1 +vwv−1, deducimos para
x ∈ A:

v

(
n∑

k=0

1

k!
xk

)
v−1 =

n∑

k=0

1

k!
vxkv−1 =

n∑

k=0

1

k!

(
vxv−1

)k
.
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De la continuidad del producto y convergencia de la serie exp,
obtenemos

ĺımn→∞ v

(
n∑

k=0

1

k!
xk

)
v−1 = v

(
ĺımn→∞

n∑

k=0

1

k!
xk

)
v−1 = vexv−1

= ĺımn→∞

n∑

k=0

1

k!
vxkv−1 = evxv−1.

Esto completa la prueba de i).

ii) Es consecuencia obvia del lema 4.37 anterior, pues exp(a), exp(b)
son series absolutamente convergentes, en este caso an = 1

n!a
n y

bn = 1
n!b

n, por lo tanto

cn =

n∑

k=0

an−kbk =

n∑

k=0

1

(n− k)!
an−k 1

k!
bk

=
1

n!

n∑

k=0

n!

(n− k)!
an−k 1

k!
bk =

1

n!
(a+ b)n,

luego

exp(a) exp(b) =
∞∑

n=0

1

n!
(a+ b)n = exp(a+ b).

iii) Se deduce de ii), pues como z y (−z) conmutan, obtenemos que

u = exp(0) = exp(z + (−z)) = exp(z) exp(−z) = exp((−z) + z),

por unicidad del inverso, obtenemos que exp(−z) = (exp(z))−1.
�

4.5 Aplicación a ecuaciones diferenciales

Las proposiciones 4.33 y 4.38 tienen utilidad en resolución de sis-
temas de Ecuaciones diferenciales ordinarias, como ilustración haremos
una ligera demostración de su uso, para ello enunciaremos sin demos-
trar, una proposición del algebra lineal, cuya demostración puede ser
consultada en Hoffman K, Kunze R, Linear Algebra, Second edition,
Prentice-Hall International editions.
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4.39 Proposición. Sea E = M(2×2) el espacio vectorial de las matri-
ces cuadradas de orden 2 × 2, sobre R, el cual es un álgebra de Banach
con sus operaciones usuales de adición de matrices, producto por esca-
lar, producto de matrices, con unidad, la matriz idéntica I, Se demuestra
que dada una matriz

A =

[
a b
c d

]
,

existe P matriz 2 × 2, inversible, tal que B = PAP−1 es igual a una
matriz de una de las siguientes formas:

[
u 0
0 v

]
,

[
u 1
0 u

]
,

[
u −v
v u

]
.

Dicha forma depende: i) si los valores propios u, v de A son reales
y diferentes o reales iguales u = v y se consiguen dos vectores propios
linealmente independientes asociados a u = v; ii) reales e iguales u = v
y se consigue sólo un vector propio asociado a u = v; iii) complejos
conjugados z = u+iv con v > 0 y z = u−iv , con v > 0, respectivamente.

Con ayuda de esta proposición podemos calcular fácilmente la ex-
ponencial de la matriz A, en efecto, de B = PAP−1, se obtiene que
A = P−1BP , luego eA = P−1eBP , al usar la proposición 4.38. Calcule-
mos las exponenciales de las matrices B:

i)

exp

([
u 0
0 v

])
=

∞∑

n=0

1

n!

[
u 0
0 v

]n

=

∞∑

n=0

1

n!

[
un 0
0 vn

]
=

[
eu 0
0 ev

]
.

ii) exp

([
u 1
0 u

])
, para ello observamos que

[
u 1
0 u

]
= u

[
1 0
0 1

]
+

[
0 1
0 0

]
,

el primer sumando conmuta con toda matriz, es decir es elemento
del centro de E y el segundo es matriz nilpotente,

[
0 1
0 0

]2
=

[
0 0
0 0

]
,
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por lo tanto podemos usar la proposición 4.38 y obtenemos

exp

(
u

[
1 0
0 1

])
=

∞∑

n=0

un

n!

[
1 0
0 1

]n

=

∞∑

n=0

un

n!

[
1 0
0 1

]

= eu
[
1 0
0 1

]
.

exp

([
0 1
0 0

])
=

∞∑

n=0

1

n!

[
0 1
0 0

]n

=

[
1 0
0 1

]
+

[
0 1
0 0

]

=

[
1 1
0 1

]

Luego

exp

([
u 1
0 u

])
= exp

(
u

[
1 0
0 1

])
exp

([
0 1
0 0

])

= eu
[
1 0
0 1

] [
1 1
0 1

]

= eu
[
1 1
0 1

]
.

iii) exp

([
u −v
v u

])
.

Para calcular esta exponencial, observamos que si

C =

{[
u −v
v u

]
: u, v ∈ R

}
,

entonces al restringir las operaciones de E, suma y producto de
matrices, y producto por escalar real, C es un cuerpo conmutativo,
además [

u −v
v u

]
6=
[
0 0
0 0

]

si y solo si u2 + v2 > 0. Entonces la aplicación

F : C → C
[
u −v
v u

]
7→ u+ iv,
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establece un isomorfismo entre estos dos cuerpos (i2 = −1); tam-
bién si λ ∈ R y A ∈ C, entonces F (λA) = λF (A). Como podemos
también considerar C como subálgebra de Banach de E, F es lineal
continua, preserva ĺımites, por lo tanto a

exp

([
u −v
v u

])
= ĺımn→∞

n∑

k=0

1

k!

[
u −v
v u

]k

le asociamos el complejo

ĺımn→∞

n∑

k=0

1

k!
(u+ iv)k = eu+iv = eueiv

= eu(cos(v) + i sen(v))

= eu cos(v) + ieu sen(v),

por lo tanto:

exp

([
u −v
v u

])
= eu

[
cos(v) − sen(v)
sen(v) cos(v)

]
,

pues

F

(
exp

([
u −v
v u

]))
= ĺımn→∞ F

(
n∑

k=0

1

k!

[
u −v
v u

]k
)

= ĺımn→∞

n∑

k=0

1

k!
(u+ iv)k = eu+iv.

Esto muestra la manera de calcular la exponencial de matrices de
tamaño 2 × 2.

Para el caso n× n, donde n ≥ 3, se requiere usar la forma canónica
de Jordan. Se recomienda ver el citado libro Linear Algebra de Hoffman-
Kunze. Ilustraremos esta teoŕıa con una aplicación a solución de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

4.40 Proposición. Sea A = (aij) matriz de orden n × n con coefi-
cientes en R, constantes, entonces la ecuación diferencial x′(t) = Ax,
con condición inicial x(0) = b, donde b, x(t) son vectores columna, de
n componentes, posee solución dada por ϕ(t) = exp(tA)b y cualquier
solución es de esta forma, ϕ : R → Rn.
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Demostración. Es claro que ϕ(0) = exp(0)b = b y ϕ′(t) = A exp(tA)b =
Aϕ(b), luego ϕ(t) es solución. Sea entonces g : R → Rn otra solución, es
decir g′(t) = Ag(t) y g(0) = b, la función φ(t) = exp(−tA)g(t) es tal que

φ′(t) = −A exp(−tA)g(t) + exp(−tA)g′(t)

= −Aφ(t) + exp(−tA)Ag(t)

= A(−φ(t) + exp(−tA)g(t))

= A(−φ(t) + φ(t))

= 0,

es decir que φ′(t) = 0 para todo t en R, concluimos que φ(t) = c (vector
constante), usando teorema que demostraremos en el Caṕıtulo V, como
φ(0) = exp(−0A)g(0) = b, entonces exp(−tA)g(t) = b, por lo tanto
g(t) = exp(tA)b. �

Sea

A =

[
2 −1
0 2

]
,

entonces el sistema X ′ = AX, donde X =

[
x1

x2

]
, posee solución de la

forma X(t) = exp(tA)b, donde b es vector columna de tamaño 2 × 1,
constante; en este caso, A es suma de una matriz escalar 2I, I la matriz
idéntica y de una matriz nilpotente N ,

A =

[
2 0
0 2

]
+

[
0 −1
0 0

]
, N =

[
0 −1
0 0

]
,

luego

exp(tA) = exp(2tI) exp(tN)

=

[
e2t 0
0 e2t

]([
1 0
0 1

]
+

[
0 −t
0 0

])

= e2t

[
1 −t
0 1

]
,

luego las soluciones de X ′ = AX son de la forma

X = e2t

[
1 −t
0 1

] [
b1
b2

]
= e2t

[
b1 − tb2
b2

]
, es decir, si X =

[
x1

x2

]
,

entonces x1 = e2t(b1 − tb2) y x2 = b2e
2t.
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4.6 Ejercicios

1) Sea A álgebra de Banach con identidad u, a ∈ A tal que a no es
inversible, demuestre:

i) Que para todo λ ∈ R, λa, no es inversible en A.

ii) Si F es el conjunto de elementos de A que no son inversibles en
A, F es conexo, es decir, no existen abiertos no vaćıos disjuntos
V,W de F , tales que F = V ∪W.

2) Sea E espacio vectorial normado A ⊆ E abierto, A álgebra de
Banach, f, g funciones definidas en A, f, g : A→ A diferenciables
en a ∈ A, pruebe que el producto de f por g es diferenciable en a,
donde f · g(x) = f(x) · g(x), para x ∈ A. ¿Es

(f2)′(a)(h) = 2f(a)f ′(a)(h)?

3) Sea E espacio vectorial normado, U ⊆ E abierto, A álgebra de
Banach, con unidad u y f una aplicación f : U → A, tal que
f(U) ⊆ G,G el abierto de los elementos inversibles de A, muestre
que la aplicación

g : U → G
x 7→ g(x) = (f(x))−1,

es diferenciable si f lo es, exhiba fórmula para g′(x)(h) y una más
expĺıcita para el caso E = R y U intervalo abierto de R.

4) Sea A algebra de Banach conmutativa, f : A → A aplicación
diferenciable, tal que f

′

(x)(h) = hf(x), demuestre que existe a ∈
A, constante, tal que

f(x) = aexp(x) = aex.

(Sugerencia: Considere: exp(−x)f(x), y teorema ?? o proposición
??)

5) Considere E = C1
(
[0, 1],R

)
el espacio vectorial de las aplicaciones

definidas en [0, 1], a valor real, diferenciables con derivada conti-
nua, con la norma

‖f‖ = máx
{
‖f‖∞; ‖f ′‖∞

}
,
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donde
‖g‖∞ = sup

{
|g(t)| : t ∈ [0, 1]

}
,

para g ∈ C
(
[0, 1],R

)
= F, el espacio vectorial normado (con la

anterior norma ‖g‖∞) de las aplicaciones continuas definidas en
[0, 1], a valor real, con las anteriores normas E, F son espacios de
Banach, consideramos la aplicación

φ : E → F

f 7→ φ(f)

definida por φ(f)(x) = exp(f ′(x)). Muestre que φ es diferenciable
en f , para toda f ∈ F, calcule φ′(f), aún más, φ es de clase C∞.

6) Considere el espacio vectorial E = M(n × n) de las matrices cua-
dradas n × n, con elementos reales, F = M

(
(n − 1) × (n − 1)

)

el espacio de las matrices cuadradas de orden (n − 1) × (n − 1)
con una cualesquiera de sus normas, y sea Cik : E → F defini-
da por Cik(A) = La matriz obtenida de A por cancelar la i-fila
y la k-columna de A; muestre que Cik es lineal continua, fijados
i, k ∈ {1, 2, . . . , n}, entonces considere det ◦Cik : E → R, por lo
tanto (−1)i+k det ◦Cik = gik es continua, demuestre entonces que
la aplicación Adj : E → E donde Adj(X) = adjunta de la matriz
X,es continua, Adj(X) =

(
adik(X)

)
, donde adik(X) = elemento

de la i-ésima fila y columna k-ésima de la matriz adjunta de X, el
cual es definido en álgebra lineal por adik(X) = gki(X). Usando lo
anterior concluya que la aplicación inv : G → G del abierto de las
matrices inversibles de E en si mismo inv(X) = X−1, es continua,
aun más C∞.

7) Un álgebra asociativa A, con unidad u se dice un álgebra de di-
visión si dados a, b ∈ A, las ecuaciones ax = b, xa = b admiten
solución en A, para a 6= 0, demuestre que esto es equivalente a que
los no nulos de A, forman un grupo multiplicativo para el producto
ii). Si A es álgebra normada de dimensión finita, y su norma con
respecto a una base v1, v2, . . . , vn de A satisface que si

a =
n∑

i=1

αivi, (αi ∈ R),

entonces

‖a‖ =
n∑

i=1

α2
i
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y además
‖ab‖ = ‖a‖‖b‖,

para a, b ∈ A, expresados en función de la base dada. Entonces A
es álgebra de división.

8) Sea E espacio vectorial sobres R y ‖.‖1, ‖.‖2 dos normas en E

tales que E es de Banach respecto de ambas. Demuestre que las
dos normas son equivalentes si y solo existe c > 0 tal que ‖x‖1 ≤
c‖x‖2 para todo x ∈ E. (Sugerencia: usar teorema de isomorfia de
Banach).

9) Sea E, F espacios de Banach. Demuestres que E × F es de Banch
con la norma ‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖. Esto implica que A×A es de
Banach cuando A es algebra de Banach.
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CAṔITULO 5

Desigualdad del valor medio

Pretendemos en este caṕıtulo generalizar el teorema clásico del va-
lor medio para aplicaciones diferenciales de variable real a valor real,
aśı como sus consecuencias inmediatas. Mostraremos que en general no
se puede enunciar un teorema de igualdad del valor medio, sino uno de
desigualdad del valor medio, lo cual implica los mismos resultados que
el de la igualdad. Iniciamos recordando dos teoremas clásicos.

5.1 Teorema (Teorema de Rolle). Sean a, b números reales, a < b y
f : [a, b] → R continua, diferenciable en (a, b). Si f(a) = f(b) entonces
existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = 0.

Demostración. Por ser f continua en [a, b] y por ser [a, b] compacto
en R, f toma máximo y mı́nimo, sean m = mı́n

{
f(x) | x ∈ [a, b]

}
y

M = máx
{
f(x) | x ∈ [a, b]

}
. Es claro que m ≤ f(x) ≤ M para todo

x ∈ [a, b]. Si m = M entonces f es constante. Sea f no constante, es
decir que m < M , puede suceder:

i) f(a) < M , como f(a) = f(b) < M , existe c ∈ (a, b) tal que

208
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M = f(c), tenemos

f(c+ h) − f(c)

h
≤ 0 si h > 0,

f(c+ h) − f(c)

h
≥ 0 si h < 0.

Esto implica que f ′(c) = 0.

ii) f(a) = M . En este caso m < M = f(a) = f(b), luego existe
d ∈ (a, b) tal que f(d) = m, tenemos

Lo anterior implica que f ′(d) = 0. Esto completa la prueba. �

5.2 Teorema (Teorema de igualdad del Valor Medio).

i) Sean a y b números reales con a < b, f : [a, b] → R, continua
en [a, b], diferenciable en (a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que
f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a).

ii) (Teorema generalizado del valor medio) [Cauchy] Sean a, b ∈ R,
a < b, f, g : [a, b] → R continuas en J = [a, b] diferenciables en
(a, b). Entonces existe c ∈ (a, b) tal que

(
f(b) − f(a)

)
g′(c) =

(
g(b) − g(a)

)
f ′(c).

Geométricamente el teorema dice en i): en el gráfico de la curva y =
f(x), si A,B los puntos de coordenadas A =

(
a, f(a)

)
, y B =

(
b, f(b)

)
,

la pendiente de la recta que une A y B es f(b)−f(a)
b−a

, entonces existe

c ∈ (a, b) tal que en el punto C =
(
c, f(c)

)
, la tangente a la curva en C,

es paralela a la recta que une a A con B, es decir:

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b− a
.

Demostración. Veamos i) (véase la gráfica 5.1): si f(a) = f(b) la afir-
mación se deduce del teorema de Rolle. Supongamos f(a) 6= f(b), con-
sideramos D(x) = f(x) − L(x), donde

L(x) =
f(b) − f(a)

b− a

(
x− a

)
,
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(a, f(a))

a x b

L

f

(b, f(b))

b

Figura 5.1. Teorema del valor medio.

donde x ∈ [a, b], D es continua en [a, b], diferenciable en (a, b),

D(a) = f(a) − L(a) = f(a), D(b) = f(b) − L(b) = f(a),

luego D(a) = D(b), D satisface las hipótesis del teorema de Rolle, por
lo tanto existe c ∈ (a, b) tal que

D′(c) = 0 = f ′(c) − f(b) − f(a)

b− a
,

esto demuestra i).

Veamos ii) observamos que i) es el caso particular de ii) cuando
g(x) = x, esto nos sugiere considerar:

φ(x) =
(
g(b) − g(a)

)
f(x) −

(
f(b) − f(a)

)
g(x),

se observa que φ(a) = φ(b) y φ satisface las otras hipótesis del teorema
de Role 5.1, luego existe c ∈ (a, b) tal que φ′(c) = 0. Esto demuestra ii).
El teorema está demostrado. �

La afirmación i) del teorema 5.1 anterior puede escribirse aśı: existe
θ ∈ (0, 1) tal que si h = b− a, entonces f(b) − f(a) = hf ′(a + θh) para
algún θ, 0 < θ < 1. A continuación mostraremos algunas proposiciones
deducibles de este teorema: Una aplicación interesante es la regla de
Höpital, ver ejercicio 5.5.

5.3 Proposición. Sea f : [a, b] → R continua, diferenciable en (a, b),
f ′(t) = 0 para todo t ∈ (a, b), entonces f es constante en [a, b].
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Demostración. Sean x, y ∈ [a, b], x < y.f satisface las hipótesis del teo-
rema 5.2 en el intervalo [x, y], por lo tanto existe z ∈ (x, y) tal que

f(y) − f(x) = (y − x)f(z) = 0,

luego f(y) = f(x). El rećıproco es obvio. �

5.4 Proposición. Si f : [a, b] → R continua en [a, b], diferenciable en
(a, b).

i) Si f ′(t) ≥ 0 para todo t en (a, b) entonces f es monótona creciente.

ii) Si f ′(t) > 0 para todo t en (a, b) entonces f es estrictamente cre-
ciente (por lo tanto uno a uno).

Demostración. Ejercicio. (ver ejercicio 5.4) �

Una proposición análoga se obtiene al reemplazar las hipótesis por
f ′(t) ≤ 0,

(
f ′(t) < 0

)
, para concluir monótona decreciente (estrictamen-

te decreciente).

⋆ El teorema del valor medio y la proposición 5.4 anterior se usan
para demostrar desigualdades, por ejemplo la Desigualdad de Bernoulli.
Sea m ∈ R, 0 6= m 6= 1 fijo. Entonces para todo x ∈ R, x > −1, x 6= 0
se tiene:

(1 + x)m > 1 +mx si m < 0 o m > 1 (a)

(1 + x)m < 1 +mx si 0 < m < 1 (b)

Demostraremos

a) sea f(x) = (1 + x)m − (1 + mx) para x > −1. Como f es dos
veces diferenciable para x > −1, vemos que f(0) = 0 y f ′(x) =
m
(
(1 + x)m−1 − 1

)
, y f ′′(x) = m(m − 1)(1 + x)m−2, obtenemos:

i) caso m < 0, y sea −1 < x < 0, deducimos que f ′(x) < 0 y
f”(x) > 0 luego f ′ es estrictamente creciente en (−1, 0), además
f ′ < 0 en (−1, 0); f ′ > 0 en (0,∞). Entonces f es decreciente en
(−1, 0), por lo tanto f(x) > 0 si x ∈ (−1, 0).

Si x > 0 y m < 0, como 1 < x+ 1,
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obtenemos que

f ′(x) = m(1 + x)m−1 −m > 0, luego f es creciente en (0,∞).

Deducimos que f(x) > 0 si −1 < x 6= 0, y por lo tanto obtenemos
a), en caso de ser m < 0. ii) Caso m > 1, entonces f ′(x) > 0, luego
f es estrictamente creciente, como f(0) = 0, entonces fx) > 0,
deducimos entonces de i) y ii) que f(x) > 0 si −1 < x 6= 0. Esto
completa la demostración de a).

b) 0 < m < 1, es tratado de manera semejante.

5.5 Proposición. Sea f : [a, b] → R, continua en [a, b], c ∈ (a, b),
suponemos que f es diferenciable en (a, b) − {c}, es decir, salvo en c, y
además existe

ĺımx→c f
′(x) = T,

entonces f es diferenciable en c, y f ′(c) = T .

Demostración. Como c ∈ (a, b) existe δ > 0 tal que
(
c−δ, c+δ

)
⊂ (a, b),

luego |h| < δ implica que c+h ∈ (a, b); en el intervalo [c, c+h], si h > 0,
f es continua y diferenciable en (c, c + h) luego existe z ∈ (c, c + h)
tal que f(c + h) − f(c) = hf ′(z), y como existe el ĺımx→c f

′(x) = T ,
obtenemos que existe

ĺımh→0
h>o

f(c+ h) − f(c)

h
= ĺımh→0

h>o
f ′(z) = T. (A)

Análogamente, si h < 0, en el intervalo [c + h, c], f es continua y
diferenciable en (c+h, c) luego existe v ∈ (c+h, c) tal que f(c+h)−f(c) =
hf ′(v), luego existe

ĺımh→0
h<o

f(c+ h) − f(c)

h
= ĺım h→0

h<o f
′(v) = T. (B)

De (A) y (B) deducimos que existe f ′(c) = T . �

5.6 Proposición. Sea f : [a, b] → R, continua, diferenciable en (a, b)
entonces

∣∣f(b) − f(a)
∣∣ ≤

∣∣b− a
∣∣ sup

{
f ′(z) : z ∈ (a, b)

}
.
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Demostración. Por el teorema del Valor Medio, f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a)
para algún c ∈ (a, b), aśı que:

∣∣f(b) − f(a)
∣∣ =

∣∣b− a
∣∣∣∣f ′(c)

∣∣ ≤ |b− a| sup
{∣∣f ′(z)

∣∣ : z ∈ (a, b)
}
. �

5.7 Nota. Esta proposición la generalizaremos para obtener resultados,
pues el teorema de igualdad del valor medio no es generalizable cuando
el codominio es de dimensión mayor o igual a dos, los dos siguientes
ejemplos ilustran la afirmación.

5.8 Ejemplo.

i) Sea

f : R → R2

t 7→ f(t) =
(
cos(t), sen(t)

)
,

f ′(t) =
(
− sen(t), cos(t)

)
para t en R, en el intervalo [−π, π], obte-

nemos f(π) = (−1, 0) = f(−π), luego f(π) − f(−π) = (0, 0); pero
no existe c ∈ (−π, π) tal que (0, 0) = 2πf ′(c), ya que para todo
t ∈ R, ‖f ′(t)‖ = 1.

ii) Sea

f : R → R2

t 7→ f(t) =
(
t2, t5

)
,

f ′(t) = (2t, 5t4) para todo t ∈ R; en el intervalo [−1, 1], tenemos
que

f(1) − f(−1) = (0, 2) 6= 2(2t, 5t4) para todo t ∈ (0, 1).

5.9 Definición. Sean (E, ‖ ‖) espacio vectorial normado; a, b ∈ E, lla-
maremos segmento cerrado de extremos a y b al conjunto

[a, b] =
{
x ∈ E | x = a+ t(b− a), t ∈ [0, 1]

}
,

y llamaremos segmento abierto de extremos a y b al conjunto

(a, b) =
{
x ∈ E | x = a+ t(b− a), t ∈ (0, 1)

}
.
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Nótese: si

ϕ : R → E

t 7→ ϕ(t) = a+ t(b− a)

entonces ϕ es diferenciable en R, ϕ′(t) ≡ (b−a), ϕ′(t)s = s(b−a). Como
[0, 1] es compacto en R, ϕ

(
[0, 1]

)
= [a, b] es compacto en E, si a 6= b, ϕ

es uno a uno.

5.10 Proposición. Sea
(
E, ‖ ‖

)
espacio vectorial normado, A ⊂ E

abierto, a, b ∈ A, a 6= b, [a, b] ⊂ A, f : A → R aplicación diferenciable
en A, entonces existe c ∈ (a, b) tal que

f(b) − f(a) = f ′(c)(b− a).

Demostración. Consideramos

ϕ : R → E

t 7→ ϕ(t) = a+ t(b− a).

La aplicación

g : [0, 1] → R

t 7→ g(t) = (f ◦ ϕ)(t) = f
(
ϕ(t)

)

será continua en [0, 1], diferenciable en (0, 1) por serlo ϕ en (0, 1) y f en
ϕ(t), la regla de la cadena nos implica que

g′(t) = f ′
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t)

y el teorema del valor medio aplicado a g:

g(1) − g(0) = g′(θ)(1 − 0) = g′(θ)

para algún θ ∈ (0, 1) es decir

f(b) − f(a) = f ′
(
(θ)
)
· (b− a) = f ′

(
a+ θ(b− a)

)
· (b− a).

Esto prueba la proposición con c = a+ θ(b− a) ∈ (a, b). �

Podemos debilitar el ser f diferenciable en A en la Proposición 5.10,
aśı:
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5.11 Corolario (Teorema del valor medio para aplicaciones de E en R).
Sean E espacio de Banach A ⊂ E abierto, f : A → R. Suponemos que
a ∈ A y h ∈ E, son tales que [a, a+h] ⊂ A y f restringida a [a, a+h] es
continua y para todo x ∈ (a, a+ h) existe la derivada direccional ∂hf(x)
de f en x, en la dirección h. Entonces existe t ∈ (0, 1), tal que

f(a+ h) − f(a) = ∂hf(a+ th).

Demostración. Definimos la función φ : I = [0, 1] → R, para s ∈ I, por
f(a + sh), por las hipótesis sobre f , φ es continua en I y diferenciable
en (0, 1), luego vale el teorema 5.2, entonces existe t ∈ (0, 1), tal que

φ(1) − φ(0) = φ′(t) = ∂h(a+ th),

es decir que

f(a+ h) − f(a) = ∂hf(a+ th) para algún t ∈ (0, 1). �

5.12 Nota. La existencia de ∂vf(x) en todo punto de (a, a+ v) implica
la continuidad de f restringida a (a, a+v) pero no en [a, a+v]. Tenemos
en el caso dimensión finita, usando que en Rn, si un conjunto A es abierto
conexo, entonces es conexo por caminos, dos puntos cualesquiera de A
pueden ser unidos por una poligonal contenida en A, podemos enunciar:

5.13 Corolario. Sean Rn, A ⊂ Rn, abierto conexo f : A → R, para
la cual existen las derivadas direccionales de f en todo punto de A y
∂vf(x) = 0 para todo x ∈ A y toda dirección v ∈ Rn. Entonces f es
constante en A.

Demostración. Ejercicio, consultar textos referencia como el Análisis
Matemático de Apostol Thom. �

Mejoraremos estos resultados.

5.1 La desigualdad del valor medio

Generalizamos los resultados de la sección anterior a espacios nor-
mados. El teorema 5.14 es un resultado preliminar.
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5.14 Teorema. Sean
(
E, ‖ ‖

)
espacio vectorial normado; a, b ∈ R, a <

b; f, g funciones definidas en [a, b] continuas, diferenciables en (a, b),

f : [a, b] → E y g : [a, b] → R,

tales que
∥∥f ′(t)

∥∥ ≤ g′(t) para todo t ∈ (a, b).

Entonces ∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ g(b) − g(a).

Demostración. Sea ε > 0, fijo. Consideramos

ψ : [a, b] → R

t 7→ ‖f(t) − f(a)‖ −
(
g(t) − g(a)

)
− ε(t− a) = ψ(t).

Es claro que ψ es continua, por serlo f, g y la norma continua en E. El
conjunto (−∞, ε] es cerrado en R, luego ψ−1

(
(−∞, ε]

)
es cerrado, por

lo tanto

S = ψ−1
(
(−∞, ε]

)
∩ [a, b] =

{
x ∈ [a, b] : ψ(x) ≤ ε

}

es cerrado en R, por ser intersección de dos cerrados. ψ(a) = 0 ≤ ε,
luego a ∈ S, por lo tanto S es no vaćıo, b es cota superior de S, luego
existe c = sup(S), el supremum de S, como S es cerrado, c ∈ S, aśı que

ψ(c) =
∥∥f(c) − f(a)

∥∥−
(
g(c) − g(a)

)
− ε(c − a) ≤ ε (A)

Como ψ es continua en a, y ψ(a) = 0, existe δ1 > 0, tal que

0 < |t− a| < δ1, t ∈ [a, b] → ψ(t) ≤
∣∣ψ(t)

∣∣ < ε. (B)

Es decir que existe t > a tal que ψ(t) < ε; luego a < c ≤ b. Mostrare-
mos que c = b. Supongamos que a < c < b. Como f, g son diferenciables
en c, existen δ2, δ3 > 0 tales que si 0 < |h| < δj (donde (j = 2, 3))
implican que c+ h ∈ (a, b).

f(c+ h) = f(c) + f ′(c)h + r2(h),

g(c + h) = g(c) + g′(c)h + r3(h),
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donde rj(h) < 1
2ε|h| para j = 2, 3. Escogemos δ = mı́n{δ1, δ2, δ3}, obte-

nemos: si 0 < |h| < δ entonces c+ h ∈ (a, b) y

∥∥f(c+ h) − f(c) − f ′(c)h
∥∥ =

∥∥r2(h)
∥∥ < 1

2
ε|h| (C)

∣∣g(c + h) − g(c) − g′(c)h
∣∣ = |r3(h)| < 1

2
ε|h| (D)

Por otro lado, por hipótesis, como a < c < b,
∥∥f ′(c)

∥∥ ≤ g′(c). (E)

Como ψ(c) ≤ ε, obtenemos que:
∥∥f(c) − f(a)

∥∥ ≤ g(c) − g(a) + ε(c− a) + ε (F )

Si 0 < h < δ, tenemos:
∥∥f(c+ h) − f(a)

∥∥ ≤
∥∥f(c+ h) − f(c)

∥∥+
∥∥f(c) − f(a)

∥∥

<
1

2
ε|h| +

∥∥f ′(c)h
∥∥ +

∥∥f(c) − f(a)
∥∥

≤ 1

2
ε|h| +

∥∥f ′(c)
∥∥|h| +

∥∥f(c) − f(a)
∥∥.

Luego, para 0 < h < δ, tenemos:

∥∥f(c+ h) − f(a)
∥∥ ≤ 1

2
ε|h| + g′(c)|h| + g(c) − g(a) + ε(c− a) + ε

≤ 1

2
εh+ g′(c)h + g(c) − g(a) + ε(c− a) + ε

De (D) deducimos que para 0 < h < δ

−1

2
εh < g(c + h) − g(c) − g′(c)h <

1

2
εh,

luego:

g′(c)h < g(c+ h) − g(c) +
1

2
εh,

por lo tanto:
∥∥f(c+ h) − f(a)

∥∥ ≤ εh+ g(c + h) − g(c) + g(c) − g(a) + ε(c− a) + ε

< g(c + h) − g(a) + ε(c+ h− a) + ε,
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218 CAṔITULO 5. DESIGUALDAD DEL VALOR MEDIO

o sea que:

ψ(c+ h) =
∥∥f(c+ h) − f(a)

∥∥−
(
g(c + h) − g(a)

)
− ε(c+ h− a) ≤ ε,

esto implica que (c+ h) ∈ S, y como c+ h > c se contradice la elección
de c. Luego debe ser c = b. Obtenemos

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ g(b) − g(a) − ε(b− a) + ε,

para ε > 0 arbitrario, deducimos:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ g(b) − g(a). �

5.15 Corolario. Sean a, b ∈ R, a < b. Si f : [a, b] → E es continua
en [a, b] y diferenciable en (a, b), y

∥∥f ′(t)
∥∥ ≤ M para todo t ∈ (a, b),

entonces ∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤M(b− a).

Demostración. Consideramos

g : [a, b] → R

t 7→ g(t) = Mt

para t ∈ (a, b), g es diferenciable en (a, b) y

g′(t) : R → R

h 7→ g′(t)h = hM,

luego
∥∥f ′(t)

∥∥ ≤M = ‖g′(t)‖, y por el teorema 5.14, obtenemos que

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ g(b) − g(a) = M(b− a). �

5.16 Corolario. Sean a, b ∈ R, a < b. Si f : [a, b] → E continua en
[a, b], diferenciable en (a, b), entonces para todo v ∈ E tenemos:

∥∥f(b) − f(a) − (b− a)v
∥∥ ≤ (b− a) sup

{∥∥f ′(t) − v
∥∥ : t ∈ (a, b)

}
.

Demostración.

i) Si sup
{∥∥f ′(t)− v

∥∥ : t ∈ (a, b)
}

= +∞, la desigualdad es evidente.
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ii) Suponemos que
{∥∥f ′(t)‖ : t ∈ (a, b)

}
es acotado superiormente,

luego existe

m = sup
{∥∥f ′(t)

∥∥ : t ∈ (a, b)
}
<∞,

por lo tanto
∥∥f ′(t)

∥∥ ≤ m para todo t ∈ (a, b).

Obtenemos:

∥∥f ′(t) − v
∥∥ ≤

∥∥f ′(t)
∥∥ + ‖v‖ ≤ m+ ‖v‖ = A > 0,

luego existe M = sup
{∥∥f ′(t) − v

∥∥ : t ∈ (a, b)
}
,M ≤ A < ∞. La

función

ϕ : [a, b] → E

t 7→ ϕ(t) = f(t) − tv,

es continua en [a, b], diferenciable en (a, b).

ϕ′(t)h = f ′(t)h− hv,

por el corolario 5.15 aplicado a ϕ, obtenemos:

∥∥ϕ(b)−ϕ(a)
∥∥ ≤ (b−a) sup

{∥∥f ′(t)−v
∥∥ : t ∈ (a, b)

}
= (b−a)M. �

Los siguientes teoremas son también corolarios del teorema 5.14

5.17 Teorema. Sean E,F espacios normados, A ⊂ E abierto, f : A→ F

diferenciable en A. Si a, b ∈ A son tales que [a, b] ⊂ A, entonces:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ ‖b− a‖ sup

{∥∥f ′(x)
∥∥ : x ∈ (a, b)

}

= ‖b− a‖ sup

{∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)∥∥∥ : t ∈ (0, 1)

}
.

Demostración. Suponemos que M = sup
{∥∥f ′(x)

∥∥ : x ∈ (a, b)
}
< ∞,

pues en caso contrario la desigualdad es evidente. Definimos

ψ : [0, 1] → E

t 7→ ψ(t) = a+ t(b− a),
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es claro que ψ
(
[0, 1]

)
= [a, b] y ψ es diferenciable en (0, 1), ψ′(t) = (b−a),

consideramos la función ϕ = f ◦ ψ : [0, 1] → F, ϕ es continua en [0, 1] y
diferenciable en (0, 1),

ϕ′(t) = f ′
(
ψ(t)

)
◦ ψ′(t) = f ′

(
a+ t(b− a)

)
◦ (b− a),

luego:

∥∥ϕ′(t)
∥∥ =

∥∥∥f ′
(
ψ(t)

)
◦ ψ′(t)

∥∥∥

=
∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)
◦ (b− a)

∥∥∥

≤
∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)∥∥∥‖b− a‖.

Si α = ‖b − a‖M , obtenemos que
∥∥ϕ′(t)

∥∥ ≤ α para todo t ∈ (0, 1)
usamos el corolario 5.11 aplicado a la función ϕ y deducimos:

∥∥ϕ(1) − ϕ(0)
∥∥ ≤ α,

como ϕ(1) = f(b), ϕ(0) = f(a), tenemos finalmente:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ α = ‖b− a‖ sup

{∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)∥∥∥ : t ∈ (0, 1)

}
. �

5.18 Corolario. Sean E,F espacios normados, A ⊂ E abierto convexo,
f : A → F, diferenciable en A, además existe M > 0 tal que

∥∥f ′(x)
∥∥ ≤

M para todo x ∈ A, entonces

∥∥f(x) − f(y)
∥∥ ≤M‖x− y‖ para todo x, y ∈ A.

Demostración. Dejaremos su prueba como ejercicio. �

5.19 Corolario. Sean E,F espacios normados, A ⊂ E abierto f : A→ F

diferenciable en A, a, b puntos de A tales que [a, b] ⊂ A y T ∈ L(E,F).
Tenemos:

∥∥f(b) − f(a) − T (b− a)
∥∥ ≤ ‖b− a‖ sup

{∥∥f ′(x) − T
∥∥ : x ∈ (a, b)

∥∥∥.

Demostración. Basta aplicar el teorema 5.17 a la función ϕ = f − T :
A→ F. Obtenemos:

∥∥ϕ(b) − ϕ(a)
∥∥ ≤ ‖b− a‖ sup

{∥∥ϕ′(x)
∥∥ : x ∈ (a, b)

}
.
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El corolario está demostrado pues ϕ(b) = f(b) − T (b), y ϕ(a) =
f(a) − T (a). �

Los siguientes teoremas mejoran en algún sentido los anteriores.

5.20 Teorema. Sean A ⊂ R abierto, F espacio normado, f : A →
F, a, b ∈ A, tal que [a, b] ⊂ A. Suponemos a < b, f continua en [a, b] y
diferenciable en (a, b), entonces:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ |b− a| sup

{∥∥f ′(z)
∥∥ : z ∈ (a, b)

}
.

Demostración. Nuevamente, si
{∥∥f ′(x)

∥∥ : x ∈ (a, b)
}

no está acotado

superiormente, su sup será +∞ y la desigualdad será evidente. Supone-
mos que

M = sup
{∥∥f ′(x)

∥∥ : x ∈ (a, b)
}
.

Luego
∥∥f ′(x)

∥∥ ≤M para todo x ∈ (a, b). Consideramos la función

g : [a, b] → R

t 7→ g(t) = Mt.

Las funciones g y f satisfacen las hipótesis del teorema 5.14, g′(t) =
M , obtenemos:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ g(b) − g(a) = (b− a)M. �

5.21 Teorema (Desigualdad del valor medio). Sean E,F espacios nor-
mados A ⊂ E abierto, a, b ∈ A, a 6= b, tales que [a, b] ⊂ A, f : A → F,
continua en [a, b], diferenciable en (a, b), entonces:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ ‖b− a‖ sup

{∥∥f ′(x)
∥∥ : x ∈ (a, b)

}
.

Demostración. Sea M = sup
{∥∥f ′(x)

∥∥ : x ∈ (a, b)
}

, si M = ∞, la

desigualdad es evidente, por ello suponemos M < ∞. Consideramos la
función

ψ : [0, 1] → E

t 7→ ψ(t) = a+ t(b− a),
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es continua en [0, 1], diferenciable en (0, 1), ψ
(
[0, 1]

)
= [a, b], ψ′(t) =

(b − a), luego la aplicación ϕ = f ◦ ψ : [0, 1] → F es diferenciable en
(0, 1),

ϕ′(t) = f ′
(
a+ t(b− a)

)
◦ (b− a), ϕ′(t) ∈ L(E,F), por lo tanto :

∥∥ϕ′(t)
∥∥ =

∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)
◦ (b− a)

∥∥∥

≤
∥∥∥f ′
(
a+ t(b− a)

)∥∥∥
∥∥(b− a)

∥∥

≤ ‖b− a‖M.

Luego si

g : [0, 1] → R

t 7→ g(t) = M‖b− a‖t,

las funciones ϕ y g satisfacen las hipótesis del teorema 5.14, por lo tanto:

∥∥ϕ(1) − ϕ(0)
∥∥ ≤ g(1) − g(0),

finalmente deducimos que:

∥∥f(b) − f(a)
∥∥ ≤ ‖b− a‖M,

pues ϕ(1) = f(b) y ϕ(0) = f(a). �

Los corolarios anteriormente obtenidos, se mejoran aśı:

5.22 Teorema. Sean E,F espacios normados A ⊂ E abierto, f : A →
F, f continua en A, c ∈ A, f diferenciable en A−{c}. Si existe ĺımx→c f

′(x) =
T ∈ L(E,F), entonces existe f ′(c) = T .

Demostración. Mostraremos que

f(c+ h) = f(c) + T (h) + r(h), donde r(h) = f(c+ h) − f(c) − T (h).

Consideramos h tal que [c, c + h] ⊂ A, esto es posible por ser A
abierto y c ∈ A, existe δ1 > 0 tal que B(c, δ1) ⊂ A, si ‖h‖ < δ1 implica
que c + h ∈ A. Consideramos h 6= 0 y ‖h‖ < δ1, la función f satisface
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las hipótesis del corolario 5.14 al teorema 5.13 por lo tanto si b = c+ h,
obtenemos:

∥∥r(h)
∥∥ =

∥∥f(c+h)−f(c)−T (h)
∥∥ ≤ ‖h‖ sup

{∥∥f ′(z)−T
∥∥ : z ∈ (c, c+h)

}
,

luego, para h 6= 0,

0 ≤
∥∥r(h)

∥∥
‖h‖ ≤ sup

{∥∥f ′(z) − T
∥∥ : z ∈ (c, c+ h)

}

= sup

{∥∥∥f ′
(
c+ th)

)
− T

∥∥∥ : t ∈ (0, 1)

}
,

como existe

ĺımh→0 f
′(c+ th) = T,

obtenemos

0 ≤ ĺımh→0

∥∥r(h)
∥∥

‖h‖ ≤ ĺımh→0 sup
∥∥f ′(c+ th) − T

∥∥ = 0,

por lo tanto

ĺımh→0

∥∥r(h)
∥∥

‖h‖ = 0.

Luego f es diferenciable en c y f ′(c) = T . �

5.23 Ejemplo. Sea

f : R → R

t 7→ f(t) = exp

(
− 1

t2

)

si t 6= 0, f(0) = 0, entonces f es diferenciable en cero y f ′(0) = 0.
Usamos el teorema 5.13, pues existe f ′(x) para todo x 6= 0 y

ĺımx→0 f
′(x) = ĺımx→0 2x−3 exp

(
− 1

x2

)
= 0,

luego f ′(0) existe y f ′(0) = 0. También, usando la regla de Hospital
deducimos que

ĺımx→0
e−x−2

x
= 0.
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5.24 Nota. Observe que este teorema 5.22 generaliza la proposición 5.5.

5.25 Proposición. (Pro 5.20) Sean E, F espacios normados, A ⊂ E

abierto, f : A → F aplicación diferenciable en a ∈ A,dim(E) = n < ∞,
si f ′(a) es lineal inyectiva entonces existen δ y α positivos tales que
‖h‖ < δ implica que a+ h ∈ A y

∥∥f(a+ h) − f(a)
∥∥ ≥ α‖h‖.

Demostración. Como f ′(a)(E) es subespacio vectorial de F, de dimen-
sión n, concluimos que f ′(a) : E → f ′(a)(E) es un homeomorfismo lineal,
obtenemos en virtud de la proposición 1.39 existen α, β > 0 tales que
2α‖x‖ <

∥∥f ′(a)(x)
∥∥ ≤ β‖x‖ para todo x ∈ E. Como A es abierto, y

a ∈ A existe r > 0, tal que Br(a) ⊂ A, es decir, si

‖h‖ < r nos implica a+ h ∈ A, y (1)

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ r(h), donde ĺımh→0

∥∥r(h)
∥∥

‖h‖ = 0,

por la definición de ĺımite, dado α > 0 existe s > 0 tal que si

‖h‖ < s, implica
∥∥r(h)

∥∥ < α‖h‖, (2)

si δ = mı́n{r, s}, son válidas 1) y 2), luego:

∥∥f(a+ h) − f(a)
∥∥ =

∥∥f ′(a)h+ r(h)
∥∥

≥
∥∥f ′(a)h

∥∥−
∥∥r(h)

∥∥
≥ 2α‖h‖ − α‖h‖ = α‖h‖. �

5.26 Corolario. Si dim(E) = n <∞, en las hipótesis de la proposición
5.25 para f : A→ F existe vecindad de a, tal que si x 6= a, f(x) 6= f(a).

Demostración. Se escoge δ > 0 dado por la proposición 5.20, tal que
Bδ(a) ⊂ A, luego para x = a+h, obtenemos:

∥∥f(x)−f(a)
∥∥ ≥ α‖x−a‖.

Si x 6= a entonces ‖x− a‖ > 0, aśı que
∥∥f(x) − f(a)

∥∥ > 0. Por lo tanto
f(x) 6= f(a) si x 6= a. �

5.27 Nota. Este corolario permite concluir que f no es constante en
una vecindad de a, si f ′(a) es lineal inyectiva y dim(E) <∞, sin embargo
aún no podemos concluir que f es inyectiva en una vecindad de a, es
necesario mejorar la clase de f , tenemos:
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5.28 Corolario. Sean E,F espacios normados, dim(E) = n <∞, A ⊂ E

abierto,
f : A→ F, f ∈ C1(A), a ∈ A, f ′(a) inyectiva,

entonces f es uno a uno en una vecindad de a.

Demostración. Sea T = f ′(a), para x ∈ Bδ(a) ⊂ A,

f(x) = f(a) + T (x− a) + r(x− a), donde ĺımx→a

∥∥r(x− a)
∥∥

‖x− a‖ = 0,

como f ′ : A → L(E,F) es continua, lo será en a. Como T : E → T (E)
es homeomorfismo lineal, existen α > 0, tal que 2α‖z‖ ≤

∥∥T (z)
∥∥ para

todo z ∈ E, según proposición 1.39. Para este α > 0 existe δ > 0, tal
que si ‖x − a‖ < δ implica que

∥∥f ′(x) − T
∥∥ < α, por la continuidad

de f ′(a). (Escogemos δ tal que sean válidas las desigualdades anteriores
y tal que

∥∥r(x − a)
∥∥ < ε‖x − a‖ si ‖x − a‖ < δ). Como r(x − a) =

f(x)− f(a)−T (x−a) obtenemos que r′(x−a) = f ′(x)−T . Luego para
este α > 0 existe δ > 0 tal que ‖x− a‖ < δ y ‖y − a‖ < δ implican que
∥∥r(x−a)−r(y−a)

∥∥ ≤ ‖x−y‖ sup
{∥∥r′(z−a)

∥∥ : z ∈ [x, y]
}
< α‖x−y‖,

pues para z ∈ [x, y],
∥∥r′(z − a)

∥∥ < α, donde [x, y] ⊂ B(a, δ) luego
∥∥f(x) − f(y)

∥∥ =

=
∥∥f(a) + T (x− a) + r(x− a) − f(a) − T (y − a) − r(y − a)

∥∥
=
∥∥(x− a) − r(y − a) + T (x− y)

∥∥
≥
∥∥T (x− y)

∥∥−
∥∥r(x− a) − r(y − a)

∥∥
≥ 2α‖x− y‖ − α‖x − y‖
= α‖x− y‖.

Luego
∥∥f(x)− f(y)

∥∥ ≥ α‖x− y‖, esto implica que si x 6= y entonces
f(x) 6= f(y), es decir f es uno a uno en una vecindad de a. �

5.29 Nota.

1) La condición f ∈ C1(A) no puede suprimirse, la siguiente función
ilustra tal situación:

f : R → R

x 7→ f(x) =
1

2
x+ x2 sen

(
1

x

)
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si x 6= 0 y f(0) = 0 si x = 0 es tal que f ′(0) = 1
2 , luego

f ′(0) : R → R

x 7→ f ′(0)(x) =
1

2
x

es inyectiva, pero no existe vecindad de cero en la cual f sea uno
a uno.

2) El corolario 5.28 puede generalizarse al caso en que E y F son
espacios de Banach, y E de dimensión arbitraria, pero se requiere
para su demostración usar el Teorema de la aplicación abierta, o
suponer que f ′(a) es homeomorfismo lineal de E sobre f ′(a)(E).

5.2 Aplicaciones

A continuación exponemos algunas aplicaciones de los resultados an-
teriores, recordamos que dado (M, d) un espacio métrico, M se dice
conexo si los únicos abiertos y cerrados de M son M y ∅, y A ⊂ M se
dice conexo si A como subespacio métrico lo es.

5.30 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados, A ⊂ E abierto
conexo,

f : A→ F, diferenciable en A,

si para todo x ∈ A, f ′(x) ≡ 0 entonces f es constante.

Demostración. Sea a ∈ A, f(a) = b, consideramos:

f−1(b) ∩A =
{
x ∈ A | f(x) = b

}
= S.

Se tiene que S es cerrado en A por ser imagen rećıproca del cerrado {b}
de F y f continua, S 6= ∅, a ∈ A. Veamos que S es abierto. Sea x ∈ S,
como A es abierto y x ∈ A existe δ > 0 tal que B(x, δ) ⊂ A, como B(x, δ)
es convexo y abierto, para z ∈ B(x, δ) el segmento [x, z] ⊂ B(x, δ) ⊂ A,
luego

∥∥f(x) − f(z)
∥∥ ≤ ‖x− z‖ sup

{∥∥f ′(v)
∥∥ : v ∈ [x, z]

}
= 0.

Luego f(x) = f(z) = b para todo z ∈ B(x, δ), por lo tanto B(x, δ) ⊂
S, aśı que S es abierto, entonces S = A. �
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5.31 Nota. Si A no es conexo, y f ′(x) = 0 para todo x ∈ A, entonces
f es constante en cada componente conexa de A (la cual es abierta). No
puede afirmarse que f es constante en A.

Recordamos que una función f : E → F, se dice homogénea de grado
m (m 6= 0 real), si para todo t > 0, f(tx) = tmf(x).

5.32 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados f : E → F,
diferenciable en E, f es homogénea de grado m si y solo si f ′(x)(x) =
mf(x) (Relación de Euler).

Demostración. Sea f homogénea de grado m,x ∈ E fijo, definimos

ϕ : (0,+∞) → E

t 7→ ϕ(t) = tx,

entonces ϕ es diferenciable en (0,+∞) y ϕ′(t) ≡ x, sea

γ = f ◦ ϕ : (0,+∞) → F

t 7→ γ(t) = f
(
ϕ(t)

)

γ es diferenciable en t y γ′(t) = f ′
(
ϕ(t)

)
◦ ϕ′(t) = mtm−1f(x), pues

γ(t) = f(tx) = tmf(x)

γ′(t) = f ′
(
ϕ(t)

)
◦ ϕ′(t) = f ′(tx)(x),

para t = 1, obtenemos γ′(1) = f ′(x)(x) = mf(x). Rećıprocamente,
si f ′(x)(x) = mf(x) para x ∈ E, si ψ(t) = t−mf(tx) entonces ψ es
diferenciable en t y

ψ′(t) = −mt−m−1f(tx) + t−mf ′(tx)(x)

= −mt−m−1f(tx) + t−m−1f ′(tx)(tx)

= −mt−m−1f(tx) + t−m−1mf(tx)

= 0.

Luego ψ′(t) = 0 para todo t ∈ (0,+∞) por lo tanto ψ(t) es constante,
como ψ(1) = f(x) entonces ψ(t) = t−mf(tx) = f(x), deducimos f(tx) =
tmf(x). Luego f es homogénea de grado m.
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5.33 Nota. Si f : Rn → Res tal que f(tx) = |t|f(x), para todo x ∈ Rn

y para todo t ∈ R, si f es diferenciable en el oŕıgen, entonces f ≡ 0. En
efecto, f(0) = 0, y para todo x ∈ R, f(x) = |x|f(1), por lo tanto, para
x 6= 0,

f(x)

x
=

|x|f(1)

x
= ±f(1).

Luego

0 = ĺımx→0
f(x)

x
= ±f(1).

Entonces f(1) = 0, por lo tanto f(x) = |x|f(1) = 0 para todo x ∈
Rn. �

5.3 Derivada de Gateaux y valor medio

En el caso de funciones a valor real, diferenciables en el sentido de
Gateaux, tenemos la siguiente proposición:

5.34 Proposición. Sean E espacio de Banach, A ⊂ E abierto, f : A→
R Gateaux diferenciable en todo punto de V ⊂ A, si V es convexo.
Entonces para todo par de puntos a, a+ h ∈ V existe θ ∈ (0, 1), tal que

f(a+ h) − f(a) = ∂hf(a+ θh).

Demostración. Consideramos F : [0, 1] → R, definida por F (t) = f(a+
th). Entonces, existe

F ′(t) = ĺıms→0
F (t + s) − F (t)

s

= ĺıms→0
f(a+ (t+ s)h) − f(a+ th)

s
= ∂hf(a+ th),

para todo t ∈ (0, 1). El teorema del valor medio 5.2, clásico aplicado a
F nos implica que F (1) − F (0) = F ′(θ) para algún θ ∈ (0, 1). �

5.35 Nota. La siguiente proposición puede omitirse, requiere usar el
teorema de Hahn Banach:

5.36 Definición. Dado E, espacio normado, A ⊂ E se dice convexo, si
dados a, b ∈ A el segmento cerrado

[a, b] = {x ∈ E : ta+ (1 − t)b; t ∈ [0, 1]} ⊂ A.
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5.37 Proposición. Sean E, F espacios de Banach, a ∈ A, abierto,
f : A → F si f es Gateaux diferenciable en todo punto de un convexo
V ⊂ A¿Entonces para todo par de puntos a, a+h ∈ V existe un número
θ ∈ (0, 1) tal que

‖f(x+ h) − f(x)‖ ≤ ‖∂h(x+ θh)‖.

Demostración. Si f(h + h = f(x), la desigualdad del enunciado es evi-
dente. Sean φ : F → R lineal continua y Φ : E → R, definido por
Φ(x) = φ(f(x)). Entonces Φ es Gateaux diferenciable en todo punto de
V (en toda dirección de E. En efecto, como φ ∈ L(F,R

Φ(x+ th) − Φ(x)

t
=
φ(f(x+ th) − f(x)

t
→ φ(∂hf(x)) cuando t→ 0.

La proposición 5.34 implica existencia de θ ∈ (0, 1) tal que

Φ(x+ h) − Φ(x) = ∂hΦh(x+ θh) = φ(∂hf(x+ θh).

(a)

Suponemos f(x + h) − f(x) 6= 0), entonces usando el teorema de
Hann Banach (ver caṕıtulo 8, proposición 8.3, corolario 8.6), podemos
encoger el funcional φ tal que

φ(f(x+ h) − f(x)) = ‖f(x+ h) − f(x)‖ y ‖φ‖ = 1.

Usando a) obtenemos:

‖f(x+ h) − f(x)‖ = |φ(f(x+ h) − f(x))| = |φ(∂hf(x+ θh)|
≤ ‖∂hf(x+ θh)‖‖φ‖ ≤ ‖∂hf(x+ θh)‖.

Esto completa la demostración. �

En hipótesis anteriores, si ∂hf(x) = 0 para todo x ∈ V entonces f
es constante en V .

5.4 Ejercicios

1. i) Sea f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, an 6= 0, aj ∈ R, polinomio

de grado n impar. Demuestre que f(x) posee posee una ráız
en R.
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ii) Si f(x) en i) posee m raices reales y diferentes, la ecuación

nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · · + a1 = 0

tiene por lo menos m− 1 raices reales diferentes.

2. i) Sea f : [0,+∞) → R, f(0) = 0, continua y derivable en (0, r).
Demuestre que si f ′(t) > 0 para todo t en (0, r) entonces
f(t) > 0 para todo t > 0.

ii) Use i) para probar que
√

1 + x ≤ 1 + 1
2x para todo x ≥ 0.

iii) Análogamente demuestre que m(x − 1)xm−1 < xm − 1 <
m(x− 1), donde 0 < m < 1 < x.

3. El siguiente resultado es debido a Darboux: Si f : [a, b] → R

es diferenciable, f ′(a) 6= f ′(b), entonces para todo z entre f ′(a) y
f ′(b) existe c ∈ (a, b) tal que f ′(c) = z. Note la analoǵıa al teorema
del valor intermediario para funciones continuas, sinembargo f ′(x)
no es continua. Sugerencia: si f ′(a) < z < f ′(b), defina g(x) =
f(x) − z(x − a) y demuestre que g toma máximo en (a, b), note
que g′(a) < 0, y g′(b) > 0.

4. Demostrar la proposición 5.4: Si f : [a, b] → R continua en [a, b],
diferenciable en (a, b).

i) Si f ′(t) ≥ 0 para todo t en (a, b) entonces f es monótona
creciente.

ii) Si f ′(t) > 0 para todo t en (a, b) entonces f es estrictamente
creciente (por lo tanto uno a uno).

5. Demostrar el corolario 5.13 posterior a la proposición 5.10: Sean
Rn, A ⊂ Rn, abierto conexo f : A → R, para la cual existen las
derivadas direccionales de f en todo punto de A y ∂vf(x) = 0 para
todo x ∈ A y toda dirección v ∈ Rn. Entonces f es constante en
A.

6. Sean m ≤ n enteros positivos, L : Rm → Rn aplicación lineal
inyectiva:

i) Muestre que existe α > 0, tal que α‖x‖ ≤
∥∥L(x)

∥∥ para todo
x ∈ Rm.

ii) Si S es aplicación lineal S : Rm → Rn, tal que ‖S−L‖ < ε <
α, demuestre que (α− ε)‖x‖ ≤

∥∥S(x)
∥∥ para todo x ∈ Rm.
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iii) Use lo anterior para concluir que el conjunto de aplicaciones
lineales inyectivas de Rm en Rn es un conjunto abierto en
L(Rm,Rn).

7. Sean f : R → R de clase C1, y F : R2 → R, definida por

F (x, y) =




f ′(x) si y = 0
f(x+ y) − f(x)

y
, si y 6= 0.

Demuestre que F es continua.

8. Sean A ⊂ Rm abierto 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ A, f : A → Rn diferen-
ciable en A, dos veces diferenciable en 0, f ′(0) = 0, f ′′(0) = 0,
f(0) = 0, pruebe:

i)

ĺımx→0
f(x)

‖x‖2
= 0.

ii) Si B ⊂ Rm es abierto y g : B → Rn es diferenciable en
B, a ∈ B tal que existe f ′′(a), muestre que:

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h +
1

2
f ′′(a)(h, h) + r(h),

donde ĺımh→0
r(h)
‖h‖2 = 0.

Sugerencia: usar i) con r(x) en el papel de f(x).

9. Sea E espacio normado, A ⊂ E abierto estrellado, es decir existe
a ∈ A tal que para todo x ∈ A, [a, x] ⊂ A, f : A→ R diferenciable
en A, pruebe que para cada x ∈ A existe z ∈ [a, x] tal que:

f(x) − f(a) = f ′(z)(x− a).

10. Sean E espacio normado, F espacio con producto interno notado
〈 , 〉, A ⊂ E abierto, a, b ∈ A, tal que [a, b] ⊂ A, f : A → F,
diferenciable en A, muestre que dado y ∈ F existe x ∈ [a, b] tal
que: 〈

f(b) − f(a), y
〉

=
〈
f ′(x)(b− a), y

〉
.
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11. Demuestre que la función

f :R → R

x 7→ f(x) =

{
1
2x+ x2 sen

(
1
x

)
, si x 6= 0

0, si x = 0

no es inyectiva en ninguna vecindad de cero.

12. Sea A algebra de Banach, conmutativa con unidad u, tal que
‖u‖ = 1, f : A → A aplicación diferenciable, tal que
f ′(x)h = hf(x). Demuestre que existe a ∈ A, tal que f(x) = aex.
(Sugerencia: Considere g(x) = e−xf(x)).

13. Sea f : [0,∞) → R continua, f(0) = 0,si f es diferenciable en
(0,∞) y f ′(x) > 0 para todo x > 0. demuestre que f(x) > 0 para
todo x > 0.

14. Sean a < b reales, f : [a, b] → R, dos veces diferenciable en
[a, b] = J . Suponemos que existe sucesión de puntos xn ∈ [a, b],
tal que xn 6= xm si n 6= m, f(xm) = 0 para todo m, y existe
ĺımn→∞ = z ∈ J . Demuestre que f(z) = f ′(z) = f ′′(z) = 0.

Generalice para cuando f tiene derivadas de todo orden en J , para
ver que f (k)(z) = 0 para todo k.

15. Sean f, g : R → R, diferenciables, tal que

f(x)g′(x) − f ′(x)g(x) 6= 0, para todo x ∈ R.

Demostrar que entre dos ceros consecutivos de f existe uno y sólo
uno de g. (lo mismo puede decirse para dos consecutivos de g).
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CAṔITULO 6

Integración en espacios de Banach

Discutiremos la integral de funciones definidas en un intervalo ce-
rrado y acotado [a, b] de R con valores en un espacio de Banach F, es
decir la integral de caminos en un espacio vectorial. Necesitaremos el si-
guiente importante teorema de extensión de funciones lineales continuas
(teorema 6.1).

6.1 Extensión de funciones lineales continuas

6.1 Teorema (Teorema de extensión de aplicaciones lineales continuas).
Sean E un espacio vectorial normado, F un espacio de Banach, S ⊂ E

subespacio vectorial normado con la norma de E restringida a S, T :
S → F lineal continua, entonces:

i) S = Clausura o adherencia de S en E, es subespacio vectorial de
E, normado con la norma de E restringida a S.

233



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 234 — #246
i

i

i

i

i

i

234 CAṔITULO 6. INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DE BANACH

ii) Existe una única aplicación lineal continua

T : S → F

x 7−→ T (x) = T (x)

para todo x ∈ S, y además ‖T‖ = ‖T‖.

Demostración.

Sean α, β ∈ R y v,w ∈ S; existen vn, wn ∈ S, tales que v =
ĺımn→∞ vn, y w = ĺımn→∞wn, luego:

αv + βw = ĺımn→∞ αvn + ĺımn→∞ βwn = ĺımn→∞(αvn + βwn),

es claro que zn = αvn +βwn ∈ S por ser S subespacio y αv+βw =
ĺımn→∞ zn, luego αv+βw ∈ S, esto nos prueba que S es subespacio
de E.

i)ii) Si T ≡ 0 nada a mostrar tomamos T ≡ 0 : S → F. Sea T no nula,
consideramos v ∈ S y sea vn sucesión de elementos de S tal que
v = ĺımn→∞ vn, entonces T (vn) es sucesión de Cauchy en F. En
efecto: por ser T lineal continua de S en F, obtenemos:

∥∥T (vn) − T (vm)
∥∥ ≤ ‖T‖‖vn − vm‖. (A)

Como vn es convergente, es de Cauchy, luego dado ε > 0 existe N ,
tal que si n, m ≤ N implican que ‖vn − vm‖ ≤ ε

‖T‖ , obtenemos en

(A) que: ∥∥T (vn) − T (vm)
∥∥ ≤ ‖T‖‖vn − vm‖ ≤ ε,

luego T (vn) es sucesión de Cauchy en F, como F es de Banach
existe z ∈ F tal que z = ĺımn→∞ T (vn), definimos

T (v) = z = ĺımn→∞ T (vn).

Mostraremos que esta definición está bien dada, es decir, veamos
que no depende de la sucesión de elementos de S escogida. Sea wn

otra sucesión de elementos de S tal que v = ĺımn→∞wn, vemos
análogamente que T (wn) es de Cauchy en F, luego existe y ∈ F,
tal que y = ĺımn→∞ T (wn), entonces y = z. En efecto:

0 ≤ ‖y − z‖ ≤
∥∥y − T (vn) + T (vn) + T (wn) − T (wn) − z

∥∥
≤
∥∥y − T (vn)

∥∥+
∥∥T (wn) − z

∥∥+
∥∥T (vn) − T (wn)

∥∥
≤
∥∥y − T (vn)

∥∥+
∥∥T (wn) − z

∥∥+ ‖T‖‖vn − wn‖.
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Como

ĺımn→∞
∥∥y − T (vn)

∥∥ = 0,

ĺımn→∞
∥∥z − T (wn)

∥∥ = 0,

ĺımn→∞
∥∥vn − wn

∥∥ = 0,

de la desigualdad anterior deducimos que ‖y−z‖ = 0, por lo tanto
y = z, esto prueba que T (v) no depende de la sucesión xn escogida
en S tal que ĺımn→∞ xn = v. Mostremos ahora que T es lineal
continua, sean v, w en S y xn, yn en S tales que ĺımn→∞ xn = v
y ĺımn→∞ yn = w, dados α, β ∈ R como S es subespacio,

αv + βw = ĺımx→∞ αxn + βyn ∈ S,

tenemos:

ĺımn→∞ T (αxn + βyn) = T (αv + βw)

= ĺımn→∞ T (αxn) + ĺımn→∞ T (βyn)

= α ĺımn→∞ T (xn) + β ĺımn→∞ T (yn)

= αT (v) + βT (w).

Esto nos prueba que T es lineal, hemos usado que T es aplicación
lineal de S en F, como la norma es aplicación continua, tenemos:

∥∥T (v)
∥∥ = ‖ĺımn→∞ T (x− n)‖

= ĺımn→∞
∥∥T (xn)

∥∥ ≤ ‖T‖ ĺımn→∞ ‖xn‖ ≤ ‖T‖‖v‖,

luego
∥∥T (v)

∥∥ ≤ ‖T‖‖v‖. Esta desigualdad nos implica que T es
continua, además

‖T‖ ≤ ‖T‖. (B)

Si x ∈ S entonces xn = x es sucesión constante de elementos de
S, tenemos T (x) = ĺımx→∞ T (xn) = T (x), luego T es extensión
de T . Como S ⊂ S y

{
x ∈ S : ‖x‖ = 1

}
⊂
{
x ∈ S : ‖x‖ = 1

}
,

obtenemos:

‖T‖ = sup
{∥∥T (x)

∥∥ : x ∈ S, ‖x‖ = 1
}

≤ sup
{∥∥T (x)

∥∥ : x ∈ S, ‖x‖ = 1
}

= ‖T ‖,
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236 CAṔITULO 6. INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DE BANACH

por lo tanto:

‖T‖ ≤ ‖T‖. (C)

De (B) y (C) obtenemos que ‖T‖ = ‖T‖. �

6.2 Integral de Aplicaciones Salto

6.2 Definición.

i) Sean a, b numeros reales, a < b, una partición de [a, b] será un
conjunto finito P = {a0, a1, . . . , an}, de [a, b], tal que a = a0 <
a1 < · · · < an = b. Si P es el conjunto de todas las particiones de
[a, b], podemos ordenar parcialmente P por medio de la inclusión,
aśı: dadas P, Q particiones de [a, b], diremos que P es más fina que
Q si P ⊇ Q. Equivalentemente, también diremos que Q es menos
fina que P . Notaremos Q ≺ P para leer P es más fina que Q. Es
fácil ver que la anterior relación es una relación de orden parcial
en P. Dejaremos la verificación de esta afirmación como ejercicio.
P es no vaćıo {a, b} es partición de [a, b].

ii) Consideramos ahora un espacio de Banach F, a, b números reales,
a < b, una aplicación s : [a, b] → F se llamará una función salto de
[a, b] en F, si existen: una partición P = {a0, a1, . . . , an} de [a, b]
y v1, v2, . . . , vn, elementos de F, tales que s(t) = vk para ak−1 <
t < ak, k = 1, 2, . . . , n, es decir s es constante en los subintervalos
abiertos determinados por la partición P .

Nótese que no se considera el valor de s en los extremos de los
subintervalos abiertos determinados por P, s está definida alĺı.
Suele también decirse que s es salto con respecto a la partición P ,
podemos demostrar que si s es salto con respecto a P , entonces
s es salto con respecto a cualquier otra partición más fina que P .
Por lo tanto decir que s es función salto equivale a decir que lo es
respecto de alguna partición de [a, b].

iii) Dadas P,Q dos particiones de [a, b] una partición R de [a, b] se
denomina un refinamiento común de P y Q, si R es más fina que
P y Q.
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∗ Nótese que dadas P y Q particiones de [a, b] existe un refina-
miento común de las dos R = P ∪ Q, pero no se puede afirmar
que P y Q se puedan comparar, es decir no podemos decir que P
es más fina que Q o viceversa, es decir, la relación “ser más fina
que’ño es relación de orden total en P.

iv) Consideramos s función salto con respecto a la partición P de [a, b],
como en ii), llamaremos integral de s con respecto a la partición
P al vector de F, dado por

IP (s) =

n∑

k=1

(ak − ak−1)vk.

A continuación demostraremos que la anterior definición no depende de
la partición P usada, con respecto de la cual s es función salto, por lo
tanto podemos llamar a IP (s) = I(s), como la integral de s en [a, b].

6.3 Proposición. Sea s : [a, b] → F función salto; si P,Q son dos
particiones de [a, b], con respecto a las cuales s es función salto, entonces
IP (s) = IQ(s).

Demostración.

i) Sea P = {a0, a1, . . . , an}, consideramos primero el caso en que

Q = {a0, a1, . . . , ak−1, c, ak, . . . , an},

Q tiene un punto más que P, c en el subintervalo abierto (ak−1, ak),
es decir ak−1 < c < ak, entonces si s(t) = vi para t ∈ (ai−1, ai),
s(t) = vk si t ∈ (ak−1, c) y s(t) = vk si t ∈ (c, ak), luego con
respecto a Q, tenemos:

IQ(s) = (a1 − a0)v1 + · · · + (c− ak−1)vk + (ak − c)vk + · · ·
+ (an − an−1)vn

= (a1 − a0)v1 + · · · + (c− ak−1 + ak − c)vk + · · ·
+ (an − an−1)vn

= (a1 − a0)v1 + · · · + (ak − ak−1)vk + · · · + (an − an−1)vn

= IP (s).
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ii) Consideramos ahora una partición R más fina que P ; si R tiene
m puntos más que P , por insertar a P los m puntos más que
tiene R, obtenemos R a partir de P . Es decir, existe un número
finito de particiones P0 = P ⊂ P1 ⊂ P2 · · · ⊂ Pm = R, tales que
Pj es obtenida de Pj−1 por adjunción de un punto a Pj−1, para
j = 0, 1 . . . ,m, entonces IPO

(s) = IP1(s) = · · · = IPm(s) = IR(s).
Luego IP (s) = IR(s); usamos para ello el caso i) anterior.

iii) Finalmente, sea P partición con respecto a la cual s es salto, Q otra
partición con respecto a la cual s es salto, como existe una partición
R, refinamiento común de P y Q, entonces por ii), obtenemos que
IP (s) = IR(s) = IQ(s). Esto completa la prueba. �

Podemos entonces llamar a IP (s) = I(s), como la integral de s entre
a y b, o la integral de s en [a, b]. Para seguir a los clásicos, denotaremos
con ∫ b

a

s(x)dx =

∫ b

a

s = Ib
a(s),

la integral de s entre a y b.

6.4 Nota. Sean a, b ∈ R, a < b, [a, b] intervalo cerrado y acotado de
R, F espacio de Banach, si con B([a, b],F) denotamos el conjunto de
aplicaciones acotadas de [a, b] en F, tenemos que el conjunto B([a, b],F)
es un espacio vectorial sobre los reales, para las operaciones de adición
y multiplicación por escalar, definidas por: si f, g ∈ B([a, b],F) y λ ∈ R,

f + g : [a, b] → F

t 7→ (f + g)(t) = f(t) + g(t)

y

λf : [a, b] → F

t 7→ (λf)(t) = λf(t),

definimos una norma en él, al definir, para f ∈ B([a, b],F),

‖f‖ = sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, b]
}
.

Nótese que tal sup existe, pues si f ∈ B
(
[a, b],F

)
entonces existe

c > 0, tal que
∥∥f(t)

∥∥ ≤ c para todo t en [a, b], puede mostrarse un
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poco más que B
(
[a, b],F

)
es de Banach con esta norma. Dejaremos la

verificación de las afirmaciones anteriores como ejercicio. Si denotamos
al conjunto de aplicaciones salto de [a, b] en F por S

(
[a, b],F

)
, tenemos:

6.5 Proposición. Sea (F, ‖ ‖) espacio de Banach, entonces:

i) B
(
[a, b],F

)
es un espacio de Banach, con las operaciones y norma

definidas en comentario precedente, y

ii) El conjunto S
(
[a, b],F

)
es un subespacio vectorial del espacio

B
(
[a, b],F

)
con las operaciones de adición y multiplicación por es-

calar de B
(
[a, b],F

)
y su norma restringidas a S

(
[a, b],F

)
.

Demostración.

i) Dejaremos a cargo del lector demostrar que B
(
[a, b],F

)
es un espa-

cio vectorial normado sobre los números reales, mostraremos que
es completo. Sean (fn) una sucesión de Cauchy en B

(
[a, b],F

)
y

ǫ > 0. Existe entero positivo n0, tal que

n,m ≥ n0 implica ‖fn − fm‖ < ǫ. (∗)

Esto demuestra que (fn(t)) es una sucesión de Cauchy en el espacio
de Banach F, por lo tanto existe f(t) ∈ F, tal que ĺımn→∞ = f(t),
para todo t ∈ [a, b]. La desigualdad * anterior implica que

‖f(t) − fm(t)‖ = ĺımn→∞ ‖fn(t) − fm(t)‖ ≤ ǫ,

para todo t ∈ [a, b] y para m ≥ n0, esto demuestra que f − fm ∈
B
(
[a, b],F

)
y ‖f − fm‖ ≤ ǫ para todo m ≥ n0. Como f = (f −

fn0) + fn0, deducimos que f ∈ B
(
[a, b],F

)
y ĺımn→∞ fn = f .

ii) Es claro que S
(
[a, b],F

)
es un subconjunto de B

(
[a, b],F

)
, pues

toda función salto es acotada por tomar sólo un número finito
de valores. En verdad, si f es función salto en [a, b] existen P =
{c0 = a < a1 < . . . cl = b}, partición de [a, b] y vk ∈ F para
k = 1, 2, . . . , l, tales que f(t) = vk, si t ∈ (ck−1, ck), entonces
f([a, b]) = {v1, v2, . . . , vl, f(a1), f(c2), . . . , f(cl)}.

Sean f, g funciones salto de [a, b] en F, si P = {c0, . . . , cl} es
partición con respecto a la cual f es salto y Q = {d0, . . . , dm} es
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partición con respecto a la cual g es salto, entonces P ∪Q es parti-
ción de [a, b] respecto de la cual f, g, αf +βg, son funciones salto,
donde α, β son números reales, si R = P ∪ Q = {a0, . . . , an}
es tal partición, es un refinamiento común de P y Q, tal que
f(t) = vk y g(t) = wk, para t ∈ (ak−1, ak), k = 1, 2, . . . , n. Luego
(αf +βg)(t) = αvk +βwk, para t ∈ (dk−1, dk), k = 1, 2, . . . , n, esto
demuestra que αf + βg es salto, donde α, β ∈ R, obtenemos que
S
(
[a, b],F

)
es subespacio vectorial de B

(
[a, b],F

)
, el cual se norma

con la norma de B
(
[a, b],F

)
restringida a S

(
[a, b],F

)
. �

Podemos ahora enunciar:

6.6 Proposición. La aplicación

I : S
(
[a, b],F

)
→ F

f 7→ I(f) =

∫ b

a

f,

para f ∈ S
(
[a, b],F

)
es lineal continua; además:

∥∥I(f)
∥∥ ≤ (b− a)‖f‖.

Demostración. Sean f, g ∈ S
(
[a, b],F

)
, usando el mismo razonamiento

de la prueba del proposición 6.5 existen, una partición R = {c0, . . . , cn}
de [a, b] y vectores vk, wk de F, tales que f(t) = vk, g(t) = wk si t ∈
(ck−1, ck), k = 1, 2, . . . , n; luego (f + g)(t) = vk + wk si t ∈ (ck−1, ck).
Por definición, obtenemos que

I(f + g) =

∫ b

a

f + g =
n∑

k=1

(ck − ck−1)(vk + wk)

=
n∑

k=1

(ck − ck−1)vk +
n∑

k=1

(ck − ck−1)wk

= I(f) + I(g).

Para λ ∈ R, f ∈ S
(
[a, b],F

)
si P = {a0, . . . , an} es partición de [a, b]

respecto de la cual f es salto y f(t) = vk si t ∈ (ak−1, ak), entonces
(λf)(t) = λf(t) = λvk si t ∈ (ak−1, ak), por lo tanto:

I(λf) =
n∑

k=1

(ak − ak−1)(λvk) =
n∑

k=1

(ak − ak−1)vk = λI(f),
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deducimos que I es aplicación lineal. Para esta f ,

∥∥I(f)
∥∥ =

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

(ak − ak−1)vk

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

(ak−ak−1)‖vk‖ ≤
n∑

k=1

(ak−ak−1)‖f‖.

Pues

‖vk‖ ≤ ‖f‖ = sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, b]
}
.

El teorema 1.33 nos implica que I es lineal continua. �

6.3 Adherencia de las funciones salto y

aplicaciones regladas

Consideramos ahora la adherencia de S
(
[a, b],F

)
como subconjun-

to del espacio de Banach de las funciones acotadas definidas en [a, b]
con valores en el espacio de Banach F, B

(
[a, b],F

)
con la norma ‖f‖ =

sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, b]
}

, tal adherencia la denotaremos por S
(
[a, b],F

)
y

si con I denotamos la única extensión lineal continua de I a S
(
[a, b],F

)
,

al usar el Teorema 6.1 de extensión de una aplicación lineal continua defi-
nida en un subespacio a la adherencia del subespacio, podemos enunciar:

6.7 Teorema. Sea I : S
(
[a, b],F

)
→ F, la aplicación integral del espacio

de las funciones salto definidas en [a, b], con valores en F, entonces existe

una única aplicación lineal continua I : S
(
[a, b],F

)
→ F, la cual es

extensión de I a la adherencia de S
(
[a, b],F

)
en B

(
[a, b],F

)
. Aún más:

si f ∈ S
(
[a, b],F

)
y fn es sucesión de elementos de S

(
[a, b],F

)
tal que

f = ĺımn→∞ fn, según la norma de B
(
[a, b],F

)
,

I(f) = ĺımn→∞ I(fn),
∥∥I(f)

∥∥ ≤ (b− a)‖f‖.

Notaremos I = I =
∫ b

a
en lo sucesivo.

Demostración. Consecuencia evidente del teorema 6.1, mostraremos solo
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la última desigualdad:
∥∥I(f)

∥∥ = ‖ĺımn→∞ I(fn)‖ = ĺımn→∞
∥∥I(fn)

∥∥
≤ ĺımn→∞(b− a)‖fn‖ = (b− a) ĺımn→∞ ‖fn‖
≤ (b− a)‖f‖.

Hemos usado la continuidad de la norma. �

6.8 Proposición. Sea (fn) sucesión en S
(
[a, b], F

)
, convergente,

f = ĺımn→∞ fn. Entonces

ĺımn→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f

Demostración. Como f es ĺımite de una sucesión de elementos de

S
(
[a, b],F

)
, el cual es cerrado, entonces f ∈ S

(
[a, b],F

)
. Como I es lineal

continua, entonces ĺım→∞ Ifn = If . �

6.9 Nota. Necesitaremos las siguientes proposiciones. Una de ellas es
una de las propiedades de la integral. Adoptaremos la siguiente conven-

ción: Sea a < c < b y f : I → F. Si f
∣∣∣[a, c] ∈ S

(
[a, c],F

)
escribiremos

f ∈ S
(
[a, c],F

)
. Expresiones como f ∈ S

(
[a, c],F

)
y
∫ c

a
= Ic

a, serán
usadas de manera semejante

6.10 Proposición.

i) Si a < c < b y f ∈ S
(
[a, b],F

)
entonces f ∈ S

(
[a, c],F

)
y f ∈

S
(
[c, b],F

)
y ∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

ii) Si f, g ∈ S
(
[a, b],F

)
entonces

∫ b

a

f + g =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g

y si α ∈ R, ∫ b

a

αf = α

∫ b

a

f.
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el numeral ii) destaca lo descrito por la 6.8

Demostración. La prueba de estas propiedades es consecuencia de su
validez para funciones salto (es decir, la proposición 6.5), del teorema
6.7, donde se muestra que I = I es lineal continua, y de la proposición
6.8. Si γ, γ1, γ2 ∈ S

(
[a, b],F

)
la proposición 6.5 implica que γ1 + γ2 son

funciones salto de [a, b] en F, por lo tanto

∫ b

a

γ1 + γ2 =

∫ b

a

γ1 +

∫ b

a

γ2.

Y si sn, σn ∈ S
(
[a, b],F

)
son tales que sn → f y σn → g, entonces

sn + σn → f + g, la proposición 6.6 implica que:

I(f + g) = I(f + g) = ĺımn→∞ I(sn + σn)

= ĺımn→∞
(
I(sn) + I(σn)

)
= ĺımn→∞ I(sn + σn)

= ĺımn→∞ I(sn) + ĺımn→∞ I(σn)

= I(f) + I(g) = I(f) + I(g),

hemos usado el teorema 6.7 y la proposición 6.8, recordamos que estamos
notando I = I =

∫ b

a
. Método análogo, se sigue para ver que

∫ b

a
αf =

α
∫ b

a
f para α ∈ R. Esto prueba ii).

Mostremos i). Sean s función salto de [a, b] en F y c ∈ (a, b), entonces
existen partición P = {a = a0, a1, . . . , an = b} de [a, b] y vk ∈ F, tales
que s(t) = vk para t ∈ (ak−1, ak), k = 1, 2, . . . , n, si ak−1 < c < ak,
entonces s es función salto de [a, c] en F, pues P ′ = P ∪ {c} es partición
de [a, b], respecto de la cual s es salto, sean P1 = P ′∩[a, c], P2 = P ′∩[c, b].
Vemos que P1, P2 son particiones de [a, c] y de [c, b] para las cuales s es
salto en [a, c] y en [c, b] respectivamente, luego si c ∈ (ak−1, ak) es claro
que:

P1 = {a = a0, a1, . . . , ak−1, c},
P2 = {c, a = ak, . . . , an = b},

son las particiones de [a, c] y [c, b] respectivamente, por definición:

IP1(s) = (a1 − a)v1 + · · · + (c− ak−1)vk,

IP2(s) = (ak − c)vk + · · · + (b− an−1)vn,
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y para P = P1 ∪ P2,

IP (s) = (a1 − a)v1 + · · · + (ak − ak−1)vk + · · · + (b− an − 1)vk

= (a1 − a)v1 + · · · + (c− ak−1)vk + (ak − c)vk + · · · + (b− an−1)vn

=

∫ c

a

s+

∫ b

c

s.

Esto prueba i) para funciones salto; el teorema 6.7 y propiedades del

ĺımite implican entonces i). En efecto: Si f ∈ S
(
[a, b],F

)
. Denotemos

con ‖ ‖, ‖ ‖1 y ‖ ‖2 las normas en B
(
[a, b],F

)
, B
(
[a, c],F

)
, y B

(
[c, b],F

)

respectivamente. Es claro que ‖g‖1 ≤ ‖g‖ y ‖g‖2 ≤ ‖g‖, para toda
g ∈ B

(
[a, b],F

)
.

Como

f ∈ S
(
[a, b], F

)
⇔ ∃fn ∈ S

(
[a, b], F

)
, tal que fn → f, cuando n→ ∞.

Por lo anterior, fn ∈ S
(
[a, c],F

)
y fn ∈ S

(
[c, b],F

)
. También, por las

notas anteriores:
ĺımn→∞ ‖fn − f‖1 = 0 y ĺımn→∞ ‖fn − f‖2 = 0. Esto demuestra que

f ∈ S
(
[a, c],F

)
f ∈ S

(
[a, b],F

)
,

la proposición 6.8 implica que

I
b
af = ĺımn→∞ Ib

afn, I
c
af = ĺımn→∞ Ic

afn I
b
cf = ĺımn→∞ Ib

cfn,

lo anterior y el teorema 6.1 implican que

I
b
af = ĺımn→∞ Ib

afn = ĺımn→∞
(
Ic
afn + I

b
cfn

)

= ĺımn→∞ Ic
afn + ĺımn→∞ Ib

cfn.

Es decir:
∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f . �

Para completar la teoŕıa se define:

∫ b

a

f = −
∫ a

b

f y

∫ a

a

f = 0 (de F).
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6.11 Proposición. Sea f ∈ S
(
[a, b],F

)
y g(t) = ‖f(t)‖ para t ∈ [a, b].

Entonces g ∈ S
(
[a, b],R

)
y

‖
∫ b

a

f‖ ≤
∫ b

a

g

Demostración. Supongamos que f ∈ S
(
[a, b],F

)
. Es claro que

g ∈ S
(
[a, b],R

)
, la última parte de la prueba de la proposición 6.5 de-

muestra que ‖
∫ b

a
f‖ ≤ ‖

∫ b

a
g(t)‖. Esto prueba la proposición para funcio-

nes salto. Sea f ∈ S
(
[a, b],F

)
, y fn ∈ S

(
[a, b],F

)
tal que ĺımn→∞ fn = f .

Sea gn(t) = ‖fn(t)‖. Entonces para t ∈ [a, b],

|gn(t) − g(t)| =
∣∣∣‖fn(t)‖ − ‖f(t)‖

∣∣∣

≤ ‖fn(t) − f(t)‖ ≤ ‖fn − f‖.

Esto demuestra que ‖gn − g‖ ≤ ‖fn − f‖ luego ĺım→∞ gn = g. Por lo

tanto g ∈ S
(
[a, b],R

)
. La primera parte de la prueba implica que

‖
∫ b

a

fn‖ ≤
∫ b

a

gn para n = 1, 2 . . . ,

y por consiguiente teorema 6.1 y teorema 6.7 implican

‖
∫ b

a

f‖ = ĺımn→∞ ‖
∫ b

a

fn‖ ≤ ĺımn→∞

∫ b

a

gn =

∫ b

a

g. �

La noción de integral aśı definida suele llamarse integral de Cauchy-
Darboux. A continuación describimos la adherencia de S

(
[a, b],F

)
en

B
(
[a, b],F

)
. Si el subespacio de las funciones continuas definidas el inter-

valo compacto [a, b] de R con valores en F, es denotado por C
(
[a, b],F

)
,

este es un subespacio de B
(
[a, b],F

)
. En efecto, si f : [a, b] → F es con-

tinua, como ‖ ‖ : F → R es continua, entonces ‖ ‖ ◦ f : [a, b] → R es
continua, por lo tanto, según teorema 1.61 y teorema 1.62, como [a, b]
es compacto, ‖ ‖ ◦ f

(
[a, b]

)
=
∥∥f([a, b])

∥∥ es compacto en R, es decir que
será cerrado y acotado, es decir que existe c > 0, tal que

∥∥f(t)
∥∥ ≤ c,

para todo t ∈ [a, b], es decir que f es acotada en F, si f es continua,
luego B

(
[a, b],F

)
⊆ C

(
[a, b],F

)
. A continuación veremos que toda fun-

ción continua f : [a, b] → F es ĺımite de una sucesión de funciones salto,
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por lo tanto la integral I esta definida sobre un subconjunto bastante
grande de funciones que en particular contiene a C

(
[a, b],F

)
, podemos

enunciar:

6.12 Teorema. S
(
[a, b],F

)
⊇ C

(
[a, b],F

)
, es decir que toda función

continua puede aproximarse uniformemente por funciones salto. (La to-
poloǵıa inducida por la norma sup en B

(
[a, b],F

)
suele llamarse la norma

de convergencia uniforme).

Demostración. Usaremos el hecho de que toda aplicación continua de-
finida en un espacio métrico compacto, a valor real es uniformemente
continua (ver teorema 1.68), por lo tanto sea f : [a, b] → F conti-
nua como la norma es continua, obtenemos que ‖ ‖ ◦ f : [a, b] → R

es uniformemente continua, luego dado ε > 0 existe δ > 0, tal que si
x, z ∈ [a, b] son tales que |x − z| < δ entonces

∣∣f(x) − f(z)
∣∣ < ε.

Sea Bε(f) = {g ∈ B
(
[a, b],F

)
: ‖f − g‖ < ε}, la bola abierta de cen-

tro en f y radio ε, veamos que S
(
[a, b],F

)
encuentra esta bola. Existe

n entero positivo tal que (b − a) < nδ, y sea P = {a0, . . . , an}, par-
tición de [a, b], tal que |ak − ak−1| < δ, para k = 1, 2, . . . , n. Para
t ∈ [ak−1, ak], definimos s(t) = f(ak−1), s es función salto de [a, b] en
F, dado x ∈ [a, b] existe k ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que x ∈ [ak−1, ak], por lo

tanto |x − ak−1| < (b−a)
n

< δ, luego
∥∥f(x) − s(x)

∥∥ < ε. Deducimos que
s ∈ Bε(f), es decir que f es adherente a S

(
[a, b],F

)
. �

6.13 Definición.

i) Sea f : [a, b] → F. Un punto v ∈ F se dice ser el ĺımite por la
derecha de f en c ∈ [a, b) si para todo ǫ > 0 existe δ > 0, tal que
si c < s < c+ δ ≤ b entonces ‖f(s) − v‖ < ǫ.

Denotaremos con

v = f(c+) = ĺımx→c+ f(x) = ĺımh→0
h>o

f(c+ h).

De manera semejante, un punto w ∈ F se llama el ĺımite por la
izquierda de f en c ∈ (a, b], si dado ǫ > 0 existe δ > 0, tal que si
a ≤ c− δ < s < c implica que ‖f(s) − w‖ < ǫ. Denotaremos

w = f(c−) = ĺımx→c− f(x) = ĺımh→0
h>o

f(c− h).
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ii) Una función f : [a, b] → F. se dice continua a trozos, si existe una
partición P = {a0, . . . , an} de [a, b], tal que:

ii1) f es continua en los subintervalos abiertos (ak−1, ak) deter-
minados por P , es decir f : (ak−1, ak) → F es continua,
k = 1, . . . , n.

ii2) Existen los ĺımites laterales

ĺımx→ak− f(x), y ĺımx→ak−1+ f(x),

es decir el ĺımite de f(x) cuando nos acercamos hacia ak con
x < ak y el ĺımite de f(x) cuando nos acercamos hacia ak−1

con x > ak−1. Se denotan por f(ak−) y f(ak−1+) respecti-
vamente, suelen llamarse ĺımite por la izquierda y ĺımite por
la derecha respectivamente. Esta definición es equivalente a:
existen una partición P = {a0, . . . , an} de [a, b] y n funcio-
nes continuas fk : [ak−1, ak] → F, k = 1, 2, . . . , n, tales que
f coincide con fk en los subintervalos abiertos (ak−1, ak), es
decir f = fk : (ak−1, ak) → F. Dejaremos como ejercicio la
verificación de esta equivalencia.

iii) Una aplicación f : [a, b] → F se dice ser reglada o regulada si
para todo t ∈ [a, b] existen los ĺımites laterales f(t+) y f(t−) si
t ∈ (a, b) y en t = a y t = b existen f(a+) y f(b−). Denotaremos
con R

(
[a, b],F

)
al conjunto de aplicaciones reguladas.

6.14 Nota. En la definición de ĺımites laterales, escribimos el ĺımite,
pues es fácil probar que cuando existe v ∈ F, satisfaciendo la definición
6.13 i), de ĺımite por la derecha, es único, por ello la notación. Análoga-
mente, puede demostrarse que el punto w ∈ F, satisfaciendo la definición
6.13 i) de ĺımite por la izquierda, es único. Nótese que si f es continua
de [a, b] en F, entonces f es reglada, y si f es continua a trozos f es
reglada, y si f es salto de [a, b] en F también f es reglada.

6.15 Proposición. El conjunto de las aplicaciones regladas definidas en
[a, b], con valores en F, es un subconjunto de las aplicaciones acotadas
definidas en [a, b] con valores en F, es decir:

R
(
[a, b],F

)
⊂ B

(
[a, b],F

)
.

Demostración. Sea f : [a, b] → F aplicación reglada, sea J el conjunto
de los puntos c ∈ [a, b] tales que la restricción de f a [a, c] está en
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B
(
[a, c],F

)
. Es claro que a ∈ J . Sea d = sup(J). Probaremos que d ∈ J .

Esto es evidente si d = a. Supongamos que d > a. Existe entonces δ > 0,
tal que d− δ < t < d implica ‖f(t) − f(d−)‖ < 1, por lo tanto

‖f(t)‖ ≤ ‖f(t) − f(d−)‖ + ‖f(d−)‖ < 1 + ‖f(d−)‖, (6.1)

(6.1) para d − δ < t ≤ d. Existe c ∈ J tal que d − δ < c ≤ d entonces,
por la definición de J , existe real M , tal que

‖f(t)‖ ≤M para a ≤ t ≤ c. (6.2)

Las desigualdades (6.1) y (6.2) implican:

‖f(t)‖ ≤ máx{M, 1 + ‖f(d−)‖, ‖f(d)‖} (6.3)

para a ≤ t ≤ d, esto nos demuestra que d ∈ J . Veamos ahora que d = b,
si es d < b. Entonces existe α > 0 tal que ‖f(d+) − f(t)‖ < 1 para
d < t < d+ α, luego

‖f(t)‖ ≤ 1 + ‖f(d+)‖, para d < t < d+
α

2
. (6.4)

Las desigualdades (6.3) y (6.4) demuestran que d + α
2 ∈ J , es-

to contradice la definición de d. Luego d = b. Esto implica que f ∈
B
(
[a, b],F

)
. �

6.16 Proposición. Si f ∈ R
(
[a, b],F

)
, entonces:

i) ‖f(t+)‖ ≤ ‖f‖, para t ∈ [a, b) y

ii) ‖f(t−)‖ ≤ ‖f‖, para t ∈ (a, b].

Demostración. Sean t ∈ [a, b) y ǫ > 0. Existe entonces α > 0, tal que
t < s < t+ α implica ‖f(t+) − f(s)‖ < ǫ, por lo tanto

‖f(t+)‖ ≤ ‖f(t+) − f(t+
α

2
)‖ + ‖f(t+

α

2
)‖ < ǫ+ ‖f‖

Ya que t+ α
2 ∈ (t, t + α) y ǫ > 0 arbitrario, tenemos que

‖f(t+)‖ ≤ ‖f‖.

Demostracioń semejante para ii). �
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6.17 Proposición. R
(
[a, b],F

)
es un subespacio vectorial cerrado de

B
(
[a, b],F

)
.

Demostración. Denotemos con R ≡ R
(
[a, b],F

)
por la proposición 6.15

tenemos que R ⊂ B
(
[a, b],F

)
. sean f, g ∈ R, ǫ > 0 y a ≤ t < b. Existe

δ > 0 tal que si s ∈ (t, t+ δ) entonces

‖f(t+) − f(s)‖ < ǫ

2
,

‖g(t+) − g(s)‖ < ǫ

2
.

Por lo tanto, para s < t < t+ δ,tenemos que

‖f(t+) + g(t+) − (f + g)(s)‖ ≤ ‖f(t+) − f(s)‖ + ‖g(t+) − g(s)‖ < ǫ.

Esto demuestra que f + g posee ĺımite por la derecha en t y que

(f + g)(t+) = f(t+) + g(t+).

De manera similar podemos demostrar que f + g posee ĺımite por
la izquierda para t ∈ (a, b], por consiguiente (f + g) ∈ R. Es fácil ve-
rificar que para α ∈ R y f ∈ R,se tiene que αf ∈ R, luego R es un
subespacio vectorial de B

(
[a, b], F

)
.Sea f ∈ R, entonces existe fn ∈ R.

tal que ĺımn→∞ fn = f . Sean t ∈ [a, b) y m,n enteros positivos. Por lo
demostrado fm − fn ∈ R y (fm − fn)(t+) = fm(t+) − fn(t+) luego por
la proposición 6.16 tenemos que

‖fm(t+) − fn(t+)‖ = ‖(fm − fn)(t+)‖ ≤ ‖fm − fn‖,

esto implica que fn(t+) es sucesión de Cauchy en el espacio de Banach
F, luego existe v ∈ F, tal que v = ĺımn→∞ fn(t+).Dado ǫ > 0 existe n1

entero tal que n ≥ n1 implica

‖fn(s) − f(s)‖ < ǫ

3
, para todo s ∈ [a, b] (A)

y existe n2 entero tal que n ≥ n2 implica

‖fn(t+) − v‖ < ǫ

3
. (B)
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Sea n0 = máx{n1, n2}. Existe δ > 0 tal que t < s < t+ δ implica

‖fno(t+) − fn0‖ <
ǫ

3
. (C)

Las desigualdades A,B,C implican

‖v − f(s)‖ ≤ ‖v − fn0(t+)‖ + ‖fn0(t+) − fn0(s)‖ + ‖fn0(s) − f(s)‖ < ǫ

par s ∈ (t, s + δ). Esto demuestra que f tiene ĺımite por la derecha en
t y es v. De manera similar se ve que f tiene ĺımite por la izquierda en
todo punto de (a, b], luego f ∈ R. Por lo tanto R es cerrado. �

6.18 Teorema. R
(
[a, b],F

)
= S

(
[a, b],F

)
, el conjunto de las aplicacio-

nes regladas de [a, b] en F es la adherencia de las funciones salto de [a, b]
en F, como subconjunto de B

(
[a, b],F

)
provisto de la norma sup.

Demostración.

i) Sea R ≡ R
(
[a, b],F

)
. Hemos demostrado que R es cerrado en

B
(
[a, b],F

)
y que S

(
[a, b],F

)
⊂ R. Por lo tanto

S
(
[a, b],F

)
⊂ R = R.

ii) Sea f ∈ R. Para c ∈ [a, b] denotaremos con ‖ ‖c la norma de
B
(
[a, c],F

)
, y con ‖ ‖ la norma en F

)
, es decir, ‖g‖c = sup{‖g(t)‖;

t ∈ [a, c]}. Sea ǫ > 0 y J el conjunto de los c ∈ [a, b], tales que
existe gc ∈ S

(
[a, c],F

)
tal que ‖gc − f‖c < ǫ. Es claro que a ∈ J .

Sea ρ = sup(J). Demostraremos que ρ ∈ J . Si d = a entonces
d ∈ J . Supongamos d > a. Entonces existe δ > 0, tal que

t ∈ (ρ− δ, ρ] implica ‖f(d−) − f(t)‖ < ǫ, (A′)

y por definición de ρ, existe c ∈ J , tal que ρ − δ < c ≤ ρ. Por
definición de J existe gc ∈ S

(
[a, c],F

)
tal que

‖gc − f‖c < ǫ. (B′)

Si c = ρ, entonces ρ ∈ J . si c < ρ, sea

gρ : [a, ρ] → F

t 7→ gρ(t) =





gc(t), si t ∈ [a, c]

f(ρ−), si t ∈ (c, ρ)

f(ρ), si t = ρ
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Es claro que gρ ∈ S
(
[a, ρ],F

)
, se deduce de las desigualdades (A’)

y (B’) que

‖gρ − f‖ρ < ǫ.

Luego ρ ∈ J .

Supongamos que ρ < b. Existe α > 0 tal que

ρ < t < ρ+ α implica ‖f(ρ+) − f(t)‖ < ǫ, (C ′)

como ρ ∈ J , existe ρ ∈ S
(
[a, ρ],F

)
tal que

‖gρ − f‖ρ < ǫ. (D′)

Sea

gρ+ α
2

: → F

t 7→ gρ+ α
2
(t) =

{
gρ(t), si t ∈ [a, ρ]

f(ρ+), si t ∈ (ρ, ρ+ α
2 ]

Vemos que gρ+ α
2
∈ S

(
[a, ρ+ α

2 ],F
)
, se deduce de las desigualdades

(C’) y (D’) que

‖gρ+ α
2
− f‖ρ+ α

2
< ǫ,

esto demuestra que ρ + α
2 ∈ J , esto contradice la definición de ρ,

luego debe ser ρ = b. Hemos demostrado que para f ∈ R existe

gb ∈ S
(
[a, b],F

)
, tal que ‖gb−f‖b < ǫ, es decir que f ∈ S

(
[a, b],F

)
.

Por lo tanto R ⊂ S
(
[a, b],F

)
. �

6.19 Nota. Demostraremos ahora que las funciones regladas son casi
continuas.

6.20 Corolario. Sea f : [a, b] → F reglada,entonces el conjunto de
discontinuidades de f es contable (finito o enumerable)

Demostración. Si s es función salto, entonces s posee un número finito
de discontinuidades (puede que no tenga). Como existe {sm} sucesión
de funciones salto, tales que ĺımm→∞ sm = f según la norma sup del
espacio B

(
[a, b],F

)
. Por lo tanto si Pm es la partición de [a, b] respecto

de la cual sm es salto. Entonces Pm es un subconjunto finito de [a, b],
es claro que sm es continua en [a, ]

¯
\ Pm. Si E = ∪∞

m=1Pm. Entonces
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E es enumerable (por ser unión enumerable de conjuntos finitos). Sea
t ∈ [a, b] \ E y ǫ > 0. Existe entero positivo n0, tal que

n ≥ n0 implica ‖sn − f‖ < ǫ

2
. (E′)

La función salto sn0 es continua en t, porque Pn0 ⊂ E , por lo tanto
existe δ > 0 tal que

|t− x| < δ implica ‖sn0(t) − sn0(x)‖ < ǫ

2
. (F ′)

Si |t− x| < δ, de las desigualdades (E’), (F’) se deduce:

‖f(x) − f(t)‖ ≤ ‖f(x) − sn(x)‖ + ‖sn(x) − sn(t)‖ + ‖sn(t) − f(t)‖
≤ 2‖f − sn‖ + ‖sn(x) − sn(t)‖ < ǫ

Luego f es continua en t ∈ [a, b] \ E . �

El siguiente es un ejemplo no trivial, clásico, de una función reglada
f .

6.21 Ejemplo. Sea

f : R → R

t 7→ f(t) =

{
0, si t /∈ Q,
1
q
, si t = p

q
∈ Q

donde p y q son enteros primos relativos, entonces f es reglada. Puede
verse que existen los ĺımites laterales de f en todo c ∈ R y que son
iguales a cero.
Hemos definido la integral en un conjunto bastante grande de funciones.
La siguiente proposición es simplemente la reescritura de la Proposición
6.7 cambiando ser la función adherente a las funciones salto de [a, b] en
F por ser reglada de [a, b] en F.

6.22 Proposición. Si fn es sucesión de funciones regladas de [a, b]
en F, tales que fn → g uniformemente, es decir, según la norma sup,
entonces g es reglada y

ĺımn→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

ĺımn→∞ fn =

∫ b

a

g.

Demostración. Es claro que esta proposición es la misma proposición
6.8. �
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6.4 Propiedades de la integral

Destacamos las propiedades de la integral presentadas en la propo-
sición 6.10, pero usando la palabra reglada. Reescribimos entonces esa
proposición cambiando estar en la adherencia de las funciones sal-

to definidas en [a, b] con valores en F, por reglada.

6.23 Proposición.

i) Si a < c < b y f es reglada de [a, b] en F, entonces f es reglada de
[a, c] en F y f es reglada de [c, b] en F y

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

ii) Si f, g son regladas en [a, b] entonces f + g es reglada de [a, ]
¯

en F

y ∫ b

a

f + g =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g

y si α ∈ R, entonces αf es reglada de [a, b] en F y

∫ b

a

αf = α

∫ b

a

f.

Demostración. La demostración de estas propiedades es el contenido de
la proposición 6.10. �

Para completar la teoŕıa se define:

∫ b

a

f = −
∫ a

b

f

∫ a

a

f = 0 (de F).

6.24 Proposición. Sean F, A espacios de Banach y T aplicación lineal
continua de F en A y f : [a, b] → F aplicación reglada, entonces:

∫ b

a

T ◦ f = T

(∫ b

a

f

)
.
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Demostración. Consideramos el caso en que s es función salto de [a, b]
en F, sea entonces P = {a0, a1, . . . , an = b} partición de [a, b], tal que
s(t) = vk, para t ∈ (ak−1, ak) k = 1, . . . , n, es claro que T ◦ s es función
salto de [a, b] en F y T ◦ s(t) = T (vk) para t ∈ (ak−1, ak), por definición

∫ b

a

T ◦ s =
n∑

k=1

(ak − ak−1)T (vk) = T

(
n∑

k=1

(ak − ak−1)vk

)
= T

(∫ b

a

s

)
.

Hemos usado que T es lineal. Esto prueba la proposición para fun-
ciones salto. Se considera ahora una sucesión de funciones salto sm de
[a, b] en F, convergente a f , por lo tanto T ◦ sm es sucesión de funciones
salto convergente a T ◦ f , obtenemos que:

∫ b

a

T ◦ f =

∫ b

a

ĺımm→∞ T ◦ sm = ĺımm→∞

∫ b

a

T ◦ sm =

= ĺımm→∞ T

(∫ b

a

sm

)
= T

(
ĺımm→∞

∫ b

a

sm

)
= T

(∫ b

a

f

)
,

hemos usado el hecho de ser T lineal continua y la definición de la integral
I. �

6.25 Corolario. Sean E,F espacios de Banach y A = L(E,F) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en F, donde

‖T‖ = sup
{
‖Tx‖ : x ∈ E, ‖x‖ = 1

}
,

y sea g : [a, b] → A, aplicación reglada, entonces para todo v ∈ E fijo, la
aplicación

ϕ : [a, b] → F

t 7→ ϕ(t) = g(t)(v)

es reglada de [a, b] en F y

∫ b

a

ϕ(t) dt =

∫ b

a

g(t)v dt =

(∫ b

a

g(t) dt

)
v.

Demostración. Basta considerar en la proposición anterior, proposición
6.24, f = g, y como T la aplicación lineal que a L ∈ L(E,F) le hace
corresponder L(v), (la evaluación en v de la función L, que notaremos
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ev), es decir, T = ev : L(E,F) → F, luego T ◦ g = ev ◦ g : [a, b] → F es
reglada y, por proposición 6.24,

∫ b

a

T ◦ g = T

(∫ b

a

g(t) dt

)
= ev

(∫ b

a

g(t) dt

)
=

(∫ b

a

g(t) dt

)
v. �

6.26 Proposición. Sean F espacio de Banach, f : [a, b] → F reglada y
x ∈ [a, b], entonces la aplicación

G : [a, b] → F

x 7→ G(x) =

∫ x

a

f(t) dt,

es continua y

∥∥G(x)
∥∥ =

∥∥∥∥
∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥ ≤ (x− a)‖f‖,

donde

‖f‖ = sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, b]
}
.

Demostración. Consideramos el caso en que f es función salto de [a, b]
en F, existen entonces partición P = {a0 = a, a1, . . . , an = b} y vk ∈ F,
tales que f(t) = vk para t ∈ (ak−1, ak), k = 1, 2, . . . , n. Si x ∈ [a, b]
entonces f es salto en [a, x], por lo tanto la proposición 6.6 nos implica
que: ∥∥∥∥

∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥ ≤ (a− x)‖f‖x,

donde

‖f‖x = sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, x]
}
.

Como

‖f‖x ≤ ‖f‖ = sup
{∥∥f(t)

∥∥ : t ∈ [a, b]
}
,

obtenemos que ∥∥∥∥
∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥ ≤ (a− x)‖f‖

Si f es reglada de [a, b] en F existe entonces sn sucesión de funciones
salto de [a, b] en F, tales que sn → f según la norma sup de B

(
[a, b],F

)
,
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por lo tanto:

∥∥∥∥
∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ĺımn→∞

∫ x

a

sn(t) dt

∥∥∥∥

= ĺımn→∞

∥∥∥∥
∫ x

a

sn(t) dt

∥∥∥∥

≤ ĺımn→∞(x− a)‖sn‖,

luego: ∥∥∥∥
∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥ ≤ (x− a)‖f‖.

Hemos usado la continuidad de la función norma. Esta desigualdad
implica la continuidad de G. En efecto:

∥∥G(x+ h) −G(x)
∥∥ =

∥∥∥∥
∫ x+h

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫ x+h

x

f(t) dt

∥∥∥∥

≤ |h|‖f‖,

deducimos que ĺımh→0G(x + h) = G(x), con lo cual se muestra la con-
tinuidad de G. �

Consideramos ahora el caso F = R, el espacio de Banach de los
números reales, tenemos:

6.27 Teorema.

i) Sea f función definida en [a, b], a valor real, reglada f : [a, b] → R,
tal que f(t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b], entonces

0 ≤
∫ b

a

f(t) dt.

ii) Si f, g : [a, b] → R son regladas y f(t) ≥ g(t) para todo t ∈ [a, b],
entonces ∫ b

a

g(t) dt ≤
∫ b

a

f(t) dt.
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iii) Si a < b y a < c < b y f(t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b], f es continua
en c y f(c) > 0, entonces

∫ b

a

f(t) dt > 0.

Demostración.

i) Consideramos el caso en que f es salto de [a, b] en F, existen enton-
ces P = {a0 = a, a1, . . . , an = b}, partición de [a, b] y vk ∈ F, tales
que f(t) = vk para t ∈ (ak−1, ak), k = 1, 2, . . . , n, por definción

∫ b

a

f(t) dt =
n∑

k=1

(ak − ak−1)vk ≥ 0,

por ser vk ≥ 0 y (ak − ak−1) ≥ 0 para todo k. Para completar la
prueba de i) escogemos sucesión sn de funciones salto sn(t) ≥ 0
para todo t ∈ [a, b] tal que sn →f según la norma sup de B

(
[a, b],F

)

la cual es la de convergencia uniforme, por lo tanto:
∫ b

a

f(t) dt = ĺımn→∞

∫ b

a

sn(t) dt ≥ 0,

por ser ĺımite de reales no negativos, cada integral de sn es real no
negativo.

ii) Es consecuencia evidente de i) al considerar la función h(t) =
f(t) − g(t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b] y luego usar proposición 6.23
ii) con α = −1.

iii) Si f es continua en c ∈ (a, b) y f(c) > 0 existe δ > 0, tal que
si t ∈ [c − δ, c + δ] ⊆ (a, b) y m = mı́n

{
f(t), t ∈ [c − δ, c + δ]

}
,

obtenemos que 0 < m ≤ f(t) para todo t ∈ [c− δ, c+ δ], por ii) se
obtiene que

2δm ≤
∫ c+δ

c−δ

f(t) dt,

luego usar la proposición 6.23 i) implica:
∫ b

a

f(t) dt =

∫ c−δ

a

f(t) dt+

∫ c+δ

c−δ

f(t) dt+

∫ b

c+δ

f(t) dt

≥ 2mδ +

∫ b

c+δ

f(t) dt+

∫ c−δ

a

f(t) dt > 0.
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El caso en que c = a, (Respectivamente c = b) es tratado de ma-
nera análoga, existirá δ > 0, tal que [a, a+ δ] ⊆ [a, b], (respectiva-
mente [c− δ, b] ⊆ [a, b]), en el cual f(t) > 0 para todo t ∈ [a, a+ δ],
etc., dejaremos la terminación de estos detalles al lector.

�

6.28 Teorema. Sean F1,F2, . . . ,Fn espacios de Banach y F = F1×F2×
· · · × Fn, su espacio producto provisto de la norma

∥∥(x1, x2, . . . , xn)
∥∥ = sup

{
‖xk‖ : k = 1, . . . , n

}
xk ∈ Fk,

F es de Banach con esta norma.

i) Si f : [a, b] → F está dada por f = (f1, f2, . . . , fn), entonces
f es función salto de [a, b] en F si y solo si fk lo es para cada
k = 1, . . . , n. En este caso,

∫ b

a

f(t) dt =

(∫ b

a

f1(t) dt,

∫ b

a

f2(t) dt, . . . ,

∫ b

a

fn(t) dt

)
.

ii) Si f : [a, b] → F, y f = (f1, f2, . . . , fn), entonces f es reglada si
y solo si cada fk es regulada para cada k = 1, . . . , n. También en
este caso,

∫ b

a

f(t) dt =

(∫ b

a

f1(t) dt,

∫ b

a

f2(t) dt, . . . ,

∫ b

a

fn(t) dt

)
.

Demostración.

i) Consideramos f : [a, b] → F, función salto, entonces existe una
partición P de [a, b], P = {a0, a1, . . . , am}, y vectores wk = (v1k,
v2k, . . . , vnk) de F, k = 1, . . . ,m, tales que

f(t) =
(
f1(t), f2(t), . . . , fn(t)

)
= wk = (v1k, v2k, . . . , vnk)

para t ∈ (ak−1, ak), es decir fi(t) = vik para t ∈ (ak−1, ak) para
cada i = 1, 2, . . . , n, esto nos prueba que cada función fi es función



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 259 — #271
i

i

i

i

i

i

6.5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 259

salto si f lo es. Por la definición tenemos que:

∫ b

a

f(t) dt =
n∑

k=1

(ak − ak−1)wk

=
( n∑

k=1

(ak − ak−1)v1k,
n∑

k=1

(ak − ak−1)v2k, . . . ,

n∑

k=1

(ak − ak−1)vnk

)

=

(∫ b

a

f1(t) dt,

∫ b

a

f2(t) dt, . . . ,

∫ b

a

fn(t) dt

)
.

Dejaremos como ejercicio el resto de la prueba. �

6.5 El teorema fundamental del cálculo

En este numeral veremos algunas relaciones entre la integral y la
diferencial. Necesitamos la noción de ĺımite lateral y de derivadas late-
rales.

6.29 Definición. Sea f : [a, b] → F y sea

i) f es diferenciable por la derecha en t, si, y sólo si existe un punto
v ∈ F, tal que dado ǫ > 0, existe δ > 0, tal que

t < s < t+ δ implica ‖f(s) − f(x)

s− t
− v‖ < ǫ

Notaremos v = f
′

+(t),

ii) Sea t ∈ (a, b], diremos que f es diferenciable por la izquierda en t,
si, y sólo si existe w ∈ F, tal que dado ǫ > 0 existe δ > 0, tal que

t− δ < s < t implica ‖f(s) − f(t)

s− t
− w‖ < ǫ

Notaremos w = f
′

−(t)
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iii) Sea t ∈ (a, b), diremos que f es diferenciable en t, si existen f
′

−(t)

y f
′

+(t) y son iguales. Denotamos entonces con f ′(t) a este valor
común. f ′(t) se llama la derivada de f en t.

6.30 Nota.

i) En la definición 6.29 anterior, se puede demostrar que si existe v ∈ F,
satisfaciendo 6.29 i) es único, por ello la notación. Se puede demostrar
que si existe w ∈ F, satisfaciendo 6.29 ii) es único, por ello notación.

ı̈i)”La definición de ĺımites laterales y de derivadas laterales es dada en
la definición 6.13. Nótese que las definiciones de derivadas laterales es
generalización obvia de las dadas para funciones de variable real a a
valor real. Y la definición dada de derivada de f en t es equivalente a la
dada en el caṕıtulo 2, ver definición 2.1 y proposición 2.2.

La siguiente proposición provee una equivalencia a la definición de
derivadas laterales.

6.31 Proposición. Sea f : [a, b] → F

i) Sea t ∈ [a, b), f es diferenciable por la derecha en t, es decir, existe
f

′

+(t), si y sólo si existe

ĺımh→0
h>o

f(t+ h) − f(t)

h
= f

′

+(t).

ii) Sea t ∈ (a, b], f es diferenciable por la izquierda en t, es decir,
existe f

′

−(t), si y sólo si existe

ĺımh→0
h>o

f(t+ h) − f(t)

h
= f

′

−(t).

Dejaremos la prueba de la anterior proposición y de las dos siguientes
como ejercicios.

6.32 Proposición. Sean f, g : [a, b] → F.

i) Si f y g son diferenciables por la derecha en un punto t ∈ [a, b),
entonces f + g lo es y (f + g)

′

+(t) = f
′

+(t) + g
′

+(t).
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ii) Si f y g son diferenciables por la izquierda en un punto t ∈ (a, b],
entonces f + g lo es y (f + g)

′

−(t) = f
′

−(t) + g
′

−(t)

iii) Si f es diferenciable por la derecha en todo punto t ∈ [a, b) y
diferenciable por la izquierda en todo punto s ∈ (a, b], entonces f
es continua en [a, b].

6.33 Proposición. Sea f reglada de [a, b] en F. Entonces

‖
∫ b

a

‖ ≤ (b− a) sup{‖f(t)‖, a < t < b}.

Demostración. Sea

g(t) =

{
0, para t = a, t = b

f(t), para a < t < b.

Entonces g(t)−f(t) = 0 para a < t < b, luego {a, b} es una partición

de [a, b] para la cual g− f es función salto, y
∫ b

a
(g− f) = 0. Puesto que

f es reglada y g = (−f) + f , la aplicación g es reglada de [a, b] en F y

∫ b

a

g =

∫ b

a

(g − f) +

∫ b

a

f =

∫ b

a

f.

Por lo tanto la desigualdad de el teorema 6.7 nos implica

‖
∫ b

a

‖ = ‖
∫ b

a

g‖ ≤ (b− a) sup{‖g(t)‖, t ∈ [a, b]}

= (b− a) sup{‖f(t)‖, a < t < b}.

�

6.34 Nota.

i) En la proposición anterior
∫ b

a
= Ib

a. Observe la diferencia de la
desigualdad en esta proposición y la del teorema 6.7.

ii) Recordamos que para completez de la teoŕıa, para a ≤ x ≤ y ≤ b,
definimos ∫ y

x

f = −
∫ x

y

f, y

∫ x

x

= 0
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iii) También recordamos que para a ≤ c ≤ b, si f ∈ B
(
[a, b],F

)
enton-

ces f ∈ B
(
[a, c],F

)
, notamos

‖f‖c = sup{‖f(t)‖, t ∈ [a, c]}

6.35 Proposición. Sean F espacio de Banach, f : [a, b] → F reglada y
sea

G : [a, b] → F

x 7→ G(x) =

∫ x

a

f(t) dt,

entonces:

i) En cada punto x ∈ [a, b), G posee derivada por la derecha,

G
′

+(x) = f(x+).

ii) En cada punto x ∈ (a, b], G posee derivada por la izquierda,

G
′

−(x) = f(x−).

iii) En todo punto c, donde f sea continua, G es diferenciable, y
G

′

(c) = f(c).

iv) G es continua en [a, b]

Demostración. Para x ∈ [a, b) y h > 0, tales que x < x+ h < b, se tiene
que:

∥∥∥∥
G(x+ h) −G(x)

h
− f(x+)

∥∥∥∥

=
1

h

∥∥∥∥
∫ x+h

x

(
f(t) − f(x+)

)
dt

∥∥∥∥ ≤
∥∥f − f(x+)

∥∥
h
,

donde
∥∥f − f(x+)

∥∥
h

= sup
{∥∥f(t) − f(x+)

∥∥ : t ∈ [x, x + h]
}

y hemos

usado la proposición 6.26 en el intervalo [x, x+ h]. Obtenemos que:

G
′

+(x) = ĺımh→0
h>o

G(x+ h) −G(x)

h
= f(x+).
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Demostración análoga para

G
′

−(x) = ĺımh→0
h>o

G(x+ h) −G(x)

h
= f(x−).

Si f es continua en c, entonces f(c+) = f(c−) = f(c), luego existe
G′(c) = f(c). El numeral iv) de esta proposición es consecuencia de la
proposición 6.32 iii). �

La siguiente proposición, consecuencia evidente de la anterior, es
conocida como el teorema fundamental del cálculo.

6.36 Teorema (Teorema Fundamental del Cálculo). Si f : [a, b] →
F es aplicación continua, diferenciable en (a, b), f ′ continua en (a, b),
y existen las derivadas laterales en a, b respectivamente, y f ′ se puede
extender a una aplicación continua en [a, b], entonces:

f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(t) dt.

Demostración. Basta considerar γ(x) =
∫ x

a
f ′(t) dt, la proposición ante-

rior nos dice que γ es diferenciable y γ′(x) = f ′(x) para todo x ∈ [a, b],
como el intervalo [a, b] es conexo (el abierto también), el teorema de la
desigualdad del valor medio del caṕıtulo 5 nos implica que d = f − γ, es
tal que d(x) = f(x)− γ(x) = c (constante), luego f(x) = c+ γ(x), como
γ(a) = 0, obtenemos que c = f(a), luego:

f(x) − f(a) = γ(x) =

∫ x

a

f ′(t) dt,

cuando x = b, obtenemos la propopsición. �

Es posible quitar la continuidad de f ′ en (a, b), tenemos:

6.37 Teorema. Sean f : [a, b] → F reglada y g : [a, b] → F tal que:

i) g es diferenciable por la derecha en cada punto t ∈ [a, b) y

g
′

+(t) = f(t+),



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 264 — #276
i

i

i

i

i

i
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ii) g es diferenciable por la izquierda en todo punto t ∈ (a, b] y

g
′

−(t) = f(t−).

Entonces

g(t) = g(c) +

∫ t

c

f, para t, c ∈ [a, b].

Demostración. Sean c, t ∈ [a, b] y sea G(t) =
∫ t

c
f . Se deduce de las

proposiciones 6.35 y 6.32 i) y 6.32 ii) que (g−G)
′

+(t) = 0 para t ∈ [a, b)

y que (g−G)
′

−(t) = 0 para t ∈ (a, b], por lo tanto g−G es diferenciable

en (a, b) y (g −G)
′

(t) = 0 para todo t ∈ (a, b). La proposición 6.32 iii)
implica que g−G es continua en [a, b], luego el teorema ?? del valor medio
implica que g − G es constante, por lo tanto, como (g − G)(c) = g(c),
entonces g(t) = g(c) +G(t). �

6.38 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E, abierto,
f : A → F aplicación de clase C1 en A. Si x, v ∈ E, son tales que
[x, x+ v] ⊆ A. Entonces:

f(x+ v) − f(x) =

∫ 1

0
f ′(x+ tv) · v dt =

(∫ 1

0
f ′(x+ tv) dt

)
· v

(La notación L · v significa la aplicación L calculada en v).

Demostración. Sean x, v ∈ E, fijos, como en las hipótesis, consideramos
la aplicación

ρ : [0, 1] → A ⊆ E

t 7→ ρ(t) = x+ tv,

ρ es de Clase C1 en [0, 1], ρ′(t) = v, entonces, la aplicación

ψ = f ◦ ρ : [0, 1] → F

t 7→ ψ(t) = f
(
ρ(t)

)
= f(x+ tv),

es de clase C1 en [0, 1],

ψ(0) = f ◦ ρ(0) = f(x),

ψ(1) = f ◦ ρ(1) = f(x+ v),
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la regla de la cadena nos implica que ψ′(t) = f ′
(
ρ(t)

)
◦ρ′(t) = f ′(x+tv)·v,

deducimos del teorema anterior:

f(x+ v) − f(x) = ψ(1) − ψ(0) =

∫ 1

0
ψ′(t) dt =

∫ 1

0
f ′(x+ tv) · v dt.

El último paso es consecuencia del corolario 6.25, donde

g : [0, 1] → G = L(E,F),

t 7→ g(t) = f ′(x+ tv)

ϕ : [0, 1] → F

t 7→ ϕ(t) = g(t) · v = g(t)(v) = f ′(x+ tv) · v,

por ser f ′ continua y ρ continuas (ϕ = f ′ ◦ ρ), g es reglada, podemos
aplicar el corolario 6.25 citado, por lo tanto:

∫ 1

0
ϕ(t) dt =

∫ 1

0
g(t) · v dt =

(∫ 1

0
g(t) dt

)
· v,

es decir: ∫ 1

0
f ′(x+ tv) · v dt =

(∫ 1

0
f ′(x+ tv) dt

)
· v,

esto completa la prueba del corolario. �

El siguiente teorema es útil para cambio de variables.

6.39 Teorema. Sean I = [a1, b1], J = [a2, b2] dos intervalos cerrados
acotados de R, a, b ∈ I, a < b,F espacio de Banach f : I → J de clase
C1 en I, g : J → F aplicación continua. Entonces:

∫ b

a

g
(
f(t)

)
f ′(t) dt =

∫ f(b)

f(a)
g(u) du.

Demostración. Sea G aplicación diferenciable en J , tal que G′ = g, por
ejemplo G(s) =

∫ s

f(a) g(v) dv, entonces G ◦ f : I → F, es diferenciable y

la regla de la cadena implica (G ◦ f)′(t) = g =
(
f(t)

)
◦ f ′(t), G ◦ f es
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reglada y tambiém (G ◦ f)′, por lo tanto el corolario 6.38 nos implica:

(G ◦ f)(b) − (G ◦ f)(a) =

∫ b

a

(G ◦ f)′(t) dt = G
(
f(b)

)
−G

(
f(a)

)

=

∫ f(b)

f(a)
g(v) dv,

∫ b

a

(G ◦ f)′(t) dt =

∫ b

a

g
(
f(t)

)
f ′(t) dt =

∫ f(b)

f(a)
g(v) dv. �

6.40 Corolario. La conclusión del teorema anterior, corolario 6.38, es
válida si sobre f, g se colocan las hipótesis siguientes:

i) f diferenciable y estrictamente creciente (o estrictamente decre-
ciente) en I.

ii) f ′ continua a trozos.

iii) g continua a trozos.

Demostración. Se aplica el corolario 6.38, notando que tanto el teorema
6.37 como el corolario 6.38 son válidos aún si se invierte el orden de los
puntos extremos de integración (es decir, b < a y x + v < x, respecti-
vamente). Se coloca la hipótesis f estrictamente creciente para asegurar
que g ◦ f sea continua a trozos, y que G ◦ f sea continua y diferenciable
salvo en un número finito de puntos; podemos aśı aplicar el corolario
6.38. �

6.6 Integración por partes

6.41 Teorema. Sean E,F,G espacios de Banach, I intervalo de L, p :
E × F → G, una aplicación bilineal continua (un producto), notaremos
p(u, v) = u · v, f : I → F, g : I → G aplicaciones de clase C1. Entonces
para a, b ∈ I tenemos:

∫ b

a

f(t) · g′(t) dt = f(b) · g(b) − f(a) · g(a) −
∫ b

a

f ′(t) · g(t)dt.
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Demostración. La aplicación

P : I → G

t 7→ P(t) = f(t) · g(t),

es diferenciable, el teorema se deduce aplicando integración a la derivada
de este producto (ver proposición ?? iv).

P ′(t)(h) = (f · g)′(t)(h) = f ′(t)(h) · g(t) + f(t) · g′(t)(h),

luego para h fijo obtenemos:

∫ b

a

(f · g)′(t) dt = f(b) · g(b) − f(a) · g(a)

=

∫ b

a

f(t) · g′(t) dt +

∫ b

a

f ′(t) · g(t) dt. �

6.42 Corolario. La integración por partes es válida si f, g son conti-
nuas, diferenciables salvo un número finito de puntos y sus derivadas
f ′, g′ son continuas a trozos.

Demostración. : Ejercicio al lector. �

6.7 Ejercicios

1) Sea f : [a, b] → F reglada, muestre que ‖f‖ es reglada.

2) Sea f : [a, b] → Rn aplicación acotada, si D es el conjunto de pun-
tos de discontinuidad de f y D es contable (finito o enumerable).
Muestre si f es integrable en el sentido dado.

3) Pruebe las proposiciones y corolarios dejados como ejercicio.

4) Sean g : R → R, función continua, tal que g(0) = a > 0, y
f : R2 → R2 diferenciable, f = (f1, f2) tal que f(0, 0) = (0, 0)
y la Jacobiana de f en (0, 0), Jf(0, 0) es inversible, si F : R2 → R2

es definida por

F (x, y) =
(∫ f2(x,y)

f1(x,y)
g(t)dt,

∫ f1(x,y)

f2(x,y)
g(t)dt

)
,
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268 CAṔITULO 6. INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DE BANACH

determine la matriz Jacobiana de F , JF (0, 0). ¿Es JF (x, y) matriz
inversible, para algún par (x, y)?.

5) Sea f : [a, b] → F. Demuestre que f es continua, si y sólo si f
es reglada, f(t+) = f(t−) = f(t) para t ∈ (a, b) f(a+) = f(a) y
f(b−) = f(b).

6) Demuestre que toda función monótona f : [a, b] → R es reglada.

7) Demuestre que si f : [a, b] → F es reglada y : f([a, b]) → G es
continua. Entonces g ◦ f : [a, b] → G es reglada. (G espacio de
Banach)

8) Sean g, f : [a, b] → R, definidas por:

f(t) =

{
t · sen(1

t
), para 0 < t ≤ 1

0, parat = 0

y

g(t) =





1, para t > 0

0, para t = 0

−1, para t < 0.

Demuestre que f es continua en [0, 1], que g es reglada en [−1, 1],
pero g ◦ f no es reglada en [0, 1].

9) Sean f : [a, b] → F reglada, ǫ > 0. Demuestre que existe
g : [a, b] → F tal que

∫ b

a

‖f(t) − g(t)‖dt < ǫ.

(Sugerencia: Considere el caso en que f ∈ S
(
[a, b],F

)
.)

10) Sea sn ∈ S
(
[a, b],F

)
, tal que la serie

∑∞
n=1 sn es convergente en

B
(
[a, b],F

)
. Demuestre que

∑∞
n=1 sn ∈ S

(
[a, b],F

)
y

∫ b

a

( ∞∑

n=1

sn

)
=

∞∑

n=1

∫ b

a

sn.

11) La integral de Riemann Sea f ∈ B
(
[a, b],R

)
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i) La integral superior y la integral inferior de f son definidas
por: ∫ b

a

f = ı́nf{
∫ b

a

s; s ∈ S
(
[a, b],R

)
s ≥ f}

∫ b

a

f = sup{
∫ b

a

s; s ∈ S
(
[a, b],R

)
s ≤ f}

La función f se dice ser integrable Riemann si y sólo si

∫ b

a

f =

∫ b

a

f,

a este valor común se llama la integral de Riemann de f . De-

muestre que si f ∈ S
(
[a, b],R

)
entonces f es integrable Rie-

mann y esta integral coincide con la definida en este Caṕıtulo,
es decir:

I
b
af =

∫ b

a

f =

∫ b

a

f.

ii) Consideramos la función f : [0, 1] → R, definida por:

f(t) =

{
1, si 1

2n
< t ≤ 1

2n−1 , n = 1, . . .

0, si t = 0 o 1
2n+1 < t ≤ 1

2n
, n = 1, . . .

Demuestre que f es Riemann integrable y f /∈ S
(
[a, b],R

)
.

12) Considere I = [0, 1] ⊂ R, consulte la definción de función de va-
riación acotada en textos de Análisis real como por ejemplo Apos-
tol Tom, Análisis Matemático, Segunda Edición Editorial Reverte,
Caṕıtulo 6, sea

P = {0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1} una partición de I,

donde n ≥ 2 es entero positivo arbitrario, con P denotamos el
conjunto de todas las particiones de I, con

V (f) = sup{
n∑

j=1

|f(tj) − f(tj−1| : P ∈ P},

la variación total de f en [0, 1] y con V A(I) denotamos el espacio
vectorial de todas las funciones de variación acotada definidas en
I a valor real, demuestre que si definimos para f ∈ V A(I)

‖f‖ = |f(a+)| + V (f),
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esta es una norma en V A(I), y que V (f) es una seudonorma.
Usando tods los resultados sobre funciones de variación acotada
demostrados en el libro citado, demuestre que si f ∈ V A(I), f se
dice ser normalizada, si f(a) = 0 y f es continua por la derecha
en I, es decir f(t+ 0) = f(t) para todo t ∈ [0, 1]. Si con V AN(I)
denotamos el subconjunto de funciones normalizadas de V A(I)
entonces V AN(I) es subespacio vectorial de V A(I) y V (f) es una
norma en V AN(I).
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CAṔITULO 7

Teorema de Schwarz y Taylor

Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales normados, A ⊂ E = E1 ×
E2 × · · · × En abierto en E.f : A → F, a ∈ A, a = (a1, a2, . . . , an). Se
considera E con la estructura de espacio vectorial normado usual, por
ejemplo con

∥∥(x1, x2, . . . , xn)
∥∥ = sup

{
‖xi‖ : i = 1, 2, . . . , n, xi ∈ Ei

}
,

f diferenciable en A. Consideramos la función

ϕak :Ek → E1 × E2 × · · · × En = E

xk 7−→ ϕak(xk) = (a1, a2, . . . , ak−1, xk, . . . , an) = a+ Ik(xk − ak),

donde Ik es la inclusión de Ek en el espacio producto E,

Ik : Ek → E1 × E2 × · · · × En = E

xk 7−→ Ik(xk) = (0, . . . , xk, . . . , 0),

es lineal continua e inyectiva, luego ϕak es aplicación diferenciable de Ek

en E, aún más son aplicaciones C∞, ϕ′
ak(xk) = Ik para todo xk ∈ Ek.

271
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Los conjuntos Ak = ϕ−1
ak (A) son abiertos en Ek, ak ∈ Ak, consideramos

ϕak restringida a Ak,

ϕak : Ak → E1 × E2 × · · · × En = E,

notamos que ϕak(Ak) ⊂ A.f ◦ ϕak : Ak → F, como f es diferenciable en
A,ϕka diferenciable en Ak y ϕak(Ak) ⊂ A por el teorema de la regla de
la cadena f ◦ ϕak lo será en Ak, como ϕak(ak) = a, obtenemos:

(
f ◦ ϕak

)′
(ak) = f ′(a) ◦ ϕ′

ak(ak).

Esta discusión motiva la siguiente definición.

7.1 Definición de derivada parcial

7.1 Definición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales normados, y
sea A un subconjunto de E = E1 × E2 × · · · × En abierto en
E, f : A → F, a ∈ A, a = (a1, a2, . . . , an) no necesariamente diferen-
ciable en A, diremos que f es diferenciable con respecto a la variable
k en el punto a, o parcialmente diferenciable con respecto a la variable
k en a, si la aplicación f ◦ ϕak es diferenciable en ak, o que f admite
derivada parcial con respecto a xk en el punto a. Denotaremos esto con

Dkf(a) = ∂kf(a) =
∂f(a)

∂xk
,

es decir: si gk = f ◦ ϕak : Ak → F es diferenciable en

ak ∈ Ak = ϕ−1
ak (A), a ∈ A.

∗ Vemos que Dkf(a) ∈ L(Ek,F).

Nótese que ϕak depende de a, de manera que la derivada parcial de f
en otro punto de A se calculará con otra ϕak. Al considerar gk = f ◦ϕak

entonces según definición al ser diferenciable en ak tenemos:

gk(ak + hk) = gk(ak) + g′k(ak)(hk) + rk(hk), donde

hk ∈ Ek, (ak + hk) ∈ Ak, ĺımhk→0
rk(hk)

‖hk‖
= 0 (de F).
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Es decir,

gk(ak + hk) = gk(ak) + ∂kf(a)hk + rk(hk), luego

f(a1, . . . , ak + hk, . . . , an) = f(a) + ∂kf(a) · hk + rk(hk),

por lo tanto f admite derivada parcial en a con respecto a la variable
xk, entonces existen ∂kf(a) : Ek → F aplicación lineal continua de Ek

en F, y rk(hk) tal que

f(a1, . . . , ak−1, ak + hk, ak+1, . . . , an) = f(a) + ∂kf(a)hk + rk(hk)

donde ĺımhk→0
rk(hk)
‖hk‖ = 0 (de F).

Destacamos estos comentarios, como:

7.2 Proposición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios vectoriales norma-
dos, y sea A un subconjunto de E = E1 × E2 × · · · × En abierto en
E, f : A → F, a ∈ A, a = (a1, a2, . . . , an) no necesariamente diferencia-
ble en A, f es parcialmente diferenciable con respecto a la variable k en
el punto a, si y sólo si existe ∂kf(a) ∈ L(Ek,F), tal que

f(a1, . . . , ak + hk, . . . , an) = f(a1, . . . , ak, . . . , an) + ∂kf(a)h+ r(hk),

donde ĺımhk→0
rk(hk)

‖hk‖
= 0.

7.3 Nota.

1) Se deduce que si existen las derivadas parciales, son únicas.

2) En el caso particular en que A = A1×· · ·×An donde Aj es abierto
en Ej, la diferenciabilidad parcial de f : A → F con respecto a la
variable j-eśima en el punto a = (a1, . . . , an) ∈ A, es equivalente a
la diferenciabilidad en aj ∈ Aj de la función

t 7→ f(a1, . . . aj−1, t, aj+1, . . . , an), t ∈ Aj .

7.2 Relación entre derivada parcial y clase Ck

Antes de continuar con el concepto de derivada parcial, recordamos
la siguiente proposición de algebra lineal:
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274 CAṔITULO 7. TEOREMA DE SCHWARZ Y TAYLOR

7.4 Proposición. Dados E1, . . . ,En,F, espacios vectoriales existe un
isomorfismo canónico entre L(E1 × · · · ×,En,F) y

∏n
j=1 L(Ej,F), defi-

nido por la función

A ∈ L(E1 × · · · × En,F) 7→ (A ◦ I1, . . . , A ◦ In),

donde Ik es al incluisión de Ek en E1×· · ·×En. En particular, se tiene:

A(v1, . . . , vn) =

n∑

i=1

(A ◦ Ii)(vi), para todo (v1, . . . , vn) ∈ E1 × · · · × En.

Se observa que A◦Ik = Ak es la componente k-ésima de la aplicación
A.

Demostración. Como I =
∑n

i=1(Ii ◦Pi), dejaremos su verificación como
ejercicio. �

Esta proposición motiva la siguiente nota, la cual podŕıa ser un teo-
rema.

7.5 Proposición. Sean E1,E2, . . . ,En,F espacios de Banach, E = E1×
E2 · · · × En, A abierto en E, f : A→ F, se tiene:

i) Si f es diferenciable, existen las derivadas parciales

Djf : A→ L(E,F)

y para a ∈ A tenemos

Djf(a)ej = f ′(a)(0, . . . , ej , . . . , 0) = Df(a)(0, . . . , ej , . . . , 0)

= ∂jf(a)ej .

ii) Si f es diferenciable, entonces para a ∈ A, e = (e1, . . . , en) ∈ E,
tenemos:

f ′(a)e = f ′(a)(e1, . . . , en) = ∂1f(a)e1 + · · · + ∂nf(a)en.
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Demostración. Consideramos el caso n = 2. Sea f diferenciable en A,
a ∈ A, com ϕa1 : E1 → L(E1,F) es aplicaxción C∞, y como f es dife-
renciable en a = (a1, a2), la regla de la cadena implica que f ◦ ϕa1 es
diferenciable en a1, existe entonces ∂1f(a), tenemos:

∂1f(a) = (f ◦ ϕa1)′(a1) = f ′(a) ◦ (ϕ′
a1(a1) = f ′(a) ◦ I1,

luego para e1 ∈ E1

∂1f(a)e1 = f ′(a) ◦ I1(e1) = f ′(a)(e1, 0),

donde I1 es la aplicación inclusión de E1 en E1×E2. Demostración análo-
ga con ϕa2, I2 para ver que existe ∂2f(a)e2 = f ′(a)(0, e2), para e2 ∈ E2.
Esto demostraŕıa i). Para demostrar ii) Consideramos las proyecciones
Pj : E1 × E2 → Ej = E, para j = 1, 2, definidas para e = (e,e2) ∈ E,
por Pj(e) = ej, las cuales on lineales continuas, por tanto C∞,como la
aplicación idéntica de E es I = I1 ◦ P1 + I2 ◦ P2, luego:

f ′(a) ◦ I = f ′(a) ◦ (I1 ◦ P1 + I2 ◦ P2) = f ′(a) ◦ I1 ◦ P1 + f ′(a) ◦ I2 ◦ P2.

f ′(a)(e1, e2) = f ′(a)(1, ) + f ′(a)(0, e2) = ∂1f(a)e+∂2f(a)e2.

Si e = (e,e2) ∈ E, tenemos:

f ′(a)(e,e2)) = f ′(a) ◦ (I◦P1 + I2 ◦ P2)(e)

= f ′(a) ◦ I1 ◦ P2(e) + f ′(a) ◦ I2 ◦ P2(e)

= f ′(a)(e1, 0) + f ′(a)(0, e2)

= ∂1f(a)e1 + ∂2f(a)e2.

Esto demuestra ii). La prueba para n ≥ 2 es similar. �

Recordamos ahora la noción de función continuamente diferenciable,
con el f́ın de obtener otra condición equivalente a la de diferenciabilidad,
usando derivadas parciales.

7.6 Definición. Sean E1, . . .En,F espacios vectoriales normados, A sub-
conjunto abierto del espacio vectorial producto E = E1 × · · · × En,
f : A→ F continua.

i) Si f es parcialmente diferenciable con respecto a la variable j en
todo punto de A, diremos que f es parcialmente diferenciable con
respecto a la variable j en A.
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ii) Si la aplicación ∂j : A → L(Ej,F) es continua, diremos que f es
continuamente parcialmente diferenciable con respecto a la variable
j en A.

iii) Si f es continuamente diferenciable con respecto a todas las varia-
bles j, 1 ≤ j ≤ n en A, diremos que f es continuamente parcial-
mente diferenciable en A.

7.7 Nota. Recordamos que si f , g son funciones, estamos usando la
notación g ◦ f para la composición de f con g. Cuando se tienen dos
funciones lineales S, T se usa S · T , en lugar de S ◦ T Esta notación con
· punto se generaliza. Suponemos entonces que E,F,G,H son espacios
normados, A un subconjunto de E, abierto, f : A → L(F,G) y g : A →
L(G,H), entonces con g · f , denotaremos la función

g · f : A→ L(F,H)

x 7→ (g · f)(x) = g(x) · f(x),

la notación significa composicíıon de la aplicación lineal g(x) con la
aplicación lineal f(x). Se nota que si f, g son continuas, entonces g ·
f lo es. Dejaremos la demostración de esta afirmación como ejercicio.
Cuando, una de las dos funciones f o g es constante, por ejemplo, si
f(x) = T ∈ L(E,G) para todo x ∈ A. Entonces g · T es la función cuyo
valor en x ∈ A es g(x) · T ∈ L(F,H), es decir que si v ∈ E, entonces(
g(x) · T

)
(v) = g(x)(T (v)).

7.8 Teorema. Sean E1,E2,F espacios vectoriales normados, A subcon-
junto abierto de E1 ×E2, f : A→ F, continua, a = (a1, a2) ∈ A, A1, A2

abiertos de E1,E2, respectivamente, tales que:

i) a = (a1, a2) ∈ A1 ×A2 ⊂ A,

ii) f es parcialmente diferenciable en A1 × A2 con respecto a las dos
variables

iii) las aplicaciones ∂1f : A1 ×A2 → L(E1, F ) y

∂2f : A1 ×A2 → L(E2, F )

son continuas. Entonces f es diferenciable en a = (a1, a2) y

Df(a) = f ′(a) = ∂1f(a) · P1 + ∂2f(a) · P2
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Demostración. Sea (h, k) ∈ E1 × E2, tenemos:

f(a1 + h, a2 + k) − f(a1, a2) =

f(a1 + h, a2 + k) − f(a1 + h, a2) + f(a1 + h, a2) − f(a1, a2)

Como f es parcialmente diferenciable en (a1, a2) respecto a la pri-
mera, variable tenemos

f(a1 + h, a2) − f(a1, a2) = ∂1f(a1, a2)(h) + r1(h).

Como ‖h‖ ≤ ‖(h, k)‖ y r1(h) es tal que ĺımh→0
r1(h)
‖h‖ = 0 deducimos que

dado ǫ > 0 existe δ > 0, tal que ‖r(h)‖ ≤ 1
2ǫ‖h‖ ≤ 1

2ǫ‖(h, k)‖, por lo
tanto

f(a1 + h, a2) − f(a1, a2) = ∂1f(a1, a2)(h) + r1(h). (A)

Consideramos ahora f(a1 + h, a2 + k) − f(a1 + h, a2), queremos de-
mostrar que

f(a1 + h, a2 + k) − f(a1 + h, a2) = ∂2f(a1, a2) +R(h, k),

donde

ĺım(h,k)→(0,0)
R(h, k)

‖(h, k)‖ = 0.

Definimos, para h fijo, la función φ por

φ(k) = f(a1 + h, a2 + k) − f(a1 + h, a2) − ∂2f(a1, a2)(k).

Como f es parcialmente diferenciable respecto a la segunda variable
en A1 ×A2, se deduce que φ es diferenciable en k siempre y cuando que
(a1 + h, a2 + k) ∈ A1 ×A2 su derivada es

φ′(k) = ∂2f(a1 + h, a2 + k) − ∂2f(a1, a2).

Como ∂2f es continua en (a1, a2), dado ǫ, existe δ > 0 tal que

‖φ′(k)‖ = ‖∂2f(a1 + h, a2 + k) − ∂2f(a1, a2)‖ ≤ 1

2
ǫ, si ‖(h, k)‖ ≤ δ.
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Usando el teorema de la desigualdad del valor medio a la función φ,
obtenemos

‖φ(k) − φ(0)‖ ≤ ‖k‖ sup
0<t<1)

‖φ′(tk)‖.

Como φ(0) = 0, deducimos que

‖φ(k)‖ ≤ ‖k‖ sup
0<t<1)

‖φ′(tk)‖.

Pero ‖(h, k)‖ ≤ δ implica que ‖φ′(k)‖ ≤ 1
2ǫ, por lo tanto obtenemos

‖φ(k)‖ ≤ ǫ‖k‖, si ‖(h, k)‖ ≤ δ.

Como ‖k‖ ≤ ‖(h, k)‖, obtenemos

‖φ(k)‖ ≤ 1

2
ǫ‖(h, k)‖, si ‖(h, k)‖ ≤ δ.

escogiendo δ para que sean validas las anteriores desigualdades, deduci-
mos: como ǫ > 0 es arbitrario, deducimos que

f(a1 + h, a2 + k) − f(a1 + h, a2) = ∂2f(a1, a2)(k) + φ(k). (B)

de las igualdades (A) y (B) se deduce que f es diferenciable en (a1, a2)
y que su derivada es dada por

f ′(a1, a2) = ∂1f(a1, a2) ◦ P1 + ∂2f(a1, a2) ◦ P2,

ya que al sumarlas, obtenemos

f(a1 + h, a2 + k)− f(a1, a2) = ∂1f(a1, a2)(h) + ∂2f(a1, a2)(k) +R(h, k).

donde R(h, k) = φ(k) + r1(h), es tal que si ‖(h, k)‖ ≤ δ

‖R(h, k)‖ = ‖φ(k) + r1(h)‖ ≤ ‖φ(k)‖ + ‖r1(h)‖ ≤ ǫ‖(h, k)‖,

si ‖(h, k)‖ ≤ δ. �

7.9 Teorema. Sean E1,E2,F espacios vectoriales normados, A subcon-
junto abierto de E1 × E2 y f : A → F, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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i) f es de clase C1 en A, es decir, es continuamente diferenciable en
A.

ii) f es parcialmente continuamente diferenciable en A.

Si i) o ii) es válida, la derivada y las derivadas parciales de f están
relacionadas por:

∂jf = f ′ · Ij , j = 1, 2,

f ′ = ∂1f · P1 + ∂2f · P2.

Demostración. i) implica ii). Por el teorema 7.8, f es parcialmente di-
ferenciable con respecto cada variable en A y

∂jf = f · Ij, j = 1, 2.

Por hipótesis f ′ : A → L(E1 × E2,F es continua y Ij ∈ L(Ej,F),
para j = 1, 2, deducimos de las Notaciones y comentarios precedentes
el teorema 7.8, que ∂jf es continua, para j = 1, 2. ii) implica i). Por el
teorema 7.8 anterior, f es diferenciable en A y

f ′ = ∂1f · P1 + ∂2f · P2.

como ∂jf se supone continua, para j = 1, 2, y como las proyecciones
son continuas, deducimos que df = f ′ es continua, por ser suma de
continuas. Luego f es de clase C1 en A. �

La siguiente Proposición es un corolario evidente del anterior teore-
ma.

7.10 Proposición. Sean E1, . . . ,En,F espacios vectoriales normados y
A subconjunto abierto de E1,× · · · × En.Suponemos que f : A → F es
continua. Entonces f es continuamente parcialmente diferenciable en A
si y sólo si f es de clase C1 en A. La derivada y las derivadas parciales
relacionadas por:

∂jf = f ′ · Ij, j = 1, 2

df = f ′ =

n∑

j=1

∂jf · Pj .
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Demostración. Se deduce inductivamente del teorema 7.9 �

Sugerimos recordar la interpretación en términos de la matriz Jaco-
biana en el caso de dimensión finita (ver La Matriz Jacobiana, caṕıtulo
2.)

7.11 Ejemplo. Sean E1, . . . ,En; F espacios normados, y
T ∈ L(E1, . . . ,En; F) aplicación n-lineal continua. Entonces T es con-
tinuamente parcialmente diferenciable en E1,× · · · × En con derivadas
parciales dadas por

∂jT (v1, . . . , vn)(h) = T (v1, . . . , vj−1, hj , vj+1, vn), hj ∈ Ej, 1 ≤ j ≤ n.

Este resultado es consecuencia inmediata, por ser T continua y li-
neal en la j-ésima variable. Deducimos que T es diferenciable y de clase
C1 por la Proposición anterior (sugerimos ver proposición 3.25). Con
derivada dada por:

T ′(v1, . . . , vn)(h1, . . . , hj , . . . , hn) =

n∑

j=1

∂jT (v1, . . . , vn)(hj)

=

n∑

j=1

T (v1, . . . , vj−1, hj , vj+1, . . . , vn)

note, que esta fórmula es la obtenida en la proposición 2.14.

7.12 Ejemplo.

a) Sea

f : R × R2 → R2

(
x1, (x2x3)

)
7→ f

(
x1, (x2, x3)

)
= (x1x3, x1x2 + x2x3).

Entonces existen ∂1f y ∂2f , y son continuas en R×R2. En efecto:

∂1f
(
x1, (x2, x3)

)
· h1 = (h1x3, h1x2) = h1(x3, x2),

∂2f
(
x1, (x2, x3)

)
· (h2, h3) = (x1h3, x1h2 + x2h3 + h2x3),

r1(h1) ≡ 0,

r2(h2, h3) = (0, h2h3),

∂2f
(
x1, (x2, x3)

)
(h2, h3) ≡

[
0 x1

x1 + x3 x2

] [
h2

h3

]
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b) Consideremos ahora L : E1 × E2 → F1 × F2, L lineal continua, L
puede identificarse con una matriz:

[
L11 L12

L21 L22

]
,

donde cada Lij es lineal continua. Lij : Ej → Fi, i, j = 1, 2,
v = (v1, v2). En efecto, como L : E1 × E2 → F1 × F2 es lineal
continua, L = (L1, L2) cada Li : E1 × E2 → Fi, i = 1, 2. Como
v = (v1, v2) = (v1, 0) + (0, v2),

L(v) =
(
L1(v), L2(v)

)
=
(
L1(v1, 0)+L1(0, v2), L2(0, v2)+L2(v1, 0)

)
.

Entonces:

L11 : E1 → F1

v1 7→ L11(v1) = L1(v1, 0)

L12 : E2 → F1

v2 7→ L12(v2) = L1(0, v2)

L21 : E1 → F2

v1 7→ L21(v1) = L2(v1, 0)

L22 : E2 → F2

v2 7→ L22(v2) = L2(0, v2)

Como vemos estas cuatro aplicaciones L11, L12, L21, L22 son li-
neales continuas, por serlo L1, L2. Rećıprocamente, dadas L11,
L12, L21, L22 lineales continuas, definidas como antes, L es lineal
continua.

L : E1 × E2 → F1 × F2, L = (L1, L2), con L1(v1, v2) = L11(v1) +
L12(v1), L2(v1, v2) = L21(v1)+L22(v2). Es claro que L se identifica
con:

A =

[
 L11  L12

 L21  L22

]
.

7.13 Corolario. Sean E1,E2,F1,F2 espacios normados, A ⊆ E1 × E2,
abierto, y sea f : A → F1 × F2, f ∈ Cm(m ≥ 1), si f = (f1, f2),
fi : A→ Fi, i = 1, 2, entonces para x ∈ A, f ′(x) esta representada por:

[
∂1f1(x) ∂2f1(x)
∂1f2(x) ∂2f2(x)

]
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Demostración. Inmediata usando la discusión anterior. �

Sea f : A→ F, A ⊂ E abierto, recordamos ahora:

Dmf(x) = f (m)(x) = D
(
Dm−1f(x)

)
=
(
f (m−1)

)′
(x)

y que

Dmf(x) ∈ L
(
E,L

(
E, . . . ,L(E,F)

))
,

el cual es denotado por Lp(E; F) y Lp(E; F) ≃ Lp(E; F), f ∈ Cm(A)
si existe f (k)(x) para todo x ∈ A y si Dkf : A → Lk(E; F) es conti-
nua Lk(E; F) ≃ Lk(E; F) para cada k = 0, 1, 2, . . . ,m. Además, como
DiDkf(x) = Di+kf(x) si i+ k = m y si Dmf(x) existe.

También la m-ésima derivada es lineal en el sentido

Dm(f + g) = Dmf +Dmg y Dm(λf) = λDmf.

Si T ∈ Lm(E; F) ≃ Lm(E; F),

T (v1)(v2) · · · (vm) ≡ t(v1, v2, . . . , vm)

se identifica con la m-lineal continua t ∈ Lm(E; F),

t : E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n veces

→ F

definida por

t(v1, v2, . . . , vm) = T (v1)(v2) · · · (vm).

Si i+ k = m, evaluamos t(v1, . . . , vm) de dos maneras aśı:

t(v1, . . . , vk) (vk+1, . . . , vm).︸ ︷︷ ︸
i componentes

Recordamos que T (v1)(v2) · · · (vk) ∈ L(m−k)(E; F) ≃ L(m−k)(E; F).

T (v1)(v2, . . . , vk)(vk+1) · · · (vm) ≡ T (v1)(v2) · · · (vm) ≡ t(v1, . . . , vm).
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7.14 Lema. Sea E,F espacios normados A ⊂ E abierto y v2, v3, . . . , vm,
∈ E, fijos, y f : A→ F aplicación m veces diferenciable en A y sea

g : A→ L(m−1)(E; F)

x 7→ g(x) = Dm−1f(x)(v2, v3, . . . , vm).

Entonces g es diferenciable en A y para v ∈ E:

g′(x)v = Dmf(x)(v, v2, v3, . . . , vm).

Usando la notación · punto se enuncia: La aplicación

g = Dm−1 · (v2, v3, . . . , vm) : A→ F

x 7→ Dm−1f(x)(v2, v3, . . . , vm).

es diferenciable en x ∈ A y para x ∈ E:

g′(x)(v) = (Dm−1f · (v2, v3, . . . , vm))′(x)(v)

= Dmf(x)(v, v2, v3, . . . , vm).

Demostración.

Dm−1f : A→ L(m−1)(E; F) ≃ Lm−1(E; F),

ev : L(m−1)(E; F) → F

L 7→ ev(L) = L(v2, . . . , vm)

la evaluación en (v2, . . . , vm), g = ev ◦Dm−1f , como podemos aplicar la
regla de la cadena, obtenemos:

g′(x)(v) = (ev ◦Dm−1f)′(x) = ev′
(
Dm−1f(x)

)
◦Df(x)(v)

= ev ◦Dmf(x)(v) = Dmf(x)(v)(v2, . . . , vm)

= Dmf(x)(v, v2, . . . , vm). �

7.3 Teorema de Schwarz

7.15 Teorema (Teorema de Schwarz-Euler). Sean E,F espacios de Ba-
nach, A ⊂ E abierto f : A → F, f ∈ Cm(A),m ≥ 2, entonces para
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todo x ∈ A, f (m)(x) es aplicación m-lineal simétrica, es decir, para toda
permutación σ de {1, 2, . . . ,m}, si v1, v2, . . . , vm ∈ E, se tiene que:

f (m)(x)(v1, v2, . . . , vm) = f (m)(x)(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(m)).

Demostración.

i) Consideramos m = 2, sea x ∈ A, como A es abierto existe δ > 0
tal que B2δ(x) ⊂ A y tal que si h, k ∈ E son tales que ‖h‖, ‖k‖ < δ
implican que x+h, x+ k, x+h+ k ∈ A, es decir que h, k ∈ Bδ(0),
luego ‖(h, k)‖ ≤ δ.

Consideramos la aplicación

G : U = Bδ(0) ×Bδ(0) → F,

definida por

G(h, k) = f(x+ h+ k) − f(x+ h) − f(x+ k) + f(x),

vemos que G(h, k) = G(k, h), para todo (h, k) ∈ U .

Demostraremos que

G(h, k) −D2f(x)(h, k) = γ(h, k),

es tal que

ĺım(h,k)→0
γ(h, k)

‖(h, k)‖ = 0,

esto implica que D2f(x) es simétrica, debido a que G es simétrica
y D2f(x) es bilineal continua. Definimos g : [0, 1] → F por

g(t) = f(x+ h+ tk) − f(x+ tk) − tD2f(x)(h, k).

Obtenemos que

g(1) − g(0) = G(h, k) −D2f(x)(h, k).

g es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1) se deduce del teorema
de la desigualdad del valor medio

‖g(1) − g(0)‖ ≤ sup{‖g′(t)‖, t ∈ (0, 1)}.
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Como

g′(t) = f ′(x+ tk + h)(k) − f ′(x+ tk)(k) −D2f(x)(h, k)

= (f ′(x+ tk + h) − f ′(x))(k) − (f ′(x+ tk) − f ′(x))(k)

−D2f(x)(h, k).

Como f ′ es diferenciable en x, dado ǫ >), existe δ1 > 0, 0 < δ1 < δ,
tal que, si ‖v‖ ≤ 2δ1, entonces

f ′(x+ v) = f ′(x) +D2f(x)(v) + r(v),

donde ‖r(v)‖ ≤ ǫ‖v‖. Calculando esta aplicación de L(E,F) en
k ∈ E, se deduce que

f ′(x+ v)(k) = f ′(x)(k) +D2f(x)(v, k) + r(v, k),

donde

‖r(v, k)‖ = ‖r(v)(k)‖ ≤ ‖v‖‖k‖, ‖(v, k)‖ ≤ δ1.

Substituimos en la igualdad para g′(t), tenemos

g′(t) = D2f(x)(h+ tk, k) −D2f(x)(tk, k) −D2f(x)(h, k)

+ r(h+ tk, k) − r(tk, k).

Como

0 = D2f(x)(h+ tk, k) −D2f(x)(tk, k) −D2f(x)(h, k)

= D2f(x)(h, k) +D2f(x)(tk, k) −D2f(x)(tk, k)

−D2f(x)(h, k)

entonces
g′(t) = r(tk + h, k) − r(tk, k),

luego

‖g′(t)‖ ≤ ‖r(tk, k)‖ + ‖r(tk + h, k)‖
≤ ǫ‖k‖(‖tk + h‖ + ‖tk‖), para ‖(h, k)‖ ≤ δ1

≤ 2ǫ‖k‖(‖h‖ + ‖k‖).
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Entonces al substituir esta estimativa para g′(t) en ‖g(1) − g(0)‖,
obtenemos

‖g(1) − g(0)‖ ≤ 2ǫ‖k‖(‖h‖ + ‖k‖), para ‖(h, k)‖ ≤ δ1.

Es decir

‖G(h, k) −D2f(x)(h, k)‖ ≤ 2ǫ‖k‖(‖h‖ + ‖k‖), para ‖(h, k)‖ ≤ δ1.

De manera semejante, por simetŕıa, obtenemos

‖G(h, k) −D2f(x)(k, h)‖ ≤ 2ǫ‖h‖(‖h‖ + ‖k‖), para ‖(h, k)‖ ≤ δ1.

Como G es simétrica, deducimos al usar desigualdad triangular,
que

‖D2f(x)(h, k) −D2f(x)(k, h)‖ ≤ 2ǫ(‖k‖ + ‖h‖)2, si ‖(h, k)‖ ≤ δ1.

Como ‖h‖, ‖k‖ ≤ ‖(h, k)‖, deducimos finalmente

‖D2f(x)(h, k) −D2f(x)(k, h)‖ ≤ 8ǫ‖(h, k)‖2, si ‖(h, k)‖ ≤ δ1.

Por ser D2f(x) bilineal, obtenemos que para todo u, v ∈ E

‖D2f(x)(u, v) −D2f(x)(v, u)‖ ≤ 8ǫ‖(u, v)‖2,

Como ǫ > 0 es arbitrario, se deduce queD2f(x)(u, v) = D2f(x)(v, u),
para todo u, v ∈ E.

ii) Sean f ∈ Cm(A),m ≥ 2 y g = f (m−2) = Dm−2f , sabemos que

g′′(x)(v1, v2) = g′′(x)(v2, v1) para todo v1, v2 ∈ E, como :

Dmf(x) = D2Dm−2f(x),

Dmf = D2Dm−2f,

Dmf(x)(v1, v2, . . . , vm) = D2
(
Dm−2f(x)

)
(v1, v2) · (v3, . . . , vm)

= Dmf(x)(v2, v1, v3, . . . , vm)

Luego

Dmf(x)(v1, v2, v3, . . . , vm) = Dmf(x)(v2, v1, v3, . . . , vm) (A)
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Suponemos válido el teorema para m− 1.

Sea π permutación de {2, 3, . . . ,m}. Por hipótesis de inducción

Dm−1f(x)(v2, v3, . . . , vm) = Dm−1f(x)(vπ(2), . . . , vπ(m))

D
(
Dm−1f(x)(v2, v3, . . . , vm)

)
(v1) = Dmf(x)(v1, v2, v3, . . . , vm)(lema 1)

D
(
Dm−1f(x)(v(2), . . . , v(m))

)
(v1) = Dmf(x)(v1, vπ(2), . . . , vπ(m))(lema 1)

Dmf(x)(v1, v2, v3, . . . , vm) = Dmf(x)(v1, vπ(2), . . . , vπ(m))

= Dmf(x)(v2, v1, v3, . . . , vm)(por A)

Se ha probado, que Dmf(x) es simétrica en las dos primeras varia-
bles y que Dmf(x) es simétrica en las últimas m−1-variables, esto
implica que es simétrica en todas. Esto prueba el teorema, pues si
σ ∈ Sm = grupo simétrico de las permutaciones de {1, 2, . . . ,m},
entonces σ es producto de la transposición (1, 2) y de permutacio-
nes de {2, 3, . . . ,m}. �

7.16 Corolario. Sea A ⊂ Rp abierto y f : A→ R, f ∈ Cm(A) entonces
para todo a ∈ A,

∂mf(a)

∂xi1 · · · ∂xim

puede obtenerse sin tener en cuenta el orden en que se efectúen las
derivaciones parciales.

Demostración. En efecto, por definición,

∂mf(a)

∂xi1 · · · ∂xim

= f (m)(a)(ei1 , . . . , eim)

donde eik es vector de la base canónica de Rp para k = 1, 2, . . . , m. El
resultado se deduce por ser f (m)(a) aplicación m-lineal simétrica. �

7.17 Teorema. Sean E,F,G espacios normados, A ⊂ E abierto,
f : A→ F, f ∈ Cm(A), T ∈ L(F,G), entonces (T ◦f)(m)(x) = T ◦f (m)(x)
para todo x ∈ A.

Demostración. Por inducción sobre m.

i) Si m = 1, ya fue probado que (T ◦ f)′(x) = T ◦ f ′(x).
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ii) Suponemos el teorema válido para m−1(m ≥ 2) y sea f ∈ Cm(A).
Es decir

(T ◦ f)(m−1)(x) = T ◦ f (m−1)(x);

como

(T ◦f)(m)(x) =
(
(T ◦f)(m−1)

)′
(x) = T ◦

(
f (m−1)

)′
(x) = T ◦f (m)(x).

Hemos usado la regla de la cadena en el último paso. �

7.18 Nota. Generalizamos un poco más la notación · (punto). Supo-
nemos, que E,F1,F2 y G son espacios vectoriales normados y que la
aplicación bilineal b ∈ L(F1,F2; G) es fija. Escribiremos

b(f1, f2) = f1 · f2 para todo (f1, f2) ∈ F1 × F2.

Si A es abierto en E y f : A → F1, g : A → F2, denotaremos con
f · g, la aplicación

f · g : A→ G,

definida por

(f · g)(x) = b(f(x), g(x)) = f(x) · g(x), x ∈ A.

Para la anterior b fija, recordamos que:

7.19 Definición. Sean n,m ≥ 0 enteros. Definimos L0(; F) = F. Si
b ∈ L(F1,F2; G) es aplicación bilineal fija, b induce una aplicación bili-
neal continua

Lm(E; F1) × Ln(E; F2) → Lm+n(E; G),

que denotaremos por

(S, T ) 7→ S · T, S ∈ Lm(E; F1), T ∈ Ln(E; F2).

definida por

(S · T )(v1, · · · , vm+n) = S(v1, · · · , vm)T (vm+1, · · · , vm+n),

para todo (v1, . . . , vm+n) ∈ E × E · · · × E︸ ︷︷ ︸
(m+n)−veces

, donde j = 1, . . . ,m + n. En

particular, si m = n = 0, esta composición o producto es precisamente
b. En el caso m = 0, n = 1, tenemos una composición o producto

F1 × L(E,F2) → L(E,G),
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definida por

(f · T )(v) = f · T (v), T ∈ L(E,F2), f ∈ F1, v ∈ E,

y cuando m = 1, n = 0, una composición:

L(E,F1) × F2 → L(E,G),

definida por

(S · f)(x) = S(x) · f, S ∈ L(E,F1), f ∈ F2, x ∈ E.

Si f : A→ Lm(E; F1) y g : A→ Ln(E; F2), entonces

f · g : A→ Lm+n(E; G)

denotará la función definida por (f · g)(x) = f(x) · g(x), x ∈ A.

Los siguientes ejemplos, han sido estudiados antes, damos ahora otra
presentación con el propósito de usar las anteriores ideas.

7.20 Ejemplo.

i) La función evaluación ev : L(E,F) × E → F, definida por

ev(T, x) = T (x), T ∈ L(E,F), x ∈ E.

Si A es subconjunto abierto de el espacio vectorial normado G y

f : A→ L(E,F), g : A→ E.

Entonces f · g : A→ F, es definida por

(f · g)(x) = ev(f(x), g(x)) = f(x)(g(x)).

Caso particular importante, es cuando g es constante, por ejemplo,
g(x) = v, para todo x ∈ E. En este caso, escribimos

f · v : A→ F

para denotar la función cuyo valor en x ∈ A es f(x)(v).
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ii) La composición de aplicaciones lineales continuas, ver ejemplo 1.81:

L(F,G) × L(E,F) → L(E,G),

(S, T ) 7→ S · T

Recordamos la fórmula para derivada de un producto, ya descrita
(ver proposición 2.18), enunciamos a continuación esta Proposi-
ción, usando la notación · punto.

iii) Dados E,F1,F2,G espacios vectoriales normados y b ∈ L(F1,F2; G)
(Bilineales continuas de F1×F2 en G). Si A es subconjunto abierto
de E, f : A→ F1, g : A→ F2 son diferenciables en x ∈ A. Entonces
f · g : A→ G es diferenciable en x y

(f · g)′(x) = f(x) · g′(x) + f ′(x) · g(x).

Donde f(x) · g′(x) es la composición de F1 × L(E,F2) → L(E,G)
y f ′(x)· es la composición L(E,F2) × F2 → L(E,G).

7.21 Nota.

i) Con la notación anterior, para la fórmula de la derivada del pro-
ducto, si f , g son de clase C1 en A, entonces f ·g lo es. En este caso
(f · g)′ = f · g′ + f ′ · g. Notamos, sin embargo,que las dos compo-
siciones en el lado derecho de la anterior igualdad, son diferentes,
aunque son inducidas por la misma aplicación bilineal b.

ii) Sean E,F,G espacios vectoriales normados y sea m ≥ 1, usaremos
la siguiente notación para la aplicación evaluación:

evm : Lm(E; F) × E × E · · · × E︸ ︷︷ ︸
m−veces

→ F,

escribiremos;

evm(T, (x1, . . . , xm)) = T · (x1, . . . , xm),

donde

T ∈ Lm(E; F) y (x1, . . . , xm) ∈ E × E · · · × E︸ ︷︷ ︸
m−veces

.

Note que evm es una aplicación m+ 1-lineal continua,

evm ∈ L
(
Lm(E; F),E × E · · · × E︸ ︷︷ ︸

m−veces

)
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La siguiente proposición es importante en lo que sigue, especialmente
para derivadas de orden superior.

7.22 Proposición (Lema de evaluación). Sean E,F,G espacios nor-
mados, W subconjunto abierto de G. Suponemos que f : W → Ln(E; F)
diferenciable en x ∈W . Entonces, si (v1, . . . , vn) es un punto fijo de En,
la aplicación f · (v1, . . . , vn) : W → F es diferenciable en x y

(f · (v1, . . . , vn))′(x) = f ′(x) · (v1, . . . , vn).

Demostración. Como f es diferenciable en x, tenemos en Ln(E; F):

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)(h) + o(h), x+ h ∈W.

Evaluando en (v1, . . . , vn) obtenemos

(f ·(v1, . . . , vn))(x+h) = (f ·(v1, . . . , vn))(x)+
(
f ′(x)(h)·(v1, . . . , vn))

)
+o(h)

deducimos que f · (v1, . . . , vn) es diferenciable en x, con derivada

f ′(x) · (v1, . . . , vn) ∈ L(G,F).

�

7.23 Definición. Sean E1, . . . ,En,F espacios vectoriales normados, A
subconjunto abierto de E1 × · · · × En. Suponemos que f : A → F es de
clase C1 en A y la función Dj : A→ L(Ej,F) es diferenciable en x ∈ A.
Entonces definimos

Dijf(x) = Di(Djf)(x), 1 ≤ j ≤ n.

Notamos que

Dijf(x) ∈ L(Ei,L(Ej ,F) ≃ L(Ei,Ej ; F).

Si Dijf es diferenciable en A, la aplicación Dijf : A → L(Ei,Ej; F)
es definida por Dijf(x), para x ∈ A.

7.24 Proposición. Sean E1, . . . ,En,F espacios vectoriales normados,
A subconjunto abierto de E1 × · · · × En. Suponemos que f : A → F es
dos veces diferenciable en x ∈ A, entonces las aplicaciones derivadas
parciales

Djf : A→ L(Ej; F) 1 ≤ j ≤ n,
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son diferenciables en x y

Dijf(x) = Djif(x), 1 ≤ i, j ≤ n,

en el sentido Dijf(x)(h, k) = Djif(x)(k, h), para todo (h, k) ∈ Ei × Ej.
Más aún, tenemos las siguientes relaciones entre D2f(x) y Dijf(x):

Dijf(x) = D2f(x) · (Ii × Ij), 1 ≤ i, j ≤ n, A

D2f(x) =

n∑

i,j=1

Dijf(x) · (Pi × Pj). B

Vemos que la primera parte es otra manera de escribir el teorema
7.15, por lo tanto es suficiente demostrar (A). Es fácil demostrar que
(A) implica (B), (por substitución en el lado derecho de (B)). Que
Dijf(x) = Djif(x), es consecuencia de (A) y del teorema 7.15.

Demostración. Como Djf = Df · Ij, se deduce de la fórmula de la apli-
cación compuesta (o sea D(f · g)(x) = f(x) ·Dg(x) + Df(x) · g(x), ver
ejemplo 7.20 ii) que Djf es diferenciable en x. Sea (h, k) ∈ Ei×Ej. Usan-
do la anterior notación (· punto) y el lema de evaluación (proposición
7.22). Tenemos

Dijf(x)(h, k) = D(Djf)(x)(Ii(h), k) (definición de Dij)

= D(Df · k)(x)(Ii(h)) (lema de evaluación)

= D(Df · Ij(k))(Ii(h)) (definición de Dj)

= D2f(x)(Ii(h), Ij(k)) (lema 7.14).

Como esta igualdad es válida para todo (h, k) ∈ E×Ej, (A) está de-
mostrado. �

7.25 Nota. Sean E1, . . . ,En,F espacios vectoriales normados A un sub-
conjunto abierto de E1 × · · · × En. f :→ F, y j1, j2, . . . , jp enteros no
negativos, tales que 1 ≤ ji ≤ n, para i = 1, . . . , p, entonces denotaremos

Dj1...jpf(x) = Dj1(Dj2(. . . (Djpf) . . . ))(x), x ∈ A,

suponemos que f , y sus derivadas, son de clase Cr, con r suficientemente
grande para que lo anterior tenga sentido, otra notación es Dj = ∂j . Con

Dj1...jpf : A→ L(Ej1, . . . ,Ejp ; F),
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denotaremos la correspondiente función. Si i1, i2, . . . , in son enteros no
negativos, denotaremos

Di1
1 . . . Din

n f(x) = D1(· · ·D1︸ ︷︷ ︸
i1−veces

(D2 · · · (Dnf)︸ ︷︷ ︸
in−veces

) · · · ) · · · )(x), x ∈ A

Como siempre, se comprende que si ik = 0 ninguna diferenciación se
efectúa con respecto a la k-ésima variable.

A continuación otra manera de reenunciar el teorema de Schwarz
7.15, en este caso: usando el anterior teorema:

7.26 Teorema. Sean E1, . . .En,F, espacios vectoriales normados, A
subconjunto abierto de E1 × · · · × En. Si f :→ F es p-veces diferenciable
en x ∈ A. entonces, si j1, . . . , jn son enteros tales que 1 ≤ jk ≤ n para
k = 1, . . . n, las derivadas Dj1...jpf(x) existen y, además, tenemos

i) Dj1...jpf(x) es simétrica en los j′s y

Djσ(1)...jσ(n)
f(x) = Dj1...jpf(x)

para toda σ ∈ Sp en el sentido de la proposición 7.24 anterior.

ii)
Dj1...jpf(x) = Dpf(x) · (Ij1 × · · · × Ijp).

iii)

Dpf(x) =

n∑

j1,...,jp=1

Dj1...jpf(x) · (Pj1 × · · · × Pjp).

iv)

Dpf(x) =
∑

|m|=p

p!

m1! . . .mn!
Dm1

1 . . . Dmn
n f(x) · (Pm1

1 × · · · × Pmn
n ).

Demostración. Como en la demostración de la proposición 7.24 es sufi-
ciente demostrar que existen las derivadas Dj1...jpf(x) y satisfacen ii).
En verdad ii) implica iii), y ii) junto con el hecho de queDpf(x) = fp(x)
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es p-lineal simétrica, implica i). La afirmación iv), se deduce de i) y de
iii) como en la demostración del lema 3.56. La demostración de ii) puede
hacerse por inducción sobre p usando el lema de evaluación, imitando los
detalles de la demostración de la proposición 7.24. Dejamos esto como
ejercicio. �

7.27 Ejemplo. Recordamos ver las notaciones del caṕıtulo 3, sobre poli-
nomios homogéneos y sobre aplicaciones n-lineales simétricas y notación
con multíındices. Ver la proposición 3.11.

i) Sea T ∈ Ls
p(E; F) y P ∈ Hn(E; F) el correspondiente polinomio

asociado. Entonces,

DkP ∈ Hn−k(E;Ls
k(E; F)),

y es caracterizada por

DkP (x)(v1, . . . , vk) = n(n− 1) . . . (n− k + 1)T (xn−kv1v2 . . . vk),

donde (v1, . . . , vk) ∈ Ek.

ii) Sea T ∈ L(E1, . . . ,En; F). como T es lineal en cada variable,
DiiT = 0, para i = 1, . . . , n. Se deduce que Dj1...jpT = 0 si cuales-
quiera de los sub́ındices j’s son iguales. Luego, Dn+1T = 0. Por el
teorema 7.26, tenemos:

∑

|m|=p
mi=0,1

p!

m1! · · ·mn!
Dm1

1 · · ·Dmn
n T, p ≥ 1.

7.28 Nota. (Dimensión finita) Sea A un subconjunto abierto de Rn y
F espacio vectorial normado y f : A → F aplicación p-veces diferen-
ciable en x ∈ A Entonces, para 1 ≤ jk ≤ n, k = 1, . . . p, considerando
Dj1...jpf(x)(1, 1, . . . , 1) ∈ F, recordando que

Dj1...jpf(x) ∈ L(R, . . . ,R; F) = Lp(R; F).

Otra notación muy usada es la notación con multíındices, si
j = (j1, j2, . . . , jp) es una p-upla de enteros 1 ≤ jk ≤ n, se denota
con Dj = Dj1...jp = Dj1Dj2 . . . Djp la derivada parcial con respecto a la
variable j1 de la derivada parcial con respecto a la variable j2,. . . , de la
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derivada parcial con respecto a la variable jp. Si (ej)j = 1, . . . n, es la
base canónica de Rn deducimos de el teorema 7.26 ii) anterior que

Dpf(x)(ej1 , . . . , ejp) = Dj1,...jp .

Esto es consecuencia de que Ij(1) = ej , para j = 1, . . . , n. Deducimos
del lema 7.14 que

Dj1,...,jpf(x) = Dj1(Dj2...jpf)(x) = D1(. . . Djp−1(Djpf) . . . )(x),

por lo tanto nos reducimos a calcular sucesivamente las derivadas par-
ciales. Recordamos el uso en esto de la notación clásica para la derivada
parcial de orden p:

Dj1...jpf(x) =
∂pf

∂xj1 . . . ∂xjp

.

Recuérdese el caso Rn y F = R y la reducción ya vista en el caṕıtulo
3, donde vimos que la matriz Hessiana y

∂2f

∂xj∂xi
=

∂2f

∂xi∂xj
, 1 ≤ i, j ≤ n.

Finalmente, para m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn un multíındice con
|m| = m1 + · · ·+mn = p, la p-ésima derivada parcial de f en x, diferen-
ciando con respecto a x1, m1-veces,. . ., con respecto a xn, mn-veces. En
notación clásica es:

∂pf(x)

∂xm1
1 . . . ∂xmn

n
= Dmf(x) = Dm1

1 Dm2
2 . . . Dmn

n f(x),

donde para la n-upla m de enteros no negativos anterior,
Dm = Dm1

1 . . . Dmn
n y Dj es la derivada parcial con respecto a la va-

riable xj , para j = 1, . . . , n y D
mj

j significa derivar con respecto a xj,
mj veces

La siguiente proposición recuerda esto en la nueva notación, es una
reescritura de el teorema 7.26 con esta notación.
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7.29 Proposición. Sea F espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de Rn. Si

f : A→ F es p-veces diferenciable en x ∈ A.

Entonces para todo multíındice de enteros j = (j1, . . . , jp), 1 ≤ jk ≤
n, para k = 1, . . . , p, las derivadas parciales Djf(x) = Dj1...jpf(x) =
Dj1 . . . Djpf(x) existen, y además, son simétricas respecto de las j’s te-
nemos:

Dpf(x) =
n∑

j1,...,jp=1

Dj1...jpf(x)(Pj1 × · · · × Pjp)

=
∑

|m|=p

p!

m1! . . .mn!
Dmf(x)(Pm1

1 × · · · × Pmn).

7.4 Teorema de Taylor

Una generalización del teorema del valor medio, es la llamada fórmula
de Taylor par funciones de R en R que establece que si Ω ⊂ R, es abierto,
f : Ω → R es función derivable hasta orden m + 1 en Ω, y si x, y ∈ Ω
con [x, y] ⊂ Ω, entonces existenz ∈ [x, y] tal que

f(y) = f(x) +
m∑

k=1

f (k)(x)(y − x)k

k!
+

(y − x)m+1

(m + 1)!
f (m+1)(z).

la obtención de esta fórmula para varias variables, es necesario introducir
śımbolos y notación, comenzamos con:

7.30 Teorema (Teorema de Taylor, con resto integral). Sean E,F es-
pacios de Banach, A ⊂ E abierto x, y ∈ E, tal que [x, x + y] ⊂ A.
Notaremos con

y(k) = (y, y, . . . , y)︸ ︷︷ ︸
k veces

Si f : A→ F, f ∈ Cm+1(A). Entonces:

f(x+ y) = f(x) + f ′(x)y +
1

2!
f ′′(x)y(2) + · · · +

1

m!
f (m)(x)y(m) +R(y),

con R(y) =

∫ 1

0

(1 − t)m

m!
f (m+1)(x+ ty) · y(m+1) dt.
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Demostración. Consideramos la aplicación φ : [0, 1] → F,definida por:
φ(t) = f(x+ ty). Observamos que φ es de clase Cm+1, y sea

g(t) = φ(t) + (1 − t)φ′(t) +
(1 − t)2

2!
φ′′(t) + · · · +

(1 − t)m

m!
φ(m)(t),

vemos que

g(1) = f(x+ y), g(0) = f(x) + f ′(x)y + f ′′(x)y(2) + · · · + f (m)(x)y(m),

además

g(t) es de clase C1, g′(t) =
(1 − t)m

m!
φ(m+1)(t).

Por tanto, g(1) − g(0) =
∫ 1
0 g

′(t)dt =
∫ 1
0

(1−t)m

m! f (m+1)(x + ty) ·
y(m+1)dt. Luego

g(1) = g(0) +

∫ 1

0

(1 − t)m

m!
f (m+1)(x+ ty)y(m+1)dt,

es decir,

f(x+ y) = f(x) + f ′(x) · y +
1

2!
f ′′(x) · y(2) + . . .

+
1

m!
f (x)y(m) +

∫ 1

0

(1 − t)m

m!
f (m+1)(x+ ty) · y(m)dt.

Esto termina la demostración del teorema, al escoger R(y) como la
integral de la derecha en la igualdad anterior. �

Notas

1) Sean E,F,G espacios de Banach, U ⊆ E abierto, V ⊆ F abierto,
y sean f : U → V, g : V → G, aplicaciones de clase Cm,m ≥ 1,
entonces h = g ◦ f es de clase Cm. El cálculo de las derivadas
sucesivas de γ = g ◦ f puede hacerse con fórmulas expĺıcitas, pero
es bastante complicado. Por ejemplo: Si h, k son elementos de E,
se puede demostrar que si x ∈ U ,

γ′′(x)(h, k) =

g′′
(
f(x)

)
·
(
f ′(x)h, f ′(x)k

)
+ g′

(
f(x)

)
·
(
f ′′(x) · (h, k)

)
∈ A.
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2)

i) Si E = F = G = R, al tomar h = k = 1, considerando f, g
como en 1), se obtiene la fórmula siguiente para m = 2:

γ′′(x) = g′′
(
f(x)

)
·
(
f ′(x)

)2
+ g′

(
f(x)

)
·
(
f ′′(x)

)
.

ii) En general, para m ≥ 3, se obtiene para a ∈ U , se obtiene la
fórmula siguiente:

γ(m)(a) =

∑

k1+···+km=m

m!g(m)
(
f(a)

)
[f ′(a)]k1 [f ′′(a)]k2 · · · [f (m)(a)]km

k1! · · · km!(1!)k1 · · · (m!)km
.

Dejaremos la prueba de estas dos notas como ejercicio al lector.

7.31 Teorema (Teorema de Taylor con resto de Lagrange). Sean E,
F espacios de BanachA ⊂ E abierto y f : A → F función de clase
Cm+1. a, h ∈ E, tales que [a, a + h] ⊂ A, si existe M > 0, tal que
‖f (m+1)(x)‖ ≤M para todo x ∈ [a, a+ h], entonces

f(a+ h) = f(a) + f ′(a) · h+ · · · +
1

m!
f (m)(a) · h(m) +R(h),

donde

‖R(h)‖ ≤ M

(m + 1)!
‖h‖(m+1).

Demostración. En virtud del teorema 7.30, obtenemos

‖R(h)‖ ≤ M

m!
‖h‖(m+1)

∫ 1

0
(1 − t)mdt =

M

(m + 1)!
‖h‖(m+1).

�

7.32 Nota. El teorema 7.31 anterior es válido si suponemos que f tenga
solamente derivadas hasta orden m+ 1 en A, no necesariamente que sea
de clase C(m+1) en el caso E = Rn y Rp.

Se pueden obtener cotas para el restoR(h), como corolario al teorema
7.30, tenemos



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 299 — #311
i

i

i

i

i

i

7.4. TEOREMA DE TAYLOR 299

7.33 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A ⊂ E abierto y
f : A → F aplicación de clase C(m+1), a, h ∈ E, tales que el segmento
[a, a+ h] ⊂ A, entonces

f(a+ h) = f(a) + f ′(a) · h+ · · · +
1

(m + 1)!
f (m+1)(a) · h(m+1) +Rm(h),

donde

‖Rm(h)‖ ≤ ‖h‖(m+1)

m!

(
sup

t∈[0,1]
‖f (m+1)(a+ th) − f (m+1)(a)‖

)
.

Demostración. Observamos que

∫ 1

0

(1 − t)m

m!
dt =

1

(m+ 1)!
, y si

Rm(h) = r(h) − 1

(m + 1)!
f (m+1)(a)h(m+1)

=

∫ 1

0

(1 − t)m

m!

(
f (m+1)(a+ th) − f(a)(m+1)

)
h(m+1)dt

de esto deducimos el corolario. �

Destacamos el caso en que E = R2 y F = R:

7.34 Corolario (Teorema de la Serie de Taylor). Sea A ⊂ R2 abierto
f : A → R, función de clase C∞, a = (a1, a2) ∈ A , h = (h1, h2) ∈ R2

tal que a+ h ∈ A, si

ĺımm→∞ ‖Rm(h)‖ = 0,

entonces:

f(a1 + h1, a2 + h2) = f(a) +

∞∑

m=1

(h1∂1 + h2∂2)mf(x, y)(a).

La serie anterior es llamada la serie de Taylor para la función f ,
alrededor de a = (a, a2). Recordamos que se identifican las derivadas
parciales con números reales en este caso.
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7.5 Diferenciación bajo el signo integral

A continuación daremos una relación entre derivación e integración, ne-
cesitamos el siguiente lema:

7.35 Lema. Sean E,F espacios normados, A ⊂ E abierto, K ⊂ A
compacto, f : A→ F continua, entonces dado ε > 0 existe δ > 0 tal que
si x ∈ K, z ∈ A verifican que ‖x− z‖ < δ entonces

∥∥f(x) − f(z)
∥∥ < ε.

Demostración. Dado ε > 0, para cada x ∈ K escogemos δ(x) > 0 tal
que z ∈ A y ‖x − z‖ < δ(x) implican que

∥∥f(x) − f(z)
∥∥ < ε, las bolas

abiertas Bx = B
(
x,

delta(x)
)

cuando x recorre K cubren a K, como K es compacto exis-
te un número finito de elementos x1, x2, . . . , xn en K tales que Bxk

,
k = 1, 2, . . . , n cubren a K de radios δk = 1

2δ(xk) y de centro en xk.
Escogiendo

δ = mı́n{δk | k = 1, 2, . . . , n},
obtenemos que si x ∈ K, existe k tal que x ∈ Bk para algún k, luego
‖x−xk‖ < δk, si z ∈ A y ‖z−x‖ < δ, entonces ‖z−xk‖ < δ(xk), luego:

∥∥f(z) − f(x)
∥∥ ≤

∥∥f(z) − f(xk)
∥∥+

∥∥f(xk) − f(x)
∥∥ < 2ε,

esto prueba el lema. �

Nótese la ligera diferencia entre continuidad uniforme, se permite
que z ∈ A, no necesariamente en el compacto K.

7.36 Teorema. Sean E,F espacios normados, A ⊂ E abierto, [a, b]
intervalo de R, (a < b) y sea f : [a, b] × A → F aplicación continua

tal que existe ∂2f y es continua, si g(x) =
∫ b

a
f(t, x) dt, entonces g es

diferenciable en A y para x ∈ A,

g′(x) =

∫ b

a

∂2f(t, x) dt.

Demostración. Sea x ∈ A, podemos escoger K ⊂ B(x, r) = B, r > 0,
tal que B ⊂ A y K compacto, aśıque f : [a, b] × K → F es acotada y
también lo es la aplicación ∂2f : [a, b] ×K → L(R × E,F). Si

L =

∫ b

a

∂2f(t, x) dt,
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tenemos:

g(x+ h) − g(x) − L(h) =

∫ b

a

[
f(t, x+ h) − f(t, x) − ∂2f(t, x)h

]
dt

=

∫ b

a

[∫ 1

0
∂2f(t, x+ sh)h

]
ds− ∂2f(t, x)hdt

=

∫ b

a

[∫ 1

0

[
∂2f(t, x+ sh) − ∂2f(t, x)h

]
ds

]
dt,

obtenemos:

∥∥g(x+ h) − g(x) − L(h)
∥∥

≤ máxs,t∈[0,1]×[a,b]

{∥∥∂2f(t, x+ sh) − ∂2f(t, x)
∥∥}‖h‖

En virtud del lema 7.35 anterior aplicado a ∂2f en el compacto
[a, b] × {x}, obtenemos que dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖h‖ < δ
implica que el anterior máximo es menor que ε. Esto nos prueba que
L = g′(x). �

A continuación veremos otras versiones del teorema de Taylor

7.37 Teorema (Teorema de Taylor). Sean E,F espacios vectoriales nor-
mados, A subconjunto abierto de E y f : A → F función m-veces dife-
renciable en x ∈ A. Entonces, si definimos el resto R(h) por

R(h) = f(x+ h) −
(
f(x) + · · · +

1

k!
Dkf(x)(hk) + · · · +

1

m!
Dmf(x)(hm),

entonces

ĺımh→0
‖R(h)‖
‖h‖m

= 0.

Es decir, G(h) = f(x) + · · · + 1
m!D

mf(x)(hm) es una aproximación
de orden m de f en x.

Demostración. Por inducción sobre m. El teorema es evidente para
m = 1 por definición de aplicación diferenciable en x. Supongamos el
Teorema válido para m − 1. Sea r > 0 fijo tal que Br(x) ⊂ A y su-
pongamos que h ∈ Br(0), por lo tanto x + h ∈ Br(x). Definimos la
aplicación

F : Br(0) → F por F (k) = f(x+ k) − f(x).
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Entonces F es m-veces diferenciable en 0, tenemos DkF (h) = Dkf(x+h)
para k = 1, . . . ,m. Substituimos en la definición deR(h), deducimos que:

F (k) = DF (0)(k)+· · ·+ 1

m!
DmF (0)(km)+· · ·+ 1

m!
DmF (0)(km)+R(k).

Diferenciamos con respecto k y si F ′(h) = g(h), obtenemos:

g(h) = g(0) + . . .+
1

(m− 1)!
Dk−1g(0)(h(k−1)) + · · ·+

+
1

(m− 1)!
D(m−1)g(0)(h(m−1)) +DR(h).

Por lo tanto, por hipótesis de inducción, dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que
‖h‖ < δ implica ‖DR(h)‖ ≤ ǫ‖h‖(m−1). Por el teorema del valor medio,

‖R(h) −R(0)‖ ≤ ‖h‖ sup
0<t<1

‖DR(th)‖.

Como

‖DR(th)‖ ≤ ǫ‖th‖(m−1), ‖h‖ ≤ δ,

deducimos

‖R(h)‖ ≤ ǫ‖h‖m, si ‖h‖ ≤ δ.

Como ǫ > 0 es arbitrario, el teorema queda demostrado. �

A continuación un corolario en el caso de aplicaciones de Rn, a valor
real.

7.38 Corolario. Sean A subconjunto abierto en Rn y f : A → R apli-
cación p-veces diferenciable en x ∈ A. Entonces

f(x+ h) = f(x) +

m∑

k=1

( ∑

|m|=k

k!

m!
Dmf(x)hm

)
+R(h),

donde h ∈ Rn y

ĺımh→0
R(h)

‖h‖p
= 0.

Demostración. La demostración es consecuencia inmediata de la fórmula
para la derivada Dkf(x) dada en la proposición 7.26. �
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7.5. DIFERENCIACIÓN BAJO EL SIGNO INTEGRAL 303

7.39 Nota. Usando la notación clásica para las derivadas parciales, la
expresión de la fórmula anterior es:

f(x) +

p∑

k=1

(
∑

m1+···+mn=k

k!

m1! . . .mn!
(

∂kf(x)

∂m1
x1 . . . ∂mn

xn

hm1
1 . . . hmn

n ) +R(h),

donde h ∈ Rn.

7.40 Corolario (Teorema de Taylor, para funciones de variable vec-
torial a valor real). Sean A subconjunto abierto del espacio vectorial
normado E y f : A→ R función p-veces diferenciable en en el segmento
[x, x+ h] ⊂ A. Entonces existe λ ∈ (0, 1), tal que

f(x+h) = f(x)+Df(x)(h)+· · ·+ 1

k!
Dkf(x)(hk)+· · ·+ 1

p!
Dpf(x+λh)(hp).

Demostración. Definimos φ : [0, 1] → A ⊂ E, por φ(t) = x+th, t ∈ [0, 1].
Entonces, al definir F = f ◦ φ : [0, 1] → R, vemos que F es p-veces
diferenciable en (0, 1) y

F k(t) = DkF (t) = Dkf(x+ th)(hk), k = 0, . . . , p.

Aplicamos ahora el teorema de Taylor clásico a F , obtenemos el corola-
rio. �

∗ Nótese que el teorema de Taylor 7.30 requiere que los espacios sean
de Banach, debido a que la teoŕıa de integración requiere que los espacios
sean de Banach. a continuación destacamos los casos de dimensión finita.

7.41 Corolario. Sea A subconjunto abierto de Rn y f : A→ R aplica-
ción p-veces diferenciable en el segmento [x, x + h] ⊂ A. Existe
λ ∈ (0, 1), tal que

f(x+ h) = f(x) +

p−1∑

k=1

( ∑

|m|=k

1

k!
Dmf(x)hm

)
+
∑

|m|=p

1

m!
Dm(x+ λh)hm.

Por último, recordamos que con la notación de multíındices del caṕıtu-
lo 3, tenemos: Si α = (α,α2, · · · , αn) es un multíındice en Rn, es decir una
n-upla de enteros no negativos αj, j = 1, 2, · · · , n, con |α| =

∑n
j=1 αj se

denota el orden de α, si β = (β, · · · , βn) es otro multíındice, se definen:
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α+ β = (α1 + β1, · · · , αn + βn)

α ≤ β ⇔ αj ≤ βj , para j = 1, 2, · · · , n.
α! = α1!α2! · · ·αn!

Si x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn y α = (α1, · · · , αn) es un multíındice, el
monomio xα = xα1

1 · · · , xαn
n , entonces un polinomio de grado m ≥ 0 en

Rn es una escritura de la forma:

P (x) =
∑

|α|≤m

cαx
α, con cα ∈ R,

se tiene: Si x ∈ Rn y m ≥ 0 entero, entonces

(x1 + x2 + · · · + xn)m =
∑

|α|=m

m!

α!
xα =

∑

|α|=m

m!

α1!α2! · · ·αn!
xα1

1 · · · xαn
n

Esta fórmula se demuestra por inducción sobre n fijado m.

Ahora se nota: Dα = Dα1
1 Dα2

2 · · ·Dαn
n , es decir,

Dαf =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
, donde D0

i f = f,

par funciones definidas en abierto de Rn a valor real.

7.6 Ejercicios

1) Sean E, F, G espacios normados A ⊂ E abierto, V ⊂ F abierto y
f ∈ Ck(A), g ∈ Ck(V ):

i) Pruebe que si a ∈ A, es tal que f (i)(a) ≡ 0, para
i = 0, 1, . . . , k, entonces (g◦f)(i)(a) ≡ 0, para i = 0, 1, 2, . . . , n.

ii) Pruebe que si (g)(i)
(
f(a)

)
= 0 para i = 0, 1, . . . , k entonces

(g ◦ f)(i)(a) = 0, para i = 0, 1, 2, . . . , k.

2) Sea B = B(0, r) ⊂ Rm, la bola abierta de centro en 0 y radio
r > 0,

g : B → Rn, función k − veces diferenciable en B,
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además k + 1-veces diferenciable en 0, tal que

g(i)(0) ≡ 0, para i = 0, 1, 2, . . . , k + 1,

demuestre que

ĺımx→0
g(x)

‖x‖k+1
= 0.

(Sugerencia : use el teorema de la desigualdad del valor medio
para concluir que ‖g(x)‖ ≤ M para algún M > 0, e inducción
para Dg = g′).

3) Sean E, F espacios de Banach A ⊂ E abierto f : A→ F, f se dice
anaĺıtica en A si:

i) f ∈ Ck(A) para todo k = 1, 2, . . . , y

ii) dado x ∈ A, existe δ > 0 tal que ‖h‖ < δ implica que x+h ∈ A
y

f(x+ h) = f(x) +
∞∑

n=1

1

n!
f (n)(x)h(n),

exhiba ejemplos de funciones f : A→ F, tales que f ∈ C∞(A)
que no sean anaĺıticas.

4) Demostrar las fórmulas dadas en las notas 1) y 2) después del
Teorema de Taylor. Para 2 ii) le sugerimos usar el teorema de
Taylor, escribir

γ(x) = g
(
f(x)

)
=

∑

0≤ℓ≤m

(
f(x) − f(a)

)ℓ

ℓ!
g(ℓ)(f(a)) +Rm

y usar luego

f(x) − f(a) =
∑

0≤k≤m

(x− a)k

k!
f (k)(a) + ρm,

donde Rm es el resto en la fórmula de Taylor para γ(x) = g
(
f(x)

)

y ρm es el resto en la fórmula de Taylor para f(x). Despreciando
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ρm y usando la fórmula del binomio de Newton para
(
f(x)−f(a)

)ℓ
,

(
f(x) − f(a)

)ℓ
=



∑

1≤k≤m

(x− a)k

k!
fk




ℓ

=
∑

k1+···+km=ℓ

ℓ!(x− a)k1+2k2+···+mkm

k1!k2! · · · km!(1!)k1(2!)k2 · · · (m!)km

(f ′)k1(f ′′)k2 · · ·
(
f (m)

)km

,

obtenga la fórmula pedida.

5) Sean E,F G, espacios de Banach, A abierto en E, B abierto en F,

f : A→ B, g : B → G, aplicaciones de clase Cm,

a ∈ A es tal que Dkf(a) = 0, para k = 0, 1, . . . ,m, entonces
Dk(g◦f)(a) = 0, para k = 0, 1, . . . ,m. (sugerencia: use inducción).
Demuestre también que, si Dkg(f(a)) = 0, para k = 0, 1 . . . m,
entonces Dk(g ◦ f)(a) = 0, para k = 0, . . . ,m.

6) Sea A subconjunto abierto de R2 y f : A → R es C1 y que ∂21f
existe y es continua en A.

i) Demuestre que existe ∂12f en A y es igual a ∂21f . (sugerencia,
considere

g(s) = f(x+ s, y+ k)− f(x+ s, y)−∂21(x, y)(sk), s ∈ [0, 1]

).

ii) Considere

f(x, y) =
xy(x2 − y2)

(x2 + y2)
, si (x, y) 6= (0, 0)

f(0, 0) = 0.

Demuestre que f es C1 en R2, existen las derivadas parciales
de orden 2, en R2, pero ∂12f(0, 0) 6= ∂21f(0, 0).

7) Determine la aproximación de orden 3 dada por el teorema de
Taylor, en el punto (0, 0) para la función f : R2 → R3, definida
por

f(x, y) =
(
x2 + y2, yex, e(x+y)

)
.
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8) Sean (H, < >) un espacio de Hilbert, A subconjunto abierto de R

y
f, g : A→ H funciones de clase Cp, p ≥ 2.

Si definimos f · g : A→ R, por

(f · g)(x) =< f(x), g(x) >, x ∈ A,

determine (f · g)(2)(x) y (f · g)(3)(x), para x ∈ A, en función de las
derivadas de f y g.

9) Demostrar el corolario 7.34 al teorema 7.31 sobre la serie de Taylor.

10) Escriba la serie de Taylor para f : R2 → R, dada por
f(x, y) = sen(x+ y), alrededor de (0, 0).
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CAṔITULO 8

Función inversa e impĺıcita

Los teoremas de la función Inversa e Impĺıcita son de importancia
fundamental en otras ramas de la matemática como análisis no lineal, to-
poloǵıa diferencial, ecuaciones diferenciales, geometŕıa diferencial. En es-
te caṕıtulo E,F,G denotarán espacios de Banach, salvo mención expĺıcita
de lo contrario.

8.1 Difeomorfismos

8.1 Definición. Sean E,F espacios de Banach, A ⊂ E abierto, V ⊂ F

abierto, f : A→ V se dice un difeomorfismo de clase Ck, k ≥ 1 si

i) f es biyección de A sobre V , de clase Ck y

ii) f−1 es también de clase Ck.

8.2 Nota.

308
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1) Por definición, si f es difeomorfismo, entonces V = f(A) y f es
homeomorfismo de A sobre V = f(A), el rećıproco no es cierto. A
continuación un ejemplo para ilustrar esta afirmación, considera-
mos

f : R → R

t 7→ f(t) = t3.

f es homeomorfismo de R sobre R, pero f−1 no es diferenciable
(en 0).

2) La función

f : R → R

x 7→ f(x) = exp(x) = ex

es difeomorfismo de clase C∞, f(R) = (0, +∞), su inverso es la
función log(x) = f−1(x), para x ∈ (0, ∞).

8.3 Proposición (Composición de difeomorfismos). Sean E,F,G, es-
pacios de Banach, A ⊂ E abierto, V ⊂ F abierto, W ⊂ G abierto,
f : A → V difeomorfismo de clase Ck, k ≥ 1, de A sobre V, g : V → W
difeomorfismo de clase Ck de V sobre W . Entonces g ◦ f : A → W es
difeomorfismo de Clase Ck de A sobre W .

Demostración. Ejercicio para el lector. �

Los siguientes dos teoremas: teorema de Hahn-Banach y teorema de
la aplicación abierta, son fundamentales en análisis funcional y otras
ramas de la matemática, no serán demostrados, pero los usaremos para
extender los teoremas de inmersión y submersión a dimensiones arbitra-
rias.

8.4 Teorema (Hahn-Banach). Sean E espacio de Banach, F ⊂ E subes-
pacio vectorial de E, f ∈ F∗ = Dual de F = {f : F → R | f es lineal
continua}, entonces existe g ∈ E∗ = Dual de E, tal que g es extensión
de f , es decir g : E → R, y f(x) = g(x) para todo x ∈ F, además
‖f‖ = ‖g‖. Es decir f posee una extensión lineal continua a todo E.

8.5 Teorema (Teorema de la aplicación abierta). Sean E, F espacios
de Banach, T ∈ L(E, F) sobreyectiva, entonces T es aplicación abierta,
es decir si A ⊂ E es abierto entonces T (A) es abierto en F.
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Demostraciones de estos dos teoremas pueden ser consultadas en
textos de Análisis Funcional como Rudin, W. 1973 [33]. Consecuencias
de estos teoremas son los siguientes tres resultados.

8.6 Corolario. Sea E espacio de Banach, si E∗ = {T : E → R es
continua}. Entonces

E∗ = {0} si y sólo śı E = {0}.

Aún más,

T (x) = T (y) para todo T ∈ E∗ si y sólo si x = y.

Es decir, existen bastantes aplicaciones lineales continuas T : E → R

en el espacio normado E, es decir, si v ∈ E y v 6= 0, entonces existe
g ∈ E∗, tal que g(v) 6= 0. Aún más, g puede escogerse tal que g(v) = ‖v‖
y ‖g‖ = 1.

Demostración. Consideramos el subespacio generado por v 6= 0,

{tv | t ∈ R} = 〈v〉 = F

y la aplicación

f : F → R

tv 7→ f(tv) = t‖v‖.

Es claro que f es aplicación lineal continua del subespacio F en
R, f(v) = ‖v‖ > 0, ‖f‖ = 1, el teorema de Hahn-Banach 8.4 nos
implica que existe g ∈ L(E, R), la cual es extensión lineal continua de f
a E. �

8.7 Teorema (Teorema de Isomorf́ıa de Banach). Todo isomorfismo
entre espacios de Banach que sea continuo es homeomorfismo lineal, es
decir: si E, F son espacios de Banach, y T : E → F es aplicación lineal
continua y biyectiva, entonces T−1 es continua.

Demostración. Por el teorema de la Aplicación Abierta 8.5, como T es
aplicación lineal continua sobre es abierta, por ser inyectiva concluimos
que T−1 es continua. �
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8.8 Proposición. Sean E y F espacios de Banach, A ⊂ E abierto,
V ⊂ F abierto, f : A→ F difeomorfismo de clase Ck, k ≥ 1, de A sobre
V , entonces para todo x ∈ A, se tiene que

(
f ′(x)

)−1
=
(
f−1

)′(
f(x)

)
.

Demostración. Como f es difeomorfismo de clase Ck, para x ∈ A, tene-
mos

(f−1 ◦ f)′(x) = (f−1)′
(
f(x)

)
◦ f ′(x) = idE,

(f ◦ f−1)′
(
f(x)

)
= f ′(x) ◦ (f−1

)′(
f(x)

)
= idF,

luego (f−1)′
(
f(x)

)
=
(
f ′(x)

)−1
. Hemos usado la regla de la cadena. �

8.9 Definición.

i) Sean E,F espacios de Banach, A ⊂ E abierto f : A→ F aplicación
de clase Ck, donde k ≥ 1, a ∈ A, f se dice un difeomorfismo local
en el punto a de clase Ck, si existe V abierto de E, a ∈ V ⊂ A,
tal que f : V → f(V ) es difeomorfismo de clase Ck de V sobre el
abierto f(V ) de F.

ii) Si para todo a ∈ A, f es difeomorfismo local en a, de clase Ck, f
se dice difeomorfismo local en A, de clase Ck.

Suele también decirse que f es Ck inversible en a, o localmente in-
versible de clase Ck en a, para decir que f es difeomorfismo local de
clase Ck en a, o Ck-difeomorfismo en a.

8.10 Nota.

1) Si f es un Ck-difeomorfismo de un abierto A de un espacio de
Banach E sobre un abierto V de un espacio de Banach F, para
todo x ∈ A, f ′(x) es homeomorfismo lineal de E sobre F y

(
f ′(x)

)−1
= (f−1)′

(
f(x)

)
.

En efecto, f−1 ◦ f = idA y f ◦ f−1 = idf(A), por lo tanto, por
diferenciación obtenemos:

(f−1)′
(
f(x)

)
◦ f ′(x) = idE, f ′(x) ◦ (f−1)′

(
f(x)

)
= idF.
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Los comentarios siguientes serán hechos bajo las hipótesis de la
definición anterior. Si f es difeomorfismo local en A, entonces f es
una aplicación abierta, en efecto, si S es abierto S ⊂ A, entonces
para cada s ∈ S, existe un abierto V (s) ⊂ S ⊂ A, s ∈ V (s), tal que
f : V (s) → f

(
V (s)

)
es difeomorfismo, donde f

(
V (s)

)
es abierto

en F, como S =
⋃{

V (s) | s ∈ S}, por lo tanto:

f(S) = f
(⋃{

V (s) | s ∈ S
})

=
⋃{

f
(
V (s)

)
| s ∈ S

}
,

como cada f
(
V (s)

)
es abierto, entonces f(S) es abierto.

Si f es difeomorfismo local en a y g difeomorfismo local en f(a)
entonces g ◦ f es difeomorfismo local en a.

Un difeomorfismo local es global, si y sólo si es inyectivo.

2) Un difeomorfismo local en A puede no ser difeomorfismo global en
todo A, el contraejemplo canónico es

f : R × R → R × R

(x, y) 7→ f(x, y) = ex
(
cos(y), sen(y)

)
.

Es claro que f no es inyectiva, pues f(x, y) = f(x, y + 2nπ) para
todo n entero.

Pero si a, b son números reales a < b y f : (a, b) → R es difeomorfis-
mo local de Clase Ck, k ≥ 1, entonces f es difeomorfismo de (a, b)
sobre el abierto f

(
(a, b)

)
de R. En efecto, como f es aplicación

abierta del intervalo abierto (a, b) sobre el abierto f
(
(a, b)

)
, basta

demostrar que f es inyectiva, esta es la afirmación en el siguiente
lema

8.11 Lema. Sean a < b números reales, f : (a, b) → R aplicación
continua y abierta, entonces f es inyectiva.

Demostración. Si existen d, c ∈ (a, b) tales que c < d y f(c) = f(d),
en el intervalo [c, d], f es continua, por lo tanto f restringida a este
intervalo toma máximo y mı́nimo, sea M =máximo de f en [c, d], m =
mı́n{f(x);x ∈ [c, d]}, tenemos:

i) Si m = M, f es constante esto implica que f
(
(c, d)

)
= {m}, se

contradice el ser f abierta.
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ii) Sea entonces m < M , si m = f(c) = f(d), existe z ∈ (c, d) tal que
M = f(z), existe ε > 0 tal que (z−ε, z+ε) ⊂ (c, d), por lo tanto el
intervalo abierto (z− ε, z+ ε) es enviado por f en uno de la forma
(α,M ], se contradice aśı que f es abierta. Si M = f(c) = f(d),
existe w ∈ (c, d), tal que m = f(w) < M , nuevamente existe
δ > 0, tal que (w− δ, w + δ) ⊂ (c, d), el intervalo (w− δ, w + δ) es
enviado por f en uno de la forma [m,β), se contradice nuevamente
el ser f abierta. Si f(c) = f(d) < m < M , razonando como antes
concluimos que f no seŕıa abierta. Luego f debe ser inyectiva. �

8.2 Principio de contracción de Banach

8.12 Definición. Sean (Mk, dk), k = 1, 2 dos espacios métricos, una
aplicación f : M1 →M2 se dice una contracción si existe λ ∈ R, 0 ≤ λ <
1, tal que para todo x, y ∈M1, d2

(
f(x), f(y)

)
≤ λd1(x, y).

8.13 Nota. Observe que si f es contracción, f es continua.

8.14 Ejemplo. Sea A ⊂ Rn abierto convexo, f : A→ Rn, diferenciable,
tal que ‖f ′(x)‖ ≤ λ para todo x ∈ A, 0 ≤ λ < 1, podemos concluir al
usar el teorema de la desigualdad del valor medio que dados x, y ∈ A,

∥∥f(x) − f(y)
∥∥ ≤ ‖x− y‖ sup

{∥∥f ′(z)
∥∥ : z ∈ [x, y]

}
≤ λ‖x− y‖,

luego f es contracción, cualesquiera sea la norma usada. Un caso parti-
cular es f(x) = λx.

8.15 Definición. Sea f : M →M , donde M es un espacio métrico con
métrica d, un punto a ∈M , se dice un punto fijo de f si f(a) = a.

El siguiente lema debido a S. Banach, es conocido como el Principio
de Contracción o de Aproximaciones Sucesivas; también es referido como
el Teorema del punto fijo de Banach.

8.16 Lema. Sean (M,d), un espacio métrico completo y f : M → M ,
una contracción con constante de contracción λ, (0 ≤ λ < 1). Entonces
f posee un único punto fijo, aún más, si a ∈ M , la sucesión x1 = f(a),
x2 = f(x1), . . . , xn+1 = f(xn) converge al punto fijo de f .
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Demostración. Dados x, y ∈M,d
(
f(x), f(y)

)
≤ λd(x, y), obtenemos:

d(xn, xn+1) ≤ λd(xn−1, xn) ≤ λ2d(xn−2, xn−1) ≤ · · · ≤ λnd(a, x1),

luego para m ≥ 1,tenemos:

d(xn, xn+m) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · · + d(xn+m−1, xn+m)

≤ λnd(a, x1) + λn+1d(a, x1) + · · · + λn+m−1d(a, x1)

≤ (λn + λn+1 + λn+2 + · · · + λn+m−1)d(a, x1)

≤ λn

1 − λ
d(a, x1),

esto demuestra que la sucesión xn es de Cauchy, como M es completo
existe w ∈M tal que

ĺımn→∞ xn = w = ĺımn→∞ xn+1 = ĺımn→∞ f(xn) = f (ĺımn→∞ xn) = w.

Hemos probado que f posee un punto fijo, w, hemos usado que f es
continua. Sea z otro punto fijo de f , es decir que f(z) = z, veamos que
z = w, como:

d(z, w) = d
(
f(z), f(w)

)
≤ λd(z,w),

obtenemos que 0 ≤ (λ−1)d(z,w), desigualdad posible sólo si d(z,w) = 0,
luego z = w. �

8.17 Nota. Sea M = [1,+∞) con la métrica inducida por el valor
absoluto usual de R, (M, | |) es espacio métrico completo (un cerrado en
un completo es completo).

f : [1,+∞) → [1,+∞)

x 7→ f(x) = x+
1

x
,

vemos que si x = x+ 1
x
, entonces 1

x
= 0, y esta igualdad no se da para

ningún x en M , luego f no posee punto fijo, además:

|f(x) − f(y)| =

∣∣∣∣x+
1

x
− y − 1

y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(x− y)

(
1 − 1

xy

)∣∣∣∣∣ ≤ |x− y|

Pues para x, y ∈ [1, +∞), 1 − 1
xy

≤ 1, luego:

∣∣f(x) − f(y)
∣∣ ≤ |x− y| para todo x, y ∈ [1,+∞).
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Esto muestra que la condición 0 < λ < 1, en el teorema, no es
superflua.

8.18 Teorema (Perturbación de la Idéntica). Sea E espacio de Banach,
A ⊂ E abierto, f : E → E contracción,

ϕ : A→ E, de la forma ϕ(x) = x+ f(x).

Entonces ϕ es homeomorfismo de A sobre ϕ(A) y ϕ(A) es abierto en E

(0 < λ < 1, la constante de contracción).

Demostración. Es claro que ϕ es aplicación continua de A sobre ϕ(A).
Como existe λ, 0 < λ < 1, tal que

∥∥f(x)−f(y)
∥∥ ≤ λ‖x−y‖, obtenemos

que:
−λ‖x− y‖ ≤ −

∥∥f(x) − f(y)
∥∥

para x, y ∈ A.
∥∥ϕ(x) − ϕ(y)

∥∥ =
∥∥x+ f(x) − y − f(y)

∥∥ =
∥∥x− y + f(x) − f(y)

∥∥

=
∥∥∥x− y −

(
f(y) − f(x)

)∥∥∥ ≥ ‖x− y‖ −
∥∥f(x) − f(y)

∥∥

≥ ‖x− y‖ − λ‖x− y‖ = (1 − λ)‖x− y‖

como (1 − λ) > 0, obtenemos que ϕ es inyectiva; ya que si x 6= y,
∥∥ϕ(x) − ϕ(y)

∥∥ ≥ (1 − λ)‖x− y‖ > 0,

deducimos también de la última desigualdad, que ϕ−1 : ϕ(A) → A es
continua, aún más, si z = ϕ(x), w = ϕ(y), vemos que

∥∥ϕ−1(z) − ϕ−1(w)
∥∥ ≤ 1

1 − λ
‖z − w‖,

es decir que ϕ−1 es uniformemente continua. Luego ϕ es homeomorfismo
de A sobre ϕ(A). Veamos que ϕ(A) es abierto. Sea b ∈ ϕ(A), existe
entonces a ∈ A, b = ϕ(a) = a + f(a), como A es abierto, existe r > 0
tal que Br[a] = B[b, r] =

{
x ∈ E : ‖x− a‖ ≤ r

}
⊂ A, afirmamos que:

Bδ(b) = B(b, δ) =
{
y ∈ E : ‖y − b‖ < δ

}
⊂ ϕ(A),

donde δ = (1 − λ)r. Sea y ∈ Bδ(b), veamos que existe x ∈ A, tal que
y = ϕ(x). Si g(y, ·) es la función

g(y, ·) : A→ E

x 7→ g(y, x) = y − f(x),
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como Br[a] es cerrado y E es completo, Br[a] es espacio métrico com-
pleto, con la norma de E restringida a Br[a], tenemos:

i) g
(
y,Br[a]

)
⊂ Br[a] y

ii) g(y, ·) es contracción de Br[a] en śı mismo.

En efecto: sea x ∈ Br[a],

∥∥g(y, x) − a
∥∥ =

∥∥y − f(x) − a
∥∥ ≤

∥∥y − f(a) − a
∥∥+

∥∥f(a) − f(x)
∥∥

≤ δ + λ‖a− x‖ ≤ δ + λr

= (1 − λ)r + λr = r

Luego
∥∥g(y, x) − a

∥∥ ≤ r, para todo x ∈ Br[a], esto demuestra i).
Sean x, z ∈ Br[a] tenemos:

∥∥g(y, x)− g(y, z)
∥∥ =

∥∥y− f(x)− y+ f(z)
∥∥ =

∥∥f(z)− f(x)
∥∥ ≤ λ‖z−x‖.

Esto demuestra ii). Por tanto, en virtud del lema anterior, g(y, ·)
posee un único punto fijo, sea este x, es decir que g(y, x) = x, luego
y − f(x) = x, por lo tanto y = f(x) + x = ϕ(x) ∈ ϕ(A), luego ϕ(A) es
abierto. �

8.19 Ejemplo.

a) Sea B un espacio de Banach, L(B,B) = E el espacio de Banach de las
aplicaciones lineales continuas de B en B, y sea T ∈ E tal que ‖T‖ < 1, T
es contracción de B en B. En efecto, dados x, y en B

∥∥T (x) − T (y)
∥∥ =

∥∥T (x− y)
∥∥ ≤ ‖T‖‖x− y‖,

como λ = ‖T‖ < 1.

En virtud del teorema 4 anterior, vemos que ϕ = (I + T ) es un
homeomorfismo de B sobre ϕ(B), el cual es abierto en B, luego ϕ es
homeomorfismo lineal sobre el subespacio ϕ(B), no podemos concluir que
ϕ(B) es igual a B, en general es necesario usar el teorema de la aplicación
abierta 8.5 o usar que si S es subespacio vectorial abierto del espacio de
Banach B entonces debe ser S = B. En el caso en que dim(B) = n <∞
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en este caso ϕ es homeomorfismo lineal de B sobre B, por tener ϕ(B)
la misma dimensión que B. Si dim(B) = n < ∞, el anterior argumento
demuestra que B(I, 1) está constituida de elementos inversibles, pues si
T ∈ B(I, 1), se tiene que ‖T − I‖ < 1, luego ϕ : B → B, definida por
ϕ(x) = (T − I)(x) + I(x) = T (x) es homeomorfismo lineal de B sobre
B, es decir que T es inversible. Estos resultados, fueron ya obtenidos en
el caṕıtulo sobre algebras de Banach. En particular, si A = (aij)n×n es
matriz cuadrada real tal que los elementos de A − I =

(
aij − δij

)
n×n

son tales que
∣∣aij − δij

∣∣ < 1
n

para i, j = 1, 2, . . . , n, donde δij es el delta
de Kronecker (1 si i = j, 0 si i 6= j), entonces el sistema Ax = b posee
solución única dado b ∈ Rn, en efecto, tomando para x ∈ Rn, si

‖x‖ = máx
{
‖xk‖ : k = 1, 2, . . . , n

}
,

esta norma induce en L(Rn,Rn) una norma según la cual, si A = (aij)
entonces

‖A‖ ≤ n
(
máxi,j=1,...,n

∣∣aij

∣∣) ,
luego como ‖T − I‖ < 1 y T = I + (T − I), obtenemos Tx = Ax,
el teorema 8.18 anterior implica que T es homeomorfismo lineal de
Rn sobre Rn, esto equivale a que Tx = b posee solución única, dado
b = (b1, . . . , bn).

b) Sean B un espacio de Banach, y T : B → B, una aplicación lineal
continua de B en śı mismo, λ ∈ R, un número real, I : B → B la
aplicación idéntica, (λI−T ) : B → B. Entonces para |λ| suficientemente
grande el operador (λI − T ) es sobre.

Para todo x ∈ B:

|‖λx‖ − ‖T (x)‖| ≤ ‖(λI − T )(x)‖.

Como T es lineal continuo, existe a > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ a‖x‖, por lo
tanto, para todo real |λ|,tal que |λ| > a, tenemos:

(|λ| − a)‖x‖ ≤ ‖(λI − T )(x)‖.

Luego, para estos reales la aplicación (λI−T ), tiene inverso continuo
definido en (λI−T )(B) (ver proposición 1.39). Sea |λ| > a, entonces para
v ∈ B dado, tenemos que Tv : B → B, definida por

Tv(x) =
1

λ
(v + T (x)),
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es una contracción, pues:

‖Tv(x) − Tv(z)‖ = | 1
λ
|‖T (x− z)‖ ≤ |a

λ
|‖x− z‖,

entonces por el Principio de Contracción de Banach Tv posee un único
punto fijo. (ver teorema 8.18), existe un único z ∈ B, tal que Tv(z) = z,
es decir, que z = 1

λ
(v + T (z)), luego existe z, tal que v = λz − T (z), es

decir que (λI − T ) es sobre.

8.20 Corolario. Sean E espacio de Banach, A ⊂ E, abierto, T ∈ G,
donde

G =
{
L ∈ L(E, E) | L es homeomorfismo lineal

}
.

Si ϕ : A→ E, definida por ϕ(x) = T (x) + f(x), donde f : E → E es tal
que existe α > 0, tal que

∥∥f(x) − f(y)
∥∥ ≤ α‖x − y‖, y donde α verifica

que α‖T−1‖ < 1. Entonces ϕ es homeomorfismo de A sobre el abierto
ϕ(A) ⊂ E.

Demostración. Observamos que:

i) T−1 ◦ ϕ = g : A→ E es tal que

g(x) = T−1
(
ϕ(x)

)
= T−1

(
Tx+ f(x)

)
= x+ T−1

(
f(x)

)
,

ii) T−1 ◦ f : A→ E es contracción. En efecto, para x, y ∈ A:

∥∥T−1 ◦ f(x) − T−1 ◦ f(y)
∥∥ =

∥∥T−1
(
f(x) − f(y)

)∥∥

≤
∥∥T−1

∥∥∥∥f(x) − f(y)
∥∥

≤ α‖T−1‖ ‖x− y‖ = λ‖x− y‖,

donde λ = α‖T 1−‖, verifica 0 < λ < 1, luego T−1 ◦ f es contrac-
ción, esto demuestra que g es homeomorfismo de A sobre g(A), en
virtud del teorema 8.18 y g(A) es abierto en E; luego como T es
homeomorfismo lineal, obtenemos T ◦ g : A→ E, será homeomor-
fismo de A sobre el abierto

(T ◦ g)(A) = T
(
g(A)

)
= T

(
T−1ϕ(A)

)
= ϕ(A)

como T ◦ g = T ◦ (T−1 ◦ ϕ) = ϕ esto completa la afirmación por
ser ϕ compuesta de homeomorfismos.
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�

El siguiente lema es el lema 4.22, el cual renunciamos, y daremos una
demostración diferente a la dada en el caṕıtulo 4, usaremos el teorema
8.7 de Isomorf́ıa de Banach.

8.21 Lema. Sean E,F, espacios de Banach (homeomorfos linealmente),
L(E, F) el espacio de Banach de las aplicaciones lineales continuas de
E en F. Si

G = G
(
L(E; F)

)
= {T : E → F | T homeomorfismo lineal de E sobre F},

entonces G es abierto en L(E, F).

Demostración. Si G es vaćıo nada a mostrar, por lo tanto suponemos
que existe un homeomorfismo lineal de E sobre F, es decir G es no vaćıo.
En el caso E = F,

G = {L : E → E, L es lineal continua e inversible, con inversa continua}.

G es abierto en L(E,E) (ver caṕıtulo 4, ejemplo 4.5). En este caso G = G.
Sea T ∈ G

(
L(E; F)

)
fija, entonces la aplicación

ψ : L(E, F) → L(E,E)

L 7→ ψ(L) = T−1 ◦ L

es lineal, continua, pues ‖ψ(L)‖ = ‖T−1 ◦ L‖ ≤ ‖T−1‖‖L‖; inyectiva, si
ψ(L1) = ψ(L2) para L1, L2 ∈ L(E,F), entonces T−1 ◦ L1 = T−1 ◦ L2

y esto implica L1 = L2. Además dada S ∈ L(E,E) existe L = T ◦ S ∈
L(E,F) tal que ψ(L) = S, luego ψ es sobre. El teorema 8.7, de isomorf́ıa
de Banach nos implica que ψ es homeomorfismo lineal de L(E,F) sobre
L(E,E), vemos que

ψ−1(G) = {T ◦ S | S ∈ G} = G.

Luego por ser ψ continua y G abierto en L(E,E), obtenemos que el
conjunto G es abierto en L(E,F). �

8.22 Nota.
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i) Si A es álgebra de Banach, con unidad u, ‖u‖ = 1,

inv : G → G
x 7→ inv(x) = x−1,

(donde G = {x ∈ A, x inversible}) es continua, aún más diferen-
ciable (ver caṕıtulo 4, proposición 4.16 y teorema 4.17). Tenemos
entonces como aplicación de este teorema que si E es un espacio
de Banach, A = L(E,E) es algebra de Banach con identidad I la
aplicación idéntica de E en E, con

‖T‖ = sup
{∥∥T (x)

∥∥ : x ∈ E, ‖x‖ = 1
}
,

y ‖I‖ = 1.

ii) Dados E,F espacios de Banach, como L(E,F),L(F,E) son espacios
de Banach con la norma usual definida para aplicaciones lineales
continuas de un espacio de Banach en otro como se definió en el
caṕıtulo 1, en las hipótesis de que E y F sean homeomorfos li-
nealmente, es decir, si existe T : E → F homeomorfismo lineal
de E sobre F, entonces según el teorema anterior, la aplicación
ψ : L(E,F) → L(E,E) definida por ψ(L) = T−1 ◦ L es un ho-
meomorfismo lineal entre estos dos espacios de Banach, podemos
concluir concluir que:

iii) L(E, F) =
{
T ◦ S | S ∈ L(E, E)

}
, para T fija T : E → F ho-

meomorfismo lineal de E sobre F. Supondremos que E y F son
homeomorfos linealmente en el próximo teorema, además remiti-
mos al lector al Caṕıtulo 4, donde se demuestra que la aplicación

inv : G → G
L 7→ inv(L) = L−1,

donde G = {L : E → E | L es homeomorfismo lineal} ⊂ L(E,E),
el cual es abierto en el algebra de Banach A = L(E,E), inv es
aplicación diferenciable y para L ∈ G y H ∈ L(E,E) se tiene,
inv′(L)(H) = −L−1HL−1 (ver teorema 4.17).

8.23 Lema. Sean E,F espacios de Banach, la aplicación

INV : G = GL(E,F) → G1 = GL(F,E)

L 7→ INV (L) = L−1,
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es diferenciable de clase C∞, además, INV ′(X)H = −X−1HX−1 para
H ∈ L(E,F).

Demostración. Dado T : E → F homeomorfismo lineal fijo, denotaremos
con A = L(E,E) y con G = {T ◦ S | S ∈ G},G como anteriormente fue
definido. Ya que T−1 : F → E es homeomorfismo lineal de F sobre E,
entonces G1 = {T−1 ◦ S1 | S1 ∈ G1}, donde

G1 = {S1 : F → F | S1 es homeomorfismo lineal}.

Como L(E, F) = {T ◦ S | S ∈ L(E,E)}, tenemos: Dados L ∈ G y
H ∈ L(E,F), existen un único S1 ∈ G y un único H1 ∈ L(E,E), tales
que L = T ◦S1 y H = T ◦H1, usaremos que inv : G → G es diferenciable
y que G,G,G1,G1 son abiertos; H → O si y sólo si H1 → O, tenemos:

INV (L +H) = INV
(
T ◦ (S1 +H1)

)
= (S1 +H1)−1 ◦ T−1

=
(
S−1

1 − S−1
1 H1S

−1
1 + r(H1)

)
◦ T−1

= S−1
1 ◦ T−1 − S−1

1 H1S
−1
1 ◦ T−1 + r(H1) ◦ T−1

= (T ◦ S1)−1 − (T ◦ S1)−1 ◦ (T ◦H1) ◦ (T ◦ S1)−1 + r(H1) ◦ T−1

= L−1 − L−1 ◦H ◦ L−1 + r(H1) ◦ T−1

= INV (L) + INV ′(L)H + r∗(H),

donde r∗(H) = r(H1) ◦ T−1 y INV ′(L) es la función

INV ′(L) : L(E,F) → L(E,E)

H 7→ INV ′(L)H = −L−1 ◦H ◦ L−1.

Es claro que INV ′(L) es lineal continua como función de H y además
de

(L+H)−1 = L−1 − L−1 ◦H ◦ L−1 + r∗(H),

obtenemos:

I = (L+H) ◦ L−1 − (L+H) ◦ (L−1 ◦H ◦ L−1) + (L+H) ◦ r∗(H)

= I −H ◦ L−1 ◦H ◦ L−1 + (L+H) ◦ r∗(H),

luego:
r∗(H) = (H + L)−1 ◦H ◦ L−1 ◦H ◦ L−1,
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deducimos que:

0 ≤
∥∥r∗(H)

∥∥ ≤ ‖H‖2‖L−1‖2
∥∥(L+H)−1

∥∥,

por lo tanto:

0 ≤
∥∥r∗(H)

∥∥
‖H‖ ≤ ‖H‖‖L−1‖2

∥∥(L+H)−1
∥∥,

luego

ĺımH→0
r∗(H)

‖H‖ = 0,

esto completa la demostración de la diferenciabilidad de INV en L, pues
la aplicación INV (L + H) = inv(S1 + H1) ◦ T−1 = (S1 + H1)−1 ◦ T−1

es continua por serlo inv y T fija. Veamos ahora que INV es C∞, para
ello consideramos la aplicación:

b : L(F,E) × L(F,E) → L
(
L(E, F),L(F,E)

)

(Ψ1,Ψ2) 7→ b(Ψ1,Ψ2) : L(E,F) → L(F,E)

A 7→ b(Ψ1,Ψ2)(A) = −Ψ1AΨ2,

como b es bilineal continua de L(F,E)×L(F,E) en L
(
L(E,F),L(F,E)

)
,

b será aplicación C∞. Nuestra aplicación INV ′ es la composición de b
con (INV, INV ) = ϕ,

b ◦ ϕ = b ◦ (INV, INV ) = INV ′.

Vemos que

b ◦ (INV, INV )(X)(H) = b(X−1,X−1)H = −X−1HX−1.

Luego INV ′ es de clase C1, por ser ϕ = (INV, INV ) continua y b
continua. Por inducción completamos la demostración, suponemos que
INV es de clase Cn, de la igualdad

INV ′ = b ◦ ϕ = b ◦ (INV, INV )

deducimos entonces que INV es de clase Cn+1 por ser INV ′ de clase
Cn (es compuesta de aplicaciones Cn). Luego INV es C∞. �
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8.3 Teorema de la Función Inversa

8.24 Teorema (Teorema de la función inversa). Sean E,F espacios
de Banach, A ⊂ E abierto, a ∈ A, f : A → F, aplicación de clase
Ck(k ≥ 1), tal que f ′(a) : E → F es homeomorfismo lineal. Entonces
existe V abierto, a ∈ V ⊂ A tal que f : V → f(V ) es difeomorfismo

de clase Ck, para y = f(x) ∈ f(V ), (f−1)′(y) =
(
(f ′(x)

)−1
. W = f(V )

abierto en F.

Demostración. Primero algunas reducciones. Sea T = f ′(a), como T es
homeomorfismo lineal de E sobre F, entonces

(
T−1 ◦ f

)
: A→ E

x 7→
(
T−1 ◦ f

)
(x) = T−1(f(x)).

Para x = a tenemos

(
T−1 ◦ f

)′
(a) = T−1 ◦ f ′(a) = idE = idéntica de E.

Vemos que T−1 ◦ f es localmente inversible de clase Ck, de esto
deducimos que f lo es, pues f = T ◦ (T−1 ◦ f). Esto reduce el teorema
al caso

f : A→ E, f ′(a) = iE.

Sea f(a) = b, la aplicación:

τa : E → E

x 7→ τa(x) = x+ a

es homeomorfismo Ck.τ ′a(x) = iE, para todo x en E.

τ−b : F → F

y 7→ τ−b(y) = y − b

es homeomorfismo Ck, τ ′−b(y) = iF. Consideramos B = {v−a | v ∈ A} =
τ−a(A), vemos que B es abierto en E, 0 ∈ B, entonces f1 = τ−b ◦ f ◦ τa :
B → E,

f1(z) = τ−b ◦ f
(
τa(z)

)
= τ−b

(
f(a+ z)

)
= f(a+ z) − b
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f1(0) = 0, f1 es Ck por ser τ−b, τa, f aplicaciones de clase Ck. Si f1 es
localmente inversible, de clase Ck, se deduce que f lo es, ya que

f = τb ◦ f1 ◦ τ−a.

Estos comentarios nos permiten entonces reducir el teorema al caso

E = F, f(0) = 0, f ′(0) = idE = i.

E

E

id

f

Figura 8.1. Teorema de la función inversa.

Demostraremos el teorema en este caso: sea A ⊂ E, f : A→ E, 0 ∈ A,
tal que f ∈ Ck, k ≥ 1, f(0) = 0 y f ′(0) = iE = i, como f es diferenciable
en 0, y f(0) = 0, f(x) = x+r(x), vemos que r(x) = f(x)−x, es de clase
Ck en A, r′(0) ≡ 0. Sea λ, 0 < λ < 1,

∥∥f ′(0)
∥∥ = ‖i‖ = 1, como r ∈ Ck,

entonces de la continuidad de r′ en 0, obtenemos que existe δ > 0, tal
que ‖x‖ ≤ δ implica

∥∥r′(x)
∥∥ < λ, D = Bδ[0] =

{
x ∈ E : ‖x‖ ≤ δ

}
⊂ A.

La desigualdad del valor medio nos implica que si x, y ∈ B̃δ(0) = D
entonces:

∥∥r(x) − r(y)
∥∥ ≤ ‖x− y‖ sup

{∥∥r′(z)
∥∥ : z ∈ [x, y]

}
.

Hemos deducido que si ‖x‖ ≤ δ, ‖y‖ ≤ δ entonces
∥∥r(x) − r(y)

∥∥ ≤
λ‖x−y‖. Por lo tanto r es contracción de D en D, pues

∥∥r(x)‖ ≤ λ‖x‖ ≤
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δ, 0 < λ < 1, y ‖x‖ ≤ δ. Por el teorema de perturbación de la idéntica,
teorema 8.18 anterior, obtenemos que i + r = f es homeomorfismo del
abierto

Bδ(0) = {x ∈ E : ‖x‖ < δ} ⊂ A, sobre el abierto f
(
Bδ(0)

)
.

Como f ′ : A → L(E,F) es continua y como f ′(0) = i ∈ G,G es abierto,
δ > 0 puede escogerse tal que f ′(x) sea inversible para todo x ∈ Bδ(0).
Sea

g = f−1 : W → V = Bδ(0), W = f(V ), homeomorfismo inverso de f.

Veamos que g es diferenciable en cada y = f(x) ∈W , si existe g′(y),
por ser

(g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
= x = i(x),

la regla de la cadena implica que g′(y) =
(
f ′(x)

)−1
, y = f(x). Como es

claro que
(
f ′(x)

)−1
es lineal continua, escribimos:

g(y + k) = g(y) +
(
f ′(x)

)−1
k + s(k).

Demostraremos a continuación que

s(k)

‖k‖ → 0 si k → 0.

Sea f(x+ h) = y + k, entonces

k = f(x+ h) − f(x) → 0 si y sólo si h→ 0,

ya que f es homeomorfismo de V sobre f(V ) = W .

h = g(y + k) − g(y) =
(
f ′(x)

)−1(
f ′(x)h+ r(h)

)
+ s(k)

= h+
(
f ′(x)

)−1(
r(h)

)
+ s(k),

luego s(k) = −
(
f ′(x)

)−1(
r(h)

)
. Por tanto

s(k)

‖k‖ = −‖h‖
‖k‖

(
f ′(x)

)−1 r(h)

‖h‖ .
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Como f ′(x) : E → E = F es homeomorfismo lineal, existen α, β
positivos, tales que

2α‖z‖ < ‖f ′(x)(z)‖ ≤ β‖z‖

para todo z ∈ E (ver proposición 1.39). Dado este α > 0 existe δ > 0,
tal que ‖h‖ < δ, escogemos el δ > 0 común para obtener validez en lo
anterior, aśı que:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ r(h), ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0, ‖r(h)‖ ≤ α‖h‖,

luego

‖k‖ =
∥∥f(x+ h) − f(x)

∥∥ =
∥∥f ′(x)(h) + r(h)

∥∥
≥
∥∥f ′(x)(h)

∥∥ −
∥∥r(h)

∥∥
≥ 2α‖h‖ − α‖h‖ = α‖h‖,

luego ‖k‖ ≥ α‖h‖, es decir que α ≤ ‖k‖
‖h‖ , por tanto:

0 ≤
∥∥s(k)

∥∥
‖k‖ =

‖h‖
‖k‖

∥∥∥∥∥
(
f ′(x)

)−1
(
r(h)

‖h‖

)∥∥∥∥∥

≤ 1

α

∥∥∥∥∥
(
f ′(x)

)−1
(
r(h)

‖h‖

)∥∥∥∥∥

≤ c

α

∥∥r(h)
∥∥

‖h‖ ,

es decir que

0 ≤ ‖s(k)‖
‖k‖ =

‖s(f(x+ h) − f(x))‖
‖f(x+ h) − f(x)‖ ≤ c

α

‖r(h)‖
‖h‖ (∗)

(la continuidad de
(
f ′(x)−1) implica existencia de c > 0 tal que

∥∥(f ′(x)
)−1

(z)
∥∥ ≤ c‖z‖, para todo z ∈ F).

Como ĺımh→0
r(h)
‖h‖ = 0, y h → o ⇔ k → 0, deducimos de la desigualdad

(∗) que

ĺımk→0
s(k)

‖k‖ = 0.
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Por lo tanto g es diferenciable en y, y g′(y) =
(
f ′(x)

)−1
para y =

f(x) ∈ W = f(V ), luego f : V → W es homeomorfismo, f y g = f−1

son diferenciables. Mostremos que g es de clase Ck (k ≥ 1). Como

g′(y) =
(
f ′
(
g(y)

))−1
, y g′ = inv ◦ f ′ ◦ g es continua por ser compues-

ta de continuas, concluimos que g es de clase C1 si f es de clase C1,
continuando el proceso, vemos que si f es de clase C2, inv, g, f ′ son de
clase C1, luego g′ es de clase C1, esto implica que g es de clase C2. Se
completa la demostración por inducción. �

8.25 Corolario (Teorema clásico de la función inversa en dimensión
finita). Sean E = Rn = F, A ⊂ E abierto, f : A → E de clase Ck, k ≥
1, a ∈ A, tal que f ′(a) es isomorfismo de E sobre E, entonces existe
B ⊂ A, abierto tal que a ∈ B y f : B → f(B) es difeomorfismo de clase
Ck.

8.26 Corolario. Sea A ⊂ Rn abierto f : A → Rn, f ∈ Ck(A)k ≥ 1,
una condición necesaria y suficiente para que f sea un Ck difeomorfismo
local, es que para todo x ∈ A, f ′(x) : Rn → Rn sea isomorfismo, es decir,
det
(
Jf(x)

)
6= 0.

8.27 Ejemplo. i) Sea f la función

f : R2 → R2

(x, y) 7→ f(x, y) = ex(cos y, sen y),

vemos que det
(
Jf(x, y)

)
= e2x 6= 0 para todo (x, y) ∈ R2. Luego f

es difeomorfismo local de clase C∞, f no es inyectiva, por lo tanto
no es difeomorfismo global.

ii) Sea f la función

f : R2 → R2

x, y 7→ f(x, y) = (y2 − x2, 2xy).

Entonces

Jf(x, y) =

[
−2x 2y
2y 2x

]
,

luego detJf(x, y) = −4(x2 + y2), por lo tanto f es difeomorfismo
local C∞ en R2 − {(0, 0)}. Es decir, si (x, y) 6= (0, 0) existen V
abierto de R2 tal que (x, y) ∈ V y f : V → f(V ) es difeomorfismo
C∞ de V sobre f(V ), como

(f−1)′
(
f(x, y)

)
=
(
f ′(x, y)

)−1
,
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luego

Jf−1
(
f(x, y)

)
=

1

2(x2 + y2)

[
−x y
y x

]
.

iii) Coordenadas polares Sea P : R2 → R2, definida por:

P (u, v) =
(
u cos(v), u sen(v)

)
.

Determinamos a continuación un abierto conexo de R2, en el cual
P es invertible.
Respecto a la base canónica de R2, la Jacobiana de P es :

J(P )(u, v) =

(
cos(v) −u sen(v)
sen(v) u cos(v)

)
.

Por lo tanto el Jacobiano es u. Luego, P
′

(u, v) es un homeomor-
fismo lineal en todo punto (u, v) de R2 tal que u 6= 0. Como P
es 2π-periódica en la segunda variable v, deducimos que un tal
abierto, en el cual P es inversible es dado por la semi-faja infinita
A = (0,∞) × (0, 2π). Para cada v0 ∈ (0, 2π) fijo, la imágen por P
de la linea (0.∞)×{v0} es la semi-recta en R2 que hace un ángulo
v0 con el eje de las U . Para u0 ∈ (0,∞) fijo, la imágen por P del in-
tervalo {u0}×(0, 2π) es la circunferencia, de centro en (0, 0) y radio
u0 en R2, omitiendo el punto (u0, 0). Deducimos que P restringida
a A es inyectiva, como P

′

(u, v) es homeomorfismo lineal para todo
punto (u, v) ∈ A, entonces es difeomorfismo local en A y por ser
inyectiva será difeomorfismo de clase C∞ de A sobre P (A), por lo
tanto, por el teorema de la función inversa P−1 es de clase C∞,
P−1 : P (A) → A. Sea P−1(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = (u, v), como
P (u, v) =

(
u cos(v), u sen(v)

)
= (x, y), deducimos que u2 = x2+y2

y por lo tanto, como u > 0, debe ser

u(x, y) =
√
x2 + y2,

v(x, y) =





arctan( y
x
) si x, y > 0

π
2 si x = 0, y > 0

π + arctan( y
x
) s x < 0, y > 0

3π
2 si x = 0, y < 0

2π + arctan( y
x
) si x > 0, y < 0

y el Jacobiano de P−1 en (x, y) es igual a 1√
x2+y2

.
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iv) El Teorema Fundamental del Algebra Como aplicación del Teorema
de la función Inversa, identificando R2 con C, puede darse una
demostración del:

8.28 Teorema (Teorema fundamental del álgebra). Sea p : R2 → R2 un
polinomio con coeficientes complejos, p(z) =

∑n
k=0 akz

k, donde an 6= 0,
n ≥ 1 entero. Entonces existe w ∈ R2, tal que p(w) = 0.

Demostración. Dado z ∈ R2 p′(z) =
∑n

k=1 kakz
k−1 y

p′(z) : R2 → R2,

como aplicación lineal consiste en multiplicar por el complejo p′(z), con
el cual se identifica p′(z), es decir: para w = (h1, h2) ∈ R2, p′(z)(w) =
p′(z)(h1+ih2). Como un polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo
conmutativo, tiene un número finito de ceros, entonces p′(z) tiene un
número finito de ráıces, entonces S = {z ∈ R2, p′(z) = 0} es finito.
Por lo tanto G = p(S) también es finito. Luego R2 − G es conexo y
abierto. Luego, si T = R2 − p−1(p(S)), la aplicación

φ : R2−p−1(p(S)) → R2−G, definida por φ(z) = p(z) para z ∈ G,

es tal que si z ∈ R2 − p−1(p(S)) = T , entonces φ′(z) = p′(z) 6= 0 (z /∈ S)
es complejo diferente de cero, luego φ′(z) : R2 → R2 es isomorfismo.
Por el teorema de la función inversa, φ es difeomorfismo, por lo tan-
to será aplicación abierta. La imágen, φ(R2 − p−1(p(S)))) será abierto
conexo de R2 − p(S). Por otro lado, podemos ver que φ(T ) es cerra-
do en R2 − p(S). Luego φ(T ) es abierto y cerrado en R2 − G que es
conexo, entonces φ(T ) = R2 − G. Como p(S) ⊂ p(R2), deducimos que
p es sobre.(Para ver que φ(T ) es cerrado en R2 − G, basta ver que si
zn ∈ T , es tal que ĺımn→∞ p(zn) = w ∈ R2 − G, entonces existe z ∈ T ,
tal que p(z) = w. Si ĺımn→∞ zn = ∞, entonces ĺımn→∞ p(zn) = w, luego
tomando una subsucesión podemos suponer que ĺımn→∞ zn = z ∈ R2.
Entonces p(z) = ĺımn→∞ p(zn) = w ∈ R2 −G. Luego z ∈ T ) �

Demostraciones de este teorema han sido dadas por muchos ma-
temáticos, la anterior variante debida a Milnor, para otra demostración
usando el concepto de valor regular, y algo de variedades diferenciables,
ver el hermoso libro de John Milnor [27]. Otras demostraciones del teo-
rema fundamental del álgebra han sido obtenidas como aplicación de la
teoŕıa de grado, como en el Libro de Morris W. Hirsch [21] o en el libro
de Guillemin, V. [18].
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8.4 Teorema de la Función Impĺıcita

8.29 Teorema. Sean E,F,G espacios de Banach, U ⊆ E abierto, V ⊆ F

abierto, f : U×V → G, aplicación de clase Cr, r ≥ 1. Sea (a, b) ∈ U×V ,
tal que

∂2f(a, b) : F → G es homeomorfismo lineal.

Entonces la aplicación ψ : U × V → E × G, definida por ψ(x, y) =(
x, f(x, y)

)
es difeomorfismo local de clase Cr, en (a, b).

Demostración. ψ es de clase Cr, por serlo cada una de sus componentes,
tenemos:

ψ′(x, y)(h, k) =
(
h, f ′(x, y)(h, k)

)
=
(
h, ∂1f(x, y)h+ ∂2f(x, y)k

)
aśı :

ψ′(a, b)(h, k) =
(
h, f ′(a, b)(h, k)

)
=
(
h, ∂1f(a, b)h+ ∂2f(a, b)k

)
,

la hipótesis sobre ∂2f(a, b) implican que ψ′(a, b)(h, k) = (0, 0) si y sólo
si h = 0 y ∂2f(a, b)k = 0, y esto último que k = 0, por ser ∂2f(a, b)
homeomorfismo lineal, es fácil verificar que la inversa de ψ′(a, b) es dada
por: (

ψ′(a, b)
)−1

(u, v) =
(
u, ∂2f(a, b)

)−1(
v − ∂1f(a, b)u

)
,

luego ψ′(a, b) es homeomorfismo lineal de E×F sobre E×G, como f es
de clase Cr, obtenemos que ψ satisface las hipótesis del teorema de la
función inversa en (a, b), por lo tanto ψ es difeomorfismo local en (a, b),
de clase Cr, es decir que existe abierto W de E×F, (a, b) ∈W ⊆ U×V ,
tal que ψ : W → ψ(W ) es difeomorfismo de Clase Cr. �

8.30 Nota. La aplicación ψ′(x, y) del teorema anterior puede escribirse
en forma matricial

ψ′(x, y) ≡
[

I 0
∂1f(x, y) ∂2f(x, y)

]
,

donde I es la aplicación idéntica de E, ∂1f(x, y) : E → G, ∂2f(x, y) :
F → G.

8.31 Teorema. (Teorema de la función impĺıcita). Sean E,F,G espa-
cios de Banach, U ⊆ E, V ⊆ F, abiertos, f : U × V → G aplicación de
clase Cr, r ≥ 1, (a, b) ∈ U × V , tal que ∂2f(a, b) : F → G es homeomor-
fismo lineal. Entonces:
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i) existen subconjuntos abiertos Ua ⊆ U, a ∈ Uo y Wo ⊆ G, f(a, b) ∈
Wo y una aplicación

g : Uo ×Wo → V, de clase Cr,

tal que para todo (x,w) ∈ Uo ×Wo, se tiene:

f
(
x, g(x,w)

)
= w,

pueden escogerse Uo,Wo, de tal manera que g sea única.

En particular, si f(a, b) = c, entonces para todo x ∈ Uo, f
(
x, g(x, c)

)
=

c. La función h(x) = g(x, c) suele llamarse la función impĺıcita deter-
minada por f .
ii) Puede escogerse el abierto Z0 = U0 ×W0 de tal forma que para todo
z = (x,w) ∈ Z0 se tenga que
∂2fx, g(x,w) sea homeomorfismo lineal y para (h, k) ∈ E × F,

∂1g(x,w) = −
(
∂2f
(
x, g(x,w)

))−1 ◦ ∂1f
(
x, g(x,w)

)

∂2g(x,w) =
(
∂2f
(
x, g(x,w)

))−1
, y

g
′

(x,w)(h, k) =
(
∂2f(x, g(x,w))

)−1 ◦
(
−∂1f(x, g(x,w)) ◦ P1 + P2

)
(h, k)

=
(
∂2f(x, g(x,w))

)−1
(
−∂1f(x, g(x,w))(h) + k

)
.

Demostración. Consideramos la aplicación ψ : U ×V → E×G, como en
el teorema 8.29 ψ(x, y) =

(
x, f(x, y)

)
, entonces por dicho teorema ψ es

un difeomorfismo local en (a, b), de clase Cr, es decir que existen U1, V1,
abiertos de E,F respectivamente a ∈ U1, b ∈ V1, tales que:

ψ : U1 × V1 → ψ(U1 × V1)

es un difeomorfismo sobre su imagen, su inversa local ψ−1, puede consi-
derarse entonces definida en un abierto de la forma

Uo ×Wo ⊆ ψ(U1 × V1),

donde a ∈ Uo ⊆ U1 ⊆ E, ψ(a, b) = (a, f(a, b) = (a, c) ∈ Uo×Wo ⊂ U×G,

ψ−1 : Uo ×Wo → E × F,
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es de la forma
ψ−1(u,w) =

(
u, g(u,w)

)
,

donde g es de clase Cr, la aplicación g : Uo × Wo → F, satisface las
condiciones pedidas, en efecto, para (u,w) ∈ Uo ×Wo, obtenemos:

(u,w) = ψ ◦ ψ−1(u,w) = ψ
(
u, g(u,w)

)
=
(
u, f

(
u, g(u,w)

))
,

deducimos que w = f
(
u, g(u,w)

)
, para todo (u,w) ∈ Uo × Wo, y en

particular para c = f(a, b) ∈Wo, c = f
(
u, g(u, c)

)
para todo u ∈ Uo. �

8.32 Nota. ii) Aplicando la regla de la cadena a

f
(
x, g(x,w)

)
= w = f ◦ ψ−1(x,w),

obtenemos: como ψ−1(x,w) =
(
x, g(x,w)

)
, entonces, derivando respecto

a x,
∂1f
(
x, g(x,w)

)
+ ∂2f

(
x, g(x,w)

)
◦ ∂1g(x,w) = 0,

y derivando respecto a w,

∂2f
(
x, g(x,w)

)
◦ ∂2g(x,w) = I,

donde I es la idéntica de F, es decir:

∂1g(x,w) = −
(
∂2f
(
x, g(x,w)

))−1 ◦ ∂1f
(
x, g(x,w)

)

∂2g(x,w) =
(
∂2f
(
x, g(x,w)

))−1
.

Finalmente, la derivada de g es dada por:

g
′

(x,w) = ∂1g(x,w) ◦ P1 + ∂2g(x,w) ◦ P2

= −
(
∂2f
(
x, g(x,w)

)−1

◦ ∂1f(x, g(x,w)) ◦ P1 +
(
∂2f
(
x, g(x,w)

))−1 ◦ P2.

Donde P1, P2 son las proyecciones sobre E, F, respectivamente. Es decir,

g
′

(x,w) =
(
∂2f(x, g(x,w))

)−1 ◦
(
−∂1f(x, g(x,w)) ◦ P1 + P2

)
.

Por tanto, para (h, k) ∈ E × G

g
′

(x,w)(h, k) =
(
∂2f(x, g(x,w))

)−1 ◦
(
−∂1f(x, g(x,w)) ◦ P1 + P2

)
(h, k)

=
(
∂2f(x, g(x,w))

)−1
(
−∂1f(x, g(x,w))(h) + k

)
.
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Justificado todo lo anterior, porque podemos escoger el abierto Uo ×
Wo, de tal manera que ∂2f

(
x, g(x,w)

)
sea homeomorfismo lineal para

(x,w) en dicho abierto. Podemos por lo tanto determinar las derivadas
parciales de g.

8.33 Nota. Teorema semejante se obtiene para la primera variable. Si
fijamos c = f(a, b) entonces c ∈ G. Al conjunto

S =
{

(x, y) ∈ E × F : f(x, y) = c
}⋂

U × V,

suele llamarse conjunto de nivel de f , con nivel c. La aplicación ψ usada
en la demostración del teorema 8.31 se llama Carta en (a, b).

Podemos enunciar:

8.34 Corolario. Bajo las hipótesis del teorema 8.31 de la función Impĺıci-
ta, si f(a, b) = c y S es el conjunto de nivel c de f . Existen entonces
un abierto A1 ⊆ U × V , conteniendo (a, b) y un difeomorfismo de cla-
se Cr, ψ : A1 → V1 × V2, V1 abierto en E, V2 abierto en G, tales que
ψ(S ∩A1) = V1 × {c}.

Demostración. Considerando la aplicación ψ en la demostración del teo-
rema 8.31, como ψ(a, b) = (a, c), existen abiertos V1 ⊆ E, a ∈ V1, V2 ⊆
G, c ∈ V2, y un abierto A1 ⊆ U × V, (a, b) ∈ A1, tal que la aplicación
ψ : A1 → V1 × V2, es difeomorfismo local de clase Cr, posee entonces un
inverso γ : V1 × V2 → A1 = γ(V1 × V2), deducimos que:

ψ(S ∩A1) = ψ
{

(x, y) ∈ A1 : ψ(x, y) =
(
x, f(x, y)

)
= (x, c)

}

=
{

(x, c) : x ∈ V1

}
= V1 × {c}.

�

El siguiente corolario destaca el caso en que G = F. Una de sus partes
es reformulación del teorema 8.31 de la función impĺıcita.

8.35 Corolario. Sean E, F espacios de Banach, A ⊂ E × F abierto y
f : A → F aplicación de clase Ck, k ≥ 1, (a, b) ∈ A, tal que ∂2f(a, b) :
F → F es homeomorfismo lineal, si f(a, b) = c. Entonces:

i) existen abiertos V de E, a ∈ V y W de E × F, (a, b) ∈ W y una
función h : V → F, de clase Ck, tal que:
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ii) f(x, h(x)) = c, para todo x ∈ V ,

iii) Las únicas soluciones de la ecuación f(x, y) = c en W son las
dadas por ii).

iv) La derivada de h es dada por:

h
′

(x) = −
(
∂2f(x, h(x))

)−1 ◦ ∂1f(x, h(x)), para x ∈ V.

Demostración. Ver demostración del teorema 8.31, para concluir i) y
ii). Para iii) ver la demostración del teorema 8.29, y la función ψ des-
crita en ella. ψ : A → E × F, definida por ψ(x, y) =

(
x, f(x, y)

)
, es un

difeomorfismo local en (a, b), de clase Ck, es decir que existen U1, U2,
abiertos de E,F respectivamente a ∈ U1, b ∈ U2, tales que:

ψ : U1 × U2 → ψ(U1 × U2)

es un difeomorfismo de clase Ck sobre su imagen, su inversa local ψ−1 =
γ, puede considerarse entonces definida en un abierto de la forma V1×V2,
con valores en γ(V1 × V2) = W , tal que (a, c) ∈ V1 × V2 y (a, b) ∈ W ,
donde V1 × V2 ⊂ U1 × U2, luego γ(x, y) = (x, h2(x, y)), donde G es de
clase Ck, se tiene entonces que f ◦ γ = P2, donde P2 es la proyección
sobre F, en efecto, para (x, y) ∈ V1 × V2, se tiene que:

(x, y) = ψ ◦ γ(x, y) = ψ(x, h2(x, y)) = (x, f
(
x, h2(x, y)

)
,

luego f ◦ γ(x, y) = f
(
γ(x, y)

)
= y = P2(x, y), definimos h : V1 → F, por

h(x) = h2(x, c), para todo x ∈ V1, tomamos V − 1 = V . Por lo tanto, si
x ∈ V , f(x, h(x)) = f(x, h2(x, c)) = f ◦ γ(x, c) = P2(x, c) = c. Se tiene
que h dá las únicas soluciones de f(x, y) = c en W , ya que f |W = P2◦ψ.
Finalmente la derivada de h se deduce de manera semejante a la forma
descrita en los comentarios después de la demostración del teorema 8.31,
recordamos esto: f(x, h2(x,w) = w = f ◦ ψ−1(x,w), derivando respecto
a x, fijando w

∂1f(x, h2(x,w)) + ∂2f(x, h2(x,w)) ◦ ∂2h2(x,w) = 0,

y derivando respecto a w, fijando x,

∂2f(x, h2(x,w)) ◦ ∂2h2(x,w) = I,

donde I es la idéntica de F, por lo tanto como h(x) = h2(x, c) obtenemos
que

h
′

(x) = ∂1h2(x, c) = −
(
∂2f(x, h(x))

)−1 ◦ ∂1f(x, h(x))

�
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Destacamos dos casos especiales, en dimensión finita, denotaremos
los puntos en Rn, en la forma (x, y), donde x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1,
es decir identificamos Rn con Rn−1 × R, tenemos:

8.36 Corolario. Sea A ⊆ Rn abierto y f : A → R, aplicación de
clase Ck, k ≥ 1, y sea (a, b) = (a1, a2, . . . , an−1, b) ∈ A, donde a =
(a1, . . . , an−1), suponemos que: f(a, b) = c y que ∂nf(a, b) 6= 0. Entonces
la aplicación ψ : A → Rn−1 × R, definida por ψ(x, y) =

(
x, f(x, y)

)
es

difeomorfismo local en (a, b) de clase Ck, y si S = {P ∈ A : f(P ) = c}
entonces existe abierto A1 ⊆ A, (a, b) ∈ A1, tal que ψ(S ∩ A1) consiste
de todos los puntos (x, c), donde x ∈ V, V abierto de Rn−1.

Demostración. Básicamente consiste en emplear razonamiento igual al
anterior, si x = (x1, . . . , xn−1), notando (x, y) = (x1, x2, . . . , xn−1, y) la
aplicación

ψ(x, y) = ψ
(
x1, . . . , xn−1, y) = (x1, . . . , xn−1, f(x, y)

)
,

definida en el teorema 8.31 provee la conclusión siguiendo razonamiento
análogo al anterior. �

8.37 Definición. Sea E un espacio de Banach y F un subespacio ce-
rrado de E, se dice que el subespacio F se rompe o que es complementa-
do, o que F admite un complemento topológico si existe un subespacio
cerrado G de E, tal que E = F ⊕ G. Recordamos que cuando E es de
dimensión finita, todo subespacio propio de E es cerrado y además admi-
te un complemento, es decir todo subespacio propio se rompe. También
recordamos que el producto directo de un número finito de subespacios
es isomorfo a la suma directa de estos subespacios.

Podemos enunciar:

8.38 Corolario. Si E es espacio de Banach y F ⊂ E es subespacio
vectorial de dimensión finita entonces F admite complemento topológico.

Demostración. Como F es de dimensión finita entonces F es subespacio
cerrado de E, es de Banach. Si dimensión de F = 1 y v es base para F.
Entonces por corolario 8.6 existe f ∈ F∗, no nula nula. Por el teorema
8.4 de Han-Banach f se extiende a una aplicación lineal continua g ∈ E∗.
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Si G = Ker(g). Como g es continua, G es subespacio cerrado de E. Aún
más, si x ∈ E, puede escribirse como una suma de la forma:

x =
g(x)v

‖g(v)‖ +
(
x− g(x)v

‖g(x)‖
)
.

El primer sumando está en F y el segundo en G y es claro que
esta escritura es única. Por lo tanto G es un complemento topolø’gico
de F. En general, sea v1, v2, . . . , vn base para F. Si v∗j es la base dual
correspondiente, es decir, va

j st : F → R es tal que v∗j (vi) = 0 si i 6= j y
v∗j (vj) = 1. Cada v∗j se extiende a una aplicación lineal Wj continua de
E en R (por teorema 8.4). Si definimos

G =
n⋂

j=1

ker(Wj).

Vemos que G es un complemento topológico de F. �

El siguiente corolario al teorema de Han-Banach, es útil en esta parte:

8.39 Corolario. Sean E y F espacios de Banach, F es de dimensión
finita, entonces si G es subespacio vectorial cerrado de E, cualquier apli-
cación lineal continua T : G → F admite una extensión lineal continua
a todo E.

Demostración. Como T (G) es subespacio vectorial de F y dimensión
de F es finita, sean w1, . . . , wn base para T (G). Escogiendo vj ∈ G,
linealmente independientes, tales que T (vj) = wj para j = 1, . . . , n. El
conjunto v1, . . . , vn es base para un subespacio G1 de G. Si v∗1 , . . . , v

∗
n es

la base dual de G∗
1 = {f : G1 → R, f continua}, . Entonces ker(T ) es

un complemento topológico de G1. En efecto, si x ∈ G podemos escribir
x como la suma x+ y, donde

x = (T |G1)−1(T (x)) ∈ G1,

y = x− (T |G1)−1(T (x)) ∈ Ker(T ).

Cada v∗j se extiende a una lineal continua fj de G en R, al defi-
nir fj(x) = vj(x) para x ∈ G, j = 1, . . . , n. Deducimos que T puede
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escribirse en la forma

T (x) =

n∑

j

fj(x)vj , x ∈ G.

El corolario se deduce ahora al aplicar el teorema de Hann-Banach a
cada una de las fj para definir una aplicación lineal continua T ∗ : E → F,
por medio de la anterior fórmula. �

El siguiente teorema es un corolario importante del teorema de la
función impĺıcita.

8.40 Teorema. Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E abierto, f :
A → F, aplicación de clase Cr, r ≥ 1, p ∈ A, supongamos que f ′(p) es
sobre y que el núcleo de la aplicación f ′(p), ker

(
f ′(p)

)
es complementado.

Entonces f(A) contiene un abierto que contiene a f(p).

Demostración. Sea E1 = ker
(
f ′(p)

)
=
(
f ′(p)

)−1({0}
)
, es claro que E1

es cerrado, por ser la imagen inversa de {0} por una aplicación continua,
como existe E2, subespacio cerrado de E, tal que E = E1⊕E2 ≃ E1×E2,
luego ∂2f(p) : E2 → F es un isomorfismo (ya que f ′(p) es sobre, entonces
∂2f(p) es lineal continua y biyectiva de E2 sobre F, el teorema de la
aplicación abierta implica que es homeomorfismo lineal). Por lo tanto
estamos en las hipótesis del teorema 8.31 de la función impĺıcita, por lo
tanto f(A) contiene el abierto Wo garantizado por dicho teorema, en el
cual A = U × V y p = (a1, b), a1 ∈ E1, b ∈ E2. �

8.41 Nota. En el corolario anterior identificamos

E = E1 ⊕ E2 ≃ E1 × E2,

consideramos por tanto A ⊂ E1 × E2.

Daremos a continuación algunos ejemplos, como aplicación del teo-
rema de la función impĺıcita y del teorema 8.40.

8.42 Ejemplo. Consideramos el espacio de Banach

E =
{
f : [0, 1] → R | f es de clase C1 en [0, 1]

}
,
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provisto de la norma

‖f‖1 = sup
{∣∣f(x)

∣∣ : x ∈ [0, 1]
}

+ sup

{∣∣∣∣
df(x)

dx

∣∣∣∣ : x ∈ [0, 1]

}
,

y el espacio de Banach F =
{
f : [0, 1] → R | f es continua

}
, provisto de

la norma ‖f‖0 = sup
{∣∣f(x)

∣∣ : x ∈ [0, 1]
}

. Se considera

φ : E → F

u 7→ φ(u) =
du

dx
+ u2,

entonces φ es de clase C∞, para u ∈ E, para h, k ∈ E,

φ′(u)(h) = h′ + 2uh,

φ′′(u)(h)(k) = 2hk.

φ′ : E → L(E,F), es tal que φ′(0) : E → F, dada por φ′(0)h = h′, vemos
que φ′(0) es sobre, pues dada f ∈ F, existe γ ∈ F, tal que φ′(0)γ = γ′ =
f , en efecto, el teorema fundamental del cálculo implica que γ(x) =∫ x

0 f(s) ds verifica que γ′(x) = f(x). Por otro lado, el núcleo de φ′(0) =
ker
(
φ′(0)

)
= E1 = {funciones constantes}, E1 es de dimensión uno, es

complementado, en efecto, un complemento es

E2 =

{
f ∈ E :

∫ 1

0
f(s) ds = 0

}
.

Dada f ∈ E, si c(f) =
∫ 1
0 f(s) ds = c, podemos escribir f = c +

(f − c) = c + g, donde g = f − c, se observa que
∫ 1
0 g(s) ds = 0, es

decir que g ∈ E2, f se escribe entonces como suma de una función de
E1 más una función de E2, esta escritura es única; en efecto, si f =
c1 + g1 = c2 + g2, donde c1, c2 son constantes y g1, g2 ∈ E2, entonces∫ 1
0 (c1 + g1) ds =

∫ 1
0 (c2 + g2) ds, se deduce c1 = c2, esto implica que

g1 = g2, luego E = E1⊕E2. Además E1 es subespacio cerrado de E, pues
E1 =

(
φ′(0)

)−1
(0) y E2 también, porque:

ψ : E → R

v 7→
∫ 1

0
v(s)ds,
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es lineal continua, pues |ψ(v)| = |
∫ 1
0 v(s)ds| ≤ ‖v‖1, y E2 = ψ−1({0}).

Estamos en las hipótesis del teorema 8.40; se concluye que si U es abierto
de E, tomamos U = E, conteniendo la función cero de E, entonces φ(E)
contiene un abierto que contiene a φ(0), es decir que existe ε > 0, tal que
Bε(0) =

{
f ∈ F : ‖f‖0 < ε

}
⊆ φ(E), esto significa que si g : [0, 1] → R

es función continua, tal que ‖g‖0 < ε, entonces g ∈ φ(E). Es decir, existe
f ∈ E, tal que φ(f) = g, o sea, existe f ∈ E, tal que df

dx
+ f2 = g. Hemos

probado:

Existe ε > 0, tal que si g : [0, 1] → R es función continua, tal que∣∣g(x)
∣∣ < ε para todo x ∈ [0, 1], entonces existe una función f : [0, 1] → R,

de clase C1, tal que
df

dx
+ f2(x) = g(x).

8.43 Ejemplo.

1. Consideramos la aplicación

f : Rm → R definida por

x 7→ f(x) =
√
m+ sen(π(

m∑

k=1

xk)) − ‖x‖,

donde x = (x1, . . . , xm), ‖x‖ =
√∑m

k=1 x
2
k, entonces f es de clase

C∞ en Rm \ {(0, . . . , 0)}, f(1, . . . , 1) = 0. Como

∂kf(1, . . . , 1) = (−1)mπ − 1√
m

6= 0

, para k = 1, . . . ,m entonces podemos aplicar los corolarios del
teorema de la función impĺıcita 8.31, como por ejemplo el corolario
8.35, con k = m, deducimos la existencia de un abierto V ⊂ Rm−1,
una función de clase C∞ g : V → R, y abierto W ⊂ Rm tal que
las soluciones de f(x1, . . . , xn) = 0 en W , son dadas por:

{
f
(
x1, . . . , xm−1, g(x1, . . . , xm−1)

)
, (x1, . . . , xm−1) ∈ V

}
.

Es decir,

f(x1, . . . , g(x1, . . . , xm−1) = 0, para todo (x1, . . . , xm−1) ∈ V.
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8.5 Teorema de inmersión local

8.44 Teorema (Inmersión local). Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E,
abierto, a ∈ A, f : A → F aplicación de clase Cr, r ≥ 1, a ∈ A, tal que
f ′(a) : E → F, es line-al inyectiva, f ′(a)(E) = F1, es subespacio cerra-
do de F, el cual es complementado, si F2 es su complemento cerrado.
Entonces existen abiertos V ⊆ F, y W ⊆ E × F, donde f(a) ∈ V , y un
difeomorfismo ϕ : V →W , tal que

(ϕ ◦ f)(x) = (x, 0), 0 de F

para todo x ∈W ∩
(
E × {0}

)
(⊆ E) (cero de F2 el cual es el cero de F).

F1

F2

A U1

a

f

ϕ o f

V

(a, f(a))

ϕ

(a, 0)
U1 × U2

π

U1a

b

bb

Figura 8.2. Inmersión local.

Demostración. Definimos

g : A× F2 → F = F1 ⊕ F2

(u, v) 7→ g(u, v) = f(u) + v.

Notamos que g(u, 0) = f(u) (recuerde que podemos ver F = F1 ⊕
F2 ≡ F1×F2, donde F1 ≡ F1×{0} y F2 ≡ {0}×F2 aśı g(u, v) = (f(u), v)).
g es de clase Cr,

g′(u, v)(h, k) = f ′(u)h + k, g′(u, v) : E × F2 → F ≡ F1 × F2,
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aśı: g′(a, 0)(h, k) = f ′(a)h+ k, es lineal continua, biyectiva, por el teore-
ma de isomorf́ıa de Banach, g′(a, 0) es homeomorfismo lineal de E × F2

sobre F, por el teorema de la función inversa, g es un difeomorfismo local
de clase Cr en (a, 0), por lo tanto existen abiertos U1 de E, U2 de F2,
tales que (a, 0) ∈ U1 × U2, y V abierto de F, tal que g(a, 0) = f(a) ∈ V
y g : U1 × U2 → V es difeomorfismo de clase Cr, de U1 × U2 sobre V , si
ϕ es el difeomorfismo inverso, ϕ = g−1 : V → U1 × U2 = W , vemos que
para puntos v ∈ V ⊂ F1 ⊕F2, tales que v ∈ F1, o sea v+ 0 ≡ (v, 0) ∈ V ,
se obtiene que

(ϕ ◦ f)(v) = ϕ
(
f(v)

)
= ϕ

(
g(v, 0)

)
= ϕ ◦ g(v, 0) = (v, 0). �

i) El teorema 8.44 anterior, nos dice que una función f , cuya deri-
vada en un punto a es inyectiva, se comporta localmente como la
inclusión, si la imagen de f ′(a) se rompe en el espacio de llegada.

ii) En el caso de dimensión finita como todo subespacio es cerrado y
admite complementario, en el teorema 8.44 puede colocarse que el
núcleo de f ′(a) sea {0} en lugar de es inyectiva. Dada su impor-
tancia, lo renunciaremos:

8.45 Teorema (Forma local de inmersiones en dimensión finita). Sean
A ⊆ Rn abierto,

f : A→ Rn+m, aplicación de clase Cr, r ≥ 1,

a ∈ A, tal que f ′(a) : Rn → Rn+m, es lineal inyectiva,

entonces existe un difeomorfismo de clase Cr, ϕ : V → W de el abierto
V de Rn+m, f(a) ∈ V sobre abierto W de Rn × Rm, W = U1 × U2, a ∈
U1 ⊆ Rn, 0 ∈ U2 ⊆ Rm, tal que ϕ ◦ f(x, 0) = (x, 0) para todo x ∈ U1.

8.46 Nota. El ejemplo canónico es la inclusión: sea i : Rn → Rn×Rm, la
aplicación inclusión i(x) = (x, 0), entonces i′(x) = i para todo x ∈ Rn, i
es lineal inyectiva.

8.47 Corolario. Si f : A → Rn+m, es aplicación de clase Cr, r ≥ 1,
a ∈ A, f ′(a) lineal inyectiva entonces, en una vecindad U de a, f :
U → f(A) es un homeomorfismo cuyo inverso f−1 : f(U) → U es la
restricción de una aplicación de clase Cr, ρ : W → U , donde W es
vecindad de f(a).
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8.48 Definición. Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E, abierto,
f : A→ F, aplicación de clase Cr, r ≥ 1, a ∈ A,

i) f se dice una inmersión en a, si f ′(a) es inyectiva con imagen
cerrada que se rompe en F, es decir, si F1 = f ′(a)(E),F1 es cerrado
y existe F2, subespacio cerrado de F, tales que

F = F1 ⊕ F2(≡ F1 × F2).

ii) Si para todo a ∈ A, f es inmersión en a, diremos que f es una
inmersión.

iii) f se dice una submersión en A, si f ′(a) es sobreyectiva para todo
a ∈ A y el núcleo de f ′(a) se rompe en E.

8.49 Nota.

i) En dimensión finita, todo subespacio es cerrado y admite comple-
mento, o sea cuando A ⊆ Rn, f : A → Rm, es submersión si f ′(a)
es sobreyectiva, para todo a ∈ A, esto sólo si n ≥ m. En este
caso, en dimensión finita, f será inmersión en a ∈ A, si f ′(a) es
inyectiva, esto se tiene si n ≤ m.

ii) En general, para que f sea inmersión, se requiere que dim(E) ≤
dim(F) y para que f sea submersión se requiere que dim(E) ≥
dim(F).

∗ El ejemplo canónico de submersión es la aplicación proyección,
la cual es sobreyectiva. Sea la aplicación proyección,

Π : Rm × Rn → Rn

(x, y) 7→ Π(x, y) = x.

Entonces Π′(x, y) = Π para todo (x, y) ∈ Rm ×Rn, por lo tanto es
submersión.

Mostraremos que localmente toda submersión se comporta localmen-
te como la proyección. Generalizamos ahora el corolario 5.28 .
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8.6 Teorema de Inyectividad local

8.50 Teorema (Inyectividad local). Sean E,F espacios de Banach, A ⊆
E abierto, a ∈ A, f : A → F, aplicación de clase Ck, k ≥ 1, tal que
f ′(a)(E) es cerrado en F, y f ′(a), homeomorfismo lineal de E sobre su
imagen, es decir, f ′(a) ∈ G

(
E, f ′(a)(E)

)
. Entonces existe una vecindad

V de a, V ⊆ A, tal que f : V → f(V ) es inyectiva. La inversa f−1 :
f(V ) → V es Lipschitz continua.

Demostración. Como f ′(a)(E) es subespacio cerrado del espacio de Ba-
nach F, entonces es de Banach (cerrado en un métrico completo es com-

pleto). Como
(
f ′(a)

)−1
: f ′(a)(E) → E es lineal continua, aún más, como

f ′(a) es homeomorfismo lineal sobre su imagen, existen α > 0, β > 0, ta-
les que α‖x‖ ≤

∥∥f ′(a)(x)
∥∥ ≤ β‖x‖, para todo x ∈ E (proposición 1.39).

Como f ′ es continua, dado ε = α
2 , existe r > 0, tal que

∥∥f ′(x)−f ′(a)
∥∥ <

α
2 , si ‖x−a‖ < r. Por el teorema de la desigualdad del valor medio, para
x1, x2 ∈ Br(a), obtenemos:

∥∥f(x1) − f(x2) − f ′(a)(x1 − x2)
∥∥

≤ sup
{∥∥f ′

(
x1 + t(x2 − x1)

)

− f ′(a)
∥∥ : t ∈ [0, 1]

}
‖x1 − x2‖

≤ α

2
‖x1 − x2‖

ya que
∥∥a− x1 − t(x2 − x1)

∥∥ < r. Por tanto:

α‖x1 − x2‖ ≤
∥∥f ′(a)(x1 − x2)

∥∥ ≤
∥∥f(x1) − f(x2)

∥∥+
α

2
‖x1 − x2‖,

es decir que:
α

2
‖x1 − x2‖ ≤

∥∥f(x1) − f(x2)
∥∥,

esto demuestra que f es inyectiva en Br(a), luego f−1 : f
(
Br(a)

)
→

V = Br(a) es Lipchitz continua. �

8.51 Nota. Recordamos que la hipótesis de ser f de Clase Ck, k ≥ 1, no
es superflua, recuerde la función dada en la nota después del corolario
5.28 (o ejercicio 5.11).
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8.7 Teorema de Submersión local

8.52 Teorema (Teorema de submersión local). Sean E,F espacios de
Banach, A ⊆ E, abierto f : A→ F, aplicación de clase Ck, k ≥ 1, a ∈ A,
tal que f ′(a) es sobreyectiva y el núcleo de f ′(a) = E2, se rompe en E,
con complemento cerrado E1. Entonces existen abiertos A1 ⊆ A, a ∈ A1,
y V ⊆ F × E2 y un difeomorfismo de clase Ck, ψ : V → A1, tales que
(f ◦ ψ)(u, v) = u, para todo (u, v) ∈ V . (La conclusión expresa que f se
comporta localmente como la proyección).

Demostración. Sea T = f ′(a) : E → F, tenemos que E = E1 ⊕ E2, luego
T : E1 → F, es tal que f ′(a)

∣∣∂1f(a) : E1 → F es biyección lineal continua,
el teorema de Isomorf́ıa de Banach implica que, es un homeomorfismo
lineal. Por lo tanto, T ∈ GL(E1,F). Sea g : A→ F×E2, donde miramos
A como subconjunto de E1⊕E2(≡ E1×E2), definida para x = x1 +x2 ≡
(x1, x2), por

g(x1 + x2) =
(
f(x1 + x2), x2

)
.

Vemos que g es de clase Ck, y en el punto a = a1 + a2, g(a) =(
f(a), a2

)
, y si h = (h1 + h2) ∈ E, entonces

g′(a)(h1 + h2) =
(
f ′(a)h, h2

)

=
(
∂1f(a)h1 + ∂2f(a)h2, h2

)
= (0, 0),

implica que h2 = 0 ∈ E2 = ker(T ) y como h1 ∈ E1, luego

f ′(a)(h) = ∂1f(a)h1 + ∂2f(a)0 = ∂1f(a)h1 = 0,

esto implica que h1 = 0, por lo tanto h = h1 = h2 = 0, es decir que
h = 0, por lo tanto g′(a) es inyectiva, como se puede ver, también es
sobre, entonces g′(a) ∈ GL(E, F × E2), por el Teorema de la Función
Inversa, g es entonces un difeomorfismo local de clase Ck en a, es decir
que existen abiertos A1 ⊆ A, a ∈ A1, y V ⊆ F × E2 abierto, g(a) ∈ V , y
g : A1 → V es difeomorfismo, si ψ−1 = g : A1 → V , es el difeomorfismo
local, ψ = g−1 : V → A1, es el inverso de g restringida a A1, para
(u, v) ∈ V ⊆ F × E2, ψ es de la forma ψ(u, v) =

(
ψ1(u, v) + ψ2(u, v)

)
≡(

ψ1(u, v), v
)
, donde ψ1 : V → E1y ψ2 : V → E2, obtenemos:

(u, v) = g ◦ ψ(u, v) = g
(
ψ1(u, v) + ψ2(u, v)

)

=
(
f(
(
ψ1(u, v) + ψ2(u, v)), ψ2(u, v)

)
,
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deducimos que:

ψ2(u, v) = v, y

u = f
(
ψ1(u, v) + v

)
= f

(
ψ(u, v)

)
= (f ◦ ψ)(u, v).

�

8.53 Nota.

i) En caso de dimensión finita, en el anterior Teorema, o sea cuando
E = Rm,F = Rn, se asume que rango de f ′(a) sea n. Recordamos
que la proyección canónica es abierta, tenemos:

ii) Se deduce del Teorema anterior que si f : A → F es de clase
Ck y f ′(a) es sobreyectiva, entonces f ′(z) es sobreyectiva en una
vecindad de a.

8.54 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E abierto,
f : A→ F submersión de clase Ck, k ≥ 1, entonces f es abierta.

Demostración. En el teorema anterior, vimos que ψ−1 = g es difeo-
morfismo de una vecindad abierta de a, sobre su imagen y f ◦ ψ = Π
la primera proyección, en una vecindad abierta, Π es abierta, deduci-
mos que f = Π ◦ ψ−1 es abierta en una vecindad, por ser compuesta
de abiertas, ψ−1 es homeomorfismo y Π es abierta, esto en una vecin-
dad. Para completar la demostración, sea B abierto B ⊆ A, queremos
ver que f(B) es abierto, si B es vaćıo, nada a mostrar, sea entonces
y = f(x) ∈ f(B), x ∈ B. Como f ′(x) es sobreyectiva, deducimos que
existe Wx = W (x), abierto conteniendo a x, tal que f : Wx → F es
abierta. Como Wx ∩B es abierto, no vaćıo, x ∈ Wx ∩B ⊆ B, entonces
f(Wx ∩B) es abierto contenido en f(B), se concluye que f(B) es abier-
to, pues B es unión de los B ∩Wx, x ∈ B, aśı que f(B)=Unión de los
f
(
B ∩Wx

)
, x ∈ B. Vemos que f(B) es unión de abiertos. �

Renunciamos el teorema de submersión local en el caso de dimen-
sión finita, recordamos que todo subespacio propio es cerrado y admite
complementario.

8.55 Teorema (Teorema de submersión local, caso finito). Sean A ⊆
Rm+n un conjunto abierto, f : A → Rn, de clase Ck, k ≥ 1, a ∈ A,
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tal que f ′(a) es sobreyectiva. Dada descomposición en suma directa de
Rm+n = E1 ⊕ E2, a = (a1, a2) ≡ a1 + a2, ai ∈ Ei, tal que ∂2f(a) :

f ′(a)
∣∣∣
E2

: E2 → Rn, es isomorfismo, entonces existe un difeomorfismo

ψ : V × W → S, de clase Ck, tal que f ◦ ψ(x,w) = w, para todo
(x,w) ∈ V ×W , donde a1 ∈ V , V abierto en E1, f(a) ∈ W abierto en
Rn y a ∈ S abierto de Rn+m, S ⊆ A.

Demostración. Se define

ϕ : A→ E1 × Rn

(x, y) 7→ ϕ(x, y) =
(
x, f(x, y)

)
,

se tiene que ϕ′(a)(h.k) =
(
h, f ′(a)(h, k)

)
=
(
h, ∂1f(a)h + ∂2f(a)k

)
=

(0, 0), implica que h = 0, luego k = 0, por lo tanto ϕ′(a) es isomorfismo
de Rn+m sobre E1 × Rn, entonces existe

(
ϕ′(a)

)−1
: E1 × Rn → Rn+m

(u, v) 7→
(
ϕ′(a)

)−1
(u, v) =

(
ϕ′(a)

)−1
(u, v),

podemos aplicar teorema de la función inversa, si f(a) = c, entonces,
ϕ es difeomorfismo Ck, de un abierto conteniendo a, sobre un abierto
conteniendo a (a1, c), se escoge esta última en la forma V ×W , donde V
es abierto en E1 y W abierto en Rn. Si S = ϕ−1(V ×W ) y ψ = ϕ−1, ψ :
V ×W → S. Obtenemos que para (x,w) ∈ V ×W,f ◦ ψ(x,w) = w.

En efecto, como ϕ(x, y) =
(
x, f(x, y)

)
, ψ(x,w) =

(
x, ψ2(x,w)

)
,

(x,w) = ϕ ◦ ψ(x,w) = ϕ(x, ψ2(x,w)
)

=
(
x, f(x, ψ2(x,w)

)
=
(
x, f ◦ ψ(x,w)

)
.

�

8.56 Nota. En el caso E = Rm y F = Rn, en el anterior teorema 8.55,
se puede suponer que ker(f ′(a)) = 0. Consideramos ahora E,F ambos
de dimensión finita, por lo tanto de Banach, podemos elegir bases para
cada uno. Sea A ⊆ E abierto, f : A→ F, de clase Ck, k ≥ 1. Para x ∈ A,
rango de f en x es la dimensión de la imagen de f ′(x) = dim f ′(x)(E) =
rango de la matriz jacobiana de f en x, o sea que f ′(x) es sobreyectiva
si y sólo si el rango de la Jacobiana de f en x es igual a dim(F).
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Sin embargo, dim
(
f ′(x)(E)

)
≤ dim(F) por algebra lineal. Por lo tan-

to, si dim(E) < dim(F), no existe transformación lineal alguna de E en
F, que sea sobre. En este caso no puede aplicarse ni el Teorema de In-
mersión ni el de Submersión. Esto no impide que f pueda ser abierta en
la vecindad de un punto.

∗ El rećıproco del corolario 8.54 es falso en general. Sea por ejemplo

f : R → R

x 7→ f(x) = x3,

es claro que f ∈ C∞(R), f es homeomorfismo de R sobre R, luego f es
abierta, en particular en una vecindad de 0, es claro que f ′(0) ≡ 0, no
es sobre.

El corolario 8.54 permite obtener una versión global del teorema de
la función inversa.

8.57 Teorema. Sean E,F espacios de Banach, A ⊆ E abierto, f :
A → F, aplicación de clase Ck, k ≥ 1. Entonces, f(A) es abierto y
f : A → f(A) es un difeomorfismo de clase Ck en A si y sólo si f es
inyectiva y f ′(x) es inversible para todo x ∈ A.

Demostración. Si f(A) es abierto y f : A → f(A) es difeomorfismo de
clase Ck, es claro que f es inyectiva, f ′(x) es inversible para todo x ∈ A,

recordamos que (f−1)′
(
f(x)

)
=
(
f ′(x)

)−1
. Rećıprocamente, suponga-

mos que f es inyectiva y que f ′(x) es inversible, para todo x ∈ A, se
deduce que f : A → f(A) es biyección y, por hipótesis, f ∈ Ck, por
teorema 8.55 anterior deducimos que f es aplicación abierta, esto im-
plica que f−1 : f(A) → A es continua, y que f(A) es abierto. Luego,
f es homeomorfismo de A sobre f(A), por el teorema de isomorf́ıa de
Banach, f ′(x) es homeomorfismo lineal, para todo x ∈ A, por lo tanto
difeomorfismo local en x, por teorema de la función inversa. Luego f
es homeomorfismo de A sobre f(A), f(A) abierto, y para todo x ∈ A, f
es difeomorfismo local, luego f es difeomorfismo global de A sobre el
abierto f(A). �

8.58 Teorema (Teorema de representación local). Sean E,F espacios
de Banach, un conjunto abierto A ⊆ E, f : A → F, aplicación de clase
Ck, k ≥ 1, a ∈ A, f ′(a)(E) = F1, cerrado en F, con complemento cerrado
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F2 y si E2 =Núcleo de f ′(a), con complemento cerrado E1. Entonces
existen abiertos A1 ⊆ A, a ∈ A1 y V ⊆ F = F1⊕F2, y un difeomorfismo
de clase Ck, ψ : V → A1, y una aplicación η : V → F2, de clase Ck, tal
que η′(a) = 0, y

(f ◦ ψ)(u, v) =
(
u, η(u, v)

)
.

Estamos identificando la suma directa con el producto directo. En el
caso E = Rm,F = Rn, se supone rango de f ′(a) = p, p ≤ n, p ≤ m,
aśı que F2 = Rn−p,F1 = Rp,E1 = Rp, E2 = Rm−p.

Demostración. Como f : A ⊂ E1 ⊕ E2 → F = F1 ⊕ F2, para x =
x1 + x2 ∈ A, donde xj ∈ Ej, f(x) = f(x1 + x2) = y = y1 + y2 =
f1(x) + f2(x), donde y1 = f(x), f2(x) = y2, fi : A → Fi, i = 1, 2, se
recuerda que si se identifica F1 ⊕ F2 con F1 × F2, podemos ver f =
(f1, f2) : A → F1 × F2. Entonces f1 satisface hipótesis del Teorema de
Submersión local (teorema 8.52), luego existe un difeomorfismo de clase
Ck, ψ : V → A1, donde V ⊆ F1 × E2, abierto y a ∈ A1 ⊂ A, abierto tal
que (f1 ◦ ψ)(u, v) = u. Se escoge η = f2 ◦ ψ. Se obtiene

(f ◦ ψ)(u, v) = (f1 + f2) ◦ ψ(u, v) = f1 ◦ ψ(u, v) + f2 ◦ ψ(u, v)

=
(
f1 ◦ ψ(u, v), f2 ◦ ψ(u, v)

)
=
(
u, η(u, v)

)
.

Es claro que η′(a) = (f2 ◦ ψ)′(a) = (f2)′
(
ψ(a)) ◦ ψ′(a) = 0; ¿por

que? �

8.8 Teorema del Rango

El siguiente teorema es conocido sobre todo en dimensión finita como
el teorema del rango constante. En verdad, cuando se quieren usar los
teoremas de inmersión y submersión locales en dimensión finita, debe
tenerse que el rango de f ′ sea igual a la dimensión de su espacio imagen
(o del espacio dominio). Sin embargo, se puede usar el Teorema de la
función Inversa para ver que si f ′(x) tiene rango constante p en una
vecindad de un punto a, entonces podemos restringir el dominio de f
con alguna función inversible ψ, de tal manera que f ◦ ψ dependa sólo
de p variables. Luego si podemos aplicar el teorema de submersión, esto
será más o menos el contenido del teorema del Rango, el cual establece
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que si el rango de f es p constante en Rm, entonces m − p variables
sobran y podemos eliminarlas.

Como ejemplo,

f : R2 → R

(x, y) 7→ f(x, y) = x+ y,

f tiene rango 1, aśı que podemos eliminar 1 variable para expresar f
como función de una sola variable, es decir: existe ψ : R2 → R2, ψ(x, y) =
(x− y, y), tal que

(f ◦ ψ)(x, y) = f(x− y, y) = (x− y) + y = x,

la cual depende sólo de la variable x.

8.59 Teorema (Teorema del rango). Sean E, F espacios de Banach,
A ⊆ E abierto, a ∈ A, f : A → F aplicación de clase Ck, k ≥ 1, tal
que f ′(a)(E) = F1 es subespacio cerrado de F, el cual se rompe, sea su
complemento cerrado F2, y E2 el núcleo de f ′(a) el cual se rompe, sea su
complemento cerrado E1. Si para todo u en una vecindad de a, contenida

en A, f ′(u)(E) es subespacio cerrado de F y f ′(u)
∣∣∣
E1

: E1 → f ′(u)(E) es

homeomorfismo lineal. Entonces existen abiertos A1 ⊆ F1 × E2, A2 ⊆
E, V1 ⊂ F, V2 ⊆ F y difeomorfismos de clase Ck,

ϕ : V1 → V2, ψ : A1 → A2, tales que : (ϕ ◦ f ◦ ψ)(x, y) = (x, 0).

Si E = Rm y F = Rn, se supone sólo que rango de f ′(u) = p, constante
en una vecindad de a.

Demostración. Por teorema 8.58, existen un difeomorfismo ψ, de clase
Ck,

ψ : A1 → A2, A2 ⊆ E, A1 ⊆ F1 × E2, tal que :

f̃(x, y) = (f ◦ ψ)(x, y) =
(
x, η(x, y)

)
.

Sean F = F1 ⊕ F2 ≡ F1 × F2, y PF1 : F → F1, la proyección. Como(
f̃
)′

(x, y)(h, k) =
(
h, η′(x, y)(h, k)

)
, deducimos que PF1◦

(
f̃
)′

(x, y)(h, k) =
(h, 0), para h ∈ E1, v ∈ E2. En particular:

PF1 ◦
(
f̃
)′

(x, y)
∣∣∣
F1×{0}

= IF1,
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es decir:

(
f̃
)′

(x, y)
∣∣∣
F1×{0}

: F1 × {0} →
(
f̃
)′

(x, y)(F1 ⊕ F2), es inyectiva.

(En dimensión finita es isomorfismo, pues dim F1 = dim
(
f̃
)′

(x, y)(F)).
En dimensiones infinitas, la hipótesis es que es isomorfismo de Banach,
luego (

f̃
)′

(x, y) ◦ PF1

∣∣∣(
f̃
)
′

(x,y)(F1⊕E2)
= Idéntica.

Sea
(
h, η′(x, y)(h, v)

)
∈
(
f̃
)′

(x, y)(F1 ⊕ F2). Como

((
f̃
)′

(x, y) ◦ PF1)
(
h, η′(x, y)(h, v)

))
=
(
f̃
)′

(x, y)(h, 0)

=
(
h, η′(x, y)(h, 0)

)

= (h, ∂1η(x, y) · h),

tenemos que ∂2η(x, y).v = 0 para todo v ∈ E2; es decir ∂2η(x, y) ≡ 0.
Como ∂2f̃(x, y) · v =

(
0, ∂2η(x, y) · v

)
, deducimos que ∂2f̃(x, y) = 0; es

decir que f̃ no depende de y ∈ E2. Definimos f(x) = f̃(x, y) = f◦ψ(x, y),
por lo tanto

f : P ′
F1

(V ) ⊆ F1 → F, donde P ′
F1

: F1 ⊕ E2 → F1, es la proyección.

Vemos que f satisface las condiciones del teorema de inmersión lo-
cal en P ′

F1

(
ψ−1(a)

)
, aśı que existe un difeomorfismo Ck ϕ : V1 →

V2, V1, V2 ⊆ F, tal que (ϕ ◦ f)(z) = (z, 0), es decir que

(ϕ ◦ f ◦ ψ)(x, y) = (x, 0). �

Debido a que todo subespacio propio de un espacio normado de
dimensión finita es cerrado y admite complementario cerrado, renun-
ciaremos el teorema del rango en este caso, recordaremos un resulta-
do de Álgebra Lineal, el cual establece que para un subespacio dado
E ⊆ Rm+p, subespacio de dimensión m, es posible hallar una des-
composición en suma directa de Rm+p, tal que la primera proyección
P1 : Rm+p → Rm, lleve E isomórficamente sobre Rm, para ello basta
escoger una base de E, sea esta {u1, u2, . . . , um} = B, si p = 0, no hay
nada que demostrar, E = Rm, sea p ≥ 1, entonces existe vector básico
ek1 ∈ (Rm+p − E); B1 = B ∪ {ek1} genera un subespacio E1 ⊆ Rm+p,
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si p > 1 existe un vector básico ek2 ∈ (Rm+p − E1),B2 = B1 ∪ {ek2}
genera un subespacio E2 ⊆ Rm+p, continuando aśı obtenemos vectores
de la base canónica de Rm+p, ek1 , ek2 , . . . , ekp

, tales que

{u1, u2, . . . , um, ek1 , ek2 , . . . , ekp
}

es base de Rm+p, si F es el subespacio generado por {ek1 , ek2 , . . . , ekp
},

entonces Rm+p = E ⊕ F es la descomposición en suma directa buscada,
pues ahora, si se tiene x ∈ Rm+p, x = e + f, e ∈ E, f ∈ F, de manera
única, P1(x) = P1(e+ f) = e, la proyección P1 lleva F en el {0} de Rm,
y lleva E isomórficamente sobre Rm. Usaremos estos comentarios en el
siguiente teorema.

8.9 Teorema del Rango Constante

8.60 Teorema (Teorema del rango constante). Sean A ⊆ Rn+m, sub-
conjunto abierto, f : A → Rm+p, aplicación de clase Ck, k ≥ 1, su-
ponemos que f tiene rango constante igual a m, en cada punto de A.
Entonces para todo punto a de A existen difeomorfismos de clase Ck, α
de un abierto de Rm × Rn, sobre un abierto conteniendo a, y β, defi-
nido en abierto conteniendo f(a) sobre abierto de Rm × Rp, tales que
β ◦ f ◦ α(x, y) = (x, 0).

F1

F2

β ◦ f ◦ α

Z ′

f(a)

β

(a, 0)

V ×W ′ ⊂ Rm × RpV ×W ⊂ Rm × Rn

b

b

f

α

(x0, y0)

U
Z

a

f(U)

f(Z)

βf(Z) = V × 0

Figura 8.3. Rango constante.



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 352 — #364
i

i

i

i

i

i
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Demostración. Se considera E1 = f ′(a)(Rm+n) ⊆ Rm+p, como dim(E1) =
m, existe descomposición en suma directa de Rm+p = E1 ⊕ E2, tal que
P1 lleva E1 isomórficamente sobre Rm, entonces

(P1 ◦ f)′(a) = P1 ◦ f ′(a) : Rn+m → Rm

es sobreyectiva, por teorema de forma local de submersiones, existe di-
feomorfismo ψ de clase Ck, del abierto V ×W de Rm ×Rp sobre abierto
conteniendo a, tal que P1 ◦ f ◦ ψ(x, y) = x, es decir que f ◦ ψ(x, y) =(
x, g(x, y)

)
, donde g es Ck, g : V ×W → Rp, vemos que ∂2g ≡ 0, (ver esto

en demostración del teorema 8.59). Podemos tomar W convexo, deduci-
mos que g(x, y) no depende de y. Si a = (x0, y0), g(a) = c. Considerando
la inyección canónica

i : V0 → V0 ×W

x 7→ i(x) = (x, y0).

Entonces

f ◦ α(x, y) = f
(
x, g(x, y)

)
= f

(
x, g(x, y0)

)
= f ◦ α ◦ i(x),

para todo (x, y) ∈ V ×W ; como f ◦ α ◦ i posee derivada inyectiva en
x0, se puede aplicar el teorema de forma local de inmersiones, existe un
difeomorfismo β de clase Ck de una vecindad de f(a) sobre un abierto
de Rm ×Rp tal que β ◦ f ◦ α ◦ i : x→ (x, 0), x ∈ V ⊆ V0, V vecindad de
x0. Vemos que

β ◦ f ◦ α(x, y) = β ◦ fϕ ◦ i(x) = (x, 0),

esto completa la demostración. �

En el teorema anterior a = (x0, y0) ∈ V ×W , además observe que los
segmentos verticales x×W en V ×W son llevados en arcos ondulados
de Z, y estas ĺıneas onduladas que componen la vecindad Z son llevadas
por f en un único punto, de la misma forma cada segmento vertical
x ×W de V ×W es transformado por β ◦ f ◦ α en el punto (x, 0) de
V ×W ′, aśı, β(f(Z) = V × 0. Se observa que f : Z → Z ′ es equivalente
a βfα.

8.61 Ejemplo.
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i) (Coordenadas polares). Sea E = R2 y sea

A =
{

(r, θ) | r > 0, θ ∈ R
}
.

f : A→ R2

r, θ 7→ f(r, θ) =
(
r cos(θ), r sen(θ)

)
= r
(
cos(θ), sen(θ)

)
,

entonces:

Jf(r, θ) =

[
cos(θ) −r sen(θ)
sen(θ) r cos(θ)

]

y
det
(
Jf(r, θ)

)
= r cos2(θ) + r sen2(θ) = r,

por consiguiente f ′(r, θ) : R2 → R2 es un isomorfismo, luego f es
un difeomorfismo local de clase C∞ en todo punto, determinamos
un inverso, local en V = (0,+∞) × (0,+∞) =

{
(x, y) | x > 0, y >

0
}

, entonces

f−1 : V → (0, ∞) ×
(

0,
1

2
π

)

(x, y) 7→ f−1(x, y) = (r, θ),

donde r =
√
x2 + y2, θ = arcsen

(
y

x2+y2

)
.

ii) Consideramos el espacio de Banach de las matrices simétricas

de orden n × n, M , es espacio vectorial de dimensión n(n+1)
2 , si

P ⊆ M , es el conjunto formado por las matrices positivamente
definidas, podemos ver que P es abierto en M , aún más, abierto
convexo, podemos considerar la aplicación

f : P → P
X 7→ f(X) = X2,

entonces f es un difeomorfismo de P sobre śı mismo, para ello se
pueden usar resultados de Algebra Lineal, que no demostraremos:

8.62 Definición. Una matriz cuadrada n×n simétrica, A se dice posi-
tivamente definida, si la forma bilineal asociada es positiva, es decir, si
para todo x 6= 0, x ∈ Rn, x×Axτ > 0. (τ significa transpuesta).

8.63 Proposición. Las siguientes afirmaciones acerca de una matriz
simétrica n× n, A = (aij) son equivalentes:
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i) A es definida positiva.

ii) Existe B inversible, tal que A = BτB.

iii) Todos los valores propios de A son reales positivos.

iv) Todos los menores principales son positivos, es decir,

M1 = a11 > 0,

M2 = det

[
a11 a12

a21 a22

]
> 0,

M3 = det



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 > 0,

...

Mn = detA > 0.

v) Existe P inversible, tal que P−1AP = diag(λ1, λ2, . . . , λn) y λi >
0.

La afirmación iv) sirve para ver que el conjunto de matrices simétri-
cas positivamente definidas es abierto en el espacio de Banach M , de las
matrices cuadradas n × n con elementos en R, provisto de una cuales-
quiera de las normas, veamos que la aplicación

f : S → Rn

X = (xij) 7→ f(X) = (M1,M2,M3, . . . ,Mn),

cuyas componentes son los menores principales de X, es aplicación C∞.
Teniendo en cuenta que el conjunto P =

{
(z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn | zi > 0

}

es abierto en Rn, y que a (z1, . . . , zn) ∈ P podemos asociar la matriz
diagonal

A = diag

(
z1,

z2
z1
,
z3
z2
, . . . ,

zn
zn−1

)
,

la cual es positivamente definida y además f(A) = (z1, . . . , zn), por otro
lado, si A ∈ P, entonces f(A) ∈ P. Luego f−1(P) = P.
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8.10 Ejercicios

1) Muestre que ninguna aplicación f : R2 → R de clase Ck, k ≥ 1,
puede ser inyectiva, es decir, que existen A,B ∈ R2, tales que
A 6= B y f(A) = f(B). (Sugerencia: muestre que dado (a, b) ∈ R2,
en toda vecindad abierta de (a, b) existen puntos (c, d), (c1, d1),
donde ∂1f(c, d) 6= 0, ó ∂2f(c1, d1) 6= 0).

2) Generalización de 8.1. Si f : Rm → Rn, de clase Ck, k ≥ 1, n < m,
entonces f no puede ser inyectiva.

3) Considere E el espacio de Banach de las matrices cuadradas de
orden n× n, provisto de una cualesquiera de sus normas,

f : E → E

X 7→ f(X) = X2.

Si I es el subespacio de las matrices simétricas y P ⊆ I el abierto
de las positivamente definidas. Demuestre que f es difeomorfismo
de P sobre śı mismo.
Ejericio semejante g = Xm, m ≥ 2.

4) Sea f : R → R aplicación de clase Ck, k ≥ 1, tal que f ′(x) 6= 0,
para todo x ∈ R. ¿Es f un difeomorfismo de R sobre śı mismo?

5) Sea f : R → R, definida por

f(s) =

{
s2sen(1

s
), si s 6= 0

0, si s = 0.

Demuestre que:

i) Existen ∂1f(x, y) y ∂2f(x, y), en todo punto (x, y) ∈ R2, son
continuas en todo punto de R2 − {(0, 0)}, ¿ porqué no son
continuas en (0, 0)?.

ii) f es diferenciable en (0, 0).

6) Sea E un espacio de Banach, F = L(E, E) = L(E), el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en E, I la
aplicación idéntica de E, si

f : F → F

L 7→ f(L) = Ln, n ≥ 1 ∈ Z.
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Pruebe que existen abiertos A,B de F, conteniendo a I, tales que
f es difeomorfismo de A sobre B, de clase C∞, es decir, podemos
hablar de la ráız n-ésima de una lineal continua en una vecindad
de la idéntica. Interprete el caso E = Rp, p finito.

7) Sean E,F espacios de Banach, f : E → F, de clase Ck, k ≥ 1,
suponga que f ′(x) es inversible para todo x ∈ E.

i) Si S = f−1{0} = {x ∈ E | f(x) = 0} entonces S no posee
puntos de acumulación.

ii) Deduzca que el interior de S es vaćıo y que para todo K ⊆ E,
donde K es compacto K ∩ S es finito.

iii) Deduzca que si F es de dimensión finita, S es enumerable y
S es acotado entonces S es finito.

8) Sea

f : R2 → R2

(x, y) 7→ f(x, y) = (2xy, x2 − y2),

demuestre que para todo (x, y) 6= (0, 0), f es un difeomorfis-
mo local, de clase C∞. Si u = 2xy, v = x2 − y2, determine
f−1, (f−1)′(u, v), ∂x

∂u
, ∂x

∂v
, ∂y

∂v
, ∂y

∂u
.

9) Sea g : Rn → Rn, una contracción. Pruebe que la aplicación

f : Rn → Rn

x 7→ f(x) = x+ g(x)

es un homeomorfismo de Rn sobre Rn.

10) Si g : Rn → Rn es de clase Ck, k ≥ 1, tal que
∥∥g′(x)

∥∥ < 1, para
todo x ∈ Rn, entonces f(x) = x+ g(x) es difeomorfismo Ck sobre
un abierto de Rn. Busque un contraejemplo, para ver que no puede
quitarse la condición

∥∥g′(x)
∥∥ ≤ λ < 1, si se desea concluir que f

es sobre Rn.

11) Sea f : R → R continua y positiva, tal que
∫ 1
0 f(t) dt = 5. Pruebe

que existe intervalo J = [0, a], tal que para todo x ∈ J existe

un único g(x) ∈ [0, 1] tal que
∫ g(x)
x

f(t) dt = 3 y que la función
g : [0, a] → [0, 1] aśı definida es de clase C1. Determine g′(x).
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12) Sean E,F espacios de Banach, f : A ⊆ E → L(E,F), donde A es
abierto, 0 ∈ A, aplicación de clase Ck, k ≥ 1, y sea

g : A→ F

x 7→ g(x) = f(x)(x).

Pruebe que g es Ck, y que si f(0) es un homeomorfismo lineal de
E sobre F, entonces existen abiertos A1 ⊆ A, 0 ∈ A1 y abierto V
de F0 ∈ V , tal que g : A1 → V es difeomorfismo Ck de A1.

13) Consiga ejemplo de un espacio vectorial normado E y de aplica-
ciones lineales continuas L : E → E, tales que:

i) L sea inyectiva no sobre.

ii) L sea sobre, no inyectiva.

iii) L sea biyección de E en si mismo, sin inverso continuo.

∗ Observe que iii) no ocurre si E es espacio de Banach, recuerde
el teorema 8.7 de isomorf́ıa de Banach, o el Teorema del Gráfico
cerrado.

14) Sea f : R2 → R tal que f(x, y) = Cos(xy). Observe que f es de
clase C∞, f(1, π

2 ) = 0, ∂2f(1, π
2 ) = −1. Sea g : R − {0} → R,

definida por g(x) = π
2x

, si x > 0 y g(x) = (2m+1)π
2x

si x < 0
(m entero) es tal que satisface las condiciones del Teorema de la
función impĺıcita. Observe que R−{0} no es conexo, m puede ser
cualquier entero. ¿Qué puede concluir?.

15) Consideramos la función f : [0, 1] → [0, 1], definida por:

f(x) = x, si x es racional,

f(x) = 1 − x, si x es irracional,

demuestre que:

i) f es una biyección de [0, 1] sobre [0, 1],

ii) f es discontinua en todo punto x 6= 1
2 y continua solo en x = 1

2

iii) si definimos g(x) = f(x) si x 6= 0 y x 6= 1
2 y g(0) = f(1

2) = 1
2 y

g(1
2 ) = f(0) = 0, demuestre que esta función g es una biyección de

[0, 1] sobre [0, 1] discontinua en todo punto de [0, 1]. Le sugerimos



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 358 — #370
i

i

i

i

i

i
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releer el ?? acerca de aplicaciones continuas definidas en espacios
métricos compactos y a valor real, hecho esto, ¿ qué puede deducir
con respecto a este problema?.

16) Sea

f : R2 → R2,

f(x, y) =
(1

2
(x2 − y2), xy

)

i) Observe que f es par.

ii) f es inversible localmente en todo punto (x, y) 6= (0, 0), con
inverso local C∞.

iii) De Jf(x, y) = x2 +y2 observe que f ′(0, 0) ≡ 0, pero no existe
vecindad V ⊂ R2 de (0, 0), en la cual f sea inyectiva.

iv) La función f es uno a uno en todo semiplano S = {(x, y) ∈
R2 : ax+ by > 0}, donde a, b ∈ R son tales que (a, b) 6= (0, 0).
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CAṔITULO 9

Máximos y ḿınimos

En este caṕıtulo introducimos algunos conceptos básicos sobre Extre-
mos de aplicaciones diferenciables a valor real, importantes en cálculo.
Mostramos como la teoŕıa clásica de máximos y mı́nimos de funciones de
variable real a valor real, es generalizada a funciones de variable vectorial
a valor real. Para ello:

9.1 Definición. Sean A un subconjunto de un espacio normado E y
f : A −→ R.

i) Un punto a ∈ A se dice un máximo local para f si existe una
vecindad V de a en E, tal que

f(x) ≤ f(a), para todo x ∈ V
⋂
A.

ii) El punto a se llama máximo local estricto de f , si podemos escoger
la vecindad V de a, tal que

f(x) < f(a), para todo x ∈ (V \ {a})
⋂
A.

359
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iii) El punto a se dice ser máximo absoluto para f en A si

f(x) ≤ f(a) para todo x ∈ A.

Es usual decir máximo para f en A.

iv) El punto a se dice ser máximo absoluto estricto para f en A si

f(x) < f(a), para todo x ∈ A \ {a}.

De manera semejante definimos las nociones de mı́nimo local, mı́ni-
mo local estricto y mı́nimo absoluto, cambiando ≤, por ≥ y < por
>, respectivamente.

9.2 Nota. En general, no es posible garantizar existencia de máximos
o mı́nimos para una función dada. Sólamente en el caso de funciones
continuas definidas en espacios topológicos A compactos, a valor real
es posible (ver teorema 1.68). Recordamos también que en el caso de
funciones anaĺıticas, el teorema del módulo máximo establece que el
valor máximo del módulo de una función anaĺıtica ocurre en la frontera
del dominio de la función.

9.3 Proposición. Sean E espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de E, a ∈ A, f : A→ R función diferenciable en A. Entonces una
condición necesaria para que el punto a sea un máximo local o mı́nimo
local para f es que f ′(a) = 0.

Demostración. Supongamos que a es máximo local para f . Por defini-
ción existe V vecindad de a, V ⊂ A, tal que

f(x) ≤ f(a), x ∈ V.

Como f es diferenciable en a, tenemos

f(a+h) = f(a)+f ′(a)(h)+r(h), a+h ∈ V, donde ĺımh→0
r(h)

‖h‖ = 0.

Por lo tanto,

f(a+ h) − f(a) = f ′(a)(h) + r(h) ≤ 0, h ∈ V \ {a}. (∗)

Al cambiar h por −h, en la anterior desigualdad, se obtiene que

f(a− h) − f(a) = −f ′(a)(h) + r(−h) ≤ 0. (∗∗)
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De ∗ y de ∗∗ deducimos

r(−h) ≤ f ′(a)(h) ≤ −r(h),

para todo h ∈ E tal que h ∈ V \ {a}. Luego

ĺımh→0
f ′(a)(h)

‖h‖ = 0,

ya que

ĺımh→0
r(−h)

‖ − h‖ = ĺımh→0
−r(h)

‖h‖ = 0.

Esto implica que f ′(a) = 0. En efecto, como f ′(a) = T es aplicación
lineal continua de E en R, si T no es nula, existe w ∈ E, w 6= 0, tal
que z = T (w) 6= 0, podemos suponer z > 0. Para todo b ∈ R, b 6= 0
|T (bw)|
‖bw‖ = z

‖w‖ = c > 0, c constante, cuando 0 < b → 0, ‖bw‖ → 0. Se
contradice que

ĺımh→0
T (h)

‖h‖ = 0.

Luego T = 0 � �

9.4 Nota.

i) Geométricamente, la condición f ′(a) = 0 significa que el plano
tangente a el gráfico de f en a es paralelo al subespacio E de
E × R.

ii) La condición f ′(a) = 0 es necesaria pero no es suficiente para que
f posea un máximo o un mı́nimo en a. Por ejemplo, la función

f : R2 −→ R

(x, y) 7−→ f(x, y) = x2 − y2,

es tal que f ′(0, 0) ≡ 0, sinembargo el oŕıgen no es punto de máximo
ni de mı́nimo para f , ya que f toma valores positivos y negativos en
toda vecindad del oŕıgen. También recordamos el ejemplo clásico
f : R −→ R, definida por f(x) = xm, donde m es entero positivo
impar, es claro que f toma valores positivos y negativos en toda
vecindad de 0, f(0) = 0 y f

′

(0) = 0.

iii) Cuando E = Rn, como f ′(a) = ∇f(a) = (∂1f(a), . . . , ∂nf(a)) la
Proposición anterior se describe con ∂kf(a) = 0, para todo k =
1, . . . , n.
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9.5 Definición. Sean E espacio normado, A ⊂ E, abierto y f : A −→ R

diferenciable en A. Si a ∈ A y f ′(a) = 0, entonces a se llama punto
cŕıtico de la función f , en este caso, al valor f(a) se llama valor cŕıtico
de f en a.

9.6 Ejemplo. Consideramos la función f : R2 → R, definida por:

f(x, y) = x2−8x2y+3y2, entonces ∇f(x, y) = (2x−16xy, 6y−8x2).

Vemos que

∇f(x, y) = (0, 0) si y sólo si 2x− 16xy = 0, 6y − 8x2 = 0.

Las soluciones a este par de ecuaciones son las parejas (0, 0), (±
√

6
8 ,

1
8),

por lo tanto estos son los puntos cŕıticos de f , sus valores cŕıticos son

f(0, 0) = 0 y f(±
√

6
8 ,

1
8) = 3

64 .

9.7 Proposición. Sean E espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de E, y f : A → R dos veces diferenciable en a ∈ A, tal que
f ′(a) = 0 y D2f(a) 6= 0. Entonces una condición suficiente para que el
punto cŕıtico a sea un máximo local estricto es que exista c > 0, tal que

D2f(a)(v, v) ≤ −c‖v‖2, para todo v ∈ E.

De manera semejante, a será un mı́nimo local estricto para f , si
existe d > 0, tal que

D2f(a)(v, v) ≥ d‖v‖2, para todo v ∈ E.

Demostración. Por el teorema de Taylor (teorema ??) tenemos que

f(a+ h) = f(a) +
1

2!
D2f(a)(h2) + r(h), donde ĺımh→0

r(h)

‖h‖2
= 0.

Si D2f(a)(h2) ≤ −c‖h‖2, deducimos que

f(a+ h) − f(a) ≤ − c
2
‖h‖2 + r(h),

por lo tanto para h 6= 0,

f(a+ h) − f(a)

‖h‖2
≤ −c

2
+
r(h)

‖h‖2
.
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Como ĺımh→0
‖r(h)‖
‖h‖2 = 0, dado c > 0, existe δ > 0 tal que |r(h)|

‖h‖2 ≤ c
4 ,

para todo h ∈ Bδ(0). Luego

− c
4
− ‖r(h)‖

‖h‖2
≤ 0, si ‖h‖ < δ.

Podemos escoger δ < c. Deducimos que

f(a+ h) − f(a) ≤ 0, para h ∈ Bδ(0).

Por lo tanto a es máximo local estricto de f .

Demostración semejante, para el mı́nimo. �

Podemos enunciar una proposición más general:

9.8 Proposición. Sean E espacio vectorial normado A subconjunto
abierto de E, y f : A → R, aplicación de clase C∞ a ∈ A punto cŕıtico
de f . Si k es el menor entero positivo tal que Dkf(a) 6= 0, es decir,
Dif(a) = 0, para i = 1, . . . , (k − 1) y Dkf(a) 6= 0. Entonces:

i) Si k es par, es decir k = 2m. Una condición suficiente para que a
sea un máximo local estricto de f es que exista c > 0 tal que

D2mf(a)(h2m) ≤ −c‖h‖2m, para todo h ∈ E.

Análogamente:

ii) Si k = 2m. Una condición suficiente para que a sea mı́nimo local
estricto de f es que exista d > 0, tal que

D2mf(a)(h2m) ≤ d‖h‖2m.

Demostración. La demostración de esta proposición es semejante a la
anterior, usamos el Teorema de Taylor:

f(a+ h) = f(a) +
1

k!
D2mf(a)(h2m) + r(h).

Si D2mf(a)(h2m) ≤ −c‖h‖2m, deducimos que

f(a+ h) − f(a) ≤ −c
2
‖h‖2m + r(h),
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por lo tanto, para h 6= 0,

f(a+ h) − f(a)

‖h‖2m
≤ −c

2
+

r(h)

‖h‖2m
.

Como

ĺımh→0
r(h)

‖h‖2m
= 0,

escogemos s > 0, tal que |r(h)|
‖h‖2m ≤ c

4 para todo h ∈ Bs(0). Deducimos
que

f(a+ h) − f(a) ≤ −c
4
‖h‖2m < 0, para h ∈ Bs(0).

Por lo tanto, a es máximo local estricto para f .

Demostración semejante para mı́nimo. �

9.9 Nota. Si n es impar, nada puede decirse, puede suceder que f no
posea ni máximo ni mı́nimo, recordamos el ejemplo clásico: Para 0 ≤ m
entero, sea

f : R → R, definida porf(x) = x2m+1

9.10 Ejemplo. Sea f : R3 → R, definida por

f(x, y, z) = x4 + y4 + z2 − 2(x2 + y2).

Entonces ∇f(x, y, z) = (4x3 − 4x, 4y3 − 4y, 2z), por lo tanto los puntos
cŕıticos de f son (1, 1, 0), (−1, 1, 0), (1,−1, 0), (−1,−1, 0), y (0, 0, 0),
(±1, 0, 0), (0,±1, 0). Las derivadas parciales de orden 2, son dadas por

D11f(x, y, z) = 12x2−4, D22f(x, y, z) = 12y2−4, D33f(x, y, z) = 2,

todas las otras derivadas parciales de orden 2 son cero. Se deduce de la
Proposición anterior que un punto cŕıtico será un máximo local (mı́nimo)
si existe c > 0, tal que D2f(x, y, z)(v, v) ≤ −c‖v‖2, para todo v ∈ R3

(Ver Hessiana de f en (x, y, z), Hf(x, y, z), en el capitulo 3). Para todo
v = (v1, v2, v3) ∈ R3, tenemos:

D2f(x, y, z)(v1, v2, v3) = (v1, v2, v3)Hf(x, y, z)(v1, v2, v3)t

= (12x2 − 4)v2
1 + (12y2 − 4)v2

2 + 2v2
3 ,

es decir, si existe c > 0, tal que

(12x2 − 4)v2
1 + (12y2 − 4)v2

2 + 2v2
3 ≤ −c(v2

1 + v2
2 + v2

3),
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veamos que pasa en los 9 puntos cŕıticos que tenemos: En (0, 0, 0) −4v2
1−

4v2
2 + 2v2

3 , para v1 = 0, v2 = 0, v3 =
√
c, tendŕıamos que 2c ≤ −c2,

contradicción.

En los puntos (±1,±1, 0), tenemos que 8v2
1 + 8v2

2 + 2v2
3 es siempre

no-negativo, luego tal c > 0 no existirá.

En los puntos (±1, 0, 0), 8v2
1 − 4v2

2 + 2v2
3 puede tomar valores posi-

tivos y negativos (tan grandes como se quiera), tal c > 0 no existe. Por
último, en los puntos (0,±1, 0), también −4v2

1 + 4v2
2 + 2v2

3 puede tomar
valores positivos y negativos (tan grandes como se quiera) tal c > 0
no existe.Deducimos que en ninguno de estos puntos cŕıticos se obtiene
máximo local. Veamos si se obtiene mı́nimo local en estos puntos. En
(0, 0, 0) f(0, 0, 0) = 0, pero f(x, 0, 0) = x4 − 2x2 = x2(x2 − 2) < 0, si
|x| <

√
2, no puede ser mı́nimo local.

En (±1,±1, 0) obtenemos mı́nimos locales estrictos, en efecto: existe
d = 1, por ejemplo, tal que

8v2
1 + 8v2

2 + 2v2
3 ≥ (v2

1 + v2
2 + v2

3), para todo v ∈ R3.

Por lo tanto f(±1,±1, 0) = −2 es valor mı́nimo (y valor cŕıtico), en
verdad es el mı́nimo absoluto para f , pues f(x, y, z) = (x2 − 1)2 + (y2 −
1)2 + z2 − 2 ≥ −2, para todo (x, y, z) ∈ R3.

En el caso en que E es espacio vectorial normado de dimensión finita,
la condición impuesta sobre las derivadas de orden par, para obtención
de extremos locales estrictos puede debilitarse, la siguiente proposición
de Algebra Lineal ilustra esta afirmación:

9.11 Proposición. Sean E espacio vectorial normado, de dimensión
finita, T ∈ Ls

2(E; R), si T (v, v) > 0 para todo v 6= 0 de E. Entonces
existe c > 0 tal que

T (v, v) ≥ c‖v‖2, para todo v ∈ E.

Demostración. Como en este caso T es bilineal continua (ver teorema
1.77) y la esfera unitaria S = {x ∈ E, ‖x‖ = 1} es conjunto compacto
de E, existe

c = mı́n‖x‖=1{T (x, x)} > 0,
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por lo tanto, si v ∈ E, no nulo, entonces 1
‖v‖v ∈ S, luego

c ≤ T (
1

‖v‖v,
1

‖v‖v) =
1

‖v‖2
T (v, v),

por lo tanto, existe c > 0, tal que c‖v‖2 ≥ T (v, v) para todo v ∈ E. �

9.12 Nota. Recordamos ahora algunos resultados de Algebra Lineal.
Se demuestra que:

Dado E espacio vectorial normado de dimensión finita y T ∈ Ls
2(E; R)

bilineal simétrica, entonces T define una forma cuadrática q en E, por
medio de la fórmula:

q(x) = T (x, x), x ∈ E.

9.13 Definición. Sea T ∈ Ls
2(E; R) aplicación bilineal simétrica, q la

forma cuadrática inducida por T , q se dice ser no-degenerada si

q(x) = 0, si y sólo si x = 0.

Si q(x) > 0, para todo x 6= 0 ∈ E se dice que q es definida positiva.
Se suele decir, no-degenerada y definida positiva, por abuso de lenguaje.
Si −q es definida positiva diremos que q es definida negativa.

Si E = {ei}n
i=1 es base para E, y T ∈ Ls

2(E; R) y q es su forma
cuadrática asociada podemos asociar a q una matriz n × n, simétrica
(aij), por

aij = T (ei, ej) i, j = 1, . . . , n.

Rećıprocamente, si (aij) es matriz real, de tamaño n× n, podemos aso-
ciarle una forma cuadrática q, por definir q(x) = x(aij)x

t.

Las ráıces caracteŕısticas de esta matriz son reales, y para ello recor-
damos los siguientes resultados del Algebra Lineal, que no demostrare-
mos:

9.14 Proposición. Sean E, F espacios vectoriales normados sobre R o
C y sea L ∈ L(E,F). Entonces existe una única aplicación lineal conti-
nua, Lt ∈ L(F∗,E∗) donde E∗ es el dual de E, es decir, E∗ = L(E,R), o
E∗ = L(E,C). Caracterizada por

Lt(f∗)(x) = f∗(L(x)), para todo f∗ ∈ F∗, x ∈ E.
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Satisfaciendo
‖Lt‖ ≤ ‖L‖.

La aplicación Lt se llama la transpuesta de L.

Demostración. La fórmula Lt(f∗(x)) = f∗(L(x)) define una aplicación
lineal de F∗ en E∗. Se verifica fácilmente que

‖Lt‖ = sup
‖f∗≤1
‖x‖≤1

‖Lt‖

= sup
‖f∗≤1
‖x‖≤1

‖f∗(L(x))‖

≤ sup
‖f∗≤1
‖x‖≤1

‖f∗‖‖L(x)‖ = ‖L‖.

Luego ‖Lt‖ ≤ ‖L‖. �

En el caso de espacios de dimensión finita, recordamos, no demos-
traremos, las siguientes proposiciones:

9.15 Proposición. Sean E, F espacios vectoriales de dimensiones m,
n respectivamente, finitas, con bases E =

(
ei
)m
i=1

, F =
(
fj

)n
j=1

respec-

tivamente, L ∈ L(E,F). Entonces, si A es la matriz asociada a L en
estas bases, la matriz de Lt en las bases duales F∗, E∗ de F∗, E∗ res-
pectivamente es dada por At la transpuesta de la matriz A. Las bases
duales son dadas por las aplicaciones lineales continuas f∗j : F → R,
definidas por f∗j (fk) = δjk para j, k ∈ {1, . . . , n} y e∗i : E → R, defini-
das por e∗i (er) = δir, para i, r ∈ {1, 2, . . . ,m}, donde δrs es el delta de
Kronecker.

Se puede ver su demostración en los libros de Algebra Lineal citados.

Respecto de aplicaciones lineales adjuntas y autoadjuntas se distin-
gue el caso real y el caso complejo, recordamos el teorema de represen-
tación de Riesz.Para espacios de Hilbert (H,<,>) existe una aplicación
natural

φ :H → H∗

x 7→ φ(x) ∈ H∗,
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definida por

φ(x) :H → R,

y 7→ φ(x)(y) =
〈
x, y
〉
, para todo x, y ∈ H.

Vemos que φ es lineal continua, debido a desigualdad de Schwarz

|φ(x)(y)| = |
〈
x, y
〉
| ≤ ‖x‖‖y‖.

En verdad φ preserva norma, ya que

‖φ(x)‖ = sup
‖y‖≤1

〈
x, y
〉

= ‖x‖, al tomar y =
x

‖x‖ .

Por esto, es claro que φ es inyectiva.

En el caso en que dimensión de H es finita, dim(L(H,R) = dim(H),
por lo tanto φ es isomorfismo lineal sobre (homeomorfismo lineal).

Pero si E es espacio de dimensión infinita, con producto interno no-
tado,

〈
,
〉

el cual no es completo, para la norma inducida, tenemos que
si φ : E → E∗, es definida como antes, φ no es isomorfismo lineal sobre,
pues L(E,R) = E∗ es completo, por serlo R y E no lo es. Por lo tanto pa-
ra poder probar que φ e isomorfismo sobre se requiere usar propiedades
de completez de E

9.16 Proposición (Teorema de Representación de Riesz-Frechet). Sea
H espacio de Hilbert, con producto interno notado 〈 , 〉, dada f ∈ L(H,R)
(o L(H,C)), existe un único vector v ∈ H tal que

f(x) = 〈x, v〉 para todo x ∈ H.

∗ Para una demostración ver, por ejemplo Haim Brézis Análisis
Funcional Teoŕıa y aplicaciones, Alianza Editorial, 1984.

9.17 Proposición.

i) q es forma cuadrática no-degenerada si y sólo si todas las ráıces
caracteŕısticas de A = [aij ] son no-nulas. Esto es equivalente a que
el determinante de A es no-nulo.



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 369 — #381
i

i

i

i

i

i

369

ii) Si todas las ráıces caracteŕısticas son positivas entonces q es defi-
nida positiva.

iii) Si q es no-degenerada, podemos conseguir una base E para E tal
que, respecto de esta base E, q tiene la forma

q(x1, x2, . . . , xn) =

p∑

j=1

x2
j −

( p+m∑

j=p+1

x2
j

)
, (x1, x2, . . . , xn) ∈ E,

donde p es el número de ráıces caracteŕısticas estrictamente po-
sitivas de la matriz A, asociada a q, y m es el número de ráıces
caracteŕısticas de A que son estrictamente negativas.

∗ No demostraremos esta Proposición, sugerimos consultar algún
texto de Algebra Lineal (ver Larry Smith [39]).

Aplicaremos los anteriores resultados a puntos cŕıticos de funciones
definidas en subconjuntos abiertos de espacios vectoriales normados de
dimensión finita.

9.18 Proposición. Sean E espacio vectorial normado, de dimensión
finita, A subconjunto abierto de E. supongamos que

i) f : A→ R es de clase C1 .

ii) a ∈ A es punto cŕıtico de f .

iii) f es dos veces diferenciable en a y D2f(a) es no degenerada. (Iden-
tificamos D2f(a) con la bilineal simétrica asociada).

Entonces a es máximo local estricto para f si y sólo si D2f(a) es
definida negativa.

a es mı́nimo local estricto si y sólo si D2f(a) es definida positiva.

En particular, si {ei}n
i=1 es cualquier base para E, a es máximo lo-

cal estricto (mı́nimo) si y sólo si la matriz asociada a D2f(a), la cual
es [D2f(a)(ei, ej)] tiene todas sus ráıces caracteŕısticas estrictamente
negativas (respect., estrictamente positivas).
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Demostración. Si a es máximo local estricto para f se deduce de la
proposición 9.7, las notas anteriores y la definción de forma definida
negativa (def. 9.13), y proposición 9.17 que D2f(a) es definida negativa.

Supongamos ahora que D2f(a) es no-degenerada y que fuese no de-
finida negativa. Podemos escoger una base {ei}n

i=1 para E, tal que la
expansión dada por el teorema de Taylor para f en a = (a1, . . . , an) sea
de la forma

f(a1 + h1, . . . , an + hn) = f(a) +
1

2

( p∑

i=1

h2
i −

n∑

i=p+1

h2
i

)
+R2(h),

donde

h = (h1, . . . , hn), ĺımh→0
R2(h)

‖h‖2
= 0, p es estrictamente positivo.

Sea Sp el subespacio generado por las primeras p coordenadas de E,
es decir,

Sp = {(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) ∈ E, }.

Si restringimos f a A
⋂

(a+Sp), de la Proposición 9.7 obtenemos que
a no puede ser máximo local para f . De manera semejante, si D2f(a)
no es definida positiva, entonces a no puede ser mı́nimo local estricto
para f . �

9.19 Nota.

1. Se necesita que D2f(a) sea no-degenerada en la Proposición an-
terior. Puede haber máximo local en a, sin que −D2f(a)(v, v) sea
definida negativa, por ejemplo, consideremos:

f : R2 → R, definida por f(x, y) = −(x4 + y4),

en este caso f obtiene máximo en (0, 0), f(0, 0) = 0, vemos que

Hf(x, y) =

(
−12x3 0

0 −12y3

)

por lo tanto

Hf(0, 0) =

(
0 0
0 0

)
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2. Recordamos ver la proposición 8.63, sobre matrices positivamente
definidas. Con ayuda de ella podemos renunciar la proposición
9.18.

9.20 Proposición. Sean E espacio vectorial normado, de dimensión
finita, A subconjunto abierto de E, sin pérdida de generalidad podemos
pensar que E = Rn, considerando en Rn su base canónica. Además,
supongamos que

i) f : A→ R es de clase C1 .

ii) a ∈ A es punto cŕıtico de f .

iii) f es dos veces diferenciable en a y D2f(a) es no degenerada. (Iden-
tificamos D2f(a) con la bilineal simétrica asociada, más exacta-
mente, con su Hessiana Hf(a)).

Entonces a es máximo local estricto para f si y sólo si D2f(a) tiene
todos sus valores propios negativos. a es mı́nimo local estricto si y sólo
si D2f(a) tiene todos sus valores propios positivos.

En particular, si {vi}n
i=1 es cualquier base para E, a es máximo local

estricto (mı́nimo) si y sólo si la matriz asociada a D2f(a), la cual es
[D2f(a)(vi, vj)] tiene todos sus valores propios estrictamente negativos
(respectivamente, estrictamente positivos).

9.21 Definición. Sean E espacio vectorial normado de dimensión finita
A subconjunto abierto de E. Supongamos que

i) f : A→ R es de clase C1.

ii) a ∈ A punto cŕıtico para f y f dos veces diferenciable en a.

El punto a se dice ser punto cŕıtico no-degenerado para f siD2f(a) es
no-degenerada. Si a es punto cŕıtico no-degenerado para f , llamaremos
ı́ndice del punto cŕıtico al entero p dado en la proposición 9.17 anterior,
es decir, p el número de ráıces caracteŕısticas de la matriz asociada a
D2f(a) que son estrictamente positivas.

9.22 Ejemplo.
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1. Sea R3 con su producto interno usual. Consideramos el plano x+
y + z = 1, deseamos determinar el punto de este plano a menor
distancia del punto (1, 1, 1).

Como el punto que hace mı́nima la distancia del punto al plano,
hace mı́nima la distancia al cuadrado, consideramos el cuadrado
de la distancia. Sea f : R3 → R, definida por

f(x, y, z) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2.

Debemos encontrar el mı́nimo de f sujeto a la restricción z =
1 − x− y, un punto en este plano es de la forma (x, y, 1 − x− y).
Entonces debemos hallar el mı́nimo de la función F : R2 → R,
definida por

F (x, y) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (1 − x− y − 1)2

= (x− 1)2 + (y − 1)2 + (x+ y)2.

Entonces

Fx(x, y) = 2(x− 1) + 2(x+ y), Fy(x, y) = 2(y − 1) + 2(x+ y).

Deducimos que

F(x, y) = 0, Fy(x, y) = 0, si y sólo si (x, y) = (
1

3
,

1

3
),

por lo tanto z = 1
3 . Tenemos que Fxx = 4 = Fyy = 4, Fxy = Fyx =

2, por lo tanto, la matriz Hessiana de F en (1
3 ,

1
3) es :

[
4 2
2 4

]
.

La matriz es positivamente definida, sus valores propios son λ1 = 6
y λ2 = 2 ambos positivos, entonces en (1

3 ,
1
3) la función F obtiene

mı́nimo, este valor es F (1
3 ,

1
3 ) = 4

3 . Recordamos al lector la cono-
cida fórmula de distancia de un punto (x1, y1, z1) a un plano de
ecuación Ax+By + Cz −D = 0 es dada por:

d =
|Ax1 +By1 + Cz1 −D|√

A2 +B2 + C2
.

Esta fórmula puede obtenerse siguiendo el mismo procedimiento.
Deduciremos una fórmula más general posteriormente.
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2. Se puede tener un punto cŕıtico aislado, cuando todas las derivadas
sean nulas, en efecto al considerar la función f : R → R, definida
por

f(x) =

{
e−

1
x2 , si x 6= 0

0, si x = 0

A continuación destacamos el caso en que el espacio es de dimensión
n = 2, tenemos:

9.23 Proposición. Sean, Ω subconjunto abierto conexo de R2, f : A→
R aplicación de clase C2 en Ω, y (a, b) ∈ Ω punto cŕıtico de f . Sean

A = fxx(a, b), B = fxy(a, b), C = fyy(a, b).

Entonces:

1. Si AC −B2 > 0 y A > 0, entonces f posee mı́nimo local en (a, b).

2. Si AC −B2 > 0 y A < 0, entonces f tiene máximo local en (a, b).

3. Si AC − B2 < 0, entonces f no tiene ni máximo ni mı́nimo local
en (a, b), suele decirse que tiene punto silla.

4. Si AC − B2 = 0, ninguna conclusión puede obtenerse.(Deben cal-
cularse derivadas de orden superior y usar proposición 9.8, si es
posible).

Demostración. 1) Es consecuencia de la proposición 8.63, pues en este
caso A > 0 y el determinante de la Hessiana de f en (a, b), que es
AC − B2 > 0 implican que la matriz H(f)(a, b) es definida positiva, la
proposición 9.20 implica la afirmación.

La afirmación 2) también es consecuencia de la proposición 9.20, ya
que [

−A −B
−B −C

]
,

como 0 < −A y 0 < AC − B2 la proposición 8.63 implica implica que
−Hf(a, b) es definida positiva.
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Para 3) Si B2 − AC > 0, entonces puede suceder que: i) A = 0, si
esto pasa, B 6= 0. En este caso, u = (h, k) tenemos:

f
′′

(a, b)(u, u) = Ah2 + 2Bhk + Ck2 = 2Bhk + Ck2,

no es definida negativa, ni positiva,en efecto: Si C = 0, 2Bhk toma
valores positivos y negativos. Si C < 0, tomando h = 0 y k 6= 0, implica
Ck2 < 0. Al tomar h = −Ck

B
, entonces 2Bhk + Ck2 = −2Ck2 + Ck2 =

−Ck2 > 0 Si C > 0, tomando h = 0 y k 6= 0, tenemos que 2Bhk+Ck2 =
Ck2 > 0, y al tomar h = −Ck

B
, tenemos que 2Bhk + Ck2 = −2Ck2 +

Ck2 = −Ck2 < 0.

ii) A < 0, si esto pasa, puede suceder: Si C = 0, entonces debe ser
B 6= 0, luego Ah2 + 2Bhk toma valores positivos y negativos.

Si C > 0, entonces −AC > 0, puede suceder B = 0, en este caso
Ah2+2Bhk+Ck2 = Ah2+Ck2 puede tomar valores positivos y negativos
por ser A < 0 y C > 0. Si B < 0, es claro que Ah2 + 2Bhk+Ck2 puede
tomar valores positivos y negativos. iii) Si A > 0, de manera semejante,
vemos que Ah2 + 2Bhk + Ck2 toma valores positivos y negativos.
Concluimos que en toda vecindad de (a, b) la función f toma valores
mayores o menores que f(a, b). Por lo tanto (a, b) no es punto de máximo
ni de mı́nimo. Pues, en vecindad de (a, b)

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + 2Bhk +Ck2 + r(h, k),

donde

ĺım(h,k)→(0,0)
r(h, k)

‖(h, k)‖2
= 0.

Para 4) o sea cuando B2 − AC = 0, podemos con ejemplos exhibir
que se dan todas las posibilidades. �

9.24 Ejemplo. Los siguientes son algunos de los muchos ejemplos que
se pueden exhibir.

1. Considere f : R2 → R, definida por f(x, y) = x, entonces B2 −
AC = 0 y f no toma ni máximo ni mı́nimo.

2. Considere f : R2 → R, constante, entonces B2 −AC = 0 y f toma
máximo y mı́nimo y son iguales.
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3. Consideramos q : R2 → R, definida por:

q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ 2ey + f,

donde a > 0 y ac− b2 > 0, entonces existe un punto (a1, a2) en el
cual q obtiene su mı́nimo.

En efecto, el determinante de la Hessiana de q en (x, y) es 4(ac −
b2) > 0, por lo tanto en puntos donde

∂1q(x, y) = 0 y ∂2q(x, y) = 0,

obtenemos que q obtiene un mı́nimo

∂1q(x, y) = 2ax+ 2by + 2d y ∂2q(x, y) = 2cy + 2bx+ 2e,

como el sistema de ecuaciones:

ax+ by + d = 0, bx+ cy + e = 0

tiene solución única

a1 =
be− dc

∆
, a2 =

bd− ae

∆
,

donde ∆ = ac− b2, deducimos que q(a1, a2) es dicho mı́nimo,

q(a1, a2) = aa2
1 + 2ba1a2 + ca2

2 + 2da1 + 2ea2 + f

=
1

∆2

(
(be− dc)2 + 2b(be− dc)(bd − ae) + c(be− dc)2

+ 2d(be − dc) + 2e(bd − ae) + f∆2
)

=
1

∆2

(
∆2f + ab2e2 + cb2d2 − a2ce2 − ac2d2 + 2abcde − 2b3de

)

=
1

∆2

(
∆(2bde − cd2 − ae2) + f∆2

)

=
1

∆

∣∣∣∣∣∣

a b d
b c e
d e f

∣∣∣∣∣∣

9.1 Multiplicadores de Lagrange

Recordamos que en un espacio de Hilbert
(
H, 〈 〉

)
, dado E un subes-

pacio de H, existe un subespacio de H, llamado el ortogonal de E, deno-
tado por E⊥, definido por

E⊥ = {x ∈ H, 〈x, s〉 = 0, para todo s ∈ E}, tal que H = E⊕E⊥.
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En el caso en que dim(H) = n <∞ (léase dimensión de),si dim(E) =
m < n, entonces dim(E⊥) = n −m, es decir, dim(E) + dim(E⊥) = n.
En particular, si dim(E) = n − 1, entonces dim(E⊥) = 1, por lo tanto
existe un vector v ∈ H, no nulo, tal que E⊥ = {λv, λ ∈ R}, es decir, v
es base para E⊥.

Nos restringimos ahora al caso H = Rn.

9.25 Definición. Sean A ⊂ Rn abierto y f : A → R función de clase
Ck, k ≥ 1 en A. Si c ∈ R, se llama hipersuperficie de nivel c, determinada
por f , al conjunto S,

S = {x ∈ A, tales que f(x) = c y ∇f(x) 6= 0}.

Suele considerarse c = 0, sin pérdida de generalidad.

El siguiente lema es consecuencia del Teorema de la función impĺıcita.

9.26 Lema. Sean A ⊂ Rn abierto, f : A → R, aplicación de clase Ck,
k ≥ 1, p = (p1, . . . , pn−1, pn) ∈ A, tal que f(p) = 0 y

S = {z ∈ A, tal que f(z) = 0 ∇f(z) 6= 0}.

Si p ∈ S y w ∈ Rn, es tal que w ∈ ∇f(p)⊥, existen un intervalo abierto
I de R, 0 ∈ I y una curva γ : I → A, de clase Ck, tal que γ(t) ∈ S para
todo t ∈ I, es decir γ(I) ⊂ S, y γ

′

(0) = w.

Demostración. Sea p = (p1, . . . , pn−1, pn) ∈ S, si p′ = (p1, . . . , pn−1) y
p = (p′, pn) como ∇f(p) 6= 0 alguna derivada parcial de f en p es no nula,
renumerando las variables podemos suponer sin pérdida de generalidad
que ∂nf(p) 6= 0, por el teorema de la función Impl´ icita, existen una bola
abierta V en Rn−1, de centro en p′, de radio δ > 0, V = (p′+B) ⊂ Rn−1,
donde B es bola abierta de centro en 0 y radio δ > 0, en Rn−1 y una
función g : V → R de clase Ck, tal que (y, g(y)) ∈ A, f(y, g(y)) = 0 para
todo y = (y1, . . . , yn−1) ∈ V , g(p′) = g(p1, . . . , pn−1) = pn. También V
puede escogerse tal que ∂nf(y, g(y)) 6= 0 para todo y ∈ V (ver teorema
8.31 de la función impĺıcita).

La aplicación G : V → S, definida para y = (y1, . . . , yn−1) ∈ V , por

G(y) = (y, g(y)) =
(
y1, . . . , yn−1, g(y1, . . . , yn−1)

)
,
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es de clase Ck,G(p′) = (p′, g(p′)) = (p′, pn) = p y f(G(y)) = f(y, g(y)) =
0 para todo y ∈ V , G es inyectiva, además G

′

(y) : Rn−1 → Rn, es tal
que si h ∈ Rn−1, G

′

(y)(h) = (h, g′(y)h) = (0, 0) implica que h = 0 por
lo tanto, G′(y) es inyectiva, el rango de G

′

(y) es n − 1. Deducimos que
G

′

(p′)(Rn−1) es subespacio de dimensión n−1 de Rn. Si v 6= 0, v ∈ Rn−1,
existe t ∈ R tal que tv ∈ B (basta que |t| < δ

‖v‖ = r). Como p′ + tv ∈ V
si |t| < r, sea

γ :I = (−r, r) → S,

γ(t) = G(p′ + tv),

es tal que γ(0) = G(p′) = a. Además

γ
′

(t) = G
′

(p′ + tv) · v,

por lo tanto γ
′

(0) = G
′

(p′)v. Luego el vector velocidad de γ en t = 0
pertenece a G

′

(p′)(Rn−1).Sabemos que la dimensión de G
′

(p′)(Rn−1) es

n− 1 Para |t| < r p′ + tv ∈ V , tenemos que

f(γ(t)) = f
(
G(p′ + tv)

)
= f(p′ + tv, g(p′ + tv) = 0,

deducimos que

0 = f
′

(γ(t)) ◦ γ′

(t) para todo t ∈ I.

En particular, para t = 0,

0 = ∇f(γ(0)) · γ′

(0) = ∇f(a) · γ′

(0),

es decir que γ
′

(0) ∈ ∇f(a)⊥. También sabemos que la dimensión de
∇f(p)⊥ es n − 1. De lo anterior deducimos que si v ∈ Rn−1, G

′

(p′)v =
γ(0) ∈ ∇f(p)⊥, por lo tanto G

′

(p′)(Rn−1) ⊂ ∇f(p)⊥, como ambos son
subespacios de dimensión n− 1, entonces son iguales. Luego:

G
′

(p′)(Rn−1) = ∇f(p)⊥.

Luego, si w ∈ ∇f(a)⊥, si escogemos w = γ
′

(0), existe v ∈ Rn−1, tal
que w = G

′

(a′)v = γ
′

(0). Esto demuestra el lema. �
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9.27 Teorema (Multiplicadores de Lagrange). Sean A ⊂ Rn abierto,
f : A→ R función de clase Ck, k ≥ 1, y g : A→ R, de clase Ck, y

S = {x ∈ A, tales que f(x) = 0 y ∇f(x) 6= 0}.

Si p ∈ S y g : A → R, es diferenciable en A, tal que g(x) ≤ g(p) para
todo x ∈ S. Entonces existe λ, tal que

∇g(p) = λ∇f(p).

(Análogamente, si g(x) ≥ g(p) para x ∈ A). El escalar λ se llama
multiplicador de Lagrange

Demostración. Por el lema anterior, existen I = (−r, r) intervalo abierto
de R, y γ : I → S, de clase Ck, tal que γ(0) = p, entonces g ◦ γ : I → R

es tal que tiene máximo en 0, g ◦ γ(t) ≤ f ◦ γ(p), para todo t ∈ I.

Luego

0 = (g ◦ γ)
′

(0) = g
′

(p) ◦ γ′

(0) = ∇g(p) · γ′

(0).

Concluimos que ∇g(p) es perpendicular a γ
′

(0) y como γ
′

(0) es per-
pendicular a ∇f(p), deducimos que ∇g(p) es colineal con ∇f(p), es decir,
existe λ ∈ R tal que

∇g(p) = λ∇f(p)

�

Los siguientes ejemplos ilustran la utilidad de este teorema.

9.28 Ejemplo (Distancia de un punto a un hiperplano). Sean p =
(p1, . . . , pn) ∈ Rn y el hiperplano H en Rn, de ecuación

n∑

k=1

akxk = b, (H)

donde (a1, . . . , an) 6= 0. Determinemos la distancia de p al hiperplano
H.
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Sea g(x) = b−∑n
k=1 akxk. Deseamos entonces determinar el mı́nimo

de la función

d =
( n∑

k=1

(xk − pk)2
) 1

2 ,

tal que (x1, . . . , xn) satisfaga H. Esto es equivalente a buscar los puntos
cŕıticos x de d2 = f(x) =

∑n
k=1(xk − pk)2, tales que g(x) = 0, es decir

x ∈ H. Por el teorema anterior debemos buscar los x ∈ Rn, tales que
para algún λ ∈ R

∇f(x) = λ∇g(x),

tenemos

∂jf(x) = 2(xj − pj) = λaj , para j = 1, . . . , n;

es decir que

xj = pj +
λaj

2
j = 1, , . . . , n.

como
∑n

k=1 akxk = b, obtenemos:

b−
n∑

k=1

akpk =

=

n∑

k=1

ak(xk − pk) =

n∑

k=1

ak(pk +
λak

2
− pk)

=
λ

2

n∑

k=1

a2
k.

Luego
λ

2
=
b−∑n

k=1 akpk∑n
j=1 a

2
j

.

Por lo tanto
n∑

k=1

(xk − pk)2 =

n∑

k=1

(
λak

2
)2

=
λ2

4

n∑

k=1

a2
k

=

(
b−∑n

k=1 akpk∑n
k=1 a

2
k

)2 n∑

j=1

a2
j .
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Por consiguiente

f(x) =
|b−∑n

k=1 akpk|
(
∑n

k=1 a
2
k)

1
2

. (D)

Puede verse que en estos puntos f(x) es mı́nimo. Luego la distancia
de p al hiperplano H es dada por D.

El caso n = 3 es el ejemplo clásico de distancia de un punto a un
plano.

El teorema anterior es caso particular del siguiente, extensión del an-
terior a espacios de Banach de dimensiones no necesariamente finitas. Es-
to implica usar teoremas como el de la aplicación abierta o equivalentes.
Antes recordamos una proposición de Álgebra Lineal, cuya demostra-
ción puede verse en los libros de Álgebra lineal citados como referencia,
como por ejemplo en Greub, W. H [16][17]:

9.29 Proposición. Dados E, F espacios vectoriales (normados) con
cuerpo de escalares R y L : E → F aplicación lineal. L es sobreyectiva,
si y sólo si existe aplicación lineal S : F → E, tal que L ◦ S = IF , donde
IF es la aplicación idéntica de F en F.

Es decir L admite inverso a derecha. Nada puede decirse acerca de
la unicidad de tales S en la proposición anterior. Si E y F son espacios
de Banach la demostración de esta Proposición requiere usar el lema de
Zorn, y nada puede asegurarse acerca de la continuidad de S, ni cuando
L sea continua y los espacios de Banach. Si son de dimensiones finitas,
la demostración es sencilla. La parte dif́ıcil es demostrar la existencia de
S bajo la hipótesis de que L es sobre. El rećıproco es fácil, pues si z ∈ F

entonces L(S(z)) = z implica que L es sobre.

Necesitaremos el siguiente lema de Álgebra Lineal:

9.30 Lema. Sean E, F espacios vectoriales sobre R y L1 : E → R,
L2 : E → F, aplicaciones lineales, donde suponemos que L1, L2 son
lineales sobre. Si

L = (L1, L2) : E → R × F, es definida por L(x) =
(
L1(x), L2(x)

)
,

no es lineal sobre, entonces

Ker(L2) ⊂ Ker(L1),
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el núcleo de L2 está contenido en el núcleo de L1.

Demostración. Si el núcleo de L1 es todo E, nada a demostrar. Si existe
z ∈ E, tal que L2(z) = 0 y L1(z) = t 6= 0, entonces L1(E) = R. Como
R × {0} ⊂ L(E) ⊂ R × F. Sea (s, v) ∈ R × F. Como L2 es sobre,
para v ∈ F existe y ∈ E, tal que v = L2(y), y para (u − L1(y), 0) ∈
R × {0} ⊂ L(E) existe x ∈ E, tal que L(x) = (u− L1(y), 0). Vemos que
L(x) = (L1(x), L2(x)) = (u− L1(y), 0). Deducimos que

L(x+ y) = L(x) + L(y) = (u− L1(y), 0) + (L1(y), L2(y)) = (u, v).

Por lo tanto L es sobre, se contradice la hipótesis. Luego:

Ker(g
′

(p) ⊂ Ker(f
′

(p).

�

A continuación usaremos el teorema 8.40 y el corolario 8.54: Si f :
A→ F es submerśıon Ck, entonces f es aplicación abierta.

9.31 Teorema. Sean E, F espacios de Banach, A ⊂ E abierto,
f : A→ R y g : A→ F, aplicaciónes de clase Ck, k ≥ 1.

S = {x ∈ A, g(x) = 0, g
′

(x) sobre}.

Si existe p ∈ S, tal que f restringida a S alcanza máximo (o mı́nimo)
en p. Entonces existe λ : F → R lineal continua, tal que

f
′

(p) = λ ◦ g′

(p),

es decir, p es punto cŕıtico de la función f − λ ◦ g : A → R, cuando
λ ∈ F∗.

Demostración. Sean

φ : A→ R × F

x 7→ φ(x) =
(
f(x), g(x)

)
,

es de clase Ck por serlo f y g. Por hipótesis E, R, R × F son espa-
cios de Banach, consideramos R × F, normado con la norma ‖(α, x)‖ =
sup(|α, ‖x‖).
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Afirmamos que φ
′

(p) no es sobreyectiva, en efecto, si lo fuese el teo-
rema 8.40 implica la existencia de un abierto W conteniendo p, W ⊂ A,
tal que φ : W → R×F es abierta. Sea U ⊂ E abierto, tal que p ∈ U , en-
tonces p ∈W

⋂
U es abierto conteniendo p. Por lo tanto Z = φ(U

⋂
W )

es abierto, φ(p) = (f(p), g(p) = (f(p), 0) ∈ Z, existe r > 0, tal que la
bola abierta Br

(
φ(p)

)
⊂ Z. Es claro que (f(p) + ± t

2 , 0) ∈ Br

(
f(p), 0),

para todo 0 < t < r, pues

‖(f(p) ± t

2
, 0) − (f(p), 0)‖ = ‖(± t

2
, 0)‖ = | t

2
|.

Deducimos que existen x, y ∈ U ⋂W , tales que

φ(x) = (f(x), g(x)) = (f(p) − t

2
, 0) (9.1)

φ(y) = (f(y), g(y)) = (f(p) +
t

2
, 0), (9.2)

por consiguiente g(x) = g(y) = 0, luego, x, y ∈ S, f(x) = f(p) − t
2 y

f(y) = f(p) + t
2 . Es decir que existen x, y ∈ U

⋂S, tales que f(x) <
f(p) < f(y), esto contradice que f : S → R alcanza extremo en p ∈ S.
Luego φ

′

(p) no es sobre.

Por tanto, por el Lema anterior, tenemos que

Ker(g
′

(p) ⊂ Ker(f
′

(p). A

Como g
′

(p) es sobre existe una aplicación lineal T : F → E tal que
g
′

(p) ◦ T = IF . Vemos que para x ∈ E,

x− T ◦ g′

(p)x ∈ Ker(g′

(p)),

ya que g′(p)(x − T ◦ g′(p)(x)) = 0. por tanto, por A, x − T ◦ g′

(p)x ∈
Ker(f

′

(p)), luego,

f
′

(p)(x) = (f
′

(p) ◦ T ) ◦ g′

(p)(x),

obtenemos finalmente que λ = f
′

(p) ◦ T : F → R es lineal continua.
Luego

f
′

(p) = λ ◦ g′

(p)

�
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Este teorema puede enunciarse con sólo derivabilidad, pero no se
tiene que λ sea continua, esto es claro si dimensión de F es finita, o si T
es continua, como hemos comentado antes de este teorema. En general
no podemos decir que λ sea continua.

El anterior teorema es condición necesaria para existencia de extre-
mos del tipo considerado. Por lo general no se conoce el punto p, el
problema es hallarlo. Recordamos el planteamiento de este.

9.32 Ejemplo. Sean E, F espacios de Banach, A ⊂ E abierto,
f : A → R y g : A → F, aplicaciones de clase Ck, k ≥ 1 y el con-
junto

S = {x ∈ A, g(x) = 0, g
′

(x) sobre}.

Determinar los puntos p ∈ S, tales que f : S → R alcanza valor extremo
(máximo o mı́nimo relativos).

Según el teorema 9.31, estos puntos p ∈ S deben satisfacer el sistema
(I)

(I) =





f
′

(p) = λ ◦ g′

(p) ,

0 = g(p) ,

g
′

(p) sobre

La segunda ecuación en (I) expresa que p ∈ S. En general la aplica-
ción λ : F → R no se conoce. En verdad, no hay método para resolver (I).
Dadas f, g se procederá en cada caso.Determinado uno de tales p ∈ S
satisfaciendo (I) no se sabe si en este punto se alcanza extremo relativo.
Esto a menudo se determina según naturaleza del problema, geométrico,
o f́ısico.

Veamos el caso en que E, F son espacios vectoriales normados de
dimensión finita, salvo cambios de base, podemos suponer que estos son
Rm y Rn con sus bases canónicas usuales, A ⊂ Rm abierto y f : A→ R

y g : A → Rn aplicaciones de clase Ck, k ≥ 1 y S = {x ∈ A, g(x) =
0 g

′

(x) sobre} no vaćıo. Esto implica m ≥ n, pues si m < n g
′

(x)
no puede ser sobre. Si g = (g1, . . . , gn) entonces las matrices asociadas
a f

′

(x), g
′

(x) son: nablaf(x) y Jg(x) = (∂jgi(x)) donde i = 1, . . . , n
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j = 1, . . . ,m. Al usar el lema 9.26, si x ∈ S, tenemos:

(∂1f(x), . . . , ∂mf(x)) = (λ1, . . . , λn)



∂1g1(x) . . . ∂mg1(x)

...
. . .

...
∂1gn(x) . . . ∂mgm(x)




g(x) = 0, y g
′

(x) sobre,

es decir, tenemos el siguiente sistema (I∗) de n + m ecuaciones , cuyas
incógnitas son las m coordenadas de x y los escalares λ1, . . . , λn, al cual
hay que adicionar que g

′

(x) sea sobre:

(I∗) =





∂1f(x) =
∑n

i=1 λi∂1gi(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂mf(x) =
∑n

i=1 λi∂mgi(x),

g1(x) = · · · = gm(x) = 0.

Determinados los x ∈ S que satisfacen el sistema (I∗), el teorema
9.31 dice que estos serán los únicos donde f : S → R obtiene valores
extremos. Ilustraremos esta discusión con dos aplicaciones al Álgebra
Lineal:

9.33 Ejemplo. Sea A =
(
aij

)
matriz cuadrada, de tamaño n × n con

elementos aij ∈ R, consideramos la forma bilineal asociada a A, b : Rn×
Rn → R, definida por b(x, y) = xAyt donde x, y ∈ Rn, son vectores fila de
n componentes y t significa transpuesto. Suponemos que A es simétrica,
entonces b es bilineal simétrica. Por lo tanto autoadjunta. Consideramos
Rn dotado de su producto interno usual 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi, para x =

(x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Si f : Rn → R es la forma cuadrática
correspondiente a b, es decir,

f(x) = b(x, x) = xAxt =

n∑

i,j=1

aijxixj = 〈Ax, x〉

y sea S = {x ∈ Rn, ‖x‖ = 1} es la esfera unitaria de centro en el origen
en Rn. Si v ∈ S es punto de máximo (o de mı́nimo) para f : S → R, es
decir f(v) ≥ f(x) para todo x ∈ S. Entonces v es vector propio de A

Demostración. Sea g : Rn → R, definida por

g(x) = ‖x‖2 − 1 = −1 +
n∑

i=1

x2
i ,
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para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Como S = g−1(0), y para x ∈ S, g
′

(x) ≡
2(x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0). Por la definición 9.25, precedente al lema 9.26
y el teorema 9.27, como v ∈ S, existe una curva γ : (−r, r) → S, tal que
γ(0) = v y tal que γ(t) ∈ S para todo t ∈ (−r, r). Si d : Rn → Rn × Rn,
definida por d(x) = (x, x), d es C∞, es lineal continua, y f = b ◦ d,
tenemos que f

′

(x) = (b ◦ d)
′

(x) = b
′

(d(x)) ◦ d′

(x) por la regla de la
cadena, y derivada de una aplicación bilineal continua, tenemos:

f
′

(x)(z) = (b
′

(d(x)) ◦ d′

(x)(z)

= (b
′

(x, x)(z, z) = b(x, z) + b(z, x) = 2b(x, z)

= 2〈Ax, z〉,

por ser b bilineal simétrica. Como g es C∞ y g
′

(x)(z) = 2〈x, z〉. Por regla
de la cadena, aplicada a f ◦ γ : (−r, r) → R, obtenemos, para h ∈ Rn:

(f ◦ γ)′(t)h = f ′(γ(t)) ◦ γ′

(t)h

= f
′

(γ(t))(γ′(t)h)

= 2b(γ(t), γ′(t)h)

= 2〈A(γ(t), γ
′

(t)h〉.

Para t = 0 se tiene γ(0) = v y como en v f |S obtiene valor máximo,
tenemos que (f ◦ γ)

′

(0) = 0, es decir que

0 = 2〈A(γ(0), γ
′

(0)〉
= 〈Av, γ′

(0)〉.

Como Av es perpendicular (por Lema 1 citado) a γ
′

(0) para toda curva
γ pasando por v como la anterior, y como v es perpendicular a γ

′

(0)
entonces Av = λv para algún real λ. Luego v es vector propio de A. �

9.34 Ejemplo. Consideramos el caso n = 2, R2, b : R2×R2 → R forma
bilineal simétrica. Entonces existe una base ortonormal {v1, v2} para R2,
tal que si A =

(
aij

)
es la matriz simétrica asociada a b en esta base,

A =

(
λ1 0
0 λ2

)

donde λi = b(vi, vi). Es decir, es posible diagonalizar una matriz real
simétrica. Como en ejemplo anterior, sea q : R2 → R, la forma cuadrática
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asociada, si d : R2 → R2 × R2 es definida por d(x) = (x, x) d es lineal
continua y q = b ◦ d, deducimos que para x, z ∈ R2

q
′

(x)(z) = 2b(x, z).

Si g : R2 → R, es definida por

g(x) = ‖x‖2 − 1 = 〈x, x〉 − 1,

como antes g es C∞ y para x, z ∈ R2

g
′

(x)(z) = 2〈x, z〉.

El conjunto

S1 = g−1(0) = {x ∈ R2 g(x) = 0 } = {x ∈ R2 ‖x‖ = 1},

es no vaćıo y compacto por ser cerrado y acotado en R2, por lo tanto
q : S1 → R toma máximo (y mı́nimo) en un punto v1 ∈ S1. Como
‖v1‖ = 1 se tiene que g

′

(v1) es sobre, entonces por teorema 9.27 existe
λ1 ∈ R, tal que q

′

(v1) = λ1g
′

(v1). Por lo tanto, para todo z ∈ R2

b(v1, z) = λ1〈v1, z〉,

luego

b(v1, v1) = λ1‖v1‖2 = λ1.

La aplicación lineal L1 : R2 → R definida por L1(x) = 〈v1, x〉 y si

S2 = {x ∈ R2 g(x) = 0 = L1(x)} = {x ∈ S1 L1(x) = 0}

S2 es no vaćıo y compacto por ser cerrado de S1
⋂
Ker(L1), si u ∈ R2

es linealmente independiente con v1, el vector z = u − 〈u, v1〉v1, es tal
que L1(z) = 0 y z 6= 0, por lo tanto z

‖z‖ ∈ S2. Nuevamente q : S2 → R

obtiene máximo en un punto v2 ∈ S2, la aplicación lineal L2 : R2 → R2,
definida por L2(z) =

(
g
′

(v2)(z), L1(z)
)

es sobre, pues dado (a1, a2) ∈ R2

es imágen de z = a2v1 + 1
2a1v2. Por teorema 9.27 existen λ2, α12 ∈ R,

tales que q
′

(v2)(v1) = λ
′

g(v2) + α12L1. Como v2 ∈ S2 obtenemos:

q
′

(v2)(v1) = 2b(v1, v2) = 2λ1〈v1, v2〉 = 0

= 2λ2〈v2, v1〉 + α12〈v1, v1〉 = α12,
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es decir que α12 = 0, luego para todo z ∈ R2

b(v2, z) = λ2〈v2, z〉;

por lo tanto b(v2, v1) = 0 y b(v2, v2) = λ2. Como λ1 es el máximo de
{q(x) x ∈ S1} y λ2 es el máximo de {q(x) x ∈ S2} y como S2 ⊂ S1,
entonces λ2 ≤ λ1

Como estos dos vectores v1, v2 son linealmente independientes, serán
base para R2. Esta base ortogonal {v1, v2}, es tal que

b(v1, v2) = 0, b(vj , vj) = λj, para j = 1, 2, λ1 ≥ λ2.

La matriz asociada a b respecto a esta base, es la buscada.

La generalización de este ejemplo a matrices de tamaño n×n se hace
por inducćıon sobre n siguiendo razonamiento parecido al anterior, cons-
truyendo vectores v1, v2, y aplicaciones L1, L2 como en el caso anterior
y continuando el proceso. A continuación mostramos como usar el Teo-
rema de los Multiplicadores de Lagrange, para obtener la desigualdad de
Hölder

9.35 Ejemplo (Desigualdad de Hölder). Sean a1, . . . , an, x1, . . . , xn núme-
ros reales no negativos, y p, q números reales tales que p > 1 y 1

p
+ 1

q
= 1,

entonces
n∑

i=1

aixi ≤
( n∑

i=1

ap
i

) 1
p
( n∑

i=1

xq
i

) 1
q

.

Sea A =

(∑n
i=1 a

p
i

) 1
p

, consideramos las funciones f : Rn → R,

definida por

f(x1, . . . , xn) = C

( n∑

i=1

xq
i

) 1
q

,

R(x) =

n∑

i=1

aixi − C.

deseamos hallar el mı́nimo de la función f restringida a R(x) = 0 donde
C es real dado, fijo (a escoger).



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 388 — #400
i

i

i

i

i

i
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Entonces según teorema 9.27, existe λ ∈ R, tal que

∇f(x1, . . . , xn) = λ∇R(x1, . . . , xn),

luego

∂jf(x1, . . . , xn) = A
1

q

( n∑

i=1

xq
i

) 1−q
q

qxq−1
j = λaj, j = 1, . . . , n;

n∑

i=1

aixi = C.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que todos los reales ai

dados son positivos. Tenemos, para j = 1:

λ =
1

a1
A

1

q

( n∑

i=1

xq
i

) 1−q

q

qxq−1
1 ,

y para j = 2, . . . , n

λ =
1

aj
A

1

q

( n∑

i=1

xq
i

) 1−q

q

qxq−1
j ,

igualando

1

a1
A

1

q

( n∑

i=1

xq
i

) 1−q

q

qxq−1
1 =

1

aj
A

1

q

( n∑

i=1

xq
i

)1−q

q

qxq−1
j , j = 2, . . . , n.

Obtenemos 1
a1
xq−1

1 = 1
aj
xq−1

j , j = 2, . . . , n. Por lo tanto

xj = x1

(
aj

a1

) 1
q−1

, j = 1, 2, . . . , n.
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Substituyendo

C = a1x1 +

n∑

j=2

ajxj

= a1x1 + x1

n∑

j=2

aj

(aj

a1

) 1
q−1

=
x1

a
1

q−1

1

n∑

i=1

a
q

q−1

i .

Como 1
p

+ 1
q

= 1, se tiene que q
q−1 = p, luego

x1 = C
a

1
q−1

1∑n
j=1 a

p
j

=
C

Ap
a

1
q−1

1 .

Por lo tanto

xj = x1

(
aj

a1

) 1
q−1

=
C

Ap
a

1
q−1

j , j = 1, 2, . . . , n. (∗)

El método de los multiplicadores de Lagrange, nos proporciona un
único punto de coordenadas dadas por ∗, el cual debe corresponder a un
mı́nimo de f , el cual es

f(x1, . . . , xn) = A

( n∑

j=1

xq
j

) 1
q

= A

( n∑

j=1

Cq

Apq
a

q

q−1

j

) 1
q

=
CA

Ap

( n∑

j=1

ap
j

) 1
q

=
CA

Ap
A

p

q = C.

Como C es el mı́nimo, tenemos que C ≤ f(x1, . . . , xn) para todo
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punto (x1, . . . , xn) tal que
∑n

i=1 aixi = C. Por lo tanto:

n∑

i=1

aixi ≤
( n∑

i=1

ap
i

) 1
p
( n∑

i=1

xq
i

) 1
q

.

9.2 Ejercicios

1) Sean A ⊂ Rp abierto, f : A → Rn, p > n, donde f es de clase
Ck(p > n, k ≥ 1). Si a ∈ A, es tal que f(a) = 0 y f

′

(a) es sobre
. i) Demostrar que existen abiertos W ⊂ A, a ∈ W , V1 ⊂ Rp−n,
0 ∈ V1, V2 ⊂ Rn, 0 ∈ V2 y difeomorfismo δ : V1×V2 →W , de clase
Ck, tal que f ◦ δ = P2, donde P2 es la proyección segunda.

2) Consideramos que los planos siguientes se intersectan:

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Encontrar el punto en la recta intersección de los dos cuya distancia
al origen sea mı́nima.

3) Determine el triángulo de peŕımetro mı́nimo que puede inscribirse
en un triángulo dado. Observe que es el triángulo cuyos vértices
están en los pies de las alturas del triángulo dado.

4) Determinar la distancia mı́nima entre dos rectas que se cruzan
en R3. Observe que es la longitud del segmento perpendicular a
ambas. Generalize a Rn.

5) Dado el Elipsoide
x2

a2
1

+
y2

a2
2

+
z2

a2
3

= 1,

si es cortado con el plano

A1x+A2y +A3z = 0, donde A2
1 +A2

2 +A2
3 = 1.

calcular el area de la elipse obtenida sobre el plano en esta inter-
sección. Generalizar.
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Índice alfabético
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ÍNDICE ALFABÉTICO 395
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Máximo local, 359

Métrica, 10
Mı́nimo local, 360
Matriz

Hessiana, 372
jacobiana, 94



i

i

“NuCalculo˙v3” — 2011/2/14 — 13:28 — page 396 — #408
i

i

i

i

i

i
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ÍNDICE ALFABÉTICO 397
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