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Prefacio

Estas notas sobre it Introduccion al Céalculo Avanzado son el resul-
tado en cierta forma de cursos que sobre el tema hemos dictado durante
varios afnos en el Posgrado de Matematicas de la Universidad Nacional
de Colombia. También hemos usado parte de estas notas en el curso de
Anaélisis III de la carrera de Matematicas.

El objetivo es proveer los conocimientos basicos para cursos de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales,
Topologia Diferencial, Variedades Diferenciales, Mecanica y otros que
se ofrecen tanto en la carrera como en el Posgrado de Matematicas, tra-
tando que el estudiante se familiarice con el lenguaje moderno, sin que
pierda el sabor e intuciéon que da la matematica clasica.

Desarrollamos la teoria usando el lenguaje de los espacios vectoriales,
teniendo como cuerpo de escalares, los niimeros reales R, y en espacios
vectoriales normados. La mayoria de los resultados se extienden a espa-
cios vectoriales normados con cuerpo de escalares C.

El curso es desarrollado, teniendo en cuenta que el estudiante ha
recibido un curso preliminar de Algebra Lineal, se supone conocidas
las nociones de Espacio Vectorial, nociones de base, de dimensién de
un espacio vectorial, independencia lineal de vectores, aplicacién Lineal
entre espacios vectoriales, etc, a sin embargo recordamos a lo largo del
curso muchos de estos conceptos.

En el capitulo 1 procuramos dar los resultados que usaremos en los

IX



X CAPITULO 0. PREFACIO

capitulos siguientes, con el dnimo de colocar el lenguaje a usar en el
resto de estas notas; quien haya estudiado Espacios Métricos, Topologia
General y Andlisis Funcional, puede evitar el breve repaso que hacemos
en este capitulo. Por motivos diddcticos recomendamos tener en cuenta
el teorema 1.33, el cual establece equivalencias para que una aplicacién
lineal entre espacios normados sea continua; el teorema 1.75, que esta-
blece equivalencias para que una aplicacién multilineal entre espacios
normados sea continua; y la teorema 1.72 la cual establece que en un
espacio normado de dimensién finita todas las normas son equivalentes.
Se recomiendan los teoremas sobre continuidad de aplicaciones lineales
y multilineales continuas en espacios normados. Usaremos en los capitu-
los siguientes los ejemplos citados en el capitulo I, recomendamos sean
tenidos en cuenta.

No pretendemos nada sobre pedagogia en estas notas, me da miedo
pensar en ensenar a ensenar, solo hemos querido presentar un enfoque
diferente de la nocién de derivada como una aplicacién lineal. En primera
lectura he destacado a lo largo, que partes puede omitirse.

A lo largo del texto se dan ejemplos trabajados en detalle, con el dni-
mo de mostrar algunos métodos. Al final del libro citamos la bibliografia
usada y algunos articulos de referencia.

La idea de culminar las notas del curso se debe al animo de muchos
de mis estudiantes, hoy colegas, quienes me alentaron a hacerlo. Agra-
dezco los comentarios sobre redaccion y contenido hechos por algunos
profesores del Departamento, entre ellos, los profesores Simoén la profeso-
ra Lucimar Nova, Simén Frias (q.e.p.d.), al profesor Rodrigo de Castro,
a quién debo muchas cosas sobre presentacion y redaccién, ellos se toma-
ron la penosa labor de leer una version preliminar a esta,senaldndome
errores.

Agradecimientos muy especiales al profesor Rodrigo De Castro, quien
hace anos me sugirié escribir notas de ayuda para los cursos de Anélisis
IIT y de Célculo Avanzado que se impartian en la carrera y Postgrado
de Matematicas; estas notas son fruto de esa sugerencia. Ademads a él
se debe mucho de la presentacién final y el levantamiento del texto de
estas notas en TEX. A la sefiorita Patricia Chavez, TEX-perta, quien me
colaboré también en presentacion final de esta versién, a aquellos que se
me escapen. A ti, por estar aqui.



XI

Finalmente, agradezco a la Directora del Departamento profesora
Myriam Campos F. y al profesor Gustavo Rubiano, cordinador de Pu-
blicaciones del Departamento de la Facultad por su empeno en que estas
notas se pudieran publicar.

José Francisco Caicedo C.






cAPiTULO 1

Espacios vectoriales normados

En este capitulo, introducimos algunos conceptos de espacios vec-
toriales normados, con cuerpo de escalares, los nimeros reales R, o el
cuerpo de los nimeros complejos C. Por razones de tipo didactico, nos
restringiremos a R, la mayoria de los resultados son vélidos cuando el
cuerpo de escalares es C. Supondremos conocidos del lector resultados
de Algebra Lineal como los de Espacio Vectorial, Dependencia Lineal de
vectores, Base, Dimensién, Subespacio, Aplicacién lineal, etc. En cuanto
sea posible daremos ejemplos en dimension finita. Sin embargo, la teoria
serd hecha en dimensiones arbitrarias, destacando el caso finito.

1.1 Espacios normados

1.1 Definicién. Una norma en un espacio vectorial E sobre R (o C) es
una aplicacién N, definida en E a valor real

N:E—-R

tal que:
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(M) N(z) >0 paratodoxz € Ey N(z) =0siy sélosiz=0.
(N2) N(Az) = |A\|N(z) para todo z € E y para todo A € R.
(N3) N(xz +y) < N(z)+N(y) para x,y € E (Desigualdad
Triangular)

Usaremos las notaciones siguientes N (x) = ||z|| y leeremos “norma
de z”.

1.2 Nota. En (N3),|A| es el valor absoluto del niimero real A\ (o si el
cuerpo de escalares es C es el mddulo del complejo ). Al par (E, || ||) lo
llamaremos Espacio vectorial normado.

Los axiomas (N7), (MV2), (N3) implican:

1.3 Proposicién. En un espacio vectorial normado (E,|| ||) tenemos:
a) || —z| = ||z|| para todo x € E.
b) |z —z| = ||z — x| para todo z,z € E.
¢) Para 3,2 € E ||la]) = ||2l|| < flo = 2]I
Demostracion.
| =2l = [[(=Dz|l = [ = 1.
[ =2l = I(=1)(z = 2)[ = |z — =]l

Para c¢) observamos que x = = — z + z. Luego

]| = [lo =z + 2| < llz — 2]l + [|=],
por lo tanto
[zl = [2]l < llz — =] (%)
Anélogamente:
Izl = llz =z + 2| < ||z — =[] + |[=]].
Obtenemos

[l = llzll < [lz = =[] = [l = 2]
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es decir
—llz — 2|l < [lz]| — 2] ()

De (%) y (**) deducimos

=z =zl < llzll = =1l < [lz = =]

Esto equivale a

[lall = 121l <l = 21l ©

La desigualdad anterior serd util posteriormente, para demostrar que
la norma es una aplicaciéon continua, ain méas uniformemente continua.

Si (V1) es reemplazada por ||z|| > 0 para todo € E y 2 = 0 implica
|z]] = 0, en este caso la aplicacién N = || || es llamada una seminorma.
Note la diferencia.

1.4 Ejemplo.
a) E = R considerado como espacio vectorial sobre si mismo y | | el
valor absoluto, como norma. (R, | |) es espacio vectorial normado.

b) E=RY = {z = (21,29,...,2n) | 7; € R}, las tres siguientes
funciones son normas en E:

N
lzll = L1,
j=1

[zlls = sup{|a;] = j=1,2,...,N}.

Es facil demostrar que || ||2, || ||3 son normas, la desigualdad trian-
gular para la Norma || ||; serd deducida posteriormente como con-
secuencia de resultados en Espacios Vectoriales con Producto In-
terno. La Norma || ||; es llamada { “euclideana”} o { “usual”}.
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¢c) E = M(m x n) el espacio vectorial de las matrices de tamano
m xn con elementos en R, con las operaciones usuales de adicion
de matrices y multiplicacion de un real por una matriz. Podemos
definir en E, entre otras las siguientes normas:

Para A = (ai;) en E definimos

1Al =

(m,n)
> ayl,
(1.5)=(1,1)
|Allz = sup{|ai;| 1 i =1,2,...,m,j=1,2,...,n}.

[[All2

Dejamos como ejercicio verificar que son en efecto tres normas en
E.

1.2 Espacios con producto interno
1.5 Definicion.

a) Un Producto Interno en un espacio vectorial real E, es una funcién
P: ExE — R, tal que P es bilineal simétrica positivamente
definida, es decir:

(P1) P(x +y,z) = P(x,2z) + P(y, z) para todo z,y, z € E.
(P2) P(A\z,y) = AP(x,y) para todo X € R, para todo z,y € E.
(P3) P(z,y) = P(y,x) para todo z,y € E. (Simetria)
(P4) P(x,x) > 0 para todo x € E'y P(z,z) =0 siy sblosiz=0.
(Positividad)
b) Un Producto Interno o Producto Hermitiano sobre un espacio com-

plejo es una aplicacion P : E x E — C tal que:

(C1) P(x +y,z) = P(z,2) + Py, z) para todo z,y, z € E.

(C2) P(Az,y) = AP(x,y) para todo A € C, para todo z,y € E.
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(C3) P(z,y) = P(y,z) para todo z,y € E (donde P(y,z) es el
{ “conjugado del complejo P(y,x)”}.

(C4) P(z,z) > 0 para todo x € E y P(z,xz) =0 si y solo si z = 0.

De (C3) deducimos que P(z,x) es real. Si E es un espacio con pro-
ducto interno P al par (E,P) se le llama espacio con producto interno.

1.6 Ejemplo.

a) Sea E = RY, consideramos el producto interno usual

(,): RN xRN - R
N
(@,9) = (@,9) = > x5,
7j=1

donde z = (z1,22,...,2N), ¥y = (Y1,Y2, - - -, UN)-

b) En E = C¥ el producto interno usual es

N
(zw) = 25
j=1
donde z = (z1,292,...,2n), w = (w1, ws,...,wy) en E. Se consi-

dera [E con la norma inducida por este producto interno, luego

2]l =

donde |z| es la norma o valor absoluto del complejo z.

c¢) Consideramos E el conjunto de funciones continuas, definidas en
[0,1] a valor real.

E={f:[0,1] = R | f es continua}.
Podemos dotar E de estructura de espacio vectorial sobre R al definir:

i) Para f,g € E, f+g es la funcién definida por (f+¢)(t) = f(t)+g(t)
para todo t € [0, 1].
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ii) Para A € R, \f es la funcién definida por (Af)(t) = Af(t) para
t € [0,1]. Es claro que f+ g y Af son funciones continuas en [0, 1]
si f,g lo son en [0,1]. E con estas dos operaciones es un espacio
vectorial sobre R.

Al definir P: E x E — R por:

P(f.9) = (f,g) = /0 F(tyg(t) dt,

(integral de Riemann), vemos que P es un producto interno en E. Al
usar las propiedades de la integral, para f,g,h € Ey A € R, obtenemos

P(f,9) = P(g, )
P(f +g,h) =P(f,h) +P(g,h).
P(Af,g9) = AP(f,9)-

Que P es positiva es obtenida asi:

1 1
PU.1) = /0 O F(t) dt = /0 Pty dt > 0

por propiedades de la integral.

1. Si P(f, f) = fol f2(t)dt = 0, concluimos que f(t) = 0 para todo
t € [0,1]. En efecto, si f no es idénticamente cero, existe s en
[0,1] tal que f(s) # 0. Luego f2(s) > 0, y como f? es continua,
existe vecindad de s, es decir, existe r > 0 tal que para todo
te(s—r,s+r)n[0,1], f2(t) > 0. Por consiguiente,

1 s—r s+r 1
_ 2 _ 2 2 2
1_/0 f (t)dt_/o f (t)dH/H Pt [ pPoa
Ya que

s+r 1 s—r
/ () dt > 0, P)de>0 y / F2(t) dt > 0,
s—r 0

s+r

vemos que I > 0. Como es claro que si f = 0, folodt = 0,
obtenemos

1
/fQ(t)dt:0 siysolosi f=0.
0
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En un espacio vectorial con producto interno E, con escalares en R
es valida la desigualdad de Cauchy-Schwarz; antes un lema:

1.7 Lema. Sean a > 0, b, ¢ nimeros reales, f(t) = at>+2bt+c, t € R,
tenemos

f(t) >0 para todot € R si y sélo si b* < ac.

Demostracion. Como a > 0, si f(t) > 0 para todo t € R, entonces:

a

2% b2 b2 b\ —b?
0§at2+2bt+c:a<t2+—t+—2>+c——:a<t+—> % ,
a a a a

. _}2 .
luego si t = —& obtenemos que 2= > 0, es decir, b? < ac.
a a )

Reciprocamente,

9 b\?  ac— b
si b* < ac, entonces f(t) =alt+—) + > 0 para todo t € R.
a a

b\ 2
Por ser a > 0, se tiene a <t + —> > 0. ]
a

1.8 Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (E,( , )) espacio
vectorial sobre R con producto interno, entonces para todo par x,y de
vectores de E tenemos

[z, 9)| < V{z,2) V{y,y)-

(La igualdad se da si y sélo si x,y son linealmente dependientes)

Demostracion.
i) Si x =0 (de E) es claro de la definicién de (, ) que (0,y) =0y
ademds (0, 0) = 0. Asi , la desigualdad es evidente.
i1) Sea x # 0 entonces para todo ¢, y todo z,y € E:
0 < (tx +y,tx +y) = t*(z,z) + 2t(z, y) + (y,9),

sia= (x,z) >0,b=(z,y), c = (y,y). Vemos que 0 < at?+2bt +c
para todo t € E; el lema 1.7 anterior nos implica que b < ac, y
esta es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. O
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1.9 Proposicién. Sea (E,( , )) espacio vectorial sobre R con producto
interno, podemos dotar a E de estructura de espacio vectorial normado,
al definir para x € E

]l = /{2, )

Demostracion. Sélo demostraremos que satisface (N3); para ello usare-
mos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

lz +yl* = (@ +y,2 +y) = (z,2) + 2z,y) + (y,7)
= |l2l* + [ly]I* + 2(z, )
<l + llyll* + 2llz(lliyll = (=l + llyll)*.

(Hemos usado el teorema 1.8), por lo tanto ||z +y||?> < (||=||+|jy[)?. O

La norma anteriormente definida se llama norma inducida por el
producto interno.

1.10 Nota. En un espacio con producto interno E, ( , ), se puede definir
angulo entre dos vectores no nulos, debido a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, como

[(w, v)| < fullf|v]],

se define dangulo entre u y v como el real 8, tal que

B (u,v)
0s(6) = Tl

No es tnico, debido a la periodicidad de cos. En el caso E = R?,
el real 6 se escoge para z = (z,y) a 6 € (—m, 7] se llama a este dnico
real, como wvalor principal, o dngulo principal, o argumento principal, se
suele escribir # = arg(z). Su determinacién en este caso, tiene algo de
dificultad: En coordenadas polares si (z,y) € R?, (x,y) # (0,0) existen
r>0y#0 e (—mm), tales que x = rcos(f), y = sen(), esto implica que

Vaz+y2=r.

Si z # 0, entonces % = tan(#) como la funcién tangente tiene periodo
7 esto implica que 6 estd determinado salvo adicién de mm, donde m es
entero. Como tan es continua y estrictamente creciente en el intervalo
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abierto J = (—%, %), entonces existe un dnico v € J, tal que tan(f) =

tan(v), se deduce que 6 el valor principal, del déngulo es obtenido de v,
por: si z = (z,y), x # 0, se tiene:
v siz>0
arg(z) =< v+7m siz<0, y>0
v—m six<0, y<0

Dejamos al lector examinar las posibilidades para los otros casos, es
decir, cuando x = 0, § = 5, 0 —7, segin que sea y > 0 o y < 0.

1.11 Ejemplo.

N 2

a) El producto interno usual de RY nos muestra que ||z[|? = 3 i1 T

es inducida por este producto interno.

b) Consideramos E = C([0,1],R) = {f : [0,1] — R | f es continua},
el espacio vectorial del ejemplo 1.6 c).

Vimos que (f, g fo t) dt es un producto interno en E, luego:

1
1 = /O F2(1) dt

es la norma inducida por el anterior producto interno en IE.

1.12 Nota. No siempre una norma proviene de un producto interno.
(La siguiente proposicién provee condiciones para que lo sea, y para el
reciproco de esta, es decir para obtener condiciones necesarias y sufi-
cientes ver proposicién 1.37 de este capitulo 1).

1.13 Proposicién. Sea (E,(, )) un espacio con producto interno, en
E es vdlida la ley del paralelogramo, es decir, dados x,y € E,

lz + gl + Iz = yl* = 2l|z|* + 2|y

Demostracion.
@ty z+y)+@—yr—y) =lz+yl*+ |z -yl
= (z,7) + 2(z,y) + (y,y) + (v, )
= 2|jz|* + 2[|y|I*. O
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1.14 Definicién. Sea (E,(, )) espacio vectorial con producto interno
(sobre R), x,y dos vectores de E, z se dice ortogonal a y si (z,y) = 0.
Lo notaremos x L y.

Vemos que x | y implica y L x, y el vector 0 de E es tal que 0 L =
para todo z en [E.

1.15 Teorema (Teorema de Pitdgoras). Sea (E,( , )) espacio vectorial
con producto interno sobre R,z,y en E, x L vy, si y solo si ||z + y||* =
% + [ly ]I

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

A continuacion recordaremos algunos conceptos sobre espacios métri-
COS.

1.3 Espacios métricos

1.16 Definicién. Sea M un conjunto no vacio, una métrica o distancia
en M es una aplicacién d : M x M — R, tal que:
dl) Para xz,y € M,d(x,y) >0, d(z,y) =0 siy sblo si x = y.
d2) d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € M.
d3) Para x,y,z € E,d(x,y) < d(x, z) + d(z, y). (Desigualdad triangu-
lar)

La funcién d se llama también distancia, d(z, z) es la distancia entre
los puntos z y z. Al par (M,d) donde M es un conjunto no vacio y d
una métrica en M, se le llama espacio métrico.

Para efectos de homogeneidad en el lenguaje, recordamos:

1.17 Definicién. Sea (M,d) un espacio métrico, xg € M, r > 0 real,
definimos:
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a) Bola abierta de centro en xy y de radio r al conjunto

B, (z¢) = B(zo,7) ={x € M | d(z,x0) <1}

b) Esfera de centro en xzqy y radio r al conjunto
Slzo,r] = Srlzo] = {z € M | d(z,z0) =1}
c) Dado S C M, zy € M, xq se dice punto interior de S si existe r > 0
tal que B(xg, r) C S.

d) Dados zg € M, se dice que V. C M es vecindad de x¢ si existe
r > 0 tal que B(zo,7) C V, es decir, si xg es un punto interior de
V.

e) En el espacio métrico (M,d), A C M, A se dice abierto en M si
para todo x en A, A es vecindad de z, es decir, si para todo x en
A, x es un punto interior de A. Esto equivale a decir que para todo
x € A existe B(z,r) tal que B(x,r) C A (r depende de z,r > 0).

f) Bola cerrada de centro en xg y de radio r al conjunto

By [xo] = Blxo,r] ={zx € M | d(z,z0) <1}

g) Dado zp € My S C M se dice que z¢ es punto de acumulacién de
S si para toda vecindad V' de g, se tiene que (V — {zg) NS # 0.

Note las diferencias en los paréntesis en las definiciones de bola abier-
ta y bola cerrada.

Si llamamos 74 = {A C M | A es abierto en M}, los elementos de 74
satisfacen las siguientes propiedades:
1. M, @ son abiertos en M, es decir estan en 7.

2. Si (Aj)jes es familia de abiertos de M, (A; € 74 para todo j € J),
entonces |J;c; A; estd en 74.

3. SiAj € 1qg j=1,2, entonces A;[) Az € 74.
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1.4 Espacios topoldgicos

Recordamos que dado un conjunto no vacio Y, una topologia en Y
es una familia 7 de subconjuntos de Y, 7 C P(Y) ={A4| A C Y} tal que
satisface:

1. Y, estén en 7.

2. Dada (4;);e, familia de elementos de 7, la reunién | J; ; A; estd en
T.

3. Si A;, Ay estén en 7T entonces A1 N Ag € 7.

Los elementos de 7 se llaman conjuntos abiertos en Y, o simple-
mente abiertos en Y

Al par (Y, 1), donde T es topologia en Y, se llama espacio topolégico,
o simplemente se dice que Y es un espacio topolégico. Por tultimo, si
a €Y,V CY se dice vecindad de a si existe A abierto en Y, tal
que a € A C V. Vemos que los abiertos de M, cuando (M,d) es un
espacio métrico, forman una topologia en M (dejaremos a cargo del
lector verificar las propiedades 1, 2, 3 anteriormente citadas).

Por lo tanto (M, d) puede dotarse de estructura topoldgica al definir
en M sus abiertos como los elementos del conjunto 74. Podemos entonces
hablar de limites, continuidad, etc, entre espacios métricos; supondremos
conocidos estos conceptos. Recordamos algo més:

1.18 Definicién. Sea (M, d) espacio métrico (a,)nen sucesién de ele-
mentos de M.

a) b€ M,b se dice limite de la sucesion a, si dado € > 0 existe m € N
tal que si n > m implica que d(a,,b) < ¢.

notaremos a,, — b o lim, ,ca, =0

Se dice que la sucesion a, es convergente en M si existe b € M tal
que b = limy,_ o0 ap.

b) (an)nen sucesién de elementos de M, se dice sucesion de Cauchy
si y s6lo si dado € > 0 existe k € N tal que si n,m > k implican
que d(ap,am) < €.
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1.19 Proposicién. Si (M,d) es espacio métrico, dados a,b en M,a # b,
existe r > 0 tal que B(a,r) N B(b,r) = &. Es decir, M es espacio de
Hausdorff.

Demostracion. Sea § = d(a,b), como a # b,§ > 0, sir = %5, se obtiene
B(a,r) N B(b,r) es vacia, pues si x € B(a,r) N B(b,r), tendriamos que
d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2r. Pero d(a,b) = § < 2r = 24, contradic-
cion. O

1.20 Corolario. Si (a,) es una sucesion de elementos de (M,d) y
b =1lim,,_. a,, entonces b es Unico.

Demostracion. Si b’ es tal que b/ = lima,,, obtenemos que dado € > 0
existen n1, ne € N tales que si n > nq, entonces d(a,, b) < &,y sin > no,
entonces d(a,, V') < e. As{ que si n3 = max(ni, ng) vemos que si n > na,
entonces d(b, b') < d(ap, b) + d(an, ') < 2. Luego d(b, b') < 2¢ para
todo & > 0. Esto implica que d(b, b') = 0, es decir que b =b'. O

1.21 Proposicién. Dado (M,d) espacio métrico, si (ay) es convergente
en M, entonces (a,) es una sucesion de Cauchy en M.

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

* El reciproco es falso, el siguiente es un contraejemplo canénico:
sea M = {x € R|0 <z <1} con la métrica usual de valor absoluto:
d(z,y) = |z —y| para z,y en M. % € M para todo n entero positivo. Es
claro que (%) es de Cauchy en M, pero no es convergente en M (nota-
mos que 0 ¢ M). Anélogamente (1 — %) es de Cauchy, no convergente

en M.

1.22 Definicién.

a) Sea (M,d), espacio métrico S C M se dice cerrado en M, si su
complemento es abierto, notaremos [(S) =complemento de S.

b) Un espacio métrico se dice completo si y sélo si toda sucesién de
Cauchy de elementos de M es convergente en M.
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1.23 Proposicién. Dado (M, d) espacio métrico completo, si S C M
es cerrado en M, entonces (S, d) como espacio métrico, con la métrica
d de M restringida a S es completo.

Demostracion. Sugerimos al lector consultar literatura sobre espacios
métricos y topoldgicos como la citada en la bibliografia, o intentar hacer
estas demostraciones como ejercicio. ]

1.24 Definicién. Si (E, || ||) es espacio normado con norma notada || ||,
entonces la norma de E induce una métrica en E, en efecto, al definir
para

z, z€E, d(z, z) = ||z — 2|,

vemos que esta funcion d : E x E — R, es una métrica en E, se llama
métrica inducida por la norma || || de E. En lo sucesivo siempre que
consideremos un espacio normado se considerara como espacio métrico
con esta norma.

En general recordamos:

1.25 Definicién.

a) Sean (X, 1), (Y, 72) dos espacios topoldgicos,
f: X — Y una aplicacién, f se dice continua en X si dado B abierto
en Y, f~1(B) es abierto en X.

b) Dados (X, 71, (Y, 72) dos espacios topolégicos,
f: X —=Y.SiaeX, fsedice continua en a, si para todo abierto
B de Y, tal que f(a) € B, se tiene que f~!(B) es vecindad de a en
X, es decir, si existe W abierto de X, tal que f~Y(B) c W.

c) Dado S C X, si X es espacio topoldgico con topologia 7, S se dice
subespacio de X, si la topologia en S es definida por

s ={ANS | Aer1},
7g es llamada la topologia inducida en S por la de X.

d) Recordamos que: dados X Y espacios topolégicos, S C X,
f: 8 — Y, f se dice continua en S, si es continua como aplica-
cién del espacio topoldgico S con la topologia g, inducida en S por
la de X, es decir, para todo B C Y abierto de Y, f~1(B)N S es
abierto en S. Es decir, f es continua en a, para todo a € S.
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Por 1ltimo, esperamos que el lector recurra a un libro de topologia
general como los citados en la bibliografia, para recordar otros conceptos
fundamentales de topologia.

Una proposiciéon importante es:

1.26 Proposicién. Dados X,Y,Z espacios topologicos f: X — Y, g :
Y — Z aplicaciones continuas, entonces go f : X — Z es continua.

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

1.27 Definicién.

a) Dados (Mj,dy), (Mas,ds) dos espacios métricos a € My,
f:8—> My, S C My, fsedice continua en a si

aj) ae Sy
az) Dado W abierto de Ma, f(a) € W, existe V abierto de Mja €
V, tal que f(VNS)cCW.

En términos de las métricas di,ds de M;, My respectivamente,
tenemos que f es continua en a si

a}) a € S = dominio de fy
ay) Dado € > 0, existe § = d(a,e) > 0, tal que si x € By(a,0) NS
y « # a entonces f(z) € Ba(f(a),e), donde
Bl(a, (S) = {x € M, | dl(az,a) < 5}
Bs(f(a),e) ={y € Mz | da(f(a),y) <4}

b) Podemos ver que en espacios métricos, si M, My son espacios
métricos f : My — My es continua en a € M; es equivalente
a

i) a € M; = dominio de f,y
i1) Dada x,, € My, si ¢, — a en M, entonces f(z,) — f(a) en

M.

c) Dados (My,dy),(Ms,ds) dos espacios métricos, f : S — Ma, b €
My, se dice que b es el limite de f(z) cuando x se acerca hacia a
(o x tiende hacia a) y notaremos lim,_,, f(z) = b, si dado € > 0
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existe 0 > 0 tal que si z € Bj(a,d) NS implica que f(z) € Ba(b,¢),
(x # a).

Podemos decir: si S C My, f : S — Ms,a € My, f se dice continua
en asia € Sy existe el limite lim,_., f(x) = f(a).

1.28 Definicién.

(a) Sean (Mji,dy), (Ms,ds) espacios métricos, S C My, f: S — Mo,
f se dice continua en S, si f es continua en x para todo x en S.

(b) Diremos que f es uniformemente continua en S si dado & > 0
existe § = d(e) > 0 tal que para todo par z,y € S, dy(z,y) < ¢
implica que do(f(2), f(y)) < e.

En a) y b) se considera S con la métrica d; restringida a S.

1.29 Nota. Si f es uniformemente continua en S, entonces f es con-
tinua en S. El reciproco no es cierto. El siguiente ejemplo ilustra esta
situacién: sea f : R — R, definida por f(z) = 23, f es continua pero
no es uniformemente continua. En efecto, dado = > 0 suficientemente
grande, siy = x+ %, Yy—x = % es suficientemente pequeno. Sin embargo,
tenemos que

(32°)

f)—fl@)=y* -2 = (y—2)@® +ay +y°) > — =3,

tiende a infinito si x tiende a infinito.

No es dificil demostrar que la definicion de continuidad dada entre
espacios topolégicos implica la dada entre espacios métricos. Dejaremos
como ejercicio la verificacién de este hecho.

Regresamos a aplicaciones entre espacios vectoriales normados.

1.30 Proposicion. Si E es un espacio normado con norma mnotada
Il |l, entonces la aplicacion norma como aplicacion del espacio métrico
(E, | ) = (R,]|), es continua.

Demostracion. Consecuencia de la desigualdad obtenida en 1.3 c)

<lz-z]. O

[EEl
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1.31 Definiciéon. Sean E,F espacios vectoriales, una aplicacién
T :E — F se dice lineal si

(L) Dados z,y € E, T(x +y) =T(z) + T(y).

(Ly) Dados A e R,z € E, T (Az) = AT'(x).
La definicién anterior (Lj), (L2) es equivalente

(L) Dados z,y € E,a, 8 € R, T(ax+ Py) = aT(x) + BT (y).

1.32 Nota. Vemos que si T es lineal de E en F,T(0) = 0 (el cero de E
va en el cero de F por medio de T'). Y ademés T'(—x) = —T'(x), es decir,
T es un homomorfismo de la estructura de grupo abeliano de E en la
estructura de grupo abeliano de F.

1.5 Aplicaciones lineales continuas

Las aplicaciones lineales continuas entre espacios vectoriales norma-
dos (topoldgicos) son realmente las que interesan. El siguiente teorema
establece condiciones necesarias y suficientes para la continuidad.

1.33 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados con norma
notada en ambos || ||, T : E — F aplicacion lineal. Las siguientes
afirmaciones acerca de T son equivalentes:

i) T es continua en x para todo = € E.

ii) T es continua en 0 € E.
iii) Existe ¢ > 0, tal que ||Tx|| < ¢ para todo x € E tal que ||z|| < 1.
iv) Existe ¢ > 0 tal que ||Tz|| < c||z|| para todo x € E.

v) T es uniformemente continua en E.

Demostracion.
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i)

i)

iii)

iv)

= 4i) Es evidente que si T es continua en todo el espacio E, lo
serd en 0 € E.

= d1i) Si T es continua en 0, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

si |v]| < & entonces |T(v)| < e. Seax € E, |z < 1, v = Sz

es vector de E, tal que ||v|| < d. Por consiguiente, HT( )H <e,
esto nos implica que ||T'(z)|| < 2e/4, (¢ es fijo); por lo tanto, existe
= 22 >  tal que para todo z € E, [|lz[| =1, ||T(z)| < c.

= 4v) Suponemos #ii) vélida, entonces si z € E, x # 0. El vector
”x” tiene norma 1 en E, luego HT ( |$||>H < ¢. Es decir, existe ¢ < 0
tal que | T(x)|| < c||z|| para todo = € E.

= v) Suponemos ), dados z, y € E con v = x — y, obtenemos:
1T(x = y)|| < cllz—yll

Como T es lineal T'(x —y) = T'(x) — T(y), luego ||T(x) — T'(y)| <
c|lx—yl||, para todo z, y € E. Por lo tanto, dado e < 0 existe d = ¢/c
tal que si ||z — y|| < & entonces | T'(z) —T'(y)|| < cljJz —y|| < . Es
decir que T es uniformemente continua.

= i) Evidente, pues toda aplicacién uniformemente continua es
continua. O

Cuando tenemos el caso particular en que el espacio de Banach F
es precisamente el campo de escalares R como espacio vectorial sobre
si mismo, con norma el valor absoluto, como una aplicacién lineal de un
espacio vectorial [E en R, es sobreyectiva o es la aplicacién nula, tenemos:

1.34 Proposicién. Sean (E, || ||) espacio normado, y (R, | |), los reales,
con sunorma | | y T : E — R aplicacion lineal, entonces las seis afir-
maciones siguientes acerca de T son equivalentes:

i) T es continua en x para todo = € E.

ii)
iii)

i)

T es continua en 0 € E.
Eziste ¢ > 0, tal que |Tx|| < ¢ para todo x € E tal que |z| < 1.

Eziste ¢ > 0 tal que | Tx|| < c||z|| para todo x € E.
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v) T es uniformemente continua en E.

vi) T7Y0) = {x € E, T(z) = 0} el niicleo de T es cerrado en E.

Demostracion. Como las primeras cinco son equivalentes por teorema
anterior, y suponemos 7' no nula, basta demostrar que i) < vi).

Si T es continua, como {0} cerrado en R, entonces T~1(0) es cerrado
en E. Recifprocamente, supongamos que 7-1(0) es cerrado en E, si T
no es continua, no lo es en 0 € [E, entonces existen € > 0 y sucesién
z, € E, z, — 0 tal que [|[T(z,)|| > €. Como existe v € E tal que

T(v) =1, asi que v ¢ T_l(O), Yn = U + ——x,, entonces y, — v — 0,

Tx,
_ T(xn) _ _ —1 -1
T(yn) =T(v) — T@n) 1—1=0, entonces y, € T~"(0), como T~"(0)
xn
es cerrado y v = lim,,_, y,, obtenemos una contradiccién. Luego T es
continua en 0. ]

1.35 Ejemplo. Sea E el espacio vectorial normado de todas las apli-
caciones a valor complejo, analiticas, acotadas, definidas en el circulo
unitario, es decir, ||z|]| < 1, dotado de la norma

IfII = sup{[f(2)| = |2[ < 1}.

Como f es analitica f posee expansion en serie de Taylor, f(z) =

n mn
Yol ganz™. Recordamos que a, = f(rj!(o), donde (™ (z,) = %(:O),
vemos entonces que a, = £(0), a; = f1)(0). Sea T la aplicacién lineal de
E en si mismo definida por T'(f)(z) = a,+ a1z, es facil verificar que T es
lineal, en verdad, T" es una proyeccion. Mostraremos que 1" es continua.

Recordamos la férmula Integral de Cauchy para funciones analiticas:

|
myo MR -0, 1,2 3, 4
f (ZO) 227_(_ /;1 (Z _ ZO)nJrl Z? n ) ) ) ) PR )

donde C' es una curva cerrada dentro de la cual f es analitica. Obtenemos
que |ao| < [If|l 'y |ar] < |[f]]. Luego, [T(f)(2)| = lao + arz| < 2[|f[|. Por
el teorema 1.3 deducimos que T es continua.

Notamos que si T' es aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
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normados [E, F si y sélo si se tiene que:

n n
T Z apvi | = Z apT (vg),
k=1 k=1

para toda combinacién lineal finita de vectores wvq,v9,...,v, € E,
ai,az,...,a, € R (n < o0).

Como ahora tenemos estructura topolégica podemos considerar com-
binaciones lineales infinitas de vectores de E, teniendo en cuenta que
una serie de vectores de EY > | wy, es convergente en E si existe w en
E, tal que w = lim,, oo Y_j_; wg. En este caso se escribe w = Y7 | wy,
Sp =wi +we+ -+ w, =Y p_; wy se llama suma parcial (n-ésima) de
la serie (para la definicién de series en espacios normados ver definicién
4.10). Tenemos:

1.36 Proposicion. Sean E,F espacios vectoriales normados, T : E — F
aplicacion de E en F. La aplicacion T es lineal y continua si y sélo si

Z anT (vy)
n=1

9]
n=1

T Z anvy | = ZanT(vn) (%)
n=0 n=0

converge, para toda serie convergente anvy, de E,a, € R,v, € E.

FEn este caso,

Demostracion. Recordamos que en espacios métricos 1" es continua si y
s6lo si T'(limy,—00 2,) = limy, 00 T'(z,) para toda sucesién convergente
Zp. Supongamos que T es lineal y continua y sea > | anv;, serie con-
vergente en E, donde a, € R, v, € E. Entonces la sucesién de sumas
parciales s, = Y ,_, axUk, es convergente, tenemos:

T (limp o0 $n) = im0 T(sp) = mp oo T | Y aguy

k=1
n o0
= lim,,— oo Z arT(vg) = Z anT (vp,).
k=1 n=1

Estos limites existen por ser T' continua.
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Supongamos ahora que para toda serie convergente »_>° | a,v, de E,

an € R,v, € E es vélida (*), mostraremos que T es lineal y continua.
La linealidad es consecuencia de considerar la serie ai1v1 + agve, donde

a,a0 €ER vy wvy,v9 € E.

Obtenemos que T'(a1v1+agvy) = a1 T (v1)+a2T (v2), luego T es lineal.
Sea x,, sucesion convergente en E, lim, oo Tp = T Y 2, = Ty — Tp_1,
donde zp = 0. Deducimos que x, = > ,_; 2z, y que la serie > 7 z, es
convergente con limy,, oo Y p_q 2k = My o0 2, = . Se deduce de ()

que:
T (Z zn> = Z T(zn),
n=1 n=1

es decir,
n n
T (Mmoo ) = T(x) = limy, 00 Z T(z) = limy o0 Z T(xg — xp—1)
k=1 k=1

= 1m0 Y [T(w) — T(wp—1)] = lmp o0 T(n).
k=1

Luego hemos probado que
limy, o0 () = T(limpy— 00 Tn),

para toda sucesion convergente x,, de elementos de E. Por lo tanto, T es
continua. O

La siguiente proposicion es el reciproco de la proposiciéon 1.13.

1.37 Proposicién. Sea E espacio vectorial sobre R. Una condicion ne-
cesaria y suficiente para que una norma || || en E sea inducida por un
producto interno en E, es que se cumpla para esa norma la ley del Pa-
ralelogramo.

Demostracion. Si la norma en E es inducida por un producto interno
(, ) en E entonces vale la Ley del Paralelogramo (es el contenido de la
proposicién 1.13).
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Reciprocamente, si para (E, ||.||), vale la Ley del Paralelogramo, con-
sideramos la funcién P : E x E — R, definida por

(Il +l* = ll= = *).-

=

P(.%',y) -

Es claro que P es continua por ser la norma continua, el cuadrado
de numeros reales continua y suma de reales continua. Veamos que P
es producto interno en [E, el cual induce la norma que tiene E, para
demostrar esto observamos que

Iz +y + 21 + llz =y — 2|* = 2llz + y[|* + 2| 2|
lz =y + 2l + llz =y — 2| = 2]z — y[* + 2|2
le+y+z? +llzty—z]? [l —y—2[? =z —y+2|* = 2]la+y | —2||lz—y|
es decir,
P(x+z,y) + P(x — z,y) = 2P(x,y), (%)
Si en () hacemos = + z = u,x — z = v, obtenemos que

u—+v
2

P(u,y) + P(v,y) = 2P( y) = P(u+v,y),

es decir,
P(z+ z,y) = P(z,y) + P(z,y) para todo z,y,z € E, (%)

vemos que si ¢ = z, obtenemos P(2z,y) = 2P(z,y), y por induccién
se deduce que para todo n € N, P(nz,y) = nP(x,y), como de la defi-
nicién de P se deduce que P(z,y) = P(y,z), P(—z,y) = —P(z,y) =
(—=1)P(z,y), entonces para todo m entero vale que P(mz,y) = mP(x,y).
Sir = es racional, obtenemos:

m 1 1 1
n n n n
1 1 m
= —mP(n— = —P .
“mP(n—,y) = " P(z,y)

Si A € R es irracional, existe sucesién de racionales r,, tales que

limy, oo n = A,
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para cada n tenemos que

P(Tnxay) = rnP(m,y).

Como para cada y € E fijado, la aplicacion

P(,y) =R
r — P(x,y),

es continua, tomando limite, obtenemos que

)\P(.%', y) = limy, o0 Tnp(x7 y) = P(Hmn—wo T'n@, y) = P()\m, y)'

Por tltimo, como para cadaz € E P(z,z) = (||z+z|*— ||z —z|?) =
|z||?, completamos con esto que P es producto interno en E inducido
por la norma de E. O

1.38 Definicién. Dos espacios topolégicos X, Y se dicen homeomorfos
si existe una biyeccién continua f : X — Y, cuya inversa f~1:Y — X
es también continua.

1.39 Proposicion. Sean E,F espacios vectoriales normados T : E — F
aplicacion lineal sobreyectiva. T es un homeomorfismo lineal de E sobre
F, si y solo si existen a > 0,3 > 0 tales que

allz < |[[T(x)|| < Bllzl|  para todo  z € E. (%)

1

Demostracion. Si T es homeomorfismo lineal, Ty T~" son continuas;

por teorema 1.33, existen a > 0,3 > 0 tales que
1T (y)ll < ally] para todo y € F.

Como existe un dnico x € E tal que y = T'(z), obtenemos |z| <
al|T ()|, luego existe a = a~! > 0, para el cual:

allz|| < ||T(x)|| paratodo =« € E. (A) (1.1)

Por teorema 1.33, la continuidad de 7" implica existencia de 8 > 0 tal
que:
IT(x)| < Blz||, paratodo =z €E, (B) (1.2)
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las desigualdades (A) y (B) implican (*). Supongamos ahora la desigual-
dad (x), vemos que la parte izquierda de la desigualdad (*) nos implica
que si z # 0, 0 < ||z|| < |[T(z)|], luego T'(x) # 0, es decir que T es
inyectiva. También esta parte nos muestra que 7', la cual ahora existe
por ser T' biyeccién, es continua, pues x = T~!(y) para un tnico y € F.
La parte derecha de (%) nos muestra que T es continua por teorema
1.33. O

1.40 Definicion. Sean 7,7 dos topologias sobre un conjunto X, se
dice que la topologia 71 es més fina que la topologia 75 y notaremos
T1 > To si 71 D Ty como conjuntos, es decir, si la aplicacién idéntica

i:(X,m) — (X,79)
es continua, es decir, si i!(A) = A estd en 71 para todo A de 7o.

1.41 Proposicion. Dadas dos topologias 11, T sobre un conjunto X,
se dice que las dos topologias son equivalentes si 1 > To y To > T1,
es decir, si 71 = To. De manera equivalente, si la aplicacion idéntica
i:(X,m) — (X,72) es un homeomorfismo.

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

1.6 Normas equivalentes

1.42 Definicidn.

(a) Dado E un espacio vectorial sobre R, y || ||1]| |2 dos normas en
E, se dice que la norma || ||; es més fina que la norma || ||z y
notaremos || ||1 > || |2, si la aplicacién idéntica i de E, provisto
con la topologia inducida por || ||1, en E, dotado de la topologia
inducida por || ||2, es continua.

En este caso como E es espacio vectorial, ¢ es aplicacion lineal
continua, por lo tanto existe ¢ > 0 tal que ||z||2 < c[|z|]1.

(b) Dadas dos normas || ||1,|| ||2 en un espacio vectorial E, se dice que
las dos normas son equivalentes si las topologias inducidas en E
por las normas son equivalentes, es decir, si la aplicacién idéntica

i:(E,|z|l1) — (E,|z|l2) es un homeomorfismo lineal.
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En virtud de la proposicién 1.39, obtenemos:

1.43 Proposicién. Sea E espacio vectorial, || ||1, || |2, dos normas en
E, estas dos normas son equivalentes si y solo si existen a >0 y >0
tales que:

allzlle < ||lz|l1 < B||z||2, para todo x € E. (%)

Demostracion. Supongamos que las normas son equivalentes, entonces
la aplicacién idéntica i : (E,|| |l2) — (E,|| |l1) es un homeomorfismo
lineal, la proposicién 12 nos implica que existen « > 0,3 > 0 tales que
allz|l2 < |li(z)|l1 < Bl|z]]2, para todo = € E. Esto prueba la desigualdad
(x%), pues i(z) = x.

Reciprocamente, si (x*) es valida, como i~ =4, de af|z|2 = af[i =1 (z)]|2

< ||z||1, obtenemos que |[i7'(z)|2 < a~!z|1, es decir que i~ : E,
Il i = E, || ||2 es continua (ver teorema 1.33). De la otra desigualdad
lli(z)]1 < Bllz|l2 deducimos que i : E, || |2 — E,|| ||1 es continua, lue-
go es un homeomorfismo lineal, y, por consiguiente, las dos normas son
equivalentes. O

1.44 Nota. Si E espacio vectorial, la relacion ser equivalentes dos nor-
mas en E es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las
normas que se pueden definir en E.

1.45 Ejemplo.

a) Consideramos R", tres normas equivalentes son:

]l =

n
lallz = 3 s,
k=1
|lz||s = sup{|zk|, k = 1,2,...,n}.

para © = (z1, 2,...,o,) € R™ En efecto, estas tres normas
satisfacen

[zlls < llzlly < [lzllz < nllzlls < nljzf,



26

CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

desigualdades de las cuales deducimos, en virtud de la proposi-
cién 1.43, que son equivalentes. Veremos posteriormente que toda
norma en R" es equivalente a la usual || ||;.

Consideramos el espacio vectorial del 1.6 c):

E=C([0,1,R) = {f :[0,1] — R; fes continua} .

Ifll = \/fol f2(t) dt (ver ejemplo 1.6 ¢), es una norma en E; otra es
dada por [[f = sup {|(2)] : ¢ € [0, 1]}. Como 2(¢) < |IfI1? para
todo t € [0, 1], obtenemos que || f|| < || f]|1, para toda f € E, luego
la aplicacién idéntica i : (E, || |[[1) — (E, || ||) es continua; es decir,la
norma || ||; es més fina que || ||. Veamos que no existe 3 > 0 tal
que || flli < B|If|l, para todo f € E, es decir veamos que para todo
0 < el existe f. € E, tal que ||f-|| > €|/ fe|l1; en efecto, si 0 < e < 1
existef. : [0,1] — R, definida por
-1 .
—e 'z +1, size|0,¢]
fe(z) = .
0, siz e e, 1]
. 1 2
fe es continua y | felli =1, || fe]| = fo (fe(t)) dt = \/g, obtene-
mos || fe|l1 =1 > ¢||f-|| = /5. Para ¢ > 1, consideramos

262z —3)+1, sizel;
fe(z) = \/—252(x—%)+1, siz € [3,
0, sizgl

obtenemos 1 = || f-||1 > €|/ f:|| = \/3-

Demostraremos que todas las normas en R™ son equivalentes, para
ello necesitaremos de un resultado fundamental que establece que toda
aplicaciéon continua de un espacio métrico compacto a valor real toma
méaximo y minimo, recordamos entonces:

1.46 Definicién. Consideramos un espacio topolégico (M, 1),

a) El espacio topolégico M se dice compacto si todo recubrimiento

por abiertos de M posee un subrecubrimiento finito, es decir, dado
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{Aj}jes, Aj abierto en M, J conjunto de indices, tales que si M C
UjeJ Aj;, existen iy,1i2,13, ... ,in, n finito tales que M C |J;_; 4i,.

Un subconjunto A del espacio topoldgico M se dice compacto si
(A, 71) es espacio topoldgico compacto con la topologia 71 inducida
por T en A, donde

71 ={B|B=ANP, Per1 (P esabiertoen M)},

es decir, si {A; | j € J, A;j abierto en M, J conjunto de indices,
tales que si

AC U Aj, existen 41, f2, 13,..., in, N
jeJ

finito tal que A C Jy_, 4i,.

Un espacio métrico (M, d) se dice compacto si como espacio to-
poldgico con la topologia inducida por la métrica d, M es compac-
to.

Dados A C M y a € M, se dice que a es punto de acumulacion de
A si para todo r > 0, (B(a,r) — {a}) N A # @. Se denotara con A’
el conjunto de puntos de acumulacién de A.

Dados A C M y a € M, se dice que a es punto adherente de
A, si para todo r > 0, B(a,r) N A # &, llamaremos adherencia o
clausura de A al conjunto de puntos adherentes de A, denotaremos
con Cl(A) = A = Adherencia de A.

* Nétese que siempre A C Ay que A’ C A (todo punto de acu-
mulacién de A es punto adherente de A).

Un subconjunto A del espacio métrico M se dice ser relativamente
compacto si la clausura o adherencia de A, A es compacto.

Un espacio métrico (M, d) se dice ser secuencialmente compacto,
si toda sucesion de elementos de M posee una subsucesién con-
vergente. A C M se dice ser secuencialmente compacto si A como
espacio métrico con la métrica d de M restringida a A lo es, es
decir, toda sucesion (s,) de elementos de A posee una subsucesién
convergente en A.
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A continuacién enunciamos proposiciones equivalentes a las nociones
de punto de acumulacién y de compacidad en espacios métricos, no seran
demostradas, para su demostracién puede consultar el lector los libros
de topologia general citados en la bibliografia.

1.47 Proposicién. En un espacio métrico (M,d), si A C M, A es
secuencialmente compacto, entonces A es cerrado.

Demostracion. Para probar esto bastard observar que A es cerrado si
y s6lo si A = A. Supongamos que A es secuencialmente compacto, sea
x € A, como siempre A C A, si x € A, nada a mostrar, por definicién,
para todo r > 0, B(z,r) N (A — (x)) # &, luego para r = 1/n,n entero
positivo existe x, tal que x,, € B(x, 1/n) N (A — (z)). La sucesién
de elementos de A es convergente a x; como toda subsucesion de z,, es
convergente a x, la compacidad secuencial de A nos implica que = € A,
luego A C A, es decir que A es cerrado. O

1.48 Proposicién. Dados (M, d) espacio métrico secuencialmente com-
pacto, un subconjunto A de M es secuencialmente compacto si y solo si
A es cerrado.

Demostracion. Si A es secuencialmente compacto es cerrado, por pro-
posicién 15 anterior, A es cerrado. Luego supongamos que A es cerrado
y sea {x,} sucesién de elementos de A. Como M es secuencialmente
compacto, {z,} posee una subsucesién convergente en M, sin pérdi-
da de generalidad podemos suponer que {z,} es convergente, luego
existe a € M tal que lim,, oz, = a, por definicién de limite, dado
e > 0 existe m, tal que si n > m entonces d(z,, a) < €, luego dado
e >0 B(a,e) N (A —{a}) # @, luego a es punto adherente de A, como
A es cerrado a € A, luego A es secuencialmente compacto. O

1.49 Nota. En la anterior proposicién es importante que M sea secuen-
cialmente compacto, si M no es secuencialmente compacto, entonces M
es cerrado que no es secuencialmente compacto. Sin embargo:

1.50 Proposicién. Sea (M,d) espacio métrico, A C M. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. A es secuencialmente compacto.



1.6. NORMAS EQUIVALENTES 29

2. Toda sucesion de elementos de A posee una subsucesion conver-
gente (a un punto de M ).

Demostracion. Como A C A, si suponemos (i), entonces toda sucesién
de elementos de A posee una subsucesién convergente en A C M.

Supongamos (ii). Sea {x,,} sucesién de puntos de A. Se deduce de la
— 1
definicién de A que existe una sucesién {y, } de A tal que d(z,,y,) < —.

Por ii) podemos escoger una subsucesién {y,, } de {y,}, tal que {y,, }
converge cuando k — 0o. Sea w = limy_,o yn, (es claro que w € A).
Puesto que

vemos que limy_,o Tpn, = w, luego A es secuencialmente compacto. [

1.51 Definicién.

a) Dado (M, d) un espacio métrico A C M, dado € > 0, un conjunto
finito Ac = {a1,a2,...,a,} C A se dice una e-red de A si A C
U?Zl B(aj,€), es decir, si dado x € A existe a; € A. tal que
x € B(ag,€).

b) El subconjunto A de M, se dice totalmente acotado, si para todo
€ > 0 A posee una e-red M.

c¢) Un espacio métrico (M, d) con un subconjunto D denso enumerable
se llama separable.

1.52 Nota. Si (M,d) es espacio métrico, totalmente acotado entonces
M es acotado, ademas M es separable, es decir, posee un subconjunto
denso enumerable,dicho de otra manera, existe un subconjunto enume-
rable T C M tal que T = M. En efecto, para cada n € N existe conjunto
finito E,, = {x1n,Z2n,...,Zpn}, donde p = p(n), tal que si z € M en-
tonces dist(x, E,) < %, esto implica que T = |J E,,. Se deduce que T es
denso y enumerable. Es decir, M es separable.

Recordamos que en un espacio métrico (M,d) si A C M, se llama
didmetro de A al real extendido y notado 0(A), definido ast:

d(A) = sup{d(z,y : d(x,y)z,y € A} si A no vacio y acotado,
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diam(A) = oo si A no es acotado,

diam(A) = —oo si A es vacio.

1.53 Proposicién. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente com-
pacto y {F,} es sucesion decreciente de cerrados de M (es decir, Fp,4+1 C
F,,) no vacios, entonces

(F# 2.

J=0

Demostracion. Sea (F,,) sucesién decreciente de cerrados no vacios de
M, es decir que Fj, 11 C F,,, escogemos z,, € F,, paran =1,2,... Como
{F,} es decreciente, se tiene que z, € F,, para todo n > m y para
todo m. Como M es secuencialmente compacto, existe una subsucesién
{zn,} de la sucesion {z,}, convergente a un a € M, luego sin pérdida
de generalidad podemos suponer que la sucesién es convergente, es decir
a = limyp_ o0 Tn-

Por tanto, a es punto de acumulacién de F), para todo m, ya que
Fy, es cerrado, a € Fy, para todo m, luego a € (\°_, Fin. O

1.54 Teorema. Sea (M,d) espacio métrico, las siguientes afirmaciones
acerca de M, son equivalentes:

i) (M,d) es completo.

ii) Dada sucesion decreciente de conjuntos cerrados no vacios de M,
. . o0
{Fn}. tales que diam(F,)— 0 sin — oo, entonces [1;ZF}; se
reduce a un punto.

Demostracion. La prueba de este teorema serd dejada como ejercicio.

0

1.55 Lema. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente compacto,
entonces M es completo.

Demostracion. Sea (x,) sucesién de Cauchy de en M, B, = {xp, Tpt1,.-.}
y F,, = By, entonces (F,,) es sucesién decreciente de cerrados de M, co-
mo (x,) es sucesiéon de Cauchy, diam(F,)— 0 si n — oo, notamos que



1.6. NORMAS EQUIVALENTES 31

6(Fn) = 6(Bn), luego ;2 Fj = ;20 Bj. Como (72, Fy = {a} se re-
duce a un punto, obtenemos que z, — a, ya que

d(xpn,a) < diam(F,) — 0 sin — oco.

Por lo tanto, existe a € M, al cual x,, converge, esto prueba que M
es completo. O

1.56 Proposicion. Si (M,d) es espacio métrico secuencialmente com-
pacto entonces es totalmente acotado.

Demostracion. Si M no es totalmente acotado, existen ¢ > 0y {z,}
sucesién de M tal que d(z,,,x,,) > € para m # n. Esto implica que la
sucesion {x,} no posee subsucesién convergente. Se contradice que M
es secuencialmente compacto. ]

1.57 Teorema. Un espacio métrico (M, d) es secuencialmente compacto
sty solo si es completo y totalmente acotado.

Demostracion. Si (M, d) es secuencialmente compacto, el lema 1.55 y las
proposiciones 1.53, 1.56 y el teorema 1.54 implican que M es completo y
totalmente acotado. Supongamos que M es completo y totalmente aco-
tado, veamos que M es secuencialmente compacto. Sea S; = (a%z) una
sucesion infinita de elementos de M. Como (M, d) es totalmente acota-
do, dado 1 = 27!, existe una coleccién finita N; de bolas de radio e,
cuya reunion cubre a M, deducimos que alguna de estas bolas contiene
una subsucesion de Si, sea Sy = (a%) esta subsucesion, usando nueva-
mente que M es totalmente acotado, dado g5 = 272, existe un nimero
finito Ny de bolas abiertas de radio €9, cuya reunién cubre a M, algu-
na de estas bolas contiene una subsucesién de Sy, sea S3 = (ai), esta
subsucesion. Continuando sucesivamente la construccion de estas subsu-

cesiones, vemos que la subsucesién S, = (o)) = {a]", a5, ..., a)", ...}
estd contenida en una bola abierta de radio €, = 27, tenemos:
. 11 1
S O, Q.. Oy
. 2 2 2
So : 1,05, ..., 0, ...
m m m
Sm al' oy’ .
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Sea ahora SD, la sucesiéon obtenida por tomar los elementos de la
diagonal en el arreglo anterior, es decir:

1 .2 3 4 n
SD:{Oé17Oé27Oé3,a4,...,a }

ns

Debido a la construccién, SD es subsucesién de S7, ademas SD es
sucesion de Cauchy (;jpor qué?), como M es completo existe b € M, tal
que la sucesién diagonal SD converge a b, b = lim,_.., a]', esto prueba
que 57, posee una subsucesién convergente, luego M es secuencialmente
compacto. ]

Otra manera 1til de caracterizar los espacios métricos compactos es
con la propiedad de Bolzano-Weierstrass (B-W).

1.58 Definicién. Sea (M, d) espacio métrico, se dice que M posee la
propiedad (B-W), si todo subconjunto infinito de M posee por lo menos
un punto de acumulacién. Un subconjunto A de M se dice tener la
propiedad (B-W) si (A, d) como espacio métrico con la métrica d de M
restringida a A la tiene.

* Si M es finito, entonces (M,d), posee la propiedad de Bolzano-
Weierstrass (B-W), por no poseer subconjuntos infinitos. Esta idea es
en algo similar a la de compacidad secuencial, en espacios métricos estas
ideas son equivalentes. Mds exactamente, tenemos:

1.59 Proposicién. Sea (M, d) espacio métrico M es secuencialmente

compacto si y solo si es compacto.

Dejaremos la prueba de este teorema como ejercicio, el resultado
permite usar la palabra compacto en lugar de secuencialmente compac-
to en espacios métricos. Hemos dado cuatro versiones de compacidad,
equivalentes en espacios métricos. Resumimos estas en un sélo teorema:

1.60 Teorema (Teorema de Compacidad). Sea (M, d) un espacio métri-
co, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) (M,d) es compacto.

ii) (M,d) es secuencialmente compacto.
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iii) (M,d) es completo y totalmente acotado.
iv) (M,d) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass (B-W).

Recordamos que en R los conjuntos compactos estan caracteriza-
dos por ser cerrados y acotados, el siguiente teorema de Heine-Borel, lo
muestra.

1.61 Teorema. Sea (R, | |) el espacio métrico de los nimeros reales con
la métrica inducida por el valor absoluto usual | |, A C R, A es compacto
si y solo si A es cerrado y acotado.

Demostracion. Si A es compacto entonces la proposicion 1.56 y el teo-
rema 1.57 nos implican que A es cerrado y que es totalmente acotado
por el teorema 1.33 Si A es cerrado, entonces A es completo, por ser
R completo (Un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo
es completo) y como A es acotado, es totalmente acotado (;por qué?).
Luego A es compacto por teorema 1.33 ]

La compacidad es una propiedad topoldgica:

1.62 Teorema. Sean (X,71) y (Y, 72) dos espacios topoldgicos, X es-
pacio compacto f: X — 'Y aplicacion continua, entonces f(X) es com-
pacto en'Y .

Demostracion. Sea {A; | j € J, Aj abierto en Y'}, J conjunto de indices,
tales que f(X) C (J;c;A4;. Como f es continua f7Y(A;) es abierto en
X, luego X C ffl(UjGJAj) = UjEJffl(Aj), como X es compacto,
entonces existen i1, 19,... i,, n finito tales que

X Cf AN U (A) U (As) U U fH(4).

Por lo tanto, f(X) C (Jj_; 4;, es decir, f(X) es compacto. O

1.63 Corolario. Si (X, 1), (Y,12) son espacios topoldgicos homeomor-
fos, tenemos que si X es compacto entonces Y es compacto.

El siguiente teorema, valido para producto arbitrario de espacios
compactos, lo enunciamos solo para el caso de un numero finito de es-
pacios métricos.
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1.64 Teorema. Sean (M,d;), (M,ds) dos espacios métricos compactos,
entonces el espacio producto M = My x Ms con la métrica d, definida
por

d(X,Y) = di(z1,y1) + da(x2,2), para
X = (.%'1,.%'2), Y = (y1,y2) € My x M27

es espacio compacto.

Demostracion. Sea X,, = (:crll,x%)n sucesion de elementos de My x Ma,

entonces x. es sucesién de elementos de My, y (m%)n es sucesion de
elementos de My, como My, Ms son compactos entonces x), posee una

subsucesién convergente z , la correspondiente (3:2

o ”k)nk’ posee una sub-

2

sucesion convergente (:cn .
J

>, la correspondiente subsucesién (:crllk)
I/ ng.
J

es convergente (toda subsucesién de una sucesién convergente es conver-

Lo x? ) es convergente en M. [J

gente), se deduce que la sucesion (xnkj, i,

1.65 Proposicién. Sean (E,| |[1),(F,| |l2) dos espacios normados,
compactos como espacios métricos con las métricas inducidas por las
normas, entonces Ml = [E x F es espacio vectorial normado, compacto,
con la norma definida por:

1z 2)lrr = [l + llzll2,

o con las métricas equivalentes

I(z, 2)llrrr = sup{llllv. [l2ll2}, Iz, )l = v/(lell)? + (1=]12)*

Demostracion. Consecuencia evidente de que ||(z, z)||77 induce la métri-
ca en el espacio producto considerada en el Teorema 9 y de que las otras
dos normas son equivalentes. O

Por induccién generalizamos esta proposicion al producto de un
numero finito de espacios compactos.

1.66 Corolario. Sean (My,dy), k = 1,2,...,n (n finito), espacios
métricos compactos, entonces el espacio producto M con la métrica d,
definida por:

d(z,z) = Z di(zg, 21),
k=1
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para x = (r1,To,...,xn),2 = (21,22,-..,2n) en M = My x My x---x M,
es compacto.

Demostracion. Se deduce del caso n = 2 por induccién. ]

Consecuencia obvia del anterior corolario es:

1.67 Teorema. Sea n > 1 entero, R" con la métrica d definida por:

n

d(z, z) :Z|xk—zk|, para © = (T1, To,..., Tpn), 2= (21, 22,--., 2Zn)
k=1

en R™, un subconjunto A de R"™, es compacto si y sélo si es cerra-
do y acotado. Como esta métrica es inducida por la norma ||z|2 =
Y orey |zkl, la cual es equivalente a las normas ||zl = /Y p_y |2k|?, ¥
llz||s = sup{|zx|: k= 1,2,...,n}.

Demostracion. La prueba de este teorema serda dejada como ejercicio.

0

1.68 Teorema. Sea (K,d) espacio métrico compacto f : K — R, apli-
cacion continua, entonces:

i) f es acotada, atin mds, existen a € K,b € K, tales que

fla) = sup{f(z) | v € K} = max{f(z) |z € K} y
f(b) =min{f(x) |z € K} =inf{f(z) |z € K}.

it) f es uniformemente continua.
Demostracion.

i) f(K) es compacto en R, por lo tanto f(K) es cerrado y acotado,
por lo tanto, m = inf{f(x) | z € K} y 7 = sup{f(z) | x € K}
existen por axioma de los nimeros reales (Todo conjunto acotado
superiormente posee sup, y andlogo para acotado inferiormente),
como f(K) es cerrado m,T € f(K), luego existen a,b € K tales

que f(a) =7y f(b) =m.
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ii) Supongamos que ii) sea falsa, por lo tanto existe € > 0, y para
todo n existen z.,,, z,, tales que

d(xn, 2n) <

y [f(@n) = f(zn)| > &

S|

Como K es compacto, existe una subsucesién de x,,, que es conver-
gente en K, podemos suponer que x,, es convergente a un v € K,
de manera analoga z, posee una subsucesién que es convergente
a un w € K, podemos suponer que z, es convergente. Deduci-
mos que dado a > 0, existen ni,ny tales que si n > ny enton-
ces d(z,,v) < §,y sin > ng entonces d(z,,w) < §, luego si
n > ng = max{ni,na} valen d(z,,v) < §, y d(z,,w) < §, deduci-
mos que:

d(v,w) < d(xp,v) + d(z,,w) <

| Q

+a
— =o.
2

Por lo tanto d(v,w) = 0, es decir que v = w, y f(v) = f(w), luego:
[f(@n) = f(zn)| < [f(2n) = F)]+1F(0) = f(w)[ +[f(z0) = f(w)].

Al tomar limite cuando n — oo, deducimos que |f(zy,) — f(zn)]
tiende a cero, esto contradice el hecho dado de que

[f(zn) = f(zn)] Z €.
U

Volvemos a espacios normados, mostraremos ahora que todas las
normas en R", son equivalentes.

1.69 Proposicién. Sea R™, con la topologia métrica inducida por la
norma usual ||z|]1, como fue definida antes (ver teorema 1.67), la cual
es equivalente a ||z||3 y (F,|| ||) espacio vectorial normado, T : R — F
aplicacion lineal, entonces T es continua. Por tanto T es lineal continua,
st consideramos R™ con las otras dos normas equivalentes, ya que

l2lls < [lzlli < [lzllz < 7nfz(ls.

Demostracion. Si T es la aplicacién lineal nula, es decir T'(z) = 0 para
todo z € R™, entonces T' es constante, por tanto continua. Suponemos
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entonces que T # 0, como = = (x1,%2,...,%p) = Y p_; Tke, donde
er = (0,...,1,...,0), 1 en el lugar k, ceros en los otros lugares. Co-
mo T es no nula, existe £ € {1,2,...,n}, tal que T(eg) # 0, luego
c=Y",|T(e;)| > 0, tenemos que:

n
1T(x (Z xk%) <Y el 1T (er) |
k=1
n
< alls Y IT(er)l < ellzlls,
k=1
el teorema nos implica que T es lineal continua. O

En el teorema siguiente consideramos R™ con una de las tres normas
||lz]|; dadas en el ejemplo 1.4 b), las cuales son equivalentes en R"™.

1.70 Teorema. Sea (E,|| ||) espacio normado de dimension finita n,
entonces existe un homeomorfismo lineal h de (R™,|| ||1) sobre (E,|| ||).
Por consiguiente de (R™, || ||;) sobre (E, || ||), donde j =1,2,3.

Demostracion. Sean {vy,va,...,v,} base algebraica para E y
h: (R™| |l1) — (E,| ||) definida, para & = (z1,z2,...,z,) de R",

por

n
h(z1,x9,...,2y) = Zxkvk.
k=1

Es claro que h es lineal biyectiva, continua por proposicién 1.69 an-
terior. Como el conjunto S = {x € R", ||z||; = 1}, es cerrado y acotado
en R™ pues S = || [|[T1({1}),{1} es cerrado en R y || ||; es continua,
(proposicién 1.30), luego S es compacto. La aplicacién f = || || o h com-
posicién de la norma y de h es continua por ser composicién de continuas
f(z) = ||h(z)]|, por lo tanto la restriccién de f a S serd continua, luego
f S — R es continua. Como S es compacto, f posee maximo y minimo
en S, es decir existen u,v € S, tales que a = f(u) < f(z) < f(v) = S,
para todo z € S. Es claro que a > 0, porque h(z) # 0 para todo
x € S, por ser lineal inyectiva, luego ||h(z)|| > 0 para todo = € S. Si
z € R", z # 0, entonces u = z/||z||1, es vector de S, luego

<t (i) = e e < ()| <
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Por consiguiente

allzlli < f(z) < B||z]]1 para todo z € R™.

Luego

allzlh < [R(2)]| < Bllz] para todo = € R”.

La proposiciéon 1.39 nos implica que h es un homeomorfismo lineal.

0

1.71 Teorema. Sean (E,| ||) ¥ (F,| ||'), dos espacios vectoriales nor-
mados, si dim(E) = n es finita, entonces toda aplicacion lineal T : E — F
es continua.

Demostracion. Como dim(E) = n, el teorema 1.70 implica la existencia
de un homeomorfismo lineal A : (R™, ||.|[1) — (E, || ||), como la aplicacién
T :E — T es lineal, la proposicién 1.69 implica que Toh : (R", ||z]1) —
(F| ||'), es lineal continua; como h es homeomorfismo lineal, h~! es lineal
continua, luego T = (T o h) o h~! es continua, por ser composicién de
continuas. g

1.72 Teorema. Sea [E espacio vectorial de dimension finita n, entonces
todas las normas en E, son equivalentes y E es completo con respecto a
una cualesquiera de ellas.

Demostracion. El conjunto de normas que pueden definirse en E, es no
vacio, una norma en E, puede definirse asi: sea {vi,...,v,} una base
para E, dado = € E, existen x;, € R, tnicos tales que z = Y ;_, T3,
luego al definir ||z||" = sup{|zx| | K =1,2,...,n}, obtenemos una norma
en E. Consideramos ahora R, provisto de una cualesquiera de las tres
normas definidas en el Ejemplo 3 b), aceptamos que R" es completo con
la norma || ||1, por lo tanto con || |2 v || |3, sea || || la norma dada,
consideramos la aplicacién idéntica

i (R D = R []H[)-

El teorema 1.71 implica que ¢ es lineal continua. Su inversa, la cual es
ella misma, i~ =i : (R™, || ||1) — (R, || ||) es también continua, por el
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mismo teorema, luego ¢ es homeomorfismo lineal; por lo tanto la norma
Il || es equivalente ala || ||;. Como dim(E) = n, si || || es una norma en E
sabemos que (E, || ||) es homeomorfo linealmente a (R™, | ||1), como R
es completo respecto de la norma usual || ||; y como el homeomorfismo es
uniformemente continuo y su inverso también, entonces E serd completo
respecto de cualesquiera norma y todas sus normas seran equivalentes.

O

1.73 Nota. Recuerde que si una aplicacién es uniformemente continua
entre dos espacios métricos, transforma sucesiones de Cauchy en suce-
siones de Cauchy.

1.7 Aplicaciones multilineales

Consideramos ahora aplicaciones multilineales entre espacios vecto-
riales, por lo tanto, dados E{,Es, Eg,...,E,,n espacios vectoriales nor-
mados consideramos el espacio producto E = E x Eg x -+ x E,,, do-
tado de la estructura de espacio vectorial definida como es usual: para
x=(x1,...,2n), 2= (21,..., 2,) elementos de E.

La suma es definida por = + z = (21 + 21, ..., Tn + 2n).

El producto por escalar por: para A € R y z € E, por:
Ax = (Az1,. .., A\xy).

Con estas dos operaciones E es un espacio vectorial, con esta estruc-
tura consideraremos siempre E, recordamos que si los espacios E; son
normados [E puede dotarse, de las siguientes normas equivalentes:

lzllr = VIz 2+ + |lzal?,
lzllrr = |zl + - + llzall,
lzllrrr = sup{||lzx|| :  zx € Ex,k=1,2,...,n},

para z = (z1,...,2,) € E. Hemos denotado con el mismo simbolo || || la
norma en todos los espacios normados Eg. En lo sucesivo consideramos
E dotado de una de estas tres normas.

Nétese que

el < || (@1, 2hy -y 2)
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para k = 1,2,...,n, siendo ||(x1,...,2,)| una de las tres anteriores
normas.

Recordamos:
1.74 Definicion. Sean Eq,[Eo,...,E,,[F espacios vectoriales, una apli-
cacién p definida en, E = E; x Eg x --- x E,,, con valores en F, se dice

multilineal, o n-lineal, si es lineal en cada variable, es decir:
p:E=E xEyx---xE, —=TF
y p satisface:
P(x1, e X+ 2k Tn) = P(T1, e Ty e T) FD(X1, e 2Ry T,
para z, 2 € Ep, A e R
p(x1,. o ATy ) = AD(T1, e Xy, Ty), Y K=1,2,..0 0,

donde x; € E; para cada k =1,2,...,n.

Nétese que p(z1,...,0,...,2,) =0 (de F), si 0 es el vector nulo de
Eg, cualquier k € {1,2,...,n}. Es facil verificar la siguiente identidad:

p(xl""’ xn)—p(yl,,yn) =

n
Zp(yla"'>yk—1,xk_yk‘7xk+1a"'>xn)a (*)
k=1

para cada zp, yr € Er, k=1,2,....,n, n > 2.

En espacios vectoriales normados las aplicaciones que interesan son
las lineales continuas (1-lineales) y en general, las multilineales conti-
nuas, tenemos:

1.75 Teorema. Dados Eq,Es, ... ,E,, F espacios vectoriales normados
y p una aplicacion multilineal del espacio producto E = E1 XEg X - --XE,,,
provisto de la norma || ||111, con valores enF, p: Ey xEgx---xE,, — T,
las siguientes afirmaciones acerca de p son equivalentes:

i) p es continua en By x Eg x -+ X E,,.

ii) p es continua en (0,0,...,0).
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iii) Erxiste ¢ > 0, tal que ||p(x1,..., 2Tk, ..., zn)| < ¢, para todo vector
xy € Eg, de norma 1, ||zk|| < 1,k =1,2,...,n.

iv) Eziste ¢ > 0, tal que

Pz, @k wn)ll < ellafl - flall - llenll,

para todo vector xi € Ey.

Demostracion.

i) = 1) evidente.
ii) = i7i) Dado € > 0 existe § > 0 tal que

(x1, o, ..., x0)|| <6 — |Ip(x1, . s Xpey o) < €.

Sea x € Eg, |lzk|| < 1, entonces, para z; = gack € E., se tiene
que

1)
z:(zl,...,zk,...,zn)GE y HZH]]]§§<(57
entonces
Ip(215 s 2y ooy 2n) | = 12770 p(21, - - -y x0) || <&,
esto nos implica que
1D(21, s p )| < 2767 = .

iii) = 4v) Si algin zx = 0, como p(z1,...,0,...,x,) = 0, entonces la
desigualdad (iv) es evidente, por lo tanto sea zj # 0 para todo

k =1,2,...,n, obtenemos que z = Tzl es vector de norma 1,
Tk

luego

L N A e

el el ]
_ Ip(z1,y .oy Thy ooy )] <.
all- -l llall —
Obtenemos finalmente que
lp(@1, syl < el gl flznll,

para todo xj € Ey.
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iv) = i) Sean a = (a1,a2,...,an) € E, x = (x1,22,...,2,) € E.
Demostraremos que p es continua en a.
Sea £ > 0, queremos hallar 6 > 0, tal que si x = (x1,...,2,) € E,

es tal que
lz —all = [|(z1 —a1,...,2n — an)||
=sup{|lzp —ak| :k=1,2,...,n} <&
implique Hp(ml,mg, ooy Tp) —plag,ag,. .. ,an)H <e.
Sea o = ||(a1,ag,...,a,)|| > 0, es claro que para cada

E=1,2,....n, |ax]| <a<a+i,

sea ¢ > 0, usaremos la identidad (x) anterior. Tenemos que ||z —ag|| < &
y ademas

lp(x1, 22, .., 20) — plar, ag,...,a,)| =
n
= Zp(ala--wakfhxk_ak7xk+17---a$n) (por x)
k=1
n
S ZHp(ala ey Of—1, T — Oy Th4-1y - - - >xn)H
k=1
n
<> ellarll- . Nlar—rlllax = zilllzgeall - - lnl
k=1
Como |[zg[| < [[(21, ..., z0)ll < ||z —all + [[a]] < J + «, se tiene:
cllagll -~ flag—1ll - - [lax — zg|l[lwprall - llznl

<cla+d) - (a+9) --da+0) - (a+9)
= (a+ 0)*c(a + 0)"F.

Luego

claall - llax—sll -+ lar = zellrsall - lzall < cla +8) 7',
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Es decir que:

n
Zp(aly sy Af—1, T — Ak Lh+15 - - - 7‘7;11) < n(a + 5)n7166’
k=1
Si §=mfn {1 c bt
i escogemos § = min{ 1, —————— &, obtenemos:
& ne(a+ 1)1

ne(a+0)" 16 < ne(a+1)""1 <e.

Hemos demostrado que dado € > 0, existe d(g,a) = 0 > 0 tal que si
|z — al| < 0 entonces ||p(z) — p(a)|| < e, por lo tanto p es continua en
a. U

1.76 Nota. La tnica transformacién n-lineal uniformemente continua,
cuando n > 2 es la aplicacién nula. En efecto, recordamos que la aplica-
cién f: R — R, definida por f(t) = t", para n > 2 no es uniformemente

. . . 1 .
continua, pues dado x > 0 suficientemente grande, si z = x4+ —, se tiene
x

1 .
que|x—z|:;—>0s1:c—>oo,pero

[f(2) = f@)] = 2" —a" = (z = 2)(z" T 42" = 2w 4+ 2"
> (2" 4 2" = a2
por lo tanto, para n > 3
1f(2) = f(z)] > nz"? — oo, siz— oo,
y para n = 2 obtenemos que:

[z =2 =0,y [f(z) = ()| =2 n =2,

no tiende a cero. Sip: E; x Eo x -+ X E,, — F es n-lineal, con n > 2, no
nula, entonces existen vy € Eg, ||vk|| = 1, tales que p(v1,...,v,) # 0. Por
lo tanto, parat € R, t > 0,six = t(vy,...,v,),y 2 = (t+t71) (v1, ..., 0n),
son tales que si t — oo entonces |z — z|| — 0, y ||p(z) — p(z)|| >
nt"=2||p(v1, . .., v,)|, no tiende a cero si n > 2.

1.77 Teorema. Sean E{,Eo,... ,E,, espacios normados de dimension
finita, y F espacio normado de dimension arbitraria entonces toda apli-
cacion n-lineal p : E1 x Eg x --- X E,, = F es continua.
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Demostracion. Sean dim(Ey) = my < oo, para k = 1,2,...,n. La prue-
ba se hara por inducciéon sobre n, el caso n = 1, o sea el caso lineal,
es el contenido de el Teorema 1.61, sea entonces n > 2 y supongamos
que el Teorema es cierto paran —1yseap:E; XxEs x--- X E,, — F,
aplicaciéon n-lineal, donde dim(Eg) = my es finita, consideramos una
base v1,va,...,v,, para E;, donde r = m; es finito, denotamos con || ||
la norma en E;. Como dado z; € Eq, existen x1,...,z, reales, tales
que z1 = x1v1 + - - - + x,v,. Otra norma en [Eq, equivalente a la dada es
llz1]lr = sup{|x1],..., |z|}, luego existen a > 0,3 > 0 tales que

allzi] <zl < Bl

para todo z; € E; (proposicién 1.43).

Ademsds, para s = 1,2,...,r, las aplicaciones ps : Eg x --- X E,, — F,
definidas por ps(z2,...,2n) = p(vs,22,...,2p), son (n — 1)-lineales, la
hipétesis inductiva implica que son continuas, luego existen constantes
cs > 0, tales que

Ips(z2, - - zn)ll < csllz2ll - [[2nll-
Siz=(21,22,...,2n) € By x--- X E,, donde z; = z1v1 + -+ + 2,0y,
tenemos que p(z1,22,...,2n) = 2o TsP(Vs, 22, - - ., 2); luego,

r
Hp('zl’ZQ’ e >Zn)|| S Z |x8| Hp(vsaz2a e ’ZH)H
s=1 )
<lzallr Y _[|p(vss 22,5 20|
Sjl
S HZIHI ZHP(U&ZQa e 7Zn)H
s=1

T

<zl ) eslizall- llzal

s=1
= llzullzllz2ll - - - lznlle,
donde ¢ = >""_, ¢s. Luego
[p(21, 22, z0) || < ellzallrllzell - 2nll < Bellzallllz2ll - Izl

para todo zp € Ei, donde k € {1,2,...,n}, el teorema 1.75 iv) nos
implica que p es aplicacién n-lineal continua. O
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1.78 Nota. Sean E,F espacios vectoriales normados cuya norma en
ambos serd denotada por || ||, podemos considerar entonces el conjunto
de las aplicaciones lineales continuas de E en F, el cual denotaremos
por L(E,F), podemos dotar a L(E,F) de estructura de espacio vectorial
normado al definir la adicién de L, T € L(E,F) por (L+T)(z) = L(z) +
T(xz) para todo x € E y el producto por escalar asi: para A € Ry
T € L(E,F) AT serd la aplicacién definida por (AT)(z) = AT'(z) para
todo z € E, es claro que L + T y AT son lineales continuas de E en F,
por lo tanto L(E,F) es espacio vectorial con este par de operaciones.

1.79 Definicién. Dotamos a L(E,F) de una norma, al definir para
T € L(E,F), la norma de T, como

1T} = sup {|T'(x)]| : = €E [lzf =1}.

En virtud del teorema 1.33 (7ii), vemos que este sup existe, luego
IT|| > 0, pues por definicién es supremum de nimeros no negativos, es
claro que si T # 0, entonces existe z € E, ||| = 1, tal que T'(x) # 0,
esto implica que ||T'(z)|| > 0, luego ||T|| > 0. Veamos la validez de la
desigualdad triangular: sean S, T € L(E,F),z € E,

1S +T)(@)[| = [[S(@) + T(x)|| < IS@)] + 1T ()]

(vélida para la norma de ), nos implica que ||(S+T)(2)|| < ||S]|+ IT],
para todo z € E, ||z| = 1, luego

sup{[|(S + T)(2)]| : = € E, [lx|l = 1} < [|S||+ [|T.

Es decir, ||S+ T < ||S|| + [|T||.- Sea c € Ry T € L(E,F) tenemos
lcT|| = |¢|||T||. Esta discusién muestra que ||T'|| es en efecto una norma.
Consideraremos en lo sucesivo L(E, ) dotado de esta norma.

La definicién de ||T'|| dada es equivalente a:

|T|| = inf{a > 0: ||T(x)| < a||z| para todo z € E}
=mf{a >0: |[T(z)|| <a, paratodoz € E, ||z| =1}
=sup{[|T(z)]| : = €E, |z <1}

T
:sup{M cxeR, |z #0}

||
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Para las demostraciones de estas equivalencias es clave el teorema
1.33, seran dejadas como ejercicio.(Nétese que para que sean validas se
requiere que E no sea reducido a {0}).

1.80 Nota. Se deduce que || T'(x)| < ||T]|||z]|, para todo x de E.

Sean E,F, G espacios normados, T' € L(E,F), S € L(F,G), L(E,G),
entonces

T:-E—-FS:F—-G,

podemos considerar SoT : E — G, vemos que SoT € L(E,G) ser Sy
T continuas. Denotaremos las normas en todos estos espacios con || ||.
Tenemos que:

1S o T ()|l = |[S(T(2)) || < ISIIT @) < ISIIT] ]|
para todo z € E; deducimos que

1S o T < ISHIT] (%)

Esta desigualdad serda importante para ver que la composiciéon de
aplicaciones lineales continuas es bilineal continua.

1.81 Ejemplo (Aplicaciones multilineales continuas).

a) La composicion de aplicaciones lineales continuas es bilineal con-
tinua.
Sean E,F,G espacios normados, L(E,F), L(F,G), L(E,G). Po-
demos considerar entonces el espacio producto L(E,F) x L(F,G)
como espacio normado, como ya se hizo, entonces la aplicacién

o: L(E,F)x L(F,G) — L(E,G), definida por: o(S,T) = SoT,

es bilineal continua. En efecto, las siguientes igualdades, las cuales
muestran que la composicion de lineales continuas, notada o es
bilinealbilineal, pueden ser demostradas como siempre, tomando
z € E y mostrando que los dos lados de las igualdades son el
mismo, dejaremos esta verificacién como ejercicio:

0(51+SQ,T)2510T+SQOT,

O(S,T1+T2):SOT1+SOT2,
o(AS,T)=(AS)oT =A(SoT)=0(S,A\T) = S o (A\T).
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La continuidad de o es consecuencia del teorema 1.75 (iv) y de la
la desigualdad (#*) mostrada anteriormente:

o (S, T) = 15 o Tl < [[S|IT]-

El producto interno es una aplicacion bilineal continua.

Sea E un espacio con producto interno notado (,), al considerar
[E como espacio normado con la norma inducida por su produc-
to interno: ||z|| = \/(z,z), para z € E, entonces la aplicacién
p={():ExE — R, definida por (z,z) = p(x, z) es bilineal con-
tinua. En efecto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene
que |p(x,z)| = |(z,2)| < ||z||||z|l; nuevamente usamos el teorema
1.75 (iv).

El determinante.

Sea E = M(n x n), el espacio vectorial de las matrices cuadradas
de orden n x n, (n filas, n columnas) sobre los reales, con sus
operaciones usuales de adicién y producto por escalar, provisto
con una cualesquiera de sus normas, por ejemplo, para A = [a;;],
|A|l = sup{|a;j| : i,5 = 1,2,..., n}. Sabemos que dim(E) = n?,
luego podemos identificar [E con R™ o con el producto de R™, con
si mismo n-veces, si escribimos los vectores de R™ como columnas,
esto haremos, identificar E con R" x --- x R", entonces la funcién

n veces

determinante,
det :R" x--- xR" - R
n veces
que a una matriz A = [v1,...,Vg,...,vy,], le hace corresponder su

determinante det(A), donde vy es la k-ésima columna de la matriz
A, sabemos por las propiedades de los determinantes que como
funcién de sus columnas det es n-lineal, como cada espacio factor
es de dimension finita n, el teorema 1.77 nos implica que det es
n-lineal continua.

El producto de n numeros reales es una aplicacion n-lineal conti-
nua,

p:Rx---xR—-R
~—_———
n veces

(Z1ye ey ZhyeesZn) o D(Z1y ooy Zhy ooy Zn) = 217 2k 2n
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es n-lineal, como dim(R) = 1, serd continua, debido al teorema
1.77.

El producto vectorial de n — 1 vectores de R™, donde n > 3.

Consideramos v1,...,V,..., Un_1, N — 1 vectores de R™. El pro-
ducto vectorial de estos n — 1 vectores, denotado por vy X --- X
v X -+ X v,_1 = w estd caracterizado como el vector de R”, tal
que

(w, z) =det[vr, ..., Vg, ..., Vn—1,2]

para todo z € R”, donde v es la k-ésima columna de la matriz de
orden nxmn, [vi,...,Vk,...,V5—1,2]y (w,z) es el producto interno
usual de R™, definido para

n
x=(21,...,2p),2 = (21,...,2n) POr: (x,2) = Zxkvk.
k=1
Al considerar la  base candnica de R", {ey}p_,;
(ex = (0,0,...,1,...,0), todas las coordenadas de ej son nulas

salvo la k-ésima que es 1), esta base es ortogonal para el producto
interno usual, las componentes de w estan dadas por:

wy = (w, eg) = det[vy, ..., V5, ..., Up_1, €k

Al desarrollar este determinante por la ultima columna, si Ay es
la matriz de orden (n— 1) x (n — 1) obtenida de la matriz de orden
nx (n—1), [vi,...,v,-1] al cancelar las k-ésimas componentes de
sus vectores columna vy, ...,v,_1, obtenemos

Wy = (71)n+k det(Ag).

Luego

n
W=0] XV X+ X Up_] = Z(—l)"““ det(Ag)e.
k=1

De esta igualdad vemos que la aplicacion

R"x.--- xR" - R"
—_———
n—1 veces

(vl,...,vn_1)|—>vl X oo X Up—1
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el producto vectorial de n — 1 vectores de R™ es (n — 1)-lineal con-
tinua, como consecuencia de las propiedades de los determinantes
de matrices cuadradas (n — 1) x (n — 1) y el teorema 1.77.

1.82 Definicién. Un espacio normado (E,|| ||) se dice un espacio de
Banach, si como espacio métrico con la métrica inducida por la norma
es completo, cuando se diga en adelante sea [E un espacio de Banach
se entenderd que E es un espacio vectorial normado y completo, con la
métrica inducida por la norma, es decir un espacio normado en el cual
toda sucesién de Cauchy es convergente.

Un espacio de Banach muy usado en lo sucesivo es el espacio de
Banach de las aplicaciones lineales continuas de un espacio normado E
en un espacio de Banach I, enunciaremos y haremos un bosquejo de su
demostracion:

1.83 Teorema. Sean E un espacio normado y F un espacio de Ba-
nach, entonces el espacio normado de las aplicaciones lineales continuas
de E en F,L(E,F) es un espacio de Banach. (Se considera ||T|| con la
definicion 1.79.

Demostracion. Sea {T,,} una sucesién de Cauchy de L(E,F), sean x € E,
x # 0y e > 0, cualesquiera, fijos, podemos suponer ||z|| = 1. Por ser
T, sucesién de Cauchy, existe m; € N, tal que si m,n > mj entonces
T, — Tl <e

|Ta(2) — Tin(2)|| = [[(Th — Tra) (@) || < | T — Tl < e

Deducimos que la sucesién {T,,(z)} es de Cauchy en el espacio de
Banach F, luego es convergente, es decir, existe y € F, tal que y =

lim,, o0 T (), como siempre T,,(0) = 0 para todo n, entonces 0 =
lim, 00 7,(0). Hemos demostrado que dado =z en [E existe
T(z) = lim, o Ty, (z); obtenemos una funcién 7' : E — F, definida

por el anterior limite.

Sean x,z en E, o, 6 en R, como las aplicaciones T}, son lineales, ob-
tenemos:
limy, o0 Ty (ax + B2) = lim, [T}, (z) + BT, (2)]
= alim, oo Tp(z) + Blim, 00 T, (2)
= oT'(z) + BT ().
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Esto nos prueba que la aplicacion T es lineal. Veamos que es continua.

Dado € > 0, existe nq, tal que si n,m > ny implican ||T,, — Tp,|| < &,
luego para todo n > ny, se tiene que ||T,, — Tp,, || < €. Sean x en E, y
n > ni, tenemos:

1T (@)[| < [(Tn = Tn))@)|| + | Ty ()| < NTo0 = T i) + 1T, [,

luego:
1T (@)l < (e + Ty 1) ||| para todo « € E.

Como lim,, . Ty, (z) = T(z), y la continuidad de la norma, obtene-
mos que
I (@)l < (e + | T, 1) ll[| para todo z € E.

Por el teorema 1.33 deducimos que T es lineal continua, es decir,
T € L(E,F). Resta demostrar que |1, — T'|| — 0 si n — o0, es decir
segin la norma de L(E,F). Como T,, es sucesién de Cauchy, sea € > 0
existe ng, tal que si n,m > ng, se tiene que ||T,, — T,,,|| < e.

Sea x € E, ||z|| = 1, cualesquiera fijo, para m,n > ng, tenemos,

(T = To)(@)[| < ([T = Tl < e

Conservando m fijo, cuando n — oo, deducimos de la anterior de-
sigualdad:
[T (z) = T(@)|| < | T — T <e,

concluimos que ||T5,,(z) — T'(z)|| < € para m > ng y para todo x tal
que ||z|| < 1. Hemos demostrado: dado € > 0 existe ng tal que m > ng
implica || T, — T|| < e.

La demostracién esta completa. ]
Casos particulares de este teorema son: cuando la dimension de F es

finita, en particular cuando F = R, obtenemos L(E,R) = E* dual de E
es de Banach, por ser R de Banach, [E puede no serlo.

1.84 Ejemplo. En este ejemplo conseguiremos cotas para demostrar
que un operador lineal entre dos espacios vectoriales normados es un
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homeomorfismo lineal, con el proposito de ilustrar la proposicion 1.43.
Consideramos la ecuacién diferencial ordinaria:

y'(t) —y(t) =0, tel01] (*)

={f :]0,1] — R, f es solucién de (x)}. En cursos de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias se demuestra que fi(t) = €', fo(t) = e~ son
base para el espacio vectorial E, por lo tanto, si f € E, es de la forma:

fit) = ciel + coe 7t

donde c1, co € R, E es espacio vectorial de dimensién dos, le dotamos de
una norma [E, al definir, para f € E:

[f1l = sup{|f()],t € [0, 1]}.

Consideramos T : E — R2, definida por T'(cie! + coe™) = (c1,c2),
es claro que T es lineal e inyectiva, por lo tanto sobre, continua por
Teorema 1.71, consideramos R?, con la norma ||(z,y)||2 = |z| + |y|, por
el mismo teorema, su inversa 7! : R? — E, es también continua, T
es homeomorfismo lineal. Como aplicacion de la Proposicién 1.43, mos-
traremos en detalle esta afirmacién, calcularemos cotas para ||T'(f)||2-
Como

sup [ere’ 4 cze™| < supfere’] 4 sup|eae™!| < e (|| + |ea])

donde el sup es tomado para ¢t € [0,1]. De esto obtenemos para f(t) =
crel + coe™t que e ||| < [|IT(f)|]2- Parat =0yt = 1 tenemos:

f(0) =c1 + ¢,
f() = cre + coe !

De este par de ecuaciones determinamos cy, co,

_ (ef() = f(0))

e2 -1 ’
_ e(ef(0) — £(1)
e2 -1 '

Como | £(0)] < Il ¥ [F(1)] < I£]l, obtenemos

e+ DI Il
e2—1 ~e—-1

HfH

ler| <

el = =
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luego

AL, ellfll _ el
e—1 e—

T = <
1Tz = ler] + lea] < 1 P

Luego existen o = e~1 y 8 = L£9 tales que allfll < T2 <

BILI-

e—1
La proposicién 1.43 implica que T es homeomorfismo lineal.

Muchos ejemplos de espacios normados y de espacios de Banach, son
dados por espacios de sucesiones. Con N denotaremos el conjunto de
enteros positivos.

1.85 Ejemplo.

a)

Sea S, el conjunto de todas las sucesiones acotadas de numeros
reales. Por lo tanto x = {x,}°°; € S, si y sélo si existe M > 0 tal
que |z, | < M, para todo n € N. Podemos dotar S, con estructura
de espacio vectorial real, al definir adicién y multiplicaciéon por un
real puntualmente. Es decir, si {z,}52, {yn}02, € S,, entonces
{zntnz: + {yntnls = {zn + ynliZy, v para a € R, a{zn 2, =
{az,}>2 . Definimos una norma en S, por

[{@n o1l = sup{|an|}
neN

para {x,}2° | € S,. Proponemos llenar los detalles de la demostra-
cién de que este es un espacio vectorial normado como ejercicio.

Sea S. el conjunto de todas las sucesiones convergentes de niimeros
reales y Sy el conjunto de todas las sucesiones de ntimeros reales,
convergentes a 0. Estos son subconjuntos de S,. Las operaciones
y la norma de S, al ser restringidas a estos dos subconjuntos ha-
cen que sean subespacios vectoriales normados de S,;. Dejamos los
detalles como ejercicio.

Sea Sy el subconjunto de S, de todas las sucesiones con un nimero
finito de elementos no nulos, es decir, {x, } € Sy, si y s6lo si existe
un m € N, tal que z, = 0, para todo n > m. Dejamos como
ejercicio verificar que Sy es subespacio vectorial normado de S,
por restriccién de las operaciones y norma.
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d) Otros subespacios vectoriales de S, desde el punto de vista alge-
braico, definiremos normas diferentes de las inducidas por la de S,.
Por ejemplo: Para p > 1 nimero real, con [/, denotamos el espacio
vectorial real de las sucesiones de reales {x,, },cn, tales que

o0 v
{Zn}nen €1, siy s6lo si ||[{z,}5%,]] = (Z \xn\p> < 0.

n=1

La verificacién de que esta es una norma en l,, no es trivial, es
consecuencia de la desigualdad de Minkowsky, la cual se necesita
para ver que es un espacio vectorial. En los ejercicios al final de
este capitulo damos sugerencias para la demostracién de esta des-
igualdad, (ver ejercicios 20 y 21 de este capitulo). Salvo en el caso
R™, es decir, en el caso de sucesiones con a lo més sus primeros
n elementos no nulos, todas la topologias métricas inducidas por
las normas || ||, son todas diferentes, en verdad recordados como
subespacios vectoriales de S, se tiene que

l,=1;, siysoélosi p=gq.

El ejemplo siguiente describe espacios de Banach, que usaremos en
capitulos siguientes.

1.86 Ejemplo. Sea (M, d) un espacio métrico, con métrica d, més ge-
neralmente puede considerarse que M es un espacio topoldgico y sea
(E,|| ||) un espacio vectorial normado. Denotaremos con F(M,E) el
conjunto de todas las funciones acotadas de M en E, con Cy(M,E) el
conjunto de todas las funciones continuas acotadas de M en E. Es decir,

feF(ME)siysolosil) f: M —E, 2) sup | f(z)] < oc.
reM

Si M es compacto, toda funcién continua de M en E es acotada,
en este caso se escribe Cp(M,E) = C(M,E). Si E = R, y M compacto
C(M,R) = C(M) denotara las funciones continuas definidas en el com-
pacto M a valor real. Podemos introducir una métrica en Fy(M,E),
definiendo distancia entre dos funciones acotadas f,g : M — E como:

d(f,9) = sup{d(f(x), g(x)), =€ M},
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en el caso E, espacio normado d(f(x),g(z)) = || f(z) — g(x)||. Nétese que

d(f(x), g(x) < 0.

En efecto, dado a € M fijo. Como f(M),g(M) son acotados en E,
existen reales A > 0, B > 0 tales que

lf(x) = fla)]| <A, |g(x)—g(a)<B paratodo x€ M.

Si C = | f(a) —g(a)l|, entonces, tenemos || f(z) —g(z)|| < A+ B+C
para todo x € M. Luego, d(f,g) = sup{d(f(x),g(z)), = € M} <
A+ B+ C, esto demuestra que d(f,g) es nimero real bien definido.
Los postulados para que d sea métrica son facilmente verificados, por
ejemplo, si f # g, existe a € M, tal que f(a) # g(a), por lo tanto
d(f(a),g(a) = ||f(a) = g(a)|| > 0, luego d(f,g) > 0. Como E es espacio
vectorial normado, F, (M, E) posee estructura de espacio vectorial: (f +
9)(@) = f(x) +g(x) y (Af)(x) = Af(z), es facil ver que f+gy Af, son
acotadas si f, g lo son. La métrica d proviene de la norma

I/l = sup{llf(=)ll, 2 e M},

la cual hace que Fp(M,E) sea espacio vectorial normado. Se escribe
entonces:

d(f,g):Hf_gH’ para f,ngb(M,E).

Vemos que Cy(M,E) es subespacio vectorial normado, del espacio
normado F,(M,E), M puede ser espacio topoldgico o métrico.

Un caso particular interesante es: sea N = {0,1,2,...} el conjunto
de los enteros no negativos, con la métrica inducida por la de R:

din,m)=|n—m|, n,meN
Con esta métrica N no es compacto, pero es discreto. Todo subcon-

junto es abierto, luego toda funcién de N en un espacio topoldgico es
continua. Considerando F,(N,R). Si f € F(N,R), entonces

sup{|f(n)] n € N} < co.

Es decir, f define una sucesién acotada de reales. Reciprocamente, toda
sucesién acotada de reales define un tnico f € Fp(N,R), por lo tanto
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tenemos un isomorfismo que preserva normas entre F5(N,R) y S, el
conjunto de todas las sucesiones acotadas de numeros reales, definido
por aplicar f € F,(N,R) a (f(0), f(1),..., f(n),...) € S, (Esto puede
generalizarse a un espacio normado E, en lugar de R).

Finalmente, podemos enunciar:

1.87 Teorema. Sea M espacio topologico o métrico y (E,|| ||) espacio
vectorial normado. Entonces Cyp(M,E) es un espacio de Banach si y sélo
st E,|| ||) es de Banach.

La demostracion serd dejada como ejercicio.

1.88 Corolario. En las hipdtesis anteriores, si M espacio topologico
compacto. Entonces Cy(M,E) provisto de la norma sup es completo.

1.8 Ejercicios

1. a) SeaE, el espacio vectorial de todas las funciones polinomiales
a valor real,

fR—->R
t— f(t) =ao+art + -+ apt"

ar €R, k=0,1,...,n;n=0,1,2,...,m,...,t € R, polino-
mios con coeficientes en R, S el subespacio de los polinomios
con coeficiente a, = 0, es decir f(0) = 0 = a,, dotamos E de
la norma:

n n
£l =" laxl, para f(t) = > apt*
k=0 k=0

en E. Definamos D : S — E, por
D(f(t)) = f'(t) = a1 + 2aat + 3agt® + - - - + na,t" ',

la derivada del polinomio f(t). Muestre que D es aplicacién
lineal no continua, biyectiva (considere E con la norma dada
y S con la norma inducida por restriccién).
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2)

Sugerencia: Considere sucesiones como f,, = 2 (t+t24- - -+t"),
0 gn = Lfn, luego observe 4]l = 1(n+ 1), llgall v llg, 11
Demuestre que D~! : E — S es continua; vea que |[D71(2)|| <
|lz]|, para todo z € E.

b) Considere T : S — E, definida por
n
T(art + agt® + agt® + - + ant™) = Y apt™ !,
k=1

entonces T es homeomorfismo lineal, ||T(z)|| = ||z, para todo
zeSy ||T| =1

c¢) Considere el espacio normado [/; de todas las sucesiones in-
finitas de numeros reales z = {x1,z2,...,%y,... }, tales que
>l ]zn| < o0, normado con la norma |z|| = |(z,)| =
> 02 1 |zn|. Sea F el subespacio de Iy consistente de las suce-
siones que tienen sélo un nimero finito de elementos no nulos,
con la norma inducida. Muestre que F' es denso en l; y que
la aplicacién T : E — F, definida por

n
T (Zaktk> = (ap,a1,-..,ap,0,...),
k=0

es un homeomorfismo lineal isométrico.

Considere R el espacio vectorial de los niimeros reales como espacio
sobre si mismo. Muestre que N : R — R es una norma en R, si y
sélo si existe a > 0, tal que N (z) = a|z| para todo x € R.

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria: az” + bz’ +cx = 0,
donde a, b, ¢ son numeros reales, constantes, y sea E el espacio
vectorial de todas las soluciones ¢ : [0, 1] — R, de la ecuacién
dada, normamos E con la norma sup, es decir, para f € E, || f|| =

sup{[f(¢)] = t € [0, 1]}.

a) Muestre que E es homeomorfo con R2.
Sugerencia: considere la ecuacién polinomial asociada at? +
bt + ¢ = 0 a la ecuacién dada y los tres casos, segin que
b2 —4dac <0 (>0, =0).

1
b) Muestre que ||f]j1 = (fol |f (1) dt) > v |If]l son equivalentes
en E.
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¢)

a)

b)

Son equivalentes estas dos normas en
Cl0,1]={f:[0,1] - R tal que f continua}?

Caracterice la familia de todos los homeomorfismos lineales
T de R2 sobre si mismo.

Considerando R? con la norma euclidiana ||z|| = /(2% + 23),
una aplicacién lineal T : R? — R? se dice ser isométrica, si
|T(x)| = ||z, para todo € R%. Demuestre que las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:

T es isometria.

(Tz, Ty) = (z,y) par todo z,y € R2.

Si A es la matriz asociada a T en la base canénica de R?
entonces A es ortogonal, es decir A’A = I donde I es la matriz
idéntica.

Supongamos que 71" es isometria, demuestre que la matriz A

asociada a T es de la forma

cosf) —senfb
sen 6 cos 6

para algun 6, es decir es rotacién alrededor del origen, o es
de la forma

[ cos 0 sen 6 }

senf) —cosf

para algin 6, es decir reflexién. Sugerencia: Considere L(ey),
L(e2) y recuerde que A es rotacién si y sélo si det(A) =1y
A es reflexion si y sélo si det(A) = —1.

1
5) Considere R? con la norma |z[s = (|z1]* + |22]*)2, para

)

r = (x1,72). Sea L : R? — R2, operador lineal, cuya matriz en
la base canénica de R? es dada por

a b
b c
Demuestre que la norma de la aplicacion L cuando a > 0,
c>0,es
1

- _ _ )2 2
||L\|—2(a+c+ (a—o +4b).

Para generalizacién de este caso ver Noble B. [29]
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6)

b) Demuestre que en R? ||z]|o = sup(|z1],|z2|) es norma tal
que:

2]l = limp—co [|2[lp, donde [lz]l, = (Jz1[ +|z2[?)",
para z = (z1,22) Ry 1 < p < 0.

Consideremos E = M(n x n) el espacio vectorial de las matrices
reales, cuadradas de tamano n X n, con sus operaciones usuales,
suma, producto de un escalar por una matriz, producto de ma-
trices. Como E puede identificarse con R”Q, podemos dotar E con
una cualesquiera de las normas de los espacios R™. Sin embargo,
como a una matriz A de E podemos asociar una aplicacién lineal
de R™ en R" y reciprocamente. Sea || || una norma en R”, definimos
norma de la matriz A, por ||A| = sup{||Az|| : =z € R", |jz| =1},
donde Az es el producto de la matriz A por el vector columna z,
es decir, la norma de A es la norma de la aplicacién lineal asociada
a A. Demuestre que:

a) ||A|| es en efecto una norma en E, para la cual ||Az| <
A

b) Si A, B estén en E, |AB| < ||A||B].

Sea z € R", donde z = (z1,%2,...,7,)" es vector columna, con
normas
n
2l =D lwsl  [|2lloo = maxp=r,_ n{lasl},
j=1

si L : R™ — R" es la aplicacion lineal asociada a la matriz A € E
y si con ||A|l; denotamos la norma de L como aplicacién de R,
con la norma || ||; y con ||A]|s la norma de L como aplicacién de
R™ en R™ con la misma norma || ||, entonces :

n

Al = méx )z, 1 {| Azl } = maxjo1 0 > lasl
=1
n

1Aloo = méxi—1.n Y lasj]
j=1

Sugerencias: 1) Observe que si el valor de j, para el cual el maximo
es obtenido es j = k. Al escoger z tal que z; = 1sii=k,05si1i # k,
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se tiene que para este z,||Az|1 = > 7_; laix| = ||A]l1. 2) Suponga
que el valor de i que da la suma méxima en max;—__ 5 > |a;|
es i = k, entonces construya z como:

ijl sial-jZO, Zj:—l, Siakj<0.

Para este z, [|Az[loc = 3°7_; [ar; = [|Allc Use en ambos casos el
ejercicio 1.6 anterior.

8) a) Consideramos Ly = Lo(—00, 00), el espacio vectorial de las
funciones de variable real, de cuadrado integrable, en el senti-
. . 9] 2
do de Lebesgue, es decir, si f € Lo, entonces [~ |f(¢)]*dt <
0.

Para f, g € Ly definimos norma de f por:

1

11 = ([ 1serar)”

y la distancia entre f y g, por: || f — g||2. Sean S el subespacio
de Ly definido por

SZ{fGLQ,/_Z'/_;f(S)dS

y ¢ S — Ly, la aplicacién definida por ¢(f) = ffoo f(s)ds.

Demuestre que esta aplicacion es lineal no continua.
b) Sea I = [—1,1], considerando

2
dt < oo parat € R},

C!={f:I—R, ,f, f son continuas en I},

si D:C' — C! es la aplicacién derivada, Df = %, demuestre

que al considerar C! con la norma sup, || f|| = sup{|f(t)|, t€
I}, D es lineal discontinua.

9) a) Sea E,( , ) espacio con producto interno demuestre que la
igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da si y solo
si z,y son dependientes.

b) Demuestre la Proposicién 1.6.

10) Usando que una norma es inducida por un producto interno si y
s6lo si satisface la ley del paralelogramo. ; Proviene ||a|| = sup{|ak]| :
k=1,...,n} para a = (ay,...,a,) € R" de un producto interno
en R™?.
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11)

12)

13)

14)

15)

Sean E un espacio con producto interno notado (, ) y an, b, dos
sucesiones de vectores en [E, tales que

limy, oo [|an || = limy,— o0 ||br]] = 3 limy, o0 [[an + byl < 0.

Usando la ley del paralelogramo deduzca que

lim,, oo ||an, — byl = 0.

Sean E, F espacios normados y T : E — [F aplicacién lineal biyec-
tiva, tal que T'(z,) es sucesiéon de Cauchy en F, siy sélo si (x,)
es sucesion de Cauchy en E. Pruebe que T es un homeomorfismo
lineal.

Consideramos el espacio vectorial (C, | ||0),
C=0C([0,2r]) ={f:]0, 2n] — R,| f es continua},

normado con la norma ||f|lcc = sup{|f(t)|,t € [0, 27|}, y sea E
el subespacio vectorial de C' consistente de aquellas funciones de
C, que son de clase C!, es decir, con primera derivada continua
en [0, 27]. Sea T : E — C, definida por T'(f)(t) = f'(t) + f(t).

Demuestre:

a) T es una transformacién lineal, de E dotado con la norma
|| llo en C dotado con la norma || ||oc, n0 continua.

b) Demuestre que si E es dotado de la norma ||f|l1 = ||f]lco +
|| f'lloc entonces T es lineal continua, como aplicacién de E
con esta norma || ||; en C con la norma || ||, muestre que se
tiene:

1T flloo < [I.f1I1

Sean E,F espacios normados L : [E — [ aplicacién continua, tal
que
L(x+y)=L(z)+ L(y) paratodo z,y € E.

Demuestre que L es lineal continua.

Sea (M,d) un espacio métrico, con métrica d y A C M no vacio,
para cada x € M sea d(z,A) = inf{d(x,a) | a € A}. Demuestre
que:
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

a) d(x,A) =0, siysolosize A,
b) !d(m,A) —d(y, A)| < d(z,y), para todo z,y € M.

Sea (E, || ||) un espacio vectorial normado, (z,)2; una sucesién
en E, tal que
lim, o0 Tn, = 2.

Siy € E, es tal que ||y — z,| < r par todo n. demuestre que
Iz —yll <7

Dé ejemplos de espacios vectoriales con una métrica d, tal que
d(x,0) no es una norma en E.

Dado un espacio vectorial [E, una funcién f : E — R se dice convexa
si

flax + By) < af(z) + Bf(y),

para todo z,y € E, y para nimeros reales «, 3, tales que 0 <
o, <1,y a+ = 1. Demuestre que toda norma en el espacio E
es funcién convexa.

Sean [E un espacio vectorial normado, D C E, un subespacio vec-
torial denso en E, F un espacio de Banach y L : D — F aplicacién
lineal continua. Demuestre que existe una tnica extension lineal
continua L de L a todo el espacio E, tal que ||L|| = ||L||.

Demuestre los ejercicios sugeridos en el ejemplo 8 en los numerales
(a), (b) v (c) de este Capitulo.

A continuacién damos los pasos a seguir para probar la desigual-
dades de Cauchy, Holder y de Minkowsky. Consideramos las no-
taciones del ejemplo 1.85 de este capitulo). Sean p, ¢ reales, tales
quel <p<ooyp l+qgl=1

a) Demuestre que si z,y son reales no negativos, a > 0, § > 0,
tales que a + 8 = 1. Entonces

z%y? < az + By.

Sugerencia: Note que la desigualdad es evidente si z = y.
Sea x # y. En el plano zy considere para 0 < a < 1,y
para y > 0 fijo, la funcién f : (0, +00) — R, definida por
f(z) = az + By — z°y”, demuestre que f(z) > 0, para todo
x > 0. Use célculo diferencial para ver que el minimo de f
ocurre en z =y, f(y) = 0.
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b)

Desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Holder. Sean p > 1
vy q= ]%, Y Qn, by sucesiones de nimeros reales (o comple-
jos)entonces, si definimos para 1 < m < N:
b
Am = Bn=
(Zk:l ’ak’p) (Zkzl ’bk‘q)

Q=
Q|

Entonces

N N
DA =1, vy D IB7=1.
P =1

Usando (i) deducimos que

A lP B,,|?
p q

)

por lo tanto, sumando sobre m, obtenemos la desigualdad de
Holder:

N N % n %

ot = (S ) ()
k=1 k=1 k=1

Bajo las hipotesis de lo anterior demuestre que:

N

N N
D lak +bP <D lak + belPHag| + D lak + bi|" by,
k=1 k=1 h=1

aplicando la desigualdad de Holder al lado derecho de la an-
terior desigualdad deduzca la desigualdad de Minkowski:

N ’ N 5 /N ;
(Z |ak, + bk|p> < (Z |ak|p> + (Z |bk|q> -
k=1 k=1 k=1

22) Por extensién de la desigualdad de Minkowski a sucesiones infini-
tas, demuestre que (I, || ||p) es un espacio vectorial normado.

)

Son cerrados los siguientes subespacios de l27, son compactos?

S={zel: |z, =1}
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23)

24)

25)

26)

27)

(Construya una sucesién que no tenga subsucesién conver-
gente).

Elz{x— (xn) €ly: Zn2x2 <1}
Egz{x— xn) €ly: Zn 1}

b) (Qué falla si se trata de definir || ||, para 0 < p < 17

Considere el espacio vectorial normado Sy definido en el ejemplo
1.85 (7i7) de las sucesiones con un nimero finito de elementos no
nulos. Encuentre un ejemplo de una aplicacién lineal no continua
L:S;:— R (use el teorema 1.33).

Considere Sy como en ejercicio anterior. Sea B : Sy x Sy :— R,
definida por
= Tn + Ym
B((zn), (ym)) = htm)

n,m=1

Demuestre que B es aplicacion bilineal, no continua, pero continua
en cada variable separadamente.

Considere el espacio vectorial C([0,1],R) de las funciones conti-
nuas definidas en el intervalo cerrado y acotado [a, b] de R, a valor
real, provisto de la norma sup, con la métrica inducida. Usando
resultados usuales acerca de sucesiones uniformemente convergen-
tes de funciones que necesite, demuestre que C([0, 1], R) es espacio
de Banach.

Sean E, F espacios normados, L : [E — F, aplicacién lineal, demues-
tre que las siguientes afirmaciones acerca de L son equivalentes:
a) L es continua

b) Si (z,) es sucesién acotada en E, entonces L(x,) es acotada
en F.

¢) Si limy, 00 ©, = 0 implica que L(z,,) es acotada.

Sean E, F espacios vectoriales normados, y G = L(E, F) el espacio
vectorial normado de las aplicaciones lineales continuas de E, en
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28)

29)

F, provisto de la norma sup. Si {7}, }nen es una sucesién de G, se
dice que T;, converge uniformemente a T € G, si

1y oo || T — T| = 0.

(Esta es la convergencia segun la topologia inducida por la norma
sup o topologia uniforme). Se dice que la sucesién T, converge
fuertemente en G a T € G si para todo x € G,

limy, o0 [[(Tn — T)()]| = 0.

Demuestre que si la sucesién T, converge uniformemente a 7' en
G, entonces converge fuertemente a 1" en G.

Sean E espacio vectorial normado, » >0y S, = {x € E: ||z| =},
la esfera de centro en 0 € E y radio r. Suponiendo que E no es
reducido a {0}. Demostrar que E es de Banach si y sélo si el espacio
métrico (Sy, ||.||) es completo para algin r > 0.

Sean I el intervalo cerrado y acotado I = [0,1] C Ry
C=C(,R)={f:1—R: f continua en I}, el espacio vectorial
de las funciones continuas definidas en I, a valor real, demuestre
que: si 0 < p < 1, si N(f), es el real no negativo definido para
f € por

1
N(f):/o |f(t)|[Pdt < 0o, no es una norma en C,

a) pero al definir para f,g € C

1
d(f,g) = / |(f — g)(t)|Pdt entonces d es una métrica en C.
0

b) Con C? denotamos el espacio vectorial de las funciones defi-
nidas en I a valor real, que poseen derivadas hasta orden dos
continuas, con S = {u € C?,u(0) = u(1) = 0}, y si considera-
mos el operador lineal D? : S — C, definido por D?(u) = u”,
demuestre que el rango de D? estd contenido en C.

¢) Demuestre que la ecuacién v’ = f posee una unica solucién
u € S, para f € C.
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d) Considerando para f € Cy u € S,

1
1 2 1
1f1lo = (/0 If(t)IZdt>  Nullz = (lullg + 113 + lla"113) 2,

normas en C y S respectivamente, considerando ahora D? co-
mo operador lineal del espacio normado (S, || ||2) en (C, || |lo),
demuestre que existe ¢ > 0, tal que

lullz < el D*ullo,

donde u es la solucién dada en (7). ; Qué puede decir acerca
del inverso de D??

e) Con C* denotamos el espacio vectorial de las aplicaciones
definidas en I, a valor real, que poseen derivadas hasta or-
den cuatro y son continuas, con T = {u € C*, u,u se anu-
lan en {0,1}}. Sea D* : T — C, definido para u € T, por
D*(u) = u™®, la derivada de orden cuatro de u. Discuta para
f €C, la ecuacién u® = f cuando C tiene la norma || |jo com
antes, y para u € T definimos la norma

2

4 -
lulla = | D 1w
j=0

cuando consideramos ahora D* como operador lineal de (T, || ||4)
en (C,] |lo) {Qué puede decir acerca del inverso de D*?.

30) Sean E espacio normado y T': E — R aplicacién lineal, demostrar
que:

a) T es discontinua si y sélo si T~1(0) es denso en [E. Sugerencia:
Use que T es continua si y s6lo si 771(0) es cerrado., y que si
T es discontinua, entonces ||T'|| = oo, esto implica que existen
sucesion x, € E con ||z,|| =1y ||T(x,)|| > n, para cada n y
veET(v)=1. Al tomar z, = v— T%ﬂnzcn observe que z, — v
iqué ocurre?.



CAPITULO 2

La diferencial como aplicacién lineal

En este capitulo estudiaremos la diferencial de una aplicacién defi-
nida en un abierto de un espacio normado con valores en otro espacio
normado, en el sentido de Fréchet. Motivaremos la definicién de diferen-
cial de una aplicacién, como una aplicacién lineal asi: motivacion. En
los cursos de célculo a nivel de pregrado, cdlculo de variable real a valor
real, definimos:

2.1 Definicién. Sea A C R, subconjunto abierto de R, f: A — R,
a € A, f se dice diferenciable en a, si existe b € R, tal que:

f@ = f@) _y o flath) = f(a)

T —a h

limg 4 )

se denota por f’(a) al real b anterior, pues se demuestra que es tnico.

En la anterior definicién es tacito que a+ h € A, esto puede garanti-
zarse por ser A abierto y a € A, existe § > 0, tal que si |h| < § implica
que a+h € A. En este caso se dice que f'(a) es la derivada de la funcién
f en a, notamos que f’(a) es un nimero real. Se dice también que f es
derivable en a, o que f posee derivada de orden 1 en a, si el anterior

66
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limite existe, llamaremos sélo en este caso a f’(a) como la derivada de f
en a, en lo sucesivo, la llamaremos la diferencial de f en a. La definicién
de limite nos permite ver que f es diferenciable en a € A, equivale a que

fla+h) - f(a)
h

limy o

- f,(a) = 07
esto a su vez equivale a decir que:

fla+h) — f(a) — f'(a)h
h

Hmh_,o = 0,

esto equivale a: dado € > 0 existe § > 0, tal que si |h| < 0 entonces

|[f(a+h) = f(a) = f'(a)h] <e|n].
Si notamos con r(h) = f(a+ h) — f(a) — f'(a)h, vemos que:

fla+h) = f(a) + f'(a)h +r(h), donde limj_ 7”’%) —0.

Podemos enunciar:

2.2 Proposicién. Sea A C R, abierto, a € A f : A - R, f es dife-
renciable en a, si y sélamente si existen b € R y r(h) funcion de h tales
que

fla+h)= f(a) +bh+r(h), donde limj_o T’(Th‘) =0.

Demostracion. Es consecuencia de los comentarios anteriores y

f'(a) =b. O

2.3 Nota. Considerando R como espacio vectorial sobre si mismo, sabe-
mos que existe una correspondencia biunivoca entre aplicaciones lineales
de R en R y nimeros reales, mas exactamente:

2.4 Proposicién. El espacio vectorial L(R,R) es isomorfo a R.
Demostracion. Como la base candnica de R como espacio vectorial sobre

si mismo es 1, tenemos que si L : R — R es aplicacién lineal, entonces
el real a = L(1) caracteriza a L, pues L(z) = zL(1) = L(1)x, podemos
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hacer corresponder a L el real a = L(1), y reciprocamente, dado a € R,
podemos asociar la aplicacién lineal

L:R—R

x v+ L(z) = ax

Vemos que la aplicacién ¢ : L(R,R) — R, definida por ¢(L) = L(1)
establece el isomorfismo, cuyo inverso es ¢~ !(a) = L, donde L(z) = ax,
para z € R. ]

Debido a esta proposicién 2.2 anterior L se identifica con L(1).

2.5 Proposicion. Sean A C R, abierto y f : A — R,a € A, f es
diferenciable en a si y solo si existen una aplicacion lineal L : R - R gy
una funcion r(h), tales que

r(h)

fla+h)= f(a) + L(h) +r(h), donde 1limy_, T =

0.

Demostracion. Es consecuencia evidente de las proposiciones 2.2 y 2.4
identificando el real f'(a) con L la aplicacién lineal L(h) = f'(a)h. O

* La equivalencia dada por la proposicién 2.5 y el hecho de que toda
aplicacion lineal de R en R es continua, insinidian que para generalizar la
nocion de aplicacién diferenciable a espacios normados, debemos adicio-
nar L continua, o alguna otra condicién para que esta continuidad sea
obtenida.

* La teoria en lo sucesivo se hard en espacios de Banach, es decir, en
espacios normados y completos como espacios métricos con la métrica
inducida por la norma, si no se menciona otra cosa. No hay pérdida de
generalidad, pues todo espacio métrico puede considerarse como subes-
pacio métrico de uno que es completo. (Todo espacio métrico admite un
completamiento. Demostraciéon de este Teorema puede verse en alguno
de los libros de Topologia citados en la bibliografia).
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2.1 Aplicaciones F'-diferenciables

2.6 Definicién. Sean E,F espacios de Banach con norma notada en
ambos por || || y A C E abierto, f: A — F,a € A.f se dice diferenciable
en a si existen una aplicacién lineal continua L(a,-) = L € L(E,F) y
una aplicacién r(a, h) = r(h), tales que:

r(h)

fla+h) = f(a)+ L(h) + r(h), donde limj_.q THl =

L(a, h) es llamada la diferencial de Fréchet de la funcion f en el punto a
con incremento h, se suele también llamar a L(a, ) como la aproximacién
lineal de f en vecindad de a. A la funcién r(a, h) = r(h) se llama el resto
de la diferencial. La aplicacién lineal continua L(a, ) : E — F es llamada
la derivada de Fréchet de f en a y es denotada por f’(a). Veremos que
es Unico.

En la definicién se entiende que como a € A y A es abierto, existe
r > 0 tal que B(a,7) = {x € E: |lx —a|] <r} C A, luegosi h € E
es tal que ||h|| < r entonces a + h € A. Suele decirse que f es Fréchet
diferenciable o F-diferenciable en a si f satisface la definicién 2.6 ante-
rior. La aplicacién lineal continua L es llamada la F-derivada de f en
a, o la diferencial de f en a, veremos que cuando esta L existe es tnica,
por ello suele denotarse L = f’(a). La F-diferencial de f en a es notada
también por df (a;h) = f'(a)h.

Introducimos ahora la notacién o de Landau. Sean E, F espacios
vectoriales normados, A C E abierto, conteniendo el origen 0 de [,
g: A — T, diremos que g es o(h) y escribimos
g(h)

=S =0
il

g(h) = o(h),si lims_,o
Notas

1) Supongamos que g(h) = o(h). Si definimos
g(h)
r(h) = 4 TRl SO
0, sih=0,

entonces 1 es continua en 0. Reciprocamente, si r es continua en
h =0, entonces g(h) = o(h).
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2)

En la definicién 2.6, vemos que r : B(0) CE — F, donde B(0) es
una vecindad de 0, se escribe:

r(z) = o(|lzl), =0

si y sélo si Tall 0 cuando z — 0, o de manera equivalente si y

sélo si
lim, .o ](—QUH) = 0; equivalente a r(z) = o(z)
x

Con estas notaciones, tenemos que f es diferenciable en el punto
a de A, si existe T' € L(E,F) tal que

fla+h) = f(a)+T(h)+o(|[r]), h—0

para todo h en una vecindad de cero.

Muchas veces es conveniente escribir la condicién de ser f diferen-
citable en a, de la siguiente manera:

fla+h)= f(a)+ L(h) + p(h)||h||, donde limp_p(h) = 0.

[f(a+h) = fl@) = L(R)| _
Tl

<~ limy_.g 0

Para esto basta definir p(h)||h|| = r(h). Esto requiere que p(0) =0
y como limy_,gp(h) = 0, o sea que p sea continua en 0, como
funcién de h. (ver notas 1 a 5 después de la definicién 2.19).

Nétese que si g(h) = o(h) implica que lim,_og(h) = 0 y
g(h) = o(h) respecto de normas dadas en E, I, lo seguird siendo
si cambiamos las normas por normas equivalentes en E, F respec-
tivamente. Ademas,

Si E, F son espacios normados y L : E — [ es aplicacién lineal.
Entonces L(x) = o(x) si y sélo si L = 0.
En efecto, si L = O, entonces L(z) = o(x). Si L(x) = o(z) y L

es no nula, existe w € E, tal que, ||L(w)|| =a #0.Si0#t R,
LW _ _a

entonces el = T = € = 0, constante. Como tw — 0sit — 0,
entonces % = ¢ # 0, se contradice que L(z) = o(z).

Luego debe ser L = 0.
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2.7 Proposicién. Sean E,F espacios normados A C E abierto, a € A,
f:A— T, diferenciable en a,

entonces la aplicacion lineal continua de la definicion 2.6 es unica.

Demostracion. Sean T,L € L(E,F) satisfaciendo la definicién 2.6,
mostraremos que 7' = L. Como a € A, existe r > 0 tal que ||h]] < r
implica que a + h € A, luego

fla+h) = f(a) + L(h) + pr(W)[|A]] = f(a) + T (h) + p2(h)[|A]],

donde limy_¢ p;(h) = 0, p;(0) = 0, para ¢ = 1,2. Si v = 0 de E, es claro
que L(0) = T(0) = 0, por lo tanto sea v € E,v # 0, entonces para todo
real ¢, tal que |[tv]| < r, obtenemos que a + tv € A. Luego, para estos
h = tv con t # 0, deducimos que:

F(@) + L(tv) + pr(tw) o] = F(a) + T(t0) + paltv) to]].

Es decir,

L{tv) = T(tv) = paltv)[tvl] — pu () [0

Para t # 0, obtenemos

L(v) — T(v) = %(pz(tv)lltv\l ~ (o) eo]).

Es decir
L(w) = T(0) = i (et eo] = o))
= ol (pa(tw) — pr ().

Por lo tanto,

L(v) — T(v) = £]jo]| (pa(tv) — p1(t0)).

El lado izquierdo de esta igualdad no depende del real t # 0: como
tv — 0sit — 0,y como lim_ p;(tv) = 0, para i = 1,2, obtenemos que:

L(v) = T(v) = £||v| imy—o (p2(tv) — p1(tv)) = 0.
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Luego L(v) = T'(v) para todo v en E. Esto completa la demostracién
de unicidad de L. O

Debido a esta proposicién sobre la unicidad, se justifica la notacién
L = f'(a), otras notaciones usadas son f'(a) = Df, = Df(a) = df (a).

2.8 Proposicién. Sean E,F espacios normados A C E abierto a €
A, f: A— T, diferenciable en a, entonces, para todo v € E,

fla+t) — f(a)
t

f(a)(v) = limy_

Demostracion. Seav # 0en E, como a € A, y A es abierto, existe § > 0,
tal que si t € R satisface [[tv|| = |¢|||v]] < 0 entonces a + tv € A, asi,

obtenemos
fla+tv) = f(a) + f'(a)(tv) + r(tv), donde lim;_g % =

Para t # 0, obtenemos

f(a + tvt) — f(a) _ r(zv) — f/(a)(v).

El lado izquierdo de la igualdad anterior depende de t y el lado dere-
cho existe independiente de ¢, esto implica que existe el limite del lado
derecho, cuando t — 0, es f/(a)(v). Es decir, existe

tm g LTIV ZI 7O _ g,

finalmente como

, r(tv , r(tv 3 r(tv
hthO ( ) = ||’U|| llmt*)(] u = :l:H/UH 11mt~>0 (—) =0.
tvll o]
Luego la Proposicién estd demostrada. O

* La existencia del anterior limite es importante, si sabemos que
existe f'(a) entonces f’(a)v, es dado por el limite anterior.
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2.2  Aplicaciones G-diferenciables

2.9 Definicién. a) Sean E,F espacios normados, A C E, abierto,
a€Af: A— T, yseav € E, siexiste el limite

fla+tv) — f(a)
+ )

h,mt—>0

diremos que f posee derivada direccional en la direccién v en el
punto a, a este limite se le llama la derivada direccional de f en el
punto a en la direccién v, cuando |[v|| = 1.

b) La aplicacién f se dice “Gateaux diferenciable en a € A”, notare-
mos f es G-diferenciable en a, si para todo v € E, existe el limite

fla+tv) — f(a)
t )

h,mt—>0

el cual denotaremos por df(a,v).

¢) Si f es diferenciable en x € A, para todo z, diremos que f es
diferenciable en A. Fréchet o Gateaux, segun el caso.

* Posteriormente veremos que la derivada de Gateaux se puede defi-
nir de manera general en espacios vectoriales topolégicos (ver definicién
2.19 b) y nota (5) después de la definicién 2.19).

2.10 Ejemplo. Notamos que si f es F-diferenciable en a, entonces f
es G-diferenciable en a, en virtud de la proposicién 2.8, en este caso
df(a,v) = f'(a)(v), para todo v € E. El reciproco no es cierto: podemos
exhibir un contraejemplo cléasico:

f:R?SR

1’22

(2,2) — flz,2) = 22+ 22 si (x,2) # (0,0)
0, si (z,2) = (0,0)

f es G-diferenciable en 0 = (0,0), pero f no es F-diferenciable en (0,0),
en efecto: Si f fuese diferenciable en (0,0), como

f((0,0) +¢(1,0)) — £(0,0
t

£(0,0)(1,0) = lfmy_. =0
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f((0,0) +t(0,1)) — f(0,0)
t

£(0,0)(0,1) = lfmy_g _0,

de donde obtenemos

£(0,0)(u,v) = uf’(0,0)(1,0) +vf'(0,0)(0,1) =0+ 0 = 0.

Es decir que f/(0,0) = 0, luego

F(h k) = £(0,0) + r(h, k), N0 ](THH) _o,

donde H = (h, k), por lo tanto, si trabajamos en R?, con la norma || ||,
obtenemos que para h = k # 0,
o1

flh,h) = r(hh) = S5 = .

Luego
r(h,h) h 1

i)l ~ 2valn 2y

Luego el limite no existe cuando h — 0, luego f no es diferenciable
en (0,0).

Posteriormente mostraremos que f es G-diferenciable en 0 (ver nota
4, posterior a la definicién 2.19).

La discusién continuard con aplicaciones derivables en el sentido de
Fréchet, diferenciable serd en este sentido.

2.11 Proposiciéon. Sean E,F espacios normados,A C E abierto, a €
A, f: A—T, si f es diferenciable en a entonces f es continua en a.

Demostracion. Mostraremos que limy,_g f(a + h) = f(a), pues es claro
que a € A, el dominio de f, f estd definida en a, por hipétesis, existe
T € LL(E, F) y r funcién de h, tales que

r(h)

Jlath) = fla)+ T(k) 4 r(h), imy i =
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Esto implica que limj_.qg7(h) = 0, por tanto

limy, o f(a + h) = lmu_o(f(a) + T(h) + r(h))
= f(a) + limp_o T(h) + limy, o r(h)
= f(a).

Hemos usado la continuidad de T" en 0. O

* Recordamos que en la definicién de diferenciabilidad de la funcién
f en el punto a, no juega papel la norma usada, es decir: si una funcién
r(h) = r(a, h), verifica que limy,_,o % = 0, entonces para toda norma
equivalente || ||1 a || ||, debe tenerse, también que limy_.o % = 0. En
efecto: como r(h) € F, por la proposicién 1.39, existen o > 0, 3 > 0,
tales que
aflzlly < =] < Bl

para todo x € E, por lo tanto, para = # 0 obtenemos:

para todo x # 0 de E, si notamos || || la norma de F, luego para h # 0

[r(Wlle _ llr() e

Ir ()l
IR = TRl

2]

<p

De esta desigualdad deducimos lo afirmado.

En general puede mostrarse que si lim,_,, f(x) = b segiin una norma
Il |, si] || es norma equivalente, también lim,_,, f(x) = b segin || |1.

2.12 Ejemplo. Aplicaciones diferenciables.

a) Sean E,F espacios normados A C E abierto f : A — F tal que
f(x) = ¢ constante, entonces f es diferenciable en A y f'(z) =0,
para todo x € A. En efecto, f(x + h) = ¢ = f(x), basta tomar

f(x)=0yr(h)=0.
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b)

Consideramos E, espacio normados G = L(E,E), el espacio nor-
mado de las aplicaciones lineales continuas de E en E, con la norma
definida en 1.79. Consideramos la aplicacion

f:G—-G
L— f(L)y=L*=LolL

donde o es la composicién de funciones lineales continuas. f es
diferenciable en L, para toda L € G. En efecto, sean L, H € G,

f(L+H)=(L+H)?*=L?+HL+LH+ H”.

Si tomamos

f(L):G—-G
Hw f(L)(H)= HL + LH

vemos que f'(L) es lineal como funcién de H, la continuidad es
deducida asi:

1A (LY EI = IHL + LH|| < |[HL|| + || LH||
< H LI+ LA = 2[ L -

Hemos usado la desigualdad triangular y luego que la composicién
de lineales continuas es bilineal continua (ver ejemplo 1.81), luego
existe a = 2||L|| > 0, tal que ||f'(L)(H)| < alH]|| el teorema 1.33

nos implica que f'(L) es lineal continua. Nos resta mostrar que si
r(H) _
1= —

tomamos r(H) = H?, obtenemos que limg_q 0, en efecto,

de |H?|| = |[HH| < [ H]||H|], obtenemos

o< VL _IHIE
LH]
de la desigualdad deducimos lo afirmado. Esto completa la de-

mostracién. Esto completa la afirmacién de ser diferenciable la
composicion.

Sea E espacio vectorial normado. Entonces la norma || || : E — R
no es diferenciable en 0.
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Si fuere diferenciable en 0, existiran L lineal continua de E en R,
y r(h), tal que
r(h)

k|| = L(h) +r(h), con limy_ Tl =0,

entonces
2[|n[| = Irll+I[ =&l = L(h)+L(=h)+7r(h)+r(=h) = r(h)+7(=h),

esto implica que 0 = limy_,¢ TIF = 2, contradiccién. Luego,
no debe ser diferenciable en 0. ]

Consideramos el espacio vectorial E = M(n x n) de las matrices
cuadradas de orden n x n sobre R, dotado de la norma definida en
el capitulo 1, por

L]l = sup{[[Lz|| : = € R", [lz]| = 1}.

Sea

fE—-E
L f(L)=LL'

donde el superindice ¢ denota transpuesta de la matriz. Entonces
f es diferenciable para todo L en Ey f'(L)(H) = LH'+ HL'. En
efecto,

f(L+H)=(L+H)(L+H)=(L+H)L"+H"
=LL'+ LH'+ HL'+ HH".
Tomamos r(H) = HH' y obtenemos que como para esta nor-

ma vale que [|[ST|| < [|S]|[|T]| (ver ejercicio 6 capitulo 1), luego
Ir(E)|l = | HH|| < [|[H[[|H]|, deducimos

H H||||H
o <IN IHIIH] _ ]|,
IH || [H|l

desigualdad de la cual se deduce que

r(H) _
[l

limgy o
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Como es facil comprobar que f/(L) es lineal como funcién de H,
deducimos que es lineal continua por ser dim(E) = n? finita. Esto
completa la demostracion de la diferenciabilidad de f. Recordamos
que una matriz cuadrada A de tamano n x n se dice ortogonal si y
sélo si AA? = I, donde I es la matriz identidad n x n, vemos que

O(n) = {A € E | A es ortogonal} = f~(I).

Deducimos que O(n) es cerrado por ser imégen reciproca del ce-
rrado {I} por la aplicacién continua f, de AA" = I, deducimos
que los vectores columna de la matriz A (o fila) tienen norma 1,
luego si consideramos E dotado de || A||

|A]| = sup{|aix| : i,k =1,2,...,n},

vemos que O(n) es conjunto acotado, deducimos que O(n) es sub-
conjunto compacto de E. También podemos observar que O(n)
es un grupo multiplicativo para el producto usual de matrices, se
llama a O(n) el grupo ortogonal. En el caso L = I, vemos que
f/(I) : E — E es un homeomorfismo lineal, f'(I)(H) = H + H".

Sean I espacio normado, A C R abiertoy f : A — F, diferenciable
en a € A, entonces

fla+h) = f(a)+ hf'(a) + o(h).

En efecto, si f es diferenciable en a, existe f'(a) : R — F, como po-
demos identificar  f'(a) con el vector f'(a)(1) pues
f'(a)(h) = hf'(a)(1) para todo real h, entonces obtenemos que
fla+h)= f(a)+ hf'(a) + o(h).

Reciprocamente, si existe f’(a) € F tal que se tiene la anterior
ecuacion es vélida, entonces f es diferenciable en a. En particular,
cuando F =R, f/(a) es la derivada cldsica en a.

2.13 Proposicién. Sean E, F espacios normados T : E — F aplicacion
lineal continua, entonces para todo x € E,T es diferenciable en x y

T(z)=T.

Demostracion. Como T es lineal continua, para z,h € E, tenemos:

T(x+h)=T(z)+T(h).

Luego basta tomar r(h) =0y T"(x) =T. O
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2.3 Aplicaciones n-lineales

En la proposicion siguiente consideramos Eq,Eo,... E,,F espacios
normados. Consideramos el espacio producto E = E; x Eo X -+ X E,,
dotado de la norma sup, es decir, para x = (z1,...,z,) € E,

lz||s = H(xl, Z9,. .. ,xn)H3 =sup{|jzx|| : k=1,...,n},

donde denotamos con ||z la norma del elemento ) € Ej, otras normas
equivalentes a ésta son:

n % n
[l = (Z HwkH2> ellz = el
k=1 k=1

Entre ellas valen las desigualdades:
zlls < [lzfly < llzlle < nllzfls < nflz).

Sip:E; xEg x---xE, — F, es aplicaciéon multilineal, es facil verificar:
Para xp, v en Eg, es vélida la identidad (x) siguiente:

p(T1,. oy xn) — p(U1, ... 0,) =
n

Zp(vl, ey Uk—1, T — Ukgy Tl 1 - - -, Tp) (%).
=1

2.14 Proposicion. Sean Eq{,E,,...,E,,F espacios normados, conside-
ramos el espacio producto E =Eq X Eg X --- X E,,, dotado de la norma
sup, es decir,

= (21,...,2,) €EE— ||(z1,22,...,2p)| =sup{llzxl| : k=1,...,n}.

Sea p : Eqx x -+ X E,, — F aplicacion n-lineal continua, entonces
existe p'(x) y para (vi,ve,...,v,) €E,

n
P (x)(v1,v2,...,0,) = Zp(xl,...,vk,...,xn).
k=1
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Demostracion. Sean (x1,...,x,) = x, (v1,...,v,) = v elementos de E,
si denotamos con p(x1,...,Z,) = X1 ...Tk ... Ty, obtenemos que

p(x+v) = (z1 +v1) - (2 +vg) - (20 + )

En la dltima suma, v;, v; figuran cada uno en por lo menos un lugar,
1<i<n,1<j<n,sumamos sobre j e i. Ahora podemos ver que al
tomar

n
/
p(z)v= E L1 Th—1VETh41 " T,
k=1

esta aplicacién es lineal como funcién de v = (vy,...,v,). Para la conti-
nuidad de p/(x) : E — F usamos el teorema 1.75 asi : como p es n-lineal
continua, existe a > 0, tal que ||p(2)| < allzi||||z2]| - - - [|#n]|, para todo
z=1(21,..., zn) EE xEg x -+ x E,,, luego

P (z)v]| =

n
Z L1 Th—1VkTh+1 """ Tn
k=1
n
< Z |1 o1 VR T g1 - - - T
k=1

n
< allolls Yz lllzall - llzx-alllersll - - lzall < Bllvlls.
k=1

Por consiguiente,
n
1P ()0l < Blloll donde 8= a )y [lz1llllw2 - ler—rllll@rsi] - lzal;
k=1

el teorema 1.33 nos implica que p'(z) es lineal continua. Nos resta ver
que

0.

r(v)
|

r(v) = le---vi---vj---xn, implica l{fm,_qo Tolls =
ClES
7]
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En efecto, para cada sumando deducimos:

[ vi v @ < alle |l floill - flogll- - flzall,
como para todo k [Jug|| < ||v||s = sup{||lvk]| : £ =1,2,...,n}, obtenemos
que si

v # 0, entonces 1% <1,
[oll3
luego:
o< 21 v v
[vll3
ol - [Joall - - Nlwsll - - - |2l
< Z ’ = Zallza] - foill - llnll

vl

De esta desigualdad deducimos que cada sumando tiende a cero cuan-

do

(v1,... ) =v — 0.
Por tanto,
lim, o 7 =
[oll3
Esto completa la demostracion. ]

2.15 Ejemplo. Casos particulares de la Proposicion anterior.

a) El producto de n nimeros reales

p:RXRXx---xR—-R

(x1,...,20) = p(x) = p(x1,...,20) = X1 - - - T,

p es n-lineal continua, luego para h = (hq,...,hy,)
n
p(z)h = Zp(xl, coishgy oo xy).
k=0

b) El caso de aplicaciones bilineales continuas provee, entre otros
ejemplos, el producto interno, y la composicion de aplicaciones
lineales continuas, destacamos estos dos:
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b1) El producto interno . Sea (E,( , )), un espacio con producto in-
terno, entonces si notamos p = ( , ), obtenemos que

p'(x,y)(h, k) = p(z, k) + p(h,y) = (x,k) + (h,y).

by) Sean E,F,G espacios normados y L(E,F), L(F,G), L(E,G) los es-
pacios normados de las aplicaciones lineales continuas de E en F,
de F en G, de E en G, respectivamente, dotados de la norma sup,
entonces la aplicacién:

c: LE,F) x L(F,G) — L(E,G)
(S,T) v e(S,T) = S o T,
donde o denota composicién, es bilineal continua; por lo tanto,
d(S,T)(H,K) =c(S,K) +c(H,T),

para S, H € L(E,F);T,K € L(F,G).

¢) La funcion determinante. Sean E = M(n x n) el espacio vec-
torial de las matrices cuadradas n x n y det : E — R, la apli-
cacién que a una matriz A € E, le hace corresponder det(A),
sabemos que det es funcién n-lineal continua, por lo tanto, si

A = (A1,A9,...,A) € E, donde Ay es la k-ésima columna de
la matriz A y H = (Hy, Ha, ..., Hy,) € E, tenemos

det/(A)(H) = _det(Ay,..., Hi, ..., Ap).
k=1

d) El producto vectorial de n — 1 vectores en R™ es una aplicacién
(n — 1)-lineal de R" x R"--- x R" — R", por tanto serd diferen-

n—1 veces
ciable.

2.4 Propiedades de la derivada

2.16 Proposicion (Linealidad). Sean E y F espacios normados, A CE
abierto, a € A;f,g : A — F, diferenciables en a. Entonces para todo
«a, B € R, tenemos que la funcion

af+Bg: A—F
z — (af +Bg)(x) = (af)(z) + (Bg)(z) = af (z) + Bg(z)
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es diferenciable en a y (af + Bg) (a) = af’(a) + B4 (a).

Demostracion. Usaremos que f y g son diferenciables en a, por lo tanto
existen 7;(h) tales
h
Flact h) = f(@) + /(@ + 130, oo ") =

gla+h) = g(a) + ' ()h + ra(h), limp_o ﬁ _

Obtenemos

(af + Bg)(a+h) = (af)(a+h) + (Bg)(a+ h)
= af(a+h)+ Bgla+h)
= a[f(a) + f'(a)h +ri(h)] + Blg(a) + ¢'(a)h + ra(R)]
= af(a) + B(g(a) + af'(a)h + By’ (a)h + ary(h)

+ Bra(h).
Vemos que si r(h) = ari(h) + fra(h), entonces
X r(h) , r1(h) , r2(h)
limy, o — = alimj,_,g + Blimy,_q =
17l il il

Ademss, la aplicacion

T:E—F
h= T(h) = af'(a)h + By (a)h

es lineal continua como funcién de h, por serlo f'(a) y ¢'(a). Esto com-

pleta la demostracién ]

2.17 Proposicién.

(i) Sea (E,| ||) espacio normado la adicion s de E,

s:ExXE—E

(,2) — s(x,2) =z + 2

es una aplicacion lineal continua, por lo tanto diferenciable en todo

punto (z,2) y §'(z,2) = s.
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(7i) Consideramos R como espacio vectorial sobre si mismo, con la
norma valor absoluto , entonces la aplicacion producto por escalar,
es decir,

p:RxE—-E
(\2) — p(2) = Az

es bilineal continua, por lo tanto diferenciable para todo
(Nz)eRxEy

PN z)(ony) =pA\y) +pla,z) = Ay + az.

Demostracion. (i) Basta observar que s es lineal continua. En efecto:
dado (x1,21), (22, 22), tenemos que

s((w1,21) + (22, 22)) = s(21 + 22, 21 + 22)
=21+ xT9+ 21+ 22
=T +21t+x2+ 22
= s(x1, 21) + s(w2, 22)
y para A € R, s(A(z,2)) = s(Az,Az) = Az + Az = Az + 2) =

As(z, z). Hemos probado que s es lineal. Para la continuidad, basta
ver que:

s, 2)[| = llz + 2]l < =l + ||l
< sup([l[], l2]l) = [|(=, 2)|5

(la norma de E x E). El teorema 1.33 implica la continuidad de s.

(79) Notaremos p(\,x) = Az, es claro que p es bilineal, veamos su con-
tinuidad; sea (a,a) € Rx Ey [[(A z)]| = sup(|A], ||z]]) = [|(\, z)]]3,
veamos que dado € > 0 existe 6 > 0, tal que si ||(A, z) — (o, a)||s =
(A —«a,z —a)||s < 4§, implique ||p(a, a) — p(A\, z)|| < e.

lp(as @) — p(y 2)]| = llae — Azl| = laa — az + az — A
= Ha(a —z)+ (o — )\):UH
<lallla — 2] + o = Alllz]
< |6 +6(6+ |la]l) =,

escogemos 0 como la raiz positiva de

5+ (llaf| + Jof)3 — = = 0.
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Es decir,

5= L (el + 1al)? +49)* = (lall + la)],

N | —

esto muestra que p es continua en (a,a). La proposicién 7?7 nos
implica que p es diferenciable, luego p'(«a, a)(3, v) = av + fa. O

* La parte (ii) de la anterior proposicién 2.14, anterior puede de-
mostrarse inmediatamente usando resultados del capitulo 1, més exac-
tamente: Dada (A,z) € R x E como p es aplicacién bilineal, obtenemos
que

[p(A, 2)|| = [|Az]| = [All=]],

el teorema 1.75 implica que p es bilineal continua, luego de la proposicién
2.14 deducimos que p es diferenciable en (A, z).

2.5 Derivada de un producto

2.18 Proposicion. Sean D, E,F,G espacios normados A C DD, abierto,
ac€ Aysean f: A—E,g: A— T, diferenciables en a, y sea p una
aplicacion bilineal continua p : E x F — G, notaremos p(u,v) = u-v
entonces la aplicacion:
p(f9)=f9:A—-GC

z = p(f,9)(x) = (f-9)(@) = fz) - g(x) = p(f(z),9(x))

es diferenciable en a y para h € D,

(f -9)'(a)h = f'(a)h - g(a) + f(a) - g'(a)h.

Demostracion. Como fy g son diferenciables en a, existen r;(h),7 = 1,2,
tales que

Flath) = F(a)+ F(@)h+ ra(h), con limy, o Tfj‘) ~ 0 (de E),
gla+h) =gla) + ¢ (a)h +r2(h), con limy_g ra(h) 0 (de F).

.
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Obtenemos
(f-g)(a+h)=fla+h) -gla+h)
= (f(a) + f'(@)h +7r1(h)) - (9(a) + ¢'(a)h + ra(h))
= f(a) - g(a) + f'(a)h - g(a) + f(a) - ¢'(a)h + R(h),
donde

R(h) =ri(h) - [9(a) + g (a)h +r2(h)] + f(a)h - [g'(a)h + ra(h)]
+ f(a) - ra(h).

Como existe ¢ > 0, tal que ||p(u,v)|| = |u-v| < cllull||v]], para
(u, v) € ExF (ver teorema 1.75 (iv), obtenemos

[R(h)]| <c [Hﬁ(h)HHg(a) +g'(a)h + ra(h)
+1£ @lI(g (@)h + ra(R))| + Hf(a)HHm(h)H]
<c [Hﬁ(h)\l lg(a) + g'(a)h + ra(h)]]
I @RI @R+ 2R + Hf(a)\lllrz(h)\l]
< c[Hn(h)H(Hg(a) +g' (@hll) + [l (W1 (1 @I + 1 @ll][7]
+ e () + IR (@)llg' (@)]]| -

De esta desigualdad, junto con las hipdtesis deducimos que
limp,_q % =0 (de G). Es facil comprobar que la aplicacién
(f-9)(a): DG
h (f-g)(a)(h) = f'(a)h - g(a) + f(a) - g (a)h,

es lineal continua como funcién de h, para ello basta usar la continuidad
de p, y que f'(a), y ¢'(a), son lineales continuas. En efecto:

(£ - 9 (@) (W)l = [If (a)h - g(a) + f(a) - ' (a)0]
< c[IlF'@lHg@)l + 1 (@)llllg" @)/I] 171
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Luego ||(f - g)'(a)(h)|| < C||h| el teorema 1.33 nos permite concluir
que (f - g)'(a) es continua, C' = c[||f'(a)[[lg(a)]| + [ f(@)llg'(@)]]. O

* A continuacién definimos la derivada de Gateaux en espacios vec-
toriales topoldgicos.

2.19 Definicién.

a)

Un espacio vectorial topolégico es un espacio vectorial E, con una
topologia 7, tal que las operaciones de adicién, + y producto por
escalar son continuas. Mds exactamente:

s:ExE—E
(x’z)'_)s(x’ Z):$—|—Z,

la adicién de vectores de [E es continua como aplicacién del espacio
producto E X E en E, se considera E x E con la topologia producto

y
p:RxE—-E
()" Z) l—>p()\, Z) = )\Z,

el producto por escalar, es continua; se considera R x E con la
topologia producto. (Recomendamos al lector consultar algin tex-
to de Topologia General, con el propdsito de ilustrarse sobre la
topologia producto de dos espacios topoldgicos.)

Sean E, [F espacios vectoriales topolégicos y A C E, abierto, a €
A, f: A— T, sipara todo vector v € E, existe el limite
fla+tv) — f(a)

, 0
lim;_g Y = 0f(a, v) = %(a),

donde ¢ es nimero real. Al operador df(a, - ), se le llama diferencial
de f en el sentido de Gateaux, o diferencial de Gateaux de f en el
punto a. Se dice que f es Gateaux-diferenciable en a. Otra notacion
bastante usada es:

d of

— fla+ tv)|i=o = 3f(a, v) = = (a).

La diferencial de Gateaux generaliza el concepto de derivada di-
reccional, la unica diferencia en el caso de espacios vectoriales nor-
mados radica en que al vector v no se le impone el ser de norma 1

cuando [E es espacio vectorial normado.
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Notas

1. Como vemos, la existencia de diferencial de Gateaux de una fun-
cién f en un punto a, no requiere que el espacio E sea normado.

2. Si f es aplicacién lineal de E en F, se obtiene que df(a, v) = f(v).
En efecto,

flat )~ fla) _ fla) +tf() ~ f(a)
t t

= f().

3. Para a € A tenemos:
df(a,-):E—F,

es un operador de E en F, el cual no siempre es lineal. Por ello
recordamos el ejemplo 2.10, alli se considera

f:R*=R

IEZ2

(2.2) > f(z,2) =3 Z g2 S @2 #0.0)
0, si (z,2) = (0,0)

Para v = (v1,v2) # (0,0), demostramos en el ejemplo 2.10 que f
no es F-diferenciable, sin embargo existe:

f(tv) — £(0, 0)
t

f(tv) i t3v1v3 V103
=lmy 0 555 = 5 o
t t3(vf +vg)  (vi+0v3)

lim;_g = limy_.g
Existe pues (vi,v2) # (0,0) y es claro que df(a,0) = 0. Por lo
tanto f es G-diferenciable en (0,0). Veamos que df(a,-) no es
lineal, sean v = (vq,v2), w = (wy,ws), no nulos en R, tales que
v+ w #0,

(v1 + w1)(v2 + w2)?
(v1 4+ w1)? + (v2 + w2)?
7& 1)11)% wlwg

(vf +03)  (wf+wj)

= 0f(a,v) + df (a,w).

Of (a,v+w) =

Esto completa la demostracién de que la derivada en el sentido de
Gateaux de la anterior f no es lineal.
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4. Siempre la diferencial en el sentido de Gateaux de una funcién f
en un punto a es homogénea, es decir, para todo A € R, para todo
v e R,
of (a, \v) = Adf(a,v).

En efecto, como df(a,0) =0, sea A # 0, como

fla+t ) — f(a)

df (a, \v) = limy_¢

t
y (f(a+t ) — f(a))A
- =0 A
Y fla+tiv) — f(a)
= Alim;_,g v,
= \df(a,v).

Esto demuestra la afirmacién sobre homogeneidad.

5. La definicion de aplicacién Fréchet diferenciable, o F-diferenciable
en un punto suele definirse entre espacios vectoriales topolégicos de
manera semejante a la dada entre espacios vectoriales normados,
asi: Sean FE, F' espacios vectoriales topolégicos A C E abierto,
acAf:A— F,sedice que f es diferenciable en a, si existen una
aplicacién lineal continua 7' : E — F' y una aplicacién ¢ : U — F
donde U es abierto en E, 0 € U, tales que para toda vecindad V de
0 € F existe una vecindad Uy de 0 en E, y funcién de variable real a
valor real, r definida en vecindad de 0 en R, tal que ¢(tU;) C r(¢)V,

donde limy o " = 0y f(a+h) = f(a) + T(h) + ¢(h).

No estudiaremos esta derivada.

2.6 Derivadas de aplicaciones con coordenadas

Consideramos F1,Fo, ..., [, espacios normados, y sea F = Fy x 9 x

- x F,, el espacio producto, normado con la norma sup, para cada

1 =1,2,...,n, podemos considerar las proyecciones p; : F — F; y las
inclusiones b; : F; — F, definidas asi:

pi:F—=TF; pi(xy,...,%5...,2,) = 24
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Observamos:

i) p; es aplicacién lineal sobre y continua, deducida por el teorema
1.33, pues:

lpi (@)l = llzill < sup{llaell - & =1,2,...,n} = ||z]ls,
donde ||zg||, es la norma de xj € Fy.

ii) b; es aplicacion lineal inyectiva y continua, deducida por el teorema
1.33, pues:

1bs (o) [l = 110, ..., 0,:,0,...,0)[ls = [l

Es facil ver que
piobi :Ii, 1= 1,...,TL,

donde I; es la idéntica de F;, y

i # k — p;oby =0 (La aplicacién nula).

Ademas,
n
Y bropr=1,
k=1

donde I es la idéntica de F

Sea S un conjunto, no vacio, y f: S - F=F; xFy x --- x F,, una
aplicacién definidaen S. Para s € S, f(s) = (21,..., 2k, - -, 2n), €ntonces
pro f(s) = zk, 2z, depende de s, se definen asi, funciones f = pyo f. Las
aplicaciones

fk:pkof’ ]C:l,...,TL, (*)

determinan f, fr, : S — Fg, se llaman las coordenadas o componentes

de f, para s € S, f(s) = (f1(s),..., fx(s),..., fn(s)). Se acostumbra
escribir f = (f1,..., fn), pues: Notamos que

f=1Iof= [Zbkopklof Zbkofk
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Por tanto, para s € M, f(s) = > p_1 bg o fr(s) = (fi(s),..., fu(s)).
De la anterior igualdad como la norma en F = F; xFy x ...[F,, adoptada
es la norma sup, deducimos. para todo z, z en S,

If (@) = f(2)Il = sup{l|fe(@) = fu(2)]l : b =1,... . n}.

Tenemos el siguiente resultado:

2.20 Proposicién. Sean E,Fi,Fo,... F, espacios normados, A C E
abierto, no vacio, f: A — F =F; x Fy x F,,,F dotado de la norma sup,
f={(f1,---,fn). Entonces f es continua en a € A, si y solo si fj es
continua en a, para k=1,2,... n.

Demostracion. Se deduce de fi, = pr o f, que si f es continua en a,
como pyg es continua, deducimos que fi sera continua en a, por ser com-
puesta de continuas en a. (proposicién 1.26) Reciprocamente, si cada fj
es continua en a, como by es continua, entonces by o fir es continua en
a, por ser composicién de continuas en a, para cada k =1,...,n, luego
f=>p_; bro fr serd continua en a, por ser suma de continuas en a. [

Recordamos del Algebra Lineal, la siguiente proposicion:

2.21 Proposicion.

i) Dados E,Fq,F,, ... ,F, espacios vectoriales, F1 xFyx---xF, =T,
T:-E—-FT=(T,...,Tk,...,T,), entonces,

T es lineal, si y solo si Ty es lineal, para cada k = 1,...,n.
Ty E — Fp.

ii) Si los espacios son normados y F se considera dotado de la nor-
ma sup, entonces, T es lineal continua, si y solo si Ty es lineal
continua, para cada k =1,...,n.

Demostracion.

i) Dejaremos su demostracién como ejercicio.
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i1) Supongamos T lineal continua, y sea = € E, como

1T ()| < T[]l

1T ()] = sup{|| ()|l : k=1, 2,...,n},
obtenemos que
1T ()| < 1T ()| < (T[]l

luego T}, es lineal continua para cada k = 1,...,n. Si para cada
k=1,2,...,n, Ty es lineal continua, entonces

1T (@)l < 1Tkl |1l

para todo = en E. Si ¢ = sup{||Tx|| : k¥ =1,..., n}, obtenemos
que
IT ()l = sup{[|Th ()| : k =1,....n} <cf|z].

El teorema 1.33 implica que T es continua. O

2.22 Proposicién. Dados E,F1,Fy, ... F, espacios vectoriales norma-
dos, y A C E, abierto f : A - Fy xFy x---xF, =F, a € A,
f= (1, - fxy---, [n), entonces, f es diferenciable en a, si y sdlo si
fr es diferenciable en a, para cada k=1,...,n.fy : E — Fy, la funcion
coordenada k-ésima de f. En este caso,

fl@h = (fi(a)h,.... fr(a)h, ..., fr(a)h),

para todo h € E.

Demostracion. Si f es diferenciable en a, existen

r(h) = (ri(h),...,re(h) ..., rn(h)), ¥y
fla)=(T1,....,Ty,..., Ty),

lineal continua, cada T} es lineal continua,
f'(a)h = (T1h, ..., Tih,...,Tyh),

tales que:
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y
fla+h)=(fila+h),...,frla+h),..., fula+h))
= f(a)+ f'(a ) +7(h)
= (fila) + Toh +71(h), . ., frla) + Teh +7(R), ..., fu(a)
—i—Tnh—i-rn(h))

Luego fx(a + h) = fr(a) + Txh + rk(h), como T} es lineal conti-

nua, la unicidad de la diferencial nos implica que f;(a) = T, como de

h

lre(R)|| < ||r(R)|l, para k =1,2,...,ny de lim;_g %

que limy_.q TIICT(IFT) = 0, esto nos completa la demostracién de que fj es

diferenciable en a, si f lo es. Supongamos ahora que fi es diferenciable
en a, entonces existe ri(h), tal que

= 0, deducimos

re(h)

frla+h) = fela) + fi.(a)h + re(h), limhﬂow =0,

para k=1,...,n. Luego

fla+h) = (fila+h),....frla+h),.... fala+h))

(fila) + fi(@)(h) +ri(h), ..., fala) + fr(a)(h) +ra(h))

= f(a) + (fi(a)(R), ..., fi(a)(R), ..., fr(a)(h))

+ (rl(h),...,rk(h) ,rn(h))

= fla) + f'(a)(h) +r(h),
donde

f'la) = (fila),-... fila),- . [ (a))

es lineal continua por serlo cada f,(a),y 7(h) = (r1(h),...,ri(h), ..., ra(h)),
es tal que limy_,q T”(h”) 0, pues de limy,_, = i }(lﬁ) =0, deducunos que dado

e > 0, existe o > 0, tal que

HhH <6 — Hrk(h)H <e

7]
Si § = minimo{dy,...,d,} obtenemos que si ||h|| < J, entonces
h
Hrﬁcf(LH)H < e, paracada k=1,2,...,n. Como

[r (Ml = sup{[lre(R)|| - k =1,...,n},
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deducimos que llTl(filll)Il < e. Esto completa la demostracion. O

A continuacién destacamos casos particulares interesantes, en dimen-
sién finita.

2.23 Proposiciéon. Sean A C R"™, abierto, a € A,

f:AHRm7 f:(f17f27"'7fn)'

Entonces, [ es diferenciable en a si y solo si la aplicacion f, : A — R
es diferenciable en a para k=1,...,n.

2.7 La matriz jacobiana

Consideramos f: A — R™, a € A CR", abierto, y f diferenciable en
a, f = (f1, f25--+, fm)- Como f’(a) : R™ — R™, es aplicacién lineal (con-

tinua), si consideramos la base candnica de R", e = {ej,e9,...,e,}, y de
R™ e ={e}, e, ... e}, la aplicacién f/(a) se determina por conocer
fla+teg) — f(a)

f'(a)(er) = limy_q ;

A este limite, cuando existe, se le conoce como la derivada parcial

ofla)
Oxy,
la derivada direccional de f en la direccién eg. Como f'(a)(e;) € R™,

entonces:

de f, respecto de la variable k, en el punto a, se denota por

f'(a)(e;) = %f—g = (fi(a)ej,..., fl(a)ej,..., fh(a)e;)
_ <0f1(a) dfi(a) afn(a)>
(93:] B 8xj L 0;5]
~ Ofia)

64
29
- 0x;

-
Il

luego

fla)es) = 20y
i=1 J
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Por lo tanto, la matriz asociada a la aplicacién f’(a) en las bases
candnicas de R™,R™ respectivamente, la cual es llamada la jacobiana

de [ en a, es la matriz
811 a

matriz de tamano m x n, m filas, n columnas, ¢ indice para filas, j indice
para columnas, t =1,...,m, j = 1,...,n. Destacamos esto enunciando:

2.24 Teorema. Sean A C R", abierto, a € A, f: A — R™, diferencia-
ble en a, f = (f1, f2,..., fm) entonces existen

Af:
M, 1=1,....m,5=1,....,n.
0:6]-

Por lo tanto existe la Jacobiana de f en a,

Jf(a) = (%“) |

esta es la matriz asociada a f'(a) : R™ — R™, en las bases candnicas de
R™ R™, donde i = 1,...,m indice para filas, j = 1,...,n indice para
columnas.

Para calcular entonces

ror=((2) ]

donde el superindice ¢ significa traspuesto del vector v = (vy,..., v,) €
R"™. El resultado del producto es un vector columna, de tamano m x 1,
el cual debe transponerse, por ello, el £.

* Como siempre, la existencia de la Jacobiana de f en a, no implica
la existencia de la diferencial de f en a. Remitimos al lector al ejemplo
2.10 de este capitulo.

2.8 El gradiente

i) Sea f: («,3) — R™, funcién definida en el intervalo abierto («, [3)
de R, a € (o, B), f diferenciable en a, f = (f1, f2,..., fn); en este
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f'(a) = (fi(a),.... f1(a)) : R = R,

la base candnica de R como espacio vectorial sobre si mismo es 1,
fla)l = (fila)l,..., fr(a)l) = df(a).

Se identifica f'(a) con f'(a)(1), y f'(a) se identifica con df (a). A
f en este caso se llama curva diferenciable en a.

i1) Sea A C R™ abierto, a € A, f: A — R, diferenciable en a, entonces
f'(a) : R™ — R, es lineal continua, f'(a) € L(R",R) = (R")*,

el dual de R™. Como la base candnica del dual de R", es dada por
las proyecciones, definidas por

dxy : R" — R

V= (V1,00 Uy Up) — deg(v) = vg

Obtenemos en este caso: f'(a) =Y, apdzy, donde los escalares
ar € R, son determinados por calcular en los vectores de la base
candnica de R", e;, la aplicacién f'(a) estd dada por

<Z akd:vk> Z ardzi(e;) = a;,

ya que
0, sii#k
dry(e;) =
k(ei) {1, sii=k.
f(a)(e;) = agi?) = a;; obtenemos que

Z a.%'k

Esta es la escritura de f’(a) como elemento de £L(R™,R) en la base
canénica de L(R™,R), y donde dxg,k = 1,...,n, es la proyeccién k. Por

otro lado,

_ (9f(a) 0f(a) 0f(a)
Jf(a)-(a%1 e g an>
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se llama el vector gradiente de f en a, grad(f(a)) = Jf(a). La notacién
clasica es f'(a) = gradf(a) = Vf(a). Miramos ahora desde otro punto

de vista, para calcular: sea v = (v1,...,v,) € R™, entonces
9f(a)
!
f (a,)v - (kg a.%'k ) Z 8mk
" df(a
- ﬂ)wzgmwm»w
P oxy,

(El producto interno usual de vectores de R™).
2.25 Ejemplo. Consideramos la aplicacién f : R? — R?, definida por
f(z, z) = (x, xz), en este caso

fi(z,2) =z, fo(x,2) = xz, f es diferenciable en (z, z), porque fi, f2 lo
son,

afl(x’)
ox

. O0filz,z) o Ofaw,z)  Ofa(x,2)
=1, 0 = 0, o 2, 0 x,

luego la matriz Jacobiana de f en (x,z) es

i@ =) .

por lo tanto:

£, 2)(h k) = ([l 0} [Z])t — (b, zh + k),

zZ T

vemos que f’(x, z) es isomorfismo de R? sobre R?, si y sélo si x # 0, pues
el determinante det Jf(z,z) = z. El concepto de vector gradiente, es
generalizado asi: consideramos (E, || ||) espacio normado A C E, abierto
no vacio, f : A — R, f diferenciable en A, en este caso, como f'(a) €
L(E,R) = E*, el dual de E, podemos definir

df : A — E* = L(E,R)
x e df(z) = f'(2)

Se usa la notacion clasica df () y se llama a df la diferencial de f.
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2.26 Definicién. Sea (E, (, )), espacio con producto interno completo
para la norma inducida por el producto interno (recordamos que un tal
espacio se llama de Hilbert). Sea A C E, abiertoy f : A — R, aplicacién
diferenciable se define como gradiente de f y notaremos gradf = Vf, a
la aplicaciéon Vf : A — E, tal que a z € A, asigna el vector de E, notado
V f(x), caracterizado por:

(Vf(x),z) = f'(x)(2) = df (x)(2), para todo z € E.

Esto es posible debeido al teorema de representacién de Riesz (ver
proposicién 9.16)

2.27 Ejemplo. Sea (E, (
definida por P(z) = ||z|2

) espacio de Hilbert, P : E — R, la funcién
(x,z), es claro que P es diferenciable, pues

P(x+h) = (x+ h,z+h) = (x,x) + 2(z,h) + (h, h),

)

al tomar como P’'(x)(h) = 2(z, h), como el producto interno es bilineal
continua, para x fijado 2(x, h), serd lineal como funcién de h, recordamos
que la desigualdad de Cauchy-Schwarz, implica |2(z, h)| < 2||z||||h]|, de
la cual deducimos la continuidad, y con (k) = (h, h) = ||h||?, deducimos
que h’mhﬁoﬁ = 0. Como P es diferenciable y P'(z)(h) = 2(z,h),
entonces gradP(x) = VP(z) = 2x.

* Se puede omitir la lectura de la siguiente seccién, y pasar a la
definicién 2.32, en esta seccion efectuamos una comparacién entre la
derivada en el sentido de la variable compleja y la derivada en el sentido
de Fréchet.

2.9 Derivada Fréchet derivada compleja

Estudiaremos en esta seccién la relaciéon entre la derivada de una
aplicacién F'de Aen C, FF: A — C,A C C, abierto, derivable en el
punto a € A, en el sentido de la variable compleja, y su derivada en el
sentido de Fréchet.

2.28 Proposicién. Sea C = {a+ib: a,b € R}, el cuerpo de los nimeros

complejos (i> = —1), con sus operaciones usuales y normado con la

norma usual
2]l = |la +ib|| = Va? + b = V2.,
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donde z = conjugado de z = a +ib = a —ib. Sea (R%|| ||) (la norma
euclideana), al definir para (a,b), (c,d) en R? el producto de parejas,
por:

(a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc),
entonces R?, con su adicion de parejas usual y con este producto es un
cuerpo conmutativo, el cual es isomorfo a C.
Notamos que (a,b) - (a, —b) = ||(a,b)|* = a® + b?. La aplicacién
¥ (R2a +, ) - (C? =+, )
(a,b) — p(a, b) =a+1ib
establece tal isomorfismo. R puede sumergirse en R?, por medio de
Y : R — R?
z — (x) = (z, 0)

= . Es facil
P ngx{o} s facil ver que

para z,z € R y 1 es inyectiva. Ademas, [|¢(x)| = |z| es isometria,
entonces R puede identificarse con

Y(R) = {(z,0) | =z €R}.

Asfidentificamos el complejo z = a + ib, con la pareja (a, b) y el real
t = (¢,0). Sin confundirnos con el producto por escalar, para A € Ry
(a,b) € R? \(a,b) = (A\a, \b), pues por otro lado A = (), 0), serd tal que

(A, 0) - (a, b) = (Aa — 0b,0a + \b) = (Aa, \b).

El producto por escalar puede considerarse como caso particular del
producto definido en R2. Nétese que ||(a, b) - (¢, d)|| = ||(a, b)||||(c, d)]|.
Como la base canénica de R? es (1,0) = 1y (0,1) = (2 = —1),
(—1, 0) = —1, entonces (a,b) = a + ib. (Esto justifica la identificacién).
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La multiplicacién entre parejas definida en R?, motiva definir la siguiente
aplicacion

v:R* — L(R*R?)
u > y(u) : R? — R2

definida por y(u)(v) = u - v para u,v en R? (producto en R?). Vemos
que al considerar R?, como espacio normado con la norma euclideana,

como espacio vectorial sobre R,~ es aplicacién lineal (continua), v €
L(R?, £L(R?,R?)). Ademés,

(W)l = sup{[ly(w)(2)] : [lz]| = 1}
= sup{[lu- 2| = [lulllz] = [l : i |[z]] =1},

luego [|y(u)|| = |lul|,7y es isometria, por lo tanto inyectiva. Esto im-
plica que podamos identificar R? con v(R?) = R?, atin més, 7 esta-
blece isomorfismo de cuerpos 7(R?) es subcuerpo de R?, notamos que
(1) = I € v(R?), ademds v(v) es inversible sf y sélo si v # (0,0) = 0,
en este caso v(v) "' = y(v™1), donde si v # 0,v = (a, b), entonces

o1 a —b
S\ a2+ 02 a2+ b2 )

Como 7(R?) C £L(R?, R?), veamos cémo es la matriz asociada a v(v),
en la base candnica de R%. Sea v = a + ib, entonces

v(a+ib)(1) = a+ ib = (a, b)
v(a +1ib)(i) = (a +ib)(i) = —b+ia = (b, a)

Por consiguiente, la matriz asociada a ~y(a + ib), en la base canénica
de R?, es
a —b
2.1
] (2.)

Reciprocamente, podemos ver que si T € L(R? R?) y tiene como
matriz asociada en la base canénica de R?, una matriz como la anterior,
entonces T € (R?), es decir, T es de la forma T = v(v), para algin
v = a + ib. Podemos enunciar:
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2.29 Proposicién. Sean (R?,+,-) como antes, entonces la aplicacion

v:R? = L(R?, R?)
u > y(u) : R? — R?

donde y(u) estd definida por y(u)(v) = u - v, como el producto de la
pareja u por la pareja v. Entonces v es aplicacion lineal inyectiva, tal

que [y = [lul,

V(R?) =
{T € ﬁ(RQ,RQ); la matriz de T en la base candnica de R? es M},

donde M es de la forma: [ ch _2 }, donde a, b € R.

Como (R?,-,+) = (C,-,+), es un cuerpo conmutativo, nos permite
definir la derivada de una funcién definida en R?, con valores en R?, mi-
rando R? como C, de la misma manera como se hace para aplicaciones
de R en R, por medio del cociente de diferencias. El concepto provenien-
te del producto definido en R?, es un punto importante en el Anélisis
Complejo: si f: A — C = R2, A es abierto en R?, a € A, se dice que f
es derivable en a, si existe

Fz) -~ fla)

zZ—a

lim,_.,

A este limite, por ser unico se denota por f’(a), a este niimero complejo
se llama la derivada de f en a. Esto equivale por definiciéon de limite y
por tener R? la norma euclidiana, Dado € > 0 existe § > 0, tal que

Hf(Z)—f(a)

0<|z—al<d— - fl(a)|| <e.

Esto tltimo a su vez implica que

1£(2) = f(a) = f(a)(z = a)|| < ellz — al|.

Como f’(a) es un complejo, le corresponde (f'(a)) € LL(R?, R?) y
es facil ver que

7(f'(@))(z —a) = f'(a)(z — a).
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Se deduce que existe T de R? en R?, lineal continua, la cual es
v(f'(a)) = f'(a), tal que si z=a + h, con 0 < ||h|| < ¢, entonces

r(h)

f(a+h) :f(a’) +Th+T(h), Hmh—»ow =0

Basta tomar r(h) = f(a+h) — f(a) —T(h). Luego f es diferenciable
en a en el sentido de Fréchet, el nuestro, y 1" es la diferencial de f en a.
Reciprocamente, podemos ver que si f es diferenciable en a en el sentido
nuestro, entonces f es derivable en el sentido de la variable compleja, y
si y(w) =T, donde w € C, y

r(h)

fla+h) = f(a)+ Th+r(h), lims_g Tl =

Entonces concluimos que

S O]

z—a
es decir, f es derivable en el sentido de la wvariable compleja,
w = v YT) = f'(a), notamos que f’(a) = T(1). Siguiendo la nota-
cién clasica df (a) =T = (f'(a)), podemos identificar f’(a) con T.

Este concepto de derivada en el sentido de la variable compleja es
m&s fuerte que el de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet. Re-
cordamos que en Variable compleja, se demuestra que si una funcién
f: A — C, donde A es abierto de C = R?, es derivable en A, es decir
posee derivada en todo punto a de A, entonces f es analitica en A, es
decir, es desarrollable en serie de potencias alrededor de a,a en A, por
lo tanto admite derivadas de todo orden. Esta es una de las diferencias
entre la variable compleja y la variable real. En este caso se puede definir
la funcién derivada

fl:A-R?*=C
20 f'(2)

Deducimos que f es analitica en A si y sélo si es diferenciable en A y

df (a) € v(R?) para todo z € A. La consecuencia espectacular es que en
variable compleja se demuestra que si f es analitica en A f’ también lo
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es y por lo tanto f(™ también para todo n. Esto lo descubrié Cauchy y lo
demostré suponiendo que f’ fuese continua. Goursat demostré que esta
hipdtesis sobraba. En 1964 G. Whyburn di6 una demostraciéon usando
sélo diferenciales. Volvamos ahora a f : A — R?, A C R? abierto y
f = (f1, f2), f derivable en a = a1 + iay € A. Para z = x + iy en
A, f(z) = fi(z,y)+ifa(z,y). Por discusién anterior, la matriz Jacobiana

de f en a, es
s =21,

T S

donde
_ 0f1(a) _ df1(a) . J0fa(a) o dfa(a)
or 1 oy ’ ox oy ’
pero como df (a) =T = v(f'(a)) = J f(a), entonces deducimos que como
f'(a) = u + iv, entonces la jacobiana de f en a,

Jf(a)z[u _”}

v u

= g — Bfl(a) _ 8f2(a)
Oz oy
L Ofia)  fala)

’U:—q:/]”: = s

oy ox

es decir se tienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Hemos demos-
trado que si f es derivable en a, f = (f1, f2), entonces la funcién f es
diferenciable en a, es F-diferenciable y la matriz jacobiana es

Jf(a)=[u }

v u

donde
df1(a) ~ 0fi(a)

ox ' oy
y valen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

L _ 2hla) _ 0fs(a)

ox dy
_ 0fila) _ 8f2(a).

oy ox
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Reciprocamente, si f es F-diferenciable en a y valen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, entonces, si T' = df(a), la matriz asociada a T' en
la base canénica de R2, es de la forma

u v

voou |’
esto implica que T = df(a) € 7(R?) y de esto deducimos que f es
derivable en a. (En el sentido de la variable compleja).

2.30 Nota. Nuestra definicién de diferencial de Fréchet, requiere que
la aplicacion lineal L que aparece en la definicién 2.6 sea continua, otros
autores como Vainberg, M., “Variational Methods for the Study of Non-
linear Operators”, Holden Day, San Francisco, California, 1964, impo-
nen en la definicion 2.6, que L sea tan sélo lineal, es decir, Dados E,F
espacios de Banach, A C E,a € A,f : A — F es diferenciable en
a, si existen L :— F, lineal, y r(h) = r(a,h), tales que se tenga que
fla+h) = f(a) +T(h) + r(h), donde limy,_,o % = 0, esto conduce a
que L = L(a,-) resulta tnica, pero no podemos concluir que f sea con-
tinua en a, y para poder concluir que L sea lineal continua es necesario
agregar que f sea continua en a (ver ejercicio 2.17).

2.10 Funciones continuamente diferenciables

En esta seccién obtenemos un criterio til para ver cuando una fun-
cién definida en un abierto A de R™ con valores en R es diferenciable
ver teorema 2.24, utilizaremos en su demostracién un teorema clasico,
conocido como el teorema del valor Medio, para una demostracion ver
capitulo 5, teorema 5.2, el cual enunciamos:

2.31 Proposicién (Teorema del valor medio). Sean a < b nimeros
reales f : (a,b) — R funcién diferenciable en (a,b) continua en el inter-
valo cerrado [a,b], entonces existe ¢ € (a,b), tal que

fb) = f(a) = f'(c)(b - a).

2.32 Definicién. Sean A C R" conjunto abierto, y f : A — R™,
continua, a € A,
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a) f=(f1,.-.,fm), se dice continuamente diferenciable en a, si exis-
tenr>0talqueB()CAyafl = 0;fi(x) para x € B,(a) y
son continuas en B, (a), para cadaj =1,2,...,nyi=1,...,m

b) f se dice continuamente diferenciable en A, si f es continuamente
diferenciable en a para todo a € A (Ver clase C!, Capitulo 3).
Es decir, si f es continua e A y existen las derivadas parciales
O0ifi: A—R, fl() ,paraj=1,...,ny x € Ay son continuas en
Ai=1,...,m

2.33 Proposicion. Sean A C R" conjunto abierto, y f : A — R™,

f = (f1,---, fm), funcion continua cuyas derivadas parciales 8(’;;((1)

0;fila), parai=1,2,...,m;j=1,2...,n, existen en todo punto a € A,
y son continuas. entonces f es diferenciable en a, luego f es diferenciable
en A.

(Es decir, si f es continuamente diferenciable en A, entonces f es
diferenciable en A.) en A.

Demostracion. Por proposicion 2.20 basta probar que cada componente
fi de la funcién f es diferenciable. Por ello nos restringimos al caso en
que f: A — R.Siac A, como 9;f es continua en a, existe r > 0 tal
que 0; f(x) existen y son continuas en B,(a) = {z € R", ||z —a| < r}.
Sea h = (hi,ho,... hy) € R™ tal que HﬁH < r, pequena, para que
los vectores hy = (hiy... hg—1,h,0,...,0) € R" k= 1,2...,n sean
tales que a + hy € By(a). Consideramos hg = (0,...,0) =0y h, = h,
tenemos:

—

fla+h)— f(a) = fla+ hi,a2,...,a,) — fa1,a2,...,a,)
+ f(ay + h1,a2 + hayas,...,an) — flay + hi,a9,...,a,)
+ ...
+f(a+h) — flar + h1,a2 + hoy ... yapn—1+ hp—1,a,)

_Z f(a+h] 1))
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Para j € {1,2...,n} fijo, si h; > 0, definimos
¢j + laj, aj + hj] = R
t— gf)j(t) = f(a + ﬁj,1 + tej)
= f(al + hla .| + hjflytaa’jJrl’ cee >an)’

es diferenciable en t € (a;,a;+h;), si hj > 0 (o en (a;j+hj,a;) si h; <0)
y continua en [aj,a; + hj], por existir 9;f en Ay ser continuas, existe

!

0
gbj(t) = %f(al + hq,... a1+ hjfl,t, (7 P ,an),
J
es vélido el teorema del valor medio para ¢;, luego:

¢j(aj + hj) — ¢j(aj) = ¢'(cj)(hy), para algin ¢; € (aj,a; + hy).

Por consiguiente, si h; > 0 f (a+ﬁj> — fla) = 0;f(q;) hj, para

algin ¢; = a + ﬁj,l + cjej € By(a). La anterior igualdad es vélida si
hj = 0. Obtenemos que:

F(a+) - @ = S 0310y
j=1

Candidato para la derivada es V f(a) = (01 f(a),02f(a),...,0nf(a)) =
D, entonces D - h =37, 9;f(a)h;, la aplicacién

L:R" =R

-

Fe L (7) = D = 307y,
j=1

es lineal continua y si

n

R (ﬁ) =f (a + ﬁ) — fla) - L (ﬁ> = Z(ajf((b') — ;i f(a))hj,

J=1

como ¢; — a si h— 0, de la continuidad de 0; f en a,obtenemos:

RO 1 | oo iy
0< || = 1= 12,07 (@) — 9 f(a)hy| <> =105 £ (g5 — 9 f(a)
h‘ ‘h j=1 7j=1 HhH

<> 10;f(q;) = 9;f(a)] = 0, sih — 0.
j=1
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Entonces f’(a) = L. Razonamiento idéntico para el caso h; < 0. O

Este teorema nos reafirma que las funciones conocidas en nuestros
cursos de calculo anteriores son en efecto diferenciables. Como sabe-
mos calcular las derivadas parciales de funciones como sen (x—i—yz),
x? + e, e¥T? y como sabemos que estas son continuas, concluimos
que son diferenciables.

2.34 Nota. Existen funciones diferenciables en un punto, cuyas deri-
vadas parciales no son continuas en dicho punto. El siguiente ejemplo
ilustra esta situacién: sea f : R? — R, definida por:

o) = (x2+y2)2sen(x2—iy2) si (z,y) # (0,0)
f(z,y) {0 T o

Dejamos como ejercicio el demostrar que esta funcién es diferenciable
en (x,7), en todo punto de R?, pero que en (0, 0) estas derivadas parciales
no son continuas, 91 f(0,0) =0y d2f(0,0) = 0.

2.11 Ejercicios

1. Verifique usando la definicién, que las siguientes aplicaciones son
diferenciables en R?:

i)
f:R? 5 R?
(,2) — f(z,2) = (z+ 2,2 — 2)
ii)
T:R*—>R
z
(z,y,2) — T(z,y,z) = det c

ISUERS IR
o o

f

. Qué condiciones deben satisfacer a, b, ¢, d, para que T"(x,y)
sea sobreyectiva? ;Cudles para que T"(z, y) sea inyectiva? De-
termine el gradiente de 7' en un punto (x,y,z). jSon fy T
aplicaciones lineales?
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2) Sean E,F espacios normados, A C E, abierto, f: A - F,a € A, f
diferenciable en a, sean g y s definidas por

g:A—AxF s:AxF—TF
z = g(x) = (z, f(z)) (@, 2) = s(x,2) =z — f(z)
a) Muestre que g y s son diferenciables en A, A x F, respecti-
vamente.

b) Muestre que ¢'(z) : E — E x F, es inyectiva.

¢) Pruebe que Imagen de ¢'(z) = Nucleo de §'(z, 2).

3) (Cuéles de las siguientes funciones, donde n > 1 es entero, son
o(h)?

a) f:R->R, z— 2" x— z"log(l + z),
b) f : RQ - R? (Cﬂ,y) - ycos(m), (x’y) — T =Y,
c) f:R? =R (z,y) — (¢%,y), (z,9) — (2 -y, 2y).
4) Sean a < ¢ < b ndmeros reales, f : (a, b) — R. Demuestre que f

es diferenciable en ¢, si y sélo si para r > 0 pequeno, la funcién
¢ : (—r,r) — R, definida por:

o) = Heth) 1@ - i p 0, |b| <7
1 F(e) sih=0,

es continua en A = 0. Usando esto concluya que f es diferenciable
en ¢, si y sélo si para toda sucesiéon {z,} de reales no nulos, tal
que lim,, .~ x, = 0, se tiene que:

f(C—i—.%'n)—f(C)

Tn

= f'(c).

lim,,— o0

5) Consideremos el espacio vectorial sobre R, de las matrices cuadra-
das n x n, E = M(n x n), normado con una cualesquiera de sus
normas, por ejemplo con la norma sup, escribiendo los vectores de

R™ como columnas, identificamos E con R™ x --- x R™ (n-veces).
Sea

det : E — R,
la aplicacién determinante , para X = (Xy,..., Xg,...,X,) (don-

de X es la columna j-ésima de la matriz X), utilizando la base
canénica de E,
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a) describa det'(X)H, para H € E, es decir, determine det/(X) Ej,
donde FEj;j es la matriz con todos sus elementos nulos salvo el
de la fila ¢, columna k, que es 1. Si X = I, la matriz idéntica
n X n, muestre que det’(I)H = Traza de la matriz H.

b) Pruebe que det’(X) = 0, s{ y sélo si rango de X < n — 2.
6) Considere nuevamente E, como en el ejercicio 3 anterior y

fE—E
X f(X)=XXx'

el producto de la matriz X, por su transpuesta X?,

a) Pruebe que f es diferenciable para todo X € E.

b) f'(X)(E) C S(n), el espacio de las matrices simétricas de
orden n X n,

S(n):{A€E| A:At}.
¢) Muestre que si X es ortogonal, es decir, si X X! = I, entonces
S(n) = f(X)(E); O(n) ={ACE|AA" =T},
el conjunto de las matrices ortogonales.

7) Considerando el mismo espacio E con sus operaciones usuales de
adicion y multiplicacién de matrices de orden n x n, si f es la
funcién,

f:E—E
X f(X)=X3
a) Muestre que f es diferenciable en E.

b) Generalize, considerando f(X) = X", demuestre que

m—1

FOH) =Y XPHX™
k

para H € E.
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8) Sean E, F espacios normados, denotaremos con Lo (E; F), el espacio
vectorial de las aplicaciones bilineales continuas, b : E X E — T,
donde E x E estd dotado de la norma sup, y para b € Lo(E;F), sea

16l = sup{[lb(z, 2)[ = [lz|| = 1 = |[=]|, #, z € E},

una norma. Muestre que:

i)
i)

iii)

Lo(E;F) es espacio vectorial sobre R, y [|b]| es en efecto una
norma en Lo(E;F), recuerde teorema 1.75 capitulo 1

Muestre que si con Log(E;F) C Lo(E; F), denotamos el sub-
conjunto de las bilineales simétricas de E x E en F, conti-
nuas, es decir b(x,z) = b(z,z), para todo x,z € E entonces
Los(E;F) es subespacio normado de L2(E;F), con la norma
inducida.

Muestre que si @ = (a,b) € E x E, es fijado, entonces la
aplicacion evaluacion en «, ev,, definida como

evy : Lo(E;F) = F
w — eve(w) = w(a,b),
es lineal continua.

Use esto y defina g(w) = w(a,b) — w(b,a) para mostrar que
Los(E;F) es subespacio cerrado de Lo(E; F).

9) Sea E espacio vectorial normado y

LC ={y:[-1,1] = E | 4(0) = 0y ¢ es diferenciable}.

LC es espacio vectorial para la suma de aplicaciones definida pun-
tualmente y para a € R, (av)(t) = at)(t), entonces muestre que

F:LC —E
P = F(y) = 4'(0)

es aplicacion lineal de LC' en E, sobreyectiva. Determine el niicleo
N de F' y describa el espacio cociente de LC

10) Demuestre que si A C R™ es abierto y f : A — R, posee derivadas
parciales 0;f en a € Ay son acotadas en una vecindad de a,
entonces f es continua en a.
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11) Muestre que si en el enunciado del proposicién 2.33 suponemos
para a € A, sélo la existencia de las derivadas parciales 0; en
una vecindad de a y son continuas en esa vecindad entonces f es
diferenciable en a.

12) Considerando f : R® — R, definida por f(z,y,2) = z — 22 — 3,
determine puntos en los cuales V(f)(z,y,2) forma angulo de 7
con el vector (1,1,1). ;En qué puntos es colineal?

13) Consideramos f : R? — R, definida por

si (z,y) # (0,0)
si (x,y) =(0,0)

zy(z?—y?)

_ 22412
f(z,y) {0 v

a) Demostrar que existen ds f(x,0) = z para todo z, y 91 f(0,y) =
—, para todo y.

b) Observe que 0102 f(0,0) # 0201 £(0,0).
14) Sea ACR?y f: A — R, donde
A={(z,y) €R* z<0}U{(z,y) € R?x >0,y #0}.

a) Observe que dos puntos de A pueden unirse por una sucesién
de rectas paralelas cada una paralela a uno de los ejes. Si
01f = Oof =0, demostrar que f es constante

b) Dé un ejemplo de una funcién definida en A tal que dof =0
que no sea constante como funcién de y.

15) Consideramos el espacio vectorial M(m x n), de las matrices de m
filas y n columnas. Demuestre usando sélo la definicién de continui-
dad que las siguientes aplicaciones son continuas y diferenciables:

a) Tij : M(mxn) — M((m—1)x(n—1)), la aplicacién definida
para X = (z;5) por T;;(X) = X;j;, donde X;; es la matriz de
m — 1 filas y n — 1 columnas obtenida de X por cancelar la
fila ¢ y la columna j.

b) Sim =n, y A = (a;;) es métriz simétrica, positivamente
definida, es decir, si la forma bilineal b asociada a A, b : R™ x
R"™ — R, definida para z = (z1,...,2,) ¥y = (Y1,---,Yn) €
R"™, por

b(z,y) = hAK™ = Zam iy,
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16)

17)

es tal que b(z,x) > 0 para todo x € R" y b(z,x) = 0 siy
s6lo si = (0,...,0). Demuestre que la aplicacién b es un
producto interno en R”, si [|z| = \/b(z,2) = VzAz" es la
norma inducida determine que es diferenciable para x # 0.

Determine para x # 0 %, j=1,...,n.
J

Sea R?y p : R? x R? — R, aplicacién definida por p(z,y) = zAy",
donde T significa transpuesta y A es la matriz

G 2)

p(z,y) = ax1y1 + b(w1y2 + T2y1) + cT2Y2,

es decir que

donde z = (x1,22), y = (y1,¥2). Sia > 0, ¢ > 0, que condiciones
deben cumplir a, b, c para que p sea definida positiva, observe que p
es diferenciable en todo punto (z,y), por lo tanto podemos definir
la funcién p’, la derivada de p:

P R? x R? = L(R? x R% R).
Demuestre que p’ es diferenciable en todo punto (z,y) € R? x R2.

Sean E,F espacios normados A C E abierto, a € Ay f: A — F,
definimos ser f diferenciable, si existen aplicacién 1" : E — F lineal
y r(h) = r(a,h) tal que

Irll

flath) = f(a) =T(H) = r(h), ¥ ity

a) Demuestre que T' es tnica, por ello se destaca que depende
s6lo de a, se nota Df(a) =T, se llama la diferencial de f en
a. Si f es diferenciable en a para todo a € A, se dice que f
es diferenciable en A.

b) Demuestre que si f es constante en A, entonces
Df(a) =0, paratodo ac€ A.

¢) Demuestre que si f es continua en a, entonces Df(a) : E — F
es continua, es decir f es diferenciable en a en el sentido de
la definicién 2.6 (de Fréchet). Podemos decir entonces que la
continuidad de f en a y el ser continua la aplicacién lineal
Df(a), son propiedades equivalentes.
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18) Sea E = M(n x n) el espacio vectorial de matrices cuadradas y
f:ExE — E, definida por f(X,Y) = XY” donde 7 significa
transpuesta. Demuestre que f es diferenciable en E. Vea ejercicios
2.3, 2.6 anteriores, jqué relaciones puede establecer entre esta f y
las dadas en ellos?

19) Sea f : R? — R diferenciable en 0 = (0,0) y ¢ : R? — R, definida

)
por ¢(z,y) = f(z,y) si (v,y) # (z,2%), ¢ (v,2%) = f (x,2%) + 1
siz#0,y ¢(0,0) = f(0,0). Muestre:

a) ¢ no es continua en (0, 0).
b) ¢ alo largo de rectas y = mx es discontinua en por lo menos
dos puntos de estas rectas.

¢) Para todo v = (v1,v2)ER? existe &,(b(@) = vl%(xo) +Ug%(yo).



CAPITULO 3

Derivadas de orden superior

A continuacién demostramos el teorema clasico de la regla de la
cadena.

3.1 Teorema (Regla de la cadena). Sean E,F,G, espacios vectoriales
normados, U C E abierto, V. C F abierto (no vacio), f : U — F,g :
V — A, tales que f(U) C V, f diferenciable en x € U,g diferenciable
eny = f(x) € V. Entonces la funcion compuesta go f : U — A es
diferenciable en z, y (go f)'(z) = ¢'(f(z)) o f'(z). Para h € E,

(go f)(@)h=g'(f(z)[f (z)h].

Demostracion. Como f y g son diferenciables en = y f(x), respectiva-
mente, tenemos:

h
f(x+h) = f(z)+ f'(z)h + r1(h) donde limj_g % =0 (de F).
Esto implica que limy,_o71(h) = 0.
/ . TQ(k)
9(y + k) = g(y) + g'(y)k + ra(k) donde limy_ T 0 (de G).

114
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Esto implica que limg_,g72(k) = 0. Si k = f'(z)h+7r1(h) vemos que k —
0, s y solo si h — 0 (se usa que f'(x) es continua y lim,_,ori(h) = 0),
tenemos:

(go f)(@+h) =glf(x) + f'(x)h+ ri(h)]
=gy +k) =g() + 4 W)k +r2(k)
(A) Como dado £ > 0, existe dy > 0, tal que si
0 < ||kl < b2, implica [|ry(k)[| < el|&],

luego:
(9o f)(x+h)=gy)+d ) (@)h) + 7 (y)(ri(h)) + r2(k).
(B) También, dado € > 0, existe d; > 0 tal que si
0 < |||l < ¢, implica ||r1(h)] < e|lh],
luego, si
R(h) = g'(y)(r1(h)) + r2(k) = ¢'(y)(r1(h)) + r2[f'(2)h + r1(R)],
obtenemos que si 6 = min(dy, d2):
0 < R < llg" W) (ri ()| + [Ir2[f'(2)h + ra(R)]|

< allhlle +ellf (@)h +ri(h)]|
< allhfle + ebl|hl| + || ll,

donde a, b > 0 son constantes cuya existencia se garantiza en virtud del
teorema 1.28, por ser ¢'(y), f'(y) lineales continuas.

(go f)(z) = g (f(x)) o f'(x), sera lineal continua. [

3.1 Aplicaciones de la regla de la cadena

A titulo de ejercicio, a continuacién mostraremos como usando la
regla de la cadena podemos deducir algunas propiedades de la diferencial,
ya deducidas en el capitulo 2.

3.2 Proposicién. Sean E,F,G espacios vectoriales normados, U C E
abierto no vacio, a« € R, f,g: U — F, diferenciables en x € U, entonces:
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f+9g:U—F
z— (f+9)(@) = f(z) + g(z)
es diferenciable en z, y (f + g)'(x) = f'(z) + ¢'(x).
ii)
af :U—TF
z— (af)(z) = af(x)
es diferenciable en z, y (af)(z) = f'(z).

iii) SiF =R, y f(x) # 0 para todo x € U,

1
? U —-R
1 1
o (3) @)= 5@
. . Lyov_ 1,
es diferenciable en x € U, y (?) (x) = f2(a:)f ().

i) Sib:FxTF — G es bilineal continua, entonces la aplicacion
o(f, 9):U—-G
z = b(f, g)(x) = b(f(x),9(x))
es diferenciable ez yb(f, g) (x)h = b(f'(2)h, g(x))+b(f (2), g (®)h),

es decir la regla del producto es vdlida.

Demostracion.
i) s:FxF — F definida por s(v,w) = v+ w es lineal continua, luego
s'(v,w) = s, para v, w € F si

(f,9):U—>FxF
z = (f,9)(x) = (f(x), 9(x)).

(f, g) es diferenciable en z, por serlo f y g (proposicién 2.24) luego

(so (f,9)(x) = s(f(z),9(x)) = f(2) + g(x) = (f + 9)(x)
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f+g=so(f,g), obtenemos

(f+9)(x)=(so(f,9)(x)=
=50 (f.9) (@) =

s'(f(2),
(o]

g
so(f'(z).g
Ya que s'(f(z),g(x)) = s, por ser s lineal continua.

i) Sea a € R,g : E — F, definida por g(y) = ay, entonces g es
diferenciable en E, por ser lineal continua la aplicacién af = go f.
Luego por ser g y f diferenciables, obtenemos:

(af)' () = (go f)(x) = g (f(z)) 0 f'(x) = g o f'(x),

es decir,

(@f) (x)h = (g0 f)(2)(h) = g'(f(2))(f'(x) ()
= a(f'(x)h) = af ()(h),

lnego (af)(z) = af' ().
i7i) Consideremos

inv:R—{0} =R
tinv(t) =t "

Entonces % = (invo f) : U — R, como inv es diferenciable en

t € R—{0} y el calculo clésico nos dice inv'(t) = —t~2, obtenemos:
() @ = oo 1@ = invo )0 £'0) =~ g5 7'0)

iv) b(f,g) : U — F, es tal que b(f, g) = bo (f,g), luego, por ser b
bilineal continua, es diferenciable y ¥/ (z, y)(h, k) = b(x, k)+b(h,y),
por lo tanto:

(b(f,9)) (@)h =V (f(x),9(x)) o (f,9) (x)h
=V (f(x),9(x)) o (f'(@)h, g'(x)h)
= 0(f"(x)h, g(x)) + b(f(x), g ()h)

La proposicion estd demostrada. O
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3.2

La segunda derivada

Por razones de tipo didactico, iniciamos la generalizaciéon y estudio
detallado de la segunda derivada (en el sentido de Frechet).

3.3 Definicidn.

i)

i)

iii)

Sean [E,[F espacios vectoriales normados, A C E abierto no vacio,
f:A—T. f sedice diferenciable en A, si f es diferenciable en x,
para todo = € A. En este caso podemos considerar la aplicacion
deriwada ', ' A — L(E,F), definida para x € A, como la apli-
cacién lineal continua f/(z) : E — F. Como L(E, IF) es un espacio
vectorial normado con ||T|| = sup{||Tz| : ||z|| = 1,z € E} para
T € L(E,TF), es natural preguntarse por la continuidad de f’.

Si f: A — F es diferenciable en A y la aplicacion f': A — L(E,F)
es continua, diremos que f es continuamente diferenciable o que
f es de clase C', notaremos f € C'(A), o simplemente f € C*.
Nuevamente si f es de clase C! en A, podemos preguntarnos si

f'iA— L(E,F) es diferenciable en x € A;

esto tiene sentido por ser L(E,F) espacio vectorial normado, en
este caso:

Si f': A — L(E, F) es diferenciable en zz € A, diremos que f es
dos veces diferenciable en x o que f admite diferencial o derivada
de orden dos en x, notaremos con f”(z) la diferencial de f’ en x.
Otras notaciones a usar son

D*f(x),d*f ().
f"(z) es lineal continua de E en £(E, F), luego f”(z) € L(E, L(E,F)).

L(E,L(E,F)) ={T :E — L(E,F) | Tes lineal continua}.

3.4 Nota. Observamos que la diferenciabilidad de f’ en z implica la
siguiente igualdad en L(E,F):

fllw+h) = f(z) + () (h) + o(h),
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donde o(h), f"(x)(h) € L(E,F). Por lo tanto, si k € E, tenemos
fla+h)(k) = f'(z)(k) + () (R) (k) + o(h) (k).

Como a continuacién veremos que podemos identificar f”(z) con un
elemento de Lo(E;F) el espacio de las aplicaciones bilineales continuas
de E en T, el cual es notado d? f(z). Como o(h) € L(E,F), se deduce que
llo(R)(K)|| < |lo(h)]|||k|l, por ello o(h)(k) = o(h, k). Por lo tanto se tiene
la igualdad

fl@+ h)(k) = f'(x)(k) + f"(z)(h)(K) + o(h, k).

3.5 Nota (Comentarios). Sean E,F espacios vectoriales normados en-
tonces E(IE, L(E, F)), es espacio vectorial normado, con las operaciones

(Ty + T3)(z) = Th(z) + To(z) parax € E,T1,Th € L(E, L(E, F))
(AT1)(z) = MNT1(z) para A € R.

Para T € L(E,L(E,F)) definimos:

17| = sup{|T(2)(W)| : 2,y € E, |lz]| = y]| = 1}
=if{a >0:[|T(@))] < alzlllyll, =,y € E}.

Es unanormaen £ (E, L(E, IF')) . Notamos que siT € L'(E, mathcal L(E, IF')) )
entonces

1T () < Tyl < 1Tl [yl

Consideramos ahora
Lo(E;F) ={b:E xE — F,b es bilineal continua}.
Lo(E;TF) es espacio vectorial, con las siguientes operaciones:

(b1 + bo)(z,y) = by (z,y) + bo(x,y) para by, by € LIH;F),z,y € E
(Ab1)(z,y) = Abi(x,y) para X € R.

Podemos dotar L2(E;F) de una norma, asi: para b € Lo(E; F),

16l = sup{[lb(z, y)I| : =,y € E, [[z] = [lyll =1}
=mf{a > 0: [|b(z,y)| <alzlyl,z v € E}
= mf{a>0: [|b(z,y)l| <a 2] =yl = 1,2,y € E}

Notamos que [|b(z, y)|| < [|bl[l«[[[ly]|=,y € E.
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Podemos enunciar:

3.6 Proposicién. (Lo(E;F),| [|) v (L(E,L(E,F)), || ||) son espacios
vectoriales normados homeomorfos linealmente e isométricos.

Demostracion. El isomorfismo seré:

0 K(E, K(E,F)) — Lo(E; F),
T — o(T),
aplicacién asociada a T' caracterizada por ¢(T')(x,y) = T'(z)(y). Observe
que:
T:E— L(E,F)
x—T(x):E—-TF
y — T(x)(y)

©(T) es bilineal; en efecto

o(T) (1 + x2,y) = T(21 + 22)(y) = (T(21) + T(22))(y)
T(x1)(y) + T(z2)(y) = o(T) (1, y) + o(T)(22,9)-
+ T'(x)(y2)

T(z)(y1)
)(@, y2)

(.’L',yg )

(
(
o(T)(z,y1 +y2) =T(z)(y1 +y2) =
o(T) (@, y1) + (T

donde x,x1,22,y,y1,y2 € E y para XA € R,

P(T)(Ar,y) = T(Az)(y) = AT (2)(y) = Ap(T)(x, y)-

Hemos usado que T es lineal y T'(x) es lineal como aplicacién de E en
F. ¢ estd bien definida, pues si T, S € E(E, E(IE,IF)) y T = S entonces

P(T)(z,y) = T(x)(y) = S()(y) = ¢(S)(x,y)-

Esto implica o(T") = ¢(S5).
© es lineal, en efecto, para T1,Ts € E(E, mathcalL(IE,F)),

o(T1 + 1) (x,y) = (Ty + T2)(2)(y) = Ta(z)(y) + T2(z)(y)
= (P(Tl)(x7y) + (P(TQ)( 7y)
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Obviamente ¢(AT1)(z,y) = ¢A(T1)(x,y), esto implica que

P(AT1) = Ap(T1).

¢ es inyectiva, pues si ¢(T1) = ¢(T3) entonces T1(z)(y) = Ta(x)(y)
para z,y € E arbitrarios, esto implica 77 = T5. Por ultimo es facil ver
que ¢ es sobre, dado b € Lo(E;F) le asociamos T € E(E,E(E,F)) tal
que T'(z)(y) = b(z, y).¢ es lineal continua, si T € L(E, L(E,F)),

le(T) (@, y)I| = 1T @)W < IT @)yl < 1Tyl

para z,y € K, asi que si [z = ||y[| = 1 entonces [|o(T)(z,y)| < [T
para todo z,y € E, luego

le(T)|| < [Tl (4)

De [[T(z)w)l < lle(M) @yl < leDllzlllyll vemos que si

[l]l = [lyll = 1 entonces [ T(2)(y)|| < [[¢(T)|l, por lo tanto
1T < llp (T (B)
Obtenemos de (A) y (B) que ||T'|| = ||¢(T)], luego ¢ es isometria,
esto implica que ¢ es lineal continua.

Su inversa ¢, la cual asocia a b € Lo(E;F), v(b) =T € L(E, L(E,F))
definida por ¢ (b)(x)(y) = b(x)(y) es tal que

[9@) (@) ()l = lloCz, y)Il < [lollll=[lllyl]-

Luego para z,y € E tales que ||z|| = ||y|| = 1 obtenemos:
[ )] < b (@)

De [[b(z, y)ll = [ ®)(@)W)Il < @) ()llyll < @)yl dedu-
cimos que ||b(z,y)|| < ||[v(b)|| para z, y € E tal que |z| = ||y = 1.
Luego

1ol < [l @)]]- (D)
De (C) y (D) concluimos que |[b]| = [|#(b)]|; por tanto, @) es una

isometria. Esto muestra que es lineal continua. O
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3.7 Nota. En virtud de la Proposicién anterior podemos identificar la
segunda derivada f”(z) € L(E, £L(E,F)) con una transformacién bilineal
continua, asociada a f”(z) por medio de .

Notaremos ¢(f"(z)) = d? (f(2))

Consideramos ahora el caso especial de una funcién f : U — R,
donde U C R" es abierto y f es dos veces diferenciable en U,

f U — L(R™R).

Recordamos que £(R™;R) posee como base canénica las proyecciones

drp : R" — R
h = (hi,he,... hy) = dzg(h) = hg

Luego
f(z) = Zakdxk,
k=1

los escalares a; € R, se obtienen al calcular f’(z) en la base canénica de
Rn
er = (0,...,1,0,..., 0)

T

k-ésima componente

Asi obtenemos:

fl(x)(er) = <Z al-dxi)> (ex) = Zaid:cl-(ek) = qy,
i=1 i=1

9f

8mk

fl(@)(ex) = 5= ().

De donde
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Recordamos que L2(R™; R) = {b : R" x R" — R : b es bilineal }
posee como base candnica los productos de proyecciones, es decir, las
aplicaciones

dridr; : R" x R" — R

donde h = (hi,hy, ... hy), k= (k1,... kn). Luego si b € Ly(R™;R),
b= Z aijdxidxj,
1,j=1

los escalares a;; estdn determinados por

n n
blek, ep) = Z a;jdz;dx; | (ex,ep) = Z a;jdridxi(er, ep)
i,j=1 6,j=1

=Y aijdzi(er)dz;(ep) = ar
i,j=1

b(ek,ep) = app, para k,p=1,2,...,n.

Estas ideas nos recuerdan que podemos establecer un isomorfismo
entre Lo(R™; R) y las matrices cuadradas de orden n x n,

M(n xn) ={A = (ai;) de orden n x n : a;; € R}
dado por

v Loy(R™;R) — M(n X n)
b — ’y(b) = (b(ei, ej)).

Reciprocamente: dada una matriz A = (a;;) de orden n x n podemos
asociarle la aplicacion bilineal b : R® x R™ — R definida en x,y en R”
por b(x,y) = zAy', donde ¢ significa la transpuesta del vector fila y.

Con estos comentarios a mano, retornamos a la discusién sobre la
segunda derivada.
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3.3 La matriz Hessiana

f"(z) € L(R™, L(R™,R)), mirando para d?f(z) la bilineal asociada,
obtenemos que

d2f(x)(ek,ep) = Z a;jdzidxi(eg, ep) = pp.
ij=1
De otro lado,

d*f () (er, ep) = f"(2)(ex)(ep) = (F) (@) (ex)(ep) = aixk(f'(w)(ep))

2 (2 ) = 210

- Oxy, \ Oz Ox0x,

usando la notacién clasica. Luego

& f(x)
Qgp = ,
kp Ox0x,
por lo tanto,
n
54 8:616%

Asi que

d2 Z ox; (%Uj Z Bmzﬁx]

Ahora miramos esto de otra manera:

f U — LR™R) = (R")* =dual de R"™.

La base canénica es (dxy,...,dx,), las coordenadas de f’ = df son:

of of of

Oxy1 Oxo’ "7 Oz

Es decir,

, _(O0f Of of
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luego

0 0 0
P = (GE@n s g )
N of
La jacobiana de ' =g = (91,92, --,9n), donde g; = Do en x es:
J
<5gj(96)>
81‘1‘ '

Como

entonces

Como transformacién lineal,

f"(z) : R" — L(R™,R)
h f"(x)(h) :R" - R

estd caracterizada por:

F@)(e) = (0D = (D) (O o))

= Oz
(amz (am > aiz <a%f($)>%<£f m))
- (5

() (x)
0x;0x1’ 8w Bmg " Ox; an> Z ox; (%Uj

Ya que f”(x)(e;) como aplicacién lineal se caracteriza por:

- 22? 22?
3 O I0) c = 1D

Ox;0x; A - Oz 0xs

f'(z)(ei)(es) =

Jj=
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entonces, si h = (hy,..., hy)y k= (k1,..., ky) se tiene
f'(@)(h)(k) = f"(x) (Z hﬂfz‘) D kjes | = Y hiki " (x) (i) (e5)
= j=1 ij=1

O f(x)
_thjﬁxaxj Z axamjhk

1,j=1 i,j=

En virtud del isomorfismo entre L2(R™; R) y M(n x n) obtenemos que
la matriz asociada a f”(x) es

- (2242).

esta matriz es llamada la Hessiana de f en x.

Para calcular f”(z) usando la matriz H f(z), procedemos asf :

2f(x
df(x)(h, k) =h Hf(z) k' =h (gmfﬁ(xD E,

donde t significa transpuesta.

De los comentarios anteriores podemos enunciar:

3.8 Proposicién. Sea U C R” abierto, f : U — R, aplicacion dos veces
diferenciable en U, entonces f"(x) estd caracterizada por

82
y para h, k en R"™, f"(x)(h)(k) = h Hf(x)k', es decir si f es dos veces
0% f(x)
83320:5]- '

diferenciable en U existen

La existencia de la Hessiana de f en z no implica que f sea dos veces
diferenciable en x.

3.9 Ejemplo. Sea f la funcién
f:R" =R

x = (r1,T2,...,Tp) HZ@“?
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92f

Entonces W

I
—N—
[\
)
&
©
Il
<o
—
jar}
)
o
o

=2I,,

N O OO

0 0
donde I,, es la matriz idéntica de orden n X n.

A f(2)(h, k) = (ha, ... hn) (gxféij) (ki ko)t

— (2h1, .. 20 (K, k) =2 Bk
7'
j=1

donde t significa transpuesta.

3.4 Clase C*

Sean E, ' espacios vectoriales normados, A C E abierto no vacio y
f: A — F, k> 1 entero, las derivadas de orden superior para f, son
definidas inductivamente. Los casos k = 1,k = 2 ya han sido definidos;
procederemos asi:

Si f:A— T es dos veces diferenciable en A podemos considerar la
aplicacion
"+ A— L(E,L(E,F)).

En este caso, nuevamente podemos pensar en la continuidad de f”
en un punto x de A, asi como en su diferenciabilidad.

3.10 Definicién.

a) Si f” es continua en A, diremos que f es de clase C?, notaremos
f € C%(A) si es necesario destacar el abierto A, o simplemente

fecC?
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b) Si existe para x € A, (f”)(x), diremos que f es tres veces dife-
renciable en x o que f posee derivada de orden tres en x. En este
caso notamos (f") (z) = f"(z) = f®(z).

f"(x) : E— L(E,L(E,F))
es lineal continua, es decir, f”(z) € L(E, L(E, L(E,F))).

Nuevamente el algebra lineal nos provee un homeomorfismo lineal,

£<E, z(n«:,c@,w»)

es homeomorfo linealmente a L£3(E,F), donde
L3(E,F)=L(E,E,E;F)={b: EXxExE — F:bes 3-lineal continua}
No demostraremos esta afirmacién, ella serd consecuencia de un teo-
rema mas general. La usaremos para estudiar el caso particular

f:A— R A C R™ abierto, f tres veces diferenciable en A. En es-
te caso, en el cual E=R™ y F =R, la aplicacién

" (z) € L(E, L(E, L(E,F)))

es caracterizada asi:

f"(@)(ei)(ej)(er) = (f7) () (ei)(ej) (ex) = aii (f"(x)(es)(ex))

:gﬂwm@wm=£X£gw@W
EACACRO) R

(usando notacién clésica). Si d®f(x) es la aplicacién trilineal asociada,
como:

FO @) (w)(0)(w) = d*f () (u, v, w),

para u = e;, v = €5, W = € tenemos:

3 f(x
PO e er) = & @)enes. ) = 5o o
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Luego

—————dx;dx;d
Z (93: 8xjaxk TiGLi 0Tk

i,5,k=1

ya que la base canénica para L3(R™;R) es el conjunto de las m? aplica-
ciones:

dridrjdry : R™ x R™ x R™ — R
(u,v,w) = dr;(uw)dz;(v)dr,(w) = uvjwy.

A continuacién generalizamos estas ideas: sean Eq{,Eo, ... ,E,,F es-
pacios vectoriales normados (n > 1). Notaremos con

£(E17E27 e ,En;F)

el espacio vectorial de las aplicaciones n-lineales continuas de [Eq x- - - XIE,,
en IF, provisto de las operaciones adicién y producto por escalar definidas
asi:
b+c:E; xEyx---xE, —-TF
T =(1,...,%n) = (b+c)(x) =b(x) + c(z),
para b, ¢, € L(E1,Eq,... ,E,;;F), y
M Ex---xE,—TF
r=(21,...,2n) — (Ab)(x) = \(b(2)).

para A\ € Ry b€ L(E1,Eq,...,E,;F). Vemos que b+ ¢y Ab pertenecen
a L(E1,Eq,...,E,;;F), y ademds este conjunto es un espacio vectorial
sobre R, lo podemos normar al definir para 7' € L(E1,Eo, ... ,E,;F)

TN = sup{l[T(z1,..., zn)ll + @5 € Ei, ]| < 1}

Este sup existe ya que por el teorema 1.75,
{||T(:c1, o) s € By ||| < 1}

es acotado superiormente. En dicho teorema se establece que si
T:E x--- xE, — F es n-lineal continua entonces existe ¢ > 0 tal
que ||T'(x1,...,2,)| < c para z; € E;, ||z;|| > 1. Dejamos a cargo del
lector verificar que ||T’|| es una norma en L£(Eq,Eo, ..., E,, F).
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De manera andloga al caso 1-lineal, podemos ver que:
|T|| =f{c>0: [|T(z1,...,z0)|| < cllzall||z2]l. .. |za]l 2 € Ei}.
Atdn més
[T (@1, 2o,y < Tl [zl [len),
para todo z; € E;.

Enunciamos estos comentarios, como:

3.11 Proposicién. SiF es espacio de Banach, L(E1,Eq,... ,E,;F) es
vectorial mormado, con las operaciones definidas antes del enunciado, y
espacio de Banach, con norma definida por

T = sup{HT(ml, o)l s mi € By flag ]| < 1},
como antes. Mds aun, tenemos la desigualdad
[T (@1, zn)l < TNzl llzall,

donde x; € E;.

Demostracion. Ejercicio el llenar los detalles. O
3.12 Nota. Consideramos los espacios
LU (E1;F) = L(Ey,F),

LO(E1,Ex; F) = L(Er, L(Ez, F))
E

F) = £(E,
LO(Ey, By, Es; F) = L(Ey, L(Eq, L(E3, F))).

LBy, Es,...,Ey;F) = LOV(Ey,... E,_1, L(E,, F)),
paran > 1. El caso E; =Ey = --- =, = E es el interesante
LY(EE,...,EF)=L""V(E,. .. E LETF)).
3.13 Proposicién. Sean Eq,Eo,... ,E,, F espacios vectoriales norma-

dos, los espacios L (Eq,Ey, ... By F) y L(E1,...,E,;F), son homeo-
morfos linealmente y ademds este homeomorfismo es isométrico.
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Demostracién. Por induccién sobre n. Sin =1, L0 (Eq;F) = L(E,F),
el homeomorfismo lineal es la idéntica. Sea n > 1, y supongamos la
proposicién vélida para n — 1, es decir:

L(n) (E1,E27 s >]Ena ]F) = L(nil) (Ela s >]Enfla E(Ena F))?
es homeomorfo linealmente a E(El, cos B L(E,,, F))

Bastard probar que E(El, cos By L(Ey, IF')) es homeomorfo lineal-
mente al espacio L(Eq,...,E,;F).

Sea
Y :L(E,...,En1;L(En,F)) — L(Eq,...,En;F)
w > (w)
donde
Y(w):Ey x - xE, = TF
(@1, oympy) = Y(w) (1, ..y Tn) = w(X1, .oy Tp—1)(Tn)
es n-lineal y
[(w) (@1, @n)|| = [[wl@r, - @) (@)
< Hw(:vl, . ,xn,l)HHan
< Jwllllzll-. - lzn]]

Concluimos que ¥(w) es continua, luego ¥(w) € L(Eq,...,Ey;F),
asi ¢ esta bien definida, 1 es lineal.

Sibe L(E,,...,E,;F), abasociamos w € L'(El, oL Ey; E(En,F))
definiendo

w(T1, .oy Tp—1)(xn) = b(21,. .., 2p).

Vemos que:

i) w(z1,...,2n—1) : E, — F es lineal continua, es decir, pertenece a
L(E,,F) y w esta bien definida.

ii) w es multilineal continua, es decir w € L'(El, e, Epng; E(En,F))
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iii) ¥ (w) = b, luego v es aplicacién lineal sobre.

Como [[(w)(@1,.. ., zn)|| < [[w[[[[z1][--- [l ]|, deducimos:

|p(w)|| < |Jw| para todo w € L(Ey,..., Ey_1;L(E,,F)) (A)

Sea (z1,...,2pn) € E; x--- X E,, con ||z;|| <1, luego por definicién
de norma en L(E4,...,E,;F):

[w(zrs. sy (@)l = [P(w) (@1, . zn)l] < [ (w)]];

y por definicién de norma en L(E,,F), obtenemos que:

[w(zy, .zl < ()],

por lo tanto

[wll < ()]l (B)

De (A) y (B) deducimos ||w|| = || (w)]|, es decir que 1) es isometria.
Esto implica que v es inyectiva, luego es homeomorfismo lineal
isométrico. O

En virtud de esta proposiciéon podemos identificar los espacios

LON(E, By, ..., En;F) vy L(Eq,...,EyF).

El caso interesante es cuando E = E; = --- = [E,,, en este caso se denota
con

L,(E;F) a L(E,...,E,;;F).
3.14 Nota. Es importante no confundir £ (Ey,Es,...,E,;F) con las

lineales de £ x --- x E,, en F.

Nuevamente, si F es espacio de Banach usando reiteradamente que
L(E,F) lo es, obtenemos que L™ (E, Ey, ..., E,;F) es de Banach, luego
L(Eq,...,E,;F) lo es.

3.15 Corolario. L™ (E,... ,E;F) es homeomorfo linealmente a L, (E;F);
LONE,... E;F) = L(E, L(E,...,L(E,F)))

donde E figura n veces.
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3.16 Definiciéon. Sean E, F espacios normados A C E abierto,
f A — F ysean > 1 entero, las derivadas de orden superior a
n > 2 son definidas inductivamente, los casos n = 1, n = 2 ya han
sido definidos. Supongamos que f es (n — 1) veces diferenciable en A, su
(n — 1)-diferencial es una aplicacién:

fForb = pD g — gD A £, (E;F)

el cual es isomorfo a L~ D(E, ... E;F), utilizando el homeomorfismo
lineal dado en el corolario anterior obtenemos:

i) Si f=Y: A £, 1(E;F) es diferenciable en z € A, diremos que
f es n veces diferenciable en z € A, y (f*~Y)/(z) serd denotado
por:

f"(@) = d" f(z) = D" f(2).

ii) Diremos que f es de clase C™ en A, si existe f(™(z) para todo
x € A, es decir, se puede definir £ : A — £,(E;F) y ademds
es aplicacién continua de A en £, (E;F), notaremos f € C"(A) o
simplemente f € C".

iii) Si f es de clase C™ para todo n diremos que f es de clase C' infinito
notaremos f € C*(A). SiC"(A) ={g: A —F | g es de clase C"
en A}, entonces C°(A) ==, C"(A).

La siguiente proposicién exhibe otro homeomorfismo lineal, el cual
es isometria.

3.17 Proposicién. E(E, En,l(E,F)) es homeomorfo linealmente a
L, (E;F), el homeomorfismo, ademds es isometria.

Demostracién. Consideramos ¢ : L,,(E;F) — L(E, £,,—1(E,F)) definida
por donde ¥ (b)(z1) : E X -+ x E — E, donde para b € E es tal que:
—_——

n—1 veces

V() (z1)(x2, -+ yxy) = b(x1, 29, ,Tp).

Es facil ver que 9 es lineal, uno a uno y sobre. Tenemos:

[(0)(21)(z2, - . @n) || = [[b(1, .. 20
< ollflzll- - nll, b€ Ln(E;F),
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luego
lw@I <ol ()

|z || <1, deducimos que ¥ es lineal continua. Como

16(z 1, s zn) | = [0 0) (21) (@2, - s zall < ([P O) (@Dl l22]] - - 2],

por tanto:
[l < @), ()

obtenemos de (x) y (x*) que ||b]| = ||¥(b)|| es decir que v es una isometria,
por lo tanto homeomorfismo lineal isométrico. (Detalles al lector). [

En virtud de éstas proposiciones, vemos que:

F™(@) K — Lo 1 (B;F) ~ £O)(E, ... E;F)
N——

n—1 veces

es lineal continua; es decir, ™ (z) € E(E, L,-1(E; IF)) siendo este dltimo
espacio homeomorfo linealmente a £, (E; F). Podemos considerar:

F™ () € Lo(B;F) ={b:E x--- xE — F | b es n-lincal continua}

nveces

f™(x) € LYE,... \E;F) = L(E,L(E, ..., L(E,F)))
~ L(E, Ly—1(E;F))
~ L,(E;F) E figura n-veces.

Podemos entonces mirar f(™ como una aplicacién definida en A con
valores en £, (E;F)
fM A L, (E;F).

Caso particular. E = R™ F = R. Miramos para

L,(R™R)={b:R™x--- x R"™ — R | b es n-lineal continua}
—_———

n veces

En este caso, considerando £ = {ey,...,e,} la base candnica de R™;
es facil ver que los productos de n proyecciones, es decir las aplicaciones:

dzi dziy ... dx;, :R™ x - xR™ - R

(V1. 0n) = dayy (v1)dxg, (ve) - - - dxy, (vy)
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(donde v = (vg1, Vk2, - - -, Ukm) € R™), para k = 1,2,..., n, son la base

canénica para L, (R™,R). Se tiene que

dzi;(vr) = vgi; = componente i; del vector vg.

En efecto, si

m

U, :kaiei, k=1,2,...,n, v € R,

i=1
tenemos, para b € L£,(R™;R),

m m m

b(’l)l,“‘ ,Un):b E Vligy - E vkik7”' ) E Unin,
=1 ip—1 =1
= g V1i1 V2ig * * * Unin D(€i1 €4, - -+ 5 €4,,)

(1, in)
1<ip,<m

= g b(€iy s €igs - -, €0 ) V13, V2i * * * Uniy,

(1, in)
1<ip,<m

= D blen, ey, ei)dai (v1) - da, (vn)

(41, yin)
1<ip<m

= Z b€iys iyy v+ €4, )Ty - dag, (V1, -+ )

(1, yin)
1<ip<m

Luego
b= Z b(eil, e ,ein)du’ﬂil e d:l?ln

(31,32,-.,0n)
1< <m

Como b(eiy, - - -, €i,) = A(iy is,....in) € R, si notamos
(’L'l,iz,...,in) = (J), dI(J) :dxildxb...d:cin,

entonces

b= > aydzy

(N)=(i1,12,...,in)
1<ip<m
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Es facil ver que las m™ aplicaciones dz () : R™ X --- x R™ — R, son
linealmente independientes.

Consideramos ahora f : A — R, A C R™ abierto y f n-veces dife-
renciable en A, si z € A, ahora E =R™ y F = R, tenemos:

f™(z) € LYE,... \E;F) = L(E,L(E,...,L(E,F))) ~ L,(E;F),
deducimos que:

FO @) (ei)ei) -+ (e5,) = d" f (@) (eirs - ei,)-

Sea d" f(x) la aplicacién n-lineal asociada a f(™ (z), obtenemos:

F (@) (en)ein) - (ei,) = (£ (@) (e (ein) - (i)

= (V@ en) - ()

— 2 (Y e - 1)

0 [i (F" 2 () (eis) (i) - - (ein))]

81‘2‘1

- ail [afb [ a [afin f (x)m

0" f(x)

0:61-18551-2 ce 856171 ’

8xi2

usando notacién clésica. Luego

" f(x)

axilaxiQ e 856171 ’

FO @) ei)ei) - (e,) = d"f (@) (eirs -, ei,)
y por tanto

n " f(x)
d'flz)= Y O S T dx;, . ..dx;,

(i1, 12,..., Zn)
3.18 Ejemplo. Sea f la funcion
f:R3SR

(z1,29,73) — f(x1, 20, 73) = 2% + x5 + 23
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Obtenemos
of ., P _ *f
dxy ST Ox10z0 621, 0x10x1011 6,
of 2 O f Bf
—L =323, _ _
oy 2 0x2012 02, 022012029
of = 323 0*f = 6z ’f —
Oz > Ox30x3 o 0x30x30x3 N
Luego

= 6x1dx1dxr1 + 6x9drodre 4+ 613dT3dIs.

3

Z 6dxydx;dx;.
k=1

7 dx;drdx; =
Z ijamkaxl (w)dz;dzgdz,
7,k 1=1

Es claro que f(n)(z) = d"f(z) == 0sin >4

3.19 Proposiciéon. Sean E,F espacios vectoriales normados. Si
T :E — F es lineal continua, entonces T es C®; es decir, T € C"

para todo entero n > 1.

Demostracién. Como T'(x) = T para todo x € E, entonces

T':E — L(E,F) es constante,

T'(z) = T, luego (T")(x) = T"(x) = 0, luego T" = 0 para todo
n > 2. O
3.20 Proposicién. Sean E,F,G espacios vectoriales normados, b : E x
F — G bilineal continua, entonces b es C'*°.



138 CAPITULO 3. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Demostracion. b (z,y) : ExF — L(E x F;G) es lineal continua, pues
V(z,y) : ExF — G es dada por b/ (z,y)(h,y) = b(x, k) + b(h,y) para
(h,k) € E x F, (segin proposicién 2.14 para el caso n = 2).

Veamos que b’ es lineal continua: probaremos que si A, B € E x

F y A € R, entonces b'(A + B) = V/(A) +V(B), y V(AB) = \/(B).
Probaremos ademds que existe ¢ > 0, tal que ||b/(A4)| < c||A]|.

Si A= (z1,y1), B = (x2,y2), vemos que t/(A+ B) : ExF — G, es
tal que si (h,k) € E x F,

V(A4 B)(h, k) =V (1 + z2, y1 + y2)(h, k) = b(z1 + x2, k) + b(h, y1 + y2)
= b(z1, k) + b(zg, k) + b(h,y1) + b(h, y2)
= b(w1,k) + b(h,y1) + b(w2, k) + b(h, y2)
=V (x1,y1)(h, k) + V' (x2,y2) (h, k)
=V(A)(h,k) +(B)(h, k) = (V'(A) +(B))(h, k)

luego V(A + B) = b/(A) + b/(B) para todo A,B € E x F y para todo
A €eR,

B (AA)(h, k) = b (Az1, Ay1) (hy k) = A[b(z, k) + b(h, y1)]
= (21, y1)(h, k) = V' (A)(h, k).

Por tanto, Ab'(A) = b'(AA). Es decir que ¥’ es lineal. Para la conti-
nuidad:

16 (2, y) (R, B)|| = [Ib(z, k) + b(h, )| < [Ib(z, B)]| + [[6(h, )l
< Il {lll&l + lyllliRl] < 2116l G, )R, k)]

Si || (v, w)|| = sup(|lv]l, [lwll) ¥ [I(h, k)] < 1, obtenemos que

16 (2, )1l < 208111l (=, )

asf que V' es lineal continua. Luego b'(z,y) = V' es constante, por lo
tanto, por (i) tenemos que b € C°(E x F). O

3.21 Nota. La siguiente proposiciéon es un corolario al Teorema de la
Regla de la Cadena, la enunciamos como corolario 3.22.
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3.22 Corolario (A la Regla de la Cadena). Sean E, F y G, espacios
normados. Supongamos que A C T es abierto, f : A — B es de clase C*
en A, donde B C F abierto y g : B — G, es de clase C' en B, tal que
f(A) C B, entonces go f : A — G es de clase C* en A. Aiin mds, si f
es de clase C™ en A y g es de clase C™ en B,

go [ es de clase C™ en A.

Demostracién. Por el teorema 3.1 g o f es diferenciable en A. Para de-
mostrar la primera parte, basta observar que la aplicacién

(gof)'+ A— L(E,F)

es continua. Para demostrar esto basta ver que (g o f)’ puede escribirse
como composicién de funciones continuas, usando que la composicion de
funciones lineales continuas es bilineal continua obtenemos:

donde
v:A— LF,G) x L(E,F),

c: L(F,G) x L(E,F) — L(E,G),

definidas respectivamente por ¢(z) = ((¢' o f)(z), f'(x)), para z € Ay
¢(S,T) = SoT, la composicién de aplicaciones lineales continuas. Como
f es continua y ¢’ son continuas, g'o f lo serd, y por ser f’ continua, dedu-
cimos que v es continua por tener sus componentes continuas. También
c es de clase C! por ser bilineal continua. Entonces (g o f)’ es continua,
por ser compuesta de aplicaciones continuas. Se completa la prueba por
induccién sobre m. Sea m > 1 y supongamos el Corolario valido para
m — 1, donde m > 1. Recordamos que toda aplicaciéon bilineal continua
es C'™ para todo m, es decir es C*°, como la composicién de lineales con-
tinuas es bilineal continuas ¢(S,T) es bilineal continua serd C'*°, Sean
f,g de clase C™, tenemos que ¢’ o f, f’ son de clase C(™~1)  entonces
(gof) =cop e Cm=1)_ por serlo ¢ y ¢, esto implica que go f es de
clase C". U

Generalizacién obvia de la proposicién 3.20 es la siguiente proposi-
cién, necesitamos antes un par de lemas:
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3.23 Lema. Sean E,F,G espacios mormados, A C E abierto,
f A — F n veces diferenciable en A, T : F — G aplicacion lineal
continua. Entonces para todo a € A, tenemos

(T o f)(a) =T o f™(a).

Demostracion. Por induccién sobre n, para n = 1 evidente. Sea n > 1.
Consideramos el Lema vélido para n—1, la funcién ¢ : A — L,_1)(E; G),
definida por ¢(a) = (T o f)" Y (a), es por hipétesis inductiva tal que
(T o f)»Y(a) =T o f1(a). Entonces al considerar

g=f"":A - LODETF),
c: LOV(E;F) — £0D(E; G),

definidas por g(a) = f™®(a) y por ¢(S) = T o S respectivamente,
como la regla de la cadena implica que c o g es diferenciable en a y
(cog)(a) = d(g(a)) o g (a) = cog'(a) por ser ¢ lineal continua, luego
(cog)'(a) =T o f™(a). Obtenemos el Lema, pues

(To £)™(a) = (T o )" ) (a) = (T og)(a) =Tog\a).

Observando que ¢'(a) = (f~VY (a) = f*(a). O

3.24 Lema. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto, f,g: A —F
aplicaciones diferenciables hasta orden n > 1 en A, entonces para todo
a, 8 € R, tenemos:

L. (af +Bg)™ = af™ + Bgt,
2. Si f,g € C"(A) entonces o+ g € C"(A).

Demostracion. Como para todo a € A existen las derivadas de orden n
de af + [Bg en a, es posible entonces hablar de la funcién
(af + Bg)™ : A — L, (E;F), esto muestra que es posible demostrar la
igualdad propuesta, por induccién sobre n, observando que para n = 1
se tiene que (af + 3¢) = af’ + B¢ y paran > 1 como (f(»~D) = f()
por definicién, se consigue la prueba por induccién. Dejamos detalles al
lector. O
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3.25 Proposicion. Si b : E; x --- X E,, — F es n-lineal continua,
entonces b es C®,b™ s funcion constante, luego b%) = 0, para todo
E>n+1.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n = 1,b es lineal continua,
la proposicion 3.19 es este caso. El caso n = 2 es el contenido de la
proposicién 3.20.

Suponemos la proposicién cierta para aplicaciones (n — 1) lineales
continuas, donde n > 2, y sea b : E; x -+ x E,, — F, una aplicaciéon
n-lineal continua. Sabemos que b es diferenciable en a = (ay,...,ay,) y

V(a)(he,. . b)) = blay, ... ... an),
k=1

(ver proposicién 2.14).

Para cada k =1,2,...,n, sea

bk:El><---XEk_lXEk+1---XEn—>ﬁ(Ek,F),

la aplicacién definida en (z1,...,Tk—1, Tki1, ..., Tpn) COMO
be(w1, . X1, Thg1s -+, Tn) : B — T,
T = bp(w1, . Tty Thg 1y - - - Tn ) (21)
= b(xl,...,xk,l,zk,karl,...,xn),

donde z; € E; para i # k, y z; € Ei. Es claro que by es (n — 1)-lineal
continua, continuidad deducida de la de b, luego existe ¢ > 0 tal que

bk (@1, Tt g1, - - ) (20)]] =
]b(xl,..., a:k,l,zk,karl,...,xn)H
<cllzi| ... lzr—alllzelllzrsall - - - ll2nl-

Consideramos las funciones pg, la proyeccion k-ésima
pk:Elx---xEk‘x---xEneEk,

Oy, la funcién omisién de la k-ésima coordenada, definida para cada
k=1,2,...,n, por

O Ex-- - xEpgx---xE, -E; X+ xEp_1 xEgy1 x--- xE,

(T1yeeoyp) = (X1, T 1, Tt 1y -y Tpy)
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y ¢ la composicion con la proyeccién k-ésima

ek L(Eg,F) — L(E; x - x Ep; )
Ty = cx(Tk) = Ty 0 pi.

Es claro que pg, Ok y ¢ son lineales continuas (entonces son diferen-
ciables para todo m entero positivo), observamos que b’ = Y}, ¢ obyo
Oy. Por hipétesis inductiva cada by es (n — 1)-lineal continua, serd dife-
renciable para todo m, como ¢ y Ok lo son, por ser lineales continuas,
entonces ¢,by 0 Oy es de clase C™ por el corolario 1 anterior a la regla de
la Cadena, esto para todo m, por lo tanto b’ serd m-veces diferenciable,
para todo m, por ser suma de composiciones de dicha clase hemos usado
el lema 3.23 y el lema 3.24 precedentes), luego b es de clase C*°.

Demostremos que bV = >} jcp o by o O, en efecto, para
a=(a,...,ak,...,a,), tenemos:
n n
> ckobroOklar, .. ak,...) = cr(bp(Ok(a))
k=1 k=1

n
= ch(bk(al, ey Ak 1, kg1, - - -5 Op)
k=1

n
= Zbk(alyak—la A1, - - >an) O Pk,
k=1

COomo
n
E bp(at,...,ap—1,ak41,an) o pp : By X -+ - X Epy — T,
k=1

es definida para h € E; x --- X E,, por

n n
> br(ar, .y aho1, Gppran) 0 pe(h) =Y bg(ar, ..., ag_1, Gri1, an) (hi)
k=1 k=1

= b(ar, ..., ap—1, hiy ap1, an) = V' (a) (h).
k=1

Esto completa la demostraciéon (Puede usarse el lema anterior pre-
cedente a la proposicién 3.25). O
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3.26 Ejemplo. Es importante el abierto A, las inclusiones C*+! c O
pueden ser todas estrictas.

a) Notamos con CY(R) = {g: R — R gescontinua}, A=R,=E =T,
y sean f, : R — R, definidas para n > 0 entero, por

", six >0
0, siz<O0,

tenemos
1, siz>0

ﬁuﬂ:{@ siz <0

fo es discontinua.

fl(x):{x, siz >0

0, siz<O.
Paran > 1,
", siz >0
€Tr) =

fnl@) {o, siz <0

n—1 :
>0

() — nx" ', sizx
Ja(@) {0, siz <0

Luego f/(z) = nf,_1(z), tenemos que f,, € C"~ 1, pero f, ¢ C™.

0, six<0
discontinua, luego las inclusiones son estrictas.

b) f:R — R, definida por:

#t) = {0,_% si t<0

e si t>0

f € C®(R), f™(0) =0 para todo n > 0 entero.
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c) Sea E el espacio vectorial de las matrices cuadradas n x ny f :
E — E, definida por: f(X) = X2 entonces f es de clase C,
para todo m > 3 f(™ = 0. Mostraremos como ejercicio esto.
Como existe f/(X) para todo X € E y para H € E tenemos que
f/(X)H = XH + HX, entonces existe f': E — L(E, E), para ver
que f’ es diferenciable en X, supongamos que lo es, por lo tanto,
existe el

f'(X +tH) = f'(X)

t — 0O,

h,mt—ro

por lo tanto, para K € E, como el numerador del anterior cociente
es una aplicacién lineal continua, tenemos para 0 # ¢t € R:

(f’(X +tH) — f’(X)) i S X DK — (XK

t t
(X +tH)K+ K(X +tH) - XK — KX
o t
:mK+MH:HK+KE

t
luego
f"(X)(H)(K)=HK + KH.
Por consiguiente, tomando (f') (X)(H)(K) = HK + K H, tenemos:

F(X+H)(K)=(X+HK+K(X+H)
=XK+ KX+ KH+HK
= f{(X)K + () (X)(H)(K)
= (f'(X)(H) + f"(X)(H))K,

escogemos como resto r(H) = 0. Es claro que f™ = 0 para m > 3.
Dejamos al lector culminar los detalles de este ejemplo.

3.5 Aplicaciones de clase k£ > 1 con coordenadas

Consideremos aplicaciones f : A — Fy x --- x F, = F, Fj,
j=1,2,...,n espacios vectoriales normados, entonces f; la i-ésima coor-
denada de f, es f; = f o p;, donde

pi i F1 x -+ x F; — TF; proyeccién i — ésima, lineal continua y sobre.



3.5. APLICACIONES DE CLASE K >1 CON COORDENADAS 145

Consideramos las aplicaciones b;:

bj :Fj = Fy x---xFjx---xF,
le—>bj(1'j)Z(O,...,J}j,...,O)

b; es llamada inclusion candnica, la cual es lineal continua e inyectiva.
Recordamos que p; o b; =idéntica de F;, i =1,...,n.
piob; =0 sii#j

Y >y (bi o p;) = I =Idéntica de Fy x --- x F,,. Podemos recuperar f
por medio de sus coordenadas

fzzn:(blofl)AalexIFn

i=1

Consideramos el espacio vectorial producto, como espacio vectorial,
provisto de la norma sup. Enunciamos:

3.27 Proposicién. Sean Fq,...,F, espacios vectoriales normados, con
norma denotada por || ||;, para j = 1,...,n. Entonces, la aplicacion
proyeccion

pj:Fl X---XFnHFj,
es lineal continua y sobre, de norma 1, y la aplicacion inclusion

bjIFjHle---XFn,

es lineal continua e inyectiva, de norma 1, para j =1,...,n.

Demostracion. Es claro que las dos aplicaciones son lineales. Veamos
que ||pj|| = 1. En efecto,

i1l = sup{llpj (v, ..., va)ll, (w1, .. on)ll < 1}
= sup{[jvjlj, [l(vr,..., o) <1} =1

por definicién de la norma en el espacio producto.

Demostracion semejante para ver que ||b;|| = 1. O

Las siguientes son dos proposiciones del algebra lineal
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3.28 Proposicién. Sean Eq,...,E, Fy,...F,, espacios vectoriales nor-
mados. Entonces existe un homeomorfisno lineal entre

P q

. i=1

i=1 i=1j=1

Este isomorfismo preserva normas si p = 1.

Demostracion. Consideramos la aplicacién T,

T e L(]]E:

i=1 j

q
F;).
=1

Para 1 <m < p,1 <n < ¢, definimos T},,,, € L(E,,,F,,), por

Pn o T o by,

Esta induce una aplicacién lineal continua

q

i=1 j=1 i=1j=1

Tenemos que v(T) = 0 si y s6lo si Ty, = 0, para 1 < m < p,
1 < n < g, esto ocurre si y s6lo si T = 0. Por lo tanto «y es inyectiva. Por
otro lado, dada T, € L(E,,,F,), para 1l < j <n,1 <k < m. Entonces
podemos definir una unica

p q
Te L(I]Es, [TFw),
j=1 k=1

por la féormula

T(ml,...,xp)z Z bn(Tnm(xm))v

1<m<p
1<m<q
para todo (z1,...,2p) € E1 x--- X E,, esta es la inversa de la aplicacién
~. Por lo tanto v es un isomorfismo lineal. Resta verificar que v es
continua. Notamos que con la notacién anterior ||T,,,| < ||T, para
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1 <m < p 1< n <q. Estoes consecuencia de que la composicién
de aplicaciones lineales continuas es bilineal continua (ver ejemplo 1.81)
aplicada dos veces y de la proposiciéon 3.27 anterior. Tenemos

V(D = méxm,n || Taml| < [T,

por la nota anterior. Luego v es continua y ||7y|| < 1. Igualmente podemos
demostrar que y~! es continua, esto implica que ||| es homeomorfismo
lineal.

La verificacién de que para p = 1, la funcién v preseva normas, es
dejada como ejercicio. O

3.29 Ejemplo. Consideramos R" = R"™ x R™ y R"™ = R™! x R™2,
donde n = ny + no,m = my + mo, respectivamente. Por lo tanto, si
T € L(R™,R™), obtenemos aplicaciones Tj; € L(R™,R™), donde 1 <
1< 2,1 <j <2, definidas por

Tl’j :piOTObj.

Sean £ = (e;),F = (fj)}n:p bases para R™,R™, respectivamente.
Suponemos que & = (e;);2, & = (€;)j—,, 1, son bases para R R"?
respectivamente y que F; = (fj)?l:ll,fg = (fj)}Lm, 41, son bases para
R™1 R™2 respectivamente. La matriz de T respecto a las bases £, F es:

ail e a1,ny a1 ni+1 e A1n
[T] _ Am,1 cee o Gmyng Amy,n1+1 <o Amyn
Umy+1,1 -+- Omy+1lny Omi+lm+1l --- Omy+ln
L am1 e Am,ny Um,ni+1 e Amn, i

Tenemos entonces que

=[]

Donde las submatrices [Tj;] de [T'] corresponden a las aplicaciones
T;j respecto a las bases F;, &;.
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3.30 Proposicién. Sean E,Fi,...,F, espacios vectoriales normados.
A CE, abierto f : A — Fy x -+ x Fp,k > 1 entero, f = (f1,..., fn),
entonces f es de clase C* en A, si y solo si f; : A — F; es de clase C*
para i =1,2,...,n. En este caso:

@) =dif(z) = (f (@), ..., £ ()
i=1,2,... k.

Demostracion. Por induccion sobre k.

fliA— LETF; x- - xF,), fl(x) = (f{(x), i f,’l(:c))

f! ser4 continua si y solo si fj/ lo es, para cada j = 1,2,...,n. Como
L(E, Fy x--- xF,) es homeomorfo linealmente a L(E,F;) x L(E,F3) x

- x L(E,F,), esto permite identificar estos dos espacios, luego para
z €A, f'(z) = (f{(z),..., f(z)). La prueba se completa por induccién
asi: Como fr =pgof, k=1,...,n,y como f=)"}_, byo fi, donde by
es la inclusién,

by B —Ey % - xE,
xp — bp(xg) = (0,...,0,2,0,...,0),

b es lineal continua y usando que si g : A — F es de clase C"
en AysiT :F — A es lineal continua, entonces T'o f : A — F, es
de clase C" en Ay (T o f)™ = T o f™. Recordamos que L(E; F; x
- xFp) >~ L(E, Fi) x L(E,Fg) x --- x L(E,F,,) esto probarfa que para
ze A, f'(x)=(f{(x),..., f](x)). Suponemos la proposicién vélida para
k—1y feCkA.

Tenemos:

FP@) = (P @),..., fP@).

Como (f(k_l))/(x) = f®)(x) por definicién, usando la hipéStesis in-
ductiva: f®)(z) = (F& DY (z) = ((FE ) (@), .., (VY (@) y usan-
do que f € C¥(A) si y solosi f=1 € C1(A) y esto equivale a que
fl-(k_l) € CY(A) parai=1,2,...,n. O

A continuacién enunciamos el teorema clasico de la Regla de la Ca-
dena en dimension finita.
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3.31 Teorema (Regla de la Cadena en dimensién finita). Sean V C R"
y W C R™ conjuntos abiertos, f:V — R™ aplicacion diferenciable en
el punto a € V, donde f(V) C W, g: W — RP aplicacion diferenciable
en el punto b = f(a) € W. Entonces la aplicacion go f : V — RP es
diferenciable en el punto a € V y (go f)'(a) = ¢'(b) o f'(a) : R" - RP y
sif=(fi,.- s fm) yg="_(91,-..,0p), se tiene que la jacobiana de go f,
en a, esta relacionada con las jacobianas de f en a y de g en b= f(a),
por:

J(go f)la) = Jg(b)Jf(a),  (A)

donde Jg(b) = (B%Lyﬁb))pm yJf(a) = (%x(ja))mn, por lo tanto, la ecuacion

matricial (A) es equivalente a las pn ecuaciones:

Ago fir(a) <= gi(b) dfia)
a.%'j _izl 8yz a.%'j ’ (B)

para k=1,...,p, para j =1,2...,n. Las cuales expresan las derivadas
parciales de de las componentes de g o f en funcion de las derivadas
parciales de las componentes de g y de f

La prueba es consecuencia obvia del teorema 3.1

La ecuacién (B) anterior suele escribirse en la forma siguiente, la
cual es facil de recordar: Sea go f = h = (h1,...,hp), y = f(x) y
z=(z1,...,2) = g(y). Entonces z = g(y) = g(f(z)) = (g0 f)(z) = h(z)
luego (B) puede expresarse como:

8zk _ - 8zl 8yk
a.%'j N Zl 8yk ij’

Aplicacion. El teorema 3.31 anterior tiene aplicacion interesante en el
caso en que n = 1, y p = 1, podemos considerar V = (a,b) es intervalo
abierto de R, W C R™ abierto en R™ y f = (f1,..., fm) donde cada
fi + (a,b) — R, parai = 1,...,m, g : W — R, diferenciable en W,
entonces go f : (a,b) — R. Si consideramos para ¢ € R

S=g""(c) ={z e Wlg(x) = c}.

Siz e Sywv e ¢((z)(R™), podemos ver que el vector gradiente
gradg(z) es ortogonal a v. Consideramos como f: I = (—e€,e) — R™ la
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curva definida por f(t) = z + tv, se observa que f(0) =z y f'(0) = v,
podemos escoger € pequeno, tal que f(t) € S para t € I, como f =
(f1,---, fm), entonces las funciones g; son diferenciables, entonces go f :
(—e,e) — R es tal que g o f(t) = ¢ para todo ¢t € I, por lo tanto
(g £)(t) =0 = g(£(t)) o £'(2) = /(c) o v, como ¢/(F(t)) = gradg(f ()
y f(0) =z y f/(0) = v, vemos que grad(g(z)) es ortogonal a v.

3.6 Simetria de la segunda derivada

En esta seccién demostraremos el teorema de Schwarz ver teorema
7.15, en el caso especial de funciones definidas en abiertos de R", a valor
real, demostraremos que la segunda derivada es una aplicacién bilineal
simétrica. También queremos destacar cuando una funcién se dice ser
dos veces continuamente diferenciable. Recordamos, que el concepto de
funcién continuamente diferenciable fue definido en el capitulo 2, ver
definicién 2.32 y proposicion 2.33. Usaremos en la prueba de este caso
particular del teorema 7.15, el teorema 5.2 del valor medio

3.32 Definicién. Dado A C R™ abiertoy f: A — R, f se dice ser dos
veces continuamente diferenciable en A (o de clase C? en A), si existen
las derivadas parciales Oy f(x) 0;0kf(x),para todo x € A de f en A
(j,k=0,1,2,...,n) y son continuas.

El resultado a demostrar es un caso particular del teorema 7.15, y en
o%f
8$]€8Z‘j ’
las otras variables diferentes a x;, x;, constantes, en la demostracién del
Teorema siguiente por ello basta considerar cuando la funcién de dos

variables y con valores en los reales, tenemos:

virtud de que para calcular de una funcién f, uno considera todas

3.33 Teorema. Sean A C R, y f : A — R, una funcién que posee
derivadas parciales de orden 2 Oy;f(a), para todo punto a € A y son
continuas. Entonces para cada a € A,

0*f(a) _ &*f(a)

0£Cka£l?j N axjaxk ’

es decir:

Or0; f(a) = 0;0k f(a)
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Demostracion.

1. Por el comentario precedente, nos podemos restringir al caso
n = 2. Por lo tanto suponemos A C R?. Probaremos primero
un Teorema de wvalor medio de orden 2 para la funcién f. Sea
R = [a,a + h] x [b,b + k] C A. Definimos la forma bilineal:
o(h,k) = f(a,b) — f(a+ h,b) — f(a,b+ k) + f(a+ h,b+ k) ¢
es la suma, con signos adecuados, de los valores de f en los cuatro
vértices del rectdngulo R. Veamos que existen puntos v,w € R,
tales que :

¢(h, k) = 0201 f(v) - hk, y  ¢(h, k) = 0102 f(w) - hk.

Por simetria basta probar una de las dos igualdades anteriores.
Probemos la primera. Para ello definimos: v(s) = f(s,b + k) —
f(s,b). Entonces la funcién ~ es continua en [a,a + h] y debido
a la existencia de 01f en A, v es diferenciable en un intervalo
abierto conteniendo [a, a 4+ h]. El teorema del valor medio implica
que existe sg € (a,a+ h), tal que y(a+ h) —~y(a) = +(so) - h. Esta
igualdad puede escribirse en la forma

o(h.k) = <8lf(80,b TE) - alfao,b)) (%)

Fijado este punto sg, consideramos la funcién (t) = 01 f(so,t).
Como existen do01f en A, esta funcién ¢ es diferenciable en un
intervalo abierto conteniendo [b, b+ k]. Podemos aplicar el teorema
del valor medio a 1, concluimos que existe un punto ty € (b,b+k),
tal que:

(b + k) — B(b) = v (to) - k,

esta igualdad podemos escribirla como:
af(so’ b+ k) - alf(so, b) = aQalf(SO,tO) : ka (**)

para algin to € (b,b + k). Las igualdades (*) y (**) implican el
resultado.

2. Demostremos el teorema. Sea a = (a,b) € A y sea t > 0 dado,
consideramos el rectangulo R; = [a,a + t] x [b,b + t]. Como A
es abierto en R2, existe ¢t > 0 pequeno, tal que R; C A, por la
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parte 1) anterior concluimos que ¢(t,t) = 9201 f (v;) - t2, par algin
vy € Ry. Sit — 0 entonces vy — (a,b). Como 020, f es continua en
A, se deduce que

¢(t, t)

t2

— 0201 f(a,b), cuando t— 0.

De manera similar usando la segunda igualdad de 1), concluimos
que
o(t,t)
$2
La prueba del teorema se ha completado.

— 0102f(a,b), cuando t—0

0

El siguiente teorema es corolario del anterior, dada su importancia
lo enunciamos como teorema.

3.34 Teorema (Teorema de Schwarz). Sean A C R"™, abierto y f :
A — R, dos veces diferenciable en A y que posee derivadas parciales de
orden 2, 0y0; f(x), para todo x € A y son continuas (j =1,...,n; k=
1,...,n). Entonces para todo a € A la matriz Hessiana de f en a es

simétrica. Es decir, <8j8kf(a)> = <8k8jf(a)>, 0 sea que

f"(@)(h)(k) = f"(a)(k)(h) = d*f(a)(h,k) = d° f(a)(k, h),
donde d?f(a) es la bilineal asociada a f"(a).

(Ver comentarios después de la nota 3.4).

A continuacién daremos algunos comentarios sobre polinomios ho-
mogéneos, es necesario introducir algunas notaciones; y recordar algunas
afirmaciones sobre permutaciones de un conjunto finito .S de n elementos

en S.

Sea X un conjunto arbitrario, la composicion, o compuesta de dos
aplicaciones f,g: X — X, es la aplicaciéon fog: X — X, definida por

(fog)(xz) = f(g(x)), para todo z € X.
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La composicion de aplicaciones es operacion binaria asociativa en el
conjunto F(X), de todas las aplicaciones de X en X. La aplicacién
identidad o idéntica id : X — X actia como neutro para esta operacion,
la cual a veces la llamaremos producto.

3.35 Definicién.

i)

i)

Una permutacion de X es una biyeccién de X en X, es decir, una
funcién o : X — X, o0 € F(X) que es uno a uno y sobre.
Cada permutacién o admite una inversa ! € F(X), definida por

o ly)=x siysélosi o(z)=y.

1 1

Tenemos que 0~ oo = g oo+ = id. Se deduce que el conjunto
de las permutaciones de X, dotado de la operacién (o producto)
composicion, es un grupo, llamado grupo de las permutaciones de

X, o grupo simétrico de X, el cual denotaremos por S(X).

Cuando X ex finito, con m elementos , el grupo de las permuta-
ciones de X tiene m! =1,2...(m — 1)m permutaciones.

Notaremos con
I, ={1,2,...,m}

para indicar el conjunto de enteros positivos k, tales que
1 < k < m. El grupo de las permutaciones de I,,, en este ca-
so denotado por S, es llamado el grupo simétrico de grado n, o
grupo simétrico de m objetos.

Sea m > 2. Una permutacién 7 € S, es llamada una transposicion
si existen enteros k,j € {1,2,...,m} = I,, diferentes, tales que
7(j) =k, 7(k)=jy 7(s)=s paratodos ¢ {j,k}. Cuando 7 es
una transposicién, tenemos que 72 = id, es decir que 7 = 7L

Recordamos la siguiente proposicién

3.36 Proposicion. Toda permutacion o € Sy, puede ser escrita como
producto de un numero finito k de transposiciones, ¢ = T\ Ty ... Ty. Este
numero k no es unico, pero si lo es su paridad, es decir: si o se puede
escribir como producto de k transposiciones y también como producto de
m transposiciones, entonces

k es par si y solo si m es par.
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Demostracion. Seréd dejada como ejercicio, o consulta (ver I. N. Herstein

[19]) . O

3.37 Definicién.

a) Una permutacién o € S, se dice par, si es producto de un nime-
ro par de transposiciones, o se dice impar si es producto de un
nimero impar de transposiciones. Con €, denotaremos el signo de
la permutacion o: €, = 1 si o es par, ¢, = —1 si o es impar. No-
tamos que: Producto de permutaciones pares es par, producto de
dos permutaciones impares es par, producto de una par por una
impar es impar, y la inversa 0! de ¢ tiene la misma paridad que
o. Estas afirmaciones son traducidas por las igualdades:

Eop = Ea€py  Eg—1 = Eg-

b) Una sucesion de r elementos en I, es una funcién (s) : I, — I,.
Denotaremos una tal sucesion con la notacion

(s) = (i1, 0p).

Donde i, = (s)(k) € I, el valor de (s) en el punto k € I,. La
igualdad

(i1yeyip) = (J1s-- -y Jr)

significa que i, = ji para k =1,...,r.
Existen m” sucesiones de r elementos en I,,.

c¢) Se dice que la sucesién (i, . . ., i) tiene repeticiones si existen k, [ €
1., diferentes, tales que i, = i;.

No confundir la sucesién (iy,...,4,) con el conjunto {iy,...,i,} que
determina. Es claro que dicho conjunto es la imagen o conjunto de va-
lores de la funcién (s) = (i1,...,4,). Si la sucesién tiene repeticiones
el conjunto puede tener menos de r elementos. Aun maés, puede suce-
der que la sucesién (i1,...,7,) no tenga repeticiones, dada cualquier
permutacién o € S, el conjunto {%(1), .. ,z‘a(r)} es el mismo, pero las
sucesiones (ig(1), - - -, iy(r)) son diferentes para diferentes 0. (Si la prime-
ra sucesién es (s), la segunda es (s) o (0). Por ejemplo, {1,3} = {3,1}
pero (1,3) # (3,1).
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Dado el conjunto I C I,,, escribimos
I={i1<ip<...<ip}

para indicar que la numeracién de los elementos de I es escogida conser-
vando el orden creciente de los niimeros enteros que la determinan.

Una sucesién (s) sin repeticiones con r elementos en I,,, estd univo-
camente determinada por un subconjunto I = {iy < ... < i} C Iy
una permutacién o € S, de tal manera que

El conjunto I, = {1,2,...,m} tiene

() = s

subconjuntos con 7 elementos concluimos que existen

)

sucesiones de r elementos sin repeticiones en I,,.

Ahora definimos el concepto de aplicaciones n-lineales simétricas y
antisimétricas.

3.38 Definicién.

a) Una aplicacién T € L, (E;F) se dice ser n-lineal antisimétrica, si
para todo (z1,...,x,) € E" tenemos que

T(w1,...,70) = €T (T(1), -, To(n)), Para toda o € Sy.
Se dice n-lineal simeétrica en caso contrario, es decir, si para todo
(x1y...,zy) € E"
tenemos que

T(x1,...,2n) = T(T5(1),- -+ To(n)), Para toda o € Sp.
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b) Denotaremos el conjunto de todas las aplicaciones n-lineales simétri-
cas de E en F por
L (E;F).

Definimos L§(E;F) =F.

Denotaremos el conjunto de todas las aplicaciones n-lineales anti-
simétricas por

L5 (E; F)
Definimos L3(E;F) =F

¢) Cuando F = R es el cuerpo de los nimeros reales como espacio
vectorial sobre si mismo, normado con la norma valor absoluto (o
C) se llama en este caso a una aplicacién n-lineal de E en F forma
n-lineal.

d) Una aplicacién T' € L, (E ; F) se dice ser alternada si

T(x1,...,xy) =0, si (z1,...,2,) tiene repeticiones
Es decir:
T(.%'l, ey L1,V T 1y e o+ 3 Lj—1, Uy e e ,.%'n) = O,
para todo z1,...,T,,v € E.

3.39 Nota. Una aplicacién T € L, (E; F) es antisimétrica si y sélo si

T(x1,. . Ziyee oy Ty ey Ty) = =T(X1, o Ty Ty Tg). (%)

Esta afirmacién es consecuencia de la proposicién 3.36.

3.40 Proposicién. T € L, (E;F) es alternada, entonces
T(x1,. . Ty Ty ooy @) = =T(T1, .0, Tjy o Ty, X)), (%)
para todo x1,...,T, € E.

Reciprocamente, si x es vdlida entonces T es alternada

Demostracion. Para demostrar esto, escribimos, para abreviar,

T(z1,. ., Ziyee oy Tjy ooy Ty) = f24,25).
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Sea T alternada, entonces:

0= f(w; +xj,2i +35) = f(wg, ) + f(xi,xj) + [, 2:0) + f25,75)
= f(zi,z;) + f(x),2:),

por lo tanto f(z;, ;) = —f(x},2;), es decir, T' es antisimétrica.

Reciprocamente, si T satisface *, entonces f(z;,z;) = —f(xj,z;),
luego 2f(x;,x;) = 0, por lo tanto f(x;,x;) = 0, es decir, T es alternada.
]

3.41 Proposicién. Sean E, F espacios normados. Entonces L5 (E;F) y
LE(E;F) son espacios vectoriales normados, ain mds, subespacios nor-
mados del espacio vectorial normado las aplicaciones n-lineales conti-
nuas de E en F.

Demostracion. La demostracion sera dejada como ejercicio. O

3.42 Ejemplo.

i) Toda aplicacién lineal L : E — F es alternada, es decir

LS(E;F) = L(E F).

ii) Toda aplicacién n-lineal T: R x -+ x R — F es de la forma

T(x1,...,xp) =21 ...25v, donde v =T(1,...,1) € F.

Por tanto, para n > 2, T es alternada si y sélo si v = 0, es decir, si
T es idénticamente nula. Luego, £%(R;F) =0 si n > 2.

3.43 Proposicion. Sea T aplicacion n-lineal alternada, T : E X -+ X
E—TF.
Si vy, ..., v, son linealmente dependientes, entonces T'(vy,...,v,) =
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Demostracion. Si vy,...,v, son linealmente dependientes, uno de ellos
e . k—1
es combinacién lineal de los anteriores: vy, = » . a;v;. Se deduce que

k—1
T(viy...,vn) = T(vl,...,Zaivi,...,vn)
i=1

~1
@;T(V1y .oy Vky ooy Vky ey 0p) = 0,
1

e

-
Il

por ser 1" alternada. O

3.44 Nota. Esta proposicion nos da un criterio 1til para ver si n vecto-
res de E son independientes. Si existe una aplicacién n-lineal alternada
T:Ex---xE — F, tal que T'(vy,...,v,) # 0, entonces seran lineal-
mente independientes. Esto implica que obtener una aplicacién n-lineal
alternada no nula no es tarea trivial. Recordamos la aplicaciéon n-lineal
alternada determinante, como funcién de sus columnas det = d,

d:R"x -+ xR"® =R, des n-lineal alternada.
———
n veces
Los detalles seran dejados como ejercicio.

3.45 Corolario. Si dim(E) < n entonces LE(R ; F) =0, para F, arbi-
trario.

3.46 Nota. Sean [E, F espacios vectoriales. Una permutacién o € S,
induce un endomorfismo lineal en £, (E ; ). Indicaremos tal endomor-
fismo con el mismo simbolo ¢, definido por:

o :Ln(E;F) — L,(E;F)
fr=o(f) € Ln(E;F),

definida por:
O-(f)(vla s ’Un) = f(va(l)a s ava(n))a
donde v1,...,v, € E son arbitrarios.

Es facil verificar que o(f) = o f es n-lineal para f € L, (E;F), ademds
para o, p € Sy, tenemos o(pf) = (op)f.
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En particular, si 0 € S, y f € L,(E;F), tenemos que o~ (o f) =
(c71o)f = f. El endomorfismo o es inversible, su inverso es inducido
por la permutacién o~ !, por ello se nota también su inverso como o~ .
Dejamos como ejercicios la verificacién de las anteriores afirmaciones del

comentario.

Podemos enunciar:

3.47 Proposicién. Una aplicacion n-lineal f € L, (E;F) es antisimétri-
ca, si, y solo si es alternada. Es decir, f € L(E;F) si, y sdlo si, [ es
n-lineal y f = e,o f para toda o € S,.

Demostracion. Si f es antisimétrica y 7 € S, es una transposicién en-
tonces:

7f =¢e;f = —f, por definicién, esto implica f = e, 7f.

Si 0 es una permutacién, entonces es producto de un nimero finito
de transposiciones, ¢ = T1Ts ... T;p, tenemos

of =(mme...mtm)f =1i(r2... (T f)) = (=1)"f =&, f.

Reciprocamente, si f = ¢,f para toda o € S,,, en particular para
toda transposicién 7, luego f es antisimétrica. O

Con el propésito de obtener aplicaciones n-lineales simétricas y al-
ternadas, a continuacion son definidos dos operadores, el operador de
simetrizacién y el de antisimetrizacion.

3.48 Definicién.

a) El operador de simetrizacion es la aplicacién lineal
S: Ly(E;F) — L, (E; F),

definida por
1
foSf=— > of.
UGSn
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b) El operador de antisimetrizacion es la aplicacién lineal
A: L, (E;F) — L£,(E;F)

definida por
1
froAf=— 3 st

T o€ESy

3.49 Proposicién. El operador de simetrizacion S : L (E;F) — L, (E;F)
verifica:

a) S aplica L,(E;F) en L5 (E;F).

b) f € Lp(E;F) es simétrica si, y solo si, Sf = f.

c) Si f € L,(E;F) es alternada entonces Sf = 0. El operador de
antisimetrizacion S : L,(E;F) — L, (E;F) verifica:

a’) A aplica L, (E;F) en L2(E;F).

b’) f € L,(E;F) es alternada si, y sdlo si, Af = f.

c¢’) Si f e L(E;F) y existe p € Sy, impar tal que pf = f entonces
Af =0.

La demostracion de esta proposicion serd dejada como ejercicio.

3.50 Proposicién. El operador de antisimetrizacion A transforma L, (E;F)
sobre el subespacio LE(E;F) de las aplicaciones n-lineales alternadas.

3.51 Nota. Notacion, multiindices. Con N = {0,1,...} denotamos el
conjunto de los enteros no negativos. Sea n > 1 un entero fijo. Un punto

m=(my,...,my) EN"=Nx---xN
——

nveces

serd llamado un multitndice. Escogemos una base fija para R™, por ejem-
plo la base canénica {e;}i<j<n, donde e; = (0,...,1,...,0) (la coorde-
nada j-ésima es 1, las otras son 0). Sea z = (x1,29,...,2,) € R" y
m € N™. Con ™ definimos

™ ="ty

n -
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Con a,, abreviamos el coeficiente an,, .. m, € R, es decir,

Am = Qmy..my -
Con |m| =my +mg+ -+ my, y con m! =mqlma!...m,l.

Con estas convenciones y notaciones:

k! k!
_ m o __ o mi Mmn
E m'amm E il m 'aml___mnxl Ty

Iml=k My, L
A continuacién daremos unas breves nociones sobre polinomios ho-
mogéneos, se conseguird una representacion de ellos en coordenadas.
3.52 Definicion. Sean E, F espacios vectoriales normados.
i) Una funcién continua P : E — T se dice que es un polinomio
homogéneo de grado n, si existe T € L5 (E; F) tal que

P(z)=T(z,x,...,x), para todo x € E

ii) Denotaremos el conjunto de todos los polinomios homogéneos de
grado n de E en IF por H,,(E;F). Si n = 0, definimos Hy(E;F) = F.

3.53 Nota. Notacion: con A : E — E™, denotamos la aplicacion diago-
nal definida por:

Az, z,...,z) = (z,z,...,x), paratodo z€E.
Escribiremos (T o A)(z)) = T(A(z)) = T(x™), forma abreviada.
Por lo tanto, si T € L? (E;F), podemos escribir el polinomio homogéneo
asociado en la forma P(x) = T(z™). Nétese que en la definicién de

polinomio homogéneo no decimos nada sobre la unicidad de la aplicacién
T € L£; (E;F). Esta lo es. Su demostracién no es trivial.

3.54 Proposicion. Sean E, F espacios normados. Tenemos:

i) Si P € H,(E;F), entonces

P(A\z) = \"P(z) para todo A € R, z € E.
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i1) El conjunto de polinomios homogéneos de grado m de E en T,
Hn(E;F) es un espacio vectorial normado.

Demostracion.

i) Por definicién de P, existe T € LS (E;F), tal que
P(x)=T(x,...,x), luego

PAx)=T(Ax,..., x) = \"T(x,...,z) = \"P(x).

i1) Al definir, para P,Q € H,(E;F), P + @ por:
(P + Q)(z) = (S +T)(z") donde S,T € L5 (E;F),
y para A € R, definimos AP por
(AP)(z) = AS("),

donde S y T son las aplicaciones n-lineales simétricas que definen P, Q)
respectivamente, como (S +T) € L3 (E;F) y AS € L;(E;F), por la
proposicién 3.36, se deduce que P 4+ Q € H,(E;F), y AP € H,(E;F).
Para P € H,(E;F), definimos norma de P, por

1P| = sup{[[P(z)[|, [l=]] <1}.

Es facil verificar que esta es una norma, luego H,,(E; F) es un espacio
vectorial normado. O

3.55 Ejemplo. Enelcaso E=R,F =R yn > 1, tenemos que H, (R; R)
es isomorfo a R. En efecto, si P € H,(R;R), entonces P(1) € Ry
P(x) = P(1)z". La correspondencia P +— P(1) establece el isomorfismo
entre H,(R;R) y R.

Los polinomios homogéneos son usados en la generalizacién de los
teoremas de Taylor, que seran vistos en el capitulo 7. La discusién a
continuacién puede omitirse, la haremos con el fin de ver como conseguir
la aplicacién n-lineal simétrica dado el polinomio homogéneo P, de grado
n. Veremos ahora como obtener la forma simétrica de la cual proviene
el polinomio homogéneo, y su representacién en coordenadas.



3.6. SIMETRIA DE LA SEGUNDA DERIVADA 163

3.56 Lema. Sean E, F espacios vectoriales normados, T € L3 (E;F) y
t; € R y vectores v; € E, donde 1 <1 < p, entonces:

T((itivi)n> = Z %tmT(Um)7

[m|=n

donde
TW™) =T(v1,...,01,02,...,Up...0p),
m1 veces myp veces
m=(my, - ,mp),t = (t1, - ,tp)

Demostracion. Usando repetidamente que 1" es n-lineal tenemos:

p p
T((Z(tﬂ)z)n) = Z tiy - -- ti"T(Uil, .. ,vi").
i=1 i1yin=1

Usando luego que T es simétrica, varios términos de la suma son igua-
les. Por ello, T'(vj,...,v;,) = T(v{",...,v,"), donde my,...,m, son
enteros positivos, tnicos satisfaciendo mi +mg + --- +my, = n y my
es el nimero de i; iguales a k, 1 < k < p. De resultados sobre permu-
taciones y combinaciones se deduce que hay #'mp, términos iguales a
T(vi™,... ,vgl ) en la anterior suma, para cada multiindice m tal que
|m| = n. O

3.57 Proposicién. Sea T € L3(RP;R) y {e;}r_, base para RP. Si x =
(x1,...,2,) € RP, entonces

|
T(x") = Z %ammm, donde a,, = T(e™).

|m|=n

Demostracion. Consecuencia del lema 3.56 anterior, debido a que

T(z") = T((Zp:(tiei)"). O

i=1

Usaremos ahora el operador de simetrizacion.
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3.58 Proposicién. Sea P € H,(RP;R). Supongamos que © € RP, con
coordenadas respecto a una base {e;}t_, de RP. Entonces

E amx™

donde los coeficientes a,, = T(ey,), |m| = n. Reciprocamente, una suma
del anterior tipo define un polinomio homogéneo P € H, (RP;R).

Demostracion. La primera parte de la proposicion es consecuencia de la
anterior. Para la reciproca, basta ver que polinomios p,,(z) = 2™, donde
|m| = n, son homogéneos de orden n, pues se ha visto que H,,(R?;R) es
un espacio vectorial (ver proposicién 3.40). Veamos que dado p,, existe
T € L5 (RP;R) tal que pp,(z) = T'(x™). Existe T € L, (RP; R) tal que

T(z,...,z) =2 .. 2", (m1,...,m,) € NP

En efecto, sean yi,...,y, € RP, donde y; = (yj1,.--,Yjis---,Yjp), Dara
1 < 5 < n, Definimos

T(y17 e 7yn) = Y11,Y21, - -- 7ym1,17y(m1+1),27 e 7ynp7

entonces T' € £, (RP;R), y satisface la condicién pedida. Ahora, obtene-
mos al usar el operador de simetrizacion, el simétrico asociado a T

|Z )s e Yo(n ))

™ 5eSn
AT es simétrica (ver proposicién 3.49), tenemos:
AT (z,z,...,z) =T(x,z,...,z), para todo z € RP
Por lo tanto p,,(z) = AT (z"). O
3.59 Nota. ;Cémo recuperar la aplicacién multilineal con la cual la

polinomial esta asociada?.

La siguiente proposicion responde a esta pregunta.

3.60 Proposicién. Sea T € L5 (E;F) y (21,...,x,) € E". Entonces

T(Cﬂl,...,x n'2n< Z IS ( 1x1++gnxn)n)>

1<z<n
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No demostraremos esta proposicién, en su prueba se usa el desarrollo
dado por el lema 3.56

3.61 Proposicién (Derivada de polinomios homogéneos). Sean E, F
espacios vectoriales normados, T € L3 (E;F). Sea P el polinomio aso-
ciado con T. Afirmamos que P es de clase C' en E, su derivada es dada
por P'(z)h = nT (2" 1h) para h € E.

Demostracién. Por definicién P(z) = (T o A)(z), x € E. La aplicacién
diagonal
A:E— E",

es lineal continua, por lo tanto es de clase C' en E cuya derivada es
constante, A’(z) = A. La aplicacién T es C!, cuya derivada en z =
(x1,...,xy,) € E", es dada para h = (hy,...,h,) € E, por

n
T (x)h = Z T(x1,...,hi,...,x,) ver proposicién 2.14.
i=1

Aplicando ahora el hecho de que composicién de aplicaciones de clase
C! es de clase C! (corolario 3.22 a proposicién 3.20), vemos que P lo es,
con derivada

p/(-%')(h) = T’(A(m)) o A(h) = T/(.%', o ,.%')(h, o ,h) _ n]v(xnflh)7

debido a la simetria de T'. O

3.7 Ejercicios

1) Sea
fiR* >R
(z1,22) — f(x1,32) = (¢] + 23, 327 x2).
Determine:

i) f'(x1,29) y puntos (z1,x2) en los cuales f’(x1,22) es un isomor-
fismo de R? sobre R2.

i) f"(x1, x2) y f"(x1,22).
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2)

Sean E = L(R",R") = L(R") = {T : R® — R" | T es lineal};
fE—E
X - f(X)=Xx"
Dados H, K, L, M en E, determine
f(X)H
f(X)(H, K)
f"(X)(H, K, L)
FOX)(H, K, L, M)
Considerando f(X) = X™, determine fU)(X) y muestre que
m/!
(m =)

Sea p:R™ x --- x R™ — R" aplicacién k-lineal, si definimos

IFrP Ol < X[,

f(.%') = %p(xa"' 7'73)7

calcule fU)(z), =1, 2,...
Consideramos el espacio R" dotado con la norma ||z|| = sup{|zk|,

k=1,...,n}, parax = (z1,...,2,) € R" y b: R" x R" — R",
aplicacion definida por

b(.%', y) = (1'1y1, cee 7xnyn)7

para ¢ = (z1,...,2n), Y = (Y1,...,Yyn) € R™. Demuestre que b
es aplicacién bilineal continua, tal que [|b|| = 1.

Sea f : R™ — R™ tal que f(tx) =tf(z) paratodot € Ry x € R™,
muestre que si f es diferenciable, entonces f es aplicacién lineal.

Suponga ahora que f es 2-veces diferenciable en R™ y que f(tx) =
t2f(x) para todo t € R, x € R™, pruebe que f es una aplicacién
cuadratica, es decir, existe b, b : R™ x R™ — R", bilineal, tal que

f(x) = b(xv $)
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iii) Si f: R™ — R es diferenciable y f(tx) = t"f(x) parat € R, z €
R"™, demuestre la relaciéon de Euler

(n es entero positivo).

iv) Generalizacién: sea f : R™ — R?, f de clase C" tal que f(tx) =
t"f(x) parat € R, x € R%, n es entero positivo (una tal funcién se
llama homogénea de grado n o n-homogénea). Mostrar que cada
una de las derivadas f) es (n — j)-homogénea, donde 0 < j < n.
Muestre que f(™ es constante y ademds para = € R™,

f™(0) (=)

f(j) ) = :
(=) (n —j)!
donde ‘
z(=9) = (x,...,2)
%,—/
n—j veces
Esta formula significa:
) 1
(4) N — (n) )
fj (x)(hla h27--'7hj)_ (n—])'f (O)u7hl7 7hj)7

n—jveces

(Los hy, € R™). Utilice esto para mostrar que si

fE—E

x— f(x)=2a"

n!
(n—j)!
[Sugerencia: Derivar f(tx) = t"f(x) j-veces con respecto a x para
la homogeneidad de fU) y después j-veces respecto a t].

donde E = £L(R™; R™), entonces || fU)(X)| < | x|,

6) Considere la funcién determinante det : M(nxn) — R, recordando
que si X = (X1, Xo,...,X,), donde X}, es la columna k-ésima de
la matriz X, para A € R,
AX = (AX1,. . A X, -, A X))
det(AX) = A" det(X),
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describa det'(X)(H), donde H = (Hy,...,Hy,...,Hy,), H la k-
ésima columna de H y det”(X)(H, K) donde H, K son matrices
cuadradas de orden n x n, recuerde que det’(X) = 0 si y solo
si rango de X :< n — 2. (ver ejercicio 3(ii) del capitulo 2). Use
lo anterior y el ejercicio 3.5 para concluir que det’(X) = 0 pero
que la matriz Hessiana asociada a det”(X) es inversible si n = 2.
Muestre que si n > 3 toda matriz X tal que det’(X) = 0 es tal que
la Hessiana asociada a det” (X)) es singular, es decir no es inversible.
(Todo punto critico de det es degenerado, si n > 3).

(Regla de Leibnitz). Sean E,F, G espacios vectoriales normados

b:ExF—-G

aplicacién bilineal continua y simétrica, si denotamos b(z, y) =
z -y, [ = (a, B) intervalo abierto de R,

fI—E,g:I—F,
f, g son diferenciables en I hasta orden n. Demuestre que la apli-
cacion
f-g:1— G, definida por :

(f-9)@) =f(@1) 9(t), parat €1,

es diferenciable hasta orden n y

A ”) (). o), dond <”>=”7'
A ;0(3 P donde () = =

(Interprete esta férmula, para el caso G = R)

Sean E,F,G espacios de Banach A C [E abierto, V' C F abierto,
f:A-V,g: V-G,
aplicaciones de clase C?, demuestre que si go f : A — G, se tiene:

(gof)'(2) =g"(f(2)) o (f'(2), f'(2)) + ' (£(2)) o f"(2)
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i)

i)

iii)

10)

11)

12)

Sea f: R — R, definida por
0, six=0
€Tr) =
i) {x2 sen (%), six #0.
Muestre que f es diferenciable, pero f ¢ C1(R).
Sea f: R — R, definida por:
%x—l—m%en(%), si z#0
flx) = .
0, si z=0.

Muestre que f es diferenciable, f/(0) = % y f no es inyectiva en

ninguna vecindad de 0, es decir, no existe € > 0, tal que f sea
inyectiva en (—¢,¢).

Sean n entero no negativo
fAR—=R

Muestre que f € C™, pero no es n + 1 veces diferenciable.

Sea E = C([0, 1], R) el espacio vectorial normado de las funciones
continuas de [0,1] en R, con norma || f|| = sup{|f(z)| : = € [0, 1]}.
Sea g € C%(R),g: R — R fija,

G:E—-R
f e G(f) = /0 g(F(1))dt.

Muestre que G es diferenciable en E.

Sean E,IF espacios de Banach, A C E abierto, f : A — L(E,F),
feC™A), n>2 Sedefine g: AxE — F por g(z,y) = f(x)(y),
calcule D%g(x,y).

(Generalizacién de la relacién de Euler) Sean E, F espacios vecto-
riales normados, f : E — FF se dice homogénea de grado m # 0, si
para todo t > 0, t € R, f(tz) = t" f(x).



170

CAPITULO 3. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

i)

i)

13)

14)

15)

Muestre que si f : E — [ es diferenciable, entonces f es homogénea
de grado m # 0 si y solo si f'(z)(z) = mf(x) para todo z € E.

Considere ahora m > 0, m entero, y sea f : E — F homogénea de
grado m, tal que f € C™(E) muestre por induccién y usando )
que paratodox e Ey k=1,2,...,m,

mm—1)...(m—k+1)f@) = fD@)(,- ,2)

k veces

Deduzca que para todo xz € [, existe una aplicacién m-lineal b,
tal que m!f(z) = b(x,z,...,z). Luego las tnicas funciones ho-
mogéneas de grado m y de clase C" son deducidas de aplicaciones
m-lineales simétricas. ;Qué deduce para m =17

Sean ACR"y f: A— R™, aplicacién dos veces diferenciable en
A, parav € R" fijo, muestre que la aplicacién ¢ : A — R, definida
por ¢(z) = f'(z) - v es diferenciable y ¢/(z) - w = f'(z) -v-w =
& f(z)(v, w).

Sea E un espacio con producto interno notado p, considerado como
espacio normado con la norma inducida por su producto, demues-

tre que
p:ExXE—-R

es aplicacién bilineal continua, tal que ||p|| = 1.

Sean E = M(n x n) el espacio vectorial de las matrices cuadradas
n X n, dotado de una cualesquiera de las normas, que hemos usado,
por ejemplo la norma del supremun, J C R intervalo abierto de R,

aij:J—R, i,je{l,...,n}, n? diferenciables en .J,
donde i,j € {1,2,...,n}y
A:J—E,
L A(D) = (ai(1).

Si f:J — R es definida por f(t) = det(A(t)). Demuestre que f es
diferenciable en J y que para t € J, si

Aj(t) = (alj(t), ... ,aij(t), .. ,anj(t))T,
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es la columna j-ésima de A(t) (7 = transpuesta) j = 1,...,n, es
decir,
At) = (Ar(t),..., Aj(t), ..., An(1)),

entonces

£ty = Adet(A®) det Zdet (Ar(t), - AL(E), - An(D)).

Recuerde que se identifica A(t) con A’(#)1.

16) Sean R? y f : R? — R2 aplicacién, cuyas funciones coordenadas
son:
f1:R2=R fo:R? SR,

definidas por fi(z,y) =sen(z +y) y fa(z,y) = cos(x — y). Deter-
mine:

i) fi(z,y)h, donde h = (h1,hs) en (z,y) = (0,0) y h = (1,1) para
i=1,2.

ii) Determine f\*)(z,y)(h)(k), para j=12enh = (hi,hs), k =
(k1, ko), cuando( y) = (0,0), h = (1, )—k.

i) f1V(x,y), 7= 1,2, enh = (h1, ha), k = (k1,ks), 1 = (I1,l2), cuando
(z,y) =(0,0) yh=k=1=(1,1).

iv) Determine f’(z,y)h, cuando (z,y) = (0,0) h = (1,1),
v) Determine f®(z,y)(h)(k), en (z,y) = (0,0), h =k = (1,1).

vi) Determine f®)(z,%)(h)(k)(p), cuando (z,y) = (0,0) y h = k =
= (1,1).

17) Sean E = M(n x n) el espacio vectorial de las matrices cuadra-
das (n x n) provisto de una norma y f : Ex — E definida por
f(A,B) = AB" para A, B € E, donde 7 significa transpuesta. Da-
das X = (Xl,X2)7H = (H17H2)7K = (Kl,KQ), L = (Ll,LQ) S
E x E,Usando las definiciones:

Calcule f'(X)(H, K).
Calcule f@(X)(H, K)
Calcule f®)(X)(H, K, L).

Demuestre que f(X) es la funcién nula para n > 3.



CAPITULO 4

Algebras de Banach

Daremos a continuaciéon una breve introduccién sobre caculo en alge-
bras de Banach.

4.1 Definicion.
a) Sea A un espacio vectorial sobre R, diremos que 4 es un algebra
sobre R, si existe entre los elementos de A definida una ley de com-
posicién interna u operacién binaria, la cual llamaremos producto,

es decir una aplicaciéon p : A x A — A, tal que si denotamos para
z,y € A, p(z,y) = x -y, leeremos x por y, este producto satisface:

i) p es asociativo, es decir que dados z,y,z € A,
T (y-2)=(z-y) =2
ii) p es bilineal, es decir, dados z,y, z € A, A € R, tenemos:

2yt =z y+o s
(r+y) z=z-2+y-z,
Mz -y) = (Az) -y =2z (Ay).

172
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b) Si A es un algebra sobre R y existe u € A tal que para todo =z € A,

diremos que u es unidad de A, en este caso se dice que A es algebra
con unidad, u se llama también identidad. Veremos que u es tnico.

c) Sea A élgebra con unidad u, x € A, se dice inversible si existe

be Atal que z-b=0b-x = u, al elemento b, el cual es Unico se

llama el inverso de x, lo denotamos por b=z 1.

d) Un élgebra A se dice dlgebra normada, si como espacio vectorial
es espacio vectorial normado y si el producto de A satisface

|z - z|| <||z||l|z]l, paratodo =z, z€ A.

Es decir, el producto es aplicaciéon bilineal continua, donde deno-
tamos con ||z|| la norma del vector x € A.

e) Un élgebra normada se dice un élgebra de Banach si como espacio
métrico con la métrica inducida por la norma es espacio métrico
completo.

f) Un algebra se dice conmutativa si para todo a, b € A, a-b="b-a.

A menudo omitiremos el - (punto).

4.2 Nota.

a) Dejaremos como ejercicio demostrar que en un dlgebra con unidad
u, u es Unica y si a es inversible en A el inverso de a es tnico.

b) De la definicién 4.1 d), como p es bilineal continua, tenemos que
si {zn}, {zn} son dos sucesiones de elementos de A, tales que
Ty — T,2n — 2, entonces

Ty Zp — T 2.

c) Si A es un algebra, para todo z € A,z-0=0-x =0, donde 0 es
el vector cero del algebra. En efecto, de 0 + 0 = 0, obtenemos que
z-0=z-(0+0)=2-0+2x-0, luego z-0=0.
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d) Si A es algebra reducida al vector nulo, es decir, si A = {0}, es
claro que A tiene identidad u = 0. Si A es algebra no reducida a
{0} y posee unidad u entonces u # 0. En efecto: si u = 0, como
para todo x € A,x =z -0 = 0, esto nos implica que A = {0}.

En lo sucesivo las dlgebras se suponen no reducidas a {0}.

4.3 Proposicién. Si A es dlgebra con unidad u, si con G denotamos
el conjunto de elementos inversibles de A, entonces G es un grupo mul-
tiplicativo con el producto de A restringido a los elementos de G; para

a,beG,(a-b)"t=b"1.a"L.

Demostracion. G es no vacio, u € G, es claro que u actia como neutro
multiplicativo entre elementos de G, como el producto es asociativo, lo
serd restringido a G, y dados dos elementos a,b € G,a -b € G, porque
existe el inverso de a-by (a-b)~' =b"1.a71; ademds, sia € G,a"! € G,
pues el inverso de a™! existe y es a,a = (a71)7L. O

4.4 Proposicién. Si A es dlgebra normada con unidad u, entonces
[[ull = 1.

Demostracion. Como u - u

= u, obtenemos [[ul| = [lu - u| < fjul|[ul,
como u # 0, obtenemos ||ul| > 1

. 0

4.5 Ejemplo. FEl Algebra de Banach de las aplicaciones lineales conti-
nuas de un espacio de Banach E, en si mismo.

Sea (E, || ||) espacio de Banach, consideramos A = L(E, E) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de [E en E, provisto de
la norma

|7} = sup{[|T(2)]| : = €E, || =1},

para T' € A. Con el producto considerado como la composicién de apli-
caciones lineales continuas definidas en E, es un dlgebra de Banach, con
unidad, pues la aplicacién idéntica

I1:E—-E

x—I(z) ==
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actia como unidad. Ademds, sabemos que para S,T € L(E,E), ||S o
T| < ISIIT]| (ver comentarios después de la definicién 1.79 y ejemplo
1.81 7). Si G estd definido por

G={LeA| existe L'y L™! € A},

es claro que G es no vacio, la aplicacién idéntica I : (E,| ||) — (E, || )
y su inversa, que es ella misma, son continuas.

4.6 Nota. Si la dimensién del espacio E es finita, sabemos que toda
aplicacién lineal T : E — E, es continua (ver teorema 1.71), luego si
T es una biyeccién lineal, T : E — E, y dim(E) finita, entonces 71,
es continua. Cuando dim(E) es infinita, no es nada fécil mostrar que si
T es biyeccién lineal continua de E en E, entonces T! es continua. Su
demostracién descansa en dos teoremas fundamentales del Anélisis: El
teorema de Hahn-Banach y El Teorema de La Aplicacion Abierta, los
cuales implican el Teorema de Isomorfismos de Banach. No demostra-
remos estos teoremas; sus enunciados son:

4.7 Teorema (Teorema de Hahn-Banach). Si E es un espacio normado
y F es un subespacio vectorial de E, con la norma de E restringida a F y
T :F — R es lineal continua, entonces existe T:E — R lineal continua,
tal que T{]F =T, |[|T|=|T]-

4.8 Teorema (Teorema de la Aplicaciéon Abierta). Sean E, F espacios
de Banach yT € L(E,F), si T es sobreyectiva, entonces T es aplicacion
abierta; es decir, si A es abierto en E, entonces T(A) es abierto en F.

Consecuencia de estos dos teoremas es:

4.9 Teorema (Teorema de Isomorfia de Banach). Sean E y F espacios
de Banach, T : E — F aplicacion lineal continua y biyectiva, entonces T
es homeomorfismo lineal.

Para demostraciones de estos tres teoremas ver Rudin, W. [33] o
Kreyzig 1. [24]

4.1 Series en Algebras de Banach

4.10 Definicién. Consideramos (E, || ||) espacio normado, y {a,}, suce-
si6n de elementos de E, podemos formar la serie, denotada por Y > | ap,
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que llamaremos serie de término n-ésimo a, y de suma parcial n-ésima
Sp = Y _p_y . Diremos que la serie es convergente, si existe el limite
lim,, o0 Sn. En este caso, si v = lim,, ., Sn, v se llama la suma de la serie
y se escribe v = Y 07 | a,. La serie se dice divergente, en caso contrario,
es decir, si no es convergente. Se dice que la serie es absolutamente con-
vergente, si la serie de reales no negativos >~ |la||, es convergente en

R.

4.11 Teorema. Sean (E,| ||) espacio normado, Y o7 | an, una serie
convergente en [E, entonces lim,_, a,, = 0.
Demostracion. Ejercicio al lector. O

* El reciproco no es cierto, recordamos el contraejemplo usual en R,
. 7. o0 1 . 1 .
la serie arménica ) 2 | -, la cual es divergente y -~ — 0 si n — oo.

4.12 Proposicién. Sean (E, || ||) espacio normado {a,} sucesion de
Cauchy en E, si existe {by} = {an, }, subsucesion de a,,, convergente a
w € E, entonces la sucesion es convergente a w.

Demostracion. Ejercicio al lector. O
4.13 Teorema. Sea (E,| ||), espacio de Banach y > ;" ay, serie ab-

solutamente convergente, entonces la serie es convergente.

Demostracion. Como la serie Y 7, ||ay||, es convergente en R, si o, =
> p—1 llak|| es suma parcial, entonces si s, =Y _; ax, obtenemos

n n
|80 — smll = Z agl| < Z lax|l = on — om,
k=m+1 k=m+1

param < n. Como o, es convergente es de Cauchy, por lo tanto s, es de
Cauchy en E. Como E es completo, existe v € E tal que lim,, o0 85 = v,
es decir que Y 7 | a, es convergente y tiene por suma a v. O

Vale el reciproco:

4.14 Teorema. Si (E,|| ||) es espacio normado en el cual toda serie
absolutamente convergente es convergente, entonces E es de Banach.
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Demostracion. Solo falta ver que la condicién es necesaria. Sea {z,} una
sucesion de Cauchy de elementos de [E, podemos conseguir una subsu-
cesion {zp} = {zn, }, tal que si wy = 25, ., — 2
lwe|| < 27, por lo tanto

o0 oo
Dollwwll <D 27 =1,
k=1 k=1

luego, por hipétesis Y p- wy converge, es decir que si

. = Tk41 — Tg, implique

Om = W1+ + Wy = Zny, — 2n, +Zn3_zn2+"'+znm+1 — Znm
= Znmi1 — Anp — Tm4l — T,
como la serie es convergente, sabemos que lim,,— o wy,, = 0; como
Ty =1 +22—21+23—T2+ -+ Ty — Ty—1,
para 2 < m y como existe v € E tal que
im0 O = v = My 00 (Timg1 — 21).

Es decir, la sucesién x,, es convergente y lim,, oo Ty =v—a1 =y € E,
como la sucesion {x,,} es subsucesién de la sucesién de Cauchy {z,},
entonces z, converge a y. Usamos la proposicién 4.12. O

Una de las cosas interesantes en Algebras de Banach es la de poder
considerar en ellas Series de Potencias, debido al producto que posee.
El siguiente teorema destaca la importancia de la serie geométrica. Re-
cordamos que para z € A, siendo 4 un élgebra, las potencias de z, son
definidas por:

i) 2! =2, 2" =z, es el producto de x por si mismo n-veces,

y 2"t = 2"z, (Para completar definicién por induccién).

ii) Si A es dlgebra con unidad u, se define 2° = u. Es facil ver por

induccién sobre n, que si A es dlgebra normada y = € A, entonces
||l=™|| < [|z||™, para todo n entero no negativo.

4.15 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach con unidad u,x € A, ||z|| <
1, entonces (u—x) y (u+ x), son inversibles en A, sus inversos son:

(w—x)" 1 = Zoxn, (u+x) ' = Z(fl)"az".

n=0
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Ademads,

lu — (u—2) 7! <

Demostracion. Como ||z"| < ||z||™ y como ||z]| < 1, la serie geométrica
de razén ||z||, converge absolutamente, luego la serie 7 2™ converge
absolutamente, por comparacién

o™l < D llall” =
Z Z T

Del teorema 4.13 deducimos que es convergente. Existe entonces v €
A, tal que

o.]
v =1lim, Zxk =lim, oo(u+z+---+2").
k=0

Se tiene

(u—2)(utz+ - Faz")=uv—2"=(ut+az+ - +2")(u—2).

Como el producto es continuo y como lim,,_,+ 2" = 0, deducimos
que

(u - .%') h,mn—wo(u +x+---+ m") = lfmn_,oo(u — xn+1) =

=lim,oo(u+ x4+ +2")(u—z).

Es decir,
(u—z)v=v(u—1)=u.

Esto prueba que v es el inverso de (u — ). Como || — z|| = ||z|| < 1,
entonces deducimos que Y > (—z)™ es absolutamente convergente, por
lo tanto convergente, luego existe w € A tal que
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De manera analoga deducimos ahora que
(uta)(u—z+a®—- -+ (-1)"z") =
u+ (—1)"2" = (u—z 42—+ (=1)"2") (u + 2),
esta igualdad nos implica que w es el inverso de (u + x).
Por consiguiente,
lu = (w =) =

o0
U — g z"
n=0

[
> "
n=1

= = Jal
<D <) llell” = =
n=1 n=1

Noétese que la anterior desigualdad es evidente en R.

4.2 EIl conjunto de inversibles en algebras de
Banach

4.16 Proposicién. Si A es dlgebra de Banach con identidad u, |u|| = 1,
entonces la bola abierta de centro en u y radio 1, B1(u) = {x € A :
lx — u|| < 1} estd contenida en G, el grupo de los elementos inversibles

de A.

Demostracion. Sea x € Bj(u), entonces v = u — x es tal que [jv]| < 1,
luego el teorema 4.15 implica que u —v=u—u+z =z € G. O

4.17 Teorema. Sea A dlgebra de Banach con identidad u, ||ul = 1,
entonces el conjunto G de elementos inversibles de A es abierto en A.

Demostracion. Sea a € G, veamos que existe r > 0, tal que B,(a) C G.
Para ello observamos que

r=a—(a—z)=a- [ufcfl-(afx)].
El primer factor, a, estd en G, el segundo, u —a~!(a — ), estard en
G; si logramos mostrar que |ja~!-(a—x)|| < 1, segtin teorema 4.15, como

la=" - (a = 2)|| < [l [[la — I,
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vemos que si r = (||a_1||)_1, vy |la—z|| < r, entonces ||[a=!- (a—2)| < 1.
Por lo tanto, si € By(a) y r = (HailH)fl deducimos que = € G, pues
T=a- [u —a ! (a— a:)] es producto de elementos de G, el cual es grupo
multiplicativo. Esto completa la prueba. ]

Mostraremos a continuacion que la aplicacion

nv:g —Gg
1

x—inv(x) =2,

es continua, diferenciable y para h € A,inv'(z)h = —z ' he~!, formula
conocida en el caso del dlgebra conmutativa de los niimeros reales R,
donde G = R — {0}. En estos casos inv'(z) = —x~ 2.

4.18 Teorema. Sea A un dlgebra de Banach con identidad u, entonces:

i) Sia€eG,r= (HailH)fl yh e Acon|h| <r, entonces (ath) € G.
i1) La aplicacion
mv:g —Gg
a— inv(a) = a™ !,
es continua en a, para todo a € G.
Demostracion.

i) Sea a € G,h € A tal que ||h|| <7, como a—h=a-(u—ath),

(u—a"th) € G, pues

la= Al < la™ Al < fla™ [Ir =1,

y como a € G, entonces (a—h) € G, por ser producto de elementos
de G. Para ver que a+h € G, basta observar quesi ||—h| = ||| < T,
entonces a~'h es vector de norma menor que 1. En efecto:

la™" Rl = la™ (=Rl < lla 1Al < fla~{Ir =1,

por lo tanto segtin Teorema 4.14, (u +a~'h) € G y como a + h =
a-(u—a"t(—h)) es producto de elementos de dos elementos de G,
estd en G, por ser grupo. Esto completa la prueba de 7).
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ii) Sean a € G, mostremos que limy,_ginv(a + h) = inv(a). Sea
e > 0, veamos que existe r > 0, tal que si h € B,(0) entonces
inv(a + h) € B:(a"!). En efecto, con r = (Hale)fl, vemos que
i) nos implica que (a + h) € G, luego existe (a + h)~!. Puesto que
(u+a"th) € G por ser [|[a~th| < 1, se tiene ademds que

(a+h)"' = [a(u+a 'h)] = (utath) el

(wta'h) = (=a )" =) (=) (ah)",
n=0 n=0

segun teorema 4.15, luego

(a+h)t—at = [Z(—l)”(a_lh)"] al—at

Por lo tanto,

o0

[T;<—1)”<a—1h>”}

i (ath)"
< o™ Z I=1)" @y
< o™ Z I h)"

1 la"n]|
<lla™"] (m

_ 1
< o~ Pl =

|inv(a + h) — inv(a)|| =

< [la™!]

Como |la=th|| < |laY|||R|| < 1, entonces

L= fla= [l <1~ lla™"Al,
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esto implica que

1 < 1
L —[la=thl = 1 — [la=t||[A]]”
luego
[inv(a + h) — inv(a)| < ||a_1||2\|h||%
L —[la=h]
12 1
< la™| HhHw-

De esta desigualdad obtenemos que

limy, o (inv(a + h) — inv(a)) =0. O

4.3 Derivada de inv: G — G.

4.19 Teorema. Sean A wun dlgebra de Banach, con identidad u,
lull =1, G el conjunto de elementos inversibles de A,

nv:g —Gg
z—inv(z) = 271,

entonces inv es diferenciable en G, y inv' (x)h = —z~tha=1, para todo
h e A. Mds ain, inv es C.

Demostracion. Sean x € G y h € A tal que |h] < (||a:_1||)_1, esto
implica que x + h € G, veremos que existen T : A — A lineal continua
y r(h), tales que

inv(z + h) = inv(z) + T(h) +r(h), lim, g ‘Ty(:\\) B
Si T(h) = —x~tha~! = inv'(z)h, T es funcién lineal como funcién de

h, ademas continua, pues
1T = || =2~ ha™ | < [l P18,
el teorema 1.33 implica que T es lineal continua. Si

r(h) =(x+h) -zt 427 ha?,
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obtenemos que

r(h)(x+h)=u—u—a th+a h+ (x7 h)? = (z71h)?,
luego r(h) = (z7*h)?)(z + h) ™!

(W)l = NIz = ) (@ + W) 7H] < e PRI + )7,
por lo tanto obtenemos

(W]
2]

0< < [l PN + R) 7

desigualdad de la cual, usando la continuidad de la norma y de inwv,
deducimos

r(h)

—~ = 0.
2]

lfmh—>0

Hemos probado que
inv(z + h) = inv(z) —z tha™t + (z71h)?,

junto con las condiciones T'(h) = —xz~'hz~!, lineal continua como fun-
cién de h y r(h) satisfaciendo r(h) = o(||h]|), esto completa la prueba de
que inv es diferenciable en z, para todo x € G. Veamos ahora que es de
Clase C*.

inv' : G —L(A,A)
xr—inv'(z): A — A

hi— inv' (2)h = —x " Tha ™1,
vemos que inv’ = boZ es la composicién de b con Z = (inv,inv), donde

b: Ax A—L(A,A)
(x1,22) —b(x1,29) : A — A,

2z b(x1,22)(2) = —x1229

7 = (inv,inv) : G — G X G,

z— (z7h Y
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Es facil observar que b es bilineal continua, por lo tanto C*°, y
T = (inv,inv) es diferenciable, ya que cada una de sus componentes
lo es, en particular continua, por lo tanto

inv' =boT =bo (inv,inv)

es continua, luego, inv es de clase C! en G, la demostracién se completa
por induccion. Usaremos el hecho de que composicién de aplicaciones de
clase C™ es de clase C™. Suponemos entonces que inv es de clase C™,
de inv' =boZ =bo (inv,inv), deducimos que inv’ es de clase C"™, por
serlo b e Z, luego inv es de clase C™*!. Por lo tanto inv es de clase C"
para todo n entero positivo, luego es C*°. U

4.20 Nota. Una segunda demostracién de la primera parte del Teorema
4.18 puede hacerse usando el teorema 4.15, a continuacién damos idea
de como obtenerla, de esta segunda no daremos todos los detalles, es asi:

sean x € G, h € A tal que ||h] < ||$£1||’ esto implica que z +h € G y

lz~th| < 1, entonces

(z+h) =2t = (z(u+ acflh))f1

—ax V= (uta )27t -t

= _(-)"@th))at — 2!
n=0
= —x that 4 (Z(—l)”(xilh)")xfl,
n=2
entonces como antes inv (z)h = —z~'ha~' y r(h) se escoge ahora como:
r(h) = (Q_ (=)@ )"zt = @ h) @+ k)7
n=2
obtenemos
Il =1 (=1 h)™) 2|
n=2

< QoD@ ) e
n=2

T S T s
<zl Z [z R[] < [l Hm
n=2

ca o e L1
= == IRl = 1= fl= R

Ly
<l



4.3. DERIVADA DE INV : G — G. 185

deducimos que

—13 2 —13
EACC1 /a3 P 2 L

0< < < :
IRl = (=l HIRIDIAL = 1 = 2=l

esta desigualdad nos implica

r(h)

—~ = 0.
2]

lfmh—>0

Consideramos ahora E, F dos espacios de Banach y L(E, F) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de [E en [F, donde

T = sup{HT(x)H cx € R, lz|| = 1}, para T € L(E,F).

Ver teorema 1.83. Podemos considerar el conjunto de isomorfismos
lineales de E sobre F,G(EF) C L(E,F), es decir, de homeomorfismos
lineales de E en F, mostraremos que G(E,F) es abierto en L(E,F), usa-
remos el Teorema de la aplicacién abierta y luego el Teorema de isomorfia
de Banach, los cuales son consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,
citados en este Capitulo como teorema 4.7, teorema 4.8 y teorema 4.9.

Consecuencia obvia del teorema 4.7 de Hahn-Banach es:

4.21 Proposicion. Sean E, espacio vectorial normado y v # 0, en
E. Entonces existe T € L(E,R) = E* tal que T(v) # 0. Es decir, si
f(v) = 0 para todo f € L(E,R), entonces v = 0. Es decir, si v # w
existe T € L(E,R) tal que T(v) # T(w).

Demostracion. Basta aplicar teorema 4.7 (Teorema de Hahn-Banach)
enelcaso F={ v |AeR}, y

L:F—R
Av = L(Av) = A,
aquiL(v) = 1, por lo tanto existe una funcién 7' : E — R, extensién

lineal continua de L,T(v) = 1,||T|| = ||L|| = 1. Los comentarios son
obvios. 0

Consecuencia de los Teoremas de la Aplicacién Abierta y de Iso-
morfia de Banach es:
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4.22 Lema. Sean E,F espacios de Banach, consideramos el espacio
de Banach L(E,F) de las aplicaciones lineales continuas de E en F.
Si G(E,F), es el subconjunto de los homeomorfismos lineales de E en T,

entonces G(E,F) es abierto en L(E,F). (Donde paraT € L(E,F), ||T| =
sup{[|T(@)] : z € B, lal| = 1}).

Demostracion. SiG(E,TF) es vacio, nada a mostrar, pues el vacio es abier-
to. Suponemos por lo tanto que G(E,F) es no vacio. Sea g € G(E,F), g
fijo, como la aplicacién:
¥ : L(E, F) — L(E, E)
T (T)=g ' oT,

es lineal continua y biyectiva, bastara observar que G(E, E) es abierto en
L(E,E), pero esto es consecuencia del ejemplo 4.5 donde mostramos que
L(E,E) es algebra de Banach con unidad, y del Teorema 4.16, el cual nos
garantiza que G(E,E) es abierto en £(E,E). Como 9 es lineal continua,
entonces ¢~ (G(E,E)) es abierto en L(E,F). Mostraremos ahora que
v~ HG(E,E)) = G(E,F). Sea T € G(E,E), entonces ¢ *(T) = goT €
G(E,F), porque g es homeomorfismo lineal y 7" es homeomorfismo lineal,
esto muestra que ¢~ (G(E,E)) C G(E,F). Sea L € G(E,F), entonces

T=g'oLeGERE),L=1y"T)ecy (G(EE)),

esto muestra que G(E,F) C ! (Q(E, E)) La prueba del Lema est4 com-
pleta. O

La siguiente proposicion es una generalizacion del teorema 4.19.

4.23 Lema. Sean E,F espacios de Banach, considerando los espacios
de Banach L(E,F) y L(F,E), la aplicacion

g:G(E,F)— G(F,E)
T—g(T)=T""

es continua.
Demostracion. Sean T € G(E,F), r = |[T7!||, si S € G(E,F) es tal que
|S —T|| < r~*, entonces

=T~ 0S| = IT~ eT=T" o8|l = [T~ o(T=S)I| < [T IIT-S|| <1,
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por teorema 4.19, deducimos que
Ip—(Ig—T 'o8)=T"'085¢cG=G(ERE).
Por lo tanto S = T'o(T'0S5) es inversible, es decir B,-1(T) C L(E,F)

estd constituida de elementos inversibles de L(E,F). Veamos ahora la
continuidad de T'— T~!. Sea ¢ > 0, se obtiene

1T~ =S =T~ = (T o 8) o T7Y|

— H [Ig— (Tt oS)]oT™t

<77 H1e = S7 o T
< TS o (S = 1))
< TSNS = T <€,

si tenemos que

€ < EISI _ e +171)
TS~ 1T [l

15 =T <

Hemos usado que 1 < || o] < |5 1[S]], por lo tanto sk < 15].
Esto completa la prueba de la continuidad. O

4.24 Proposicién. Sean E,F espacios de Banach, consideramos L(E,F)
y L(F,E) y en ellos los conjuntos abiertos G(E,F) y G(F,E) respectiva-
mente y sea

g:G(E,F) — G(F,E)
T+— g(T)=T""1.

Entonces g es aplicacion de clase C°. Ademds, ¢'(T) : L(E,F) —
L(F,E) estd dada por ¢'(T)(L) = ~T toLoT !

Demostracion. Podemos suponer que G(E, F) es no vacio. El caso E = F
es el contenido del teorema 4.19 con A = L(E, E). Supongamos que
hemos demostrado que g es diferenciable y que para T' € G(E,F),

J(T)YL)=-T" oLoT™!
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Como ¢’ =bo (g,g), donde

b: L(F,E) x L(F,E) — L(L(E,F), L(F,E))
(Ty,Ty) — b(T1,T2) : L(E,F) — L(F,E)
S — b(Tl,T2)(S) — _Tl o S o T2,

Es facil ver que b es bilineal continua. La aplicacion

(9,9) : G(E,F) — G(F,E) x G(F, E)
T (g, 9)(T) = (T, T7).

Es claro que (g, g) es diferenciable por serlo cada una de sus compo-
nentes. Luego ¢’ = bo(g, g) es continua, esto prueba que g es de clase C.
La prueba se completa por induccién, suponemos que g es de clase C™,
como b es C'° y composicién de aplicaciones de clase C™ es de clase C™,
concluimos que ¢’ = bo (g,g) es de clase C™, luego g es de clase C™ 1,
Por lo tanto g es C°°. Mostraremos ahora que dado T' € G(E,F), g
es diferenciable en T. En efecto, como S — —T~ 1o S oT~! es aplica-
cién lineal continua, (S € E(E,F)), segin el lema 4.22, como G(E,F) es
abierto, entonces existe r > 0 tal que B,(T") C G(E,F), por lo tanto, si
H e L(E,F), |H| <r, entonces (T'+ H) € G(E,F). Si

gT+H)=T+H) "' =T =T oHoT™ +r(H),
obtenemos que
Ip=Ip+HoT ' ~HoT ' —(HoT "+ (T+H)or(H),

luego
r(H)=(T+H) o (HoT™1)?

si T+ H =, entonces, como H =y — T,

Lo (W —T)oT™)?
_¢ 1o(¢0T T )2
=y to(poTtopoT =200 Tt + Ip)
Loyort—or 47!
=y lo(Wp—T)oT to(h) —T)oT L
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Usamos ahora que si A € L(E,F), y B € L(F,E), entonces
|[Ao B| < |lA]l||B]]. Obtenemos

I ()l < (o~ e = TIPIT = 1+ =T PP,

desigualdad de la cual deducimos que

, r(H
hmH_>0 H(TH) =0.

Esto completa la prueba de la diferenciabilidad de g en T'. (Hemos
usado el lema 4.23). O

4.4 Exponencial en algebras de Banach con
unidad

A continuacién veremos que algunas funciones de variable real, como la
exponencial, pueden definirse en Algebras de Banach, antes una propo-
sicién util, la cual permite definir estas aplicaciones por medio de series
convergentes, como en el caso de (u — x) L.

Recordamos conceptos de convergencia puntual y uniforme para su-
cesiones de funciones

4.25 Definicién. Sean S un conjunto no vacio, (M, d) espacio métrico,

fm:S—=Myg:S— M,

i) se dice que la sucesion f,, converge puntualmente a g, si para cada
s € Sy para cada € > 0, existe N = N(e,s) > 0 (que depende de
e y de s) tal que

n > N implica d(f(s),g(s)) < e.

ii) Se dice que la sucesién f, converge uniformemente a g en S si,
para cada € > 0, existe N = N(e) (que depende sélo de €) tal que

n > N implica d(f,(s),g(s)) < €, para todo s € S.

Se escribe f, — g uniformemente en S.
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iii) La sucesién f,, se dice uniformemente acotada en S, si existe un
real ¢ > 0y m € M, tal que f,(s) € B.(m), para todo s € S,y
para todo n.

iv) Si M = A es un algebra de Banach y f, : S — A, si para cada
x € S consideramos

sn(x) = felz) (n=1,2,...).
k=1

Si existe g : S — A tal que s, converge uniformemente a g en .S,
diremos que la serie > 7 | fn(z) con verge uniformemente en Sy
escribiremos
oo
= ¢(x) uniformemente en S.

n=1

Enunciamos dos proposiciones cuya demostracién es semejante a la
del caso M =R

4.26 Proposicién. (Criterio de Cauchy para convergencia uniforme de
sucesiones y series)

i) Sean (M,d) espacio métrico, f, : S — M sucesion de funciones
definidas en un conjunto no vacio S, y g : S — M. La sucesion
fn converge uniformemente a g en S si, y sélo si, se cumple la
siguiente condicion (llamada de Cauchy): Para cada € > 0 existe
N = N(e) > 0 tal que

n> N, m>N implican d(fm(x), fn(x)) <€, para todo x € S.

i1) (Criterio de Cauchy para convergencia uniforme de series) Si A es
algebra de Banach, la serie Y o7 fn(x) converge uniformemente
en S si, y solo si, para cada € > 0 existe N = N(e) > 0 tal que

n+p
n > N implical| Z fe@)| <€, parap=1,2..., ytodo z€S.
k=n+1

4.27 Proposicién (Criterio M de Weierstrass). Sean A algebra de
Banach y M, sucesion de numeros reales no negativos tal que

0 <||fu(@)|| < My, paran=1,2,..., y para todo x € S.
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Entonces la serie Y > | fn(x) converge uniformemente en S si la serie
oo
> ey My, converge.

Las demostracién serdn dejadas como ejercicio, son semejantes al
caso A =R (ver Tom Apostol, Andlisis Matemético, proposiciones 9.3,
9.5, 9.6, 9.7)

4.28 Proposicién. Sean A un dlgebra de Banach, {a,} C A, sucesion
de elementos de A, s un nimero real, s > 0 tal que {||ay||s™} es sucesion
acotada, es decir, existe M > 0 tal que |lay||s™ < M. Entonces

i) Yoo anx™ converge para todo x € By(0) C A,

it) st 0 <r <s, la serie converge uniformemente en By (0).
Demostracion.

i) Como ||z]| < s, entonces ||| < 1, tenemos:

[e.e]

”Zw =113 an()"l < Zs o
<Z S llanll(5)" <2MH = a3 Iy
n=1

1

<M—7——-.
|

Deducimos que la serie )7 | a,x™, es absolutamente convergente,
por lo tanto convergente.

Como 0 < r < s entonces t = £ < 1. En la bola B,(0), tenemos
que

lana™ || < flan[lllz"|] < lanlllz[|* < llan[r™ = llan|[s"¢" < M2",

luego la serie converge uniformemente en esta bola por compara-
cién con la serie geométrica

MZt"— 7yaquet<1 O
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4.29 Proposicién (Definicién). Si A es un dlgebra de Banach, con
unidad u, |lu| =1, entonces la serie y fl—rf converge absolutamente
para todo x € A, mds aun, converge uniformemente en toda bola de A.

La funcion que define se llama la funcion exponencial, se denota, por

analogia, con
X n
. x
e’ = E —.
n!
n=0

. k
Demostracion. Sean x € Ay s, =Y 1, 1, entonces

n xk‘
D
k=0

Isnll =

— [
< Z N < el (lz|l € R),
k=0

deducimos que

n—+m k n—+m HmHk
[$ntm — snll = § Xl < § R — 0,
k=n-+1 k=n+1
n
sin — oo, por ser la serie _° % convergente en R. Luego la sucesién

{sn} es de Cauchy en A, y por ser A algebra de Banach, existe v € A,
tal que

[e.e] n

, T
lim,,— o0 Sn = E — =
n!

n=0
Se denota v = €”. O

4.30 Definicion. Dada un dlgebra A, se llama el centro de A al conjunto
de los elementos de A que conmutan con todos los elementos de A, se
denota por C,

C(A)={x € A| zx =xz, para todo z € A}.
4.31 Lema. Sea A un dlgebra de Banach con unidad u, a € A,
P:A—-A

x +— P(x) = az",

entonces P es diferenciable y
n
P'(z)h=a Z A
k=1

donde z° = u. Si A es dlgebra conmutativa entonces P'(x)h = naz™ 'h.
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Demostracion. Sea xp = x para k =1,2,...,n, tenemos que
P(zx+h) =a(x + h)"
n—1
=ar"+a Z ZFhan 1k
k=0

n

+a E 1 Tpothopy - wi1hwigr - Ty,
1<k<i<n

donde en la segunda suma h figura en por lo menos dos lugares, tomando
r(h) como la segunda suma es fécil ver que limy,_o % = 0, ya que para
cada sumando

llallllzy - - xp—1haprr - - zim1haigr - - Ty
(IRl

< llalllinlliz---2---2| =0,

si h — 0, donde en el lado derecho de esta desigualdad h puede figurar en
uno o més lugares. Tomamos P'(z)h = a) ;_, z*ha™F y observamos
que esta aplicaciéon como funcién de h es lineal continua, pues

n—1
a Z mn_k_lhxk
k=0

n

—k—1p k

< lal > fla"* e
k=0

1P ()| =

< [lall i 1R [l

k=1

Usamos la continuidad del producto del algebra, es decir ||zz|| <
ll|||| ]|, el teorema 1.33 implica que P’(z) es continua. O

En el caso notable de un dlgebra conmutativa observamos que P'(z)h =
naz™ 'h, consiste en la multiplicacién de h por naz™!.

4.32 Teorema. Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad
u,{an} CTAyr>0,m >0 tales que ||a,||r" < m. Entonces para todo
s tal que 0 < s < 1 la sucesion {nllay||s™} es acotada y ademds la serie
F(x) = >2°  nayz™ 1 converge uniformemente en toda bola abierta B
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contenida propiamente en B,(0) C A, y la funcion F : B.(0) — A es
diferenciable y
o
F'(z)h = (Z nanm"1> h.
n=1

Demostracion. Proponemos la prueba de este Teorema como ejercicio.
Sugerimos el uso de la proposicién 4.28 y el lema 4.31 para tal fin. [

En particular, si A es algebra de Banach conmutativa con unidad
u, podemos considerar la funcién exponencial definida en la proposicion

4.29 por la serie
X n
. x
=D
n!
n=0

obtenemos asi que para todo x € A, la diferencial de e”, existe

@y =yt ey ey
| _ | | :
—  nl — (n—1)! = n!

En este caso es facil deducir las propiedades e*T# = ee* para todo

xz, z € A por ser conmutativo el producto. En el caso de un algebra
de Banach no conmutativa con unidad u, segtiin la Proposiciéon 4.24,
podemos definir la funcién exponencial:

exp: A— A
Ooxn
— T -
x+— exp(z) =e _Zon!'
n=

Podemos demostrar que esta funcién es continua y algo maés, que
cuando nos restringimos a una subdlgebra conmutativa de A, por ejem-
plo la menor subdlgebra cerrada generada por un elemento r € A,
() = T, al considerar la aplicacién

p:R—-T
t— p(t) =exp(tz) =e

tx
(x estd fijo), podemos concluir que ¢ es diferenciable en todo t € R,
tx tx

O (t) = ex = ze®.
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Procedemos asi: Recordamos que la subdlgebra de A generada por
x, es

n
Rlz] = {p(m) = Zakxk lax €ER, n€Z, n> 0}
k=0

el conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R, evaluados en
x, la subdlgebra cerrada generada serd la adherencia de ésta en A, es

decir R[z], notaremos

(z) =R[2] =&

esta es una subdlgebra cerrada, conmutativa, con unidad u, ya que
u = 120 € (z) = S, dejaremos como ejercicio los detalles para ver
que es subdlgebra conmutativa.

* Nétese que exp(tr) € (x) = S. Entonces

(s +1) — (t) = exp|(s + t)a] — expltz]
= exp(sz + tx) — exp(tz)
= exp(sx) exp(tx) — exp(tx)
= exp(tx){exp(sz) — u}

= s"x
= exp(tx) Z ,

n!

n=1

luego

h/IHSHO

pls+t) — o) ! i s"a”

= exp(tx) lims_ B "

n=1

oo Sn—lxn
= exp(tx) [x + lim,_ Z " }
n=2 ’

= exp(tx)xr = z exp(tx).

Podemos enunciar:

4.33 Proposicion. Si A es dlgebra de Banach con unidad u dado x € A
fijo, la aplicacion

(Yol R — @
t— p(t) = exp(tx),
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es diferenciable ent € R y

¢'(t) = exp(tr)x = zwexp(tx).

Si A es dlgebra de Banach con unidad u, entonces C(A), el centro
de A es subdlgebra de A conmutativa y con unidad.

Recordamos la siguiente proposicién de Algebra:

4.34 Proposicién. Si R es anillo, no necesariamente conmutativo, da-
dos a1,as en R, entonces

(a1 + ax)" = Z Ak, Ay - - A, = a7 + aby + Z Aky Ay ** * Ay, s

(k;lv---vkn) (kla"'akn)
donde la suma se efectia sobre todas las n-uplas de enteros (ki,ka, ... k),
tales que 1 < kj <2, para j = 1,2,...,n, se obtienen 2" n-uplas, en la

sequnda sumatoria debe figurar a1 y as por lo menos una vez en cada
sumando.

Demostracion. Dejaremos la verificacion de la proposicion 4.34como ejer-
cicio. 0

4.35 Proposicién. Sea A dlgebra de Banach con unidad, la aplicacion
exp : A — A es continua. Notaremos exp(x) = e*.

Demostracién. Sean a,h € A, notaremos a; = a y ag = h; como

n
oo —at = | 3 an-eon < (lal+lol) - ol

(k1,..., kn)

en la suma donde usamos el simbolo ), el elemento ay = h figura en cada
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sumando en por lo menos un lugar, usando esta desigualdad obtenemos:

1
|e® T2 — || = Z o [(a1 + a2)" — a7
=0
— 1
<3 Ll +an)m -
n!
n=0
— 1
n
<> — | (lasll + llazll)" = flas|I"]
n=0
= ellarliHllazll _ gllasll
es decir:
leath — 2| < ellallHlIRll _ ellall — ellall (IRl 1), (%)
Como la aplicaciéon norma || || : A — R es continua y la aplicacién
exponencial
e:R—R
t— e' = exp(t)
es continua, entonces
expol ||+ A — R
z — expolz| = el

es continua, por ser composicién de aplicaciones continuas, por lo tanto
de (*) deducimos la continuidad de exp : A — A. O

4.36 Definicién. Si A es dlgebra, un elemento a € A se dice nilpotente,
si existe n entero positivo tal que a” = 0, al menor de tales n se denomina
grado de nilpotencia de a.

* Los siguientes comentarios son validos en anillos:

Dado un anillo R, si a, b € R conmutan, es decir ab = ba entonces
vale la férmula del binomio, es decir:

=3 (0t

k=0
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Entonces dada A un élgebra con elemento unidad u y a elemento
nilpotente en A se obtiene que (a+wu) y (a—wu) son elementos inversibles
en A. En efecto, existe n entero positivo tal que a® = 0y a”~! # 0 como
u conmuta con a, es decir au = ua = a, entonces

(u+a+a®>+---+a" Hu—-a)=u—-a"=u, y
(u+a)|u—a+ a—ad 4+ (—1)”7161"71] =u+(—=1)"a" = u.
Usaremos estos comentarios posteriormente. El siguiente lema sera usa-
do en la demostracion de la proposicién 4.38

4.37 Lema. Si A es dlgebra de Banach con unidad u y (an), (bn) son

sucesiones de elementos de A tales que a,b, = b,a, para todo n entero
. . [ee} o0

no negativo, y las series Y 2 Gn, > o bn son absolutamente conver-

gentes, entonces Y -~ ¢y, donde ¢y, estd dado por ¢, = > _}_qan—by,

es absolutamente convergente y

S () ()

Demostracion.
n n T n n o0 o0
S llerll < DT S aribif <D llanll DO 1Bl <Y llanll D lIball,
r=0 r=0 |[k=0 r=0 r=0 n=0 n=0

de esta desigualdad deducimos que la serie cuyo término n-ésimo es ¢,
es absolutamente convergente y por lo tanto convergente. Sean

n

n n n n
An:ZaraBn:Zbracn:ZCT’Dn:ZHaTH’E :ZHbTH,
r=0 r=0 r=0 r=0

r=0

y sean

A= ian,u:ibn.
n=0 n=0

Obtenemos

[[Con — Al < [[C2n — A2nBan|| + [[A2nBan — Apl|
S HDnEn - D2nE2nH + HA2nB2n - )\}LH,
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como la sucesién D, E,, es convergente por ser las series dadas absoluta-
mente convergentes y como As, By, converge a Apu, concluimos entonces
que Cs, converge a Au, como la sucesién C),, es convergente entonces
limy, oo C, = Ap, es decir

o0 o o
Z Cp = Z ay, Z b, |. O
n=0 n=0 n=0

El anterior lema es vélido para sucesiones que no necesariamente
commutan.

4.38 Proposicién. Si A es dlgebra de Banach con elemento unidad u,
si v es inversible en A, entonces para todo x € A se tiene que:

1 z,,—1

i) exp(vzv™!) = vexp(z)v!, es decir, VTV = pety

ii) Sia,b € A conmutan, es decir si ab = ba entonces

exp(a + b) = exp(a) exp(b).

iii) Para todo z € A, exp(—z) = (exp(z))~ L.
Demostracion.

. — n —
i) Observamos que (vxv 1) = vz"v~! para todo n entero no ne-
gativo, por induccién sobre n, si n = 0, o n = 1 es claro que
0,~1 _ ., _ -1\0 -1\t _ 1, -1 {id
vr'vT T =u = (vav , v (vav = vx v~ ", suponemos vilida
la afirmacién para n > 1, obtenemos

(vamfl)n+1 = (vxvil)n (vxvil) = (vx"vil) (vxvil)

= pz" (vv_l) xv = vr"zo Tt = vy

Por tanto para todo n > 0 entero, (vxv_l)n = vz"™v~ . Como
para todo z,w € Av(z+w)v~! = vz~ +vwv~!, deducimos para

r e A:
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De la continuidad del producto y convergencia de la serie exp,

obtenemos
n n
1 , 1 _ _
lim,,— oo v ( Exk v =0 [ limy,_ o Z y:ck v = eyt
k=0 k=0
—~1 1
= lim,, Z va v =€ v
k=0

Esto completa la prueba de ).

p(b)

ii) Es consecuencia obvia del lema 4.37 anterior, pues exp(a),
= "y

son series absolutamente convergentes, en este caso a,,
b, = %b”, por lo tanto

1
Zan kb = Z( k)!a kku

k=0

_ n! et 1 E 1 n
=0

ex
La
n!

luego
oo

exp(a) exp(b) = Z ! (a +b)" =exp(a+0).
n= 0

iii) Se deduce de i), pues como z y (—z) conmutan, obtenemos que
u=-exp(0) =exp(z + (—2)) = exp(z) exp(—z) = exp((—2) + 2),

por unicidad del inverso, obtenemos que exp(—z) = (exp(z))~ '
U

4.5 Aplicaciéon a ecuaciones diferenciales

Las proposiciones 4.33 y 4.38 tienen utilidad en resolucién de sis-
temas de Ecuaciones diferenciales ordinarias, como ilustracion haremos
una ligera demostracién de su uso, para ello enunciaremos sin demos-
trar, una proposicién del algebra lineal, cuya demostracién puede ser
consultada en Hoffman K, Kunze R, Linear Algebra, Second edition,
Prentice-Hall International editions.
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4.39 Proposicién. Sea E = M(2 x 2) el espacio vectorial de las matri-
ces cuadradas de orden 2 x 2, sobre R, el cual es un dlgebra de Banach
con sus operaciones usuales de adicion de matrices, producto por esca-
lar, producto de matrices, con unidad, la matriz idéntica I, Se demuestra
que dada una matriz
a b
=

existe P matriz 2 x 2, inversible, tal que B = PAP™! es igual a una
matriz de una de las siguientes formas:

S0 B k)

Dicha forma depende: i) si los valores propios u,v de A son reales
y diferentes o reales iguales u = v y se consiguen dos vectores propios
linealmente independientes asociados a u = v; ii) reales e iguales u = v
y se consigue sdlo un vector propio asociado a u = v; iii) complejos
conjugados z = u+iv conv >0 yzZ = u—iv , conv > 0, respectivamente.

Con ayuda de esta proposicién podemos calcular facilmente la ex-
ponencial de la matriz A, en efecto, de B = PAP~!, se obtiene que
A= P !BP, luego e = P~1eB P, al usar la proposicién 4.38. Calcule-
mos las exponenciales de las matrices B:

u 0 1 fu 0" &=1T[u" 0 e 0
o (fs 2]) =Sl o) Xy -0 8]
ii) exp <[g i] ), para ello observamos que

w 1| (1 0 n 0 1

0w~ “lo 1] |o o]
el primer sumando conmuta con toda matriz, es decir es elemento
del centro de E y el segundo es matriz nilpotente,

FEE
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por lo tanto podemos usar la proposicién 4.38 y obtenemos

SR o P A o

n= n=

.o
o 1|

o )-S5 16

n—=

ol

Luego

o on([; 7))

Para calcular esta exponencial, observamos que si

e={[t V]wver},

entonces al restringir las operaciones de E, suma y producto de
matrices, y producto por escalar real, C es un cuerpo conmutativo,

ademas
U - 0 0
Y

si y solo si u? 4+ v? > 0. Entonces la aplicacién

F:C—C

u —v )
[ ]+—>u+w,
U

v
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establece un isomorfismo entre estos dos cuerpos (i2 = —1); tam-
bién si A € Ry A € C, entonces F(AA) = AF(A). Como podemos
también considerar C como subdlgebra de Banach de [, F' es lineal
continua, preserva limites, por lo tanto a

ex L B ii u —o]"
p - = n—oo oo w
k=0
le asociamos el complejo
1
limy, 00 Z E(u + iv)* = " = el
k=0

= €"(cos(v) +isen(v))

= €" cos(v) + ie" sen(v),

por lo tanto:

o (s V)=l =)

(o ;“}>)=Hmwff(j0%[5 bl

pues

Esto muestra la manera de calcular la exponencial de matrices de
tamano 2 x 2.

Para el caso n x n, donde n > 3, se requiere usar la forma canénica
de Jordan. Se recomienda ver el citado libro Linear Algebra de Hoffman-
Kunze. Ilustraremos esta teoria con una aplicacién a solucién de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

4.40 Proposicién. Sea A = (a;;) matriz de orden n X n con coefi-
cientes en R, constantes, entonces la ecuacion diferencial x'(t) = Az,
con condicion inicial x(0) = b, donde b, z(t) son vectores columna, de
n componentes, posee solucion dada por ¢(t) = exp(tA)b y cualquier
solucion es de esta forma, p : R — R".
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Demostracién. Es claro que ¢(0) = exp(0)b =by ¢'(t) = Aexp(tA)b =
Ap(b), luego ¢(t) es solucién. Sea entonces g : R — R"™ otra solucidn, es
decir ¢'(t) = Ag(t) y g(0) = b, la funcién ¢(t) = exp(—tA)g(t) es tal que
¢'(t) = —Aexp(—tA)g(t) + exp(—tA)g'(t)

— —AG(t) + exp(—tA)Ag(t)

= A(=¢(t) + exp(—tA)g(t))

= A(=o(t) + o(1))
es decir que ¢'(t) = 0 para todo ¢ en R, concluimos que ¢(t) = ¢ (vector
constante), usando teorema que demostraremos en el Capitulo V, como

#(0) = exp(—0A)g(0) = b, entonces exp(—tA)g(t) = b, por lo tanto
g(t) = exp(tA)b. O

2 -1
=l ]

entonces el sistema X' = AX, donde X = [il}, posee solucion de la
2

Sea

forma X (t) = exp(tA)b, donde b es vector columna de tamano 2 x 1,
constante; en este caso, A es suma de una matriz escalar 27, I la matriz
idéntica y de una matriz nilpotente N,

T
exp(tA) = exp(2tI) exp(tN)
2t
“[o & (o ¥+l o))
_ o B ﬂ |

luego las soluciones de X’ = AX son de la forma

T R A I L RV [ 125 N b1
X=e [0 1] by =e by , es decir, si X = e

luego

entonces o1 = e?(by — thy) y T2 = boe?’.
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4.6

)

Ejercicios

Sea A &lgebra de Banach con identidad u, a € A tal que a no es
inversible, demuestre:

Que para todo A € R, Aa, no es inversible en A.

Si F es el conjunto de elementos de A que no son inversibles en
A, F es conexo, es decir, no existen abiertos no vacios disjuntos

VYV, W de F, tales que F =V UW.

Sea E espacio vectorial normado A C [E abierto, A algebra de
Banach, f, g funciones definidas en A, f, ¢ : A — A diferenciables
en a € A, pruebe que el producto de f por g es diferenciable en a,
donde f - g(x) = f(x) - g(x), para x € A. jEs

(f*)(a)(h) = 2f(a) f'(a)(h)?

Sea [E espacio vectorial normado, U C E abierto, A dlgebra de
Banach, con unidad u y f una aplicacion f : U — A, tal que
f(U) € G,G el abierto de los elementos inversibles de A, muestre
que la aplicacién

g:U—¢G
z = g(z) = (f(2)™,

es diferenciable si f lo es, exhiba férmula para ¢'(x)(h) y una més
explicita para el caso E =R y U intervalo abierto de R.

Sea A algebra de Banach conmutativa, f : A — A aplicacién
diferenciable, tal que f'(z)(h) = hf(x), demuestre que existe a €
A, constante, tal que

T

f(x) = aexp(x) = ae”.

(Sugerencia: Considere: exp(—x)f(x), y teorema ?? o proposicién
?7)

Considere E = C* ([0, 1], ]R) el espacio vectorial de las aplicaciones
definidas en [0, 1], a valor real, diferenciables con derivada conti-
nua, con la norma

£ 1l = max{|1f oo 1f lloo }
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donde

lgllee = sup{lg(t)| : t € [0, 1]},
para g € C ([0, 1],]R) = I, el espacio vectorial normado (con la
anterior norma ||g|l«) de las aplicaciones continuas definidas en
[0, 1], a valor real, con las anteriores normas E, F son espacios de
Banach, consideramos la aplicacién

¢ E—TF
fr=o(f)

definida por ¢(f)(z) = exp(f’(x)). Muestre que ¢ es diferenciable
en f, para toda f € F, calcule ¢/(f), atin més, ¢ es de clase C*°.

Considere el espacio vectorial E = M(n x n) de las matrices cua-
dradas n X n, con elementos reales, F = M((n — 1) x (n — 1))
el espacio de las matrices cuadradas de orden (n — 1) x (n — 1)
con una cualesquiera de sus normas, y sea Cj : E — F defini-
da por C;(A) = La matriz obtenida de A por cancelar la i-fila
y la k-columna de A; muestre que Cj;; es lineal continua, fijados
i,k € {1,2,...,n}, entonces considere detoCy, : E — R, por lo
tanto (—1)"T* det oCy, = gix es continua, demuestre entonces que
la aplicacién Adj : E — E donde Adj(X) = adjunta de la matriz
X es continua, Adj(X) = (ad (X)), donde ad;(X) = elemento
de la i-ésima fila y columna k-ésima de la matriz adjunta de X, el
cual es definido en algebra lineal por ad;;(X) = gr;(X). Usando lo
anterior concluya que la aplicacién inv : G — G del abierto de las
matrices inversibles de E en si mismo inv(X) = X!, es continua,
aun mas C*.

Un élgebra asociativa A, con unidad u se dice un algebra de di-
visién si dados a, b € A, las ecuaciones axr = b, ra = b admiten
solucién en A, para a # 0, demuestre que esto es equivalente a que
los no nulos de A, forman un grupo multiplicativo para el producto
i7). Si A es élgebra normada de dimensién finita, y su norma con
respecto a una base v1,v9,...,v, de A satisface que si

n
a= Z%‘Uz‘, (o; € R),

i=1

n
lall =" af
i=1

entonces
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y ademas
[ladl| = [lallllb]l,

para a,b € A, expresados en funcién de la base dada. Entonces A
es algebra de division.

Sea E espacio vectorial sobres R y |.||1, ||.||]2 dos normas en E
tales que E es de Banach respecto de ambas. Demuestre que las
dos normas son equivalentes si y solo existe ¢ > 0 tal que [|z||; <
c||z||2 para todo x € E. (Sugerencia: usar teorema de isomorfia de
Banach).

Sea E, [F espacios de Banach. Demuestres que E x F es de Banch
con la norma ||(z,y)|| = ||z|| + ||y||. Esto implica que A x A es de
Banach cuando A es algebra de Banach.



CAPITULO D

Desigualdad del valor medio

Pretendemos en este capitulo generalizar el teorema clasico del va-
lor medio para aplicaciones diferenciales de variable real a valor real,
asi como sus consecuencias inmediatas. Mostraremos que en general no
se puede enunciar un teorema de igualdad del valor medio, sino uno de
desigualdad del valor medio, lo cual implica los mismos resultados que
el de la igualdad. Iniciamos recordando dos teoremas clasicos.

5.1 Teorema (Teorema de Rolle). Sean a,b nimeros reales, a < b y
f :[a,b] — R continua, diferenciable en (a,b). Si f(a) = f(b) entonces
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Por ser f continua en [a,b] y por ser [a, b] compacto
en R, f toma mdximo y minimo, sean m = min{f(z) | = € [a,b]} vy
M = méx{f(z) | z € [a,b]}. Es claro que m < f(z) < M para todo
x € [a,b]. Si m = M entonces f es constante. Sea f no constante, es
decir que m < M, puede suceder:

i) f(a) < M, como f(a) = f(b) < M, existe ¢ € (a, b) tal que

208



209

M = f(c), tenemos

(C+h) oo & nso
(C+h) -0 & ne<o
; .

Esto implica que f’(c) = 0.

ii) f(a) = M. En este caso m < M = f(a) = f(b), luego existe
d € (a, b) tal que f(d) =m, tenemos

Lo anterior implica que f/(d) = 0. Esto completa la prueba. O

5.2 Teorema (Teorema de igualdad del Valor Medio).

i) Sean a y b numeros reales con a < b, f : [a,b] — R, continua
en la,b], diferenciable en (a,b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f() = fla) = f'(c)(b - a).

ii) (Teorema generalizado del valor medio) [Cauchy] Sean a,b € R,
a<b, f,g:[a,b] = R continuas en J = |a,b] diferenciables en
(a,b). Entonces existe c € (a,b) tal que

(f(b) = f(a)g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).

Geométricamente el teorema dice en 7): en el gréfico de la curva y =
f(z), si A, B los puntos de coordenadas A = (a, f(a,))7 y B = (b, f(b)),

W , entonces existe

la pendiente de la recta que une A y B es
¢ € (a,b) tal que en el punto C' = (c, f(c)), la tangente a la curva en C,

es paralela a la recta que une a A con B, es decir:

1)~ f(a)

7o) = =

Demostracion. Veamos i) (véase la gréfica 5.1): si f(a) = f(b) la afir-
macién se deduce del teorema de Rolle. Supongamos f(a) # f(b), con-
sideramos D(x) = f(x) — L(x), donde
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x

F1GURA 5.1. Teorema del valor medio.

donde z € [a,b], D es continua en [a,b], diferenciable en (a,b),

luego D(a) = D(b), D satisface las hipétesis del teorema de Rolle, por
lo tanto existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) — f(a)

b—a

D(e) =0 = f'(c) -
esto demuestra 7).

Veamos ii) observamos que i) es el caso particular de ii) cuando
g(z) = x, esto nos sugiere considerar:

se observa que ¢(a) = ¢(b) y ¢ satisface las otras hipdtesis del teorema
de Role 5.1, luego existe ¢ € (a, b) tal que ¢'(¢) = 0. Esto demuestra ii).
El teorema estd demostrado. O

La afirmacién i) del teorema 5.1 anterior puede escribirse asi: existe
6 € (0,1) tal que si h = b — a, entonces f(b) — f(a) = hf'(a + 6h) para
algin 0,0 < 6 < 1. A continuacion mostraremos algunas proposiciones
deducibles de este teorema: Una aplicacion interesante es la regla de
Hopital, ver ejercicio 5.5.

5.3 Proposicién. Sea f : [a,b] — R continua, diferenciable en (a,b),
f'(t) =0 para todo t € (a, b), entonces f es constante en [a, b].
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Demostracion. Sean x,y € [a,b],z < y.f satisface las hipdtesis del teo-
rema 5.2 en el intervalo [x,y], por lo tanto existe z € (x,y) tal que

fly) = f@) = (y —2)f(z) =0,
luego f(y) = f(x). El reciproco es obvio. O

5.4 Proposicién. Si f : [a,b] — R continua en [a, b], diferenciable en
(a,b).

i) Si f'(t) > 0 para todo t en (a,b) entonces f es mondtona creciente.

ii) Si f'(t) > 0 para todo t en (a,b) entonces f es estrictamente cre-
ciente (por lo tanto uno a uno).

Demostracion. Ejercicio. (ver ejercicio 5.4) O

Una proposicién andloga se obtiene al reemplazar las hipétesis por
f'(t) <0, (f'(t) < 0), para concluir mondtona decreciente (estrictamen-
te decreciente).

* El teorema del valor medio y la proposicién 5.4 anterior se usan
para demostrar desigualdades, por ejemplo la Desigualdad de Bernoulli.
Sea m € R, 0 # m # 1 fijo. Entonces para todo x € R, x > —1, x # 0
se tiene:

(I+z)">14+mz si m<0 o m>1 (a)

(I+z)"<l4+mz si 0<m<1 (b)

Demostraremos

a) sea f(z) = (1 + 2)™ — (1 + mz) para x > —1. Como f es dos
veces diferenciable para x > —1, vemos que f(0) = 0y f/'(z) =
m((1+2)™ ' =1),y f(z) = m(m — 1)(1 + )™ 2, obtenemos:
i) caso m < 0, y sea —1 < x < 0, deducimos que f'(z) < 0y
17 (z) > 0 luego f’ es estrictamente creciente en (—1,0), ademés
f'<0en (=1,0); f/ > 0en (0,00). Entonces f es decreciente en
(—1,0), por lo tanto f(x) > 0siz € (—1,0).

Siz>0ym<0, comol<z+1,



212 CAPITULO 5. DESIGUALDAD DEL VALOR MEDIO

obtenemos que

f'(x) =m1 +2)™ ! —m >0, luego f es creciente en (0, 00).

Deducimos que f(z) > 0si —1 <z # 0, y por lo tanto obtenemos
a), en caso de ser m < 0. i) Caso m > 1, entonces f’(z) > 0, luego
f es estrictamente creciente, como f(0) = 0, entonces fz) > 0,
deducimos entonces de i) y i) que f(z) > 0si —1 < z # 0. Esto
completa la demostracién de a).

b) 0 < m < 1, es tratado de manera semejante.

5.5 Proposicién. Sea f : [a,b] — R, continua en [a,b], ¢ € (a,b),
suponemos que f es diferenciable en (a,b) — {c}, es decir, salvo en c, y

ademds existe
lim, . f'(x) =T,

entonces [ es diferenciable en c, y f'(¢c) =T.

Demostracion. Como ¢ € (a,b) existe 6 > 0 tal que (0—5, c+5) C (a,b),
luego |h| < § implica que ¢+ h € (a,b); en el intervalo [¢,c+ h], si h > 0,
f es continua y diferenciable en (¢, ¢ + h) luego existe z € (¢,c + h)
tal que f(c+ h) — f(¢) = hf'(z), y como existe el lim,_.. f'(z) = T,
obtenemos que existe

Lty 1T hf)b —HO) im0 ) =T (4)
h>o h>o

Andlogamente, si h < 0, en el intervalo [c + h,c|, f es continua y
diferenciable en (c+h, ¢) luego existe v € (c+h, c) tal que f(c+h)—f(c) =
hf'(v), luego existe

flet+h) = fo)

limy, ¢ =1lmi20f (v) =T. (B)
h<o h
De (A) y (B) deducimos que existe f'(c) =T. O

5.6 Proposicién. Sea f : [a,b] — R, continua, diferenciable en (a,b)
entonces

|f(b) — f(a)| < |b7 a|sup{f’(z) 1z € (a,b)}.
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Demostracidn. Por el teorema del Valor Medio, f(b)—f(a) = f'(c)(b—a)
para algin ¢ € (a,b), asi que:

[£6) = F@)] = b= al| /()] < b~ alsup{|F(2)] : 2 € (0, 1)} O

5.7 Nota. Esta proposicion la generalizaremos para obtener resultados,
pues el teorema de igualdad del valor medio no es generalizable cuando
el codominio es de dimensién mayor o igual a dos, los dos siguientes
ejemplos ilustran la afirmacién.

5.8 Ejemplo.

i) Sea
f:R —R?
t— f(t)= (cos(t),sen(t))7

f'(t) = (—sen(t), cos(t)) para t en R, en el intervalo [—, 7], obte-
nemos f(r) = (~1,0) = f(—), luego £(r) — f(—) = (0,0); pero
no existe ¢ € (—m, ) tal que (0,0) = 27 f'(c), ya que para todo
teR,If @) =1
ii) Sea
f:R—R?
t— f(t) = (£2,¢°),

f'(t) = (2t,5t*) para todo t € R; en el intervalo [—1, 1], tenemos
que

f(1) = f(=1) = (0,2) # 2(2t,5t*) para todo t € (0,1).

5.9 Definicién. Sean (E, || ||) espacio vectorial normado; a,b € E, lla-
maremos segmento cerrado de extremos a y b al conjunto

la,b] ={z €E| z=a+t(b—a)te€[0,1]},
y llamaremos segmento abierto de extremos a y b al conjunto

(a,b)={z €E| z=a+t(b—a)te(0,1)}.
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Noétese: si
p:R—E
t— o(t)=a+tb-—a)

entonces ¢ es diferenciable en R, ¢/ (t) = (b—a), ¢'(t)s = s(b—a). Como
[0,1] es compacto en R, ¢([0,1]) = [a,b] es compacto en E, si a # b, ¢
€s uno a uno.

5.10 Proposicién. Sea (E,|| ||) espacio vectorial normado, A C E
abierto, a,b € A, a # b, [a,b] C A, f: A — R aplicacion diferenciable
en A, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f®) = fa) = f'(c)(b - a).

Demostracion. Consideramos

p:R—E
t— o(t)=a+tb-—a).

La aplicacién

g:[0,1] - R
tg(t) = (fou)(t) = fet))

serd continua en [0, 1], diferenciable en (0,1) por serlo ¢ en (0,1) y f en
©(t), la regla de la cadena nos implica que

g'(t) = f'(t) - £ (t)

y el teorema del valor medio aplicado a g:

9(1) = g(0) = g'(6)(1 — 0) = ¢'(6)

para algin 6 € (0, 1) es decir

f) = fla) = f((0) - (b—a) = f'(a+0(0b—a)) (b-a)
Esto prueba la proposicién con ¢ = a + 6(b— a) € (a,b). O

Podemos debilitar el ser f diferenciable en A en la Proposicién 5.10,
asi:
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5.11 Corolario (Teorema del valor medio para aplicaciones de E en R).
Sean E espacio de Banach A C E abierto, f : A — R. Suponemos que
a€ AyhekE, son tales que [a,a+h] C A y f restringida a [a,a+ h] es
continua y para todo x € (a,a+ h) existe la derivada direccional O, f(x)
de f en x, en la direccion h. Entonces existe t € (0,1), tal que

fla+h) = f(a) = 0nf(a+th).

Demostracion. Definimos la funcién ¢ : I = [0,1] — R, para s € I, por
f(a+ sh), por las hipétesis sobre f, ¢ es continua en [ y diferenciable
en (0, 1), luego vale el teorema 5.2, entonces existe t € (0,1), tal que

¢(1) = ¢(0) = ¢'(t) = On(a + th),
es decir que
fla+h)— f(a) =0nf(a+th) paraalgin ¢e€ (0,1). O

5.12 Nota. La existencia de 0, f(x) en todo punto de (a,a+ v) implica
la continuidad de f restringida a (a,a+v) pero no en [a, a+v]. Tenemos
en el caso dimension finita, usando que en R", si un conjunto A es abierto
conexo, entonces es conexo por caminos, dos puntos cualesquiera de A
pueden ser unidos por una poligonal contenida en A, podemos enunciar:

5.13 Corolario. Sean R", A C R", abierto conexo f : A — R, para
la cual existen las derivadas direccionales de f en todo punto de A vy
Opf(x) = 0 para todo x € A y toda direccion v € R™. Entonces f es
constante en A.

Demostracion. Ejercicio, consultar textos referencia como el Anaélisis
Matematico de Apostol Thom. O

Mejoraremos estos resultados.

5.1 La desigualdad del valor medio

Generalizamos los resultados de la seccién anterior a espacios nor-
mados. El teorema 5.14 es un resultado preliminar.
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5.14 Teorema. Sean (E, I H) espacio vectorial normado; a,b € R, a <
b; f, g funciones definidas en [a,b] continuas, diferenciables en (a,b),

fila,b) = Eyg:fab] —R,
tales que || f'(t)|| < ¢'(t) para todo t € (a,b).

Entonces

[£(6) = f(@)]| < g(b) — g(a).

Demostracion. Sea & > 0, fijo. Consideramos

¥ :la,b] — R
t=[1£(t) = f(a)ll = (9(t) — g(a)) — £t — a) = P(®).

Es claro que v es continua, por serlo f, ¢ y la norma continua en E. El
conjunto (—oo, €] es cerrado en R, luego 1 ((—oo,a]) es cerrado, por
lo tanto

S =t ((—oo, e]) N [a,b] = {ﬂ: € [a,b] : Y(x) < 6}

es cerrado en R, por ser interseccién de dos cerrados. ¥(a) = 0 < e,
luego a € S, por lo tanto S es no vacio, b es cota superior de S, luego
existe ¢ = sup(S), el supremum de S, como S es cerrado, ¢ € S, asi que

v(e) = [|f(e) = f(a)]| = (9(c) —g(a)) —e(c—a) <& (A)

Como 1) es continua en a, y ¥(a) = 0, existe d; > 0, tal que

0<|t—al<d, tefab] — @) <|P®t) <e  (B)

Es decir que existe t > a tal que 1(t) < ¢; luego a < ¢ < b. Mostrare-
mos que ¢ = b. Supongamos que a < ¢ < b. Como f, g son diferenciables
en c, existen dz,d3 > 0 tales que si 0 < |h| < ¢; (donde (j = 2, 3))
implican que ¢+ h € (a,b).

fle+h) = fc) + f'(c)h +ra(h),
gle+h) = g(c) + g'(c)h + r3(h),
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donde 7j(h) < 3e|h| para j = 2,3. Escogemos § = min{é;, 82, d3}, obte-
nemos: si 0 < |h| < 6 entonces ¢+ h € (a,b) y

{U@+h%aﬂ@—f®MH=W%mH<%dM ©)

gl + 1) — g(e) — g (e)h] = Irs(i)] < 3elbl (D)

Por otro lado, por hipdtesis, como a < ¢ < b,

[f) <d). (E)

Como ¥(c) < &, obtenemos que:
1) = f(@)]| < g(e) = gla) +e(c—a)+e (F)
Si0 < h <&, tenemos:
I£(e+h) = fl@) < Hf (c+h) = @ +]£(c) - f(a)]
< Lelhl+ e hu 50~ st
< gelbl + [ F @R + @)~ F(a)]|

Luego, para 0 < h < §, tenemos:
1
|£(c+n) = F(@)|| < 5elbl + g ()Ih] + g(c) — g(a) +e(c —a) +¢

< %sh +d'(c)h +g(c) —gla) +e(c—a) +¢

De (D) deducimos que para 0 < h < ¢
1 1
—§5h <glc+h)—g(c)—d(c)h < §€h,
luego:
1
g < gle+h) —g(c) + eh.
por lo tanto:

[f(c+h) = fla)|| < eh+glc+h) —g(e) +g(c) — gla) +e(c —a) +¢
<gle+h)—gla) +elc+h—a)te,
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O sea que:
Y(e+h) = |[f(c+h) = fla)| = (9(c+h) —g(a)) —e(c+h—a) <k,

esto implica que (¢ + h) € S, y como ¢+ h > ¢ se contradice la eleccién
de c. Luego debe ser ¢ = b. Obtenemos

[£(0) = f(a)]| < g(b) — g(a) —e(b—a) +-,
para € > 0 arbitrario, deducimos:
|£(b) = fa)]| <g(b) —g(a). O
5.15 Corolario. Sean a,b € R, a < b. Si f : [a,b] — E es continua
en [a, b] y diferenciable en (a,b), y || f/(t)|| < M para todo t € (a,b),

entonces

() = f(a)]| < M(b - a).

Demostracion. Consideramos

g:la,b] = R
t—g(t) =Mt

para t € (a,b), g es diferenciable en (a,b) y

Jt):R—R
h ¢ (t)h = hM,

luego || f/(t)|| < M = ||g'(t)|, y por el teorema 5.14, obtenemos que

1£(0) = f(a)]| < g(b) — g(a) = M(b—a). O

5.16 Corolario. Sean a,b € R, a < b. Si f : [a,b] — E continua en
[a,b], diferenciable en (a,b), entonces para todo v € E tenemos:

1£(8) = f(a) = (b— a)v]| < (b—a) sup{uf/(t) —v| it € (a b)}.
Demostracion.

i) Si sup{ | £/(t) = vl : t € (a, b)} = 400, la desigualdad es evidente.
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ii) Suponemos que {Hf’(t)H 1t € (a, b)} es acotado superiormente,

luego existe

m= sup{Hf’(t)H te(a, b)} < 00,

por lo tanto ||f'(t)|| < m para todo t € (a,b).

Obtenemos:
17 = o]l < [|F O + ol <m+ ol = 4> 0,

luego existe M = sup{Hf’(t) —v| : t € (a, b)},M <A< 0. La

funcién

p:la, b = E
tp(t) = f(t) —to,

es continua en [a, b], diferenciable en (a, b).
¢ ()h = f'(t)h — hv,

por el corolario 5.15 aplicado a ¢, obtenemos:
le(b)—p(a)|| < (b—a) sup{Hf’(t)—vH e (a, b)} = (b—a)M. O

Los siguientes teoremas son también corolarios del teorema 5.14

5.17 Teorema. Sean E,F espacios normados, A C E abierto, f : A —F
diferenciable en A. Si a,b € A son tales que [a,b] C A, entonces:

[£(6) = f(a)|| < [Ib—al Sup{Hf'(ac)H .z € (a, b)}
= |Ib— all sup{‘ flla+tb—a)) H St e (0, 1)}.

Demostracion. Suponemos que M = sup{”f’(x)” sz € (a, b)} < o0,
pues en caso contrario la desigualdad es evidente. Definimos
¥:[0,1] - E
t—Y(t)=a+tb—a),
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es claro que ¥([0, 1]) = [a, b] y ¥ es diferenciable en (0, 1), ¢’ (t) = (b—a),
consideramos la funcién ¢ = f o : [0, 1] — F, ¢ es continua en [0,1] y
diferenciable en (0,1),

¢'(t) =1 (¥(t) o' (t) = f'(a+t(b—a)) o (b—a),

luego:
le®ll = |7 () o v

= |7 @+t-a)op-a

<||7/(a+ 10— )| all

Si o = ||b — a|| M, obtenemos que ||¢'(t)|| < o para todo ¢ € (0,1)
usamos el corolario 5.11 aplicado a la funcién ¢ y deducimos:

(1) = (0)]| < o,

como (1) = f(b), »(0) = f(a), tenemos finalmente:

1£0) ~ @] < a = o -l s

f'(a—{-t(b—a))H :t € (0, 1)} O

5.18 Corolario. Sean E,F espacios normados, A C E abierto convexo,
f:+A— T, diferenciable en A, ademds existe M > 0 tal que Hf’(a:)“ <
M para todo x € A, entonces

Hf(l“) - f(y)H < M|z -yl paratodo z, y € A.

Demostracion. Dejaremos su prueba como ejercicio. g

5.19 Corolario. Sean E,F espacios normados, A C E abierto f : A — TF
diferenciable en A,a,b puntos de A tales que [a,b] C A y T € L(E,F).
Tenemos:

1£®) = fa) =T - a)]| < b~ allsup{|[f'@) = T : 2 € (a, B)

Demostracion. Basta aplicar el teorema 5.17 a la funcion ¢ = f — T :
A — F. Obtenemos:

le(®) = (@) < b allsup{[|¢'@)] : = € (@, b)}.
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El corolario estd demostrado pues ¢(b) = f(b) — T'(b), v ¢(a) =
fla) —T(a). O

Los siguientes teoremas mejoran en algin sentido los anteriores.

5.20 Teorema. Sean A C R abierto, F espacio normado, f : A —
F,a,b € A, tal que [a,b] C A. Suponemos a < b, f continua en [a,b] y
diferenciable en (a,b), entonces:

1) = f(@]| < 1b = alsup{ | £'(2)] : = € (a,0) }.

Demostracion. Nuevamente, si {Hf’(x)H cx € (a, b)} no estd acotado

superiormente, su sup serd +oo y la desigualdad sera evidente. Supone-
mos que

M = sup{Hf’(x)H cx € (a, b)}
Luego || f'(z)|| < M para todo z € (a, b). Consideramos la funcién

g:la, 0] = R
t— g(t) = Mt.

Las funciones g y f satisfacen las hip6tesis del teorema 5.14, ¢'(t) =
M, obtenemos:

1£(6) = f(a)|| < g(b) —g(a) = (b—a)M. O

5.21 Teorema (Desigualdad del valor medio). Sean E,F espacios nor-
mados A C E abierto, a, b € A,a # b, tales que [a,b] C A,f: A — T,
continua en [a,b], diferenciable en (a,b), entonces:

17 ®) = F@)] < 11— allsup{ ||/ @)]| : = € (a,0)}.

Demostracién. Sea M = sup{”f’(m)“ sz € (a, b)}, si M = oo, la
desigualdad es evidente, por ello suponemos M < oco. Consideramos la
funcién
¥ :[0,1] - E
t—Y(t)=a+tb—a),
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es continua en [0, 1], diferenciable en (0,1),%([0,1]) = [a,b], ¥'(t) =
(b — a), luego la aplicaciéon ¢ = fo : [0,1] — F es diferenciable en
(0,1),

¢'(t) = f'(a+tb—a))o(b—a),¢(t) € L(E,F), por lo tanto :

el = [ (a+tb—a) o - a)
<@+t -a)|lo-a)l
< |6 allM.

Luego si
g:[0,1] = R

t—g(t) = M|b—alt,
las funciones ¢ y g satisfacen las hipétesis del teorema 5.14, por lo tanto:
(1) = ()| < g(1) = g(0),
finalmente deducimos que:
1£(0) = f(a)|| < [Ib—allM,

pues p(1) = f(b) y »(0) = f(a). O

Los corolarios anteriormente obtenidos, se mejoran asi:

5.22 Teorema. Sean E,F espacios normados A C E abierto, f : A —
F, f continua en A,c € A, f diferenciable en A—{c}. Si existe lim,_,. f'(x) =
T € L(E,TF), entonces existe f'(c) =T.

Demostracion. Mostraremos que

flc+h)=f(c)+T(h)+r(h), donde r(h) = f(c+ h) — f(c) — T(h).

Consideramos h tal que [c,c + h] C A, esto es posible por ser A
abierto y ¢ € A, existe 0 > 0 tal que B(c,d1) C A, si ||h]| < d§; implica
que ¢+ h € A. Consideramos h # 0y |||l < d1, la funcién f satisface
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las hipdtesis del corolario 5.14 al teorema 5.13 por lo tanto si b = ¢+ h,
obtenemos:

()| = [1f (e+h)= F(&)=T(R)|| < Ibllsup{ | f'(2)=T]| : = € (e, e+h) .

luego, para h # 0,

()] : .
0< A < sup{Hf (2) =T : 2z € (c, c+h)}

= sup{‘ f'(c+th)) — TH 1t e (0, 1)},

como existe
limj .o fl(c + th) =T,
obtenemos
0 < limp, g H7|ﬂ|(/"7\|)H < limy,_gsup||f'(c +th) — T|| = 0,
por lo tanto
lfmy_so el _
[[R2]
Luego f es diferenciable en cy f'(¢c) =T. O

5.23 Ejemplo. Sea

fR—=R

te f(t) = exp (})

sit # 0, f(0) = 0, entonces f es diferenciable en cero y f'(0) = 0.
Usamos el teorema 5.13, pues existe f’(x) para todo z #0y

1
lim, ¢ f’(m) = lim,_q 2273 exp (——2> =0,
x

luego f/(0) existe y f’(0) = 0. También, usando la regla de Hospital

deducimos que

e—l‘

=0.

h,mxﬂ(]
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5.24 Nota. Observe que este teorema 5.22 generaliza la proposicién 5.5.

5.25 Proposicién. (Pro 5.20) Sean E, F espacios normados, A C E
abierto, f: A — F aplicacion diferenciable en a € A,dim(E) = n < oo,
si f'(a) es lineal inyectiva entonces existen 5 y «a positivos tales que
[h|| < & implica que a+h € Ay | fla+h) = fa)|| = Al

Demostracién. Como f’(a)(E) es subespacio vectorial de F, de dimen-
sién n, concluimos que f’(a) : E — f’(a)(E) es un homeomorfismo lineal,
obtenemos en virtud de la proposicién 1.39 existen «, G > 0 tales que
20| z|| < ||f(a)(@)|| < Bz|| para todo # € E. Como A es abierto, y
a € A existe 7 > 0, tal que B,(a) C A, es decir, si

|h]| < r nosimplica a+h€e A,y (1)

fla+h) = f(a) + f'(a)h +r(h), donde limj o H](:H)H =0,

por la definicién de limite, dado « > 0 existe s > 0 tal que si

Ih|| < s, implica Hr(h)” < allhl, (2)

si § = min{r, s}, son vélidas 1) y 2), luego:

lf(@+h) = f@)] = || (@h +r®)]
2 || £ (@hf] = [|r®)]
> 20k - allh] = al|h]. O

5.26 Corolario. Sidim(E) = n < oo, en las hipdtesis de la proposicion
5.25 para f : A — T existe vecindad de a, tal que si x # a, f(x) # f(a).

Demostracion. Se escoge § > 0 dado por la proposicién 5.20, tal que
Bs(a) C A, luego para x = a+ h, obtenemos: || f(z) — f(a)|| > oz —a]|.
Si  # a entonces ||z — al| > 0, asf que || f(z) — f(a)|| > 0. Por lo tanto

f(2) # fla) siz #a. 0

5.27 Nota. Este corolario permite concluir que f no es constante en
una vecindad de a, si f'(a) es lineal inyectiva y dim(E) < oo, sin embargo
aln no podemos concluir que f es inyectiva en una vecindad de a, es
necesario mejorar la clase de f, tenemos:
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5.28 Corolario. Sean E,F espacios normados, dim(E) =n < co, A C E
abierto,

f:A=TF, feCYA),acA,f(a) inyectiva,

entonces f es uno a uno en una vecindad de a.

Demostracion. Sea T = f'(a), para x € Bs(a) C A,

|T(m—a)H

f(z) = f(a)+ T(x —a) + r(z —a), donde lim,_,, | =0,

[ — all
como f': A — L(E,F) es continua, lo serd en a. Como T : E — T(E)
es homeomorfismo lineal, existen a > 0, tal que 2al|z|| < ||T'(2)|| para
todo z € E, segtin proposicién 1.39. Para este a > 0 existe § > 0, tal
que si ||z — a|| < & implica que ||f'(z) — T'|| < «, por la continuidad
de f’(a). (Escogemos § tal que sean validas las desigualdades anteriores
y tal que |[r(z — a)| < ez — a| si ||z — al| < §). Como r(z —a) =
f(z)— f(a) = T(x — a) obtenemos que r’(x —a) = f'(x) — T. Luego para
este o > 0 existe § > 0 tal que ||z —a|| < J y ||y — a]| < ¢ implican que

Ire—a)=r(y—a)] < o=yl sup{ /= a)]| : = € [e.31} < alla =y
pues para z € [z,y], ||r'(z — a)|| < o, donde [z,y] C B(a, ) luego
|1£(z) = fwll =
= Hf )+ T(x —a)+r(x—a)— fla) = T(y —a) —r(y —
=(z—a)—r(y—a)+T(z—y)|
2 |T@ = y)l| - [r@ - a) = r(y - al|
2 20|z —y| — aflz -yl

= allz —yl|

Luego Hf(:c) - f(y)H > allx — y||, esto implica que si x # y entonces
f(z) # f(y), es decir f es uno a uno en una vecindad de a. O
5.29 Nota.

1) La condicién f € C*(A) no puede suprimirse, la siguiente funcién
ilustra tal situacion:

fR—=R

x— f(x)= %CE+$2S€H <i>
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sizx#0y f(0)=0siz=0es tal que f'(0) = %, luego

f(0):R—TR
1
z = f(0)(x) = 5o
es inyectiva, pero no existe vecindad de cero en la cual f sea uno

a uno.

2) El corolario 5.28 puede generalizarse al caso en que E y F son
espacios de Banach, y E de dimensién arbitraria, pero se requiere
para su demostracion usar el Teorema de la aplicaciéon abierta, o
suponer que f'(a) es homeomorfismo lineal de E sobre f’(a)(E).

5.2  Aplicaciones

A continuacién exponemos algunas aplicaciones de los resultados an-
teriores, recordamos que dado (M, d) un espacio métrico, M se dice
conexo si los Unicos abiertos y cerrados de M son M y @,y A C M se
dice conexo si A como subespacio métrico lo es.

5.30 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados, A C E abierto
conezo,

f:A—TF, diferenciable en A,

si para todo x € A, f'(x) =0 entonces f es constante.

Demostracion. Sea a € A, f(a) = b, consideramos:
fFioynA={zec Al fx)=b} =5

Se tiene que S es cerrado en A por ser imagen reciproca del cerrado {b}
de F y f continua, S # @, a € A. Veamos que S es abierto. Sea x € S,
como A es abiertoy z € A existe 6 > 0 tal que B(x,0) C A, como B(z, ¢)
es convexo y abierto, para z € B(z,d) el segmento [z, z] C B(x,0) C A,
luego

17 @) = 1) < lle = 2lsup{ | £/ @) v € 2, 2] }=o0.

Luego f(z) = f(z) = b para todo z € B(z,0), por lo tanto B(z,d) C
S, asi que S es abierto, entonces S = A. O



5.2. APLICACIONES 227

5.31 Nota. Si A no es conexo, y f'(z) = 0 para todo = € A, entonces
f es constante en cada componente conexa de A (la cual es abierta). No
puede afirmarse que f es constante en A.

Recordamos que una funcién f : E — F, se dice homogénea de grado
m (m # 0 real), si para todo t > 0, f(tx) =t"f(z).

5.32 Teorema. Sean E,F espacios vectoriales normados f : E — F,
diferenciable en B, f es homogénea de grado m si y solo si f'(x)(z) =
mf(x) (Relacion de Euler).

Demostracion. Sea f homogénea de grado m,x € E fijo, definimos

¢ :(0,+00) > E
t— o(t) = tx,

entonces ¢ es diferenciable en (0,400) y ¢'(t) = z, sea

vy=fop:(0,+40) —F
t=(t) = f(e(t)

para t = 1, obtenemos /(1) = f'(z)(z) = mf(x). Reciprocamente,
si f'(z)(x) = mf(x) para © € E, si ¢(t) = ¢t ™ f(tx) entonces 1) es
diferenciable en ¢ y

P(t) = —mt™" f(ta) + 7" (ta) (x)
= —mt " (tx) + L (k) (t)
= —mt ™ f(tx) + ¢t b f (tz)
=0.

Luego ¢/(t) = 0 para todo t € (0,400) por lo tanto (t) es constante,
como (1) = f(x) entonces ¥ (t) =t~ f(tx) = f(x), deducimos f(tz) =
t" f(z). Luego f es homogénea de grado m.
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5.33 Nota. Si f: R" — Res tal que f(tx) = |t|f(z), para todo x € R"
y paratodot € R, si f es diferenciable en el origen, entonces f = 0. En
efecto, f(0) = 0, y para todo x € R, f(x) = |z|f(1), por lo tanto, para

x #0,
f@) 1)
Luego
0 =lim, .o —= f(x) =+f(1).
Entonces f(1) = 0, por lo tanto f(x) = |z|f(1) = 0 para todo = €
R™. U

5.3 Derivada de Gateaux y valor medio

En el caso de funciones a valor real, diferenciables en el sentido de
Gateaux, tenemos la siguiente proposicién:

5.34 Proposiciéon. Sean E espacio de Banach, A C E abierto, f : A —
R Gateaux diferenciable en todo punto de V. C A, si V es convexo.
Entonces para todo par de puntos a,a+ h € V existe 0 € (0,1), tal que

fla+h)— f(a) =0Onf(a+ 0h).

Demostracion. Consideramos F': [0,1] — R, definida por F(t) = f(a +
th). Entonces, existe
F(t+s)— F(t)
s
fla+ (t+s)h)— fla+th)
s

F'(t) = lfm, g

= ahf(a + th)a

= h/ms~>0
para todo ¢t € (0,1). El teorema del valor medio 5.2, cldsico aplicado a
F nos implica que F (1) — F(0) = F'(#) para algtin 6 € (0,1). 0
5.35 Nota. La siguiente proposicion puede omitirse, requiere usar el
teorema de Hahn Banach:

5.36 Definicién. Dado E, espacio normado, A C E se dice convexo, si
dados a,b € A el segmento cerrado

[a,b] = {z € B :ta+ (1 - t)b;t € [0,1]} C A.
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5.37 Proposicion. Sean E, F espacios de Banach, a € A, abierto,
f:A—=TF sif es Gateaur diferenciable en todo punto de un convexo
V C AzEntonces para todo par de puntos a,a+h € V existe un nimero
6 € (0,1) tal que

1 Gz +h) = f(2)] < [|On(z + 0h)].

Demostracion. Si f(h+ h = f(z), la desigualdad del enunciado es evi-
dente. Sean ¢ : F — R lineal continua y ® : E — R, definido por
®(z) = ¢(f(x)). Entonces ® es Gateaux diferenciable en todo punto de
V' (en toda direccién de E. En efecto, como ¢ € L(F,R
o th) — ® th) —
(e 1) = 00) _ I+ =10 _ 15,01 cumndo ¢~ 0.

La proposicién 5.34 implica existencia de 6 € (0, 1) tal que
O(x+h) — P(x) = OpPp(x + 0h) = GO f(x + 6h).
(a)

Suponemos f(x + h) — f(x) # 0), entonces usando el teorema de
Hann Banach (ver capitulo 8, proposicién 8.3, corolario 8.6), podemos
encoger el funcional ¢ tal que

o(f(@+h) = f(2) = lf(x+h) = f@)] ¥ llo]l =1.

Usando a) obtenemos:

1f(z+h) = f(@)| = [6(f(z + h) = ()] = |¢(Onf (x + Oh)]
< 10w f (x + OR)[[[| o]l < [|0nf (2 + OR)]].

Esto completa la demostracion. ]

En hipétesis anteriores, si Oy, f(x) = 0 para todo z € V entonces f
es constante en V.

5.4 Ejercicios
1. i) Sea f(z) =ao+ a1z + -+ apz", an # 0,a; € R, polinomio

de grado n impar. Demuestre que f(x) posee posee una raiz
en R.
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ii) Si f(z) en i) posee m raices reales y diferentes, la ecuacién
na,z" ' + (n— 1)an,1x"72 +---+a; =0
tiene por lo menos m — 1 raices reales diferentes.

i) Sea f :[0,400) — R, f(0) = 0, continua y derivable en (0, r).
Demuestre que si f'(t) > 0 para todo t en (0, ) entonces
f(t) > 0 para todo t > 0.

ii) Use i) para probar que v/1+x <1+ %x para todo x > 0.

iii) Anédlogamente demuestre que m(z — 1)z™ ! < 2™ — 1 <
m(z —1),donde 0 < m <1< .

El siguiente resultado es debido a Darboux: Si f : [a,b] — R
es diferenciable, f'(a) # f'(b), entonces para todo z entre f'(a) y
1/ (b) existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 2. Note la analogfa al teorema
del valor intermediario para funciones continuas, sinembargo f’(x)
no es continua. Sugerencia: si f'(a) < z < f/(b), defina g(z) =
f(x) — z(z — a) y demuestre que g toma méximo en (a,b), note
que ¢'(a) <0,y ¢'(b) > 0.

Demostrar la proposicién 5.4: Si f : [a,b] — R continua en [a,b],
diferenciable en (a,b).

i) Si f(t) > 0 para todo t en (a,b) entonces f es mondtona
creciente.

ii) Si f/(t) > 0 para todo t en (a,b) entonces f es estrictamente
creciente (por lo tanto uno a uno).

Demostrar el corolario 5.13 posterior a la proposicién 5.10: Sean
R™ A C R", abierto conexo f : A — R, para la cual existen las
derivadas direccionales de f en todo punto de Ay 9, f(z) = 0 para
todo x € A y toda direccion v € R™. Entonces f es constante en

A.

Sean m < n enteros positivos, L : R™ — R™ aplicacion lineal
inyectiva:

i) Muestre que existe o > 0, tal que af|z|| < ||L(z)|| para todo
z e R™.

ii) Si S es aplicacién lineal S : R™ — R, tal que ||S — L|| <e <
a, demuestre que (o — ¢)||z|| < HS(Q:)H para todo x € R™.
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iii) Use lo anterior para concluir que el conjunto de aplicaciones
lineales inyectivas de R™ en R™ es un conjunto abierto en

L(R™ R™).
7. Sean f: R — R de clase C!, y F : R? — R, definida por

f() sty =0
Py = ety —i@ o
y ’ .

Demuestre que F' es continua.

8. Sean A C R™ abierto 0 = (0,0,...,0) € A, f : A — R" diferen-
ciable en A, dos veces diferenciable en 0, f'(0) = 0, f”(0) = 0,
f£(0) =0, pruebe:

i)

ii) Si B C R™ es abierto y g : B — R" es diferenciable en
B, a € B tal que existe f”(a), muestre que:

Flath) = fla) + f'(@)h+ 5 7" (@) (R, b) + r(h),

donde lfimy,_.g ﬁ =0.

Sugerencia: usar ¢) con r(x) en el papel de f(x).

9. Sea [E espacio normado, A C [E abierto estrellado, es decir existe
a € A tal que para todo x € A, [a,z] C A, f: A — R diferenciable
en A, pruebe que para cada x € A existe z € [a, z] tal que:

10. Sean E espacio normado, F espacio con producto interno notado
(, ), ACE abierto, a,b € A, tal que [a,b] C A, f : A — T,
diferenciable en A, muestre que dado y € F existe z € [a,b] tal
que:

(f(0) = fla),y) = (f'(x)(b—a),y).
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11.

12.

13.

14.

15.

Demuestre que la funcién

f R—=R

o g0

%x+x28en(1), sixz#0

z
0, siz=0

no es inyectiva en ninguna vecindad de cero.

Sea A algebra de Banach, conmutativa con unidad u, tal que
lu| = 1, f : A — A aplicacién diferenciable, tal que
f'(x)h = hf(z). Demuestre que existe a € A, tal que f(z) = ae®.
(Sugerencia: Considere g(z) = e~ f(x)).

Sea f : [0,00) — R continua, f(0) = 0,si f es diferenciable en
(0,00) y f'(x) > 0 para todo & > 0. demuestre que f(z) > 0 para
todo z > 0.

Sean a < b reales, f : [a,b] — R, dos veces diferenciable en
[a,b] = J. Suponemos que existe sucesién de puntos z, € |a,b],
tal que z, # p, si n # m, f(x,) = 0 para todo m, y existe
lim,, oo = z € J. Demuestre que f(z) = f'(z) = f"(z) = 0.

Generalice para cuando f tiene derivadas de todo orden en J, para
ver que f(*)(z) = 0 para todo k.

Sean f,g: R — R, diferenciables, tal que

f(x)d'(z) — f'(x)g(z) # 0, para todo x € R.

Demostrar que entre dos ceros consecutivos de f existe uno y sélo
uno de g. (lo mismo puede decirse para dos consecutivos de g).



CAPITULO 6

Integracién en espacios de Banach

Discutiremos la integral de funciones definidas en un intervalo ce-
rrado y acotado [a,b] de R con valores en un espacio de Banach F, es
decir la integral de caminos en un espacio vectorial. Necesitaremos el si-
guiente importante teorema de extensién de funciones lineales continuas
(teorema 6.1).

6.1 Extension de funciones lineales continuas

6.1 Teorema (Teorema de extension de aplicaciones lineales continuas).
Sean E un espacio vectorial normado, F un espacio de Banach, S C E
subespacio wvectorial normado con la norma de E restringida a S, T :
S — F lineal continua, entonces:

i) S = Clausura o adherencia de S en E, es subespacio vectorial de
E, normado con la norma de E restringida a S.

233



234

CAPITULO 6. INTEGRACION EN ESPACIOS DE BANACH

ii) Existe una dunica aplicacion lineal continua

if)

T:S—TF
x+—— T(z) =T()
para todo x € S, y ademds ||T|| = ||T)||.

Demostracion.

Sean o, € Ry v,w € S; existen v,, w, € S, tales que v =
limy, 00 Un, ¥ w = limy, o0 Wy, luego:

av + fw = limy, 00 vy, + limy, o fw, = limy, o0 (v, + fwy,),

es claro que z, = av, + Pw, € S por ser S subespacio y av+ fw =
limy, o6 2n, luego av+Gw € S, esto nos prueba que S es subespacio
de E.

Si T = 0 nada a mostrar tomamos 7T =0 : S — F. Sea T no nula,
consideramos v € S y sea v, sucesién de elementos de S tal que
v = limy, 00 Uy, entonces T'(vy,) es sucesién de Cauchy en F. En
efecto: por ser T lineal continua de S en F, obtenemos:

IT(0a) = T(0)|| < ITWon = veall-— (A)

Como v, es convergente, es de Cauchy, luego dado € > 0 existe N,
tal que si n, m < N implican que ||v, — vy | < ﬁ, obtenemos en
(A) que:

HT(Un) - T(Um)H < | Tlvn — vl <,
luego T'(vy,) es sucesién de Cauchy en F, como F es de Banach
existe z € IF tal que z = lim,,_,o, T'(vy,), definimos

T(v) = z = limy, 00 T(vy,).

Mostraremos que esta definicién estd bien dada, es decir, veamos
que no depende de la sucesion de elementos de S escogida. Sea w,
otra sucesién de elementos de S tal que v = lim,, ., w,, vemos
andlogamente que T'(w,) es de Cauchy en F, luego existe y € F,
tal que y = lim,,_, oo T'(wy, ), entonces y = z. En efecto:

0<lly— =zl <|ly = T(vn) + T(vn) + T(wn) — T(wn) — 2|
< Hy — T(vn)H + HT(wn) - ZH + HT(vn) — T(wn)H
<y = T(a) || + || T(wn) = 2|| + [ T[[vn — wall.
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Como

h'mnHOOHy — T(vn)H =0,
h'mnﬁoon — T(wn)H =0,

hmnﬁooan — wnH =0,

de la desigualdad anterior deducimos que ||y — z|| = 0, por lo tanto
y = z, esto prueba que T(v) no depende de la sucesién x,, escogida
en S tal que lim, .oz, = v. Mostremos ahora que T es lineal
continua, sean v, w en Sy T, yn en S tales que im, oo Ty = v
vy lim, e yn = w, dados a, B € R como S es subespacio,

av + Bw = limy oo vy + Byn € S,

tenemos:

lim,, o0 T'(axy, + Byn) = T (aw + fw)
= limy, 00 T(y,) + limy, oo T (Byn)
= alimy,— oo T(y) + Blimy,— o0 T'(yn)
=aT(v) + BT (w).

Esto nos prueba que T es lineal, hemos usado que T es aplicacién
lineal de S en F, como la norma es aplicacién continua, tenemos:
T ()] = Nimp—oo T(z —n)||
= 1| T )| < [T i ]| < Tl

luego HT(U)H < [|T|l|lv|l. Esta desigualdad nos implica que T es
continua, ademas B
1T <17l (B)

Si x € S entonces x,, = x es sucesion constante de elementos de
S, tenemos T(z) = lim, o T(z,) = T(), luego T es extensién
deT.Como SC Sy {zeS:|z| =1} Cc{zel:|z =1},
obtenemos:

171 = sup{ |T(@)] : & € S, Ja = 1}
< sup{HT(x)H e S, ||z|| = 1}
= [T,
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6.2

por lo tanto:
1Tl < I7]. ()

De (B) y (C) obtenemos que |T|| = ||T. O

Integral de Aplicaciones Salto

6.2 Definicidn.

i)

i)

iii)

Sean a,b numeros reales, a < b, una particién de [a, b] serd un
conjunto finito P = {ag,a1,...,a,}, de [a,b], tal que a = ag <
a; < -+ < ap,=>5.SiP es el conjunto de todas las particiones de
[a, b], podemos ordenar parcialmente P por medio de la inclusién,
asi: dadas P, @ particiones de [a, b], diremos que P es mds fina que
Q si P D Q. Equivalentemente, también diremos que () es menos
fina que P. Notaremos ) < P para leer P es mas fina que Q). Es
facil ver que la anterior relacién es una relacién de orden parcial
en P. Dejaremos la verificacion de esta afirmaciéon como ejercicio.
P es no vacio {a, b} es particién de [a, b].

Consideramos ahora un espacio de Banach F, a,b nimeros reales,
a < b, una aplicacién s : [a,b] — F se llamara una funcién salto de

[a,b] en F, si existen: una particion P = {ag,a1,...,a,} de [a,b]
y U1,V2,...,0y, elementos de F, tales que s(t) = vy para ax_1 <
t<ag,k=1,2,...,n, es decir s es constante en los subintervalos

abiertos determinados por la particién P.

Noétese que no se considera el valor de s en los extremos de los
subintervalos abiertos determinados por P, s estd definida alli.
Suele también decirse que s es salto con respecto a la particion P,
podemos demostrar que si s es salto con respecto a P, entonces
s es salto con respecto a cualquier otra particion més fina que P.
Por lo tanto decir que s es funcién salto equivale a decir que lo es
respecto de alguna particién de [a, b].

Dadas P, dos particiones de [a,b] una particién R de [a,b] se
denomina un refinamiento comin de P y @, si R es més fina que
Py@Q.
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* Nétese que dadas P y @) particiones de [a, b] existe un refina-
miento comun de las dos R = P U @, pero no se puede afirmar
que P y @ se puedan comparar, es decir no podemos decir que P
es mas fina que () o viceversa, es decir, la relacion “ser mas fina
que’no es relacion de orden total en P.

iv) Consideramos s funcién salto con respecto a la particién P de [a, b],
como en i), llamaremos integral de s con respecto a la particion
P al vector de IF, dado por

n

Ip(s) = Z(ak — af_1)Vk.

k=1

A continuaciéon demostraremos que la anterior definiciéon no depende de
la particién P usada, con respecto de la cual s es funcién salto, por lo
tanto podemos llamar a Ip(s) = I(s), como la integral de s en [a, b].

6.3 Proposicién. Sea s : [a,b] — F funcion salto; si P,Q son dos
particiones de [a, b], con respecto a las cuales s es funcion salto, entonces

Ip(s) = Ig(s).
Demostracion.

i) Sea P ={ag,a1,...,ay}, consideramos primero el caso en que

Q = {a'Oaa'la"' y Ak—1,C, Ak, - - - 7an}7

@ tiene un punto mas que P, ¢ en el subintervalo abierto (ax_1, ax),
es decir ax_1 < ¢ < ay, entonces si s(t) = v; para t € (a;—1,a;),
s(t) = v sit € (ak—1,¢) y s(t) = v si t € (c,ax), luego con
respecto a @, tenemos:

Ig(s) = (a1 — ap)vi + -+ + (¢ — ap—1) vk + (ag — v + -+
+ (an — an—1)vn
= (a1 —ap)vr + -+ (¢ —ag—1 +ar — c)vp + - -+
+ (ap — ap—1)vp
= (a1 —ap)vy + -+ + (ag — ap—1)vk + - + (an — @n-1)vn
= Ip(s).
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ii)

iii)

Consideramos ahora una particion R mas fina que P; si R tiene
m puntos mas que P, por insertar a P los m puntos mds que
tiene R, obtenemos R a partir de P. Es decir, existe un ntmero
finito de particiones Pp = P C P, C P»--- C P, = R, tales que
Pj es obtenida de P;_; por adjuncién de un punto a P;_1, para
j=0,1...,m, entonces Ip,(s) = Ip,(s) =--- = Ip,(s) = Ir(s).
Luego Ip(s) = Ir(s); usamos para ello el caso i) anterior.

Finalmente, sea P particién con respecto a la cual s es salto, () otra
particién con respecto a la cual s es salto, como existe una particion
R, refinamiento comin de Py @), entonces por ii), obtenemos que
Ip(s) = Ig(s) = Ig(s). Esto completa la prueba. O

Podemos entonces llamar a Ip(s) = I(s), como la integral de s entre
a y b, o la integral de s en [a, b]. Para seguir a los clasicos, denotaremos

con

/abs(x)dac - /abs = Ib(s),

la integral de s entre a y b.

6.4 Nota. Sean a, b € R, a < b, [a,b] intervalo cerrado y acotado de
R, F espacio de Banach, si con B([a,b],F) denotamos el conjunto de
aplicaciones acotadas de [a, b] en F, tenemos que el conjunto B([a,b],F)
es un espacio vectorial sobre los reales, para las operaciones de adicion
y multiplicacion por escalar, definidas por: si f,g € B([a,b],F) y A € R,

f+g:la, bl —>F
t= (f+9)t)=f{t)+g(t)

A oila, b] = F
t= (AN)(E) = Af(D),

definimos una norma en él, al definir, para f € B([a,b],F),

171l = sup{|[F®)]| : t € [a, 6]}

Notese que tal sup existe, pues si f € B([a, b],IF) entonces existe
c > 0, tal que Hf(t)” < ¢ para todo t en [a,b], puede mostrarse un
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poco mas que B([a, b],IF) es de Banach con esta norma. Dejaremos la
verificacion de las afirmaciones anteriores como ejercicio. Si denotamos
al conjunto de aplicaciones salto de [a, b] en F por S([a,b],F), tenemos:

6.5 Proposicién. Sea (F,|| ||) espacio de Banach, entonces:

i) B([a, b],F) es un espacio de Banach, con las operaciones y norma

definidas en comentario precedente, y

i1) El conjunto S([a, b],F) es un subespacio vectorial del espacio

B([a, b],F) con las operaciones de adicion y multiplicacion por es-
calar de B([a,b],F) y su norma restringidas a S([a,b],F).

Demostracion.

i)

ii)

Dejaremos a cargo del lector demostrar que B ([a, b], IF) es un espa-
cio vectorial normado sobre los nimeros reales, mostraremos que
es completo. Sean (f,) una sucesién de Cauchy en B([a,b],F) y
€ > 0. Existe entero positivo ng, tal que

n,m > no implica ||f, — fm| <. (%)

Esto demuestra que (f,(t)) es una sucesién de Cauchy en el espacio
de Banach F, por lo tanto existe f(t) € F, tal que lim,,_,, = f(t),
para todo t € [a,b]. La desigualdad * anterior implica que

Hf(t) - fm(t)H = limy, 0 an(t) - fm(t)H <e,

para todo t € [a,b] y para m > ng, esto demuestra que f — f,, €
B([a,b],F) y ||f — fml| < € para todo m > ng. Como f = (f —
fro) + fng, deducimos que f € B([a, b],IF) y1lim, oo fn=f.

Es claro que S([a, b],IF) es un subconjunto de B([a, b],F), pues
toda funcién salto es acotada por tomar s6lo un ntmero finito
de valores. En verdad, si f es funcién salto en [a,b] existen P =
{co = a < ay < ...¢q = b}, particién de [a, b] y vp € F para
k= 1,2,...,1, tales que f(t) = vk, si t € (ck—1, cx), entonces

f([a7 b]) = {017?}27' .- 7vl7f(a1)7f(62)7' .- 7f(cl)}'

Sean f, g funciones salto de [a,b] en F, si P = {cp,..., ¢} es
particién con respecto a la cual f es saltoy @ = {do,..., dn} es
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particién con respecto a la cual g es salto, entonces PU(Q) es parti-
ci6én de [a, b] respecto de la cual f, g, af + (g, son funciones salto,
donde «, 8 son ndmeros reales, si R = PUQ = {ag,..., an}
es tal particién, es un refinamiento comin de P y @, tal que
ft) =wvp y g(t) = wg, para t € (ag_1,ax), k = 1,2,...,n. Luego
(af + 89)(t) = avg + Pwy, para t € (dg_1,dr),k =1,2,...,n, esto
demuestra que af + (g es salto, donde «, 8 € R, obtenemos que
S ([a, b], IF) es subespacio vectorial de B([a, b], IF'), el cual se norma
con la norma de B([a,b],F) restringida a S([a,b],F). O

Podemos ahora enunciar:
6.6 Proposicion. La aplicacion

I:5([a,b],F) - F

fHHﬁzlw,

para f € S([a, b],F) es lineal continua; ademds:

11O < & = a)llfIl-

Demostracién. Sean f, g € S([a, b],F), usando el mismo razonamiento
de la prueba del proposicién 6.5 existen, una particién R = {cg,...,c,}
de [a,b] y vectores vg,wy de F, tales que f(t) = v, g(t) = wg sit €
(ck—1,c),k = 1,2,...,m; luego (f + ¢)(t) = v + wy si t € (ck_1, k).
Por definicién, obtenemos que

b n
15 +9) = [ F+9=> (e~ exn)(wn+ )
a k=1

n n
= (k= cr-1)ve + Y _(ck — co_1)wy
k=1 k=1

— 1() + 1(g).

Para A € R, f € S([a,b],F) si P = {ao,...,a,} es particién de [a, b]
respecto de la cual f es salto y f(t) = vg si t € (ax_1,ax), entonces
(Af)(t) = Af(t) = Mg sit € (ag—1, ax), por lo tanto:

n n

I = (ak — ap—1)(Owg) = > _(ar — ap_1)ve = M(f),

k=1 k=1
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deducimos que [ es aplicacién lineal. Para esta f,

n n n
IO =D (ar — ar—1)ve|| < (ar—ap—1) vkl <D (ax—ar-1)lIf]]
k=1 k=1 k=1
Pues
ol < 1411 = sup{ || £®)]| : ¢ € [a,5]}
El teorema 1.33 nos implica que I es lineal continua. ]

6.3 Adherencia de las funciones salto y
aplicaciones regladas

Consideramos ahora la adherencia de S ([a, b],IF') como subconjun-
to del espacio de Banach de las funciones acotadas definidas en [a, b]
con valores en el espacio de Banach F, B([a,b],F) con la norma || f| =

sup{ @) : t € [a, b]}, tal adherencia la denotaremos por S([a,b],F) y

si con I denotamos la tnica extensién lineal continua de I a S ([a, b], F),
al usar el Teorema, 6.1 de extensién de una aplicacion lineal continua defi-
nida en un subespacio a la adherencia del subespacio, podemos enunciar:

6.7 Teorema. Sea I : S([a, b], F) — I, la aplicacion integral del espacio
de las funciones salto definidas en [a, b], con valores en F, entonces existe

una tnica aplicacion lineal continua I : S([a, b],F) — T, la cual es
extension de I a la adherencia de S([a,b],F) en B([a,b],F). Aun mds:

si f € S([a, b],F) y fn es sucesion de elementos de S([a, b],F) tal que
f =1lmy, . fn, segin la norma de B([a, b],IF'),

I(f) = lim,,_, I(fn),
17(H)|| < (b= a)llf]l-

Notaremos I = I = fa en lo sucesivo.

Demostracion. Consecuencia evidente del teorema 6.1, mostraremos solo
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la dltima desigualdad:

< limy 0 (b = a)|| fal| = (b — a) limp, .0 || fu|

< (b—=a)lfl-

Hemos usado la continuidad de la norma. O

6.8 Proposicién. Sea (f,) sucesion en W, convergente,
f=lim, .o fn. Entonces

b b
1m%g/h=/f

Demostracion. Como f es limite de una sucesién de elementos de
S([a, b], IF'), el cual es cerrado, entonces f € S([a, b], IF) Como I es lineal
continua, entonces lim_,,, I f,, = I f. O

6.9 Nota. Necesitaremos las siguientes proposiciones. Una de ellas es
una de las propiedades de la integral. Adoptaremos la siguiente conven-

cién: Seaa <c<by f:I—F. Si f‘[a, c] € S([a,c],F) escribiremos

f € S([a,c],F). Expresiones como f € S([a,c],F) y [7 = I, serén
usadas de manera semejante

6.10 Proposicion.

i) Sta<c<bylfce S([a,b],F) entonces f € S([a,c],F) yf €

S([e, b, F) y b ) b
szlf+[ﬁ

it) Si f, g € S([a,b],F) entonces

/abf+9=/abf+/abg
[oreof s

y sta € R,
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el numeral i) destaca lo descrito por la 6.8

Demostracion. La prueba de estas propiedades es consecuencia de su
validez para funciones salto (es decir, la proposicién 6.5), del teorema
6.7, donde se muestra que I = I es lineal continua, y de la proposicién
6.8. Siv,v1,72 € S([a, b],IF) la proposicién 6.5 implica que 1 + 72 son
funciones salto de [a,b] en F, por lo tanto

b b b
/’h—i—’m:/’h—i-/’m-
a a a

Y si sp,0n € S([a, b],IF) son tales que s, — f y o, — g, entonces
Sn + on — f + g, la proposicién 6.6 implica que:

I(f + g) = T(f + g) = lim,, o0 I(Sn + Jn)
= lim, o (I(Sn) + I(O‘n)) = limy, o0 I(Sp + 0n)
= limy, 00 I(8p) + limy, o0 I(0p)

=T(f)+1(g) = I(f) + I(g),

hemos usado el teorema 6.7 y la proposicién 6.8, recordamos que estamos
notando I = I = f; Método andlogo, se sigue para ver que f; af =

« f; f para a € R. Esto prueba ii).

Mostremos 7). Sean s funcién salto de [a,b] en F y ¢ € (a, b), entonces
existen particion P = {a = ag,aq,...,a, = b} de [a,b] y vx € F, tales
que s(t) = v, para t € (ag_1,ax), k = 1,2,...,n, si a1 < ¢ < ag,
entonces s es funcién salto de [a, c] en F, pues P’ = P U {c} es particién
de [a, b], respecto de la cual s es salto, sean P, = P'N[a, c], P, = P'N]c, b].
Vemos que P;, P, son particiones de [a, c] y de [c, b] para las cuales s es
salto en [a,c] y en [c, b] respectivamente, luego si ¢ € (ag_1,ax) es claro
que:

Pl - {a:a07a17"'7ak717c}7

P, ={c,a =ay,...,a, = b},
son las particiones de [a, ] y [c, b] respectivamente, por definicién:

Ip (s) = (a1 —a)vi + -+ + (¢ — ap—1)vg,
IPQ(S) = (ak - C)vk + -+ (b - anfl)vn,
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y para P = P, U Py,

Fo(e) = (0 01—t =
(@ —a)vy 4+ -+ (¢ — ag—1)vg + (a, — c)vg + -+ + (b — ap—1)v,

o]

Esto prueba i) para funciones salto; el teorema 6.7 y propiedades del
limite implican entonces 7). En efecto: Si f € S([a,b],F). Denotemos
con || |[, | It v || ||z las normas en B([a, b],F), B([a, c],F), y B([c, b],F)
respectivamente. Es claro que [|g][1 < |lg]l ¥ llgll2 < |lgll, para toda
g € B([a,b],F).

Como

f€5(a,b], F) & 3f, € S([a, b], F), tal que f,, — f, cuando n — oo.

Por lo anterior, f, € S([a, d, IF) v fn € S([c, b], IF) También, por las
notas anteriores:
lim, oo || fr — fll1 =0 y limy o0 || fro — fll2 = 0. Esto demuestra que

fGS([a,c],F) fGS([a,b],F),
la proposicién 6.8 implica que
T2 f =1y 10 f, Tof = limpy oo I9fn Tof = limp oo I2 o,
lo anterior y el teorema 6.1 implican que

—b , , =b
Iaf = limy, 00 Iabfn = limy, 00 (Igfn + Icfn)
= 1y o0 I frn + limy, o0 I fn.

Es decir: [V f= [+ ['f. 0

Para completar la teoria se define:

/abfz/bafy/:fzomelﬁ‘



6.3. ADHERENCIA DE LAS FUNCIONES SALTO Y
APLICACIONES REGLADAS 245

6.11 Proposicién. Sea f € S([a,b],F) y g(t) = || f(t)|| para t € [a,b].

Entonces g € S([a,b],R) y
b b
WEE

Demostracion. Supongamos que f € S([a, b],IF‘). Es claro que
ges ([a, b],R), la dltima parte de la prueba de la proposicién 6.5 de-

muestra que || fab Il < fab g(t)||. Esto prueba la proposicién para funcio-
nes salto. Sea f € S([a,b],F), y fn € S([a,b],F) tal que lim, o0 fr, = f.

Sea g (t) = || fn(t)]|. Entonces para t € [a, 1],
l9(8) = 9] = [I£a(®)ll = 17 D)
< Ut = FOI < 1 = fII-

Esto demuestra que ||g, — gl| < [|f — | luego lim_.oc gn = g. Por lo
tanto g € S ( [a, b], R). La primera parte de la prueba implica que

b b
||/fn\|§/gnparan:1,2...,
a a

y por consiguiente teorema 6.1 y teorema 6.7 implican

b b b b
H/f%ﬁm%ﬂ/ﬁMQM%m/%:/g.D
a a a a

La nocién de integral asi definida suele llamarse integral de Cauchy-
Darboux. A continuacién describimos la adherencia de S ([a, b],IF) en
B ([a, b], IF) Si el subespacio de las funciones continuas definidas el inter-
valo compacto [a,b] de R con valores en F, es denotado por C ([a, b], IF),
este es un subespacio de B([a, b],F). En efecto, si f : [a,b] — F es con-

tinua, como || || : F — R es continua, entonces || |[o f : [a,b] — R es
continua, por lo tanto, segin teorema 1.61 y teorema 1.62, como [a,b]
es compacto, || || o f([a, b]) = Hf([a, b))|| es compacto en R, es decir que

serd cerrado y acotado, es decir que existe ¢ > 0, tal que H f (t)H < ¢,
para todo t € [a,b], es decir que f es acotada en F, si f es continua,
luego B([a, b],F) ccC ([a, b],F). A continuacién veremos que toda fun-
cién continua f : [a,b] — F es limite de una sucesién de funciones salto,
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por lo tanto la integral I esta definida sobre un subconjunto bastante
grande de funciones que en particular contiene a C ([a, b],F), podemos
enunciar:

6.12 Teorema. S([a, b],IF) B) C([a, b],IF), es decir que toda funcion
continua puede aproximarse uniformemente por funciones salto. (La to-
pologia inducida por la norma sup en B([a, b], IF) suele llamarse la norma
de convergencia uniforme).

Demostracion. Usaremos el hecho de que toda aplicacién continua de-
finida en un espacio métrico compacto, a valor real es uniformemente
continua (ver teorema 1.68), por lo tanto sea f : [a, b] — F conti-
nua como la norma es continua, obtenemos que || || o f : [a,0] — R
es uniformemente continua, luego dado € > 0 existe § > 0, tal que si
x, z € [a,b] son tales que |z — z| < & entonces |f(z) — f(2)] < e.
Sea B:(f) = {g € B([a,b],F) : ||f — g|| < €}, la bola abierta de cen-
tro en f y radio &, veamos que S ([a, b],F) encuentra esta bola. Existe
n entero positivo tal que (b — a) < nd, y sea P = {ag,...,a,}, par-
ticiéon de [a,b], tal que |ax — ax_1| < 0, para k = 1,2,...,n. Para
t € lag—1,ax], definimos s(t) = f(ax—1),s es funcién salto de [a,d] en
F, dado = € [a,b] existe k € {1,2,...,n}, tal que = € [ag_1, ax], por lo
tanto |r — ap_1] < @ < 8, luego || f(x) — s(x)|| < e. Deducimos que
s € B.(f), es decir que f es adherente a S([a,b],F). O

6.13 Definicién.

i) Sea f : [a,b] — F. Un punto v € F se dice ser el limite por la
derecha de f en ¢ € [a,b) si para todo € > 0 existe § > 0, tal que
sic<s<c+d<bentonces ||f(s) —v| <e.

Denotaremos con

v = f(ct+) = limy_cy f(x) =lmp_o f(c+ h).
h>o

De manera semejante, un punto w € F se llama el limite por la
izquierda de f en ¢ € (a,b], si dado € > 0 existe § > 0, tal que si
a<c—0§<s<cimplica que | f(s) —w]|| < e. Denotaremos

w= f(c—) =limy_.._ f(z) = h’mz;é] flc—h).
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ii) Una funcién f : [a,b] — F. se dice continua a trozos, si existe una
particiéon P = {aq, ..., a,} de [a,b], tal que:

ii1) f es continua en los subintervalos abiertos (ax_1,ax) deter-
minados por P, es decir f : (ax_1,ax) — F es continua,
k=1,...,n.

iip) Existen los limites laterales

me—mk— f(.%'), y limx—>ak_1+ f(.%'),

es decir el limite de f(z) cuando nos acercamos hacia aj con
x < ay y el limite de f(x) cuando nos acercamos hacia ay_1
con x > ap_1. Se denotan por f(ax—)y f(ax_1+) respecti-
vamente, suelen llamarse limite por la izquierda y limite por
la derecha respectivamente. Esta definicién es equivalente a:
existen una particién P = {ao,...,a,} de [a,b] y n funcio-
nes continuas fx : [ag—_1,ax] — F,k = 1,2,...,n, tales que
f coincide con f en los subintervalos abiertos (ax_1,ax), es
decir f = fi : (ax—1,ax) — F. Dejaremos como ejercicio la
verificacién de esta equivalencia.

iii) Una aplicaciéon f : [a,b] — F se dice ser reglada o regulada si
para todo t € [a,b] existen los limites laterales f(t+) y f(t—) si
t € (a,b) yent=ayt=>bexisten f(a+)y f(b—). Denotaremos
con R([a, b],F) al conjunto de aplicaciones reguladas.

6.14 Nota. En la definicién de limites laterales, escribimos el limite,
pues es facil probar que cuando existe v € [F, satisfaciendo la definicién
6.13 1), de limite por la derecha, es tinico, por ello la notacién. Anédloga-
mente, puede demostrarse que el punto w € F, satisfaciendo la definicién
6.13 i) de limite por la izquierda, es unico. Nétese que si f es continua
de [a,b] en I, entonces f es reglada, y si f es continua a trozos f es
reglada, y si f es salto de [a,b] en F también f es reglada.

6.15 Proposicion. FEl conjunto de las aplicaciones regladas definidas en
[a,b], con valores en F, es un subconjunto de las aplicaciones acotadas
definidas en [a,b] con valores en F, es decir:

R([a,b],F) C B([a,b],F).

Demostracion. Sea f : [a,b] — F aplicacién reglada, sea J el conjunto
de los puntos ¢ € [a,b] tales que la restriccién de f a [a,c] estd en
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B([a, c],IF‘). Es claro que a € J. Sea d = sup(J). Probaremos que d € J.
Esto es evidente si d = a. Supongamos que d > a. Existe entonces d > 0,
tal que d — § <t < d implica ||f(¢t) — f(d—)|| < 1, por lo tanto

[FOI < 1f @) = fFd=) + | (d=)l <1+ [F =), (6.1)

(6.1) para d — 6 < t < d. Existe ¢ € J tal que d — § < ¢ < d entonces,
por la definicién de J, existe real M, tal que

[fOI <M para a<t<ec (6.2)

Las desigualdades (6.1) y (6.2) implican:
[F O < méx{M, 1+ [[f(d=)I, | F(d)][} (6.3)

para a < t < d, esto nos demuestra que d € J. Veamos ahora que d = b,
si es d < b. Entonces existe o > 0 tal que [|f(d+) — f(t)|| < 1 para
d <t <d+ a, luego

[F@OI < T+ £ d+H)l; Parad<t<d+%- (6.4)
Las desigualdades (6.3) y (6.4) demuestran que d + § € J, es-

to contradice la definicién de d. Luego d = b. Esto implica que f €
B([a, b],IF‘). O

6.16 Proposicién. Si f € R([a, b],F), entonces:

i) £ < £, para t € [a,b) y
ii) | £(t=)] < IIf]l, para t € (a,)].

Demostracion. Sean t € [a,b) y € > 0. Existe entonces o > 0, tal que
t < s <t+ o implica | f(t+) — f(s)|| < €, por lo tanto

IF@EOI < IF ) = £t + I+ 1+ ) < e+ 1171

Ya que t + § € (t,t + a) y € > 0 arbitrario, tenemos que

£ < ILFl-

Demostracioni semejante para ). O



6.3. ADHERENCIA DE LAS FUNCIONES SALTO Y
APLICACIONES REGLADAS 249

6.17 Proposicién. R([a, b],F) es un subespacio vectorial cerrado de
B([a,b],F).

Demostracion. Denotemos con R = R([a, b], IF) por la proposicién 6.15
tenemos que R C B([a, b],F). sean f,g € R, e >0y a <t <b. Existe
0 > 0 tal que si s € (t,t + J) entonces

€

1F(t+) = F(s)ll < 3,

lo(t+) = g(s) < -

Por lo tanto, para s < t < t + J,tenemos que

1 (t4) + 9(t+) = (f + ) () < M1 (E+) = F) I+ llg(t+) —g(s)ll <€

Esto demuestra que f 4+ g posee limite por la derecha en ¢ y que

(f +9)(t+) = f(t+) + g(t+).

De manera similar podemos demostrar que f + g posee limite por
la izquierda para t € (a,b], por consiguiente (f + g) € R. Es facil ve-
rificar que para o € Ry f € R,se tiene que af € R, luego R es un
subespacio vectorial de B([a, b], F).Sea f € R, entonces existe f, € R.
tal que lim,, o fr, = f. Sean t € [a, b) y m,n enteros positivos. Por lo
demostrado fr, — fo € Ry (fon — fa)(t+) = fon(t+) — fa(t+) luego por
la proposiciéon 6.16 tenemos que

[fm () = St = (e = fa) G < o = full,

esto implica que f,(t+) es sucesién de Cauchy en el espacio de Banach
F, luego existe v € F, tal que v = lim,,_,o fy,(t+).Dado € > 0 existe n;
entero tal que n > n; implica

€
1fa(s) = f(s)ll < 3, paratodo s € [a, b]  (4)
y existe ngy entero tal que n > ngy implica

lfulth) =0l < 5. (B)
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Sea ng = max{ni,ny}. Existe 6 > 0 tal que t < s < t 4 ¢ implica

[fnt4) = fuoll < 5 (O)

Las desigualdades A,B,C implican
o= FI < Mo = Fuo (G + [[fno (1) = Fro ()| + 1 fno (s) = F(s)I| <€

par s € (t,s + J). Esto demuestra que f tiene limite por la derecha en
t y es v. De manera similar se ve que f tiene limite por la izquierda en
todo punto de (a, b, luego f € R. Por lo tanto R es cerrado. O

6.18 Teorema. R ([a,b],F) = S([a,b],F), el conjunto de las aplicacio-
nes regladas de [a,b] en F es la adherencia de las funciones salto de [a, b]
en IF, como subconjunto de B([a, b],F) provisto de la norma sup.

Demostracion.

i) Sea R = R([a,b],F). Hemos demostrado que R es cerrado en
B([a,b],F) y que S([a,b],F) C R. Por lo tanto

S([a,b],F) CR=R.

ii) Sea f € R. Para ¢ € [a,b] denotaremos con || || la norma de
B({a,c).F), y con | || la norma en F), es decir, g = sup{lg(t)|
t € [a,c]}. Sea e > 0y J el conjunto de los ¢ € [a,b], tales que
existe g. € S([a, ¢|,F) tal que |lgc — flc < €. Es claro que a € J.
Sea p = sup(J). Demostraremos que p € J. Si d = a entonces
d € J. Supongamos d > a. Entonces existe § > 0, tal que
t € (p— 9, p] implica [|f(d—) — f()] <¢, (&)
y por definicién de p, existe ¢ € J, tal que p —d < ¢ < p. Por
definicién de J existe g. € S([a,],F) tal que
lge — fllc <e. (B')

Si ¢ = p, entonces p € J. si c < p, sea
9p:la,p] = F
ge(t),sit € [a,c]
t=gp(t) =S flp—), sit e (cp)
f(p),sit=p
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Es claro que g, € S([a, p],F), se deduce de las desigualdades (A’)
y (B) que

lgp = fllo <e.
Luego p € J.

Supongamos que p < b. Existe a > 0 tal que
p <t<p+aimplica [[f(p+) = f(t)| <e,  (C)
como p € J, existe , € S([a, p],F) tal que
lgp — fllp <e (D)
Sea
gprg 1~ F

0 a(t) = gp(t),sit € [a, p]
t gp+§(t) {f(p—i—),si ‘e (p7p N %]

Vemos que Jpta € S ([a, p+ 3 F), se deduce de las desigualdades
(C) y (D) que
9p+g — fllp+g <e

esto demuestra que p + § € J, esto contradice la definicién de p,
luego debe ser p = b. Hemos demostrado que para f € R existe
9 € S([a, b],F), tal que [[go— f|ls < €, es decir que f € S([a,b],F).
Por lo tanto R C S([a,b],F). O

6.19 Nota. Demostraremos ahora que las funciones regladas son casi
continuas.

6.20 Corolario. Sea f : [a,b] — F reglada,entonces el conjunto de
discontinuidades de f es contable (finito o enumerable)

Demostracion. Si s es funcién salto, entonces s posee un numero finito
de discontinuidades (puede que no tenga). Como existe {s,,} sucesién
de funciones salto, tales que lim,, .o $; = f segin la norma sup del
espacio B([a,b],F). Por lo tanto si Py, es la particién de [a, b] respecto
de la cual s, es salto. Entonces P, es un subconjunto finito de [a, b],
es claro que sy, es continua en [a,] \ Pp. Si &€ = UX_, P,,. Entonces
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& es enumerable (por ser unién enumerable de conjuntos finitos). Sea
t € [a, b]\ €y € > 0. Existe entero positivo ng, tal que

n >mng implica |ls, — f]| < % (E)

La funcién salto s, es continua en ¢, porque P,, C &, por lo tanto
existe § > 0 tal que
€
5
Si |t — x| < 6, de las desigualdades (E’), (F’) se deduce:

1 () = FON < [[f () = sa(@)]] + [[sn(2) = sn(®)]] + s (t) = FD
<2/ = sall + llsn(z) = sn(t)]| <e

Luego f es continua en t € [a, b] \ €. O

|t —x| <0 implica |[sn,(t) — sn, ()] < (F)

El siguiente es un ejemplo no trivial, clasico, de una funcién reglada
f.
6.21 Ejemplo. Sea

fR—=R
twaz{Q si t¢Q,

1 g p_p
g Sit qe(@

donde p y g son enteros primos relativos, entonces f es reglada. Puede
verse que existen los limites laterales de f en todo ¢ € R y que son
iguales a cero.

Hemos definido la integral en un conjunto bastante grande de funciones.
La siguiente proposicién es simplemente la reescritura de la Proposicién
6.7 cambiando ser la funcién adherente a las funciones salto de [a, b] en
F por ser reglada de [a, b] en F.

6.22 Proposicién. Si f,, es sucesion de funciones regladas de [a, b]
en IF, tales que f, — g uniformemente, es decir, segin la norma sup,
entonces g es reglada y

b b b
lim,, o0 / o= / limy, o0 fn = / g.
a a a

Demostracion. Es claro que esta proposicion es la misma proposicién
6.8. O
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6.4 Propiedades de la integral

Destacamos las propiedades de la integral presentadas en la propo-
sicion 6.10, pero usando la palabra reglada. Reescribimos entonces esa
proposicién cambiando estar en la adherencia de las funciones sal-
to definidas en [a, b] con valores en F, por reglada.

6.23 Proposicion.

i) Sta<c<buyf esreglada de [a,b] enF, entonces f es reglada de
[a,c] en F y f es reglada de [c,b] en F y

b c b
[o-oefs
ii) Si f,g son regladas en [a,b] entonces f + g es reglada de [a, ] en F

y /f+g—/f+/

y si a € R, entonces af es reglada de [a,b] en F y

/abaf:a/abf.

Demostracion. La demostracion de estas propiedades es el contenido de
la proposicién 6.10. U

Para completar la teoria se define:

/:fszaf [ r=0wen,

6.24 Proposicién. Sean F, A espacios de Banach y T aplicacion lineal
continua de F en A y f : [a,b] — F aplicacion reglada, entonces:

[ros-s([)
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Demostracion. Consideramos el caso en que s es funcién salto de [a, ]
en F, sea entonces P = {ag,aq,...,a, = b} particién de [a,b], tal que
s(t) = vy, para t € (ag—1,ar) k =1,...,n, es claro que T o s es funcién
salto de [a,b] en F y T o s(t) = T'(vg) para t € (ax_1,ax), por definicién

/abT °8= i(ak —ap_1)T(vy) =T <i(ak — ak_l)vk> -7 (/ab 5> .

k=1 k=1

Hemos usado que T es lineal. Esto prueba la proposicién para fun-
ciones salto. Se considera ahora una sucesién de funciones salto s, de
[a,b] en F, convergente a f, por lo tanto T o s, es sucesién de funciones
salto convergente a T o f, obtenemos que:

b b b
/ To f = / h,mmﬂoo To Sm — Hmmﬂoo / T o Sm =
a a a

:limm_,ooT</absm> :T<h’mm_,oo/absm> :T</abf>,

hemos usado el hecho de ser T lineal continua y la definicion de la integral
1. O

6.25 Corolario. Sean E,F espacios de Banach y A = L(E,F) el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en F, donde

IT]l = sup{[|Tz[| : = € E, ||| =1},

y sea g : |a,b] — A, aplicacion reglada, entonces para todo v € E fijo, la
aplicacion

¢ :[a,b] = F
t = @(t) = g(t)(v)

es reglada de [a, b] en T y

/abgo(t)dt - /abg(t)vdt - (/abg(t)dt> .

Demostracion. Basta considerar en la proposicion anterior, proposiciéon
6.24, f = g, y como T la aplicacién lineal que a L € L(E,F) le hace
corresponder L(v), (la evaluacién en v de la funcién L, que notaremos
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ev), es decir, T = ev : L(E,F) — F, luego Tog=evog: [a,b] — F es
reglada y, por proposicion 6.24,

/abTog=T</abg(t)dt> = ev (/abg(t)dt> = (/:g(t)dt> v. O

6.26 Proposicién. Sean F espacio de Banach, f : [a,b] — F reglada y
x € [a,b], entonces la aplicacion

G:la,b] - F
v Gla) = [ @

es continua y

el = | [ s < - s

donde
I £ zsup{Hf(t)H .t € la, b]}

Demostracion. Consideramos el caso en que f es funcién salto de [a, b]
en F, existen entonces particiéon P = {ag = a,a1,...,a, = b} y v € F,
tales que f(t) = v para t € (ag_1,ar), k = 1,2,...,n. Si & € [a,b]
entonces f es salto en [a, z], por lo tanto la proposicién 6.6 nos implica
que:

[ 5w dtH < (a—D)fl
donde
11l = sup{ [ £®)]| : ¢ € la,a] |-

Como

11l < 171 = sup{[| (&) < ¢ € [a, 01},

obtenemos que

[ i dtH < (@—2)|fl

Si f es reglada de [a,b] en F existe entonces s, sucesién de funciones
salto de [a, b] en F, tales que s, — f segin la norma sup de B([a, b], F),
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por lo tanto:

| s dtH -

= lim,— o

Ly, o / " () dtH

[ st

< limy oo (@ — a)HSnH7

luego:

Hemos usado la continuidad de la funcién norma. Esta desigualdad
implica la continuidad de G. En efecto:

/;+hf<t>dt—/;f<t>dtH

z+h
[
< [R[IIf1],

R dtH < @-a)lfl.

HG(ac +h) — G(x)H =

deducimos que limy,_,g G(z + h) = G(z), con lo cual se muestra la con-
tinuidad de G. g

Consideramos ahora el caso F = R, el espacio de Banach de los
numeros reales, tenemos:

6.27 Teorema.

i) Sea f funcion definida en |a,b], a valor real, reglada f : [a,b] — R,
tal que f(t) > 0 para todo t € [a,b], entonces

og/bf(t)dt.

it) Si f, g:la,b] — R son regladas y f(t) > g(t) para todo t € [a,b],

entonces
b b
[ o< [ s
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i) Sia<bya<c<buy f(t)>0 para todo t € [a,b], f es continua

ency f(c) >0, entonces

/bf(t)dt > 0.

Demostracion.

i)

i)

iii)

Consideramos el caso en que f es salto de [a, b] en F, existen enton-
ces P ={ag = a,aq,...,a, = b}, particién de [a,b] y v; € F, tales
que f(t) = v parat € (ag_1,axr), k =1,2,...,n, por defincién

b n
/ Ft)dt = (ar — ag_1)vi > 0,
a k=1

por ser v > 0y (ap — ax—1) > 0 para todo k. Para completar la
prueba de i) escogemos sucesién s, de funciones salto s,(t) > 0
para todo t € [a, b] tal que s, —f segin la norma sup de B([a, b], IF)
la cual es la de convergencia uniforme, por lo tanto:

b b
/ fit)dt = h'mnﬁoo/ sp(t)dt >0,

por ser limite de reales no negativos, cada integral de s,, es real no
negativo.

Es consecuencia evidente de ¢) al considerar la funcién h(t) =
f(t) —g(t) > 0 para todo t € [a, b] y luego usar proposicién 6.23
i1) con a = —1.

Si f es continua en ¢ € (a,b) y f(c¢) > 0 existe § > 0, tal que
sit€fc—68,c+0] C(a,b) y m=min{f(t),t € [c—6c+ 6},
obtenemos que 0 < m < f(t) para todo t € [c — J, ¢+ ], por ii) se

obtiene que
c+6
20m < f(t)dt,
c—6

luego usar la proposicién 6.23 4) implica:

b c—0 c+6 b
[rwa= [ swas [ iwas [ god
a a c—0 c+6

b c—0
>omé+ [ f(t)dt +/ F(6)dt > 0.
c+0 a
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El caso en que ¢ = a, (Respectivamente ¢ = b) es tratado de ma-
nera andloga, existird § > 0, tal que [a,a + 0] C [a, b], (respectiva-
mente [c—d,b] C [a,b]), en el cual f(t) > 0 para todo ¢ € [a,a+ 4],
etc., dejaremos la terminacién de estos detalles al lector.

0

6.28 Teorema. Sean F1,Fo,... F, espacios de Banach yF = Fq xFq x
-+ x F,, su espacio producto provisto de la norma

{’(961,9627---79071)“ = Sup{kaH tk= 17---771}9% € Fy,

I es de Banach con esta norma.

i) St f : [a,b] — F estd dada por f = (fi1,fo,...,fn), entonces
f es funcion salto de [a,b] en F si y solo si f lo es para cada
k=1,...,n. En este caso,

/abf(t)dt: (/abfl(t)dt,/abfz(t)dt,...,/abfn(t)dt>_

ii) Si f :]a,b] = F, y f = (f1,f2,---,fn), entonces [ es reglada si

y solo si cada fi es requlada para cada k = 1,...,n. También en
este caso,
b b b b
| rwa - (/ @, [ pode.. [0 dt) -
Demostracion.

i) Consideramos f : [a,b] — T, funcién salto, entonces existe una
particiéon P de [a,b], P = {ag,a1,...,an}, y vectores wy = (vig,
Voky -+ Unk) de ok =1,... m, tales que

F@&) = (f1(t), f2(2), .-, fu(t)) = w = (V1ks V2R - -, Unik)

para t € (ax_1,ax), es decir f;(t) = vy para t € (ag_1,ax) para
cada i =1,2,...,n, esto nos prueba que cada funcién f; es funcién
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salto si f lo es. Por la definicién tenemos que:

b n
JECEED ST
a k=1

= <Z(ak — ak—l)vlk, Z(ak - ak—l)v%a cees

k=1 k=1

> (o - akfl)vnk)

k=1
_ (/abfl(t)dt,/abfg(t)dt,...,/abfn(t)dt>.

Dejaremos como ejercicio el resto de la prueba. O

s |l

6.5 El teorema fundamental del calculo

En este numeral veremos algunas relaciones entre la integral y la
diferencial. Necesitamos la nocién de limite lateral y de derivadas late-
rales.

6.29 Definicién. Sea f : [a,b] — F y sea

i) f es diferenciable por la derecha en t, si, y s6lo si existe un punto
v € F, tal que dado € > 0, existe § > 0, tal que

f(s) = f(x)

t<s<t+4¢ implica | "

—v|| <e

Notaremos v = f (t),

ii) Seat € (a,b], diremos que f es diferenciable por la izquierda en t,
si, v sélo si existe w € F, tal que dado € > 0 existe 6 > 0, tal que

Hf(S) — /)

t—d <s<t implica "

—wl| <e

Notaremos w = f (t)
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iii) Sea t € (a,b), diremos que f es diferenciable en ¢, si existen f  (t)
y fjr(t) y son iguales. Denotamos entonces con f'(t) a este valor
comun. f’(t) se llama la derivada de f en t.

6.30 Nota.

i) En la definicién 6.29 anterior, se puede demostrar que si existe v € I,
satisfaciendo 6.29 i) es tnico, por ello la notacién. Se puede demostrar
que si existe w € F, satisfaciendo 6.29 ii) es unico, por ello notacién.

ii)”La definicién de limites laterales y de derivadas laterales es dada en
la definicién 6.13. Nétese que las definiciones de derivadas laterales es
generalizacién obvia de las dadas para funciones de variable real a a
valor real. Y la definicién dada de derivada de f en t es equivalente a la
dada en el capitulo 2, ver definicién 2.1 y proposicién 2.2.

La siguiente proposicién provee una equivalencia a la definicién de
derivadas laterales.

6.31 Proposicién. Sea f : [a,b] — F

i) Seat € la,b), f es diferenciable por la derecha en t, es decir, existe
fjr(t), st y solo si existe
fE+h)—f(t) _

limy_,g—+—>"—% = t).
=y h f+(t)

ii) Sea t € (a,b], f es diferenciable por la izquierda en t, es decir,
existe f(t), si y sdlo si existe

limy_o LA =S h]i —S0 _ .
h>o

Dejaremos la prueba de la anterior proposicion y de las dos siguientes
como ejercicios.

6.32 Proposicién. Sean f,g: [a,b] — F.

i) Si f y g son diferenciables por la derecha en un punto t € |a,b),
entonces f+ g lo esy (f +g),+(t) = fjr(t) +g/+(t).
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ii) Si f y g son diferenciables por la izquierda en un punto t € (a,b],

entonces f+g lo es y (f +9)_(t) = f(t) + g (2)

iii) Si f es diferenciable por la derecha en todo punto t € [a,b) y
diferenciable por la izquierda en todo punto s € (a,b|, entonces f
es continua en [a, b].

6.33 Proposicién. Sea f reglada de [a,b] en F. Entonces
b
1] 1< @ aysup{l @l a <<

Demostracion. Sea

0, parat=a,t=2b
g(t) =
f(t), paraa<t<hb.

Entonces g(t) — f(t) = 0 para a < t < b, luego {a, b} es una particién
de [a, b] para la cual g — f es funcién salto, y fab(g — f) = 0. Puesto que
fesregladay g = (—f) + f, la aplicacién g es reglada de [a,b] en F y

bgz b(9—f)+ bfz bf.
o= [o=n=[1-]

Por lo tanto la desigualdad de el teorema 6.7 nos implica

II/abH = II/abgH < (b—a)supfllg(®)l], t € [a, ]}
= (b—a)sup{[[f (B[, a <t <b}.
O
6.34 Nota.

i) En la proposicién anterior fab = I_g. Observe la diferencia de la
desigualdad en esta proposicion y la del teorema 6.7.

ii) Recordamos que para completez de la teorfa, para a < z <y <b,

definimos y . .
[i=-[1 v [ =0
T Y T
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iii) También recordamos que para a < c¢ < b, si f € B([a, b],F) enton-
ces f € B([a,c],F), notamos

1flle = sup{[[f (B[] ¢ € [a, c]}

6.35 Proposicién. Sean F espacio de Banach, f : [a,b] — F reglada y
sea

G:la,b] - F
v Gla) = [ s

entonces:

i) En cada punto x € [a,b), G posee deriwada por la derecha,

!

G, (z) = f(z+).

it) En cada punto x € (a,b],G posee derivada por la izquierda,

!

G_(z) = f(z—).

iii) En todo punto c, donde f sea continua, G es diferenciable, y

G'(c) = f(o).

iv) G es continua en [a,b]

Demostracion. Para x € [a,b) y h > 0, tales que < x4+ h < b, se tiene
que:

- fla+)

H Gl + h})l —G(x)

/:+h(f(t) — fla+)) dtH <F = F@Hlly

:E‘

donde Hf - f(a:Jr)Hh = sup{Hf(t) - f(a:Jr)H tt €z, T+ h]} y hemos
usado la proposicién 6.26 en el intervalo [z, z + h]. Obtenemos que:
/ G(x + h) — G(x)

G, (x) =limy_,
+(@) i h

= f(z+).
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Demostracién andloga para

G (z) = timy, o G+ h})L —CG@ _ .

Si f es continua en ¢, entonces f(c+) = f(c—) = f(c), luego existe
G'(¢) = f(c). El numeral iv) de esta proposicién es consecuencia de la
proposicién 6.32 iii). O

La siguiente proposicién, consecuencia evidente de la anterior, es
conocida como el teorema fundamental del célculo.

6.36 Teorema (Teorema Fundamental del Calculo). Si f : [a,b] —
F es aplicacion continua, diferenciable en (a,b), f’ continua en (a,b),
y existen las derivadas laterales en a,b respectivamente, y f' se puede
extender a una aplicacion continua en |a,b], entonces:

b
F(b) — fla) = / £(t)dt.

Demostracién. Basta considerar y(z) = [ f'(t) dt, la proposicién ante-
rior nos dice que v es diferenciable y 7/(x) = f/(x) para todo z € [a, b],
como el intervalo [a,b] es conexo (el abierto también), el teorema de la
desigualdad del valor medio del capitulo 5 nos implica que d = f —~, es
tal que d(z) = f(z) —y(x) = ¢ (constante), luego f(x) = c+~(x), como
v(a) = 0, obtenemos que ¢ = f(a), luego:

@)~ fa) =2(a) = [ ",

cuando =z = b, obtenemos la propopsicién. O

Es posible quitar la continuidad de f’ en (a, b), tenemos:

6.37 Teorema. Sean f : [a,b] — F reglada y g : [a,b] — F tal que:

i) g es diferenciable por la derecha en cada punto t € [a,b) y

g4 (1) = f(t+),
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ii) g es diferenciable por la izquierda en todo punto t € (a,b] y

Entonces

g(t) =g(c) —i—/ f, para t,c € |a,b].

Demostracion. Sean c,t € [a,b] v sea G(t) = fct f. Se deduce de las
proposiciones 6.35 y 6.32 i) y 6.32 ii) que (g — G)’, (t) = 0 para t € [a,b)
y que (g — Q)" (t) = 0 para t € (a,b], por lo tanto g — G es diferenciable
en (a, b) y (9 — @) (t) = 0 para todo t € (a,b). La proposicién 6.32 iii)
implica que g—G es continua en [a, b], luego el teorema ?7? del valor medio
implica que g — G es constante, por lo tanto, como (g — G)(c) = g(c),
entonces g(t) = g(c) + G(t). 0

6.38 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A C E, abierto,
f : A — F aplicacion de clase C' en A. Si xz,v € E, son tales que
[z,x 4+ v] C A. Entonces:

f(x—i—v)—f(m):/Olf'(x—i-tv)-vdt: (/Olf'(x—i-tv)dt) v

(La notacion L - v significa la aplicacion L calculada en v).
Demostracion. Sean x,v € E, fijos, como en las hipotesis, consideramos
la aplicacién

p:[0,1] - ACE
t— p(t) =z + to,

p es de Clase C*' en [0, 1], p/(t) = v, entonces, la aplicacién

Y=fop:[0,1] -F
t—(t) = f(p(t) = flz+tv),

es de clase C! en [0, 1],
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la regla de la cadena nos implica que ¢/ (t) = f'(p(t))op/(t) = f'(z+tv)-v,
deducimos del teorema anterior:

1 1
Fla+v) — f(z) = (1) — (0) = /0 (8 di = /0 [+ ) v,

El dltimo paso es consecuencia del corolario 6.25, donde
g:10,1] - G = L(E,F),
tg(t) = f'(z+tv)
¢:10,1] = F
tp(t) =g(t) v =yg(t)(v) = f(z+tv) v,

por ser f’ continua y p continuas (p = f' o p), g es reglada, podemos
aplicar el corolario 6.25 citado, por lo tanto:

/Olw(t)dt:/olg(t)-vdt:(/Olg(t)dt)-v,
/Olf’(x+tv)-vdt: </01f’(:c+tv)dt> ‘v,

esto completa la prueba del corolario. ]

es decir:

El siguiente teorema es 1til para cambio de variables.

6.39 Teorema. Sean I = [a1,b1], J = [a2,bs] dos intervalos cerrados
acotados de R,a,b € I,a < b,F espacio de Banach f : I — J de clase
Clenl,g:J—T aplicacion continua. Entonces:

O]

b
"ty dt = u) du.
/a g(F0) £/ (1) dt /f R

Demostracién. Sea G aplicacién diferenciable en J, tal que G’ = g, por
ejemplo G(s) = f}f(a) g(v) dv, entonces Go f : I — IF, es diferenciable y
la regla de la cadena implica (G o f)'(t) = g = (f(t)) o f'(t),G o f es
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reglada y tambiém (G o f)’, por lo tanto el corolario 6.38 nos implica:
b
(Gof)(b) = (Gof)la) = / (Go f)(t)dt = G(f(b) — G(f(a)

f(b)
_ / g(v) dv,

f(a)
Q)

b b
Go () dt = ") dt = v) dv. O
/a (GofY(t)dt / a(F0) £/ (1) dt /f NG

6.40 Corolario. La conclusion del teorema anterior, corolario 6.58, es
vdlida si sobre f,qg se colocan las hipdtesis siguientes:

i) f diferenciable y estrictamente creciente (o estrictamente decre-
ciente) en I.

ii) [’ continua a trozos.

iii) g continua a trozos.

Demostracion. Se aplica el corolario 6.38, notando que tanto el teorema
6.37 como el corolario 6.38 son vélidos atin si se invierte el orden de los
puntos extremos de integracién (es decir, b < a y x + v < x, respecti-
vamente). Se coloca la hipétesis f estrictamente creciente para asegurar
que g o f sea continua a trozos, y que G o f sea continua y diferenciable
salvo en un nimero finito de puntos; podemos asi aplicar el corolario
6.38. O

6.6 Integracidn por partes

6.41 Teorema. Sean E,F,G espacios de Banach, I intervalo de L,p :
E x F — G, una aplicacion bilineal continua (un producto), notaremos
pu,v) =u-v,f: 1 —TF, g:1— G aplicaciones de clase C'. Entonces
para a, b € I tenemos:

b b
/f(t)-g'(t)dth(b)-g(b)f(a)-g(a)/ F1(t) - g(t)t.
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Demostracion. La aplicacion

P:I—-G
t—P(t)=f(t) g(t),

es diferenciable, el teorema se deduce aplicando integracion a la derivada
de este producto (ver proposicién ?? iv).

P'(t)(h) = (f - 9)'()(h) = f'(t)(h) - g(t) + f(t) - o' (t)(R),

luego para h fijo obtenemos:

b
[ 9w =)
a
b
- [ x
a
6.42 Corolario. La integracion por partes es vdlida si f,g son conti-

nuas, diferenciables salvo un numero finito de puntos y sus derivadas
f', g son continuas a trozos.

g(b) — f(a) -
t

)-g(a)
b
)-g'(t)dt+/ F(t) - g(t) dt. O

Demostracion. : Ejercicio al lector. O

6.7 Ejercicios
1) Sea f : [a,b] — F reglada, muestre que ||f|| es reglada.

2) Sea f :[a,b] — R™ aplicacién acotada, si D es el conjunto de pun-
tos de discontinuidad de f y D es contable (finito o enumerable).
Muestre si f es integrable en el sentido dado.

3) Pruebe las proposiciones y corolarios dejados como ejercicio.

4) Sean g : R — R, funcién continua, tal que g(0) = a > 0, y
f : R? — R? diferenciable, f = (f1, f2) tal que f(0,0) = (0,0)
y la Jacobiana de f en (0,0), Jf(0,0) es inversible, si F : R? — R?
es definida por

fo(z,y) fi(z,y)
F(z,y) = (/f g(t)dt, /f g(t)dt>,

1(z,y) 2(z,y)
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determine la matriz Jacobiana de F', JF(0,0). ;Es JF(z,y) matriz
inversible, para algin par (z,y)?.

5) Sea f : [a, b] — F. Demuestre que f es continua, si y sélo si f
es reglada, f(t4+) = f(t—) = f(t) para t € (a,b) f(a+) = f(a) y
f(b=) = f(b).

6) Demuestre que toda funcién monétona f : [a, b] — R es reglada.

7) Demuestre que si f : [a,b] — F es reglada y : f([a,b]) — G es
continua. Entonces g o f : [a,b] — G es reglada. (G espacio de
Banach)

8) Sean g, f : [a,b] — R, definidas por:
t-sen(d), para0<t<1
(1) = { @

0, parat =0

1, parat > 0
g(t)=4<0, parat=0
—1, parat <O0.

Demuestre que f es continua en [0, 1], que g es reglada en [—1, 1],
pero g o f no es reglada en [0, 1].

9) Sean f : [a,b] — TF reglada, ¢ > 0. Demuestre que existe
g : [a,b] — F tal que

b
[ 156 = gtolat <

(Sugerencia: Considere el caso en que f € S ([a, b], F))

10) Sea s, € S([a,b],F), tal que la serie Y > s, es convergente en
B([a,b],F). Demuestre que > o2 ; s, € S([a, b],F) y

/ab(risn):ni/:sn.

11) La integral de Riemann Sea f € B([a,b],R)
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i) La integral superior y la integral inferior de f son definidas
por:

7;]0 = fnf{/abs; s € S([a,b],R)s > f}

lzfzsup{/abs; s € S([a,b],R)s < f}

La funcién f se dice ser integrable Riemann si y soélo si

7if - 1 if,

a este valor comun se llama la integral de Riemann de f. De-
muestre que si f € S ([a, b],R) entonces f es integrable Rie-
mann y esta integral coincide con la definida en este Capitulo,

es decir: . ,
72f=/af=1af-

ii) Consideramos la funcién f : [0,1] — R, definida por:

1 1
f(t):{17 Slﬁ<f§m,n:1,...

s 1 1 _
0, sit=00g57<t<s5,n=1,...

Demuestre que f es Riemann integrable y f ¢ S([a,b],R).

12) Considere I = [0,1] C R, consulte la defincién de funcién de va-
riacién acotada en textos de Analisis real como por ejemplo Apos-
tol Tom, Anaélisis Matematico, Segunda Edicién Editorial Reverte,
Capitulo 6, sea

P={0=ty <t <...<t, =1} una particién de I,

donde n > 2 es entero positivo arbitrario, con P denotamos el
conjunto de todas las particiones de I, con

V(f)= sup{Z |f(t;) = f(tja| : P € P},

la variacién total de f en [0,1] y con V A(I) denotamos el espacio
vectorial de todas las funciones de variacién acotada definidas en
I a valor real, demuestre que si definimos para f € VA(I)

IfIF= 1f(a)] + V(f),
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esta es una norma en VA(I), y que V(f) es una seudonorma.
Usando tods los resultados sobre funciones de variacién acotada
demostrados en el libro citado, demuestre que si f € VA(I), f se
dice ser normalizada, si f(a) = 0y f es continua por la derecha
en I, es decir f(t+ 0) = f(t) para todo ¢t € [0,1]. Si con VAN(I)
denotamos el subconjunto de funciones normalizadas de VA([)
entonces VAN (I) es subespacio vectorial de VA(I) y V(f) es una
norma en VAN(I).



CAPITULO [

Teorema de Schwarz y Taylor

Sean Eq,Eo, ..., E,,F espacios vectoriales normados, A C E = E; x
Eg x -+ x E,, abierto en E.f : A — F,a € A,a = (a1,a9,...,a,). Se
considera [E con la estructura de espacio vectorial normado usual, por
ejemplo con

H($1,$2,... 7'7;11)” = Sup{HxZH t= 1,25"' Ty Ti € Ez}a

f diferenciable en A. Consideramos la funcién

Pak ZEk—)El XEQ Xoee XEn:E
T pak(T) = (@1,a2,. .., a1, Tk, - .., an) = a + Li(z) — ag),
donde 7, es la inclusién de E; en el espacio producto E,

T Ep > Ei xEyx---xE, =E
.%'k'—>Ik(.%'k):(0,...,xk,...,0),

es lineal continua e inyectiva, luego ., es aplicacion diferenciable de Ey
en E, atin mas son aplicaciones C*, ¢ () = Z; para todo zj € Eg.

271
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Los conjuntos A = <pgkl(A) son abiertos en Ey, ap € A, consideramos
Yak restringida a Ay,

(pak:Ak—>E1XE2X---XEn:E,

notamos que @qx(Ag) C A.f o pur : A — F, como f es diferenciable en
A, prq diferenciable en Ay y @ (Ax) C A por el teorema de la regla de
la cadena f o @ui lo serd en Ay, como ¢, (ax) = a, obtenemos:

(f o ar) (ar) = f'(a) o i (ar).

Esta discusién motiva la siguiente definicion.

7.1 Definiciéon de derivada parcial

7.1 Definicion. Sean Ei,Eo, ... E,,F espacios vectoriales normados, y
sea A un subconjunto de E = [E; x Ey x --- x E, abierto en
E,f: A— F,a € Aja = (ay,as,...,a,) no necesariamente diferen-

ciable en A, diremos que f es diferenciable con respecto a la variable
k en el punto a, o parcialmente diferenciable con respecto a la variable
k en a, si la aplicacion f o ¢, es diferenciable en ag, o que f admite
derivada parcial con respecto a xp en el punto a. Denotaremos esto con

Def(@) = 0uf(a) = 22,

es decir: si g = f o g : A — F es diferenciable en

ap € A, = ¢ (A),a € A.

* Vemos que Dy f(a) € L(Eg,F).

Notese que @i depende de a, de manera que la derivada parcial de f
en otro punto de A se calculara con otra ui. Al considerar g = f o puk
entonces segun definicién al ser diferenciable en aj tenemos:

gk (ag + hi) = gi(ax) + g1, (ar) (hi) + ri(hy), donde

WAL F).

hi € Ey, (ak + hk) € Ak,h’mthO Hth =
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Es decir,
gr(ak + hg) = gr(ak) + Ok f(a)hy + ri(hg), luego

flay,...,ap + hg, ... an) = f(a) + O f(a) - hy + 1ri(hs),

por lo tanto f admite derivada parcial en a con respecto a la variable
xy, entonces existen Oy f(a) : Ex — F aplicacién lineal continua de Ey
en F, y rip(hy) tal que

flar, ... ap—1,ar + hg,apqr, ... an) = fa) + Ok f(a)hy + 7i(hi)
donde limy, o % =0 (de IF).

Destacamos estos comentarios, como:

7.2 Proposicion. Sean Eq1,E,... E,,F espacios vectoriales norma-
dos, y sea A un subconjunto de E = Eq x Eg x --- x E, abierto en
E,f:A—F,ac€ A, a=(ay,ae,...,a,) no necesariamente diferencia-

ble en A, f es parcialmente diferenciable con respecto a la variable k en
el punto a, si y sdlo si existe O f(a) € L(Eg,F), tal que

f(aly"'>ak:+hk:a"'>an):f(alw"aak?"’?an)+ak;f(a’)h+’r(hk2)?

o)
17|

donde  limy, o

7.3 Nota.

1) Se deduce que si existen las derivadas parciales, son tnicas.

2) En el caso particular en que A = Ay x---x A,, donde A; es abierto
en [E;, la diferenciabilidad parcial de f : A — I con respecto a la
variable j-esima en el punto a = (ai,...,a,) € A, es equivalente a
la diferenciabilidad en a; € A; de la funcién

t— f(al, .. .aj_l,t,aj+1,. .. ,an),t S Aj.

7.2 Relaciéon entre derivada parcial y clase C*

Antes de continuar con el concepto de derivada parcial, recordamos
la siguiente proposicion de algebra lineal:
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7.4 Proposicion. Dados Eq,...,E,,F, espacios vectoriales existe un
isomorfismo candénico entre L(Ey x -+ x,E,,,F) y H;L:1 L(E;,F), defi-
nido por la funcion

A€ LBy x - xE,,F)+— (AoTZy,...,A0T,),
donde Iy, es al incluision de B en Eq x --- X E,,. En particular, se tiene:

n

A(vy, ... vp) = Z(Aofi)(vi), para todo (vi,...,v,) € By X -+ X E,,.
1=1

Se observa que AoZy, = Ay es la componente k-ésima de la aplicacion

A.

Demostracion. Como I =" | (I; 0 P;), dejaremos su verificacién como
ejercicio. O

Esta proposicién motiva la siguiente nota, la cual podria ser un teo-
rema.

7.5 Proposicion. Sean Eq,Eo, ..., E,,F espacios de Banach, E = Eq x
Eg--- xE,, A abierto enE, f: A —TF, se tiene:

i) Si f es diferenciable, existen las derivadas parciales
D;f:A— LE,F)
y para a € A tenemos

D;f(a)e; = f'(a)(0,...,¢ej,...,0) = Df(a)O,...,¢j,...,0)
= 0;f(a)e;.

ii) Si f es diferenciable, entonces para a € A, e = (e1,...,e,) € E,
tenemos:

fl(a)e= f'(a)(er,...,en) = O1f(a)er + -+ Onf(a)ey,.
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Demostracion. Consideramos el caso n = 2. Sea f diferenciable en A,
a € A, com g : E; — L(E;,F) es aplicaxcion C*°; y como f es dife-
renciable en a = (a1, as), la regla de la cadena implica que f o 41 es
diferenciable en a;, existe entonces 0; f(a), tenemos:

Ouf(a) = (f o par)(a1) = f'(a) o (¢l (a1) = f'(a) o I,

luego para e € E;

d1f(a)er = f'(a) o Ti(e1) = f'(a)(e1,0),

donde 7 es la aplicacién inclusion de E; en [Eq X Es. Demostracion anélo-
ga con g, Iy para ver que existe daf(a)es = f/(a)(0, e2), para eg € Es.
Esto demostrarfa 7). Para demostrar i) Consideramos las proyecciones
P; : Ey xEy — E; = E, para j = 1,2, definidas para e = (ee2) € E,
por Pj(e) = e;, las cuales on lineales continuas, por tanto C'*°,como la
aplicacion idéntica de E es I =77 o P| + Iy o P, luego:

f(@)oI=f(a)o(TioPi+To0oP) = f(a)oZio P, + f'(a) oIy 0 P.
fl(a)(er,e2) = f'(a)(1,) + f'(a)(0,e2) = D1 f(a)e+ 02 f(a)es

Sie = (ee2) € E, tenemos:

f'(a)(e, 62)) f'(a) o (ZoPr + I3 0 P2)(e)
f'(a) oIy o Py(e) + f'(a) o Iy o Py(e)
f'(a)(er,0) + f'(a)(0,e2)
= 01f(a)61 + 02f(a)es
Esto demuestra 7). La prueba para n > 2 es similar. ]

Recordamos ahora la nocién de funciéon continuamente diferenciable,
con el fin de obtener otra condicién equivalente a la de diferenciabilidad,
usando derivadas parciales.

7.6 Definicion. Sean Eq,...[E,, F espacios vectoriales normados, A sub-
conjunto abierto del espacio vectorial producto E = E; x --- x E,,
f: A — T continua.

i) Si f es parcialmente diferenciable con respecto a la variable j en
todo punto de A, diremos que f es parcialmente diferenciable con
respecto a la variable j en A.
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ii) Si la aplicacién 0; : A — L(E;,F) es continua, diremos que f es
continuamente parcialmente diferenciable con respecto a la variable
jen A.

iii) Si f es continuamente diferenciable con respecto a todas las varia-
bles j, 1 < j < n en A, diremos que f es continuamente parcial-
mente diferenciable en A.

7.7 Nota. Recordamos que si f, g son funciones, estamos usando la
notacién g o f para la composicién de f con g. Cuando se tienen dos
funciones lineales S, T se usa S - T, en lugar de S o T Esta notacién con
- punto se generaliza. Suponemos entonces que E,F, G, H son espacios
normados, A un subconjunto de E, abierto, f: A — L(F,G)yg: A —
L(G,H), entonces con ¢ - f, denotaremos la funcién

g-f:A— L(F H)
z (g f)z) =g(@)- f(z),
la notacién significa composiciion de la aplicacién lineal g(z) con la
aplicacién lineal f(x). Se nota que si f,g son continuas, entonces g -
f lo es. Dejaremos la demostracién de esta afirmacién como ejercicio.
Cuando, una de las dos funciones f o g es constante, por ejemplo, si

f(z) =T € L(E,G) para todo = € A. Entonces ¢ - T es la funcién cuyo
valor en x € A es g(x) - T € L(F,H), es decir que si v € E, entonces

(9(x) - T)(v) = g(2)(T(v)).

7.8 Teorema. Sean E1,Eo, F espacios vectoriales normados, A subcon-
junto abierto de B4 X Eq, f: A — F, continua, a = (a1,a2) € A, Ay, Ay
abiertos de 1, Es, respectivamente, tales que:

’L) a:(al,ag) €A x Ay C A,

it) f es parcialmente diferenciable en A; x Ay con respecto a las dos
variables

ii1) las aplicaciones O1f : Ay X Ay — L(E1,F) y
agf : A1 X AQ — E(EQ,F)
son continuas. Entonces f es diferenciable en a = (a1,a2) y

Df(a) = f'(a) = 01f(a) - P1 + 02 f(a) - Py
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Demostracion. Sea (h,k) € E; x Eg, tenemos:

flar + h,az + k) — f(ar,a2) =
flay + hyas + k) — f(ar + hya2) + f(a1 + h,a2) — f(a1,a2)

Como f es parcialmente diferenciable en (a1, as) respecto a la pri-
mera, variable tenemos

flar+ h,a2) — f(a1, a2) = 01 f (a1, a2)(h) + ri(h).
Como ||h]| < |[(h, k)| vy m1(h) es tal que limy, o 7’|1|—}(L]|1|) = 0 deducimos que

dado € > 0 existe 6 > 0, tal que [|rh)|| < e|lh| < Zel|(h, k)|, por lo
tanto

flar +h,a2) — f(ar,a2) = 01 f(a1,a2)(h) +r1(h). (4)

Consideramos ahora f(a; + h,as + k) — f(a1 + h,a2), queremos de-
mostrar que

flar + h,ag + k) — f(ar + h,a2) = 02 f(a1,a2) + R(h, k),
donde

lmp, k) —(0,0) m -

Definimos, para h fijo, la funcién ¢ por

¢(k) = f(a1 + h,az2 + k) — f(a1 + h,a2) — 02 f (a1, az)(k).

Como f es parcialmente diferenciable respecto a la segunda variable
en A; x As, se deduce que ¢ es diferenciable en k siempre y cuando que
(a1 + h,as + k) € A; x Ag su derivada es

¢I(k) = an(Gl +h,as + k) — 82f(a1, ag).

Como 0y f es continua en (ai,asz), dado €, existe § > 0 tal que

16" ()|l = [102f (a1 + h, az + k) — D2 (a1, az)|| < %67 st [|(h, k)| < 6.
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Usando el teorema de la desigualdad del valor medio a la funcién ¢,
obtenemos

lp(k) — o(0)]| < Hk‘llosup 19" (tk)]].

<t<1)

Como ¢(0) = 0, deducimos que

[p(R)I| < [|]| sup [|¢'(tk)]l.
0<t<1)

Pero ||(h, k)| < ¢ implica que ||¢/(k)|| < 3¢, por lo tanto obtenemos

(R < ellkll, si [I(h, k)]l <.

Como || k|| < ||(h,k)||, obtenemos
1 :
le()Il < Sell(h, k), st [I(h, K)I| < &.

escogiendo § para que sean validas las anteriores desigualdades, deduci-
mos: como € > 0 es arbitrario, deducimos que

flar + h,az + k) — f(a1 + h,a2) = 02 f (a1, a2)(k) + ¢ (k). (B)

de las igualdades (A) y (B) se deduce que f es diferenciable en (a1, as2)
y que su derivada es dada por

(a1, a2) = 01 f(ar,az) o Py + daf(a1,az) o P,
va que al sumarlas, obtenemos
flay+h,as+ k) — f(a1, a) = 01 f(ay, az)(h) + o f (a1, az) (k) + R(h, k).
donde R(h, k) = ¢(k) + r1(h), es tal que si ||(h, k)| <6
[R(h, k)| = llg(k) +ri(R)]| < (Bl + [Ira(R)I] < ell(h, k),
si [|(h, k)|| < 6. O

7.9 Teorema. Sean E1,Eo, F espacios vectoriales normados, A subcon-
junto abierto de E1 x Eo y f : A — T, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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i) f es de clase C en A, es decir, es continuamente diferenciable en

A.

it) f es parcialmente continuamente diferenciable en A.

Si 1) o ii) es vdlida, la derivada y las derivadas parciales de f estin
relacionadas por:

a]f:fllja j:1,2a
f'=01f -PL+0af - Pa.

Demostracion. i) implica ii). Por el teorema 7.8, f es parcialmente di-
ferenciable con respecto cada variable en A y

O;f=f-1; j=1,2.

Por hipétesis f' : A — L(E; x Eo,F es continua y I; € L(E;,F),
para j = 1,2, deducimos de las Notaciones y comentarios precedentes
el teorema 7.8, que 0;f es continua, para j = 1,2. i) implica i). Por el
teorema 7.8 anterior, f es diferenciable en A y

f'=01f P+ 0of - Pa.

como 0;f se supone continua, para j = 1,2, y como las proyecciones
son continuas, deducimos que df = f’ es continua, por ser suma de
continuas. Luego f es de clase C' en A. O

La siguiente Proposicién es un corolario evidente del anterior teore-
ma.

7.10 Proposiciéon. Sean Eq,...,E,,F espacios vectoriales normados y
A subconjunto abierto de Eqi, x --- x E,,.Suponemos que f : A — F es
continua. Entonces f es continuamente parcialmente diferenciable en A
si y sélo si f es de clase C' en A. La derivada y las derivadas parciales
relacionadas por:

o;f=f-1;, j=1,2

df = f' =% 0;f - P;.

J=1
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Demostracion. Se deduce inductivamente del teorema 7.9 O

Sugerimos recordar la interpretacion en términos de la matriz Jaco-
biana en el caso de dimensién finita (ver La Matriz Jacobiana, capitulo
2.)

7.11 Ejemplo. Sean E,,...,E,; TF espacios normados, y
T € L(E,,...,E,;F) aplicacién n-lineal continua. Entonces T es con-
tinuamente parcialmente diferenciable en Eq, x --- x E,, con derivadas
parciales dadas por

ajT(’Ul,...,Un)(h) = T(vl"" >vjflahj’vj+lavn)’ h] € ]E], 1<j<n.

Este resultado es consecuencia inmediata, por ser 17" continua y li-
neal en la j-ésima variable. Deducimos que T es diferenciable y de clase
C' por la Proposicién anterior (sugerimos ver proposicién 3.25). Con
derivada dada por:

T'(v1, . on)(hay s By ) = 05T (01, o) ()
j=1

n
= E T(’Ul,. .. ”Ujfl,hj,vj+1, e ,’Un)
j=1

note, que esta féormula es la obtenida en la proposicién 2.14.

7.12 Ejemplo.

a) Sea
f:RxR? - R?

(21, (wox3)) — f(z1, (2, 23)) = (z123, B1122 + T2W3).

Entonces existen 91 f y do.f, y son continuas en R x R?. En efecto:

alf(:vl, (562,563)) «hy = (hixs, hizo) = hy(x3, x2),
o f (x1, (w2,23)) - (ha, hg) = (w1hs, x1hg + x2hg + howxs),
ri(h1) =0,
ro(hg, hg) = (0, hahg),
_ 0 z1| |he
Do f (z1, (w2, 23)) (ha, hg) = [ } [hs]

r1+ T3 T2
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b) Consideremos ahora L : E; x E; — F; x Fy, L lineal continua, L
puede identificarse con una matriz:

[Ln le]
Loy Loo|’
donde cada L;; es lineal continua. L;; : E; — F;,7, j = 1,2,

v = (v1,v2). En efecto, como L : E; x E; — Fy x Fy es lineal
continua, L = (L17L2) cada Lz : El X EQ — anZ = 1,2. Como
v = (1)1,’[)2) = (Ul,O) + (O’UQ),

L(U) = (Ll(v),Lg(v)) = (Ll('Ul,O)"‘Ll(O,’UQ),L2(O,’U2)+L2(U1,0)).

Entonces:

Ly :Ey —Fq

vy — Li1(v1) = L1(v1,0)
Lis : Ey — Iy

vg +— Lya(v2) = L1(0, v2)
Lo :Eq — Ty

vy +— Lo (v1) = La(v1,0)
Loy : Ko — Fy

Vg — L22(’U2) = LQ(O,’UQ)

Como vemos estas cuatro aplicaciones Lq1, Li2, Lo1, Log son li-
neales continuas, por serlo Lj, Ls. Reciprocamente, dadas Lqq,
L1s, Lo1, Los lineales continuas, definidas como antes, L es lineal
continua.

L:Ei xEy —=TF xFy, L= (Ll,LQ), con Ll(vl,vg) = Lll(vl) +
Lis(v1), Lo(vi,v2) = Loy (v1)+ Laa(v2). Es claro que L se identifica

con:
11 le]

A= .
[Lm Lo

7.13 Corolario. Sean Eq,Eo,F1,Fs espacios normados, A C Eq x Eg,
abierto, y sea f : A — Fy x Fy, f € C™(m > 1), si [ = (f1,f2),
fi: A—TF;, i=1,2, entonces para x € A, f'(x) esta representada por:

|:81f1(x) 82f1(x)]
O1f2(z) Oafa(x)
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Demostracion. Inmediata usando la discusion anterior. O

Sea f: A— F, A CE abierto, recordamos ahora:

D™ f(x) = f (@) = DD f(@)) = (£ V) ()

Yy que
D™ f(z) € L(E,L(E,...,L(E,F))),

el cual es denotado por LP(E;F) y LP(E;F) ~ L,(E;F), f € C™(A)
si existe f(*)(x) para todo z € Ay si D*f : A — LF(E;F) es conti-
nua L¥(E;F) ~ £i(E;F) para cada k = 0,1,2,...,m. Ademéds, como
D'DFf(x) = DV f(z) sii+k=mysi D™ f(x) existe.

También la m-ésima derivada es lineal en el sentido

D™(f+g)=D"f+D"g y D™(Af)=AD"f.

SiT e LE;F) ~ L,(E; ),
T(v)(v2) -+ (vm) = t(vi,v2,. .., Uy)
se identifica con la m-lineal continua ¢t € L,,(E;F),

t:Ex---xE—TF
~—_——

n veces

definida por
t(’U17 UQ7 ce ,Um) = T(Ul)(UQ) e (Um)

Si i+ k = m, evaluamos t(vy,...,v,) de dos maneras as:
t(v1y ey U) (Vkt1s -y Um)-
—_——

i componentes

Recordamos que T'(v1)(vs) - - (vg) € LB F) =~ Ly (E; F).

T(v1)(vas -y k) (V1) - -+ (vm) = T(v1)(v2) -+ (V) = (01,0, vm).
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7.14 Lema. Sea E,F espacios normados A C E abierto y va,vs, ..., Um,
€ E, fijos, y f : A — F aplicacion m veces diferenciable en A y sea

g:A— LMV(E;F)

z— g(x) = D™ L (x)(va, 03, . .., V).

Entonces g es diferenciable en A y para v € E:

g (x)v = D" f(x)(v,v9,v3,...,0m).

Usando la notacién - punto se enuncia: La aplicaciéon

g=D""1. (vg,v3,...,0): A =T

z— D™ (2) (vg, 03, ... Um).
es diferenciable en x € A y para z € E:

g (@)(v) = (D" f - (vg,03,. ., vm)) () (v)
= D" f(x)(v,v2,V3,...,0m).

Demostracion.
D™ A— LD(ESF) ~ L1 (B F),
ev: LM D(E;F) —» F
L— ev(L) = L(va,...,vn)

la evaluacién en (va, ..., vn),g = evo D™ 1 f como podemos aplicar la
regla de la cadena, obtenemos:

g'(@)(v) = (evo D" f)(2) = et/ (D™ f(2)) o Df(x)(v)
=evo D" f(x)(v) =D"f(x)(v)(va,...,vm)
= D" f(x)(v,v2,...,Um). O

7.3 Teorema de Schwarz

7.15 Teorema (Teorema de Schwarz-Euler). Sean E,F espacios de Ba-
nach, A C E abierto f : A — F, f € C™(A),m > 2, entonces para
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todo x € A, f(m) (x) es aplicacion m-lineal simétrica, es decir, para toda
permutacion o de {1,2,...,m}, sivi,ve,..., vy € E, se tiene que:

f(m) (1’)(1)1, V2, .. ,Um) = f(m) (90)(%(1)7%(2)7 ce 7va(m))'
Demostracion.

i) Consideramos m = 2, sea x € A, como A es abierto existe 6 > 0
tal que Bas(x) C Ay tal que si b, k € E son tales que A, ||k|| < &
implican que  + h,z+k,z+h+k € A, es decir que h, k € Bs(0),
luego [[(h, k)| < 0.

Consideramos la aplicacion
G :U = Bs(0) x B5(0) — F,
definida por
G(h,k)=f(x+h+k)— f(x+h)— flzr+Ek)+ f(x),
vemos que G(h,k) = G(k,h), para todo (h,k) € U.
Demostraremos que
G(h,k) — D*f(x)(h, k) = ~y(h, k),

es tal que
S [N ]

esto implica que D?f(z) es simétrica, debido a que G es simétrica
y D?f(x) es bilineal continua. Definimos g : [0,1] — F por

g(t) = f(x +h+tk) — f(x+tk) —tD*f(z)(h, k).
Obtenemos que
9(1) — g(0) = G(h, k) — D*f(x)(h, k).

g es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1) se deduce del teorema
de la desigualdad del valor medio

lg(1) = g(0)II < sup{llg'®)], ¢ € (0,1)}.
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Como

g(t) = f'(x+th+h)(k) — f'(x + tk)(k) — D*f(z)(h, k)
= (f'(z +tk+h) — f'(x)(k) = (f'(x +tk) — f'(2))(k)
— D*f(x)(h, k).

Como f’ es diferenciable en x, dado € >), existe 67 > 0,0 < d; < 4,
tal que, si ||v]| < 241, entonces

f'(z+v) = f'(z) + D*f(z)(v) + r(v),

donde ||r(v)|| < €||v||. Calculando esta aplicaciéon de L(E,F) en
k € E, se deduce que

f'(@ +v)(k) = f'(2)(k) + D*f(z)(v, k) + (v, k),
donde

[l (0, )| = [lr (@) (R < [lolll1&l], 1I(v, )] < 61.
Substituimos en la igualdad para ¢'(t), tenemos

J'(t) = D*f(z)(h + thk, k) — D*f(x)(tk, k) — D*f(x)(h, k)
+r(h+tk, k) —r(tk, k).

Como

0 = D?f(x)(h + tk, k) — D*f(x)(tk, k) — D*f(z)(h, k)
= D*f(x)(h, k) + D*f(x)(tk, k) — D* f (z)(tk, k)
— D?f(z)(h, k)

entonces

g'(t) =r(th+h k) —r(tk, k),
luego
lg" @I < lIr(tk, k)| + |7 (tk + h, k)]

< el[kllClItk + Al + l[tk]), para [[(h, k)] < &1
< 2€|[E[[ (AL + 1IE1D-
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Entonces al substituir esta estimativa para ¢'(t) en ||g(1) — g(0)||,
obtenemos

l9(1) = g(O)[| < 2e[[K[[([|n]] + IK]), para [|(h, k)] < b1.
Es decir
IG(h, k) = D? f(2)(h, k)| < 2e|lk[|([[]| + [I&])), para [|(h, k)] < o
De manera semejante, por simetria, obtenemos

IG(h. k) = D2 () (k, h)|| < 2e|[ll(lIAl] + [1%]), para [|(h, k)]l < 6.

Como G es simétrica, deducimos al usar desigualdad triangular,
que

1D? £ () (h, k) — D*f (x)(k, h)|| < 2e(|[k]l + [[l1)?, si [|(h, k)| < 61

Como || k]|, ||| < ||(h, k)|, deducimos finalmente

1D? £ (2)(h, k) — D*f () (k, h)|| < Sell(h, k) [1%, si [|(h, k)| < 1.

Por ser D?f(z) bilineal, obtenemos que para todo u,v € E

1D? f (2)(u, v) — D f () (v, u)]| < 8e|(u, v)],

Como € > 0 es arbitrario, se deduce que D? f (x)(u,v) = D? f(z)(v, u),
para todo u,v € E.
ii) Sean f € C™(A),m >2y g= f" 2 = D™ 2f sabemos que

g"(x)(v1,v2) = ¢"(x)(ve,v1) paratodo wv1,v9 €E, como :
D™ f(z) = D*D™*f(x),
Dmf _ DQDm_Qf,

D™ f(x)(vy,v2, ..., 0p) = DQ(Dm72f($))(’Ul,’L)2) (v3y .y Um)

= Dmf(ﬁl?)(’l)z,vl,vg, s >vm)
Luego

D" f(z)(v1,v2,v3, ... ,vm) = D" f(@)(v2, 01,03, ... ,vm)  (4)
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Suponemos vélido el teorema para m — 1.

Sea 7 permutacién de {2,3,...,m}. Por hipdtesis de induccién

= Dm_lf .Z')(’Uﬂ—(g), - ,’Uﬂ.(m))

- Um) (
D(Dm Lf(x) (vg, vs, ,vm))(vl) = D™ f(x)(v1,v2,v3, ...,V )(lema 1)
D(Dmflf(ac)(v(g), ,v(m)))(vl) = D" f(x)(v1, Ur(2); - - - » U (m)) (lema 1)
D™ f(x)(v1,v2,03, ..., 0m) = D™ f(x)(V1, Vr(2), - - Vr(m))
= D™ f(x)(ve,v1,v3,...,0m)(por A)

Se ha probado, que D™ f(x) es simétrica en las dos primeras varia-
bles y que D™ f(x) es simétrica en las ultimas m — 1-variables, esto
implica que es simétrica en todas. Esto prueba el teorema, pues si

o € S, = grupo simétrico de las permutaciones de {1,2,...,m},
entonces o es producto de la transposicién (1,2) y de permutacio-
nes de {2,3,...,m}. O

7.16 Corolario. Sea A C R? abiertoy f: A — R, f € C™(A) entonces
para todo a € A,

" f(a)

8% L 895%

puede obtenerse sin tener en cuenta el orden en que se efectien las
derivaciones parciales.

Demostracion. En efecto, por definicién,

9" f(a)

81‘2‘1 cee 895%

= M (a) (e, ... €,)

donde ¢;, es vector de la base candnica de RP para k =1, 2,..., m. El
resultado se deduce por ser f("™ (a) aplicacién m-lineal simétrica. O

7.17 Teorema. Sean E,F, G espacios normados, A C E abierto,
f:A—=TF, feC™A),T e L(F,G), entonces (Tof)™ (x) = Tof™(z)
para todo x € A.

Demostracion. Por induccion sobre m.

i) Si m =1, ya fue probado que (T o f)'(xz) =T o f'(z).
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ii) Suponemos el teorema vélido param—1(m > 2) y sea f € C™(A).
Es decir
(To )" V(@) =To f"" V(a);

como
(Tof)™ (x) = (To )™ V) (@) = To (£ V) (2) = Tof™ ().
Hemos usado la regla de la cadena en el dltimo paso. O

7.18 Nota. Generalizamos un poco més la notacién - (punto). Supo-
nemos, que E,F1,Fs y G son espacios vectoriales normados y que la
aplicacién bilineal b € L(IF1,Fy; G) es fija. Escribiremos

b(f1, f2) = f1- f2 para todo (f1, f2) € F1 x Fa.

Si Aesabiertoen Ey f: A— Fy, g: A— Fy, denotaremos con
f g, la aplicacion
f-9g:A—G,

definida por
(f - 9)(@) = b(f(2), g(x)) = f(x) - g(x),x € A.

Para la anterior b fija, recordamos que:

7.19 Definicién. Sean n,m > 0 enteros. Definimos £L°(;F) = F. Si
b € L(F1,F9;G) es aplicaciéon bilineal fija, b induce una aplicacién bili-
neal continua

L (E;F1) X Lyy(E;Fa) = Linin(E; G),
que denotaremos por
(S, T)— S -T, Se€Lly(ETF), TeL,(ETF,).
definida por
(S-T)(v, -+ Ompn) = S(vr, - 0m) T (Omt1, -+ 5 Umegn),

para todo (vi,...,Umin) €E EXE--- xE, donde j = 1,...,m + n. En
—_——

(m~+n)—veces
particular, si m = n = 0, esta composiciéon o producto es precisamente

b. En el caso m = 0,n = 1, tenemos una composiciéon o producto

Fl X E(E,Fz) — E(E,G),
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definida por

(f-T)(w) = f-T(v), T € L(E,F2), f € F1, v €E,
y cuando m = 1, n = 0, una composicion:

L(E,Fy) x F, — L(E,G),

definida por

(S-f)x)=8(x)-f,S e LE,TF), feFyzeck.
Sif:A— Ly(E;F)yg:A— L,(E;Fsy), entonces

fr9:A— LB G)

denotard la funcién definida por (f - g)(z) = f(z) - g(z), z € A.

Los siguientes ejemplos, han sido estudiados antes, damos ahora otra
presentacién con el propdsito de usar las anteriores ideas.

7.20 Ejemplo.

i) La funcién evaluacion ev : L(E,F) x E — F, definida por
ev(T,z) =T(z), T € L(E,F), x € E.
Si A es subconjunto abierto de el espacio vectorial normado G y
f:A— LETF), g: A—E.
Entonces f-g: A — I, es definida por
(f - 9)(x) = ev(f(z),9(x)) = f(z)(g(x)).

Caso particular importante, es cuando g es constante, por ejemplo,
g(x) = v, para todo x € E. En este caso, escribimos

frviA—>TF

para denotar la funcién cuyo valor en x € A es f(x)(v).
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ii)

iii)

La composicién de aplicaciones lineales continuas, ver ejemplo 1.81:

LF,G) x L(E,F) — L(E,G),
(S,T)—S-T

Recordamos la férmula para derivada de un producto, ya descrita
(ver proposicién 2.18), enunciamos a continuacién esta Proposi-
cién, usando la notacion - punto.

Dados E, Fy,Fy, G espacios vectoriales normados y b € L(Fq,Fo; G)
(Bilineales continuas de F; x Fg en G). Si A es subconjunto abierto
deE, f: A— Ty, g: A— Fyson diferenciables en x € A. Entonces
f-g:A— G es diferenciable en x y

(f-9)(z) = f(x) - g'(2) + f(2)  g(=).

Donde f(x) - ¢'(z) es la composicién de F; x L(E,Fy) — L(E,G)
y f'(z)- es la composicién L(E,Fq) x Fy» — L(E,G).

7.21 Nota.

i

ii)

Con la notacién anterior, para la férmula de la derivada del pro-
ducto, si f, g son de clase C' en A, entonces f-g lo es. En este caso
(f-9)=f-9+ [ g Notamos, sin embargo,que las dos compo-
siciones en el lado derecho de la anterior igualdad, son diferentes,
aunque son inducidas por la misma aplicacién bilineal b.

Sean E, F, G espacios vectoriales normados y sea m > 1, usaremos
la siguiente notacion para la aplicacién evaluacion:

ey Lyp(E;F) x EXE--- xE — T,
—_—
m—veces
escribiremos;
e’Um(Ty (l‘la e ,xm)) = T . (ﬂjl, e ,xm)’
donde
TGEm(E;F) y ($1,...,xm) cExXE-.--xE.
—_—
m—veces

Note que ev,,, es una aplicacion m + 1-lineal continua,

evm € L(L™(E;F),ExE--- xE)

m—veces
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La siguiente proposicién es importante en lo que sigue, especialmente
para derivadas de orden superior.

7.22 Proposicién (Lema de evaluacién). Sean E,F,G espacios nor-
mados, W subconjunto abierto de G. Suponemos que f : W — L™(E;F)
diferenciable en x € W. Entonces, si (v1,...,vy,) es un punto fijo de E",
la aplicacion f - (v1,...,v,) : W — F es diferenciable en x y

(f - (vi,...,v) (2) = f(2) - (v1,...,00).

Demostracion. Como f es diferenciable en x, tenemos en £"(E; F):

fx+h)=f(x)+ f'(x)(h) +o(h), z+heW.

Evaluando en (vy,...,v,) obtenemos
(f-(uiy- oy va))(@+h) = (f-(vi, o) (@)+(f (@) (h)-(v1, .., vn))) +o(R)
deducimos que f - (vy,...,v,) es diferenciable en z, con derivada

(@) (v1,...,v,) € L(G,TF).

O
7.23 Definicién. Sean Eq,...,E,,F espacios vectoriales normados, A
subconjunto abierto de Eq x --- x [E,,. Suponemos que f : A — F es de

clase C! en A y la funcién D; : A — L(E;,F) es diferenciable en z € A.
Entonces definimos

Dijf(z) = Di(D;f)(x), 1<j <n.

Notamos que

D”f(m) S ﬁ(El,ﬁ(Ej,F) ~ ﬁ(EZ,E]7F)

Si Djj;f es diferenciable en A, la aplicacién D;;f : A — L(E;,E;; F)
es definida por D;; f(x), para x € A.

7.24 Proposicion. Sean Eq,...,E,,F espacios vectoriales normados,
A subconjunto abierto de Eq x --- X E,,. Suponemos que f: A — F es
dos wveces diferenciable en © € A, entonces las aplicaciones derivadas
parciales

Dif: A= LELF) 1<j<n,
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son diferenciables en x y
Dy f(z) = Djif(x), 1<1,j<n,
en el sentido D;jf(x)(h,k) = Dj; f(z)(k,h), para todo (h,k) € E; x E;.

Mds aiin, tenemos las siguientes relaciones entre D f(z) y Dy f(x):

Dljf(m) = D2f(.%') : (IZ X Ij), 1< Z,] < n, A

ZDZ]f (P,xP). B

5,j=1

Vemos que la primera parte es otra manera de escribir el teorema
7.15, por lo tanto es suficiente demostrar (A). Es facil demostrar que
(A) implica (B), (por substitucién en el lado derecho de (B)). Que
D;jf(x) = Dj; f(z), es consecuencia de (A) y del teorema 7.15.

Demostracién. Como D;f = Df-1I;, se deduce de la féormula de la apli-
cacién compuesta (o sea D(f - g)(xz) = f(x) - Dg(x) + Df(z) - g(x), ver
ejemplo 7.20 ii) que D; f es diferenciable en . Sea (h, k) € E; xE;. Usan-
do la anterior notacién (- punto) y el lema de evaluacién (proposicién
7.22). Tenemos

D;jf(x)(h,k) = D(D h)7 k)  (definicién de D;;)

I;(h)) (lema de evaluacién)
I;(h)) (definiciéon de Dj)
I;(k)) (lema 7.14).

[\.D/\/‘\/‘\

=~
~—
—
8

~—

\_/,-\s

=

/\
\_/

/\

s

—

~

%
A/_\

Como esta igualdad es valida para todo (h,k) € ExE;, (A) esta de-

mostrado. U
7.25 Nota. Sean Eq, ... ,E,,F espacios vectoriales normados A un sub-
conjunto abierto de E; x --- x E,. f :— F, y j1,72,...,p enteros no
negativos, tales que 1 < j; < n, parat=1,...,p, entonces denotaremos

Djyjpf () = Dji (Djp (.- (Dj, f) - ) (@), w € A,

suponemos que f, y sus derivadas, son de clase C", con r suficientemente
grande para que lo anterior tenga sentido, otra notaciéon es D; = 9;. Con

Dj,.j,f+A— L(E;,...,E;;F),

Jp’
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denotaremos la correspondiente funcién. Si iy,4o,...,%, son enteros no
negativos, denotaremos

Dit...Dir f(z) = Dy(--- Di(Dz--- (Duf))---) -+ )(a), z € A

i1 —veces in —VvVeces

Como siempre, se comprende que si i = 0 ninguna diferenciacion se
efectiia con respecto a la k-ésima variable.

A continuacién otra manera de reenunciar el teorema de Schwarz
7.15, en este caso: usando el anterior teorema:

7.26 Teorema. Sean Eq,...E,,F, espacios vectoriales normados, A
subconjunto abierto de By x -+ X E,,. St f :— F es p-veces diferenciable
en x € A. entonces, Si ji,...,Jn son enteros tales que 1 < jr < n para
k=1,...n, las derivadas Dj, ; f(x) existen y, ademds, tenemos

i) Dj,..j,f(x) es simétrica en los j's y

D, yidoiny f (@) = Dy _j, [ ()
para toda o € S, en el sentido de la proposicion 7.24 anterior.
Djl__.jpf(m) = Dpf(.%') . (I] X o+ X ij).
n
Dpf(.%') = Z Djljpf(.%') . (Pj X - X Pjp)

J1yeendp=1

DPf(x) =
!

p:
‘m‘:p n-

Demostracion. Como en la demostracién de la proposicién 7.24 es sufi-
ciente demostrar que existen las derivadas Dy, ., f(z) y satisfacen i1).
En verdad i7) implica #i7), y i) junto con el hecho de que D? f(x) = fP(x)
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es p-lineal simétrica, implica 7). La afirmacién iv), se deduce de i) y de
i4i) como en la demostracién del lema 3.56. La demostracién de i) puede
hacerse por induccion sobre p usando el lema de evaluacién, imitando los
detalles de la demostracion de la proposicion 7.24. Dejamos esto como
ejercicio. O

7.27 Ejemplo. Recordamos ver las notaciones del capitulo 3, sobre poli-
nomios homogéneos y sobre aplicaciones n-lineales simétricas y notacion
con multiindices. Ver la proposicién 3.11.

i) Sea T' € L,(E;F) y P € H"(E;F) el correspondiente polinomio
asociado. Entonces,

DRP & H"H(E; L3 (B; F)),
y es caracterizada por
DFP(x)(vr,...,v05) =n(n—1)...(n —k+ DT(@" *vvy ... 0p),
donde (v1,...,v;) € EF.

ii) Sea T € L(Eq,...,E,;F). como T es lineal en cada variable,
D;yiT =0, parai = 1,...,n. Se deduce que Dy, ;T = 0 si cuales-
quiera de los subindices j’s son iguales. Luego, D"*1T = 0. Por el
teorema 7.26, tenemos:

P! mi . yma

leeemy,
|m|=p
m;=0,1

7.28 Nota. (Dimension finita) Sea A un subconjunto abierto de R™ y
F espacio vectorial normado y f : A — [ aplicacién p-veces diferen-
ciable en x € A Entonces, para 1 < jp < n, k = 1,...p, considerando
Dy, .4, f(x)(1,1,...,1) € F, recordando que

Djl---jpf(x) S ﬁ(R, oo R F) = ﬁp(R; F)

Otra notacién muy usada es la notacién con multiindices, si
Jj = (j1,J2,---,Jp) es una p-upla de enteros 1 < jr < n, se denota
con Dj = Dy, j, = Dj Dj,...Dj, la derivada parcial con respecto a la
variable j; de la derivada parcial con respecto a la variable jo,..., de la
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derivada parcial con respecto a la variable j,. Si (e;)j = 1,...n, es la
base candnica de R™ deducimos de el teorema 7.26 ii) anterior que

Dpf(:v)(ejl, ey ejp) = Dj17~~~jp'

Esto es consecuencia de que [;(1) = ej, para j = 1,...,n. Deducimos
del lema 7.14 que

Dj,..ipf(x) = D}, (Dj, 3, f)(x) = D1(... Dj, ,(Dj, f)...)(z),

por lo tanto nos reducimos a calcular sucesivamente las derivadas par-
ciales. Recordamos el uso en esto de la notacion cldsica para la derivada
parcial de orden p:

orf

Dy, j, f(x) = m

Recuérdese el caso R” y F = R y la reduccion ya vista en el capitulo
3, donde vimos que la matriz Hessiana y
o0 f 0% f

= 1<4,9<n.
ijaxi 6951690]7 =hy=n

Finalmente, para m = (mq,...,my,) € N" un multiindice con
|m| =mqy+---+m, = p, la p-ésima derivada parcial de f en z, diferen-
ciando con respecto a x1, mi-veces,. .., con respecto a x,, my-veces. En
notacién clasica es:

" f(x)
———"— = D" f(x) = D{*DJ?... D" f(x),
donde para la n-upla m de enteros no negativos anterior,
D™ = D" ...D;* y Dj es la derivada parcial con respecto a la va-
riable z;, para j = 1,...,ny D;nj significa derivar con respecto a z;,
m; veces

La siguiente proposicién recuerda esto en la nueva notacién, es una
reescritura de el teorema 7.26 con esta notacién.
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7.29 Proposicion. Sea F espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de R™. Si

f:A— T es p-veces diferenciable en x € A.

Entonces para todo multiindice de enteros j = (j1,...,Jp), 1 < jk <
n, para k = 1,...,p, las derivadas parciales D;f(x) = Dy, f(x) =
Dj, ... Dj, f(x) existen, y ademds, son simétricas respecto de las j’s te-
nemos:

DPf(x) = Z Djy . g f(@)(Pjy X -+ X Pj,)
j17~~~,jp:1
|
= > o Prd @M X )

l...m
|m|=p

7.4 Teorema de Taylor

Una generalizacion del teorema del valor medio, es la llamada férmula
de Taylor par funciones de R en R que establece que si {2 C R, es abierto,
f:Q — R es funcién derivable hasta orden m + 1 en 2, y si z,y €
con [z,y] C Q, entonces existenz € [z, y| tal que

MR () () — 1) _ pymtl
1= siay+ LU= R e,

la obtencién de esta formula para varias variables, es necesario introducir
simbolos y notacién, comenzamos con:

7.30 Teorema (Teorema de Taylor, con resto integral). Sean E,F es-
pacios de Banach, A C E abierto x,y € E, tal que [z,z + y] C A.
Notaremos con

y*® = (y,y,...,y)
———

k wveces
Sif:A—T, feC™1(A). Entonces:
Flat+9) = F@)+ £ @y + g f @@+ b = @)™ 4 Ry)

m)!

1 _4\m
con R(y) = / Mf(mﬂ)(ﬂ: +ty) -y dt.
0
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Demostracion. Consideramos la aplicacién ¢ : [0,1] — F,definida por:
#(t) = f(x + ty). Observamos que ¢ es de clase C™*!| y sea

1—1)°
2!

¢”(7§) 4+t %qﬁ(m)(f)’

g(t) = o(t) + (1 —1)¢'(t) +

Vemos que

g(1) = f(z+y), 9(0) = f(@) + f' @)y + " (@)y® + -+ 0 (@)y™,

ademas

(1-ym
m)!

g(t) es de clase C*, ¢'(t) = ¢(m+1)(75)-

Por tanto, g(1) — ¢g(0) = fol g t)dt = fol %f(mﬂ)(:ﬂ + ty) -

y™ D dt. Luego

PO 1
9(1) = g(0) + / ——F @+ ty)y Y,
O .

es decir,

Fla+9) = @)+ £y + o @)y +

1 _\m
(1 't) f(m'H)(:C + ty) . y(m)dt
m:

1
+ —fla)yt™ +/
m' 0
Esto termina la demostracién del teorema, al escoger R(y) como la
integral de la derecha en la igualdad anterior. O

Notas

1) Sean E,F,G espacios de Banach, U C E abierto, V' C F abierto,
ysean f: U — V, g:V — G, aplicaciones de clase C"™, m > 1,
entonces h = go f es de clase C"™. El calculo de las derivadas
sucesivas de 7 = g o f puede hacerse con férmulas explicitas, pero
es bastante complicado. Por ejemplo: Si h, k son elementos de E,
se puede demostrar que si x € U,

V(@) (h, k) =
g"(f(@)) - (f'(@)h, f'(2)k) + g (f(2)) - (f(z) - (b, k) € A.
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i) ST E=F =G = R, al tomar h = k = 1, considerando f,g
como en 1), se obtiene la férmula siguiente para m = 2:

V(@) = " (f(@) - (f'(2))* + g (f (@) - (f"(x)).

ii) En general, para m > 3, se obtiene para a € U, se obtiene la
férmula siguiente:

7™ (a) =

mlg"™ (f() [f (@) [ (@) - - [f (@)
Z Fil- ! (ADF1 - (ml)Fm :

Dejaremos la prueba de estas dos notas como ejercicio al lector.

7.31 Teorema (Teorema de Taylor con resto de Lagrange). Sean E,
F espacios de BanachA C E abierto y f : A — F funcion de clase
C™tl a,h € E, tales que [a,a + h] C A, si eviste M > 0, tal que
| £+ D) (z)|| < M para todo x € [a, a + h], entonces

Flat )= £(@)+ £(a) b+ f(a) B 4 ()

donde o
[R(R)|| < !thl(m“)-

(m+1)
Demostracion. En virtud del teorema 7.30, obtenemos

M o 1 - M -
[R(R)| S—,HhH( “)/ (1—t)™dt = [ ().
m! 0 (

m+1)!
g

7.32 Nota. El teorema 7.31 anterior es vélido si suponemos que f tenga
solamente derivadas hasta orden m + 1 en A, no necesariamente que sea
de clase C(™*1) en el caso E = R" y RP.

Se pueden obtener cotas para el resto R(h), como corolario al teorema
7.30, tenemos
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7.33 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto y
f: A — T aplicacion de clase C 1V a h € E, tales que el segmento
[a,a + h] C A, entonces

fla+h) = fla)+f'a)-ht-+ ﬁf(m“)(a) D - R (),

donde

HhH(mH) (m+1) (m+1)
Ry (h)| < sup f a+th

Demostracion. Observamos que

La-tm 1
/ ( ') dt = , ysi
0 m! (m+1)!

de esto deducimos el corolario. O

Destacamos el caso en que E =R? y F = R:

7.34 Corolario (Teorema de la Serie de Taylor). Sea A C R? abierto
f:A— TR, funcién de clase C*, a = (a1,a2) € A , h = (hy,hs) € R?
tal que a+h € A, si

limy, o0 || R (R)]| = 0,

entonces:

flar + hi,ag + ho) = f(a) + > (01 + had2)™ f(z, y)(a).
m=1

La serie anterior es llamada la serie de Taylor para la funcién f,
alrededor de a = (a, az). Recordamos que se identifican las derivadas
parciales con numeros reales en este caso.
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7.5 Diferenciacién bajo el signo integral

A continuacién daremos una relacion entre derivacién e integracion, ne-
cesitamos el siguiente lema:

7.35 Lema. Sean E,F espacios normados, A C E abierto, K C A
compacto, f : A — F continua, entonces dado € > 0 existe § > 0 tal que
siz € K, z € A verifican que ||z — z|| < & entonces || f(z) — f(2)]| <e.

Demostracion. Dado € > 0, para cada € K escogemos d(x) > 0 tal
que z € Ay ||z — z|| < §(x) implican que ||f(z) — f(2)|| < &, las bolas
abiertas B, = B(m,

delta(xz)) cuando x recorre K cubren a K, como K es compacto exis-

te un numero finito de elementos x1,x2,...,2, en K tales que B, ,
k =1,2,...,n cubren a K de radios J, = %5(3%) y de centro en xy.
Escogiendo

0 =min{d; | k=1,2,...,n},

obtenemos que si z € K, existe k tal que x € By para algun k, luego
|z — k| < O, siz€ Ay |z—z| <, entonces ||z — zi|| < d(zk), luego:

1£) = F@)| < [|£2) = F@l| + 1F () — F@)] < 22,

esto prueba el lema. O

Noétese la ligera diferencia entre continuidad uniforme, se permite
que z € A, no necesariamente en el compacto K.

7.36 Teorema. Sean E,F espacios normados, A C E abierto, |a,b]
intervalo de R, (a < b) y sea f : [a,b] x A — F aplicacion continua

tal que existe Dof y es continua, si g(x) = fabf(t,x) dt, entonces g es
diferenciable en A y para x € A,

b
J(z) = / o f(t, x)dt.

Demostracion. Sea x € A, podemos escoger K C B(x, r) = B, r > 0,
tal que B C A y K compacto, asique f : [a, b] x K — F es acotada y
también lo es la aplicacién daof : [a,b] x K — L(R x E,F). Si

L= /bagf(t, ©) dt,
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tenemos:
b
gz +h) - :/ F(ta+ ) — f(t,2) — Buf(t,2)h] di
b
:/ U 0o f(tz + sh) ] ds — 0o f (t,2)h dt
b
:/ [/ [O2f (t,2 + sh) — agf(t,x)h]ds] dt,
obtenemos:
lg(a +h) ~ (B

S maXs,tG[O,l}X[a,b}{Han(tvx + Sh) - 82f(t,.%')|’}“hH

En virtud del lema 7.35 anterior aplicado a 02f en el compacto
[a,b] x {x}, obtenemos que dado € > 0 existe § > 0 tal que si ||| < §
implica que el anterior maximo es menor que . Esto nos prueba que
L =g (x). O

A continuacién veremos otras versiones del teorema de Taylor

7.37 Teorema (Teorema de Taylor). Sean E,F espacios vectoriales nor-
mados, A subconjunto abierto de E y f : A — F funcion m-veces dife-
renciable en x € A. Entonces, si definimos el resto R(h) por

1
R(h) = f(z+h) = (f(z)+- ,D’“f( o) (W) + -+ D @) (),

entonces

k!

, [RM
limy, o =~ =
I
Es decir, G(h) = f(z)+ -+ 5 D™ f(2)(h™) es una aproximacién
de orden m de f en z.

Demostracion. Por induccién sobre m. El teorema es evidente para
m = 1 por definicién de aplicacién diferenciable en z. Supongamos el
Teorema vélido para m — 1. Sea r > 0 fijo tal que B,(z) C Ay su-
pongamos que h € B,(0), por lo tanto x + h € B,(x). Definimos la
aplicacion

F:B.(0) »F por F(k)=f(z+k)— f(z).
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Entonces I es m-veces diferenciable en 0, tenemos D¥F (h) = D* f(x+4h)
parak = 1,...,m. Substituimos en la definicién de R(h), deducimos que:

F(K) = DE(O)(R) 4+~ D™ FO)(K™) 4+ D" F(0) (k™) + R(k).

Diferenciamos con respecto k y si F'(h) = g(h), obtenemos:

g(h) = g(0) +...+ ﬁDklg(O)(h(kl)) +
+ ﬁlﬂml) g(0)(R"~V) + DR(h).

Por lo tanto, por hipétesis de induccién, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
|h|| < & implica [|[DR(h)|| < €||h]|™ Y. Por el teorema del valor medio,

[1R(h) = R(O)|| < [|A]| sup [[DR(th)[|.
0<t<1

Como
IDR(th)|| < eljthl|™ Y, ]l <4,
deducimos
[R(A)|| < el[nll™, si [[A]] <6
Como € > 0 es arbitrario, el teorema queda demostrado. O

A continuacién un corolario en el caso de aplicaciones de R"™, a valor
real.

7.38 Corolario. Sean A subconjunto abierto en R™ y f : A — R apli-
cacion p-veces diferenciable en x € A. Entonces

Fla+h) = +§;<z

D f(@") + R(D),
|m|=k

donde h € R y ®

R(h

limp o > =

[1]1?

Demostracion. La demostracion es consecuencia inmediata de la féormula
para la derivada DFf () dada en la proposicién 7.26. ]
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7.39 Nota. Usando la notacién clasica para las derivadas parciales, la
expresion de la féormula anterior es:

P k
k! O f(x m "
f(ac)—i—Z( Z mil...m !(8m1..Fa)mnhll"'hn")"‘R(h)a
k=1 mi+--+mp=k n 1 Tn

donde h € R".

7.40 Corolario (Teorema de Taylor, para funciones de variable vec-
torial a valor real). Sean A subconjunto abierto del espacio vectorial
normado E y f : A — R funcion p-veces diferenciable en en el segmento
[z,x + h| C A. Entonces existe A € (0,1), tal que

1 1
fa+h) = f(@)+Df (@) (h)+ -+ D f (@) (hh)+ AP F @A) (R).
Demostracion. Definimos ¢ : [0,1] — A C E, por ¢(t) = z+th, t € [0,1].

Entonces, al definir F' = fo¢ : [0,1] — R, vemos que F es p-veces
diferenciable en (0,1) y

F¥(t) = DFF(t) = D¥f(x + th)(h*),  k=0,...,p.

Aplicamos ahora el teorema de Taylor clasico a F', obtenemos el corola-
rio. ]

* Noétese que el teorema de Taylor 7.30 requiere que los espacios sean
de Banach, debido a que la teoria de integracién requiere que los espacios
sean de Banach. a continuacion destacamos los casos de dimension finita.

7.41 Corolario. Sea A subconjunto abierto de R™ y f: A — R aplica-
cion p-veces diferenciable en el segmento [z, x + h] C A. Euxiste
A€ (0, 1), tal que

F@+h) = f(z) +§_:< 3 %Dmf(m)hm> + Y %Dm(xﬂh)hm.

k=1

Por 1ltimo, recordamos que con la notacién de multiindices del capitu-

lo 3, tenemos: Si a = (v, cvg, - - - , v, ) €s un multiindice en R™, es decir una
. . n

n-upla de enteros no negativos o, j = 1,2,--- ,n, con |a| = ijl a; se

denota el orden de «a, si = (0, ,3,) es otro multiindice, se definen:
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a+ﬁ:(al+ﬁla'” aan“’ﬁn)

a<pBea; <P, para j=1,2,--- ,n
al = alas! -+ ay)
Sixz = (r1, - ,2,) €ER"y a = (a1, , ) es un multiindice, el
monomio z® = z{* - -+ , x4, entonces un polinomio de grado m > 0 en

R™ es una escritura de la forma:

P(z) = Z cqr®, con ¢, €R,

se tiene: Si x € R™ y m > 0 entero, entonces

m)! m)!

(6% [OSRIC RN 0 79
la|=m la|=m

Esta formula se demuestra por induccién sobre n fijado m.

Ahora se nota: D® = D" D3? --- D&, es decir,

Hlel

pof—_—_%
! ozt - dapn’

donde DY%f = f,

par funciones definidas en abierto de R™ a valor real.

7.6 Ejercicios

1) Sean E, F, G espacios normados A C E abierto, V' C F abierto y
feCkA), ge CFV):
i) Pruebe que si a € A, es tal que f(i)(a) = 0, para
i=0,1,...,k, entonces (gof)?(a) =0, parai =0,1,2,...,n.
ii) Pruebe que si (g)® (f(a)) = 0 para¢ = 0,1,...,k entonces
(go £)D(a) =0, parai=0,1,2,...,k.

2) Sea B = B(0,r) C R™, la bola abierta de centro en 0 y radio
r >0,

g: B —R" funcién k — veces diferenciable en B,
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ademads k + 1-veces diferenciable en 0, tal que
¢dP0)=0, para i=0,1,2..., k+1,

demuestre que
9(x)

0.
[ kan

ll,mx_,o

(Sugerencia : use el teorema de la desigualdad del valor medio
para concluir que ||g(z)|]] < M para algin M > 0, e induccién
para Dg = ¢').

Sean E, F espacios de Banach A C E abierto f: A — F, f se dice
analitica en A si:

i) feCkA) paratodo k=1, 2,...,y

ii) dadox € A, existe 6 > 0 tal que ||h|| < ¢ implica que z+h € A
y

flxz+h)= +Z f 2)h™,

exhiba ejemplos de funciones f : A — F, tales que f € C*(A)
que no sean analiticas.

Demostrar las féormulas dadas en las notas 1) y 2) después del
Teorema de Taylor. Para 2 ii) le sugerimos usar el teorema de
Taylor, escribir

% (@) + pp,
0<k<m

=
&
|
=
¥
I
8
| |
g

donde R, es el resto en la férmula de Taylor para v(z) = g(f(z))
Y Pm es el resto en la férmula de Taylor para f(x). Despreciando
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pm y usando la férmula del binomio de Newton para (f(z)— f (a))z,

€!(m _ a)k1+2k2+---+mk‘m
= 2 kol T (TFs (212 - ()

k1ot m =
(F (e (7o)

obtenga la férmula pedida.
5) Sean E,F G, espacios de Banach, A abierto en E, B abierto en F,
f:A— B, g¢g:B— G, aplicaciones de clase C"™,

a € A es tal que D¥f(a) = 0, para k = 0,1,...,m, entonces
D¥(gof)(a) =0, parak = 0,1,...,m. (sugerencia: use induccién).
Demuestre también que, si D*g(f(a)) = 0, para k = 0,1...m,
entonces D¥(go f)(a) =0, para k =0,...,m.

6) Sea A subconjunto abierto de R?2y f: A — R es C' y que 0o f
existe y es continua en A.

i) Demuestre que existe J12f en A y es igual a do1 f. (sugerencia,
considere

9(s) = f(x+s,y+k)— f(z+s,y) = Onl(z,y)(sk), se€]l0,1]
).
ii) Considere
_ay(a® —y?)
flz,y) = 1)
£(0,0) = 0.

Demuestre que f es C' en R?, existen las derivadas parciales
de orden 2, en R?, pero 012 f(0,0) # 021 £(0,0).

, st (x,y) #(0,0)

7) Determine la aproximacién de orden 3 dada por el teorema de
Taylor, en el punto (0,0) para la funcién f : R? — R3, definida
por

flz,y) = (a® + % ye”, "),
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8) Sean (H,< >) un espacio de Hilbert, A subconjunto abierto de R

y
f,9: A— H funciones de clase CP?, p>2.

Si definimos f-g: A — R, por
(f-9)(x) =< f(2),9(x) >, =€ A,

determine (f-¢)? (z) y (f-¢)®)(z), para z € A, en funcién de las
derivadas de f y g.

9) Demostrar el corolario 7.34 al teorema 7.31 sobre la serie de Taylor.

10) Escriba la serie de Taylor para f : R? — R, dada por
f(z,y) = sen(z + y), alrededor de (0, 0).



CAPITULO 8

Funcién inversa e implicita

Los teoremas de la funcién Inversa e Implicita son de importancia
fundamental en otras ramas de la matemaética como analisis no lineal, to-
pologia diferencial, ecuaciones diferenciales, geometria diferencial. En es-
te capitulo E, F, G denotaran espacios de Banach, salvo mencién explicita
de lo contrario.

8.1 Difeomorfismos

8.1 Definicién. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto, VC F
abierto, f : A — V se dice un difeomorfismo de clase C*, k > 1 si

i) f es biyeccién de A sobre V, de clase C* y

ii) f~! es también de clase C*.

8.2 Nota.

308
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1) Por definicién, si f es difeomorfismo, entonces V' = f(A) y f es
homeomorfismo de A sobre V' = f(A), el reciproco no es cierto. A
continuacion un ejemplo para ilustrar esta afirmacion, considera-
mos

fR—>R
t— f(t) =13

f es homeomorfismo de R sobre R, pero f~! no es diferenciable
(en 0).

2) La funcién

fR—>R

x— f(x) =exp(z) =e€"

es difeomorfismo de clase C*, f(R) = (0, +00), su inverso es la
funcién log(x) = f~1(z), para x € (0, 00).

8.3 Proposicién (Composicién de difeomorfismos). Sean E,F,G, es-
pacios de Banach, A C E abierto, V. C F abierto, W C G abierto,
f: A—V difeomorfismo de clase C*,k > 1, de A sobre V,g:V — W
difeomorfismo de clase C* de V' sobre W. Entonces go f : A — W es
difeomorfismo de Clase C* de A sobre W.

Demostracion. Ejercicio para el lector. O

Los siguientes dos teoremas: teorema de Hahn-Banach y teorema de
la aplicacion abierta, son fundamentales en analisis funcional y otras
ramas de la matematica, no seran demostrados, pero los usaremos para
extender los teoremas de inmersién y submersién a dimensiones arbitra-
rias.

8.4 Teorema (Hahn-Banach). Sean E espacio de Banach, F C E subes-
pacio vectorial de E, f € F* = Dual de F = {f : F — R | f es lineal
continua}, entonces existe g € E* = Dual de E, tal que g es extension
de f, es decir g : E — R, y f(x) = g(x) para todo x € F, ademds
LfIl = llgll- Es decir f posee una extension lineal continua a todo E.

8.5 Teorema (Teorema de la aplicacién abierta). Sean E, F espacios
de Banach, T € L(E, F) sobreyectiva, entonces T es aplicacion abierta,
es decir si A C E es abierto entonces T(A) es abierto en F.
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Demostraciones de estos dos teoremas pueden ser consultadas en
textos de Andlisis Funcional como Rudin, W. 1973 [33]. Consecuencias
de estos teoremas son los siguientes tres resultados.

8.6 Corolario. Sea E espacio de Banach, si E* = {T : E — R es
continua}. Entonces

E* ={0} siysdlosi E={0}.

T(x)=T(y) paratodo T e€E* siysolosi xz=uy.

Es decir, existen bastantes aplicaciones lineales continuas T : E — R
en el espacio normado E, es decir, si v € E y v # 0, entonces existe
g € E*, tal que g(v) # 0. Auin mds, g puede escogerse tal que g(v) = ||v||
yllgll = 1.

Demostracion. Consideramos el subespacio generado por v # 0,
{tv| teR}=(v)=TF
y la aplicacién

fF—-R
tv — f(tv) = tlv].

Es claro que f es aplicacién lineal continua del subespacio F en
R, f(v) = |lv|| > 0, ||fl| = 1, el teorema de Hahn-Banach 8.4 nos
implica que existe g € L(E, R), la cual es extension lineal continua de f
a E. ]

8.7 Teorema (Teorema de Isomorfia de Banach). Todo isomorfismo
entre espacios de Banach que sea continuo es homeomorfismo lineal, es
decir: si E, F son espacios de Banach, y T : E — F es aplicacion lineal
continua vy biyectiva, entonces T~' es continua.

Demostracion. Por el teorema de la Aplicacién Abierta 8.5, como T es
aplicacién lineal continua sobre es abierta, por ser inyectiva concluimos
que T~ es continua. ]
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8.8 Proposicion. Sean E y F espacios de Banach, A C E abierto,
V CF abierto, f : A — T difeomorfismo de clase C*, k> 1, de A sobre
V', entonces para todo x € A, se tiene que

(f'@) " = (f@).

Demostracion. Como f es difeomorfismo de clase C*, para x € A, tene-
mos

(f Lo f) (@)= (f1 (f() o f'(z) = idg,
(fo N (f(a) = f(z)o(f ) (f(z)) = id,

luego (f~1)(f(z)) = (f’(:n))_l. Hemos usado la regla de la cadena. [

8.9 Definicién.

i) Sean E,TF espacios de Banach, A C E abierto f : A — F aplicacién
de clase C*, donde k > 1, a € A, f se dice un difeomorfismo local
en el punto a de clase C*, si existe V abierto de E,a € V C A,
tal que f:V — f(V) es difeomorfismo de clase C* de V sobre el
abierto f(V) de F.

ii) Si para todo a € A, f es difeomorfismo local en a, de clase C*, f
se dice difeomorfismo local en A, de clase CF.

Suele también decirse que f es C* inversible en a, o localmente in-
versible de clase C* en a, para decir que f es difeomorfismo local de
clase C* en a, o C*-difeomorfismo en a.

8.10 Nota.

1) Si f es un C*-difeomorfismo de un abierto A de un espacio de
Banach E sobre un abierto V' de un espacio de Banach F, para
todo x € A, f'(x) es homeomorfismo lineal de E sobre F y

(f'(@) " = (Y (f(@)).

En efecto, flof =idday fof ' = id (), por lo tanto, por
diferenciacion obtenemos:

S (f@) e fi(@) =ids, ['(x)o(f) (f(x)) = ids.
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8.11

Los comentarios siguientes serdn hechos bajo las hipdtesis de la
definicién anterior. Si f es difeomorfismo local en A, entonces f es
una aplicacién abierta, en efecto, si S es abierto S C A, entonces
para cada s € S, existe un abierto V(s) C S C A,s € V(s), tal que
f:V(s) — f(V(s)) es difeomorfismo, donde f(V(s)) es abierto
en F, como S =J{V(s) | s € S}, por lo tanto:

1) = (Uv) s e s}) = U{F(v(s) | se s},

como cada f(V(s)) es abierto, entonces f(S) es abierto.

Si f es difeomorfismo local en a y ¢ difeomorfismo local en f(a)
entonces g o f es difeomorfismo local en a.

Un difeomorfismo local es global, si y sélo si es inyectivo.
Un difeomorfismo local en A puede no ser difeomorfismo global en
todo A, el contraejemplo candnico es
f:RxR—-RxR
(z,y) = f(z,y) = e”(cos(y), sen(y)).

Es claro que f no es inyectiva, pues f(z,y) = f(x,y + 2nm) para
todo n entero.

Pero si a,b son nimeros realesa < by f : (a,b) — R es difeomorfis-
mo local de Clase C*,k > 1, entonces f es difeomorfismo de (a, b)
sobre el abierto f ((a, b)) de R. En efecto, como f es aplicacion
abierta del intervalo abierto (a, b) sobre el abierto f((a,b)), basta
demostrar que f es inyectiva, esta es la afirmacién en el siguiente
lema

Lema. Sean a < b nimeros reales, f : (a,b) — R aplicacion

continua y abierta, entonces f es inyectiva.

Demostracion. Si existen d,c € (a,b) tales que ¢ < dy f(c) = f(d),
en el intervalo [c,d], f es continua, por lo tanto f restringida a este
intervalo toma maximo y minimo, sea M =maéximo de f en [c,d], m =
min{ f(z);z € [c,d]}, tenemos:

i

Sim = M, f es constante esto implica que f((c, d)) = {m}, se
contradice el ser f abierta.
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ii) Sea entonces m < M, si m = f(c) = f(d), existe z € (¢,d) tal que
M = f(z), existe € > 0 tal que (z—¢, z+¢) C (¢, d), por lo tanto el
intervalo abierto (z —¢€, z 4 ¢) es enviado por f en uno de la forma
(ar, M|, se contradice asi que f es abierta. Si M = f(c) = f(d),
existe w € (¢,d), tal que m = f(w) < M, nuevamente existe
d >0, tal que (w—d,w+9) C (¢,d), el intervalo (w — J,w + 0) es
enviado por f en uno de la forma [m, ), se contradice nuevamente
el ser f abierta. Si f(c) = f(d) < m < M, razonando como antes
concluimos que f no seria abierta. Luego f debe ser inyectiva. [

8.2 Principio de contraccion de Banach

8.12 Definicién. Sean (My,d),k = 1,2 dos espacios métricos, una
aplicacion f : My — My se dice una contraccién si existe A € R,0 < A\ <
1, tal que para todo z,y € My, dy (f(z), () < Ada(z,y).

8.13 Nota. Observe que si f es contraccién, f es continua.

8.14 Ejemplo. Sea A C R™ abierto convexo, f : A — R", diferenciable,
tal que | f'(z)|| < X para todo x € A,0 < X < 1, podemos concluir al
usar el teorema de la desigualdad del valor medio que dados z,y € A,

|£@) = £ < e = ylsup{ | )] = € o8]} < Az = ]l

luego f es contraccién, cualesquiera sea la norma usada. Un caso parti-
cular es f(x) = A\x.

8.15 Definicion. Sea f: M — M, donde M es un espacio métrico con
métrica d, un punto a € M, se dice un punto fijo de f si f(a) = a.

El siguiente lema debido a S. Banach, es conocido como el Principio
de Contraccién o de Aproximaciones Sucesivas; también es referido como
el Teorema del punto fijo de Banach.

8.16 Lema. Sean (M,d), un espacio métrico completo y f : M — M,
una contraccion con constante de contraccion A, (0 < A < 1). Entonces
f posee un unico punto fijo, ain mds, si a € M, la sucesion x1 = f(a),
xo = f(x1),...,Tnt1 = f(xn) converge al punto fijo de f.
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Demostracién. Dados z,y € M,d(f(z), f(y)) < Ad(z,y), obtenemos:
d(mnwxn—f—l) S )\d(xn—laxn) S )‘Qd(xn—%xn—l) S T S )‘nd(aawl)7
luego para m > 1,tenemos:
d(xru xn—l—m) S d(xru xn—i—l) + d(xn—f—h xn+2) +---+ d(xn-‘,-m—h xn—l—m)
< ANd(a,z1) + A" d(a, 21) + -+ AT d(a, 2)
S ()\n + )\n—I—l + )\n+2 NN )\n—l—m—l)d(a,xl)
)\n
1-X

< d(a’xl),

esto demuestra que la sucesion x,, es de Cauchy, como M es completo
existe w € M tal que

limy, oo Tn = w = My 00 Tpp1 = limy oo f(zn) = f (Hmy— 00 25) = w.

Hemos probado que f posee un punto fijo, w, hemos usado que f es
continua. Sea z otro punto fijo de f, es decir que f(z) = z, veamos que
Z = w, COMO:

d(z, w) = d(f(2), f(w)) < Ad(z,w),
obtenemos que 0 < (A—1)d(z, w), desigualdad posible sélo si d(z, w) = 0,
luego z = w. O

8.17 Nota. Sea M = [1,400) con la métrica inducida por el valor
absoluto usual de R, (M, | |) es espacio métrico completo (un cerrado en
un completo es completo).

f:[l,40) — [1,+)

x»—>f(x):x+%,

vemos que si z = x + %, entonces % = 0, y esta igualdad no se da para
ningin x en M, luego f no posee punto fijo, ademas:

c-o-3)

Pues para z, y € [1, +00), 1 — I—ly <1, luego:

[f(@) = fly)| =

< |z —y

1 1‘
r+-——y——| =
x Yy

|f(:c) - f(y)| < |z —y| paratodo z,y € [1,400).
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Esto muestra que la condicion 0 < A < 1, en el teorema, no es
superflua.

8.18 Teorema (Perturbacién de la Idéntica). Sea E espacio de Banach,
A C E abierto, f:E — E contraccidn,

p:A—=E, delaforma o¢(x)=1z+ f(z).

Entonces ¢ es homeomorfismo de A sobre p(A) y p(A) es abierto en E
(0 < XA < 1, la constante de contraccion).

Demostracion. Es claro que ¢ es aplicacién continua de A sobre ¢(A).
Como existe A, 0 < A < 1, tal que || f(z) — f(y)|| < Allz —yl|, obtenemos
que:
Az =yl < = f(=) = )]
para x,y € A.
lo@) = W) = llz+ f@) =y = FW)| = llz =y + f(2) = FW)]
= [z-v- (f(y ~ f@)| = llz il - Hf z) = 1)
> |lz —yll = Az - yH = (1 =Nz -y
como (1 — \) > 0, obtenemos que ¢ es inyectiva; ya que si x # v,
o) — @) = @ = Nllz =yl >0,

deducimos también de la tltima desigualdad, que ! : p(A4) — A es
continua, aun més, si z = ¢(z), w = ¢(y), vemos que

le™(2) — o7 Hw)|| <

es decir que ¢! es uniformemente continua. Luego ¢ es homeomorfismo
de A sobre ¢(A). Veamos que p(A) es abierto. Sea b € ¢(A), existe
entonces a € A, b = p(a) = a+ f(a), como A es abierto, existe > 0
tal que Byla] = B[b,r] = {z € E: ||z —a| < r} C A, afirmamos que:

By(b) = B(b.6) = {y € E: |y — b]| < 6} C (4),

donde 6 = (1 — \)r. Sea y € Bs(b), veamos que existe x € A, tal que
y = ¢(x). Si g(y,-) es la funcién

g(y") :A—E
z—g(y,z) =y — f(z),
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como B,[a] es cerrado y E es completo, B,|a] es espacio métrico com-
pleto, con la norma de E restringida a B, [a], tenemos:

i) 9(y, Brla]) C By[a] y

ii) g(y,-) es contraccién de B,[a] en si mismo.

En efecto: sea x € B,[al,

l9(y,2) —a|| = [ly = f(@) = a|| < |ly = f(a) = a|| +||f(a) = f(2)|
<S4+ ANa—z|| <o+ Ar
=(1=XNr+Ar=r

Luego [|g(y,z) — a|| < r, para todo = € B,[a], esto demuestra i).
Sean z, z € Byla] tenemos:

l9(y,2) — gy, 2)|| = ||y = f(2) —y+ F(2)|| = ||f(2) — f(2)]| < Allz — 2.

Esto demuestra ii). Por tanto, en virtud del lema anterior, g(y,-)
posee un unico punto fijo, sea este x, es decir que g(y,z) = x, luego
y— f(z) =z, por lo tanto y = f(x) + 2 = ¢(x) € p(A), luego p(A) es
abierto. O

8.19 Ejemplo.

a) Sea B un espacio de Banach, £(B,B) = E el espacio de Banach de las
aplicaciones lineales continuas de B en B, y sea T' € E tal que ||T|| < 1,T
es contraccién de B en B. En efecto, dados =,y en B

|IT(z) =T = [T =l < 1Tl =yl
como A = ||T| < 1.

En virtud del teorema 4 anterior, vemos que ¢ = (I +7T) es un
homeomorfismo de B sobre ¢(B), el cual es abierto en B, luego ¢ es
homeomorfismo lineal sobre el subespacio ¢(B), no podemos concluir que
©(B) es igual a B, en general es necesario usar el teorema de la aplicacién
abierta 8.5 o usar que si S es subespacio vectorial abierto del espacio de
Banach B entonces debe ser S = B. En el caso en que dim(B) =n < oo
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en este caso ¢ es homeomorfismo lineal de B sobre B, por tener ¢(B)
la misma dimensién que B. Si dim(B) = n < oo, el anterior argumento
demuestra que B(I,1) esta constituida de elementos inversibles, pues si
T € B(I,1), se tiene que ||T'— I|| < 1, luego ¢ : B — B, definida por
o(x) = (T — I)(z) + I(x) = T(z) es homeomorfismo lineal de B sobre
B, es decir que T es inversible. Estos resultados, fueron ya obtenidos en
el capitulo sobre algebras de Banach. En particular, si A = (a;j)nxn €s
matriz cuadrada real tal que los elementos de A — I = (aij — 5ij)nxu
son tales que ‘aij — 5z~j| < % para i,j = 1,2,...,n, donde ¢;; es el delta
de Kronecker (1 sii = j, 0sii# j), entonces el sistema Ax = b posee
solucién unica dado b € R™, en efecto, tomando para x € R”, si

]| = max{|lzx] : k=1,2,...,n},

esta norma induce en £(R",R") una norma segun la cual, si A = (a;;)
entonces
1Al < 7 (méx; j—,...n] as5])

luego como [T —I|| < 1y T =1+ (T —I), obtenemos Tx = Az,
el teorema 8.18 anterior implica que T es homeomorfismo lineal de

R" sobre R™, esto equivale a que Tx = b posee solucién tnica, dado
b= (b1,...,bpn).

b) Sean B un espacio de Banach, y T : B — B, una aplicacién lineal
continua de B en si mismo, A € R, un ndmero real, I : B — B la
aplicacién idéntica, (AI —T') : B — B. Entonces para |\| suficientemente
grande el operador (A — T') es sobre.

Para todo x € B:
[[Az]| = [T (@)[]| < [[(A = T)(z)]|.

Como T es lineal continuo, existe a > 0 tal que ||T'(z)|| < a||z||, por lo
tanto, para todo real |\|,tal que |A| > a, tenemos:

(A = a)llzll < [T =T) ().

Luego, para estos reales la aplicacién (A —T), tiene inverso continuo
definido en (AI—T)(B) (ver proposicién 1.39). Sea |\| > a, entonces para
v € B dado, tenemos que Ty : B — B, definida por

T,(@) = 30+ T()),



318 CAPITULO 8. FUNCION INVERSA E IMPLICITA

es una contraccién, pues:
1 a
ITo(2) = To(2)l| = [S1IT(2 = )] < [S[lle = I,

entonces por el Principio de Contraccién de Banach T, posee un tnico
punto fijo. (ver teorema 8.18), existe un unico z € B, tal que T, (2) = z,
es decir, que z = %(v + T(2)), luego existe z, tal que v = Az — T'(2), es
decir que (A — T') es sobre.

8.20 Corolario. Sean E espacio de Banach, A C E, abierto, T € G,
donde
G={LeL(E, E)|L es homeomorfismo lineal}.

Sip: A— E, definida por p(z) = T(x) + f(x), donde f:E — E es tal
que existe o > 0, tal que Hf(:v) — f(y)H < aflx —yl|, y donde o verifica

que o||T~Y|| < 1. Entonces ¢ es homeomorfismo de A sobre el abierto
o(A) CE.

Demostracion. Observamos que:

i) T"'op=g:A—E es tal que
g(x) =T Hp(x)) =T (T + f(x)) =z + T~ (f(2)),
ii) 7710 f: A — E es contraccién. En efecto, para =, y € A:

|77 o f(z) =T o f)|| = [T (F(2) - FW))
< T H[[If ) = £ )]
<77V o = yll = Az — ]I

donde A = a||T 7|, verifica 0 < A\ < 1, luego T~ ! o f es contrac-
cién, esto demuestra que g es homeomorfismo de A sobre g(A), en
virtud del teorema 8.18 y g(A) es abierto en E; luego como T es
homeomorfismo lineal, obtenemos T o g : A — [E, serd homeomor-
fismo de A sobre el abierto

(Tog)(A) =T(g(A) =T (T~ p(4)) = (A)

como T og=To (T !op) = esto completa la afirmacién por
ser ¢ compuesta de homeomorfismos.
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0

El siguiente lema es el lema 4.22, el cual renunciamos, y daremos una
demostracién diferente a la dada en el capitulo 4, usaremos el teorema
8.7 de Isomorfia de Banach.

8.21 Lema. Sean E,F, espacios de Banach (homeomorfos linealmente),
L(E, F) el espacio de Banach de las aplicaciones lineales continuas de
EenlF. Si

6 =6(L(E;F)) ={T:E—F| T homeomorfismo lineal de E sobre F},

entonces & es abierto en L(E, IF).

Demostracion. Si & es vacio nada a mostrar, por lo tanto suponemos
que existe un homeomorfismo lineal de E sobre I, es decir & es no vacio.
Enel caso E =T,

G={L:E — E, Les lineal continua e inversible, con inversa continua}.

G es abierto en L(E,E) (ver capitulo 4, ejemplo 4.5). En este caso & = G.
Sea T € @(L’(E; )) fija, entonces la aplicacién

¢ : L(E, F) — L(E,E)
L—yp(L)y=T'oL

es lineal, continua, pues [[¢(L)|| = |7~ o L|| < [T ||| L]; inyectiva, si
Y(L1) = (L) para Ly, Ly € L(E,F), entonces T~ o L; = T~ o Ly
y esto implica L1 = Ly. Ademds dada S € L(E,E) existe L=To S €
L(E,F) tal que ¥(L) = S, luego 9 es sobre. El teorema 8.7, de isomorfia
de Banach nos implica que 1 es homeomorfismo lineal de L(E,F) sobre
L(E,E), vemos que

Y HG)={ToS|SeG}=6.

Luego por ser ¢ continua y G abierto en L(E,E), obtenemos que el
conjunto & es abierto en L(E,F). O

8.22 Nota.
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i

i)

iii)

Si A es élgebra de Banach, con unidad u, |lul| =1,

nv:g—Gg
-1

x—inv(x) =z,

(donde G = {z € A, x inversible}) es continua, ain mdas diferen-
ciable (ver capitulo 4, proposicién 4.16 y teorema 4.17). Tenemos
entonces como aplicacién de este teorema que si [E es un espacio
de Banach, A = L(E,E) es algebra de Banach con identidad I la
aplicacion idéntica de E en E, con

|7 = sup{[|T ()| : = € E, ||| = 1},
y Ml = 1.

Dados E, F espacios de Banach, como L(E,F), L(F,E) son espacios
de Banach con la norma usual definida para aplicaciones lineales
continuas de un espacio de Banach en otro como se definié en el
capitulo 1, en las hipdtesis de que E y F sean homeomorfos li-
nealmente, es decir, si existe T : E — F homeomorfismo lineal
de E sobre F, entonces segun el teorema anterior, la aplicacion
Y« L(E,F) — L(E,E) definida por (L) = T~! o L es un ho-
meomorfismo lineal entre estos dos espacios de Banach, podemos
concluir concluir que:

LE,F) ={ToS|S e L(EE)}, para T fijaT : E — F ho-
meomorfismo lineal de E sobre F. Supondremos que E y F son
homeomorfos linealmente en el préximo teorema, ademads remiti-
mos al lector al Capitulo 4, donde se demuestra que la aplicacién

nv:g —Gg
L —inv(L) = L7,

donde G = {L : E — E | L es homeomorfismo lineal} C L(E,E),
el cual es abierto en el algebra de Banach A = L(E,E), inv es
aplicacién diferenciable y para L € Gy H € L(E,E) se tiene,
inv'(L)(H) = —L 'HL™! (ver teorema 4.17).

8.23 Lema. Sean E,F espacios de Banach, la aplicacion

INV : % = 6L(E,F) — &, = 6L(F,E)
L+~ INV(L) =L,
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es diferenciable de clase C™, ademds, INV'(X)H = —X 'HX ! para
H e L(E,F).

Demostracion. Dado T : [E — F homeomorfismo lineal fijo, denotaremos
con A= L(E,E)ycon&={ToS|SeG},G como anteriormente fue
definido. Ya que 77! : F — E es homeomorfismo lineal de F sobre E,
entonces & = {T"105; | S; € G}, donde

G1 = {51 :F — F| S es homeomorfismo lineal}.

Como L(E,F) ={T oS | S € L(E,E)}, tenemos: Dados L € & y
H e L(E,F), existen un tnico S; € G y un tnico H; € L(E,E), tales
que L =ToS1y H="ToHj, usaremos que inv : G — G es diferenciable
vy que G, ®, Gy, &1 son abiertos; H — O si y sélo si Hi — O, tenemos:

INV(L+H)=INV(To(Si+H))=(S1+H) ' oT!
= (Sy' = ST H ST + r(Hy)) o T
=S tor ™t ST H ST o T 4 (Hy) o T
=(ToS) ' —(ToS) o(ToH)o(ToS)) ' +r(H)oT!
=L 'L 'oHoL ' 4r(H)oT!
= INV(L) + INV'(L)H + r.(H),

donde ry(H) = r(Hy) o T~ y INV'(L) es la funcién

INV'(L) : L(E,F) — L(E,E)
Hw— INV(L)H =L 'oHoL™

Es claro que INV'(L) es lineal continua como funcién de H y ademads
de
(L+H) =L '— L 'oHoL ' +r.(H),

obtenemos:
I=(L+H)oL™ —(L+H)o(L 'oHoL ™)+ (L+ H)or.,(H)
=I-HoL 'oHoL '+ (L+H)or.H),

luego:
r«(H) = (H+L)71 oHoL™! oHoLil,
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deducimos que:

0 < [ru(E)[| < [H|PZ7HP [ (L + H)~'|

)

por lo tanto:

7 ()] —12 -1
0< +— L < ||H|||L L+ H )
< i < LI P 1)
luego
«(H
oo g =0

esto completa la demostracion de la diferenciabilidad de INV en L, pues
la aplicacién INV (L + H) = inv(S; + Hy) o Tt = (Sy + Hy) Lo T™1
es continua por serlo inv y T fija. Veamos ahora que INV es C*°, para
ello consideramos la aplicacion:

b: L(F,E) x L(F,E) — E(ﬁ(E, IF‘),E(IE‘,E))
(\1/1, \112) (g b(‘l’l, \112) . E(E,F) — E(F,E)
A b(Uq,P5)(A) = —T1 AU,
como b es bilineal continua de L(F,E) x L(F,E) en L(L(E,F), L(F,E)),
b sera aplicacién C'*°. Nuestra aplicacién INV’ es la composicién de b

con (INV,INV) = ¢,

bop=>bo(INV,INV)=INV".

Vemos que
bo(INV,INV)(X)(H)=b(X"' X "WH=-X"'HX"
Luego INV' es de clase C*, por ser ¢ = (INV,INV) continua y b

continua. Por inducciéon completamos la demostracion, suponemos que

INYV es de clase C™, de la igualdad
INV' =bogp=bo(INV,INV)

deducimos entonces que INV es de clase C"*! por ser INV' de clase
C™ (es compuesta de aplicaciones C"). Luego INV es C°. O
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8.3 Teorema de la Funcién Inversa

8.24 Teorema (Teorema de la funcién inversa). Sean E,F espacios
de Banach, A C E abierto, a € A,f : A — F, aplicacion de clase
C*(k > 1), tal que f'(a) : E — F es homeomorfismo lineal. Entonces
existe V' abierto, a € V. C A tal que f : V — f(V) es difeomorfismo

de clase C*, para y = f(z) € f(V), (f ") (y) = (f'(2)) . W = f(V)
abierto en IF.

Demostracién. Primero algunas reducciones. Sea T' = f’(a), como T es
homeomorfismo lineal de E sobre [F, entonces

(T_1 o f) :A—E
T — (T_1 o f) (x) = T_l(f(x)).
Para x = a tenemos

(T™" o f) (a) = T~ o f'(a) = idg = idéntica de E.

Vemos que T~ ! o f es localmente inversible de clase C*, de esto
deducimos que f lo es, pues f = T o (T~! o f). Esto reduce el teorema
al caso

f:A—E, f'(a) =ig.

Sea f(a) = b, la aplicacién:

T, E—E

r—T(x) =x+a
es homeomorfismo C*.7/(x) = ig, para todo z en E.

T p:F—=TF
y—T1p(y) =y -0

es homeomorfismo C¥, 7/, (y) = ip. Consideramos B = {v—a | v € A} =
T_q(A), vemos que B es abierto en E,0 € B, entonces f; = 7_p0 forg:
B —E,

fi(z) = T_bOf(Ta(Z)) = T_b(f(a+z)) =fla+2)—b
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f1(0) = 0, f1 es CF por ser T_y,T,, f aplicaciones de clase C*. Si f; es
localmente inversible, de clase C*, se deduce que f lo es, ya que

f=mofioTa

Estos comentarios nos permiten entonces reducir el teorema al caso

E=TF,f(0)=0, f(0)=idg = i.

id

FIGURA 8.1. Teorema de la funcion inversa.

Demostraremos el teorema en este caso: sea A CE, f: A - E,0 € A,
tal que f € C* k> 1, f(0) =0y f(0) = ig = i, como f es diferenciable
en 0,y f(0) =0, f(z) = x+r(x), vemos que r(z) = f(z)—x, es de clase
Cken A, r(0) = 0. Sea A,0 < A < 1, f(0)]| = [li| =1, como r € C¥,
entonces de la continuidad de 7’ en 0, obtenemos que existe § > 0, tal
que [|z|| < § implica

[r'@)|| <A, D=Bs[0] ={z cE:|lz| <4} C A.

La desigualdad del valor medio nos implica que si z, y € E(;(O) =D
entonces:

[r(z) —r@)|| < llz —yllsup{|"'(2)|| : =€ [, 9]}

Hemos deducido que si [|z]] < 4, [ly|| < & entonces ||r(z) — r(y)|| <
M|z —1yl|. Por lo tanto r es contraccion de D en D, pues Hr(:c)H < Az <
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0,0 <A <1,y ||z|]| < 4. Por el teorema de perturbacién de la idéntica,
teorema 8.18 anterior, obtenemos que ¢ + r = f es homeomorfismo del
abierto

Bs(0)={z €E: |z|| <&} C A, sobreelabierto f(Bs(0)).

Como [’ : A — L(E,F) es continua y como f/'(0) =i € G,G es abierto,
0 > 0 puede escogerse tal que f’(x) sea inversible para todo x € Bg(0).
Sea

g=f"1:W =V =B;0), W= f(V), homeomorfismo inverso de f.

Veamos que g es diferenciable en cada y = f(z) € W, si existe ¢'(y),
por ser

(go f)x)=g(f(x) =z =i(x),

la regla de la cadena implica que ¢'(y) = (f/(x))fl, y = f(x). Como es

claro que (f’ (az))_1 es lineal continua, escribimos:
-1
9y +k) = g(y) + (f'(2)) "k + s(k).

Demostraremos a continuacién que

@ —0 si k—0.
]

Sea f(x + h) =y + k, entonces
k=f(x+h)—f(x) =0 siysélosi h— 0,

ya que f es homeomorfismo de V' sobre f(V)=W.

h=gly+k) —g(y) = (F'(@) " (f@)h+rh) +s(k)

= h+ (f'(x) " (r(R)) + s(k),
luego s(k) = —(f'(x))” (r(h)). Por tanto
k) _

) _ I 1)
e~ e @)
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Como f'(z) : E — E = F es homeomorfismo lineal, existen «, (3
positivos, tales que

20 1z]| < [If"(2)(2)II < B2

para todo z € E (ver proposicién 1.39). Dado este a > 0 existe § > 0,
tal que ||h|| < J, escogemos el & > 0 comin para obtener validez en lo
anterior, asi que:

r(h)

flx+h)= f(x)+ f(x)h+rh), lmp,_g Tl =

0, [lr(mI < elnl];

luego

Ikl = || f(z + k) — f@)|| = || £ (2)(R) + r(h)]|
> || £/ @) @) = ||
> 20| — allh]| = af|hll,

luego ||k|| > «||h]|, es decir que o < %, por tanto:

H‘S(k)H _M o)) r(h)
OSIWH_WWJU(» (HW)H
1 , 1 T(h)
=) (HW)H
el
<a Al

es decir que

o< BB _ bl 1)~ SN

1% 1f (2 +h) = f(2)]

(la continuidad de (f’(x)~!) implica existencia de ¢ > 0 tal que

rwl
DR

C
«

H(f'(ac))fl(z)H < c||z]|, paratodo ze€T).
Como limy_,g 7"|(}?”)

(+) que

=0,y h— o< k — 0, deducimos de la desigualdad
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Por lo tanto g es diferenciable en y, y ¢'(y) = (f’(:c))_1 para y =
f(x) € W = f(V), luego f : V — W es homeomorfismo, f y g = f~!
son diferenciables. Mostremos que g es de clase C* (k > 1). Como
J(y) = (f’(g(y)))_l, y ¢ = inv o f' o g es continua por ser compues-
ta de continuas, concluimos que ¢ es de clase C! si f es de clase C',
continuando el proceso, vemos que si f es de clase C?,inv, g, f’ son de
clase C', luego ¢’ es de clase C', esto implica que g es de clase C?. Se
completa la demostracién por induccion. O

8.25 Corolario (Teorema clasico de la funcién inversa en dimensién
finita). Sean E = R"” = F, A C E abierto, f : A — E de clase C* k >
l,a € A, tal que f'(a) es isomorfismo de E sobre E, entonces eziste
B C A, abierto tal que a € B y f : B — f(B) es difeomorfismo de clase
Ck.

8.26 Corolario. Sea A C R" abierto f : A — R™, f € CF(A)k > 1,
una condicidn necesaria y suficiente para que f sea un C* difeomorfismo
local, es que para todo z € A, f'(x) : R™ — R"™ sea isomorfismo, es decir,

det(J f(z)) # 0.
8.27 Ejemplo. i) Sea f la funcién
f:R?— R?
(z,y) = f(z,y) = e*(cosy, seny),

vemos que det (J f(z,y)) = ¢** # 0 para todo (z,y) € R?. Luego f
es difeomorfismo local de clase C'°, f no es inyectiva, por lo tanto
no es difeomorfismo global.

ii) Sea f la funcién
f:R? > R?
T,y f(x7y) = (y2 - 1’2,21'2/)-

Entonces

Jf(z,y) = [;jﬂ ;ﬂ :

luego det J f(z,y) = —4(x? 4+ y?), por lo tanto f es difeomorfismo
local C* en R? — {(0,0)}. Es decir, si (z,y) # (0,0) existen V
abierto de R? tal que (z,y) € Vy f:V — f(V) es difeomorfismo
C* de V sobre f(V), como

Y (fy) = (F(zy)
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iii)

luego

T (fay) = m [—yx gyc] :

Coordenadas polares Sea P : R? — R2, definida por:

P(u,v) = (ucos(v),usen(v)).

Determinamos a continuacién un abierto conexo de R?, en el cual
P es invertible.
Respecto a la base canénica de R?, la Jacobiana de P es :

HP)a,0) = <cos(v) —usen(v)> |

sen(v)  wucos(v)

Por lo tanto el Jacobiano es u. Luego, P'(u,v) es un homeomor-
fismo lineal en todo punto (u,v) de R? tal que u # 0. Como P
es 2m-periddica en la segunda variable v, deducimos que un tal
abierto, en el cual P es inversible es dado por la semi-faja infinita
A = (0,00) x (0,27). Para cada vy € (0, 27) fijo, la imdgen por P
de la linea (0.00) x {vp} es la semi-recta en R? que hace un dngulo
v con el eje de las U. Para ug € (0, 00) fijo, la imagen por P del in-
tervalo {ug} % (0, 27m) es la circunferencia, de centro en (0,0) y radio
up en R?, omitiendo el punto (ug, 0). Deducimos que P restringida
a A es inyectiva, como P’ (u,v) es homeomorfismo lineal para todo
punto (u,v) € A, entonces es difeomorfismo local en A y por ser
inyectiva serd difeomorfismo de clase C*° de A sobre P(A), por lo
tanto, por el teorema de la funcién inversa P~! es de clase O,
P~1:P(A) — A. Sea P~(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) = (u,v), como
P(u,v) = (ucos(v),usen(v)) = (z,y), deducimos que u? = 22 +y>
y por lo tanto, como u > 0, debe ser

u(z,y) = Va? 432,

(arctan(%) si z,y>0
5 si x=0,y>0
v(r,y) = qm+arctan(¥) s <0,y >0
37” si x=0,y<0
2 +arctan(Z) si x>0,y <0

1

y el Jacobiano de P~! en (z,y) es igual a




8.3. TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA 329

iv) El Teorema Fundamental del Algebra Como aplicacién del Teorema
de la funcién Inversa, identificando R? con C, puede darse una
demostracion del:

8.28 Teorema (Teorema fundamental del dlgebra). Sea p : R? — R? un
polinomio con coeficientes complejos, p(z) =Y p_q apz®, donde a, # 0,
n > 1 entero. Entonces existe w € R?, tal que p(w) = 0.

Demostracion. Dado z € R? p(2) = S 1, kapzF"ty
p'(z) : R? = R?,

como aplicacién lineal consiste en multiplicar por el complejo p/(z), con
el cual se identifica p'(z), es decir: para w = (hy, hs) € R2, p/(2)(w) =
P’ (2)(h1+ihs). Como un polinomio no nulo con coeficientes en un cuerpo
conmutativo, tiene un numero finito de ceros, entonces p’(z) tiene un
niimero finito de raices, entonces S = {z € R?, p/(z) = 0} es finito.
Por lo tanto G = p(S) también es finito. Luego R? — G es conexo y
abierto. Luego, si T = R? — p~1(p(9)), la aplicacién

¢:R2—p~L(p(S)) — R*~G, definida por ¢(z) =p(z) para z€ G,

es tal que si z € R2—p~1(p(S)) = T, entonces ¢/ (z) = p'(z) #0 (z ¢ S)
es complejo diferente de cero, luego ¢/'(z) : R? — R? es isomorfismo.
Por el teorema de la funcién inversa, ¢ es difeomorfismo, por lo tan-
to serd aplicacién abierta. La imagen, ¢(R? — p~1(p(9)))) sera abierto
conexo de R? — p(S). Por otro lado, podemos ver que ¢(T) es cerra-
do en R? — p(S). Luego ¢(T) es abierto y cerrado en R? — G que es
conexo, entonces ¢(T) = R? — G. Como p(S) C p(R?), deducimos que
p es sobre.(Para ver que ¢(T) es cerrado en R? — G, basta ver que si
z, €T, es tal que lim, oo p(2,) = w € R? — G, entonces existe z € T,
tal que p(z) = w. Si lim, o 2, = 00, entonces lim,,_, o, p(z,) = w, luego
tomando una subsucesién podemos suponer que lim, .o 2, = 2z € R?.
Entonces p(z) = lim,, oo p(2,) = w € R? — G. Luego z € T) O

Demostraciones de este teorema han sido dadas por muchos ma-
tematicos, la anterior variante debida a Milnor, para otra demostracién
usando el concepto de valor regular, y algo de variedades diferenciables,
ver el hermoso libro de John Milnor [27]. Otras demostraciones del teo-
rema fundamental del algebra han sido obtenidas como aplicacion de la
teoria de grado, como en el Libro de Morris W. Hirsch [21] o en el libro
de Guillemin, V. [18].
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8.4 Teorema de la Funcién Implicita

8.29 Teorema. Sean E,FF,G espacios de Banach, U C E abierto, V CF
abierto, f : UxV — G, aplicacion de clase C",r > 1. Sea (a,b) € UXV,
tal que

A f(a,b):F— G es homeomorfismo lineal.

Entonces la aplicacion ¢ : U x V. — E x G, definida por ¥(x,y) =
(z, f(z,y)) es difeomorfismo local de clase C", en (a,b).

Demostracion. 1 es de clase C", por serlo cada una de sus componentes,
tenemos:

W' (@,y)(h, k) = (h, f'(x, y)(h, k) = (h, 01 f (2, y)h + Do f (z,y)k) asi :
¢ (a,b)(h,k) = (h, f'(a,b)(h, k)) = (h,01f(a, b)h + af(a,b)k),

la hipétesis sobre ds f(a,b) implican que ¢/ (a, b)(h,k) = (0,0) si y sélo
sih =0y df(a,b)k =0, y esto ultimo que k = 0, por ser df(a,b)
homeomorfismo lineal, es facil verificar que la inversa de ¢’(a, b) es dada
por:

(T;Z)/(a’ b)) _1(u’ U) = (ua a2f(aa b))_l (v - 01f(a, b)u),

luego 9/(a,b) es homeomorfismo lineal de E x F sobre E x G, como f es
de clase C", obtenemos que v satisface las hipdtesis del teorema de la
funcién inversa en (a,b), por lo tanto 1) es difeomorfismo local en (a, b),
de clase C", es decir que existe abierto W de ExF, (a,b) e W CUXV,
tal que ¥ : W — (W) es difeomorfismo de Clase C. O

8.30 Nota. La aplicacién ¢’'(z,y) del teorema anterior puede escribirse
en forma matricial

, . I 0
V@)= 10y dufiary)]

donde I es la aplicacién idéntica de E, 01 f(z,y) : E — G,02f (z,y) :
F— G.

8.31 Teorema. (Teorema de la funcion implicita). Sean E,F,G espa-
cios de Banach, U CE,V CF, abiertos, f : U xV — G aplicacion de
clase C",r > 1,(a,b) € U x V, tal que d2f(a,b) : F — G es homeomor-
fismo lineal. Entonces:



8.4. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 331

i) existen subconjuntos abiertos U, C U,a € U, y W, C G,  f(a,b) €
W, y una aplicacion

g: U, x W, -V, declase CT,
tal que para todo (z,w) € U, x W, se tiene:

f(:n,g(x,w)) = w,
pueden escogerse U,, W, de tal manera que g sea unica.

En particular, si f(a,b) = ¢, entonces para todo x € U,, f(x,g(x, c)) =
c. La funcion h(z) = g(x, ¢) suele llamarse la funcion implicita deter-
minada por f.
i1) Puede escogerse el abierto Zy = Uy x Wy de tal forma que para todo
z = (x,w) € Zy se tenga que
O fx,g(x,w) sea homeomorfismo lineal y para (h,k) € E x F,
—1
alg(xaw) = —(a2f(xag(x’w))) oalf(x, g(x’w))
-1
aQQ(xaw) = (Ggf(x,g(m,w))) 'Y

!

g (x,w)(h, k) = (82]0('7;79(1.71”)))71 © <—61f(x,g(x,w)) o P + P2> (h7 k)

— (0uf (. gl w))) " (—alﬂx,g(x,w))(h) n k)

Demostracion. Consideramos la aplicacién ¢ : U x V — E x G, como en
el teorema 8.29 ¢(z,y) = (m, f(a:,y)), entonces por dicho teorema 1) es
un difeomorfismo local en (a,b), de clase C", es decir que existen Uy, V7,
abiertos de E,F respectivamente a € Uy,b € V7, tales que:

YU x Vi — (U x V1)

es un difeomorfismo sobre su imagen, su inversa local ¥~ !, puede consi-
derarse entonces definida en un abierto de la forma

Uy x W, C(Uy x V1),
donde a € U, C Uy C E,¢(a,b) = (a, f(a,b) = (a,c) € UyxW, C UG,

v U, x W, — E xF,
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es de la forma

wil(u’ w) = (u’ g(u, w)) )
donde g es de clase C", la aplicacién g : U, x W, — F, satisface las
condiciones pedidas, en efecto, para (u,w) € U, x W,, obtenemos:

(u’w) = wal(u,w) = ¢(u,g(u,w)) = (u’f(U,g(u’w)))a

deducimos que w = f(u,g(u,w)), para todo (u,w) € U, X W,, y en
particular para ¢ = f(a,b) € W,,c = f(u,g(u,c)) para todo u € U,. 0O

8.32 Nota. i) Aplicando la regla de la cadena a
fzg(z,w)) =w=foy~ (a,w),

obtenemos: como 1! (z, w) = (:c, g(x, w)), entonces, derivando respecto
ar,

alf(xag(x’w)) + agf(:c,g(x,w)) o 81g(:c,w) =0,

y derivando respecto a w,

82f(m,g(x,w)) o Oag(z,w) =1,

donde I es la idéntica de FF, es decir:

81g(:c,w) = _(a2f(x,g(x’w)))_1 © alf(xag(x’w))
oy, w) = (8f (x, g(z,w))) ",

Finalmente, la derivada de g es dada por:

!

g (z,w) = 01g9(z,w) o P| + Oag(x,w) o Py
-1
= <82f(a:,g(:c,w)> o alf(xag(x,w)) o Pl + (82f(:c,g(x,w)))_1 © P2-

Donde P;, P> son las proyecciones sobre E, IF, respectivamente. Es decir,

§ (@) = (Baf (2, glz,w))) o (alﬂx,g(x,w)) 0P+ P2>.
Por tanto, para (h,k) € E x G
¢ (@w)(h k) = (O (o, glasw)) o (alﬂx,g(x,w)) o P+ P2> (h. )

— (0uf (. gla,w))) (—alfmg(m,w))(h) n k)



8.4. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 333

Justificado todo lo anterior, porque podemos escoger el abierto U, x
W,, de tal manera que Jo f(:n, g(m,w)) sea homeomorfismo lineal para
(z,w) en dicho abierto. Podemos por lo tanto determinar las derivadas
parciales de g.

8.33 Nota. Teorema semejante se obtiene para la primera variable. Si
fijamos ¢ = f(a,b) entonces ¢ € G. Al conjunto

S:{(x,y)GEXF:f(m,y):c}ﬂUxV,

suele llamarse conjunto de nivel de f, con nivel c. La aplicacion 1 usada
en la demostracién del teorema 8.31 se llama Carta en (a, b).

Podemos enunciar:

8.34 Corolario. Bajo las hipdtesis del teorema 8.31 de la funcion Implici-
ta, si f(a,b) = c y S es el conjunto de nivel ¢ de f. Existen entonces
un abierto Ay C U x V', conteniendo (a,b) y un difeomorfismo de cla-
se C", ¢ : A1 — Vi x Vo, Vi abierto en E,Vy abierto en G, tales que
Ib(SﬂAl) =V x {C}

Demostracion. Considerando la aplicacién ¢ en la demostracion del teo-
rema 8.31, como ¥ (a,b) = (a,c), existen abiertos Vi C E,a € V;,V, C
G,c € V,, y un abierto A; C U x V,(a,b) € A, tal que la aplicacién
¥ Ay — Vi x Va, es difeomorfismo local de clase C", posee entonces un
inverso v : Vi x Vo — Ay = (V1 x Va), deducimos que:

¢(SﬂA1) = ¢{($,y) € Al : Q,Z)(:c,y) = (x’f(x’y)) = (m,c)}
={(z,0):xeVi} =V x{c}.
]

El siguiente corolario destaca el caso en que G = F. Una de sus partes
es reformulacion del teorema 8.31 de la funcién implicita.

8.35 Corolario. Sean E, F espacios de Banach, A C E X F abierto y
f: A — T aplicacion de clase C* k > 1, (a,b) € A, tal que dof(a,b) :
F — F es homeomorfismo lineal, si f(a,b) = c. Entonces:

i) existen abiertos V de E, a € V. y W de E x F, (a,b) € W y una
funcion h: V. — T, de clase C*, tal que:
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ii) f(x,h(z)) = ¢, para todo x €V,

iii) Las unicas soluciones de la ecuacion f(x,y) = ¢ en W son las
dadas por ii).

iv) La derivada de h es dada por:

/

h(z) = —(0af (, h(azc)))f1 o001 f(x, h(z)), para zeV.

Demostracion. Ver demostracién del teorema 8.31, para concluir i) y
i1). Para 4ii) ver la demostracién del teorema 8.29, y la funcién 1 des-
crita en ella. ¢ : A — E x F, definida por ¢(z,y) = (w,f(m,y)), es un
difeomorfismo local en (a,b), de clase C*, es decir que existen Uy, Us,
abiertos de E, F respectivamente a € Uy, b € U,, tales que:

1/1:U1XU2—>¢(U1XU2)

es un difeomorfismo de clase C* sobre su imagen, su inversa local ¥~ =
v, puede considerarse entonces definida en un abierto de la forma V; x Vs,
con valores en y(V; x Vo) = W, tal que (a,c) € Vi x Vo y (a,b) € W,
donde Vi x Vo C Uy x Us, luego y(z,y) = (z,ha(z,y)), donde G es de
clase C¥, se tiene entonces que f o~y = P, donde P, es la proyeccién
sobre IF, en efecto, para (x,y) € V1 x Va, se tiene que:

(.%',y) =1 O’Y(xay) = ¢($7h2($ay)) = (%,f(%,hQ(.%’,@/)),

luego foy(z,y) = f(v(z,y)) =y = Pr(z,y), definimos h : Vi — F, por
h(z) = ha(z,c), para todo = € V;, tomamos V — 1 = V. Por lo tanto, si
x eV, f(x, h(z)) = f(z,he(z,c)) = fovy(x,c) = Py(x,c) = c. Se tiene
que h da las tinicas soluciones de f(x,y) = cen W, ya que f|W = Pyot).
Finalmente la derivada de h se deduce de manera semejante a la forma
descrita en los comentarios después de la demostracion del teorema 8.31,
recordamos esto: f(x, he(z,w) =w = f o~ !(z,w), derivando respecto
a x, fijando w

O f(z, ho(z,w)) + 02 f (x, ho(z, w)) 0 Oaha(z, w) =0,
y derivando respecto a w, fijando x,
o f (x, ha(x,w)) 0 Doho(z,w) =1,

donde I es la idéntica de F, por lo tanto como h(z) = ha(x, ¢) obtenemos
que

B (x) = diha(x,¢) = —(Oaf (x, h(x))) " 0 01 f (x, h(x))
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Destacamos dos casos especiales, en dimensién finita, denotaremos
los puntos en R™, en la forma (z,y), donde z = (z1,...,2,_1) € R*71,
es decir identificamos R” con R”~! x R, tenemos:

8.36 Corolario. Sea A C R" abierto y f : A — R, aplicacion de
clase C* k > 1, y sea (a,b) = (ay,a9,..., apn_1,b) € A, donde a =
(a1,...,an—1), suponemos que: f(a,b) = c y que Oy, f(a,b) # 0. Entonces
la aplicacion ¢ : A — R"™! x R, definida por ¢(x,y) = (m,f(a:,y)) es
difeomorfismo local en (a,b) de clase C*, y si S = {P € A: f(P) = ¢}
entonces existe abierto A1 C A, (a,b) € Ay, tal que (S N A1) consiste
de todos los puntos (z,c), donde x € V,V abierto de R*~1.

Demostracion. Bésicamente consiste en emplear razonamiento igual al
anterior, si z = (x1,...,Zy—1), notando (z,y) = (z1,22,...,2Tn_1,9) la
aplicacién

Y(z,y) = w(acl, ey Tpe1,Y) = (xl,...,xn_l,f(x,y)),

definida en el teorema 8.31 provee la conclusién siguiendo razonamiento
analogo al anterior. O

8.37 Definicion. Sea E un espacio de Banach y F un subespacio ce-
rrado de [E, se dice que el subespacio IF se rompe o que es complementa-
do, o que F admite un complemento topoldgico si existe un subespacio
cerrado G de E, tal que E = F ® G. Recordamos que cuando E es de
dimension finita, todo subespacio propio de E es cerrado y ademas admi-
te un complemento, es decir todo subespacio propio se rompe. También
recordamos que el producto directo de un nimero finito de subespacios
es isomorfo a la suma directa de estos subespacios.

Podemos enunciar:

8.38 Corolario. Si E es espacio de Banach y F C E es subespacio
vectorial de dimensidn finita entonces F admite complemento topoldgico.

Demostracion. Como F es de dimension finita entonces F es subespacio
cerrado de [E, es de Banach. Si dimension de F = 1 y v es base para F.
Entonces por corolario 8.6 existe f € F* no nula nula. Por el teorema
8.4 de Han-Banach f se extiende a una aplicacién lineal continua g € E*.



336 CAPITULO 8. FUNCION INVERSA E IMPLICITA

Si G = Ker(g). Como g es continua, G es subespacio cerrado de E. Adn
mis, si x € E, puede escribirse como una suma de la forma:
g(x)v

@ @n)

_ 9@
lg(w)l

x

El primer sumando estd en F y el segundo en G y es claro que
esta escritura es tnica. Por lo tanto G es un complemento topolg’gico
de F. En general, sea vy,vs,...,v, base para F. Si v;f es la base dual
correspondiente, es decir, vfst : F — R es tal que vj(v;) =0sii# jy

v} (vj) = 1. Cada v} se extiende a una aplicacién lineal W; continua de

E en R (por teorema 8.4). Si definimos

G = ﬂ ker(Wj).
j=1

Vemos que G es un complemento topolégico de F. O

El siguiente corolario al teorema de Han-Banach, es 1til en esta parte:

8.39 Corolario. Sean E y F espacios de Banach, F es de dimension
finita, entonces si G es subespacio vectorial cerrado de E, cualquier apli-
cacion lineal continua T : G — F admite una extension lineal continua
a todo [E.

Demostracion. Como T'(G) es subespacio vectorial de F y dimensién

de F es finita, sean wi,...,w, base para T'(G). Escogiendo v; € G,
linealmente independientes, tales que T'(v;) = w; para j = 1,...,n. El
conjunto vy, ..., v, es base para un subespacio Gy de G. Si v, ..., v} es

la base dualde G; = {f : G; — R, f continua}, . Entonces ker(T') es
un complemento topoldgico de G1. En efecto, si x € G podemos escribir
x como la suma x + y, donde

z = (T|G1) " (T(2)) € Gu,

y=1x— (T]Gl)_l(T(x)) € Ker(T).

Cada v} se extiende a una lineal continua f; de G en R, al defi-
nir fj(x) = vj(x) para x € G, j = 1,...,n. Deducimos que 7' puede
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escribirse en la forma

T(x) = ij(x)vj, z € G.
J

El corolario se deduce ahora al aplicar el teorema de Hann-Banach a
cada una de las f; para definir una aplicacién lineal continua 7% : E — T,
por medio de la anterior férmula. O

El siguiente teorema es un corolario importante del teorema de la
funcién implicita.

8.40 Teorema. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto, f :
A — T, aplicacion de clase C",r > 1,p € A, supongamos que f'(p) es
sobre y que el nicleo de la aplicacion f'(p), ker (f’(p)) es complementado.
Entonces f(A) contiene un abierto que contiene a f(p).

Demostracion. Sea Eq = ker(f'(p)) = (f’(p))_l({()}), es claro que E;
es cerrado, por ser la imagen inversa de {0} por una aplicacién continua,
como existe g9, subespacio cerrado de E, tal que E = E1 ®Eq ~ E; x Eo,
luego O f (p) : B — T es un isomorfismo (ya que f’(p) es sobre, entonces
O2f(p) es lineal continua y biyectiva de Eg sobre F, el teorema de la
aplicacién abierta implica que es homeomorfismo lineal). Por lo tanto
estamos en las hipdtesis del teorema 8.31 de la funcién implicita, por lo
tanto f(A) contiene el abierto W, garantizado por dicho teorema, en el
cual A=U xV yp=(a1,b), a1 € E1, b€ Ea. O

8.41 Nota. En el corolario anterior identificamos
E=E ®Ey ~E; x Eog,

consideramos por tanto A C E; x Eo.

Daremos a continuacién algunos ejemplos, como aplicacién del teo-
rema de la funcién implicita y del teorema 8.40.

8.42 Ejemplo. Consideramos el espacio de Banach

E={f:[0,1] > R| f es de clase C' en [0,1]},
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provisto de la norma

1£1h = sup{|f()] : = € [0, 1]} +sup{'%j>‘ p_— 1]},

y el espacio de Banach F = {f : [0, 1] — R | f es continua}, provisto de
la norma || f|lo = sup{| f(z) | z € [0,1]}. Se considera
¢:E—TF
o) = 2 4
u— o(u) = —+u
dx ’

entonces ¢ es de clase C°, para u € E, para h,k € E,

¢'(u)(h) = h'+ 2uh,
¢ (u)(h)(k) = 2hk.

¢ :E — L(E,F), es tal que ¢'(0) : E — F, dada por ¢'(0)h = I/, vemos
que ¢'(0) es sobre, pues dada f € F, existe v € I, tal que ¢/(0)y =+ =
f, en efecto, el teorema fundamental del cdlculo implica que v(z) =
Jo f(s)ds verifica que v/(z) = f(z). Por otro lado, el niicleo de ¢'(0) =
ker(¢' ( )) = E; = {funciones constantes}, E; es de dimensién uno, es
complementado, en efecto, un complemento es

EQ:{fEE:/Olf(s)ds:O}.

Dada f € E, si ¢(f fo s)ds = ¢, podemos escrlblr f=c+
(f—¢) =c+y, dondeg—f—c7 se observa que fo )ds = 0, es
decir que g € Ey, f se escribe entonces como suma de una funcién de
E; méas una funcién de Es, esta escritura es unica; en efecto, si f =
01 4+ g1 = co + go, donde ¢y, co son constantes y gi,g2 € Eo, entonces
fo c+gq1)ds = fo ¢y + g2)ds, se deduce ¢; = cg, esto implica que
g1 = g, luego E =E;®E;. Ademds E; es subespacio cerrado de E, pues

= (¢'(0)) ( ) y Eg también, porque:

v:E >R

1
vr—»/vsds
0
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es lineal continua, pues [¢(v)| = \fol v(s)ds| < ||v]l1, ¥y Eo = v~ 1({0}).
Estamos en las hipétesis del teorema 8.40; se concluye que si U es abierto
de E, tomamos U = E, conteniendo la funcién cero de E, entonces ¢(E)
contiene un abierto que contiene a ¢(0), es decir que existe € > 0, tal que
B.(0)={f€F:|fllo<e} C ¢(E), esto significa que si g : [0, 1] — R
es funcién continua, tal que ||g||o < €, entonces g € ¢(E). Es decir, existe
f €E, tal que ¢(f) = g, o sea, existe f € E, tal que % + f? = g. Hemos
probado:

Existe € > 0, tal que si g : [0,1] — R es funcién continua, tal que
|9(x)| < e para todo x € [0,1], entonces existe una funcién f : [0,1] — R,
de clase C1, tal que

df

— f(x) = g(x).

8.43 Ejemplo.

1. Consideramos la aplicacion

f:R™ — R definida por

m

z = f(a) = vmtsen(n(Y_ ap)) — |,

k=1

donde = = (z1,...,xm), ||z = /D pe; %, entonces f es de clase
C>* en R™\ {(0,...,0)}, f(1,...,1) = 0. Como

8#(1,...,1)2(1)”77%7&0

, para k = 1,...,m entonces podemos aplicar los corolarios del
teorema de la funcién implicita 8.31, como por ejemplo el corolario
8.35, con k = m, deducimos la existencia de un abierto V.C R™ 1,
una funcién de clase C* g : V — R, y abierto W C R™ tal que
las soluciones de f(z1,...,2,) =0 en W, son dadas por:

{f(xla"' axmflag(xly'" 7-7;m71)), (xly"' >‘7Jm71) € V}

Es decir,

flz1,...,9(x1,. .., 2m—1) =0, para todo (z1,...,Tm-1) € V.
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8.5 Teorema de inmersion local

8.44 Teorema (Inmersion local). Sean E,F espacios de Banach, A C E,
abierto, a € A, f : A — F aplicacion de clase C",r > 1,a € A, tal que
f'(a) : E — F, es line-al inyectiva, f'(a)(E) = Fy, es subespacio cerra-
do de T, el cual es complementado, si Fy es su complemento cerrado.
Entonces existen abiertos V. CF, y W CE x F, donde f(a) €V, y un
difeomorfismo ¢ : V. — W, tal que

(o f)(z)=(x,0), 0 de F

para todo x € W N (E x {0})(C E) (cero de Fy el cual es el cero de F).

Fy

i

A

A,Ul

3

6
=]
<
——————] g ———————
=

)

FIGURA 8.2. Inmersién local.

Demostracion. Definimos

g:AXFQHF:Fl@FQ
(u,v) = g(u,v) = f(u) +v.

Notamos que g(u,0) = f(u) (recuerde que podemos ver F = F; &
Fy = Fy xFy, donde F; = F1 x{0} y Fo = {0} xF3 asi g(u,v) = (f(u),v)).
g es de clase C",

g (u,v)(h, k) = f(u)h + k, ¢ (u,v) :ExFy —»F=TF; x Fa,
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asf: ¢'(a,0)(h, k) = f'(a)h+ k, es lineal continua, biyectiva, por el teore-
ma de isomorfia de Banach, ¢'(a,0) es homeomorfismo lineal de E x Fo
sobre IF, por el teorema de la funcién inversa, g es un difeomorfismo local
de clase C" en (a, 0), por lo tanto existen abiertos U; de E, Uy de Fo,
tales que (a,0) € U; x Us, y V abierto de F, tal que g(a,0) = f(a) € V
y g : Uy x Uy — V es difeomorfismo de clase C™, de Uy x Us sobre V, si
¢ es el difeomorfismo inverso, ¢ = g~ : V — U; x Uy = W, vemos que
para puntos v € V C F; @ Fo, tales que v € F1, o0seav+0= (v,0) € V,
se obtiene que

(po fv) =¢(f(v) =¢(g(v,0)) = pog(v,0) = (v,0). O

i) El teorema 8.44 anterior, nos dice que una funcién f, cuya deri-
vada en un punto a es inyectiva, se comporta localmente como la
inclusién, si la imagen de f’(a) se rompe en el espacio de llegada.

ii) En el caso de dimensién finita como todo subespacio es cerrado y
admite complementario, en el teorema 8.44 puede colocarse que el
ntcleo de f'(a) sea {0} en lugar de es inyectiva. Dada su impor-
tancia, lo renunciaremos:

8.45 Teorema (Forma local de inmersiones en dimensién finita). Sean
A C R"™ abierto,

f:A—=R"™™  aplicacion de clase C", r>1,

ac A, taque f'(a):R" —R"™™  es lineal inyectiva,

entonces existe un difeomorfismo de clase C", ¢ : V. — W de el abierto
V de R™™ f(a) € V sobre abierto W de R™ x R™, W = Uy x Uz, a €
Uy CR", 0€ Uy CR™, tal que po f(x,0) = (x,0) para todo x € Uy.

8.46 Nota. El ejemplo canoénico es la inclusién: sea ¢ : R* — R"xR™ | la
aplicacién inclusién i(z) = (z,0), entonces #’(x) = i para todo x € R",i
es lineal inyectiva.

8.47 Corolario. Si f : A — R"™™ es aplicacion de clase C", r > 1,
a € A, f'(a) lineal inyectiva entonces, en una vecindad U de a, f :
U — f(A) es un homeomorfismo cuyo inverso f=1 : f(U) — U es la
restriccion de una aplicacion de clase C",p : W — U, donde W es

vecindad de f(a).
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8.48 Definicion. Sean E,F espacios de Banach, A C E, abierto,
f+A— T, aplicacién de clase C",r > 1,a € A,

i

i)

iii)

f se dice una inmersién en a, si f’(a) es inyectiva con imagen
cerrada que se rompe en F, es decir, si F; = f'(a)(E),F; es cerrado
y existe Fo, subespacio cerrado de T, tales que

F =1 @FQ(E Fi x Fz)

Si para todo @ € A, f es inmersién en a, diremos que f es una
inmersion.

f se dice una submersion en A, si f'(a) es sobreyectiva para todo
a € Ay el nicleo de f/(a) se rompe en E.

8.49 Nota.

ii)

En dimensién finita, todo subespacio es cerrado y admite comple-
mento, o sea cuando A C R", f : A — R™, es submersién si f/(a)
es sobreyectiva, para todo a € A, esto sélo si n > m. En este
caso, en dimensién finita, f serd inmersién en a € A, si f'(a) es
inyectiva, esto se tiene si n < m.

En general, para que f sea inmersién, se requiere que dim(E)
dim(F) y para que f sea submersién se requiere que dim(E)
dim(F).

<

>

* El ejemplo candnico de submersién es la aplicacién proyeccion,

la cual es sobreyectiva. Sea la aplicaciéon proyeccion,
II:R™xR"—R"

(z,y) = U(z,y) = =.

Entonces IT'(z,y) = II para todo (z,y) € R™ x R", por lo tanto es
submersion.

Mostraremos que localmente toda submersién se comporta localmen-
te como la proyeccién. Generalizamos ahora el corolario 5.28 .
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8.6 Teorema de Inyectividad local

8.50 Teorema (Inyectividad local). Sean E,F espacios de Banach, A C
E abierto, a € A, f : A — F, aplicacion de clase C*. k > 1, tal que
f(a)(E) es cerrado en F, y f'(a), homeomorfismo lineal de E sobre su
imagen, es decir, f'(a) € 8(E, f'(a)(E)). Entonces existe una vecindad
V de a, VC A, tal que f : V — f(V) es inyectiva. La inversa f~' :
f(V) =V es Lipschitz continua.

Demostracién. Como f'(a)(E) es subespacio cerrado del espacio de Ba-
nach [F, entonces es de Banach (cerrado en un métrico completo es com-
pleto). Como (f'(a)) - f'(a)(E) — E es lineal continua, ain més, como
/' (a) es homeomorfismo lineal sobre su imagen, existen « > 0, 3 > 0, ta-
les que af|z|| < Hf’(a)(m)H < Bl|z||, para todo x € E (proposicién 1.39).
Como [’ es continua, dado ¢ = §, existe 7 > 0, tal que Hf’(a:) —f’(a)H <
S, si ||z —al| < r. Por el teorema de la desigualdad del valor medio, para
x1,x9 € B.(a), obtenemos:

[ f(@1) = f(z2) = f'(a)(z1 — 22)||
< sup{||f’(:c1 +t(za — 11))
~ f(@)|| st € [0,1] fllar — o]
< Gller — a2

va que Ha —x1 —t(xg — xl)H < r. Por tanto:

oflar —wal] < || (@)1 —w2)| < [[F(e) = F@2)l| + Fllar — 2]l

es decir que:

)

o — aall < | @1) — flas)

esto demuestra que f es inyectiva en B,(a), luego f~1 : f (Br(a)) —
V = B,(a) es Lipchitz continua. O

8.51 Nota. Recordamos que la hipétesis de ser f de Clase C*,k > 1, no
es superflua, recuerde la funcién dada en la nota después del corolario
5.28 (o ejercicio 5.11).
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8.7 Teorema de Submersion local

8.52 Teorema (Teorema de submersién local). Sean E,F espacios de
Banach, A CE, abierto f : A — F, aplicacion de clase C*,k > 1,a € A,
tal que f'(a) es sobreyectiva y el nicleo de f'(a) = Eg, se rompe en E,
con complemento cerrado Eq. Entonces existen abiertos A1 C A,a € Ay,
yV CF xEy y un difeomorfismo de clase C*,4 : V — Ay, tales que
(f o) (u,v) = u, para todo (u,v) € V. (La conclusion expresa que f se
comporta localmente como la proyeccion).

Demostracion. Sea T = f'(a) : E — F, tenemos que E = E; ¢ E,, luego
T :Ey — F,es tal que f'(a)|d1 f(a) : E; — F es biyeccién lineal continua,
el teorema de Isomorfia de Banach implica que, es un homeomorfismo
lineal. Por lo tanto, T' € SL(Eq,F). Sea g : A — F x Eg, donde miramos
A como subconjunto de Eq @ Eq(= Eq x Ey), definida para x = x1+ 29 =
(1, x2), por

g(z1 + x2) = (f(21 + 22), 2).

Vemos que g es de clase C¥, y en el punto a = a; + as,g(a) =
(f(a),a2), y si h = (hi + hg) € E, entonces

g (a)(h1 + ha) = (f'(a)h, ho)
= (alf(a)hl + agf(a)hQ, h2) = (07 0)7

implica que hy =0 € Ey = ker(T') y como h; € Eq, luego
f'(a)(h) = 01 f(a)hy + 2 f(a)0 = 0y f(a)hy = 0,

esto implica que hy = 0, por lo tanto h = h; = ho = 0, es decir que
h = 0, por lo tanto ¢'(a) es inyectiva, como se puede ver, también es
sobre, entonces ¢'(a) € SL(E, F x Ey), por el Teorema de la Funcién
Inversa, g es entonces un difeomorfismo local de clase C* en a, es decir
que existen abiertos Ay C A,a € Ay, y V CF x Ey abierto, g(a) € V, y
g: Ay — V es difeomorfismo, si ! = g : A — V, es el difeomorfismo
local, p = ¢! : V. — Ay, es el inverso de ¢ restringida a A, para
(u,v) € V CF x Eg, 9 es de la forma 1(u,v) = (wl(u,v) + wg(u,v)) =
(Q,Z)l(u, v), v), donde i1 : V — Eqy 1o : V — [Eo, obtenemos:

(u,v) = go(u, v) = g(¢1(u,v) + ¢2(u,v))
= (F((1(u,0) + 2 (u,v)), 92 (u,v)),
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deducimos que:

Ya(u,v) = v, y
U= f(lbl(u,?}) +U> - f(T/J(UaU)) = (f0¢)(uav)-

8.53 Nota.

i) En caso de dimensién finita, en el anterior Teorema, o sea cuando
E =R™,F = R", se asume que rango de f’(a) sea n. Recordamos
que la proyeccion candnica es abierta, tenemos:

ii) Se deduce del Teorema anterior que si f : A — F es de clase
C* y f'(a) es sobreyectiva, entonces f’(z) es sobreyectiva en una
vecindad de a.

8.54 Corolario. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto,
f:A—TF submersion de clase C* k > 1, entonces f es abierta.

Demostracién. En el teorema anterior, vimos que ¢! = ¢ es difeo-
morfismo de una vecindad abierta de a, sobre su imagen y f o =11
la primera proyeccion, en una vecindad abierta, IT es abierta, deduci-
mos que f = ITo1~! es abierta en una vecindad, por ser compuesta
de abiertas, 1! es homeomorfismo y II es abierta, esto en una vecin-
dad. Para completar la demostracion, sea B abierto B C A, queremos
ver que f(B) es abierto, si B es vacio, nada a mostrar, sea entonces
y = f(xz) € f(B),z € B. Como f’(x) es sobreyectiva, deducimos que
existe W, = W(x), abierto conteniendo a z, tal que f : W, — F es
abierta. Como W, N B es abierto, no vacio, z € W, N B C B, entonces
f(W,N B) es abierto contenido en f(B), se concluye que f(B) es abier-
to, pues B es unién de los BN W,,x € B, asi que f(B)=Unién de los
f(BNW,),z € B. Vemos que f(B) es unién de abiertos. O

Renunciamos el teorema de submersion local en el caso de dimen-
sién finita, recordamos que todo subespacio propio es cerrado y admite
complementario.

8.55 Teorema (Teorema de submersién local, caso finito). Sean A C
R™" un conjunto abierto, f : A — R", de clase C*, k > 1, a € A,
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tal que f'(a) es sobreyectiva. Dada descomposicion en suma directa de

R™" = By @ Eg, a = (a1,a2) = a1 + a, a; € E;, tal que dzf(a) :

f'(a) " Eo — R™, es isomorfismo, entonces existe un difeomorfismo
2

Y VxW — 8, de clase C*, tal que f o (x,w) = w, para todo

(x,w) € Vx W, donde a; € V, V abierto en Eq, f(a) € W abierto en

R™ ya € S abierto de R"*™ S C A.

Demostracion. Se define

p:A—E; xR"
(xay) = “P(xay) - (.%',f(.%',y)),

se tiene que ¢'(a)(h.k) = (h, f'(a)(h,k)) = (h,01f(a)h + Daf (a)k) =
(0,0), implica que h = 0, luego k = 0, por lo tanto ¢’(a) es isomorfismo
de R"™™ sobre E; x R"™, entonces existe

(¢'(a) " By x R® — R
(u, v) = (¢'(@) " (u, v) = (¢'(@) " (u,0),

podemos aplicar teorema de la funcién inversa, si f(a) = ¢, entonces,
¢ es difeomorfismo C*, de un abierto conteniendo a, sobre un abierto
conteniendo a (aq,c), se escoge esta ultima en la forma V' x W, donde V/
es abierto en E; y W abierto en R™. Si S = o {(V x W) y b = o1 4 :
V x W — S. Obtenemos que para (z,w) € V. x W, f o ¢(z,w) = w.

En efecto, como p(z,y) = (x,f(x,y)),l/z(ac,w) = (m,wg(m,w)),

(:c,w) =@ O(ﬁ(ﬁ,ﬂ)) = Qp(xﬂ[&(x’w))
= (m,f(x,ipg(x,w)) = (az,f ow(:v,w)).

0

8.56 Nota. En el caso E =R™ y F = R", en el anterior teorema 8.55,
se puede suponer que ker(f’(a)) = 0. Consideramos ahora E,F ambos
de dimension finita, por lo tanto de Banach, podemos elegir bases para
cada uno. Sea A C E abierto, f : A — F, de clase C¥, k > 1. Parax € A,
rango de f en x es la dimensién de la imagen de f/'(z) = dim f'(z)(E) =
rango de la matriz jacobiana de f en z, o sea que f'(x) es sobreyectiva
st y sélo si el rango de la Jacobiana de f en x es igual a dim(F).
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Sin embargo, dim(f/(z)(E)) < dim(F) por algebra lineal. Por lo tan-
to, si dim(E) < dim(FF), no existe transformacién lineal alguna de E en
IF, que sea sobre. En este caso no puede aplicarse ni el Teorema de In-
mersién ni el de Submersién. Esto no impide que f pueda ser abierta en
la vecindad de un punto.

* El reciproco del corolario 8.54 es falso en general. Sea por ejemplo

fAR—=R

es claro que f € C*°(R), f es homeomorfismo de R sobre R, luego f es
abierta, en particular en una vecindad de 0, es claro que f/(0) = 0, no
es sobre.

El corolario 8.54 permite obtener una versién global del teorema de
la funcién inversa.

8.57 Teorema. Sean E,F espacios de Banach, A C E abierto, f :
A — T, aplicacién de clase C*,k > 1. Entonces, f(A) es abierto y
f:A— f(A) es un difeomorfismo de clase C* en A si y sélo si f es
inyectiva y f'(x) es inversible para todo x € A.

Demostracion. Si f(A) es abiertoy f: A — f(A) es difeomorfismo de
clase C*, es claro que f es inyectiva, f’(x) es inversible para todo = € A,
recordamos que (f~')(f(z)) = (f’(a:))_l. Reciprocamente, suponga-
mos que f es inyectiva y que f’(z) es inversible, para todo x € A, se
deduce que f : A — f(A) es biyeccién y, por hipétesis, f € CF, por
teorema 8.55 anterior deducimos que f es aplicacion abierta, esto im-
plica que f=!: f(A) — A es continua, y que f(A) es abierto. Luego,
f es homeomorfismo de A sobre f(A), por el teorema de isomorfia de
Banach, f’(x) es homeomorfismo lineal, para todo z € A, por lo tanto
difeomorfismo local en x, por teorema de la funcién inversa. Luego f
es homeomorfismo de A sobre f(A), f(A) abierto, y para todo z € A, f
es difeomorfismo local, luego f es difeomorfismo global de A sobre el
abierto f(A). O

8.58 Teorema (Teorema de representacion local). Sean E,F espacios
de Banach, un conjunto abierto A CE, f: A — F, aplicacion de clase
Ck k>1,a € A, f'(a)(E) = Fy, cerrado en ', con complemento cerrado
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Fy y si Eo =Nicleo de f'(a), con complemento cerrado E;i. Entonces
existen abiertos A1 C A, a € A1 yV CF =F1®Fy, y un difeomorfismo
de clase C*,4 : V — Ay, y una aplicacion 1 : V — Fy, de clase C*, tal
que n/'(a) =0, y

(f o w)(uv U) = (uv 77(% U)) :

Estamos identificando la suma directa con el producto directo. En el
caso E = R™TF = R", se supone rango de f'(a) = p,p < n,p < m,
ast que Fo = R" P F; =RP, E; = RP, Eg = R™7P,

Demostracion. Como f : A C Ey®Ey — F = F; & Fg, para ¢ =
z1 + 22 € A, donde z; € Ej, f(z) = f(e1+22) =y =y +y2 =
fi(x) + fa(z), donde y1 = f(x), fo(®) = y2, fi + A — Fii = 1,2, se
recuerda que si se identifica Fy @ Fy con F; x Fs, podemos ver f =
(f1, f2) + A — F1 x F,. Entonces f; satisface hipdtesis del Teorema de
Submersion local (teorema 8.52), luego existe un difeomorfismo de clase
C*, ¥ :V — Ay, donde V C Fy x Eo, abierto y a € Ay C A, abierto tal
que (f1 o9)(u,v) = u. Se escoge n = fo 0. Se obtiene

(fow)(uv U) - (fl +f2) Ow(uvv) =fi Ow(uvv) +f20¢(u,1))
= (fl ow(uav)an O¢(u’v)) = (U,U(Uav))-

Es claro que n'(a) = (f2 o ¥) (a) = (fz)/(¢(a)) o4(a) = 0; jpor
que? O

8.8 Teorema del Rango

El siguiente teorema es conocido sobre todo en dimensién finita como
el teorema del rango constante. En verdad, cuando se quieren usar los
teoremas de inmersion y submersion locales en dimension finita, debe
tenerse que el rango de f’ sea igual a la dimensién de su espacio imagen
(o del espacio dominio). Sin embargo, se puede usar el Teorema de la
funcién Inversa para ver que si f’(z) tiene rango constante p en una
vecindad de un punto a, entonces podemos restringir el dominio de f
con alguna funcién inversible v, de tal manera que f ot dependa sélo
de p variables. Luego si podemos aplicar el teorema de submersiéon, esto
serd mas o menos el contenido del teorema del Rango, el cual establece
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que si el rango de f es p constante en R™, entonces m — p variables
sobran y podemos eliminarlas.

Como ejemplo,

f:R?=R
(m,y)b—>f(x,y):m+y,

f tiene rango 1, asi que podemos eliminar 1 variable para expresar f
como funcién de una sola variable, es decir: existe ¢ : R? — R2, 4(z,y) =

(z —y,y), tal que
(fo)z,y) =fz—y,y)=(r—y) +y=aq,
la cual depende sélo de la variable .

8.59 Teorema (Teorema del rango). Sean E, F espacios de Banach,
A C E abierto, a € A, f: A — F aplicacion de clase C*,k > 1, tal
que f'(a)(E) = Fy es subespacio cerrado de F, el cual se rompe, sea su
complemento cerrado Fa, y By el nicleo de f'(a) el cual se rompe, sea su
complemento cerrado Eq1. Si para todo u en una vecindad de a, contenida

en A, f'(u)(E) es subespacio cerrado de F y f'(u) . :E; — f'(u)(E) es
1

homeomorfismo lineal. Entonces existen abiertos A7 C Fq x Eq, Ay C
E, Vi C F, Vo CF y difeomorfismos de clase C*,

o: V1 = Vo,ip: Ay — Ay, tales que:  (po foi)(x,y) = (x,0).

SiE=R" yF=R", se supone sélo que rango de f'(u) = p, constante
en una vecindad de a.

Demostracion. Por teorema 8.58, existen un difeomorfismo v, de clase
Ck,
1/1:A1 —>A27 A2 QE, A1 gFl XEQ, tal que :

Flzy) = (fou)(z,y) = (z,n(z,y)).

Sean F =F, @ Fy =Fy x Fy, y Pr, : F — Fy, la proyecciéon. Como
(F) (x,y)(h, k) = (h, 7 (z,y)(h, k)), deducimos que Pr, o(f)'(z,y)(h, k) =
(h,0), para h € Eq, v € Ey. En particular:

P]F1 o (f),(x’ y)

IFU

]Fl X{O}:
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es decir:

(f)/(x’y)‘wlx{o}: Fp x {0} — (f),(l“,y)(m @ Fy), es inyectiva.

(En dimensién finita es isomorfismo, pues dimF; = dlm(f)/(x,y)(lﬁ'))
En dimensiones infinitas, la hipdtesis es que es isomorfismo de Banach,
luego

(J?)I(wa y) o Pr, = Idéntica.

(7) (@) (Fr6E2)

Sea (h, 0/ (z,y)(h,v)) € (f)/(x,y)(Fl @& Fq). Como

((f)/(xay) OPFl)(hvn/(xay)(hvv))) = (f)l(x7y)(h70)
= (han/(xay)(h’ 0))
= (ha 5177(%11) ’ h)’

tenemos que Gan(z,y).v = 0 para todo v € Ea; es decir don(x,y) = 0.
Como O f(z,y) - v = (0,80m(z,y) - v), deducimos que daf(z,y) = 0; es

decir que f no depende de y € Es. Definimos f(z) = f(x, y) = fo(z,y),
por lo tanto

f:Pp,(V)CFi —F, donde Pg :Fi®E;—Fy, eslaproyeccion.

Vemos que f satisface las condiciones del teorema de inmersién lo-
cal en Py (1,[)_1(@)), asi que existe un difeomorfismo C* ¢ : Vi —

Vo, V1, Vo C T, tal que (po f)(z) = (2,0), es decir que

(poforp)(z,y) = (x,0). O

Debido a que todo subespacio propio de un espacio normado de
dimensién finita es cerrado y admite complementario cerrado, renun-
ciaremos el teorema del rango en este caso, recordaremos un resulta-
do de Algebra Lineal, el cual establece que para un subespacio dado
E C R™*P subespacio de dimensién m, es posible hallar una des-
composicién en suma directa de R™*P tal que la primera proyeccién
P : R™TP — R™ lleve E isomérficamente sobre R™, para ello basta
escoger una base de E, sea esta {uj,ug,...,u,} = B, si p = 0, no hay
nada que demostrar, E = R™, sea p > 1, entonces existe vector basico
ex, € (R™TP —E); By = BU {ex, } genera un subespacio E; C R™ P,
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si p > 1 existe un vector bésico ey, € (R™™P —E;),By = By U {ex, }
genera un subespacio Eo C R™*P continuando asi obtenemos vectores
de la base canénica de R™P ep ,ep,, ..., ek, tales que

{U1,UQ,... y Ums €kyy Ckoy - - -y ek‘p}

es base de R™*7, si F es el subespacio generado por {eg,, €x,, ..., €},
entonces R = E @ F es la descomposicién en suma directa buscada,
pues ahora, si se tiene x € R™P, x = e + f,e € E, f € F, de manera
unica, P (z) = Pi(e+ f) = e, la proyeccién P; lleva F en el {0} de R™,
y lleva E isomérficamente sobre R™. Usaremos estos comentarios en el
siguiente teorema.

8.9 Teorema del Rango Constante

8.60 Teorema (Teorema del rango constante). Sean A C R"T™  syb-
conjunto abierto, f : A — R™P  aplicacion de clase C*, k > 1, su-
ponemos que [ tiene rango constante igual a m, en cada punto de A.
Entonces para todo punto a de A existen difeomorfismos de clase C*,
de un abierto de R™ x R™, sobre un abierto conteniendo a, y (3, defi-
nido en abierto conteniendo f(a) sobre abierto de R™ x RP, tales que

Bo foa(x,y)=(x,0).

I

\

\

\

\

\

\

\

T

\

i
Bofoa 4(a,0)

|

I

F
o
(w0, y0)
o TTB(2)=V x0
VxW cCR™xR" V x W' CcR™ x RP

Ficura 8.3. Rango constante.
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Demostracidn. Se considera By = f(a)(R™*") C R™*?, como dim(E) =
m, existe descomposicién en suma directa de R = E; @ Eo, tal que
P lleva Eq isomérficamente sobre R™, entonces

(Pro f)(a) = Pyo f'(a) : R"T™ — R™

es sobreyectiva, por teorema de forma local de submersiones, existe di-
feomorfismo 1 de clase C*, del abierto V x W de R™ x RP sobre abierto
conteniendo a, tal que Pj o f o ¢(x,y) = z, es decir que f o (z, y) =
(ac,g(m, y)), donde g es CF, g : VxW — RP, vemos que dag = 0, (ver esto
en demostracién del teorema 8.59). Podemos tomar W convexo, deduci-
mos que g(x,y) no depende de y. Sia = (9, yo), g(a) = c. Considerando
la inyeccién candnica

12 Vo—Vox W

z = i(x) = (,90)-

Entonces

foa(z,y) = f(z,9(z,y)) = f(z,9(x,p0)) = foaoi(z),

para todo (z,y) € V x W; como f o« oi posee derivada inyectiva en
xo, se puede aplicar el teorema de forma local de inmersiones, existe un
difeomorfismo 3 de clase C* de una vecindad de f(a) sobre un abierto
de R™ x RP tal que fo foaoi:x — (2,0), z € V CVp, V vecindad de
Zp. Vemos que

Bofoalr,y)=po feoi(r)=(x,0),

esto completa la demostracién. O

En el teorema anterior a = (xg,yo) € V x W, ademés observe que los
segmentos verticales © x W en V x W son llevados en arcos ondulados
de Z, y estas lineas onduladas que componen la vecindad Z son llevadas
por f en un tUnico punto, de la misma forma cada segmento vertical
xx W de V x W es transformado por S o f o« en el punto (x,0) de
V x W' asi, B(f(Z) =V x 0. Se observa que f : Z — Z' es equivalente

a Bfa.
8.61 Ejemplo.
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i) (Coordenadas polares). Sea E = R? y sea

A={(r,0)|r>0,0 €R}.

f:A—R?
7,0 — f(r,0) = (rcos(9),rsen(d)) = r(cos(d),sen(9)),
entonces:
_ |cos(#) —r sen(d)
Tf(r.0) = sen()  rcos(f)
y

det(J f(r,0)) =7 cos?(0) + rsen?(9) = r,

por consiguiente f’(r,0) : R> — R? es un isomorfismo, luego f es
un difeomorfismo local de clase C*° en todo punto, determinamos
un inverso, local en V = (0, 400) x (0, +00) = {(z,y) | 2 > 0,y >
0}, entonces

1V = (0, 00) (O, %7‘1’)
(z,y) = fH(z,y) = (1,0),

donde r = /22 + 92,0 = arcsen <ﬁ)

ii) Consideramos el espacio de Banach de las matrices simétricas
de orden n x n, M, es espacio vectorial de dimensién %, si
P C M, es el conjunto formado por las matrices positivamente
definidas, podemos ver que P es abierto en M, ain mds, abierto

convexo, podemos considerar la aplicacién

f:P—P
X — f(X) = X2,

entonces f es un difeomorfismo de P sobre si mismo, para ello se
pueden usar resultados de Algebra Lineal, que no demostraremos:

8.62 Definicién. Una matriz cuadrada n x n simétrica, A se dice posi-
tivamente definida, si la forma bilineal asociada es positiva, es decir, si
para todo x # 0, x € R",x x Az™ > 0. (7 significa transpuesta).

8.63 Proposicién. Las siguientes afirmaciones acerca de una matriz
simétrica n x n, A = (a;j) son equivalentes:
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i) A es definida positiva.
i1) Existe B inversible, tal que A = B"B.
iii) Todos los valores propios de A son reales positivos.

iv) Todos los menores principales son positivos, es decir,

M = a1 > 0,
My = det |1 92| 5 0,
a1 22

ai;p aiz2 a3
M3 =det |as; aos agz| >0,
asr azz ass

M, = det A > 0.

v) Eziste P inversible, tal que P"*AP = diag(\1, Mo, ..., A\n) Y Ai >
0.

La afirmacién iv) sirve para ver que el conjunto de matrices simétri-
cas positivamente definidas es abierto en el espacio de Banach M, de las
matrices cuadradas n X n con elementos en R, provisto de una cuales-
quiera de las normas, veamos que la aplicacién

f:S—R"
X = (zij) = f(X) = (M1, Mz, M3, ..., My),

cuyas componentes son los menores principales de X, es aplicacion C'°.
Teniendo en cuenta que el conjunto P = {(zl, 29,..., 2n) ER™ | z; > O}
es abierto en R", y que a (z1,..., z,) € P podemos asociar la matriz

diagonal
Azdiag(zl,ﬁ,z—s,... “n >,

)
21 22 Zn—1

la cual es positivamente definida y ademds f(A) = (z1,..., z,), por otro
lado, si A € P, entonces f(A) € P. Luego f~(P) = P.
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8.10 Ejercicios

1)

Muestre que ninguna aplicacién f : R2 — R de clase C* k > 1,
puede ser inyectiva, es decir, que existen A, B € R2, tales que
A# By f(A) = f(B). (Sugerencia: muestre que dado (a,b) € R?,
en toda vecindad abierta de (a,b) existen puntos (c,d), (c1,d1),

donde alf(c, d) ?é O, 6 azf(cl, dl) 7£ 0)

Generalizacién de 8.1. Si f : R™ — R™, de clase C*,k > 1,n < m,
entonces f no puede ser inyectiva.

Considere E el espacio de Banach de las matrices cuadradas de
orden n X n, provisto de una cualesquiera de sus normas,
f:E—E
X - f(X)= X2

Si 7 es el subespacio de las matrices simétricas y P C Z el abierto
de las positivamente definidas. Demuestre que f es difeomorfismo
de P sobre si mismo.

Ejericio semejante g = X™, m > 2.

Sea f : R — R aplicacién de clase CF, k > 1, tal que f'(x) # 0,
para todo x € R. jEs f un difeomorfismo de R sobre si mismo?

Sea f: R — R, definida por

s?sen(1), sis#0
0, si s =0.

Demuestre que:

i) Existen 01 f(x,y) y O2f(x,%), en todo punto (x,y) € R2, son
continuas en todo punto de R? — {(0,0)}, ; porqué no son
continuas en (0,0)?.

ii) f es diferenciable en (0, 0).
Sea E un espacio de Banach, F = L(E, E) = L(E), el espacio
de Banach de las aplicaciones lineales continuas de E en E, I la
aplicacion idéntica de E, si
f:F—>TF
L— f(L)=L", n>1€Z.
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10)

11)

Pruebe que existen abiertos A, B de I, conteniendo a I, tales que
f es difeomorfismo de A sobre B, de clase C'*°, es decir, podemos
hablar de la raiz n-ésima de una lineal continua en una vecindad
de la idéntica. Interprete el caso E = RP, p finito.

Sean E,F espacios de Banach, f : E — F, de clase C¥, k > 1,
suponga que f’(x) es inversible para todo x € E.

i) Si S = f1{0} = {x € E| f(x) = 0} entonces S no posee
puntos de acumulacién.

ii) Deduzca que el interior de S es vacio y que para todo K C E,
donde K es compacto K NS es finito.

iii) Deduzca que si F es de dimensién finita, S es enumerable y

S es acotado entonces S es finito.

Sea
f: R? — R?
('Ia y) — f(ﬂ?, y) = (2$y, 'IQ - y2))

demuestre que para todo (z,y) # (0,0), f es un difeomorfis-

mo local, de clase C®. Si v = 2zxy, v = 2% — y?, determine

-1 -1y dx Ox Oy Oy
= () (w,0), du’ dv? v’ u”
Sea g : R® — R"”, una contracciéon. Pruebe que la aplicaciéon

f:R" - R"
x> flz) =z +g(x)

es un homeomorfismo de R™ sobre R"™.

Sig:R" — R" es de clase C*, k > 1, tal que Hg’(m)“ < 1, para
todo = € R™, entonces f(x) = = + g(x) es difeomorfismo C* sobre
un abierto de R™. Busque un contraejemplo, para ver que no puede
quitarse la condicién H g (:U)H < A\ < 1, si se desea concluir que f
es sobre R”.

Sea f: R — R continua y positiva, tal que fol f(t)dt = 5. Pruebe
que existe intervalo J = [0,al, tal que para todo = € J existe
un dnico g(z) € [0,1] tal que fxg(z) f(t)dt = 3 y que la funcién
g :[0,a] — [0, 1] asi definida es de clase C'. Determine ¢'(z).
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12)

13)

14)

15)

ii)

iii)

Sean E,F espacios de Banach, f : A CE — L(E,F), donde A es
abierto, 0 € A, aplicacién de clase C* k > 1, y sea

g:A—TF
z = g(z) = f(z)(x).

Pruebe que g es C*, y que si f(0) es un homeomorfismo lineal de
E sobre F, entonces existen abiertos A1 C A,0 € Ay y abierto V
de FO € V, tal que g : A; — V es difeomorfismo C* de A;.

Consiga ejemplo de un espacio vectorial normado E y de aplica-
ciones lineales continuas L : E — E, tales que:

i) L sea inyectiva no sobre.
ii) L sea sobre, no inyectiva.

iii) L sea biyeccién de E en si mismo, sin inverso continuo.

* Observe que 7ii) no ocurre si E es espacio de Banach, recuerde
el teorema 8.7 de isomorfia de Banach, o el Teorema del Grafico
cerrado.

Sea f : R? — R tal que f(x,y) = Cos(zy). Observe que f es de
clase C°, f(1,3) = 0, 2f(1,5) = —1. Sea g : R — {0} — R,
definida por g(z) = o=, si x > 0y g(x) = W siz <0
(m entero) es tal que satisface las condiciones del Teorema de la
funcién implicita. Observe que R — {0} no es conexo, m puede ser
cualquier entero. ; Qué puede concluir?.

Consideramos la funcién f : [0,1] — [0, 1], definida por:

f(z) =z, si x esracional,
1—

x, si x esirracional,

demuestre que:

f es una biyeccién de [0, 1] sobre [0, 1],

f es discontinua en todo punto z # % y continua solo en z = %

si definimos g(z) = f(z) siz #0yz # 3y 9(0) = f(3) =3 ¥
g(%) = f(0) = 0, demuestre que esta funcién g es una biyeccién de

[0, 1] sobre [0, 1] discontinua en todo punto de [0, 1]. Le sugerimos
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releer el 77 acerca de aplicaciones continuas definidas en espacios
métricos compactos y a valor real, hecho esto, ; qué puede deducir
con respecto a este problema?.

16) Sea
f:R2—>R2,

fla,y) = (%(:C2 — %), zy)

i) Observe que f es par.

ii) f es inversible localmente en todo punto (z,y) # (0,0), con
inverso local C*°.

iii) De Jf(z,y) = 2% +y? observe que f'(0,0) = 0, pero no existe
vecindad V C R? de (0,0), en la cual f sea inyectiva.

iv) La funcién f es uno a uno en todo semiplano S = {(z,y) €
R? : ax + by > 0}, donde a,b € R son tales que (a,b) # (0,0).



cAPiTULO 9

Maximos y minimos

En este capitulo introducimos algunos conceptos basicos sobre Extre-
mos de aplicaciones diferenciables a valor real, importantes en calculo.
Mostramos como la teorfa clasica de maximos y minimos de funciones de
variable real a valor real, es generalizada a funciones de variable vectorial
a valor real. Para ello:

9.1 Definicién. Sean A un subconjunto de un espacio normado E y
f:A— R

i) Un punto a € A se dice un mdzimo local para f si existe una
vecindad V de a en E, tal que

f(x) < f(a), paratodo =z € VﬂA.

ii) El punto a se llama mdzimo local estricto de f, si podemos escoger
la vecindad V de a, tal que

f(z) < f(a), paratodo z€ (V\{a}) ﬂ A.

359
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iii) El punto a se dice ser mdzimo absoluto para f en A si
f(x) < f(a) paratodo =z € A.
Es usual decir mdzimo para f en A.

iv) El punto a se dice ser mdzimo absoluto estricto para f en A si
f(x) < f(a), paratodo x€ A\ {a}.

De manera semejante definimos las nociones de minimo local, mini-
mo local estricto y minimo absoluto, cambiando <, por > y < por
>, respectivamente.

9.2 Nota. En general, no es posible garantizar existencia de méaximos
o minimos para una funcién dada. Sélamente en el caso de funciones
continuas definidas en espacios topoldgicos A compactos, a valor real
es posible (ver teorema 1.68). Recordamos también que en el caso de
funciones analiticas, el teorema del mdédulo maximo establece que el
valor méaximo del médulo de una funcién analitica ocurre en la frontera
del dominio de la funcién.

9.3 Proposiciéon. Sean E espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de E,a € A, f : A — R funcion diferenciable en A. Entonces una
condicion necesaria para que el punto a sea un mdxrimo local o minimo
local para f es que f'(a) = 0.

Demostracion. Supongamos que a es maximo local para f. Por defini-
cién existe V vecindad de a, V C A, tal que

f(x) < fla), weV.
Como f es diferenciable en a, tenemos

r(h)

Flath) :f(a)—i—f/(a)(h)"‘r(h)’ a+h €V, donde limj_,g 17l —

Por lo tanto,

fla+h)—f(a)= f'(a)(h) +7(h) <0, heV\{a}. ()

Al cambiar h por —h, en la anterior desigualdad, se obtiene que

fla—h) = f(a) =—f'(a)(h) +r(=h) 0. (xx)
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De * y de ** deducimos
r(=h) < f'(a)(h) < —r(h),
para todo h € E tal que h € V' \ {a}. Luego

, f'(a)(h)
limy, g —+—= =0,
17l
ya que
r(=h) _ . —r(h)
limy g ——— = limp_,g ———— = 0.
| =l [[72]

Esto implica que f/(a) = 0. En efecto, como f’(a) = T es aplicacién
lineal continua de E en R, si T no es nula, existe w € E, w # 0, tal
que z = T(w) # 0, podemos suponer z > 0. Para todo b € R, b # 0

% = m = ¢ > 0, ¢ constante, cuando 0 < b — 0, ||bw| — 0. Se
contradice que
T(h)
limp o — =
2]
Luego T'=10 U U
9.4 Nota.
i) Geométricamente, la condicién f’(a) = 0 significa que el plano
tangente a el grafico de f en a es paralelo al subespacio E de
E x R.

ii) La condicién f’(a) = 0 es necesaria pero no es suficiente para que
f posea un maximo o un minimo en a. Por ejemplo, la funcién

f:R?—R
(z,y) — f(z, y) = 2% — °,

es tal que f/(0, 0) = 0, sinembargo el origen no es punto de maximo
ni de minimo para f, ya que f toma valores positivos y negativos en
toda vecindad del origen. También recordamos el ejemplo clésico
f R — R, definida por f(x) = 2™, donde m es entero positivo
impar, es claro que f toma valores positivos y negativos en toda

vecindad de 0, f(0) =0y f(0) = 0.

iii) Cuando E = R", como f’(a) = Vf(a) = (01 f(a),...,0nf(a)) la
Proposicién anterior se describe con 0y f(a) = 0, para todo k =
1,...,n.
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9.5 Definicion. Sean E espacio normado, A C E, abiertoy f: A — R
diferenciable en A. Si a € Ay f'(a) = 0, entonces a se llama punto

critico de la funcién f, en este caso, al valor f(a) se llama valor critico
de f en a.

9.6 Ejemplo. Consideramos la funcién f : R? — R, definida por:
f(z,y) = 2®> —8x*y+3y, entonces Vf(z,y)= (2z—16zy, 6y —8z?).
Vemos que

Vf(z,y)=(0,0) siysdlosi 2z—16zy =0, 6y—8z?=0.

Las soluciones a este par de ecuaciones son las parejas (0, 0), (i@, %),
por lo tanto estos son los puntos criticos de f, sus valores criticos son

f(0,0)=0y f(:l:?,%) =2

9.7 Proposicion. Sean E espacio vectorial normado, A subconjunto
abierto de E, y f : A — R dos veces diferenciable en a € A, tal que
f'(a) = 0 y D%f(a) # 0. Entonces una condicién suficiente para que el
punto critico a sea un mdzrimo local estricto es que exista ¢ > 0, tal que

D?f(a)(v,v) < —c|[v||?, para todo v € E.

De manera semejante, a serd un minimo local estricto para f, si
existe d > 0, tal que

D?f(a)(v,v) >d|v||*, para todo v € E.

Demostracion. Por el teorema de Taylor (teorema ?7?) tenemos que

r(h)

— —0.
112

fla+h) = f(a)+ %DQf(a)(hQ) +r(h), donde limy

Si D2f(a)(h?) < —c||h||?, deducimos que
fla+h) = f(a) < =S |AI* +r(h),

por lo tanto para h # 0,

fla+h)—fa)  —c  r(h)
mE - =3
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Como limy_q ”ﬁﬁ?g” =0, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que ||T}(Lﬁ;
para todo h € Bs(0). Luego

I
1]

[
SZa

<0, si Al <o.

=~ 0

Podemos escoger § < ¢. Deducimos que

fla+h)—f(a) <0, para h e Bs(0).

Por lo tanto a es maximo local estricto de f.

Demostracién semejante, para el minimo. O

Podemos enunciar una proposicién mas general:

9.8 Proposicién. Sean E espacio vectorial normado A subconjunto
abierto de E, y f : A — R, aplicacion de clase C*° a € A punto critico
de f. Si k es el menor entero positivo tal que D¥f(a) # 0, es decir,
Dif(a) =0, parai=1,...,(k—1) y D*f(a) # 0. Entonces:

i) Si k es par, es decir k = 2m. Una condicion suficiente para que a
sea un mdzimo local estricto de f es que exista ¢ > 0 tal que

D*™ f(a)(h*™) < —c||h||*™, para todo h € E.

Andlogamente:

ii) Si k = 2m. Una condicion suficiente para que a sea minimo local
estricto de f es que exista d > 0, tal que

D" f(a)(h*™) < d|[hl[*™.

Demostracion. La demostracién de esta proposicién es semejante a la
anterior, usamos el Teorema de Taylor:

1
k!
Si D?™ f(a)(h®*™) < —c||h||*™, deducimos que

fla+h) = f(a)+ D> f(a)(h*™) +r(h).

Fla+h) = fa) < [RIP™ + (),
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por lo tanto, para h # 0,
flath)—f@) _ —c _ r(h)

[[72][>m 2 [P
Como h)
”
limy, 0 ——— =0,
|72
escogemos s > 0, tal que HIZ(”};),,‘L < §{ para todo h € B(0). Deducimos

que
fla+h) — fla) < _TCHhH?m <0, para h e By(0).

Por lo tanto, a es maximo local estricto para f.
Demostracién semejante para minimo. O

9.9 Nota. Si n es impar, nada puede decirse, puede suceder que f no
posea ni maximo ni minimo, recordamos el ejemplo clasico: Para 0 < m

entero, sea
f:R—=R, definida porf(z) = z*""!

9.10 Ejemplo. Sea f:R3 — R, definida por
flx,y,2) =2t +y* + 22 — 22 + 7).

Entonces Vf(x,vy,2) = (42® — 4x,4y> — 4y,2z), por lo tanto los puntos
criticos de f son (1,1,0), (—1,1,0), (1,-1,0), (—1,-1,0), y (0,0,0),
(£1,0,0), (0,+£1,0). Las derivadas parciales de orden 2, son dadas por

Dllf(x’y? Z) = 12:6274’ D22f(3:,y, Z) = 12y274, Dggf(ﬁﬂ,y,Z) = 25

todas las otras derivadas parciales de orden 2 son cero. Se deduce de la
Proposicién anterior que un punto critico serd un méximo local (minimo)
si existe ¢ > 0, tal que D?f(z,y, 2)(v,v) < —c||v||?, para todo v € R3
(Ver Hessiana de f en (z,y, z), Hf(z,y,z), en el capitulo 3). Para todo
v = (v1,v2,v3) € R3, tenemos:

sz(.%'7y, Z)(’Ul,UQ,’Ug) = (’017’027’03)Hf(.%',y, Z)(’Ul,’UQ,’Ug)t
= (1222 — 4)v? + (12¢% — 4)v3 + 202,

es decir, si existe ¢ > 0, tal que

(122% — 4)v} + (12y% — 4)v3 4 203 < —c(v? + V3 + v3),
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veamos que pasa en los 9 puntos criticos que tenemos: En (0,0, 0) —4v? —
41)% + 21)%, para v; = 0,02 = 0,u3 = /¢, tendriamos que 2¢ < —2,

contradiccién.

En los puntos (+1,+1,0), tenemos que 81}% + 81}% + 2v§ es siempre
no-negativo, luego tal ¢ > 0 no existira.

En los puntos (+1,0,0), 802 — 4v3 + 2v2 puede tomar valores posi-
tivos y negativos (tan grandes como se quiera), tal ¢ > 0 no existe. Por
tiltimo, en los puntos (0, £1,0), también —4v? + 4v3 + 203 puede tomar
valores positivos y negativos (tan grandes como se quiera) tal ¢ > 0
no existe.Deducimos que en ninguno de estos puntos criticos se obtiene
maximo local. Veamos si se obtiene minimo local en estos puntos. En
(0,0,0) £(0,0,0) = 0, pero f(z,0,0) = z* — 222 = 22(2® — 2) < 0, si
|z| < /2, no puede ser minimo local.

En (£1,+1,0) obtenemos minimos locales estrictos, en efecto: existe
d =1, por ejemplo, tal que

8v? + 8v3 + 2v3 > (v? +v3 +03), paratodo v € R

Por lo tanto f(£1,£1,0) = —2 es valor minimo (y valor critico), en
verdad es el minimo absoluto para f, pues f(z,y, z) = (22 —1)? + (y? —
1)2 + 22 — 2 > —2, para todo (z,y, 2) € R3.

En el caso en que E es espacio vectorial normado de dimensién finita,
la condicién impuesta sobre las derivadas de orden par, para obtencién
de extremos locales estrictos puede debilitarse, la siguiente proposiciéon
de Algebra Lineal ilustra esta afirmacion:

9.11 Proposicion. Sean E espacio vectorial normado, de dimension
finita, T € L5(E;R), si T(v,v) > 0 para todo v # 0 de E. Entonces
existe ¢ > 0 tal que

T(v,v) > c|v||?, para todo v € E.

Demostracion. Como en este caso T' es bilineal continua (ver teorema
1.77) y la esfera unitaria S = {z € E, ||z|| = 1} es conjunto compacto
de E, existe

¢ = min|, =1 {T(z,2)} >0,
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por lo tanto, si v € E, no nulo, entonces ﬁv € S, luego

1 1 1
<T(—v,—v) = —=T
< TR ol = ot o)

por lo tanto, existe ¢ > 0, tal que c|v||> > T(v,v) para todov € E. [

9.12 Nota. Recordamos ahora algunos resultados de Algebra Lineal.
Se demuestra que:

Dado E espacio vectorial normado de dimensién finitay T' € L5(E; R)
bilineal simétrica, entonces T define una forma cuadratica g en E, por
medio de la férmula:

q(z) =T(x,xz), z€E.

9.13 Definicién. Sea T' € L5(E;R) aplicacién bilineal simétrica, ¢ la
forma cuadratica inducida por T, ¢ se dice ser no-degenerada si

q(x) =0, siysdlosi z=0.

Sig(x) >0, paratodo z # 0 € E se dice que q es definida positiva.
Se suele decir, no-degenerada y definida positiva, por abuso de lenguaje.
Si —q es definida positiva diremos que g es definida negativa.

Si & = {e;j}], es base para E, y T" € L5(E;R) y g es su forma
cuadrética asociada podemos asociar a ¢ una matriz n X n, simétrica
(ai;), por

Qg :T(ei,ej) i,j = 1,...,77,.

Reciprocamente, si (a;;) es matriz real, de tamano n x n, podemos aso-
ciarle una forma cuadrética g, por definir ¢(z) = z(a;;)z’.

Las raices caracteristicas de esta matriz son reales, y para ello recor-
damos los siguientes resultados del Algebra Lineal, que no demostrare-
mos:

9.14 Proposiciéon. Sean E, F espacios vectoriales normados sobre R o
C y sea L € L(E,F). Entonces existe una tnica aplicacion lineal conti-
nua, L' € L(F*,E*) donde E* es el dual de E, es decir, E* = L(E,R), o
E* = L(E,C). Caracterizada por

L'(f*)(x) = f*(L(z)), para todo f*e€F*, 2 ck.



367

Satisfaciendo
I < |-

La aplicacion Lt se llama la transpuesta de L.

Demostracién. La férmula LY(f*(z)) = f*(L(z)) define una aplicacién
lineal de F* en E*. Se verifica facilmente que
1LY = SuleLtH

[lF*<

llzf|<1

= sup |[f*(L(2))]
=]
leli<1

< sup L) = L]

[lF*<

llz]|<1

Luego [[L*] < || Z]. O

En el caso de espacios de dimension finita, recordamos, no demos-
traremos, las siguientes proposiciones:

9.15 Proposiciéon. Sean E, F espacios vectoriales de dimensiones m,

. . m n
n respectivamente, finitas, con bases £ = (ei)i:y F = ( fj)j:1 respec-
tivamente, L € L(E,F). Entonces, si A es la matriz asociada a L en
estas bases, la matriz de L' en las bases duales F*, £* de F*, E* res-
pectivamente es dada por Al la transpuesta de la matriz A. Las bases
duales son dadas por las aplicaciones lineales continuas f]* : F — R,
definidas por f7(fx) = 6k para j,k € {1,...,n} yej : E — R, defini-
das por ef(e;) = i, para i, € {1,2,...,m}, donde 6,5 es el delta de
Kronecker.

Se puede ver su demostracién en los libros de Algebra Lineal citados.

Respecto de aplicaciones lineales adjuntas y autoadjuntas se distin-
gue el caso real y el caso complejo, recordamos el teorema de represen-
tacion de Riesz.Para espacios de Hilbert (H, <, >) existe una aplicacién
natural

¢ :H — H*
x— ¢(x) € H",
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definida por

¢(z) :H — R,
y— ¢(z)(y) = (z,y), paratodo xz,y€ H.

Vemos que ¢ es lineal continua, debido a desigualdad de Schwarz

()W) = [{z 9)| < llllllyll

En verdad ¢ preserva norma, ya que

lp(@)]| = sup (z,y)
llyll<1
= ||lz||, al tomar y= T
]

Por esto, es claro que ¢ es inyectiva.

En el caso en que dimensién de H es finita, dim(L(H,R) = dim(H),
por lo tanto ¢ es isomorfismo lineal sobre (homeomorfismo lineal).

Pero si E es espacio de dimensién infinita, con producto interno no-
tado, <,> el cual no es completo, para la norma inducida, tenemos que
si ¢ : E — E*, es definida como antes, ¢ no es isomorfismo lineal sobre,
pues L(E,R) = E* es completo, por serlo R y E no lo es. Por lo tanto pa-
ra poder probar que ¢ e isomorfismo sobre se requiere usar propiedades
de completez de E

9.16 Proposicién (Teorema de Representacion de Riesz-Frechet). Sea
H espacio de Hilbert, con producto interno notado (, ), dada f € L(H,R)
(o L(H,C)), existe un inico vector v € H tal que

f(x) = (z,v) para todo x € H.

* Para una demostracién ver, por ejemplo Haim Brézis Andlisis
Funcional Teoria y aplicaciones, Alianza Editorial, 1984.

9.17 Proposicién.

i) q es forma cuadrdtica no-degenerada si y solo si todas las raices
caracteristicas de A = [ai;] son no-nulas. Esto es equivalente a que
el determinante de A es no-nulo.
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ii) Si todas las raices caracteristicas son positivas entonces q es defi-
nida positiva.

iii) Si q es no-degenerada, podemos consequir una base € para E tal
que, respecto de esta base &, q tiene la forma

p ptm
q(ml,xg,...,xn):Zx?—< Z x?), (x1,x9,...,2y) €E,

J=1 J=p+1

donde p es el numero de raices caracteristicas estrictamente po-
sitivas de la matriz A, asociada a q, y m es el numero de raices
caracteristicas de A que son estrictamente negativas.

* No demostraremos esta Proposicién, sugerimos consultar algin
texto de Algebra Lineal (ver Larry Smith [39]).

Aplicaremos los anteriores resultados a puntos criticos de funciones
definidas en subconjuntos abiertos de espacios vectoriales normados de
dimensién finita.

9.18 Proposicién. Sean E espacio vectorial normado, de dimension

finita, A subconjunto abierto de E. supongamos que

i) f: A—R esde clase O .
ii) a € A es punto critico de f.

iii) f es dos veces diferenciable en a y D?f(a) es no degenerada. (Iden-
tificamos D?f(a) con la bilineal simétrica asociada,).

Entonces a es mdzimo local estricto para f si y solo si D>f(a) es
definida negativa.

a es minimo local estricto si y sélo si D f(a) es definida positiva.

En particular, si {e;}_; es cualquier base para E, a es mdzimo lo-
cal estricto (minimo) si y sélo si la matriz asociada a D?f(a), la cual
es [D?f(a)(ei, €;)] tiene todas sus raices caracteristicas estrictamente
negativas (respect., estrictamente positivas).
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Demostracion. Si a es maximo local estricto para f se deduce de la
proposicién 9.7, las notas anteriores y la defincion de forma definida
negativa (def. 9.13), y proposicién 9.17 que D?f(a) es definida negativa.

Supongamos ahora que D?f(a) es no-degenerada y que fuese no de-
finida negativa. Podemos escoger una base {e;}}; para E, tal que la
expansién dada por el teorema de Taylor para f en a = (ay,...,a,) sea
de la forma

V4 n
flar+hy, ... an + hy) :f(a)+%<2h§— > h?) + Ro(h),
i=1

i=p+1
donde

Ra(h)

h—0 W =0, p es estrictamente positivo.

h=(hi,...,hy), lim

Sea S), el subespacio generado por las primeras p coordenadas de E,
es decir,

S, = {(a1,...,2p,0,...,0) € E, }.

Si restringimos f a A()(a+.Sp), de la Proposicién 9.7 obtenemos que
a no puede ser maximo local para f. De manera semejante, si D?f(a)
no es definida positiva, entonces a no puede ser minimo local estricto
para f. O

9.19 Nota.
1. Se necesita que D?f(a) sea no-degenerada en la Proposicién an-

terior. Puede haber méximo local en a, sin que —D?f(a)(v, v) sea

definida negativa, por ejemplo, consideremos:
f:R* =R, definida por f(z, —(z* + ),

y) =
en este caso f obtiene maximo en (0,0), f(0,0) = 0, vemos que

o= (7 8)

H£(0,0) = (8 8)

por lo tanto
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2. Recordamos ver la proposicion 8.63, sobre matrices positivamente
definidas. Con ayuda de ella podemos renunciar la proposicion
9.18.

9.20 Proposicién. Sean E espacio vectorial normado, de dimension
finita, A subconjunto abierto de E, sin pérdida de generalidad podemos
pensar que E = R™, considerando en R™ su base candnica. Ademds,
SUPONGamos que

i) f: A—TR es de clase O .
ii) a € A es punto critico de f.

i) f es dos veces diferenciable en a y D?f(a) es no degenerada. (Iden-
tificamos D?f(a) con la bilineal simétrica asociada, mds exacta-
mente, con su Hessiana H f(a)).

Entonces a es mdzimo local estricto para f siy sélo si D f(a) tiene
todos sus valores propios negativos. a es minimo local estricto si y solo
si D%f(a) tiene todos sus valores propios positivos.

En particular, si {v;}?_, es cualquier base para E, a es mdzimo local
estricto (minimo) si y sélo si la matriz asociada a D?f(a), la cual es
[D? f(a)(vi, v;)] tiene todos sus valores propios estrictamente negativos
(respectivamente, estrictamente positivos).

9.21 Definicién. Sean E espacio vectorial normado de dimensién finita
A subconjunto abierto de E. Supongamos que

i) f: A—Resde clase C.

ii) a € A punto critico para f y f dos veces diferenciable en a.

El punto a se dice ser punto critico no-degenerado para f si D?f(a) es
no-degenerada. Si a es punto critico no-degenerado para f, llamaremos
indice del punto critico al entero p dado en la proposicién 9.17 anterior,
es decir, p el nimero de raices caracteristicas de la matriz asociada a
D?f(a) que son estrictamente positivas.

9.22 Ejemplo.
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1. Sea R? con su producto interno usual. Consideramos el plano x +

y + z = 1, deseamos determinar el punto de este plano a menor
distancia del punto (1,1, 1).

Como el punto que hace minima la distancia del punto al plano,
hace minima la distancia al cuadrado, consideramos el cuadrado
de la distancia. Sea f : R? — R, definida por

f(.%',y,Z) - (.%'—1)2+(y—1)2+(2—1)2.

Debemos encontrar el minimo de f sujeto a la restricciéon z =
1 — x — y, un punto en este plano es de la forma (z,y,1 —z — y).
Entonces debemos hallar el minimo de la funcién F : R? — R,
definida por
Fla,y) = (e -1+ -1+ 1 -2z-y—1)
= (@-1+ @y -1+ (x+y)

Entonces
Fi(z,y) =2(x—1)+2(x+y), Fz,y)=2y—-1)+2x+y).

Deducimos que
C 11
Fer,y) =0, Fy(r,y)=0, siysdlosi (z,y)= (g, §)’

por lo tanto z = % Tenemos que Iy =4 =F,, =4, F,y = F, =
2, por lo tanto, la matriz Hessiana de F en (s, ) es :

4 2

2
La matriz es positivamente definida, sus valores propios son Ay = 6
v A2 = 2 ambos positivos, entonces en (%, %) la funcién F' obtiene
minimo, este valor es F' (%, %) = %. Recordamos al lector la cono-
cida férmula de distancia de un punto (x1,¥1,21) a un plano de
ecuacion Az + By + Cz — D = 0 es dada por:

. ‘A.%'l + By + Cz — D‘
VA2 B2+ (0?0

Esta formula puede obtenerse siguiendo el mismo procedimiento.
Deduciremos una formula mas general posteriormente.

d
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2. Se puede tener un punto critico aislado, cuando todas las derivadas
sean nulas, en efecto al considerar la funcién f : R — R, definida

por
Fa) = {612, siz#0

0, sizx=0
A continuacién destacamos el caso en que el espacio es de dimensién
n = 2, tenemos:

9.23 Proposicién. Sean, Q subconjunto abierto conexo de R?, f: A —
R aplicacion de clase C? en Q, y (a,b) € Q punto critico de f. Sean

A= fra(a,b), B= fyyla,b), C= fyla,b).

Entonces:

1. Si AC —B? >0y A >0, entonces f posee minimo local en (a,b).
2. §i AC—B? >0y A <0, entonces f tiene mdzimo local en (a,b).

3. Si AC — B? < 0, entonces f no tiene ni mdzimo ni minimo local
en (a,b), suele decirse que tiene punto silla.

4. Si AC — B? =0, ninguna conclusion puede obtenerse.(Deben cal-
cularse derivadas de orden superior y usar proposicion 9.8, si es
posible).

Demostracion. 1) Es consecuencia de la proposicién 8.63, pues en este
caso A > 0 y el determinante de la Hessiana de f en (a,b), que es
AC — B? > 0 implican que la matriz H(f)(a,b) es definida positiva, la
proposicién 9.20 implica la afirmacién.

La afirmacién 2) también es consecuencia de la proposicién 9.20, ya

que

-A -B

-B —-C}|’
como 0 < —A y 0 < AC — B? la proposicién 8.63 implica implica que
—H f(a,b) es definida positiva.
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Para 3) Si B2 — AC > 0, entonces puede suceder que: i) A = 0, si
esto pasa, B # 0. En este caso, u = (h, k) tenemos:

£ (a,b)(u,u) = Ah? + 2Bhk + Ck* = 2Bhk + Ck?,

no es definida negativa, ni positiva,en efecto: Si C' = 0, 2Bhk toma
valores positivos y negativos. Si C < 0, tomando h =0y k # 0, implica
Ck? < 0. Al tomar h = =5E_ entonces 2Bhk + Ck* = —2Ck* + Ck? =
—Ck?>>08SiC > 0, tomando h = 0y k # 0, tenemos que 2Bhk+Ck? =
Ck? > 0, y al tomar h = 7Tgk, tenemos que 2Bhk + Ck?* = —2Ck* +
Ck*=-Ck* < 0.

ii) A < 0, si esto pasa, puede suceder: Si C' = 0, entonces debe ser
B # 0, luego Ah? + 2Bhk toma valores positivos y negativos.

Si C' > 0, entonces —AC > 0, puede suceder B = 0, en este caso
Ah?24+2Bhk+Ck? = Ah?+Ck? puede tomar valores positivos y negativos
porser A< 0y C >0.8i B <0, es claro que Ah? 4+ 2Bhk + Ck? puede
tomar valores positivos y negativos. iii) Si A > 0, de manera semejante,
vemos que Ah? + 2Bhk + Ck? toma valores positivos y negativos.
Concluimos que en toda vecindad de (a,b) la funcién f toma valores
mayores o menores que f(a,b). Por lo tanto (a, b) no es punto de méximo
ni de minimo. Pues, en vecindad de (a, b)

fla+h, b+ k)= f(a, b) + 2Bhk + Ck* + r(h, k),

donde

r(h I;) —0.

=00 [, F)?

Para 4) o sea cuando B2 — AC = 0, podemos con ejemplos exhibir
que se dan todas las posibilidades. ]

9.24 Ejemplo. Los siguientes son algunos de los muchos ejemplos que
se pueden exhibir.

1. Considere f : R? — R, definida por f(z,y) = x, entonces B? —
AC =0y f no toma ni maximo ni minimo.

2. Considere f : R? — R, constante, entonces B2 — AC =0y f toma
maximo y minimo y son iguales.
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3. Consideramos ¢ : R? — R, definida por:
q(z,y) = ax® + 2bxy + cy2 +dz + 2ey + f,

donde a > 0y ac — b? > 0, entonces existe un punto (a, az) en el
cual ¢ obtiene su minimo.

En efecto, el determinante de la Hessiana de ¢ en (z,y) es 4(ac —
b%) > 0, por lo tanto en puntos donde

dq(z,y) =0 y daq(z,y) =0,
obtenemos que ¢ obtiene un minimo
0q(x,y) =2ax +2by+2d y Oaq(z,y) = 2cy + 2bx + 2e,
como el sistema de ecuaciones:
ar +by+d=0, br4+cy+e=0

tiene solucién unica
be — dc bd — ae
pr— A 5 p— A 5

donde A = ac — b?, deducimos que q(ay,az) es dicho minimo,

ai a9
Q(al,CLQ) = aa% + 2ba1a2 + ca% + 2da1 + 26&2 + f
1
= ((be — dc)® + 2b(be — de)(bd — ae) + c(be — dc)?
+ 2d(be — dc) + 2e(bd — ae) + fAQ)

1
A2 (A2f + ab%e? + cb?d? — a%ce? — actd? + 2abede — 2b3de)
1
= F(A(dee —cd® — ae®) + fA?)
a b d
1
= N b ¢ e
d e f

9.1 Multiplicadores de Lagrange

Recordamos que en un espacio de Hilbert (H, ( >), dado E un subes-
pacio de HI, existe un subespacio de H, llamado el ortogonal de E, deno-
tado por Et, definido por

Et={zecH, (z,5)=0, paratodo seE}, talque H=E®E".
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En el caso en que dim(H) = n < oo (léase dimensién de),si dim(E) =
m < n, entonces dim(EL) = n —m, es decir, dim(E) + dim(E+) = n.
En particular, si dim(E) = n — 1, entonces dim(E+) = 1, por lo tanto
existe un vector v € H, no nulo, tal que EX = {\v, X € R}, es decir, v
es base para EL.

Nos restringimos ahora al caso H = R".

9.25 Definicién. Sean A C R™ abierto y f : A — R funcién de clase
C*, k> 1en A. Sic € R, se llama hipersuperficie de nivel ¢, determinada
por f, al conjunto S,

S={reA, talesque f(x)=c y Vf(zx)#0}.

Suele considerarse ¢ = 0, sin pérdida de generalidad.

El siguiente lema es consecuencia del Teorema de la funcién implicita.

9.26 Lema. Sean A C R™ abierto, f : A — R, aplicacién de clase C¥,
k>1,p=(p1,-..,pn-1,Pn) € A, tal que f(p) =0y

S={z€A, talque f(z)=0 Vf(z)#0}.

SipeS yweR", es tal que w € Vf(p)*, existen un intervalo abierto
IdeR,0¢€ 1 yuna curva~y: I — A, de clase C*, tal que v(t) € S para
todot €I, es decir v(I) C S, y~ (0) = w.

Demostracion. Sea p = (p1,...,Pn—1,Pn) € S, si o' = (p1,---,Pn-1) ¥
p = (p/,pn) como V f(p) # 0 alguna derivada parcial de f en p es no nula,
renumerando las variables podemos suponer sin pérdida de generalidad
que 9, f(p) # 0, por el teorema de la funcién Impl ” icita, existen una bola
abierta V en R"~!, de centro en p/, de radio § > 0, V = (p'+B) c R"1,
donde B es bola abierta de centro en 0 y radio § > 0, en R"~! y una
funcién g : V — R de clase C*, tal que (y,9(y)) € A, f(y,9(y)) = 0 para
todoy = (y1,---,yn-1) € V, g(v') = g(p1,--.,Pn-1) = pn. También V
puede escogerse tal que 9, f(y,g(y)) # 0 para todo y € V' (ver teorema
8.31 de la funcién implicita).

La aplicacién G : V' — S, definida para y = (y1,...,yn-1) € V, por

Gy) =y, 9%) = W1s-- Y1, 91 - Yn—1)),
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es de clase C*, G(p') = (0, 9(')) = (/. pn) =y F(G(y)) = f(y.9(y)) =
0 para todo y € V, G es inyectiva, ademés G (y) : R" ! — R™, es tal
que si h € R™1, G'(y)(h) = (h, ¢ (y)h) = (0,0) implica que h = 0 por
lo tanto, G'(y) es inyectiva, el rango de G’ (y) es n — 1. Deducimos que

/

G (p')(R"1) es subespacio de dimensién n—1 de R™. Siv # 0, v € R* 1,
existe t € R tal que tv € B (basta que [t| < ﬁ =r). Como p' +tv eV
si |t] <, sea

v:I=(-rr)— S,
V() =G’ + tv),

es tal que v(0) = G(p') = a. Ademés
Y () =G +tv) v,

por lo tanto 4’ (0) = G’ (p/)v. Luego el vector velocidad de v en ¢t = 0
pertenece a G (p/)(R"~1).Sabemos que la dimension de G (p)(R"!) es

n — 1 Para |t| < r p' +tv € V, tenemos que

fy(@) = (G +tv)) = f(p' +tv,g(p) +tv) =0,

deducimos que

i

0=f (y(t)) oy (t) paratodo tel.

En particular, para t = 0,

0= Vf(7(0)) -+ (0) = Vf(a) -~ (0),

es decir que 4 (0) € Vf(a)+. También sabemos que la dimension de
Vf(p)t es n — 1. De lo anterior deducimos que si v € R"~1, G'(p')v =
70) € Vf(p)*, por lo tanto G (p')(R*!) € Vf(p)*, como ambos son
subespacios de dimensiéon n — 1, entonces son iguales. Luego:

G ()R = Vfp)*.

Luego, si w € Vf(a)t, si escogemos w = 7' (0), existe v € R, tal
que w = G (a')v = 4 (0). Esto demuestra el lema. O
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9.27 Teorema (Multiplicadores de Lagrange). Sean A C R™ abierto,
f:A—=R funcién de clase C*, k> 1, yg: A — R, de clase C*, y

S={zxecA, talesque f(zr)=0 y Vf(z)#0}.

SipeSyg:A— R, es diferenciable en A, tal que g(x) < g(p) para
todo x € §. Entonces existe X\, tal que

Vg(p) = AV f(p).

(Andlogamente, si g(z) > g(p) para x € A). El escalar X se llama
multiplicador de Lagrange

Demostracion. Por el lema anterior, existen I = (—r,r) intervalo abierto
deR,y~v:I— S, declase C*, tal que 7(0) = p, entonces goy: I — R
es tal que tiene maximo en 0, g o y(t) < f o y(p), para todo t € I.

Luego

! i

0=(g07)(0) =g (p) o7 (0) = Vg(p) -7 (0).

Concluimos que Vg(p) es perpendicular a 4 (0) y como 7' (0) es per-
pendicular a V f(p), deducimos que Vg(p) es colineal con V f(p), es decir,
existe XA € R tal que

Vg(p) = AV f(p)

Los siguientes ejemplos ilustran la utilidad de este teorema.

9.28 Ejemplo (Distancia de un punto a un hiperplano). Sean p =
(p1,.-.,pn) € R™ y el hiperplano H en R", de ecuacién

Z Al — b, (H)
k=1

donde (ay,...,a,) # 0. Determinemos la distancia de p al hiperplano
H.
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Sea g(z) = b—Y_;_, axrk. Deseamos entonces determinar el minimo

de la funcién
n

d= (D (zr—p)®)?,

k=1

N

tal que (z1,...,x,) satisfaga H. Esto es equivalente a buscar los puntos
criticos z de d® = f(z) = Y _p_;(wx — pr)?, tales que g(z) = 0, es decir
x € H. Por el teorema anterior debemos buscar los x € R", tales que
para algin A € R
Vi(z) = AVg(z),
tenemos
0;f(x) =2(x; —pj) = Aaj, para j=1,...,n;
es decir que
)\aj

xj:pj+7 j=1,,...,n.

como Yy p_; apxy = b, obtenemos:
n
b= awpr =
k=1
k

= arlze—p) = ar(pe + =~ Pr)
k=1 k=1
A= o

25

k=1

Luego
A_b- > k=1 OkDE
2 > i1 a?

Por lo tanto

n n )\a
2 _ k\2
Z(xk - pk) = Z(T)
k=1 k=1
A2 &
= Z a,i
k=1

N}

a;.
1

<

_ (b—zzlakpky d

Zz:l ai j
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Por consiguiente

b — 3 k1 OkPk|
flx) = . D
) (k=1 0p)? v

Puede verse que en estos puntos f(x) es minimo. Luego la distancia
de p al hiperplano H es dada por D.

El caso n = 3 es el ejemplo clasico de distancia de un punto a un
plano.

El teorema anterior es caso particular del siguiente, extensién del an-
terior a espacios de Banach de dimensiones no necesariamente finitas. Es-
to implica usar teoremas como el de la aplicacién abierta o equivalentes.
Antes recordamos una proposicién de Algebra Lineal, cuya demostra-
cién puede verse en los libros de Algebra lineal citados como referencia,
como por ejemplo en Greub, W. H [16][17]:

9.29 Proposicion. Dados E, F espacios vectoriales (normados) con
cuerpo de escalares R y L : [|E — F aplicacion lineal. L es sobreyectiva,
si y solo si existe aplicacion lineal S : F — E, tal que Lo S = I, donde
Ir es la aplicacion idéntica de F en F.

Es decir L admite inverso a derecha. Nada puede decirse acerca de
la unicidad de tales S en la proposicién anterior. Si E y F son espacios
de Banach la demostracién de esta Proposicion requiere usar el lema de
Zorn, y nada puede asegurarse acerca de la continuidad de S, ni cuando
L sea continua y los espacios de Banach. Si son de dimensiones finitas,
la demostracién es sencilla. La parte dificil es demostrar la existencia de
S bajo la hipotesis de que L es sobre. El reciproco es facil, puessi z € F
entonces L(S(z)) = z implica que L es sobre.

Necesitaremos el siguiente lema de Algebra Lineal:

9.30 Lema. Sean E, F espacios vectoriales sobre R y Ly : E — R,
Ly : E — F, aplicaciones lineales, donde suponemos que Ly, Lo son
lineales sobre. Si

L= (Li, Ly):E—RxF, esdefinida por L(z)= (Li(z), La(z)),
no es lineal sobre, entonces

Ker(Ly) C Ker(Ly),
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el nicleo de Lo estd contenido en el niucleo de L.

Demostracion. Si el nicleo de Ly es todo [E, nada a demostrar. Si existe
z € E, tal que Lo(z) =0y Li(z) =t # 0, entonces Li(E) = R. Como
R x {0} ¢ L(E) C R x F. Sea (s,v) € R x F. Como Ly es sobre,
para v € F existe y € E, tal que v = Ly(y), y para (u — Li(y),0) €
R x {0} C L(E) existe = € E, tal que L(x) = (u — L1(y),0). Vemos que
L(z) = (Li(x), La(x)) = (u — L1(y),0). Deducimos que

L(xz +y) = L(x) + L(y) = (u — L1(y),0) + (L1(y), L2(y)) = (u,v).

Por lo tanto L es sobre, se contradice la hipétesis. Luego:

Ker(g (p) C Ker(f (p).

0

A continuacién usaremos el teorema 8.40 y el corolario 8.54: Si f :
A — T es submersion C*, entonces f es aplicacién abierta.

9.31 Teorema. Sean E, F espacios de Banach, A C E abierto,
f:A—-Ryg:A—TF, aplicacidnes de clase C*, k > 1.

i

S={zecA, gx)=0, g(x) sobre}.

Si existep € S, tal que f restringida a S alcanza mdximo (o minimo)
en p. Entonces existe X : F — R lineal continua, tal que

!

f(p)=xog (p),

es decir, p es punto critico de la funcion f —Aog: A — R, cuando
A e F~.

Demostracion. Sean

¢:A—RxF
z = o(x) = (f(x), 9(2)),

es de clase C* por serlo f y g. Por hipétesis E, R, R x F son espa-
cios de Banach, consideramos R x F, normado con la norma |[|(«, z)| =

sup(|a, [|z]))-
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Afirmamos que ¢/ (p) no es sobreyectiva, en efecto, si lo fuese el teo-
rema 8.40 implica la existencia de un abierto W conteniendo p, W C A,
tal que ¢ : W — R X F es abierta. Sea U C E abierto, tal que p € U, en-
tonces p € W U es abierto conteniendo p. Por lo tanto Z = ¢(U (W)

es abierto, ¢(p) = (f(p),9(p) = (f(p),0) € Z, existe r > 0, tal que la
bola abierta B, (¢(p)) C Z. Es claro que (f(p) + +%,0) € B.(f(p),0),
para todo 0 < t < r, pues

1) % 5,0) ~ (F@),0)] = (=5, 0l =151

Deducimos que existen z,y € U [|W, tales que

6(@) = (f(@),9(2)) = (/(p) — 5,0) (91)
6) = (f(),9()) = (f) + 3,0), 92)

por consiguiente g(z) = g(y) = 0, luego, z,y € S, f(z) = f(p) = § ¥
fly) = flp) + % Es decir que existen z,y € U8, tales que f(z) <
f(p) < f(y), esto contradice que f : S — R alcanza extremo en p € S.

Luego ¢ (p) no es sobre.

Por tanto, por el Lema anterior, tenemos que

Ker(g'(p) C Ker(f (p). A

Como g (p) es sobre existe una aplicacién lineal T : F — E tal que
g (p)oT = Ir. Vemos que para = € E,

x—Tog (p)a € Ker(g (p)),

ya que ¢’ (p)(z — T o ¢'(p)(z)) = 0. por tanto, por A, x — T o g’ (p)x €
Ker(f'(p)), luego,

’

F)@)=(f(p)oT)og (p)(a),

obtenemos finalmente que A\ = f (p)oT : F — R es lineal continua.
Luego

/

f(p)=Xog (»)
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Este teorema puede enunciarse con sélo derivabilidad, pero no se
tiene que A sea continua, esto es claro si dimensién de [ es finita, o si T’
es continua, como hemos comentado antes de este teorema. En general
no podemos decir que A sea continua.

El anterior teorema es condicién necesaria para existencia de extre-
mos del tipo considerado. Por lo general no se conoce el punto p, el
problema es hallarlo. Recordamos el planteamiento de este.

9.32 Ejemplo. Sean E, F espacios de Banach, A C FE abierto,
f:A—=Ryg:A— T, aplicaciones de clase C*, k > 1 y el con-
junto

S={zecA, g@)=0, g(z) sobre}.

Determinar los puntos p € S, tales que f : S — R alcanza valor extremo
(maximo o minimo relativos).

Segun el teorema 9.31, estos puntos p € S deben satisfacer el sistema

(1)

La segunda ecuacién en (I) expresa que p € S. En general la aplica-
cién A : F — R no se conoce. En verdad, no hay método para resolver (I).
Dadas f, g se procederd en cada caso.Determinado uno de tales p € S
satisfaciendo (I) no se sabe si en este punto se alcanza extremo relativo.
Esto a menudo se determina segiin naturaleza del problema, geométrico,
o fisico.

Veamos el caso en que E, F son espacios vectoriales normados de
dimensién finita, salvo cambios de base, podemos suponer que estos son
R™ y R™ con sus bases canénicas usuales, A C R™ abiertoy f: A — R
y g: A — R™ aplicaciones de clase C¥, k > 1y S={r c A, g(x)=
0 g(x) sobre} no vacio. Esto implica m > n, pues si m < n g ()
no puede ser sobre. Si g = (¢g1,...,9n) entonces las matrices asociadas
a f'(z), g'(z) son: nablaf(x) y Jg(x) = (9;g:(z)) donde i = 1,...,n
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j=1,...,m. Al usar el lema 9.26, si z € S, tenemos:

dgi(z) ... Omgi()
Orf(@);- O f (@) = A1y An) | :
algn(x) cee amgm(x)

g(x) =0, y g(x) sobre,
es decir, tenemos el siguiente sistema (I*) de n + m ecuaciones , cuyas
incognitas son las m coordenadas de z y los escalares Aq,..., \,, al cual
hay que adicionar que ¢ (z) sea sobre:

o f(w) =370 Nidrgi(w),
amf(x) = Z?:l )‘zamgz(x),
gi(z) =+ = gm(z) =0.

(I") =

Determinados los x € S que satisfacen el sistema (I*), el teorema
9.31 dice que estos seran los unicos donde f : S — R obtiene valores
extremos. Ilustraremos esta discusién con dos aplicaciones al Algebra
Lineal:

9.33 Ejemplo. Sea A = (aij) matriz cuadrada, de tamano n X n con
elementos a;; € R, consideramos la forma bilineal asociada a A, b : R™ x
R" — R, definida por b(z, y) = 2 Ay’ donde z,y € R™, son vectores fila de
n componentes y t significa transpuesto. Suponemos que A es simétrica,
entonces b es bilineal simétrica. Por lo tanto autoadjunta. Consideramos
R"™ dotado de su producto interno usual (z,y) = > ", z;y;, para © =
(1, y2n), ¥y = (Y1,-.-,Yn) € R™. Si f: R™ — R es la forma cuadratica
correspondiente a b, es decir,

f(z) =b(z,r) = xAz’ = Z ajjrix; = (Az, x)
i,j=1

yseaS = {z € R", |z| =1} eslaesfera unitaria de centro en el origen
en R™. Siv € S es punto de maximo (o de minimo) para f: S — R, es
decir f(v) > f(x) para todo z € S. Entonces v es vector propio de A

Demostracion. Sea g : R™ — R, definida por

n
gl@) = el —1= -1+ o,
i=1
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para © = (z1,...,2,) € R". Como & = ¢g~1(0), y para z € S, ¢ (z) =
2(x1,...,xn) # (0,...,0). Por la definicién 9.25, precedente al lema 9.26
y el teorema 9.27, como v € S, existe una curva vy : (—r,r) — S, tal que
~v(0) = v y tal que ¥(t) € S para todo ¢t € (—r,r). Sid: R" — R" x R",
definida por d(z) = (z,x), d es C, es lineal continua, y f = bod,
tenemos que f(z) = (bod) (z) = b (d(z)) o d (z) por la regla de la
cadena, y derivada de una aplicacién bilineal continua, tenemos:

f(@)(2) = (b (d(z)) od (z)(2)
= (b (z,2)(2,2) = bz, z) + b(z, ) = 2b(x, 2)
= 2(Ax, z),

por ser b bilineal simétrica. Como g es Oy ¢’ ()(z) = 2(x, z). Por regla
de la cadena, aplicada a f o~ : (—r,r) — R, obtenemos, para h € R™:

(f o) (t)h = f'(y(t

Para ¢t = 0 se tiene 7(0) = v y como en v f|S obtiene valor maximo,
tenemos que (f o) (0) = 0, es decir que
0 =2(A(7(0),7 (0))
= (Av,7(0)).
Como Aw es perpendicular (por Lema 1 citado) a 7/(0) para toda curva

~ pasando por v como la anterior, y como v es perpendicular a ~ (0)
entonces Av = A\v para algin real A. Luego v es vector propio de A. [

9.34 Ejemplo. Consideramos el caso n = 2, R%, b : R? x R? — R forma
bilineal simétrica. Entonces existe una base ortonormal {vy, v} para R?,
tal que si A = (aij) es la matriz simétrica asociada a b en esta base,

(M0
=5

donde X\; = b(v;,v;). Es decir, es posible diagonalizar una matriz real
simétrica. Como en ejemplo anterior, sea ¢ : R? — R, la forma cuadritica
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asociada, si d : R? — R? x R? es definida por d(x) = (z,z) d es lineal
continua y ¢ = b o d, deducimos que para z, z € R?

i

q (z)(2) = 2b(x, 2).
Si g : R? — R, es definida por
g(x) = |2 =1 = (z,2) - 1,

como antes g es C® y para z, z € R?

i

g (2)(2) = 2(z, 2).

El conjunto
S1=97(0)={zeR® g(x)=0 }={zeR® [zf =1},

es no vacio y compacto por ser cerrado y acotado en R?, por lo tanto
q : S1 — R toma méximo (y minimo) en un punto v; € S;. Como
|u1]] = 1 se tiene que g (v;) es sobre, entonces por teorema 9.27 existe
A1 € R, tal que ¢ (v1) = A1g (v1). Por lo tanto, para todo z € R?

b(vy, z) = M (v1, 2),

luego
b(vl,vl) = )\1“1)1”2 = )\1.

La aplicacién lineal L : R? — R definida por Li(z) = (vy, ) y si
Sp={xeR® g(x)=0=1Li(x)} ={z €S Li(x)=0}

So es no vacio y compacto por ser cerrado de Sy () Ker(Ly), si u € R?

es linealmente independiente con vy, el vector z = u — (u, vi)vy, es tal
z

que L1(z) =0y z # 0, por lo tanto Tl € So. Nuevamente ¢ : So — R
obtiene maximo en un punto vy € S, la aplicacién lineal Ly : R? — R2,
definida por La(z) = (g/(v2)(z), L1(z)) es sobre, pues dado (a1, az) € R?
es iméagen de z = aqu; + %alvg. Por teorema 9.27 existen Ao, a9 € R,
tales que q/(vg)(vl) = Xg(vg) + aq2L1. Como vy € Sy obtenemos:

q (v2)(v1) = 2b(v1, v2) = 2A1 (v1, v2) =0
= 2o (vg, v1) + aq2{vy, V1) = a2,
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es decir que o = 0, luego para todo z € R?
b(’l}272’) = )‘2<U27 Z>7

por lo tanto b(vg,v1) = 0y b(ve,v2) = Ag. Como A; es el méximo de
{q(x) x € S1} y A2 es el méximo de {g(z) = € S3} y como Se C Sy,
entonces Ay < \;

Como estos dos vectores v, v9 son linealmente independientes, seran
base para R2. Esta base ortogonal {vy,v2}, es tal que

b(vi,v2) =0, b(vj,v;) =Aj, para j=1,2, A > Ao
La matriz asociada a b respecto a esta base, es la buscada.

La generalizacién de este ejemplo a matrices de tamano n X n se hace
por induccion sobre n siguiendo razonamiento parecido al anterior, cons-
truyendo vectores vy, vo, y aplicaciones L1, Lo como en el caso anterior
y continuando el proceso. A continuacién mostramos como usar el Teo-
rema de los Multiplicadores de Lagrange, para obtener la desigualdad de
Holder

9.35 Ejemplo (Desigualdad de Holder). Sean ay,...,an,x1,...,z, nime-
ros reales no negativos, y p, ¢ nimeros reales tales que p > 1y %%—% =1,

entonces
n n % n %
E a;x; < <E af) <E xf) .
i=1 i=1 =1

1

Sea A = <Z?:1 al >p, consideramos las funciones f : R" — R,
definida por
i=1
n
R(z) = Z a;x; — C.
i=1

deseamos hallar el minimo de la funcién f restringida a R(z) = 0 donde
C es real dado, fijo (a escoger).
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Entonces seglin teorema 9.27, existe A € R, tal que
Vfi(xi,...,zy) = AVR(x1,...,2y),

luego

n 1—q

1 K .
8jf(m1,...,xn):A6< xf) qm? 1:)\aj, ji=1,...,n;

n
E a;T; = C.
i=1

i=1

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que todos los reales a;
dados son positivos. Tenemos, para j = 1:

1 1/ N\
q
A= —A—( xq> qxqfl
a g Zzl % 1 >
yparaj=2,...,n
1—gq
11 K
A= —A—( x?) ’ qx? 1,
K N
igualando
1-g n 1-g
11/ 11 _
LAl () Twr = LAl () T =2
ar g i=1 a; 4 =1
Obtenemos é([;qil = 0%(11?717 7 =2,...,n. Por lo tanto

a;\ 91

] .

.%'j=1'1<—> y ]Zl,?,...,ﬂ.
ai
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Substituyendo

n
C=ayx1+ E a;T;
7j=2

n
a; %
=a1r1+ 1 E aj(—)fﬁ
- ai
Jj=2

q

T n
— 1 E q—1
= T ai .

q—1 .
al =1

1,1 _ : 9 _
Como i 1, se tiene que 1 =P luego
1
q—1 1
T = Cial = Qaﬁ
- noogP T oAr

Por lo tanto
N =1 C L
xj:m(&)q =—qa?', j=12,...,n. ()

El método de los multiplicadores de Lagrange, nos proporciona un
tnico punto de coordenadas dadas por *, el cual debe corresponder a un
minimo de f, el cual es

o) = A(3)’

J=1

Como C' es el minimo, tenemos que C < f(z1,...,x,) para todo
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punto (z1,...,z,) tal que > ;" | a;z; = C. Por lo tanto:

9.2
1)

1=1 i=1

Ejercicios

Sean A C RP abierto, f : A — R™, p > n, donde f es de clase
CF(p>n,k>1).SiaecA, estal que f(a) =0y f (a) es sobre
. 1) Demostrar que existen abiertos W C A, a € W, V; C RP ™™
0eVy, Vo CR™ 0 € Vs y difeomorfismo 6 : V; x Vo — W, de clase
C*, tal que f od = P3, donde P, es la proyeccién segunda.

Consideramos que los planos siguientes se intersectan:

a1x + by +ciz+d =0,
ag® + boy + coz + do = 0.

Encontrar el punto en la recta interseccién de los dos cuya distancia
al origen sea minima.

Determine el triangulo de perimetro minimo que puede inscribirse
en un tridngulo dado. Observe que es el tridngulo cuyos vértices
estan en los pies de las alturas del triangulo dado.

Determinar la distancia minima entre dos rectas que se cruzan
en R3. Observe que es la longitud del segmento perpendicular a
ambas. Generalize a R™.

Dado el Elipsoide
2 2 2
T z
S+h 451,
ay ay ag
si es cortado con el plano

Ajx+ Asy + A3z =0, donde A% + A% + Ag =1.

calcular el area de la elipse obtenida sobre el plano en esta inter-
seccién. Generalizar.
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