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Introduccion.

Los sistemas de leyes de conservacion hiperbdlicos son modelos matematicos de gran im-
portancia, dado que aparecen en gran variedad de fenémenos fisicos como dindmica de
fluidos, dindmica de gases, teoria de elasticidad, entre otros. El sistema hiperbdlico de

valor inicial:

u(z,0) = uo(),

donde el dato inicial es acotado y medible, u = (ui,ug,---,u,)’ € R%n > 1y
fw) = (fi(u), -, fn(u))” es una funcién vectorial que denota el término conservati-
vo, en general no posee soluciones globalmente definidas en el sentido cldsico, ain si el
dato inicial es suave, pues en un tiempo suficientemente grande, pueden aparecer ondas de
choque y la solucién se vuelve discontinua, (en [7] se muestra este hecho para la ecuacién
con término conservativo f(u) = “72 conocida como ecuacién de Burger) por lo que es
necesario debilitar las soluciones, de tal manera que se puedan admitir soluciones discon-
tinuas. En el caso escalar, si se considera ¢ € C¢(R x [0, 00)), multiplicando (1)) por ¢,

integrando sobre ¢ > 0 y usando la formula de Green, se tiene que,

//(u(m,t)got(a:,t) + f(u)pq(x,t))dxdt + / ugp(z,0)¢(x,0)dx = 0, (2)
>0 =0

nétese que si u es una solucién cldsica del problema de Cauchy (1)), la igualdad anterior
se cumple para toda ¢ € C3(R x [0, 00)).
Se define solucién débil del sistema en el siguiente sentido.

Definicién .1. Una funcién u(z,t) € LP, 1 < p < oo, es llamada solucién débil del
problema de valor inicial , con dato inicial ug € LP, si se cumple para todo ¢ €
C3(R x [0,00)).

Para encontrar soluciones débiles de sistemas hiperbdlicos como existen varios métodos.
Uno de los métodos usados es el conocido método de viscosidad nula, en el cual se suma
un pequeno término de perturbacién y se considera el sistema parabdlico,

U + f(u)ac = €Ugy, (3)

donde € > 0 es una constante. Para cada e fijo, el problema de Cauchy con dato inicial
acotado y medible u(z,0) = ug(z) siempre posee una solucién suave local u¢(x,t) para un
tiempo pequeno, ademas dicha solucién puede ser definida de manera global si u€ tiene

II



INTRODUCCION. 111

una estimativa a priori en L. En el método de viscosidad nula se trata de probar que
cuando € va a cero, el limite u de la sucesién {u‘} es solucién del problema de Cauchy
. La dificultad estd en mostrar que f(u€) — f(u) cuando u® — wu, pues, en general,
para funciones no lineales esta afirmacién no es valida. En [8] Tartar muestra que para
una sucesion {u} uniformemente acotada en L (Q, R™), existen medidas de probabilidad
vy, € §, de tal manera que si f € Cp(R™), la sucesién f(u(x,t)) converge a,

f(@) = (va, fF(N)

= | J(Ndve(X).
R
Asi, dependiendo de la informacién que se tenga sobre el soporte de las medidas v, sera
posible garantizar la convergencia de las compuestas f(u€) — f(u), para una funcién f
particular, cuando u¢ — wu.
Un segundo método es el de front tracking, en el cual la funcién de flujo f(u) y el dato
inicial ug, son aproximadas por funciones simples f‘S(u) y ug, suponiendo el dato inicial
de variacién total pequena, al considerar el problema de Riemann asociado a las nuevas
funciones, se obtiene una sucesién de soluciones aproximadas u® y por argumentos de

compacidad, se muestra que el limite de dicha sucesién cuando d tiende a cero es solucién
débil del problema inicial .

En el presente trabajo se estudian los sistemas de leyes de conservacién 2 x 2 del tipo de
Temple,

ut+2(\/u21+74v>x_0 (4)

u
Ut— ppy————— :0

Vut+4v/,
u + (U2 +v); =0 (5)
v+ (uv), =0,

el segundo sistema fué derivado por primera vez por Le Roux, como un modelo matematico
en dinamica de gases, por lo que es llamado sistema de tipo Le Roux, dicho sistema ha
sido estudiado antes en [ [14], [9], [10]]. Acd se muestra que la solucién débil global de
los sistemas hiperbdlicos , , puede ser obtenida como el limite de la combinacién
lineal de los dos, donde las constantes de dicha de combinacién son perturbaciones de flujo
positivas.



CAPITULO 1

Preliminares.

Al considerar soluciones débiles del problema de valor inicial;
u + f(u)y =0 (1.1)
u(x,0) = ug(z), (1.2)

se admiten funciones que presentan discontinuidades, pero no todo tipo de discontinuidad
es admisible. Considere wu(z,t) una solucién del problema de valor inicial , ,
que presenta una discontinuidad de salto a través de una curva suave I', es decir, u
tiene limites bien definidos en ambos lados de I' y es suave fuera de dicha curva: Sea
B una bola centrada en un punto de I' y suponga que I' esta dada por x = z(t) dentro de B.

Si u; y u, denotan los limites de w cuando = se acerca a la curva de discontinuidad por
izquierda y por derecha respectivamente, se debe satisfacer:

slul = [f(w)], (1.3)

para cada punto de I', donde s = dx/dt es la velocidad de la discontinuidad, [u] = u; —u, y
[f(uw)] = f(u)— f(ur); la relacién anterior es conocida como condicién de salto o condicién
de Rankine-Hugoniot, llamada asi en dindmica de gases. Asi, para que una solucién
discontinua del problema de Cauchy sea admisible esta debe satisfacer la condicién .

Al admitir soluciones débiles para el sistema , hay pérdida de unicidad en la solucion,
sin embargo, no en todas las soluciones la entropia incrementa a través de un choque,
esta condicién es conocida como la condicién de entropia y debe satisfacerse para que
la solucién tenga validez en sentido fisico, esto permite reducir el conjunto de posibles
soluciones. En el caso escalar, para f” > 0, la condicién de entropia es dada por:

u(z +a,t) —u(z,t)  E

Siv
a t

donde a es una constante positiva, t > 0 y F > 0 es independiente de z,t y a. Esto
implica que el salto de la discontinuidad debe ser hacia abajo, a medida que x incrementa,
es decir, u, < u;. Ademds, la condicién anterior junto con la condicién (1.3]) implican la

1
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desigualdad:
fluy) < s < fl(w),

lo cual muestra que la velocidad de choque debe ser intermedia a las velocidades
caracteristicas en ambos lados del choque.

Para sistemas, la condicién de entropia es dada de la siguiente manera: Sean V f la matriz
Jacobiana de la funcién f en y Ai(u) con i € {1,---n} los valores propios de Vf,
suponga que Aj(u) < -+ < Ag(u) < s < Agy1(u) < -+ < Ap(u), entonces para algin
indice m,1 < m < n debe cumplirse:

Am (Uy) < 8 < A (1), (1.4)
)\mfl(’lu) <s < )\m+1(u,,), (15)

estas desigualdades son llamadas condiciones de choque de Lax o desigualdades de entropia
de Laz, y dicha discontinuidad es llamada un k-choque.

Uno de los métodos usados para encontrar soluciones débiles de sistemas de leyes de
conservaciéon (|1.1)) es el método de viscosidad nula, en el cual, se agrega una pequena
perturbacién al sistema inicial, obteniendo el sistema parabdlico,

up + f(u)y = €uyy, (1.6)

donde € > 0 es una constante. Para cada €, el problema de Cauchy (1.6, (1.2]) tiene una
solucién suave u, la cual es garantizada por el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Sea € > 0 fijo, considere el problema de Cauchy @, con dato inicial
acotado y medible u(z,0) = ug(x), entonces se tienen las siguientes afirmaciones;

i.) El  problema de Cauchy siempre tiene wuna  solucion  suave local
u(z,t) € C®°(R x (0,7)), para un tiempo T pequeno, el cual depende solo de
la norma L*° del dato inicial ug(x).

ii.) Si la solucion u€ tiene una estimativa L a priori [u(-,t)|e0 < M(e,T), para cual-
quier t € [0,T], entonces la solucién existe en R x [0,T].

iii.) La solucion u® satisface,

lim u(z,t) =0, si lim  wup(z) = 0.

iv.) Si una de las ecuaciones del sistema (@ es de la forma,
wy + (wg(u))y = €Wgy,
donde g(u) es una funcion continua de u € R™, entonces,
w > c(t,co,€) >0, si wo(z)>co>0

donde co es una constante positiva y c(t, co, €) puede tender a cero cuando t tiende
a infinito o € tiende a cero.
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La pruerba del teorema anterior puede encontrarse en [14]. El método de viscosidad consis-
te en tomar la sucesién de soluciones {u‘} y estudiar la convergencia de estas a la solucién
del sistema original, haciendo tender € a cero. Para esto debe garantizarse que el limite de
la sucesién de soluciones existe y que ademas satisface el sistema . En la seccién 1.3
se muestran condiciones que garantizan esta convergencia.

1.1. Sistemas 2x2 de Leyes de conservacién estrictamente hi-
perbdlicos.

En esta seccion se estudian sistemas de leyes de conservacién 2 x 2 estrictamente hiperboli-
cos. A continuacién se dardn algunas definiciones.
Considere el sistema, :

ou N Of (u)

ot ox
con (z,t) € R x (0,00), donde u = (ui,u2) y f = (fi(u), fa(u)) es una funcién en
C1(R?;R?), y suponga que es un sistema estrictamente hiperbdlico, es decir, la matriz
2 x 2,V f(u) tiene auto-valores reales distintos A1 (u) < Aa(u).

=0, (1.7)

Sea r;(u) un auto-vector a derecha asociado a A;(u), es decir,
Vf(uri(u) = Xi(w)ri(u),
i=1,2,u € R2 Se dice que el sistema es genuinamente no lineal si,
VAi(u) - ri(u) # 0,

para todo u € R?, i = 1,2.
Una entropia 7 para (1.7)) y su flujo de entropia asociado ¢, son funciones diferenciables
en R?, que satisfacen,

Vq(u) = Vi(u)V f(u), (1.8)

el par (7, q) se denomina par de entropia- flujo, abreviadamente par e-f.
Los sistemas 2 x 2 estrictamente hiperbdlicos son dotados de funciones diferenciables z, w
definidas en R2, cuyos gradientes son auto-vectores a izquierda de f, es decir,

VzVf=MVz,

V'LUVf = )\2 Vw,

dichas funciones se denominan invariantes de Riemann y para estos sistemas estan global-
mente definidas, ademds r1 y r9 pueden ser normalizados de modo que se tenga:

Vz-ri1=1, Vz-ra=0
Vw-r1 =0, Vw-ry=1.

Por lo anterior, para cualquier funcién v diferenciable en R2, vale:
wz = V7/1 * T,

Y = VP - ra.
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Si se tiene dicha normalizacién para los vectores 7, 72, al multiplicar (1.8), por 1 (u), y
ro(u), respectivamente, se llega a las siguientes igualdades:

o < (1.9)
B i
Eliminando ¢,
O\ OM\a
Ozizfiw A zw*)\ wz
awn 8277 + An 27
I SN Y
T o \wa: T 8z dw)

De las relaciones ([1.9)) se pueden obtener formalmente pares de entropia-flujo (n, g ), para

k € R, de la forma:
[ n
N = ek E T
n=0

9]
H,
qr = ekz E k:’
n=0

lo mismo se tiene cambiando w por z. También por (|1.9)),

a.) Al% —H(] =0

by Yot 3,1 (1.10)

C.) MV, —Hy, = 61‘3;_1 -\ 8‘/5;_1 .

Para las ecuaciones anteriores, Lax construyoé soluciones exactas y probd que para cada
N € N y para cada compacto K C R?, en una vecindad de K, existen soluciones (1, qx)

que satisfacen,
N
Vo 1
nk:eW) <an+0 <kN+l>> , (1.11)
n=0

N g 1
g = € (Z 0 (kzv+1>) , (1.12)
n=0

para k suficientemente grande, donde ¢ representa a z, w o cualquier otro invariante de
Riemann.

Derivando respecto a z la expresiéon del numeral a.) en ((1.10)),

oA oVo O0Hy
FEACRIE P P
reemplazando en c.),
1))
—Vo—MVi+ Hi =0,
0z
es decir,
O

—Vo=MV1— Hy. 1.13
Oz 0 Vi 1 ( )
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De igual forma,

02
— W=V -H 1.14
ow 2V1 1, (1.14)

entonces, para ¢ = z,

T :ek:z ()\1%+ >\1V1 _ %E+O <1>> ,

k 0z k k2

por lo tanto,

qk oA 1 1
y para ¢ = w,
qk OAa 1 1

1.2. Método de Front Tracking o Aproximacion de Flujo

Otro de los métodos usados para obtener solucio-
nes de sistemas hiperbdlicos, como (1.1) con dato inicial
u(z,0) = wug(z), es el método de Front Tracking también llamado método de apro-

ximacién de flujo. Fue introducido por primera vez para el caso escalar en [4], por
Dafermos, donde f(u) es una funcién continua localmente Lipschitz, el método consiste
en construir una sucesién de funciones lineales a trozos f°(u) que se aproximen a f(u), y
una sucesién de funciones paso ug (z) que se aproximen a ug(z), y resolver el problema de

valor inicial formado por la aproximaciones,
0 =0
U + f (U) 5

con dato inicial,
u(z,0) = (),

dado que la funcién aproximada ug(x) es una funcién simple, la solucién de este pro-
blema de valor inicial consiste en resolver una serie de problemas de Riemann en cada
discontinuidad de wup(x). Las soluciones de dichos problemas seran independientes entre
si, hasta que las ondas de las soluciones vecinas interactien, entonces se debe resolver la
interaccion, (la cual establece un nuevo problema de Riemann) para propagar la solucién
a tiempos mas prolongados, obteniéndose para cada § soluciones globalmente definidas
u5(a:, t) del problema de Riemann, estas soluciones son funciones discontinuas a trozos. Fi-
nalmente, la solucién de ,, puede ser obtenida como el limite de u® cuando § — 0.

Para el caso escalar, si ug(a:) para ¢ fijo es una funcién constante a trozos tomando valores
en {u;}, con i = 1,---n, deben resolverse n — 1 problemas de Riemann, lo cual es posible
haciendo uso de la condicién de Rankine-Hugoniot. En la solucién obtenida, si dos ondas
vecinas interactiian, la solucién no estara bien definida, por lo tanto, se debe resolver
dicha interaccién, para lo cual se considera un nuevo problema de Riemann dado por dicha
discontinuidad. Asi, para que el algoritmo de front tracking se detenga, debe garantizarse
que el numero de interacciones entre las ondas vecinas es finito, lo cual es cierto en este
caso, la prueba del resultado puede encontrarse en [11].

En el caso de sistemas, también deben ser resueltos los problemas de Riemann definidos por
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cada discontinuidad del dato inicial aproximado ug, solo que en este caso, en el algoritmo
de Front Tracking son consideradas aproximaciones de dichas soluciones.

1.2.1. Problema de Riemann para sistemas.

En esta seccion se muestra el problema de Riemann para sistemas, se toma como base el
desarrollo dado en [11]. Considere el sistema estrictamente hiperbélico:

ug + f(u)e =0 (1.17)

_ Jw para <0
u(z,0) = {ur para x>0,

si se suponen soluciones suaves para dicho sistema, las soluciones deben ser invariantes
ante cambios de escala, por lo tanto las soluciones buscadas son de la forma:

u(z,t) = w(z/t),
sea ( = x/t, reemplazando w(¢) en (1.17)),

por lo que,

Vf(w)w'(¢) = ¢w'(¢),

es decir, w’ es un autovector de la matriz Jacobiana V f y su respectivo autovalor es (,
dado que el sistema es considerado estrictamente hiperbélico, este tiene n vectores propios

distintos 11,79, -+ , Ty, con respectivos autovalores Aq, Ao, - -+ , Ay, por lo tanto, para algin
Js

w'(¢) = r;(w(C)) (1.18)

Aj(w(¢)) = ¢, (1.19)

si ademds se supone, w(A;(w)) = w y w(Aj(u,)) = u,, para un tiempo fijo, w(x/t)

conectara continuamente los estados u; y u,, asi ( es creciente y una solucién para el
sistema estd dada por:

uy si z < )\j(ul)t,
u(z,t) = qw(x/t) s Nj(w)t <z < \j(up)t,
Uy si xr > )\j(uT)t.

Por otro lado, observe que de ([1.19)) el sistema es genuinamente no lineal en la j—ésima
familia de autovectores.

Teorema 1.2. Sea 2 un dominio en R™. Considere la ecuacion estrictamente hiperbolica
ug + f(u), = 0 en Q y asuma que la ecuacion es genuinamente no lineal en el j-ésimo
campo caracteristico, es decir, VA; - rj # 0. Sea rj(u) el j-ésimo autovector de Vf con
correspondiente autovalor \;j(u), normalizado de tal manera que V;(u)-rj(u) =1 en €.
Sea w; € 2, entonces existe una curva Rj(u;) en Q saliendo de wy, tal que para cada u,
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sobre la curva, el problema de Cauchy,

ug + f(u), =0, (1.20)
con dato inicial,
<0
u(w,0) =" P TS (1.21)
u, para x>0,

tiene solucion débil,

uy st x < Nj(w)t,
uw(z,t) = w(x/t) si Nj(w)t <z < Aj(up)t, (1.22)
Uy st x > Aj(up)t,

donde w satisface, w'(¢) = r;(w(C)), Aj(w(Q)) = ¢, wAj(w)) =w y wAj(uy)) = ur.
Demostracion. Dadas las hipdtesis, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

w'(¢) =rj(w(Q);  wj(w)) = w, (1.23)

tiene solucién para todo ¢ € [Aj(w;), A\j(w) + 1), para algin n > 0, para esta solucién, se
tiene;

A (E) = TAs(w(©) w0 = L

La érbita de (1.23) es denotada por R;(u;), ademads, la solucién u(z,t) definida por ([1.22)
satisface la ecuacion hiperbdlica y el dato inicial para u, € R;(u;), por lo tanto es solucién.
Dicha solucién es continua, pero no necesariamente diferenciable, por lo que es una solucién

débil del sistema. O

Las soluciones de la forma son llamadas ondas de rarefaccion. En el teore-
ma anterior se consideré solamente el caso de sistemas que son genuinamente no li-
neales en la j—ésima familia de autovectores, en tal caso, debido a la normaliza-
cién de 7;, A\j(u) es creciente a lo largo de R;(v;), y es posible definir el pardmetro
€:=(— ¢ = Aj(u) — \j(w). Se denota la solucién correspondiente a € por u;, es decir
uje = w(() = w(Aj(u)) = w(e+ Aj(uy)), y se tiene,

duj"E

T = ().

e=0
Suponga ahora que el sistema es linealmente degenerado, en la familia j, es decir,
VAj(u) - rj(u) = 0y considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias;

du

= ri(u),  ule=o = w,

el sistema posee solucién v = wuj,, para € € (—n,n), y n > 0, denote la érbita de la
solucién por Cj(u;), a lo largo de esta \j(uj.) es constante, pues el campo es linealmente
degenerado en la familia j. Ademads, para dicha érbita se cumple:
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d du; du; .
%(f(uj,e) = Nj(w)uge) = vf(uj,e)T? - )\j(ul)TZ’
= (Vf(uje) = Nj(ur))rj(usie)

= (Vf(uje) = Aj(uje))rj(uje) = 0,

de donde, f(uj.c)—Aj(u)uje = f(uw) —Aj(w)w, es decir, sobre la curva C(v;) se satisface
la condicién de Rankine-Hugoniot, con velocidad A;(v;).
Ahora, para u, € Cj(u;) existe € tal que u, = uj, y,

 [w  para oz < \j(w)t,
u(w,t) = {Ur para x > )\j(ul)t7

es una solucion débil de (1.17)). En este caso la solucién se llama discontinuidad de contacto,
el resultado se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea () un dominio en R™. Considere la ecuacion estrictamente hiperbdlica
ur + f(u)y = 0 en Q. Suponga que la ecuacion es linealmente degenerada en el j-ésimo
campo caracteristico, es decir, VAj(u)-rj(u) = 0 en Q, donde r;(u) es el j-ésimo autovector
de V f con correspondiente autovalor Aj(u). Sea u; € 2, entonces existe una curva Cj(u;)
en  pasando a través de uy, tal que para cada u, sobre la curva el problema de valor

inicial, , tiene solucion débil,

(2.1) w para  x < Nj(w)t,
u(z,t) =
ur  para x> Xj(w)t,

donde u, es determinado como sigue: Se considera la funcion € — u., tal que 2 =T (u),
€

Ule=0 = uq, entonces u, = ue, para algun €.

Si se fija el estado izquierdo wu; es posible construir el conjunto de todos los estados derechos
u que satisfacen la condicién de Rankine-Hugoniot,

s(u—w) = f(u) — flu),

para alguna velocidad s, a dicho conjunto se le denomina conjunto de Hugoniot y se denota
por H(w;), es decir,

H(w;) := {u|3s € R tal que s(u —u;) = f(u) — f(w)}-

Note que si el estado izquierdo es fijo, para encontrar el conjunto de Hugoniot del sistema,
es necesario resolver implicitamente el sistema de n ecuaciones:

His, uyw) = s(u—w) — (f(u) — Fw)) =0, (1.25)
con n + 1 incognitas, uy, - ,u, y § para u cercano a uj.
Teorema 1.4. Considere la ecuacion estrictamente hiperbdlica uy + f(u)y = 0 en un

dominio Q € R™. Suponga que V;-r; =1 y sea uy € Q. Un estado ujc € Hj(u;) es un
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j- choque de Lax cercano a u; si |e| es suficientemente pequeno y € es negativo. Si € es
positivo, el choque no es un choque de Laz.

De acuerdo a lo anterior, si la j—ésima familia de autovectores es genuinamente no lineal,
la soluciéon del problema de Riemann estard dada por una onda de rarefaccién,
si € > 0, o por un choque de Lax cuando € < 0 y si la j—ésima familia es linealmente
degenerada, la solucién estara dada por una discontinuidad de contacto.

Sea S; el subconjunto de H(w;), donde la j—ésima condicién de entropia de Lax (1.4) se
satisface. Si la j—ésima familia de ondas es genuinamente no lineal, se define la onda,

Wi(u) := Rj(w) U Sj(w),
y si la j—ésima familia es linealmente degenerada,

W () = Cj(w).

Las ondas definidas anteriormente son de gran importancia, para mostrar la existencia de
la solucién del problema de Riemann. La onda W (v;) tiene segunda derivada continua a
través de u; y en particular se tiene:

1
wje = w +erj(u) + 562Drjrj(ul) + 0(63), (1.26)
donde D, 7;(u;) denota la derivada direccional de r;(u;) en la direccién r;, la demostracién
de este hecho puede encontrarse en |11].

Para resolver el problema de Riemann, primero se considera el estado izquierdo u;, el
cual se conecta a un estado cercano u,,, = ui., € Wi(uy;), bien sea por una onda de
rarefaccién, (e > 0) o por una onda de choque (¢ < 0), si la primera familia es genui-
namente no lineal y en el caso que la primera familia sea linealmente degenerada por
una discontinuidad de contacto. Partiendo ahora del nuevo estado, se encuentra otro
Umy = U2,.e, € Wa(um,), continuando el proceso se llega a un estado intermedio wy,,
tal que u, = up,, € Wy(tm,_,), para obtener dicha construccién, es necesario mostrar
que existe una tunica n-nupla (e1,--- ,€,), de tal manera que se pueda unir el estado iz-
quierdo u; al estado derecho u,-.

En cada familia de ondas, se denotan las velocidades menor y mayor por o ol respec-

J
tivamente. En el caso que la j-ésima familia de ondas sea genuinamente no lineal,

+ T — .
0] =0, = Sje;
sie <0y,
O'; :)\j(umjfl)7
+
aj _Aj(umj)7
sie> 0.

Si la j-ésima familia es linealmente degenerada se denota,

ot =07 = Aj (U, )-
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En adelante se denota u; ,(x/t; Um,, Um, ,) a la curva en Wj(up, ,) que une los estados

Um;_y Y Um,-

Teorema 1.5. Asuma que f; € C?*(R"), j =1,--- ,n. Sea Q un dominio en R™y considere
la ecuacion estrictamente hiperbdlica uy + f(u)y = 0 en Q. Asuma que cada familia de
ondas es o genuinamente no lineal o linealmente degenerada. Entonces, para u; € §2 existe
una vecindad U C Q de vy, tal que para todo u, € U, el problema de Riemann,

(2,0) u;  para x <0,
u(x,0) =
u, para x>0,

tiene una unica solucion en U consistiendo de hasta n ondas elementales, es decir, ondas
de rarefaccion, choques satisfaciendo la condicion de entropia de Lax o discontinuidades
de contacto. La solucion es dada por:

Uy para r <ot
Ul,e, (z/t; Uy, up) para oyt <x <ot
U,y para aft <z <oyt
(i, t) = U@/ Etmy ) para oyt <x <oy, (1.27)

un,en(x/t; Umumn,l) para o,t<zx < g+t,
Uy para x < J;ft.

Demostracion. Definanse las transformaciones lineales, F} ., por Fj(u) = uj. € Wj(u) y
considere las compuestas,
F( :Fn,eno"'oFLq,

€1, €n)

la solucién del problema de Riemann puede escribirse usando la composicion:

F(517“'6n) = Fn,en Oo---0 F17€17
con,
F(el,-n,en)ul = Uy,
la idea de la demostracién es probar la existencia de una tnica n-upla (e, - - , €,) cercana

al origen, de tal manera que la condicién anterior se cumple para |u; — u,| pequeno.

Sea w; € €2, defina L(eq, -+, en,u) = Fep o e,y U — U

Dicha aplicacién satisface, L(0,---,0,u;) = 0y VL(0,---,0,u;) = (r1(ug), -+, m(w)),
donde la matriz VL tiene los autovectores derechos r; evaluados en u; como columnas, esta
matriz es no singular pues el sistema se supuso estrictamente hiperbdlico. Por lo tanto,
por el teorema de la funcién implicita, existe una vecindad U alrededor de u; y una unica
funcién diferenciable (€1(u), -, en(u)) = (€1, -+ , €y) tal que, L(er, -+, €p,u) = 0.

Si u, € U, entonces existe una tnica (1, ,€,) con Fy
teorema.

€1, en)Ul = Uy, 10 cual prueba el

O

1.2.2. Algoritmo de Front Tracking para sistemas.

Para el caso de sistemas, el algoritmo de Front Tracking también consiste en solucionar
problemas de Riemann, aunque en este caso se toman soluciones aproximadas del problema,



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 11

uj

1)

Uj-1 wj

FIGURA 1.1. Onda de rarefacciéon aproximada

de Riemann.
El primer paso en el algoritmo es aproximar la funcién inicial ug(x) por una funcién
constante a trozos ug, tal que,

I{ 0 _ =0.
lim | ug — uo |1

Luego se resuelven los problemas de Riemann definidos por las discontinuidades de ug. En
el caso escalar las soluciones del problema de Riemann son funciones constantes a trozos,
para el caso de sistemas solo se tienen funciones a trozos cuando la solucion consiste de
un choque de Lax o una discontinuidad de contacto, cuando la solucién es una onda de
rarefaccion la solucién une de forma continua los estados izquierdo y derecho, por lo tanto
se deben aproximar las partes continuas de la solucién por constantes a trozos.

De esta forma, si la j-ésima onda es un choque o una discontinuidad de contacto, se toma

la solucién,
)

uje, (2,t) = uje; (2,1), ta;' <z <0jy.

Cuando la solucién es dada por una onda de rarefaccién, se debe reemplazar esta onda
por una funcién paso, donde los pasos son de longitud méxima § y estdn dentro de la
onda de rarefaccién R;, la discontinuidad entre dos pasos se toma con velocidad igual a la
velocidad caracteristica para el estado izquierdo, (figura . La aproximacién es tomada
de la siguiente manera: sea la solucién del problema de Riemann, suponga que la
j-ésima onda es una onda de rarefaccién, entonces la solucién u y uy,,, estdn en la j-ésima
onda de rarefaccion R;(um,_,), y se tiene,

u(@,t) = je; (T, Uy, Um; ), Ppara  to; <z < ta;f.

Sea k el entero mds cercano a €;/0 y sea 6 = €;/k, los valores de cada escalén de la
aproximacion son definidos como:

uj; = R; (lg; Umj,l) , para [=0,---,k.

En la igualdad anterior, se tiene, ujo = Um,;_; ¥ Ujr = Um,. Si se fija la velocidad de la
discontinuidad como la velocidad caracteristica a la izquierda del paso, entonces la solucién
aproximada de la onda de rarefaccién puede escribirse como:

k
e = ujo+ > (wjg —wjg1) H(z — X (ui1)t),
=1
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donde H denota la funciéon de Heaviside. Asi la solucién aproximada del problema de
Riemann es:

( Uy para <ot
u‘iq (x/t; um,y ,up) para o;t<x <ot
Um,y para ot <z <o,t,
5 ugm (z/t; Umy, um,) para oyt <z <o)t
u'(z,t) = U,y para oyt <z <ot (1.28)
ufhen (x/t;up, U, _,) para o t <z <ot
Uy para x> ot

Ademés u® converge puntualmente a la solucién exacta, (1.27) y,

[u’ (1) — u(z,t)| = O(),

Para poder encontrar la solucién del problema de Riemann, debe suponerse que tanto
el dato inicial como el dato inicial aproximado, estdn en alguna vecindad pequena 2 de
una constante u, sin perdida de generalidad dicha constante puede ser tomada como cero.
En la aproximacién obtenida en el algoritmo de front tracking , para un tiempo
posterior las discontinuidades iniciales pueden interactuar, entonces deben ser resueltos
nuevos problemas de Riemann, definidos por los estados izquierdo y derecho de cada
colision, nuevamente dichas soluciones son reemplazadas por aproximaciones, este proceso
debe continuar hasta la siguiente interaccion.

En el caso escalar es posible garantizar que el nimero de interacciones entre las ondas
vecinas de la solucién del problema de Riemann es finito. Para el caso de sistemas,
cuando se presenta una colisién generalmente se obtienen n — 2 nuevas discontinuidades
y si n > 2, el nimero de discontinuidades crece sin cota cuando ¢ incrementa. Para
solucionar este inconveniente deben eliminarse de la solucién algunas ondas débiles que se
obtienen en la solucién del problema de Rimann, sin embargo, entre mas ondas sean elimi-
nadas, es menos probable que el limite de sea una solucion del problema hiperbdlico.

Cada discontinuidad obtenida en la construccién del front tracking se denomina frente.
La solucién del problema de Riemann consiste de n ondas. Para las ondas de rarefaccién,
la aproximacién dada constituye una onda que estd compuesta por varios frentes, los
cuales tendran un estado izquierdo I y un estado derecho R, respectivamente, ademaés
a cada uno se le asocia una familia. La familia asociada a un frente, separando los
estados izquierdo I y derecho R es el tinico nimero j tal que R € W;(I). Se define la
longitud de un frente por |e| donde R = w;(I). Cuando el frente proviene de la aproxi-
macién de una onda de rarefaccién en la j-ésima familia, la longitud se toma como 5= €j/k.

Suponga que se tienen N frentes, v1,--- ,vn interactuando en un solo punto, sean, ila
familia del frente 7; y 81, - - - B, las ondas resultantes de la colision, sea 8 = (51, -+, fn), ¥
a= (22:1 Vir D o Yis D i 'yi), B es una funcién que depende del valor de los frentes
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v;. Se define para i < j,

0%p

T = i,

(715"' 771'—1)0-72'307"' aOaT’YjaOa"' )O)a

entonces,

1 1
’Yﬁ]/ / ﬁi,j(UT)dUdT:ﬁ(’Ylv"' a’yiuoa"' 705’)/]'50"" 70)+/B(’Ylv a’Yi—laou"' 70)
0 JO
_/8(717 771707"' 10)_6(717"' 777271707"' 7077j707"' 70)
(1.29)

Por la definicién de (3, si no hay colisién en los frentes,

/8(0) 7077k707"' 50):(07 aOa’ykaOa"' )O)a

donde en el lado derecho, 7 se encuentra en la posiciéon k. Si se suman los valores de

(1.29)) sobre i < 7,

N
Z%%//ﬁmardodf—ﬂ(’h, W) DB 090 0) = e

1<)

Debido a la continuidad de la segunda derivada de las ondas solucién para el problema de
Riemann, 3; ; es acotado, y asi,

|5 - Oé| < O Z |'Yz'7] (130)

1<]

B=a+0(1 Zhﬂ/j

7,<]

Al aplicar el algoritmo de front tracking, se obtiene como resultado una funcién constante a
trozos u’(x,t) que tiene al menos N frentes, donde el j-ésimo frente tendra una longitud |e;|
y estados izquierdo y derecho I}, R; respectivamente. La posicién del frente serd denotada
por z(t),sea s; la velocidad del j-ésimo frente y (z;,%;) la posicién y tiempo en el que se
origina, entonces,

zi(t) = xj + st — t;),

con lo anterior, u® puede escribirse como:

N
w(z,t) =L+ Y (R — I;)H(z — ;(t)).
j=1

Se dice que dos frentes estan préximos, si el frente de la izquierda tiene una familia mas
grande que el frente de la derecha o si los dos son de la misma familia y al menos uno
de estos es una onda de choque. Sea 2 la coleccién de todos los pares de frentes que se
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aproximan, por simplicidad se denota cada frente con su respectiva longitud €;, entonces,
2 := {(€;, €j) tal que ¢; se aproxima a €;}.

Se define la interaccion potencial @), por:

Q=>_leel. (1.31)
A

Sea t1 el primer tiempo en el cual dos frentes colisionan, entonces para dicho tiempo puede
resolverse un nuevo problema de Riemann, hasta la siguiente colisién en el tiempo t2, y asi
sucesivamente. De esta forma se obtiene una sucesion creciente de los tiempos de colisién
t;, en el caso escalar dicha sucesion es finita, en el caso de sistemas no necesariamente se
cumple.

Sea t. un tiempo fijo y suponga que en el punto (z.,t.) ocurre la colisién de N frentes
€1, ,€n, originando n ondas €], - - - , €, en la solucién exacta. Sea U un intervalo pequefio
conteniendo a z. y J su complemento.

Es posible escribir Q@ = Q(U) + Q(J) + Q(U, J), donde Q(U) y Q(J) indican la suma
restringida a los pares de frentes pertenecientes a U y J respectivamente y Q(U, J)
indica la suma restringida a los pares de frentes donde uno esta en U y el otro en J. Sean
1 < t. < 19 dos tiempos para los cuales se cumple: no ocurren otras interacciones en el
intervalo 71, T2]; los tinicos frentes que cruzan el intervalo U en el tiempo 7j son €1, -+ , €n

y las tnicas ondas producidas en la colisién que cruzan U en el tiempo 75 son €}, -+ €.

Defina el funcional lineal,

N
T .= Z €3,
i=1

donde N es el nimero de frentes y sean Q;, T; los valores de ) y T, en el tiempo 7;, se
tiene,

Q2 — Q1= Q2(U,J) = Q:1(U, J) — Q:1(U), (1.32)

ademas,

Q2(U,J) < Q1(U, J) + O(Q1(U)T1(J)), (1.33)

Combinando las ecuaciones anteriores, se tiene el siguiente lema.

Lema 1.6. Si Ty < 1/(2K) donde K reemplaza el simbolo de orden en (1.33), entonces,

Q2 — Q1 < 5QU).

Lema 1.7. Si T es suficientemente pequeno en t = 0, entonces hay alguna constante c
independiente de d, tal que
G=T+ cQ,

es no creciente. G se denomina funcional de Glimm.

Demostracion. La demostracion se realiza por induccion, considere la sucesion creciente
de los tiempos de colisién t; y sean T,, y Q, los valores de Ty @ antes de la n-ésima
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colisién de los frentes en el tiempo t,,, de ((1.30)),

Toir = S 1€ < T + KQu(R), (1.34)
J

sea ¢ > 2K. Suponga Tj + cT? < ﬁ, T, < ﬁ y que para todo ¢t menor que t,, T + c@Q
es no creciente, entonces por el lema anterior y (|1.34)),

T+ cQuit < T+ KQu(U) + cQu = 5Qu(U)

=Ty + cQy + (K - g) Qn(U)
< T+ cQn.

Por lo tanto, se tiene,

1
Thi STn+l+ch+1§"'STI"FCQISTI‘FCTESﬁ-

O]

Note que del lema anterior se tiene que tanto 7' como V.T.(u’) son acotados y su cota es
independiente de . Como se dijo anteriormente si n > 2, el nimero de discontinuidades
crece sin control y el algoritmo de front tracking podria no parar, sin embargo existen
algunas ondas en la solucién que pueden ser eliminadas, de tal manera que la sucesion
u® converja a la solucién del problema hiperbélico, para saber qué ondas seleccionar es

necesario conocer la generacién de un frente.

Se dice que cada frente comenzando el ¢ = 0 es de primera generacién. Considérense dos
frentes de primera generaciéon de familias [ y r respectivamente, que chocan, los frentes
resultantes de familias [ y r, también se denominan de primera generacion, al resto de
frentes resultantes se les denomina frentes de segunda generacién. En general, si se tiene
un frente de generacién m de la familia [ que interactida con un frente de la familia r y
de generacion n, los frentes resultantes de la colisién pertenecientes a la familia [ seran
frentes de generacién m, los que pertenezcan a la familia r seran de generacién n, y el
resto de frentes generados en la interaccién se dirdn de generacion n + m. Los frentes de
generacién muy grande serdan frentes débiles.

Si 0 es el pardametro de aproximacién para el front tracking, los frentes de generacién
mayor a N, donde N es el valor del entero més cercano a |Ingx7(9)|, seran removidos de
la solucién, si el frente removido no se encuentra muy a la derecha, la funcién v’ toma el
valor que tiene a la izquierda del frente removido, si el frente que se quita es el frente a la
derecha, el valor de u’ serd igual al valor que tenia a la derecha del frente removido.

Teorema 1.8. Sea f; € C?(R™), con j = 1--- ,n. Sea Q un dominio en R"™ y considere
la ecuacion estrictamente hiperbdlica u; + f(u)y = 0 en Q. Suponga que f es tal que la
familia de ondas es genuinamente no lineal o linealmente degenerado. Suponga también que
la funcion ug(x) tiene variacion total suficientemente pequena. Entonces, la aproximacion
construida en el algoritmo de front tracking, definida por estd bien definida. Ademds,
el algoritmo requiere solo un nimero finito de iteraciones para definir u’(x,t) en todo
tiempo. La variacion total de u® es uniformemente acotada, y hay una constante finita C,
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tal que,
V.T.(u0(., 1) < C,

para todo t > 0 y todo § > 0

La prueba consiste en ver que el nimero de frentes de generacién menor que N es finito,
para los detalles de la misma se puede consultar [11].

Teorema 1.9. Considere el sistema estrictamente hiperbdlico de ecuaciones , con
dato inicial u(x,0) = uo(z) y suponga que f € C? es tal que la familia de ondas carac-
teristicas es o linealmente degenerada o genuinamente no lineal. Si la variacion total de
ug T.V.(ug) es suficientemente pequena, existe una solucion débil global u(x,t) para este
problema de valor inicial. La solucion puede ser construida por el algoritmo de front trac-
king. Ademds, si u tiene una discontinuidad de salto aislada en el punto (x,t), entonces,
la condicion de entropia de Lax se cumple.

El teorema anterior afirma que las soluciones u®(z,t) convergen a la solucién del sistema
hiperbélico (L.1]), con dato inicial u(xz, 0) = ug(z). La prueba consiste en ver que la sucesién
es compacta y que su limite es solucién débil del problema , la demostracién de este
teorema puede encontrarse en [11].

1.3. Compacidad compensada.

Anteriormente se mencioné que la dificultad de mostrar la convergencia de las soluciones
del problema parabdlico u(x,t) a la solucién u(z, t) del problema de Cauchy (L.1)),(L.2) es
obtener la convergencia de las compuestas f(u€) — f(u). Para esto, primero se debe ver
que la solucién f(u€) converge, lo cual es garantizado por la existencia de las medidas de
Young, en el teorema este teorema es debido a Tartar y fue dado a conocer en [§]. En
esta seccién se trabajan resultados claves para el estudio de la compacidad compensada,
este desarrollo es seguido de [6].

Proposicion 1.10. Sea p una medida de Radon finita y sea 0 = Proyqu. Entonces para
x € Q, o— c.t.p. existe una medida v, € P(R™), el conjunto de medidas de probabilidad
sobre R™, tal que la aplicacion:

x— | f(z,y)dvy,
/

es o— medible y

| sewiutan = [ | [ f@ninw | o),
Q

QxR™

m

para cada funcion f continua y acotada.

La demostracién de esta proposicién puede verse en [6].

Teorema 1.11. Suponga que K es acotado en R™ y § es un subconjunto abierto en R™.
Sea {u} una sucesion de funciones medibles, con u¢ : Q@ — R™, tal que u(z) € K para
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casi todo x € ). Entonces, existe una subsucesion {u“*} y una familia de medidas de
probabilidad v;, x € Q, sobre R™ con Suppr, C K, tal que si f es una funcion continua
en R™ y,

f(@) = (e, fN) etop,
entonces,
fu) — f en L*°(Q) débil*.

Demostracion. Considérense las medidas de Radon:

M%E>=1/XE«au%x»da

Q

con E boreliano en 2 x R™,

Para cada compacto K = K1 x Ko C Q x R™, uf(K) < p(K; xR™) = L"(K1NQ) =¢,
donde c es una constante y L" es la medida de Lebesgue n- dimensional, por lo tanto,
existe una subsucesiéon {u*} y una medida de Radon y, tal que u* — p en M(Q2 x R™),
el espacio de medidas de Radon sobre €2 x R™.

Sea o = Proyqu, es posible probar que o = L"|q. Entonces, por la proposicién anterior,
para casi todo x € 2, existe una medida v, € P(R™), tal que,

e e o T e

QxR™ Q m

para cada funcién g continua y acotada. Sea g(x,y) = ((z)f(y), donde ¢ € Cy(Q) y
f € Cy(R™), entonces,

[ @@t = [ gl u @)z
Q

Q

_ / g(,y)du* (z,y),

QxR™

de donde,

es decir, f(u) — f en L>°(Q) débil estrella. Finalmente, si f se anula en K, se tiene que
f(u) = 0 por lo tanto, (v, f(\)) = 0, lo que muestra que Suppr, C K. O
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Si la medida v, es una medida de Dirac para casi todo = € ), la convergencia anterior
pasa a ser convergencia en casi toda parte, de hecho, si u(z) = [ yduv,(y), se tiene:
Rm

|3 = / / yPdve(y) | de
Q m
= lim /|u€’“(x)\2dx,
k— o0
9]

de manera que la convergencia se vuelve fuerte, luego u* — u en L?(Q,R™).

Definicion 1.12. A la familia v,, x € Q se le denomina medida parametrizada de Young
o funcién generalizada de Young.

Es posible generalizar el teorema anterior cuando los u¢ € LP(Q2 x R™) para p > 1,
imponiendo una condicién en la funcién f, de la siguiente manera.

Teorema 1.13. Sea {u} una sucesion uniformemente acotada en LP(Q,R™), para algin
p > 1. Entonces, existe una subsucesion {u*} y una familia de medidas de probabilidad
{vz}zeq sobre R™, tal que si f € C(R™) y satisface f(u) = o(Ju|P) cuando |u] — oo,
entonces,

F0) = e FO) = [ S,
Rm
en el sentido de distribuciones.

Demostracion. Considere la funcién I'§, () definida por:

{1 si [uf(z)| < M

IS, (z) =
M) =00 us(z)| > M,

Y7
v (@) = T ()u(2),

entonces, se tiene que v§,(z) C K = {A € R™ : [\] < M}. Por el teorema [1.11] para cada

M, existe una familia de medidas de probabilidad {1/:{:\4 }zeq con soporte en K tal que para
cualquier f € C(R™),
F@hy) = (2", F),
en L>°(Q2) débil estrella.
Sean ¢ € Cg°(R™) y ¢ € Cp(Q2) arbitrarias, entonces,

Joit oretads = im [ o(us(@)plas
Q Q

= [t o)p(a)da,

Q

para todo M > My donde My, es tal que Suppp C B(0; Mp). Por lo tanto, puede definirse,

(Ve 9) = 1m (117, ),

M—oc0
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para toda ¢ € Cg°(R™).
Sea f € C(R™) satisfaciendo la condicién de crecimiento,

FA) = o(|AP),

cuando |\| — 0o y considérese {f™V} la sucesién de funciones que satisfacen:

Ny JF) s SN
! (A)_{o si |\ >N +1,

v [N (V)] < |f(N)], nétese que dicha sucesién se aproxima a f. Ahora, sea v, la medida
definida por:

<V:c:f> = <Vx,fN>a (135)

lim
N—o0
para casi todo x, dicho limite esta bien definido, pues (v,, V) es una sucesién de Cauchy
para casi todo z € Q. Para completar la prueba, falta ver que el limite de f(u) existe
y es igual a (v, f(A)) en el sentido de las distribuciones, para alguna subsucesién {u}.
Sin perdida de generalidad supongase que f(0) = 0. Por el teorema anterior, para cada N
existe una subsucesién €)' tal que para toda f € C(R™) vale:

eN N
flog ) = (v, fF(N), (1.36)
en L>°(Q) débil *. Para M entero positivo sea €, = e{c\/f , por conveniencia se denota,

ut = uy vk =0, sea ¢ € Cp(12), entonces,

Q

/[f(ue)— {ve, f(M)](z)dz < /[f(uﬁ)—f(vM)W(ﬂf)dm
Q

* /QW ) = M, Y )]l da
+ /QKVJ:” YO0 = WM PO g (@) da
* /Q“”w’ FEO)) = (v, FOV)] () dar

Por (1.35)), (1.36) y el hecho de que (v, V) es una sucesién de Cauchy, las cuatro tltimas
integrales pueden hacerse arbitrariamente pequenas si N es suficientemente grande o €
tiende a cero. Para la primera integral, usando el orden de crecimiento, se tiene:

15 = ieta)de < o) [ juplotlds
0 5,
< oM7) 4 2] 6 oo,

para toda ¢ € Cp(f2) donde p tiende a cero si M tiende a infinito, con lo que se tiene el
limite buscado. 0

Teorema 1.14 (Lema de DIV-ROT.). Sean {v¢}, {w°} dos sucesiones acotadas en
L2(2,R™), tales que :
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i.) Divo® es pre-compacto en W~12(Q).

ii.) Rotw® es pre-compacto en W—12(Q; Mnx'n), donde M, ., es el espacio de matrices

de tamano n x n, y (Rotw);; = % - %%, para 1 <i,j <n.
J i

Suponga ademds que v¢ — v y w® — w en L?(2,R™), entonces,
veewt — v w,

en el sentido de las distribuciones.

Demostracion. Considérense los campos vectoriales u¢ € W22(2,R™), soluciones de:

(1.37)

—Auf = w en 2,
u¢ =0 en 01},

en el sentido débil. Como {w¢} es acotada en L?(Q2, R™), {u¢} es acotada en W22(Q, R").
Sea z¢ = —Divuf y y¢ = w® — Vz¢, entonces, {2} es acotada en W~12(Q), ademas, si
1<1<n,

yi = wi = (2, (1.38)

= =D (e, + Y _(uf)aya, (1.39)
J=1 j=1

= 1(W)a, — (), ], - (1.40)

Jj=1

Como Rotw® es pre-compacto en W=12(Q, My xy), y ya que u¢ es solucién de la ecuacién
, se tiene que {Rotu} es un subconjunto compacto de Wh2(Q, M,,«,,). Por lo tanto,
por la igualdad anterior, {y°} estd contenida en un subconjunto compacto en L2(Q, R").
Pasando a una subsucesion, si es necesario, se puede suponer que:

2=z en wi2(Q),
y¢ —y fuertemente en L2(Q;R"),

donde z = Divu y y = w — Vz, para u € W22(Q, R") solucién de:

—Au=w en 2,
u=>0 en 0f).

Asi, si ¢ € C§°(R2), se tiene,

/UE ~y‘opdr — /v -yode.
Q Q



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 21

Ademas,

/ve -Vzlpdr = /V(vE - 29)¢dx — /VU6 - 2f¢dx
Q Q Q

_ / (v - V) 2“da — / Divez¢gda

Q

Q
- _ /(Uﬁ -Vo)z¢dx — (Divo©, 2°¢),
Q

donde, (,) denota el pardmetro de dualidad en W=12(Q) y W12(Q2). Como Divv® es pre-
compacto en W~12(Q),

/v6 -Vzfpdr — — /(’U -Vo¢)zdx — (Divu, z¢)
Q

Q

= /(v -Vz)pdz.

Q
Asi,
/(vE cw)pdr — /v (y+ Vz)pdx
Q Q
= /v -wedz,
Q
lo cual concluye el teorema. O

El teorema anterior admite una generalizacion la cual es dada en el siguiente teorema,
para su demostracion se usa el siguiente lema:

Lema 1.15. Sea M una matriz simétrica y f(u) = (Mu,u), con u € R™, suponga que

f(A) >0, para todo X\ € A, donde,

A={XeR™:3C € R" — {0}, tal que Y ajjer,Ce =0,i=1---,q}, (1.41)
jk

considere la extension de f de R™ a C™ dada por, f(u) = (Mu,), entonces para todo
a > 0, existe una constante Cy, tal que ,

2
q

Ref(A) > —a|A]> = cq Z Zaz’jk)\jnk , (1.42)
i=1| jk

para todo X € C™ y para todo n € R™ con |n| = 1.

Demostracion. Para probar la desigualdad, se procede por contradiccion. Suponga que
existen «y, tal que para todo ¢, = v, existen AV € C" con |A\| =1y n” € R" con |n”| =1,
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tales que,
2

Ref(\) < —aol WP = v | D1 aiwXing| | (1.43)
i | gk

entonces, es posible extraer subsucesiones convergentes, A\¥ y n¥, de modo que, \¥ — A*°,

n" —n>,

por lo tanto, cuando ¥ — oo, en ((1.43)),

2
Z Zaijk)\;n,'; — O,

i=1 | jk

asi,

> a AT =0
jk

es decir, A>* € A+iA. Usando la hipétesis sobre f,Ref(A®) > 0, pero tomando el limite en
1) tenemos Ref(A>°) < —ap < 0, lo cual es una contradiccion, luego vale () ]

Teorema 1.16. Sea M una matriz simétrica y sea f(u) = (Mu,u), donde u € R™ y (,)
denota el producto escalar de R™, suponga que:

u¢ = u en L*Q,R™),QCR",

fu) =1 en el sentido de distribuciones, (1.44)
s
(Auc); = Zaijka—zi es pre-compacto en. W=12(Q), para i=1,---q,
j7k
se tiene,

i.) Si f(A) >0 para todo \ € A, entonces | > f(u).
ii.) Si f(A) =0 para todo X\ € A, entonces | = f(u).

Demostracion.  1.) Sea v = u® — u, y para ¢ € C§°(12), defina, w® = ¢v°, entonces el
problema ([1.44)) se transforma en mostrar que si:

we—0 en L2%Q,R™),QCR",

ows _ .
zk:az]kaTZ —0 en W 1’2(9)? 1= 17 , 4, (145)
J
w® tiene soporte en un compacto fijo K C R”,

entonces,

e—0

liminf/ (Mw*, w)dz > 0.

Aplicando la transformada de Fourier a w¢,

1/0\62/ we(z)e T,
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De (1.45) y dado que e~ ¢ L2(K),

{ﬂ)\ﬁ(f) — 0 ctp

W ()| <o, o= cte
de donde,
wé(£) — 0 fuertemente en L2, (R™).

Ademés, de la hipdtesis en ([1.45]) sobre las derivadas de w€,

1 — .
m Zaz‘jkwj(g)fk — Oen L2(Rn)a i=1,--4q, (1.46)
ik

considere la extensién de f(w) a C™, f(w) = (Mw, @), si A = A\; +iXy € A +iA,
Ref(A) = Re(MA, )
= (MA1, A1) + (Mg, X2) >0,

pues por hipétesis f(A) > 0, para A € A, ahora, por Plancherel y la relacién de
Parseval,

[ fwr@nde = [ fuw@)as
R Rn

= /(Mw, w)dz

ya que las entradas de M son reales, se tiene f(w(¢)) = Ref(w(€)). Por lo tanto,
basta probar que,
liminf | Re Fwe(€))de > 0.
R
Ahora,
[ref@Opac= [ Ref@cnac+ [ Ref@enac.

R I¢I<1 I<[>1

como w¢ — 0 cuando € — 0, se tiene:

/ Ref(@(¢))d¢ — 0,

I¢]<1
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cuando € — 0. De (|1.42]),

Ref(ﬁ(g)) > —a|w*()]? — caz Za”k ’C\ ,

integrando sobre |¢| > 1,

/Ref( ))d¢ > —a /| Q¢ - ca / Zz%k !C\ dc,

I¢I>1 I¢I>1 [¢|>1
también por,(|1.46)),
. r € > _ e ~¢ 2 .
limipf [ Ref(@°(¢))d¢ = ~atimipt [ [5°(¢)Pdc, (1.47)
[¢I>1 [¢]>1

como « es arbitrario y / |w¢(¢)[2dC es acotada, se obtiene,

[¢[>1

lim in / Ref(@°(C))d¢ > 0,

e—0
I¢I>1

que es lo que se queria probar.
ii.) Si f(A\) =0 para todo A € A, aplicando el item anterior a f y —f, se tiene I = f(u).

O]

El teorema anterior, implica el teorema de divergencia-rotacional, en este caso,
ut = (v, - v, wi, -, ws) y Auf, es dado por:

. ov§
€ __ n
{DIVU =>", rn

0wt ows ..
(Rotw) 8x ij-’ Z,]:].,"',TL

El conjunto A C R?", es el conjunto de vectores (A, u) para los cuales existe
¢ = (G, Gn) # 0, tal que,
{Z?l XiGi =0
piGi — piC; =0,
es decir,
A={(\p) eR*™: Alpu}.

Tomando f(u,v) = (u,v), f((A,u)) = 0 para todo (A, ) € A, asi, por el teorema anterior,
se tiene el resultado. Otra consecuencia de este teorema es la siguiente.

Corolario 1.17. Sea uf(z1,72) = (v¥(x1,12), w (21, 72)) — (v,w) en L*(Q, R?) y suponga
que {8:1:1} Y {(%2} son pre-compactos en W~12(Q). Entonces, v:w® — vw en el sentido
de las distribuciones.
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Demostracion. En este caso, A C R? es el conjunto de los (A, u) € R2, tal que existe
¢=(¢1.¢2) €R?, ¢ #0con (A =0, Cop =0, es decir,

A={(\p)eR?:X=00pu=0},

y f(v,w) = vw por lo tanto f(A, ) = 0 para todo (A, 1) € Ay por el teorema anterior se
tiene el resultado. O

Un resultado clave para el estudio de la compacidad de la sucesién de soluciones del sistema
parabdlico (|1.6]), a la solucién de (1.1)) es el lema de Murat. A continuacién se dan unos
resultados preliminares para su prueba.

Teorema 1.18. Para cada 1 < g < 1*:= -2

= a1
M(Q) = W™H1(Q),

como una inclusion compacta.

Demostracion. Sea {uy} una sucesion limitada en M (£2). Entonces, existe una subsucesién

{mr; } tal que pug; — pen M(Q).

Sea ¢ = qfql y denote por B la bola unitaria cerrada de Wol’q (Q), como 1 < ¢q < 1%,

%1 > n — 1, por lo que ¢ > n. Asi, por el teorema de Rellich-Kondrachov, B es com-

pacta en Cp(Q). Por lo tanto, si ¢ € B es arbitraria, dado ¢ > 0, existen funciones
N

{¢i}¢:(16) C Cp(02), tal que,

min || ¢ — ¢; [oo< €.
1<i<N(e)

Ahora,

’ [ oam, = [ o

+ '/Q@'dﬂkj - /Q@dﬂ‘ + ’/Q@)— ¢i)dN’

— 1@ 0 idu, = | &id
Se(s?plﬂkﬁ( ) + |ul( )>+‘/Q¢ Hk; /Q¢ g

< ‘ /ﬂ (6 — d)dpu,

)

para ¢ € B y algun indice i € {1,---,N(e)}. Asi,

/Q b, — /Q ¢du‘ o,

es decir, pp, — p en W=H1(Q). O

1lim sup
J—>00 ¢cB

Lema 1.19. Sea N una solucion fundamental del Laplaciano en R™, es decir,

N(y) = cnly)?™ si n> 2,
%log|y| st n=2,

donde,
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Para cualquier f € W=1P(Q) con Suppf CC Q y 1 < p < oo, se tiene,

u=N=x*fecWPQ),

lullip<ell fll-1p-

Demostracion. Sea q el exponente conjugado de p. Para obtener el resultado, basta probar
que:

(o) < el £ ll-ipll @ (1.48)
\<§;,¢>\ <cll flloipl @ lle paraj=1,-.n (1.49)
donde,
h) = h(x)d
(g, ) /Q g(2)h(x)da
Como Suppf CC Q,
(u, @) = (N = f, )

con ¢(x) = ¢(—x), luego,
[, ) <IF -1l N # & [l1g,

y como N pertenece a LZOC(R”) y &B = LZOC(R”) parai=1,---,n,
n
~ ~ ON -
| N8 lha <INl +D 1 5+l
=1 !

n
. ON .

<INl llg+ >l 5. Il 0 lla

— Zj

7j=1
<C|élq
=C [ ¢ lg;

de donde sigue ((1.48)). Para demostrar (1.49)) se procede de manera andloga, y se tiene:

8
(N* 9) ll1q

N*d’ HZq‘

ou
)] <11 1

<IFll-1p

Ademas,

IIN*¢II2q<IIN*¢IIq+ZII7*¢>||q
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Por lo tanto, para obtener la desigualdad, se debe probar,

82
|| <(Ma )0 lla< el & o

para algin ¢ > 0, esta desigualdad se conoce como Desigualdad de Calderon-Zigmund.
Para demostrarla, considere Ry, la k-ésima transformada de Riez definida por:

Ri(9)(@) = an /R e~ vy,

con a, = I'("L) /x("*+D/2 1a transformada de Riez es un operador acotado e LP(R™), 1 <
p < 00, se tiene siguiente relacion,

O*N - -
=—(2m) "R;R; 1.50
(5g ) *6 = ~(20) " Rufs. (1.50)
1,7 = 1,--- ,n, para demostrar la igualdad anterior se prueba que las transformadas de

Fourier en ambos lados de la igualdad coinciden. Aplicando la transformada de Fourier en
ambos lados de (|1.50)), se tiene, para el miembro de la izquierda,

—

82N ~ 0?N =
0x;0y; *9= 8$¢6mj¢
GG v
AN
AN
GG o
I¢[?

= (2m)™"

50¢>

nGiGi 3
¢I?

¢

—

Teniendo en cuenta que Ry(g)(¢) = i:G(¢), la transformada del lado derecho de (1.50
es:

~(2m)RuRyd = ~(2m) iR (3)
nGi G2
= (27w o
SR
Luego, las transformadas coinciden. Asi,
0’N
= —(27)" "
| Gy * & o =l ~Cr) " BiRsd I
<cll ¢l
=clolg-
lo que concluye la prueba. O

Teorema 1.20. Sea 1 < ¢ < p < r < oo. Entonces,

{compacto de VVl;cl’q(Q)} N {acotado de I/Vl;cl’T(Q)} C {compacto de V[/l;cl’p(Q)}
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Demostracion. Sea {f;} una sucesién en,
S = {compacto de W, ()} N {acotado de W_ " (Q)},

entonces, existe una subsucesién denotada {f;} que es de Cauchy en I/Vl;Cl 9(Q). Para ver
que {f;} pertenece a un compacto en I/Vlgcl P(Q) basta probar que,

|| ¢fl - ¢f] ||71,p—> Oviaj — 00, (151)

para toda ¢ € C3°(€2). Ahora, ndtese que si u € LP, aplicando la desigualdad de Holder,

lullf, = / P
Rn

= [ a0z
Rn

<l wllg? ) w ==,

donde }3 = 0% +(1-a)l

Sean f; = ¢fi, u; = N * f;. Como el operador Laplaciano de W1*(Q) en W—1(Q),
1 < s < oo es continuo, usando el lema anterior,y el hecho de que {f;} es acotado en

m—l,?”(ﬂ))

oc

I fi = &fj -1 = 0o % fi = 0% f -1
= Aui — Auj [|—1,p
<O ui—uj [lip
< C |l wi = uj |18l wi = uy (|17
SO Fi= Fi gl Fi = f 11555
<O fi—filI21g

donde C' denota cualquier constante positiva y por (1.51), el dltimo término del lado
derecho tiende a cero cuando 7,7 — o0. O

Corolario 1.21 (Lema de Murat). Sea {fi}32, una sucesion acotada en W'Z;C“(Q), para
algin r con 2 < r < oo, tal que fr = g +hy, parak =1,2,---, donde {gr} es una sucesion
pre-compacta en VVl;CM(Q) y {hi} es una sucesion acotada en M(Q). Entonces, {fr} es
pre-compacta en I/Vlgcl’z(Q)

Demostracion. Por el teorema {hy} es pre-compacta en I/Vlgcl’q(Q), 1<qg<1*.

Como 1* < 2, se tiene que I/Vl;Cm(Q) C I/VZ;CI’Q(Q), como una inclusién continua, por lo

tanto, { fx} es pre-compacta en ngcl’q(Q) y como { fi} es acotada en I/Vl;C”(Q) yg<2<r,
por el teorema anterior, {fx} es pre-compacta en VVZZCM(Q) O

Considere el sistema de leyes conservaciéon 2 x 2 estrictamente hiperbélico:

ou n Of (u)

ot ox

=0, (1.52)
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Una sucesién {u€} es una sucesién de soluciones aproximadas de (1.52), si {u} satisface:

out | 9f (uf)

ot Oz =&

donde R¢ — 0 cuando € tiende a cero, en el sentido de distribuciones.

Teorema 1.22 (DiPerna). Sea {u‘} una sucesién de soluciones aprozimadas de (1.59),
uniformemente acotada, y u € L*°(R x [0,00)), tal que u¢ — u en L>®(R x [0,00)) débil*.
Suponga que para todo Q abierto y acotado en R x (0,00) y todo par de e-f (n,q) €
C?(R?%;R?) wale:
In(u) | Oq(u)
ot * ox

Entonces u es solucion en los siguientes casos:

€ { compacto de W 12(Q)}. (1.53)

i.) el sistema es estrictamente hiperbdlico y genuinamente no lineal.

ii.) el sistema es estrictamente hiperbolico y existe una curva en el espacio de las inva-
riantes de Riemann, w = g(z), con g estrictamente mondtona, fuera de la cual el
sistema es genuinamente no lineal.

Demostracion. Pasando a una subsucesion si es necesario, considere las medidas de Young
vz ¢ asociadas a la sucesion u¢. Dados dos pares e-f, suaves, por (1.53), es posible aplicar
el lema de Div-Rot a los campos (n1(u®), g1(u)), (g2(u), —n2(u)), dendtese v = vy 4,

<V7 mqz2 — 772Q1> = <Va 771><V7 QQ> - <V7 772><1/7 Q1>' (1'54)

La idea de la demostracién es probar que en los dos casos, i.) y #i.), v es una medida de
Dirac. Sea R el menor rectangulo en el plano de invariantes de Riemann (z,w) con lados
paralelos a los ejes coordenados,

R={(zw)lz- <z<zp,w <w<wi},

conteniendo el soporte de v. Sean (11x, g+x) pares de e-f como en (1.11]) y (1.12)), definidos
en una bola conteniendo R. Para ¢ = +2z:

% 1
_ *tk=z
Ntk =€ (Vo + - + O (k:?)) , (1.55)

H 1
+kz 1
Qip = € <H0+ i +O<k2>>, (156)

usando estos pares se probara que zy = z_. Un andlisis idéntico se puede realizar con
¢ = +w para mostrar wy = w_. Sean uf las medidas de probabilidad en R definidas por

+ o\ _ (v hnik)
U = )

para toda funcién continua h(z,w) definida en R. Como {u,f} forma un subconjunto
acotado de M (R), existen medidas de probabilidad u* sobre R, tal que,

(™ by = Mm (s, h),



CAPITULO 1. PRELIMINARES.

30

para alguna subsucesién adecuada. Ademds,

Supput C RN {(z,w)|z = 24 }; Suppu~ C RN{(z,w)|z = z_}.

Para ver esto, sea h una funcién continua no negativa
Supph C {(z,w)|z— < z < z; — €}, para algtin € > 0, entonces,

<M+7 h> = kgnoogjjz—’ h>

— lm (Va h77+k>
k—00 <Va 77+/€>
Ly het (o4 R 40 ()

e (e o+ RO ()

en

Ry

Si Vg >0, (Vb + % +0 (k%)) > 0, entonces para k suficientemente grande, se tiene:

het (4 %0 ()
= 1+ 0 ()
_ Jhe® (Vo+ F+0 () dv
J ek (Vo + T + 0 (52)) dv
1A lloo €¥C+79 [ (Vo + 2 + 0 (55)) dv
I Y P e T 0 () dv

< Ceke/2 0,

por lo tanto, Suppu™ C R N {(z,w)|]z = 2;}. Andlogamente se muestra que

Suppu~ C RN{(z,w)|z = z_}.
Aplicando la relacién (1.54) a los campos, (9+k,q+%) ¥ (¢, —7),

(V,n4kq — qekm) = (V) (v, @) — (v, )V, aak)

dividiendo en (v, n ),

<V7 quk)
<V7 77+k> ,

(V,4kq — q1k7)
<l/7 77+k>

1
Gk = <>\1 +0 <k>> Ntk

reemplazando en la igualdad anterior,

W, (¢— (M +0())n) nex)

:<V7Q>_<V777>

ademads,por (|1.15)

0 (40 (1) s

= <V7q> - <V777>

<V7 77+k> <V7 77+k>

de donde, tomando limite cuando k — 00,
<V7 q> - <V7 77><N+7 /\1> = <,"L+7 q— )\177>7

es decir,
<M+7 q— )\177> = <V7 q— AT”))

)
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realizando el mismo procedimiento con los campos (-, ¢—x), (g, —n) se llega a la igualdad,

<M77 q— )\177> = <V7 q— )‘1_77>7

donde )\it = (uF, \1). Veamos que A\ = A, y por tanto (ut,q — A\in) = (=, q — \n).
Aplicando (T53) a los campos (14, 41k) ¥ (3t 1),

Wy k-t = 1-k@ik) = Wnr) (5 g-k) — (V1) (Vs @),
dividiendo ambos lados por (v, n4k) (v, n—-k),

(vgsn) _ (aok) _ (1 Qern-k — a-rin) (1.57)

<V7 7]+k> <V7 n—k> <V7 77+k><V7 n—k)

Si zy = z_, se tiene la igualdad A\ = A[, si 24 # 2_, para € < Z+;Z‘, suficientemente

pequeno,
V; 1
(v, nig) = /ekz <Vo + ?1 +0 (k‘2>> dv

> k(24— / (VO + E L0 <12>> dv
{z>z4—€}NR k k

> Cek(z.._fe)

)

de igual forma,
<V7 n—k> > Ce_k(z;—i_e)v

para k > 0 suficientemente grande, por lo tanto, el denominador de la derecha de (|1.57)
tiende a infinito y el numerador es en general O(1/k), asi, el miembro de la derecha tiende
a cero, mientras que el miembro de la izquierda tiende a /\f — Al . Ahora, por (1.11) y

(1.12), N
— 1
<:u+7q+k - )\177+k> = ek‘z+ <M+7 =LA +0 <)> )

k k2
B ./ _ Hi— AW 1
(1 aCI+k—)\177+k>:€k_</J 71k11+0<k2)>7

y como (ut,q— i) = (u",q — \in),

<M+, H; — /\1V1> =0.

Andlogamente,
kx Hy — MV 1
<M+7Q—k —Mn-g) =e g +<,U+7 - 5 +0 <k2>>a
_ ke, — Hi—XMW) 1
(W gk —An_k) =¢ g ~(u A +0 (k2>>’
de donde,

<:u_7 Hl - A1‘/1> = 07
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usando ([1.13]) en la ecuacién anterior,

oA
<Mia 872’1> = 0.

En el caso i.) del enunciado del teorema, la igualdad anterior contradice el hecho de que

p* son medidas de probabilidad y %Vb # 0, luego debe tenerse z; = z_, y as{ v es una

medida de Dirac, por lo tanto, u es solucién del sistema ((1.52)).

En el caso ii.) cada lado vertical y horizontal del rectangulo R debe poseer interseccién
con la linea w = g(z). Por lo tanto, la linea debe ir de un vértice P de R, a su vértice
opuesto Q. Asi, u y = deben ser medidas de Dirac concentradas en esos puntos, y como

(wr,q — M) = (™, ¢ — Ain) se tiene,
9(Q) = M(@)n(Q) = q(P) = M (P)n(P), (1.58)

para todo par e-f. De igual manera, cambiando z por w,
(@) = 2(Q)n(Q) = q(P) = Ao(P)n(P), (1.59)
restando de (L53),
(R2(Q) = M(@)n(Q) = (Aa2(P) = M (P))n(P),

para toda entropia 7. De esta manera, si 7 es una funcién afin que se anula en @, (A2(P) —
A1(P))n(P) = 0 lo cual es una contradiccion si P # @ , pues se supone que el sistema es
estrictamente hiperbdlico, asi P = @ y en el caso ii.) v es una medida de Dirac y u es

solucién del sistema (|1.52)). O

El teorema anterior garantiza entonces, en qué casos se tiene la convergencia de las solu-

ciones aproximadas u¢ del sistema perturbado (|1.6]), al sistema hiperbdlico ([1.7)).



CAPITULO 2

Aplicacién del método de aproximacién de flujo a
dos sistemas del tipo de Temple.

En este capitulo se pretende mostrar la existencia de una solucién débil global de los
sistemas de leyes de conservacién:

Ut+2<\/ﬁ>x_o (2.1)

u
v ———m—) =0

Vu+4v),

(2.2)

ug + (u? +v)y =0
v + (uv), =0,

aplicando el método de aproximacién de flujo.

Se muestra la existencia de una soluciéon débil global para cada sistema, por el método de
viscosidad nula y luego se muestra que la solucién puede ser obtenida por el limite de una
combinacién lineal de los dos sistemas.

Considérese primero el sistema ,

2 —U
flu,0) = <\/u2 +4v Vu? +4v> ’

luego,

—2u —4

_ D3 D3

V= —1 n u?  2u

D D3 D3
donde D = vu? + 4v, el polinomio caracteristico para Vf es \? — % = 0, luego los
auto-valores para el sistema 1) son A\; = % v Ao = —%, por lo tanto, el sistema es

. . (s u+D

estrictamente hiperbdlico. Un auto-vector a derecha para A es r1 = (—1, T)’ para Ag

un auto-vector es ro = (1, %)

33
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—4u —8 u+ D
o= () (+457)

—4
:ﬁ#ov

du 8 D—u
VM”?=<DMDJ'Q’:2>

4
:ﬁ7é07

Adems3s

por lo que el sistema es genuinamente no lineal. Las invariantes de Riemann para el sistema
(2.1) son las soluciones de las ecuaciones:

D_

Vzirg = z,+ 2uzv:0, (2.3)
D

Vw-r, = —wu—i—u—; w, = 0. (2.4)

al solucionar por el método de las caracteristicas, se llega a que las invariantes de Riemann
son,

z=u—D, w=u+D. (2.5)

Para la ecuacion (2.2)),
g(u,v) = (v* + v,wv) ,

luego,
20 1
Vg = [v u] :
El polinomio caracteristico para Vg es A2 — 3\u — v + 2u? = 0, asi, los auto-valores para
el sistema l' son \| = 3“2_D y Ay = —3“;'D, por lo tanto el sistema es estrictamente
hiperbélico para (u,v) # (0,0), donde D = vu? + 4v. Un auto-vector a derecha para A}
D D -
es = (-1, %) y un autovector a derecha para X, es 5, = (1, Tu) Para estos se
cumple,
3u u —1 u+D
VAN mi=(——=—,— |- (-1
1M (2 2D’D)< 9 )
= -2 ;é 07
3u u 1 D—u
VXN org=( =+ —, = |- [1,——
e <2 +2D’D> < 2 >
=240,

luego, el sistema es genuinamente no lineal. Las invariantes de Riemann para el sistema
(2.2) son las mismas que para el sistema (2.1)), z=u — D, w =u+ D.
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2.1. Existencia de soluciones viscosas.

En esta seccion se estudia la existencia de soluciones viscosas para el sistema hiperbdlico
, el segundo también es conocido como sistema de tipo LeRoux, las soluciones viscosas
de este sistema han sido estudiadas antes en |14], de donde se seguird parte del desarrollo.
Para el sistema (2.2), considérese el dato inicial (ug(z),vo(z)) acotado y medible, y el
sistema, parabdlico:

U + (U2 + 'U)gc = €Ugy
{vt + (uv)y = €Vgy, (26)
con dato inicial,
(u(z,0),v(x,0)) = (u(x), v5(x)), (2.7)

donde,
(up(x),v5(w)) = (uo(x), vo(x) + €) * G*,

y G¢ es un mollifier, entonces,

(u5(x), vh(2)) — (uo(@),vo(2)),

en casi toda parte cuando € — 0.

Teorema 2.1. Si el dato inicial (up(x),vo(x)) es acotado y medible y vo(x) > 0, entonces
para € > 0 fijo, la solucion viscosa (u(x,t),v(x,t)) del problema de Cauchy @),,

existe y satisface,
|| u(z,t) ||< Mo, 0 < c(e,t) <v(x,t) < Mo,

donde My es una constante positiva independiente de € y c(e,t) es una funcion positiva,
la cual podria tender a cero cuando € tiende a cero ot a infinito.
Ademds, existe una subsucesion notada (u(z,t),v¢(x,t)), tal que,

(u(z,t),v(x,t)) — (u(x,t),v(x,t)), casi toda parte en €,

donde Q C R x[0,00) es es un conjunto abierto y acotado y la funcién u = (u(z,t),v(z,t))
es una solucion de el problema de Cauchy con dato inicial,

(u(z,0),v(x,0)) = (uo(z),v0(x)), (vo(z) > 0).

Demostracion. Para las invariantes de Riemann ([2.5)),

U 2 4v —2u —4
wu:1+57 W =1y Wuu = 155 Wuo = g7 Woo = 13
u -2 —4v 2u 4
zu:1—5, z”:f’ Zuu:ﬁa Zuv:ﬁa Zw:ﬁ-

Entonces, multiplicando el sistema (2.6)) por Vw,

Wyt + Wy + Wy (2utly + Vg) + Wy (Uz¥ + uvy) = e(Wylyr + WyVsy ), (2.8)
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es decir,

w(u, v) + Aow(u, v)y = e(w(u, v)py — (wuuu2 + QWi Ug Vg + wwvg))
4v 4u 4
= 6’(1](?,07 ’U)mm — e(ﬁui D3 —S Uy Vyp — ﬁvg)

= ew(u,v)zy — D + uw)uy + 20;)((D — w)uy — 2vy)

S5

= ew(U,V)zy — %w(u, V)22 (U, V).

De igual manera, multiplicando ([2.6)) por Vz,
2yt + 20 + 24 (2uty + ) + 2y (Ugt + uvy) = €(2y Uz + ZoVaz), (2.9)
de donde,

z(u, ) + A12(u,v)p = €(2(U, V) g — (zwu2 + 2240 Ug Vg + zwvg))

4v 4du 4
= ez(Uy V) gx + e(DS u? — T3 Ualz — ﬁvg)
= ez(U, V) gx + D3 (D + u)ug + 20;)((D — w)uy — 2vy)
= ez(u,v)zp + %w(u,v)xz(u,v)x.

Si se considera ([2.8)) como una ecuacién en la variable w y (2.9) como una ecuacién en la
variable z, se tiene,
Wi + AWz < €Wy,

Y,
2+ M2y > €24y

Ademds, si el dato inicial satisface w(uf(z),v§(z)) < M y z(uf,v§) > —M, aplicando el
principio del maximo a cada una, se tiene w(u,v¢) < M, z(uf,v¢) > —M. Asi,

Y ={(u,v) : w(u,v) <M, z(u,v) > —M,v > 0},

es una regién invariante para una constante M suficientemente grande y se tienen las
estimativas en L,

[ u(e,t) < Ma, || v(x, 1) < My,

donde M, es una constante independiente de €, ademds, por el teorema
v¢ > ¢(t,co,€) > 0 si vo(x) > ¢o > 0, donde ¢y es una constante positiva y c(t, co, €)
es una funcién que puede tender a cero cuando t tiende a infinito o € tiende a cero.

La segunda parte del teorema, es consecuencia del teorema de DiPerna [1.22] para esto se
necesita probar que los pares de entropia-flujo cumplen la propiedad , por lo cual
primero se construyen los pares de entropia flujo, y luego se prueba su compacidad. [
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2.1.1. Pares de e-f.

Sean p= D3,y 6 = %u, entonces para soluciones suaves, el sistema 1| es equivalente al
sistema,

pt+ (pf)z =0
0+ (5 +20%) =0,

x

(2.10)

La nueva funcién que denota el término conservativo en términos de p y 6 es
2 2
9(p,0) = <p9,% + %m), v,
o p
Vg—[}lp—gl 0] (2.11)

el par de e-f para este sistema debe satisfacer,

o p
(prqe) = (7707779) [411/)31 9]
1 =1
= (O, + 177 0 Pllp On9),

luego, eliminando ¢ de las ecuaciones,
1 -a
Nop = ZP 3 7go- (2.12)
Sea k una constante, considere n = h(p)ek(’, entonces, 7 resuelve la ecuacion (2.12)) si:
1 _
W'(p) = K03 h(p).

Suponga h(p) = p%gb(s), con s = %kp% Entonces debe tenerse,

" 2
- <1+52)¢=o (2.13)

es decir, ¢ debe ser solucién de la ecuacién Fuchsiana (2.13). Aplicando el método de
Frobenius una solucién de la ecuacién es,

[e.e]
$1 =5 cons™ = s7g(s),

n=1
donde,
- 2n Co(n—1)
= n 9 n — 9 214
9(s) ;CQ T T o ) (11 2n) — 2 (2.14)

y Co es una constante positiva arbitraria. Sea ¢o otra solucién de ([2.13)) independiente de
¢1, satisfaciendo ¢o = ¢1 P. Entonces, P debe resolver,

Py + 264 P =0,
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= (1) = (s*
dada por,

= (s*¢%(s))7!, una funcién especial P que satisface dicha igualdad es

P = / (t1g?(r)) " tdr.
Por lo tanto,

o0
/ ldT,

de lo anterior, ¢1(s) > 0, ¢|(s) > 0y ¢2(s) > 0 para todo s > 0, ademds ¢5(s) >0y

i Ga(s) =0, lm_gh(s) =0,
por lo que ¢4(s) < 0.

Para las soluciones de la ecuacién (2.13)) se tiene el siguiente lema

Lema 2.2. Sean ¢1(r), ¢2(r) soluciones de la ecuacion Fuchsiana

1" B < _
¢'(r) = (1+ ) olr) = 0.
donde ¢ es una constante.

Si ¢1(r) > 0,¢1(r) > 0 para r > 0, entonces

{221813 =140(),

agi(r)e " =1+0(1),

cuando r se aprorima a infinito

Si ¢a(r) > 0,¢5(r) < 0 para r > 0, entonces

4 —1+0(4).
copa(r)e” =1+ 0 (%) ,

cuando r se aprorima a infinito, donde c1,ca son dos constantes positivas adecuadas

La demostracién de este resultado puede verse en [14]

Para construir el par de entropia flujo considérense los autovalores para el sistema ,

1 1
3 3
M=0-2 =012 (2.15)
27 2
_2 _2
3 3
con respectivos autovectores derechos, 1 < < 5 ) las invariantes
de Riemann satisfacen
;2
3
2p + 5 40 = 0, (2.16)
ps
w, 5 Wo =0

(2.17)
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Aplicando el método de caracteristicas, las invariantes de Riemann para ([2.10]) son,
1
o, (2.18)

Considérense el par de e-f (1, ¢) como funciones de (w, z), entonces,

(2p,20) = quVw(p,0) +q.:Vz(p,0)
= Vn(p,0)V f(p,0)
= (nwVw(p,0) +1.Vz(p,0))V f(p,0),

como los gradientes de las invariantes de Riemann son auto-vectores a izquierda,
quUJ(p, 0) + qzvz(pa 9) = )\277wvw(p7 9) + Alnzvz(pv H)a

multiplicando por r1(p, 8) y r2(p, 0), se tienen las respectivas ecuaciones,

Qw = A2Nw, Gz = A17)z- (2.19)
Por(2.18),
z+w =20 (2.20)
1
z—w=—3p3, (2.21)

de donde, 0, = % =0, pv = p% = —p,. Entonces,

1 i 1 2
Gw =390+ P3qps Q== 300 — P3Gp
2 2
o = 370 + P31 M= = 579 — P31,
de la ecuacién anterior, junto con (2.19) y (2.20)),
G = Guw + = = Ong + p1p- (2.22)
Suponga nj, = ps $(s)e", n_y, = p3¢(s)e ™ entonces, por (2.22),

(ar)o = 0(nk)o + p(Mk)

1
= Okni + %nk + W,
de donde,
2 p3gl(s)
Qe = Mk (9—%+ 0 >,
andlogamente,
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Sea 1} = p%qﬁi(s)ek(’, para i = 1,2. Como ¢)(s) > 0, ¢1 > 0 para s > 0, del lemase
sigue que,

1
M = p3i(s)e

= p%¢1 (S)ek(w—%p%)

_ bk 1
= p3se <1+O<k; ,

en cualquier subconjunto compacto de s > 0, su flujo asociado es,

1 1
2 p3 ($1(s) p3 2 1
1_ 1 = L 1 -1 L | = -

en cualquier subconjunto compacto s > 0. Similarmente,

en cualquier subconjunto compacto de s > 0, con flujo asociado,

2 1
2 9 B
Q. = Mk <)\1 % +0 <k2>> )

en cualquier subconjunto compacto de s > 0.

1
=t (10 (7))
en cualquier subconjunto compacto de s > 0, y su flujo asociado,
2 1
1 1
= M+—+0(=])]).

q_ = N—k ( 1+ 3% + (k:2>)

en cualquier subconjunto compacto de s > 0. Por iltimo,

1
Nl =pie (1 +0 <k>> ,

en cualquier subconjunto compacto de s > 0, y su flujo asociado es,

2 1
2 .2
A = Nk <)\2+ 3k +O<k2>>’

en cualquier subconjunto compacto de s > 0. De esta manera quedan construidos los pares
de entropia-flujo para el sistema de ecuaciones (2.2)).



CAPITULO 2. APLICACION DEL METODO DE APROXIMACION DE FLUJO A DOS SISTEMAS DEL TIPO DE TEMPLE.41

2.1.2. Compacidad de 7; + ¢, en H,..

El objetivo principal de esta seccién es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Para los pares de entropia-flujo del tipo de Lax construidos en la seccion
anterior,
n(ueu Uﬁ)t + Q(u67 UE)CIH

es compacto en H;, (R x [0,00)) con respecto a las soluciones viscosas (u,v¢) de @)

., . . , 2
Demostracion. El sistema 1’ tiene una entropia convexa n*(u,v) = % + fov log 7d7, con

flujo correspondiente, ¢*(u,v) = % +uwvlog v. Multiplicando la primera ecuacién en 1)
por u y la segunda por log v y sumando ambos resultados,

v,
N+ Qe = €Ngx — E(ui + ;z)

Sea K un conjunto compacto, y sea ¢ € C§°(R X [0,00)) una funcién test, con ¢|g =1,
0<¢<1, S=Supppy K CSCRxI0,00), entonces,

K ((u;>2 ¥ Z) ot = [ [ (e == a2 s
- /000 / Z €NPuz + 1Pt + qdzdadt
< M(¢),

;1 Vg : §
asi, ezuf, y \/; son uniformemente acotadas en L7 (R x [0,00)), solo se probard el
v

teorema anterior para los pares de e-f (17,3, q,%) Un método similar es usado para (ni, q,i),

Multiplicando (2.6]) por Vn(u,v) se tiene,

N+ Qe = €Ngz — f(nuuug + 21Uy Vg + nvvvg%)v (2'23)

* dr 1
/ T2 = O (3) ’
s TA(7) s
cuando s se aproxima a cero, para cualquier k£ > 0 fijo, se tiene que
2 °© dr
2 3 kO
= —s5°g(s ——e",
= gL )/s g ()

y ¢; son uniformemente acotadas en R x [0,00). Asf (nZ(u,v)): + (¢i(u,v))s es acotado en
W=L2(R x [0, 00)). Para n? se tiene,

= (g 2000 [ 55585

Como
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[ =0 ()

cuando s tiende a cero. Asf, (17,%)3 y (17,%)9, son acotadas en R x [0,7] para T' > 0, y
(n?)s = O(s), cuando s se aproxima a cero. Ahora,

y €Omo @ < g(s),

0s 3ku 0s 9 ~1/9
“° e 4 /
611/ 2(u2 + 4’(})1/2 ) 8’[} 3k(u + U) ?

€

entonces, €(n?); = O(e(|ug| + |vz])). Como e%u; y ev—f son uniformemente acotadas en

L2 (R x [0,00)), €(n?)zs es compacto en H; (R x [0,00)). La prueba quedard completa
debido al lema de Murat, si se muestra que la parte derecha de (2.23) es acotada en
Ljpe(R x [0, 00)).

/ d 9 kO
g (r)dr e I = 67, la cual es uniformemente acotada en C?,
T3g3(7) kg(s)

Sean I = 539(5)/

entonces,

4
W=D - 2

y el final de la prueba del teorema equivale a mostrar que,
L = e(Tyu(uz)? 4 2@uptzvy + Ly (v2)?)

1
es acotada en L;

(R x [0,00)). Sea L = Ly + Lo, donde,

{L1 = elss((50)%u2 + 25,5,Uv; + (54)%02)

Lo = el(Sunu2 + 28Uz Vg + Sppv2).

como ¢'(s)/s < g(s), Is = O(s) cuando s se aproxima a cero y Is es acotado, Ly, Ly son
> + O(uﬁ)), por lo tanto son acotados en L}, (R x [0,00)). [

2
Uz

controlados por € (O o

Con esta demostracién también se termina la prueba del teorema [2.I] debido al teorema
de DiPerna .22

Ahora, al igual que para la ecuacién (2.2, para soluciones suaves el sistema (2.1]) es
equivalente al sistema:

pr —40, =0
o+3(p7) =0,

T

(2.24)

donde, p = D3.6 = 34, la nueva funcién que denota el término conservativo en términos
) ) 2%

de py 0es f(p,0) = (~40,307'), v,

szl 0, _4] (2.25)
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el par de e-f para este sistema debe satisfacer,

(ap»q0) = (Mps0) [_po_; _04]

_74
= (—ngp3 , —4n,),

luego
—4
dpe = —MNesp 3
900 = —4AMpp,
asi,
Npp = iﬂ%‘lﬁee,

por lo tanto los dos sistemas y tienen las mismas entropias. Aplican-
do compacidad compensada (teorema , se obtiene la existencia de soluciones
débiles globales para el problema de Cauchy , en el plano superior (v > 0) y
el problema de Cauchy , en la regién v > vg > 0, para una constante adecuada vg.

2.2. Método de aproximacién de flujo aplicado a los sistemas
del tipo de Temple (2.1)),(2.2).

En esta seccién se muestra la existencia de solucién débil global para los sistemas
por medio de la aproximacién de flujo, para lo cual se utiliza una combinacién lineal de
los dos sistemas, este método fue estudiado en [15]. Considérese la combinacion lineal de

los sistemas, (2.1) y (2.2)):
! > + 0p(u® +v), = 0
——— 2(u” +v)e =0,
V ’LL2 =+ 4v T * (226)

Y 5 0
Vi), o =0,

donde 61, d2 son dos perturbaciones positivas de aproximacién de flujo.
La funcién que denota el término conservativo para dicho sistema es,

ug + 201 <

vy — 01

29 )
) = (5 + a4 0), =8 by )

por lo tanto,
*2’LL51 *4(51

Vf B D3 + 2u<52 D3 + (52

| =6 n u?d; 5 2ud 4 u
— 4+ —= 4 — tu

D ' D3 2 D3 2

Los auto-valores del sistema ([2.26)) son soluciones de la ecuacién caracteristica,

48 | 2610

2
A% — 3uds A — Di D

+ (62)%(2u? —v) = 0, (2.27)
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asi, los auto-valores del sistema son,

2(51 3u D
M=prtly T g)

26, D
A2= "o 52(2 +2>’

es decir, el sistema es estrictamente hiperbdlico, los correspondientes auto-vectores son,

u+D>
r = _la 2 )
) D—u (2.28)
ro = .
2 ) 92
para estos autovectores,
—4ud 309 udy —81 0o u—+ D 461
AT = — = —— = [ -1l,— ) = — 24
VAL Dt "2 "’ Dl D T T p3
4u51 352 U(SQ 8(51 (52 D—u 4(51
ro=—4/+—+-—=, =+ =) (1,—— 2
Vdenn={35r T Top i T p Ty )T s T
luego, el sistema es genuinamente no lineal en la regién v > vy > 0. Ahora,
Teorema 2.4. Considere el sistema con dato inicial,
(u(x,O),v(a:,O)) = (U()(l'),vo(w)) (2‘29)

acotado y medible y vo(x) > vg > 0, para una constante apropiada vy. Entonces, pa-
ra cualquier 81,09 fijos, la solucién débil global (u®°2 v°1:92) de el problema de Cauchy
2.20), (2.29) existe. Ademds, para 6 fijo (0 82), existe una subsucesion (u’?n,v%n) (o
(u®tn, v%1n) ) de (u?92,v%1:92)  que converge puntualmente cuando da, (0 61, ) tiende a cero

a la solucion de el problema de Cauchy (o ) con dato inicial .

Demostracion. Para la prueba del teorema se utiliza el método de viscosidad nula junto
con el argumento de compacidad compensada dado por DiPerna.

Considérese el sistema parabdlico de (2.26), sumando a la derecha un término de viscosi-
dad,

ug + 261 < > + 52(u2 + )y = EUgy,
X

1
vu? + 4v

U
vu? + 4v

con dato inicial (2.29)) por los célculos realizados anteriormente, se sabe que los dos auto-
valores del sistema son,

AL = 247 46, <3U—D>’ Ay = — 201 46 <3U+D>’

(2.30)

v — 01 + 02 (uv)y = Vg

D? 2 D? 2

con correspondientes auto-vectores, e invariantes de Riemann (2.5]).

Para cualquier constante ¢ las curvas w = ¢ o z = c¢ son lineas rectas en el plano
(u,v) , entonces, es posible encontrar constantes adecuadas ¢;,d; con i = 1,2, tales que,
Y ={(u,v) :c; <w < ¢ca,dy < z < dg} forma una regién acotada, invariante. Ademds, en
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esta region v > v; > 0 para una constante adecuada v; < vg.

El sistema ([2.26)) es estrictamente hiperbdlico y genuinamente no lineal, y las soluciones
del sistema parabélico (2.30)) (u5’51’52, ve";l"s?) son uniformemente acotadas, entonces por
el teorema ([1.22]) se tiene la convergencia,

i (002, 002) = (0102, y01%2),
€

en casi toda parte en cualquier conjunto compacto en R x [0,00), donde el limite
(u®92, 91:92) es una solucién débil del sistema .

Fije 61 (0 02). Para las funciones generalizadas (u51’52, v51’52), es posible reescribir el sistema
(2.26)) como;

1
w4201 [ —— ) = =8 +v),,
n
v — 01 = —da(uv),.

Vu+4v),
El lado izquierdo de (2.31)) (sistema ({2.1])) es estrictamente hiperbdlico, y genuinamente
no lineal y las funciones (u51’52,v51*52) son uniformemente acotadas, independientemente
de 41, 02, por lo tanto, nuevamente por el teorema de DiPerna [1.22

im (uit 000 — (it o),
2

en casi toda parte para cualquier conjunto compacto en Rx [0, 00), donde el limite (u’*, v%1)
es una solucién débil del sistema ([2.1). Para encontrar la solucién del sistema ([2.2) se
considera el sistema ([2.26)) escrito en la forma,

1
w4 02 (u? +v), = =20 ()»
el e =20 U ),

u

Vit /),

(2.32)
ve + do(uv), = 01 <

y de igual forma se tiene que,

s lm O(H‘Sl"h,v‘h‘s‘") = (u,0™),

es una solucién débil de (2.2)). O
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